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Capitulo 1

Resumen e Introduccion

1.1. Resumen

En este trabajo se analizan los articulos “ A new theory of regular functions of
a quaternionic variable “y “ Regular functions on a Clifford algebra ”. La tarea
que realicé fue desarrollar de una manera detallada, las demostraciones de los
articulos y elaborar algunas de las demostraciones que no se incluian en dichos
trabajos y por ultimo complementar algunas ideas de los autores.

Las ideas originales de los autores se basan en [12], en el cual se definen las
funciones Cullen-regulares sobre el conjunto de los cuaternios. El conjunto de
dichas funciones resulta ser una clase distinta de las funciones hiperholomorfas
(refiriéndome a funciones hiperholomorfas, como aquellas que se anulan con el
operador de Cauchy-Fueter) y por ello algunos de los resultados que aqui se ex-
presan difieren.

En los siguientes capitulos de esta tesis se demuestran algunos resultados,
los cuales muestran que, en base a la definiciéon de funcién Cullen-regular; es
posible construir una teoria interesante. Los primeros resultados tratan sobre las
cuestiones de convergencia de las series de potencias, el principio de identidad,
el principio de moédulos maximos, la representacion de la Formula de Cauchy, el
Teorema de Liouville y el Teorema de Morera. Después se prueba una version
del lema de Schwarz y también se presentan algunos avances en el estudio  geo-
métrico de la bola unitaria del analogo de cuatro dimensiones del plano derecho
de Siegel (birregular de la bola unitaria via el andlogo de la transformacién de
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Cayley) y sus transformaciones. También, la peniltima seccién de este trabajo
describe los ceros de las funciones regulares, con un resultado extendido de [11].Y
para finalizar el dltimo capitulo estd dedicado a extender los resultados a un
algebra de Clifford de signatura (0,3).

1.2. Introduccion

Desde principios del siglo pasado algunos matematicos se han interesado en
la creacién de una teoria de funciones valuadas en los cuaternios de una variable
cuaternionica, que de alguna manera se asemeje a la teoria clasica de funciones
holomorfas de una variable compleja.

Hasta ahora, varias teorias interesantes han sido introducidas. La mas cono-
cida es la que se debe a Fueter [5]; en el espacio de funciones f : H — H el
definio el siguiente operador :

1,0 0 0 0

0
a—qf(Q)

Ahora éste se conoce como el operador de Cauchy-Fueter, dicho operador
define el espacio de funciones regulares como el espacio de soluciones de la
ecuacion asociada a este operador. Esta teoria de funciones regulares hasta el
momento esta solidamente desarrollada en muchas direcciones; y hacemos refer-
encia al lector [13] para las caracteristicas bésicas de estas funciones. Un trabajo
més reciente en esta area se incluye en [7] y todas sus referencias en ellos. Si bien
la teoria tiene un gran éxito en la reproduccién de muchas propiedades impor-
tantes de las funciones holomorfas (y no sélo en una variable, véase [2]), la gran
decepcién(segin nuestra intuicién) es que incluso la funcién identidad f(q) = ¢,
y por tanto polinomios y series; no son regulares en el sentido de Fueter.

Una segunda, pero no tan conocida definicién se debe a Cullen [3]. Esta defini-
cién tiene la ventaja los polinomios y series de potencias de la forma Y >° ¢"a,
son regulares en este sentido (como se vera mas adelante).

Polinomios en una variable cuaterniénica y series de potencias, son también
introducidas en la interesante clase de funciones holomorfas sobre cuaternios, que
fue definida por Fueter [4] y mds recientemente generalizada y desarrollada por
Laville y Ramadanoff [8,9], quienes construyeron la teorfa de funciones Cliffor-
dianas holomorfas. Si A denota el Laplaciano, entonces las funciones holomorfas
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(izquierdas) sobre los cuaternios son soluciones de la ecuacién asociada al opera-
dor diferencial %A. Resulta que el conjunto de funciones regulares segiin Cullen
y el conjunto de funciones regulares segiin Fueter, que estan estrictamente con-
tenidos en el conjunto de funciones holomorfas sobre los cuaternios; no coinciden.

Las funciones ordinarias de Cullen también estan estrechamente relacionadas
a una clase de funciones de la reduccién de variable cuaterniénica xy + iz1 + jxo,
estudiada por Leutwiler [10]. Esta clase consiste de todas las soluciones de una
generalizacién del sistema de ecuaciones de Cauchy-Riemann, que contiene a los
polinomios, y sustenta a la expansion de series y sus elementos.
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Capitulo 2

Algunas propiedades basicas
sobre cuaternios

En esta seccién se presentan algunas propiedades sobre los cuaternios, que
nos van a ayudar con algunas de las demostraciones (e incluso, a sustentar defini-
ciones) de este trabajo.

Denotemos por H el conjunto de los cuaternios. Los elementos de H son
de la forma ¢ = ¢y + iy + jxo + kxg, donde z; € R, con | = 0,1,2,3 y
i, 7, k las unidades imaginarias (es decir, su cuadrado es igual a —1) y tales que
1] =—ji =k, jk=—kj=1ki=—ik=j.

Una caracteristica importante de los cuaternios es la conjugacién, la cual se

n rimeramen ra uni imaginari mo: g = 19 := 1, 13 1= —1i
define, eramente para dades imaginarias como: g 0 1,
para k = 1,2, 3. Obsérvese que i es la unidad real.

De esta manera dado a € H, definimos el conjugado de a, como :

Ahora, recordemos que una involucién es una funcién ¢ : H — H tal que
©? = Idy. De esta manera, se tiene que la conjugacién es una involucién.

Por otra parte los cuaternios también poseen otras involuciones, en particular
tienen conjugaciones parciales:

Z; H — H, 1=1,2,3.
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Zi(a = ag + tay + jas + kaz) := ag — tay + jas + kas,
ZQ(CL = ag + ial —|—ja2 + kCLg) = ag + ial — jag + k&g,

Zs(a = ag + tay + jag + kag) == ag + iay + jag — kas.

Otra representacion conveniente de los cuaternios es la siguiente:

Sea a € H, con a = ag+1a;,+ jas + kas, entonces se definen, la parte escalar de
a por Sc(a) := ag y la parte vectorial de a por @ := Vect(a) :=ia; + jay + kas.
De esta manera a = ag + @ .

Si denotamos por <, > el producto escalar en R? y [|] el producto vectorial
también sobre R?, se tienen las siguientes definiciones.

2.1 Definicién Dados a,b € H con a = ag+ia+jas+kas y b = by+iby+jba+kbs
se definen:

1. La operacion suma: Es la funcion + : H x H — H, dada por, +(a,b) :=
a+b:= (ag +bo) +i(ar +b1) + j(az + ba) + k(az + bs).

2. La operacion producto: Es la funcion - : H x H — H, dada por; -(a,b) :=
— 7 - — —
a-b:=agby— < a,b>+agb+boa+[a,b].

Ahora que se tienen definidas las operaciones suma y producto sobre cuater-
nios enunciemos propiedades fundamentales de éstas:

2.2 Proposicion La conjugacion en H es un anti-automorfismo, es decir, tiene
las siguientes propiedades:

1. a+b=1a+b.

ab = ba.

S

all

3.

=a.
4. da = \a. Para todo a,b € H y para todo X € R.

Demostracion:

Sean a,b € H con a = ag + ia; + jas + kaz y b = by + 1b; + jbs + kb3, entonces:



1.
a+b= [ao + b(] + i(&l + bl) +j(CL2 + bg) + k(ag + bg)]
= Qo —|— bo — z'(al —I— bl) — j(a,g —|— bg) — l{?((l3 + bg)
= (CLO —ia, — ja2 — kag) + (bo — Zbl — jbg — kbg)
=a+b.
2.
ba = (bo— b)(ao—E))
= boao— < ?, ? > —boE> — a()? + [—?, —E)]
= byag— < ?, a > —b()E) — CL()? — [—E), —?]
= qpbp— < E), ? > —CL()? — bo? — [—E), —Z)]
= ab
3.
i = (CLO — i&l — jag — kag)
= ay +iay + jas + kay
= a.
4.
Aa = Aag — iha; — jhas — kas
~ (\a.
U

2.3 Teorema Las operaciones cuaternionicas definidas anteriormente (suma,
producto y conjugacion) son continuas.

Demostracion:

Sean a,b € H y sean (ay)n, (by)n dos sucesiones de cuaternios tales que a,, — a
y b, — b cuando n tiende a infinito.
Estimamos las distancias: Para la suma,

|(an + b,) — (a+b)] <la, —a|+ |b, — b] — 0;
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para el producto
|anby, — abl = |anb, — anb + apb — abl < |ay||b, — b + |an, — al|b] — 0;
y por ultimo para la conjugacion
@, —al = |a, —a| = |a, —a] — 0.

O

2.4 Proposicién Sean a € H, entonces se tiene que:

Demostracion:

Sea a € H, entonces a = ag+ia; + jas+kas = ap+ @ y @ = ag—iay — jag — kas =
ap — @, por lo que

_ — — — — — —
a-a=ay— < —a,d >+ayd —aga +[—a,d]

= ag — (—ag —aj —a3)
= ag +ai + a5 + a3
= |af?

—_
—a

— — — - =
=ai— < ,a >—ad +aa +[ad,—d]

=a-a.

O

Con las propiedades que se han demostrado se tiene que :

2.5 Proposicién Sea q € H, entonces existe un elemento p € H tal que

pqg=qp=1

y tal elemento p se denota por ¢+
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Demostracion: Sea p = #, entonces

O

2.6 Proposicion Dado a € H, a € R si y solo si ab = ba para todo b € H, es
decir, el centro de H es R.

Demostracion:

H
Sea a € H, tal que a € R; entonces dado b € H con b = by + b se tiene
que

N
ab=a(byp+ b)

— — — — — —

=abp— < 0,b >4+ab +b0 +[0, b]
= aby + ab

q
=bpa+ ba

= ba.

Reciprocamente sea a = ag + ia; + jas + kas y por hipotesis ab = ba para
todo b € H. En particular para b = ¢, por lo que: at = agi — a1 + asji + aski =
tag — ay — astj — agtk = ia lo que implica que a; = —ay y ag = —as, pero esto
ultimo sucede si y sélo si as = az = 0. Entonces a = ag + 7a;. Tomamos ahora
b=7jyasi, aj = agj + a1ij = ja = apj — aitj, lo que implica que a; = 0 y por
lo tanto a = qyg.
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OJ

Antes de seguir con mas propiedades de los cuaternios hay que hacer una
reflexién acerca de como estéan encajados los elementos de R? en H, pues en un
principio podemos encajar de muchas maneras a dichos elementos, como ejemplo
podemos tener lo siguiente:

Sea z = (w1, 72, z3) € R3 entonces definimos v : R* — H dada por 9 (z) :=
iT3 + jxs + ka1, entonces se tiene que 1 es un encanje de R? en H.

Para los propésitos de este trabajo vamos a considerar el encaje de R® en H
como sigue: dado x = (1, T2, z3) € R? se tiene que z se ve como un elemento de
H de la siguiente manera, x = x; + 129 + jxs3, es decir el encaje estd dado por
x = (21,29, x3) — (1 + 129 + ja3).

2.7 Proposicién Dado a € H, a € R3\{0} si y sdlo si a*> € R y a® < 0.
Demostracion:

Sea a € H, a = ap + @ . Primeramente supongamos que a € R*\{0}, entonces

a= a, por lo que:

> +[@ x @] = —| 7P

)

por lo que a® € R, con a? < 0.
Reciprocamente si a € H con a® < 0 y a? € R, entonces

a®=(ag+ @) = (ap+ @)(ag+ @) =as — |a|* +2a0a,

2

puesto que a? € R, entonces 2ap@ = 0, luego ap = 06 @ = 0. Si ay = 0
2

. . — ’
terminamos, si @ = 0 entonces se tendra que a° = ag > 0, lo cual seria una
contradiccion.

O
El siguiente resultado relaciona la conjugacion de un producto con su parte real.

2.8 Proposicion Para cualesquiera a,b € H se tiene que:
2Sc(ab) = ab + ba.
Demostracion:

_
Sean a,b € Hcona=ayg+ @ yb=by+ b, entonces:
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—

- — — — - =
ab+ ba = (agbo— < a, b >+agb +byb +[CL, b]>+
= +(b0a0— < —?, —E) > —607 — Cloz> + [—?, —7])
= apgbg— < E),? > +boag— < E),? >
= 2S5c(ab).
O
2.9 Observacion Dado a € H, se tiene que
a = ag+ia; + jas + kaz = (ag + a1i) + (az + azi)7,
de esta manera si definimos z1 ‘= ag + ait Yy 2o = ag + azi obtenemos que

a = z1 + 227, donde z1, zo € C(7).

De manera semejante se tiene que a = wy + iwy, con wy := ag + Jjaz, Wy =
ai +jCL3 Y Wy, W € C(])

Asi se tiene que:

H = C(5) + C(i)j = C(j) + iC(j).
2.10 Definicion Definamos las esferas unitarias:
1. 8 :={z eR®: |z| = 1}.
2.8 ={zxeH:|z| =1}
3.S:={reHl:Sc(z)=0 y |z|]=1}
4. o+ yoS :={xo} + {yol € H: IS} con zg,y0 € R e yo > 0.

Una forma geométrica de observar la tltima esfera definida es, tomar la esfera
unitaria S incrementar su radio en yq y desplazarla del origen al punto xg.

2.11 Proposicién Dado a € S?, existen un dngulo o € [—7, 7] y un b € S? tales
que:
a = cosa + bsena.

Demostracion:

Sia € R, entonces a = £1 y basta tomar a = 0 6 o = 7, segun sea el caso
y b € S? arbitrario.
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. — .
Si a no pertenece a los reales, entonces; a = ag + a’, con la parte vectorial de
a diferente de cero.

Entonces -
a=ay+ m|7| =ag+bla]|.
Por otro lado, 1 = |a|?> = ag + |@|* y se sabe que existe a € [—m,7] tal que

ﬁ
cosa=agy sena = |d|.
De esta manera combinando los resultados anteriores se tiene que

a = cosa + bsena.

O

2.12 Corolario Dado q € H, existe a € [—7, 7| y existe b € S* tales que:

q= ]q|% = |g|(cosa + bsen ).
Demostracion:
Como ¢ = \q\& y % € S3, entonces por la proposicién anterior se tiene que
existen a € [—m, 7] y b € S? tales que o = cosa+bsena. Asi g = |q[ﬁ =

lg|(cos v + bsen ).
0

Ahora veamos el modelo de matrices reales 4 x 4 para los cuaternios.
Sean a,b € H con a = ag + iay + jas + kas y b = by + by + jby + kb3, luego

ab = (aobo — a1191 — a2b2 — agbg) + (a0171 + a1190 + &2[)3 — agbg)i+
+ (a,()bg — a1b3 + (lgbo + agbl)j + (aobg + a,lbg + CLle + agbo)k?

ap —ap —Gz —as bo
. aq Qo —as a9 b1
C|a a3 ap —a1 by
as —Aas aq Qo bg

De manera analoga se obtiene que:

Gy —ap —a2 —as bo

aq on) as —Q2 b1
ba =

Gz —as Ao a1 by

as a2 —aip Qo b3
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De esta manera definimos:

ap —ap —ag —das

ay Qo —as [¢5)
Bi(a) =

az as o —a1

as —az Qg

y

apg —ai; —ag —as

ap Qo as  —az
B, (a) :=

az —az Qo ay

as [25) —a ap

Asi se obtienen los siguientes mapeos:

By H — My 4(R); dado  por Bi(a) := B,(a);

B, : H — My 4(R); dado  por B.(a) :=*B.(a).

Estos mapeos cumplen las siguientes propiedades:

1. Bi(a+0b) = Bi(a) + By(b),

2. Bi(ab) = By(a) - Bi(b),

3. Para todo z € R, B,, = zB(a),

4. Bj(1) = E4x4, (matriz identidad 4 x 4),

5. Bi(a) = (Bua)",

6. detBy(a) = (Xn_ga2)* = la|*.

De las propiedades 1 y 3 se deduce que B; es una transformaciéon R-lineal.

Cabe mencionar que para el mapeo B, se cumplen las mismas propiedades que
para el mapeo B; con el inico cambio de la propiedad 2 por la siguiente:

2. B,(ab) = B,(b) - B.(a).

2.13 Observaciéon Como una consecuencia de la multiplicacion en H, se tiene
que dados a,b € H se cumple que:

Bi(a) - B, (b) = B,(b) - By(a).
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Demostracion:

Se deduce de las propiedades de la multiplicacién en H.
O

Con el fin de introducir a esta generalizacién la definicién de Cullen[3] (que
se verd un poco mas adelante), recordemos que S representa la esfera unitaria de
cuaternios puramente imaginarios. Obsérvese que si I € S, entonces 12 = —1; por
esta razon los elementos de S son llamados unidades imaginarias. La siguiente
proposicién se utiliza para sostener la definicién de regularidad (seccién 3).

2.14 Proposicién Para cualquier nimero cuaternionico no real ¢ € H\ R, ex-
isten unicos xq,Yq € R cony, >0, e I, €S tales que ¢ = x4 + yqly.

Demostracion:

Sea ¢ € H \ R, es decir; ¢q es de la forma g = xg—l—z’xl + jxg + ks = 0+ ¢ .
De esta manera basta tomar xq = x9. Ademds ¢ € y,S en donde y, = 17| e
YeS = {y,I|I € S}, por lo que ‘——r € S; asf que tomemos [, = —_r e|qd| =y, >0.
Lo que implica que ¢ = z,+y,/,. Que es lo que se queria demostrar ya que tanto
T4 cOmo Y, son unicos por la forma en que fueron elegidos.

0

Con esta representacién de los cuaternios la multiplicacién se reescribe de la
siguiente manera: Sean a,b € H, con a = x, + y. I, v b = x, + yp 1}, entonces:

a-b= ToZTp— < ya]aa yb]b > +='L‘ayb]b + xbya]a + [ya]m ybIb]~

La operacién de suma se expresa ahora de la siguiente manera.

a+b=Tarp + Yarolats;

Ahora obtendremos algunos resultados sobre el conjunto S.

2.15 Proposicion Sean I y J dos elementos de S. Entonces el producto cuater-
nionico 1.J se cdlcula con la siguiente formula:

1J=—<1I,J>+4IXxJ.
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Demostracion:

Sean I,.J € S; de la definiciéon de producto de cuaternios tenemos que:

IJ=0-0—-<I1,J>+0-1+0-J4+(IxJ)
=—<I,J>+(xJ).

OJ

Téngase presente que el calculo anterior muestra, en particular; que el pro-
ducto de dos elementos ortogonales de S también se encuentra en S. Este pequeno
hecho se utilizara para la construir bases ortogonales en S.

2.16 Proposicion Sean I,J dos elementos ortogonales de S y sea K = 1J,
entonces:

1. K=1J=—-JI, es un elemento de S.
2. K es ortogonal tanto a I como a J.
3 JK=1=-KJyKIlI=J=—-IK.

Demostracion:

Sean I,J €S con I =il + jl,+ klsy J=1J, 4+ jJo + kJ3, entonces:

1. De la Proposicion 1.14 tenemos que K = — < I, J > +1 x J, puesto que,
por hipétesis; [ y J son ortogonales entre si luego < I, J >= 0. Por lo tanto
K=IxJ=—-Jx1I.

Ahora como |I x J| = |I||J]sen#, dénde 0 representa el dngulo formado
entre [ y J; que en este caso en particular se tiene que 6 = 7, por lo que
senf) = 1y asi |K|=|IxJ|=|I||J|send = |I||J]|sen] = |I||J] =1-1=1,
y en consecuencia K € S.

2. Dadoque < I,J>=0y K=1J=1xJ =

<K, I>=<IxJI>
=0
=<IxJJ>
=< K, I >.

Esto ultimo demuestra lo deseado.



3. Dado que JK = — < J,K > +J x K; como J es ortogonal a K, por el
inciso anterior; se tiene que

JK =Jx K
=Jx (IJ)
=Jx(=<I,J>+IxJ)
=Jx (I xJ) pues I y J son ortogonales
=1
=—(J)xJ
=—-KJ.
Ahora
KI=Kx1I
= (IJ)x I
=(—-<I,J>+IxJ)xI
=(IxJ)xI
=J
=1x—(1J)
- _IK.

O

El resultado que se acaba de demostrar es simple; pero nos dice que podemos
usar I,.JJ y K como una base para S, ademéas dado cualquier I € S, se puede
extender a una base (aunque no en forma tnica ya que en ultima instancia la
base depende de la eleccién de J de entre los vectores ortogonales a I).



Capitulo 3

Funciones C-regulares.

Antes de dar la definicion de funciones Cullen-regulares vamos a dar una pe-
quea resena de como definir el concepto de derivada de una funcién en espacios de
Banach, pues como se vera este tipo de definiciones son la esencia de las funciones
Cullen-regulares.

Asi consideremos una funcién cualquiera f : X — F, donde F es un espa-
cio de Banach y X es un subconjunto abierto de un espacio de Banach E. Una
forma de estudiar el comportamiento de f en un entorno de un punto a de X
es restringir su dominio a una dimensién, esto es, analizar cémo se comporta f
sobre cada recta que pasa por a. Con esta idea introducimos la nocién de deriva-
da direccional la cual no es suficiente para realizar un estudio completo sobre el
comportamiento local de f pero es de gran utilidad para establecer resultados
parciales.

Sean E'y F' espacios de Banach, X un subconjunto abiertode Fy f : X — F
una funcién dada. Decimos que f tiene una derivada en un punto a € X en la
direcciéon de h € E si el limite lim;__ w existe. En este caso, desig-
namos a este limite por Dh(a) y lo llamamos derivada de Gateaux de f en a en
la direccién de h y en la cual se tiene que Dh(a) € F.

Daremos una definicion de diferenciabilidad méas amplia que la anterior y para
ello centraremos nuestra atencion en las funciones lineales y continuas entre espa-
cios de Banach. Estas aplicaciones, ademas de respetar la estructura de espacio
vectorial, poseen propiedades (consecuencia de su continuidad) que facilitan su
estudio. De este modo, si podemos aproximar localmente a f en un punto a
(tanto como se quiera) a una aplicacién lineal y continua, es de esperar que en
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un entorno de a, f tenga un comportamiento analogo al de la funcién en cuestion.

Planteada la idea general que motiva la nueva nocién de diferenciabilidad,
procedamos con la definicién. Sean E y F' espacios de Banach, X un subconjunto
abierto de F'y f: X — F una aplicaciéon dada. Decimos que f es diferenciable

en un punto a de X si existe una aplicacion D f(a) en £(E, F') (el conjunto de apli-
16)f@)-Dj @) _

llz—all
Llamamos a la aplicacién Df(a) : E — F la derivada de Fréchet) de f en a.

caciones lineales y continuas de E en F) tal que lim, .,

Ahora antes de dar la definicién de una funcién Cullen-regular, observemos
que, de acuerdo a la Definicién 2.9 es posible construir “planos complejos”de la
siguiente manera. Sea I € S entonces L; := R 4+ IR es un subconjunto de H, el
cual tiene una estructura algebraica similar al campo de los nimeros complejos,
pues un elemento en L; es de la forma a + Ib, donde a,b € Ry como I € S
entonces 2 = —1; de ahi que se llame plano complejo. Un detalle més es el hecho
de que la suma y el producto en los planos L; son cerradas en Lj, para todo
I € S; ya que si tomamos z,w € Ly con z = a+ Iby w = z + [y entonces
z+w=[la+z)+1b+y) €Lryzw=[(ax —by)+ I(ay + bz)| € L;.

Dado I € S, un interesante resultado sobre el plano L; es el siguiente.

3.1 Proposicion Sea I € S, entonces dados z,w € L; se tiene que:

1. (w+2)|, =(z+w)|, =2+ w.

2. (w-2)|p, =z w)|, =z w.

Es decir la suma y el producto en el plano complejo Ly coinciden con la suma
y el producto cuaterniénico (respetando la multiplicacion en H).

Demostracion: Sean [ € Sy z,w € Ly, entonces existen ., T, Y., Yuw, @, b, c €
R tales que z = x, + [y, , w = x,, + [y, con I =ia+ jb+ kc. Asi

1.

T, + xw) + I(yz + yw)

T, + o) + (ia + jb + ke) (Y. + Yu)

T, + Ty) + (tay, + jby. + key.) + (iayw + jby, + keyw)
x, +iay, + jby, + kcy,) + (X + tayy + jbyw + keyy)
T, + Ty) + i(ay, + ayw) + 7(by, + byw) + k(cy, + cyy)
z 4+ w).

(Z + w)’LI =

N N N N N
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2.
(z-w)|z, = (22 + Ty2) - (T + TYw)

= (T2 — YolYw) + 12290 + Y=70)
(w Ty — Y:lw) + (10 + jb+ ke) (20w + Y 20)
= (2,20 — YaYw) + T2[(ia + jb + kc)(Yw)] + 20[(ia + jb + kc)(y.)]
= X,xy— < Iy, I, > +x.1, + 4,1,
=(z- )

O

Ahora como una consecuencia de la multiplicaciéon en H y la proposicion 2.14
se tiene lo siguiente

3.2 Observacion Dados a,b € H cona=x+ Iy y b= z+ Jw entonces
ab= (v + ly)(z + Jw) = 2z + zwJ + yzI + ywlJ.

Esta ultima observacion nos dice la manera de multiplicar dos elementos de planos
distintos, y esto 1ltimo se debe a que los planos estdn contenidos en H y no son
independientes, pues el producto que se menciona en la observacién no es mas
que el producto cuaterniénico de dos elementos.

Ya que se definieron las operaciones en los planos L; y se dieron algunas ca-
racteristicas de éstas, una pregunta intuitiva serfa: ; podemos construir funciones
que tengan como dominio a los planos L, pero que su contradominio sea H?

La respuesta a esta pregunta es afirmativa, y la forma de construirlas es la
siguiente: Primero sea f : H — H una funcién, después definamos la funcion
¢ : H — H dada por ¢(q) := z, + y,I,- Obsérvese que la funcién ¢ esta bien
definida en vista de la Proposicién 2.13. Ahora se definen para cada [ € S las
funciones f; como, fr : f o ¢|r,. Estd nueva funcién tiene dominio en el plano
Ly y su contradominio en H, la ventaja de este tipo de funciones es que como
su dominio es un plano complejo, entonces es posible aplicar la teoria clasica de
funciones de una variable compleja a ellas. Y esto ultimo se puede hacer gracias
a que este tipo de funciones son en esencia funciones que van de un campo(L;) a
un espacio de Banach(H, L;), y la teoria de estas funciones estd muy desarrollada
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y por tal razon las funciones f; estan bien definidas. Cabe mencionar que este
tipo de funciones son fundamentales para la construccién de funciones Cullen-
regulares como se mostrara en la definicién (un pequeno comentario es que los
autores originales de estas ideas, llaman a las funciones f;, funciones restriccion,
aunque como se observa, eso es un abuso de notacién y del lenguaje; esto se en-
cuentra en [15]).

Ahora antes de dar la definicién de funciones Cullen-regulares, tomemos en cuen-
ta que en el parrafo anterior se menciona que las funciones f; son funciones que
tienen como contradominio un espacio de Banach, por lo que tiene sentido aplicar-
le a dichas funciones un operador, tal como se muestra en la siguiente definicion.

3.3 Definicion Sea f : Q — H una funcion. Decimos que las funciones fr son
holomorfas en Q(\ Ly si el operador Oy fr(z +yI) :== L(Z + Ia%)ff(a: +yl) anula

a las funciones, es decir O fi(x +yI) =0

La siguiente definicion es sustentada por la Proposicion 2.14.

3.4 Definicién Sea Q2 un dominio en H. Una funcion real diferenciable f :  —

H es llamada Cullen-reqular si, para cada I € S, la funcion f; es holomorfa en
QNLj.

A lo largo de este trabajo, ya que no existe confusion alguna nos referiremos
a funciones Cullen-regular como funciones regulares a secas.

Una primera pregunta que surge al analizar la definicion de funciéon regular
es la siguiente. jcuales son los puntos de interseccion del plano L; con la esfera
imaginaria? Pues bien la respuesta a esta pregunta se enuncia en la siguiente
proposicién:

3.5 Proposicion Para toda I € S el plano Ly intersecta a S en exactamente dos
puntos; a saber: I y —1.

Demostracion:

Primeramente hay que observar que claramente se tiene que para toda I € S
el plano L; si intersecta a la esfera imaginaria, dicho esto; sd6lo nos resta por
demostrar que L; NS = {I,—1I}. Para esto, supongamos que existe J € S, con
J # £1, tal que J € (L;NS), entonces existen a, b € R tales que J = a+ bl; pero
como J € S, se tiene que J = ixy + jx2 + kx3 es decir J no tiene parte escalar por
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lo que a = 0, asi se tiene que J = bl y esto ultimo implica a que J sea paralelo a
I y como ||J|| =1 se tiene que J = £1.
O

Este ultimo resultado es muy importante, ya que nos dice que para todo I, J € S,
con I # +J ; se tiene que Ly # L.

Pero dicho lo ultimo, y de la definicién de funcién regular; surge una interro-
gante aun mayor. jporqué pedir de requisito que las funciones f; sean holomorfas
para todo I? Si por ejemplo, se toma a [ € S y al formar su plano generado L;
intuitivamente podriamos decir que éste ultimo es el mismo que el plano genera-
do por —I, entonces no sélo bastaria con pedir de requisito que las funciones f;
posean dominios generados por media esfera imaginaria?

Las respuestas a estas preguntas son interesantes, pues si bien el plano L; y
el plano L_j, son el mismo geométricamente hablando cada plano tiene una es-
tructura algebraica diferente. Pues dado z € Ly, se tiene que z = a + bl mientras
que si tomamos el mismo punto z del plano Ly, pero con la estructura algebraica
del plano L_j, se tendra que z = ¢ — dI y de estas dos ultimas expresiones se
tiene que a = ¢, pero d = —b. Ahora bien aunque sélo se trate de un signo, la
estructura cambia demasiado, ya que en el plano L;, el operador que anula a las
funciones holomorfas es a%, mientras que este mismo operador en el plano L_j,
viene siendo la derivada de las funciones holomorfas y en general la derivada no
tiene por que ser cero (excepto en funciones constantes y algunos casos de fun-
ciones holomorfas). Y por esta razén no se puede considerar media esfera, ya que
como se ha visto para cada I € S su plano generado L; es tinico (algebraicamente

hablando), por lo cual se debe de considerar toda la esfera imaginaria.

Ahora vamos a dar algunos ejemplos de funciones regulares.

3.6 Ejemplo La funcidn identidad es reqular. En efecto sea Id : H — H en-
tonces para cada I € S, se tiene que fr = Id : Ly — Ly, luego Orld(x + Iy) =
N+ T+ 1) = J0 1) =0

Para dar nuestro siguiente ejemplo necesitamos un resultado previo.

3.7 Proposicion Para cualesquiera enteros no negativos k,n con k < n se tiene

"
e() = (")) - e
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Demostracion:

Ahora es posible seguir con los ejemplos

3.8 Ejemplo La funcion f: H — H dada por f(q) = q" es regular. En efecto

n

para cada I € S, fr(x+1Iy) = (z+Iy)", pero (x+Iy)" =1, (7;) 2" Tyt por
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=nz" ! 4+ <71L) (n— 1)x”_21y + (g) (n —2)z" 2 I*y* + (g) (n —3)a" 1%y -
n 3 n—4, n—4 n 2 rn—3, n—3
..—|—4(n_4>x1 Y +3(n_3)xl Yo+
n n—2, n—2 n n—1, n—1
+2(n_2)xl Y +(n—1)] Y
+ (T) 212 49 <7;) 2" 203y 4 3 (g) 2" 3[4y 4+ 4 (Z) ity T I

4+ (n-3) <n ﬁ 3> 1"y 4 (n - 2) (n " 2) 22y
. n, n—2 n+1, n—1
+(n 1)(n_1)x]y +nl""y

() () ron-2(2)
()= (ea) o (1) (o) -
e () e () ) et () e

=04+0+0+0+...+40+0+0+0
= 0.

n

o3

Ahora veamos un ejemplo un poco mas sencillo de demostrar.

3.9 Ejemplo Sea [ : H — H la funcion dada por f(q) = qa, donde a € Hj;
entonces se tiene que f es reqular. En efecto, primero que nada se tiene que
existen numeros reales o, 3 e J € S tales que a = o + J3, luego para todo I € S
se tiene que f(q) = fr(z+1y) = qa = (z+1y)(a+JB) = (za+zfJ+yal+yLIlJ),
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y por tanto se tendra que:

(2 _|_[£) (f(x+Iy)) = (2 —|—[g) (xa+ zfJ + yal + yBIJ)

ox dy ox Jy
0 0
= a(a:a +x8J +yal +yB1J) + Ia—y(:ca +xBJ +yal +yB1J)

(+ BJ)+ I(al + BI1J)
=a+ 0 —a—pJ
— 0

De la combinacion de los ejemplos anteriores se deduce que los polinomios de
una variable cuaternionica son regulares, y mas aun; con el fin de considerar las
series de potencias >~ ¢"a, vamos a dotar el espacio de funciones regulares
con la convergencia uniforme natural sobre conjuntos compactos. Argumentos
similares se utilizan para las series de potencias en variable compleja, véase [1],
esto permite obtener el analogo al teorema de Abel; de esta manera se tiene que
las series de potencias en una variable cuaterniénica son funciones regulares (esto
se debe a que el operador 9; anula a todos los elementos que componen la serie
en un punto (z + Iy)).

Ahora demos un ejemplo de una funciéon que no es regular.

3.10 Ejemplo Sea f : H — H dada por f(x + Iy) = 2% + Izy luego para todo
I €S se tiene que las funciones fr no son holomorfas ya que

(a% + Ia%) (f(z+Iy)) = ((% + Ia%) (% + Izy)

- %(xg + Izy) +I§y(z2 + Izy)
=2x+ Iy+ Iz #0,

excepto cuando tomamos el punto cero. Por lo que se concluye que la funcion no
puede ser reqular.

Continuemos con dar un resultado sobre funciones regulares.

3.11 Proposicion Sean f,g : Q2 — H dos funciones regulares en un dominio
Q) C H. Entonces se tiene que la funcion suma f+¢g es una funcion reqular.

Demostracion:



La demostracion de este resultado se sigue de la definicion de funciones regu-
lares y de la Proposicion A.3. Ya que para toda I € S, la funcién f; + g; es una
funcion holomorfaa en el plano Lj.

O

Ahora definamos la nocién de I-derivadas de la siguiente manera:

3.12 Definicién Sea Q) un dominio en H y sea f : Q — H wuna funcion real
diferenciable y reqular. Para cada I € S y para caulquier punto ¢ = x + yl en )
se define la I-derivada de f en q como:

0 0
0f @+ uT) = 55— T +D).
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Funciones C-regulares.




Capitulo 4

Series de potencias y expansion
en series de funciones regulares

En el estudio de polinomios y series de potencias en ¢, nétese primeramente
que el polinomio base ¢"a, con a € H, es una funciéon regular de acuerdo a los
ejemplos de la seccién anterior.

4.1 Teorema Para cada serie de potencias de la forma Y~ q"a, existe un
numero R, 0 < R < oo, llamado el radio de convergencia de la serie, de tal
forma que la serie es absolutamente convergente para todo q € H con ||q|| < R y
uniformemente convergente para los ¢ € H con ||q|| < p < R. Por otra parte si
lql| > R se dice que la serie no converge en estos puntos o que es divergente.

Demostracién: Para la demostracién de este teorema solo hay que observar
que como las series son regulares, entonces a cada punto de ellas se les aplica el
teorema de Abel de la variable compleja y se obtiene el resultado deseado. Pues
en cada punto g, podemos expresar a ¢ como ¢ = x, + y4I, y obtener una serie
en el plano complejo correspondiente.

O

Una primera consecuencia importante de la Definicion 4.1 es que, para fun-
ciones regulares; se puede introducir una nocién de derivada.

4.2 Definicién Sea 2 un dominio en H, y sea f : @ — H una funcion requ-
lar. La derivada de Cullen de f, denotada por O.f, estd definida de la siguiente
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manera:

0.f(q) = {31f(Q)> siq=x+yl,

%(x), siqg=ux€R.

Esta definicion de derivada es posible porque soélo se aplica a funciones regulares.
De hecho , el valor de la derivada en un punto x € R, puede ser calculado uti-
lizando diferentes unidades imaginarias, y a priori no hay razén para que estos
valores obtenidos coincidan. Sin embargo; si una funcién es regular, se observa
que la derivada en el punto x es %(a:). Para observar esto utimo vease el ejemplo
(3.10) de la seccién anterior, en el cual se muestra que si la funcién no es regular
entonces el valor de la derivada en un punto real depende de la unidad imaginar-
ia que se esté tomando, por esa razon las funciones deben de ser regulares para

aplicarles la definicién anterior.
Sea f una funcién regular. Dado que para cada I € S se tiene que 01(0.(f)) =
0.(01(f)) = 0, se obtiene que la derivada de Cullen de una funcién regular todavia

es regular.

Notese también que la derivada de una serie de potencias se puede realizar
término a término debido a la convergencia uniforme, de modo que :

8C(Z q"a,) = Z ¢ 'na,.
n=0 n=0

Esta nueva serie tiene el mismo radio de convergencia que la serie original.

En lo siguiente, siempre dirigiremos nuestra atencién a funciones que son re-
gulares en una bola B(0, R) centrada en el origen y de radio R.

En el estudio de funciones regulares, se necesitara una simple representacion
de la restriccién de una funciéon regular como un par de funciones holomorfas.
Para ello, se utilizaran los resultados del apéndice A.

El siguiente lema (que a menudo se le conoce como el lema de separacién) es

facil de demostrar, pero es esencial para los resultados en el presente trabajo.

4.3 Lema Si f es una funcion reqular en B(0, R), entonces para cualquier I € S,
y para cada J € S ortogonal a I, existen funciones holomorfas Fr ;,Gr ;@ BN
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Ly — Lj tales que para cada z = x + yI € H, se tiene que:

f[(Z) = FLJ(Z) + GLJ(Z)J.

Demostracion:

Dado cualquier par de vectores ortogonales I, J en S, considere el tercer
elemento K de la base ortogonal I, J, K, y escribimos f;(x+yl) = f(x+yl) como
f=fot+t1fo+Jfo+Kfs. Como f esregular, se sabe que (%+I%)f1(a:+yl) =0,
por lo que:

ofo | ,0h | ,0f E ofo | ,0f | 0f E

— 4+ l—+J—4+K—=+I(—+ 11—+ J—+ K==

8x+ 0x+ 8$+ @x+ <8y+ 8y+ 8y+ oy
Por las propiedades de los elementos de la base de S descritas en la Proposicion
2.15, la expresion anterior se puede reescribir como:

dfo  Oh dfr  9fo Of2  0fs fs | 0fs
— - —— 4 [(—+—)+J(—= - )+ K(=—+ =
ox 8y+ (8x+8y)+ (8x 5’y)+ (8x+8y
Esto implica que las funciones fo + [ f1 y fo + I f3 satisfacen las condiciones de
Cauchy-Riemann y por tanto ambas son holomorfas. En particular si definimos
Fry:=fo+1fiy Gry:= fo+ Ifs, se obtiene que fi(z+yl) = F; ;(x+yl)+
Gr.y(x +yl)J, por lo que el lema se demuestra si se fija z =z + yI. O

) = 0.

) = 0.

4.4 Observacién Hay que observar que en el lema anterior las funciones Fy j(z)
y G1.5(2), no son tnicas, ya que el mismo lema nos dice que tenemos que utilizar
todos los elementos de la esfera unitaria que sean ortogonales a I. Pero hay que
tener en cuenta, un hecho sorprendente: que para todos los elementos ortogonales
a I se forman diferentes funciones Fy ; y Gy, y que todas ellas son funciones
holomorfas en el plano L; y que siempre dependen de la variable z. Este hecho
se debe a que st nos fijamos en la parte izquierda de la igualdad, en el lema;
y le aplicamos el operador 8%, obtendremos que 0 = %F<Z)I,J + %GLJ(Z)J lo
que implica que 0 = a%FLJ(z) y 0 = E%GI,J<Z), y esto a su vez implica que las
funciones sean holomorfas sin importar qué elemento ortogonal a I se utilice.

Dado que las funciones F; ; y G s son holomorfas en el plano R 4+ R/ es de
esperarse que (se demostrard mas adelante) f admita en ese plano una expansién
en series de potencias de z, y lo que es mas sorprendente es el hecho de que tal
expansion pueda ser usada para proveer una expansion de f en series de poten-
cias de ¢. Este es un resultado fundamental para esta teoria, y su demostracion
requiere unos resultados previos.
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4.5 Proposicion Sea f : B — H wuna funcion regular. Entonces para todo
n € N, la derivada de Cullen 07 : B — H es regular y se tiene que:

o f

0 fx +yl) = 55

(x+yl).
Demostracion:

Primeramente el hecho de que 97 f esta bien definida ya ha sido establecido. Para
demostrar la igualdad 07 f(z + yI) = 8:2" L(z 4 yI) se procederd por induccién
sobre n. Primeramente la igualdad se satisface para n = 1, ya que:

(o +yl) = (5 — I (o +yD) = 550 = 15D @ +un) = a4 o)

Para demostrar el paso inductivo notemos que como f es regular, entonces:

0 of.of 9 o
DO\ o oy o of o

Ox (9y)(8$”) © Ogntl 0xndy @I"(% 8y)

0.

Asi se tiene que:
an+1 f an—l—l f

dan+l Ox"dy’

Y por tanto ( por hipétesis de induccién):

anf 1 g_}ﬁ anf 1 an—i—lf an-i—lf

an—i—lf
n+lp n _ —
ac f_ac(acf) _86(833”) - (aa: ay)(a$n)— (am”“ axnay)— axn_t,_l’

y esto concluye la demostracién.
O

Ahora es posible deducir el siguiente resultado.

4.6 Teorema Una funcion f : B — H es reqular si y sélo si, ésta tiene una
expansion de series de la forma:

8”f
Zq n'@x” )

convergente sobre B. En particular si f es reqular, entonces esta es de clase C*
sobre B.
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Demostracion:

Considérese en el plano complejo Ly, el disco A; C L; centrado en el origen
y con radio @ > 0, donde a < R (recordando que R es el radio de la bola B
centrada en el origen). Entonces podemos utilizar la representacién del Lema
5.3 para encontrar una representacion integral para f; dentro de A;. En concre-
to, utilizando el hecho de que F7 ; y G s son holomorfas en el dominio BN L;
del plano complejo Ly, se obtiene que (¢ — 2)7'Fr (z) = Fr (2)(¢ —2) 'y
(C—2)"'Gr.s(2) = Gry(2)(¢ — 2)7!, para cada ¢ # z € BN L;. Por lo tanto para
cada z en A; se tiene que:

1 Fr.4(C) 1 G1.4(Q)
fi(z) = 2l /(MI (—z dc + (27TI /8A1 (—z dC) J

Cada una de estas dos integrales puede ser transformada en una serie de poten-
cias, como en el andlisis complejo cldsico. Por ejemplo (y el mismo procedimiento
se puede aplicar a la integral que contiene Gy ;) uno tiene que, para cada z € Ay,

F” Fr (¢ Fr 5(C) )
/am d< /A1n>0(> dC Z (/em, ¢t “)

n>0 1)

Nétese que en la ecuacién de arriba hemos colocado (f)” a la izquierda (en

lugar de la derecha) de @ de forma que la serie de potencias tenga coeficientes
derechos, y sea regular en el dominio de convergencia. La ecuacién (4.1) implica
que:

L1 0mF;, L107Gy,
e =2 azi"<0>+§z g (0

- n 1 8"(FI,J—|—G1,JJ)
B “n ( oz" (0)




Ahora a causa de la ultima proposicion, se puede transformar esta ecuacion como
sigue:

B3 ()

n=0
1 {1 (8 8>r
Sy e L2 )
= n! |2 \ Oz oy
1of
n=0

En particular esto muestra que f;(z) puede tener una representacién en series
de 2" con coeficientes a, = %%(0), que no dependen de la eleccién de I. Por

lo tanto la representacion que se ha encontrado vale para toda I € S, y de esta
manera se concluye la demostracion. [

4.7 Corolario Sea f : B — H una funcion reqular. Si existe I € S tal que
f(Lr) C Ly, entonces la expansion en series de f:

o) =3 =510,

n! 0z
n=0

tiene todos sus coeficientes en Ly.

Demostracion:

Sea I € S tal que f(L;) C Ly, entonces para cualquier niimero real x tenemos

que /(@) = fr(a) € Lr.
Por lo tanto %(az) € Lyparatodon € Nyx € R. [J



Capitulo 5

Formula Integral de Cauchy

La expansion en serie de potencias, que se ha probado para funciones regulares
en la tdltima seccion, es el ingrediente clave para demostrar la analogia de varios
resultados de la teoi funciones regulares, con la teoria de funciones holomorfas
en una variable compleja: como el principio de identidad, del médulo méaximo,
representacion y estimacion de Cauchy y los teoremas de Liouville y Morera. Esta
seccion esta dedicada a la prueba de estos resultados.

Primeramente comencemos con una versién del principio de identidad.

5.1 Teorema Sea f : B — H una funcion reqular. Denotemos por Zy := {q €
B: f(q) =0}, es decir el conjunto de ceros de f. Si existe I € S tal que Ly N Zy
tiene un punto de acumulacion, entonces f es la funcion cero sobre B.

Demostracion:

Sea I € S, tal que L; N Z; tiene un punto de acumulacién. Sobre L; NB podemos
escribir:
fle+yl)=Frj(x+yl)+ G (z+yl)J,

con Fr;y Gy funciones holomorfas en L;. Ahora bajo la suposicién de que
LN Zy tiene un punto de acumulacién, se deduce que, tanto F; ; como Gy, ; son
idénticamente cero sobre L; NB. Esto implica en particular, que %(O) = 0 para
todo n € N. Dado que estas derivadas son los coeficientes de la expansién en
series de potencias de la funcién f, se tiene que f es la funcion cero sobre B.

O

A partir de este ltimo resultado obtenemos el siguiente:

5.2 Corolario Sean f y g dos funciones requlares sobre la bola B. Si existe I € S
tal que f = g en un subconjunto de Ly NB teniendo un punto de acumulacion en
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L;N'B, entonces f = g sobre todo B.

Demostracion:

Definamos la funcién h(q) := f(q) — g(q), para todo ¢ € B. Entonces la fun-
cién h satisface las condiciones del teorema anterior, luego h es la funcién cero,
lo que implica que f = g.

O

Antes de demostrar el principio del médulo maximo, necesitaremos un resul-
tado previo sobre la propiedad del valor medio.

5.3 Proposicién Si f : B — H es una funcion regular, y si I € S entonces
fr: LiNB — H tiene la propiedad del valor medio.

Demostracion:

Por el Lema 4.3 se puede escribir fi(x + yl) = F1 (z + yl) + G (x + yl)J.
Por lo tanto, para todos los puntos a en L; N B, y para todo » € R tal que
Aa,r):={z€BnNL;:|z—a| <r} C L;NB, se tiene que:

1 2w 1 2
— frla+re™)do = gy / (Fry(a+7re™) + Gry(a+re™)J)dd
0

2m Jo
= FLJ(&) -+ GLJ(CL)J
= [1(a).

Asi se concluye la demostracion.

O
Ahora es posible enunciar y demostrar el principio del médulo maximo para
funciones regulares.

5.4 Teorema Sea f : B — H una funcion regular. Si | f | tiene un mdzimo
local en un punto a € B, entonces f es constante.

Demostracion:

Si f(a) = 0 el resultado es trivial. Por lo que supongamos que f(a) # 0. Multipli-
cando a f, si es necesario, por un cuaternio, se puede reducir el teorema al caso
en que f(a) > 0. Entonces sea I la parte normalizada imaginaria de a = x¢+yo/,
por lo que I es un elemento de S, y consideremos la funciéon f;. Para r > 0
suficientemente pequeno, sea

M (r) == sup{| f(a+re’) |}.
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Por hipétesis, tenemos que f(a) > M (r); para todo r suficientemente pequeno.
Por otra parte, dado que f; satisface la propiedad del valor medio, de la proposi-
cién precedente, se obtiene inmediatamente que f;(a) = M(r). se concidera el
conjunto de las z = x4 yI, para r suficientemente pequeno r =| z — a |, de modo
que la funcién g(z) := Re (fr(a) — f1(z)) es no negativa. Tenemos que g(z) = 0
siy sblo si fi(z) = fr(a). Por la propiedad del valor medio, se tiene que:

1 2

fi(a) = Dy ) fr(a + rel?)do,

y tomando en cuenta que la parte real canénica de un mapeo holomorfo también
satisface la propiedad del valor medio, obtenemos que:

1 2w 10
g(a) = %/0 gla+re'®)ds.

Al mismo tiempo, se sabe que g es continua y no negativa sobre 0A(a,r) y
obtenemos que g(a + re’?) = 0, para todo § € R. Como una consecuencia, g(z)
es idénticamente cero en el disco cerrado, y por tanto fr(z) = fr(a), para todo
z € 0A(a,r). Dado que este tltimo conjunto tiene un punto de acumulacién en
L; N B, usamos el principio de identidad y concluimos con la prueba.

O

Tal vez la consecuencia mas importante del Lema 4.3 es el andlogo; para
funciones regulares, de la representacion, de la férmula de Cauchy. Para decirlo
apropiadamenete, adoptaremos la siguiente notacién:

Si ¢ € B el elemento

Im(q) :
[, = { TG €S, silm(q) #0
k€S, siendo k arbitario, en cualquier otro caso

Notemos que para cualquier ¢ € Ly, debido a la proposicién 4.1 con ¢ # ¢, la
identidad (¢ —¢q)~'d¢ = d¢(¢—q) ! se cumple. De esta manera se puede demostar
la formula integral de Cauchy.

5.5 Teorema Sea f: B — H una funcion reqular, y sea ¢ € B. Entonces:

e dc
fla) = 2l /BAq(O,r) (S C])f@)’

donde, ¢ € Ay(0,7) y 1 > 7 > 0 es tal que, A, := {z +yl, : 22 +y* < r?}
esta contenida en B y contiene a q.
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Demostracion:

El resultado se sigue inmediatamente del Lema 4.3, como indican las siguientes
igualdades:

! d¢ o1 d¢
ol /aAq 0= gy / G

RS
27, /8A 0n € — q(FI,J(C) +Gr,5(¢)J)

1 Fr.5(¢) 1 Gr.7(C)
~ ) g ) g
2nl, /8Aq(0,r) ¢(—q C <27T1q /aAq(O,r) ¢—q C) /

= Frs(q) + Gr(q)J
= f(q).

Que es lo que se queria demostrar.
O

5.6 Observacion Antes de continuar hay que aclarar que aunque la forma en
que se escribe la formula integral de Cauchy en este trabajo y la forma cldsica
de la variable compleja son muy parecidas, no se interpretan de la misma man-
era; ya que en la variable compleja la formula integral de Cauchy nos dice como
se comporta la funcion en términos de elementos de la frontera de una curva.
Mientras que en este caso no se puede hablar del comportamiento de la funcion
sobre una frontera, pues se estd variando el plano Ly y es sobre ese plano donde
la funcion restriccion se interpreta en términos de la frontera; pero no sobre el
dominio de la funcion original, ya que no existe manera alguna de poder unificar
todos los planos L.

5.7 Observacion La observacion anterior, no solo se aplica a la formula integral
de Cauchy, pues muchos de los resultados de este trabajo se parecen a la forma en
que se escriben a la forma cldsica de la variable compleja, pero su interpretacion
es completamene diferente y hay que tener cuidado de no confundir eso.

Como una consecuencia de este teorema, obtenemos el siguiente:

5.8 Teorema Sea [ :B(0, R) — H una funcién regular, y seanr < R, I €S y
OAL(0,7) :=={(x+yl): 2* +y* =r*}. Si My := max{| f(q) |: ¢ € dA;(0,7)} ¥
M := inf {M;: I € S}, entonces:
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1 |3"_f(0){ < M para todo n > 0.

n! | 9xn

Demostracion:

La demostraciéon de este resultado sigue las mismas ideas que en el caso de fun-
ciones holomorfas de una variable compleja. Especificamente, la demostracién en
expansion en series de potencias de una funcién regular, muestra que, para todo
I €S, se puede escribir

n! 0z

Lorf, 1 ¢
O =57 [, a0

Por lo tanto, para todo I € S podemos escribir:

o f ’ 1 /
0| < —
00 ") = 2n 9A1(0.7)

Tomando el infimo para I € S, en la parte derecha de la desigualdad anterior,
queda demostrado el teorema.

O

Ahora se tienen los elementos necesarios para probar el analogo al teorema de
Liouville.

1

n!

&dgl<i/ Mldgz%‘
PINT

pntl — 27l 0.r) pntl rn

5.9 Teorema Sea f : H — H una funcion regular. Si f es acotada es decir,
existe un nimero real positivo M tal que | f(q) |< M, para todo q € H, entonces
f es constante.

Demostracién:

De la estimacién de Cauchy tenemos que, para algin r € R se tiene que:

1| f M
nl axn@' =

haciendo tender r a infinito, obtenemos que %(0) = 0, para todo n € N, y esto

implica que f = f(0). De hecho todos los coeficientes de la serie de potencias que
representan a f son cero; excepto tal vez para el primer término, lo que implica

que la funcién es constante.
O

Esta seccién se cierra con una version del teorema de Morera.



5.10 Teorema Sea f : B — H wuna funcion real diferenciable. Si para cada
I €8, la forma diferencial f(z) = dz, con z = x +yl, x,y € R; definida sobre
Ly NB, es cerrada, entonces la funcion es reqular.

Demostracion:

La hipétesis implica; por el teorema clasico de Morera, que cada funcién f; :
Ly N B — H es holomorfa. Esto concluye con la demostracién, en vista de la
definicién de regularidad dada en este trabajo.

O



Capitulo 6

Lema de Schwarz y la geometria
en la bola unitaria

En esta seccién se estudia la geometria en la bola unitaria B C H usando
funciones regulares.
Comencemos esta seccién probando el analogo al clasico lema de Schwarz.

o0

6.1 Teorema Sea f : B — B una funcion reqular dada por, f(q) = ", q"ay,
con f(0) = 0. Entonces para todo q € B, se tiene que:

| fla) 1<l q|

| 0:1(0) [< 1.

Mas aun, se obtiene la igualdad en las formulas anteriores, en un punto q; € B
con q1 # 0, sty sdlo si f(q) = qu, para algin u € H, tal que | u|=1.

Demostracion:

Como f(0) = 0 implica que ag =0, y asi f(q) = >_.—, ¢"a,. Por lo que definimos
la funcién: g : B — H, dada por

9(a) = a7 f(q) = 22720 ¢"an+1, para todo g # 0,
la cual es un mapeo regular, ademas; si el radio de convergencia de la serie de la
funcién f es r, se tiene que la serie de potencias que representa g tienen el mismo
radio de convergencia, claramente r < 1. Elegimos ¢ € B, | ¢ |< r < 1. Entonces
por el principio del médulo méaximo para funciones regulares, se tiene que:
| f(w) |

1
[ 9(g) |< sup [ g(w) |= sup === < —.
jwl=r wi=r w7
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Haciendo tender » — 1, es decir, al extender la funcion a toda la bola unitaria,
obtenemos que |g(q)| < 1 sobre B, y como 0.f(0) = ¢g(0), se obtiene que |0.f(0)] <
1. Si asumimos que para algin p € B, sucede |f(p)| = |p| entonces, para dicho
valor p se tiene que: )

fp

_— = =1

] l9(p)| =1,
y nuevamente por el principio del médulo méaximo para funciones regulares, se
obtiene que g(q) = u para todo ¢ € B y para un adecuado u € H con |u| = 1.
Por lo tanto se concluye que ¢~ 'f(q) = u, y asi f(q) = qu. Similarmente si
|0.f(0)| = 1, se obtiene que |g(0)| = 1 y otra vez se sigue el mismo procedimiento,
por lo que se concluye con la demostracion.
]

Ahora estudiemos el comportamiento de una funcién en particular, por medio
de la siguiente:

6.2 Proposicién Para cualquier uw € H, con |u| = 1, y para cualquier gy € B, el
mapeo 1 definido por:

1(g) = u(g = qo)(1 — Goq) "
es un difeomorfismo de B sobre B.

Demostracion:

Para cualquier ¢ € B dado, se tiene que:

L—[n(@))* =1—(¢—q)(1 — )" (1 — qa) (¢ — q)
=1-(¢—q)[(1 —79)(1 — P9)] (¢ — q)
(¢ —q0)(@ — Q)

-1

11— Goql?
(1 —q9)(1 —q90) — (@ — %) (q — q0)
|1 — Gog/?
1 - %q—qp+ l00l?q? — (|aI> + |aol® — a0 — T0q)
11— Goql?
_ 1 - |qo|2|(]|2 - |q|2 - |qo|2
11— Goql?
_ 1—1af’ —laol*(1 — |a?)
11— Goql?
2 2
_ (A —1aP)A P _

11— qoql?
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Esto implica que 1—|n(g)|*> > 0, lo que a su vez implica que n(B) C B. Ahora se
quiere probar que el mapeo § : B — B definido por: §(q) := u(q+uqo)(1+gouq) "

es la inversa de 7.
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En efecto, para todo ¢ € B se tiene que:

8(n(q)) = ululg — qo)(1 — Goq) ™" + uqo][1 + Gorru(q — o) (1 — qog) ']~
(1 —7g0) 0(q—q)1—7qq)"]"

[q_% T s P

_ { ¢~ 40)(1 = Gq0) + 90(1 — Gog) (1 — qu)}
11— qoq/?
y [ (1 —q09)(1 — Gqo) + Tolq — g0 — |al*q0 + quqo)}
11— qoq/?
_ {q — 0 — l91*q0 + 454% + 9o (1 — Goq — Gqo + | 90|*|4|® )}
11— qoq/?
y { (1 —qq0 — |qo]? + |QO|2QQO)}
11— qoql?
_ {q d — lal* g0 + 9079 + 90 — l90|*a — 90790 + golao* IQIQ}
11— qoq/?
y [ 1 —Ggo — g0 (1 — qqo ))]_1
|1 — Gogql?

_ [a—laPao — lao*a + aolaol’ |q|21 {(1 a1 —ﬁqO)] -

i 11— Goq? 11— Goql?
_ [a(t —lql*) — qola*(1 — Iquz)} [(1 — lgo*)(1 — ﬁqo)} )

I 1 — Goq? 1 — Goq|?
_[la— qolgl*)(1 — |QO|2)} {(1 — lgol*)(1 — GQO)] o

11— Goql? 11 — Gl

= [(q — qola»][(1 — 7g0)] "
_ (2~ aolaP)(1 — )
11— Gqoql?
(¢ — qolal* — 409 + qlq0]*|q]?)
11— Goql?
_ a1 —q9) — ¢(1 — 909)740
1 —qoq|?
q(1 —q9)(1 — qqo0)
11 —qoql?

=4q

La demostracion de la relacion 1(d(q)) = ¢ es similar.
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O

Dado que la composicién de funciones regulares no es necesariamente regular;
se tiene que el conjunto de todas las transformaciones birregulares en la bola
unitaria abierta en H no es un grupo bajo la composiciéon. Sin embargo algo se
puede decir usando una transformada de tipo Cayley.

Se define el semiespacio derecho cuaterniénico H, como H* := {q = x¢ +
iz + jro + kxs 1 29 > 0}, y definimos la transformada de Cayley como:

U(q):=(1—¢q) " (1+q).

Entonces se tienen los siguientes resultados.

6.3 Lema La transformada de Cayley es una funcion reqular en B.

Demostracion:

Simplemente hay que observar que:

U(g)=(1-q) ' (1+q)
1—gq * 1—gq
=> ¢+ (¢

n=0 n=0
WS Wil
n=0 n=0

Es decir la transformada es una suma de dos series regulares y por tanto regular.
O

6.4 Lema La transformada de Cayley mapea a B en HT, es decir ¥(B) C HT.

Demostracion:

Por demostar que si ¢ € B, entonces Re(¥(q)) > 0. Este resultado se sigue
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de la Proposicion 2.7 y de las siguientes igualdades:

2Re((1 - ) (14 0) = (1~ 9) (1 +q) + T T (1~

_ (-9 ),

_(1-90+q(1+9)(1—q)
[1—qf? 1—qf?

_ (1 —1gP)

=2 >0

Por lo que se concluye con la demostracion.
O

6.5 Lema La funcion © : H" — B, dada por O(w) = (w — 1)(w+1)"! es una
funcion reqular y cuya inversa es la transformada de Cayley.

Demostracion:

La regularidad de la funcion © se sigue de la deficnicién de funcién regular,
pues para cada I € S se tiene que:

(%H%)ﬂw):(ﬁﬂfy)ﬂxﬂy)
oD
(%L gilfy ;r(ij]t y>>l ([(x+1y)+1f)
IK “[(j,jj[;Hﬁ* y)) <[<x+f_y>+1]2)}

1 I
NCESESTERE ([<x+1y>+u2>

1 I
NCESDESERE ([<x+1y>+112)
1 1 1 1

T et I+ (erl)+1P (et Iy) +1E (@t ly) +1P
=0.



es decir la transformada es una funcion regular.

Sélo nos resta por demostrar que las funciones ¥ y © son inversas entre ellas;
es decir, debemos probar que V(O(w)) = w y ©(¥(q)) = ¢. Asi se tiene que:

O(V(g) =11-¢) 'A+q) - 1[1-q) " (1+¢ +1]"
== ' +(1-¢ ¢=1[1-¢) "+ QA—q) '+ (1-¢q) g+ 1"
=[(1=¢ " (1+¢-A=-gA-q) (1 +qg+(1-q)]"
=[(1—q) "2q][(1 —¢)'2]"

Y por el otro lado se tiene que:

T(O(q) =T ((w—1(w+1)7")

=1 —(w—Dw+1)" 1+ (w—1D(w+1)"1

=1 (ww+1)™" = (w+ D) I+ (ww+ 1) = (w+1)7")]
[(w+1) —w+D(w+1)" N (w+1)+w—1)(w+ 1)
2(w + 17 Y] 2w(w + 1)1

w.

Por lo que se concluye con la prueba.

O

De la combinaciéon de los lemas anteriores, los cuales fueron demostrados, se
obtiene el siguiente resultado.

6.6 Teorema FEl semiespacio derecho H' es difeomorfo a la bola abierta unitaria
B via la birreqularidad de la transformada de Cayley.

Demostracién:

Del Lema 6.4 se tiene que la transformada de Cayley es una funcién regular
y que mapea a la bola unitaria en el espacio semi-derecho cuaterniénico, es decir;
U(B) C H'. Y por el Lema 6.6 se tiene que la funcién ©(w) = (w—1)(w+1)"! ma-
pea el espacio semiespacio derecho cuaterniénico en la bola B; es decir O(H™) C
B. O es regular y es la inversa de la transformada de Cayley. Asi se tiene que B
es difeomorfo (con respecto a la C-regularidad) a H* mediante la transformada
regular de Cayley.
O
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Capitulo 7

Ceros en series de potencias
cuaternionicas

Al comienzo de este capitulo, se vera un resultado que se extiende del caso de
series de potencias como un resultado andlogo de Pogorui y Shapiro (obsérvese
[11]). Su resultado fué formulado para polinomios en la variable ¢, y su prueba
fue bastante elaborada. Lo que se proporciona aqui; generaliza el caso para series
de potencias, y de paso, ofrece una prueba mas corta del resultado en [11].

La seccién se empieza con el siguiente:

7.1 Teorema Sea ), q"a, una serie de potencias cuaternionica con radio de
convergencia R. Supongamos que existen xg,yo € R e I,J € S con I # J tales
que xo + Yol y xo + yoJ pertenecen al disco de convergencia y cumplen que:

> (zo+yol)"an =0 (7.1)
n=0

y o0
Z(l’o + ng)”an =0. (72)
n=0

Entonces para todo L € S se tiene que:

[e.e]

> (z0+yoL)"an = 0. (7.3)

n=0

En otras palabras si en la esfera xo + yoS existen dos puntos distintos, los cuales
son ceros de la serie de potencias, entonces todos los elementos de la esfera xo+
YoS son ceros de la serie de potencias.
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Demostracion:
Para cualquier n € N fijo y para todo L € S se tiene que:
L)" = oy L' =y, + LG, 7.4
oty =32 (7)ot = o+ 19 (7.4)
donde

W= X (- X )(?)xw@, (75)

1=0(mod4) i=2(mod4
(AP N\ n—ii
B = ( Z (i)mo Yo — Z (Z)xo Yo)- (7.6)
i=1(mod4) i=3(mod4)

De las ecuaciones (7.1), (7.2), (7.4) se obtiene que:

(e}

0= Z(an + Iﬁn)an - Z(Qn + Jﬁn)an
n=0 n=0

[(an + ]ﬁn) - (an + Jﬁn)]an

hE

S
Il
o

([ﬁn - Jﬂn)an

L[]

n

= (I = 1)) _ Buan).

Como por hipétesis se tiene que; I — J # 0, entonces:

i 6nan =0
n=0

y por (7.1):
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[M]#

(xo + yo)"an

3
Il
o

g

(an + ]6n)an

3
i
o

HM8

(anan) + 10> _ Bnan)
n=0 n=0
= Z Oy Q-

n=0

Ahora, para todo L € S se tiene que:

Z(x() + Ly(])nan = Z(an + Lﬁn)an
n=0 n=0

WK

(anan) + L(Z Brtn)

I
=
o

Lo que demuestra la afirmacion.

O

Ahora se presentan algunas propiedades que refinan al Lema 3.5, y que son de
interés independiente como ayudar a entender la geometria de funciones regulares.

7.2 Proposicion Sea [ una funcion regular sobre la bola B. Si existen dos
unidades imaginarias distintas I y J en S tales que f(L;) C Ly y f(Ly) C Ly,
entonces f tiene una representacion en series de la forma

o

f(Q) = Z q"an,

n=0

con coeficientes reales a,.

Demostracion:

Si I y J satisfacen las condiciones de la proposicién, se tiene que fr(z) = f;(z),
para todo x € R. Por lo tanto, si escribimos:

fi(x +yl) = folx +yl) + filz +yI)I
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frlx+yJ) = go(z +yJ) + gui(x +yJ)J

se obtiene que fo(x) + fila)] = golx) + g1(x)J ¥ por lo tanto folz) = go(a),
mientras que fi(x) = gi(z) = 0. Considérese ahora las funciones o : R? — R?
y B : R? — R? definidas por a(x,y) := (fo(z + yI), fi(z +yI)) vy B(x,y) :=
(go(z +yJ), g1(x +yJ)), de aqui se observa que a y (3 satisfacen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann, ya que la funcién f es regular y en consecuencia f; y f;
son holomorfas lo que a su vez implica que « y  son funciones holomorfas en
sus respectivos planos complejos. Sin embargo ya que coinciden en y = 0, por
el principio de identidad de la teaia compleja, coinciden en todas partes. Esto
implica que f; = fo(x+yl)+ fi(z+y)Iy f; = go(x+yJ)+gi(z+yJ)J. Ahora
expandemos f en series de potencias; primeramente usando L; y después usando
L, se obtiene que:

frle+yl) =) (z+yl)"(a) +a)l)

n>0

filz+yd) = (x+yJ)"(a) + a)J).

n>0

Dado que las dos expresiones coinciden cuando escribimos niimeros reales, se
obtiene que para cada n € N:

0, 17_ 0 1
a, +a,l =a, +a,J.

Esto implica que al = 0 para todo n, y por lo tanto la representacién de la
serie tiene coeficientes reales.

([l

El Teorema 4.1 senala una curiosa propiedad del conjunto de ceros de una
funcion regular, cuya estructura resulta ser muy diferente del conjunto de ceros
de funciones holomorfas. Los ceros son mas bondadosos en el siguiente caso.

7.3 Proposicién Si f tiene una representacion en series de la forma f(q) =
Yoo o q"an con coeficientes reales a,, entonces todos los ceros reales son aislados,
y st xo + yolo es un cero no real (es decir yo # 0), entonces todos los elementos
de la esfera xo + yoS son ceros de f. En particular si f no es la funcion cero, el
conjunto de ceros de la funcion f consiste de puntos aislados ( pertenecientes a

R ) o esferas.
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Demostracion:

Como se estableci6 en (7.4), para todo n € N se tiene

n

n
(x0+y01)n22(2) ot ZIZ_an"i_Iﬁna

=0

donde «;, y 3, son nimeros reales definidos en (7.5) y (7.6). Ahora, si yp # 0y
(xo 4+ yol) es un cero de f, se obtiene que:

0= Z($o+yofo) an,

n—=

0
= (an + [Oﬁn) an,

- Z QG - IO Zﬂnan

lo que por hipotesis es real para todo n, asi

Z OnQp = 0= (Z ﬁnan)
n=0 n=0

y por tanto, para todo [ € S

Zanan+1 Zﬂnan = Z $0+y0[)n@na
n=0

es decir, xo+1yol es un cero de f, para todo I € S 6 equivalentemente los elementos
de la esfera imaginaria con centro en xy y radio yo son ceros de la funcion f. Para
concluir con la demostacion, obsérvese que para todo I € S el plano L; contiene
todos los ceros de f y exactamente dos ceros para cada esfera de ceros de f. Como
los ceros de f son puntos aislados en L; a menos que f = 0 (segin el Teorema
6.1), el conjunto de ceros de f consiste de puntos aislados de f y dos esferas
aisladas.

O

Si una funcién f es una extension de una funciéon holomorfa de L;, para algin
I € S, entonces estos ceros también tienen propiedades interesantes; a saber.

8

7.4 Proposicién Sea f una funcion regular sobre la bola B, y supongase que
existe una unidad imaginaria I € S tal que f(L;) C Ly. Si existe una unidad
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imaginaria J € S tal que J # 1 y que f(xo+yoJ) = 0, entonces f(xo+ yoS) = 0.
En particular, si f no es la funcion cero, el conjunto de ceros de f consiste de
puntos aislados de B (que pertenecen a Ly) ¢ esferas dentro de B.

Demostracién:

Por el Corolario 5.7 la incluisién f(L;) C L;, implica que f tiene una repre-
sentaciéon en series de potencias

flo) =) q"an,
n=0

con coeficientes a,, € Ly, para todo n € N. Por lo supuesto y por (7.4) se tiene

0= Z(xo + yoJ )" a, = Z(an + JBn)a, = Z Uy, + J(Z Bnan) (7.7)
n=0 n=0 n=0 n=0

con «,, 3, € R para todo n € N.
Ahora definamos:

o
A= g Oy,
n=0

B = ZO Bnay,.

Se obtiene que A+ BJ = 0 con A,B € L;. Por lo tanto A = B =0, y
se obtiene obviamente que A + LB = 0 para todo L € S. La ultima parte de
la demostracion se sigue de las propiedades del conjunto de ceros de funciones
holomorfas.

O

Este resultado tiene una curiosa consecuencia que concierne a los ceros de fun-
ciones holomorfas. Dado que cualquier funciéon holomorfa f puede ser extendida a
una funcién regular sobre cuaternios; ésto se debe a que cualquier funciéon f en C
siempre esta determinada por f(z) = a, +1i,, donde «, y (3, son niimeros reales
que dependen de la funcién en términos de la variable z, para ver este hecho un
poco mas claro veamos el siguiente ejemplo:

Sea f : C — C una serie de potencias de la forma )" 2"a,, es decir; a
cada z = a+1b € C le corresponde f(xz+iy) =Y . (z+1y)"a,. Luego entonces
sea F: H — H dada por F(q) = >~ q"a,, luego para todo I € S f; = f, por
lo tanto F' es regular.
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La pregunta de hacer la distincion de cuales ceros de f permanecen aislados
después de la extension, y cudles llegan a ser esferas. Para ello realicemos algunos
calculos; asi sea I € S, A7(0, R) = {x+yl : 2?2 +y*> < R*}, ysea f : A7(0, R) :—
R + R/ una funcién holomorfa. Si para cada {r,}, {s,} C R,

o

fla+yl) = (x+yD)"(ra+ sul)

n=0

es la expansion en series de potencias de f, entonces f(x + yI) = 0 puede
escribirse en términos de (7.4) como:

O anlrn+5uD) + IO Bulrn + s,1)) =0 (7.8)
n=0 n=0
y COmo:
(Z ApTpn — Z 6n3n> + ]<Z QpSy + Z ﬁnrn) =0
n=0 n=0 n=0 n=0
es decir;

(Z Ty — Z Bnsn) =0 = (Z Sy + Zﬁnrn)
n=0 n=0 n=0 n=0

7.5 Proposiciéon Sea f : A; :— R + RI una funcion holomorfa y sea f
B(0,R) —> H la extension reqular de f, y sea f(xo + yoI) = 0. El cero (zo +
yol) de f no es aislado, o equivalentemente; f(aco + yoS) = 0 si y sdlo si 0 =

ZZO:O ATy = Zn:O ﬁnsn - Zzozo ApSp = — Zn:O ﬁnrn-

Demostracion:

Del hecho de que: f(:vo + yoL) para todo L € S, por (7.7);
() Balrn + s,I)) = 0.
n=0

La afirmacién se sigue las igualdades que se ven en (7.8).
O

Un resultado mas refinado es el siguiente.

7.6 Proposicién Sea funa funcion diferente de cero, y sea I € S tal que f(L;) C
L;. Entonces, para todo J # I, J € S se tiene que f(L;) € (L;)*, donde (L;)*
es el complemento ortogonal de Ly.
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Demostracion:

Primeramente nétese, que por el Corolario 4,7, la condicién f(L;) C Ly implica

que:
[e.e]

filx +yl) =) (x+yl)"(aj +ayl).

n=0

Tomando ahora una unidad imaginaria diferente J; supéngase que f(L;) C
(L;)*. Por lo que se tiene que:

o0

Filx 4 y) = (x+yJ) 00T + LK),

n=0
donde la envergadura el plano generado porj , K es ortogonal a L;. Por lo tanto
a+all =02J+b K
y por tanto
ad =al =b =b: =0,

lo que implica que f es la funcién cero, lo que contradice la hipétesis del enunciado.
De esta manera se concluye con la demostracion.

O

En la adicion se tiene que:

7.7 Proposicién Sea f una funcidn no cero, y sea Iy € S tal que f(Ly) ¢
L;,. Sea J € S cualquier unidad imaginaria ortogonal a Iy y sean Fy y Gy dos
funciones holomorfas tales que, f1, = Fy + GoJ. Entonces

1. Gy no es idénticamente a la funcion cero.

2. Si existe q € Ly, tal que f(q) =0, entonces ni Fy ni Gy son idénticamente
constantes (excepto que Fy puede ser idénticamente cero).

3. St existe T € S con T no ortogonal a Iy tal que f(Lr) C Ly, entonces; f
no es idénticamente la funcion cero.

Demostracion:

La demostracion de 1 se sigue del hecho de que si la funcion G fuera cero entonces
se tendria que para cualquier z € Ry« € Ly, entonces f,(z) = Fo(x) € R C L,
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lo que seria una contradiccién a la hipétesis.

La prueba de 3. se procedera por contradiccion.
Si Fyy = 0, entonces

fro(x +ylo) = ) (w +ylo)"(anJ + a, k),
0

donde K = IyJ. Més aun, como f(Lr) C Lt se tiene que:

[e.e]

fro(x +yT) = (x+yT)"(15 + byT).

n=0

Ahora, por la unicidad de la expansién de serie cuaternionica de f se establece
que:

(a®J 4+ al K) = (0% + b1 7).

Por hipdtesis T no es ortogonal a Iy lo que implica que T" no pertenece a
RJ + RK y por tanto
ad =al =0 =b =0,
para todo n, contradiciendo la hipétesis de que f no es idénticamente la funciéon
cero. [J
Finalmente se termina esta seccién con un resultado que fue obtenido origi-
nalmente de [6].

7.8 Proposicion Sea f una funcion reqular sobre B con f diferente de la funcion
cero. Para cada unidad imaginaria I € S, sea J; = J una unidad imaginaria
ortogonal a I, y sean F;, Gy : Ly "B — L; funciones holomorfas tales que
fr=F;+ GyJ. Entonces:

1. Gy =0 sobre L; para todo I, o a lo mads existe una unidad imaginaria I tal
que Gy =0 sobre Lj.

2. 8i Fr, = 0 sobre Ly, y F, = 0 sobre Ly, para I; # I, entonces Fr = 0
sobre Lt para todos los elementos T € RI; + R15.

3. Si existe una unidad imaginaria I tal que Gy = 0 sobre L (respectivamente
F; =0 sobre L), entonces no existe otra unidad I que no es ortogonal con
I tal que Gy =0 sobre L, (respectivamente Fy = 0 sobre L, ).
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Demostracion:
(1) Si existen dos unidades imaginarias I; # I, tales que G, = 0 sobre L, y
G, = 0 sobre Ly,, entonces F(Ly) C Ly, v F(Ly,) C Ly, por lo tanto por el
Corolario 3.8 se obtiene que

o

fnlx+yh) = Z(x +yl)"(a® +al)), sobre Ly NB

n=0

fo(z+yh) =Y (z+yhL)"(1) + bL), sobre L;,NB.
n=0
La unicidad de la expansion en series de potencias de la funcién f establece
que (al +ally) = (02 + 0L 15), y por tanto; a® = 02, a} = b} = 0, para toda n.
Por lo tanto, para toda I € S la serie

o0

fr(x+yl) =) (z+yl)"a),

n=0

tiene valores en L;, que es Gy = 0 sobre Lj.
(2) Si Fr, = 0 sobre L;, v Fr, = 0 sobre Lj,, entonces para cada J € S
perpendicular a I y a I, se tiene que:

o0

frn(x+yh) = Z(x +yL)"(ad +all,)J, sobre L; NB

n=0

In(x+yl) = Z(x +yl)" (V2 + bl 1), sobre Li, N B.
n=0
La unicidad de la expansién en series de potencias de la funcién f implica
que (a® +all)J = (b2 + bL1,)J, y por tanto al = 02, al = bl = 0, para toda n.

Ahora para cualquier unidad imaginaria T' € RI; + RIy C (L;)* la serie:

fr(z+yT) = (z+yT)"(ap)J,
n=0
tiene valores en RJ + R(T'J) = (L;)*, es decir fr = 0 sobre Ly.
(3) Si existen unidades imaginarias I # I’ tales que G; = 0 sobre L; y Fy =0
sobre L, , entonces con J € S como antes, ambas perpendiculares a [ y a [ " se
sigue (por el Corolario 5.7)



fj(x—i-yl):Z(x—i-yl)"(ag—i-a}l[), sobre LyNB

n=0

fr@@+yl)=> (z+yl )"0} +b,I)J, sobre LyNB.
n=0
Dado que I' no es ortogonal con I, entonces I'J no pertenecen a RI + RJ;
otra vez por la unicidad de la expansién en series de potencias de la funcién f se
establece que a2 = 02 = al = bl =0, con lo que concluye con la demostracién.

0
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Capitulo 8

Funciones Regulares en un
Algebra de Clifford

En un reciente trabajo [14], se ve como las ideas de esta tesis se pueden ex-
tender a una teoria de series de potencias con coeficientes no sélo cuaterniénicos,
sino también octoniénicos para proveer una extension de la renombrada prueba
del Teorema Fundamental del Algebra de Gauss en el caso de polinomios con
coeficientes cuaterniénicos y octonionicos.

Ahora en esta seccion se estudia de una manera semejante a lo que se ha he-
cho hasta ahora para el caso de funciones definidas sobre un algebra de Clifford
C1(0,3), con tres generadores.

Para ello comencemos con la siguiente subseccién.

8.1. Propiedades Algebraicas de CI1(0,3).

Denotemos por C1(0, 3) el dlgebra de Clifford de signatura (0,3). Esta algebra
puede ser definida como sigue (véase [2], para ésta y otras definiciones): Sea
E = {e1, €3, e3} la base canénica ortonormal de R?, con la siguiente relacién:

€i€j + 6]'61' = —2(5”

Un elemento x del algebra de Clifford CI(0,3) se escribe de manera tnica
COmMo:



62 Funciones Regulares en un Algebra de Clifford

T = X + T1€1 + To€9 + T3ez + Ti12€1€69 + T13€1€3 + T923€2€3 + T123€1€2€3,

donde los coeficientes x;, z;;, z;x € R. Asi se ve que C1(0, 3) es un espacio real de
ocho dimensiones dotado con una estructura multiplicativa. Notese que el cuadra-
do de una unidad e;, ¢;; es menos uno, mientras que el cuadrado de e;ezes es uno.
Por esta razon, a veces el elemento e;eses es llamado seudoescalar. Por lo tanto es
apropiado definir el conjunto de los nimeros Cliffordianos reales como R := {z €
Cl(0,3) : * = xo+x193e1€2€3} y el conjunto de los nimeros Cliffordianos imaginar-
ios como J := {x € C1(0,3) : x = x161 + o€y + x3e3+ T12€1€9 + T13€1€3 + Tozeoes }.
Con estas definiciones es posible descomponer cualquier elemento de C1(0, 3) co-
mo la suma de un elemento en R, es decir su parte real (Re (z)), y un elemento
en J, es decir su parte imaginaria (Im (x)).

Por comodidad en los cdlculos se redefininen las siguientes notaciones: e;; :=
e;ejeont,j =0,1,2,3y ez 1= erezes

Usando la tabla de relaciones que se encuentra enseguida, uno puede construir
una tabla de multiplicacién para C1(0, 3).

€1 €2 €3 €12 €13 €23 €123

€1 -1 €162 €1€3 -€9 -€3 €1€2€3 -€9€3

€9 -€1€9 -1 €9€3 €1 -€1€9€3 -€3 €1€3

€3 -€1€3 -€9€3 -1 €1€2€3 €1 €92 -€1€3
e1ésy €9 -e1 e1€se3 -1 €963 -e1€e3 -e3
€1€3 €3 -€1€2€3 -€1 -€2€3 -1 €169 ()]
€9€3 €1€29€3 €3 -€9 €1€e3 -€1€2 -1 -€1
€1€2€3 -€9€3 €1€3 -€1€9 -€3 €9 -€1 1

Denotemos por K cualquiera de las siguientes édlgebras C, H, O, C1(0, 3).
Para cada una de estas algebras se define, el conjunto de todos los elementos
cuyo cuadrado es igual a menos uno, es decir; Sg := {w € K : w? = —1}. Un
segundo conjunto de interés para esta teoria es al que llamamos esfera imaginaria
y usualmente se denota por Ux :={w € K: Re(w) =0 y |Im(w)|=1}.

Un primer e interesante fenémeno que ocurre en el caso del algebra de Clifford
es el hecho de que S¢y(o,3) esta propiamente contenido en Ugy(o3) y se demuestra
en la siguiente proposicion.
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8.1.1 Proposicion Un elemento x = xg+x1€1 +x2€9+ X363+ T12€160+ T 136163+
Tageses + wigzereses € CU(0,3) pertenece a Scyoz) sty solo si x € Ugyog) ¥
satisface que

T1Xo93 — XoT13 + T3x12 = 0.

Demostracion:

Sea x € C1(0,3) entonces el cuadrado de x esta dado por

2 9 2 2 2 2 2 2 2
T° =Ty + Tigg — T] — Ty — T3 — Ty — Tig — T3

+ 2e1(or1 — Ta3T123) + 2€2(x0T2 + T13T123)
+ 2e3(xor3 — T12%123) + 2e1e2(oT12 — T3T123)
+ 2eje3(xox13 + Ta123) + 2€2€3(ToTa3 — T12193)

+ 2e1e9e3(T0T123 + T1T23 — TaT1z + T3T12).

Ahora supongamos que x € Sci(0,3), entonces 2? = —1 y por tanto x # 0, esto
implica que 7 - v = —1, = 0 = —a ! = 1 = T = lz| = % =1y por
tanto |x| = 1. Ahora si se tiene que 22 = —1, se obtiene el sistema

(1.2 2 2 2 2 2 2 2 _
TG+ Tlgy — I — Ty — Ty — Ty — Tiz — Ty = —1,

ToT1 — To3T123 = 0,
Toxg + T137123 = 0,
Toxz — 12123 = 0,
ToTiz — T3T123 = 0,
ToT13 + TaZ123 = 0,

ToTa3 — T1T123 = 0,

( ToT123 + 1223 — Ta13 + X3T12 = 0.

Si suponemos que xg # 0, se pueden resolver el siguiente sistema

(
ToT1 — T23T123 = 0,

ToTz + 137123 = 0,
ToX3 — T120123 = Y,
ToX12 — T3T123 = U,
Tox13 + Tax123 = U,

ToTog — T1T123 = 0,

| L0123 + X123 — Ta213 + X3212 = 0.
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y obtener (con o = (i, j, k) una permutacién de (1,2,3))

;= sgn(o) 12
To
y
LiL123
Tij = sgn(U)To.

Y estas soluciones implican que

2
. T123
Ty = Ty )
Zo

2
xXr ik = CL’jk @
o
Notese que si xg # 0, es imposible que 1, x9, T3 ¥ T13, T23, T12 Sean cero, pues si
eso sucediece la primera ecuacién del sistema nos dirfa que x3+ 27,3 = —1, lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto, si xg # 0 se tiene que zq, x9, x3 6 T13, Ta3, T12
deben ser diferentes de cero y las dos soluciones de las ecuaciones implican que

2 _ .2 : 2, .2 9.2
T§ = T1e3, ¥ €N consecuencia x93 7 0 y por lo tanto x§ + 7,5 = 2.

Si xo = x123 entonces el sistema se reescribe como

2 2 2 2 2 2 _
1 — Ty — X3 — Ty — X3 — Tyz = —1,

(Qx%—x
x1 — T3 =0,
< To + T13 :O,
x3 —x12 =0,

2 2 2 2 _
(2o T o1 +as+a5=0.

Lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, o = 0, lo que implica que x93 = 0,
a3 + a5+ a3 + iy + oty + a5y = 1y 21003 — o213 + 23712 = 0.
Ahora si zg = —x123 entonces el sistema se reescribe como

4

2 2 2 2 2 2 2 _
205 —x] — x5 — T3 — Ty — Tiy — Ty = —1,
x1+x23:O,
Ty — 213 = 0,

{B3+3312:O,
2 2 2 2 _
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Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, zy = 0, lo que implica que x193 = 0,
o1+ a3 4 25 + 2y + 2ty + 235 = 1y 21293 — Loy + 23212 = 0.

Por otra parte si x € Ugo3) ¥y 1723 — T2r13 + x3712 = 0, entonces x? =
—x? — s — a2t —at — 2k = — (2 + s+ i+ 2, + 2l +23;) = —1. Y por
tanto x € 801(073).

Lo que concluye con la demostracion.

O

8.1.2 Nota De acuerdo a los cdlculos mostrados en la demostracion anterior,
el congunto de elementos w € C1(0,3) tales que w? = 1 se reduce a w = +1 y
w = Fejezes.

Siguiendo las ideas de este trabajo, se necesita escribir cada elemento del
algebra de Clifford como la suma de un ntimero Cliffordiano real y el producto
de un elemento de S¢y(3) con un nimero Cliffordiano real, a saber:

r = (a+ feieges) + I(y + dereses)

donde a, 3,7, d son ntimeros reales e I € S¢y(o,3)-

Como se puede ver ésto no siempre es posible, pero el conjunto de excepciones
es “pequeno”. Para obtener este resultado es necesario realizar unos calculos pre-
vios. Primero nétese que si w = x1e1 + Xoe9 + 363 + T12€165 + T13€1€3 + Tozeses
es un numero imaginario Cliffordiano, y (7 + dejeses) es un nimero CLiffordiano
real, entonces su producto esta dado por:

w(y + dejeges) = ey (ywy — 0xas) + ea(yx2 + dx13) + e3(yws — 0x12)
+ erea(Yx19 — 0x3) + erez(yx13 + dx2)
+ eges(ywez — o). (1)
Si, por otra parte, multiplicamos dos nimeros imaginarios Cliffordianos u =

T1€1+ Toeo + T3e3 + T12€1€2 + T13€1€3 + Tazeoe3 ¥ U = Y161 + Y22 + Y33+ Yi12€162+
Y13€1€3 + Ya3€2€3, SE€ obtiene que

UV = —T1Y1 — TaY2 — T3Y3 — T12Y12 — T13Y13 — T23le3 + €1(Tay12 + T3y13—
— T12Y2 — T13Y3) + e2(—T1y12 + T3yo3 + T1oY1 — Tozyz) + es(—T1y13 — Toyasz+
+ T13y1 + Tasy2) + e1e2(T1Y2 — Tayr + T13Y2s — Tasyi3) + eres(T1ys — Ty —
— T12Y3 + To3Y12) + €ae3(Tays — T3y + T12Y13 — T13Y12) + €1€2e3(T1Y23 — TaY13

+ T3y12 + T12y3 — T13Y2 + TasY1). (2)
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8.1.3 Proposicion Dado un elemento w = x1e1+Toe0+x363+T12€160+ 2136163+
Tozeges en ], existen dos nimeros reales distintos a y b, y un elemento I € Scy(o,3),
tal que w = I(a + bejeses) siy solo si (x1, T2, x3) # (a3, —T13, T12).

Demostraciéon: Sea A = (z1,x2,23) y i = (x93, —x13,x12). Para probar el
resultado veremos si en las condiciones de abajo es posible encontrar dos ntimeros
reales v y § tales que w(y + dejezes) pertenezca a Scyog) vy (v + dejeges) sea
invertible en R. De (1), y por la Proposicién 8.1.1, este es un requisito equivalente,
para € = g,

(\a)2e = (A2 + [uf®)e + At = 0.

El discriminante de la ecuacidén anterior es

A= (A= Jul?)? =0

y por lo tanto la ecuacién siempre tiene solucion en €. Nétese que cada solucion
para cada e da (salvo signo) sélo dos soluciones para el par (v,d) por tanto se
tiene que |w(y+dejezes)| = 1. Ahora queremos ver si cualquiera de las soluciones
que se acaban de obtener para v + dejeses son invertibles. Para esto se intenta
resolver

(7 + dereges)(a + bereges) = 1.

Esta ecuacién tiene una solucién en (a,b) si y sélo si 4% # §? y por tanto
€2 # +1. La forma explicita de la solucién para e nos muestra que sélo en el caso
cuando € = *+1 es cuando A = £pu.

O

8.1.4 Nota Una revision un poco mds detallada de la proposicion anterior, nos
muestra que dado un elemento w = x1e1+ Toey+ T3e3+ L2619+ 136163+ Tozeoes
end, con la condicion (xy, xa,x3) # (x93, —T13, T12), entonces existen dos unidades
imaginarias I y J y dos posibles parejas (a,b) satisfaciendo la conclusion previa
a la proposicion. En efecto si w = I(a + bejeges), entonces es cierto que exista
J € Scis) tal que w = I(a + bejeses) = J(b + aejezez). Los cdlculos muestran
que st = ilel + i262 + i3€3 + le2€1€2 + i13€1€3 -+ ?;236263 Yy J = j1€1 +j2€2 —|—j3€3 +
J12€162+ J13€1€3+ Jogeses, entonces I y J son ortogonales y sus coordenadas estan
relacionadas por el siguiente sistema

11 = —J2g li2 = —J3,
2 = J13 113 = J2,
3= —J12 %23 = —J1-

Esto ultimo muestra que J = Iejeses, y por lo tanto
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I(a + bejeges) = Iejeqesereses(a + bejeses) = J(b + aejeses).

Para desarollar una teoria de funciones sobre C1(0, 3), se necesita probar que,
dado I € S¢y(,3) es posible empezar con 1, ejezes, I, Ieieges, elegimos J € Seyo,3)
y completar una base para C1(0,3) con los vectores J, Jejeses, [.J, [ Jejeses. Esto
nos dejard ver que cada elemento w = xg+x1€1 + Toes +x3€63+ T 126169 + 13613+
Togeses + Tiazereses € CU(0,3) puede ser representado como

z = X1+ Xaereses + X3l + Xulejeqes + XsJ + XgJereaes + XoIJ + XglJejeges

y, como Jejesez = ejeqes, se tiene que

xr = (Xl +X2€16263) + I(X3 +X4€16263) + [(X5 +X661€263) +I(X7 +X86162€3)]J.

8.1.5 Proposicion Dados I € S¢y,3), es posible elejir J € Scy,3) tal que J es
perpendicular a I y a Iejesesz. Ademas, para tal J, el conjunto

B = {1, €1€2€3, I, 1616263, J, J€1€2€3, [J, IJ€1€2€3}

es una base para C1(0, 3).

Demostraciéon: La existencia de J con la prescripcién perpendicular se tiene
como una consecuencia dimensional. Notando esos dos elementos perpendiculares
en S¢y(0,3), el hecho de que el conjunto B es una base es una consecuencia de los
célculos de la Proposicién 9.1.1 y las ecuaciones (1) y (2).

U

8.2. Funciones regulares y su expansiéon en se-
ries de potencias

En esta parte del trabajo denotaremos por U el conjunto de todos los nimeros
Cliffordianos x € C1(0,3), tales que x = 0 o (x1, T2, x3) # (23, —T13, T12)-

8.2.1 Definicion Sea 2 un dominio en U. Una funcion real diferenciable f :
Q — CI1(0,3) es llamada regular, si para cada I € Scyog) la funcion fr, que
estd en un plano de Clifford de cuatro dimensiones L; := R + IR := {(t; +
toereses) + (s + tyereses), satisface sobre QL[ Ly el sistema
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2D, fr = (dya + Idsq) fr = 0,

donde di; = dy; indican las respectivas derivadas de t; y t;, es decir

Contrario a lo que pasa en los casos de Hamilton y Cayley, la eleccion de la
unidad I € Sgy(p,3) no es tinica dado un punto x € U, como se observa en la nota
9.1.4.

Asi se necesita analizar cual es la implicacion de las dos diferentes representa-
ciones que se pueden tener de un punto dado € U. Sea x un ntimero de Clifford
en U que admite dos representaciones, digamos

x=x; = (t1 + taereses) + I(t3 + tyeieqes)

y también
x =z = (t1 + taereses) + K(ty + tzeieses).

Como se tiene que * = x; = xg, podemos reescribir las igualdades de la
siguiente manera

=Xy = (tl + Itg) + (tg + ]t4)461€263

r=TKg — (tl -+ Kt4) + (tz -+ Kt3)€1€2€3.

Por la dimensionalidad, se puede encontrar otra unidad J € S¢y(3), en la
esencia de la Proposicién 9.1.5 podemos completar en ambos casos las bases
generadas por [ y la base generada por K. Entonces para que la definicion sea
consistente se necesita que

2D fr = (dho + Idss) f1(x1) = 2Dk fr = (di2 + Kdsa) fx (k) = 0.

Para comprender la consecuencia de esta 1ltima peticion se necesitan expresar
los valores de f; y fx en términos de las bases de C1(0, 3), para este proposito,
escribimos
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fi(zr) = (foo + forerezes) + I(fio + firerezes) + [(goo + goerezes)+
+ 1(g10 + grie1ezes3)]J
= (foo + L fr0) + (for + I fi1)erezes + [(goo + 1g11) + (go1 + I g10)erezes]]
= Fy + Freieses + (Go + Grejeses) .

Similarmente, teniendo en cuenta la Nota 9.1.4, se tiene que

Jx(@r) = (foo + forerezes) + K(fio + fiieiezes) + [(goo + goerezes)+
+ K (g0 + grieiezes)]J
= (foo + K fr0) + (for + K fi1)ereaes + [(goo + K g11) + (go1 + K gio)ereaes] S
= My + Miejeses + (Nog + Niejeges) .

Asi, la Definicion 6 es equivalente a los siguientes cuatro sistemas de dos
dimensiones de Cauchy-Riemann:

d12f00 = d34f107
d12f10 = _d34f00‘

d12f01 = d34f117
d12f11 = _d34f01-

{dufoo = dgsfi,

d12f11 = _d43f00-

d12f01 = d43f107
d12f10 = _d43f01-

Como una consecuencia de estas ultimas relaciones se tiene el siguiente
8.2.2 Teorema Sea 2 un dominio en U, sea
f = Fo + F1€1€2€3 + (Go + G161€263)J = Mo + M161€263 + (No + N16162€3)J

una funcion diferenciable en U y sea
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21 = tl +It3,22 = tg +It4,w1 = tl —|—Kt4,w2 = t2 +Kt3.

Entonces f es una funcion regular sobre Q) si y sélo si Fy, Fy,Go,G1 son
holomorfas en (21, z2), y Mo, My, No, N1 son holomorfas en (wy,ws).

Demostracién: La demostracién de este teorema se desarrolla en los calcu-
los que preceden al teorema. Pues sélo restaria definir las funciones f; = Fy +
Fiejeses + (Go + Grereses)J y fr = Mo+ Miejeses + (No + Niereses)J y seguir
los calculos mostrados con anterioridad.

O

Hay que observar que no hay ejemplos triviales de funciones regulares en este
sentido. Por ejemplo, con la misma notacion que se ha citado antes, se puede
considerar

foo = tite — tsty,
fio = tats + t1t4.

foo =588 + 15 — 15— t3),
fi1 = tits + taoty.

Se tiene que F() = Z1%9, F1 = (1/2)(2’%‘}‘23), Mg = (1/2)(10%"‘?0%), M1 = W1W2
satisfacen las condiciones del teorema, y nos ofrecen un ejemplo de una funciéon
regular.

Ahora probemos que una funcién regular puede ser expresada en serie de
potencias.

8.2.3 Teorema Sea f una funcion reqular en U. Para un punto arbitrario w =
21 4+ zereses € U existen numeros Cliffordianos a,,, tales que

f(z1 + z0e1e9e3) = Z 228

m,neN

donde
_9mf(0)

mn T m n
027102}
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Demostracion: El teorema precedente muestra que f se puede escribir como

= Fo(21 + zee1e9e3) + Fi(21 + 22e162¢e3) + [Go(21 + 22€1€0€3)

f(z1 + zerezes)
+ G1(21 + 22616263)]J,

con Fy, F, Gy funciones holomorfas. Asi todas estas funciones tienen una re-
presentacién en series de potencias y se tiene que
O™ Fy (0 O™ Fy(0)
Z1 + 29€1€9€3) = 21 2y ————— 2] 2y —————e1e9€
f (21 + zeiezes) Z 1 %2 82&’”(‘975” Z Z9 Bim oty 1€2€3

m,neN
O™ TGy (0 o™t G(0)
+ 2 — m HT€16263J
mzn;N L2 ooty Z 2 otmoty
I SR
- 1 <2 man

Dado que los coeficientes de la serie no dependen de la eleccion de I € S¢yo,3),

esto concluye con la demostracion.

O
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Resultados basicos de la variable compleja.

El objetivo de este apéndice es el de presentar algunos de los resultados béasicos
de la teoria de una variable compleja con el fin de poder ofrecerle al lector, la posi-
bilidad de comparar los resultados propuestos en este trabajo con los resultados
de la variable compleja. Dicha comparacion es necesaria, ya que los resultados de
esta tesis se parecen mucho en la forma que estan escritos a los de la variable com-
pleja, pero no tienen las mismas propiedades e incluso representan cosas distintas.

También algunas de las demostraciones de la tesis estdn basadas en las de-
mostraciones de los resultados de este apéndice, e incluso existen demostraciones
de algunos resultados del trabajo que basan su demostracion en la aplicacion de
resultados de la variable compleja.

Antes de empezar a enunciar los resultados de la variable compleja, hay que
aclarar que ninguno de los teoremas y proposiciones aqui presentados seran de-
mostrados, ya que estas demostraciones son clasicas y se pueden encontrar en
cualquier libro introductorio de una variable compleja o estudiar en cualquier
curso de la misma indole.

Dicho lo anterior comencemos con un resultado sobre series de potencias de
variable compleja.

A.1 Teorema (Teorema de Abel) Para cada serie de potencias de la forma
Yo g anzy existe un nimero R, 0 < R < oo, llamado el radio de convergen-
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cia, de tal forma que la serie es absolutamente convergente para todo z € C, con
|z]] < R y uniformemente convergente para los z € C, con ||z|| < p < R. Por
otra parte si |z| se encuentra fuera del disco de convergencia, entonces se dice
que la serie es divergente.

A.2 Nota Primeramente recordemos que una funcion f : 2 — C, es holomorfa
(analitica) en Q C C; si cumple alguna de las siguientes condiciones:

1. 8i la funcion f satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann; o
2. Si la funcion es complejo diferenciable; o
3. Si la condicion de Morera se cumple en todo €); o

4. La funcion se puede expander localmente en una serie de Taylor dentro de
Q.

Un resultado sobre funciones holomorfas es el siguiente.

A.3 Proposicion Sean f, g : Q0 — C dos funciones holomorfas en un dominio
Q C C entonces:

1. La funcion f £+ g, es una funcion holomorfa en €.
2. La funcion f - g, es una funcion holomorfa en €.

Como consecuencia de este resultado se tiene que los polinomios son funciones
holomorfas, (aunque este resultado es muy conocido; es un resultado fundamden-
tal para los objetivos de este escrito).

Ahora demos una caracterizacion de las funciones holomorfas.

A.4 Proposicion Sea 2 una region en C y f : Q — C una funcion. Entonces
f es holomorfa en Q si 0f(2) == : <a% + ia%) f(z+iy) = 0. Mds aun la derivada

de la funcion f en un punto z € Q es f(z) := % <% — 2'(%) flx+y)

Ahora enunciemos una caracteristica de las funciones analiticas (holomorfas).

A.5 Teorema (Teorema de unicidad de funciones analiticas) Sea Q@ C C una
region y f una funcion analitica en 2. Supdngase que existe A C Q tal que el
derivado de A, es decir; el conjunto de puntos de acumulacion de A intersecta a
Q y f(2) =0 para todo z € A, entonces f(z) =0 para todo z € Q.
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Como consecuencia de este resultado se tiene el siguiente

A.6 Corolario Sea €2 C C una region y sean f y g dos funciones analiticas
en ), supongase que existe A C Q tal que el derivado de A intersecta a € y
f(z) = g(z), para todo z € A, entonces f(z) = g(z), para todo z € Q.

Denotemos por $(2) el conjunto de las funciones holomorfas en 2, con esta
notacion podemos enunciar los siguientes resultados. El primero de ellos es un
teorema muy importante para la variable compleja.

A.1.1 Teorema (Formula integral de Cauchy) Sea f(z) analitica en un do-
minio simplemente conexo U conteniendo un contorno simple cerrado . St 2
es cualquier punto interior a v, entonces:

o) = —— fz) 4,

2im ),z — 2o

donde la integral es tomada en direccion contraria a las manecillas del reloj alrede-
dor de 7.

Un resultado que nos da una caracterizacion de funciones constantes es el
siguiente

A.7 Teorema (Teorema del Médulo Mdzimo) Sea @ C C una region y f €
(), supongase que existe zg € Q y una vecindad de zy de radio §; Vs(zo) sub-
conjunto de Q tal que |f(2)| < |f(20)| para todo Vs(zy). Entonces f es constante
en €.

Otra caracterizacién de las funciones constantes es el siguiente.

A.8 Teorema (Teorema de Liouville)
Sea f € H(C), supdngase que [ estd acotada, es decir; existe M > 0 tal que
|| f(2)|| < M, para todo z € C, entonces f es constante.

Para finalizar enunciemos el siguiente resultado.

A.9 Teorema (Teorema de Morera) Sea 2 C C, abierto y f : Q@ — C una
funcion continua en ) tal que para todo disco /N C €, f@A f(&)d = 0; entonces

f€9(Q).
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