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ANALISIS NO LINEAL DE LA DINAMICA DE GLUCOSA EN SANGRE
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Palabras clave: Control por Hamilton Jacobi y Modos deslizantes, Diabetes Mellitus Tipo I, Red Neuronal Diferencial

Introduccion. La Diabetes Mellitus (DM) es una enfermedad
metabdlica en la que se presenta un estado de hiperglucemia
cronica sostenida por factores genéticos y exdgenos que a menudo
actlian conjuntamente. Se caracteriza por un coexistente trastorno
global del metabolismo de los hidratos de carbono, grasas y
proteinas. Particularmente, la DM tipo | (dependiente de insulina),
define a un grupo de personas que necesitan la administracion
exdgena de insulina para prevenir un estado de hiperglucemia
(>126 mg/dL) y asi tratar de mantener sus niveles de glucosa en
sangre dentro de un rango normal (70-105 mg/dL). A pesar de los
grandes avances cientificos y tecnol6gicos no existe una cura para
esta enfermedad, por lo que solo queda la opcidn de tratarla de por
vida procurando mantener los niveles de glucosa lo mas estables
posibles, en el caso particular de la DM tipo | el tratamiento consiste
en la infusion exdégena de insulina, presentdndose cominmente
problemas de hiperglucemia e hipoglucemia generados por la
incorrecta dosificacion de insulina tanto en cantidades con en
horarios. Actualmente no existen dosificadores de insulina que
determinen la cantidad a suministrar cuando esta sea necesaria, por
esta razén se propone el planteamiento matematico del disefio de
una bomba de infusion de insulina basada en Redes Neuronales
Diferenciales (RND), capaz de determinar la cantidad de insulina a
dosificar.

Metodologia. El proceso de dosificacion de insulina serd
determinado por medio de un controlador basado en el algoritmo de
Hamilton Jacobi y Modos Deslizantes (HJMD). El disefio del
controlador se da en tres etapas: Proceso de Identificacion, Proceso
de Estimacion y Proceso de control. Por cuestiones practicas al no
contar con un individuo de prueba, se simula la dindmica de la
glucosa e insulina en sangre empleando un modelo matematico,
que funcionara como un paciente virtual.

Niveles Optimos
de Glucosa en
Plasma

INGESTA DE
CARBOHIDRATOS

Glucosa en

Plasma
S e PACIENTE
infusion

Infusién de
Insulina

ESTIMACION DE MONITOREO DE
ESTADOS GLUCOSA

Diagrama a bloques de los procesos necesarios para la
determinacion de insulina a dosificar.

Resultados y discusion. Se simularon tres modelos matematicos
que describen la dinamica de glucosa e insulina en sangre, de los
cuales solo se eligid el que mejor se adaptaba a las necesidades de
la creacion de un paciente virtual, a partir del modelo elegido se
creo un sistema de referencia que describiera los valores normales

de glucosa en sangre, a partir de esto se genero la cantidad de
insulina a dosificar para lograr alcanzar estos valores.
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Dosificacion de insulina generada por el controlador basado en
Hamilton Jacobi y Modos Deslizantes.

La dosificacion de insulina generada por el algoritmo de control,
representa la dosificacion de insulina a través del tiempo resaltando
el hecho de que la dosis es continua, es decir, en el momento en
que se presente un incremento de glucosa se le suministra una
dosis proporcional de insulina, de tal forma que se mantenga
regulada la concentracion de glucosa en sangre en valores
normales, en este caso se mantiene en un rango de 70-90 mg/dL
(4-5 mmol/L).

Conclusiones y perspectivas. La técnica (HIMD) ha mostrado
buenos resultados para el proceso de control de sistemas hiol6gicos
como la Diabetes Mellitus tipo I, logrando implementar un algoritmo
matematico que establece las bases para generar un sistema fisico
que sea capaz de suministrar la dosificacion adecuada de insulina
al paciente.
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GLOSARIO

Antigenos HLA: Son proteinas que estan presentes en las membranas celulares de casi
todas las células nucleadas del organismo. Son los principales antigenos de
histocompatibilidad utilizados en el reconocimiento tisular. Es decir, tienen una mision

fundamental a la hora de diferenciar lo propio de lo ajeno.

Caja Negra: Aguel elemento que es estudiado desde el punto de vista de las entradas
gue recibe y las salidas o respuestas que produce, sin tener en cuenta su funcionamiento

interno y sin conocer el modelo matematico.

Célula Beta: Son un tipo de células del pancreas localizadas en los islotes de
Langerhans. Sintetizan y segregan la insulina, una hormona que controla los niveles de

glucosa en la sangre.

Hiperglucemia: Cantidad excesiva de glucosa en la sangre, mayor a 126 mg/dL.
Etimolégicamente hyper- en griego significa "demasiado"; -glyc- en griego significa
"dulce"; -emia significa "de la sangre". Es el hallazgo b&sico en todos los tipos de Diabetes

Mellitus, cuando no esta controlada o en sus inicios.

Hipoglucemia: Es una concentracion de glucosa en la sangre anormalmente baja, inferior
a 50 6 60 mg/dL. Se suele denominar shock insulinico, cuando se produce una pérdida

del conocimiento.

Insulina: Es una hormona polipeptidica formada por 51 amino&cidos. Es segregada por
las células beta de los islotes de Langerhans del pancreas, en forma de precursor inactivo
(proinsulina), el cual pasa al aparato de Golgi, donde se modifica, eliminando una parte y
uniendo los dos fragmentos restantes mediante puentes disulfuro. Interviene en el
aprovechamiento metabdlico de los nutrientes, sobre todo con el anabolismo de los
hidratos de carbono. Su déficit provoca la Diabetes Mellitus y su exceso provoca

hiperinsulinismo con hipoglucemia.

Insulinitis: Infiltracion inflamatoria por células mono nucleadas, linfocitos y macréfagos

del pancreas.

Polidipsia: Aumento anormal de la sed y que puede llevar al paciente a ingerir grandes

cantidades de fluidos, habitualmente agua.



Polifagia: Aumento anormal de la necesidad de comer que puede deberse bien a ciertos

trastornos psicoldgicos o a alteraciones de tipo hormonal.

Poliuria: Emision de un volumen de orina superior al esperado. Se define como un
volumen superior a 2,5 litros en 24 horas para adultos y superior a 2-2,5 litros/24 horas

para nifios.

Neurona: Tipo de células del sistema nervioso cuya principal caracteristica es la
excitabilidad de su membrana plasmética; estdn especializadas en la recepcién de
estimulos y conduccion del impulso nervioso (en forma de potencial de accion) entre ellas

0 con otros tipos celulares.

Red Neuronal Artificial: Son un paradigma de aprendizaje y procesamiento automatico
inspirado en la forma en que funciona el sistema nervioso de los animales. Se trata de un
sistema de interconexion de neuronas en una red que colabora para producir un estimulo

de salida. Es un modelo matematico que describe las redes neuronales bioldgicas.

Sistema Dinamico: Es un sistema complejo que presenta un cambio o evolucion de su
estado en un tiempo, el comportamiento en dicho estado se puede caracterizar
determinando los limites del sistema, los elementos y sus relaciones; de esta forma se

puede elaborar modelos que buscan representar la estructura del mismo sistema.
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UNIDAD PROFESIONAL INTERDISCIPLINARIA DE BIOTECNOLOGIA

1. INTRODUCCION
1.1 Diabetes Mellitus

La Diabetes Mellitus (DM) es un grupo de desordenes caracterizado por hiperglucemia
(>126 mg/dL). La Organizacion Mundial de la Salud (OMS) la ha definido como un
desorden metabdlico de etiologia multiple caracterizado por hiperglucemia crénica con
cambios en el metabolismo de los carbohidratos, grasas y las proteinas, resultado de un
defecto de la secrecion y/o la accion de la insulina, que contribuye al desarrollo de
complicaciones macro vasculares, micro vasculares y neuropatias [1]. Es una de las

principales causas de mortalidad en México y el mundo.

1.1.1 Clasificacién

1. Diabetes Mellitus tipo |. Caracterizada por destruccion de la célula beta, que
habitualmente lleva a déficit absoluto de insulina, dos formas: Diabetes Mellitus
Autoinmune. La destruccion de la célula beta resulta de un proceso autoinmune.

Diabetes Mellitus idiopatica.

2. Diabetes Mellitus tipo Il. Producida por diferentes grados de resistencia a la
accion periférica de la insulina asociados a una disminucién en su secrecion a

nivel pancreatico.

3. Otros tipos especificos:

» Defectos genéticos de la funcién de la célula beta: MODY 1 (cromosoma 20), MODY 2
(cromosoma 7), MODY 3 (cromosoma 12).

 Defectos genéticos de la accidn de la insulina: insulinorresistencia tipo A.

» Enfermedades del pancreas exocrino (pancreatitis, fibrosis quistica, neoplasias).

» Endocrinopatias (acromegalia, Sind. Cushing, feocromocitoma).

» Inducida por drogas (glucocorticoides, diazoxido, interferén alfa).

e Formas poco frecuentes de formas autoinmunes de diabetes (Sind. de Stiff-man,

anticuerpos anti-receptores de insulina).

4. Diabetes Gestacional [2].
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1.1.2 Criterios Diagnosticos de Diabetes Mellitus

Para el diagnostico de diabetes se requiere uno de los siguientes criterios establecidos
por la Asociacion Americana de Diabetes (ADA):

1. Sintomas de diabetes (poliuria, polidipsia y pérdida de peso inexplicable) con
concentraciones de glucemia 2200 mg/dl (con independencia de la ingestion previa de
alimentos).

2. Glucosa plasmatica en ayunas =126 mg/dl en 2 ocasiones (en ausencia de ingestion
caldrica en 8 horas previas). Los valores normales van desde 70-105 mg/dL.

3. Glucosa plasmatica a las 2 h del test de sobrecarga oral de glucosa (SOG) =200 mg/dl,
en 2 ocasiones [3].

1.1.3 Importancia a Nivel Mundial

La Diabetes Mellitus es una enfermedad que afecta a la poblacion a nivel mundial, sin
importar edad, sexo o raza, y que se encuentra en constante crecimiento, en la Figura 1-1
se muestra la poblacion que padece Diabetes Mellitus tipo | y Diabetes Mellitus Tipo Il a

nivel mundial [4].

Diabetes Diabetes
Tipo | 17,100,000 Tipo |y 36,600,000

Diabetes 153,900,000 Diabetes 329 400,000
Tipo Il Tipo |l

Figura 1-1. Habitantes con Diabetes Mellitus tipo |y 2 en el afio 2000 y habitantes con esta enfermedad en 2030.

1.1.4 Diabetes Mellitus tipo |
La Diabetes Mellitus tipo | es consecuencia de la destruccion progresiva de las células
beta pancreaticas, generalmente por mecanismo autoinmune, produciendo un descenso

de la insulina circulante asociado a un aumento de hormonas contra reguladoras. Esto
2
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conduce a un incremento de la liberaciéon de glucosa hepética que, sumado al deterioro en
la utilizacion periférica de glucosa, da como resultado la aparicién de hiperglucemia e
hiperosmolaridad. Al no existir suficiente insulina circulante, las células no pueden utilizar
la glucosa para obtener energia por lo que se estimula la protedlisis y la lipdlisis, con
aumento de cuerpos cetonicos en sangre y orina (betahidroxibutirato y acetoacetato)
provocando aparicién de cetonemia y acidosis metabdlica. La presencia de hiperglucemia
y acidosis metabdlica produce a su vez diuresis osmoética, conduciendo a deshidratacion y
pérdida de electrolitos, con aparicion de cetoacidosis diabética (CAD). La evolucion hacia
CAD es muy variable, desde s6lo unos pocos dias (sobre todo en nifios pequefios) hasta

varios meses.

De lo expuesto anteriormente se deduce que las formas de presentacion clinica de la
Diabetes Mellitus tipo | sean también muy amplias: desde hallazgos casuales en
analiticas, pasando por sintomas sutiles como aparicion de enuresis en un nifio
continente, hallazgo de candidiasis genital en una nifia prepuberal, pérdida de peso, dolor
abdominal, vomitos, irritabilidad, mal rendimiento escolar, infecciones cutaneas
persistentes, hasta llegar a la clinica clasica con: polidipsia, poliuria, disminucion de peso,
astenia, anorexia o0 polifagia, hiperventilacion, deshidratacion severa, alteracién de

consciencia, convulsiones, coma.

Principalmente se presenta en jovenes y ocasionalmente en adultos, generalmente antes

de los 30 afios [5].

1.1.5 Cuadro Clinico

Los pardmetros que se presentan en la Diabetes Mellitus tipo | son los siguientes [5]:

% Se presenta en menores de 30 afios.

+ Tiene un inicio brusco

% Puede iniciar la enfermedad con manifestaciones de cetoacidosis diabética.
+ Poliuria.

« Polidipsia.

« Polifagia.

+ Perdida de peso.

75 LPIBE
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1.1.6 Fisiopatologia

En la Figura 1-2 se muestra la fisiopatologia de la Diabetes Mellitus tipo | [5].

Susceptibilidad Genética @ Destrucciéon > 90% de células
(antigenos HLA)

Fenéomenos Ambientales o Diabetes Mellitus 0 Ataque Inmunitario de
(virus, alimentacion, etc.) ' Tipol - las células B

Insulinitis @ @Act]vacic’m del Sistema Inmune
(Infiltracion por Linfocitos T

activados)

Figura 1-2. Esquema general de la fisiopatologia de la Diabetes Mellitus tipo I.

1.1.7 Tratamiento

El tratamiento de la Diabetes Mellitus tipo | generalmente se basa en tres puntos
importantes, cuyo objetivo es mejorar la utilizacion de glucosa y otros nutrientes en los
tejidos y mejorar los niveles de glucemia sin perturbar el estilo de vida del paciente, estos
puntos son: 1) una dieta balanceada, 2) el suministro exdgeno de insulina y 3) ingesta de
carbohidratos. El tratamiento debe ser personalizado ya que cada persona posee un
metabolismo diferente, el médico es el encargado de evaluar las necesidades de cada

paciente y con base en esto disefiar el tratamiento mas adecuado [5].

1.1.8 Mecanismo de Accion de la Insulina en el Organismo

Como los receptores de otras hormonas proteicas, los receptores para insulina estan en la
membrana plasmética. El receptor para insulina es una glicoproteina de cuatro
subunidades. Tiene dos subunidades alfa y dos subunidades beta unidas por uniones
disulfuro. Las cadenas alfa son enteramente extracelulares mientras que las beta son

extracelulares, transcelulares (membrana) e intracelulares.
4
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La insulina se une a la porcién N-terminal de la subunidad alfa y al hacerlo ocasiona un
cambio conformacional de la subunidad beta, cambio que estimula la actividad la actividad

guinasa del receptor.

El receptor es una tirosinquinasa. En otras palabras, funciona como una enzima que
transfiere grupos fosfato desde el ATP (adenosin trifosfato) hacia los residuos tirosina en

las proteinas blanco intracelulares.

La unién de la insulina a las subunidades causa que las subunidades beta se fosforilicen a
si mismas (autofosforilacion en 6 residuos de tirosina), activando de éste modo la
actividad catalitica del receptor. El receptor activado, luego fosforila un numero de
proteinas intracelulares las que alteran a su turno la actividad, generando respuesta

bioldgica.

La glucosa es liberada desde la dieta como almidén o sacarosa por hidrolisis dentro del

intestino delgado y luego absorbida hacia la sangre.

Elevadas concentraciones de glucosa en sangre liberan insulina y la insulina actta sobre

las células para estimular la captacion, utilizacion y almacenamiento de glucosa.

Los efectos de la insulina sobre el metabolismo de la glucosa varian dependiendo del

organo efector:

La insulina facilita la entrada de glucosa en el musculo, en la grasa y en otros tejidos. El
Gnico mecanismo por el cual las células pueden tomar la glucosa es por difusion facilitada

a través de los transportadores de hexosas.

En muchos tejidos, el musculo como primer ejemplo, el mayor transportador de glucosa
es llamado GLUT4, que esta disponible en la membrana a través de la accién de la

insulina.

En ausencia de insulina, el transportador de glucosa GLUT4 esté presente en vesiculas
citoplasméticas, donde ellos son inutiles para el transporte de glucosa. La union de la
insulina con el receptor especifico conduce rapidamente a la fusion de aquellas vesiculas
y a la insercién de los transportadores de glucosa dando a la célula la habilidad suficiente

para tomar la glucosa extracelular. Cuando los niveles de insulina en sangre disminuyen
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los receptores no se hallan ocupados y los transportadores de glucosa son reciclados en

el citoplasma.

Hay sin embargo tejidos en los que no se requiere de insulina para incorporacion de
glucosa, como el cerebro y el higado. Esto es a causa que estas células (nerviosa y
hepética) no usan GLUT4 para importar glucosa sino que usan otros transportes no

insulino dependientes [2].

1.1.9 Reacciones Adversas de la Insulina

La principal y mas frecuente es la hipoglucemia debida a un exceso, tanto absoluto como
relativo, de la insulina administrada. Se entiende por exceso relativo el debido a un
cambio en los habitos del paciente que desequilibra la relacion dosis de insulina/glucemia
previamente establecida; por ejemplo, exceso de ejercicio, retraso en la comida o

reduccion caldrica.

Para evitar la hipoglucemia, es preciso educar al diabético sobre las necesidades y
acciones de la insulina, y alertarlo sobre los sintomas caracteristicos. Con los preparados
de accion rapida y corta predominan los sintomas de hiperactividad vegetativa, tanto
simpética como parasimpética (sudor, temblor, taquicardia, palpitaciones, nauseas y
sensacion de hambre), que puede llegar a convulsiones y coma, mientras que con los de
accion mantenida predominan los sintomas de afectacién del sistema nervioso central

(SNC): confusion mental, comportamientos extrafios y coma.

Pueden aparecer reacciones lipodistroficas en forma de atrofia o hipertrofia en el tejido
celular subcutédneo de los sitios de inyeccion, pero ya no son corrientes con las modernas
insulinas. En muchos diabéticos con hiperglucemia o cetoacidosis grave que se controlan
con insulina aparece algin grado de edema, meteorismo y vision borrosa. Esto se
relaciona con el aumento de peso, el edema generalmente desaparece solo en el

transcurso de varios dias a una semana, a menos que haya enfermedad cardiaca o renal

[1].
1.1.10 Complicaciones de la Diabetes Mellitus tipo |

Una de las complicaciones a largo plazo mas frecuente y grave es el conjunto de las

angiopatias derivadas de la ateroesclerosis, que pueden ocasionar claudicacion

intermitente, gangrena, enfermedad coronaria e ictus, y hemorragias internas. Las
6
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alteraciones a nivel micro vascular afectan al corazon (miocardiopatias), ojos
(retinopatias, que pueden conducir a la ceguera), rifones (nefropatias) y sistema nervioso
(neuropatias) [3].

1.2 SISTEMAS NO LINEALES
La dinamica de interaccion del sistema insulina-glucosa en un individuo, es una dinamica
no lineal. La interaccion entre los factores de entrada y salida se muestran en la Figura

1-3. El esquema general de la Figura 1-3 esta relacionado con:

1. Estados del sistema:

Xt = (X1ty-o s Xnt) " (1.1)
X; € R" (1.2)
2. Acciones de control:
utr = (Ullt...,uk’t)T (13)
3. Informacion susceptible de medicion (salidas):
Yo = (yl,t,..-,ym,t)T (1.4)
4. Ruido y perturbaciones no controlables (entradas no controlables):
¢, perturbaciones de la dinamica del sistema (1.5)

n,: perturbaciones de los datos de medicién

Figura 1-3. Interaccién del sistemainsulina-glucosa en un individuo.

7
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Los modelos matematicos utilizados para describir la interaccion insulina-glucosa (que se
presentardn posteriormente) pueden ser generalizados en un sentido matematico como
un sistema no lineal continuo en el tiempo con salida medible descrita por la siguiente

Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO):

dx _ (1.6)
i f(x,t) + &t Xtl=o CONOCida
Vi = Cx¢ + Nt

Con

Xt € Ryr e R"t >0
C c Rmxmgt c Rnxl ynt c Rmxl
[Cxe [l > [Imel

Donde X, eR" es el vector de estados en t>0, Y, eR"™ es la salida correspondiente,

disponible en cualquier tiempo, C e R™" es la matriz de transformacién del estado a la

salida, &,, y n,, es el ruido en la dinamica de los estados y a la salida respectivamente.

Para ciertas aplicaciones practicas se considera que el vector de estados X, pertenece en

todo momento a un conjunto compacto X (incluso en presencia de ruido) el cual tiene en

general un sentido fisico concreto.

Para estimar los estados del sistema descrito por (1.6) se requiere del disefio de una

A

funcién vectorial d—)t(: X, (yt) € R" que dependa Unicamente de la salida disponible y, y

que se mantenga proxima al valor real (pero no medible) de x,. La medida de proximidad

depende de las caracteristicas de la dinamica del estado asi como de los efectos del
ruido. La mayoria de los observadores de estados resuelven este problema presentando

esta funcién como una EDO dada por:

%)A(t =F ()A(t’ yt’t)’ X |i-o conocida (.7)

En el caso del conocimiento de que el estado X, pertenece a cierto conjunto compacto X

el estado estimado X, debe pertenecer al mismo conjunto, esto es:
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X € X (1.8)
De hecho, si el estado estimado es usado para la construccion de algin controlador, por

ejemplo u, = KX , entonces cualquier cambio en el signo de X, puede provocar un efecto

significativo de inestabilidad de la dinamica en lazo cerrado.
1.2.1 Redes Neuronales Artificiales

La alternativa matemética que se propone en este trabajo para el desarrollo de un
controlador de glucosa en sangre, es resolver la falta de informacion en la estructura
dinamica del sistema (insulina-glucosa), ya que esta es incompleta, es decir, el Unico
estado susceptible de medicion es la concentracion de glucosa en sangre. Lo anterior es
consecuencia de la falta de un sensor apropiado para medir la concentracion de insulina
en sangre, por lo tanto, se hace necesaria la estimacion de este estado para de esta
forma poder disefiar un dosificador de insulina que nos permita mantener estable la

concentracion de glucosa en sangre.

Esta limitacion se resuelve utilizando los sistemas no lineales basados en Redes
Neuronales Diferenciales (RND). Los conceptos que se exponen a continuacién son

importantes para entender esta técnica.

Las redes neuronales estan inspiradas por el modelaje de las redes neuronales reales en
el cerebro humano. Asi, los elementos que se encargan de procesar la informacion son
llamadas neuronas artificiales, o simplemente neuronas. La estructura de una neurona se
puede describir por tres partes, un cuerpo celular o soma, que se caracteriza por contener
al nacleo de la célula. ElI axén que es la conexién cilindrica sencilla y larga, el cual se
extiende del cuerpo de la célula y lleva los impulsos eléctricos a otras neuronas, cada final
de un axdn se conecta a una ramificacion estandar muy fina. Cada terminacion tiene un
bulbo llamado sinapsis, donde la red neuronal induce a las neuronas vecinas.

Dendrita Terminal del
| Awon

Cuarpo Modo de
celular Rarvigr

> s Y \Célula de

Schwann

rielina

Figura 1-4. Estructura basica de una neurona.
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Las Redes Neuronales Artificiales (RNA) son sistemas de informacién inspirados en las

redes neuronales bioldgicas imitando estas dos caracteristicas principales [6]:

La adquisicién del conocimiento se efectla a través de un proceso de aprendizaje.
La conectividad entre las neuronas (unidades béasicas de procesamiento de
informacion) llamadas pesos sindpticos son empleadas para guardar este

conocimiento.

Una caracteristica importante es que una RNA puede ser considerada como una caja

negra (o dispositivo de caja negra) que acepta entradas y produce salidas [7].

Las operaciones que pueden realizarse con una RNA se tienen las siguientes:

a)

b)

c)

d)

f)

Clasificaciéon. Un conjunto de datos (patron) de entradas es procesado por la
RNA y ésta produce una clase representativa de salida.

Reconocimiento de patrones. Un conjunto de datos de entrada es procesado por
la RNA y ésta produce el patron correspondiente de salida.

Complementacién de patrones. Un conjunto de datos incompleto es procesado
por la RNA y ésta reproduce un patron de salida (reconstruyendo) la informacion
faltante.

Elimina el ruido. Un conjunto de datos de entrada alterado con ruido es
procesado por la RNA y ésta elimina parte o en el mejor de los casos el total del
ruido entregando a la salida por el patron de entrada filtrado.

Optimizaciéon. Un conjunto de datos representando los valores iniciales de un
problema de optimizacién son considerados en el patron de entrada de la RNA y
ésta produce un conjunto de variables que representa la solucion del problema.
Control. Un conjunto de datos representando el valor del estado de un controlador
y la respuesta deseada es presentada a la entrada de la RNA y ésta produce
como salida la secuencia de comandos adecuada que producira la respuesta

deseada.

Existen diferentes tipos de RNA (estaticas, recurrentes, dindmicas, competitivas, etc.) [8],
[9,[10],[11].

10
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1.2.2 Modelo de la Neurona Artificial

La neurona es la unidad fundamental para la operacion de la RNA y debe de cumplir con

las siguientes caracteristicas basicas:

1. La neurona requiere solo informacién local. Toda la informacion necesaria para
que la neurona produzca un valor de salida esta presente a la entrada y no
necesita ninguna otra informacion sobre los valores en la red.

2. La neurona produce un solo valor de salida. Este valor se propaga hacia otras

neuronas o hacia la salida de la red [12].

Wi
X,
1 Funcién de
activacion
A Yy
Sefales de Xz f (.) k Salida
entrada

|

Umbral

Pesos
sinapticos

Figura 1-5. Modelo basico de la Red Neuronal Artificial.

En la Figura 1-5 se muestra un modelo basico de una neurona artificial, en este modelo
tradicional destacan tres elementos:

1. Una funcién de suma, para adicionar los componentes de las sefiales de entrada,
T T . e, .
[Xl, Xy Xn] , multiplicados por su respectivo peso sinaptico, W, .
2. Una funcién de activacién no lineal transformando la salida del sumador en las
salida de la neurona, f (e).

3. Un conjunto de conexiones sinapticas con cada elemento caracterizado por su

propio peso sinéptico.

11
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Siendo posible introducir un umbral externo cuya finalidad es controlar la activacion o

inhibicién de la neurona.

Mateméaticamente, la i-ésima neurona puede describirse como:

v :Zn,‘w"]u] (2.9)
j=1
Y=o (v, —p)

Donde:

Vv, j-ésima componente de la entrada.
W, ;u; es el peso de la conexion de la j-€sima componente de la entrada con la neurona i

presentada.

v, salida del sumador.

p, umbral de activacion.
go(o) funcién de activacion no lineal.

y; salida de la neurona i.

El esquema puede ser representado de una forma compacta, lo que permite establecer
una manipulacion de forma eficiente la interconexion de neurona en lo que se conoce
como redes, y este esquema se caracteriza por estar formado por los siguientes
elementos:
» Nodos de entrada, encargados de suministrar las sefiales de entrada hacia la
neurona.
» Nodo simple, llamado de cémputo.

» Lineas de interconexion entre los nodos de entrada y los nodos de computo.

1.2.3 La Funcion de Activacion ¢(e)

La funcién de activacion denotada por go(o) en un mapeo entre un dominio posiblemente

no acotado y un rango preestablecido. Dependiendo de su naturaleza puede introducir
una no linealidad dentro de la dindmica de la RNA. En la literatura encontramos los tipos

de funciones de activacion mas utilizadas son tres: funcién de activaciéon tipo umbral,
12
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funcion de activacion lineal por partes y funcion de tipo sigmoidal [13]. Ejemplos de estas

funciones son las siguientes:

Tabla 1.1 Funciones de activacion

Funcion Descripcion Rango
Identidad y=X [_OO7+OO]
Escalén y = sign(x) {_1, +1}

y=H(x) {0,+1}
Lineal a tramos .
-1, six < -l
X,si +1<x<-l [-1+1]
+1, six > |
Sigmoide 1 [0,+1]
y= ="
l+e [-1+1]
y =tgh(x)

Es importante mencionar que la gran mayoria de las aplicaciones basadas en las RNA
emplean las funciones de activacion de tipo sigmoide, la razén es porque presentan un
mejor balance entre desempefio lineal y no lineal con cierta suavidad en la transicion de
valores que pueden obtenerse en la evolucion de la funcién [14], su caracteristica mas

importante es que la funcion es diferenciable, esta funcion se muestra en la Figura 1-6.

13
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Figura 1-6. Funcion sigmoide.

1.2.4 Estructuras de las Redes Neuronales Artificiales

La forma en la cual las redes neuronales de una RNA se interconectan determina su
estructura y en gran medida se relaciona con su algoritmo de aprendizaje. Se puede

definir la siguiente terminologia basica con respecto a la topologia de las RNA:

= Capas. Las RNA se organizan en capas de neuronas. Dentro de una capa, las
neuronas son similares en dos aspectos: Las conexiones que alimentan la capa
utilizan el mismo tipo de algoritmo de aprendizaje para la activacion de sus pesos.

= Conexiones intracapa e intercapa. Existen dos tipos de conexiones que se
emplean en las RNA: las conexiones intracapa que se refiere a las conexiones de
las neuronas en la misma capa y las conexiones intercapa que son conexiones
entre neuronas de diferentes capas. Es posible construir redes que tengan los dos
tipos de conexiones. Un alto numero de conexiones le otorgan a la RNA
redundancia, es decir, robustez [#].

* RNA Feedforward (alimentacion hacia adelante) y Feedback
(retroalimentacion). Cuando la RNA tiene conexiones que alimentan la
informacién en una sola direccion (de la entrada hacia la salida) sin que exista
retroalimentacion, pero si la RNA posee cualquier via de retroalimentacion,

entendiendo el término retro alimentacion como cualquier camino a través de la

14
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RNA que permita que la misma neurona sea visitada por dos veces, entonces se
llama RNA Feedback.

Redes Feedforward monocapa. Como su nombre lo indica poseen una sola capa
de neuronas. El ejemplo més popular de éste tipo de redes es el perceptrén cuyo
ejemplo clasico corresponde al modelo de McCulloch-Pits [13].

Redes Feedforward multicapa. En este tipo de redes se cuenta ademas de la
capa de entrada y de salida con una o varias capas intermedias denominadas
capas ocultas. Si cada neurona dentro de cada capa es conectada a cada neurona
de la capa adyacente, entonces la RNA se denomina completamente conectada,
en caso contrario se denomina parcialmente conectada.

Redes de Base Radial. Este tipo de redes poseen tres capas completamente
diferentes:

La capa de entrada, compuesta de nodos de entrada.

La capa oculta, con un alto numero de nodos, cada uno de éstos produce una
transformacién no lineal de su entrada, por medio de funciones de base radial que
es béasicamente una funcién simétrica con respecto a su valor medio dado. Una
descripcion mas detallada puede consultarse en [15].

La capa de salida, que es una combinacion lineal de las salidas de las neuronas
de la capa oculta.

Redes Neuronales Recurrentes, Diferenciales o Dinamicas. La principal
diferencia entre las RND y su contra parte estatica es que las RND poseen al
menos un lazo de retroalimentacion. Su descripcion se ampliard en la seccion

correspondiente.

En la Figura 1-7 se presentan tres de estas estructuras de las RNA a) RNA Feedfordward,

b) Perceptron multicapa, ¢) Red base radial.
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X, . H_r A
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X, salida
Capa de Capa de Capa de Primera Segunda
entrada salid entrada Capa oculta Capa oculta
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Capa oculta
de funciones de base radial

c)

Figura 1-7: Estructuras de las RNA.

La cualidad mas importante de la RNA es su capacidad de aprendizaje, en este contexto
se entiende el aprendizaje como la forma de actualizacion del valor de los pesos
sinapticos.

El tipo de aprendizaje de la RNA depende de su arquitectura, sin embargo, existe cierta
terminologia basica valida para todos los tipos de aprendizaje:

% Aprendizaje supervisado y no supervisado. El aprendizaje supervisado es un
proceso que incorpora un maestro interno o informacién global. El aprendizaje no
supervisado la red organiza los datos y determina sus propiedades colectivas.

% Aprendizaje en linea y fuera de linea. La mayoria de las técnicas pertenecen al
caso fuera de linea, en éste, el conjunto patron de datos es usado completamente

para determinar los pesos de la red antes de que ésta sea usada.

Finalmente el objetivo de la red neuronal es mapear un conjunto de entradas con su

respectivo conjunto de salida. La red lleva a cabo el mapeo para un primer aprendizaje de

16
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series de ejemplos pasados definiendo la correspondencia de conjuntos de entradas y
salidas para el sistema dado. La red entonces aplica lo que ha aprendido a una nueva

entrada para producir la salida apropiada.

1.2.5 Redes Neuronales Recurrentes

Las redes neuronales recurrentes o dinamicas, se caracterizan por que presentan en su
estructura por lo menos un lazo de retroalimentacion. La mas importante quizas sea la red
neuronal de tiempo continuo Hopfield, la cual puede ser descrita por un circuito eléctrico,
Figura 1-8.

i 12

V2

Figura 1-8. Red Neuronal de Tiempo Continuo Hopfield.

La salida en el i ésimo amplificador es la siguiente:

v @ (1.10)
—L=)MTx ——
I ; e R +U;
n V )
=zTij(pi(vi)__l+ui’ X=§0i(Vi), I=1..,n
j=1 Ri
(2.11)

Donde C, es la capacitancia de entrada de la membrana de la neurona, R es la

resistencia transmembranal de la neurona, T;es la conductancia entre neurona jy

17
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neurona iy nes el nimero de neuronas [16]. Este tipo de red neuronal puede ser visto

como un sistema no lineal de estados v, . Este sistema puede ser escrito con la siguiente

ecuacion matricial:

d

1.12
d_\t/ = AV+W,p (V) +W,u (112)

Donde Xx=¢(V), V' =(V,Vy,ei ViV, ), (qo(V))T=(go(vl),go(vz),...,qo(vi),...,qo(vn)),

X' = (X, Xg ooy Xy X, ) Y U

0 g 1 0
In
RC, C, G
A= . . . ,Wl _ . Ly Wz _|
0 _ Tu I 0 L
R.C, C, C, C,

La estructura de la RND, de las cuales trata el siguiente trabajo, surge a partir de una red

neuronal de tiempo continuo Hopfield como la que se ha presentado en esta seccion.

1.2.6 Modos Deslizantes

Los modos deslizantes son una estrategia de control que emplea discontinuidades de alta

velocidad que proveen un significado robusto para el control de sistemas no lineales.

Esencialmente, se emplea un control discontinuo para que la dindmica de los estados de
la planta (sus trayectorias) se maneje hacia una superficie de deslizamiento. Esta
superficie es llamada superficie de castafieo porque el controlador presenta una ganancia
de castafieo con lo cual maneja a las trayectorias dindmicas del sistema hacia esta
superficie. Es posible tener un sistema estable, regulado o con un seguimiento de

trayectoria ideal mediante el disefio apropiado de una superficie de deslizamiento.

El enfoque de los Modos Deslizantes (MD) es reconocido como una eficiente herramienta
para el disefio de controladores robustos para sistemas complejos cuya dinamica no lineal
sea de alto orden y que esté sometido a condiciones de incertidumbre. La investigacion
en esta area fue iniciada en la Union Soviética hace aproximadamente 40 afios, y el

control por MD ha obtenido subsecuentemente mayor atencion.
18
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La principal ventaja de los modos deslizantes es la baja sensibilidad a la variacion de
parametros del sistema y a sus perturbaciones que son de gran apoyo al no necesitar un
modelo matemético exacto que represente la dindmica de un sistema. El control por MD
permite el desglose del sistema en general hacia componentes parciales independientes
de baja dimensién y, como resultado, reduce la complejidad del disefio de

retroalimentacion.

Este control también implica que las acciones de control sean funciones discontinuas que

pueden ser facilmente implementadas por convertidores convencionales “on-off” como es

la funcién SIGN (o) . Debido a estas propiedades, los modos deslizantes han tenido una

amplia aplicacion en robotica, manejo de la electricidad, mecénica y procesos biolégicos
[17].
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2. JUSTIFICACION

La Diabetes Mellitus tipo | es una enfermedad que cada vez afecta a mas habitantes en el
mundo, que en los ultimos afios se ha convertido en un serio problema del sector salud. A
pesar de los avances cientificos y tecnoldgicos no existe una cura para esta enfermedad,
por lo tanto, se recurre a métodos de individualizacion de tratamientos, los cuales
principalmente consisten en que el paciente se dosifigue cantidades especificas de
insulina durante el resto de su vida para mantener sus niveles de glucosa en sangre lo
mas estables posibles. El problema derivado de este tratamiento es el poco control que
tiene el paciente sobre los horarios y cantidades de dosificacién, presentandose
generalmente un estado de hipoglucemia en los pacientes. Por lo anterior, se propone
una alternativa al tratamiento convencional, la cual consiste en el empleo de algoritmos
matematicos capaces de determinar la dosificacion correcta de insulina al paciente
cuando este la necesite, previniendo asi un posible estado de hipoglucemia vy

maximizando el nivel de vida del paciente.
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3. OBJETIVOS

3.1 Objetivo General

Caracterizar los modelos matematicos mas utilizados por la fisiologia, que describen
interaccion del sistema insulina-glucosa; empleando algoritmos de identificacién con el fin
de logran una estimacion de las variables no medibles fisicamente con el fin de

emplearlas para desarrollar algoritmos de control de glucosa.

3.2 Objetivos Particulares

o Estimar las variables no medibles del sistema insulina-glucosa empleando Redes
Neuronales Diferenciales.

e Seleccionar el modelo matematico que describa mejor la interaccion insulina-
glucosa en un individuo.

e Establecer las bases teéricas del dosificador de insulina.
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4. METODOLOGIA

En esta seccion se detallard la metodologia correspondiente, la cual, fue realizada
llevando a cabo tres procedimientos, siendo el primero de estos, el proceso de
entrenamiento en donde se emplea un identificador no lineal basado en RND. Este primer
procedimiento nos permite obtener la seleccion correcta de los parametros libres de una
RND que es usada como observador no lineal (segundo procedimiento) y que nos da la
oportunidad de conocer variables que no son susceptibles a la medicion fisica, en otras
palabras, se realiza una medicion virtual de los estados que no pueden ser medidos por
ningun medio fisico. El tercer y ultimo procedimiento es el propio proceso de control que
basa su estructura en la técnica de Hamilton Jacobi y Modos Deslizantes (HIMD). Este
ultimo proceso determina la estrategia de dosificacion de insulina que debe ser
suministrada a un paciente con Diabetes Mellitus tipo | con la finalidad de regular sus

niveles de glucosa en sangre.
4.1 Modelos Matematicos

La dinamica de la glucosa en sangre en un paciente con Diabetes Mellitus tipo | y su

interaccion con la insulina puede ser descrito por un modelo matemético.

Existen diversos modelos que describen la interaccion del sistema insulina-glucosa, en
este trabajo se seleccionaron tres modelos matematicos que describen dicha interaccion,
de los cuales solo se selecciono un modelo, el cuél se considerd el mas adecuado para

desarrollar el dosificador de insulina. Dichos modelos se describen a continuacion:
l. Modelo de R.D. Hernandez

%?:af(b+cRﬁ)|U»G(Q

d - dpmc)’ o (4.1)
i - R(t))(e+G (t)z) fl(t)— fR(t)I(t)

T

dR

X —m(1-R(t)) =K (t)R(1)=IR(t)

dt
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Donde G(t)es el cambio de la concentracion de glucosa en sangre (mg/dL), 1(t) esel
cambio de concentracion de insulina en sangre (4U /mL), S(t) es el cambio de masa
de células B(mg), R(t)es el cambio de la fraccion de receptores de insulina en la

superficie muscular (d’l), las constantes a,b,c,d,e, f,g,h,n,m,k,I se muestran en la

Tabla 4.1 [18].

Tabla 4.1. Constantes del Modelo de R.D. Hernandez

Constante Valor Unidad
a 80 mg / dL
b 1.44 1/d
C 0.85 mL/ uU -d
d 43.2 pJ /mL-d-mg
e 20,000 mg? / dL2
f 216 1/d
g 0.03 1/d
h 0.5727502102e-3 dL/mg-d
n 0.2523128680e-5 dL?/mg?-d
m 2.64 1/d
k 0.02 mL/ uU -d
I 0.24 1/d

.  Modelo Minimo de Bergman

dG F
% —(r-x()6()-RG +E>

Z—)::PZX(t)+P3(I1(t)—Ib)

4.2)

%:amax(o, 1 (0)-n(1,()-1,)+ -

2= pr(6(1)-h)-nl, (1)
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Donde G(t) es la concentracion de glucosa en sangre (mmol/L), I,(t)es la
concentracion de insulina en sangre (mmol /L), X (t)es la insulina en el compartimiento

remoto (mmol /L), finaimente 1,(t)no presenta significado clinico pero es requerida por
razones matematicas, F; es el flujo de carbohidratos y F, es el flujo de insulina exdgena,

las constantes P,P,,R,,G,,1,,V;,V,,a, B,7,h,n, se muestran en la Tabla 4.2 [19].

Tabla 4.2. Constantes del Modelo Minimo de Bergman

Constante Valor Unidad
P -1.31*107° 1/ min
P, -1.35*10 1/ min
P, 2.90*10° mL/(min® xJ )
G, 80 mg /dL
I, 17 pU fmL

V, 120 dL
V, 9000 mL
04 1 1/ min
B 1 min
Y 5.36*10° pU dL
mL mg
min®
h 136 mg / dL
n 0.13 1/ min

lll.  Modelo de Bergman Modificado

O<|a|_ct;=—loeG(t)—S. (G(t)+GE)1+2£2(t) ' F:’(et)
2 sqtonts
di___ni(t) L u(y)

dt 1+al(t) V,
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Donde G(t)es la glucosa en sangre por encima de un nivel de equilibrio (mmol/L),
Q(t)es el efecto de la insulina previamente utilizada (mU /L), I(t)es la insulina en
sangre resultante de la entrada exdgena de insulina (mU /L), P(t)es la ingesta de
carbohidratos, u(t)es la entrada exd6gena de insulina, las constantes

pG,VG,aG,al,GE,V,', S,'k, n se muestran en la Tabla 4.3 [20].

Tabla 4.3. Constantes del Modelo de Bergman Modificado

Constante Valor Unidad
Pe 0.01 1/min
A 0.19 1/kg
e 1/65 L/mu
a, 0.00171 L /muU
G 4 mmol / L
V, 0.81 1/kg
S, 0.15 1/(mU - min)
k 0.0198 1/ min
n 0.16 1/min

Los modelos matematicos descritos en (4.1), (4.2) y (4.3) pueden ser generalizados en un
sentido matematico como:

d. (4.4)
axt = f (Xt’ut)+§1,t

Yo = CXt + 52,1

Donde x, € ‘R" representa el vector de estados, y, € R" es una combinacion lineal de los
elementos de estado que es comunmente asumida como la salida del sistema, U, € R"

es el suministro externo de insulina, C e R”" es seleccionada como C :=[1,0,0,0]para

(4.1), C:=[1,0,0,0] para (4.2) y C:=[1,0,0] para (4.3), porque la concentracién de
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glucosa en sangre es la Unica variable que puede ser medida por métodos clinicos. Los

vectores &, y &,, representan las perturbaciones acotadas e inmedibles de los estados

Hél t” _ ;A >0,)J=12 yde la salida, que pueden estar asociadas con las diferentes

respuestas médicas de cada paciente y con los errores experimentales en la medicion de

glucosa. De aqui en adelante se supone que la clase de funciones no lineales en (4.4)
satisfacen todas las restricciones asociadas con la existencia de la solucién de las
ecuaciones diferenciales. Es evidente que el sistema no lineal (4.4) y por lo tanto el
modelo matemético de la interaccion insulina-glucosa (4.1), (4.2) y (4.3) pueden ser

siempre descritos de la forma:

d

axt = fy (X, U |®@)+f

f = f(Xt,Ut)— fO(X,U|®)+§1,t

Aqui fo(x,u,t | @) es definido como “Dinamica Nominal’ que puede ser seleccionada de

acuerdo a los resultados tedricos de las RND [21] y f~t es un vector llamado “Dindmica no

Modelada”. Este vector f~t debe ser minimizado durante el proceso de entrenamiento. De

acuerdo con la aproximaciéon por RND, la dindmica nominal es propuesta como:

fy(x,u]©) = A%+ W, (x) +W, %% (x)u
©:= A% W W egm
EiRnXI,U(.)EERIXL
iRnXS, (.) iRSxm
T T
Las funciones vectoriales de activacion o(o) = [aj(o)},(p(o): [(ij (o)}__m - son

11

usualmente disefiadas como componentes escogidos como funciones sigmoidales:

o7l (x)=a £1+b exp[ ZCXD

=1

=1

o (x)=a, £l+b exp[ anc‘”jxjjj
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El control admisible dado por u, se supone descrito como una retroalimentacion de

estados y esta dado por:

U= fu=u(%):|of, <v+u 5L, |

Donde X es un estado estimado y la matriz A, > 0. La identificacién nos permite entrenar
a nuestro observador y que este funcione con variaciones en la entrada y sin la necesidad

de reajustar los pardmetros libres de la RND.

4.2 Procedimiento 1. Sistema Identificador de Estados no Lineales por RND:

Entrenamiento

Es necesario considerar la dinamica de un paciente con Diabetes Mellitus tipo | y que no

ha tenido tratamiento alguno. Empleando la generalizacion del modelo que describe la

interaccion insulina-glucosa (4.4) como un generador de datos (ut :0), se debe asumir

que todo el vector de estados es conocido por cualquier método clinico, sin embargo, la

estructura exacta del campo vectorial f(xt,ut)se asume parcialmente conocido.

Entonces, una RND serd aplicada para obtener la mejor aproximacion posible al modelo
no lineal usando los datos de entrada salida. La descripcion matematica de este tipo de
RND est4 dada por (4.5).

d _ _ _ _ 4.5
axt:Ax+W1't<7(x)+W2'tgo(x)ut (4-)

Donde X, € R" es el vector de estados de la RND, u, € R%es una accién de control
susceptible a medicién y acotada, A< R™" es una matriz Hurwitz, W, e R™ es la matriz
de pesos para las retroalimentaciones no lineales de los estados y W,, e R™" es la matriz

de los pesos de entrada. El campo vectorial a(xt):iR” — R es disefiado para tener

elementos con un comportamiento monétonamente creciente: como funciones

sigmoidales. La funcién ¢(e)es la transformacion R" — R™ la cual esta construida por
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funciones de activacion en cada elemento. La funcién de entrada u(o) se asume acotada
2 —
como |u,|" <.

El identificador disefiado requiere del siguiente hecho importante: “Existe una matriz

definida positiva Q,tal que la ecuacion de Riccati (4.6) tiene una solucién positiva

P=P" >0, donde las matrices Ry Q estas descritas por (4.7).

AP +PA+PRP+Q =0 (4.6)

R=2W, +2W, + A* + A;'
Q=0(AF +A + A +AS)+ (4.7)
A, +T°A, +kS1 +P+

c’ (Y;A#(YJ)T ‘Aﬂ)c £t

4.2.1 Algoritmo de Adaptacién del Identificador basado en RND

Se considera el sistema no lineal (4.4) y al modelo de RND como identificador (4.5) cuyos
pesos son ajustados por las siguientes ecuaciones matriciales diferenciales (4.8) [22].

d T

EW“ = —KlPAta(xt)

d

_ (4.8)
awz,t = _KZPAJ/(ut )T (D(Xt)T

Ay =X% =%

W, 4, W, , son fijos

Donde K, y K, son matrices con entradas positivas, P=P'>0 es la solucién a la

ecuacion algebraica de Riccati dada por (4.6). Entonces la dinamica de los pesos esta

, . o d
acotada: W,, e L, y W, € L, convergen a su mejor valor posible, es decir, lim—W, =0y

too Ot
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lim—W, =0. Es posible concluir que el proceso de identificacion es asintéticamente

too Ot

consistente, es decir,limA, =0. El principal elemento para construir la prueba de
t—>owo

convergencia en este esquema es mediante la construccion de una funcién de Lyapunov
con la finalidad de obtener las leyes de aprendizaje. Esta es una técnica comdn en la

teoria de control adaptativo. La funcién de Lyapunov fue seleccionada como:

Ve = A PA, +tr WKW [+ tr [ W) KW, |

V\”/J.,t =W, -W,,, j=1n

4.2.2 Cota Superior del Proceso de Identificacion

Finalmente el resultado de la estabilidad del proceso de identificacion es una cota superior

[6], la cual queda descrita para el proceso de la siguiente forma:

Pq
JKa QRO P +K\ag

(P ©2[cTc+6l,, P 1’2)

lim= J||A || dt <

t—)oo

aplﬂ.

g = A (R°QR™?)> 0

0 =6Y,+ Y, +0+ .. (A,)97'D,

+(fo+ f,00)+4kynY, + 2., (A, +A, )9 D,

El proceso de identificacion fue llevado a cabo sélo una vez, usando la informaciéon
disponible por el modelo matematico de un paciente enfermo. Este procedimiento genera
los valores finales de las matrices de pesos y permite la correcta seleccion de los
parametros libres de la RND como observador no lineal. Por lo tanto, todo el
procedimiento descrito en esta etapa se conoce como el proceso de entrenamiento de la
RND [16].

4.3 Procedimiento 2. Observador de Estados no lineales mediante RND Y MD

En general, por cada respuesta de insulina el sistema no lineal, que representa la

dinamica del sistema insulina-glucosa, esta descrito por (4.4). El significado de las
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variables involucradas en la ultima ecuacion, tienen el mismo significado el cual ha sido
involucrado anteriormente. Entonces, se define a una RND como Observador no Lineal
(ONL) de la forma (4.9).

d . R R R R R 4.9
axt = A(O)xt +W,,0 (R)+W,,0(X)u, + K, (y, —CX )+ K,SIGN (y, —CX, ) (4.9)

yt =C)2t

Esta RND como observador no lineal tiene casi la misma estructura que la RND como

identificador no lineal, so6lo se diferencia por la agregacion de dos nuevos téerminos: K;

multiplicada por el error de salida, lo que da, de esta manera, la clasica estructura de

observador Luenberger y, la K, multiplicando al signo del error de salida. La funcion

SIGN () se refiere a (4.10).

SIGN (z)::(sign(zl),...,sign(zp))

1 if z>0 (4.10)
sign(z;)=<-1 if z <0
0 if z=0
i=1..p

De aqui en adelante se asume que el par (C, A) es observable.

4.3.1 Algoritmo de Adaptacion del Observador no Lineal

Este observador no lineal est4 provisto con sus propias ecuaciones matriciales de leyes

de adaptacion (aprendizaje) dadas por las ecuaciones diferenciales matriciales (4.11) [21].

d\i A ©
EWLt = cDjW(W“,xt, Yoo Up, tIW) . )

. Hi Y T
chW(.)':_kwjplNﬁ Cet"'TNﬁplwk,th Aj

b :=G(>?t),)(2 :=(p()?t)ut,kwj>0 (4.11)
AT >0W,, =W, -W,,
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I, =C'A, C+A,
-1 .
N, =(CCT+6l,,) ,j=12

Donde P, >0 es la solucion, si existe, de la ecuacion algebraica de Riccati dada por

(4.12).

PA” +(A”) R+RRR+Q =0

A = (A% -k C)

Ry =W, +W, + A7 + A+ KA K] (4.12)
Q= A, +A +2fA +

5% (A, + Ay, )+Q5,Qy >0

Aqui A% es el mejor valor posible de la matriz A®'. Esta matriz fue obtenida por el
proceso de entrenamiento. El observador adaptativo robusto es un estimador de estados
més avanzado que el comun observador no lineal, que presenta la correccién lineal (tipo
Luenberger), debido a que el observador propuesto aqui posee mas baja sensibilidad a
perturbaciones dentro de una zona con una cota superior de error de estimacion. Este
observador no lineal fue entrenado con la finalidad de tener una robustez a las variaciones
de entrada considerablemente alta, lo cual es necesario para asegurar el proceso de

control, sin la necesidad de reajustar drasticamente los parametros libres de la RND.
4.4 Procedimiento 3. Control no Lineal

En esta seccion se presenta el método empleado para encontrar la mejor dosificacion de
insulina que debe ser suministrada al paciente con el objetivo de regular los niveles de
glucosa en sangre. Con este algoritmo es posible simplificar el gasto computacional

debido a que solo se utilizan los estados estimados obtenidos con la RND.

El comportamiento de cualquier sistema de control es desplazar a los estados tal que es
posible hacer un seguimiento de una sefial generada por algun patron de referencia dado
por (4.13).

(4.13)

m?
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Se considera la siguiente seminorma:

2 =timsup= [ 27 (1)QZ (t)

[

Donde Q=Q" >0. El seguimiento de trayectoria puede ser formulado como una funcién

de minimizacion (4.14).

(4.14)

. 2 2
Join :mul(rg)J, 3 =[% = Xulo, +ulg

Entonces, para cualquier nn >0, se obtiene, por el principio de separacion:

J<(1+7)|% —>2|éc +(1+n’1)|§<—xm|éc +|u

2
Re

El limite superior del término |x— X

é ha sido alcanzado por el correspondiente estimador
de estados. Seleccionando R_ = (l+ n’l) R., se puede formular otra vez la funcion objetivo

a minimizar de control minimizando de ser posible el término (4.15).

~ 2 2 4.15
3 =[% =X, +ul (4.15)

Para este proposito, se define el error de trayectorias como (4.16).
A, =R-X_ (4.16)

De acuerdo con [23], con la finalidad de llevar a cabo el seguimiento del sistema, la RND,

como ONL, es presentada de la forma:

d . i X
g =Rk ) +R(X.Hu(t)

En este caso, al considerar la estructura (4.9), se obtiene que:
F(%,t) = A% +W,,o (& )+ K, (Y, —C% )+ K,SIGN (y, —C%,)

Fl()A(tvt) :WZ,tﬁo()A(t)
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4.4.1 Control por Hamilton Jacobi con Modos Deslizantes

Para la dindmica deseada y bien conocida de un paciente sano (4.13), el seguimiento de
trayectoria es completado por la técnica de Hamilton Jacobi con Modos Deslizantes
descrita por (4.17).

4.17
utMe = —F " (fq,t)[Fo(it,t)—%xm +aSIGN (% —x,, )} (#.17)

Donde « > 0. Este control combina la estructura de Hamilton Jacobi con la robustez de

los modos deslizantes con el objetivo de obtener mejores resultados [17].

Finalmente, se muestra en la Figura 4-1, un diagrama a bloques del proceso de control
llevado a cabo en este trabajo.

Control por HIMD

Observador por RND

Sistema de
Referencia

Figura 4-1. Diagrama a Bloques del Proceso de Control.
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dosificador de insulina.

dG
dt
dl
dt
dj
dt
dR
dt

dt

dB(1)G(t)

-10.11
| 91.1595
01351 0

0 -0.017

(L+R(D)(e+6(1))

EA
dx,
df,
dx,

Resolviendo (4.19), la matriz Aes:

—59.245
—-399.6

4.5 Seleccién de los Parametros libres de la RND

Podemos representar el sistema (4.1) de la siguiente forma:
d
—x=f(x)+g(x)u

a—(b+cR(t)I(t))G(t)
—fl(t)- fR(t)1(t)

df, |
dx,

df |
dx

L ¢

5.8754
~7.92*107"

En esta seccion se presenta la seleccion de los pardmetros libres de la RND, asi como las
pruebas de observabilidad de los modelos matematicos empleados (4.1), (4.2), (4.3),

finalmente se aplica la prueba de controlabilidad al modelo seleccionado para disefiar el

4.5.1 Seleccion de los Parametros de la RND para el Modelo de R.D. Hernandez

(4.18)

o O o o

Ahora para calcular A que es una matriz Hurwitz, sustituimos los valores de la Tabla 1 en

(4.1) y aplicamos la siguiente transformacion [24] evaluando en X, = [82,12,850,0.85] :

(4.19)

—836.4
—5291.5

-3.12
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Ahora para calcular la matriz P se resuelve la ecuacion de Riccati (4.6), para esto se

proponen las matrices Ry Q de la siguiente forma:

1000 0.0234 -0.0027 0.0048 -0.1770
R=0= 0100 ~|-0.0027 0.0016 —0.0006 0.0075
0 010 0.0048 -0.0006 0.9954 -0.0419
0 001 -0.177 0.0075 -0.0419 11.9684

Los valores de K, y K, se propusieron con los siguientes valores:

K, =1587
K, = 3450

Las condiciones iniciales de los pesos W,, y W,, son las siguientes:

454 534 54 25 454 534 14 25
5.6 234 434 35 5.6 234 434 35

W10: Wzo:
' 34 54 45 46 ' 34 54 45 46

23 46 55 28 23 46 15 28

Los pardmetros propuestos fueros establecidos por un procedimiento de ensayo y error.
4.5.2 Seleccion de los Parametros de la RND para el Modelo de Minimo de Bergman

En este caso se propuso una matriz Hurwitz con los siguientes valores:

—85.68664 0.1 0.1
A= 0.1 —32.7496 0.1
0.1 0.1 -1.11202

Ahora para calcular la matriz P se resuelve la ecuacion de Riccati (4.6), para esto se

proponen las matrices Ry Q de la siguiente forma:

100 0.0058  0.000019 0.00044
R=Q=|0 1 0 P =|0.000019 0.01526 0.001165
0 01 0.000448 0.0011656 0.38361
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Los valores de K, y K, se propusieron con los siguientes valores:

K, =8849
K, =1954

Las condiciones iniciales de los pesos W,, y W,, son las siguientes:

0.0025 0.003 0.0025 0.002 0.003 0.0025
W, =[0.0025 0.003 0.0025| W,,=|0.002 0.003 0.0025
0.003 0.003 0.002 0.002 0.003 0.0025

Los pardmetros propuestos fueros establecidos por un procedimiento de ensayo y error.
4.5.3 Seleccion de los Parametros de la RND para el Modelo de Bergman Modificado

Podemos representar el sistema (4.3) de la forma (4.18):

G\ [ o
& w0860 0w | [
il —kQ(t)+Kl (1) ol
dl Ny 1
dt) L 1ol (t) | v

Ahora para calcular A que es una matriz Hurwitz, sustituimos los valores de la Tabla 3 en

(4.3) aplicando la transformacion (4.19) y evaluando en X, =[10,20,0.1]:

-2.3041  -1.228 0
A= 0 -19.8*10° 19.8*10°
0 0 —0.1599

Ahora para calcular la matriz P se resuelve la ecuacion de Riccati (4.6), para esto se

proponen las matrices Ry Q de la siguiente forma:

0.2067 -0.0707 —0.0002
P=|-0.0707 1.0613 0.0101
-0.0002 0.0101  0.853

PV

Il

O

Il
o o K
o r o
r O o
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Los valores de K, y K, se propusieron con los siguientes valores:

K, = 2345
K, = 7652

Las condiciones iniciales de los pesos W,, y W,, son las siguientes:

0.0038 0.00629 0.1005 0.00032 0.1007 0.0063
W, =|0.0038 0.00635 0.1015| W,,=|0.00037 0.1189 0.00743
0.0037 0.00743 0.1189 0.00032 0.1015 0.00635

Los pardmetros propuestos fueros establecidos por un procedimiento de ensayo y error.
4.5.4 Prueba de Observabilidad para el Modelo de R.D. Hernandez

El sistema es observable si y solo si la matriz de observabilidad es no singular, donde

definimos a dicha matriz como [25]:

C (4.20)
CA
o= .
CA™
Donde A y C para el modelo (4.1) son:
-10.11 -59.245 0 —836.4
91.1595 -399.6 5.8754 -5291.5
= 1 , C =[l 00 0]
0.1351 0 —7.92*10 0
0 —-0.017 0 -3.12
Por lo que (4.20) queda como:
1 0 0 0
-10.11  -54.245 0 —836.4

—4840 22240 -320 298100
2080000 -8630000 130000 -114560000

El determinante de la matriz de observabilidad es:

detO =2.2134*10° = 0, por lo que el sistema es observable.
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4.5.5 Prueba de Observabilidad para el Modelo Minimo de Bergman

Resolviendo (4.20) donde A y C para el modelo (4.2) son:

-85.68664 0.1 0.1
A=| 01  -32749% 0.1 C=[1 0 0]
0.1 01  -111202

Por lo que (4.20) queda como:

1 0 0
O=| 01 0.1 -1.11202
-8.6698 -3.3761 1.2565

El determinante de la matriz de observabilidad es:
detO =0.5293 = 0, por lo que el sistema es observable.
4.5.6 Prueba de Observabilidad para el Modelo de Bergman Modificado

Resolviendo (4.20) donde A y C para el modelo (4.3) son:

-2.3041  -1.228 0
A=l 0  -19.8*10° 19.8*10° | C=[1 0 O]
0 0 ~0.1599

Por lo que (4.20) queda como:

1 0 0
O0=|-23041 -1.228 0
5.3089 2.8537 -0.0243

El determinante de la matriz de observabilidad es:

detO =0.0299 = 0, por lo que el sistema es observable.
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4.5.7 Prueba de Controlabilidad para el Modelo de Bergman Modificado

Se aplica la prueba de controlabilidad al modelo (4.3) debido a que este fue seleccionado

para el desarrollo del dosificador de insulina.

El sistema es controlable si y solo si la matriz de observabilidad es no singular, donde
definimos a dicha matriz como [25]:

C:[B AB A’B .. AHB] (4.21)

Donde A y B para el modelo (4.3) son:

-2.3041  -1.228 0 1
A= 0 -19.8*10° 19.8*10° | B=|0
0 0 ~0.1599 1

Por lo que (4.21) queda como:

1 -2.3041 5.2846
C=/0 0.0198 -0.0036
1 -0.1599 0.0256

El determinante de la matriz de observabilidad es:

detC =-0.0965 # 0, por lo que el sistema es controlable.
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5. RESULTADOS Y DISCUSION

En esta seccion se presentan los resultados del proceso de estimacion de los modelos
utilizados, asi también se presenta el resultado del control realizado para la determinacion

de dosificacion de insulina.
5.1 Estimacién de las variables del Modelo de R.D. Hernandez

En la Figura 5-1 se muestran los resultados del proceso de estimacion para el Modelo de

R.D. Hernandez.
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Figura 5-1. Estados estimados — Modelo R.D. Hernandez. a) Cambio de la concentracién de Glucosa en sangre, b)
Cambio de concentracion de insulina en sangre, c) Cambio de masa de células B, d) Cambio de la fraccion de

receptores de insulina en la superficie.

Es importante notar el tiempo de convergencia en el proceso de estimacion (cerca de 3
horas), el indice de desempefio en este caso es un indicador eficiente del procedimiento
pues muestra la cercania existente entre los estados y su tiempo de convergencia, como

se muestra en la Figura 5-2.
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Figura 5-2. Indice de desempefio para el Modelo R.D. Hernandez.

Finalmente, este modelo no fue seleccionado para desarrollar el dosificador de insulina,
debido a que no se le puede aplicar un control ya que en ninglin momento presenta en su
estructura matematica una entrada de insulina, por lo que lo podemos considerar como un
sistema autonomo. Otra razon por la cual no fue elegido es por que describe variables
gue no son de nuestro interés y que ademas no pueden ser modificadas por la accion de
un control, como son la masa de células B y el cambio de la fraccion de los receptores de
insulina en la superficie, ya que estos se ven afectados por otro mecanismo de
autoinmunidad y no pueden ser corregidos por accién de la insulina.
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5.2 Estimacion de las variables del Modelo Minimo de Bergman

En la Figura 5-3 se muestran las entradas tanto de insulina como la ingesta de

carbohidratos.
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Figura 5-3. Entradas (a) insulina exdgena, (b) ingesta de carbohidratos.
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En la Figura 5-4 se muestran los resultados del proceso de estimacion para el Modelo
Minimo de Bergman.
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Figura 5-4. Estados estimados — Modelo Minimo de Bergman. a) Concentracién de Glucosa en sangre, b)

Concentracion de insulina en sangre, c) Insulina en el

compartimiento remoto.

Es importante notar el tiempo de convergencia en el proceso de estimacion (cerca de 2

horas), el indice de desempefio en este caso es un indicador eficiente del procedimiento

pues muestra la cercania existente entre los estados y su tiempo de convergencia, como

se muestra en la Figura 5-5.
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Figura 5-5. Indice de desempefio para el Modelo Minimo de Bergman.
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De igual manera, este modelo no fue elegido debido a que en [19], se que este modelo ya
es demasiado viejo y ya no es tan usado para realizar simulaciones del sistema glucosa-
insulina debido a los problemas que presenta, por otra parte, notamos que al momento de
simular este modelo tiende a generar valores negativos de insulina en el compartimiento
remoto al generar diferentes tipos de dosificacion de insulina, esta fue la principal razén
por la que se decidié no tomar en cuenta este modelo para la generacion del dosificador

de insulina, ya que valores negativos de insulina no tienen un significado clinico.
5.3 Estimacion de las variables del Modelo de Bergman Modificado

En la Figura 5-6 se muestran las entradas tanto de insulina como la ingesta de

carbohidratos.
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Figura 5-6. Entradas (a) insulina exdgena, (b) ingesta de carbohidratos.
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En la Figura 5-7 se muestran los resultados del proceso de estimacion para el Modelo de

Bergman Modificado.
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Figura 5-7. Estados estimados — Modelo de Bergman Modificado. a) Glucosa en sangre por encimade un nivel de

equilibrio, b) Efecto de la insulina previamente utilizada, c) Insulina en sangre.

Es importante notar el tiempo de convergencia en el proceso de estimacion (cerca de 30
minutos), el indice de desempefio en este caso es un indicador eficiente del
procedimiento pues muestra la cercania existente entre los estados y su tiempo de
convergencia, como se muestra en la Figura 5-8.
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Figura 5-8. Indice de desempefio para el Modelo de Bergman Modificado.

Este fue el modelo seleccionado para el desarrollo del dosificador, debido a que en su

estructura toma en cuenta tanto la entrada exdgena de insulina como la entrada de
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carbohidratos debido a la ingesta de comida. Otra ventaja que presenta es la de no
generar valores negativos de insulina en sangre al ser modificada la entrada exdgena de

insulina.

5.4 Resultados del Control por Hamilton Jacobi con Modos Deslizantes

El principal objetivo de este trabajo es la de controlar los niveles de glucosa en sangre en
pacientes con Diabetes Mellitus tipo | por medio de algoritmos de control automatico como
lo es el de Hamilton Jacobi con Modos Deslizantes. Este método permite determinar la
dosificacion de insulina que debe ser suministrada al paciente con esta enfermedad. Para
poder llevar a cabo este objetivo, fue necesario tener el conocimiento total del modelo que
describe la interaccion glucosa-insulina. Este completo conocimiento fue obtenido por
medio de la utilizacion de un observador robusto no lineal basado en RND. Una vez
obtenida la dinamica completa, fue necesario crear un sistema de referencia, mismo que
fue seleccionado como un paciente sano con la intencion de regular y mantener los
niveles de glucosa en sangre lo mas cercano posible a los niveles normales, todo esto en

el menor tiempo posible y con la minima dosificacion de insulina.

En la Figura 5-9 se muestra el sistema de referencia generado y en la Figura 5-10 se

muestra el indice de desemperio.
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de equilibrio, b) Efecto de la insulina previamente utilizada, c) Insulina en sangre.
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Figura 5-10. indice de desempefio del controlador por Hamilton Jacobi con Modos Deslizantes.
En la Figura 5-11 se muestra la dosificacion de insulina generada por el controlador, la
cual es la necesaria para mantener los niveles de glucosa en sangre lo mas estables
posible.
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Figura 5-11. Dosificacién de Insulina generada por el algoritmo de Hamilton Jacobi con modos deslizantes.

La dosificacion de insulina generada por el algoritmo de control, representa la
dosificacién de insulina a través del tiempo resaltando el hecho de que la dosis es
continua, es decir, en el momento en que se presente un incremento de glucosa se le
suministra una dosis proporcional de insulina, de tal forma que se mantenga regulada la
concentracion de glucosa en sangre en valores normales, en este caso se mantiene en un
rango de 70-90 mg/dL (4-5 mmol/L).
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6. CONCLUSIONES

En este trabajo se propuso una técnica diferente de control basado en la técnica de
Hamilton Jacobi con Modos Deslizantes con la finalidad de controlar los niveles de

glucosa en sangre de pacientes con Diabetes Mellitus tipo |.

Para llevar a cabo esta técnica de control, se disefio un Observador no Lineal robusto,
basado en Redes Neuronales Diferenciales, en cuya estructura se ha agregado un
esquema con Modos Deslizantes, para esto se disefio un observador para tres modelos
que describen la dinamica del sistema insulina-glucosa, y en base a los resultados de las

simulaciones se selecciond un sélo modelo para disefiar el controlador.

Los algoritmos propuestos en este trabajo han mostrado buenos resultados para el
proceso de control de sistemas biolégicos como es el caso de la Diabetes Mellitus tipo I,
logrando establecer las bases para el desarrollo futuro de un sistema fisico que sea capaz
de suministrar la dosificacién adecuada de insulina al paciente cada que este la necesite,

mejorando asi el nivel de vida del mismo.
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7. RECOMENDACIONES PARA TRABAJOS EN EL FUTURO

Los algoritmos presentados en este trabajo prometen ser una alternativa al problema de
dosificacién de insulina en pacientes con Diabetes Mellitus tipo I, sin embargo, las
simulaciones por computadora no son suficientes, es necesario tomar en cuenta aspectos

importantes como los que se citan a continuacion:

1. Es de necesidad primaria tener bases de datos de valores reales de las variables
involucradas en el complejo proceso de la evolucién de la Diabetes Mellitus tipo |,
tales como lecturas de concentracion de glucosa en sangre y parametros clinicos
para tomar en cuenta la condicion del paciente. Con datos reales, se podria
asegurar el correcto funcionamiento de estas técnicas e inmediatamente poderlas
implementar en los procedimientos médicos reales.

2. Es conveniente proponer dosificaciones de acuerdo a la condicién del paciente,
edad, estatura, peso, etcétera, ya que a pesar de que en este trabajo se ha
propuesto una dinamica nominal que hace que todo paciente tenga una respuesta
similar, siempre es una mejor opcion hacer una diferenciacion entre nifios y
jovenes adultos.

3. Logrados los puntos anteriores la implementacion en un dispositivo fisico

estableceria las lineas de otros trabajos de investigacion.
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UNIDAD PROFESIONAL INTERDISCIPLINARIA DE BIOTECNOLOGIA
10. APENDICES

10.1 APENDICE 1. Solucion de la Ecuacion de Lyapunov

En esta parte se presenta el desarrollo matematico para la solucién de la ecuaciéon de

lyapunov (AT P+PA+Q= 0) .

Se parte del hecho que P>0 y Q>0, es decir, las matrices Py Q son definidas

positivas en (10.1):

A'P+PA+Q=0

(10.1)

Supoéngase que tenemos una matriz Q > 0. Para encontrar una matriz P apropiada, se

utiliza:

Notamos que:

%(em )T Qe (eAtA)T Qe +(e* )T Q(e*)

Y relacionando (10.2) con (10.1) se tiene que:

ATP+PA= AT [(e*) Qe*dr +T(e’*f ) Qe™drA
0

0

ot—3

(e A) Qe*dr+ [(e*) Qe A)dr
= [[ (e A) Qe+ (e) (e a) e

- T[%(e” )T Qe™ }dr

(10.2)

(10.3)

(10.4)

(10.5)

(10.6)

(10.7)

(10.8)

Por el teorema fundamental del célculo, la integral de la derivada es justamente la funcién

evaluada en los limites. De esta manera tenemos:
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['e]

AP+ PA= [(eAT ) Qe* l}
= (eAw )T Qe _(eA" )T Qe*® (10.10)

El sistema es estable siy solo si " =0. De esta manera tenemos:

AP+ PA:—(eAO)T Q6% = (1YQ(1)=-Q (10.12)

Entonces, queda demostrado (10.1).
10. 2 APENDICE 2. Prueba de la Funcion de Lyapunov para las RND

En este apéndice se desarrolla la demostracion de la ley de aprendizaje utilizada en la

estructura del identificador de estados basado en redes neuronales.

La siguiente demostracion se desarrolla para mostrar que la funcién de Lyapunov

candidata definida como:
Ve = A PA, +tr WKW [+ tr [ W) KW, |
En la estructura de la ley de aprendizaje del estimador es una Funciéon de Lyapunov V [x]

gue cumple con las siguientes propiedades:
1. V[x]=0
2. V[x]>0, paratoda x X
3. %V [X] <0 alo largo de la trayectoria %x =f (X) en el apéndice 3 se presenta
la teoria de estabilidad de Lyapunov.

Se parte del hecho que un sistema no lineal %x =f (xt,ut,t) siempre se puede expresar

alternativamente por un término conocido mas un término desconocido en la siguiente
forma:

Definimos un sistema no lineal de la forma:

d
Zx=f(x
th (x,u)

Definimos una red:
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d R ~ N ~
EX - Axt +W1,ta(xt)+W2vt¢(X‘)7/(ut)

Ahora suponemos que existe una red que se ajusta al sistema con la siguiente forma:

%: f(x,u)=Ax+W o (X)+W,,p(X)y (u,)+Af

Donde Af es el error de modelado definido como:

Af = f (x,u)— A=W, o (X)W, é(X) (u,)

Las cotas a utilizar son las siguientes:

G'AGT <AD; A,

La ecuacion de Riccati:

PA+ATP+PRP+Q,=0

El error se define:

Derivando el error:

d,_d., d
dt * dtXt dtxt

Sustituyendo en la ecuacion anterior:

S = AR LG (R) W (%) (1) [ A W (%) W9 (X )7 (0 +AF

Agrupando términos:
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%At = A(R=X)+ W, 0 (R)+ W, ,8(R)7 (u) - Wyio (X) ~W,g (X) 7 (u,) - Af
S = AN W, G W, () W i (0) 4 Wa () (1) W (1) WS () (1) -
S = A WG L0 (X)) +Way i (0) W () (1) - AF

De la funcién candidata de Lyapunov:
Ve = A PA, +tr WKW [+ tr [ W) KW, |
Derivando:

d d d d. 1., 10 o ~
th = EAI PAt + AtT PaAt +tr [awli Kl ]\Nl,t '|'W1'Tt Kl ! awll:|

r [%www K %w}

d d d ~r .~ d ~1 -~
Gy —onpda o [awjt KA, } otr [EWZT* KZ]WZJ}

Trabajando con 2A] P%At y al sustituir %At se tiene:

d

i 2ATP[ AA +W, 6 +W,,0 (X )+ W,y (u)+W, 8% ) 7 (u,) - Af |

2A[P
= 2A7PAA, +2ATPW, 6 +2A] PW, o (X, )
+2A] PW, @y (U, )+ 2A7 PW, (%, )7 (U, ) — 2A] PAf

Por comodidad identificamos cada uno de los términos como sigue:

AIPiAt =
dt

2A] PAA,
+2A] PW, G
+2A] PW,,.o (%)

+2A{ PW, ¢y (u,)
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+2A PW, ¢ (% )7 (u,) ()
+2A] PAf (f)
Desarrollamos b):
2A] PAA,

Como:

[ATPAA, | =ATPAA,
Utilizando la siguiente desigualdad matricial:
XT+(XTY) < XTATX +YTAY

Hacemos la selecciéon de la forma:

Entonces:
2ATPW,, <A PW, A" +6TAG
<A} (PW, A™W,(P)A +6TAG

<A] (PW,,P)A, +A{ DA,

2A7 PW, gy (u,)
X = A PW,,
Y =gy (u,)
2A7 PW, gy (U, ) < 2A] PW, + A™ (AI PW,, )T +(¢5y(ut ))T Ay (u,)
< A7 (PW,,P)A, +dAg|y (u)|

<A[ (PW,,P)A +AD,AT

2A7PW, .o (X, )
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2A] PV\N/MG (x)=2tr [ PAo (X )V\Nllvt]

d)
2A7PW, gy (u,)

20T PW, y (u) = 2tr [ PAy (u) ¢(%)' VR, |
De la funcion candidata de Lyapunov:
<AJATPA +A{PAA +A]PAA, + AT (PW, P)A,
+D,A, +A (PW,,P)A, +A]D,A T
12| LKA + PG (%)W, |

d

+2tr [—
dt

~ _ ~ T A ~
WzT,thj\Nz,t + PAt7(ut) ¢(Xt) 2,t:|
Factorizando A, y A :

4
dt

V. <AL ATP+PA+P (W, +W,, )P+D,+D, +Q, |A] ~ATQ,A,
+2tr H%V\H K '+ PAo (X, )}V\Z‘i
“2tr H%WK ~PAY(u) 6(R )}W“}
+2tr H%V\H K ' +PAG (% )}V\Z‘t} =0

d

aV\”/LTt|<;1+ PAG(%)=0

4
dt

Wil = K, [Pac(%)] (10.12)
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d T -1 T ~ ~
+2tr EWZ‘th +PAy(u) (X)W, |=0

d

EWZTtK£1+ PAt;/(Ut)T ¢()2t):0

d

N L (10.13)
e =K PAY (u) $(R)' |

Finalmente (10.12) y (10.13) es la ley de aprendizaje del identificador de estados de la
RND.

10.3 APENDICE 3. Teoria de Estabilidad de Lyapunov

El concepto de estabilidad de acuerdo a Lyapunov ha tenido muchas aplicaciones en
sistemas de control; de hecho toda la teoria de sistemas dindmicos esta basada en los

métodos de Lyapunov.
10.3.1 Teoria de Estabilidad de Lyapunov

Definicién A (funcién definida positiva)
Una funcién W diferenciable continuamente: R" — R, se dice que es una funci6n
definida positiva en la region U de R" que contiene el origen si (1) W(O):O y (2)

W (x)>0 para xeU y x=0. W(x) es semidefinida positiva si W (x)>0 para xeUy

Xx=0.
Convenientemente, si la condicion (2) en la Definicion A es remplazada por W(x)<0,

entonces W(x) se dice que es definida negativa. W(x) se dice que es semidefinida

negativa si W (x)<0.
Definicién B (diferenciabilidad continua)
Una funcion f(xt) donde f:U x[a,b]—R"™ para un dominio U = R" se dice que es

continuamente diferenciable alrededor de U x[a,b] si ambas f (x,t) y [of /0x](x,t) son

continuas sobre U x[a,b].
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Notese que la diferenciabilidad continua alrededor de un dominio implica la propiedad

local de Lipschitz.

10.3.2 Matriz definida Positiva

Una matriz nxn, Q=Q", se dice que es definida positiva, para todo xe®R",

f (x)=x"Qx es una funcion definida positiva.

Una matriz definida positiva es una matriz especial y aparece de diferentes formas en
sistemas y teoria de control. Se puede mostrar que una matriz definida positiva tiene las
siguientes propiedades:

1. Todos los eingenvalores de una matriz definida positiva son reales.

2. Todos los eingenvalores de una matriz definida positiva son positivos.

3. Los eingenvalores de una matriz definida positiva son ortogonales. Una
consecuencia de esto es que existe una matriz unitaria, U , tal que A :UTQU es
una matriz diagonal de eingenvalores de Qy donde UUT =U'U =1 .

4. Una matriz definida positiva puede ser factorizada (factorizacion Cholesky):
Q = F'F para alguna matriz F .

Por tanto, cualquier matriz simétrica con todos los eingenvalores positivos es una matriz

Q — {qll q12:|
qu q22
Esta matriz es definida positiva si lo si (i i = %
y solo si (i)q, >0, (ii)q, =0,,, (iii)qg,, =—22. La
11

definida positiva. Dada una matriz:

condicion (ii)asegura que la matriz es simétrica, condiciones (i)y (iii)aseguran que la

matriz Q es definida positiva.

10.3.3 Funcioén definida Positiva

Una funcion f(x)se dice que es definida positiva si (i) f(x)>0para toda X,

(ii) f (x)=0siy solosi x=0.
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10.3.4 Funcién definida Negativa

Una funcion f(x)se dice que es definida negativa si (i)f(x)<Opara toda X,

(ii) f (x)=0siy solosi x=0.

10.3.5 Funciones de Lyapunov
Un sistema no lineal se representa por:
d L]

—Xx=x=f(x
Se define un punto de equilibrio como X, con:
f(x)=0

X es estable en el sentido de Lyapunov si existe una cantidad positiva p tal que para
toda 5 =5(p), se tiene que :

‘x(t 20)—7‘<53|X—Y|<p
Paratoda t >t =0, se establece que X es asintdticamente estable si esta es estable y:

|x—%| — Ocuando t — o

Por otro lado X es inestable si esta no es estable.
Para determinar la estabilidad o la inestabilidad de X se dispone de dos métodos

principales: método indirecto de Lyapunov y método directo de Lyapunov.

10.3.6 Método Indirecto de Lyapunov

El método indirecto de Lyapunov requiere la linealizacion del sistema no lineal,

%x =f (x) . La expansion de la serie de Taylor alrededor de X (redefiniendo x — x—X):
d (10.14)
—X=Ax+g(x),
10.15
A — i[ f ]7 ’ ( )
ox-

Aes la matriz jacobiana de f (x) y g(x) contiene los términos de mayor orden de la

serie de Taylor:

X) . (10.16)

lim ‘g(
>0 |X]
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Entonces el sistema no lineal ax: f(x) es asintéticamente estable si y solo si el

, : d : : .
sistema lineal ax = AX, todos los eingenvalores de Atienen parte real negativa.

Una desventaja del método es que si alguno de los eingenvalores de A son cero y el
resto tienen parte real negativa, entonces, no es posible sacar alguna conclusion sobre el

sistema no lineal, pero la mayor desventaja es que el método requiere la linealizacion del

sistema ax: f(x), esta linealizacion del sistema es aplicada para situaciones para

situaciones cuando las condiciones iniciales estdn muy cercanas al punto de equilibrio.

10.3.7 Método Directo de Lyapunov
El segundo método es el método directo de Lyapunov; este es una generalizacion del

concepto Lagrange de estabilidad de energia potencial minima. Considere el sistema no

lineal %x: f(x). Suponemos que existe una funcion, llamada Funcion de Lyapunov,

V[x] con las siguientes propiedades:

1. V[x]=0

V
2. V[x]>0, paratoda x X

3. iV [x] <0 alolargo de la trayectoria %x = f(x).

Entonces, X es asintéticamente estable. Se puede ver que el método infiere sobre la
existencia de una Funcion de Lyapunov, la cual es una funcion de energia, cero en el

equilibrio, definida positiva por todas partes también, y continuamente decreciente cuando

se aproxima al equilibrio. Debe notarse que la derivada %V[x] es entendida como la

diferencial total a lo largo de la curva solucion de %x = f(x):

10.17
dt ox dt
0
=—V.- -f(x
OX ( )
=iv . f1+iv . f2+...+iv -,
X, OX, X,
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El método tiene varias ventajas:

¢ Responde a las preguntas de estabilidad de sistemas no lineales.

. . . . . d
o Pude facilmente tratar sistemas variantes en el tiempo ax =f (x,t) .

e Puede determinar la estabilidad asintodtica, asi como también estabilidad sencilla.
¢ Puede determinar la region de estabilidad asintética o el dominio de atraccion de

un punto de equilibrio.

La principal desventaja es que no existe una forma sistematica para obtener la Funcion de

Lyapunov, esto es mas un arte que ciencia.

10.3.8 Sistemas Autbnomos

Para el caso de sistemas autbnomos, el teorema de estabilidad de Lyapunov puede ser
probada como sigue:

Teorema 1(Estabilidad de Lyapunov de sistemas autonomos). Para X =0 es un punto de
equilibrio para un sistema descrito por:

d

B (10.18)
ax = f(xt)

Donde f :U — R"es localmente Lipschitz y U < R"un dominio que contiene el origen.

V :U — R es una funcién diferenciable continua y definida positiva en U .

1. Si %V [x]=[0V /ox] f es semidefinida negativa, entonces X =0 es un punto de

equilibrio estable.

2. Si %V[X]Z[GV/GX]feS definida negativa, entonces X=0es un punto de

equilibrio asintéticamente estable.

En ambos casos V [x] es la llamada funcién de Lyapunov. Ademas si las condiciones se

mantienen para toda xe®R" y || —>ocimplica que V[x]—>o, entonces X =0es

globalmente asintéticamente estable en el caso 2.
Pero, siempre es posible encontrar una Funcion de Lyapunov para un sistema lineal de la
forma:

4o (10.19)
dt
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Seleccionando la Funcién de Lyapunov de forma cuadratica:
V[x]=x"Px (10.20)

iV [x]:i(xT Px):ixT Px+xTPixT
dt dt dt dt
ix: AX
dt
d T T
X =(A
i * = (A)

LRI
dt
%V[X]:XTATPX+ X"PAx=x"(ATP+PA)x<0

=x"Qx

Con:

A'P+PA+Q=0
Es la ecuacion matricial de Lyapunov, si Qes una matriz definida positiva, entones el
sistema es asintéticamente estable.
El criterio para el analisis de estabilidad para una funcién V [x] es el criterio de estabilidad
de Lyapunov.

Una matriz A es una matriz estable para todos los eingenvalores de A, siy sélo si para

cualquier matriz (simétrica) positiva Q existe una matriz (simétrica) definida positiva P que
satisface:

AP +PA=-Q
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