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Resumen

Los motores para vehiculos de lanzamiento espacial tienen un requerimiento de empuje sumamente
elevado, debido a la naturaleza de las misiones que realizan. Este tipo de motor se basa en el principio
de propulsién a reaccion: es decir, su funcionamiento consiste en expulsar un flujo masico de gases
a gran velocidad para generar un empuje, aumentando de manera directamente proporcional a la
velocidad del gas expulsado. Debido a que la demanda de empuje es tan elevada para este tipo de
motor, las velocidades de expulsién de los gases en ellos son mayores a Mach 1.

Para que un motor cohete expulse sus gases a velocidades supersénicas requiere de una tobera de Laval,
también conocida como tobera convergente divergente. Es posible determinar algunas de las carac-
teristicas geométricas de toberas de Laval por medio de un analisis unidimensional aerotermodindmico,
por ejemplo el drea transversal de la garganta y el drea transversal de la salida, sin embargo la variacion
del drea transversal con respecto a su longitud (el contorno de la tobera) no se puede obtener. La
metodologia usada para lograr esto tiene por nombre “Método de Caracteristicas” o MOC.

El método de caracteristicas es un método de andlisis numérico que permite estudiar flujos supersénicos,
y se usa ampliamente en el medio para ayudar al disefio de toberas de Laval y sus diferentes “subtipos”,
como la tobera perfecta, la tobera perfecta truncada o la tobera Rao.

Cualquiera que fuese el subtipo de tobera a diseniar, debido a que el MOC es un método numérico, su
precision y exactitud depende de la densidad de malla con la que se analice el flujo. Esto quiere decir
que es imperativo usar un programa de computadora para facilitar la solucién del MOC, y del método
de diseno del subtipo de tobera.

Por lo anterior, en este trabajo de tesis se analizaron algunos de los subtipos de toberas supersénicas
més usados, y se eligié a la tobera Rao como la mejor opcion. Ademads se desarroll6 el cédigo para
un programa que resuelve el MOC y el método de diseno de toberas Rao para entregar el contorno de
toberas de este tipo, también se incluyé la opcién de calcular toberas perfectas.

Para validar la funcionalidad del programa se tomaron los contornos de toberas Rao calculadas por otros
articulos y usando sus mismos parametros de diseno, se recalcularon con el programa para compararlas
entre si. Al hacer esto se encontré que los contornos de toberas Rao que arroja el programa son muy
precisos y satisfactorios, con una desviacién casi nula. También se compararon valores de empuje e
impulso especifico, encontrando los mismos resultados satisfactorios.

Ademsds del método cuantitativo de validacién descrito, se llevé a cabo el disefio de una tobera Rao
usando como parametros de diseno las especificaciones técnicas del motor cohete RS27A. Esto permitio
hacer una validacion cualitativa de los resultados del programa. La tobera obtenida arroja un empuje
e impulso especifico mayor a los del RS27A por un 3%, y ademés tiene dimensiones considerablemente
menores a las del RS27A. Considerando que la principal caracteristica de las toberas Rao es la reduccién
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de las dimensiones de la tobera mientras se alcanza el mejor valor de empuje obtenible, se llegd a la
conclusién de que la tobera Rao calculada por el programa con los parametros del RS27A es igualmente
satisfactoria y factible, pero aun asi seria conveniente poder realizar pruebas experimentales para
validar este resultado.
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Abstract

Propulsion engines for space launch vehicles have extremely high thrust requirements; this is because of
the nature of the missions they are intended for. This type of engine is based in the principle of thrust
reaction force; meaning that it generates thrust by expelling a mass flow of gases at high velocity, and
the amount of thrust scales with the exit velocity of the gases. Since the thrust needed from rocket
engines is extremely high, the exit velocities for the gases in these surpass Mach 1.

For a rocket engine to expel gases at supersonic speeds, it requires a de Laval nozzle, alternatively
known as convergent-divergent nozzle. It is possible to determine some of the geometric characteristics
of a de Laval nozzle by means of a one dimensional aero-thermodynamic analysis, e.g. the nozzle’s
throat area and exit area, however, the variation of the cross sectional area of the nozzle along its
length (the contour of the nozzle) cannot be obtained by this type of analysis. The method used to
achieve this receives the name of “Method of Characteristics” or MOC.

The Method of Characteristics is a numerical analysis method that allows to evaluate supersonic flows,
and is widely used in the medium to help on the design of de Laval nozzles and its “subtypes”, like
the perfect nozzle, the truncated perfect nozzle or the Rao nozzle.

Whichever the subtype of nozzle to be designed, since the MOC is a numerical method, its precision
and accuracy depends heavily on the mesh density used to analyze the flow. This means that it is
imperative to use a computer program to aid on the solution of the MOC, and the design method
required for the nozzle subtype.

Considering the above, some of the most used nozzle types were evaluated in this thesis, and the Rao
nozzle was selected as the best option. Furthermore, the code for a computer program that solves
the MOC and the design method for Rao nozzles to obtain the contour of this subtype of nozzle was
developed, and the option to calculate perfect nozzles was included.

To validate the functionality of the computer program, several contours of Rao nozzles calculated by
other articles were recalculated by the program, considering the same design parameters used for the
original ones. The nozzles obtained with the program where compared to the ones of the articles and
it was found a really good agreement between them, with an almost marginal difference. Additionally,
values of thrust and specific impulse where also compared, finding the same satisfying results.

In addition to the quantitative method of validation used above, a qualitative method was used. It
consisted in designing a Rao nozzle considering the technical specs of the rocket engine RS27A as
design parameters for the program. The nozzle obtained shows a thrust and specific impulse slightly
higher than those of the RS27A by 3%, and it has considerably reduced dimensions than the RS27A.
Taking into account that the main characteristic of Rao nozzles is that they allow for optimal thrust
while reducing the size of the nozzle, the Rao nozzle calculated by the program using the technical
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specs of the RS27A is satisfactory and feasible in the real context. Nevertheless, it would be convenient
to realize experimental tests to validate this result.
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MSFC Marshall Space Flight Center
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Introduccion

Descripcion del problema

Las toberas supersénicas (también conocidas como de Laval o transénicas), permiten acelerar un flujo
a velocidades superiores a las del sonido y tienen un uso extensivo en tiuneles de viento supersénicos
y motores aeroespaciales. Estos ultimos generan empuje al expulsar los gases de escape a elevadas
velocidades, superiores a las velocidades de entrada del aire al motor. Entre mayor sea la diferencia
entre estas velocidades mayor serd el empuje obtenido. Alternativamente o conjuntamente, el empuje
del motor puede incrementarse si su flujo méasico de trabajo también se aumenta, sin embargo esto
implica que la seccién frontal debe ser mayor para permitir el incremento del flujo y por ende, el
arrastre generado también serd mayor. En este sentido, las toberas de Laval son utilizadas en aeronaves
con requerimientos de empuje sumamente elevados, y que ademds buscan optimizar su coeficiente de
arrastre debido a que viajan a velocidades supersénicas. Tal es el caso de los aviones de combate
militares, la aeronave comercial Concorde o los cohetes/naves espaciales.

En el andlisis de flujo idealizado, las principales configuraciones para las toberas supersénicas son 2D
y axisimétricas’; las toberas 2D son usadas principalmente en tineles de viento supersénicos, mientras
que las axisimétricas dominan el medio de los motores aeroespaciales por varias ventajas [22, pag.
311] [20, pag. 75] [43]:

e Debido a las altas velocidades de escape que se requieren en estos motores, la presién y temper-
atura total del flujo son muy elevadas. Estas condiciones tan hostiles requieren de una estructura
con buena estabilidad dimensional, y las toberas axisimétricas son mejores que las 2D en este
sentido.

e Las toberas axisimétricas requieren menor longitud para lograr las mismas velocidades de escape
que las toberas 2D.

e Las paredes laterales (sin curvatura) de las toberas 2D provocan efectos desfavorables en la capa
limite.

e Finalmente, la presencia de discontinuidades agudas en la estructura de la tobera sugieren con-
centraciones de esfuerzos, problemas de calentamiento y erosién

19D se refiere a una seccién transversal cuadrada; axisimétrico indica una seccién transversal circular.
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Las toberas de Laval se componen de tres partes; la zona convergente o subsénica, la garganta, y
finalmente la zona divergente o supersénica. En la zona convergente y en la garganta, existe may-
oritariamente un gradiente de presién favorable?, este ayuda a que el flujo se adhiera a las paredes
y que no presente problemas de desprendimiento para la mayoria de las geometrias que se propon-
gan [20, pag. 75]. No obstante, su curvatura debe minimizar los gradientes adversos de presién que se
puedan generar para evitar desprendimientos del flujo [5]. Iguamente, en la zona divergente se debe
evitar el desprendimiento del flujo, sin embargo, debido a que el gradiente de presién es adverso en
toda esta seccién, el desprendimiento del flujo es mas probable, y si ocurre cerca de la garganta la
pérdida de empuje seria muy elevada. Similarmente, el desprendimiento del flujo en la zona conver-
gente disminuiria el empuje generado por la tobera, pero su impacto en el desempeno global es minimo
comparado con el desprendimiento en la zona divergente. Por esto, el desempeiio de toda la tobera de
Laval depende principalmente de un correcto diseno de la curvatura de la zona supersénica [20, pag.

75).

Este trabajo, estd centrado en determinar la geometria o contorno de una tobera de Laval. Como se
menciono en el parrafo anterior, el calculo del contorno de la zona supersonica se considera de mayor
importancia y la geometria de las zonas convergente y transénica’ pasan a un segundo plano.

Una técnica usada para el disenio de la zona divergente de toberas supersénicas es la del MOC o
"Método de Caracteristicas” [27, seccién 11.7] [41, seccién 15.11]. El MOC presenta variaciones entre
las toberas 2D y las toberas axisimétricas, en general es un método numérico que permite resolver
campos de flujo supersénicos haciendo uso de las lineas caracteristicas del flujo: estas se usan para
trazar una malla que al ser resuelta entrega los valores de velocidad y direccién del flujo en cada uno
de sus nodos. El MOC forma la base para varias metodologias de diseno de diferentes tipos de toberas;
perfecta, perfecta truncada por compresién, de Rao, o cénica, por mencionar algunas. Las toberas de
Rao [35] son "las mas utilizadas y populares” [25,26].

Debido a que el MOC es un método numérico, el uso de un programa para el diseno de toberas
supersénicas es inherente. Las principales industrias que producen toberas supersénicas tienen en
su posesion algoritmos utilizados para su diseio, sin embargo, estos son inaccesibles para el ptblico
general o al menos no en su totalidad. En el dominio piblico es posible encontrar algunos programas
con el mismo fin, aunque puede que estos se enfoquen en algin tipo particular de tobera (e.g. Cénica)
diferente a la requerida, o incluso que la exactitud del c6digo no sea la adecuada.

Actualmente en el IPN existen diversos tipos de analisis referentes al desempeno de toberas supersonicas
[14, 21, 30], no obstante, estos abordan casos de toberas 2D, ademés de que no presentan un cédigo
propio para el desarrollo de su diseno.

Teniendo en cuenta lo anterior, el objetivo de este trabajo es crear un programa para el disefio de
toberas de Laval axisimétricas, tanto de la zona convergente como la divergente, utilizando el MOC
para el cédlculo de esta ultima. El andlisis se enfoca especificamente a toberas tipo Rao, al ser las més
utilizadas en el medio.

2La presién estatica disminuye en la misma direccién del flujo.
3La zona transénica se refiere a la garganta y regiones inmediatas, es decir, no se extiende hacia la zona subsonica y
supersoénica.
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Justificacion

El diseno de toberas de Laval se basa principalmente en el método numérico de caracteristicas ” MOC”
[27,41]. Este método implementa una subdivisién del campo de flujo a analizar usando una malla
formada por lineas caracteristicas. Para aumentar la exactitud y precision del MOC es necesario
generar mallas de alta densidad, lo que a su vez incrementa el nimero total de nodos a cantidades
tan elevadas que la solucién paso a paso de las ecuaciones de cada uno representa un trabajo poco
practico y sumamente costoso. Alternativamente, el desarrollo de un programa para la solucién del
MOC podria hacer considerablemente mas sencillo el calculo de dichas toberas.

A la fecha, las empresas dedicadas al diseio de motores aeroespaciales con toberas supersonicas poseen
softwares de diseno especializados, desafordunadamente el acceso a estos programas es limitado o nulo.
Por otra parte, en el dominio publico pueden encontrarse alternativas similares a estos cédigos, sin
embargo, la ventaja de un programa desarrollado ”en casa” es que se puede seleccionar la plataforma
sobre la que se construye, tomar un enfoque especifico en el tipo de tobera a analizar y que el codigo
del programa queda abierto para futuras mejoras.

Ademas de lo anterior, en el IPN existen diversos tipos de anélisis referentes al desempefio de to-
beras supersénicas [14, 21, 30] pero estos abordan el andlisis de toberas 2D, y en varios casos utilizan
geometrias de toberas predefinidas, por lo que no presentan un algoritmo propio para su diseno.

Con base en lo anterior, este trabajo toma como objetivo principal desarrollar un programa para el
disefio de toberas de Laval axisimétricas de tipo RAO, al ser el més utilizado [25,26]. Como resultado
este proyecto presenta los siguientes beneficios:

1. El programa desarrollado servird como un buen cimiento para estudios posteriores de toberas
de este tipo; omitiendo el tiempo que se deba dedicar al disefio geométrico de una tobera de
Laval tipo Rao para determinadas condiciones de operacién, y permitiendo asi que los estudios
se enfoquen completamente en el fenémeno de interés.

2. El codigo del programa es abierto, lo que permite su ediciéon y mejora, ya sea para considerar
méas fendmenos fisicos o quimicos dentro de la tobera, o para mejorar su eficiencia de cdlculo.

3. El escrito, al incluir el proceso detallado del disenio de la tobera tipo Rao, constituird un buen
texto de referencia tedrico para entender la metodologia de diseno de toberas axisimétricas.
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Alcance

El programa creado realiza un anélisis MOC para el disefio del contorno de la zona divergente de toberas
de Laval de tipo Rao [35]. Adicionalmente, para otorgar un punto de comparacién, el programa calcula
la curvatura de la zona divergente de una tobera perfecta disenada para las mismas condiciones de
operacion de la de tipo Rao. El contorno de la zona convergente es propuesto de acuerdo a criterios
establecidos por otros trabajos del mismo rubro [39]. El programa también obtiene los campos de
propiedades del flujo dentro de la tobera. Para el proceso de diseno se toma la consideracion de
flujo isentrépico, irrotacional y con equilibrio quimico congelado (masa molecular y relacién de calores
especificos constantes).

Para validar los resultados arrojados por el programa desarrollado, se comparan las geometrias de
toberas de tipo RAO listadas en varios articulos [24,25,45,46] contra toberas calculadas por el programa
para los mismos parametros de disefio. Finalmente, se disenia una tobera Rao usando las especificaciones
técnicas de un motor existente para verificar cualitativamente el correcto desempeno del programa.

Objetivo

Desarrollar un programa para el diseno de toberas de Laval de tipo RAQO, también conocidas como
toberas de empuje 6ptimo. Construir el programa en la plataforma MatLab y utilizar un anélisis
cualitativo y cuantitativo para validar los resultados.

Objetivos particulares

e Realizar una investigacién bibliografica que fundamente la seleccién de las toberas tipo Rao.

e Establecer criterios o valores que delimiten la selecciéon del contorno de la parte subsénica y
transonica de las toberas Rao.

e Crear un programa en Matlab que calcule la forma o contorno de la parte supersénica de toberas
tipo Rao o perfectas.

e Validar los contornos de toberas Rao y perfectas calculados con el programa comparandolos con
los resultados de otros articulos que incluyan el disenio de toberas de Laval del mismo tipo.
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Capitulo 1

Marco teorico

1.1 Estado del arte

1.1.1 Investigaciones fundamentales para el calculo de contornos transonicos y
supersonicos.

La teoria de caracteristicas es un método matematico que permite resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales de primer orden [27,41], desarrollado por los mateméticos Jacques Salomon
Hadamard y Tullio Levi-Civita. Esta metodologia fue aplicada por primera vez en 1929 por Ludwig
Prandtl y Adolf Busemann para resolver campos de flujo supersénico de manera gréfica, y fue acunada
con el nombre de Método de Caracteristicas, o MOC. Busemann y Prandtl usaron el MOC para calcular
el contorno de la tobera supersonica mostrada en la figura 1.1. Busemann también construyé el primer
tunel de viento supersénico.

En 1946, A. E. Puckett [34] y Foelsch [17], usaron la metodologia de Prandtl y Busemann para desar-
rollar nuevos métodos para el disefio de toberas 2D.

ZezZZ AL
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Figura 1.1: Tobera disenada por Prandtl y Busemann por el método de caracteristicas [27]



Los trabajos mencionados hasta ahora giraron en torno al desarrollo de toberas 2D de seccién transver-
sal rectangular, ademéas de estas existen las toberas axisimétricas, cuya seccién transversal es circular
(figura 1.2). Por simplicidad, en este trabajo el primer tipo de tobera se denomina 2D y el segundo
tipo axisimétricas. Existen maés tipos de clasificaciones de toberas, sin embargo, en lo que respecta a
este trabajo, no es necesario abordar ese tema.

En la década de los cuarentas, cuando la tecnologia de flujo supersénico comenzaba a desarrollarse,
las toberas 2D eran mas comunes, principalmente porque su diseno, construccién y mantenimiento,
eran mas sencillos. No obstante, las toberas 3D axisimétricas presentaban una ventaja; a diferencia
de las toberas 2D la expansién del flujo no se limitaba a dos paredes contorneadas, sino que la pared
contorneada podia envolver completamente al flujo 1.2, esto presentaba el potencial de reducir consid-
erablemente la longitud de las toberas. Aunque este beneficio podia no representar una gran ventaja
para los tuneles de viento, el sector propulsivo se veria beneficiado por una reduccién del peso total
del componente; mejorando la carga de paga total de la aeronave.

Para el diseno de toberas axisimétricas los primeros trabajos se generaron cerca de 1940. En 1940
Tollmien y Schéfer presentaron un método de caracteristicas por ”campos” (”field method”), y en
1948 Cronvich [12] desarrollé un método de caracteristicas grafico-numérico por ”puntos de enrejado”
(7lattice-point method”). Ambos métodos son abordados en el texto de Shapiro [41, seccién 15], donde
los utiliza para el disefio de toberas de Laval. Otros métodos graficos de caracteristicas para el disefio
de toberas supersénicas son presentados por Guderley (1940), Haller (1945) y Sauer (1943). En 1949
Foelsch [18] desarrollé un método enteramente analitico.

La metodologia de Foelsch [18] se fundamenta en considerar la transformacién de un flujo radial! que
emana de la garganta, a un flujo uniforme a la salida de la tobera. La figura 1.3 muestra dicho proceso;
el flujo radial entra a la tobera por la curva TR y es expandido hasta alcanzar la linea Mach AE.
Después, el flujo pasa por la zona delimitada por las curvas AE,EB y AB, donde es redireccionado
para salir de la tobera como flujo paralelo y uniforme. Para que esta metodologia sea valida, el flujo
de la curva TR debe ser radial. En la figura 1.4 se muestra la zona transoénica de una tobera de
Laval, denotada por la curva QTD. Esta zona transénica afecta a la forma del flujo e imposibilita que
el flujo sea radial a la entrada de la curva TR de la figura 1.3. Por esta razdn, las toberas disenadas
con esta metodologia deben tener una seccién recta, o conica, justo después de la parte transénica de
la tobera (linea DA de la figura 1.4), lo que ayuda a restaurar el flujo a su condicién radial.

La ventaja que presentaba el método de Foelsch [18] en estos anos, se debe a que los métodos graficos
y graficos numéricos requerian de procesos altamente iterativos para garantizar su exactitud, y las
computadoras digitales electrénicas de alta velocidad atin no existian; por lo que la implementacién de
los métodos gréficos era sumamente tardado y costoso.

Como se mencioné previamente, el contorno de la zona subsénica de la tobera (curva QTD figura 1.4)
tiene una gran influencia sobre la forma del flujo que accesa a la parte supersonica, especificamente,
en la forma de la linea critica de la garganta?, y esta repercute sobre la forma del contorno de la zona
divergente. Consecuentemente, ademés del MOC para el calculo de toberas con flujo supersénico, se
desarrollaron varias metodologias para el analisis del flujo en la zona transénica de las toberas de Laval.
El resto de esta subseccién lista los mas mencionados en la bibilografia.

'Flujo divergente, que proviene de un punto de origen
2La linea critica de la garganta es aquella donde la velocidad del flujo tiene el valor M=1 (figura 1.6).



Figura 1.2: Toberas 2D(a) y toberas axisimétricas (b).
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Figura 1.3: Transformacién de un flujo radial a un flujo paralelo [18]
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Figura 1.4: Transformacién de una seccién transversal plana del flujo en la garganta a una seccién
esférica en la zona divergente [18]

En 1947 Sauer desarrolld un método para calcular la forma de la linea critica y la distribucién de
velocidades V' y direcciones de flujo 0 en ella [39]. Hall [23], en 1962 mejor6 la exactitud del método de
Sauer. Posteriormente Hopkins y Hill (1966) [13] explicaron que los métodos de Hall y Sauer no son
aplicables para valores de R < 1 . Ellos solucionaron el error planteando que el contorno de la tobera
en la zona transdnica no fuera predefinida, sino calculada por la metodologia de trazado de lineas de
corriente [15,38].

Por dltimo, Kliegel y Levine (1969) [29], al igual que Hopkins y Hill [13] abordan la misma debilidad de
las metodologias de Hall y Sauer (la imposibilidad de aplicarlas en toberas con R < 1), ellos explican
que este problema se deriva del sistema de coordenadas que Hall y Sauer utilizaron, y corrigen su
modelo usando un sistema de coordenadas toroidal.

1.1.2 Metodologias unificadas para el calculo de contornos de toberas de Laval.

En los anos subsecuentes las teorias base expuestas en la subseccién anterior, para el calculo de con-
tornos de toberas de Laval, continuaron siendo investigadas, sin embargo muchas atin son utilizadas
debido a su buen desempeno. Naturalmente, el siguiente paso a dar constituia unificar las teorias de
céalculo de contornos transénico y supersénico en una sola metodologia, esto dio como resultado varias
propuestas, algunas de las cuales se presentan a continuacién.

Los tipos de toberas mas sencillos son; las toberas cénicas y las toberas perfectas o ideales. Las toberas
cénicas tienen el problema de presentar grandes pérdidas por divergencia de flujo (el flujo de salida
no es completamente axial), por esta razon existen las toberas perfectas o de campana, que permiten
que el flujo salga de manera axial, sin embargo su longitud es muy grande, lo que repercute en el
peso total del componente. La metodologia de disenio de estos tipos de toberas son abordados en las
referencias [20,27,41,48|



En 1958, G.V.R. Rao [35] cre6 una metodologia para el cdlculo de contornos de toberas axisimétricas
de empuje 6ptimo, abreviadas como TOC, de sus siglas en inglés ”Thrust Optimized Nozzle”. Su
método se basa en calcular una superficie de control a la salida de la tobera (curva CE de la figura
1.5), esta garantiza que se obtenga el mejor valor de empuje, y ademds, lograr una reduccién en la
longitud total de la tobera, disminuyendo su peso total. A diferencia de las toberas perfectas, el flujo
de escape no es uniforme y paralelo, por lo que su desempeiio es insignificantemente menor. Para
lograr esto Rao utilizé el método de multiplicadores lagrangianos para maximizar el empuje a través
de dicha superficie CE.

Previo a la metodologia de Rao, la propuesta de Foelsch [18] era uno de los métodos principales, pero
fue desplazado debido a que las toberas que se obtenian con este eran muy largas y pesadas, siendo su
Unica ventaja la facilidad de aplicacién del método.

La metodologia de Rao, de manera simplificada, implica calcular la malla de la figura 1.5 por medio
del método de caracteristicas. Esta malla, de acuerdo a Rao [35] recibe el nombre de "kernel”, pero
en este escrito se le denomina malla discriptiva del flujo o MADIF , utilizando como condiciones de
frontera el eje de la tobera, la curvatura de la pared de la tobera (linea TB), y la linea sénica TT’. La
posicién de los puntos B y D forma parte de la solucién del problema y su obtencién se explica en su
articulo. Posteriormente, utilizando las lineas caracteristicas DE y BD como condiciones de frontera,
se calcula por el método de caracteristicas el MADIF de la zona intermedia de las curvas DE y BD.
Este MADIF tiene la informacién de una linea de corriente que pasa por los puntos B y E, la cual es
la curvatura de la tobera en esta seccién. La linea que pasa por los puntos TBE es la curvatura de la
tobera en toda la parte supersénica.

Posterior a su articulo original, Rao desarroll6 una segunda metodologia para la aproximaciéon de to-
beras de empuje éptimo con contornos parabélicos [36]. Este tipo de toberas también reciben el nombre
TOP, de sus siglas en inglés ” Thrust Optimized Parabolic Nozzle”. El nuevo método prescribe una
serie de parabolas que se asemejan a un contorno TOC como los obtenidos por su primer metodologia,
con la ventaja de ser més sencillo y rapido.

En 1970 James C. Sivells [43] plante6 una metodologia semejante a la de Foelsch [18]; Sivells utiliza
una aproximacién de flujo radial en la tobera, pero implementa nuevos criterios para garantizar un
resultado més eficiente. Brevemente, la metodologia se basa en establecer la distribucién de propiedades
en todo el eje de la tobera, del punto I al C, y en las lineas caracteristicas EG,AB y CD de la figura
1.6, posteriormente se utiliza el MOC para determinar el contorno no viscoso de la tobera. La porcién
transénica del contorno se propone como un arco de circunferencia de radio 7,7*.

En 1985 Hoffman [25] publicé un articulo donde expone que de las metodologias de disenio de toberas
de méximo empuje, algunos de los tipos mas usados son las toberas de Rao [35] y las toberas perfectas
truncadas (TIC). Para ampliar este espectro Hoffman desarroll6 un nuevo método para el diseno
y evaluacién de toberas perfectas truncadas comprimidas, o CTP (figura 1.7). Estas toberas son
extremadamente cortas por lo que su peso es menor al de una tobera de Rao. En su articulo concluye
que, en la mayoria de las ocasiones, las toberas de Rao tienen mejor desempeno que las toberas CTP,
no obstante, en algunos casos este tipo de toberas tiene un desempeno casi igual al de las toberas de
Rao, por lo que, bajo pardmetros de diseno en los que la tobera de Rao no pueda ser calculada, las
toberas CTP pueden ser un buen sustituto.

Hoffman incluye en su articulo varias graficas como la de la figura 1.8. Con ella se puede ver que en
la década de los ochentas, las toberas de Rao eran uno de los mejores tipos de tobera desarrollados,
solo por debajo de las toberas perfectas. Quizas, en su momento, la debilidad mas grande de la
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Figura 1.7: Toberas perfectas, perfectas truncadas, y perfectas truncadas comprimidas. [25]

metodologia de Rao era que requeria de un nimero elevado de calculos, y las computadoras digitales
de alta velocidad ain no existian, por lo que era poco practico y costoso.

La trascendencia de la metodologia de Rao fue consolidandose con el paso de los anos. Para demostrar
esto, en este escrito se presentan articulos relacionados al diseno y/o anélisis de toberas de Laval,
especificamente del tipo Rao, lo que ayuda a demostrar que a la fecha, este tipo de toberas son
ampliamente utilizadas en el medio.

En 1972 J. D. Hoffman and M.P. Scofield and H. D. Thompson desarrollaron un método para el diseno
de toberas de empuje 6ptimo similar al de Rao. La diferencia entre estas metodologias es que la de
Hoffman et al. considera los efectos de la capa limite para obtener el contorno, y el método de Rao no?.
Atn asi, Hoffman et al. concluyen su trabajo manifestando que incluir los efectos de la capa limite
en el proceso de diseno puede ser una complicaciéon innecesaria porque no se logra un incremento
considerable en el desempeno de las toberas, lo que reafirma la utilidad de la metodologia presentada
por Rao. Por otra parte, si recomiendan considerar los efectos de la capa limite si las toberas a disenar

son pequenas.

Rickey J. Shyne y Theo G. (1990) expandieron la metodologia de Rao para hacer la optimizacién de
toberas 2D asimétricas (Scarfed Nozzles) [42]. Este tipo de toberas se muestran en la figura 1.9, y
pueden ser normales o truncadas. Su principal ventaja es que permiten una reducciéon significativa de
peso, sin embargo, por la forma de estas toberas se genera una interaccion entre el flujo interior y el
flujo exterior, lo que influye en el desempeno de la tobera # y debe ser considerado en su optimizacién.

3Rao no considera los efectos de la capa limite en su metodologfa, pero s recomienda realizar una correccién posterior
a la obtencién del contorno considerando estos efectos, para mejorar el desempefio de la tobera.

4En las toberas simétricas la interaccién de los gases de escape y el flujo exterior de la eronave solo produce arrastre,
mientras que en las toberas asimétricas, ademds del arrastre puede existir una reduccién del empuje generado por la
tobera.
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En 1996 Lynn, Reed y Rivera [7] hicieron un estudio comparativo entre toberas de tipo Rao y toberas
cénicas. Ellos mencionan que con base al nimero de Reynolds®, la efectividad de las toberas de Rao
varfa. Si Re > 1 x 10e® son bastante efectivas; si Re < 10 x 10% su desempenio no es tan positivo. El
desempeiio de las toberas de Rao es un tanto ambigiio para 1 x 10* < Re < 1 x 10e°. Por esta razén,
Lynn et. al. centraron su estudio en este rango. No obstante, en los resultados de su analisis exponen
que las toberas de tipo Rao, para dicho régimen de operacién son mejores que las toberas cénicas.

Igualmente, en 1996, Hussaini y Korte [26] realizaron una investigacién sobre la eficacia del método de
Rao para toberas de bajos numeros de Reynolds. Aunque concluyen que en este régimen de flujo su
eficacia no es la mejor, ellos mencionan explicitamente que “histdricamente el método de Rao ha sido
considerado el mejor, pues otros métodos cldsicos de diserio fallan en superar su desempeno...”%. De
los trabajos de Lynn et al [7] y Hussaini y Korte [26], es seguro asumir que las toberas de Rao son
una buena seleccién cuando se trata de toberas con nimeros Reynolds muy elevados, especificamente,
toberas para motores cohete de lanzamiento espacial.

Joseph H. Ruf et al., hicieron una presentacién donde dan una perspectiva del ano 2001, de la tecnologia
de andlisis, pruebas y disenio de las toberas supersénicas aerodindmicas “in-house” del MSFC . En esta
presentacién indican que era necesario desarrollar una herramienta analitica de disenio y evaluacion
del desempeiio para ayudar a la seleccién y optimizacion de la propulsién de futuros vehiculos de
lanzamiento con ACN. La herramienta que finalmente se cred, aporta directrices para la configuracién
de toberas, y su cédigo se escribié considerando metodologias de diseno standard, incluyendo MOC
[27,41], Rao [35], toberas perfectas [41] y BLIMPJ [33].

®Re se calcula considerando flujo uniforme y sus propiedades en la garganta.
STraduccién al espaifiol
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En el 2003, Anh Thi Nguyen et al. realizaron un estudio de las cargas laterales generadas en toberas
TOC bajo condiciones fuera de diseno [32]. Ellos mencionan que generalmente las primeras etapas
de los motores de vehiculos de lanzamiento espacial cuentan con una tobera TOC como las toberas
tipo Rao. Para su estudio llevaron a cabo pruebas experimentales en una tobera disenada con la
metodologia de Rao [36].

En el ano 2006, Verma, Stark y Haidn expusieron en un articulo [46] que en las misiones de motores
cohete, la operacién en el vacio es el principal punto de consideracién, por esta razén las toberas con
relaciones de expansion elevadas son las més utilizadas, entre las que figura la tobera de Rao. En
su trabajo realizan pruebas experimentales en una tobera de Rao para el estudio de cargas laterales
generadas en el encendido y apagado de los motores cohete.

T. Cain presenté un articulo en el 2010 con una metodologia para el disefio de toberas de Scramjets [10].
El estipula que el método de Rao aplicado al diseno de scramjets permite obtener mayores valores de
carga de paga, reduciendo la masa y longitud de la tobera. En su metodologia de diseno sélo utiliza
el método de Rao para definir el perfil del flujo de salida que entregue mayor empuje (curva CE de la
figura 1.5), y el contorno de la tobera se calcula con MOC considerando equilibrio quimico no congelado
y una optimizacién por trazado de lineas de corriente [15,38]. La consideracién de equilibrio quimico
no congelado se debe a que en los scramjets las condiciones de salida de los gases de la cAmara de
combustién generalmente son de este tipo.



Anos después Verma y Haidn (2014) continuaron su experimentacion en el fendmeno de cargas laterales
generadas durante la operacién de arranque y apagado de los motores cohete [45]. Nuevamente indican
que la tobera que estudiaron es de tipo Rao, confirmando la relevancia de este tipo de toberas.

Finalmente, para cerrar esta seccion, es importante mencionar que aun cuando todos los articulos
expuestos argumentan o sugieren de alguna manera que las toberas tipo Rao son uno de los principales
tipos de toberas usadas en el medio, Verma et al. [45,46], Nguyen et al. [32] y Young [47], dejan en
claro que estas toberas tienen problemas de generacion de ondas de choque que afectan al
desempeno global del componente, principalmente por la generacion de cargas laterales que ponen
en riesgo la integridad estructural de la tobera. No obstante hay que remarcar que estos fenémenos
ocurren durante condiciones de operacién fuera de diseno’, que constituyen una fraccién pequena
de la totalidad de la mision del vehiculo, considerando esto: las toberas de Rao siguen siendo una
muy buena opcién.

1.1.3 Herramientas para el diseno de toberas 2D de seccién transversal y circular.

Algunos de los trabajos realizados enfocados al desarrollo de programas para el cdculo de contornos de
toberas de Laval se mencionan en esta seccion.

James C. Sivells presenté un reporte que incluye el cédigo de un programa para el diseno de toberas de
Laval [44](1978). El programa permite calcular toberas 2D y axisimétricas por el método que presenté
anos anteriores [43]. Esta metodologia utiliza la consideracién de flujo radial dentro de una porcién
de la tobera, lo que minimiza los calculos necesarios para la curvatura. Esta decision es natural si se
considera que para el afio de publicacién de su articulo, Sivells argumenta que el poder computacional
no es lo suficientemente fuerte como para métodos grafico-numéricos [12,35,41]. Entre las subrutinas
del programa se incluye el calculo de la distribucién axial de velocidad en el eje de la tobera y la
correccién de la curvatura por efectos de la capa limite.

En 1994 Alcenius y Schneider [6] desarrollaron un cédigo para calcular la parte transénica, supersénica y
una porcion de la parte subsénica de toberas. Para hacer el cdlculo de la zona transénica y una pequena
parte de la zona subsonica, utilizaron la metodologia de Hopkins y Hill [13]. La zona supersénica se
calcula con el cédigo de Sivells [44].

Lynn (1996) estudié toberas tipo Rao para bajos nimeros de Reynolds [7], y para disefiarlas menciona
en el mismo articulo que utilizé un programa de optimizacion de toberas tipo Rao. Desafortunadamente
no lo incluye en su articulo ni da pauta de donde encontrarlo.

En el mismo ano, y sobre la misma linea de investigacién, M. Moin Hussaini y John J. Korte [26] crearon
un programa para el diseno y optimizacion de toberas para bajos ntimeros de Reynolds, régimen en el
que las toberas de Rao no son muy eficientes. Ellos explican que en estas condiciones de flujo los efectos
viscosos son fuertes y generan capas limite bastante grandes que afectan al desempeno de las toberas
Rao, pues su disefio se basa en la consideracién de flujo no viscoso. El programa de Hussaini y Korte
utiliza un cédigo CFD que tiene en cuenta la viscosidad del flujo y sus efectos, lo que representa una
ventaja significativa para toberas con Re de valores bajos. Se recomienda al lector revisar el articulo de
Lynn et al. [7] para saber mds acerca de las magnitudes exactas del niimero de Reynolds y su impacto
en el desempeno de toberas Rao.

"Son las condiciones para las que el componente no fue optimizado, por ejemplo el encendido y apagado del motor
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En el ano 2003 Rice [38] publicé un reporte de un programa para el desarrollo de toberas 2D y
3D. La herramienta es muy completa, y en las toberas 2D incluyen toberas de secciéon rectangular y
axisimétricas. Ademads incluye cuatro tipos diferentes de toberas; perfecta, Rao, cénicas, y una opcién
en la que el usuario del programa establece las dimensiones maximas de la tobera. En los cédlculos hace
consideraciones de flujo no viscoso y gas perfecto.

En el 2005, Richard L. Gaffney presenté un articulo en el que menciona que se desarrollé un codigo
para el disefio de toberas por MOC considerando flujo rotacional y condiciones de entrada a la tobera
no uniformes [28]. El documento no incluye el cdigo pero sugiere que el programa puede disenar
toberas 2D y axisimétricas. La teoria MOC expuesta en el articulo indica que las toberas disenadas
no son de empuje 6ptimo como las de Rao, y no se menciona que modelo de solucién para la zona
transénica se utiliza.

En el 2010 M. Al-Ajlouni creé un programa para generar el perfil de toberas de Laval [4]. El programa
se desarrollé en Visual Basic, y utiliza una base de datos de contornos de toberas precalculados por
MOC para generar el contorno definitivo de la tobera. La base de datos se generd en Excel y AutoCad.
Ajlouni argumenta que esta estrategia se utiliza para evitar que en cada simulacién se deba resolver
paso a paso los nodos de las mallas generadas por el MOC. La explicacién dada en el articulo sugiere
que el programa calcula tinicamente toberas 2D con flujo uniforme a su salida, esto sugiere que son
algun tipo de tobera perfecta. Aljouni indica que la linea sénica se considera recta y se localiza justo
en la garganta.

Reid Britton Young present6 una tesis para Maestria en el 2012 [47], en ella desarrollé un programa
para el disefio de toberas axisimétricas por MOC considerando las reacciones quimicas de los gases a
lo largo de la tobera. Menciona que las toberas obtenidas por este método son excesivamente largas y
por ende, no deseadas para los motores cohete, por lo que concluye declarando que el esfuerzo adicional
requerido para incluir las reacciones quimicas de los gases de combustion en la tobera de un motor
cohete es un tanto innecesario, a menos que se desee conocer especificamente las propiedades del gas
y su interaccion con la atmésfera a la salida de la tobera.

En el ano 2014, Thomas J. Benson presenté en la 50° conferencia de la AIAA un programa para
el disefio y analisis de toberas supersénicas® [9]. Su desarrollo fue por pedido de la NASA para el
programa FAP (Fundamental Aeronautics Program) y su projecto HS (High Speed). El alcance de la
herramienta es muy amplio y puede resolver 9 tipos diferentes de toberas incluyendo 2D y axisimétricas,
aunque en estas no figuran las toberas de Rao. El programa, entre otras funciones, permite disenar la
curvatura de las toberas y ademas resuelve el campo de flujo de los gases de escape y su interaccion
con el flujo exterior de una aeronave supersonica. La figura 1.10 muestra un ejemplo de este tipo de
analisis en su programa.

Finalmente, Erik L. Axdahl [8], en el ano 2015 desarrollé una herramienta automatizada de andlisis y
disenio. Axdahl la desarroll6 implementando el codigo VULCAN-CFD de la NASA en un algoritmo de
optimizacion llevado por la herramienta DAKOTA (el articulo muestra referencias para ambos c6digos).
En su reporte se utiliza este instrumento para el estudio de optimizaciéon de toberas supersénicas. La

figura 1.11 describe el algoritmo de la herramienta de optimizacién®.

8El programa de Benson utiliza el MOC para resolver los campos de flujo y fue desarrollado con el lenguaje de
programacién Java. Se puede descargar gratis de internet e incluye el cédigo fuente.

9E1 programa busca obtener la mejor combinacién entre menor longitud de la tobera y flujo de salida lo més uniforme
posible.
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Figura 1.11: Diagrama de flujo del programa de optimizacién de Axdahl [8].

Axdahl [8] indica que el célculo de la curvatura de la tobera se obtiene con el cédigo IMOCND
(Irrotational MOC for Nozzle Design) del centro de investigaciones NASA Langley. Dicho cddigo
utiliza el método de caracteristicas para flujo no viscoso para calcular el contorno de toberas 2D y
axisimétricas. El tipo exacto de toberas generadas se desconoce por el autor de esta tesis.
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1.2 Dinamica y Termodinamica de flujo compresible.

1.2.1 Flujo unidimensional isentréopico subsénico, sénico y supersoénico.

Simplificando la ecuacién de Euler [40,41] para flujo estacionario unidimensional (irrotacional) en el
que los efectos de la gravedad son despreciables se obtiene:

1
Vv = ~1-dp (1.1)

La ecuacion de definicién del flujo masico en su forma logaritmica diferencial:

dp 4 4V _, (1.2)
Al sustituir 1.1 en 1.2 y reacomodando se obtiene:

(M? —1) = % (1.3)

av
V

De las ecuaciones 1.1 y 1.3 se obtienen las relaciones matematicas que describen el comportamiento de
la presion y velocidad en funcién del drea transversal para flujo subsénico, sénico o supersénico (figura
1.12).

e Para flujos subsénicos (M < 1):

dA dA

— >0;— <0 1.4

dp av (14)
La relacién de la derecha implica que para que la velocidad aumente (dV > 0) el drea transversal
del flujo debe disminuir (dA < 0), y para que el flujo disminuya su velocidad (dV < 0) el area
debe aumentar (dA > 0). La relacién de la izquierda indica que la presién estatica aumenta si el
area transversal del flujo aumenta (el flujo acelera), y disminuye si el drea transversal disminuye
(el flujo desacelera).

e Para flujos supersénicos (M > 1)

dA dA

— <0;—=>0 1.5
dp av (15)
Los flujos supersénicos se comportan de manera contraria a los flujos subsoénicos; de la relacién
de la derecha se tiene que el flujo acelera (dV > 0) cuando el drea transversal aumenta (dA > 0),
o desacelera (dV < 0) si el drea transversal disminuye (dA < 0). De manera concordante, la
relacién de la derecha expone que la presién estatica disminuye con el aumento del area (el flujo
acelera) y aumenta con la disminucién del érea (el flujo desacelera).

e Para flujo sénico (M =1)
dA  dA

0 2D — 1.
dp "dV 0 (1.6)
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En el flujo sénico (M = 1) las relaciones de la ecuacién 1.6 indican que se alcanza un punto de
inflexién en la variacion del area transversal del flujo, es decir, en la zona sénica de la tobera
el area transversal alcanza un valor minimo. A esta seccién de drea minima se le denomina
”garganta de la tobera”.

Del comportamiento de la variacién del area en el flujo subsénico (ec.1.4) se entiende que para acelarar
un flujo en estado subsénico a uno supersonico, primero se debe reducir el drea hasta alcanzar un estado
sénico (M = 1), donde el drea transversal alcanza un minimo (garganta), después el area transversal
debe aumentar para continuar acelerando el flujo a valores supersénicos de M > 1 (ec.1.5). Este patrén
de variacién del drea de la seccién transversal de una tobera que acelera flujo subsénico a supersonico
se muestra en la figura 1.13. Este tipo de toberas son comunmente conocidas como toberas de Laval,
aunque en la bibliografia se les llama supersonicas o transdnicas de manera intercambiable.

1.2.2 Ondas en flujo sénico y supersénico

Si un flujo de trabajo tiene velocidades sénicas (M = 1) o supersénicas (M > 1), y se tienen pertur-
baciones generadas por la interaccién del flujo con el medio que lo rodea, se pueden presentar ondas
de compresién o expansién dentro del flujo.

Las ondas en flujo sénico/supersénico se pueden clasificar de la siguiente manera:

e Ondas de choque normales a la direccién del flujo.
e Ondas oblicuas a la direccion del flujo;

— Ondas de choque de compresion.

— Ondas de rarefaccién (Prandtl-Meyer).

Las ondas normales presentan la particularidad de ser inicamente de compresién, la teoria indica que
una onda de rarefacciéon es imposible en esta categoria como se explica en la subseccién “ondas de
rarefaccion”. Las ondas de compresién desaceleran el flujo y aumentan sus propiedades estaticas, de
manera opuesta las ondas de expansion (rarefaccién), que aceleran el flujo y disminuyen sus propiedades
estaticas.

Otra de las diferencias notables entre ondas de compresiéon y ondas de rarefaccién es la zona de
accién de estas; las ondas de compresiéon se originan debido a que un elevado niimero de ondas de
compresion de fuerza reducida se van apilando hasta formar una sola onda de suficiente intensidad, la
cual genera una variacion de las propiedades del flujo sobre una distancia tan pequena que se considera
una discontinuidad. Por esto, las ondas de compresién también son llamadas ondas de choque. Por
otra parte, las ondas de rarefaccién son ondas de fuerza reducida que no se apilan para formar una
discontinuidad, estas influencian al flujo gradualmente en una regién geométrica denominada ”abanico
de expansién” (figura 1.14). Las ondas de expansién no son llamadas ondas de choque debido a que
no pueden apilarse en una sola para formar una discontinuidad.
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Figura 1.12: Variacion de la presién y velocidad del flujo con respecto al cambio de area transversal
(flujo subsénico, sénico y supersénico) [41, fig. 4.4].

* Garganta #

<

M<1 M>1

F 3
A
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En las siguientes subsecciones se aborda la teoria acerca de las ondas de rarefaccién (expansién) en
flujo supersonico; la teoria de ondas normales, y las ondas oblicuas de compresién, no se presenta en
este texto pues no figuran dentro del disefio que aqui se presenta. Si se desea ahondar en este tema se
recomienda al lector ver las referencias [16,27,41].

1.2.3 Ondas oblicuas de expansién (rarefacciéon).

Las ondas oblicuas de rarefaccién, también llamadas ondas de Prandtl-Meyer, son el caso contrario
a las ondas oblicuas de compresién y se presentan cuando el flujo supersénico pasa por una esquina
convexa. Las ondas de expansién normales no pueden existir debido a que violarian la segunda ley
de la termodindmica [27, 41]10. De la misma manera las ondas de expansién, atin siendo oblicuas, no
pueden apilarse para formar una sola onda que acelere el flujo (fig. 1.14). De la ecuacién de variacién
de entropia en un gas ideal (ec. 1.7) puede verse que la tinica manera en que una onda de expansién
no viole la segunda ley de la termodindamica es si actiian sobre el flujo de manera isentrépica, lo que
implica que la variacién de las propiedades totales es infinitesimal. A las ondas de expansién también
se les denomina ondas Mach, y su dngulo de inclinacién con respecto al flujo es el dngulo Mach «

As = —RIn(p:2/pel) (1.7)

Debido a que las ondas de expansién aceleran el flujo de manera infinitesimal, se requiere que un
numero infinito de ondas de expansién trabajen gradualmente de manera isentrépica para acelerarlo
a un numero mach deseado Ms. La zona delimitada por la primer y iltima onda Mach de expansién
es llamada ”abanico de expansién”. La figura 1.14(a) muestra el proceso por el que pasa una linea de
corriente de un flujo que atraviesa un abanico de expansion; el flujo en un estado inicial ”1” a velocidad
M7 ingresa al abanico de expansién por la onda Mach 11, donde posteriormente es acelerado por cada
una de las ondas de expansién subsecuentes hasta salir por la onda Mach I15, con una velocidad final
Ms v un estado final ”72”.

El angulo Mach de cada onda de expansién con respecto al flujo varia, debido a que a es una funcién
de M. Generalmente los angulos mach de interés son los de las ondas de entrada y salida del abanico
de expansion (I y 115 para la figura 1.14).

En la siguiente subsecciéon se describen las ecuaciones necesarias para calcular la variaciéon de las
propiedades de un flujo que atraviesa un abanico de expansion.

Ecuacién de Prandtl-Meyer.

La ecuacién de Prandtl-Meyer permite conocer el angulo del mismo nombre v, este representa fisicamente,
el angulo de giro requerido para llevar un flujo de My a Ms. La figura 1.15 ayuda a ilustrar lo anterior;
en esta se presenta el diagrama de un abanico de expansién donde el flujo es llevado de M =1 a un M
de salida, dicho M de salida esta asociado con el angulo de giro del flujo v, o para este caso, el angulo
de la pared 6,, después del giro.

1073 segunda ley se violarfa pues se estarfa disminuyendo la entropia del flujo, lo cual no es posible ya que las ondas
de expansién normales actian de manera adiabética
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Figura 1.14: Ondas de expansién (Prandtl-Meyer): a)Zona de expansion del flujo por la accién gradual
de las ondas mach y b) onda de choque de expansién imposible; las ondas de expansién de fuerza
infinitesimal no pueden apilarse [41, fig. 16.7].

I —1
(M) = q/wtanl\/’y (M2 = 1) — tan~"v/M? — 1 (1.8)
v—1 v+1

Los valores de M =1y M — oo representan los limites del dngulo de Prandtl-Meyer, pues son los
valores minimo de entrada y maximo de salida que puede tomar M para un flujo supersénico que
atraviesa un abanico de expansién. El valor v@oo es el méaximo valor de giro que puede tener la pared
o el flujo supersénico; cualquier valor superior a este implica que el flujo no puede pegarse a la pared
y hay un desprendimiento del flujo.

v(M=1)=0 (1.9a)
u(M—>oo):< ::J_ri— >72T (1.9b)

De la figura 1.14 considérense las velocidades de entrada y salida del flujo en el abanico de expansién
como My y M respectivamente. La velocidad M a la entrada esta asociada a un angulo de Prandtl-
Meyer vy, esto puede interpretarse como que el flujo a la entrada ya ha sido girado el valor vy para
alcanzar la velocidad M;. De la misma manera, el angulo 15 indica el dngulo total que giré el flujo
para alcanzar la velocidad M. La diferencia de los dngulos 15 y v dardn entonces el angulo efectivo
de giro de la pared 6, para que el flujo pase de M7 a Mo:

Ab = Vo9 — 11 (110)

De la ecuacién 1.9a, cuando un flujo entra a un abanico de expansién con M; = 1, el dngulo de
Prandtl-Meyer vale cero (v; = 0), esto quiere decir que la pared debe girar el total del d&ngulo v, para
acelerar el flujo hasta My (A6 = 1v,). Lo anterior se ilustra en la figura 1.15.

Por ultimo, debido a que el proceso de expansién en una onda de Prandtl-Meyer es isentrépico, las
ecuaciones para flujo isentrépico, en conjunto con las ecuaciones para las condiciones de estancamiento,
pueden ser usadas para calcular la variacién de las propiedades del flujo al atravesar la onda Mach.
Estas ecuaciones pueden verse en las referencias [19,27,40,41]
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Figura 1.15: Diagrama de un abanico de expansién [16, fig. 2.31]

1.2.4 Familias de ondas oblicuas.

En flujo supersénico existen dos familias en las que se clasifican las ondas oblicuas, ya sean de com-
presién o expansién. La primer familia se muestra en la figura 1.16 y recibe el nombre de ”ondas hacia
la derecha”. Esto se debe a que si un observador se coloca en algun punto en el flujo y mira hacia
la direccién de desplazamiento de este, las ondas aparentan ir hacia la derecha (o < 0). La segunda
familia es la de ”ondas hacia la izquierda”, y recibe su nombre por ser el caso opuesto a la primer
familia (o > 0). La segunda familia de ondas mach se muestra en la figura 1.17. En este texto se
utiliza el nimero romano I para definir a la familia del primer tipo, y II para la familia del segundo
tipo.

Para discernir que familia de ondas oblicuas se generara en un flujo supersonico, se debe considerar que
por norma una onda oblicua solo se puede propagar fisicamente corriente abajo de su punto de origen:
En la figura 1.16 las ondas solo pueden propagarse hacia abajo y en la direcciéon de desplazamiento del
flujo. Si un observador se sitia en el punto A y mirase en direccién al punto D veria que las ondas se
desplazan hacia la derecha, lo que indica que pertenecen a la familia I. En el caso de la figura 1.17,
las ondas solo pueden propagarse hacia arriba y en la direccién de desplazamiento del flujo por lo que
un observador situado en el punto A que mira hacia el punto D, veria que las ondas se desplazan hacia
la izquierda, perteneciendo a la familia I1.

Figura 1.16: Familia de ondas hacia la derecha [41, fig. 14.3]
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Figura 1.17: Familia de ondas hacia la izquierda [41, fig. 14.2]

Considerando los dos tipos de familias y los dos tipos bésicos de ondas oblicuas (expansién y com-
presién) se identifican cuatro posibles ondas en el flujo supersénico mostradas en la figura 1.18. Recor-
dando lo expuesto en secciones previas, y describiendo nuevas consideraciones, la manera en que las
ondas afectan al flujo se resume en los siguientes puntos:

1. Una onda de expansion acelera el flujo, mientras que una onda de compresién lo
desacelera.

2. La presion estatica del flujo disminuye si es una onda de expansién. Lo contrario
sucede para ondas de compresion.

3. En las ondas de compresion, se produce un giro del flujo Af hacia la onda. En las
ondas de expansion se da el caso opuesto. Esto implica que en una onda de expansién
el area transversal del flujo aumenta mientras que disminuye para una onda de
compresion, lo cual esta en total acuerdo con el comportamiento unidimensional del
flujo supersénico (seccién 1.2.1).

1.2.5 Procesos unitarios de ondas en flujo supersonico.

Existen cuatro procesos unitarios a los que se pueden someter las ondas en flujo supersénico; reflexion
de una onda en una frontera sélida (plana), cancelacién de una onda por una frontera, reflexién de
una onda por una frontera de presién constante (no sélida), y finalmente, la interseccién de dos ondas
(refraccion).

A . P .
,? Aceleracion /Q Desaceleracion

Figura 1.18: Cuatro casos posibles de ondas en flujo supersénico [41, fig. 14.7].
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Es importante mencionar que los cuatro procesos unitarios mencionados, son los fenémenos basicos
que se pueden producir por la interaccién de ondas con el medio, por esto se definen como ”unitarios”.
Algunos de los fenémenos que no se exponen en este escrito son las ondas de choque ”lambda” y las
ondas de choque separadas de la fuente de perturbaciénes. Se invita al lector a revisar las secciones
4.10 y 4.11 de [27] para més informacién acerca de estos casos.

Reflexién de una onda en una frontera sélida (plana).

Este proceso sucede cuando una onda oblicua, sea de expansién o compresion, choca con una frontera
sélida plana. La figura 1.19 muestra ambos casos.

En el inciso (a) de la figura 1.19, se tiene el caso de una onda de expansion reflejada en una frontera
solida. Este fenémeno divide al flujo en tres regiones donde las propiedades del flujo son distintas. El
proceso por el que pasa el flujo es el siguiente:

1. El flujo sénico/supersénico en la regién 1 se aproxima a la onda de expansion "a” de la familia
1T originada por el giro de la pared inferior con A§ = —1. El flujo en esta regién es paralelo,
uniforme y tiene una direcciéon de 6; = 0°.

2. El flujo supersénico se encuentra en la region 2. Aqui el flujo toma una direccién paralela a la
pared inferior (f; = —1), de no ser asi se originaria un vacio en la zona aledana a esta, y esto
no es posible debido a que el dngulo de giro del flujo se encuentra muy por debajo del angulo
méximo de giro estipulado por la ecuacién de Prandtl-Meyer (ec. 1.9b).

3. De la misma manera que en el punto anterior, el flujo de la regién 3 debe tener una direccién
paralela a la frontera superior (63 = 0°). Para lograr esto la onda de expansién ”a” debe reflejarse
justo en su punto de incidencia, y esta debe causar que el flujo tenga un giro A6 = 1. La onda
reflejada es la onda ”b”, y esta pertenece a la familia I. Debido a que A# es positivo y pertenece
a la familia I, en la figura 1.18 (esquina inferior izquierda) se puede ver que la onda reflejada es
de expansion.

Adicionalmente, se describe el proceso por el que pasa el flujo en el inciso (b) de la figura 1.19. En
este caso se tiene una onda de compresion reflejada en una frontera sélida:

1. El flujo supersoénico de la regién 1 se aproxima a la onda de choque AB generada por el giro de la
pared en el punto A. El flujo es uniforme y tiene paralelo a las paredes superior e inferior 6; = 0.
La onda de choque AB pertenece a la familia I1.

2. El flujo en la regién 2, al haber cruzado la onda de choque AB, es tangente a la pared, es decir,
tiene una direccion igual al giro de esta en el punto A, esto es 6o =0, 0 A = 0.

3. Igual que en el punto anterior, el flujo en la regién 3 debe ser tangente a su frontera. Esto se
logra por medio de una segunda onda que redireccione el flujo a un valor 3 = 0. Dicha onda
debe tener su origen en el punto de incidencia de la onda AB, y pertenece a la familia I. De lo
anterior, se sabe que Af = —0, y que la onda reflejada es de la familia I, por lo que, de la figura
1.18 (esquina inferior derecha), se sabe que la onda reflejada es de compresion.
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Linea de corriente

reflejada

a) b)

Figura 1.19: Reflexién de ondas oblicuas en una frontera sélida: a)Onda de expansién, b)Onda de
compresién [27, fig. 4.14].

Hasta ahora se ha establecido que tipo de onda se obtiene de una reflexién. Sin embargo no se ha
hablado de la fuerza de las ondas reflejadas ni de su dngulo de reflexién. Es importante notar la
diferencia que hay entre las ondas de expansién y las ondas de compresién cuando se habla de estas
caracteristicas. En este escrito sdlo se expone el caso de las ondas de expansién, ya que las ondas de
compresién no figuran dentro del desarrollo de la tesis. Nuevamente se refiere al lector a la referencia [41]
para mas informacion del tema.

Para las ondas de expansién (que son un tipo de onda Mach), se sabe que Af ~ 0, por lo que
M; ~ M, [41]. Con esto se tiene que en la onda original y la onda reflejada de la figura 1.19(a), las
velocidades iniciales son las mismas y el dngulo de deflexién del flujo (A#) es el mismo, por lo que
sus angulos mach son iguales (a1 = a3) y su fuerza es la misma. Consecuentemente, el angulo de
incidencia y el angulo de reflexién son iguales ¢ = 81 = oy

Del analisis expuesto se puede llegar a las siguientes conclusiones en el proceso de reflexion de ondas
en fronteras sélidas planas:

e Las ondas oblicuas son reflejadas de fronteras sélidas como una nueva onda del
mismo tipo de onda incidente, esto es; una onda de compresion es reflejada como una onda
compresién, y una onda de expansion es reflejada como una onda de expansion.

e Las ondas oblicuas son reflejadas de fronteras sélidas como una nueva onda de la
familia opuesta a la de la onda incidente, esto es; una onda de la familia I es reflejada
como una onda de la familia I y viceversa.

e El dngulo de reflexién de una onda de expansién (que es un tipo de onda Mach), es
igual al dngulo de incidencia.

e La fuerza de la onda reflejada es igual a la de la onda incidente si esta es una onda
Mach.
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En los casos donde la frontera sélida no es plana, o sélida, la reflexion de la onda exhibe un compor-
tamiento que puede no apegarse a las conclusiones listadas. La desviaciéon de este comportamiento
estard en funcién de la forma de la nueva frontera. La siguiente subseccién aborda esta situacion.

Cancelacién de ondas oblicuas.

Como se explicé en la subseccion anterior, una onda oblicua es reflejada en la frontera sélida para
evitar que el flujo choque o se desprenda de la pared después de este. Para evitar que una onda oblicua
sea reflejada, es necesario que la frontera donde incide la onda gire para producir el mismo efecto
que generaria la onda reflejada. En la figura 1.20 se muestra una onda de expansion, y sus casos de
reflexién (inciso a) y cancelacién (inciso b). En el inciso (a) el flujo se acerca a la onda de expansién ayy
con 07 = 0°, debido a que el flujo en la zona ”2” tiene una direccién de 62 = —1 la onda de expansion
ayr se refleja como la onda by para redireccionar el flujo, y garantizar que su direccién sea paralela a
la pared en la zona ”3”; 3 = 0. En el inciso (b) se tiene un flujo inicial igual al del inciso (a), y de la
misma manera, se genera una onda de expansién en el punto A. Para cancelar la reflexién de la onda
de expansion, la pared superior se debe girar en el punto de incidencia B de la onda, en la misma
magnitud que la direccién del flujo después de cruzar la onda de expansién 0y = —1°. Si el angulo de
giro de la pared es diferente a A, la cancelacion de la onda no se lleva a cabo, y dependiendo del valor
del giro de la pared, se pueden generar ondas de expansién o compresion.

Reflexién de una onda por una frontera aerodindmica de presiéon constante (no sélida).

El proceso de reflexién de una onda en una frontera de presién constante se utiliza para el andlisis
de la interaccion del flujo de escape de una tobera con el flujo exterior. Este tipo de andlisis estd
intrinsecamente relacionado con la evaluacién del arrastre generado por toberas subexpandidas y so-
breexpandidas, y su desemperno global. El alcance de la tesis no requiere de una explicaciéon detallada
de este proceso unitario, y prescinde de la evaluaciéon de desempeno de toberas subexpandidas o
sobreexpandidas, para méas informacién acerca de estos temas se recomienda al lector revisar las ref-
erencias [16,20,22,27,41]. En la figura 1.21 se muestra el caso de un flujo supersénico (y = 1.4) que
tiene una frontera de presién constante; esta no es mas que la atmosfera actuando sobre el flujo.

Figura 1.20: Cancelacién de una onda oblicua [41, fig.14.19].
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Figura 1.21: Reflexién de una onda oblicua de una frontera no sélida (presién constante, v = 1.4) [41,
fig. 14.21].

Las reglas para los procesos de reflexién de ondas oblicuas en fronteras de presiéon constante son:

e Las ondas oblicuas son reflejadas de fronteras aerodindmicas de presion constante
como una nueva onda del tipo opuesto al de la onda incidente, esto es; una onda de
compresion es reflejada como una onda expansién, y una onda de expansién es reflejada como
una onda de compresién.

e Las ondas oblicuas son reflejadas de fronteras aerodindmicas de presiéon constante
como una nueva onda de la familia opuesta a la de la onda incidente, esto es; una onda
de la familia I7 es reflejada como una onda de la familia I y viceversa.

e El angulo de reflexién de una onda no es igual al de incidencia; esto se debe a que a
diferencia de la reflexién de ondas en fronteras sélidas, aunque se consideren ondas
Mach, la frontera donde incide la onda no permanece constante ( existe un d.p).

e La fuerza de la onda reflejada es infinitesimal si esta es una onda de expansién. Si
la onda reflejada es una onda de compresion, su fuerza depende del gradiente de
presién Ap; Este es el gradiente que debe lograr la onda de compresién para que la presién del
flujo p, sea igual a la presién del medio ambiente p,, después de la onda.

Interseccién de dos ondas (Refraccién).

En la figura 1.22 se muestra la interseccién de dos ondas oblicuas de compresion A y B, estas son
formadas por los dngulos de deflexion del flujo do y 3 respectivamente. Al intersectarse ambas ondas
en el punto E se generan dos nuevas ondas C' y D. Estas ondas son refracciones de las ondas A y B
respectivamente, por lo que el angulo mach cambia:
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aa # ap

ap # ac

Debido a que 2 es mayor que d3 la onda A es de mayor fuerza que la onda B, esto implica que el
cambio de entropia de los flujos que cruzan las regiones 2 y 3 sea diferente. Por esta razén la region
subsiguiente a las ondas C y D estd dividida en dos; 4 y 4’; y la linea que las divide es conocida
como ”slip line”. Las propiedades de los flujos en las subregiones 4 y 4’ deben obedecer las siguientes
condiciones:

1. La presién del flujo en las subregiones 4 y 4’ debe ser igual para que la linea ”slip
line” sea recta; py = py.

2. La direcciéon del flujo en las subregiones 4 y 4’ es la misma que la de la linea ”slip
line”; 64 = 64, de no ser asi, se estaria sugiriendo que existe una zona de vacio sobre la ”slip
line” o cerca de esta; lo que es fisicamente imposible.

Cuando los dngulos de deflexién son iguales, do = d3, las ondas A y B tienen la misma fuerza, por lo
que el cambio de entropia en los flujos de las regiones 2 y 3 es el mismo, y la ”slip line” desaparece.
En este caso el flujo se vuelve completamente simétrico. El andlisis de flujos con ”slip lines” se aborda
en la referencia [27, Secci6n 4.8].

La linea ”slip line” puede existir en la refraccion de ondas de expansion si los angulos de giro de las
paredes que envuelven al flujo son diferentes, y esto genera una zona donde la velocidad del flujo no
es constante (andlogo a lo ilustrado en la figura 1.22).

Ademas de la interseccién entre ondas de la misma naturaleza (ondas de choque con ondas de choque,
y ondas de expansién con ondas de expansion), existen casos donde la refraccion se dd entre ondas de
diferente naturaleza; asumiendo que la onda de choque permite que el flujo siga en un estado supersonico
para que las ondas de expansion no desaparezcan. Algunos de estas interacciones se presentan en flujos
supersénicos sub expandidos o sobre expandidos liberados a la atmdsfera, o dentro de toberas de Laval
sobre expandidas [16, 20, 22].

""""""""" ———-""14,
"""" L
—— ====77777 stpline
—- - -
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8a = &3

S #F 54
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By = By
Ps = Pa
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Figura 1.22: Interseccién de dos ondas (Refraccién) [27, fig. 4.17].
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En resimen, en la operacién unitaria de la interseccién de ondas el comportamiento es el siguiente:

e La naturaleza de las ondas intersectadas permanece igual; esto es, una onda de ex-
pansién sigue siendo una onda de expansién y una onda de compresién sigue siendo una onda de
compresion.

e Al intersectarse dos ondas sus angulos Mach cambian; es decir, las ondas se refractan.

e La ondas intersectadas pueden ser de la misma, o diferente naturaleza. Con "natu-
raleza” se refiere a si es la onda es de compresién o de expansién.

1.2.6 Flujo irrotacional y ecuaciones de flujo potencial.

Flujo irrotacional.

El flujo irrotacional es por definicién aquel donde V x V= 0, algunos ejemplos de flujos irrotacionales
se muestran en la figura 1.23, dentro de estos se incluye a las toberas de Laval.

Considerando u,v y w como las componentes de velocidad, para z,y y z respectivamente, las condi-
ciones precisas para que el flujo sea irrotacional son:

0 0 ) 0 0 0
dw _dv  dw _du  dv _ du (111)
oy 0z or Oz or Oy
Sustituyendo las condiciones de irrotacionalidad en la ecuacién de Euler [19,40,41], despreciando las
fuerzas de cuerpo y considerando flujo estacionario se tienen las siguientes ecuaciones:

16u?  16v2  16w? op
42 22T N de = — 22 1.12
p<25m+26$+251’>x 5z ( )
16u?  16v2  16w? op
v <25y Tyt 25y> W= 5y (1)
16u?  16v2  16w? op
/ (m toe 2(Sz> de =3 dz (1-14)

Estas ecuaciones son las componentes z,y y z de la ecuacién de Euler (conservaciéon de momento lineal)
para flujo irrotacional con fuerzas de cuerpo despreciables. De manera condensada se esriben:

1
2

p

512 SV2 SV2 5p 5p 5p
d d dz | =—[—d —d —d 1.1
(53: v oy vt 0z Z) <5:L“ x+5y y+5z z) (1.15)

Esta ecuacién se encuentra en la forma de derivadas perfectas, por lo que puede reescribirse como la
ecuacion 1.1.

dp = —deV
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Campo de flujo sobre una
cuchilla o cono afilado

Figura 1.23: Ejemplos de flujo irrotacional [27, fig. 8.2].

Ecuaciones de flujo potencial.

Flujo en toberas
bidimensionales o axisimétricas

Campo de flujo detras de la onda
de chogue de un cuerpo delgado
con nariz afilada (casi irrotacional).

Las propiedades del rotacional dictan que si V X V= 0, entonces V= V&, donde ® debe ser una
funcién escalar ® = (z,y,z) . Debido a que el campo escalar de ® esta ligado a V', este refleja el

potencial de velocidad del flujo, por esto ® es llamada potencial de velocidad.

Por definicién:
V=u;+ Vi + W

0P X)) 0P
o= (2 oz oz
v (M)ﬁ(éz/)ﬁ(az)k

Comparando las componentes de estos vectores se encuentra que:

5D 50 50

U—E ’U—@ ’U)—g

(1.16)

Considerando flujo estacionario, isentrépico y adiabatico, y despreciando las fuerzas de cuerpo, al susti-
tuir la ecuacién 1.16 en las ecuaciones en forma diferencial para el estudio de fluidos en movimiento!!

[19,40,41] se obtiene:

11 . .z .z s
ecuaciones de conservacién de masa, Euler Yy conservaclon de energla
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2 P2 2
a a a
(1.17)

20,0 20,9 20,9
— ;2 y(pxy _ %@m — %@yz =0
donde: )
a® =a? - ’YT(Q%QC + <I)§ + ®?%) Para gas perfecto. (1.18)

Las ecuaciones conjuntas 1.17 y 1.18 conforman una sola ecuacién para la variable desconocida ®. Estas
son una combinacién de las ecuaciones de conservacién de la masa, momento y energia. Es importante
tener en cuenta que las ecuaciones de flujo potencial sirven para resolver el campo de flujo
para flujos irrotacionales, estacionarios, adiabaticos e isentrépicos de cualquier régimen,;
subsonico, sénico, supersonico o hipersoénico. Si se habla de flujo incompresible a — oo, por lo que la
ecuacion 1.17 se reduce a la ecuacion de Laplace: AP = 0.

1.2.7 Meétodo de caracteristicas.

Esta seccion expone de manera resumida la teoria de los libros de Shapiro [41, Capitulo 15] y Anderson
[27, Capitulo 11]. Para mds informacion acerca del tema se recomienda al lector revisar estas fuentes.

El método de caracteristicas (MOC, de sus siglas en inglés) es un método numérico que permite
caracterizar el flujo supersonico. Su metodologia, de manera simplificada, consiste en los siguientes
tres pasos:

1. Encontrar las lineas caracteristicas que cruzan sobre un punto del flujo.
2. Obtener las ecuaciones de compatibilidad que aplican sobre las lineas caracteristicas.

3. Resolver las ecuaciones de compatibilidad.

De manera simplificada, el método de caracteristicas resuelve una malla constituida por lineas carac-
teristicas que existen en el flujo (figura 1.24)(a). Més adelante se explica que las lineas caracteristicas
son también ondas Mach.

Los tres pasos fundamentales en el método de caracteristicas se deben aplicar para cada nodo que
constituye la malla; comenzando por las fronteras donde se conocen las propiedades del flujo (e.g. 0, «
y M), y avanzando nodo por nodo sobre las mismas lineas caracteristicas obtenidas para los nodos de
la frontera.
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= == Ondas Mach/Lineas caracteristicas.
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a) Lineas de corriente y
ondas Mach dentro de la
zona divergente de una
tobera supersdnica.

b) Fotografia Schlieren del
flujo dentro de una tobera
de dos dimensiones con
paredes divergentes
rectas.

b)

Figura 1.24: Malla de un flujo supersénico por el método de caracteristicas [41, fig. 15.15].

28



Definicién de Lineas caracteristicas.

Una linea caracteristica posee las siguientes particularidades:

1. Es una linea en el plano geométrico.

2. Las variables del flujo son continuas a lo largo de esta (p,p, T, v, etc.).

3. La derivada du/dz es indeterminada (asi como las derivadas de otras variables; p, p, T, v, etc.).
4. Es una linea que forma un dngulo Mach («) contra la direccién del flujo en un punto.

5. A través de esta du/ér puede ser discontinua.

Las ondas Mach tienen las mismas caracteristicas listadas por los cinco puntos previos, por lo que,
en esencia, las lineas caracteristicas son ondas Mach. En la figura 1.24 se puede ver que las lineas
caracteristicas de la malla (inciso a) son iguales a las ondas Mach que existen fisicamente dentro del flujo
(inciso b). No obstante, no se debe caer en la confusion que las lineas caracteristicas son unicamente
ondas de expansion u ondas Mach de compresion'?, pues las lineas caracteristicas se pueden trazar en
cualquier flujo supersonico, a diferencia de las ondas Mach de compresién o expansion; que requieren
de una perturbacién para que se suciten.

Ecuacion de Linea caracteristica y ecuacion de compatibilidad en flujo axisimétrico ir-
rotacional.

El flujo axisimétrico es un caso mds de flujo bidimensional, sin embargo las ecuaciones de conservacion
son transformadas a un sistema de coordenadas cilindricas, lo que implica que el problema de flujo
axisimétrico y el flujo bidimensional tienen soluciones diferentes. En la figura (figura 1.25)
se muestra la nomenclatura del sistema de coordenadas cilindricas utilizado en este escrito; los ejes
ortogonales son x,r y €, y las velocidades en cada direccién son llamadas u, v y w respectivamente .

Las ecuaciones para el cédlculo de lineas caracteristicas se derivan de las ecuaciones de flujo potencial
(o en su defecto, de las ecuaciones de conservacién de masa, momento lineal y energia). Considerando
flujo bidimensional, axisimétrico irrotacional, estacionario e isentrdpico se obtiene el siguiente sistema
de ecuaciones [27]:

u?\ du uv v v2\ v v
< a2> ox a? x * < a2> or r (1.19)
ou ou ou ov
- dr = — - 1.1
du de—i— 5Tdr 5xdx+ &Udr (1.19b)
ov ov
_ 1.1
dv de + 5Tdr (1.19c)

Donde la simplificacién de la ecuacién 1.19(b) (término del extremo derecho), se debe a la condicién
de irrotacionalidad para flujo axisimétrico:

su_ v
or oz

12Una onda Mach de compresién es una onda oblicua de compresién con la menor fuerza posible [16,27,41]
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Figura 1.25: Sistema de coordenadas cilindricas para flujo axisimétrico [27, fig. 11.13].

Se resuelve el sistema de ecuaciones 1.19 para dv/dz por medio de la regla de Cramer:

1 P Y j 1-%
T U 0
ov 0 dv dr N
67 == u2 w ’U2 B (120)
* -2 25 1-2
dx dr 0
0 dx dr

De la definicion de lineas caracteristicas expuesta en la subseccién ”Definicién de Lineas Carac-
teristicas”, la derivada dv/dx en la ecuacién 1.20 debe ser indeterminada. Esta condicién solo puede
lograrse si D =0y N = 0. Con esto, D queda como:

u? uw v?
D= <1 - a2> (dr)* + 2?d:cdr + <1 — a2> (dz)*> =0

D u? dr\ 2 uv [ dr v2
(1= - P i 1—— ) = 1.21
(d$)2 < CL2> (dI) char * a2 <d$> char - < a2> 0 ( )

Donde (dr/dz)char es la pendiente de la linea caracteristica. Obteniendo su solucién con la ecuacién
general de segundo grado se llega a expresion:

Reacomodando:

(dr>char _ —w/a’ £ V[(M? 1) (1.22)

dx [1 = (u?/a?)]

Para flujo supersénico (M > 1), la ecuacién 1.22 tiene la importancia de esclarecer que existen dos
lineas caracteristicas para un punto en el campo de flujo. De la figura 1.26 se tiene que
u = Veos(0) y v = Vseno(f); sustituyendo estos valores en la ecuacién 1.22 y reduciéndola se llega a
la siguiente expresion:
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<Z;>Char — tan(6 + o) (1.23)

Esta indica que las dos lineas caracteristicas existentes en un punto del flujo, forman un dngulo Mach
con respecto a la linea de corriente que pasa por el mismo punto. Esto se ilustra en la figura 1.26,
una de las caracteristicas forma un angulo Mach por arriba de la linea de corriente, mientras que la
otra linea caracteristica forma un dngulo Mach por debajo de la linea de corriente. De acuerdo a lo
expuesto en la subseccién 1.2.4, las lineas caracteristicas son acotadas en la figura 1.26 de acuerdo a
la familia que pertenecen.

Cabe mencionar que las lineas caracteristicas son curvas debido a que los dngulos 8 y o varian de punto
a punto en todo el campo de flujo. Una simplificacion comun es considerarlas rectas si la distancia
entre nodos es pequena, por lo que en la figura 1.26, las secciones de las lineas caracteristicas I4c y

I14p son practicamente rectas. Lo anterior no aplica si se consideran las lineas caracteristicas Ia¢cr y
I,p.

Ahora bien, si se analiza la condicién en la que N = 0 de la ecuacién 1.20 se obtiene lo siguiente:

2 2
N= (1 - “2> dudr + > dzdr + <1 - ”2> dadv =0
a r a
Reordenando: ,
(1 - %2) dr %% dv

(8" ()

Sustituyendo (dr/dx)chqer por la ecuacién 1.22; los valores de u = Veos(6) y Vseno(0)(figural.26), y
simplificando se llega a:

av 1 dr
df = £+ M? —1— + — 1.24
Vi VM2 —1+cot(d) r (1.24)

Donde el primer término del lado derecho es la forma diferencial de la funciéon de Prandtl-Meyer. Esta
ecuacion es diferencial y no algebraica, y argumento 6 4+ v no es constante para un linea caracteristica
(I,11); este depende de la posicién geométrica que se esté analizando; asi lo indica el término dr/r.

Las ecuaciones 1.23 y 1.24 reciben el nombre de ecuacion de linea caracteristica y ecuacion de com-
patibilidad respectivamente. La ecuacion de linea caracteristica permite obtener las propiedades
geométricas de una linea caracteristica que atravieza un punto del flujo, mientras que la ecuacion
de compatibilidad entrega el valor de las propiedades del flujo en el. Debido a que la condicién para
obtener estas ecuaciones es que D =0y N = 0 de manera simultdnea, la ecuacién de compatibili-
dad sélo es aplicable sobre una linea caracteristica.
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Linea caracteristica

Linea de corriente

Linea caracteristica

X
Figura 1.26: Lineas caracteristicas en un punto de un flujo supersénico. Si la distancia entre los puntos
AB y AC es suficientemente pequena las lineas caracteristicas pueden considerarse rectas [27, fig. 11.6].

Metodologia de aplicacion del método de caracteristicas.

Al inicio de esta seccién (1.2.7), se mencioné que el método de caracteristicas se basa en resolver una
malla de lineas caracteristicas que se expande dentro del flujo. EI niimero de lineas caracteristicas que
existe dentro de un flujo es infinito, pero por fines de ahorro computacional, es natural que el nimero
de lineas caracteristicas a considerar sea finito. Debido a que las lineas caracteristicas también incluyen
a las ondas Mach, el trazado de la malla estd controlado por el nimero de lineas caracteristicas y los
procesos de reflexion, refraccién o cancelacién de ondas Mach de expansién o compresion que existan
dentro del volimen de control. Lo anterior se puede apreciar de mejor manera en la figura 1.24, en esta
se muestra el flujo a través de una tobera de Laval y una malla MOC para su andlisis; por las fotografias
Schlieren (subfigura b), se pueden observar las ondas Mach que se generan en la zona divergente de la
tobera, y ademds cémo estas se expanden a lo largo de toda la zona divergente formando una "red”.
Al hacer un andlisis por MOC se obtiene la malla mostrada en la figura 1.24(a), esta es casi igual a la
"red” que generan las ondas Mach en la subfigura (b). Es claro que las diferencias que existan entre
la malla "tedrica” y la malla real se deben a los criterios de simplificacién que se usaron para obtener
las ecuaciones de linea caracteristica y de compatibilidad (ecuaciones 1.23 y 1.24), ademds del nimero
de lineas caracteristicas que se utilicen para trazar la malla.
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Para obtener la distribucion de las propiedades en el campo de un flujo se deben resolver las ecuaciones
de linea caracteristica y de compatibilidad para cada uno de los nodos de la malla, estos son los puntos
de interseccién de las lineas caracteristicas en la figura 1.24(a). En esta misma figura se puede ver
que los nodos se pueden encontrar en dos tipos de posiciones geométricas; sobre la pared, o dentro del
flujo. En la figura 1.27 se muestran estos dos casos; el punto ”a” es un nodo dentro del flujo, mientras
que el nodo ”b” es un nodo sobre la pared. En si, también existen los casos en que los nodos de la
malla se ubican sobre una onda de choque o sobre una frontera de presién constante. Estos tltimos
no son de interés en lo que respecta a este escrito, para obtener informacion acerca de ellos se pueden
revisar las referencias [41, seccién 17.4] y [27, seccién 11.5].

Como es comun en los métodos numéricos, para poder resolver la malla del MOC es necesario conocer
las propiedades del flujo en las fronteras, la solucién de las ecuaciones de compatibilidad y de linea
caracteristica depende de esto. Partiendo de los nodos de la frontera se puede avanzar progresivamente
de nodo a nodo hasta resolver completamente el campo de flujo.

A continuacion se explica el procedimiento de solucién de las ecuaciones de linea caracteristica y de
compatibilidad para flujo axisimétrico. Cabe mencionar que el procedimiento para flujo bidimensional
es diferente y es abordado en las referencias [27,41]. Para un mejor entendimiento del MOC se
recomienda al lector revisar los ejemplos de aplicacién de las referencias [41, pdgina 680] y [27, ejemplo
11.1 (pagina 282)]

Nodo dentro del flujo.

Considerese el nodo ”a” de la figura 1.27, este se encuentra dentro del flujo y es el punto geométrico de
interseccion de dos lineas caracteristicas I y II. Las lineas caracteristicas son curvas por naturaleza,
pero se pueden simplificar como lineas rectas si la distancia entre nodos es pequena (figura 1.26). Con
esta consideracion el sistema de lineas caracteristicas y puntos del nodo ”a” se traza como en la figura
1.28. Las propiedades 6 y M en los dos puntos adyacentes ”1” y 72" son necesarias para poder resolver
las ecuaciones de linea caracteristica y de compatibilidad en el nodo ”a”. Por esta razén la solucién
de los nodos de la malla comienza por los nodos adyacentes a la frontera y subsecuentemente pasa a
los nodos adyacentes a estos, de esta manera se avanza progresivamente hasta resolver todo el campo
del flujo.

—_— ‘ 7

e

M=1 Me

Figura 1.27: Procesos unitarios en MOC.
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- Lineas rectas

[ 3]

1 1
5(82 +6,) + E(az + a,)

Figura 1.28: Sistema de lineas caracteristicas y puntos adyacentes para nodos dentro del flujo [27, fig
11.8].

Mo

Sustituyendo los valores de los puntos 717, 72” y ”a” en la ecuacién 1.24, y reescribiendo las derivadas
por diferencias finitas [11] se obtiene el sistema de ecuaciones:

Ta —T1 z _
h = tan(el_a — O[l_a) (125&)
a7 tan(fyg + Goa) (1.25b)
Tg — T2

Donde la nomenclatura (n),_,,
"m”, por ejemplo; 61—, = (01 + 0,)/2.

indica que es el promedio de una variable "n” entre los puntos ”1” y

Al aplicar el mismo procedimiento a la ecuacién 1.23 y con un poco de manipulacién se tiene otro
sistema de ecuaciones:

9a — 91 + Ql,a(Va — Vl) — C;l—a (’I"a — 7’1) =0 (1.26a)
1—a
~ FQ—a
O — 02+ Qao(Vy — Vi) — = (rg —r2) =0 (1.26b)
2—a
Donde: s )
_ _cot(@yya-q
Ql/Zfa - V1/2_a
- seno(fy_g)seno(da_q)
F27a = = —
seno(ba—q + do—q)
Gy = seno(f1_q)seno(a—q)

seno(f1_q — a1-_q)

Para obtener las propiedades del flujo en el nodo ”a” se inicia resolviendo el sistema de ecuaciones
1.25b. Inicialmente para calcular §;_, y f2_, se puede considerar que los valores de las propiedades
0, vy a4 son constantes a lo largo de las lineas caracteristicas, esto es: 01 =0, y a1 = g, 002 =0,y
o = g segun sea el caso. Con esto se obtienen r, y x,. Estos valores se utilizan posteriormente en
el sistema de ecuaciones 1.26b: de la misma manera, los valores de las variables V,« y 6 en el nodo
7a” se consideran constantes a lo largo de las lineas caracteristicas I o Il segin sea el caso. Asi se
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obtienen los valores de V, ,, y por consiguiente, M, y a,. Los valores obtenidos de aq, 6, v V,
pueden utilizarse en una segunda iteracién de este procedimiento para obtener nuevos valores de ay, 0,
y V. En si; el niimero de veces que se debe repetir este proceso deberd ser el necesario para garantizar
que el error relativo porcentual sea aceptable.

Nodo sobre una pared o eje de simetria.

Cuando un nodo de la malla se encuentra sobre la pared o el eje de simetria se tiene el caso del nodo
”b” de la figura 1.27. Debido a que no puede existir un vacio dentro del flujo se sabe que 6, es igual
al angulo de la pared en el mismo punto, o igual a cero si ”b” esta sobre el eje de simetria:

0y = 60, Nodo sobre la pared (1.27a)
0, = 0 Nodo sobre el eje de simetria (1.27b)

Se sabe también por la ecuacién de linea caracteristica (ec. 1.23) que existen dos lineas caracteristicas
que atraviesan el punto ”b”. Si estas se simplifican como lineas rectas se puede usar el diagrama de la
figura 1.28 para ejemplificar el sistema de lineas caracteristicas y puntos del nodo ”b”.

De igual manera que en los nodos interiores, el proceso de obtencién de las propiedades del flujo
en el nodo de interés depende de conocer las propiedades de los nodos adyacentes. Esto remarca la
necesidad de tomar una aproximacién ”escalonada” a la solucion de la malla; comenzando por los
nodos adyacentes a la frontera y avanzando gradualmente hacia los demdas nodos.

Si el punto ”b” se encuentra sobre el eje de simetria se sabe entonces que:
rp, =0 (ec. 1.27a)

O, =0

Sustituyendo estos valores en cualquiera de las ecuaciones 1.26b se puede despejar directamente Vj,
con lo que se puede calcular M,'4, y con las ecuacién de Prandtl-Meyer (ec.1.8) y de dngulo Mach se
obtienen v, y ag.

La posicién geométrica xp, del nodo ”b” se obtiene con cualquiera de las ecuaciones 1.25b. El proceso
iterativo que representan estas ecuaciones debe ser aplicado también en este caso.

Si el nodo ”b” se encuentra sobre una pared, de la ecuacion 1.27a se sabe que:
Op = Oy

En este caso la posiciéon geométrica del punto ”b” se encuentra de la interseccién de una de las lineas
caracteristicas con la frontera o pared. Para obtener los valores de la posicion de ”b” se utiliza la
ecuaciéon pertinente de las ecuaciones 1.26b para encontrar Vj; la ecuacién que deba usarse dependera
de la familia a la que pertenezca la linea caracteristica que se estd evaluando. Es pertinente utilizar el
proceso iterativo de estas ecuaciones para verificar que los resultados obtenidos son aceptables.

v
13Para calcular M se utilizan utilizan las ecuaciones a = vYR.T y M = —. T es la temperatura local del gas y se
a

calcula considerando flujo adiabatico con la las ecuaciones de flujo isentrépico.
MVer pié de pagina 13
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Capitulo 2

Calculo del contorno de la tobera de
Laval

En este capitulo se expone el procedimiento utilizado para el cdlculo o disefio del contorno de toberas de
Laval, bajo consideracion de flujo isentrépico, adiabatico e irrotacional, gas caléricamente
perfecto (calores especificos constantes) y equilibrio quimico congelado (y constante.) [13,
16,20,27,35,39,47]. El procedimiento comienza por la parte subsénica, seguido de la parte transénica,
y por ultimo la parte supersénica. En este trabajo se utilizan las acotaciones de la figura 2.1 para
diferenciar cada una de las partes de la tobera. El sistema de coordenadas utilizado se muestra en la
misma figura 2.1, y su origen se encuentra en el punto de interseccién del plano de la garganta y el eje
axisimétrico de la tobera.

Para fines de una mejor exhibicién del método, su explicacién se hace realizando el disefio de una
tobera, utilizando como parametros de disenio las especificaciones técnicas del motor RS-27A [3] (tabla
2.1), las propiedades termodindmicas de los gases de combustién generados por diferentes propergoles,
incluyendo el del RS-27A, se listan en la tabla 5-5 de Sutton [20]. La tabla 2.2 retine las propiedades
termodinamicas del gas de combustion del RS-27A.

Tabla 2.1: Especificaciones técnicas del motor cohete RS-27A /Pardmetros de diseno de la tobera.

Propergol | LOX/RP-1
Empuje (nm) | 889.644 kN

Impulso especifico I; (nm) 255 s

Presién en la camara de combustion p. | 4.826 MPa
Relacién de area (§) (adimensional) 12:1
Longitud 3.784 m

Diametro 1.7m

Para mayor facilidad de uso, la iltima seccién de este capitulo resume el procedimiento de diseno del
contorno de la tobera de Laval, listando los pasos y consideraciones necesarias.
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Figura 2.1: Nomenclatura usada para las secciones de la tobera de Laval.

Tabla 2.2: Propiedades termodinamicas del propergol.

Oxidante | Oxigeno Liquido
Combustible | RP-1
Temperatura de la camara de combustiéon | 3571 K
Masa molar M | 21.9 kg/kmol
Relacion de calores especificos v | 1.24

2.1 Criterios y procedimiento para el calculo de la parte subsénica.

La parte subsonica de la tobera estd delimitada por los planos 1 y t de la figura 2.1. En los motores
cohete usualmente la camara de combustion forma una sola pieza junto con la tobera, y el plano 1
marca la divisién entre ambas. La relacién de dreas A;/A; del RS-27A se desconoce, pero David R.
Greatrix establece que los valores tipicos estédn en el rango de 1.3 a 3 [22, pag. 403]. Cualquiera de
estos valores puede seleccionarse, pero debe tenerse presente que la relacién de dreas A;/A; influye en
la pérdida de presion total dentro de la cdmara de combustién p., que se considera la presién total
del flujo a la entrada de la tobera: pc = po1. Consecuentemente, la relaciéon de dreas A;/A;
influye en el empuje P que genera la tobera y su impulso especifico I;. En la tabla 2.3 se muestran los
diferentes valores de pérdida de p., P e Is en funcién a diferentes relaciones de area A;/A;, para un
gas con v = 1.2 y p1/p2 = 1000.

Es importante aclarar que el propergol del RS-27A tiene un v = 1.24, y que la relacién de las presiones
p1/p2 de la tobera a disenar depende del valor del empuje de disefio (tabla 2.1), por lo que su magnitud
puede ser diferente a p; /p2 = 1000 . Lo anterior puede dar a entender que la tabla 2.3 no es de utilidad,
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Tabla 2.3: Pérdida de pardmetros de desempeno de la tobera en funcién a A;/A;

Aq/A¢ Reajuste de pc Reduccion de Reduccion de
por pérdidas empuje (%) empuje
(%) especifico (%)

00 100 0 0
3.5 99 1.5 0.31
2.0 96 5.0 0.55
1.0 81 19.5 1.34

v =1.2;

p1/p2 = 1000.

sin embargo esto no es asi; su utilidad radica en el hecho de otorgar un punto de referencia para saber
que entre mayor es Aj/A;, menor serd la pérdida de presion total, independientemente del valor de
7. Por este motivo, en el disefio que se desarrolla en este trabajo, se selecciona el limite superior de
relacién de areas; A;/A; = 3; para garantizar la menor pérdida de presién total, y por simplicidad, se
asume que esta es nula.

Ahora bien, el drea en cualquier seccién transversal de la tobera puede calcularse con la ecuacién 2.1 ,
que es la definicién de flujo mésico por analisis unidimensional. A; no puede calcularse directamente,
porque la velocidad del flujo a la salida de la cdmara de combustion Vj se desconoce, por otra parte,
la velocidad en la garganta de la tobera V; puede calcularse, partiendo del hecho de que M,; = 1.

m=pVA (2.1)

Debido a que el flujo a través de la tobera es isentrépico y adabatico la presion total y temperatura total
del flujo permanecen constante. El valor de la presion y temperatura estaticas en la garganta se calcula
con las ecuaciones 2.2 y 2.3 , también conocidas como las relaciones para el estado de estancamiento
por andlisis unidimensional.

ol

— 1 A1
» =0 {1 v fY2M2} (2.2)

1 -1
T="T [1 + VQMQ] (2.3)

Sustituyendo los valores de Tg, pg, My y v de las tablas 2.1 y 2.2 se obtiene:

1.24
1.24 —

1 9 T T24-1
pr = 4.826M Pa [1 + =) } = 2.687M Pa

1.24 -1

T, = 3571K [1 + 5

-1
(1)2] = 3188.392K

La densidad del flujo en la garganta p; se calcula con la ecuacién de los gases ideales (ec. 2.4):
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p=pRT (2.4)

La constante especifica del gas de combustion tiene un valor de 0.379,;;—‘;(, y se calcula con la siquiente

ecuacion:

Despejando p de la ecuacién 2.4, y evaluando para las propiedades estaticas en la garganta:

Dt 2687000 Pa kg
pt = = = =2.223—
BTy (37945 )(3188.392K)) m

Como se menciond anteriormente, la velocidad del flujo en la garganta V; se obtiene sabiendo que
M; = 1. La ecuacion 2.6, permite conocer el valor de V;, donde a es la velocidad del sonido y se calcula
con la ecuacion 2.7.

a=/vR,T (2.7)

Sustituyendo los valores del flujo en la garganta, y despejando V;:

J
Vi = Mya = /vR,T = \/(1.24)(0.379W)(3188.392K) = 1224.098%

Finalmente, antes de poder calcular el drea transversal de la garganta A; con la ecuacién 2.1, se
necesita conocer el flujo masico 7 que fluye por la tobera. Este se obtiene rdpidamente con la ecuacion
de impulso especifico simplificadas:

P
Is = N
gom

(2.8)

Despejando i y sustituyendo los valores de la aceleracién gravitacional, empuje e impulso especifico
(tabla 2.1):

P 889644 N kg
ne L = 355.637-2
T Tgo  (255s)(9.81%) s

Finalmente, despejando el area de la garganta A; de la ecuacién 2.1, usando las magnitudes encontradas:

39



m 355.637%2

— = - = 0.1306m>
piVe  (2223.6004%)(38.7092)

Ay

Por lo que el area a la entrada de la tobera es:

AyJA; =3 — A; = 34, = 3(0.1306m?) = 0.3918m>

Los radios de las secciones transversales de la entrada y garganta de la tobera son:

r1 = 0.3531m ry = 0.2038m

Atn cuando se conocen los radios de las secciones 7”1”7 y ”t” de la tobera, se debe determinar la forma
de su curvatura. Hall [23] explica que el diseno del contorno de la parte subsénica es importante, pero
que no tiene efecto en la parte subsénica, y Sutton [20], también explica que en la zona convergente y en
la garganta, existe mayoritariamente un gradiente de presién favorable (la presién estatica disminuye
en la misma direccién del flujo), que ayuda a que el flujo se adhiera a las paredes y que no presente
problemas de desprendimiento para la mayoria de las geometrias que se propongan [20, pdg. 75]. No
obstante, su curvatura debe minimizar los gradientes adversos de presién que se puedan generar para
evitar desprendimientos del flujo [5]. Complementando esto tltimo, Ajlouni [4] especifica que mientras
el contorno de la parte subsoénica sea suave, el flujo se acelerard de manera uniforme, y la presion
disminuird de manera lineal; sin gradientes de presiéon adversos o que generen separacion del flujo.

Considerando la informacién expuesta en el parrafo anterior se hace la proposiciéon de un contorno recto
para la zona subsénica, tal como lo muestra la figura 2.2. La longitud de la zona subsoénica L estara
acotada por el angulo de reduccion gradual ¢. Esta es una primer aproximacién que debe corregirse
atendiendo algunas directrices marcadas para el diseno de la parte transonica.

r =~ 0.06m

Figura 2.2: Contorno preeliminar de la zona subsénica.
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2.2 Criterios y procedimiento para el calculo de la parte transonica.

La divisién entre el flujo subsénico y supersénico en las toberas de Laval est4 marcada por la superficie
de transicién donde M = 1, también es llamada superficie critica o sénica. Al analizar un plano
longitudinal que pasa por r = 0 estas superficies son denominadas ”lineas”. Idealmente, esta superficie
ocurre en el plano de la garganta "t” (figura 2.3).

La forma de la parte transénica de la tobera tiene serias repercusiones sobre la forma de la linea sénica
(M = 1); valores finitos del radio de curvatura de la tobera antes de la garganta rg,; ocasionan que esta
linea se curve y se extienda dentro de la parte supersénica [43]. La figura 2.3 muestra una comparacién
entre la linea sonica ideal y real. Toda la porcién longitudinal de la tobera en la que se extiende la linea
sénica involucra flujo subsénico y supersonico, por lo que es llamada zona transénica de la tobera.

Como se menciond, si 1, tiene un valor finito, la linea sénica se curva. La tnica manera de evitarlo
es si T4 = 00, que implica que la seccién de la tobera que precede a la garganta sea completamente
recta y no tenga una variaciéon en su area transversal, como se muestra en la figura 2.4. Si la seccion
subsonica tiene una disminucién en area transversal, aiin cuando el contorno sea recto: existe un punto
de inflexién en la garganta que conlleva a que r4,; tenga un valor finito. Esto es el caso de la propuesta
preliminar para el contorno subsénico (figura 2.2).

Si la seccién antes de la tobera tiene la forma de la figura 2.4, es necesario garantizar que el flujo que
se inyecta a la garganta se encuentre en estado sénico. Lo anterior es posible, pero poco préctico, pues
como se explicé en la seccién previa, si A1/A; = 1 se ocasiona una pérdida de presién total bastante
elevada en los gases de la combustién. Como punto de referencia se puede usar la tabla 2.3.

Hasta este punto se puede concluir que es necesario que rg,; tenga un valor finito, por lo que la linea
sonica serd curva. Para determinar la forma de la linea sénica curva y sus propiedades, se puede usar
la metodologia de andlisis transénico presentada por Sauer [39], esta metodologia también es usada por
Young [47] y Rao [35] en el diseno de toberas de Laval. La metodologia de Hall [23] es una mejora a
la exactitud del método de Sauer, sin embargo, Kliegel et al. [29] indican que ambas metodologias son
exitosas, siempre y cuando el radio normalizado de curvatura sea mayor o iguala1l: R > 1.
Hopkins et al. [13] hacen la misma observacién que Kliegel et al. [29], y expanden estableciendo que
si R > 1.5 se puede despreciar la influencia de la zona subsoénica en la zona transénica: ”...Basados
en esta observacion, se concluye que cualquier geometria de entrada suave puede seleccionarse para la
seccién subsoénica baja (menor a M* = 0.5) sin afectar el flujo en la seccién transénica”.

Del pérrafo anterior se establece que el limite inferior de rg,; es cuando R = 1.5. Como se toma que
R > 1.5, la metodologia de Sauer se usa sin problema para el andlisis del flujo transénico.

Sauer [39] plantea un sistema de coordenadas cuyo origen se encuentra en el punto de interseccién de
la linea sénica con el eje "x” (figura 2.5). La linea sénica comienza en el punto ”b”, a una distancia 7
de la posicién geométrica de la garganta. Para las toberas axisimétricas esta distancia es igual ¥; la
distancia entre la posicién geométrica de la garganta y el punto de interseccién de la linea sénica con
el eje . La forma de la linea sénica se puede trazar con la ecuacién 2.9.

T =———br? (2.9)
Donde:
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b= — 2
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El nimero Mach a lo largo de la linea critica se considera constante!, y puede calcularse con el siguiente
sistema de ecuaciones:

M =+/(1+u)?+v? (2.10a)

1
w=bx + %627*2 (2.10b)

1 1)
v = %623:7“ + (fy1+6)b37‘3 (2.10c¢)

La direccién del flujo sobre la linea critica para una posicion r, z:

0 = atan (E) (2.11)

u

La distancia axial entre la garganta geométrica de la tobera y el punto donde la linea sénica cruza el
eje axisimétrico:

Tt Tt

w:§ 2(y+1)

(2.12)

Tsub

Usando las ecuaciones 2.9 y 2.10, se pueden trazar las curvas criticas para diferentes valores de R.
De acuerdo al sistema de coordenadas de Sauer (figura 2.5), a cada curva le corresponde un origen
diferente para su sistema de coordenadas, pues cada curva tiene un valor diferente de 1. En la gréafica
2.6 se muestran las curvas criticas para diferentes valores de R, con v = 1.24 y en esta se cambia el
sistema de coordenadas de Sauer por el establecido en la figura 2.1. Cuando R es 1.5 se tienen las
mayores magnitudes de ¢ y niimero mach; ¢ = 0.006, y M = 1.16.

Es necesario indicar que una linea sénica curva genera rotacionalidad en el flujo [41]. Si se considera
una tobera con longitud L preestablecida, la magnitud de la distancia v no afecta en ninguna manera
la distancia efectiva de expansién que tiene la tobera; en la figura 2.7 se muestra de manera exagerada
este efecto, pero en realidad la magnitud de 1 se considera despreciable, pues como se puede ver de
los resultados de la figura 2.6, son del orden de milimetros.

Si se tiene en cuenta que el valor minimo de R reduce la longitud de la parte subsénica al maximo
(porque la tasa de reduccién del area transversal es mayor), y que como se explic, el incremento
subsecuente de Lg,, es despreciable, entonces:

Se concluye que el radio de curvatura nominal de la garganta en la parte subsonica debe
ser R = 1.5, 6 rgp = 1.5 x ;. Esto implica que la longitud de la tobera se mantiene al
minimo posible y garantiza que la forma de la parte subsdnica baja (M* < 0.5) no tenga
efecto en la parte transénica.

'El ntimero Mach en la linea critica puede calcularse para cualquier posicién r,x, pero su variacién es minima y por
esto se considera constante.
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Figura 2.5: Sistema de coordenadas de la metodologia de Sauer [39].
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Figura 2.7: Reduccién de la longitud efectiva de la porcién supersonica por efecto de la curvatura de
la linea critica.

2.3 Correccion del contorno de la parte subsénica por directrices del
diseno de la seccién transoénica.

En las secciones previas se establecié que las toberas disenadas por este método deben cumplir con los
requerimientos de diseno Ay /A; = 3 (seccién 2.1), y rgp = 1.5r (seccién 2.2). Es necesario converger
ambos conceptos en un nuevo contorno subsoénico, el cual tendra las siguientes cualidades:

1. Pérdida minima de presién total pg del flujo a la salida de la cdmara de combustién.
2. Longitud L, reducida.
3. Permite el uso de la metodologia de Sauer [39] para el andlisis del flujo transénico.

4. Garantiza que el contorno de la parte subsénica baja (M* < 0.5) de la seccién subsénica, no

influya de ninguna manera en el flujo de la seccién transénica?.

La figura 2.2 muestra la forma preliminar de la seccién subsénica. Al incorporar el radio ry,, antes de
la garganta se obtiene la figura 2.8. En este escrito se propone que el radio de curvatura se extienda
hasta un punto ”7a”, donde el flujo alcanza el nimero caracteristico de Mach M* = 0.5 ; de esta manera
la forma del contorno antes del punto ”"a” puede ser cualquiera, siempre y cuando sea suave [13]. El

contorno suave se garantiza proponiendo un contorno recto antes del punto ”a”; su pendiente o es
constante, y su valor es igual al dngulo que del contorno circular en el punto ”a”.

La posicién geométrica del punto "a” estd dada por las coordenadas x, y ra. Estas coordenadas se
encuentran analizando el flujo de manera unidimensional. Como primer paso se busca obtener el valor
del radio r.

La ecuacién 2.13(ec. 3-14 de [20]) marca la relacién de dreas para flujo isentrépico en funcién a los
Mo

numeros Mach de dos secciones diferentes; para este caso, ”a” y ”t”. Sustituyendo la férmula de drea
para un circulo se reescribe la ecuacién para incorporar r,:

2Siempre y cuando el contorno sea suave.
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Figura 2.8: Forma de la seccién subsoénica con radio de curvatura en la garganta.

1+ (L—lMQ) 5
~ V2 Ta) (2.13)

Ag _ (mra) _ () _ 1
A wr? “\r) M,

A manera de resolver la ecuacién 2.13 para ra, se deben sustituir los valores de ~, ry vy M,. Los
primeros dos se conocen de la tabla 2.2, y de la seccién 2.1 respectivamente. El nimero de Mach M,
estd definido por las ecuaciones 2.6 y 2.7, que para la secciéon ”a” quedan:

—1
1+ 75

M, = Yo (2.14)

VYRST,

Por definicién, la temperatura absoluta de un gas caloricamente perfecto es:

V2
To=T+ — 2.1
0 + 20, (2.15)

Donde T es la temperatura estética del gas, y C), es el calor especifico a presién constante, calculable
con la expresion:

C, = % R, (2.16)
Sustituyendo la ecuacién 2.16 en 2.15:
V2
To=T+ —F— (2.17)
2(rhs)

Despejando T' de la ecuacion 2.17 y sustituyendo en 2.14:
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Ma p— pr—
\/'YRsTa
Ry Ty — Y
YLl
252 1)
Reordenando:
a a 2
M, — Ve _ Va2 (2.18)
\/ R (2«,RSTO—V3(~,—1)> V2YRTy — V2(v - 1))
Tiis 2vRs

La velocidad V,, se obtiene de la consideraciéon M = 0.5; que es la relacién entre la velocidad local del
flujo V,, y la velocidad del sonido en la garganta de la tobera a*.

v
M;=-2=05 (2.19)
a
Resolviendo para V:
V, = 0.5a*

Se sabe que en la garganta M; = 1, por lo que a* = V;. Entonces:

V, = 0.5V, (2.20)

Sustituyendo 2.20 en 2.18:

M, — Viv2 (2.21)

2\/(27RST0 — 0.25V2(y — 1))

Esta tltima ecuacion permite calcular rapidamente el nimero Mach en la seccién ”a”, usando inicamente
las propiedades del gas generado en la combustién (que es un pardmetro de diseno). La velocidad del
gas en la garganta de la tobera se puede calcular rapidamente como se mostré en la seccién 2.1.

El niimero Mach del flujo en la seccién ”a” de la tobera para el gas considerado en este ejemplo es:

1224.098m,/5)v/2
M, — ( WONE: — 0.4789

2\/(2(1.24)(379,&)(35711() — 0.25(1224.098m/5)2(1.24 — 1))

Ahora bien, como se mecioné previamente, se busca obtener el valor de ry: sustituyendo v,ry y M, en
la ecuacion 2.13, se obtiene:
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1.24+1

1:24—1
] = 1.3966

1+ (122-10.47892)
14+ 1.2421—1

ra\'_ 1
re )  0.4789

Por lo que r, es:

rq = 0.0362v/1.3966 ~ 0.2408m

La coordenada x, se obtiene de la ecuacién para el circulo (ec.2.22), donde el radio del circulo esta
dado por 7sup; h y k son las coordenadas del centro de la circunferencia, por lo que tienen los valores
h=0y k =rgp+r. La ecuacion de la circunferencia para el contorno de la parte subsonica queda
como la ecuacion 2.23.

(x—h)?+(r—Fk)?=r? (2.22)
2

2+ [r = (row + )2 = 12, (2.23)

Resolviendo la ecuacién 2.23 para x,, y sustituyendo valores se obtiene:

Tq = \/(1.57“t)2 —[ra — (L5ry +1)]* = \/(1.5 x 0.2038m)2 — [0.2408m — (2.5 x 0.2038m)]* = 0.1457m

Debe tenerse en cuenta que de acuerdo a las coordenadas usadas en este trabajo(figura 2.1) el valor de
o es negativo. Las coordenadas del punto ”a” en el contorno son:

z, = —0.145Tm 1, = 0.2408m

Finalmente, la pendiente de la seccién recta del contorno subsénico se obtiene derivando la ecuacién
2.23 con respecto a x.

Despejando 7:

r=\/T2, — T2+ reup + Tt

Reescribiendo la ecuacién para que sea la parte inferior de la circunferencia:

r= f\/rgubfazQJrrsubJrrt

Derivando con respecto a x:
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dx
r?ub — 2
Por lo tanto:
d
o = atan (r) = atan | ————— (2.24)
dx r2 22

sub

Evaluando la ecuacion 2.24 para el punto ”a” se obtiene el valor de o:

—0.1457
o =atan | ——=2_ | = atan ( 2m 2) = —63.632°
P2, — a2 V(1.5 x 0.2038m)2 — (—0.1457)
Recapitulando, se han encontrado las coordenadas r, = 0.2408m y x, = —0.1457m, y el valor de
o = —63.632°, que es la pendiente del contorno en el punto 7a”. Ademas, de la seccién 2.1 se conocen

los radios a la entrada de la tobera y en la garganta: r; = 0.3531m y r = 0.2038m. Con todas estas
propiedades se puede trazar el contorno subsoénico definitivo analogo al de la figura 2.8. El contorno
subsonico definitivo para la tobera ejemplo de este escrito se muestra en la figura 2.9.

2.4 Criterios y procedimiento para el calculo de parte supersénica.

La porcién supersénica de la tobera se construye utilizando las metodologias de Sauer [39] y Rao [35].
En el apartado 1.1.2 se hace una discusion de las demés metodologias existentes y por qué se consideran
estas dos sobre las otras. Esta seccién describe las metodologias de Rao y Sauer detalladamente para
hacer el disefio de la seccién supersonica, pero es recomendable que el lector revise los articulos de
estos autores para una comprensién mas amplia de la teoria que las fundamenta.

A diferencia del cédlculo de la seccién subsénica, la parte supersénica requiere de métodos numeéricos
para calcular su contorno, por este motivo la explicacién expuesta en este bloque se enfoca en presentar
los pasos y consideraciones necesarias, y no se presentan resultados numéricos en gran cantidad. FEl
procedimiento que se expone en esta seccion fundamenta el algoritmo del programa desarrollado como
objetivo de esta tésis. El capitulo 3 profundiza en el desarrollo del cédigo del programa y las estrategias
usadas para garantizar su estabilidad, exactitud, precisién y convergencia.

En conformidad con la seccién previa, el procedimiento de calculo se ejemplifica para la tobera carac-
terizada por las especificaciones técnicas del motor cohete RS-27(tabla2.1). Los resultados numéricos
que se exhiben en esta seccién se obtuvieron con el programa desarrollado.

La metodologia de Rao [35] comienza por establecer tres fronteras geométricas, y la distribucién de
las propiedades 8 y M en ellas permiten resolver la malla de la figura 2.10. Las tres fronteras son:
la linea sénica (curva TT’), la pared de la tobera después de la garganta (curva TB), y
el eje axisimétrico. El eje axisimétrico es una frontera ”virtual” que permite reducir el dominio
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Figura 2.9: Forma final del contorno subsénico de la tobera.

computacional de la malla a la mitad. Su posiciéon geométrica es evidente para todas las toberas
axisimétricas(r = 0), y como se explic6 en la seccién 1.2.7; la direccién del flujo en toda su extensién
es = 0, y el nimero Mach se obtiene al resolver la malla por el método de caracteristicas.

Al contrario del eje axisimétrico, las curvas TT’ y TB estan dadas por los radios de curvatura rgp y
Tsup Tespectivamente (figura 2.10). Como se explicé en la seccién 2.2, la magnitud de 74, esta regida
por R = 1.5. FEl céalculo de la linea TT’ y la distribucion de 6 y M se logra con la metodologia de
Sauer [39]. El radio de curvatura r,, de la curva TB se considera un pardmetro més de disenio [35].

La magnitud de rg,, se toma de uno de los articulos de Rao [37], donde menciona que para toberas
de longitud minima con flujo uniforme a la salida se propone rg,, = 0.4r;. Sutton et al. [20, pag. 79,
seccion 3.4] indican que la variacién en el valor de 74, tiene poco efecto sobre el contorno supersénico®.

De acuerdo a las ecuaciones 2.9 y 2.10 se puede calcular la forma de la linea sénica de la tobera, sin
embargo, como se ilustra en la figura 2.3 la linea sénica tiene su origen antes de la garganta. De acuerdo

3También especifica que la variacién de la magnitud de 7,5 tiene poco efecto sobre el contorno supersénico.
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Figura 2.10: Fronteras para el cilculo del MADIF de expansién en la seccién supersénica.

a la metodologfa de Rao, la linea sénica se debe considerar que comienza justo en la garganta (figura
2.10), y Young [47, pag.47 seccién 3.1.3] concuerda con esto; porque también indica que es para estas
coordenadas xy, 1, para las que se debe calcular la linea sénica. Young explica que al calcular la linea
sénica con origen en la garganta, se garantiza que el flujo se encuentre en un estado substancialmente
supersénico y que no se generen singularidades en las ecuaciones de Prandtl-Meyer (ecuacién 1.8) y
de linea caracteristica (ecuacién 1.23) porque la direccién del flujo en el eje axisimétrico de la tobera
es 8 = 0. La figura 2.11 muestra la comparacién entre ambas lineas sonicas, para los valores ya
establecidos de rg,, = 0.4, y v = 1.24.

Una vez establecidas las tres fronteras TT’, TB y el eje axisimétrico, se puede comenzar a resolver el
MADIF de la figura 2.12. El procedimiento para la solucién del MADIF se explica en el capitulo 3.

El fundamento principal de la metodologia de Rao [35] consiste en calcular una superficie de control a
la salida de la tobera, la cual garantiza que el empuje producido sea el maximo posible. Esta superficie
de control se muestra como la curva CE de la figura 2.12. Las ecuaciones para el calculo de la superficie
CE son:

A cos(0 — ) Y cos(0e — axe) (2.25)
cosa coSQ,

Donde:

Y la ecuacion:
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Figura 2.11: Comparacién de la linea sdnica real y la linea critica originada en la garganta.
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Figura 2.12: Intersecciéon del MADIF con la superficie de control de Rao

52



r N -1 /(=1 y—1 —/(v=1)
— M? <1 + 2M2) sen*(A)tan(a) = M? (1 + 2M€2> sen?(0e)tan(ae) (2.26)

Te

Donde 0. se obtiene de la ecuacién:

sen(20) = pl_‘f; cot(ar) Evaluada en ”e” (2.27)
2P

Estas ecuaciones requieren de dos pardmetros de diseno que no han sido especificados; M. y p,. El valor
de M. estd directamente relacionado a la magnitud de empuje del motor, pero no puede ser calculado
por la ecuacién unidimensional de empuje debido a que las toberas de Rao no tienen flujo uniforme a
la salida, sin embargo, con el programa desarrollado en esta tésis se pueden probar diferentes valores
de M, hasta obtener el empuje deseado; en este caso, el mostrado en la tabla 2.1. El valor de p, es el
valor de la presiéon atmosférica a nivel del mar, pues el empuje del RS-27 de la tabla 2.1 es a nivel del
mar.

Las ecuaciones 2.25 y 2.26 permiten conocer las propiedades M y 6 con respecto a la distancia nor-
malizada r/r., donde r. es el radio del contorno de la tobera en el plano de salida, o el punto "E”
de la figura 2.12. Como ninguna de estas ecuaciones involucra a la variable z, la posicién geométrica
exacta de la curva CE se desconoce. Sin embargo, para resolver esto, se puede evaluar cada una de
las lineas caracteristicas I (y sus propiedades r,z, M y ) que emanan de la frontera TB, y el punto
donde sus propiedades sean iguales a las de la curva CE serd el punto geométrico de interseccién entre
ambas. Los puntos que cumplen este requisito se denominan con la letra "D”, y la figura 2.13 muestra
una curva generada por el conjunto de puntos "D”. El MADIF de la figura 2.13 ha sido cortado para
mostrar una parte, pero en si es una porcién de la malla de la figura 2.12. Por simplicidad, todas las
caracteristicas que emanan de la frontera TB se considera que tienen por origen un punto B.

De todos los puntos ”D” de la figura 2.13 sélo uno puede ser la solucién del problema. En la figura
2.12 se muestra unicamente un punto "D”, este se encuentra en un punto geométrico que delimita
las curvas BD y DE; caracteristicas I y II respectivamente. A lo largo de la caracteristica BD existe
un flujo méasico que la atraviesa, y que por conservacion de la masa debe ser igual al flujo maésico
que cruza por la caracteristica DE. Esto quiere decir que el punto ”D” que es la solucién del
problema, se encuentra en el punto geométrico xzp,rp tal que el flujo masico a través de
las caracteristicas BD y DE son iguales. Esta condicién estd dada por la ecuacién:

b D ;
pVsen(a) r [z 2 / pVsin(a) r r
o2 _ pVsenla) 9 Vi — 4| — 2.28
Ty peVy /B ptVicos(0 — o) 1y (n) Treptit 1 pitVasen(0 4+ a)re  \re (2:28)

Es necesario notar que como se explica en la seccion 1.2.7, la construccién del MADIF de las figuras
2.12 y 2.13 es progresiva, es decir, las lineas caracteristicas de la familia I no se poseen inicialmente,
sino que deben irse calculando desde la garganta y avanzar poco a poco sobre el contorno circular de
la parte supersénica de la tobera. Esto implica que cada caracteristica I debe ser evaluada dos veces;
la primera para ver si posee un punto "D”, y la segunda para ver si la posicién del punto "D” cumple
con la condicién de la ecuacion 2.28. Si la caracteristica que se evalué cumple con ambos requisitos
entonces el punto B de esta marca el final del contorno circular rg,, de la parte supersénica de la
tobera (figura 2.14).
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Figura 2.13: Puntos de interseccién entre las caracteristicas I y la superficie de control CE.
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Figura 2.14: MADIF de expansién y redireccionamiento de la parte supersénica.
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La caracteristica BD de la figura 2.14 marca el final del contorno circular 74, de la zona supersénica,
y el final de la zona de expansién inicial del flujo. A partir de este punto se desconoce la forma de la
tobera, sin embargo, se pueden usar las caracteristicas BD y DE para calcular por MOC el MADIF de
expansién final de la figura 2.14. Con el campo de flujo definido en esta zona, la linea de corriente que
pasa por los puntos B y E se puede dibujar, y esta constituye el contorno de la tobera en la seccién
BE.

Utilizando el programa desarrollado en esta tésis, e introduciendo los parametros de disenio del RS-27
ya mencionados, se obtiene el contorno de la figura 4.1, que incluye la seccién subsénica, transénica y
supersoénica.

2.5 Resumen del procedimiento para el calculo del contorno de una
tobera de Laval.

El procedimiento para el diseno de una tobera de Laval, de acuerdo a lo expuesto en este capitulo es
el siguiente:

e Establecer los pardmetros de diseno de la tobera, estos son:

1. Propergol y sus propiedades: v y M.
2. Empuje de la tobera.
3. Impulso especifico o flujo masico de la tobera.
4. Condiciones de la camara de combustion: p. y T
e Calcular el contorno subsénico de la tobera considerando A;/A; = 3y rsup = 1.57. El contorno

subsénico tiene la forma de la figura 2.8, donde o es igual a la pendiente de la parte circular en
el punto ”a”.

e Calcular el contorno supersénico con la metodologia de Rao [35]. La porcién circular del contorno
supersénico tiene 74, = 0.4r (figura 2.10). EI valor de p, depende de la altitud a la que se
establece el empuje de disenio(e.g. 2.1), y M, debera ajustarse para que se obtenga el empuje de
diseno.

Las secciones 2.1 a 2.4 ilustran de mejor manera el procedimiento para los pasos expuestos, ademas de
incluir las ecuaciones necesarias. Se recomienda al lector revisar estas secciones si existe alguna duda al
respecto. El capitulo 3 profundiza en el procedimiento de solucién de las mallas del flujo supersénico.
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Capitulo 3
Algoritmo y cédigo del programa

El algoritmo del programa es el codigo escrito para llevar a cabo el disenio del contorno de la tobera de
Laval. Este programa usa el mismo procedimiento explicado en el capitulo 2 y sirve para todo tipo de
parametros de disefio, siempre y cuando los valores respeten los rangos de operacién de algunas de las
ecuaciones intrinsecas al procedimiento. El programa se desarrollé en Matlab, y se cre6 una interfaz
grafica ”GUI” para hacerlo méas amigable. La documentacién usada para programar en Matlab abarca
las referencias [1,2].

El algoritmo del programa se encuentra dividido en subrutinas; cada una enfocada en la solucién de
una parte del proceso. En este capitulo se describe y explica cada una de las subrutinas, ademas se
incluye el diagrama de flujo de cada una, asi como el diagrama de flujo general del programa. El cédigo
del programa con sus subrutinas se encuentra en el apéndice. Todas las subrutinas se escribieron dentro
de un mismo archivo de texto, y sélo se delimitaron dentro del mismo.

Como se mencioné en el capitulo 2, parte de la descripcién del cédigo incluye la explicacién del
proceso de solucion de la malla del flujo subsoénico, y los criterios usados para garantizar la estabilidad,
exactitutd y precision del programa.

Las figuras y resultados mostrados en este capitulo utilizan como parametros de diseno
los establecidos en el capitulo 2 para el motor RS-27A.
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3.1 Algoritmo general del programa.

El algoritmo general del programa se describe con el diagrama de flujo de la figura 3.1. Cada uno de
los pasos mostrados en el diagrama es una subrutina, estas se explican en las secciones subsecuentes.
Los pardmetros de entrada para el programa son:

1. Condiciones del gas en la cdmara de combustién/plano de entrada de la tobera (p. y T¢).
2. Relacién de calores especificos del gas (7).

3. Masa molecular del gas (1)

4. Flujo maésico de la tobera ().

5. Ndmero mach de salida de los gases de la tobera (M,).

6. Presién atmosférica (p,).

El cédigo se encuentra en el apéndice y fué desarrollado en Matlab. Para facilitar su uso, se creé una
plataforma ” GUI” que usa el programa escrito como una funcién y presenta los resultados. La ”GUI”
también se desarrollé en Matlab. En el apéndice se incluye una secciéon con una ilustracién del uso de
esta intefaz.

3.2 Subrutina: Contorno Subsodnico.

Esta subrutina engloba el procedimiento descrito en las secciones 2.1 a 2.3 para calcular el contorno
subsonico de la tobera. Su diagrama de flujo se muestra en la figura 3.2.

3.3 Subrutina: Calculo de las propiedades de la superficie de control
CE.

Esta subrutina resuelve las ecuaciones 2.25 y 2.26. Su diagrama de flujo se muestra en la figura 3.3.

El primer proceso del diagrama de flujo consiste en obtener las propiedades del flujo adyacente a la
pared de la tobera, en el plano de salida (punto E figura 2.14).

En el segundo proceso los valores de las propiedades en el punto ”E” se utilizan para evaluar el miembro
derecho de las ecuaciones 2.25 y 2.26. Esto da como resultado dos constantes A\ y Ao:

N1 —/(v=1)
M? <1 + 2M62> sen®(0e)tan(ae) = Ao
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Figura 3.1: Diagrama de flujo global del programa.
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Figura 3.3: Diagrama de flujo de la subrutina ” Calculo de las propiedades de la superficie de control
CE”.
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Ahora bien, como indica Rao [35], la superficie de control CE de la figura 2.12 debe cumplir las
ecuaciones 2.25 y 2.26. Al evaluar la primer ecuacion para diferentes valores de M y 0 si estos satisfacen
la igualdad entonces se tiene que son las propiedades de la superficie de control CE. Subsecuentemente,
se pueden sustituir estos valores en la ecuacién 2.26 y despejar r/re.

El ciclo 71”7 se usa para evaluar la ecuacion 2.25 y encontrar el valor de M. El valor de 6 se propone y
se evaluan diferentes valores de M por medio del método de Newton-Raphson [11] hasta encontrar el
correcto; cuando se logra un error relativo porcentual (ERP) menor o igual a 0.0001. El valor inicial
de M y sus incrementos se indican en el codigo.

El ciclo 727 utiliza las magnitudes de 8 y M que se tienen de los pasos anteriores para encontrar el
valor de 7/r.. Nuevamente se utiliza el método de Newton-Raphson. El valor inicial de r/r. es 1, y su
tamano de paso es negativo, ya que no se pueden tener valores de r mayores al radio de la tobera a la
salida (r.).

Los ciclos 71”7 y ”2” se encuentran anidados dentro del ciclo ”3”. En la primera iteracion de este ciclo
se utiliza el valor de 6., y cada nueva iteracién se incrementa 6 en un valor predefinido mostrado en el
codigo. El ciclo ”3” termina una vez que se alcanz6 un valor maximo de M, o se encuentra un valor
r/re menor al de la iteracién previa. El valor méximo propuesto en el cédigo es 1.5 x M.

Al graficar los resultados obtenidos hasta este punto se tienen las curvas de la figura 3.4. Como se puede
ver, la distancia r/r. entre cada uno de los puntos no es homogénea; es decir, los puntos de la curva
original no tienen una distribucién homogénea en toda su longitud, lo que inutiliza el procedimiento de
integracion usado en otras subrutinas. El siguiente proceso de la subrutina hace un tratamiento de los
datos para lograr la distribucién homogénea de la curva ajustada de la figura 3.5. En esta se muestra
la curva original y su distribucién de puntos a manera de comparacion.

En la figura 3.5 se usa un total de 50 puntos para la distribucion homogénea, pero el programa usa
10000 para un mejor ajuste de la curva.

El ultimo proceso de la subrutina calcula las demés propiedades del flujo en la curva CE, considerando
la nueva distribucién de datos de la curva ajustada de la figura 3.5. Las propiedades a lo largo de la
curva CE se muestran en la imagen 3.6.

3.4 Subrutina: Calculo de la linea critica.

Como se explicé en la seccion 2.4, la linea sonica se forma antes de la posicion geométrica de la
garganta (figura 2.3), esta tiene un valor M = 1. Young [47] explica que debido a que 6 = 0 en el eje
axisimétrico sobre la linea sénica, las ecuaciones de Prandtl-Meyer (ec. 1.8) y de linea caracteristica
(ec. 1.23) generan singularidades. Para evitar esto se propone calcular una linea critica cuyo nimero
Mach sea substancialmente supersénico. Esta linea se obtiene al usar las coordenadas geométricas de la
garganta; es decir, es la linea critica que emana del punto x, ;. La figura 2.11 muestra la comparacion
entre ambas lineas.

Esta subrutina es muy sencilla, hace uso de las ecuaciones de Sauer [39] para calcular la linea critica
de la figura 2.10 que se origina en la garganta de la tobera. Su algoritmo se muestra en la figura 3.7.
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Figura 3.4: Gréficas de las ecuaciones 2.25 y 2.26.
3.5 Subrutina: Calculo del MADIF de expansion inicial.

El célculo del MADIF de expansién inicial comienza haciendo la simplificacién de linea sénica ideal,
es decir recta, como se muestra en la figura 2.3. En la seccién 2.4 se establecié que uno de los pasos
para la solucién del método de Rao [35] consistia en calcular la linea sénica real, sin embargo, de la
bibliografia se ha encontrado que debido a que el MOC es un método numérico esta sujeto a errores
de discretizacién o de convergencia: y la simplificacion de linea sénica ideal ayuda significativamente
a reducir la complejidad del programa. En los siguientes parrafos se hace una breve defensa de esta
decisién.

Primeramente Gaffney Jr indica que uno de los problemas que se sucitan en la solucién del MOC es que
lineas caracteristicas de la misma familia convergen o incluso se cruzan (figura 3.8). En varios casos
esto es el resultado de errores numéricos y normalmente ocurre cuando se utiliza un elevado ntimero
de caracteristicas [28].

La linea critica implica que se deben considerar un ntimero inicial de lineas caracteristicas de la segunda
familia que emanan de esta, mientras que en la linea sénica ideal no es necesario considerar ninguna.
En la figura 3.9 se muestran tres lineas caracteristicas que emanan de la linea critica.

El nimero de lineas caracteristicas que surgen de la curva critica puede ser cualquiera que el disenador
deseé, siempre y cuando compruebe que no se generan errores numéricos. En este tenor, es posible
llegar a un punto de compromiso en el que se toman en cuenta un ntimero de caracteristicas de la linea
critica que no afectan al resultado, y que a su vez mejoran la exactitud del mismo al incluir los efectos
transénicos: tal como lo hace Young [47]. No obstante el considerar la linea critica en el diseno de
toberas supersénicas es algo que complica el algoritmo de solucion de los cédigos, y por este motivo
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Sivells [43] simplifica la linea critica considerandola como una linea caracteristica recta que emana de
la garganta con la misma distribuciéon de propiedades que las que tiene su contraparte curva (figura
3.10). Rice [38] también hace modificaciones a la geometria de la linea critica para que esta no ocasione
problemas de convergencia. Y principalmente, en lo que compete a este escrito, Thomas Benson [9],
Al-Ajlouni [4] y Salas M.D. [31]consideran una linea sénica ideal. El cédigo de Salas M.D. se
menciona en el articulo de Shyne y Theo [42].

En el programa desarrollado en esta tesis se considera una linea critica T'T’ ideal (figura 2.14). Seguido
de esto, la expansién del flujo justo después de la garganta de la tobera se considera como un abanico
de expansién de Prandtl-Meyer causado por la curvatura rg,, de la tobera (figura 3.11). Shapiro [41]
y Anderson [27] indican que este modelo de anélisis es de tipo bidimensional. En este texto se utiliza
el término “bidimensional” para las toberas de seccién cuadrada/rectangular (figura 1.2), pero debe
recordarse que el flujo axisimétrico es inherentemente bidimensional, por lo que la ecuaciéon de Prandtl-
Meyer es aplicable.

De la figura 3.11 se observa que para cualquier onda de expansién, en cada uno de los puntos donde la
onda cruza la pared de la tobera, la direccion del flujo 6 es igual al angulo de inclinacién de la pared en
el mismo punto, como en la onda “a” de la figura. Aunado a esto, para cualquier onda de expansién del
abanico se puede considerar que el proceso de expansion inicié en la linea sénica, por lo que M7 = 1.
Entonces, de la ecuacién 1.8 se obtiene v; = 0, y de la ecuacién 1.10 se encuentra que el dngulo de
Prandtl-Meyer vy para cualquier onda de expansion del abanico, es igual al dngulo de inclinacién de
la pared en el punto donde la onda la intersecta 6,,.

Partiendo de las consideraciones de linea critica ideal, y modelado de la zona de expansién inicial por
la ecuacién de Prantl-Meyer, el procedimiento para el calculo del MADIF de expansién se explica de
manera breve. Se recomienda al lector revisar la seccién del MOC para un mejor entendimiento. La
figura 3.12 ilustra los pasos indicados.

1. La linea critica de la garganta se considera ideal. Figura 3.12(a)

2. Se genera una primer onda de expansién “1” por la curvatura rg,p,, y se propone que ocurre en
el punto 0, = 0.1. Ademsds se asume que el valor Mach del flujo en esta onda inicial es igual al
calculado por la ecuacién 2.10 . La onda de expansién inicial 71”7 es una linea caracteristica de
la primer familia. Figura 3.12(b).

3. La linea caracteristica “1” se extiende de manera recta hasta el eje axisimétrico de la tobera.
Esto se debe a que no existen lineas caracteristicas de la segunda familia que intersecten con ella
y la refracten. Figura 3.12(c).

4. La linea caracteristica “1” se “refleja” en el eje axisimétrico y se convierte en una linea carac-
teristica de la segunda familia. Figura 3.12(c).

5. Se calcula una segunda onda de expansién “2” del abanico de Prandtl-Meyer. La posicién de
esta onda se propone usando un incremento de A8, =~ Arv, =~ 0.1. Shapiro indica que para la
mayoria de trabajos de ingenieria que no requieren una extrema exactitud, usar incrementos de
v de 1 o 2 grados, o menor, entre los nodos de la malla es una buena opcién (Referencia [41, pag.
497]). Figura 3.12(d).
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6. La linea caracteristica “1” se extiende dentro de la tobera hasta un punto donde intersecta
con la linea caracteristica “2”. Las propiedades de ambas lineas caracteristicas en el punto de
interseccion se calculan con las ecuaciones 1.25b y 1.26b del MOC. Estas propiedades incluyen
la posicién geométrica del punto y las propiedades del flujo como M, 0 y «. Figura 3.12(d).

7. La linea caracteristica “2” que fue refractada por la linea caracteristica “1”, se extiende hasta
el eje axisimétrico de manera recta, pues no existen mas lineas caracteristicas que la refracten.
Figura 3.12(d).

8. A partir de este punto el proceso regresa al punto 4 y se repite. Claramente continuando con una
tercer linea caracteristica “3” generada por una tercer onda de expansién, y cuya posicién en la
pared de la tobera estd dada igualmente por un incremento Af ~ Ay, ~ 1. La figura 3.12(e)
muestra el resultado de calcular la linea critica ”3” hasta su interseccién con el eje axisimétrico.

Las mallas que se muestra en la figura 3.12 estdn exageradas para un mejor entendimiento e ilustracion,
pero al seguir los pasos de 1 a 8, con los tamaifios de paso Av,, ~ 1 se obtienen mallas como las que se
muestran en los resultados de esta tesis.

Es importante notar que el tamano de paso indicado en el punto 5, sélo se controla para las carac-
teristicas que emanan de la pared de la tobera (Av, = 1), y que en los nodos dentro de la malla este
tamano de paso puede variar, sin embargo, la magnitud de este gradiente no es tan elevado y, como se
muestra en la seccion de resultados, no afecta en gran manera en la validez del programa.

Para optimizar el tiempo de calculo del programa, no todas las lineas caracteristicas de la zona de
expansion inicial se calculan hasta su interseccion con el eje axisimétrico: la primer linea caracteristica
que alcanza el valor M, en el eje axisimétrico marca el nacimiento de una caracteristica de la familia
1T que es la frontera geométrica para el calculo de las lineas caracteristicas subsecuentes. Lo anterior
se ilustra en la figura 3.13: la caracteristica ACT intersecta con el eje axisimétrico y alcanza en ese
punto un valor M = M,.. En este mismo punto nace la caracteristica C'E, que es el limite geométrico
hasta el que se calculan las siguientes caracteristicas de la malla de la zona de expansién inicial. Cabe
mencionar que en la figura 3.13, la curva C-E es andloga a la porcién C-D de la curva C-E de la figura
2.12.

Los pasos del 1 a 8 marcan el procedimiento para la construccion de la zona de expansién inicial de
la parte supersodnica, y como se indica, la construccién puede continuar para “n” niumero de carac-
teristicas que emanan de la pared. La pared de la tobera con curvatura r,,, se extiende con cada nueva
caracteristica que se calcula, y termina en la caracteristica que nace del punto "B” de la figura 2.14.
Esta caracteristica marca el final del MADIF de expansién inicial.

Dentro del programa, el proceso de evaluaciéon para saber si la linea caracteristica en turno es la dltima
del MADIF de expansioén inicial, o dicho de mejor manera, la que cumple con la condicién de la ecuacién
2.28, sucede después de calcular por completo una linea caracteristica de la primer familia, cualquiera
que sea el caso: cuando el calculo de la caracteristica alcanzé el eje axisimétrico, o la caracteristica CE
de la figura 3.13. Una vez que se ha calculado la caracteristica, sus propiedades se transforman a una
distribucion regular, andloga a lo que se hace en la seccién 3.3 con las propiedades de la superficie de
control CE. Esta transformacién se hace porque la ecuacion 2.28 debe resolverse por integracion: y el
método de integracién numérica empleada en el codigo requiere de una distribucion homogénea de los
datos. Este método de integracién numérica es la regla trapezoidal de aplicacién multiple, que forma
parte de los métodos de Newton-Cotes [11].
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Figura 3.12: Procedimiento de célculo del MADIF de expansién inicial.



Caracteristicas posteriores a A-C sélo
se calculan hasta la linea C-E

Caracteristicas previas a A-C se
calculan hasta el eje axisimétrico.

Figura 3.13: Caracteristica II que marca el limite geométrico de calculo de las caracteristicas I dentro
del MADIF de expansién inicial

La tltima linea caracteristica del MADIF de expansién inicial (Linea BD figura 2.14) no puede definirse
buscando encontrar un error porcentual ¢ < 0.001% para la ecuacién 2.28, principalmente porque el
criterio usado para calcular el nacimiento de cada linea caracteristica I de la pared de la tobera
(incremento Af = Ay, =~ 1), ocasiona que estas mismas lineas caracteristicas I puedan no ser las que
cumplan con este error. Por ejemplo, para la figura 3.12(e), la linea caracteristica que entrega un error
€ < 0.001% puede encontrarse entre la caracteristica ”2” y la ”3”.

La manera de solucionar el problema del parrafo anterior consiste en buscar un punto de inflexién en
el comportamiento del error en lugar de buscar un punto con € < 0.001%. La figura 3.14 muestra el
tipico comportamiento de € con respecto al nimero de linea caracteristica calculada. La figura comienza
desde la caracteristica 272 porque es la primera en cumplir las ecuaciones 2.25 y 2.26, arrojando puntos
potenciales "D” que deben ser evaluados (figura 2.13). A partir de esta caracteristica se observa que e
disminuye conforme se calculan nuevas lineas caracteristicas I, sin embargo, en la caracteristica 345 el
error comienza a aumentar: esto quiere decir que entre estas caracteristicas 344 y 345 se encuentra una
caracteristica "ideal” que satisface exactamente la condicién de la ecuacién 2.28. Rao [35] indica que
lo coherente seria promediar las propiedades de las caracteristicas 344 y 345, a manera de ”simular”
la caracteristica ”ideal”, pero en el programa se evita esto y se selecciona la linea caracteristica con
menor € como la dltima caracteristica del MADIF de expansién inicial.

Como ya se menciond, una vez que se encuentra la linea caracteristica que nace del punto ”B” se termina
el proceso de cédlculo del MADIF de expansién inicial. En si el procedimiento descrito previamente
entrega la idea general de como se cdlcula este MADIF, pero el cédigo de la subrutina involucra méas
pasos y criterios, siendo un tanto més complejo. El diagrama de flujo de la figura 3.15 lo explica a
mayor profundidad.
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Figura 3.14: Comportamiento de € para la ecuacién 2.28.

MADIF de expansién inicial para la tobera perfecta.

Para la tobera perfecta el proceso es més rapido. Se utilizan las mismas consideraciones de flujo
bidimensional representable por el modelo de Prandtl-Meyer, y una linea critica ideal.

La metodologia para el diseno de una tobera perfecta se explica en los textos de Shapiro [41] y Anderson
[27]. Se recomienda al lector revisar el procedimiento.

Utilizando la nomenclatura acordada para esta tesis, el cdlculo de la zona de expansion inicial de la
tobera termina cuando se encuentra una caracteristica que al intersectar con el eje axisimétrico alcanza
el valor de diseno M,. En la figura 3.13 la curva AC marca esta condicién.

Una vez que se obtuvo el MADIF hasta la curva AC el programa guarda los datos para el cédlculo de
la tobera perfecta, y continia calculando el MADIF para la tobera RAO.
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( Inicio > Subrutina: Calculo del MADIF de expansion inicial
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Subrutina: Calculo del MADIF de expansion inicial
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Figura 3.15: Diagrama de flujo de la subrutina: Calculo del MADIF de expansion inicial.
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3.6 Subrutina: Calculo del MADIF de expansion final.

La subrutina para el cdlculo del MADIF de expansién final es, en su ntcleo, igual a la del MADIF de
expansién inicial. La unica diferencia entre los procesos de cédlculo es que la construccién del MADIF de
expansion final va de derecha a izquierda, contrario al sentido de construccién del MADIF' de expansion
inicial.

La construccién del MADIF de expansion final comienza por establecer sus fronteras: las lineas BD
y DE de la figura 2.14. La curva BD es la porciéon de la iltima linea caracteristica del MADIF de
expansion inicial, deimitada por los puntos B y D. La curva DE es una porcion de la curva CE de la
figura 2.12. Las propiedades de la curva CE se obtuvieron con la subrutina de la seccion 3.3.

Debe notarse que la forma geométrica de la curva BD se conoce como resultado de la subrutina de la
seccion 3.5, pero la forma geométrica de la curva DE se desconoce: lo tinico que se conoce es la relacion
r/Te, pero no su relacién con respecto a x.

Rao [35] establece en su escrito la siguiente ecuacién:

Te — Te = / cot(0 + av)dr (3.1)
Cc

Donde z. es el punto en « donde termina la curva CE, y z. es el punto donde comienza.

La ecuacién 3.1 implica que la curva CE es una caracteristica de la segunda familia, pues es anédloga a
la ecuacion 1.25b. Al reescribirla se obtiene:

x = cot(0 + a)dr + x. (3.2)

Esta ecuacién permite calcular el valor de x para cada posicién de r. Cabe notar que es necesario hacer
esta integracién porque los valores de 6 y o no son constantes a lo largo de la linea CE. El método de
integracién usado es nuevamente la regla trapezoidal de aplicacién multiple [11].

Un 1ltimo paso antes de calcular el MADIF es pre-procesar las propiedades de las caracteristicas BD
y DE para homogeneizar la distancia x entre los puntos que se conocen en ellas, andlogo a lo que se
hace en la seccién 3.3 con la superficie de control CE.

Una vez definida la forma geométrica de la curva CE, comienza la solucién del MADIF. El orden
de calculo de los puntos de la malla se explica a continuaciéon. La figura 3.16 ayuda a explicar el
procedimiento.

1. Partiendo del punto D, se usan los puntos adyacentes “1”7 'Y “2” sobre las caracteristicas BD y
CE para el célculo del nodo interior “3”. Figura 3.16(a).

2. Con el nuevo punto calculado (nodo “3”) y el siguiente punto hacia la izquierda sobre la carac-
teristica BD (nodo “4”), se calcula el nuevo nodo interior “5”. Figura 3.16(b).

3. Se repite el paso 2 usando siempre el nuevo punto calculado y el siguiente punto hacia la izquierda
de la caracteristica BD, hasta llegar al punto B. Con esto se termina de calcular la primer
caracteristica I del MADIF de expansién final. Figura 3.16(c)).
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4. Se repite el procedimiento de los puntos 1 a 3 pero ahora usando los puntos de la caracteristica “1”
como referencia para calcular los nodos de la siguiente caracteristica hacia arriba: la caracteristica
72", Figura 3.16(d).

5. El punto 4 se repite para calcular “n” nimero de caracteristicas hacia arriba. El proceso termina

cuando se obtiene la caracteristica I que pasa por el punto E. Figura 3.16(e).

La malla ilustrada en la figura 3.16(e) estd exagerada para un mejor entendimiento, pero en realidad
la malla que se genera en el programa es mucho mas densa. Cuando se hace la homogenizacién de los
datos en las curvas BD y DE el nimero de intervalos considerados a lo largo de cada una son 10000 y
100 respectivamente.

Los intervalos de la curva BD son para generar un total de 10001 puntos equidistantes con respecto a zx,
incluyendo a los puntos B y D. En la curva CE, para reducir el tiempo de computo sélo se consideran
101 puntos equidistantes con respecto a r. Incluyendo a los puntos D y E.

El cédigo de la subrutina se basa en el procedimiento descrito, pero su algoritmo es un tanto mas
complejo. El diagrama de flujo de la figura 3.17 describe en mejor manera el proceso de logica de la
subrutina.

MADIF de expansién final para la tobera perfecta.

Debido a que la construccion del MADIF de expansién final y el trazado del contorno de la tobera
deben anidarse en una misma subrutina, se anade una seccién al final de este capitulo explicando el
procedimiento.

3.7 Subrutina: Trazado del contorno de la tobera.

Esta subrutina tiene por fin calcular el contorno de la tobera usando las condiciones del flujo obtenidas
en el MADIF de expansién final. Como indica Rice [38], una de las mejores técnicas para el diseno de
contornos de cuerpos que interactian con un flujo, es el trazado de lineas de corriente: ”Una pared
que siga la forma de una linea de corriente puede insertarse en el flujo sin modificar la forma o las
caracteristicas del flujo en si, siempre que se desprecien los efectos viscosos”.

Lo anterior, aterrizado para el objetivo de la tesis, indica que se debe calcular la linea de corriente
que nace del punto B y termina en el punto E dentro del MADIF de expansién final, y esta linea
de corriente es también la forma del contorno de la tobera. La figura 2.14 ejemplifica una linea de
corriente BE.

Hasta este punto, el programa puede calcular las propiedades del flujo en el MADIF de expansién final,
pero se desconoce la linea de corriente BE. Por definicién, una linea de corriente marca la direccién
del flujo € a lo largo de su paso a través de un volumen de control. Por ejemplo, la linea de corriente
sobre el eje axisimétrico de la tobera se muestra en la figura 3.18, y es completamente recta debido a
que 8 = 0 para todos los valores de z; > = < zg.
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Figura 3.16: Procedimiento de célculo del MADIF de expansién final.

En la misma figura 3.18 se ejemplifica una linea de corriente BE. Esta linea de corriente comienza con
un valor g, que es su pendiente con respecto al eje axisimétrico. Cada vez que la linea de corriente
atraviesa una linea caracteristica, # cambia al valor de esa caracteristica. Al pasar por todas las
caracteristicas del MADIF de expansién final la linea de corriente llega el punto E, y su pendiente es
0.

El angulo 6 de la linea de corriente es igual al angulo 6 de la caracteristica que atraviesa. En el
programa se resuelve el campo de flujo con el MOC por puntos nodales (Referencias [27,41]), lo que
quiere decir que el valor de 8 se desconoce a lo largo de la linea caracteristica, pero si se conoce en cada
uno de sus nodos. En la figura 3.19(a) se muestra una linea de corriente que atraviesa una parte de
una caracteristica de la segunda familia. El programa promedia el valor de 6 en los nodos adyacentes
a la zona de interseccion de la linea de corriente con la linea caracteristica: los nodos “a” y “b”. El
resultado obtenido es el valor de 6 para la linea de corriente. Lo mismo aplica para cuando la linea de
corriente cruza una caracteristica de la primer familia 3.19(b).

Como puede verse, esta subrutina envuelve un proceso bastante sencillo: la seccion TB es una
seccién circular con radio rg,p, y el tramo BE es el obtenido por el trazado de la linea de
corriente (Figura 3.18). Evidentemente la fineza de la linea de corriente, y su exactitud, dependerdn
de la densidad de la malla: entre mas nodos se usen la linea de corriente describira de mejor manera
el comportamiento del flujo, su forma serd maés suave, y consecuentemente la pared de la tobera se
adaptara mejor al flujo; disminuyendo casos de desprendimiento de flujo, o en dado caso, la generacién
de ondas de compresion.

Finalmente, el cédigo de la subrutina para el trazado del contorno de la tobera es més complejo que lo
expuesto en esta subseccion. La explicacion del codigo se omite y en su lugar se presenta el diagrama
de flujo de la figura 3.20 como ayuda visual para su entendimiento.
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Inicio Subrutina: Calculo del MADIF de expansion final
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BD (subrutina seccion 3.5) para obtener las
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Ciclo 1: MOC.

La direccidn de calculo de los nodos

Se calcula el nodo incdgnita por el MOC. Seccién se muestra en la figura 3.15.
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éla
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obtenida pasa
por el punto E?

No

Se calculan las demas
propiedades de los nodos
del MADIF: o, p, T, p,ay V.

Fin

Figura 3.17: Diagrama de flujo de la subrutina: Célculo del MADIF de expansion final.
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Figura 3.19: Calculo de 6 para una linea de corriente que atravieza una linea caracteristica. La linea
negra, o linea de corriente es andloga al contorno de la tobera

Trazado del contorno de la tobera perfecta.

Debido a que la construccion del MADIF de expansién final y el trazado del contorno de la tobera
deben anidarse en una misma subrutina, se anade una seccién al final de este capitulo explicando el
procedimiento.

3.8 Subrutina: Calculo del MADIF de expansién final y trazado del
contorno de una tobera perfecta.

La construccion del MADIF de expansién final de una tobera perfecta, y el trazado de la linea de
corriente que constituye su pared, deben hacerse dentro de un mismo ciclo. El procedimiento usado
para esta subrutina se basa en la metodologia para el disefio de una tobera perfecta de acuerdo a los
textos de Shapiro [41] y Anderson [27].
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Inicio Subrutina: Trazado del contorno de la tobera
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| (Figura 3.16).
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\ 4

Se establecen las propiedades del contorno
de la tobera en el punto de interseccién de
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Se afiade la parte circular 1y,,;, y la parte
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Fin

Figura 3.20: Diagrama de flujo de la subrutina: Trazado del contorno de la tobera.
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La construccién del MADIF de expansién final de una tobera perfecta, usa como base las lineas
caracteristicas AC y CE (figura 3.13). A diferencia de las toberas de Rao, en una tobera perfecta,
la caracteristica AC sustituye a la caracteristica BD de la figura 3.16, y la caracteristica CE (figura
2.12) no se calcula con las ecuaciones 2.25 y 2.26, en su lugar, CE es una linea recta con M = Mg
y 8 = 0, valores que permanecen constantes a lo largo de toda su extension. La diferencia entre las
caracteristicas usadas para la construccion del MADIF de expansién final para toberas Rao y perfectas
se muestra en la figura 3.21

Hay que esclarecer que la figura 3.21 es una representacién cualitativa de las caracteristicas usadas
en el diseno de las toberas tipo Rao y perfectas. Por ningin motivo se debe pensar que la forma y
posicion relativa entre las caracteristicas AC, BD, DE y CE’ de esta figura, son representativas para
todas las toberas de este tipo. Lo importante es notar que la caracteristica CE es recta para un caso, y
curva en el otro; que el punto C en las toberas perfectas obligatoriamente tiene propiedades M. = Mg
y 0. = 0°, y que una tobera perfecta tiene mayor longitud que una tobera de Rao (denotado por los
puntos E y E).

En una tobera perfecta la caracteristica CE’ debe ser recta para garantizar que el flujo de salida sea
uniforme, esto ayuda potencialmente a mejorar el empuje obtenido, pero por otra parte incrementa la
longitud de la tobera considerablemente [20,25].

De los parrafos previos, la linea caracteristica CE’ es una recta con pendiente dada por la ecuacion
1.23: dr/dx = atan(0. + a.) (figura 3.21). Debido a que 6. = 0, el valor de 6 en toda la caracteristica
CE es igualmente cero, esto, a su vez, es la condicién 6ptima para no tener pérdidas de empuje por
divergencia de flujo. Por lo anterior, la pendiente de la caracteristica CE puede considerarse como
dr/dx = atan(cag).

El procedimiento de célculo del MADIF de expansién final para una tobera perfecta es semejante al de
la seccién 3.6, con una ligera variacién. A continuacion se explica paso a paso. La figura 3.22 ilustra
el procedimiento.

1. Se calculan las propiedades de la caracteristica CE’: dr/dx = atan(0g+ag) y ag. Figura 3.22(a).

2. Considerando un tamano de paso en Ax, se traza el nodo 71”7 sobre la caracteristica CE’ para
resolver las ecuaciones del MOC 1.25b y 1.26b, y obtener el punto ”3” sobre la caracteristica ”1”.
Figura 3.22(b)

3. El paso anterior se repite usando los nodos ”3” y ”4” para obtener el nodo ”5”. Este proceso se
repite "n” veces avanzando progresivamente hasta calcular todos los nodos de la caracteristica
”1”. La caracteristica termina de calcularse cuando se obtiene el nodo sobre la caracteristica que
nace del punto A. Figura 3.22(c).

4. Una vez que se terminé de calcular la caracteristica en cuestién, se obtiene el contorno de la
tobera entre las caracteristicas I y II que se tienen. Por ejemplo, recién iniciado el proceso,
se obtiene el contorno delimitado por el punto A y las caracteristicas adyacentes a este; las
caracteristicas AC, ”1;”, y la caracteristica 1;; de la figura 3.22(d). La metodologia de célculo
del contorno puede verse en la seccién 3.7.

5. Los pasos 2 a 4 se repiten para calcular todos los nodos de la caracteristica 2;, y el siguiente
tramo del contorno de la tobera. Figura 3.22(e).

6. El proceso se repite ”"n” veces hasta que el contorno de la tobera alcanza la caracteristica CE’.
Figura 3.22(f).
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E)

z dr
W& o atan (6, + a,)
x

Caracteristica CE de una tobera Rao.

Caracteristica CE de una tobera perfecta.

T Eje axisimétrico
Pared de la tobera
MC == M.E

Figura 3.21: Comparacién entre las lineas caracteristicas frontera usadas para la construccién de una
tobera Rao y una tobera perfecta.

De la misma manera que el contorno para una tobera Rao (seccién 3.7), entre mayor sea la densidad del
MADIF de expansién secundario mejor serd la definicién del contorno de la tobera perfecta, entregando
una forma mas suave y eficiente en el direccionamiento del flujo.

El cédigo de esta subrutina es mas complejo que los pasos aqui listados, pero estos explican de manera
simple el proceso légico que sigue el programa para el calculo del contorno de la tobera perfecta. La
figura 3.23 muestra el diagrama de flujo de esta subrutina, y explica el cddigo a mayor profundidad y
de manera visual.

3.9 Swubrutina: Calculo del empuje de las toberas Rao y perfecta, y
otros parametros de desempeno.

Esta subrutina se encarga de calcular el empuje generado por la tobera Rao (Prgo) v la tobera perfecta
(Ppery)- En el primer caso es necesario integrar el empuje a lo largo de toda la superficie de control
CE con la ecuacién 3.3, que es una forma reescrita de la ecuacién 2 de Rao [35]. Esta ecuacién calcula
una forma simplificada del empuje generado por la tobera Rao: en un andlisis a mayor profundidad se
deberia incluir el empuje obtenido por la distribucién de presién en las paredes de la tobera [24]. El
empuje de la tobera perfecta se calcula con la ecuacion 3.4, [16,27,41].

E
sena
Prrag = Cpat pV2 Y 50| 2myd .
R /C {p Pa+pV sen(@ + ) %0 | 2y (33)
Pperf =mV, + (pe - pa)Ae = maeMe + (pe - pa)ﬂ-rg (34)
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Caracteristica 1;
n
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Caracteristica C \
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Tramo calculado

del contorno E
rA
Caracteristica
2 [T
j e \ Caracteristica 2;
N _¥=i— Caracteristica 1,
Eje axisimétrico
(d)
" .........
r A\
,‘
N e / ~"~—Contorno de |a tobera perfecta.
\ _/' ® Punto de interseccidon del contorno con el kernel.

C \
Eje axisimétrico
(e)

Figura 3.22: Procedimiento del célculo del MADIF y el contorno de una tobera perfecta (subrutina).
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Subrutina: Trazado del contorno de la tobera perfecta

Inicio
Se establecen las propiedades de la Se establece la ecuacion de linea recta de la
caracteristica AC: x,7,8,ay M. - caracteristica CE.

Se calcula la caracteristica | siguiente con el MOC

(Seccidn 1.2.7). El nimero de nodos de esta sera

igual al nimero de nodos de la caracteristica CA
(Figura 3.18).

¢El nuevo punto
del contorno
obtenido es el
punto "E"?

Se calcula el contorno de la tobera para las
caracteristicas adyacentes pertinentes (Figura 3.18)
. El procedimiento es andlogo al de la de la
subrutina "Trazado del contorno de la tobera".

Si

Se calculan las propiedades termodinamicas de
los nodos del MADIF de expansidn final: <
x,r,o,M,p,T,payV.

Se afiade la parte circular 7y, y la parte
subsdnica al contorno AE cbtenido.

Fin

Figura 3.23: Diagrama de flujo de la subrutina: Célculo del MADIF de expansién final y trazado del
contorno de una tobera perfecta.
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Ademds del empuje, la subrutina obtiene los valores de empuje especifico I para ambas toberas
(ecuacién 2.8), y los coeficientes de empuje Cp y coeficiente de empuje maximo Cpy,q, para la tobera

Rao. Las ecuaciones usadas son [35]:

PRao
Cp =
P PeAi
CPmaac =7 T - 1
v—1

El diagrama de flujo de esta subrutina se muestra en la figura 3.24.
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Subrutina: Calculo del empuje de las toberas Rao y perfectas
y otros parametros de desempeiio.

Inicio

—

Se establece la carcateristica CE y sus
propiedades: x,7,p,p, V,ay 6.

—

Las propiedades de la curva CE son
retrabajados para obtener una distribucion
homogénea de los datos y poder resolver la
ecuacion 3.3 para una tobera Rao. Similar a

lo hecho en la subrutina de la seccién 3.3

\_¢

Se calcula el empuje de la tobera Rao con la
ecuacion 3.3

—

Se calcula el empuje de la tobera perfecta
con la ecuacién 3.4

L_l

Se calcula I; para ambas toberas, la
relacién entre el empuje de ambas

(IsRﬂﬂjlsperf) (ecuacion 2.8), Cpy Cp,, .
(ecuaciones 3.5y 3.6).

\—¢

Fin

Figura 3.24: Diagrama de flujo de la subrutina: Célculo del epuje de las toberas Rao y perfecta, y
otros parametros de desmpeno.
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Capitulo 4

Validacion de resultados

En este capitulo se validan y presentan los resultados obtenidos por el programa desarrollado. La
validaciéon de estos se realiza de dos maneras; evaluando la geometria de la tobera planteada en el
capitulo 2 para el motor RS-27 [3], y comparando contra otras toberas tipo Rao presentadas en articulos.
En el apéndice se incluye un breve manual para el programa y sus caracteristicas.

4.1 Evaluaciéon cualitativa de una tobera disenada para el motor
RS27A

Para evaluar cualitativamente los resultados dados por el programa y el procedimiento de céalculo
expuesto en esta tesis, se termina el diseno de la tobera iniciado en el capitulo 2. Para este diseno
se consideraron como pardmetros de entrada las especificaciones técnicas del motor RS-27A [3]; las
tablas 2.1 y 2.2 listan cada una de ellas. Las dimensiones 7; y 7y, se obtuvieron en la misma seccién.
A manera de resumen, la tabla 4.1 engloba todos los parametros requeridos para el programa: la
velocidad M, no se estipula, pues se hardan el niimero de corridas necesarias para encontrar el valor de
M, que arroje el empuje P esperado de la tobera (P=889.644kN; el empuje mostrado en la tabla 2.1).

Tabla 4.1: Pardametros de diseno para la tobera basada en las especificaciones técnicas del RS-27A [3].

~ 1.24
m(2e) | 219
T, (K) | 3571
P, (MPa) | 4.826
P, (MPa) | 0.101
re (m) | 0.2038
Tsup (M) | 0.0815
M, —

m (kg/s) | 355.637

S]
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Al sustituir los valores en el programa se encuentra que el nimero mach minimo con el que el programa
llega a una solucién es M, = 2.3, y que este valor arroja un valor de empuje ligeramente mayor al
esperado. En la figura 4.1 se muestran la tobera Rao y la tobera perfecta calculadas por el programa,
ambas con los mismos parametros de disefio. En la figura 4.2 se muestra un modelo 3D de la tobera
calculada.

En la tabla 4.2 se comparan las caracteristicas técnicas de la tobera Rao disenada por el programa
(figura 4.1) y las del motor RS27A (tabla 2.1). La tobera Rao muestra una mejora de casi el 3% para
el empuje y el impulso especifico. Esto puede generar confusion ya que en la seccién 2.1 se calcularon
los valores de 7,74,y ¥ 1 con base a los valores de P e I, del RS27(tabla 4.1), esto es de esperarse ya
que la tobera del RS27A no es una tobera Rao, y como se ha expuesto en la seccién 1.1: la tobera Rao
produce mejores valores de empuje e impulso especifico que la mayoria de las otras toberas.

Subsecuentemente, de la misma tabla 4.2 la diferencia porcentual entre las caracteristicas geométricas
del motor RS27A y la tobera del programa son simamente elevadas. Las tres caracteristicas: ¢,
longitud y didmetro, conllevan a entender que la tobera Rao es de menor tamafio que la del RS27A,
pero debe tenerse en cuenta que la longitud indicada para este motor en la referencia [3] seguramente
incluye los demés componentes (e.g. la cAmara de combustién), por lo que la diferencia entre la longitud
de la tobera del RS27 y la obtenida por el programa puede ser menor.

Tabla 4.2: Comparacién entre las caracteristicas de la tobera disenada por el programa y el motor
RS27A [3]

Caracteristica | Tobera Rao (programa) | RS27A | Diferencia porcentual
P (kN) 916.123 889.644 2.976
I (s) 263.148 255 3.195
13 3.07 12 reduccion del 74.416
Longitud (m) 0.852 3.784 reduccién del 77.47
Didmetro, 0.7 1.7 reduccién del 58.823

Al observar la reduccién en dimensiones y mejora del empuje e impulso especifico de la tobera Rao
contra la del RS27A uno puede dudar de la ligitimidad de los valores obtenidos, pero en la seccion
4.2 se demuestra que la exactitud y precisién del programa son satisfactorias. Por otra parte, surge la
duda de por qué entonces no se uso una tobera Rao en el RS27A. Para responder esto, se debe recordar
que las toberas Rao generan muy buenos valores de empuje, pero sufren de problemas de generacion
de ondas de choque, que ponen en juicio su efectividad en el marco global de una misiéon de vuelo: lo
que puede explicar por qué el motor RS27A implement6 un tipo diferente de tobera.

Cualquiera que fuese el caso, analizando cualitativamente los resultados, la tobera Rao calculada por
el programa arroja muy buenos resultados que después de todo tienen coherencia, y como se dijo en el
parrafo anterior, son respaldados por el buen desempeno del programa comprobado en la seccion 4.2.

Para finalizar esta seccién, las demds graficas y tablas que entrega el programa para esta tobera se
agregaron en el apéndice, algunas de ellas son: distribucion de propiedades en el eje axisimétrico de la
tobera y MADIFs de las toberas.
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Garganta (0.13 n2)

Contorno tobera Planc de salida (0.4 mm2)

()

Figura 4.2: Modelo 3D de la tobera calculada por el programa; a)vista lateral, b)vista isométrica,
c)corte de la vista isométrica
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4.2 Comparacion de los resultados del programa contra otras to-
beras de Rao de articulos.

Para corroborar que las toberas tipo Rao diseniadas con el programa son correctas, incluyendo la
obtenida en la seccién previa, se comparan los resultados obtenidos por el programa con los de articulos
que calculan toberas Rao. Se comienza con una de las toberas presentadas por Rao en su articulo [35].

Comparacién contra el articlo de Rao [35]

Las toberas presentadas por Rao no incluyen una parte subsénica, y los parametros de disefio requeridos
solo incluyen 7sup, Tsub, Vs Pa ¥ Me, la tabla 4.3 muestra sus valores. Los valores de p.,T. y M no los
estipula el articulo, pero se usan los mismos que los de las tablas 2.1 y 2.2.

Tabla 4.3: Pardametros de diseno de las toberas del articulo [35]

Tsup 0.45rt
T sub 1.5rt
~ 1.23
Pa 0 Mpa
M, 3.5
Pe 4.826 Mpa
T, 3571 K
m 21.9 kg/mol

Se introducen los valores de la tabla 4.3 en el programa, tal como se muestra en la figura 4.3. Con
el programa se obtiene la gréfica de la figura 4.4 para la tobera Rao. El recuadro rojo marca las
coordenadas del punto E del contorno. En la tabla 1 de [35], se listan las propiedades M, 6,z y r para
diferentes puntos del contorno de la tobera Rao; las tablas 4.4 y 4.5 muestran una comparacién entre
los valores calculados por el programa y la tobera calculada de [35]. Es importante comentar que el
punto 11 de estas tablas muestran dos valores: 3.32 es el valor original del articulo, y 3.62 es una
correccion que se hizo en este escrito. Esto se hace porque el valor r/r; = 3.32 genera una forma poco
coherente en el contorno, y sugiere que sélo fué un error de escritura. La figura 4.5 muestra ambos
contornos y considera la correcién del punto 11.

Al analizar los resultados de las tablas 4.4 y 4.5, y la figura 4.5, se observa que los resultados arrojados
por el programa son exactos, y que su error relativo porcentual con relacién a los valores listados en [35]
no superan el 5%.

Comparacién contra el articulo de Hoffman [25]

Hoffman [25] en su articulo presenta la tabla 4.6 con los pardmetros de diseno usados para calcular tres
toberas tipo Rao con relaciones de expansion de 400, 200 y 100. En su articulo no incluye una grafica
con el contorno de estas toberas, o una tabla con las propiedades x,r, M y/o 6 para diferentes puntos
del contorno. En su lugar, presenta la tabla 4.7, que lista algunas de las propiedades y caracteristicas
de desempeno de las toberas Rao obtenidas.
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)] Programa para el cdlculo de toberas axisimétricas = =
Archive Tablas/Datos  Graficas
e OE
1
Programa para el calculo de
toberas axisimétricas tipo
RAO y perfectas. 0.9
[] Tobera Rao 8
Tobel fecta
|:| ‘obera perfe 07
0.6

Mostrar kernel y acotaciones

— Parametros de entrada——

enre

Calcular

05

04

03

02

01

Calculando,

espere por
favor...

01 02 0.3 04 05 0.6 07 0.8 09 1

Figura 4.3: Iniciacién del célculo de la tobera de [35] con el programa.

Archivo  Tablas/Datos  Graficas
Q&Y
I T T T T T T T_m
oboras axisimétricas ipo. a@anlisis 1D - 11,9567 x5
G P s@rao = 19.855 V445
yjpetieciass r_@analisis 1D = 3.4578
4 EmpUJ:embera perfecta = 27038129.5463 |
Empuje, . pag = 2330389795
Tobera Rao Is tobera perfecta = 316.5564
I, tobera RAQ = 272.8369
[] Tobera perfecta 35 _|
Mostrar kernel y acotaciones 3
— Parametros de entrada——
25 _
2 _
e y
Calcular
1 1 1 1 1 1 1 | 1
0 1 2 3 4 5 6 T 8 9

Figura 4.4: Contorno de la tobera Rao del articulo [35] (7 = 1.23) obtenido con el programa.
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Tabla 4.4: Comparacién de los contornos de la tobera de Rao [35] y la obtenida con el programa
(v =1.23).

Punto Articulo de Rao | Programa e%
X/1r_t r/rt x/rt | r/rt | x/rt r/rt
1 0.25 1.08 0.25 | 1.08 | 0.13 0.37
2 0.33 1.13 0.33 | 1.13 | 0.08 0.02
3 0.94 1.52 0.94 | 1.53 | 0.31 0.92
4 1.03 1.58 1.03 | 1.59 | 0.19 0.64
5 1.17 1.66 1.17 | 1.67 | 0.17 0.87
6 1.47 1.84 1.47 | 1.86 | 0.08 0.93
7 1.88 2.07 1.88 | 2.09 | 0.03 1.05
8 2.31 2.3 2.31 | 232 | 0.05 1.06
9 3.37 2.82 3.38 | 2.84 | 0.19 0.80
10 4.2 3.16 4.21 | 3.19 | 0.15 1.06
11 543 | 3.32,3.62 | 5.44 | 3.65 | 0.15 | 9.82,0.72
12 6.5 3.95 6.50 | 3.98 | 0.00 0.79
13 7.98 4.34 7.68 | 4.30 | 3.78 0.91
14 8.19 4.4 8.29 | 4.46 | 1.26 1.27

Tabla 4.5: Comparacién de las propiedades de la tobera calculada por Rao [35] y la del programa
(v = 1.23).

Punto Articulo de Rao Programa e%
M 0 M 0 M 0
1 2.11 34.4 2.095922008 33.8 0.66720343 | 1.74418605
2 2.19 32.8 2.155461904 | 34.242369 | 1.57708202 | 4.39746643
3 2.42 32 2.415077284 | 32.3545771 | 0.20341802 | 1.10805349
4 2.45 31.7 2.4459601 32.046162 | 0.16489387 | 1.09199363
5 2.48 31.2 2.491237026 | 31.5246146 | 0.45310587 | 1.04043128
6 2.57 30.4 2.572166664 | 30.5728041 | 0.08430597 | 0.56843443
7 2.67 29 2.672979855 | 29.1844985 | 0.11160506 | 0.63620172
8 2.77 27.5 2.766379188 | 27.6527775 | 0.13071523 | 0.55555465
9 2.96 24 2.958544916 | 24.1511697 | 0.04915825 | 0.6298738
10 3.08 21.6 3.082377624 | 21.7400637 | 0.07719559 | 0.64844312
11 3.24 18.5 3.234931737 | 18.6680001 | 0.15642788 | 0.90810868
12 3.35 16.2 3.346559666 | 16.3956982 | 0.10269654 | 1.20801328
13 3.48 13.5 3.497437206 | 13.4803582 | 0.50106914 | 0.14549445
14 3.50 13.1 3.49873715 | 13.3474523 | 0.03608142 | 1.88894859
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\

\

P —Avrticulo de Rao

2 / —Programa

0.25 1.25 2.25 3.25 4.25 5.25 6.25 7.25 8.25
x/rt

Figura 4.5: Comparacién de los contornos de la tobera de Rao [35] y la obtenida con el programa
(v =1.23).

Se introducen los pardmetros de la tabla 4.6 en el programa, y se simula para diferentes valores de
M. hasta encontrar aquellos que arrojan los valores exactos de ¢ de la tabla 4.7. En la figura 4.6 se
muestran los resultados del programa para las toberas Rao con relacién de expansién aproximada de
200 y 100, la tobera con & = 400 requiere de un nimero mach M, bastante elevado que ocasiona que
el programa tenga problemas de convergencia, la solucién a esto podria ser un punto de interés para
futuros trabajos. El hecho de que el programa tenga problemas para calcular toberas con £ > 200 no
le resta importancia al mismo, ya que Sutton explica que para motores cohete de elevada altitud £ se
encuentra comunmente en valores de 40 a 200 [20, seccién 3.3, pag.59]. Las tablas 4.8 y 4.9 comparan
las propiedades y caracteristicas de desempenio obtenidas por Hoffman (tabla 4.7) y las obtenidas por
el programa para las toberas con £ = 200 y £ = 100 respectivamente.

Es importante hacer notar que en la figura 4.6 los ejes no tienen sus unidades divididas por r¢, como
es el caso para las figuras 4.5 y 4.4. Esto se debe a que el programa no distingue entre unidades, y
depende de que los parametros de entrada se introduzcan con las unidades correctas. Para las figuras
4.5 y 4.4 no era importante calcular P e I, por lo que se introdujeron los valores de 7; y sy, divididos
entre ;. En el caso de las toberas disenadas por Hoffman es necesario conocer su P e I, por lo que
no se puede hacer lo mismo.

De las tablas 4.8 y 4.9 puede verse que existe una alta concordancia entre los valores obtenidos por
Hoffman y los arrojados por el programa, con errores relativos porcentuales por debajo del 15%, por
esto los resultados son satisfactorios y demuestran la efectividad del programa.
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Tabla 4.6: Parametros de disefio para las toberas Rao calculadas por Hoffman [25].

Tabla 4.7: Propiedades de las toberas Rao calculadas por Hoffman [25].

Tabla 4.8: Comparacién entre los resultados del programa y la tobera calculada por Hoffman [25]

(& =200, M = 4.97).

Tabla 4.9: Comparacién entre los resultados del programa y la tobera calculada por Hoffman [25]

(£ =100, M = 4.5)

~ 1.2155

Ry (%) 0.366
P, (MPa) | 10.342
T, (K) 3405.909

P, (MPa) 0

re (m) 0.025

rsup (m) 0.05
m (kg/kmol) 22.66

Parametro | Tobera 1 | Tobera 2 | Tobera 3
¢ nominal 400 200 100
¢ exacto 400 190.43 97.32
Ze (m) 1.528 0.971 0.624
re (m) 0.508 0.35 0.25
P (N) 41358.674 | 40491.716 | 39559.814
I (s) 348.6 341.29 333.45

Pardametro | Programa | Hoffman e%
¢ exacto 188.062 190.43 1.259
Te 0.9 0.971 7.888
Te 0.348 0.35 0.574
P (N) 35933.821 | 40491.716 | 12.684
I (s) 299.833 341.29 24.732

Pardametro | Programa | Hoffman e%
¢ exacto 97.146 97.32 0.179
Te 0.601 0.624 3.826
Te 0.25 0.25 0
P (N) 35743.359 | 39559.814 | 10.677
I, (s) 274.724 333.45 21.376
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Comparacién contra otro articulo [24].

Hoffman et. al. [24] presentan la curvatura de una tobera Rao en su articulo. Los pardmetros de disefio
de la tobera se muestran en la tabla 4.10. La figura 4.7 muestra el contorno obtenido con el programa,
y la figura 4.8 la comparacién entre el contorno calculado por Hoffman et. al. y el que obtiene el
programa. La tabla comparativa 4.11 lista varias de las propiedades y caracteristicas técnicas de la
tobera Rao de acuerdo a Hoffman et. al. y al programa.

Tabla 4.10: Parametros de diseno para la tobera de Rao calculada por Hoffman et. al. [24]

v 1.2
m(£2) | 25.749
T, (K) | 3333.333
P, (MPa) | 6.894
P, (MPa) 0
re (m) 0.0254
Tsup (M) | 0.00127
M, 4

Tabla 4.11: Comparacién entre los resultados del programa y la tobera calculada por Hoffman et.
al. [24].

Pardmetro | Hoffman et. al. | Programa | e%
o (m) 0.369 0.364 | 1.355
re (m) 0.178 0.18 1.123

0. (grados) 11.896 12.077 1.521
P (N) 26006.082 21301.078 | 18.091

Nuevamente se observa que la paridad de los valores dados por el programa y los presentados por
Hoffman et. al. es muy elevada, por debajo del 2%, a excepcién del empuje P, que tiene un error
relativo del 20%. Esto debe ser un punto de oportunidad para mejorar la precisiéon del programa, sin
embargo, debido a que hasta este punto se ha avalado que el programa funciona satisfactoriamente, se
puede despreciar esta discrepancia.
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0.2

0.18
0.16

0.14 //
0.12

y il

' // —Hoffman et. al.
0.08 // —Programa
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0.04

rm)

0.02

0 005 01 015 02 025 03 035 04
x(m)

Figura 4.8: Comparacién de los contornos de la tobera de Rao calculada por Hoffman et. al. [24] y la
obtenida con el programa.
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Conclusiones.

En este trabajo se llevo a cabo el desarrollo del algoritmo y cédigo para el diseno de toberas supersénicas
axisimétricasl.2.

El primer paso para el diseno de estas toberas consistia en definir el subtipo de tobera a considerar;
perfecta, perfecta truncada comprimida, Rao, coénica etc. Después del andlisis llevado a cabo en la
seccion 1.1 se eligié a las toberas de Rao como la mejor opcién, ya que se han usado en bastantes
articulos y en la mayoria se elogia su buen desempeno. Ademds, se decidi6 incluir en el programa la
capacidad de calcular el contorno de toberas perfectas para que sirvan como un punto de comparacion
de los resultados para los usuarios.

El disenio de la tobera Rao se dividié principalmente en el calculo de la parte subsoénica y la parte
supersonica. Se estudié la porcion transénica de la tobera y la influencia que tiene su geometria en
el flujo, pero para simplificar el proceso su implementacién en el programa sélo se limitd a calcular
el nimero Mach de la linea critica, y usar este como el nimero Mach en la garganta, considerando
siempre una linea sénica ideal (figura 2.3). De la misma manera, del estado del arte se establecieron
directrices para el diseno geométrico de las partes subsoénica y supersénica, estas se listan en la seccién
2.5.

El célculo de la parte supersénica se llevo a cabo por MOC; un método numérico que sirve para
el andlisis de flujos supersonicos por medio del trazado de lineas caracteristicas. Al ser un método
numérico es casi obligatorio que se implemente en un programa computacional que permita resolverlo
facil y rapidamente, principalmente porque la precisién de sus resultados dependen de una densidad de
malla bastante elevada. El MOC se implementé en Matlab junto con el procedimiento para el disefio
de toberas Rao [35] y el modelo de Sauer para analisis de flujo transénico [39].

Para evaluar la efectividad del programa se consideraron tres articulos en los que se calcularon toberas
tipo Rao, y que listaran de una manera u otra las caracteristicas técnicas de estas, para usar sus
mismos parametros de diseno en el programa y comparar las toberas Rao obtenidas con el programa.
En la seccion 4.2 se muestran estos resultados, y son bastante satisfactorios, con casi todos los errores
relativos porcentuales menores al 10%. En si, los resultados obtenidos en esta seccién avalan que los
resultados que arroja el programa son suficientemente precisos y correctos.

Ademas de la evaluacién cuantitativa de la seccién 4.2, se incluy6 un anélisis cualitativo que consiste
en disenar una tobera Rao usando como pardmetros de diseno las especificaciones técnicas del motor
RS27A [3], y comparar la tobera obtenida con el programa contra la tobera real del RS27A. En este
andlisis se observé que la tobera Rao calculada con el programa no estaba muy alejada de la reali-
dad; ofrece una mejora del 3% del empuje e impulso especifico, y tiene dimensiones considerablemente
menores a las del RS27A. Teniendo en cuenta que las toberas Rao permiten generar un empuje 6ptimo
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con toberas de longitudes reducidas, y que la evaluacién del programa por analisis cuantitativo fué exi-
toso, se concluye que la tobera disefiada con el programa es factible y satisfactoria, y consecuentemente
el programa también.

En restimen, con lo expuesto previamente se puede decir que los resultados obtenidos en este trabajo
son apropiados, y que el objetivo de crear un programa que asista en el diseno de toberas
axisimétricas de Rao se logré satisfactoriamente.

Para trabajos posteriores se tiene un campo bastante amplio de accién, aunque el autor de esta tesis
sugeriria comenzar por mejorar la eficiencia del cédigo del programa, ademas de incluir otros fenémenos
fisicos que toman parte en el proceso de expansion de los gases en las toberas supersoénicas, por ejemplo;
el equilibrio quimico no congelado de los gases de combustién [47]; el uso de MOC para flujo rotacional,
y la implementacién de una correccién del contorno de la tobera al considerar los efectos de la capa
limite [24].

Otros trabajos posteriores pueden enfocarse a las pruebas experimentales de las toberas calculadas por
el programa, lo que abre posibilidad a otros trabajos enfocados al desarrollo de un banco de pruebas,
y los procesos de manufactura necesarios.

También, en la misma idea de posibles trabajos a futuro, puede considerarse incorporar el andlisis
estructural de las toberas supersonicas.
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Apéndice

Manual de uso del programa.

Para correr el programa es necesario contar con Matlab. La carpeta GUI incluye todos los archivos
necesarios para su ejecucion.

Al iniciar el GUI se abre la ventana principal:

-) ] Programa para el calculo de toberas axisimétricas = =
Tablas/Datos  Gréficas el
% LR
1 —
Programa para el calculo de
toberas axisimétricas tipo
RAQ y perfectas. 09l
[] Tobera Rao g -
Tob fect
|:| obera perfecta 07l
Mostrar kernel v acotaciones 0.6
— Parametros de entrada—— 05
‘Gamma 1.24 =
r_t 0.2038
M_e 23 04
Masa molar 219
r_sup 0.0815 03
Pa 0.101
Pc 4826 02+
Te 3571
m_f 355.637
01+
Calcular
0 1 1 | | 1 1 1 1 1 |
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.9: Ventana de inicio del programa

El primer paso consiste en llenar el grupo de variables denominado ”Parametros de entrada”. Cada
una de las variables es:
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e Gamma: Relacién de calores especificos (adimensional).
e r_t: Radio de la tobera en m.

e M_e: Velocidad mach de salida M, (adimensional).

e Masa molar: M en kg/kmol.

e r_sup: Valor de la curvatura de la pared de la tobera en la parte supersénica 74,,. En esta tesis
se recomienda usar 0.4r; en m.

e Pa: Presién atmosférica en MPa.
e Pc: Presién de la cdmara de combustién en MPa.
e Tc: Temperatura en la cimara de combustién en K.

e m_f: Flujo masico en kg/s.

Una vez ingresados los datos se da click en el botéon ”Calcular”. El programa comenzara a resolver el

problema y abrird una ventana emergente con el mensaje ” Calculando, espere por favor...”, ademas
bloqueard la ediciéon de la ventana principal:

-) ] Programa para el calculo de toberas axisimétricas = =
Tablas/Datos  Graficas L
%8 WE

1 —
Programa para el calculo de
toberas axisimétricas tipo
RAQ y perfectas. 0ol
[ Tobera Rao g -
|:| Tobera perfecta yan
- Blesp. - ©
Mostrar kernel v acotaciones 06 Caleulando,
espere por
— Parametros de entrada—— favor...
Gamma 124 US|
Tt 02038
M_e 23 04
IMasa molar 21.9
r_sup 0.0815 03+
Pa 0.101
Pc 4828 02+
Tc 3571
m_f 355.637
01
Calcular
0 | | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.10: Ventana emergente que avisa que el programa estd calculando

Al termianar de calcular la ventana emergente se cerrard y activard la edicién de la ventana principal.
Ademsds de lo anterior aparecera en la seccion de las graficas un cuadro de acotaciones que resume las
caracteristicas principales de las toberas calculadas: Rao y perfecta:
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2] Programa para el calculo de toberas axisimétricas o &

Tablas/Datos  Grificas ~
2% O8
1
Programa para el calculo de P —
toberas axisimétricas tipo “@analisis 10 = 2.5395
St “@rao = 3.0728
y perfectas. 0.9 T @analisis 1D = 0.32477
EMPUjE g 0rq porrects ~ 12635.0452
EMpuje, s pao = 316123.9536
[ Tobera Rao 081-) |1, tobera perfecta - 264.3843
1, tobera RAO = 263.1487
Tobera perfect
[] Tobera perfecta a8
Mostrar kemely acotaciones | 0-6 [~
Pardmetros de entrada
Gamma | 124 -
it 0.2038
ue 23 04f
Masa molar | 21.9
rsup | 0osis 03f
Pa 0.101
Pe 4826 02
Te 3571
mr [ sssesr
01
Caleular
0 ! ! ! ! ! ! 1 ! ! |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1

Figura 4.11: Ventana principal después de calcular una tobera.

Para mostrar los contornos de las toberas Rao y perfecta sélo se deben activar las casillas marcadas
”Tobera Rao” y ”Tobera perfecta” respectivamente. Se pueden mostrar por separado o al mismo
tiempo:

rograma para el calculo de toberas axisimétricas =
Prog p | calculo de tob t &=
Tablas/Datos ~ Graficas El
A
0.3 . . ;
Programa para el céleulo de . —
toberas axisimétricas tipo g:’:: fisa 10 = 25599
RAO y perfectas. v @anélisis 1D = 0.32477
2340 . B
EMPUIRy e g pertecty = 9026350452
EMpUj€yg p0ra mao — 916123.9536
Tobera Rao 1, tobera perfecta = 264.3843
032 |1, tobera RAO - 263.1487 4
Tobera perfecta
03 -
Mostrar kernel y acotaciones
— Parametros de entrada—— 0.28
Gamma 128 e 7
r_t 02038
e 23
026 -
uasamoar | 219
r_sup 0.0815
Pa 0.101 024 -
Pc 4.826
Tc 3571
mf | 3s5637 022 —
Calcular
0.2 | | | | | | 1
04 0.2 0 02 04 06 08 1 12

Figura 4.12: Casillas para mostrar los contornos de las toberas Rao y/o perfecta.

La opcién ”Mostrar MADIF y acotaciones” grafica el MADIF y puntos calculados para la tobera Rao
y para la tobera perfecta. Para activar esta opcién es necesario tener seleccionada sélo una de las

toberas (que sélo se muestre una en la grifica). Por ejemplo, el MADIF y acotaciones de la tobera
Rao:
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)] Programa para el célculo de toberas axisimétricas -

Tablas/Datos  Graficas &

® 8 MR
Programa para el célculo de I
toberas axisimétricas tipo 04 g:a::lis;s;?[;; 25395
RAOQYy perfectas. T @analisis 1D = 0.32477
Empuje - 902635.0452 : Eip
035l tobera perfecta } g

EmPpUle opera rao

35| - 9161239536 L i e
Tobera Rao I, tobera perfecta = 264.3843 : /

|5 tobera RAQ = 263.1487 /
[ Tobera perfecta 03

o /
[ Parametros de entrada—— '
Gamma 124 = 02 A e S AR A
rt 0.2035 :
u_e 23 %-
Masamolar | 21.8 045 |------
rsup | 00815
1
Pa 0.101 01
Pe 4826
Te 3571 Lineas isticas de la zona de dil
mt [ 35637 0.05 Lineas fsticas de la zona de
= Contorno de la tobera
©  Punto D
Calcular © PuntoE
0 T T T
0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.6

Figura 4.13: Opcién mostrar MADIF y acotaciones.

El ment de la parte superior de la ventana principal incluye las opciones ” Tablas/Datos” y ” Graficas”.
El primero sirve para exportar los datos a excel e incluye las opciones mostradas en la siguiente figura:

)| Progran
Tablas/Datos | Graficas

Variacién del error relative porcentual (RAO)

Puntos del contorno de la tobera

Walores de las ecuaciones de RAD (Propiedades de la curva D-E)

5395

Propiedades de la linea caracteristica B-D (RAO)
Propiedades sobre el gje simetria 032417
Empuletoberﬂ perfecta =
0.35F---- Empuletobera RAO =916
Tobera Rao IS tobera perfecta = 264

IS tobera RAQ = 263.14

Figura 4.14: Menu ” Tablas/Datos”.

Las opciones se listan a continuacién y se indica para que tipo de tobera son:

Variacién del error relativo porcentual (toberas Rao).

Puntos del contorno de la tobera (toberas Rao).

Valores de las ecuaciones 2.25 y 2.26 (Propiedades de la curva D-E)(toberas Rao).

Propiedades de la curva B-D (tobera Rao).

Propiedades sobre el eje axisimétrico (mismas para las toberas Rao y pefecta).
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7

Seleccionar cualquiera de las opciones del menu ”Tablas/Datos” abre una ventana emergente para
guardar el archivo de excel con los datos.

El segundo menu, ”Graficas” incluye las opciones de la figura siguiente, todas son para la tobera tipo
Rao. Dar click en cualquiera de ellas abre una nueva ventana con la grafica seleccionada.

] Programa para el ¢

Tablas/Datos | Graficas

R, S {fn;. "-E Variacien del error relative porcentual (RAQ)
Walores de las ecuaciones de RAQ (Propiedades de la curva D-E)
ngramaj Propiedades de la linea caracteristica B-D (RAQ) E—
toberas ax Propiedades sobre el gje simetria
RAO Kernel de expansion inicial (RAQ)
Kernel de expansion final (RAQ) 045
) val [P anary g =TT

Figura 4.15: Menu ”Gréficas”.

El subment de iconos mostrado en la siguiente figura incluye las opciones ”acercar”, ”alejar”, ”mover
el area del grafico” y por ultimo "indicar valores de un punto”. Estas opciones son exclusivas para
interactuar con el area de graficos.

Tablas/Datos  Graficas

Programa para el calculo de
toberas axisimétricas tipo
RAOQ y perfectas. 09

Figura 4.16: Opciones de grafico.

RECOMENDACIONES

El programa no es perfecto por lo que en ocasiones encuentra errores que detienen el proceso de célculo,
o en los peores casos se queda en un loop infinito. Cuando esto sucede significa que la soluciéon no
puede encontrarse para los pardametros de diseno que se hayan especificado, generalmente se debe a que
los valores de M_e no son aceptables. Si el usuario llega a tener uno de estos problemas se recomienda
terminar el proceso de célculo con el comando ”ctrl4+c”, y cerrar todas las ventanas del programa con
el comando ”close all force”. Una vez hecho esto se puede reabrir el programa para intentar con nuevos
valores.

113



Codigo del programa.

9% % % % % % % % % % % % % %% % % % %6 % % %6 %% %6 % %6 %0 % % %6 %% % % %6 % % % Yo
%% % %% %% %% Subrutina: Contorno Subsénico %% % % % %% %% %%
9% % % % % % % % % % % % %% % % %6 %6 %6 % %6 % %6 % %6 % % % %6 %6 % % %6 % % % Yo

%% %% %% % % % %0 %0 %0 %0 %0 %0 %0 %o Yo Yo %o %0 %0 %0 %0 %o Yo Yo Yo %o %0 %0 %0 %o Yo Yo Yo Yo Yo %0 %0 %o %o Yo Yo Yo %o %0 %0 %0 %o Yo Yo Yo Yo o
%Calculando la densidad del flujo en la garganta.

p-t = p_c*(14+0.5*%(gamma-1)) " (-gamma/(gamma-1));

Tt = T_c¢/(1+0.5%(gamma-1));

rho_t = p_t*1000000/(R_s*T_t);

%Calculando la velocidad del flujo en la garganta.

V_t = (gamma*R_s*T_t)"0.5;

%Calculando el area transversal de la garganta.

At = m_f/(rho_t*V_t);

%Calculando el drea de entrada a la tobera.

A1l =A1At*At;

%Calculando los radios r_1 y r_t de la tobera.

r.1 = (A_1/pi)"0.5;

rt = (A_t/pi)"0.5;

%Calculando el nimero Mach en el punto ”a”.

M_a = V_t*(2)70.5/(2*(2*gamma*R_s*T_c-0.25*V_t"2*(gamma-1))" 0.5);
%Calculando r_a. A

ra = r_t*((1/M-a)*(((14+0.5*(gamma-1)*M_a"2) /(1+0.5%(gamma-1) ) ) ((gamma+1) /
(gamma-1)))"0.5)"0.5;

%Calculando x_a.

x_a = -1*((R_nom_sub*r_t)"2-(r_a-(R_nom_sub*r_t+r_t))"2)"0.5;

%Calculando sigma.

sigma = (180/pi)*atan(x_a/((R.nom_sub*r_t)"2-x_a"2)"0.5);

%Calculando x_1.

x_1 = (r_1-r_a)/tan(sigma*(pi/180))+x_a;

noz_sub_x = [x_a:-x_a/10:0] noz_sub_y = -1*((R_nom_sub*r_t) "2-noz_sub _x."2)."0.5+r_t*(R_nom_sub+1)
noz_sub_x = [x_1,x_a noz_sub_x|; noz_sub_y = [r_1,r_a noz_sub_y]|;

%0%%% %0 % % %% %0 %0 %0 % %% %0 Yo Yo 0 %0 %0 %o Yo Yo 7o 0 %0 %o Yo Yo 7o 0 %0 %o Yo Yo o 0 %0 %0 Yo Yo o o %0 %0 Vo Yo o o %0 %0 Vo Yo Yo
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%%% %% %% % %% %% %0 %0 % %0 % %0 % %0 %0 % %0 %0 %6 % %o %0 % %0 %0 %0 %0 % %0 %0 %6 %0 % %0 % %% % %0 Yo
%%%Subrutina: Calculo de las propiedades de la superficie C-E (ecs 2.25 y 2.26)%%%
%% % %% %% % % % %0 % %0 % % %0 % %0 % % %0 % %0 % %0 % %0 %0 % %0 % %6 %6 % %0 % %0 % % %0 % % % % % %o

% %%% % %% % %0 %0 % % %0 %0 % % %0 %0 %0 %o %0 %0 % %o %0 %0 %o %o %0 %0 Yo %o %0 %0 o o %0 %6 %o 0 %0 Yo %o %0 %0 %o %o %0 %6 %o %o %0 % %o o
%Calculando alfa_e, theta_e y M_char_e

p-e = p-¢/(140.5*(gamma-1)*M_e"2)" (gamma/(gamma-1));

T_e = T_c/(140.5%(gamma-1)*M_e"2);

rho_e = 1000000*p_e/((R/W_m)*T _e);

alpha_e = (180/pi)*asin(1/M_e);

a_e = (gamma*(R/W_m)*T_e)"0.5;

V_e = ae*M_e;

theta_e = 0.5%(180/pi)*asin(2*cot((pi/180)*alpha_e)*1000000* (p_e-p-a)/(rho_e*V_e"2));

M _char_e = (1/(gamma-1+(2/M_e"2)))"(0.5); %Encontrando los valores M y theta que satisfacen las
ecuaciones 2.24 y 2.25.

theta2(1,1) = theta_e;

lambda_1 = M_char_e*cos((pi/180)*(theta_e-alpha_e))/cos((pi/180)*alpha_e);

lambda_2 = tan((pi/180)*alpha_e)*(sin((pi/180)*theta_e)) " 2*M_e"2*(1+M_e2*(gamma-1) /2)"
(-gamma/(gamma-1));

M = M_g;

M _limit_rao_curve = 1.5; %Limite del valor de M. Dejar por 1.5

dM = 0.01; %Incremento en el valor de M para su evaluacién. Dejar por 0.01

dy_ye = -0.01; %Incremento del valor y/ye para su evaluacién. Dejar por 0.01

dtheta = 0.5; %Incremento del valor de theta. Dejar por 0.5

i=1;

while M<M_limit_rao_curve*M_e

res = 1;

ifi>1

theta2(1,i) = theta2(1,i-1)+dtheta;

end

M=M _e;

while res>0.0001

M2 = M+dM;

funvl = (1/(gamma-1+(2/M"2)))"(0.5)*cos((pi/180)*theta2(1,i)-asin(1/M))/cos(asin(1/M))-lambda_1;
funv2 = (1/(gamma-1+4(2/M2°2)))"(0.5)*cos((pi/180)*theta2(1,i)-asin(1/M2))/cos(asin(1/M2))-lambda_1;
dv_dm = (funv2-funvl)/dM;

M.oar = M - funvl/dv_dm;

res = 100*(M-M_nr)/M;

M = M_nr;

end

M_ex2(1,i) = M;

res=1;

y-ye =1

while res>0.0001

y-ye2 = y_yet+dy_ye;

funvl = y_ye*tan(asin(1/M_ex2(1,i)))*(sin((pi/180)*theta2(1,i))) 2*M_ex2(1,i)"2*(1+M_ex2(1,i)"
2*(gamma-1)/2)" (-gamma/(gamma-1))-lambda_2;
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funv2 = y_ye2*tan(asin(1/M_ex2(1,i)))*(sin((pi/180)*theta2(1,i))) 2*M_ex2(1,i) "2*(1+M_ex2(1,i)"
2*(gamma-1)/2)" (-gamma/(gamma-1))-lambda_2;

dv_dy_ye = (funv2-funvl)/dy_ye;

y_yenr = y_ye - funvl/dv_dy_ye;

res = 100*(y_ye-y_ye_nr)/y_ye;

y_ye=y_yenr;

end

ifi>1

y_ye>y_ye_ex(1,i-1)
theta2(:,i)=[];
M_ex2(:,i)=[];
break

else
y-ye-ex(L,i)=y-ye;
end

i=i41;

end

% Obteniendo las funciones para M(y/ye) y theta(y/ye) (ajuste de % curvas a los resultados obtenidos).
n = 50; %Numero de intervalos para evaluar las funciones.

y-ye = [L:(min(y_ye_ex)-max(y_ye_ex))/n:min(y_ye_ex)|;

for i = 1:length(y_ye_ex)-1 precision = 1000;

if i < length(y_ye_ex)-1

pos = floor((find(y_ye < y_ye_ex(i+1)+y_ye_ex(i+1)/precision

y_ye > y_ye_ex(i+1)-y_ye_ex(i+1)/precision, 1, first’) +find (y_ye < y_ye_ex(i+1)+y_ye_ex(i+1)/precision
y_ye > y_ye_ex(i+1)-y_ye_ex(i+1)/precision,1,’last’))/2);

while isempty(pos)

precision = precision/10;

pos = floor((find(y_ye < y_ye_ex(i+1)+y_ye_ex(i+1)/precision

y-ye > y_ye_ex(i+1)-y_ye_ex(i+1)/precision,1, first’)+find(y_ye < y_ye_ex(i+1)+y_ye_ex(i+1)/precision
y_ye > y_ye_ex(i+1)-y_ye_ex(i+1)/precision,1,’last’))/2);

end

else

pos = length(y_ye);
end

ifi>1

f M_y_ye = [f-M_y_ye linspace(M_ex2(i),M_ex2(i+1),pos-length(f_M_y_ye))];

f theta_y_ye = [f_theta_y_ye linspace(theta2(i),theta2(i+1),pos-length(f_theta_y_ye))];
else

f M_y_ye = linspace(M_ex2(i),M_ex2(i+1),pos);

f_theta_y_ye = linspace(theta2(i),theta2(i+1),pos);

end

end

f T yye = Tc./(1+(gamma-1)*f M_y_ye."2/2);
fp_y_ye = p_c./(1+(gamma-1)*f M_y_ye."2/2)." (gamma/(gamma-1));
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f rho_y_ye = 1000000*f_p_y_ye./((R/W_m).*f T_y_ye);

f V_y_ye = f M_y_ye.*(gamma*(R/W_m)*f_T_y_ye).”0.5;

f mu_y_ye = (180/pi)*asin(1./f M_y_ye);

%% %% %% % % % % %0 %0 %0 % %0 % Yo %o %o %o %0 %0 %0 %0 %6 Yo Yo Yo %o %0 %0 %0 %6 Yo Yo Yo Yo %o %0 %0 %0 %o Yo Yo Yo %o %0 %0 %0 %0 Yo Yo Yo %o Yo
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9% % % %% % % %% % % % % % % % % % % % % % % % %
%%%Subrutina: Célculo de la linea Sénica% %%
9% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %o

%% % %% %0 %% %0%0%0%0%0%0%6 %6 %6 %0 %0 %0 %0 %0 Y0 %0 Yo Yo Yo o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo %0 %0 %0 %0 %0 %0 %0 V6 %0 %6 %o Yo Yo

n_char_on_crit_curve = 100; %Establecer niimero al requisito

b_crit_curve = (2/((gamma-+1)*R_nom_sub*r_t*r_t))0.5;

psi = (r-t/8)*(2*(gamma+1)*(r_t)/(R-nom_sub*r_t))-5;

crit_curve_r = [r_t:-(r_t)/(n_char_on_crit_curve-1):0];

crit_curve_x = -0.25%(gamma-1)*b_crit_curve.*crit_curve_r.24-2*psi;

u_crit_curve = b_crit_curve.*(crit_curve_x-psi)40.25% (gamma-1)*b_crit_curve2.*(crit_curve_r).2;

v_crit_curve = 0.5%(gamma-+1)*b_crit_curve2.*(crit_curve x-psi).*

~

crit_curve_r+(1/16)*(gamma-+1)2*b_crit_curve3 .*crit_curve_r.3;

M_th = ((1+u_crit_curve(1))2+v_crit_curve(1)2)0.5; %Considerado constante en toda la linea criticay
evaluado en la pared de la tobera.

theta_crit_curve = (180/pi).*atan(v_crit_curve./u_crit_curve);

alpha_crit_curve = (180/pi)*(asin(1/M_th));
%% % %% %% %0 %0%0%0%0%0%0%0 %6 %0 %6 %0 %0 %0 %0 %0 %0 Yo Yo Yo Yo o o o Vo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo %0 %0 %0 %0 %0 %0 %0 V0 %6 %6 %o %o Yo
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% %% % % %% % % %% % % % % % % % % % %0 % % % %0 % % % % % % %o
%% %Subrutina: Céalculo del MADIF de expansién inicial %% %
% %% % % %% % % % % % % % % % % % % % %0 % % % %6 % % % % % % %o

%% %% %% %% % %0 %0 %0 %00 %0 %0 %o o %o %o %0 %00 %0 Yo Yo Yo Yo %o Yo %0 %0 %o Yo Yo o Yo Yo %0 %0 %0 Yo Yo o Yo Yo Yo %0 %0 Vo Yo Yo
nu_th = (180/pi)*(sqrt((gamma-+1)/(gamma-1))*atan((sqrt((gamma-1)* (M_th2-1)/(gamma+1)))) -
atan(sqrt(M_th2-1)));

dtb_angle = 0.1; % Dejar en 1 o menos. i = 1; 1 = 0; angle = 1; %Grados total_error_integrals =
100; percerr_decreasing dir = -1; C_p = gamma*(R/W_m)/(gamma-1); %Calor especifico a presién
constante del propergol kJ/kgK

while percerr_decreasing_dir < 0

current_char line x = []; current_char_ line_y =[];
current_char_theta_kernel = [|; current_char_mu kernel = [[;
current_char_M _kernel = []; current_char_p_kernel = [J;
current_char_T _kernel = [|; current_char_rho_kernel = [|;
current_char_a_kernel = [|; current_char_V _kernel = [|;

if I==0 j.max = i+1; end
for j=1:j_max n=1;
if j==

char(i,j,1) = r_tb*sin((pi/180)*dtb_angle*i); char(i,j,2) = h_th+r_tb-r_tb*cos((pi/180)*dtb_angle*i);
theta(i,j) = (180/pi)*atan(char(i,j,1)/(r_tb2-char(i,j,1)2)0.5); nu(i,j) = theta (i,j)-+nu_th;

% Funcién de Prandtl-Meyer (usando Newton Rhapson) dM = .1; % Dejar por .01 if j == 1 M_ex(i,j)
= 1.00; else M_ex(i,j) = M_ex(i,j-1); end M = M_ex(i,j);

res = 1; while res ; .001 M2 = M + dM; funvl = (-nu(i,j)*(pi/180)+(sqrt((gamma+1) /(gamma-1))*
atan((sqrt((gamma-1)*(M2-1)/(gamma+1))))-atan(sqrt(M2-1))));

funv2 = (-nu(i,j)*(pi/180)+ (sqrt((gamma+1)/(gamma-1))*
atan((sqrt((gamma-1)*(M22-1)/(gamma-+1))))-atan(sqrt(M22-1)))); dv_dm = (funv2-funvl)/dM;

M =M - funvl/dv_dm; res = abs(funvl);

end M_ex(i,j) = M;

% Encontrando el angulo mu mu(i,j) = (180/pi)*asin(1/M_ex(i,j));
%Resolviendo ec. 17.35 Shapiro T1 = T_c/(1+(gamma-1)*M_ex(i,j-1)2/2);
al = (gamma*(1000*R/W_m)*T1)(0.5);

V1 = M_ex(i,j-1)*al;

Q1 = cot((pi/180)*a*(mu(i,j-1)+mu(i,j)))/(a*(V1+V3));
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G1 = sin((pi/180)*a*(theta(i,j- 1)+theta( ) sin((pi/180)* a*(mu(i,j-1)+mu(i,j)))/sin((pi/180)*
(a*(theta(i,j-1)+theta(i,j))-a* (mu(i,j-1)+-mu(i J))));

T2 = T_c/(1+(gamma-1)*M_ex(i-1,j)2/2);

a2 = (gamma*(1000*R,/W_m)*T2)(0.5);

V2 = M_ex(i-1,j)*a2;

Q2 = cot((pi/180)*a*(mu(i-1,j)+mu(ij)))/(a*(V2+V3));

F2 = sin((pi/180)*a*(theta(i-1,j)+theta(i,j)))* sin((pi/180)*a*(mu(i-1,j)+mu(i,j)))/sin((pi/180)*
(theta(i-1,j)+theta(i,j)+mu(i-1,j)+mu(i,j)));

if char(i-1,j,2)==0 A = [1,Q1; 2,-Q2]; B = [(pi/180)*theta(i,j-1)+Q1*V1+G1* (char(i,j,2)-char(i,j-
1,2))/(a*(char(i,j-1,2)+rij)); -Q2*V2]; else A = [1,Q1; 1,-Q2]; B = [(pi/180)*theta(i,j-1)+Q1*VI14+G1*
(char(i,j,2)-char(i,j-1,2))/(a*(char(i,j-1,2)+rij)); (pi/180)*theta(i-1,j)-Q2*V2-F2*
(char(i,j,2)-char(i-1,j,2))/(a*(char(i-1,j,2)+rij))]; end

iterm(1,:) =inv(A)*B; theta(i,j) =

(180/pi)*iterm(1,1); V3 = iterm(1,2); T3 = T_c-(V32/(2*¥1000*C_p));
a3 = (gamma*1000*(R/W_m)*T3)0.5;

M_ex(i,j) = V3/a3;

% Encontrando el dngulo mu mu(i,j) = (180/pi)*asin(1/M_ex(i.j));

%Calculando el error relativo porcentual. error-M = 100*abs((M_ex(i,j)-Mn)/M_ex(i,j)); errorr =
100*abs((char(i,j,2)-rij) /char(i,j,2)); error x = 100*abs((char(i,j,1)-xij)/char(i,j,1)); Mn = M_ex(i,j);
rij = char(i,j,2); xij = char(i,j,1); n = n+1; end

if char(i,j,1) i char(i,j-1,1) char(i,j,1) = char(i,j-1,1); char(i,j,2) = char(i,j-1,2); theta(i,j) = theta(i,j-1);
Mex(i) = M_ex(ij-1); mu(i,j) = mui1);

wallbump = 1; end nu(i,j) = (180/pi)*(sqr qrt((gamma--1)/(gamma-1))*atan((sqrt((gamma-1)*(M_ex(i,j) 2-
1)/(gamma+1))))-atan(sqrt(M_ex(i,j)2-1)));

elseif i;=1 & j==i+1

char(i,j,1) = char(i,j-1,1)-char(i,j-1,2) /tan((pi/180)*(theta(i,j-1)-mu(i,j-1))); theta(i,j) = 0; char(i,j,2)

%Resolviendo ecuacién 17.35a Shapiro T1 = T_c¢/(1+4(gamma-1)*M_ex(i,j-1)2/2);

al = (gamma*1000*(R/W_m)*T1)0.5;

V1 = M_ex(i,j-1)*al;

Q1 = cot((pi/180)*mu(i,j-1))/V1;

G1 = sin((pi/180)*theta(i,j-1))*sin((pi/180)* mu(i,j-1))/sin((pi/180)*(theta(i,j-1)-mu(i,j-1)));
V3 = ((pi/180)*theta(i,j-1)-G1)/Q1+V1;

T3 = T_c-V32/(2*¥1000*C_p);
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a3 = (gamma*1000*(R/W_m)*T3)0.5;

M_ex(i,j) = V3/a3;

%Encontrando el dngulo mu mu(i,j) = (180/pi)*asin(1/M_ex(i,j));
end

%Calculando las propiedades del flujo en el MADIF de expansion.

char_exp_kernel(i,j,1) = char(i,j,1); char_exp_kernel(i,j,2) = char(i,j,2);
current_char line x(1,j) = char(i,j,1); current_char line_y(1,j) = char(i,j,2);

theta_exp kernel(i,j) = theta(i,j); current_char_theta_kernel(1,j) = theta(i,j);
mu_exp_kernel(i,j) = mu(i,j); current_char_mu_kernel(1,j) = mu(i,j);
M_exp_kernel(i,j) = M_ex(i,j); current_char_M kernel(1,j) = M_ex(i,j);

p-exp_kernel(i,j) = P,c/(1—|—0.5*(gamma—1)*M,ex(i,j)Q)Zgamma/(gamma—l)); current_char_p_kernel(1,j)
= p_exp_kernel(i,j);

T_exp_kernel(i,j) = T_c¢/(140.5%(gamma-1)*M_ex(i,j)2); current_char_T kernel(1,j) = T_exp_kernel(i,]);

rho_exp_kernel(i,j) = 1000000*p_exp _kernel(i,j)/(1000*(R/W_m)*T _exp_kernel(i,j));
current_char_rho_kernel(1,j) = rho_exp_kernel(i,j);

a_exp_kernel(i,j) = (gamma*1000*(R/W _m)*T _exp_kernel(i,j))0.5;
current_char_a_kernel(1,j) = a_exp_kernel(i,j);

V_exp_kernel(i,j) = a_exp_kernel(i,j)*M_ex(i,j); current_char_V _kernel(1,j) = V_exp_kernel(i,j);
if j ==1i+1

)

)

% Guardando los valores de las propiedades en el eje de la % tobera. x_sym_axis_rao(1,i) = char(i,j,1)
theta_sym_axis rao(1,i) = theta(i,j); mu_sym_axis_rao(1,i) = mu(i,j); M_sym_axis_rao(1,i) = M_ex(i,j)
p-sym_axis_rao(1,i) = p_exp_kernel(i,j); T_sym_axis_rao(1,i) = T_exp_kernel(i,j); rho_sym_axis_rao(1,i
= rho_exp_kernel(i,j); V_sym_axis rao(1,i) = V_exp_kernel(i,j); end

if M_ex(i,j)i= M_e
1::
j==i+1;1=1; jmax = j; i_j-max = i; break end end

% Llenando los puntos de interseccién (donde lineas subsecuentes cruzan con las anteriores, por
ejemplo la char line 2 cruza con la char line 1) for n = 1:i %ignorar el dltimo valor de j, es un
punto extra for j=1:size(char_exp kernel,1)+1 if j;n+1 char_exp_kernel(n,j,1) = char_exp_kernel(j-
1,n+1,1); char_exp_kernel(n,j,2) = char_exp_kernel(j-1,n+1,2); M_exp_kernel(n,j) = M_exp_kernel(j-
1,n+1); T_exp_kernel(n,j) = T_exp_kernel(j-1,n+1);

p-exp_kernel(n,j) = p-exp_kernel(j-1,n+1); rho_exp_kernel(n,j) = rho_exp_kernel(j-1,n+1);
theta_exp_kernel(n,j) = theta_exp_kernel(j-1,n+1); end end end
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char_exp_kernel(char_exp_kernel(:,:,1)==0) = NaN;

%Guardando el kernel de expansién para una tobera perfecta. if 1==1; 1=2; char_exp_kernel_perf =
char_exp_kernel; char_exp _kernel perf(char_exp_kernel_perf(:,:,1)==0) = NaN;

theta_exp_kernel_perf = theta_exp_kernel; mu_exp_kernel_perf = mu_exp_kernel; M_exp_kernel_perf =
M _exp_kernel; p_exp_kernel_perf = p_exp_kernel; T _exp_kernel_perf = T _exp_kernel; rho_exp_kernel_perf
= rho_exp_kernel; a_exp_kernel perf = a_exp_kernel; V_exp_kernel_perf = V_exp_kernel; end

ifi; 2
% Obteniendo las funciones para el lado izquierdo de las variables de la ecuacién 19 RAO
n = 10000; %Numero de intervalos para evaluar las funciones.

current_x = [current_char_line x(1): (current_char_line x(length(current_char_line x))
-current_char_line x(1))/ n:current_char_line_x(length(current_char_line x))];

charel = find(current_char_line x(1)jcurrent_char_line x,1,first’); current_f_y x = [|; current_f rhox =
[J; current_f M_x = []; current_f_V_x = []; current_f{_theta_x = [|; current_f mu_x = [J;

for n=charel-1:length(current_char_line x)-1 if n j length(current_char_line x)-1 pos = floor((find(current_x
< current_char_line_x(n+1)+current_char_line x(n+1)/1000 & current_x > current_char line x(n+1)-
current_char_line_x(n+1)/1000,1, first’)+find (current x < current_char_line_x(n+1)

+current_char_line x(n+1)/1000 & current_x > current_char_line x(n+1) -current_char_line x(n+1)
/1000,1,’last’))/2); else pos = length(current_x); end

if n > 1 current_fy x = [current_f_y x linspace(current_char_line_y(n),
current_char_line_y(n+1),pos-length(current_f_y_x))J;

current_f rho_x = [current_f rho_x linspace(current_char_rho_kernel(n),
current_char_rho_kernel(n+1),pos-length(current_{ rho_x))J;
current_f M_x = [current_f M x linspace(current_char_M kernel(n),
current_char_M _kernel(n+1),pos-length(current_f M _x))];
current_f V_x = [current_f_V _x linspace(current_char_V kernel(n),
current_char_V _kernel(n+1),pos-length(current_f 'V _x))J;

current_f theta_ x = [current_f_theta _x linspace(current_char_theta_kernel(n),
current_char_theta_kernel(n+1),pos-length(current_f_theta x))];
current_f_ mu_x = [current_f mu_x linspace(current_char_mu_kernel(n),
current_char_mu_kernel(n+1),pos-length(current_f mu x))]J;

else current_f_y_x = linspace(current_char_line_y(n),
current_char_line_y(n+1),pos);

current_f_rho_x = linspace(current_char_rho_kernel(n),
current_char_rho_kernel(n+1),pos);

current_f M_x = linspace(current_char_M kernel(n),

current_char_M kernel(n+1),pos);

current_f_V_x = linspace(current_char_V _kernel(n),
current_char_V_kernel(n+1),pos);

current_f_theta_x = linspace(current_char_theta_kernel(n),
current_char_theta_kernel(n+1),pos);

current_f mu_x = linspace(current_char_mu_kernel(n),
current_char_mu_kernel(n+1),pos);
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end end
Y%Evaluando para los puntos D1 en las lineas caracteristicas de la %zona de expansién inicial.

D1.x(i) = NaN; D1_y(i) = NaN; y_e(i) = NaN; current_n_f x = 0; error_tolerance(i) = 0.005; d_found
= 0; maximum_char_reached = 0;

=
Tt =

while percerr_decreasing_dir | 0 && error_tolerance(i) i 0.5 min_lambda_error(i)
for n=1:length(current_x) lambda(i) = ((1/(gamma-1+(2/(current_f M x(n))2)))0.
cos((pi/180)*(current_f_theta x(n)-current_f mu x(n)))/cos((pi/180)

current_f_ mu_x(n)); lambda_error(i) = 100*abs((lambda_2-lambda(i))/lambda_2);

if min_lambda_error(i) ; lambda_error(i) min_lambda_error(i) = lambda_error(i);
n_min_lambda_error(i) = n;

theta_min_lambda_error(i) = current_f_theta x(n);

M_min_lambda_error(i) = current_f M _x(n);

lambda_y_ye(i) = lambda_3/(tan(asin(1/current_f M _x(n)))*(sin((pi/180)
current_f_theta_x(n)))2*current_f M _x(n)2

(1+(current_f M _x(n))2*(gamma-1)/2) (—gamma/(gamma—l)));

y_ye_min_lambda_error(i) = lambda_3/(tan(asin(1/current_f{ M x(n)))*
(sin((pi/180)*current_f_theta_x(n )))2*current £ M_x(n)2*

(1+(current_f M _x(n))2*(gamma-1 )/2)( gamma/(gamma-1)));

y-min_lambda_error(i) = current_f_y_x(n); if min_lambda_error(i)j=error_tolerance(i) &&
current_f_theta x(n) ;= min(theta2) &&

current_f M_x(n) ;= min(M_ex2) &&

current_f_theta x(n) j= max(theta2) &&

current_f M x(n) j= max(M_ex2) &&

lambda_y_ye(i);= min(y_ye) && lambda_y_ye(i)j= max(y_ye)

current_n_f x = n; lambda_n(i) = n; D1 x(i) = current_x(n);

D1_y(i) = current_f_y x(n); current_char_line_y_ye(i) = lambda_y_ye(i);
current_char_line_theta(i) = current_f_theta_x(n);

current_char line_ mu(i) = current_f mu x(n);

current_char_line_M(i) = 1/sin((pi/180)*current_char_line_mu(i));

d-found = 1; current_n_f_y = find(y_ye §

current_char_line_y _ye(i
current_char_ line_y_ye(i) /1000 & y_ye i
current_char_line_y_ye(i)+
current_char_line_y_ye(i)/1
current_char_line_y_ye
current_char_line_y _ye
current_char_line_y_ye

00;
)

)-
)
i)/1000,1, first’)+floor((find(y_ye ;,
i)-
1)/1000 & y_ye |
i)+

i)

i)-

i)

i)

current_char_ line_y_ye(i)/1000,1, first’)-find(y_ye ¢,
current_char_line_y_ye(i

current_char_line_y_ye(i) /1000 & y_ye |
current_char_line_y_ye(i)+

NN N N N I T ey Ty

current_char_line_y_ye(i)/1000,1,’last’))/2);

break elseif min_lambda_error(i)j=error_tolerance(i) && current_f_theta_x(n) ; max(theta2) && cur-
rent_f M _x(n) ; max(M_ex2) && lambda_y_ye(i);= min(y_ye) && lambda_y_ye(i)j= max(y_ye) maxi-
mum _char_reached = 1; break end end end if d_found == 1 —— maximum_char_reached == 1 break
end error_tolerance(i) = error_tolerance(i)*10; end
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%Checando la condicién de la ec. 19, RAO.

if current_n_f x § 0

%Integral del lado izquierdo.

a = currentx(1); b = D1.x(i); . B1.D1(i) = 0;

for n=2:current n_f x-1 I B1_D1(i) = I.B1_D1(i)+2*current_f_y x(n)*current_f rho_x(n)*
current_f_V _x(n)*sin((pi/180)*current_f mu x(n))/cos((pi/180)*
(current_f_theta_x(n)-current_f mu_x(n)));

end

I B1.D1(i) = I.B1_.D1(i)+current_f_y x(1)*current_f rho_x(1)*
current_f_V _x(1)*sin((pi/180)*current_f mu x(1))/cos((pi/180)*
(current_f_theta_x(1)-current_f mu x(1)));

I B1.D1(i) = I.B1_.D1(i)+current_f_y x(current_n_f x)*
current_f_rho_x(current_n_f x)*current_f_V_x(current_n_f_x)*
sin((pi/180)*current_f mu_x(current_n_f x))/cos((pi/180)*
(current_f_theta_x(current_n_f x)-current_f_mu_x(current_n_f x)));
I B1.D1(i) = (b-a)*I_.B1_D1(i)/(2*current_n_f x);

%Integral del lado derecho.
L1.D1(i) = 0;
ns = 2; n.f = current_n_f y-1; ¢ = y_ye(1); d = current_char_line_y_ye(i); n-h = current_n_f_y;

forn=n_s: nfI 1. DI1(i) =1.1.D1(i)+2*y_ye(n)*f rho_y_ye(n)*f_V_y_ye(n)*sin((pi/180)*f mu_y_ye(n))/
sin((pi/180)*(f_-theta_y_ye(n)+f-mu_y_ye(n))); end

[.1.D1(i) = I.1.D1(i)+y-ye(n-s-1)*f_-rho_y_ye(n_s-1)*

f V_y_ye(n_s-1)*sin((pi/180)*f . mu_y_ye(n_s-1))/sin((pi/180)*
(f_theta_y_ye(n_s-1)+f mu_y_ye(n_s-1)));

[.1.D1(i) = I.1.D1(i)+y_ye(n_f+1)*f rho_y_ye(n_f+1)*

£ V_y_ye(n_f+1)*sin((pi/180)*f-mu_y_ye(n_f+1))/sin((pi/180)*
(f_theta_y_ye(n_f+1)+f mu_y_ye(n_f+1)));

y-e(i) = D1_y(i)/current_char line_y_ye(i);

I.1.D1(i) = y_e(i)2*abs(d-c)*I.1.D1(i)/(2*n_h);

%Comparando resultados. total_error_integrals = 100*abs((I_-B1.D1(i)-1.1_D1(i))/I_-B1_D1(i)); percerr(i)
= total_error_integrals;

else if i==3 percerr(1:i) = inf; else percerr(i) = percerr(i-1); end end

if angle ; 90 (i;1 && percerr(i)-percerr(i-1);0 && percerr(i-1)j100) (i1 &&
percerr(i)==percerr(i-1) && maximum_char_reached==1)

%Borrando la tltima linea caracteristica. D1.x(i) = []; Dl.y(i) = []; char_exp_kernel(i,:;,;:) = [];
char_exp_kernel(:,i+1,:) = []; theta_exp_kernel(i,:) = [|; mu_exp_kernel(i,:) = []; M_exp_kernel(i,:)
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= [l pexp_kernel(i;:) = [J; T-expkernel(i,:) = [J; rho_exp_kernel(i,;) = [J; a_exp_kernel(i;:) = [|;

V_exp_kernel(i,:) = [|; %if length(y-e)==i y_e(i) = []; %end if maximum_char reached == 0 cur-
rent_char line_y_ye(i) = []; current_char line_theta(i) = [J;
current_char_line mu(i) = []; current_char_line_M(i) = []; end

%Estableciendo los valores de las lineas caracteristicas para la %iteracién anterior. current_char_line_x
= previous_char_line x; current_char_line.y = previous_char_line_y; current_char_theta kernel = pre-
vious_char_theta_kernel; current_char_mu_kernel = previous_char_mu_kernel; current_char_M kernel =
previous_char_M _kernel; current_char_p_kernel = previous_char_p_kernel; current_char_T _kernel = pre-
vious_char_T kernel; current_char_rho_kernel = previous_char_rho_kernel; current_char_a_kernel = pre-
vious_char_a_kernel; current_char_V _kernel = previous_char_V _kernel; current_x = previous_x; cur-
rent_f_y_x = previous_f_y_x; current_f_ rho_x = previous_f_rho_x; current_f M_x = previous_f{ M_x; cur-
rent_f_V_x = previous_f_V_x; current_f_theta_x = previous_f_theta_x; current_f_mu_x = previous_f_ mu_x;
current_n_f_y = previous_n_f_y; current_n_f_x = previous_n_f _x;

%Valores limite de la integral de la curva C-E. n_s = previous_n_s; n_f = previous_n_f; ¢ = previous_c;
d = previous_d; n_h = previous_n_h;

break end
%%Guardando valores para la siguiente iteracién.
if current_n_f x § 0

previous_char_line_y_ye = current_char_line_y_ye(i); previous_char_line_theta = current_char_line_theta(i);
previous_char_line_.mu = current_char_line_mu(i); previous_char_line_ M = current_char_line_M(i); pre-
vious_n_f_y = current_n_f_y; previous_n_f x = current_n_f x;

%Valores limite de la integral de la curva D-E. previous n_s = n_s; previous_n_f = n_f; previous_c = c;
previous_d = d; previous_.n_h = n_h;

end

previous_char_line_x = current_char_line_x; previous_char_line_y = current_char_line_y;
previous_char_theta_kernel = current_char_theta_kernel; previous_char_mu_kernel = current_char_mu_kernel;
previous_char_M _kernel = current_char_M kernel; previous_char_p_kernel = current_char_p_kernel;
previous_char_T _kernel = current_char_T _kernel; previous_char_rho_kernel = current_char_rho_kernel;
previous_char_a_kernel = current_char_a_kernel; previous_char_V _kernel = current_char_V _kernel;
previous_x = current_x; previous_fy_ x = current_f.y x; previous_frhox = current_frho_x; previ-
ous_f M x = current_f{ M x; previous_f_'V_x = current_f V_x; previous_f_theta_x = current_f theta_ x;
previous_f_ mu_x = current_f_ mu_x;

end

%Incrementando i y angle para la siguiente iteracién.
i=i+1; angle=angle+dtb_angle; iteration(i)=i;

end

char_line_percerr_starts = find(percerr==inf,1,’last’)+1; total_char_lines = length(percerr);

90%%% %0 %0 %% % %0 %o %0 70 %0 %0%0 %o Yo 7 %076 %0 Yo Yo 70 0 %60 Yo Yo o 0 %0 %o Yo Yo o 0 %0 %6 Yo Yo o o %0 %0 Vo Yo o o 0 %0 Vo Yo Yo
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%% %% % %% % % %% % % %0 % % %0 %0 % % %0 %0 % % %6 % % % %0 % %
%% %Subrutina: Céalculo del MADIF de expansién final% %%
%% % % % %% % % % % % %6 % % % %6 % % % %6 % % % % % % % % % %

90%%% % % % %% %0 %0 %0 % %% %0 Yo Yo 70 %0 %0 %o Yo Yo 7o %0 %0 %o Yo Fo 7o 0 %0 %0 %o Yo o 0 %0 %0 Yo Yo o 0 %0 %6 Vo Yo o o %0 %0 Vo Yo Yo

%Calculando la caracteristica D-E para toberas Rao.

M_ex = 0; char = 0; theta = 0; mu = 0; n_intervals_D_E = 500; %Ntmero de intervalos a dividir la
linea D-E. n_steps_y = floor(n_h/n_intervals_D_E);

if n_steps_y == 0 n_steps_y = 1; end
a=d;b=c;Ixce=0;i=2;
y_ye_de = y_ye; f_theta_y_ye_.de = f_theta_y_ye; f mu_y_ye.de = f mu_y_ye; f M_y_ye_de = f M_y_ye;

x-2 = D1 x(length(D1x)); char(1,n_intervals D_E+1,1) = x_2;

char(1,n_intervals_ D_E+1,2) = D1_y(length(D1_y));

theta(1,n_intervals_ D_E+1) = current_char_line_theta(length(current_char_line_theta));
mu(1,n_intervals_ D_E+1) = current_char_line_mu(length(current_char_line_mu));
M_ex(1,n_intervals_ D_E+1) = 1/sin((pi/180)*current_char_line_mu(length(current_char_line_mu)));

for n=1:n_h

x_1 = x 2+ y_e(length(y_e))*(y_ye-de(n_h-n+1)-y_ye_de(n_-h-n+2))*cot((pi/180)* (f_theta_y_ye_de(n_h-
n+1)+fmu_y_ye_de(n_h-n+1)));

if mod(n/n_steps_y,1)==0 && i-1 | n_intervals_ D_E char(i,n_intervals D E+1,1) = x_1;
char(i,n_intervals_D_E+1,2) = y_e(length(y_e))*y_ye_de(n_-h-n+1);
theta(i,n_intervals D_E+1) = f_theta_y_ye_de(n_h-n+1);

mu(i,n_intervals. D_E+1) = f mu_y_ye_de(n_-h-n+1);

M _ex(i,n_intervals D _E+1) = f M_y_ye_ de(n_h-n+1);

i = i+1; elseif n==n_h char(n_intervals_ D_E+1n_intervals D_E+1,1) = x_1;
char(n_intervals_ D _E+1n_intervals D_E+1,2) = y_e(length(y_e))*y_ye_de(n_h-n+1);
theta(n_intervals_D_E+1,n_intervals_D_E+1) = f_theta_y_ye_de(n_h-n+1);
mu(n_intervals_D_E+1 n_intervals_D_E+1) = f mu_y_ye_de(n_h-n+1);

M _ex(n_intervals_D_E+1n_intervals D_E+1) = f M_y_ye_de(n_h-n+1);

end

x 2 =x1;
end
%%Calculando la caracteristica B-D para toberas Rao.

n_intervals_ B_D = n_intervals_D_E; %Mismos que para la linea D-E.
n_steps_x = floor(current_n_f x/n_intervals_B_D);

char(1,1,1) = current_x(1); char(1,1,2) = current_f_y x(1); theta(1,1) = current_f_thetax(1); mu(1,1)
= current_f mu x(1); M_ex(1,1) = current_f M _x(1);
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for n=1:n_intervals_B_D-1

char(1,n+1,1) = current_x(n*n_steps x); char(1,n+1,2) = current_f_y x(n*n_steps_x);
theta(1l,n+1) = current_f_theta_x(n*n_steps x); mu(1,n+1) = current_f mu_x(n*n_steps_x);
M_ex(1,n+1) = current_f M_x(n*n_steps_x);

end

%%Calculando el MADIF de expansién final para toberas Rao.
for i=2:n_intervals_ B_D+1

for j=2:n_intervals_D_E+1

n=1; error M = 1; error_r = 1; error x = 1;

while error M && error_r && error_x ;0.0001

if n==1 V3=0; a=1; theta(i,n_intervals_D_E+2-j)=0; mu(i,n_intervals_D_E+2-j)=0;
M_n = 0; rij = 0; xij = 0; else a=0.5; end

%Resolviendo la ec.17.33 Shapiro.

A =[1,-tan((pi/180)*(a*(theta(i,n_intervals_D_E+3-j)+theta(i,n_intervals_D_E+2-j))
-a*(mu(i,n_intervals_D_E+3-j)+mu(i,n_intervals D_E+2-j))));];

B =[char(i,n_intervals_D_E+3-j,2)-tan((pi/180)*(a*(theta(i,n_intervals_ D_E+3-j)+
theta(in_intervals_ D_E+2-j))-a*(mu(i,n_intervals_D_E+3-j)+mu(i,n_intervals_ D_E+2-j))))
char(i,n_intervals_D_E+3-j,1);];

iterm(1,:) = inv(A)*B; char(i,n_intervals_ D_E+42-j,1) = iterm(1,2); char(i,n_intervals_ D _E+2-j,2) =
iterm(1,1);

%Resolviendo la ec.17.35 Shapiro T1 = T_c/(1+(gamma-1)*M_ex(i,n_intervals D_E-+3-j)2/2);
al = (gamma*(1000*R/W _m)*T1)(0.5); V1 = M_ex(i,n_intervals_D_E+3-j)*al;

Q1 = cot((pi/180)*a*(mu(i,n-intervals_D_E+3-j)+
mu(i,n_intervals_D_E+2-j)))/(a*(V14V3));

G1 = sin((pi/180)*a*(theta(i,n_intervals D_E+3-j)+
theta(i,n_intervals_D_E+2-j)))*sin((pi/180)*a*
(mu(i,n_intervals_D_E+3-j)4+mu(i,n_intervals_D_E+2-j))) /sin((pi/180)*
(a*(theta(i,n_intervals_D_E+3-j)+theta(i,n_intervals_D_E+2-j))
-a*(mu(i,n_intervals_D_E+3-j)+mu(i,n_intervals_D_E+2-j))));

T2 = T_c/(1+(gamma-1)*M_ex(i-1,n_intervals_D_E+2-j)2/2); a2 = (gamma*(1000¥R /W _m)*T2)(0.5);
V2 = M_ex(i-1,n_intervals_D_E+2-j)*a2;

Q2 = cot((pi/180)*a*(mu(i-1,n_intervals D_E+2-j)+

mu(i,n_intervals_ D_E+2-j)))/(a*(V2+V3));

F2 = sin((pi/180)*a*(theta(i-1,n_intervals_D_E+2-j)+

theta(i,n_intervals_D_E+2-j)))*sin((pi/180)*a*

(mu(i-1,n_intervals_D_E+2-j)+mu(i,n_intervals_ D_E+2-j)))/sin((pi/180)*a*
(theta(i-1,n-intervals_D_E+2-j)+theta(i,n_intervals_D_E+2-j)+
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mu(i-1,n_intervals_ D_E+2-j)+mu(i,n_intervals_ D_E+2-j)));

= [1,Q1; 1,-Q2]; B = [(pi/180)*theta(i,n_intervals D_E+3-j)+Q1*V1+G1*
(cha (i,n_intervals_D_E+2-j,2)-char(i,n_intervals_D_E+3-j,2))/
(a*(char(i,n_intervals_D_E+3-j,2)+rij));
(pi/180)*theta(i-1,n_intervals_D_E+2-j)-Q2*V2-F2*
(char(i,n_intervals D _E+2-j,2)-
char(i-1,n_intervals_D_E+2-j,2)) /(a*(char(i-1,n_intervals_D_E+2-j,2)+rij))];

iterm(1,:) = inv(A)*B; theta(i,n_intervals_D_E+2-j) = (180/pi)*iterm(1,1); V3 = iterm(1,2); T3 =
T_c-V32/(2*1000*C_p); a3 = (gamma*1000*(R,/W _m)*T3)0.5; M_ex(i,n_intervals_D_E+42-j) = V3/a3;

% Encontrando el 4ngulo mu mu(i,n_intervals_D_E+2-j) = (180/pi)*asin(1/M_ex(i,n_intervals_D_E+2-
i);

%Calculando el error relativo porcentual.

error M = 100*abs((M_ex(i,n_intervals_ D_E+2-j)-M_n)/
M_ex(i,n_intervals_D_E+2-j));

error_r = 100*abs((char(i,n_intervals_D_E+2-j,2)-rij)/
char(i,n_intervals_D_E+2-j,2));

errorx = 100*abs((char(i,n_intervals_D_E+2-j,1)-xij)/
char(i,n_intervals_D_E+2-j,1));

M_n = M_ex(i,n_intervals_ D_E+2-j); rij = char(i,n_intervals_D_E+2-j,2);
xij = char(i,n_intervals_ D_E+2-j,1); n = n+1;

end nu(i,n_intervals_D_E+2-j) = (180/pi)*(sqrt((gamma+1)/(gamma-1))
atan((sqrt((gamma-1)*(M_ex(i,n_intervals_D_E+2-j)2-1)/(gamma+1))))
-atan(sqrt(M_ex(i,n_intervals_D_E+2-j)2-1)));

end
end
%Calculando las propiedades del flujo en el MADIF de expansién final %(tobera Rao).

char_turn_kernel = char; theta_turn_kernel = theta;

mu_turn_kernel = mu; M_turn_kernel = M_ex; .

p_turn_kernel = P_c*(1+0.5%(gamma-1).*M _ex.2).(-gamma/(gamma-1));
T_turn_kernel = T_c./(14-0.5%(gamma-1).*M_ex.2);

rho_turn_kernel = 1000000*p_turn_kernel./(1000*(R/W_m).*T_turn_kernel);
a_turn_kernel = (gamma*1000*(R/W _m).*T_turn_kernel).0.5;

V _turn_kernel = a_turn_kernel.*M_ex;

90%0%% % %0 7 %0%0 %0 %0 0 7070760 %o Yo 0 70760 Yo o 70 70760 Yo Yo o 70 %60 Yo Yo o 0 %00 Yo Yo o 7o %06 Vo Yo o o 076 Vo Yo Vo
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9% % % %% % % % % % % % % % % %6 % % % %6 % % % %0 % % % %6 %o
%%%Subrutina: Trazado del contorno de la tobera.%%%
9% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %o

%% % % % % % % % %% % %% % % % % %0 %0 %0 %o Yo Yo Yo Yo Yo Fo Yo Yo o o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo %o %0 %0 %0 %0 %0 %0 %0 %0 % %0 %o Yo
%punto B. noz_slope(1) = tan((pi/180)*theta_exp_kernel(size(theta_exp_kernel,1),1));

nozx(1) = char_exp_kernel(size(char_exp _kernel,1),1,1);

noz_y(1) = char_exp_kernel(size(char_exp_kernel,1),1,2);

p-noz(1) = p_exp_kernel(size(p_exp _kernel,1),1);

V_noz(1) = V_exp_kernel(size(V_exp_kernel,1),1);

mu_noz(1) = mu_exp_kernel(size(mu_exp kernel,1),1);

rho_noz(1) = rho_exp_kernel(size(rho_exp_kernel,1),1);

theta_noz(1) = theta_exp_kernel(size(theta_exp kernel,1),1);

anoz(1l) = a_exp_kernel(size(a_exp_kernel,1),1);

while (ij=n_intervals_-B_D) && (jj=n_intervals_D_E)

%Calculando la pendiente de la recta en el punto ”b”.

b_noz = noz_y(n)-noz_slope(n)*noz_x(n);

%Calculando las caracteristicas adyacentes al punto conocido de la tobera.

IT_s_ x = char_turn_kernel(i,j+1,1);
II_s_y = char_turn_kernel(i,j+1,2);

II_e x = char_turn_kernel(i+1,j+1,1);
IT_e_y = char_turn kernel(i+1,j+1,2);

II.m = (Il.e_y-I1I.sy)/(I1l_e x-I_s x);
II.b = II_s_y-Il_.m*II s x;

%Checando la interseccién entre la pared de la tobera y la caracteristica II.

inte_point_x = (b_noz-11_b)/(II_m-noz_slope(n));
inte_point_y = II_m*inte_point_x+I1_b;

if II_s_x j= inte_point_x && inte_point x | Il_e x &&
IT_s_y j= inte_point_y && inte_point_y | [l_e_y

%Flow properties p-noz(n+1) = 0.5*(p_turn_kernel(i,j+1)+p-turn_kernel(i+1,j+1));
V_noz(n+1) = 0.5%(V_turn_kernel(i,j+1)+V_turn_kernel(i+1,j+1));
mu-noz(n+1) = 0.5%(mu_turn_kernel(i,j+1)+mu_turn_kernel(i+1,j+1));
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rho_noz(n+1) = 0.5*%(rho_turn_kernel(i,j+1)+rho_turn_kernel(i+1,j+1));
theta_noz(n+1) = 0.5%(theta_turn_kernel(i,j+1)+theta_turn_kernel(i+1,j+1));
anoz(n+1) = 0.5%(a_turn_kernel(i,j+1)+a_turn_kernel(i+1,j+1));

n =n+l; j = j+1; else

I.s_ x = char_turn _kernel(i+1,j,1);
I_s_y = char_turn_kernel(i+1,j,2);
I_ex = char_turn kernel(i+1,j+1,1);
Ie_y = char_turn_kernel(i+1,j+1,2);

Im = (ILey-Isy)/(I.ex-1.sx);
Ib=1IsyIlm*lsx;

inte_point x = (b_noz-1_b)/(I_m-noz_slope(n));
inte_point_y = I_m*inte_point_x+1_b;

%Propiedades del flujo.

p-noz(n+1) = 0.5%(p_turn_kernel(i,j+1)+p_turn_kernel(i+1,j+1));
V_noz(n+1) = 0.5%(V_turn_kernel(i,j+1)+V_turn_kernel(i+1,j+1));
mu_noz(n+1) = 0.5%(mu_turn_kernel(i,j+1)+mu_turn_kernel(i+1,j+1));
rho_noz(n+1) = 0.5*(rho_turn_kernel(i,j+1)+rho_turn_kernel(i+1,j+1));
theta_noz(n+1) = 0.5*(theta_turn_kernel(i,j+1)+theta_turn_kernel(i+1,j+1));
anoz(n+1) = 0.5%(a_turn_kernel(i,j+1)+a_turn_kernel(i+1,j+1));

n=n+1l;i=i+1; end
end
%% Anadiendo la parte circular después de la garganta.

noz_x = [transpose(char_exp_kernel(1:size(char_exp_kernel,1)-1,1,1)) noz_x|;

noz_y = [transpose(char_exp_kernel(1:size(char_exp_kernel,1)-1,1,2)) noz_y|;

p-noz = [transpose(p-exp_kernel(1:size(char_exp_kernel,1)-1,1)) p_noz|;

V_noz = [transpose(V_exp_kernel(1:size(char_exp_kernel,1)-1,1)) V_noz|;

mu_noz = [transpose(mu_exp_kernel(1:size(char_exp_kernel,1)-1,1)) mu_noz|;
rho_noz = [transpose(rho_exp_kernel(1:size(char_exp_kernel,1)-1,1)) rho_noz];
theta_noz = [transpose(theta_exp_kernel(1:size(char_exp_kernel,1)-1,1)) theta_noz];
anoz = [transpose(a_exp_kernel(1:size(char_exp_kernel,1)-1,1)) a_nozl;

%%Calculando la relacién de expansién de la tobera Rao.

exp_ratio_rao = (noz_y(length(noz_y))/h_th)2;
%% %% %% % % %0 %0 %0 %0 %0%0 %0 %0 Yo o Yo %0 %0 %0 %0 %o %o Yo o Yo Yo %0 %0 %0 Yo Yo o Yo Yo Yo %0 %0 Yo Yo Yo o Yo %o %0 %0 %o Yo Yo Yo Yo %o o
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%%% %% %% % % % %% %6 % % %0 % %6 % %0 %0 %o %0 %0 %0 %0 %o %0 %0 %0 %0 %6 %6 %o %0 % %0 %0 %o %0 % 0 %0 %6 %0 % %0 % %0 % %0 % Yo
%%%Subrutina: Calculo del MADIF de expansién final y trazado del contorno de la tobera per-
fecta% %%

%%% %% %% % % % %0 % %0 % % %0 % %6 %0 %0 %0 %o %0 % %0 %0 %o %0 % 0 %0 %0 %6 %o %0 % 70 %0 %o %0 % 0 % %0 %0 % %0 % %6 % %0 % Yo

% %%% % %% % %0 %0 % % %0 %0 % % %0 %0 %0 %o %0 %0 % %o %0 %0 %o %o %0 %0 Yo %o %0 %0 o o %0 %6 %o 0 %0 Yo %o %0 %0 %o %o %0 %6 %o %o %0 % %o o
M_ex = 0; char = 0; theta = 0; mu = 0;

%%Estableciendo la caracteristica B-D para toberas perfectas.

char(1,1:j_max,1) = char_exp_kernel_perf(i_j_max,:,1);
char(1,1:j_max,2) = char_exp_kernel perf(i_j_max,:,2);
theta(1,1:j_max) = theta_exp_kernel_perf(i_j_max,:);
mu(1,1:j max) = mu_exp_kernel perf(i_j max,:);
M_ex(1,1:j-max) = M_exp_kernel_perf(i_j_max,:);

%%Obteniendo la ecuacién de la recta para la caracteristica D-E.

a = b

de_hyp_steps = ((char_exp_kernel perf(i_j max,j max,1)-
char_exp_kernel_perf(i_j_max,j_max-1,1))2+
(char_exp_kernel_perf(i_j_max,j_max,2)-char_exp_kernel_perf(i_j_max,j_max-1,2))2)0.5;
de_dx = a*de_hyp_steps*cos((pi/180)*

(theta_exp_kernel perf(i_j max,j max)+mu_exp_kernel perf(i j max,j max)));

de_dy = a*de_hyp_steps*sin((pi/180)*

(theta_exp_kernel_perf(i_j_max,j - max)+mu_exp_kernel_perf(i_j_max,j_-max)));

de_slope = tan((pi/180)*(theta_exp_kernel_perf(i_j_max,j_max)-+
mu_exp_kernel_perf(i_j_max,j_-max)));

de_b = char_exp_kernel perf(i_j max,j max,2)-
de_slope*char_exp kernel perf(i_j_max,j_max,1);

%%Punto B de la tobera.

perf_noz_slope(1) = tan((pi/180)*theta_exp_kernel_perf(size(theta_exp_kernel_perf,1),1));
perf_-noz x(1) = char_exp_kernel_perf(size(char_exp_kernel perf,1),1,1);
perfnoz_y(1) = char_exp_kernel_perf(size(char_exp_kernel_perf,1),1,2);

%%Calculando el MADIF de expansién final de la tobera perfecta.
i=2;1=1,m=1,p=1;

x_position_on_de = (char_exp_kernel_perf(i_j_max,j_max,2)-de_b)/de_slope;

while m | jumax for j=1:j.max if j == 1 char(i,j_max+1-j,1) = char(i-1,j-max+1-j,1)+de_dx;
char(i,j-max+1-j,2) = char(i-1,j-max+1-j,2)+de_dy; theta(i,j-max+1-j) = theta(i-1,j_-max+1-j);
mu(i,j-max+1-j) = mu(i-1,j-max+1-j); M_ex(i,j-max+1-j) = M_ex(i-1,j-max+1-j);
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else n=1; error M = 1; error_r = 1; error_x = 1; while error M && error_r && error_x ;0.0001 if n==
V3=0; a=1; theta(i,j-max+1-j)=0; mu(i,j-max+1-j)=0; M_n = 0; rij = 0; xij = 0; else a=0.5; end

%Resolviendo la ecuacién 17.33 Shapiro.

A =[1,-tan((pi/180)*(a*(theta(i,j-max+2-j)+
theta(i,j.max+1-j))-a*(mu(i,j-max+2-j)+mu(i,j-max+1-j))));;

B =[char(i,j-max+2-j,2)-tan((pi/180)*
(a*(theta(i,j_-max+2-j)+theta(i,j-max+1-j))-a*(mu(i,j_max+2-j)+
mu(i,j-max+1-j))))*char(i,j-max+2-j,1);];

iterm(1,:) = inv(A)*B;
char(i,j-max+1-j,1) = iterm(1,2);
char(i,j max+1-j,2) = iterm(1,1);

%Resolviendo la ecuacién 17.35 Shapiro

T1 = T_c/(14(gamma-1)*M _ex(i,j max+2-j)2/2);

al = (gamma*(1000*R,/W_m)*T1)(0.5);

V1 = M_ex(i,j-max+2-j)*al;

Q1 = cot((pi/180)*a*(mu(i,j max+2-j)+mu(i,j_max+1-j)))/
(a*(V14+V3));

G1 = sin((pi/180)*a*(theta(i,j_max+2-j)+theta(i,j max+1-j)))
sin((pi/180)*a*(mu(i,j-max+2-j)+mu(i,j-max+1-j)))/
sin((pi/180)*(a*(theta(i,j_max+2-j)+theta(i,j_max+1-j))-
a*(mu(i,j-max+2-j)+mu(i,j-max+1-j))));

T2 = T_c/(1+(gamma-1)*M _ex(i-1,j max+1-j)2/2);

a2 = (gamma*(1000*R,/W_m)*T2)(0.5);

V2 = M_ex(i-1,j-max+1-j)*a2;

Q2 = cot((pi/180)*a*(mu(i-1,j-max+1-j)+mu(i,j-max+1-j)))/
(a*(V2+4V3));

F2 = sin((pi/180)*a*(theta(i-1,j_max+1-j)+theta(i,j-max+1-j)))*
sin((pi/180)*a*(mu(i-1,j-max+1-j)+mu(i,j-max+1-j)))/
sin((pi/180)*a*(theta(i-1,j_-max+1-j)+theta(i,j-max+1-j)+
mu(i-1,j-max+1-j)+mu(i,j-max+1-j)));

A =[1,Q1; 1,-Q2];

B = [(pi/180)*theta(i,j-max+2-j)+Q1*¥*V1+G1*
(char(i,j_max+1-j,2)-char(i,j_max+2-j,2)) /(a*(char(i,j_max+2-j,2)+rij));
(pi/180)*theta(i-1,j-max+1-j)-Q2*V2-F2*
(char(i,j-max+1-j,2)-char(i-1,j-max+1-j,2) ) /(a*(char(i-1,j-max+1-j,2)4rij))];

iterm(1,:) = inv(A)*B; theta(i,j.max+1-j) = (180/pi)*iterm(1,1);
V3 = iterm(1,2); T3 = T_c-V32/(2*1000*C_p);
a3 = (gamma*1000*(R/W_m)*T3)0.5; M_ex(i,j_max+1-j) = V3/a3;
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% Encontrando el dngulo mu mu(i,j-max+1-j) = (180/pi)*asin(1/M_ex(i,j-max+1-j));

%Calculando el error relativo porcentual.

error-M = 100*abs((M-ex(i,j-max+1-j)-M_n)/M_ex(i,j-max+1-j) );
error_r = 100*abs((char(i,j.max+1-j,2)-rij) /char(i,j_-max+1-j,2));
error x = 100*abs((char(i,j_-max+1-j,1)-xij) /char(i,j-max+1-j,1));
M_n = M_ex(i,j_max+1-j);

rij = char(i,j-max+1-j,2);

xij = char(i,j_max+1-j,1);

n = n+1; end end

nu(i,jomax+1-j) = (180/pi)*(sqrt((gamma+1)/(gamma-1))*
atan((sqrt((gamma-1)*(M_ex(i,j_max+1-j)2-1)/(gamma+1))))-

atan(sqrt(M_ex(i,j.max+1-j)2-1))); end
%%Calculando el contorno de la tobera.
o = 1; while o==1 && mjj_max

%Calculando la pendiente de la pared de la tobera en el punto B.
b_noz = perf_noz_y(p)-perf_noz_slope(p)*perf_noz_x(p);

%Calculando las lineas caracteristicas adyacentes al punto de la %tobera.

II_s x = char(l,m+1,1); IT.s_y = char(l,m+1,2);

IT_ex = char(l+1,m+1,1); Il_e.y = char(l4+1,m+1,2);

IIm = (Il.e_y-II.s_y)/(Il_e x-1I_s x); II.b = II_s_y-II . m*II_s x;

%Checando la interseccién entre la pared de la tobera y la %caracteristica II.

inte_point x = (b_noz-11_b)/(II_m-perf_noz slope(p)); inte_point_y = II_m*inte_point_x+II_b;

if Il s x j= inte_point_x && inte_point x | [l.e x &&

II_s_y j= inte_point_y && inte_point_y j [l_e_y

p = p+1l; m = m+1; else

I.sx = char(14+1,m,1); I.s_y = char(l+1,m,2);

I.ex = char(l4+1,m+1,1); I_.e.y = char(l4+1,m+1,2);

I.m = (Ie_y-Isy)/(I.ex-I.s x); I.b = I.s_y-I. m*I_s x;

inte_point_x = (b_noz-I1_b)/(I_m-perf_noz_slope(p)); inte_point_y = I_m*inte_point_x+I_b;
p=p+l;1=141;0=2; end end i = i+1; end

%% Anadiendo la seccién circular después de la garganta.

perf_noz_x = [transpose(char_exp_kernel_perf(:,1,1)) perf_noz_x];
perf_noz_y = [transpose(char_exp_kernel_perf(:,1,2)) perfnoz_y|;
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%Calculando las propiedades del flujo en el kernel de expansién final (tobera perfecta).

char_turn_kernel_perf = char; theta_turn_kernel_perf = theta;

mu_turn_kernel perf = mu; M_turn_kernel perf = M _ex;

p_turn_kernel perf = P_c*(14-0.5*(gamma-1).*M_ex.2).(-gamma/(gamma-1));
T_turn_kernel_perf = T_c./(1+0.5*(gamma-1).*M_ex.2);

rho_turn_kernel_perf = 1000000*p_turn_kernel_perf./(1000*(R/W_m).*T_turn_kernel_perf);
a_turn_kernel_perf = (gamma*1000*(R/W_m).*T_turn_kernel_perf).0.5;

V _turn_kernel_perf = a_turn_kernel_perf.*M_ex;

90%0%% % %0 7 %0%0 %0 %0 %0 70 %0760 %o o 0 7076 %0 Yo Yo 7o 70 %6 %0 Yo Yo 7o 0 %00 Yo Yo o 0 %00 Yo Yo o 0 %0 %6 Vo Yo o o 070 Vo Yo T
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%%% %% %% %% % %% %6 % % %0 % %0 % %0 %0 %o %0 %6 %6 %0 %o %o %o 0 %0 %0 %0 Yo 0 %o 70 %0 %0 %0 %o 0 %0 %6 %0 %o %o % %0 %0 %0 %0 %o %0 %o
%%%Subrutina: Célculo del empuje de las toberas Rao y Perfecta, y otros pardmetros de desempeno%% %
%% % %% %% % % % %0 % % % % %0 % %0 % %6 % % %o % %0 % % %o % %0 % %6 % %o %o % 0 % %0 %o %o %o %o %0 % % %o %o %0 % % % % %0 %

%% %% %% % % % % %0 %0 %0 % % % % %o %o Yo %0 %0 %0 %6 %o Yo %o %o Yo %0 %0 %6 %6 %o Yo %o o %o %0 %0 %0 %o Yo Yo %o %o %0 % %6 %6 %o %o %o %o Yo
%Empuje de la tobera Rao.
%% % %% %% % % % % %0 % % % % % % %o

%Encontrando la caracteristica C-E y sus propiedades.

j-m_ce = find(char_exp_kernel(length(D1 x),1:j_max,1) j=D1_x(length(D1x)),1,’last’);
j-p_ce = find(char_exp _kernel(length(D1 x),1:j_max,1) ;j=D1 x(length(D1 x)),1, first’);
ist = jom_ce-1;

char_x_ce_bottom = (0.5.*(char_exp_kernel(i_st:length(D1 x),j-m_ce,1)+
char_exp_kernel(i_st:length(D1.x),j_p_ce,1)))’;
char_y_ce_bottom = (0.5.*%(char_exp_kernel(i_st:length(D1_x),j_m_ce,2)+

Y.

char_exp_kernel(i_st:length(D1.x),j_p_ce,2)))’;

p-ce_bottom = (0.5.%(p_exp_kernel(i_st:length(D1 x),j-m_ce)+
p-exp_kernel(i_st:length(D1 x),j_p_ce)))’;

rho_ce_bottom = (0.5.*(rho_exp _kernel(i_st:length(D1_x),j_m_ce)+
rho_exp_kernel(i_st:length(D1 x),j_p_ce)))’;

V_ce_bottom = (0.5.%(V_exp_kernel(i_st:length(D1_x),j_m_ce)+

V_exp _kernel(i_st:length(D1 x),j_p_ce)))’;

mu_ce_bottom = (0.5.*%(mu_exp_kernel(i_st:length(D1_x),j_m_ce)+
mu_exp_kernel(i_st:length(D1_x),j_p_ce)))’;

theta_ce_bottom = (0.5.*(theta_exp kernel(i_st:length(D1 x),j_m_ce)+
theta_exp_kernel(i_st:length(D1.x),j_p_ce)))’;

%Anadiendo la parte superior (D-E)

n_y_ye.d = find(y_ye {, current_char line_y_ye(length(D1 x))-
current_char_line_y_ye(length(D1.x))/1000 & y_ye | current_char_line_y_ye(length(D1 x))+
current_char_line_y_ye(length(D1x))/1000,1, first’)+floor((find(y_ye ¢,
current_char_line_y_ye(length(D1 x))-
current_char_line_y_ye(length(D1.x)) /1000 & y_ye j
current_char line_y_ye(length(D1 x))+
current_char_line_y_ye(length(D1_x))/1000,1, first’)-find (y_ye ;,
current_char_line_y_ye(length( ))-
current_char_line_y_ye(length(D1.x)) /1000 & y_ye i
current_char_line_y_ye(length(D1 x))+
current_char_ line_y_ye(length(D1.x))/1000,1,’last’)) /2);
char_y_ce_top = flip(noz_y(length(noz_y))*y_ye(1l:n_y_ye_d));
char_y_ce = [char_y_ce_bottom char_y_ce_top];

p_ce = [p_ce_bottom flip(f_ p_y_ye(l:n_y_ye_d))];

rho_ce = [rho_ce_bottom flip(f_rho_y_ye(1:n_y_ye_d))];

V_ce = [V_ce_bottom flip(f_V_y_ye(1:n_y_ye_d))];

mu_ce = [mu_ce_bottom flip(f mu_y_ye(lmn_y_ye_d))];

PP
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theta_ce = [theta_ce_bottom flip(f_theta_y_ye(1:n_y_ye.d))];

%Obteniendo las funciones para la curva C-E.

char x_ce = [char_x_ce_bottom (char_turn_kernel(:,size(char_turn_kernel,2),1))’];
char_y_ce = [char_y_ce_bottom (char_turn_kernel(:,size(char_turn_kernel,2),2))’];

n = 10000; %numero de intervalos. char_y_ce_even = [char_y_ce(1):(char_y_ce(length(char_y_ce))-
char_y_ce(1))/n:char_y_ce(length(char_y_ce))];

for n=1:length(char_y_ce)-1 if n j length(char_y_ce)-1 pos = floor((find(char_y_ce_even j
char_y_ce(n+1)+char_y_ce(n+1)/1000 & char_y_ce_even ;
char_y_ce(n+1)-char_y_ce(n+1)/1000,1, first’)+

find(char_y_ce_even i char_y_ce(n+1)+char_y_ce(n+1)/1000 & char_y_ce_even ;
char_y_ce(n+1)-char_y_ce(n+1)/1000,1,last’))/2);

else pos = length(char_y_ce_even); end

if n § 1 rho_ce_even = [rho_ce_even linspace(rho_ce(n),rho_ce(n+1),pos-length(rho_ce_even))];
V_ce_even = [V_ce_even linspace(V_ce(n),V_ce(n+1),pos-length(V_ce_even))];

theta_ce_even = [theta_ce_even linspace(theta_ce(n),theta_ce(n+1),pos-length(theta_ce_even))l;
mu_ce_even = [mu_ce_even linspace(mu_ce(n),mu_ce(n+1),pos-length(mu_ce_even))];
p-ce_even = [p_ce_even linspace(p_ce(n),p_ce(n+1),pos-length(p_ce_even))];

else rho_ce_even = linspace(rho_ce(n),rho_ce(n+1),pos);

V_ce_even = linspace(V_ce(n),V_ce(n+1),pos);

theta_ce_even = linspace(theta_ce(n),theta_ce(n+1),pos);

mu_ce_even = linspace(mu_ce(n),mu_ce(n+1),pos);

p-ce_even = linspace(p_ce(n),p-ce(n+1),pos);

end end

Y%Integrando el empuje simplificado.

I.C.E = 0; n_s = 2; nf = length(char_y_ce_even)-1; a = char_y_ce_even(1);
b = char_y_ce_even(length(char_y_ce_even)); n_h = length(char_y_ce_even);

for n=n_s: nfI C_E = I.C_E42*(1000000*(p_ce_even(n)-P_a)+

rho_ce_even(n)*V _ce_even(n)2*sin((pi/180)*mu_ce_even(n))*cos((pi/180)*
theta_ce_even(n))/sin((pi/180)*(theta_ce_even(n)+mu_ce_even(n))))*2*pi*char_y_ce_even(n);
end I.C_E = I_.C_E+(1000000*(p_ce_even(n_s-1)-P_a)+

rho_ce_even(n_s-1)*V _ce_even(n_s-1)2*sin((pi/180)*mu_ce_even(n_s-1))*
cos((pi/180)*theta_ce_even(n_s-1))/sin((pi/180)*(theta_ce_even(n_s-1)+mu_ce_even(n_s-1))))*
2*pi*char_y_ce_even(n_s-1);

[.C_E = I_.C_E+(1000000*(p-ce_even(n_f+1)-P_a)+

rho_ce_even(n_f+1)*V _ce_even(n_f+1)2*sin((pi/180)*mu_ce_even(n_f41))*
cos((pi/180)*theta_ce_even(n_f+1))/sin((pi/180)*(theta_ce_even(n_f+1)+mu_ce_even(n_f+1))))*
2*pi*char_y_ce_even(n_f+1);

L.C_E = abs(b-a)*L.C_E/(2*n_h);

Thrust_rao_noz = I_C_E;
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%Empuje simplificado de la tobera perfecta.

p-th = P,C/(1+O.5*(gamma—1)*1Q)Zgamma/(gamma—1));

T_th = T_¢/(1+0.5%(gamma-1)*12);

rho_th = 1000000%p_th/(1000*(R/W _m)*T_th);

a_th = (gamma*1000*(R/W _m)*T_th)0.5;

mass_flow_th = rho_th*a_th*pi*h_th2;

mass_flow = rho_e*a_e*M_e*pi*(perf_noz_y(length(perf_noz_y)))2;

Thrust_perf_noz = mass_flow*a_e*M_e4+1000000*(p_e-P_a)*

pi*(perf_noz_y(length(perf noz_y)))2;
%Extras

si_perf_noz = Thrust_perf noz/(mass_flow*g_o);

si_rao_noz = Thrust_rao_noz/(mass_flow_th*g_o);

thrust_ratio = Thrust_rao_noz/Thrust_perf noz;

Max_thrust_cof = gamma*(0.5%(gamma+1))(-gamma/(gamma-1))*((gamma-+1) /(gamma-1))0.5;
thrust_cof rao = Thrust_rao_noz/(1000000*P_c*pi*h_th2);

%% % % % % % % %% %% % % % % % %0 %0 %0 %0 %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo %o %0 %0 %0 %0 %0 %0 %0 %0 %0 %0 %0 Yo
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Graficos de resultados de la tobera basada en el RS27A.
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