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Resumen. 

En el presente trabajo se muestra una extensión de las técnicas de mapas de arcos 

ultrasónicos planos a tres dimensiones con el objetivo de construir un mapa de 

localización de obstáculos en el espacio. Los mapas ultrasónicos tridimensionales 

pueden ser útiles para la navegación autónoma de vehículos aéreos o subacuáticos que 

se encuentren inmersos en ambientes turbios como neblina, polvo, fango o petróleo, 

donde los sistemas ópticos pierden su capacidad de percepción. El método propuesto 

utiliza las lecturas de un solo transductor ultrasónico de pulso-eco, voxeliza el casquete 

de incertidumbre de la resolución angular producida por el patrón de dispersión de la 

onda de ultrasonido mediante una modificación al algoritmo de Bresenham y detecta 

los voxeles donde se cruzan los casquetes de incertidumbre mediante votación espacial 

para descartar los puntos falsos de aquellos donde con mayor probabilidad se encuentre 

en realidad un obstáculo. 

 

Palabras clave: 

Sonar, localización de obstáculos, navegación autónoma, ultrasonido, esfera voxelizada, 

mapa tridimensional. 

 

Abstract 

The present work shows an extension of the techniques of ultrasonic arc maps to three 

dimensions in order to build a obstacles location map in the space. Three-dimensional 

ultrasonic maps can be useful for autonomous navigation of aerial or underwater 

vehicles that are immersed in murky environments such as fog, dust, mud or oil, where 

the optical systems are not capable of sensing. The proposed method uses the measures 

of a single echo-pulse transducer; by a modification to the Bresenham algorithm, it 

digitizes the uncertainty cap of the angular resolution produced by the ultrasonic beam 

pattern and detects the voxels where the uncertainty caps are crossing by spatial voting 

to discard the fake points from those where an obstacle is most likely to be. 

 

Keywords: 

Sonar, obstacle location, autonomous navigation, ultrasonic, voxelized sphere, three-

dimensional map. 
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1. Antecedentes. 

 

En este capítulo presentamos las distintas aplicaciones del ultrasonido y las áreas de 

oportunidad que existen en la detección de obstáculos y generación de mapas para 

navegación autónoma. 

 

1.1. Aplicaciones del ultrasonido. 

 

El ultrasonido es una onda mecánica que se propaga a través de un medio elástico, su 

frecuencia está por arriba del límite superior de la audición humana de 20 kHz. En la 

naturaleza encontramos varios mamíferos que emplean el ultrasonido para 

comunicarse y localizarse en el espacio. Los seres humanos lo aplican en una amplia 

gama de campos que comprenden la instrumentación industrial, la medicina, la 

oceanografía, el tratamiento de materiales, etcétera. En este trabajo, la principal área 

de interés es la medición de distancia para la localización de obstáculos. 

 

1.1.1. Instrumentación industrial. 

 

Los instrumentos basados en ultrasonido son muy utilizados en procesos industriales 

donde es necesario medir sin hacer contacto o sin invadir o perforar instalaciones o 

destruir materiales, las aplicaciones de instrumentación más destacadas son: 

 

Medición de nivel y flujo. 

Los sensores ultrasónicos de nivel son muy populares para la medición de nivel en 

tanques o silos que contienen sólidos o líquidos. Pueden medir sin problemas en todos 

los tipos de tanque y en medios agresivos, abrasivos, viscosos, pegajosos o explosivos. 

Miden indirectamente el nivel de contenido a través de la emisión de un pulso 

ultrasónico que se refleja en la superficie de la sustancia, al recibir el eco se calcula la 

distancia que hay desde el sensor hasta la superficie y se determina el nivel del 

contenido del tanque (Figura 1). Los sensores pueden ponerse en varias disposiciones 

de montaje: En aire, que opera para medir tanto en líquidos como sólidos; en inmersión, 

utilizado principalmente para medir en líquidos; y en montaje lateral, que se utiliza como 

indicador para alarmas de bajo o alto nivel de llenado. La exactitud de estos 

instrumentos es de ±1 a 3% (Creus Solé, 1998). Son sensibles a la densidad del medio, a 

las superficies agitadas y al cambio de ángulo en el llenado y vaciado de sólidos que 

afectan la reflexión (Pepperl+Fuchs, S.A., 2011), por lo que deben ajustarse para evitar 

indicaciones erróneas. 
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Figura 1. Sensor ultrasónico de nivel, fuente (ZAMTSU CORPORACION S.R.L., 2013). 

 

El flujo o caudal se mide indirectamente por los cambios de velocidades del sonido al 

propagarse en el fluido que viaja en tuberías cerradas, los sensores pueden montarse 

sin perforar la tubería (Figura 2). Al viajar en un fluido aguas abajo, la onda de 

ultrasonido aumenta su velocidad arrastrada por el fluido y, por el contrario, disminuye 

su velocidad al ir en contra del flujo. Los principios más utilizados son: Tiempo de 

tránsito, donde se calcula el flujo a través de la diferencia de tiempo que tarda una 

ráfaga en ir y venir de un punto aguas arriba a otro aguas abajo, que también provoca 

un cambio de frecuencia; desviación del haz, en el que se mide el ángulo o la distancia a 

la que fue “arrastrada” aguas abajo la onda sónica emitida perpendicularmente en el 

fluido; y efecto Doppler, donde se emite una onda continua en el fluido y se mide el 

corrimiento de frecuencia que tiene la onda al reflejarse en las partículas del fluido en 

movimiento. 

 

 
Figura 2. Sensor ultrasónico de flujo, fuente (GE Measurement & Control, 2016). 

 

 

 

http://www.zamtsu.com/web/medidor-nivel/UltraSonic ss300u y 400u 2.jpg
https://www.gemeasurement.com/sites/gemc.dev/files/920-567a-lr.pdf
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Pruebas no destructivas. 

Dado que las ondas acústicas pueden propagarse por el medio, se utilizan para probar o 

medir ciertas características de los materiales sin destruirlo o alterarlo. Las pruebas no 

destructivas (NDT) más conocidas son: 

 

Materiales. 

La velocidad del sonido en un medio dado depende de la densidad y de la continuidad 

del medio. Las pruebas ultrasónicas se realizan colocando un emisor-receptor en el 

medio, el dispositivo dispara pulsos y detecta los ecos provenientes del interior del 

objeto. Cuando la onda sonora encuentra un cambio de densidad o una falla en el medio 

se producen ecos y la onda cambia de velocidad. De esta manera se pueden detectar y 

medir fallas en materiales, la integridad de uniones o soldaduras, medir espesores, 

detectar corrosión y determinar propiedades físicas como elasticidad, tamaño del grano, 

densidad y estructura de varios materiales (Matzkanin & Yolken, 2009). Las sondas de 

estos equipos requieren de un acoplamiento acústico entre el transductor y el material, 

algunos acoplantes utilizados son agua, geles y calzas especiales que reducen la 

impedancia acústica y permiten un contacto pleno entre el transductor y la superficie 

del material bajo prueba (Figura 3). 

 

 
Figura 3. Sonda de prueba ultrasónica aplicada con una calza acoplante, fuente 

(Olympus, 2013) 
 

Inspección de tuberías. 

Para la inspección interior de tuberías y detección de fugas existen varios métodos que 

utilizan sondas sin la necesidad de introducir personas ni de evacuar las tuberías y que 

viajan autónomamente por trayectos de más de 5 km, en (Purdue University, 2012) se 

mencionan principalmente dos aparatos: 

 

1. Smartpig: Consiste en una sonda flexible (Figura 4) equipada con sensores llamada 

“pig” (Pigging Products & Services Association, 1995) o “diablo” (PEMEX, 2006). La 

sonda es introducida en la tubería y va registrando las perturbaciones en el eco o 

propagación de una onda ultrasónica (Barbian, Beller, & Schneider, 2007). Cuando 

hay algún deterioro en las paredes las lecturas de los sensores lo detectan. El diablo 

http://img.directindustry.com/images_di/photo-mg/17434-5870937.jpg
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se mueve arrastrado por el fluido transportado en la tubería (Davidson, 2002). 

Tienen excelente resolución (Beller, 2007) y detectan fisuras, adelgazamientos y 

puntos de corrosión (Reber, Beller, Willems, & Barbian, 2002), son útiles en tuberías 

de sección circular. La mayoría de los modelos además cuentan con sensores para 

medir las variaciones en el diámetro y detectar deformaciones y abolladuras (United 

States Patente nº US4055990, 1977; United States Patente nº US20130025370A1, 

2013). Mediante software se puede generar una imagen o mapa del estado de la 

tubería. Su principal desventaja es que son voluminosos, tienen que ser del 

diámetro de la tubería y solamente pasan a través de válvulas de bola y en curvas 

de radio al menos 5 veces el diámetro interno del ducto (Dawson, 2008).  

 

 
Figura 4. Smartpig, fuente (Reber, Beller, Willems, & Barbian, 2002). 

 

2. SmartBall: Se trata de un sistema compuesto por una sonda esférica (Figura 5) y dos 

emisores de ondas acústicas. La sonda viaja por la tubería impulsada por el fluido y 

va colectando las señales de la resonancia de la tubería (United States Patente nº 

US20110103189A1, 2011). Cuando encuentra una grieta por donde fuga el fluido o 

una bolsa de aire, la señal acústica de resonancia cambia significativamente. Puede 

viajar largos tramos en cualquier tipo de tubería y pasar a través de válvulas de 

mariposa. El dispositivo se encapsula en una cubierta plástica que le amortigua de 

vibraciones y reduce el ruido que produce al rodar (United States Patente nº 

US8098063B2, 2012), esta cubierta también le proporciona el tamaño y densidad 

adecuados para ser impulsado por el flujo.  

 

 
Figura 5. Smartball, fuente (Pure Technologies, 2014) 

 

1.1.2. Medicina. 

 

En las ciencias de la salud el ultrasonido se utiliza como método de diagnóstico no 

invasivo e indoloro. Debido a que el sonido es una onda no ionizante permite a los 

profesionales observar órganos y estructuras del interior de un cuerpo vivo sin 

http://ieeexplore.ieee.org/stamp/stamp.jsp?tp=&arnumber=1193490
https://www.puretechltd.com/assets/smartoil-51be3751587bd946ac94b0bb733e16d2.jpg
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exponerlo a radiación que puede ser peligrosa para los tejidos (Radiological Society of 

North America, Inc., 2014). La imagen con ultrasonido del interior del cuerpo con fines 

de diagnóstico es también conocida como “ecografía” y “sonograma” (U.S. National 

Library of Medicine, 2016). 

 

El ultrasonido en la medicina se puede dividir en dos categorías (National Instutes of 

Health, 2014): 

 

1. Diagnóstico. Para producir imágenes de las estructuras y órganos del interior del 

cuerpo utilizando transductores ultrasónicos con frecuencias en el rango de los 

megahertz. A su vez, esta categoría se puede subdividir en anatómico cuando 

produce imágenes pasivas de los órganos y estructuras, y en funcional cuando 

combina el movimiento y densidad del tejido como en una ecocardiografía (Figura 

6). 

 

2. Terapéutico. Las ondas sonoras también se utilizan para interactuar con los tejidos 

o estructuras dentro del cuerpo para que puedan ser modificados o destruidos, con 

las señales a cierta frecuencia y potencia se pueden producir efectos como mover 

o calentar tejidos, disolver coágulos, destruir tumores o cálculos. El uso terapéutico 

más conocido es la litotricia extracorpórea por ondas de choque (LEC) que utiliza las 

ondas de ultrasonido para romper cálculos renales. 

 

 
Figura 6. Ecocardiografía transesofágica, fuente (López-Pardo, y otros, 2012). 

http://www.revespcardiol.org/imatges/25/25v65n02/grande/25v65n02-90093023fig1.jpg
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2.1.1. Detección de obstáculos y navegación. 

 

La detección de objetos mediante sonido inició en la navegación marítima. Leonardo Da 

Vinci declaró en 1490 que introduciendo el extremo de un tubo bajo el agua y colocando 

el oído en el otro extremo era posible escuchar el sonido de barcos a una gran distancia 

(de la Rosa, 2015). En el siglo XIX se utilizaban sistemas de señalización acústica 

subacuática para orientar y avisar de peligro a las embarcaciones (McCarthy, 2004). En 

(United States of America Patente nº US1108895 A, 1914) Fessenden patenta un aparato 

para señalización por sonido que detectaba icebergs  y más tarde un receptor direccional 

de señales submarinas (United States of America Patente nº US1472558 A, 1923). El uso 

de submarinos durante la Primera Guerra Mundial aceleró el desarrollo de la tecnología 

para localizar objetos bajo el agua mediante sonido, se hacen grandes adelantos en los 

hidrófonos y las técnicas de procesamiento de la señal. Para la Segunda Guerra Mundial, 

la inversión en investigación aumentó considerablemente entre las potencias 

beligerantes y en el año de 1947 se registró una patente de un sistema de detección de 

submarinos que rotando emite una señal ultrasónica continua y el eco recibido se 

procesa mediante un osciloscopio que muestra la orientación y distancia del objeto 

detectado bajo el agua (United States of America Patente nº US2418846 A, 1947).  

 

El Diccionario de la Lengua Española define la palabra sonar en su segunda acepción 

como “Aparato electroacústico que detecta la presencia y situación de objetos 

sumergidos, mediante ondas producidas por el propio objeto o por la reflexión de las 

que emite el aparato” (Real Academia Española, 2014), proveniente del acrónimo de 

Sound Navigation and Ranging (navegación y localización por sonido). Aunque 

originalmente se aplicó en el agua, actualmente se suele denominar ‘sonar’ a cualquier 

aparato electroacústico que mida la distancia desde el sensor hasta un objeto que refleja 

la onda acústica en determinada dirección sin importar el medio por el que viaja la onda. 

 

En el área de robótica el sonar es utilizado para evitar que los robots choquen contra 

objetos en su trayectoria de movimiento. En un principio solamente se trataba de 

detectar los obstáculos, pero la necesidad de dotar a los robots móviles de mayor 

autonomía evolucionó el uso del sonar a la generación de mapas que, de alguna forma, 

son una imagen del entorno. 

 

Los primeros mapas consistían en una exploración básica utilizando anillos de sensores 

ultrasónicos o haciendo girar un solo sensor. La detección de objetos mediante el tiempo 

de vuelo proporcionaba la ubicación de los obstáculos que se registraban en una rejilla 

alrededor del robot donde simplemente se colocaba las marcas de “ocupada” o “vacía” 

(Moravec & Elfes, 1985). Uno de los primeros problemas fue la detección de filos y 

esquinas en ambientes estructurados donde el fenómeno de especularidad dificulta la 

identificación de estas formas. Las soluciones a este problema se pueden dividir en dos 

categorías: 1) Las basadas en el tiempo de vuelo y en la orientación del sensor y 2) las 

que además emplean las características de la señal del eco detectado. En (Restrepo 
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Girón, Loaiza Correa, & Caicedo Bravo, 2009) se reporta una revisión de algunas técnicas 

relevantes. 

 

Para el presente trabajo se revisaron las basadas exclusivamente en el tiempo de vuelo 

y la orientación del sensor debido a que tienen un menor costo computacional y 

requieren menos capacidad de memoria para almacenar los datos obtenidos durante el 

rastreo, lo que reduce el tamaño del hardware que habrá de contenerse en el robot 

móvil 

 

Uno de los pioneros fue (Crowley, 1985) donde se utiliza un solo sonar transmisor-

receptor que gira para explorar el entorno. La información del sonar (sensor model) se 

compara con un mapa predefinido (global model) para actualizar el entorno del robot 

(composite local model), los tres modelos están representados en términos de 

segmentos de líneas en dos dimensiones, constituyendo así uno de los primeros mapas. 

La navegación autónoma propició el desarrollo de la localización y mapeo simultáneo 

(SLAM) que busca resolver la cuestión de si es posible para un robot móvil ser colocado 

en una localización desconocida dentro de un ambiente desconocido y que sea capaz de 

construir un mapa consistente del ambiente mientras determina simultáneamente su 

posición dentro del entorno (Durrant-Whyte & Bailey, 2006). En la sección 2.1.3 se 

relatan con más detalle los trabajos revisados sobre mapas ultrasónicos. 

 

2.2. Justificación. 

 

En las aplicaciones de pruebas no destructivas, para generar mapas o imágenes 

tridimensionales, la mayoría de los ecógrafos mantienen una referencia fija relativa al 

transductor. Los smartpig ultrasónicos tienen un arreglo matricial anular en un cilindro 

que viaja paralelo a las paredes de la tubería y mantiene el mismo ángulo de incidencia 

de la onda acústica (United States Patente nº US2012/0285221A1, 2012; United States 

Patente nº US005460046, 1995; United States Patente nº US4641529, 1987; United 

States Patente nº US2013/0125654A1, 2013), el rastreo se sincroniza mediante rodillos 

que proporcionan la información para el cálculo de la posición de los puntos de reflejo 

(United States Patente nº US3810384, 1974). Por la forma de émbolo del transductor, 

es difícil que cambie su orientación en la trayectoria de la inspección. 

 

En el SLAM, la mayoría de las soluciones utilizan para detectar obstáculos dispositivos 

ópticos tales como sensores infrarrojos, láseres, LIDAR, estéreo-visión, cámaras de 

profundidad, etc. Los cuales son eficaces en ambientes limpios pero tienen un pobre 

desempeño en ambientes turbios como aquellos donde hay suspendidas en el aire 

partículas de polvo, humo o neblina (Machado Santos, Couceiro, Portugal, & Rocha, 

2015) y algunos de ellos no son capaces de detectar cristales o espejos. Los láseres son 

imprácticos bajo el agua debido a la atenuación y dispersión de la luz y el uso de cámaras 

está limitado  a zonas donde sedimentos o tintes mezclados con el agua no oscurezcan 

el medio (Ribas, Ridao, & Neira, 2010). Un sonar tiene una orientación y posición 

aleatoria al viajar en el espacio tridimensional a bordo de un móvil debido a 
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perturbaciones en el medio donde se mueve. El ángulo de incidencia de la onda acústica 

para cada transductor de un arreglo va cambiando, lo que plantea una metodología de 

ubicación de los puntos de reflejo diferente a la existente en los sistemas donde la 

referencia es fija o vinculada y el barrido se controla o sincroniza. 

 

Los sensores ultrasónicos son más apropiados para aplicaciones subacuáticas y son más 

económicos en aplicaciones en el aire, requieren de una menor potencia computacional 

comparados contra la requerida en el procesamiento de imágenes y de datos 

provenientes de sistemas ópticos. Sin embargo, tienen una pobre resolución angular 

debido a que poseen un cono de dispersión del haz mucho más grande que los sensores 

basados en la luz, marcan muchos puntos de reflejo falsos debido a los efectos de 

diafonía, especularidad y ecos cruzados, lo que impide que sean capaces de 

proporcionar mapas con una definición clara de objetos angostos y de detectar filos y 

esquinas. 

 

2.3. Definición del problema. 

 

Distinguir en el espacio la localización de los puntos reales de reflejo del eco de un sonar 

producidos por un objeto en el entorno, descartando los puntos falsos producidos por 

los efectos de la resolución angular, la diafonía, los ecos cruzados y la especularidad. 

 

2.4. Hipótesis. 

 

Es posible colocar en coordenadas tridimensionales la ubicación de los puntos de reflejo 

del eco de un solo transductor ultrasónico que permita construir un mapa espacial de 

localización de obstáculos. 

 

2.5. Objetivos. 

 

General: 

Establecer un método de localización espacial de los puntos de reflejo producidos por 

un obstáculo utilizando el tiempo de vuelo del eco y la posición y orientación de un 

transductor ultrasónico. 

 

Específicos: 

a) Desarrollar algoritmos para la generación de mapas de localización de obstáculos 

orientados a programarse en un sistema digital.  

b) Construir un sistema de rastreo que utilice sensores ultrasónicos pulso-eco. 

c) Realizar experimentos de rastreo ultrasónico de ambientes conocidos para evaluar 

los resultados del método.  
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2. Fundamentos. 

 

En este capítulo se muestran las bases teóricas para la realización del proyecto de 

investigación. La primera sección revisa las bases sobre el empleo del ultrasonido para 

la detección de objetos y en la segunda se revisan los fundamentos de la localización 

espacial. 

 

2.1. Ecosonometría. 

 

En esta sección se da una revisión a los principios básicos de la medida de distancia y 

localización de objetos utilizando ondas ultrasónicas. Posteriormente se revisan sus 

aplicaciones principales en la generación de imágenes en los campos de la medicina, la 

oceanografía y las pruebas no destructivas. Finalmente se hace una revisión más extensa 

de las aplicaciones del sonido para la generación de mapas aplicados en el área de la 

robótica. 

 

2.1.1. Principios de medición. 

 

Existen varias formas de emplear los ecos de las ondas ultrasónicas para localizar objetos 

en el espacio. Los métodos se dividen principalmente en dos grandes categorías:  

 

a) Onda continua. Un transmisor genera una onda acústica continua y el eco es 

detectado por un receptor separado, la distancia se determina por el corrimiento de 

fase entre la onda emitida y el eco recibido (Gueuning, Varlan, Eugene, & Dupuis, 

1996). Aunque puede obtenerse un mejor desempeño que los métodos de pulso-eco, 

requiere de un hardware más complejo y el empleo de varias frecuencias (Marioli, y 

otros, 1991). El método está limitado a la longitud de la onda, ya que solo es útil hasta 

los 90° de corrimiento, después de lo cual es difícil determinar la distancia. 

b) Pulso-eco. Es el más utilizado por sus ventajas y costos, el tiempo de vuelo se estima 

generalmente por las técnicas de umbral, correlación cruzada y el análisis de tiempo-

frecuencia (Xiaole & Lichen, 2012). La distancia 𝑟 entre el objeto que refleja el eco y 

el sensor, se determina por el tiempo de vuelo 𝑡 y la velocidad del sonido 𝑐 en el 

medio por la relación (1): 

 

𝑟 =
𝑐𝑡

2
   (1) 

 

El eco es un fenómeno que se da por la reflexión de la onda acústica. Una parte de la 

onda regresa al encontrar un cambio de fase debido a la diferencia de impedancia. La 

impedancia acústica 𝑍 de un medio determinado es el producto de la densidad del 

medio 𝜌 por la velocidad del sonido en ese medio 𝑐 (Kinsler, Frey, Coppens, & Sanders, 

2008). Conociendo las características de los medios por donde viaja la onda, la amplitud 

del eco de una onda que viaja por un medio de impedancia 𝑍1, reflejado al incidir la onda 

de forma normal en otro medio de impedancia 𝑍2, está determinada por el coeficiente 

de reflexión 𝑅 dado por la expresión (2): 
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𝑅 =
𝑍2−𝑍1

𝑍2+𝑍1
 (2) 

 

Un tipo de radiador ampliamente extendido es el de pistón circular plano (Kinsler, Frey, 

Coppens, & Sanders, 2008) que consiste en un pistón rígido de radio 𝑎 que vibra con 

movimiento armónico a una frecuencia 𝑓 y que está montado al ras de una pantalla de 

superficie infinita. Cuando el radio 𝑎 es mucho más grande que la longitud de la onda 𝜆, 

el radiador emite un haz sonoro direccionado del que se distinguen dos zonas: El campo 

cercano y el campo lejano cuya frontera está aproximadamente a una distancia del 

pistón de 𝑎2/𝜆 (Figura 7). 

 

 
Figura 7. Patrón de radiación, fuente (Barshan & Kuc, 1990) 

 

Debido a la apertura del patrón de radiación, el método de pulso-eco solamente 

proporciona información indirecta acerca de la ubicación del objeto que refleja la onda 

(Moravec & Elfes, 1985). En el campo lejano el patrón de radiación se abre en un semi-

ángulo 𝜃0 descrito en (Bozma & Kuc, 1991) y definido por la ecuación (3):  

 

𝜃0 = sin−1 0.61𝜆

𝑎
 (3) 

 

Puesto que la longitud de onda es función de la velocidad del sonido 𝑐 y su frecuencia 𝑓 

mediante la ecuación (4): 

 

𝜆 =
𝑐

𝑓
  (4) 

 

La apertura del patrón de radiación es inversamente proporcional a la frecuencia de la 

onda. Sin embargo se debe mantener un equilibrio entre la frecuencia y el ángulo de 

apertura debido a que la absorción en el medio depende fuertemente de la frecuencia, 

por ejemplo alrededor de los 100 kHz el alcance es de 1 m en el aire (Marioli, Sardini, & 

Taroni, 1988). 

 

La energía de la onda se absorbe al propagarse en el medio y al reflejarse en la superficie 

de un objeto. Según (Lee, Yan, & Lee., 2007), la amplitud 𝑝 del eco puede modelarse 

mediante la ecuación (5):  
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𝑝(𝑟, 𝜃) = 𝑝0𝐶𝑟
𝑒−2𝑎𝑟

2𝑟
𝑒−4𝜃2/𝜃0

2
 (5) 

 

Donde 𝑝0 es la amplitud máxima como una constante, 𝑎 es el coeficiente de atenuación 

del medio, 𝑟 es la distancia entre el pistón y el objeto, 𝐶𝑟 es el coeficiente de reflexión 

de la superficie, 𝜃0 el ángulo de apertura del patrón de radiación y 𝜃 el ángulo de 

inclinación del objeto respecto del eje axial del pistón. 

 

Como puede observarse en la ecuación (5), la amplitud del eco decrece 

significativamente con la distancia 𝑟. La mayoría de los sistemas de pulso eco cuentan 

con filtros con control de ganancia automática para compensar las pérdidas, por lo que 

la amplitud del eco puede estimarse mediante la ecuación (6) mencionada en (Barshan 

& Kuc, 1990; Lee, Yan, & Lee., 2007): 

 

𝑝(𝜃) = 𝑝0𝑒−4𝜃2/𝜃0
2
 (6) 

 

Sin embargo la amplitud del eco, además del ángulo de incidencia de la onda ultrasónica, 

también depende de la rugosidad de la superficie (Figura 8).  

 

 
Figura 8. Condición de Rayleigh, fuente (Restrepo Girón, 2005). 

 

En ciertas condiciones, la onda puede ser reflejada como en un espejo (especular) pero 

en otras se puede dispersar sin que el eco retorne con suficiente amplitud en cuyo caso 

será difusa (Martínez Rodríguez, Vitola Oyaga, & Sandoval Cantor, 2007). Para que la 

onda no se disperse la profundidad de las depresiones ℎ y el ángulo de incidencia 𝛼 

deben cumplir la condición de Rayleigh para la especularidad (Restrepo Girón, 2005; 

Grynko & Pulbere, 2009; Cuevas Ruíz & Delgado Penín, 2003), esta condición se 

establece por la relación (7): 

 

ℎ <
𝜆

8 sen 𝛼
  (7) 

 

2.1.2. Imágenes acústicas. 

 

La construcción de imágenes de ultrasonido se hace mediante arreglos de celdas donde 

se presentan los puntos que reflejan la onda en la zona de interés (Figura 9). Para ello 

es necesario “insonificar” o radiar el área de interés mediante el barrido de ondas 

acústicas usando un arreglo de transductores (USA Patente nº Patene US005200931A, 

1993) o cambiando la orientación del transductor (Europa Patente nº Patente 

EP0483996B1, 1999). 

 



 

12 
 

 
Figura 9. Esquema de un sistema de imagen 2D, fuente (Murino & Trucco, 2000). 

 

El principio es calcular la intensidad de los ecos reflejados por los puntos encontrados 

en las orientaciones de emisión y en las distancias estimadas por el tiempo de vuelo 

(Hansen, 2012).  

 

Los ecos detectados se corresponden a pixeles ubicados en la rejilla de celdas 

considerando tres parámetros para la formación de la imagen. 

1. Distancia (range). Que se estima a través del tiempo de vuelo y proporciona el radio 

en el que se ubica el punto de reflejo. 

2. Orientación (bearing). Que se estima por la orientación del transductor que emite la 

onda y por la diferencia de tiempo de arribo de los ecos en los sensores del arreglo. 

Proporciona el ángulo en el que se ubica el reflector. 

3. Brillo. Que se asigna por la intensidad del eco recibido. 

 

 
Figura 10. Imagen de ultrasonido. 

 

Los pixeles de la imagen son de tamaño menor al de la resolución de la celda (Figura 11) 

delimitada por dos parámetros (Ayala Carbajo, 2006; de Moustier, 2011): 

 

a) Resolución en distancia 𝛿𝑅. Que es la distancia mínima en la que pueden distinguirse 

dos puntos de reflejo ubicados en la misa dirección de emisión. Esta distancia 

depende de la duración de la emisión sonora 𝑇𝑃 y de la velocidad del sonido en el 

medio 𝑐  y está dada por la relación (8) mencionada en (Shi, Chen, Lin, Xie, & Chen, 

2012; Przybyla, y otros, 2012): 
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𝜹𝑹 =
𝒄𝑻𝑷

𝟐
  (8) 

 

b) Resolución angular 𝛿𝛽. Que es el espacio mínimo en el que pueden distinguirse dos 

objetos situados a la misma distancia del centro del emisor, pero en diferente 

orientación. El ángulo está determinado por la apertura del patrón de radiación 

estimado por la ecuación (3). 

 

 

Figura 11. Resoluciones del sonar. 
 

Para la generación de imágenes en 3D es necesario el empleo de arreglos de 

transductores de 2 dimensiones como el descrito en (Karaman, Wygant, Oralkan, & 

Khuri-Yakab, 2009) o el barrido mecánico de un arreglo lineal. 

 

Existen tres campos principales donde la generación de imágenes mediante el empleo 

de ultrasonido está muy avanzada: 

 

a) Medicina: Particularmente en cardiología y ginecobstetricia, el uso del denominado 

ultrasonido 3D permite el análisis volumétrico y multiplanar de estructuras y órganos, 

y la posibilidad de observar la superficie de áreas corporales, en  (Sabogal, 2001) se 

explica el funcionamiento general de un ultrasonido 3D, su ventajas y desventajas 

siendo una de las principales que “el movimiento altera frecuentemente la 

adquisición del volumen”. En (Alcázar, 2005) se menciona que hay dos métodos para 

obtener imágenes: el manual y el automático, siendo el último el que proporciona la 

mejor calidad de imágenes y utiliza transductores dedicados que permanecen 

estáticos. Para el método manual se utilizan transductores 2D con sensores de 

movimiento y la sonda se desplaza o rota, pero la calidad de la imagen es pobre y 

depende de la destreza del examinador. 

b) Oceanografía: La navegación marítima fue una de las primeras aplicaciones del 

ultrasonido para ubicar objetos, en la actualidad existen equipos de exploración del 

fondo marino que permiten la construcción de una imagen tridimensional del lecho. 
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En (Zerr & Stage, 1996) se describe un método para estimar el aspecto de objetos 

bajo el agua usando una secuencia de imágenes de sonar. (Zhang, Jouvencel, Fang, & 

Xiang, 2012) reporta los grupos de métodos de reconstrucción de la superficie marina 

que utilizan sistemas acústicos, siendo uno de los más utilizados el sonar de rastreo 

lateral “side-scan”. Uno de los principales problemas es la localización de la sonda 

que generalmente se resuelve al trasladarse unida a un buque cuya ubicación se 

determina por sistema de posicionamiento global (GPS). En (Fairfield & Wettergreen, 

2008) proponen un método de localización sin infraestructura para vehículos 

autónomos no tripulados (AUV), sin embargo, el transductor sigue teniendo la misma 

orientación respecto del fondo marino. 

c) Pruebas no destructivas: El ultrasonido es una herramienta muy utilizada para 

detectar grietas, huecos y cambios de densidad en materiales sólidos, el principio de 

detección se basa en la reflexión de la onda debida al cambio de densidad del 

material. En  (Martínez Rodríguez, Vitola Oyaga, & Sandoval Cantor, 2007) se 

describen los fundamentos de los ultrasonidos y su aplicación básica en ensayos no 

destructivos (NDT). Para la generación de imágenes o volúmenes se emplean arreglos 

de transductores o la probeta se traslada en un sistema de referencia como en (Tsao 

& Hocheng, 2005). 

 

2.1.3. Mapas ultrasónicos. 

 

Los mapas generados mediante sonar iniciaron en la robótica en la década de 1980 

debido a la necesidad de detectar obstáculos a larga distancia sin hacer contacto. Los 

dispositivos ultrasónicos en el aire eran una opción económica y práctica para 

instrumentar robots móviles terrestres que se desplazaban en interiores. Uno de los 

primeros reportes está descrito en (Moravec & Elfes, 1985), donde se define como 

objetivo la elaboración de un mapa a partir de la información proveniente de un arreglo 

anular de sonares que se desplaza sobre un robot móvil. Los ecos se proyectan en un 

arreglo bidimensional de ocupación donde se asignan tres posibles estados: ocupado 

(+1), vacío (-1) y desconocido (0). El mapa se compone sumando los valores asignados a 

cada celda del arreglo en distintos rastreos, de manera que, si un punto se repite como 

ocupado en varios rastreos, el valor final de la celda será mayor a cero, en tanto que una 

que está vacía su valor final será menor a cero. Luego se aplica un filtro utilizando un 

valor de umbral para descartar aquellas celdas que tienen valores muy pobres. Al final 

cada celda se “rasteriza” para formar una imagen del mapa indicando los lugares 

ocupados con una X, los vacíos en blanco y los desconocidos con un punto (Figura 12).  
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Figura 12. Mapa generado por sonar, fuente (Moravec & Elfes, 1985). 

 

La información de este mapa fue después representada en distintos ejes para la 

navegación de robots en (Elfes A. , 1986) y el método sirvió de base para la formación 

de imágenes subacuáticas 3D en (Auran & Silven, 1996) (Figura 13). Este método no 

distingue los planos de las esquinas ni los filos, por lo que en (Barshan & Kuc, 1990) se 

propone el uso de un sensor compuesto por un transmisor y un receptor que luego fue 

aumentado a tres componentes en (Peremans & Van Campenhout, 1993; Jeon & Kim, 

1995). El principio de utilizar arreglos de un transmisor y varios receptores (tri-aural) se 

amplió a tres dimensiones en (Akbarally & Kleeman, 1995) y (Barshan B. , 1999).  

 

 
Figura 13. Espacio generado por sonar, fuente (Auran & Silven, 1996) 

 

En (Bozma & Kuc, 1991) se propone un algoritmo basado en los ángulos y tiempos de 

vuelo del rastreo en diferentes ubicaciones y en (Lim & Cho, 1992) otro basado en la 

probabilidad del reflejo especular, utilizando en ambos trabajos la configuración de 
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transmisor-receptor en un solo sensor pero haciendo el rastreo con varios montados en 

un arreglo anular. En (Gasós & Martín, 1996) se emplean algoritmos de lógica difusa 

para la construcción del mapa con los datos obtenidos del rastreo utilizando un arreglo 

de múltiples pares transmisor-receptor y en (Thrun, 1998) se emplea un arreglo anular 

junto con redes neuronales para el aprendizaje del mapa en un robot.  

 

En todos los trabajos mencionados el ángulo del patrón de radiación es un factor 

importante para la incertidumbre de la localización del punto de reflejo y la acumulación 

de medidas consecutivas a lo largo de la trayectoria de movimiento del robot es 

fundamental para la construcción del mapa. 

 

En (Ko, Kim, & Chung, 1996) se presenta un método para encontrar los filos y las 

esquinas de un entorno, llama la atención porque utilizan un solo transductor 

ultrasónico pulso-eco que gira sobre un eje vertical fijo y no un arreglo de sensores que 

se desplaza. Mediante filtros acoplados para detectar los ecos y medir los tiempos de 

vuelo, registraron varias lecturas de las distancias de los filos y esquina de un entorno 

con ubicaciones específicas para el experimento. Los resultados obtenidos fueron las 

curvas que ubican los puntos de interés respecto al sensor lo que permite ubicar la 

posición de los obstáculos en el entorno del robot (Figura 14). 

 

 
Figura 14. Curvas de marcas del entorno, fuente (Ko, Kim, & Chung, 1996). 

 

En (Barshan B. , 2001) se presenta un método basado en medidas de distancia con 

ultrasonido combinado con votación espacial y un umbral. Considera la medida de la 

distancia a partir del tiempo de vuelo y, debido a la incapacidad del ultrasonido de 

proveer directamente el ángulo de los puntos de reflexión, coloca dentro de un arco 

contenido en el lóbulo de radiación (Figura 15) la posible ubicación del punto de reflejo. 

Estos arcos representan la incertidumbre de la ubicación de los puntos de reflexión. 
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Figura 15. Arcos de incertidumbre de los puntos de reflexión, fuente (Barshan B. , 

2001) 
 

Tras una serie de rastreos, la información de un gran número de arcos se combina 

dibujándolos en un mapa de arcos ultrasónicos (UAM). Esta información se procesa 

mediante un esquema de votación espacial que se filtra por un umbral. Se crea una 

matriz que representa los pixeles cruzados por varios arcos, el valor de cada pixel se 

determina por la cantidad de arcos que lo cruzan y solamente se aceptan los valores que 

estén por encima del umbral. De esta forma se obtienen una serie de puntos que se 

unen mediante una función de ajuste polinomial para generar el perfil de la superficie 

(Figura 16). 

 

 
Figura 16. (a) y (d) Mapa de arcos, (b) y (e) pixeles electos por votación, (c) y (d) 

superficies por ajuste de curva, fuente (Barshan B. , 2001). 
 

El método tiene las siguientes ventajas: 

1. Extremadamente flexible. 

2. Puede manejar fácilmente configuraciones arbitrarias de sensores. 

3. Capaz de eliminar lecturas falsas y ecos cruzados. 

4. Procesa información de ecos provenientes de superficies más allá de la más cercana.  

5. Puede tratar con un número arbitrario de sensores y con configuraciones reales o 

simuladas de arreglos de sensores. 

6. La exactitud mejora con el número de sensores. 

7. Elimina lecturas indeseables por ecos de alto orden, cruzamiento y ruido. 
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En los experimentos consideraron arreglos estructurados y configuraciones irregulares. 

Los estructurados se prefieren en los trabajos teóricos por su simplicidad y facilidad de 

análisis, pero en la práctica se desempeñaron mejor las configuraciones irregulares 

debido a que se complementan los distintos puntos de reflejo. El tiempo de 

procesamiento fue de un cuarto de segundo utilizando un procesador Pentium Pro a 200 

MHz, lo que indica que es apto para crear mapas en “tiempo real”. En sus conclusiones 

Barshan menciona que el método se puede generalizar a ambientes tridimensionales, 

sustituyendo los arcos por casquetes esféricos o elípticos, extendiendo las reglas de 

votación a las tres dimensiones. Hasta el momento de la elaboración de esta tesis, no 

reporta ningún trabajo en tres dimensiones. 

 

Destaca del trabajo de Barshan que es capaz de generar perfiles de la superficie y no 

solamente marcas de navegación como planos, filos y esquinas. 

 

Partiendo del mapa de arcos ultrasónicos, en (Baskent & Barshan, 1999) se emplea el 

procesamiento morfológico para determinar el perfil de una superficie. Este 

procesamiento consiste en asignar un valor de 1 a cada pixel por donde cruza un arco, 

sin importar cuántos cruzan por ese pixel; luego mediante el proceso de erosión se 

compara un pixel central de valor 1 con los de una plantilla a su alrededor, si sus valores 

son idénticos, el pixel central conserva su valor, de otra forma cambia a 0 (Figura 17). 

Con este proceso se eliminan los puntos dispersos y aislados, revelando el perfil de la 

superficie. 

 

 
Figura 17. Ejemplo de erosión (a) plantilla, (b) imagen original, (c) imagen 

erosionada, fuente (Baskent & Barshan, 1999). 
 

Un método de localización de marcas denominado “fusión basada en triangulación” 

(TBF) se presenta en (Wijk & Christensen, 2000), se fundamenta en la triangulación de 

distintas lecturas del sonar obtenidas al trasladarse un arreglo anular de sensores (Figura 

18). Se van comparando dos rastreos sucesivos en distinta posición, considerando la 

distancia y la orientación de los puntos de reflejo. Si se encuentra que dos arcos se 

cruzan, se calcula el punto de cruce de los arcos y se agrupa para formar conjuntos que 

definen una marca en el mapa de navegación. Aunque es una forma de votación más 

simple, no permite la definición del perfil de una superficie plana debido a que no se 

forman triángulos en la exploración. 
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Figura 18. Principio de triangulación, fuente (Wijk & Christensen, 2000). 

 

El algoritmo de la mediana del cruce de arco (ATM) se presenta en (Choset , Nagatani, 

& Lazar, 2003). Este método consiste en encontrar el punto de en medio de los cruces 

que contenga un arco ultrasónico. Cada arco del mapa de arcos ultrasónicos se 

inspecciona individualmente para encontrar los puntos del arco en particular donde 

tiene cruces con otros arcos formando un conjunto de puntos, la mediana de todas las 

intersecciones en el arco se define como el punto donde se encuentra el objeto que 

reflejó el eco, de esta manera se eliminan los ecos y las intersecciones falsas para formar 

el mapa del entorno (Figura 19). Aunque el método funciona bien, requiere de un alto 

costo computacional para hacer la inspección arco por arco. 

 

 
Figura 19. Mediana del cruce de arco (a) mapa de arcos (b) mapa tras aplicar el ATM, 

fuente (Choset , Nagatani, & Lazar, 2003). 
 

Nuevamente Barshan propone en (Barshan B. , 2007; Barshan B. , 2007) otro método 

llamado máximo direccional (DM) similar al de votación espacial (VT) descrito en 

(Barshan B. , 2001). La diferencia está en que en el DM no usa un umbral para eliminar 

los puntos, sino que selecciona en un arco en particular aquel punto que tiene la mayor 

cantidad de votos (máximo en la dirección) descartando los demás. 

 

Varias técnicas de procesamiento de mapas de arcos ultrasónicos planos son 

comparadas en (Barshan B. , 2007; Altun & Barshan, 2008). El estudio concluye que los 

métodos de votación espacial (VT) y el del máximo direccional (DM) son los mejores 
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considerando la media del error absoluto (MAE) y su tiempo de procesamiento (tCPU) 

(Tabla 1). 

 

Tabla 1. Resultados del estudio comparativo, fuente (Barshan B. , 2007). 

 
 

2.2. Localización espacial. 

 

En esta sección se revisan los conceptos y métodos básicos para determinar la ubicación 

y orientación del sonar dentro de una trayectoria en la que se mueve libremente. Las 

herramientas matemáticas para la localización y orientación espacial pueden 

consultarse a detalle en (Barrientos, Peñín, Balaguer, & Aracil, 2007). 

 

2.2.1. Representación de la posición. 

 

La forma más común de representación numérica de los cuerpos en el espacio es 

mediante la Geometría Euclidiana, llamada así por los cinco postulados de Euclides de 

Alejandría (Gómez Aíza, 2004). Bajo estos postulados, la ubicación de un punto en el 

espacio tridimensional puede hacerse mediante sistemas de coordenadas que 

representan su posición mediante un conjunto de números, los más utilizados se 

caracterizan porque usan como referencia tres ejes perpendiculares entre sí (X,Y,Z) que 

se cruzan en un punto denominado origen y que tiene la coordenada (0,0,0) y son: 

 

Coordenadas cartesianas.  

También conocidas como coordenadas rectangulares. Los puntos en el espacio se 

nombran mediante tres números (x,y,z) que son las distancias ortogonales a los planos 

de referencia formados por los ejes XY (z=0), YZ (x=0) y XZ (y=0).   
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Figura 20. Coordenadas cartesianas, fuente (Paz Parra, 2007). 

 

Coordenadas cilíndricas.  

Es una extensión a tres dimensiones de las coordenadas polares de la geometría plana. 

La posición de un punto en el espacio está definida por un radio, un ángulo y una altura 

(r,ϕ,z). El radio r es la magnitud del vector paralelo (radiovector) al plano XY que parte 

desde el eje Z hasta el punto, el ángulo de dirección ϕ (azimutal) es el que se forma 

desde el semieje positivo X hasta la proyección del radiovector sobre el plano XY, y la 

altura z es la distancia desde el punto hasta el plano XY. Las coordenadas pueden variar 

en los siguientes intervalos: 0 ≤ 𝑟 < ∞, 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋, −∞ < 𝑧 < ∞. 

 

 
Figura 21. Coordenadas cilíndricas, fuente (Departamento de Física y Mecánica, 

2010) 
 

La relación entre coordenadas cartesianas y coordenadas cilíndricas está dada por las 

expresiones (9), (10) y (11): 

 

𝑥 = 𝑟 cos 𝜑  (9) 

𝑦 = 𝑟 sin 𝜑  (10) 

𝑧 = 𝑧   (11) 

 

Coordenadas esféricas. 

En este sistema, la posición de un punto está representada mediante una distancia y dos 

ángulos (r,θ,ϕ). La distancia r es la magnitud del radiovector que hay desde el origen 

hasta el punto, el ángulo polar θ (colatitud) es el que hay entre el radiovector y el semieje 

positivo Z y el ángulo azimutal ϕ está definido igual que en las coordenadas cilíndricas. 

http://portales.puj.edu.co/objetosdeaprendizaje/Online/OA04/Imagenes/Sistemas de coordenadas/01.jpg
http://ocw.upm.es/ingenieria-agroforestal/mecanica-y-mecanismos/Contenidos/Teoria/Anejo1sistemasreferencia.pdf
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Los valores de las coordenadas pueden estar en los siguientes intervalos: 0 ≤ 𝑟 < ∞,  

0 ≤ 𝜃 < 𝜋, 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋. 

 

 
Figura 22. Coordenadas esféricas, fuente (Paz Parra, 2007) 

 

La relación entre las coordenadas cartesianas y las coordenadas esféricas está dada por 

las expresiones (12), (13) y (14): 

 

𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos 𝜑  (12) 

𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin 𝜑  (13) 

𝑧 = 𝑟 cos 𝜃   (14) 

 

2.2.2. Representación de la orientación. 

 

Para localizar los puntos que reflejan el eco del sonar y colocarlos en un mapa, además 

de la posición, es necesario saber hacia dónde está orientado el transductor. Se requiere 

entonces utilizar un sistema de representación para definir la orientación en el espacio 

del vector que une el sensor y el punto de reflejo de la onda sonora. El método más 

común es mediante los Ángulos de Euler que se basa en un teorema demostrado por 

Leonard Euler en el que establece que dos sistemas coordenados ortonormales con 

origen común, se pueden relacionar por una secuencia de no más de tres rotaciones 

sobre ejes coordenados, sin realizar rotaciones sucesivas en el mismo eje.  

 

Para describir la orientación de un cuerpo en el espacio, se establece un sistema 

solidario al cuerpo que se relaciona al sistema de referencia mediante tres ángulos que 

representan la magnitud de los giros que se realizan sobre tres ejes ortonormales. En la 

navegación espacial, los ejes de giro son fijos y corresponden a los ejes X (alabeo), Y 

(cabeceo) y Z (guiñada) relativos a los movimientos de una nave en el aire. Para llegar 

del sistema de referencia al sistema solidario al cuerpo y su orientación, los giros se 

concatenan siguiendo un orden específico ya que la operación no es conmutativa. En el 

ejemplo de la Figura 23, primero se gira en Z un ángulo Ψ y se obtiene el sistema u1v1w1, 

en seguida se gira sobre el eje u1 (X del sistema girado) un ángulo θ para obtener el 

http://portales.puj.edu.co/objetosdeaprendizaje/Online/OA04/Imagenes/Sistemas de coordenadas/28.jpg
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sistema u2v2w2, y finalmente se hace el tercer giro ϕ sobre el eje w2 (Z del sistema girado 

por segunda vez) para llegar al sistema u3v3w3. 

 

 
Figura 23. Ángulos de Euler en secuencia ZXZ, fuente (Altuzarra, Hernández, 

Amezua, & Petuya, 2012) 
 

2.2.3. Matrices de transformación. 

 

Para localizar los puntos en el mapa detectados por el sonar en movimiento, es 

necesario establecer una relación entre el origen del mapa y el punto detectado a través 

de la posición y orientación del sonar cuando adquiere cada muestra. Mediante técnicas 

de navegación inercial se puede calcular la posición y orientación de un vehículo móvil 

respecto a un marco de referencia, integrando las medidas continuas de los 

acelerómetros y giroscopios (Borenstein, Everett, & Feng, 1996) y empleando el Filtro 

de Kalman Extendido (Rivas Gil, 2006) (Ferrer Mínguez, 2009) para obtener las 

magnitudes de traslación y giro en cada uno de los ejes. Con estos valores, mediante 

matrices de transformación se va determinando la posición y orientación del móvil en 

intervalos específicos de tiempo, generando así la trayectoria recorrida por el objeto. 

 

Las matrices de transformación homogénea son ampliamente utilizadas en robótica 

para relacionar el sistema de referencia de un robot con el sistema de su órgano efector. 

En una sola matriz se puede representar la composición de todas traslaciones y 

rotaciones de un sistema multiplicando en el orden adecuado las matrices 

correspondientes a la secuencia de los movimientos. Las matrices transformación 

homogéneas están definidas por la ecuación (15) para una traslación 𝑇 con magnitudes 

𝑝̅ = (𝑝𝑥, 𝑝𝑦, 𝑝𝑧) , por la ecuación (16) para un giro  𝑅𝑋 un ángulo  en el eje X, por la 

ecuación (17) para un giro 𝑅𝑌 un ángulo  en el eje Y, y por la ecuación (18) para un giro 

𝑅𝑍 un ángulo  en el eje Z: 

 

𝑇(𝑝̅) = [

1 0 0 𝑝𝑥

0 1 0 𝑝𝑦

0 0 1 𝑝𝑧

0 0 0 1

]  (15) 

 

https://encrypted-tbn1.gstatic.com/images?q=tbn:ANd9GcSoresf-hxHSdaDahY72aqzO8uTF0iXbTTasjJuBAMy5mHI4yMZ
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𝑅𝑋(𝛼) = [

1 0 0 0
0 cos 𝛼 −sin 𝛼 0
0 sin 𝛼 cos 𝛼 0
0 0 0 1

] (16) 

 

𝑅𝑌(𝛽) = [

cos 𝛽 0 sin 𝛽 0
0 1 0 0

− sin 𝛽 0 cos 𝛽 0
0 0 0 1

] (17) 

 

𝑅𝑍(𝛿) = [

cos 𝛿 − sin 𝛿 0 0
sin 𝛿 cos 𝛿 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

] (18) 

 

2.3. Rasterización. 

 

Para extender las técnicas de los UAM a un espacio tridimensional es necesario dividir 

los casquetes esféricos en cubos de una unidad de medida entera, a este proceso se le 

llama rasterizado porque divide la figura para representarla con puntos discretos y 

voxelizado porque los objetos se representan con pixeles volumétricos (voxeles). 

 

Debido a que se pretende que el procesamiento de los datos se haga a bordo del 

vehículo, se busca que el algoritmo sea rápido y fácil de embeber en dispositivos 

digitales y que genere esferas discretas con superficies delgadas, sin repetir voxeles, sin 

huecos y lo más próximas a la esfera geométrica o real correspondiente. Para reducir la 

potencia de cómputo requerida para el proceso, se revisaron los métodos que utilizan 

números enteros y operaciones básicas. 

 

2.3.1. Gráficos por computadora. 

 

Desde los inicios de la computación, es un tema de interés la representación de líneas y 

curvas mediante puntos discretos a fin de mostrar figuras mediante pantallas o 

impresoras. Los primeros trabajos fueron sobre líneas y se extendieron rápidamente 

hacia el trazado de curvas, circunferencias y elipses (Pitteway, 1967) (Horn, 1976) 

(Bresenham J. , 1977) (Zingl, 2012). Con la disponibilidad de mayor potencia de cómputo 

y la necesidad de gráficos con mayor resolución, los métodos de trazado de líneas, 

curvas y circunferencias fueron evolucionando a técnicas más robustas, complejas y 

poderosas (Stole & Kaufman, 2001) (Fiorio, Jamet, & Toutant, 2006) (Bhowmick & 

Bhattacharyab, 2008) (Rudolph-Lilith, 2016). 

 

En (Bresenham J. , 1965) se presenta un algoritmo para controlar un trazador digital 

(plotter) y es un hito en la historia de los gráficos por computadora ya que establece los 

fundamentos para la digitalización de líneas y figuras. El algoritmo trabaja con números 

enteros, lo que lo hace fácil de programar en microprocesadores y realiza el trazado de 
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líneas mediante ocho movimientos  para trasladar el punto de trazo desde una posición 

determinada a cualquier posición adyacente en la rejilla de dibujo expresada en 

coordenadas cartesianas, el método tiene como principio seleccionar el pixel que tiene 

la menor distancia (error) de la línea geométrica (Rogers, 1984)  (Figura 24). 

 

  
(a) (b) 

Figura 24. (a) Movimientos básicos de un plotter (b) Trazado de una línea, fuente 
(Bresenham J. , 1965). 

 

En (Pitteway, 1967) (Jordan, Lennon, & Holm, 1973) (Horn, 1976) se dan los primeros 

algoritmos para el rasterizado de curvas y circunferencias, pero es nuevamente 

Bresenham quien presenta en (Bresenham J. , 1977) un algoritmo que hasta la fecha es 

el más utilizado para el trazado de circunferencias en gráficos por computadora. Aunque 

existen otros algoritmos que se consideran como “extensiones” para el trazado de 

circunferencias discretas (Van Aken & Novak, 1985) (Andres, 1994), las principales 

ventajas del algoritmo de Bresenham sobre los otros es que es simple, eficiente, emplea 

números enteros y calcula la circunferencia mejor ajustada utilizando radios enteros 

(Kaufman & Shimony, 1986). El algoritmo de Bresenham que normalmente se utiliza es 

el simplificado para el trazo del primer cuadrante (Figura 25), los otros tres se obtienen 

por simetría. 
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Figura 25. Algoritmo de Bresenham para el trazo del primer cuadrante de una 

circunferencia, fuente (Rogers, Circle Generation-Bresenham's Algorithm, 1985). 
 

2.3.2. Esferas discretas. 

 

Las curvas discretas en el espacio es un tema importante en los campos de la impresión 

tridimensional (Merritt & Murphy, 1994) (Meit, y otros, 2006) (Willis, Brockmeyer, 

Hudson, & Poupyrev, 2012) (Sydney Gladman, Matsumoto, Nuzzo, Mahadevan, & Lewis, 

2016) y en el rastreo (scanning) de objetos y  reconocimiento de patrones  (Kaufman & 

Shimony, 1986) (Tanaka, Ikeda, & Chiaki, 1998) (Zhong, 2009) (Andres & Roussillon, 

2011) (Guo, Bennamoun, Sohel, Lu, & Wan, 2014). Para la creación de esferas digitales 

algunos autores han propuesto diversos métodos y han analizado sus características 

(Andres & Jacob, 1997) (Toutant, Andres, & Roussillon, 2013) (Bera, Bhowmick, & 

Bhattacharya, 2014) (Biswas & Bhowmick, 2015).  

 

Uno de los primeros métodos para digitalizar esferas se presenta en (Montani & 

Scopigno, 1990). El algoritmo está basado en el método de Bresenham para trazar 

circunferencias con la versión mostrada en (Rogers, 1985). Dado que la esfera se 

considera como una circunferencia en revolución, el método de conversión corre dos 

veces el algoritmo de circunferencias, la primera sobre el plano XY en donde las 

coordenadas 𝑦 son la altura y las 𝑥 son el radio de las circunferencias o “rebanadas” 

(Figura 26) que se generan con la segunda corrida sobre el plano XZ. El método de 
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conversión de esferas a voxeles tiene el inconveniente que genera esferas con huecos, 

debido a que existen puntos que no encajan en algunas rebanadas contiguas. 

 

 
Figura 26. Generación de radios  y alturas para “rebanadas” de una esfera de radio 

8, fuente (Montani & Scopigno, 1990) 
 

En (Andres, 1994) se presenta un algoritmo para definir círculos discretos como una 

extensión del algoritmo de (Bresenham J. , 1977) y se introduce el término de “círculo 

aritmético”: un anillo de radio entero con un grosor de un pixel cuyos puntos son un 

conjunto solución de ecuaciones diofánticas. En lugar de seleccionar el más cercano a la 

circunferencia geométrica o real, el procedimiento descrito marca el siguiente punto de 

la circunferencia verificando la pertenencia al círculo aritmético mediante un algoritmo 

incremental sin resolver las ecuaciones diofánticas. El algoritmo puede generar discos a 

partir de circunferencias concéntricas sin los huecos que se generan en el método de 

(Bresenham J. , 1977), cuya cantidad aumenta cuadráticamente respecto al radio del 

círculo (Bera , Bhowmick, Stelldinger, & Bhattacharya, 2013) (Bera, Bhowmick, & 

Bhattacharya, 2014). Tomando los mismos principios, el autor define el concepto de 

“esfera aritmética” deduciéndolo del círculo aritmético para proponer un algoritmo de 

generación de esferas discretas como una extensión del procedimiento para generar 

circunferencias (Figura 27). 
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Figura 27. Esfera aritmética de radio 10, fuente (Andres, 1994). 

 

En (Roget & Sitaraman, 2013), se presenta un método para el cálculo de la distancia 

mínima entre un grupo de puntos y una superficie de un cuerpo que emplea esferas 

discretas centradas en los puntos de prueba que van incrementando su radio en un valor 

entero (marchando) hasta alcanzar la superficie de interés. Los autores eligen el 

algoritmo de (Montani & Scopigno, 1990) como base porque es fácil de adaptar para 

producir solamente una parte de la esfera, pero utilizan el algoritmo del círculo de punto 

medio de (Van Aken & Novak, 1985) en lugar del de (Bresenham J. , 1977) y lo modifican 

para que no tenga huecos. La esfera es construida como una colección de 

circunferencias concéntricas de radio creciente paralelas al plano XZ cuyo corrimiento 

desde el centro hasta el radio está determinado por la rasterización de la circunferencia 

en el plano YZ. Básicamente, el algoritmo corre dos veces el de (Van Aken & Novak, 

1985) en un octante por plano y replica por simetría los voxeles restantes para construir 

la esfera (Figura 28).  

 



 

29 
 

 
Figura 28. Esfera voxelizada de marcha de radio 12, fuente (Roget & Sitaraman, 

2013) 
 

El artículo de (Biswas & Bhowmick, 2016) se enfoca al problema de caracterizar la esfera 

digital o discreta para solucionar los problemas de los algoritmos de voxelización. 

Emplea el análisis de teoría numérica para diseñar un algoritmo que utilice solo números 

y operaciones enteras para encontrar una superficie digital doble-separada irreductible 

óptimamente aproximada a la esfera real o geométrica. Los autores presentan el 

algoritmo “esfera de rejilla por suma de cuadrados” hecho con operaciones aritméticas 

y comparaciones básicas en el dominio de los números enteros sin contener ninguna 

multiplicación ni división. El algoritmo genera el “octante cuadragésimo primario”, una 

sección correspondiente a la 48ª parte de la esfera. Este segmento se replica por 

simetría para construir por completo la esfera (Figura 29). 

 

 
Figura 29. Esfera de rejilla de radio 12, fuente (Biswas & Bhowmick, 2016) 
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3. Mapas 3D mediante casquetes ultrasónicos. 

 

En este capítulo presentamos la propuesta de extender la técnica de votación espacial 

(VT) a tres dimensiones, sustituyendo los arcos de circunferencia planos por casquetes 

esféricos tridimensionales para generar una nube de puntos que corresponden a los 

puntos de reflejo de los ecos dentro de un espacio estructurado. La primera parte trata 

sobre los algoritmos para la generación del casquete, la segunda parte trata sobre el 

algoritmo para el cálculo de la ubicación y orientación de los casquetes, y finalmente, en 

la tercera parte se aborda el algoritmo para la selección de los puntos partiendo de la 

información de distancia, orientación y ubicación dada por el sonar. 

 

En (Baskent & Barshan, 1999) (Barshan B. , 2001) (Choset , Nagatani, & Lazar, 2003) y 

(Barshan B. , 2007) se desarrolla el concepto de mapa de arcos ultrasónicos (UAM) para 

determinar la geometría de un entorno que es explorado con sonar de pulso-eco. En 

estos trabajos se proponen varios métodos para distinguir los puntos de reflejo válidos 

de los ecos espurios y cruzados. En todos ellos se toma el patrón de radiación de la onda 

como fuente de incertidumbre de la orientación del punto de reflejo que se encuentra 

ubicado dentro de un arco de circunferencia o elipse y que puede corresponder a uno o 

más objetos. Los mapas resultantes corresponden a un espacio plano bidimensional 

(Figura 30). 

 

 
Figura 30. Arcos ultrasónicos, fuente (Harle, Ward, & Hopper, 2003). 

 

El método propuesto extiende el principio del UAM a tres dimensiones, cambiando los 

arcos de circunferencia por casquetes esféricos para generar un entorno de casquetes 

ultrasónicos (UCE) que pueda ser procesado para encontrar las marcas del entorno 

tridimensional que delimiten el espacio y localicen los obstáculos. Los pasos del método 

propuesto son los siguientes (Figura 31): 

 

1. Adquisición. Lectura y procesamiento de los datos de la distancia, posición y 

orientación del sonar para almacenarlos. 

2. Rasterización. Generación de un casquete digitalizado (voxelizado) a partir de la 

lectura de distancia y el ángulo de apertura del patrón de radiación del sonar. 
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3. Traslado. Transformación de las coordenadas del casquete normalizado a las 

coordenadas de la orientación y posición del punto de reflejo para obtener el 

casquete de incertidumbre. 

4. Discriminación. Selección de puntos de reflejo válidos mediante las técnicas 

utilizadas en UAM para seleccionar las marcas del entorno. 

 

 
Figura 31. Esquema del método propuesto. 

 

3.1. Rasterizado. 

 

Los algoritmos de (Andres, 1994) (Roget & Sitaraman, 2013) y (Biswas & Bhowmick, 

2016) presentados en la sección 2.3.2, tienen en común la generación de segmento que 

se replica por simetría para construir la esfera completa, esto produce voxeles repetidos 

en las intersecciones de las secciones que se ensamblan, característica indeseable para 

extender al espacio los mapas de arcos ultrasónicos planos, ya que se utiliza el conteo 

de pixeles que se repiten cuando los arcos de incertidumbre se intersectan para 

discriminar los puntos falsos de los reales (Wijk & Christensen, 2000) (Barshan B. , 2001) 

(Choset , Nagatani, & Lazar, 2003) (Barshan B. , 2007).  

 

Debido a que solo se requiere generar el casquete esférico de incertidumbre y no la 

esfera completa, se aborda el concepto de (Montani & Scopigno, 1990) que emplea el 

algoritmo de (Bresenham J. , 1977) el cual es capaz de generar el arco de circunferencia 

en un cuadrante completo, lo que reduce sustancialmente el número de voxeles 

repetidos por la réplica de las secciones y permite detenerlo en cualquier coordenada 

desde 𝑥 = 0 hasta 𝑥 = 𝑅, útil para generar casquetes esféricos con distintas cuerdas y 

sagitas. Como en (Roget & Sitaraman, 2013), los agujeros también son indeseables y es 

necesario modificar el algoritmo para cubrir los huecos. 

 

3.1.1. Casquete esférico.  

 

Un casquete esférico es una sección de una esfera cortada por un plano, su base siempre 

es una circunferencia de radio 𝑎 y tiene una altura ℎ desde el plano de corte hasta la 
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superficie pasando por el radio 𝑟 de la esfera (Figura 32). La altura equivale a la flecha o 

sagita y el radio de la base es la mitad de la cuerda de un arco de circunferencia. 

 

 
Figura 32. Casquete esférico. 

 

El casquete se puede formar haciendo circunferencias concéntricas en el plano XY, 

desde el radio 0 hasta el radio de la base del casquete, con el centro en el origen. En el 

plano XZ se genera un arco centrado en el eje Z, la coordenada Z se hace variar desde 

𝑧 = 𝑟 hasta 𝑧 = 𝑟 − ℎ ó 𝑥 = 𝑎 para formar la altura del casquete. La coordenada en Z 

dará la altura para cada circunferencia y la coordenada en X se toma como el radio para 

las circunferencias del plano XY. Luego de formado el casquete centrado en el eje Z, se 

traslada a la orientación correspondiente. 

 

El radio 𝑎 de la circunferencia base y la altura ℎ del casquete, considerando la distancia 

medida del reflejo 𝑟 y el semi-ángulo del patrón de radiación 𝜃0 están determinados por 

las relaciones (19) y (20): 

 

𝑎 = 𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃0   (19) 

ℎ = 𝑟(1 − cos 𝜃0)  (20) 

 

Basado en el proceso para rasterizar una esfera descrito en (Montani & Scopigno, 1990), 

los pasos del algoritmo para voxelizar el casquete son: 

1. Se introducen las entradas: 
a. Distancia del sonar al punto de reflejo 𝑟. 
b. Semi-ángulo de apertura del patrón de radiación  𝜃0. 

2. Se calcula el radio 𝑎 de la base con la ecuación (19). 
3. Se inicia el arco en el plano XZ con 𝑥 = 0 y 𝑧 = 𝑟 
4. Si 𝑥 ≤ 𝑎 y 𝑧 > 0 

a. Calcula la circunferencia en el plano XY con radio 𝑥 y centro en 𝑧 = 0. 
b. Calcula la siguiente coordenada del arco en (𝑥, 𝑧). 
c. Repite el paso 4. 

 

El algoritmo presentado en (Rogers, 1985) se programó en LabVIEW obteniendo una 

circunferencia cerrada sin repetir puntos. El siguiente paso fue generar un círculo con 

circunferencias concéntricas haciendo variar el radio desde 0 hasta un valor 

determinado como el radio del disco. Se comparó contra un algoritmo que utiliza la 

http://es.wikipedia.org/wiki/Casquete_esf%C3%A9rico#mediaviewer/Archivo:Spherical_Cap.svg
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ecuación de la circunferencia con valores enteros. Ambos producen la imagen del mismo 

círculo, pero el algoritmo de Bresenham no duplica pixeles (Figura 33). 

 

 
Figura 33. Comparación de algoritmos para generar circunferencias. 

 

A pesar de que el círculo o disco está formado por circunferencias concéntricas cerradas, 

debido al proceso de selección de pixel basado en el error, el algoritmo de Bresenham 

genera agujeros al hacer movimientos diagonales. Este problema se analiza en (Andres 

& Jacob, 1997) (Stole & Kaufman, 2001) (Fiorio, Jamet, & Toutant, 2006) y (Bhowmick & 

Bhattacharyab, 2008). En (Bera, Bhowmick, Stelldinger, & Bhattacharya, 2013) se analiza 

específicamente los agujeros producidos por el algoritmo de Bresenham en un disco y 

en (Bera, Bhowmick, & Bhattach, 2014) se extienden a una esfera para crear una 

superficie completamente cerrada, en ambos se muestra que la cantidad de pixeles 

vacíos aumenta cuadráticamente respecto al radio del círculo. 

 

Aunque se encontraron y probaron otros algoritmos para generar esferas (Horn, 1976) 

y circunferencias digitales (Andres & Jacob, 1997) (Zingl, 2012), solamente el algoritmo 

de (Bresenham J. , 1977) traza las circunferencias mejor ajustadas a la real, centradas, 

simétricas y sin repetir pixeles en un cuadrante completo. Para cubrir los agujeros se 

trató de implementar lo propuesto en (Roget & Sitaraman, 2013)  pero se observa que 

el algoritmo reportado produce circunferencias extra que engrosa la superficie de la 

esfera (Figura 34) y repite voxeles al utilizar el algoritmo del círculo de punto medio de 

(Van Aken & Novak, 1985) en lugar del de (Bresenham J. , 1977).   
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Figura 34. Esferas voxelizadas, en rojo voxeles “parche”, fuente (Roget & Sitaraman, 

2013). 
 

3.1.2. Modificación al algoritmo de conversión de esferas a voxeles. 

 

Para cubrir los agujeros y generar los parches en cada circunferencia, el algoritmo 

propuesto observa lo descrito en (Roget & Sitaraman, 2013), pero la modificación solo 

la hacemos en la generación de las circunferencias concéntricas (rebanadas) en el plano 

XY y no en la generación del arco que determina el corrimiento (altura) de las rebanadas 

en el plano XZ y utilizamos el algoritmo de (Bresenham J. , 1977) en lugar del de (Van 

Aken & Novak, 1985). 

 

Analizando el algoritmo de  (Rogers, 1985) utilizado para producir esferas en (Montani 

& Scopigno, 1990), un agujero se produce en dos circunferencias concéntricas y 

adyacentes, una interior de radio 𝑟 y otra exterior de radio 𝑟 + 1, cuando en la 

circunferencia interna que tiene un pixel en (𝑥, 𝑦) le sigue un pixel en (𝑥 + 1, 𝑦 − 1) y 

en la circunferencia exterior que tiene un pixel en (𝑥, 𝑦 + 1) le sigue un pixel ubicado 

en (𝑥 + 1, 𝑦 + 1), es decir cuando a la misma posición del eje X le sigue un movimiento 

diagonal para la circunferencia interior y uno horizontal para la exterior (Figura 35). 

 

 
Figura 35. Creación de huecos, fuente (Roget & Sitaraman, 2013). 

 

Si el trazo de la circunferencia inicia en 𝑥 = 0 y 𝑦 = 𝑟, durante el trazado en el segundo 

octante (0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦) el valor de 𝑥 se incrementa en cada iteración, en tanto que el de 𝑦 
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puede mantenerse igual para el movimiento horizontal o disminuir para el movimiento 

diagonal. La decisión de mantener o disminuir el valor de 𝑦 se basa en evaluar la 

diferencia de la distancia que hay entre punto de la circunferencia original y el pixel 

horizontal (𝑥 + 1, 𝑦) menos la distancia que hay del punto de la circunferencia original 

y el pixel diagonal (𝑥 + 1, 𝑦 − 1), si la diferencia es negativa el pixel diagonal está más 

cerca y se elige el movimiento diagonal. La diferencia se calcula mediante la expresión 

(21): 

 

𝛿 = |(𝑥 + 1)2 + 𝑦2 − 𝑟2| − |(𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 1)2 − 𝑟2|  (21) 

 

Para detectar cuándo un agujero se genera en el círculo, se ubican en el algoritmo los 

momentos en que se hace un movimiento que puede producir un hueco entre la 

circunferencia interior de radio r y la circunferencia exterior de radio r+1. Esto sucede 

cuando la interior hace un movimiento diagonal y la exterior hace un movimiento 

horizontal en el segundo octante y cuando la interior hace un movimiento vertical y la 

exterior un movimiento diagonal en el primer octante. Para decidir cuál es el pixel 

siguiente del trazado se utilizan dos indicadores: ∆𝑖 Para determinar si la circunferencia 

real pasa por afuera, por dentro o justo sobre del pixel diagonal (𝑥𝑖 + 1, 𝑦𝑖 − 1) y 𝛿 para 

definir cuál es el pixel más cercano, estos indicadores están dados por las relaciones (22) 

y (23):  

 

∆𝑖= (𝑥𝑖 + 1)2 + (𝑦𝑖 − 1)2 − 𝑟2 (22) 

 

𝛿 = {
2∆𝑖 + 2𝑦𝑖 − 1; 𝑠𝑖 ∆𝑖< 0
2∆𝑖 − 2𝑥𝑖 − 1; 𝑠𝑖 ∆𝑖> 0

 (23) 

 

El movimiento diagonal de (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) a (𝑥𝑖 + 1, 𝑦𝑖 − 1) sucede:  

1. Cuando la circunferencia real se encuentra por afuera y muy cercana al pixel de 

la diagonal, entonces ∆𝑖< 0 y 𝛿 > 0 (caso 1, Figura 36).  

2. Cuando la circunferencia real se encuentra por dentro y muy cercana del pixel 

de la diagonal, entonces ∆𝑖> 0 y 𝛿 ≤ 0 (caso 3, Figura 36). 

3. Cuando la circunferencia real se encuentra justo sobre el pixel de la diagonal, 

entonces ∆𝑖= 0 (caso 5, Figura 36). 
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Figura 36. Casos posibles para el siguiente pixel, fuente (Bresenham J. , 1977). 

 

Para detectar cuando se genera un agujero, es necesario saber cuál es el movimiento 

que hace la circunferencia siguiente de radio 𝑟 + 1 observando signo del indicador 𝛿𝑟+1. 

Sustituyendo las coordenadas correspondientes a la circunferencia siguiente en la 

expresión (23), el indicador 𝛿𝑟+1 queda definido como en la relación (24): 

 

𝛿𝑟+1 = {
2∆𝑖 + 6𝑦𝑖 − 4𝑟 − 3; 𝑠𝑖 ∆𝑖< 0
2∆𝑖 + 2𝑥𝑖 − 4𝑟 + 1; 𝑠𝑖 ∆𝑖> 0

 (24) 

 

De esta forma, un agujero se produce cuando: 

1. ∆𝑖< 0 y 𝛿 > 0 y 𝛿𝑟+1 ≤ 0. 

2. ∆𝑖> 0 y 𝛿 ≤ 0 y 𝛿𝑟+1 ≤ 0. 

3. ∆𝑖= 0 y 𝛿𝑟+1 ≤ 0. 

 

El algoritmo se probó en el primer cuadrante, pero resultó que repetía u omitía pixeles 

cercanos a la diagonal cuando ambas circunferencias hacían movimientos diagonales en 

el primer octante. Por esta razón se decidió solamente trabajar la detección de agujeros 

en el segundo octante y poner los parches por simetría.  

 

3.1.3. Algoritmo generador de casquetes voxelizados. 

 

El procedimiento final para la rasterización de casquetes de incertidumbre centrados en 

el eje Z  se realiza generando un arco de circunferencia con el algoritmo de Bresenham, 

teniendo como datos de entrada la distancia medida con el sonar R y el ángulo de 

apertura del patrón de radiación θ0 (Figura 37). Esta primera ejecución proporciona las 

coordenadas Z del casquete y el radio rc de las “rebanadas” del casquete, se detiene 

cuando la coordenada z alcanza el radio r de la circunferencia más grande del casquete. 

Dentro de la primera ejecución se inserta una segunda ejecución del algoritmo de 

Bresenham para generar las circunferencias o rebanadas que integran el casquete 

(Figura 38), esta segunda ejecución proporciona las coordenadas del casquete sobre el 
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plano XY. La segunda ejecución genera un arco en el segundo octante y se replica por 

simetría para completar la circunferencia (Figura 39) y fue modificada insertándole el 

algoritmo para detectar los huecos y generar los parches analizado en la sección 3.1.2 

(Figura 40). 

 

 
Figura 37. Algoritmo para el voxelizado de casquetes esféricos. 
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Figura 38. Algoritmo de Bresenham modificado para la generación de 

circunferencias. 
 



 

39 
 

 
Figura 39. Algoritmo para la réplica de arcos por simetría. 
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Figura 40. Algoritmo para la detección de huecos y generación de parches. 

 

Asegurada la superficie sin agujeros en el plano XY, es posible construir el casquete 

esférico cerrado (Figura 41). Con esto tenemos la certeza de que, para cada eco recibido 

del sonar, corresponderá un casquete esférico voxelizado cerrado y sin voxeles 

repetidos que representa la incertidumbre de la ubicación del punto de reflejo. 
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Figura 41. Casquete voxelizado. 

 

El algoritmo modificado descrito en la sección 3.1.3 se programó en LabVIEW y redujo 

el tamaño de código, tiempo de procesamiento y memoria utilizada para la generación 

del casquete. Otros cambios que se hicieron al programa fueron el procesamiento de 

los arreglos para replicar los pixeles del primer cuadrante y los parches del segundo 

octante y el formato de las variables para ahorrar memoria. 

 

A pesar de las mejoras, la memoria para calcular los casquetes y hacer el proceso de 

votación espacial podría ser una fuerte limitante del método para la exploración y 

mapeo de grandes volúmenes como se usa en oceanografía. Un espacio tridimensional 

de 1024 por lado representado en 8 bits requiere cerca de 1 Gigabyte de memoria, lo 

que alcanzaría para 1 000 m3 de exploración con un centímetro cúbico de resolución, 

suficiente para explorar una planta de un edificio de 350 m2 de superficie con una altura 

interior de 2.8 m, sin embargo para exploraciones más largas, se puede implementar el 

uso de árboles para el almacenamiento del mapa como se expone en (Fairfield, Kantor, 

& Wettergreen, 2007). 

 

3.2. Traslado y orientación de los casquetes. 

 

Los casquetes de incertidumbre voxelizados se generan orientados y centrados en el eje 

Z positivo. Es necesario trasladarlos y orientarlos hacia la posición del punto detectado 

por el sonar y en el eje de la emisión de la ráfaga de sonido. Para ello hacemos uso de 

matrices de transformación homogénea descritas en la sección 2.2.3, recordando que 

es importante el orden de las matrices. En el caso de la navegación inercial, la posición 

y orientación del móvil se va actualizando con cada muestra de datos provenientes de 

los sensores, de manera que la última posición y orientación 𝐴𝑓 es el resultado de las 

transformaciones sucesivas de cada actualización 𝐴𝑛
𝑛−1  desde el origen 𝑂 hasta la última 

muestra 𝐴𝑓
𝑓−1

, conforme a las operaciones matriciales de la expresión (25): 
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𝐴𝑓 = 𝐴1
𝑜 ∙ 𝐴2

1 ∙ … ∙ 𝐴𝑛
𝑛−1 ∙ … ∙ 𝐴𝑓

𝑓−1
∙ 𝑂 (25) 

 

Típicamente, se suele rotar el móvil en la secuencia deriva (guiñada ψ) - inclinación 

(cabeceo θ) – giro (alabeo φ) y trasladarlo en los ejes cartesianos (dX,dY,dZ), como se 

menciona en la sección 2.2, por lo que la matriz de transformación homogénea para 

cambiar de un sistema de referencia al siguiente en cada muestra puede ser descrita por 

la matriz de la ecuación (26): 

 

𝐴𝑛
𝑛−1 =  [

𝑐𝜃𝑐𝜓 𝑐𝜃𝑠𝜓 −𝑠𝜃 𝑑𝑋

𝑐𝜓𝑠𝜃𝑠𝜙 − 𝑠𝜓𝑐𝜙 𝑐𝜓𝑐𝜙 + 𝑠𝜓𝑠𝜃𝑠𝜙 𝑐𝜃𝑠𝜙 𝑑𝑌

𝑐𝜓𝑠𝜃𝑐𝜙 + 𝑠𝜓𝑠𝜙 𝑠𝜓𝑠𝜃𝑐𝜙 − 𝑐𝜓𝑠𝜙 𝑐𝜃𝑐𝜙 𝑑𝑦

0 0 0 1

] (26) 

 

A partir de los datos de posición (x,y,z) y orientación (φ,θ,ψ) del sonar se trasladan las 

coordenadas de cada voxel (X[j],Y[j],Z[j]) del casquete mediante la matriz de traslado T 

que equivale a la matriz 𝐴𝑓 de la ecuación (25). El resultado es un arreglo S con las 

coordenadas del casquete de incertidumbre trasladado y orientado hacia el punto de 

detección del reflejo (Figura 42). 

 

 
Figura 42. Procedimiento para colocación del casquete de incertidumbre. 

 

3.3. Discriminación. 

 

Una vez colocados y orientados los casquetes de incertidumbre de cada punto 

detectado por el sonar, el paso siguiente es separar los ecos verdaderos de los espurios 

producidos por diafonía, ecos cruzados, especularidad y fallas en la comunicación. Para 

ello se eligió el método de votación espacial presentado en (Barshan B. , 2001) 

extendiéndolo a tres dimensiones. Para aplicar el método, además de rasterizar los 

casquetes esféricos de la incertidumbre y trasladarlos en el espacio, fue necesario 

generar un arreglo tridimensional para localizar los puntos detectados por el sonar, 



 

43 
 

depositar en cada coordenada la cantidad de votos por el cruce de casquetes en ese 

punto y luego discriminar los puntos válidos de los espurios mediante un rastreo voxel 

por voxel. El proceso se realiza fuera de línea y se dividió en tres partes: 

 

3.3.1. Votación. 

 

En esta etapa, las coordenadas de cada voxel de un casquete de incertidumbre se 

utilizan para indexar un arreglo de tres dimensiones con el tamaño del espacio de 

interés. Cada elemento del arreglo representa una unidad de medida en el espacio y 

contiene los votos que va acumulando cada punto por el cruce de casquetes en esa 

posición en particular. Cada vez que se leen las coordenadas de un voxel (SX[j],SY[j],SZ[j]) 

de la nube de incertidumbre, se agrega el valor de 1 a esa posición del arreglo del 

espacio, aumentando el número de votos que indica el número de veces que ese voxel 

es “tocado” por un casquete. El resultado es un arreglo V de tres índices que contiene la 

cantidad de votos en cada voxel del espacio de interés (Figura 43). Los voxeles que no 

fueron tocados por un casquete tienen 0 votos. 

 

 
Figura 43. Procedimiento de votación espacial. 

 

3.3.2. Escrutinio. 

 

Una vez obtenidos los votos en el espacio, el siguiente paso es seleccionar aquellos 

voxeles que tienen una cantidad de votos igual o mayor a la de un umbral (Th) elegido 

arbitrariamente. Para ello, se explora el arreglo tridimensional de votos V elemento a 

elemento. Los elementos cuyo contenido iguala o supera el umbral se eligen y sus 

coordenadas y contenido se registran en una tabla o se marcan como coordenada de 

localización de un obstáculo. El resultado de este proceso es un arreglo M de 

coordenadas que integran el mapa tridimensional de localización de obstáculos (Figura 

44). 
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Figura 44. Procedimiento de selección. 
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4. Validación. 

 

En este capítulo mostramos los experimentos que se realizaron durante toda la 

investigación. Abarca desde la prueba de los instrumentos de medición hasta las 

pruebas del generador de entornos. Se muestran los resultados de cada prueba, mismos 

que se analizan y discuten en el capítulo siguiente. 

 

4.1. Equipos e instrumentos 

 

El rastreo del espacio se hizo mediante un sistema digital que integra los sensores. Los 

datos de las medidas de los instrumentos fueron transmitidos para su procesamiento a 

una computadora donde se aplicaron los algoritmos que construyen el entorno de 

casquetes ultrasónicos y seleccionan los puntos de reflejo mediante el proceso de 

votación espacial. 

 

Para los rastreos fue necesario construir y programar un sistema digital para procesar, 

almacenar y transmitir la información proveniente de los instrumentos. El instrumento 

integra sensores de distancia ultrasónicos (sonar) distribuidos en un círculo con 

orientación paralela a radios separados cada 30° (Figura 45). Esta distribución permitió 

una cobertura completa en el plano de la circunferencia de los sensores a una distancia 

limitada por el alcance de los sensores.  

 

 
Figura 45. Arreglo de transductores ultrasónicos. 

 

La gestión de los datos y control de los sensores se procesó mediante un 

microcontrolador. El empleo de sistemas digitales programables o reconfigurables 

proporciona suficiente flexibilidad para probar diferentes estrategias de radiación, 

localización e identificación de obstáculos. 
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El sistema tiene capacidad para integrar una memoria FLASH y dispositivos de 

comunicación inalámbrica para almacenar y transmitir la información para un posible 

post-procesamiento con algoritmos y programas más sofisticados que requieran de 

mayor potencia de cómputo, de interfaces hombre-máquina o de interconectividad con 

el control del robot (Figura 46).  

 

 
Figura 46. Elementos del sistema digital. 

 

Para la lectura de los instrumentos se integró un sistema de medición (Figura 47) 

compuesto por el sonar SRF02, la unidad de medición inercial MinIMU9, el módulo de 

comunicación multifunción USB-ISS y un instrumento virtual desarrollado en LabVIEW 

2010 que corre en una computadora personal con el sistema operativo Windows 7. 

 

 
Figura 47. Sistema de medición. 

 

Las funciones del instrumento virtual son: 

• Sirve de Interface Humano-Máquina (HMI). 

• Configura los dispositivos de comunicación y medición. 

• Comanda los instrumentos para la lectura de los datos. 

• Lee, procesa y almacena los datos en formato de tabla en el disco duro. 

 

4.1.1. Sonar. 

 

La primera etapa fue seleccionar y probar los instrumentos que utilizamos para los 

experimentos. El objetivo fue dominar la operación de los dispositivos y validar las 

lecturas, de esta forma nos aseguramos de contar con datos confiables para los 

experimentos y explotar plenamente las capacidades de los instrumentos. 
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Para los experimentos se buscaron sensores ultrasónicos de distancia en el mercado, se 

eligió trabajar con el sensor SRF02 (Figura 48) de Robot Electronics que cuenta con las 

siguientes características: 

 

• Comunicación I2C o TTL serie. 

• Hasta 16 módulos en el mismo bus. 

• Un único transductor. 

• Autoajustable. 

• Tiempo de respuesta 70 ms.  

• Alcance de 15 cm a 600 cm. 

• Indicación en pulgadas, centímetros o microsegundos (TOF) en 16 bits. 

• Apertura del patrón de dispersión 30°. 

• Costo $252.00 MXN. 

  

 
Figura 48. Sonar SRF02 (izquierda) y su patrón de dispersión (derecha), fuente 

(Robot Electronics, 2015). 
 

Para probar el sonar y determinar cuál formato de lectura proporciona la mejor medida, 

se elaboró un instrumento virtual que permitiera el control del instrumento y la lectura 

y almacenamiento de los datos. El programa permite en un solo disparo la captura 

manual de las lecturas de distancia en tiempo de vuelo, en centímetros y en pulgadas, 

así como el ingreso del valor nominal de la distancia. Se tomaron seis lecturas cada cinco 

centímetros en el intervalo de 15 cm a 150 cm. Los datos se almacenaron digitalmente 

en formato de tabla para su procesamiento posterior. 

 

Con los datos capturados se revisó su concordancia con valores nominales 

comparándolo con una cinta métrica, los datos capturados en tiempo de vuelo y en 

pulgadas fueron convertidos a centímetros para compararlos. El promedio del error fue 

de -1.47 cm para la lectura en centímetros, de -1.36 cm para la lectura en tiempo de 

vuelo y de -2.49 cm para la lectura en pulgadas. También se observó que el error es alto 

a los 15 cm y disminuye a partir de los 20 cm (Figura 49). Las varianzas de las lecturas 

fueron de 4.21 en cm, 4.57 en tiempo de vuelo y 4.78 en pulgadas. Tras esta prueba, se 

concluye que el mejor formato para la medida de la distancia es leerlos directamente en 

centímetros. 
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Figura 49. Promedio de los errores de medición del sonar SRF02. 

 

4.1.2. Mecanismo rastreador. 

 

El arreglo circular de sonares se montó sobre un mecanismo tipo teodolito de dos grados 

de libertad capaz de girar 360° sobre el eje vertical o azimut ϕ con una resolución de dos 

grados y 180° sobre su eje horizontal o colatitud θ con una resolución de un grado  

(Figura 50), la orientación αi de cada sonar Si sobre el plano del arreglo son valores fijos 

múltiplos de 30° (0°, 30°, 60°, … ,270°, 300°, 330°). Para colocar cada pose de 

insonificación se hacían girar los ejes para orientar el arreglo y se tomaba una medida 

de distancia en centímetros enteros con los sonares. Los datos de la posición, 

orientación y distancia medida en cada muestra fueron gestionados y almacenados 

mediante instrumentos virtuales desarrollados en LabVIEW. El control del mecanismo y 

los sensores se realizó utilizando un microcontrolador ATMEGA328P. 
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Figura 50. Mecanismo y arreglo de sonares para insonificación (izquierda) y su 

modelo cinemático (derecha). 
 

4.2. Experimentos. 

 

Se realizaron pruebas con la finalidad de comprobar si los algoritmos son capaces de 

proporcionar marcas que distingan los obstáculos. Primero un objeto sobre un plano 

(prominencia) y luego las paredes de un entorno cerrado (ambiente). 

 

4.2.1. Detección de prominencia. 

 

Se utilizó como zona para la insonificación una pared donde se encuentra montado un 

equipo de aire acondicionado que sirve como prominencia para observar si el método 

distingue entre las dos superficies. El panel frontal del aire acondicionado tiene una 

superficie aproximada de 56 cm de ancho por 37 cm de alto y sobre sale de la pared 16 

cm. 

 

Adquisición. 

El instrumento utilizado fue un solo sonar SRF02 montado sobre un trípode cuya 

posición y orientación se fueron cambiando manualmente. Los desplazamientos del 

sonar se hicieron a una distancia de unos 53 cm en un plano paralelo a la pared cuyo eje 

X corresponde a la horizontal, el Y a la vertical y el Z es perpendicular apuntando hacia 

la pared. La orientación del transductor giraba sobre el eje Y (Figura 51). 
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Figura 51. Montaje para la detección de prominencia. 

 

La adquisición de los datos se hizo mediante un programa codificado en LabVIEW que 

controla y recibe datos del sonar y en el que se ingresa manualmente la posición y 

orientación del transductor. El programa comunica la computadora con los 

instrumentos por USB y almacena la información en un archivo digital de texto en un 

formato de tabla delimitado por tabuladores.  

 

Voxelizado. 

Con las distancias detectadas en cada punto y orientación del sonar se calcularon los 

casquetes esféricos correspondientes. Estos casquetes representan la incertidumbre de 

la ubicación del punto de reflejo (Moravec & Elfes, 1985) (Barshan & Kuc, 1990) (Ko, Kim, 

& Chung, 1996) (de Moustier, 2011). El algoritmo presentado en la sección 3.1.3 fue 

codificado en LabVIEW para generar un casquete voxelizado con una superficie 

“cerrada” con centro en el origen y apuntando hacia el eje Z (Figura 52). El radio del 

casquete es el valor entero correspondiente a la distancia medida por el sonar en cada 

muestra y se lee desde el archivo digital de texto que contiene los datos de la 

insonificación. 
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Figura 52. Casquete voxelizado (r=20). 

 

Posición y orientación. 

La posición y orientación del sonar en cada muestra fueron ingresadas manualmente en 

la adquisición de datos. Se realizaron dos insonificaciones: La primera con el sonar 

alineado al eje Z cambiando su posición cada 10 cm en los ejes X y Y. La segunda girando 

sobre el eje Y la orientación del sonar, colocándolo en -40°, -20°, 0°, 20° y 40° cambiando 

su ubicación cada 5 cm en los ejes X y Y. Los datos almacenados fueron la posición en X, 

la posición en Y, el ángulo de orientación sobre el eje Y y la distancia detectada por el 

sonar. 

 

Traslación y rotación. 

Con la información de la posición y orientación del sonar en cada muestra, se gira y 

traslada el casquete correspondiente. Las coordenadas (𝑥, 𝑦, 𝑧) de cada voxel del 

casquete generado en el voxelizado se cambian, como se describe en la sección 3.2, 

utilizando matrices de transformación para rotar el casquete un ángulo 𝜃 sobre el eje Y 

y trasladar su centro esférico al punto de toma de la muestra (𝑥𝑟 , 𝑦𝑟 , 0) para obtener las 

coordenadas (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) de los voxeles correspondientes al casquete de la incertidumbre 

de la ubicación del punto de reflejo en el espacio. La relación de transformación está 

dada por la ecuación matricial (27): 

 

[
𝑥′
𝑦′

𝑧′

] = [
𝑐𝑜𝑠𝜃 0 𝑠𝑒𝑛𝜃

0 1 0
−𝑠𝑒𝑛𝜃 0 𝑐𝑜𝑠𝜃

] [
𝑥
𝑦
𝑧

] + [
𝑥𝑟

𝑦𝑟

0
]  (27) 

 

Mapeo. 

Cada uno de los casquetes de incertidumbre que se generan en la traslación y rotación 

se acumulan en una matriz que contiene las coordenadas de los voxeles que integran el 

UCE. Esta matriz contiene todos los puntos donde probablemente se encuentre un 

objeto sólido en el espacio que fue insonificado (Figura 53). 
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Figura 53. Entorno de casquetes ultrasónicos. 

 

Discriminación. 

Para eliminar los puntos de ecos cruzados y falsas lecturas, se utiliza el método de 

votación y umbral descrito en (Barshan B. , 2001) extendido a tres dimensiones. Como 

se describe en la sección 3.3, el algoritmo de votación toma los datos de la matriz del 

UCE y genera un arreglo de tres dimensiones para almacenar los votos de cada voxel del 

UCE. La matriz se va leyendo por renglones y con las coordenadas de cada renglón se 

asigna un voto al voxel correspondiente en el arreglo tridimensional. Terminado el 

proceso de votación, el arreglo tridimensional contiene el número de casquetes que 

tocan un voxel determinado. Posteriormente se seleccionan aquellos voxeles cuya 

cantidad de votos se encuentran por arriba de un valor de umbral determinado por el 

usuario. Entre más votos tenga un voxel significa que hay más casquetes que en su 

cercanía detectaron un objeto sólido. El resultado es una nube de voxeles o puntos que 

nos permiten identificar que existe un cuerpo solido en un lugar del espacio insonificado 

que se analiza en la sección 4.3.1. 

 

4.2.2. Detección de obstáculos en tres dimensiones. 

 

Se realizó un segundo experimento donde un ambiente estructurado cerrado fue 

insonificado en las tres dimensiones. El ambiente del experimento fue construido en la 

esquina de un cubículo bajo una mesa de escritorio y cerrado por barandales (Figura 54). 

La distancia entre los barandales y su correspondiente muro de enfrente fue de 140 cm 

y la altura del piso a la superficie inferior de la mesa fue de 73 cm. La distancia de la 

pared a la orilla de la mesa fue de 59 cm. En el interior del ambiente se colocó un tapete 

cuadriculado en el piso sobre el cual se fue ubicando el arreglo del sonar en diferentes 

posiciones separadas 10 cm entre sí. 
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Figura 54. Escenario para la detección de obstáculos en tres dimensiones. 

 

Para la insonificación se utilizó el mecanismo rastreador descrito en la sección 4.1.2. En 

cada posición de insonificación se hacían girar los ejes para orientar el arreglo cada 30° 

en cada eje para tomar una medida de distancia en centímetros con los sonares. Los 

datos de la posición, orientación y distancia medida en cada muestra fueron gestionados 

y almacenados mediante instrumentos virtuales programados en LabVIEW. 

 
Terminada la insonificación, los datos almacenados fueron procesados posteriormente 

utilizando el método de votación espacial para descartar los puntos generados por ecos 

cruzados y falsos, diafonía, especularidad y errores de comunicación. El procedimiento 

fue el siguiente: 

 

1. Se leen los datos de posición (x,y,z), orientación (𝜑, 𝜃) del mecanismo y la 
distancia medida (R) de un solo transductor del arreglo. 

2. Para producir la nube de puntos “crudos”, se genera para cada muestra un voxel 
sobre el eje Z (0,0,R). 

3. Con los valores máximo y mínimo de cada eje se determina el tamaño del espacio 
y se crea una matriz tridimensional para contener los votos de cada voxel en el 
espacio. 

4. Se genera la nube de puntos de incertidumbre, creando para cada muestra un 
casquete de esfera voxelizado con radio R sobre el eje Z y los voxeles del 
casquete se trasladan y orientan mediante la matriz de transformación (28): 
 

𝑇 = [

𝑐𝜑𝑐𝜃 −𝑠𝜃 𝑐φ𝑠𝜃 𝑐φ[𝑐𝜃(𝑥 − 4) + 𝑠𝜃(𝑧 + 6)] − 𝑦(𝑠φ)

𝑠𝜑𝑐𝜃 𝑐φ 𝑠φ𝑠𝜃 𝑠φ[𝑐𝜃(𝑥 − 4) + 𝑠𝜃(𝑧 + 6)] + 𝑦(𝑐𝜑)

−𝑠φ 0 𝑐𝜃 𝑠𝜃(𝑥 − 4) − 𝑐𝜃(𝑧 + 6) + 27
0 0 0 1

] (28) 

 
5. Cada vez que se traslada y orienta un casquete, las coordenadas de cada voxel 

se ingresan al algoritmo de votación para ir incrementando en una unidad la 
cantidad de votos para cada voxel en el espacio. El valor de los votos representa 
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el número de veces que un punto en el espacio es alcanzado por un casquete de 
incertidumbre. 

6. Terminada la generación de la nube de incertidumbre, la matriz tridimensional 
que contiene los votos se procesa para seleccionar los voxeles que tienen una 
cantidad de votos mayor a un umbral fijado arbitrariamente y se obtiene la nube 
de puntos que representa la localización espacial de los obstáculos. 

 

Partiendo de los valores de umbral reportados en la literatura, se observaron los mapas 

resultantes y se fue aumentando el valor del umbral hasta que finalmente, utilizando un 

umbral de 50, la nube de puntos resultante nos permite observar que es posible 

distinguir la ubicación de los obstáculos del ambiente del experimento. En la Figura 55 

se observan las nubes de puntos correspondientes a los barandales (1, 2), las paredes 

(3, 4), el escritorio (5) e inclusive las cajoneras (6, 7). 

 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 55. Nubes de puntos: (a) Detectados por el sonar, (b) de la localización de los 
obstáculos tras aplicar el método propuesto. 

 

4.3. Análisis. 

 

En esta sección se muestran los resultados obtenidos al aplicar el método propuesto y 

se reflexiona sobre su utilidad para la generación de mapas de localización de obstáculos 

en tres dimensiones utilizando un solo transductor de pulso-eco. 

 

4.3.1. Resultados. 

 

Detección de protuberancia. 

De la adquisición de datos del experimento de la sección 4.2.1, donde se rastreó el panel 

frontal de un aire acondicionado montado en la pared, se obtienen marcas del entorno 

en las que difícilmente se distinguen visualmente las dos superficies de la zona de 

prueba (Figura 56). Esto sucede porque se registran datos erróneos debido a fallas del 

sonar y ecos falsos provocados por el ángulo de incidencia de la onda sonora que no 
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cumple con la condición de Rayleigh para la especularidad (Martínez Rodríguez, Vitola 

Oyaga, & Sandoval Cantor, 2007) (Grynko & Pulbere, 2009) o el rebote en una esquina 

o en un filo que proporciona la lectura de una distancia distinta a la real (Restrepo Girón, 

Loaiza Correa, & Caicedo Bravo, 2009). 

 

 
Figura 56. Marcas del entorno obtenidas por la insonificación. 

 

Tras correr los algoritmos del método se obtuvieron nubes de puntos en las que se 

pueden distinguir visualmente dos superficies, una corresponde a la pared y la otra al 

panel frontal del aire acondicionado. Para tener una referencia y poder comparar los 

resultados del primer experimento, se rastreó el mismo aire acondicionado utilizando el 

escáner óptico ZScanner 800 (Z Corporation, 2007) (Figura 57).  
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Figura 57. Rastreo con el ZScanner 800. 

 

Los datos reportados en milímetros por el escáner óptico fueron redondeados a valores 

en centímetros enteros. Se obtuvieron muchos voxeles repetidos debido al redondeo 

por lo que fueron sometidos al método de votación para eliminar los repetidos. Los 

voxeles obtenidos mediante el método propuesto de casquetes ultrasónicos y los 

obtenidos con el ZScanner 800 fueron graficados con LabVIEW a fin de comparar 

visualmente los resultados de ambas medidas, en tonos amarillo-verde se pueden 

distinguir los puntos de la superficie del panel frontal y en azul-violeta los de la pared 

(Figura 58 y Figura 59).  

 

 
Figura 58. Nubes de puntos vistas sobre el plano XY producidas por el ZScanner 800 

(izquierda) y el método de casquetes ultrasónicos (derecha). 
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Figura 59. Nubes de puntos vistas sobre el plano YZ producidas por el ZScanner 800 

(izquierda) y el método de casquetes ultrasónicos (derecha) 
 

Detección de obstáculos en tres dimensiones. 

Al igual que en la detección de protuberancia, los datos crudos de la adquisición de datos 

de la exploración del entorno cerrado bajo el escritorio arrojan una nube de puntos 

donde no es posible distinguir a simple vista ningún elemento del ambiente. Para fines 

de comparación, se construyó como referencia un ambiente rasterizado basado en las 

medidas del entorno explorado descritas en la sección 4.2.2. El ambiente rasterizado, 

los puntos crudos y los puntos seleccionados mediante el método se muestran en tres 

sistemas de coordenadas a fin de observar sus similitudes y diferencias en las figuras 60, 

61 y 62: 

 

   
Figura 60. Mapas en coordenadas cartesianas. Izquierda ambiente rasterizado, 

centro datos crudos, derecha puntos generados por el método propuesto. 
 

   
Figura 61. Mapas en coordenadas cilíndricas. Izquierda ambiente rasterizado, centro 

datos crudos, derecha puntos generados por el método propuesto. 
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Figura 62. Mapas en coordenadas esféricas. Izquierda ambiente rasterizado, centro 

datos crudos, derecha puntos generados por el método propuesto. 
 

Coordenadas cartesianas. 

En el sistema cartesiano se realizó una comparación por áreas y volúmenes. Los voxeles 

que contiene el ambiente rasterizado de referencia son 64 081, los obtenidos por la 

insonificación sin procesar son 30 503, el 48% de los voxeles de la referencia. Los voxeles 

generados por el método son 96 046, 50% más voxeles que la referencia. En las áreas se 

compararon la cantidad de voxeles contenidos en cada “rebanada” para cada eje 

cartesiano, tomando como error la diferencia entre los voxeles contabilizados en la 

“rebanada” del mapa generado por el método menos los voxeles contabilizados en la 

“rebanada” del ambiente rasterizado para la misma coordenada en el mismo eje de 

análisis. En el eje X la media del error fue de 186.93 (+45%), en el eje Y fue de 164.77 

(+28%) y en el eje Z fue de 259.88 (+51%). 

 

En cuanto a la localización de las superficies del entorno, para la comparación visual del 

mapa de la referencia contra las marcas obtenidas por el método en cada eje se 

muestran las figuras 63, 64 y 65: 

 

 

Figura 63. Mapas cartesianos en el plano XY, izquierda referencia, derecha generado 
por el método propuesto. 
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Figura 64. Mapas cartesianos en el plano XZ, izquierda referencia, derecha generado 

por el método propuesto. 
 

 
Figura 65. Mapas cartesianos en el plano YZ, izquierda referencia, derecha generado 

por el método propuesto. 
 

Para tener una medida del error, en el sistema cartesiano se sacaron las diferencias de 

las coordenadas de los voxeles de los datos crudos y de los seleccionados por la votación 

espacial contra la referencia en cada eje. El primer paso fue elegir únicamente los 

voxeles que se encontraban con las coordenadas siguientes: 

 

1. Para el eje X, los voxeles cuyas coordenadas en el plano YZ se encontraban entre 

20 y 120 para el eje Y, y entre 20 y 52 para el eje Z. 

2. Para el eje Y, los voxeles cuyas coordenadas en el plano XZ se encontraban entre 

20 y 120 para el eje X y entre 20 y 52 para el eje Z. 

3. Para el eje Z, los voxeles cuyas coordenadas en el plano XY se encontraban entre 

20 y 120 para los ejes X y Y. 

 

Los voxeles seleccionados formaron los conjuntos de prueba (Figura 66) que se utilizaron 

para cuantificar la eficacia del método propuesto mediante el cálculo de las estadísticas 

del error. 
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Figura 66. Mapas recortados para prueba. Izquierda vista isométrica, derecha vista 

plano XY. Arriba datos crudos, centro referencia, abajo seleccionados por el 
método propuesto. 

 

 

Las estadísticas del error se calcularon comparando las coordenadas de los datos crudos 

contra la referencia y las coordenadas de los voxeles seleccionados por el método contra 

la referencia. Se desea medir el error en el eje perpendicular a cada plano, es decir, la 

distancia perpendicular entre un voxel del conjunto de prueba alineado con uno 
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localizado en un plano del conjunto de referencia. Para comparar los conjuntos de 

prueba contra el de referencia el procedimiento fue: 

 

1. Se toman las coordenadas de un voxel del conjunto de referencia. 

2. Se explora el conjunto de prueba para detectar los voxeles cuyas coordenadas: 

a. Coincidan con las coordenadas Y-Z del voxel de la referencia, si coinciden 

el voxel a prueba está alineado con el de referencia en el plano Y-Z, se 

calcula el error en el eje X, que es perpendicular al plano, mediante la 

diferencia de la coordenada X del voxel a prueba menos el valor de la 

coordenada X del voxel de referencia y se almacena el error de la 

distancia paralela al eje X entre el voxel de prueba y el de referencia. 

b. Coincidan con las coordenadas X-Z del voxel de la referencia, si coinciden 

se calcula el error en la coordenada Y de ese voxel y se almacena el error 

de la distancia perpendicular al plano X-Z y paralela al eje Y entre el voxel 

de prueba y el voxel de referencia. 

c. Coincidan con las coordenadas X-Y del voxel de la referencia, si coinciden 

se calcula el error en el eje Z de ese voxel y se almacena. 

3. Se repiten los pasos 1 y 2 hasta terminar de comparar todos los voxeles del 

conjunto de referencia contra el conjunto de prueba. 

4. Se ejecuta el cálculo de las estadísticas del error con los datos almacenados. 

 

Se obtuvieron los errores de cada punto de los conjuntos de prueba en cada eje. El error 

se definió como la diferencia del valor de la coordenada no coincidente del conjunto de 

prueba menos el valor de la referencia. Con el conjunto de errores obtenidos, se calculó 

el promedio, la desviación estándar y la varianza del error en cada eje y el global. Los 

resultados se muestran en la Tabla 2. 

 

Tabla 2. Estadísticas del error en coordenadas cartesianas. 

Eje: X Y Z Globales 

Conjunto: crudos método crudos método crudos método crudos método 

Promedio: -9.415 0.442 -7.621 0.078 -19.37 -2.17 -12.93 -0.893 

Desviación 
estándar: 40.659 3.445 41.714 5.184 27.103 1.953 36.531 3.659 

Varianza: 1653.1 11.9 1740.0 26.9 734.6 3.8 1334.5 13.4 

Valor 
máximo: 69 19 69 17 70 2 70 19 

Valor 
mínimo: -69 -24 -70 -45 -70 -70 -70 -70 

Muestras: 6026 11677 5816 11106 8090 20578 19932 43361 
 

 

Coordenadas esféricas. 

Los mapas se convirtieron a sistema esférico para hacer una comparación basada en la 

diferencia de los radios. Los mapas se trasladaron 59 unidades en X y Y, y 36 en Z para 
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que sus orígenes estuvieran en el centro del espacio. Se realizó un rastreo voxel por 

voxel en el mapa generado comparándolo contra aquellos del mapa de referencia que 

tuvieran las mismas coordenadas angulares (colatitud, azimut) y tomando como medida 

del error la diferencia de los radios, el generado menos el de referencia. Bajo estas 

condiciones y debido a que en el espacio voxelizado no es posible tener líneas 

geométricamente rectas en todo el espacio, solo el 18% de los voxeles del mapa 

generado empataron en sus coordenadas angulares con los del mapa de referencia. El 

promedio del error de los radios de los pocos voxeles coincidentes con los de la 

referencia fue de -0.11 cm y su varianza de 4.24. La similitud visual en la localización de 

las coordenadas en el sistema esférico se puede observar en las figuras 67, 68 y 69. 

 

 

Figura 67. Mapas en coordenadas esféricas en el plano colatitud-azimut, izquierda 
referencia, derecha generado por el método propuesto. 

 

 

Figura 68. Mapas en coordenadas esféricas en el plano colatitud-radio, izquierda 
referencia, derecha generado por el método propuesto. 
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Figura 69. Mapas en coordenadas esféricas en el plano azimut-radio, izquierda 
referencia, derecha generado por el método propuesto. 

 

 

4.3.2. Discusión. 

 

En los experimentos se utilizaron equipos e instrumentos con muchas fuentes de 

incertidumbre. En la prueba de detección de prominencia de la sección 4.2.1, la 

colocación y orientación del sonar para la toma de muestras se ejecutó manualmente, 

tomando como referencia las marcas de la base giratoria y las indicadas por una cinta 

graduada en centímetros. Para la detección de obstáculos en tres dimensiones de la 

sección 4.2.2, el mecanismo rastreador tiene elementos de transmisión sencillos con 

juego mecánico y de muy pobre resolución para orientar el sonar. Por otra parte, la 

colocación del mecanismo en los distintos puntos de toma de muestra en el ambiente 

se realizó de manera manual sobre un tapete de cartulina cuadriculado artesanalmente. 

La toma de muestras en ambos experimentos fue en varias sesiones realizadas durante 

varios días, por lo que las condiciones ambientales de la prueba fueron distintas.  

 

Los datos se registraron tal cual los proporcionaron los instrumentos, no fueron 

filtrados, no se descartaron los errores de comunicación ni medidas de distancia 

negativas. La única discriminación de datos fue relativa al valor de la distancia medida, 

la máxima admitida fue de 255 cm. Todas estas fuentes de incertidumbre no fueron 

cuantificadas ni controladas con el propósito de conocer si el método es lo 

suficientemente robusto para utilizarse en robots móviles que se desplazan en el espacio 

y están sujetos a perturbaciones provocadas por agentes externos como turbulencias 

en el medio que son difíciles de cuantificar y controlar en tiempo real durante la 

navegación autónoma. 

 

El patrón de radiación del transductor utilizado se asumió con un ángulo de apertura de 

30° en su lóbulo principal. Este ángulo nos genera casquetes de incertidumbre con un 

radio equivalente a la mitad de la distancia medida, por ejemplo, para una lectura de 

100 cm el casquete de incertidumbre tiene un radio de 50 cm. Sin embargo, a pesar de 

ésta y otras fuentes de incertidumbre mencionadas en los párrafos anteriores y de que 
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se utilizó un solo transductor de pulso-eco, el método es capaz de generar un mapa 

consistente donde las marcas de los obstáculos están muy próximas a la localización real 

de los mismos como se puede ver en las figuras de la sección 4.3.1. El método propuesto 

proporciona nubes de puntos muy densas con un error y dispersión de puntos 

considerablemente más bajos que los datos crudos obtenidos por las lecturas directas 

(Tabla 2), lo que nos permite tener información más confiable y reducir los costos 

computacionales para calcular y corregir los errores producidos por las fuentes de 

incertidumbre.  

 

También puede observarse que existe pérdida de información, que se acentúa en las 

esquinas y los filos que unen a las superficies y que se generan nubes con numerosos 

voxeles cercanos a la región donde se localizan los obstáculos, esto se debe a que se 

exploraron superficies y se marcaron los puntos del espacio donde se cruzan los 

casquetes, que no necesariamente corresponde a la localización real del objeto como se 

expone en (Choset , Nagatani, & Lazar, 2003). 

 

Los mapas de rejilla ya se han extendido a tres dimensiones en (Auran & Silven, 1996) y 

(Fairfield, Kantor, & Wettergreen, 2007), pero utilizan el método Bayesiano, lo que 

implica rasterizar el cono de incertidumbre completo y procesar todos sus voxeles. En 

(Ribas, Ridao, & Neira, 2010) utilizan el método de votación espacial, pero el mapa 

tridimensional se va construyendo con el ensamble de mapas planos y asumen que el 

vehículo desciende siempre paralelo al plano horizontal, teniendo solamente cambios 

de orientación en el eje Z (deriva). En los experimentos para probar método propuesto 

solamente se calcularon los casquetes de incertidumbre y la orientación del sonar 

cambió con giros en los tres ejes. 
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5. Conclusiones y trabajo futuro. 

 

Con los resultados se comprueba que el método es capaz de proporcionar información 

para distinguir obstáculos en tres dimensiones y dotar a robots móviles de un mapa para 

moverse de manera autónoma sin chocar con los objetos fijos del entorno.  

 

El método propuesto utiliza algoritmos de bajos costos computacionales y fáciles de 

embeber en un sistema digital. Dadas sus características, es muy probable que con el 

método de mapas de casquetes ultrasónicos se puedan aprovechar las ventajas del 

sonar como son su bajo costo y robustez, su capacidad de detectar objetos sin hacer 

contacto en ambientes turbios con presencia de niebla, humo, fango o sólidos en 

suspensión, reduciendo los inconvenientes de su relativamente pobre resolución 

angular y fortalecer la instrumentación de vehículos que se mueven en las tres 

dimensiones.  

 

Un trabajo a futuro es integrar el método a las técnicas de localización y mapeo 

simultáneo (SLAM). Podría incorporarse a los sistemas de navegación de vehículos 

autónomos no tripulados para aumentar sus capacidades y aplicarse en la exploración 

autónoma de cuevas, cenotes y en inspección de edificios o estructuras donde es 

peligrosa la incursión de humanos. Podrían desarrollarse sondas de inspección que 

viajen libremente arrastradas por el fluido transportado por tuberías, canales, 

acueductos y túneles sin importar las variaciones en su forma o dimensiones, estas 

sondas podrían proporcionar datos para una reconstrucción digital de la geometría del 

canal explorado.  

 

De las mejoras inmediatas está la rasterización de los casquetes. En el método aquí 

expuesto, al rotar los casquetes con las matrices de transformación, los voxeles se 

enciman debido a que sus coordenadas son enteras y al aplicar las funciones 

trigonométricas de la matriz de rotación se obtienen coordenadas con números 

racionales que se redondean para dar la coordenada de número entero. Será necesario 

desarrollar un algoritmo que permita “cortar” el casquete a partir de la generación de 

una esfera voxelizada y la orientación del radio del casquete. 

 

En los experimentos el proceso de votación espacial se realizó fuera de línea, posterior 

a la adquisición de datos. Aunque es aparentemente sencillo incorporarlo al SLAM, entre 

los retos potenciales se encuentran el manejo de la memoria para almacenar las marcas, 

la actualización del mapa y la elección dinámica del nivel de umbral que depende de las 

muestras tomadas. En el caso de los mapas planos, el umbral típico es de 5 votos, para 

el experimento de detección de protuberancia con 1 388 muestras fue de 20 votos y 

para la detección de obstáculos en tres dimensiones con 30 503 muestras fue de 50 

votos.  

 

Finalmente, una línea de investigación potencial es acerca del uso de la votación espacial 

con otros sistemas basados en ondas como el radar o el LIDAR para discriminar puntos 
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falsos, así como su aplicación con otras técnicas de ultrasonido como la apertura 

sintética y el uso de arreglos de transductores. 
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