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Resumen

Se obtuvieron resultados con simulaciones numeéricas, usando Mathematica, del efecto Doppler y
el efecto Cherenkov en un metamaterial con caracteristicas electromagnéticas hipotéticas
utilizando el modelo de Drude sin pérdidas. Se explica a detalle qué son los metamateriales, sus
caracteristicas y sus aplicaciones actuales y futuras. También se presentan simulaciones del campo
electromagnético ante diferentes parametros. Se demuestra por medio de simulaciones la
negatividad del indice de refraccion para un cierto rango de frecuencias.

En el Capitulo 1 se trata sobre las generalidades de los metamateriales y sus aplicaciones. Se hace
una clasificacion de los medios de acuerdo con sus propiedades electromagnéticas con el propdésito
de ubicar y definir a los metamateriales y su importancia en la presente investigacion. Se
mencionan las publicaciones mas importantes a lo largo de la historia que dieron inicio a la
investigacion formal de los metamateriales, también conocidos como materiales izquierdos. (En
este trabajo, al leer - metamateriales NIM, LHM, materiales artificiales- se habla expresamente de
los materiales doblemente negativos).

En el Capitulo 2 se trata acerca de los modelos més utilizados para metamateriales, se presentan
sus ecuaciones y se justifica del por qué el uso del modelo de Drude para el presente trabajo. Se
habla sobre los valores negativos del indice de refraccion para determinada banda de frecuencia,
y se deducen las ecuaciones para la velocidad de grupo y la velocidad de fase.

En el Capitulo 3 se desarrollan las ecuaciones utilizadas en este trabajo, las cuales fueron obtenidas
mediante el andlisis asintético (con el método de fase estacionaria) de las integrales que describen
el campo electromagnético considerando que lo genera una fuente con movimiento en un medio
dispersivo. Al obtener las ecuaciones asintoticas del campo electromagnético es posible analizar
el efecto Doppler y el efecto Cherenkov.

En el Capitulo 4 se presentan los resultados de las simulaciones del efecto Doppler ante diferentes
velocidades de fuente y diferentes posiciones de receptor. También se presentan simulaciones del
campo electromagnético con velocidad de fuente menor a la velocidad de fase en el medio,
velocidad de fuente igual a la velocidad de fase y velocidad de fuente mayor a la velocidad de fase
con el objetivo de mostrar el efecto Cherenkov.



Abstract

Results were obtained with numerical simulations, using Mathematica software, of the Doppler
effect and the Cherenkov effect in a metamaterial with hypothetical electromagnetic characteristics
using the lossless Drude model. It explains in detail what metamaterials are, their characteristics
and their current and future applications. Simulations of the electromagnetic field are also
presented with different parameters. The negativity of the refractive index for a certain range of
frequencies is demonstrated by simulations.

Chapter 1 is about the generalities of metamaterials and their applications. A classification of the
media is made according to their electromagnetic properties with the purpose of locating and
defining the metamaterials and their importance in the present investigation. The most important
publications throughout history that gave rise to the formal investigation of metamaterials, also
known as left materials, are mentioned. (In this work, when reading - metamaterials NIM, LHM,
artificial materials- expressly speaking of the doubly negative materials).

Chapter 2 is about the most used models for metamaterials, presents their equations and justifies
why the use of the Drude model for the present work. The negative values of the refractive index
for a given frequency band are discussed, and the equations for the group velocity and the phase
velocity are deduced.

In Chapter 3 the equations used in this work are developed, which were obtained by the asymptotic
analysis (with the stationary phase method) of the integrals that describe the electromagnetic field
considering that it is generated by a source with movement in a dispersive medium. By obtaining
the asymptotic equations of the electromagnetic field it is possible to analyze the Doppler effect
and the Cherenkov effect.

Chapter 4 presents the results of the Doppler effect simulations at different source speeds and
different receiver positions. Simulations of the electromagnetic field are also presented with lower
source speed at the phase velocity in the medium, source velocity equal to the phase velocity and
source velocity greater than the phase velocity in order to show the Cherenkov effect.
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viii

Objetivo general

Obtener simulaciones numéricas con diferentes parametros para el efecto Doppler, el efecto
Vavilov-Cherenkov y el campo electromagnético en metamateriales con las formulas asintoticas
obtenidas mediante el analisis de la propagacion de ondas producidas por una fuente en
movimiento en medios dispersivos considerando el modelo de Drude sin absorcion siguiendo los
trabajos de investigacion [9] [10] [3] [4].

Objetivos particulares

e Objetivo 1

Estudio del estado actual de las propiedades fisicas de los metamateriales, efectos importantes tales
materiales: efecto Doppler y efecto Vavilov-Cherenkov.

e Objetivo 2

Estudio de las aplicaciones actuales y futuras de los metamateriales en la ingenieria de
telecomunicaciones.



Justificacion iX

Los metamateriales han sido tema de amplia investigacion cientifica en el mundo debido a sus
potenciales aplicaciones en diversas areas. Algunas de estas aplicaciones se han llevado a la
practica y algunas otras siguen siendo teoricas hasta que haya la disponibilidad tecnoldgica para
lograrlo. La invisibilidad en el rango de frecuencias visibles no se descarta, pero en la actualidad
no es posible debido a que para que un metamaterial tenga refraccion negativa es necesario que
los detalles de su estructura sean menores que la longitud de onda de la luz utilizada. Sin embargo,
la acelerada actividad cientifica puede hacer posible que se anuncie la invisibilidad total en el
espectro visible en una época no muy lejana.

La investigacion en la fabricacion de diferentes estructuras de metamateriales ha crecido en los
ualtimos afios por sus variadas aplicaciones en diferentes areas como la nanotecnologia, dptica y
telecomunicaciones. En la actualidad, gracias a las estructuras metamateriales, es posible la
reduccion en tamarfio de las antenas y aumento en su ancho de banda, logrando instalar arreglos
MIMO en un espacio minimo en los teléfonos moviles o en los satélites. Su importancia es tal que
incluso se espera que, en el futuro, los metamateriales sean la base para el rapido desarrollo de la
fotonica, ciencia que es considerada por varios cientificos como el futuro de la computacion y
sustituto de la electrénica. La fotdnica hara posible que los dispositivos con mucha potencia de
procesamiento no sufran de sobrecalentamiento como las computadoras personales de hoy en dia,
esto debido a que en lugar de hacer uso de electrones para su funcionamiento se usaran fotones
para la oscilacién de los dispositivos. Por lo que los sistemas de refrigeracidn desapareceran y el
tamario de las computadoras y de otros sistemas, como las consolas de videojuegos, se reducira
considerablemente. Es decir, podremos tener de manera portatil sistemas muy avanzados en
procesamiento con un alto rendimiento en la autonomia de la bateria. Por decir algo, contar con
una consola de videojuegos portatil del tamafio de un Smartphone con 100 veces mas que el poder
de procesamiento de la actual videoconsola de sobremesa de Microsoft, Xbox One. Es decir, la
fotonica sustituira a la electrénica en un futuro, mejorando considerablemente el procesamiento y
eliminando los cuellos de botella en las computadoras, reduciendo considerablemente el consumo
de energia de los dispositivos portatiles y generando menos calor que los dispositivos actuales.



Introduccion X

La historia moderna de los metamateriales electromagnéticos, algunas veces denominados
simplemente como metemateriales puede ser contada psiblemente desde la publicacién de un
articulo de J. B. Pendry [47], donde establecia un objetivo ambicioso de disefiar la lente perfecta.
Para tal lente es necesario disefiar un medio artificial que posea propiedades especificas, no
observadas en materiales naturales. A saber, el material de la lente perfecta debe ser un medio con
permitividad y permeabilidad ambas con valores negativos simultaneamente en el mismo rango
de frecuencia. De hecho, la focalizacion de la luz en la lente perfecta estudiada por Pendry fue
previamente considerada por Victor G. Veselago [70]. En su articulo se dedico al estudio de los
fendmenos que ocurririan en los extrafios “medios izquierdos” (medios con € < 0y u < 0) como
tales medios no existian en esa época se consideraban como “composiciones futuras”. Veselago,
antes de la publicacion de su articulo creia que los medios izquierdos sélo podian ser encontrados
entre los semiconductores magnéticos homogéneos fabricados quimicamente. Sin embargo, se ha
logrado obtener semiconductores no magnéticos con pardmetros del material doblemente
negativos. Por otro lado, se ha reportado que estas composiciones pueden ser extremadamente
dispersivas [26] [13].

En 1968, Veselago sugirié en una de sus publicaciones [70] que las ondas electromagnéticas
podrian propagarse en un medio que tuviera tanto permitividad como permeabilidad negativa.
Estudié tedricamente las propiedades de dicho medio y predijo varios fendmenos interesantes
como inusuales, tales como la refraccion negativa del medio, velocidad de fase negativa, efecto
Doppler inverso, radiacion invertida de Cherenkov, entre otros.

El estudio de los metamateriales ha ido en aumento en los Gltimos afios debido a que presentan
caracteristicas electromagnéticas no encontradas en ningin material natural y tienen el potencial
para que sea posible fabricar dispositivos de invisibilidad, lentes perfectos, antenas con anchos de
banda y ganancia superiores a los valores convencionales, etc. Por definicidn, los metamateriales
son un arreglo artificial estructural de elementos, disefiado para alcanzar propiedades
electromagnéticas inusuales y/o ventajosas para determinadas aplicaciones tecnologicas [53].

En este trabajo se presentan varias simulaciones numéricas como consecuencia de la interaccién
de las ondas electromagnéticas en un medio doblemente negativo (DNG por sus siglas en inglés).
Para un medio dispersivo, se requiere conocer las propiedades frecuenciales del indice de
refraccion del medio, por lo que es necesario elegir el tipo de dispersién del material. En la
literatura reciente normalmente se utiliza el modelo de Lorentz o el modelo de Drude. En este
trabajo se considera un modelo matemaético para la propagacion de ondas electromagnéticas en un
medio dispersivo generadas por una fuente en movimiento y se analiza numéricamente para
estudiar las propiedades dispersivas del efecto Doppler y del fendmeno de radiacion de Cherenkov.
Este trabajo se centra en metamateriales dispersivos, en el cual el indice de refraccion es negativo
Re(n) < 0, material de indice con refraccion negativo (NIM).



indice Xi

ESTADO DEL ARTE .. .ottt ettt ettt e e s ete e s bt e st e e sbeeesbessraeebeesneeareeas 1
CAPITULO 1: CLASIFICACION DE LOS MEDIOS DE PROPAGACION .......ccoovvveeeeern 5
1.1 ¢ QUE SON 10S MELAMALETAIES? .......cvveeieiecee ettt ens 5
IO O Fo 1Y) ot Tot o g I [T N 21T Lo TR 7
1.3 Aplicaciones de 10S Metamateriales ............cooiiiiiriiiiieieiee s 8
CAPITULO 2: MODELOS MATEMATICOS DE LOS MATERIALES .......cocoooeeeeeeeen 14
W N\ [ o (=] [0 I < ] =] | 28OS 14

2.2 MOUEIO A& DEDYE. ...ttt 15

ARG I\ [0 (=] (oI <0 DT U T (= OURTRR 15

2.4 Indice de refraCCion NEGALIVO. ...........c.oeueveveieieieeieeeeee ettt en s 17
PR IV A=1 (o Tod o =T o [C T TR 19
ARV ool o= To I (=l o (U] L PSR 22
CAPITULO 3: PROPAGACION DE ONDAS ELECTROMAGNETICAS PRODUCIDAS POR
UNA FUENTE EN MOVIMIENTO EN UN MEDIO DISPERSIVO......c...cccooivviiiiieiiiee e, 25
3.1 Efecto Doppler en Metamateriales..........cooieriiiiiiiiieieiee s 33
3.2 Efecto de Cherenkov en metamateriales........c..cocuviiiiiiiiiii i 34
CAPITULO 4: RESULTADOS, SIMULACIONES NUMERICAS Y CONCLUSIONES........ 41
4.1 Simulacion del indice de refraCCioN..........ocviiiiii e 41

4.2 Simulacion del NUMEro de ONGA.........coceieiiieeiie et 42

4.3 Simulacion de la velocidad de FaSe..........cicviiiiiiiiiii e 43

4.4 Simulacion de 1a velocidad de grUPO ........ooveeiereiierie e 44

4.5 Simulacion del efecto Doppler con diferentes parametros ..........ccccceevecveieeciececse e, 44

4.6 Simulacion del efecto ChEreNKOV .........cecicvieiiiie ettt 60

4.7 Simulacion del campo electromagnEtiCo .........cccvevvevicic i 63

L0 0103 [15Y o] 1= 68

BIBLIOGRAFIA ...ttt 69



Lista de tablas Xii

Tabla 1: Clasificacion del medio de acuerdo a sus caracteristicas electromagnéticas. .................. 7
Tabla 2: Argumentos de p,e y k para diferentes tipos de material.............cccccoeveviveie i, 18



Lista de figuras xiii

Figura 1: El vaso derecho tiene un liquido hipotético que presenta refraccion negativa. .............. 6
Figura 2: A la izquierda se muestra una onda plana en un medio isotropico, a la derecha una onda
plana en un Medio MEtAMALEITAL ........ccvoiiiiiiiie e 8
Figura 3: Estructura de un biosensor basado en SRR. ..........cccccviiiiiiicic e 12
Figura 4: Proyeccion del vector V(1) sobre el VeCtor X — X0t ....cccoovvveiininieniiniene e 30
Figura 5: Radiacion de Cherenkov en Un RHM...........cocioiiiiii i 37
Figura 6: Radiacion de Cherenkov en un metamaterial. ... 38
Figura 7: Indice de refraccion de un metamaterial. ............cccoovvevereeeieeseeeeeeeseeses s 41
Figura 8: Numero de onda en un metamaterial.............coooviiiiiiiiiinci e 42
Figura 9: Velocidad de fase en un metamaterial.............ccccooveieiieiiee i 43
Figura 10: Velocidad de grupo en un metamaterial............ccocooeiiiiiiiiiiniieceeee e 44
Figura 11: Ejemplo gréafico para cuando la fuente se mueve hacia el observador........................ 47
Figura 12: Efecto Doppler en un metamaterial cuando la fuente se mueve hacia al observador. 48
Figura 13: Ejemplo gréafico de cuando la fuente se aleja del observador ..............cccccveveiieieennnns 48
Figura 14: Efecto Doppler en un metamaterial cuando la fuente se aleja del observador............ 49
Figura 15: Efecto Doppler con una velocidad de fuente menor, la fuente se mueve hacia el
(0] 01571 V72 To (o] RSP 50
Figura 16: Efecto Doppler, la fuente se acerca y se aleja del receptor, en un periodo de 4
SEOUNTOS. ..ttt bbb bbb e bt bbb bRt n et a bbb 51
Figura 17: Efecto Doppler producido por una fuente en movimiento en un periodo de 4
segundos. La frecuencia de la fuente es de 750MHZ............ccccoviieniiiiinie s 52
Figura 18: El receptor S& MUEVE €N 3D ......cc.ciieiiiie et ae et esae e 53
Figura 19: La Fuente se aleja del reCeptor €N 3D .......cccooviiiiiiiiiiiee e 55
Figura 20: Efecto Doppler en un metamaterial con un receptor en 3D, la fuente se aleja del
(0] 01571 V72 To (o] OSSR 56
Figura 21: Efecto Doppler en un metamaterial con un receptor en 3D, la fuente se aleja del
observador @ mayor VEIOCIAAA. ..........ccoueiiiiiiiieieiieee e 57
Figura 22: La fuente se mueve hacia el receptor €N 3D ........ccccovevieiiiiiieic i 57
Figura 23: Efecto Doppler en un metamaterial con un receptor en 3D, la fuente se mueve hacia el
[£=T03=] 01 (0] PRSPPI 58
Figura 24: Efecto Doppler en un metamaterial con un receptor en 3D, la fuente se mueve hacia el
receptor a mayor VEIOCIAAd. ..........c.coveiiiieii e 59
Figura 25: Campo magnético por el efecto Cherenkov en un metamaterial............c.ccoccoevennnne. 61
Figura 26: Campo magnético generado cuando la particula cargada viaja a una velocidad similar
N Fo Y =] [oTod [0 o I L= T SR 62
Figura 27: Cono de Cherenkov Con v = 0.845 > UC.....ccccviiiiiiiiieie et 62
Figura 28: Intensidad de campo eléctrico, considerando solo su parte real...........ccccooceviivnennne 64
Figura 29: Intensidad de campo magnético, considerando s6lo su parte real............c.cccccoveeueenens 64
Figura 30: Campo eléctrico variando el tiempo y la frecuencia propia de la fuente. ................... 65
Figura 31: Campo eléctrico con variacion en la distancia para una fuente en movimiento en un
MELAMALEITAL ... et e e e et esreesteeneeere e teeneenneens 66

Figura 32: Campo eléctrico con variacion en la distancia para una fuente en movimiento en un
MELAMALETTAL ... et e et e s e e nteeneeere e teeneenreees 67


file:///C:/Users/Ixatc-Oestrada/Desktop/Personal/13112017.docx%23_Toc499567805
file:///C:/Users/Ixatc-Oestrada/Desktop/Personal/13112017.docx%23_Toc499567807
file:///C:/Users/Ixatc-Oestrada/Desktop/Personal/13112017.docx%23_Toc499567810
file:///C:/Users/Ixatc-Oestrada/Desktop/Personal/13112017.docx%23_Toc499567810
file:///C:/Users/Ixatc-Oestrada/Desktop/Personal/13112017.docx%23_Toc499567812
file:///C:/Users/Ixatc-Oestrada/Desktop/Personal/13112017.docx%23_Toc499567813
file:///C:/Users/Ixatc-Oestrada/Desktop/Personal/13112017.docx%23_Toc499567816

ESTADO DEL ARTE

En la teoria electromagnética actual, los metamateriales han asegurado una posicion
importante en el paradigma general de la investigacion. Ademas, no solo en la escena
electromagnética los metamateriales han cambiado los topicos y modos de investigacion,
sino también lo han hecho en areas tales como la dptica, acustica y termodinamica, han
sido afectados por el potencial de los nuevos descubrimientos en el campo de los
metamateriales. La investigacion de los materiales complejos ha sido de principal interés
de muchos investigadores en las tltimas décadas. Sin embargo, la palabra “metamateriales”
ha sido un término acufiado en el siglo actual. Al parecer en la literatura clasica de
electromagnetismo no se reconoce dicho término. En este trabajo se acepta la opinion de
que el término fue utilizado por primera vez por Rodger Walser en el 2001 como materiales
hechos por el hombre y optimizados con estructuras periodicas de material para que
presenten propiedades macroscopicas deseadas, de acuerdo a determinadas necesidades.
La definicion del término “metamaterial” ha sido tema de discusion por un largo periodo
de tiempo. En diferente literatura al respecto se pueden reconocer las varias ideas y
aspectos en como la palabra ha alcanzado nuevos significados a lo largo de los ultimos
afios.

Sin embargo, de la nada nada viene. Incluso la investigacion de los metamateriales tuvo
que surgir de algo. Existe una prehistoria fascinante en el tema de los metamateriales en
las comunidades de investigacion de microondas y en general de electromagnetismo. Es
intencidn de este primer capitulo resaltar algunos acontecimientos que han impulsado el
rapido desarrollo de la fisica y de la ingenieria en cuestion de los metamateriales.

EN 1948, W.E. Kock sugirié hacer una lente dieléctrica mas ligera por medio del remplazo
de pesados materiales refractivos con alta permitividad por una mezcla de pequefias esferas
de metal constituyendo asi una ligera matriz. EI material dieléctrico artificial fue definido
en este trabajo pionero como un compuesto que reproduce, en una gran escala, procesos
que ocurren a nivel molecular en un dieléctrico usual. Esto involucra arreglos de elementos
metalicos en tres dimensiones (3D) o estructuras tipo malla para simular las mallas
cristalinas de los materiales dieléctricos. Como un arreglo responde a ondas de radio tal y
como las estructuras moleculares responde a las ondas de luz: los electrones libres en los
elementos metélicos se mueven de un lado a otro bajo la accion del campo
electromagnético. Los elementos de metal también llamados “inclusiones de malla” se
vuelven dipolos oscilantes similares a los dipolos moleculares de un dieléctrico natural.
Este concepto, sin embargo, probablemente fue sugerido por primera vez por Rayleigh en
su trabajo pionero. Rayleigh consider6 una malla de pequefios dispersores (Moléculas
modeladas como esferas) donde su periodo es mucho mas pequefio comparada con su
longitud de onda, como en una muestra de un medio continuo equivalente. Kock reprodujo
este concepto para arreglos de esferas de metal y las usd para aplicaciones practicas.
Posteriormente este concepto fue desarrollado y mejorado en un importante trabajo de M.
M. Kharadly and W. Jackson. Ellos calcularon la permitividad efectiva de los dieléctricos
artificiales que comprende elipsoides metalicos, discos y barras asumiendo que la



frecuencia es lo suficientemente baja para las restricciones cuasiestética de Rayleigh. Estas
restricciones se satisfacen usualmente con precision para dieléctricos artificiales utilizados
en antenas. En el libro [19] es posible encontrar la teoria cuasiestatica de dieléctricos
artificiales. Esta teoria es valida cuando la malla de metal esta lo suficientemente esparcida.
Por ejemplo, la relacion entre el periodo de la malla y el tamafio maximo de particula es
bastante grande. La teoria de los dieléctricos artificiales densos es mas dificil. Los
dieléctricos artificiales densos de inclusiones metalicas poseen mayores pérdidas y no son
utilizados en antenas. Estos son aplicados en materiales de absorcion. Los dieléctricos
artificiales no son necesariamente arreglos regulares. Pueden ser mezclas aleatorias [61].
Incluso la concentracién no uniforme de particulas algunas veces es permitida, la cual
ofrece propiedades inusuales como los medios de composicion. Cuando la concentracion
de particulas excede el umbral de percolacion (las particulas se tocan unas a otras y/o el
acoplamiento capacitivo ente particulas adyacentes es muy fuerte) los dieléctricos
artificiales en la misma baja frecuencia se vuelven conductores artificiales con
conductividad compleja. Su conductividad puede ser modificada (controlada por los
parametros de disefio) y en principio modificable magnética o eléctricamente. Los
conductores artificiales han sido utilizados en dispositivos electromecanicos, como en
celdas de combustible, y otras técnicas donde el calor el controlado por medio de la
corriente eléctrica.

El magnetismo sin constituyentes magnéticos se conoce desde 1940 debido al trabajo de
S. A. Schelkunoff y de H. T. Friis que sugirieron los llamados resonadores tipo anillo
dividido (SRRs), los cuales son muy populares entre los especialistas en antenas de radio
frecuencia. Una formula para la polaridad magnética de un elemento individual de SRR se
deriva del comportamiento de la frecuencia de Lorentz del elemento.

Notese, que el “magnetismo artificial” también ocurre en estructuras ordinarias, como en
la nieve. En este caso, los copos formados por agua causan un comportamiento
diamagnético. Pero en los arreglos SRRs el magnetismo artificial es significativamente
mejorado en el rango de frecuencia resonante.

Las particulas de metal de varias formas fueron estudiadas en 1980 [56] [30]. En
combinacién con otras formas, se estudiaron en 1990, especialmente en conexion con
materiales artificiales bianisotrépicos para aplicaciones de microonda. La polarizacion de
estas particulas bianisotropicas en el campo electromagnético fue estudiada analiticamente,
numéricamente y experimentalmente. Dobles SRRs pueden ser utilizados para crear
materiales magnéticos sin quiralidad. En [35] se puede encontrar probablemente el primer
experimento que demuestra la permeabilidad magnética negativa en materiales artificiales
de microonda.

El plasma artificial, es decir un medio con permitividad negativa, se conoce desde los afios
60’s debido al trabajo de J. Rotman [54] y J. Brown [8]. Este medio se compone de una
malla conformada por delgados cables en paralelo los cuales son considerados en
microondas como conductores perfectos. Estudios recientes arrojan nuevas caracteristicas
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interesantes desconocidas en el pasado. Estas nuevas caracteristicas surgieron debido a la
investigacion de la dispersion espacial. Cuando la onda se propaga con respecto a los
cables, la dispersion espacial no se presenta. Entonces, la permitividad efectiva de la malla
cableada obedece al modelo de Drude eléctrico del plasma. La malla con cables delgados
paralelos fue considerada desde los afios 90°s como un tipo de dieléctrico artificial debido
a que fue inventada y practicamente utilizada para aplicaciones en lentes. En los afios 70°s
se insertaban diodos PIN en medios de plasma con el proposito de cambiar la negatividad
de la permitividad efectiva de la malla a una permitividad eléctrica positiva [10]. El término
de medio “cableado”, como se le conoce actualmente a los medios compuestos por mallas
de cables delgados, aparecio justo después de que se descubriera teéricamente el efecto de
dispersion espacial nulo [60]. La confirmacion experimental de dicho efecto fue obtenida

[5].

La primera publicacion fundamental de las ondas electromagnéticas “hacia atras” y de la
refraccion negativa fue, probablemente, del profesor L. I. Mandelshtan [39], aunque el
tema de las ondas en un medio con velocidad de grupo negativa fue discutido a inicio del
afio 1904 por Lamb y en 1905 por H. Pocklington [49]. La I6gica del profesor Mandelshtan
fue simple. En un medio isotrépico, el valor absoluto del vector de onda esta
completamente determinado por la frecuencia. En el caso del signo negativo en la formula
de la velocidad de grupo corresponde a dispersion negativa. Mandelshtam mencion6 que
en caso de dispersion negativa la onda en el medio esta “al revés” (en referencia a la
propagacion de una onda en un medio normal) y la refraccion negativa podria ocurrir. La
posibilidad de refraccion negativa también fue mencionada por A. Schuster en [57]; sin
embargo, Schuster menciond que la dispersién anémala y no la dispersion negativa era la
razén del fendmeno de refraccion negativa. Mandelshtam (con referencia a Lamb quien
dio ejemplos de un medio 1D ficticio con velocidad de grupo negativa de una onda
acustica) presento al final de su vida un ejemplo fisico de una estructura 3D en donde las
ondas electromagnéticas se propagaban hacia atrds (en referencia a una onda con
propagacién normal). Fue un material no homogéneo con permitividad periédica que
variaba espacialmente. Basicamente, en este trabajo se predijo la refraccion negativa en
cristales fotdnicos descubierto més tarde por M. Notomi [42].

En 1946-1950 L. Brillouin [6] y J. R. Pierce [48] desarroll6 una teoria de onda “hacia atras”
utilizando un arreglo electronico en serie de capacitancias / inductancias, sefiald las
velocidades de fase/grupo antiparalelas. En 1951 G.D. Malyuzhinets (quien aparentemente
no estaba al tanto de los trabajos cientificos [6] y [55]) generalizd este concepto en el caso
3D en un articulo sobre la condicion de radiacion de Sommerfeld en un medio de onda
hipotética “hacia atras” [38]. Malyuzhinets noté que en tal medio la velocidad de fase de
la onda deberia apuntar desde la fuente. Una analogia a este medio en 1D fue una linea de
transmision artificial disefiada por Malyuzhinets.

Materiales con parametros negativos como las ondas “al revés” fueron mencionadas por
D. V. Sivukhin en 1957 [64]. El fue el primero que probablemente not6 que los medios con
parametros doblemente negativos son continuos y homogéneos. Ademas, establecié que
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“los medios con permitividad y permeabilidad negativas no son conocidos. La cuestion de
la posibilidad de su existencia no ha sido aclarada” [64].

Durante los afios 60°s, las estructuras con propiedades negativas 1D fueron mucho mas
estudiadas que en afios anteriores en conexién con el disefio de tubos de microonda y
sistemas de ondas lentas periddicas [32] [62]. Haciendo referencia a un articulo cientifico
interesante escrito por R.A. Silin en 1959 [63], donde el fendbmeno de la refraccion negativa
en un medio periddico 2D fue discutido.

Un importante avance fue hecho por V.G. Veselago (Instituto de fisica de Moscu) en el
afio de 1967. El profesor Veselago realizé un estudio sisteméatico de las propiedades
electromagnéticas de los materiales con pardmetros negativos que reporté en su infructuosa
busqueda de dichos materiales en el dominio de los semiconductores magnéticos [58]. Este
estudio fue, sin embargo, optimista, indicando que medio continuos 3D podrian ser
descubiertos en el futuro. En la actualidad tales medios son generalmente denominados
como materiales izquierdos (LHM) o también se conocen como medios Veselago.



CAPITULO 1: CLASIFICACION DE LOS MEDIOS DE PROPAGACION

1.1 ;Qué son los metamateriales?

En afios recientes el interés por las estructuras fabricadas con materiales que
presentan fendmenos fisicos no disponibles de forma natural ha ido en aumento. A estas
estructuras artificialmente fabricadas se les denomina metamateriales. Algunas
propiedades exdticas de estos materiales han sido predichas desde hace ya varios afios y
experimentos recientes han confirmado algunas de ellas [26]. El principal interés en los
metamateriales ha sido por el potencial que tienen sus propiedades electromagnéticas y
Opticas para una variedad de aplicaciones, a saber que tienen la capacidad de curvar la
direccion de propagacion de las ondas electromagnéticas [26] [13]. Algunas de las
propiedades electromagnéticas que presentan son: refraccion negativa, velocidad de fase
negativa, efecto Doppler inverso y radiacion de Cherenkov invertida.

El impacto de los metamateriales puede ser significativo si se logra manipular las
propiedades de las ondas, con lo cual seria posible reducir considerablemente el tamafio y
peso de dispositivos electrdnicos, fabricar antenas con mayores anchos de banda y mejores
ganancias, dispositivos de invisibilidad, telescopios y microscopios de ultra-resolucion,
solo por mencionar algunas aplicaciones.

El estudio de materiales artificiales para aplicaciones electromagnéticas no es nuevo. En
1898, Jadagis Chunder Bose trabajé y experimentd con elementos que exhibian
propiedades conocidas actualmente como caracteristicas quirales. Desde entonces los
materiales artificiales complejos han sido objeto de estudio de muchos investigadores
alrededor del mundo [76].

Los metamateriales pueden tener permitividad eléctrica negativa y/o permeabilidad
magnética negativa, a diferencia de los materiales convencionales que tienen tanto
permitividad eléctrica como permeabilidad magnética positivas. De acuerdo con los signos
de su permitividad y permeabilidad, un metamaterial presenta diferentes propiedades
electromagnéticas y opticas. Cuando la permeabilidad magnética y la permitividad
eléctrica de un material son negativas, la refraccion negativa sucede y la direccion de la
velocidad de fase de la onda va en sentido contrario al nimero de onda [20] [46] [70] [58].
Por otro lado, cuando solo un pardmetro constitutivo del material es negativo (ya sea la
permitividad eléctrica o la permeabilidad magnética), aparecen ondas evanescentes.

En un medio compuesto de particulas, las ondas electromagnéticas interactian con éstas
induciendo momentos eléctricos y magnéticos, y afectando también la permeabilidad
magnética y permitividad eléctrica efectivas del medio. Los metamateriales pueden ser
sintetizados mediante inclusiones fabricadas artificialmente incrustadas en un medio
huesped, del cual se tienen una gran cantidad de parametros independientes que pueden
modificarse tales como el tamafio, la forma y la composicién de las inclusiones, incluso la



densidad, la distribucion y el alineamiento de éstas en el medio huésped con el propdsito
de obtener una respuesta electromagnética definida que se adecue a las necesidades de la
aplicacion. Todos estos parametros de disefio pueden jugar un rol importante en el
resultado final del proceso de sintesis.

Con el objetivo de apreciar de manera simple el comportamiento de los metamateriales, en
la Figura 1, la cual fue tomada de [31], se aprecian dos vasos llenos de liquido. Imaginemos
que el liquido del vaso derecho esta constituido por un metamaterial, mientras que el
liquido del vaso izquierdo es agua. Podemos apreciar que la refraccion en el vaso derecho
es diferente a la refraccion tradicional observada en el agua.

Figura 1: El vaso derecho tiene un liquido hipotético que presenta refraccion negativa.

El principal problema para la fabricacion de determinados metamateriales no es tedrico,
sino practico. Es necesario nuevas técnicas de fabricacion para obtener metamateriales para
ciertas aplicaciones que mejorarian considerablemente nuestro estilo de vida. Sin embargo,
para algunas otras aplicaciones menos exigentes si se han logrado fabricar metamateriales
con caracteristicas especificas. Por ejemplo, laempresa Rayspan Corporation ha sustituido
sus antenas convencionales por otras fabricadas con metamateriales, logrando de este modo
arreglos MIMO ultra-compactos para WiMAX. Otro ejemplo es la empresa LG, la cual ha
fabricado terminales moviles con antenas basadas en metamateriales, reduciendo asi cinco
veces el tamafio de la antena con respecto al tamario de una antena fabricada con materiales
tradicionales [53].



1.2 Clasificacion del medio

Se sabe que la respuesta de un sistema en presencia de un campo electromagnético
estd determinada por las propiedades del material. Estas propiedades se definen por los
pardmetros macroscopicos de permitividad ¢ y permeabilidad p del material. Esto permite
hacer una clasificacion del medio: un medio con permitividad eléctrica y permeabilidad
magnética ambas positivas (e>0, p>0) serd designado como un material doblemente
positivo (DPS); este es el medio que se da de forma natural (por ejemplo, los dieléctricos
caen en esta designacion). Un medio con permitividad negativa y permeabilidad positiva
(e<0, n>0) seran designados como medios de épsilon negativo (ENG, Epsilon-Negative);
a ciertas frecuencias muchos plasmas presentan esta caracteristica, mientras que metales
nobles (plata, oro) se comportan de este modo en frecuencias infrarrojas y visibles. Un
medio con permitividad positiva y permeabilidad negativa (>0, u<0) es designado como
material de mu-negativo (MNG, Mu-Negative); a ciertas frecuencias algunos materiales
girotropicos presentan esta caracteristica. Un medio con permitividad y permeabilidad
ambas negativas (e<0, u<0) es designado como material doblemente negativo (DNG,
Double Negative). Sin embargo, algunos materiales con caracteristicas DPS, ENG y MNG
han sido fabricados artificialmente para determinadas aplicaciones, por lo que algunos
materiales DPS, ENG y MNG también pueden ser denominados metamateriales. Hasta la
fecha, los materiales DNG solamente han sido obtenidos por medios artificiales [26] [27].
Esta clasificacion de los medios est4 condensada en la Tabla 1.

Tabla 1: Clasificacion del medio de acuerdo a sus caracteristicas electromagnéeticas.

Doblemente positivos e>0y u>0 Dieléctricos
(DPS)
Doblemente negativos €<0vy u<0 No encontrados en la
(DNG) naturaleza, pero
fisicamente realizables.
Mu negativo (MNG) >0y u<0 Materiales magnéticos
girotropios
Epsilon negativo (ENG) <0y >0 Plasmas

Recientemente la idea de materiales con permitividad eléctrica y permitividad magnética
simultaneamente negativas en determinadas frecuencias ha recibido mucha atencion [72].
En 1968, Veselago investigo tedricamente la propagacién de una onda plana en un material
en el cual se asumia tanto permitividad eléctrica y permeabilidad magnética negativas [70].
Su estudio demostro que para una onda plana monocromatica en tal medio la direccion del
vector Poynting es antiparalela a la direccion de la velocidad de fase. Recientemente,
Smith, Schultz, y su equipo de investigacion construyeron un material DNG para



8

frecuencias de microondas y demostraron experimentalmente la presencia de una
refraccion anémala en dicho medio [74].

Los materiales doblemente negativos, también son denominados por algunos autores como

materiales izquierdos (LHM, Left Handed Materials), materiales de indice negativo (NIM,
Negative Index Media) o materiales de onda-hacia atras (BWM, Backwards Wave Media).

H H

[}
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Figura 2: A la izquierda se muestra una onda plana en un medio isotrépico, a la derecha

una onda plana en un medio metamaterial.

1.3 Aplicaciones de los metamateriales

Actualmente, la ciencia de los metamateriales ha alcanzado un alto grado de sofisticacion.
Como resultado de un progreso continuo en el disefio y fabricacion de metamateriales a
escalas nanométricas, por lo que es posible crear nuevas propiedades mejoradas en los
metamateriales. [25] [53].

Los metamateriales prometen grandes cambios significativos en diversas areas de la ciencia
como: medicina, electronica, telecomunicaciones debido a su capacidad de controlar la
propagacion de las ondas. Las aplicaciones de los metamateriales se encuentran en varios
campos, incluyendo seguridad publica, sensores, defensa, salud, gestion de energia solar,
antenas de alta ganancia y aplicaciones aeroespaciales, entre otras [53].

Con los metamateriales hay posibilidad para lograr la “invisibilidad” electromagnética, es
decir, “invisibilidad” en el rango de frecuencias dpticas y/o en otro rango del espectro
electromagnético (infrarrojo, microondas, UHF, etc.). Una de las aplicaciones mas
revolucionarias seria la de proteger ciudades enteras de terremotos, desviando las ondas
mecanicas (invisibilidad acustica). Sin embargo, en la actualidad todavia existen muchas
dificultades tecnoldgicas para llevar acabo la materializacidn de esta aplicacion. Otra de
las aplicaciones potenciales de los metamateriales es la posibilidad de fabricar sistemas
Opticos (microscopios, telescopios, etc.) con super resolucion, mejorando de este modo los
sistemas médicos de ultrasonido. Los metamateriales son utilizados para la construccion
de antenas para teléfonos mdviles, reduciendo hasta una quinta parte el tamafio respeto a
una antena construida con materiales convencionales [26] [53].
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Investigadores de las fuerzas armadas de distintos paises (como Estado Unidos y Rusia)
utilizan metamateriales para detectar la presencia de explosivos quimicos, agentes
biolégicos peligrosos y contaminacion [53]. Debido a las caracteristicas de los
metamateriales seria posible hacer que los submarinos fuesen invisibles al sonar enemigo,
desviando las ondas sonoras alrededor de €l. Otra aplicacion con el mismo principio, es la
de producir salas de insonorizacion con acustica perfecta.

Los ingenieros del ejército norteamericano utilizan los metamateriales como un dispositivo
de conmutacion para la construccion de equipos fotonicos rapidos y pequefios, porque para
la siguiente generacion de circuitos haran uso de la luz en lugar de la electricidad. Estos
chips fotonicos son 10 6 hasta 100 veces mas rapidos que los chips actuales, ademas se
resuelve el problema de sobrecalentamiento de los aparatos electrénicos.

Es posible controlar la luz o el sonido para mejorar la resolucion de ultrasonido y cambiar
el color de un material con ciertas estructuras de metamateriales, los cuales pueden ser
fabricados con el proceso de deposiciones multicapa y alta precision.

Los revestimientos de Metamateriales son utilizados para mejorar la radiacion y
acoplamiento de dipolos. Las mas recientes antenas construidas a base de metamateriales
radian el 95% de la sefial de entrada a una frecuencia de 350 MHz. Se conoce que las
antenas compuestas por un material DNG son tan pequefias como una quinta parte de la
longitud de onda de la sefial que se radia. Las antenas tipo cuerno con abertura plana
construidas con indice de refraccion nulo tienen la ventaja de mejorar la directividad. Es
decir, el indice de refraccion cero puede ser utilizado para alcanzar alta directividad en
antenas. Debido a que una sefial que se propaga en un metamaterial con indice de refraccién
nulo estimulara la estructura de un campo estatico que varia con el tiempo; en cualquier
punto la fase en un metamaterial con indice de refraccion cero tendra el mismo valor una
vez haya alcanzado el estado estable. Los metamateriales pueden mejorar la ganancia y
reducir las pérdidas por retorno de una antena tipo patch [11] [40].

Las antenas basadas en metamateriales son una clase de antenas las cuales usan de
revestimiento metamateriales para mejorar o incrementar el rendimiento del sistema de
comunicacion. Los metamateriales pueden mejorar la potencia radiada de la antena. Los
materiales que tienen permeabilidad magnética negativa permiten propiedades como un
tamafo de antena pequefio, alta directividad y frecuencia operacional personalizada,
incluyendo un sistema de varias antenas (MIMO). Incluso las antenas construidas a base
de metamateriales pueden demostrar mejoras en la eficiencia del ancho de banda. Es decir,
superan las limitaciones de eficiencia de ancho de banda respecto a antenas construidas
con materiales convencionales. Las antenas de metamateriales, permiten elementos de la
antena mas pequefios que cubren un rango de frecuencias mayor permitiendo de este modo
el uso eficiente del espacio para determinadas aplicaciones como por ejemplo nano satélites
[11].
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Los metamateriales empleados en los planos de tierra que rodean a las antenas ofrecen un
mejor aislamiento entre la frecuencia radiada o los canales de microonda en los arreglos de
antenas. Los metamateriales con planos de tierra de alta impedancia también pueden ser
utilizados para mejorar significativamente la eficiencia de radiacion. Varios sistemas con
antenas construidas a base de metamateriales pueden ser empleadas para soportar sensores
de vigilancia, enlaces de comunicacion, sistemas de navegacion y sistemas de comando y
control [11].

El primer dispositivo absorbente basado en metamateriales (2008) utiliza tres capas, dos
capas metalicas y una dieléctrica. En simulacion numérica alcanzaba un 99% de absorcién
y experimentalmente alcanzé un 88%. Las diferencias entre los resultados simulados y
medidos estuvieron en el proceso de fabricacion [73].

Los superlentes usan metamateriales para ir mas alla de los limites de la difraccion. Los
materiales Opticos convencionales se restringen por un limite de difraccion inherente
debido a que so6lo los componentes de propagacion son transmitidos por una fuente de luz.
Un modo de mejorar la resolucion de los lentes seria incrementar el indice de refraccion,
sin embargo, esta limitado por la poca disponibilidad de materiales con altos indices de
refraccion. ElI camino para alcanzar la super lente se basa en recuperar las ondas
evanescentes que transportan informacion a escalas muy pequefias. En la actualidad
ninguna lente es capaz de reconstituir todas las ondas evanescentes emitidas por un objeto.
Por lo que el reto es disefiar lentes que puedan constituir todas las ondas evanescentes para
obtener iméagenes perfectas.

La invisibilidad puede ser posible mediante la cancelacién del campo eléctrico y magnético
generado por un objeto o guiando las ondas electromagnéticas alrededor del objeto.

El limite interdisciplinario entre la ciencia de los metamateriales y la tecnologia en sensores
se ha convertido en un terreno fértil para el nuevo desarrollo cientifico y tecnoldgico.
Ademas, se han realizado considerables avances en la investigacion de sensores basados
en metamateriales lo cual ha llevado al desarrollo de diversos componentes para la
deteccion de informacion.

Es bien conocido que los sensores pueden detectar pequefios cambios, dependiendo de los
siguientes cuatro criterios: primero, el sensor debe tener una frecuencia de operacion lo
suficientemente baja para evitar mediciones erréneas. Esto plantea un gran desafio ya que
los sensores convencionales tienen un area limitada, y tal espacio reducido tiende a
aumentar la frecuencia de funcionamiento de los sensores. Por lo tanto, se requiere
mantener una disposicion pequefia del sensor mientras se disminuye su frecuencia de
funcionamiento tanto como sea posible. En segundo lugar, los sensores deben producir una
sefial de la lectura medible con un comportamiento de resonancia lo suficientemente
acoplado como para seguir con precision el cambio en el rango de frecuencias de
transmision. El tercer criterio se refiere a la linealidad de la deteccion que esta directamente
relacionada con el facto de calidad de los sensores. El cuarto criterio es la sensibilidad del
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sensor. Si hay un ndmero limitado de puntos de datos en un barrido de frecuencia en el
analizador de red, es mas facil resolver cambios pequefios en los espectros de transmision
en respuesta a la carga aplicada externamente cuando la sensibilidad es mayor [12].

Es posible con los metamateriales disefiar sensores con una sensibilidad especifica. Los
metamateriales proporcionan herramientas para mejorar significativamente la sensibilidad
y resolucion de un sensor. Los sensores basados en metamateriales son utilizados en la
agricultura, biomedicina, etc. En agricultura los sensores estan basados en un material
resonante y emplean SRR (microcintas con formas rectangulares) para aumentar la
sensibilidad [40].

Los biosensores son esenciales en muchas areas, como en diagndésticos de enfermedades,
monitoreo ambiental y seguridad alimenticia, y también son herramientas vitales para la
investigacion de fendmenos bioldgicos. Los métodos basados en fluorescencia han
demostrado ser Utiles en el analisis de ADN y la deteccion de una sola molécula dentro de
las células vidas. Sin embargo, identificar moléculas con fluor6foros puede ser costoso y
consumir tiempo. Incluso puede ser imposible para determinadas aplicaciones. Ademas,
las reacciones bioldgicas generalmente se basan en la estructura tridimensional de las
biomoléculas que puede verse afectada por la adicion de un marcador fluorescente. Por lo
tanto, ha habido grandes trabajos de investigacion para las técnicas de deteccidn
bioanalitica que pueden detectar directamente las moléculas sin necesidad de etiquetado.
Recientemente, la tecnologia de biosensores basada en metamateriales ha atraido gran
atencion desde el rango de microondas hasta frecuencias opticas debido a su deteccién de
biomoléculas rentable y libre de etiquetas. De acuerdo con la frecuencia de deteccion de
determinadas biomoléculas, los biosensores a base de metamateriales se clasifican en tres
tipos: biosensor de microondas, biosensor en terahertz y biosensor plasmatico [53] [18].

Entre los componentes de metamateriales, un resonador de anillo dividido (SRR, por sus
siglas en inglés) se puede utilizar para generar un material de permeabilidad magnética
negativa. En particular, la caracteristica principal de los SRR utilizados para sintetizar un
material de permeabilidad magnética negativo efectivo es que sea de un tamafio pequefio,
el cual puede ser mas pequefio que la longitud de onda de la sefial de resonancia. Por lo
tanto, los SRR pueden ser considerados como los elementos fundamentales para la
miniaturizacion de los dispositivos de microonda, tales como filtros y antenas [40] [14].

Recientemente, SRR han sido utilizados para la fabricacion de sensores y dispositivos. Por
ejemplo, se ha logrado construir un biosensor basado en SRR que detecta la ocurrencia de
uniones biomoleculares. La estructura de este biosensor consiste en dos pares de SRR y
una linea de transmision plana para microondas. Tal y como se muestra en la Figura 3



12

Figura 3: Estructura de un biosensor basado en SRR.

La microcinta planar genera un componente de campo magnético que varia con el tiempo
en una direccion perpendicular a la superficie de los SRR. Por otro lado, existe un
componente pequefio de campo eléctrico a lo largo del eje de la linea. Por lo tanto, los
modos de propagacion de las microondas a través de la linea no es un modo
electromagnético transversal puro (TEM). De acuerdo con la ley de Faraday, cuando un
componente de campo magnético variante en el tiempo es perpendicularmente incidente
sobre la superficie de SRR, esta superficie generara resonancia. Esto es la razén por lo cual
un RSS puede ser considerado como un circuito resonante LC. Por lo que los cambios en
la frecuencia de resonancia dependen de los cambios de los valores de inductancia y/o
capacitancia. Recientemente, se propuso un dispositivo de terahertz basado en
metamaterial, el cual puede ser utilizado para el analisis cuantitativo en aplicaciones de
deteccion bioquimica [11] [40] [14].

Los metamateriales también actian como un compensador de fase, cuando la onda pasa a
través de una capa de material DPS, el cual tiene fase positiva mientas que un material
DNG tiene fase negativa, de este modo cuando la onda sale del material DNG la diferencia
total de fase es igual a cero.

Los metamateriales estan evolucionando de forma rapida debido al interés de diversas
empresas y cientificos de todo el mundo. Es dificil hacer un recuento de todas las
aplicaciones y experimentos llevados a cabo en los laboratorios. Las caracteristicas
electromagnéticas de los metamateriales han sido comprobadas teérica, numérica y
experimentalmente. Sin embargo, el tamafio de las inclusiones para la fabricacion de
determinados metamateriales sigue siendo grande, esto ocasiona un punto focal difuso de
difraccion incrementando de este modo pérdidas en la trasmision. Para obtener un
fendmeno cercano a la pureza refractiva, es necesario que el metamaterial sea 1o mas
homogéneo posible, es decir reducir el tamafio de las inclusiones. Esto se lograria con
nuevas arquitecturas y nuevas tecnologias de fabricacion [53].

Actualmente no se ha desarrollado algin metamaterial en el rango de frecuencias oOpticas.
Esto debido a que el componente metalico de los metamateriales actia como plasmas,
representando de este modo una gran complejidad en la fabricacion de algiin metamaterial
para alcanzar la invisibilidad. Se puede afirmar que la combinacion de la nanotecnologia
con materiales DNG daran inicio a nuevas estructuras de metamateriales innovadoras e
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inteligentes que puedan ser reconfigurables automéaticamente de acuerdo a la aplicacion.
Podemos esperar conceptos y aplicaciones potenciales de los metamateriales los cuales
solo estan limitadas por la imaginacion humana.
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CAPITULO 2: MODELOS MATEMATICOS DE LOS MATERIALES

Los modelos de material son utilizados para conocer los detalles espectrales del medio. Es
decir, a partir de estos modelos es posible obtener tanto la permitividad eléctrica como la
permeabilidad magnética del medio.

2.1 Modelo de Lorentz.

Uno de los modelos usados en la respuesta dieléctrica de materiales mas conocido es el
modelo de Lorentz [26] [55]. Se deriva a partir de una descripcion del movimiento de los
electrones en términos del oscilador arménico amortiguado. Se asumira que los portadores
eléctricos se mueven en la misma direccion a la que se establece el campo eléctrico. El
modelo de Lorentz describe la respuesta temporal de una componente del vector de
polarizacién del medio con respecto a la misma componente del campo eléctrico este
modelo se expresa por la ecuacién diferencial [26] [34]

d? d
WP] +TI; apj + wOZPj = X, Ej 1)

Donde el primer término del lado izquierdo de la ecuacién (1) describe los mecanismos de
aceleracion de las cargas; el segundo término describe los mecanismos de amortiguamiento
del sistema con un coeficiente de amortiguamiento T';; el tercer término representa las
fuerzas de restitucion con frecuencia caracteristica f, = wy/2m. El término del lado
derecho incluye un coeficiente de acoplamiento X;. La respuesta en el domino de la
frecuencia, asumiendo la dependencia en el tiempo de e/®t donde w es la frecuencia
angular, estd dada por la siguiente expresion

X
—w? + il w + wy?

Pi(w) = gEj(w),

donde ¢, es la permitividad del vacio.

~ . . r . .
Para pequefios amortiguamientos w—L « 1 la respuesta es resonante a la frecuencia propia
0

de la fuente f,. La polarizacion P; y el campo eléctrico E; estan relacionados con la
susceptibilidad eléctrica X, de acuerdo con la expresion
P](a)) _ X

X = = '
e.Lorentz(®) goEj(w) —w?+iw+ wy? (2)

Por lo tanto es posible expresar la permitividad eléctrica € del medio con la férmula
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ELorentz (w) = &[1+ Xe,Lorentz(w)]

2.2 Modelo de Debye.

Existen algunos casos particulares que pueden derivarse del modelo de Lorentz. Cuando el
término de aceleracion de la ecuacion (1) tiende a cero, se obtiene el modelo de Debye:

d
Fd EP] + O)OZP]' = gonEj

Xa
Xe,Debye(w) = i, + (‘)0_2’
Donde X es el correspondiente acoplamiento de Debye.
2.3 Modelo de Drude.

Cuando el término de la fuerza de restitucion de la ecuacion (1) tiende a cero, se obtiene el
modelo de Drude [26]

d2

WP]"FFDEPJ':EOXDE} (3)
X -

eprude(®) = T W @

donde el coeficiente de acoplamiento X, es generalmente representado por la frecuencia
de plasma X, = wj.

Asumiendo que el coeficiente de acoplamiento X es positivo, se puede concluir que sélo
los modelos de Lorentz y Drude pueden dar lugar a permitividades negativas. Debido a que
el modelo de Lorentz es un modelo de resonancia, la parte real de la susceptibilidad, y por
lo tanto, de la permitividad se vuelven negativas para una pequefia banda de frecuencias
inmediatamente por arriba de la frecuencia de resonancia. Por otra parte, en el Modelo de
Drude la parte real de la permitividad puede tomar valores negativos en una banda de

frecuencia mas amplia para w < /wg —Tp

La respuesta magnética se puede modelar de forma similar a la respuesta dieléctrica. Las
ecuaciones de magnetizacion del medio M; y la susceptibilidad magnética X, son
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obtenidas de las ecuaciones de polarizacion y susceptibilidad eléctrica haciendo los
reemplazos E; = H;, N M;. En este sentido la permeabilidad esta dada por

£
u(w) = poll + X (w)],
donde y, es la permeabilidad magnética del vacio.

Generalmente la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética de un material son
dependientes de la frecuencia. Hay muchos modelos matematicos para los materiales para
describir la respuesta dieléctrica y magnética en frecuencia de un material.

El modelo de Drude es utilizado para simular un medio LHM. En este modelo la
permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética se describen en funcion de la
frecuencia ya que el medio es dispersivo [66] [59] [65] [55]. En este trabajo se decidio
trabajar con el modelo de Drude debido a que los metamateriales tienen un ingrediente
metalico y ademads tiene una banda de frecuencias mas amplia respecto al modelo de
Lorentz, en que la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética toman valores
negativos. Esta eleccidn es por conveniencia numeérica, y por lo tanto no afecta a ninguna
conclusion derivada de estas simulaciones.

En el modelo de Drude, la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética se escriben
como

e(w) =g 1-—2 ),
w(w —ily) ®)

(1 @m
H(w) = o (1 w(w — iFm)>' (6)

donde wpe, wpm Y T, I'y, denotan la frecuencia de plasma y la frecuencia de absorcion,
tanto magnética como magnética, respectivamente, los valores de &, y 1, son

g = ~ 8.854x1012F /m

c2uo
Uo = 4mx10~"H/m

Si se considera al medio como un medio sin absorcion (T',, I, = 0) las ecuaciones (5) y
(6) se reducen a
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_ Wpe
e(w) = g (1 — w2> )

_ (g @om
n(w) = o (1 w2 > (8)

Para modelar un material doblemente negativo, se debe cumplir que

W < Wpe
w < Wpm

Con esto se asegura que tanto la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética seran
negativas. Si e(w) < 0y u(w) < 0, el indice de refraccion n debe calcularse tomando en
cuenta la raiz negativa. De este modo se afirma que el indice de refraccion en un
metamaterial DNG es negativo.

2.4 Indice de refraccion negativo.

El nimero de onda k y el indice de refraccion n estan dados por las siguientes expresiones

= ofue ©

n = ke, (10)

respectivamente, donde w = 2mfes la frecuencia angular del campo electromagnético.

Los radicales que aparecen en las férmulas (9) y (10) dara lugar a dificultades
especialmente cuando se considera un material DNG. Como ambos pardmetros son
cantidades complejas donde su parte real es negativa, el nimero de onda y el indice de
refraccion del medio dependen de qué rama de las raices complejas sea seleccionada. Esta
controversia aparecio en la comunidad cientifica justo después de la idea del lente perfecto.
La discusion se enfoca en la validez del indice de refraccion negativo y la velocidad de
fase negativa [47] [65].
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La permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética de un medio metamaterial pueden
ser expresadas como
€ = |elet®,

io,
)

n=lule

donde @, y @, son argumentos de los nimeros complejos &, u respectivamente.
De forma similar, el nimero de onda puede ser escrito como

k = wyfue = [k|e'®x (11)
donde
1
D) = Z((Dﬂ + o)

La eleccién de una rama de la raiz cuadrada esta basada en la causalidad fisica que debe
existir en un medio lineal dispersivo, las direcciones de las ondas asociadas con la reflexion
y la transmision de la onda electromagnética. Esta eleccidn es examinada a detalle en [76]
para un material DNG, primero introduciendo pérdidas eléctricas y magnéticas pequefias
(en el caso de metamateriales aproximados por el modelo de Drude y Lorentz [47] [65]) y
después decidiendo qué rama de la raiz cuadrada da una solucion fisicamente correcta. Un
andlisis similar para materiales DPS, MNG y ENG muestra que, la eleccion de la rama de
la raiz cuadrada dada por la ecuacion (11) sigue siendo valida para estos medios. Los
argumentos de u, € y k para diferentes tipos de materiales se muestran en la Tabla 2.

Tabla 2: Argumentos de ¢ y k para diferentes tipos de material.

DPS (=30 (=30 (=30

N R S R
we Lh o (n) (e
ST RS R

En un medio dispersivo, el indice de refraccion y el nimero de onda quedan expresados de
la siguiente forma, respectivamente [65]
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i[¢g(w)+cb (w)] (12)

n(@) = Jle@pn@le 2, k() = kon(w)
respectivamente, donde k, es el nimero de onda en el vacio.
Para metamateriales sin perdidas (12) implica que
k(w) = wn(w) < 0. (13)
2.5 Velocidad de fase.

En la teoria de la relatividad especial de Einstein surgen las siguientes relaciones [52] [24]

— 2
E =mc*. (14)
p =Ml (15)
Mo
m = >
-2 (16)

Donde

E: es la energia total relativista de una particula

m: es la masa relativista de una particula

my: es la masa en reposo de una particula

P: Momento de una particula relativista

v, Velocidad de una particula, que para una particula cuantica equivale a la velocidad de
grupo del paguete de ondas asociado con ésta.

Si dividimos las férmulas (14) y (15) obtenemos
mv, v, v, (17)

E . . . . .
Seas = > que tiene unidades de velocidad. Como la velocidad de grupo siempre es menor

que la velocidad de la luz, entonces la velocidad S es mayor que la velocidad de la luz, c,
denotemos por v, la velocidad de fase que definimos como
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_ E
Uf = ; (18)

consideremos la relacion de De Broglie [21]

h
A=-—
p
del momentum p de una particula cuantica con la longitud de onda A de De Broglie
asociada a ésta, donde h es la constante de Planck [2] [28].

Se sabe que el momentum de Compton para una particula con masa en reposo my, se define
como

Pc = MoC
entonces la longitud de onda de Compton asociada con la particula es

L_h_n
©pe moc (19)

La longitud de onda de Compton fue formulada por el fisico estadounidense Arthur
Compton para explicar la dispersion de los fotones debido a los electrones [2].
Podemos reescribir la formula (14) , como sigue

E? = p%c? + p2c?

Que en términos de 1y A, toma la forma
h? h? h?c? A2
2 2 )= -
B </12+/1%> 7 <1+az> (20)

Aplicando raiz cuadrada en ambos lados de la ecuacion (20) obtenemos

hc e
=— |1

E=7 "z (21)

Sustituyendo la férmula (21) en (18), obtenemos
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_ (e |, 2\
AW 22 | h

Simplificando, obtenemos una formula de la velocidad de fase en términos de la longitud
de onda de De Broglie A y la longitud de onda de Compton, A..

vep=c |1+ (/1_c>2 (22)

De acuerdo a la teoria cuéntica, se sabe que los fotones carecen de masa [28] [2]. Por lo
gue matematicamente

my = O,
esto implica que, de acuerdo con (19)

h
,1C=——>oo
mgyC

De acuerdo con la formula de velocidad de fase (22), el cociente entre las longitudes de
onda de De Broglie y de Compton se anula

/12

_Zz
Ag

0

Por lo que se concluye que la velocidad de fase para los fotones es igual a la velocidad de
la luz.

Uf:C.

Consideremos la constante de Planck reducida.

. h
o2
Entonces (18) puede expresarse como
hE
vf = —-—

hp
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Sabemos que la energia de un foton es proporcional a su frecuencia [2]

E = how, 23)
y que el momentum de un foton es proporcional a su nimero de onda k
p = hk, (24)
Por lo que la velocidad de fase puede escribirse como
_ w
Tk (25)

Tomando en cuenta que un metamaterial es un medio dispersivo, se debe considerar a la
velocidad de fase en funcion de la frecuencia por lo que la ecuacién (25) queda expresada
como

w

(@) = 1) (26)

Para metamateriales sin perdidas, formula (12), implica que la velocidad de fase v, (w) es
negativa.

En términos generales, la velocidad de fase se define como la tasa a la cual la fase de la
onda se propaga en el espacio; es decir, la velocidad a la cual la fase de cualquier
componente de frecuencia de la onda se propaga.

2.6 Velocidad de grupo

Consideremos la formula de la energia total relativista de Einstein [52] [28]

2 _ 02,2 2.2
E® =p“c® +mge 27)
Al derivar esta expresion con respecto a p, resulta
d d
ap (E?) = ap (p*c? + mgc?)

Observando que tanto ¢c como m, son independientes de p, obtenemos que % (m3c?) =0,
por lo tanto
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dE _dE _ pc?
ZE% = 2c*, es decir % =% (28)

Sustituyendo el denominador de la expresion (28) con (14), se obtiene

dE _pc* p

dp mc2 m (29)

Ahora, si sustituimos en expresion (29) el valor dado por (15) se obtiene

dE  my,
—_—=—=7
dp m g
De este modo se obtiene una férmula para la velocidad de grupo
_dE
AT (30)
que establece que la velocidad de grupo de cualquier particula es igual a la derivada de su

energia total relativista con respecto a su momentum [28] [2].

Si consideramos las formulas (17) y (18) podemos observar que

(31)

Sustituyendo la formula (22) en (31), obtenemos la velocidad de grupo en términos de las
longitudes de onda de de Broglie, y de Compton

2
1+24 (32)
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Ahora la expresion (30) puede escribirse como

_hdE _ d(E/h)
% =Ny = do/hy

pero al usar las férmulas (23) y (24), obtenemos
_dw
T (33)
En general, la velocidad de grupo se define como la tasa a la cual la envolvente de un

paquete de ondas se propaga.

Al sustituir la definicion (11) de k(w) en la formula de (26), resulta

1

vp(@) = +/ e(a))/,t(cu)' (34)

Y para metamateriales sin perdidas, formula (12), implica que v, < 0.

Por otro lado, por principio de causalidad con el objetivo de que los resultados numéricos
tengan sentido fisico, se considera una velocidad de grupo positiva, v, (w) > 0.
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CAPITULO 3: PROPAGACION DE ONDAS ELECTROMAGNETICAS
PRODUCIDAS POR UNA FUENTE EN MOVIMIENTO EN UN MEDIO

DISPERSIVO

En esta seccion consideraremos la propagacion de ondas electromagnéticas en medios
dispersivos, centrandonos en metamateriales, siguiendo los trabajos [9] y [10].

Para obtener las ecuaciones de Maxwell para medios dispersivos es necesario el remplazo
de £ y u por operadores diferenciales (D;) y u(D;) que actan conforme a

oo

p(w)ti(w)e*tdw,

1 r® ) 1
e =5 [ e@a@etdn, udyu®) =5 [

donde la transformada de Fourier con respecto a tiempo se define por
i(w) = j u(t)e tde
—00
El sistema de las ecuaciones de Maxwell para medios dispersivos homogéneos es

VxH= (D)6E+'
—ERUGe T
VXE= (D)aH
BT
e(D)V-E =p,
V-H=0,

Con la ecuacion de continuidad

., 0p
\Y) ] + E = 0.
donde
e p:Esladensidad de carga eléctrica (C/m?3)
j:Es la densidad de corriente (A/m?)
E:Es el campo eléctrico (V/m)
H:Es el campo magnético (A/m)
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Al aplicar la transformada de Fourier con respecto al tiempo a las cinco ecuaciones
anteriores se obtiene

V x H(w) = ie(w)wE(w) + j(w), (35)
Vx E(w) = —ip(w)wH(w), (36)
e(w)V -F(w) = p(w),
V-H(w) =0,
V- j - iwp(w) = 0.

En la forma estandar, se pueden desacoplar las ecuaciones (35) y (36) en un par de
ecuaciones diferenciales desacopladas

VX VXE(w)—k?(wE(w) = —iop(w)f(w), 37)

VXV xHw)—k*(w)H(w) =V x jw). (38)

Si aplicamos la siguiente identidad vectorial sera posible simplificar ésta expresion
VxVxE)=-V2E(w) +V (v : E(w)),
donde
V- -E(w) = e (w)p(w).

Se obtiene de este modo, la ecuacion no homogénea

- - 1
VZE(w) + k?*(0)E(w) = —iwu(w) (j(a)) + Z—V(V -j(w)))
k() (39)
=:F,,
De forma similar a la ecuacion (39), es posible reducir la ecuacion (38)
V2H(w) + k*(w)H(w) = -V X j(w) =: ®,,. (40)

Consideremos la solucion fundamental de la ecuacion de Helmholtz

Ag,(x) + k(@) g, (%) = —8(x),
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. e k()]
En R como g, (x) =

pr la cual fisicamente representa a una onda esférica arménica

radiada por un impulso unitario §(x).

Las soluciones en el tiempo de las ecuaciones (39) y (40) estan dado por:

1 r® .

E(t, x) — E.f ela)t(gw * Fw) (x)dw, (41)
1 (* .

H(t, x) = Ef e (gy * P,) (X)dw. (42)

Sin embargo, es necesario especificar la fuente que genera el campo electromagnético. En
el caso electromagnético, las densidades de corriente y de carga eléctrica son las fuentes
de campo. Consideremos una fuente en movimiento expresada por la densidad de corriente

Jj(t,x) = A)v()8(x — x4 (D)),

donde § es la distribucion de dirac, v(t) = x,(t) es la velocidad de la fuente, A(t) es la
amplitud de la fuente, x es el punto de observacion del campo y x,(t) es la trayectoria de
la fuente.

Usando la definicion de convolucion

elk(@)lx-yl

(g*P)(x) = f »()dy
R

3 4m|x — y|
Por una funcion ¥ de prueba adecuada, se tiene que

ei(k(w)lx—xo(r)|+w‘r)

o @) =5 [ AT, x v, @)

|x — x(7)]

9, F)0 =222 [* 40

ei(k(w)lx—xo (D) |+wT) 44
v(t)dT. (44)

-2
+ k ((U)vax) |x — x(7)]

donde | es el operador identidad.
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Al sustituir las ecuaciones (43) en (41) y (44) en (42), obtenemos las ecuaciones que
describen la intensidad de campo eléctrico y la intensidad de campo magnético para un
medio dispersivo.

1 [t r°
H(t,X)=@f f Vx

ei(k(a))lx—xo(r)l—w(t—r)) (45)
X X xa (0] v(1) |A(1)dwdr,
E(t,x) =
1 t o wp(w)(I + k—z(w)vax)ei(k(w)|x—x0(r)|—w(t—r)) (46)
anif_oo ]_OOA(T) X — o (0] v(t)dwdr.

La integracion con respecto a t cubre el intervalo (—oo,t) debido a la analiticidad de los
integrandos para w en C,. Esto es, T no puede exceder a t, de acuerdo con el principio de
causalidad.

La fase de las integrales (45) y (46)
S(w,7) = k(w)x — 20 (D) — w(t — 1) (47)

Buscamos obtener una representacion asintética de los campos generados por la fuente en
movimiento. Consideremos a la amplitud de la fuente como A(t) = a(t)e~*“ot, donde w,
es una frecuencia propia de la fuente. Introducimos un pardmetro adimensional A > 0, el
cual caracterizara la lentitud de las variaciones de amplitud de la fuente y simultdneamente
la lentitud de su aceleracion. Introduzcamos el cambio de variable

t
£) = AX (—)
xo(t) o\3
Ademas usaremos los siguientes cambios de variable
x =X, t = AT, T=A.

Obtenemos:

ITIA(T, X) =

eilf(T,X,w,L)
a()Vy X (— V(l)> dwdl,
JpxR 8 (48)

8m2A X — X, ()]
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a(wu(w) (1

e AS(T X,0,1) (49)
V()dwd..

_ 1
B0 =5
+ - VyV )
2k2(w) X = X,

donde
a() = A, V() = v, E,(T,X) =E(3,3), BT, X) =H(;,%)

La fase S de las dos integrales se define como

S(T, X, w,1) = k(w)|X — Xo()] — o(T — 1) — wy.

Un problema interesante a estudiar es conocer cual es el comportamiento asintético de las
integrales (48) y (49) cuando el parametro A tiende a infinito. En este caso, se analiza su
comportamiento asintotico mediante el método de fase estacionaria. De acuerdo con la idea
principal del método de fase estacionaria, hay una cancelacion de las componentes
armonicas en el termino principal de las integrales, para variaciones muy rapidas de la fase.

. : - - as as . :
Sin embargo, en la vecindad de la region definida por o= 0 yo- = 0 (punto estacionario)
el integrando contribuye con el campo electromagnético asintéticamente. Las
contribuciones del punto estacionario (wg,ts) en las asintdticas de H y E se calculan a

continuacion. Los puntos estacionarios de S(T, X, w,t) con respecto a (w,t) para (T, X)
fijo son soluciones del sistema de ecuaciones

0S(T, X, w,1) X=X,
dw  yy(w)

—(t—-0=0,
(50)
S(T, X, w,1)

3 = —k(w)V(X,7) + (0w —wy) =0,

donde
X—-X,()

D T R=X,0]
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y

Xo(0) X

Figura 4: Proyeccion del vector V(¢) sobre el vector X — X (1).

Sea wg = ws(T,X), s = 15(T,X) un punto estacionario no degenerado de la fase S.
Significa que (w;s, t5) s una solucion del sistema (50) y, ademas

detS" (T, X, wg, 15) # 0,

donde
VX,
(e@ix-xo  1-2%D
QU _ g
S"(T. X, ws t5) = VXD . VXD |
B vy (w) ~h(w) ai /

es la matriz Hessiana de la fase S. La diferencia entre el nimero de eigenvalores positivos
y negativos de la matriz S" (T, X, ws, t;) se denota como sgn S" (T, X, ws, t).

La contribucion del punto estacionario (w, ts) en las asintéticas de H,(T, X), E;(T,X)
esta dada por las formulas

020 = e Ve .
e iAS(T X, wg,Ls) e%sgn S"(T X, wsts)
X|—=——7—=V({ = a(
<|X - Xo(l5)| (S)> |det S"'(T, X, W, LS)|1/2 () (51)
1
X{1+0 (—)
(1+06)
y
_ 5(15) 1 eiAS(T,X,wS,LS)
E, (T,X) = . l+———VV, - ————V
A,S( ) 4‘7'[Al (I)S‘Ll((,l)s) Azkz(ws) x'x |X _ Xo(ls)l (LS)I

i =
o759 S"(T.X,wg,ts)

1 (52)
— 14+0 (—) .
X |detS”(T;X; ws;’-s)ll/2< A >




31

Si la fase S tiene un niimero finito de puntos estacionarios el término asintético principal
del campo electromagnético es la suma de las contribuciones de cada punto estacionario.

Las expresiones (51) y (52) pueden ser simplificadas si se consideran unicamente los
términos de orden O G)

iq = i =17
ik(w)a(t) e 5T X@st)TgsgnSTTXwsts) (g 5 Y (1)) X — Xo (i)

H, (T,X)~ =
As(TX)~—7 (et S (T, X, wyy )2 1X — Xo(0,)] 3)

[wsu(w)V () = (Vi Vi - V() IX — X ()]

P i I
ellS(T,X,wS,LS)+ngnS (T.X,ws,ts) (54)

X —
|X — XO(LS)I |detS”' (T, X, Wg, ls)ll/z

Regresando a las variables (t, x) obtenemos las formulas asintéticas

1 iS(t,x,ws,Ts) (7s) G sgn " (tx,wsTs)
H.(t,x)~—V, X ° (75) —=
(t ; — (1, 17 (55
41 |x — x0(7s)| |det S (¢, x, ws, T5)|2 %)

1 1 e iS(t,x,wg,Ts)
E (t,x)~ P a(ts) wsp(ws) (1 + @) vax> mv(fs)
S o\ts

in
o & S9N s (tx,wsTs) (56)

X .
|det S"'(t, x, ws, Ts) |12

donde los puntos estacionarios (ws = ws(t, x), T3 = T4(t, x)) son soluciones del sistema

9S(t,x,w,7) _ |x—x0(7)|

ow vy (w) -(t-0=0

(57)
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ar
donde
_x—xo(7)
v(x,r) = mv(’[).

Notese que bajo las condiciones

wp (@l 2,
(w,7) € R? <|17g( )l T, |k (w)lx — xo(T)|>
sup ov(x,1) lv(7)]
(w,7) € ]R2< k(w) P + |vg(a))|> <1,

donde (T,, Q) son la escala tiempo y frecuencia, el sistema (57) tienen una Unica solucién
que puede ser obtenida mediante el método de aproximaciones sucesivas.

Regresando a las variables (¢, x) a las formulas (53) y (54) simplificamos las formulas (55)
y (56)

Hs (t; x)~
, i I
ik(ws)a(Ts) elAS(t.x,ws.Ts)+ngnS (tx,wsTs) (Vx X v(,l.s))(lx — X, (Ts)l) (58)
4” |det S”(tl x; ws: Ts)ll/zlx - xO(TS)l

Eo6 0~ 5 [ (o) — (W, ) — o)D)

e ilS(t,x,ws,Ts)+%sgn S" (t,x,ws,Ts)

(59)

X
|x — xo(zs)1Idet S (¢, x, ws, ) |12
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3.1 Efecto Doppler en metamateriales

Para un punto fijo x, las formulas del campo eléctrico y el campo magnético (55) y (56)
pueden escribirse como
W(t) = A(t)eF®,

donde A(t) es una funcion vectorial acotada, F es una funcion real tal que tlim F(t) = oo.

De acuerdo con la teoria del procesamiento de sefales, si F(t) es la fase del proceso
ondulatorio de W (t), la frecuencia instantanea w;, (t) del proceso ondulatorio de W (t)
esta definida como w;, (t) = —F'(t). En nuestro caso

F(t) = S(t, x, wg(t, x), 75(t, %))
= k(ws(t,2))|x — x0(zs(t, %)) | — ws (£, ) (t — 75(t, X)) — woTs(t, %)

donde (w,(t, x), T4(t, x)) €s un punto estacionario de la fase S. Aplicando derivada a F
como funcion compuesta se obtiene lo siguiente

_ aS(t, x, ws(t, x), 75(t, x)) B aS(t, x, ws(t, x), 75(t, x)) s (¢, x)

ot dw ot
aS(t, x, ws(t, x), 75(t, x) ) dT4(t, x)

ot ot

—F'(t) =

Es facil ver que

win(t) = ws(t' X),
esto es, que la frecuencia instantanea w;,(t) para un punto fijo x de los procesos
ondulatorios de H(t,x), E(t,x) coincide con la componente ws(t,x) del punto
estacionario.

De acuerdo con (57) la expresion para w, €s:
ws(t, %) = wo = k(ws(t, 1)) v (x,7,(, X)),

Que representa el desplazamiento de frecuencia Doppler.

Considerando el caso de un material DPS

k(ws(t,x)) >0,
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se obtiene el efecto Doppler que cominmente conocemos
v(x,7) > 0 = w(t,x) > w,,
v(x,7) < 0= w(t,x) < w,

En el caso de los metamateriales
k(ws(t,x)) <0,

se produce el efecto inverso de Doppler, es decir, la frecuencia captada por un
receptor/observador es menor que la emitida por la fuente cuando ésta se mueve hacia el
observador.

v(x,7) > 0= ws(t,x) < wgy

En el otro caso, cuando la fuente se aleja del observador la frecuencia observada es mayor
que la frecuencia de la fuente.

v(x,7) < 0= w(t,x) > w,

Se tiene que 74(t, x), es el tiempo de excitacion de la sefial que llega al receptor situado en
el punto x en el instante t. Por lo tanto, el tiempo de retardo para el efecto Doppler es

_ EEEN(AGE))] -0
v, (ws(t, x))

t —1s(x,t)

)

de modo que la velocidad de grupo v, (w) > 0, por principio de causalidad.

3.2 Efecto de Cherenkov en metamateriales

Las particulas cargadas que se mueven mas rapido que la velocidad de fase en un medio
con velocidad uniforme producen radiacion denominada radiacion de Cherenkov. De modo
convencional, en los materiales con indice de refraccion positivo, la radiacion viaja hacia
adelante. Los metamateriales, con indice de refraccidn negativa, invierten el sentido de la
radiacion [17] [68] [69].

La velocidad de fase en un medio material puede ser excedida por la velocidad de las
particulas en el material. Cuando una particula cargada viaja a través de un medio
dieléctrico con una velocidad uniforme mayor que la velocidad de fase en ese medio,
radiacion electromagnética se emite como radiacién de Cherenkov. El resplandor azul visto
en el agua de los reactores nucleares es un ejemplo de este tipo de radiacion. Este fenOmeno
fue observado por primera vez por el fisico ruso Pavel Cherenkov y teéricamente
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interpretado por Tamm y Frank. Ya que la energia y el angulo de emision depende de la
velocidad de las particulas cargadas, la radiacion puede ser usada para la deteccion y conteo
de particulas. Tales dispositivos, llamados contadores Cherenkov, han hecho posibles
descubrimientos prominentes en fisica nuclear y de particulas, incluyendo el
descubrimiento del antiprotén y de la particula j. Hoy en dia la radiacion de Cherenkov es
ampliamente usada en experimentos para la identificacion de particulas rapidas, medicién
de intensidad de reacciones, deteccion de biomoléculas marcadas y la determinacion de la
fuente e intensidad de los rayos cosmicos [17].

Debido a que las ondas Cherenkov sélo son emitidas si una particula esta viajando mas
rapido que la velocidad de fase en un medio, la radiacion de Cherenkov sélo se observa en
particulas de alta energia. También, en un medio dieléctrico convencional, la radiacion
emitida viaja en la misma direccién que las particulas y forman un cono. Por consiguiente,
las particulas cargadas interferiran con la deteccion de esa radiacién. Todos estos
problemas pueden ser resueltos si la radiacion y las particulas se mueven en direcciones
opuestas. Esto es ahora posible, gracias a los desarrollos recientes en metamateriales que
ofrecen propiedades electromagnéticas novedosas no encontradas en la naturaleza. En
particular, los metamateriales ofrecen radiacion de Cherenkov invertida, un fendmeno en
el cual la radiacion y la particula cargada se separan de forma natural en direcciones
opuestas por lo que su interferencia fisica es minimizada. Por lo tanto, la influencia del
ruido de las particulas de alta energia sobre la informacién Gtil que se desea detectar puede
ser suprimida y el detector Cherenkov queda protegido de dafios por radiacion. En cuanto
a la radiacion de Cherenkov invertida, es de particular interés que un metamaterial
correctamente disefiado sea un medio con indice de refraccion negativo (NIM). Es decir, a
diferencia de todos los medios naturales conocidos, un metamaterial adecuadamente
disefiado puede tener simultdneamente partes reales negativas tanto de la permitividad ¢
como de la permeabilidad p. Estos parametros, como el indice de refraccion asociado, son
cantidades complejas. En un medio LHM, el vector del campo eléctrico E, el vector del
campo magnético H y el vector de onda K forman la triada de la mano izquierda, de ahi
que se les denomine LHM (Left Handed Medium).

A diferencia de un medio convencional, la direccidn de propagacion de la fase que coincide
con la direccién del vector de onda es opuesto al flujo de energia en un LHM, debido a la
parte real negativa de su indice de refraccion. En otras palabras, la onda sufre un cambio
de fase negativo mientras se propaga hacia delante en un LHM. Esta caracteristica conduce
a una onda de Cherenkov emitida hacia atras, que puede ser facilmente separada a partir
de las particulas de alta energia que lo producen. Tal medio puede ser construido a partir
de elementos resonantes artificiales cuyos tamafios y espaciamientos son mucho mas
pequefios que la longitud de onda de interés. Los metamateriales permitiran explotar
algunos fendmenos exéticos asociados con la radiacién Cherenkov y asi abrir una nueva
ventana de aplicaciones novedosas en fisica de alta energia, astrofisica, biologia y otros
ambitos de la ciencia.
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Comprender por qué un (LHM) revierte la direccion de la radiacién de Cherenkov requiere
comprender el origen de dicha radiacion [68] [69]. Fundamentalmente, es una onda de
choque, el equivalente fotdnico al auge supersénico de un jet. Esta onda de choque
fotonica, o radiacion de Cherenkov, es generada por una carga rapida a través de un medio.
Sabiendo esto y la naturaleza de los metamateriales ayuda a explicar por qué no hay ni una
causalidad ni una paradoja de conservacion de energia-momento con la radiacion de
Cherenkov invertida.

En un material convencional, RHM, la radiacién Cherenkov posee tres principales
caracteristicas:

1) Aparece sdlo si la velocidad de la particula cargada es mayor que la velocidad de fase
en el medio.

2) El frente de fase constante de la onda radiada forma un cono y se propaga hacia adelante.

3) La polarizacién del vector de campo eléctrico se encuentra en el plano determinado por
la velocidad la particula y el vector de direccidn de la potencia de radiacion. Esta ultima
caracteristica significa que la radiacion presenta un campo magnético transversal (TM),
que tiene implicaciones para los atributos del metamaterial requeridos para radiacién
inversa.

La Figura 5 ilustra las tres caracteristicas mencionadas de la radiacion Cherenkov. La
figura muestra el campo E, de la onda radiada por una particula cargada moviéndose a una
velocidad v > ¢/n alo largo del eje z, donde c es la velocidad de fase en el medio y n es
la parte real del indice de refraccion del medio. EI movimiento de la particula genera un
cono de radiacién de Cherenkov en un material convencional con un indice de refraccion
positivo. En el momento t,, la particula llega a la posicion 0 e impulsa al medio a irradiar
una onda esférica hacia afuera. Poco tiempo después (At), la particula se ha movido una
distancia de v4¢. Durante ese tiempo, el frente de fase de la onda radiada representado por
las lineas discontinuas en la figura ha recorrido una distancia de CA#/». Una onda de choque
se forma junto a la particula con el frente de onda de grupo coincidente con el frente de
onda de fase. Ambos son perpendiculares a el flujo de energia, representado por el vector
de Poynting. El angulo entre la direccién del flujo de energia y la velocidad de la particula
es 6, el cual es determinado por la velocidad de la particula y el indice de refraccion del

medio por cos™! [n—cv]. La direccion de la onda de choque forma un cono de radiacion
Cherenkov con un angulo de 26.
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-0.2 -0.1 0 0.1

Figura 5: Radiacion de Cherenkov en un RHM.

La Figura 6 muestra la radiacion de Cherenkov correspondiente a un LHM, donde la parte
real del indice de refraccidn es negativa. Como la particula viaja a lo largo de la direccion
z, la onda emitida tiene la energia fluyendo hacia afuera (flechas azules) en un cono con
angulo, 0 = cos™[c / (nv) ]. Paran < —1, el 4ngulo es obtuso. La propagacion de la fase
representada por el vector de onda (flechas rojas) es opuesta a la direccién del flujo de
energia. Como puede verse por las lineas punteadas en la figura, los frentes de fase
convergen hacia la trayectoria de la particula conforme el tiempo pasa en lo que parece ser
una violacion de la causalidad. Esta aparente paradoja en la relacion entre causa y efecto
se resuelve porque la energia es llevada por la velocidad de grupo y no por la velocidad de
fase. Un metamaterial es dispersivo por lo que depende de la frecuencia de radiacion. En
otras palabras, la velocidad de grupo y la velocidad de fase son diferentes. Asi, mientras
que la particula de la figura 19 se mueve una distancia de vt el frente de fase viaja a una
distancia de C4¢/n y la energia viaja una distancia de c4¢ / ng, donde ¢/ ny C/ ng son las
velocidades de fase y de grupo respectivamente. En este caso, El frente de onda del grupo
no es perpendicular a la velocidad de grupo (direccion de la energia). EI grupo de onda que
surge de la propagacion del grupo ya no es perpendicular al vector Poynting. La onda de
choque esta siempre detrés de la particula en movimiento. Asi, el cono hacia atras formado
por el grupo de frente de onda obedece el principio de causalidad.
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(b)

0.1

x(m)

-0.1

05 -04 -03 -02 -01 0 0.1

Figura 6: Radiacion de Cherenkov en un metamaterial.

La teoria previamente desarrollada se puede aplicar formalmente para analizar el fendmeno
de Cherenkov en metamateriales. En este apartado e es la carga de una particula, mientras
que c(w) > 0 es la velocidad de fase de un campo en el medio dispersivo isotrépico.
Usamos de acuerdo con [3] [4] [9] [36]

p(t,x) = ed(x — vt), j(t, x) = veS(x — vt)

Suponemos que v = (0,0,v) y x = (x4, x5, x3). En este caso la eigenfrecuencia de la
particula es wy, = 0, y la fase S toma la forma

Sitx,w1) =k(w)|x—vt| —w(t—1)
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Por lo tanto, el sistema (57) acepta la forma

5(t,x,w,7)  |x—v1|

0w B vy (w) -t-0=0 (60)
aS(t,x,w, 1) D)
Em =— () v(x,7) + w = 0. (61)

Suponemos que el sistema (60), (61) tiene una solucion (ws, Tg) no trivial ws > 0 tal que
v(x,15) = |v| cos(8(x,1,)) = c(ws) <0 (62)

siendo 6 (x, T) el angulo entre los vectores vy x — vt. Larelacion (62) puede ser satisfecha
si el valor de la proyeccion del vector velocidad v sobre el vector x — vt es negativa.
Sea el par (ws, T5) Un punto estacionario no degenerado de la fase S, que satisface

v(x,75) = c(ws), (63)
L, |x — vtg| (64)
T (@)

Y ademas
detS"(t,x,w,7) # 0

Al considerar un medio metamaterial se cumple la condicién del cono de Cherenkov

vt —x3 — |x'|{|B%(ws) — 1] <0, (65)

donde
xl = (Xl, Xz).

B(w) = v/vg(w)

La condicidon (65) conecta el tiempo t con la posicion x = (x4, x,, x3) del punto donde la
radiacion de Cherenkov existe.

La sustitucion (ws, T) en las ecuaciones de campo electromagnético, (58) y (59), nos lleva
a las siguientes expresiones para el campo electromagnético E¢(t, x), H,(t, x) emitidos por
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la carga en movimiento con una frecuencia instantanea w, = w,(t,x) > 0 (radiacién
Cherenkov).

1 eiS(tx,ws,Ts)
t,x)~— I +———=<V,V ) v
( )~ ws.u(ws) ( kZ( s) xTx |x — v‘[s|
engn s (tx,wsTs)
X Olvt —x (66)
Idet Sll(t’ X, (l)s;Ts)Il/z ( 3

— 12 V1B (ws) — 1),

<ei5(t,x,ws,rs) ) eTS‘an"(t.x.ws.Ts)

H(t,x)~—V, ;
4 X =%l /et st %, wg 7o) 2 (67)

x 0 (vt —x3 — |21V 1F2(wy) — 11).

Conforme A — oo, donde O(r) es la funcion de Heaviside

1, r>0,
o(r) _{0 r<O0.

)
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CAPITULO 4: RESULTADOS, SIMULACIONES NUMERICAS Y

CONCLUSIONES

4.1 Simulacién del indice de refraccion

Resolviendo numéricamente en Mathematica la ecuacion de indice de refraccion (12) en
un rango de frecuencia f = [428.57MHz — 750MHz] y f,, = 209.63THz, f,, =

666.86GHz. Podemos observar en la Figura 7 que, en todo el rango de frecuencia
especificado, el indice de refraccion es negativo.

Indice de Refraccion‘

-1.0

-15

n(w)

=20

=25

3.0x10° 3.5x10° 4.0x10° 45x%10°
w [rad/s]

Figura 7: indice de refraccion de un metamaterial.
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4.2 Simulacién del nimero de onda

Del mismo modo, se simulé numéricamente la ecuacion (13). Con los mismos pardmetros
de simulacion considerados para obtener la Figura 7.

Numero deonda

-4.0x10°

-45x10°

-5.0x10°

-55x10°

k(w) [rad/m]

-6.0x10°

-6.5x10°

-7.0x10°
3.0x10° 35x10° 4.0 x10° 45 x10°

w [rad/s]

Figura 8: Numero de onda en un metamaterial.

Podemos observar en la Figura 8 que también el nimero de onda es negativo, tal y como
se habia concluido matematicamente en el capitulo 2.
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4.3 Simulacion de la velocidad de fase
Con los mismos parametros utilizados para resolver numéricamente el indice de refraccion,
se simuld la velocidad de fase y velocidad de grupo. Para obtener la Figura 9, se simulo

numéricamente la ecuacion (26).

Velocidad defase

-0.6

vp(w) [m/s]
S
oo

-1.0

-1.2

3.0x10° 3.5x10° 4.0x10° 45x%10°
w [rad/s]

Figura 9: Velocidad de fase en un metamaterial.
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4.4 Simulacion de la velocidad de grupo
Ahora, utilizando la ecuacién (33) para la simulacion numérica, se obtuvo

Velocidad de grupo

12

1.0

0.8

vg(w) [m/s]

0.6

0.4

3.0x 10° 35 x10° 4.0 % 10° 45 x10°
w [rad/s]

Figura 10: Velocidad de grupo en un metamaterial.

En la Figura 10 se observa que la velocidad de grupo para todo el rango de frecuencias
utilizado en las simulaciones es positiva, cumpliendo el principio de causalidad.

4.5 Simulacion del efecto Doppler con diferentes parametros

Tomando en cuenta la fase de las integrales que describen el campo magnético y el campo
eléctrico (58) y (59), y considerando ws = ws(t, x), T = T4(t, x) Se tiene

S(t; X, Wg, Ts) = k(ws)lx - xO(T)l - ws(t - Ts) — WoTs,
Es un punto estacionario cuando cumple con las siguientes derivadas parciales de la fase

aS(t: X, Ws, Ts) _ |x - xO(T)l
dwq B vy (w)

as(t, x, w.,
% = —k(w)v(x,t) + (0, — wy) = 0.
S

(t _TS) =0,
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e x,(7): Posicidn de la fuente.

e x: Posicidn del receptor.

® wq: Frecuencia percibida por el receptor.
e T7,:Tiempo de retardo.

® wy: Frecuencia propia de la fuente.

Para nuestro ejemplo, si consideramos

xo(7) = (0,v7,0),
x = (0,x,,0).
De este modo:
x—xo(7) = (0,x2 —v1,0),
lx — xo(7)] = x, — 1,
Con la condicion
Xy > VT.

Y sustituyendo en el sistema de ecuaciones, nos queda de la siguiente forma

xz - UTS

oy T

—k(wg)v + wg — wy = 0,

Considerando:
v =(0,v,0).

Donde

X, Posicion del receptor [m].

v: Velocidad de la fuente [m/s].

T¢: Tiempo de retardo [s].

w,: Frecuencia propia de la fuente [rad/s].

w,: Frecuencia que percibe el receptor [rad/s].

Despejando los puntos estacionarios ws y 7. Obtenemos

Wo
We = —————
S 1 —n(wy)v
Xy — Vg (W)t
Tg=— " —

UV =7y (ws)
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El cual es un sistema de ecuaciones del punto de fase estacionaria (ws, Ts) -

La primera formula del sistema describe el efecto Doppler. ElI desplazamiento de wq
depende del signo de n(w,)v. El cual estara determinado por la velocidad, la velocidad
sera negativa cuando se aleje del observador y sera positiva cuando ésta se mueva hacia el
receptor. Sin embargo, podemos observar que al ser un metamaterial dispersivo el indice
de refraccion depende de la frecuencia y por lo tanto también la velocidad de grupo y la
velocidad de fase. Para resolver la primera ecuacion del sistema es necesario conocer los
detalles espectrales del medio, ya que el indice de refraccion depende de w,. En la segunda
ecuacion es necesario conocer el valor de wg para obtener g, el cual sera diferente para
cada valor de frecuencia propia de la fuente. En las siguientes simulaciones numéricas se
resolvio el sistema de ecuaciones en el software Mathematica 11, para un punto fijo x, y
un tiempo t de observacidn. Se consideraron los dos casos, cuando la fuente se mueve hacia
el observador tal y como se muestra en la Figura 11, se espera que el resultado de este caso
es que para todo el rango de frecuencias propio de la fuente el receptor percibira una
frecuencia menor respecto a la de la fuente. Mientras que cuando la fuente se aleja del
observador, tal y como se muestra en la Figura 13, se espera que la frecuencia percibida
por el observador es mayor a la frecuencia de la fuente.

Para calcular numéricamente w, en un metamaterial. Es decir:
k(ws(t,x)) <0
Se consideraron los siguientes parametros

e v =30 X% 10°%n/s, Velocidad de fuente.

* wp, =1317.172 X 102 rad/s, Frecuencia de plasma electrénica.

* Wy, =4.190 x 10'? rad/s, Frecuencia de plasma magnética.

e wy=2.693 % 10°—4.712 x 10° rad/s, Frecuencia propia de la fuente.

Donde w = 2nf
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Caso 1: La fuente se mueve hacia al observador.

v>0
Z
A
X9 > T
vT Xy
- b >Y
Fuente Receptor

X
Figura 11: Ejemplo grafico para cuando la fuente se mueve hacia el observador

La Figura 12 muestra el etecto Doppler en un metamaterial cuando la tuente se mueve a
un observador, la curva muestra una forma no lineal el cual estd determinado precisamente
por la naturaleza dispersiva del material. Es posible comprobar que efectivamente, se
percibe una frecuencia menor en todo el rango de frecuencia propia de la fuente, a modo
de ejemplo préactico, podemos observar que cuando la fuente emite a una frecuencia de
4.5 GHz la frecuencia percibida es 3GHz es decir w,(t, x) < wy.

El rango de frecuencias de la fuente f, = w,/2m fue elegido con el objetivo de cumplir
con las condiciones para obtener las propiedades fisicas de un metamaterial, es decir
e(w) < 0y u(w) < 0. Sin embargo, es posible cambiar a otro rango de frecuencias, en el
orden de los GHz e incluso THz, aprovechando las ventajas del modelo de Drude.

Donde

fo: Frecuencia propia de la fuente.

fs: Frecuencia desplazada por el efecto inverso de Doppler.
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Efecto Doppler
7x 109 Fr I BV SRR PR T TR VAR TR, R T

T

6x10° | ]

T

5x10° ]

T

4x10°} ]

f; [GHZ

T

3x10% ]

2x10°} ]

T

1x10° ]

i L 1 i i L i 1 L L 1 i 1 L i i i 1 i i L i 1 i " i i 1 i i
45x10° 5.0x10° 55x10° 6.0x10° 6.5x10° 7.0x10°
fy [GH1]
Figura 12: Efecto Doppler en un metamaterial cuando la fuente se mueve hacia al

observador.

Caso 2: La fuente se aleja del observador.

v<0

Z

A
—vT

Receptor
4—H @ >»Y

Fuente X2
X

Figura 13: Ejemplo gréfico de cuando la fuente se aleja del observador
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En la Figura 14 podemos observar que cuando la fuente emite a una frecuencia
determinada, la frecuencia percibida es mayor a la emitida, dicho de otro modo, wg(t,x) >
w,. EN este caso se percibe una forma lineal de la curva. Sin embargo, no es asi ya que es
el mismo material dispersivo. Para poder observar de forma facil la curva no lineal sera
necesario simular con un rango de frecuencia propia de la fuente mas amplio al actual
utilizado, con el objetivo de mostrar la no linealidad de los materiales dispersivos. Para ser
preciso, de acuerdo a los valores de w,, Y wy,, la eigenfrecuencia de la fuente podria varia
de 1Hz hasta 666.7GHz, rango en el cual se sigue cumpliendo la condicién de que la
frecuencia de la fuente sea menor tanto para la frecuencia de plasma electrénica como para
la frecuencia de plasma magnética, es decir

W < Wpe

W < Wpm

Para frecuencias mas altas que 666.7 GHz, obtendriamos condiciones de un material
MNG (Mu Negativo). Estas condiciones se cumplirian hasta 209.62 THz. A frecuencias
mas altas obtendriamos condiciones de un material natural DPS (Doblemente positivos).

Efecto Doppler U
8.0x10° i 1

75x10° - ]

7.0x10° | -

f, [GHZ)

6.5%10° [ ]
6.0x10° - ]

55x10° - ]

50x10° L

45x10°  50x10° 55x10°  6.0x10° 65x10°  7.0x10°
fo [GHz]
Figura 14: Efecto Doppler en un metamaterial cuando la fuente se aleja del observador.

Considerando una velocidad menor respecto a las simulaciones anteriores, y que la fuente
se mueve hacia el observador. La Figura 15 muestra el efecto Doppler, podemos observar
que la frecuencia percibida es menor a la frecuencia de la fuente, sin embargo es menos
evidente que en el ejemplo anterior. Podemos decir que a mayor velocidad el efecto
Doppler serd més evidente mientras que a una velocidad de fuente relativamente pequefia
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el desplazamiento en frecuencia del efecto Doppler es menos perceptible. Se considero los
siguientes valores

e v =23X10%°n/s, Velocidad de fuente.

* wy, =1317.172 x 10'? rad/s, Frecuencia de plasma electrdnica.

* Wy = 4190 x 10" rad/s, Frecuencia de plasma magnética.

e wy=2.693 X 10° — 4.712 x 10° rad/s, Frecuencia propia de la fuente.

La velocidad de la fuente en este ejemplo es 10 veces menor a la velocidad de fuente del
ejemplo anterior, cuando la fuente se mueve hacia el receptor.

Efecto Doppler

7.5x10°

7.0x10°}

8.5x10%"

6.0x10°}

fs [GHz]

5.5x10%"

5.0x10°}

4.5%x10°%}

4.0x10°%}

4.5x10° 5.0x10° 5.5x10° 6.0x10° 6.5x10° 7.0x10°
fy [GHz]

Figura 15: Efecto Doppler con una velocidad de fuente menor, la fuente se mueve hacia

el observador.
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Ejemplo 2

En la Figura 16 se muestra el efecto Doppler para cuando la fuente se mueve en un periodo
de 4 segundos, comienza a una distancia vt < x y termina a una distancia vt > x,
asegurando de esta forma que la fuente se acerca al receptor y en un determinado tiempo
la fuente se alejara del mismo. En cierto tiempo, la proyeccion de velocidad sera igual a
cero y entonces el efecto Doppler en ese instante sera nulo. Para nuestro caso, se sugiri6 el
siguiente modelo

xo = (0,vt, H)

x = (X1, %z, X3)

Entonces, del sistema de ecuaciones (57) obtenemos

0S(t, x, ws, T5) VX2 + (%, — v1)% + (x5 — H)?
dwg vg(ws)
aS(t, x, wg, T) x; + (xp —vr) + (x5 — H)
—— = —wn(ws)
VX2 + (2, — v1)2 + (x5 — H)?

_(t_Ts):O:

ot vl + (wg — wg) = 0.

Z

A

Fuente

.——q—-.——.——.___ﬁ
» ['S
% 4 )
\
\ \ /
, \ \ H /
\ \ \ :
N, AY 4
\\ \\ 'I
\ /
\, N /

\\ ,I,
3, 1 ’
N {
P LY el » Y
v NNy ! ol
\
\\ Ay I'
p ’

Receptor
X = (xlr X2, X3)
X

Figura 16: Efecto Doppler, la fuente se acerca y se aleja del receptor, en un periodo de 4 segundos.

Se consideraron 10S sigulentes parametros
e v =3X10%m/s, Velocidad de fuente.
* Wy, = 1317.172 x 10** rad/s, Frecuencia de plasma electronica.
* Wwpm =4.190 x 10'? rad/s, Frecuencia de plasma magnética.
e fo =750 %X 10'2Hz, Frecuencia fija de la fuente.
e t, periodode 0 a4 segundos.

Donde w = 2nf
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Efecto Doppler

1.5x10%f

1.0x10%"

500000 -

-500000 -

fs=fo [HZ]

-1.0x10%"

-1.5x10%"

-2.0x10%"

0 1 2 3
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Figura 17: Efecto Doppler producido por una fuente en movimiento en un periodo de 4

segundos. La frecuencia de la fuente es de 750MHz.

Se puede observar de la Figura 17 que en el segundo 1.5 se produce el efecto Doppler nulo,
debido a que la proyeccién de velocidad de la fuente es igual a cero. Mientras la fuente se
acerca al observador, la frecuencia percibida en menor a los 750MHz, cuando la fuente se
aleja del receptor (justo después de la proyeccion nula de velocidad) se percibe mayor
frecuencia que la frecuencia de la fuente, en este caso 750MHz.

Ejemplo 3

Ahora consideremos la posicion del receptor en 3D. Como ya notamos, las contribuciones
en el término principal del comportamiento asint6tico de las integrales que describen el
campo eléctrico y el campo magnético estan dados por los puntos estacionarios (ws =

ws(t, x), T3 = T4(t, x)) en la fase, son soluciones del siguiente sistema:

0S(t,x, w,7)  |x—x0(7)
dw B vy (w)

aS(t,x,w, 1)
———= —k(w)v(x,7) + (0w — wy) =0,

-(t—-1)=0,
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Donde

x — x0(7)
_—
|x — x0 ()]

(7).

v(x,T) =

La Figura 18 muestra las condiciones del ejemplo 3, para obtener simulaciones numéricas
del efecto Doppler.

T Z
A
Receptor
/
x = (xq1,%2,X3)
—
vT > Y
Fuente

Figura 18: El receptor se mueve en 3D.

Si consideramos
Xo (T) = (OF vT, O)
X = (Xl,XZ,X3)
Donde x es la posicién del receptor y x, () la posicion de la fuente.

De este modo:

x — xo(7) = (%1, %2 — VT, X3)

1/2
x = x| = (2 + (x; —v7)? + x3?%)
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Por lo tanto

1/2
(x12 + (xZ - UT)Z + X32)

(@) —(t—-1)=0

v(x, — vT)

—k(w) + (w—wy) =0

1/2
(xlz + (xZ - UT)Z + X32)

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior en Mathematica se obtiene:

wS
1

_ - 2
- vg(“’)(X12 + (—tv +x2)? + x3?) (k(w)v*(x1* + x3%)

+ k(m)tvz\/tzvzvg(w)z - 2tvv, (w)?x2 — v2(x1* + x3%) + v, (0)(x1* + x2° + x3%)

- k(w)vxz\/tzvzvg (0)? = 2tvw, (0)*x2 — v?(x1% + x3%) + v, (w)?(x1° + x2° + x3%)

+ vg(a))(xl2 + (—tv + x2)* + x3%)w0)

~ tv,(0)* — vx2 + \/tzvzvg(w)z — 2tvr,(0)?x2 — v?(x1* + x3%) + v, ()2 (x1% + x2% + x3%)

o 7 — v ()’

El sistema anterior, es evidente, que cumple con el principio de causalidad t > 7. Sin
embargo, como se considera un medio dispersivo con indice de refraccion negativo, es
dificil resolver analiticamente las ecuaciones anteriores. En este trabajo, las propiedades
del campo electromagnético en metamateriales dispersivos, donde Re(n) para un
determinado rango de frecuencias, se vuelve negativo Re(n) < 0. Con el objetivo de
conocer la estructura de las ondas EM para el caso dispersivo requiere de una formulacion
explicita del modelo para un material dispersivo. Como se mencion6 al principio de este
trabajo, en literatura reciente el modelo de Drude o el modelo de Lorentz son normalmente
usados como modelos basicos para metamateriales. Como se sabe, los metamateriales
tienen como ingrediente algunos metales, por lo que también para este caso de simulacion,
cuando el observador esta en 3D, se usO el modelo de Drude considerando medio sin
absorcion.

En cada caso (la fuente se acerca o la fuente se aleja del receptor) se presentaran dos
ejemplos variando la posicion del receptor y la velocidad de fuente con la finalidad de
comprobar que a mayor velocidad de fuente el efecto Doppler, o el desplazamiento en
frecuencia respecto a la frecuencia emitida por la fuente es mayor. Es decir, el
desplazamiento en frecuencia del efecto Doppler es directamente proporcional a la
velocidad de la fuente. Esto se cumple tanto para cuando la fuente se aleja como para
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cuando esta se acerca al receptor. En nuestro caso, efecto doppler inverso, se notard mucho
menor frecuencia cuando la fuente se acerca a mayor velocidad hacia el receptor y se
percibird una frecuencia mucho mayor cuando la fuente se aleje del receptor a mayor
velocidad.

Caso 1. La fuente se aleja del receptor.

Z
y N
X = (xl'x21x3)
e
—Ut / Receptor
>Y
Fuente
X

Figura 19: La Fuente se aleja del receptor en 3D

x,=100 m;

x,=300 m;

x3=50 m;

Xo(7): Posicion de la fuente.

v: 20 X 10® m/s, Velocidad de la fuente.

v, (w): Velocidad de grupo.

w, Frecuencia desplazada por el efecto Doppler.
Uo: Permeabilidad magnética en el vacio.

En la figura 16 podemos observar que cuando la fuente emite a una frecuencia determinada,
al igual que la posicion de la fuente en 1D, la frecuencia percibida es mayor a la emitida,
dicho de otro modo, ws(t, x) > w,. En este caso si se puede percibir una curva no lineal
a simple vista. Para ser preciso, de acuerdo a los valores de wy,, Y w,m, la eigenfrecuencia
de la fuente podria varia de 1Hz hasta 666.7GHz, rango en el cual se sigue cumpliendo la
condicion de que la frecuencia de la fuente sea menor tanto para la frecuencia de plasma
electronica como para la frecuencia de plasma magnética.
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Efecto Doppler

7.5%x10%}

7.0x10°}

6.5%10°}

6.0x10°"

f, [GHz]

5.5%x10°

5.0x10°}

45x10°"

45x10° 5.0x10° 55x10° 6.0 x 10° 6.5x10° 7.0x10°
fy [GHz]

Figura 20: Efecto Doppler en un metamaterial con un receptor en 3D, la fuente se aleja

del observador.

Con nuevos valores de ubicacion del receptor y con una velocidad de fuente mayor que del
ejemplo anterior, se puede observar en la Figura 21 que el desplazamiento en frecuencia es
mas perceptible, esto debido al cambio de velocidad de la fuente, si aumentaramos ain mas
la velocidad el cambio de frecuencia seria mucho mayor al presentado en la Figura 21.

x=0m;

x,=0m;

x3=100 m;

v: 40 X 10° m/s, Velocidad de la fuente.
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Efecto Doppler
9x10°%|
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Figura 21: Efecto Doppler en un metamaterial con un receptor en 3D, la fuente se aleja

del observador a mayor velocidad.

Caso 2. La fuente se mueve hacia el receptor.

Figura 22:

Z

* X = (X1, X2,X3)

Receptor (

Fuente

vt

X

La fuente se mueve hacia el receptor en 3D
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Considerando una misma velocidad de fuente como en el caso 1 ejemplo 3, con la
diferencia de que esta se mueve hacia el receptor podemos observar en la Figura 23 que la
frecuencia percibida es menor a la frecuencia de la fuente. Se consideraron los siguientes
valores

x,=100 m;

x,=300 m;

x3=50 m;

Xo(7): Posicion de la fuente.

v: 20 X 10° m/s, Velocidad de la fuente.

Efecto Doppler

T

6.5x10° |

T

6.0x10°|

55x10°

T

fs [Hz]

5.0x10° |
45x10°
4.0x10°f

3.5x10°

L1 ! |

a2

PR |

45x10° 5.0x10° 5.5x10° 6.0x10° 6.5x10° 7.0x10°
fy [GH1]
Figura 23: Efecto Doppler en un metamaterial con un receptor en 3D, la fuente se mueve

hacia el receptor.



59

Ahora, como ya se menciond, con el propésito de mostrar un mayor desplazamiento en
frecuencia el efecto Doppler, se cambiara la velocidad de la fuente. Se puede observar en
la Figura 24 que evidentemente la frecuencia percibida por el receptor es mucho menor a
la frecuencia propia de la fuente. Se comprueba que a mayor velocidad de fuente el efecto
Doppler es més perceptible.

Se consideraron los siguientes valores
x,=10 m;

x,=10 m;

x3=100 m;

v: 55 X 10° m/s, Velocidad de la fuente.

Efecto Doppler

7*109,-_1 T T T T T T T T T T T T T T T T
6x10° -
5x10° -

4x10°F

fs [HZ]

—T T T
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T T

2x10°

1x10°

—T T

45x10°  50x10°  55x10°  6.0x10°  65x10°  7.0x10°
fo [H1]
Figura 24: Efecto Doppler en un metamaterial con un receptor en 3D, la fuente se mueve

hacia el receptor a mayor velocidad.
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4.6 Simulacién del efecto Cherenkov

La radiacion de Cherenkov generada por una particula cargada moviéndose a través de
varios materiales ha sido estudiado en diferentes articulos, sin embargo, es de interés en
este trabajo mostrar el campo electromagnético de una particula cargada moviéndose a
través de un metamaterial. De acuerdo a las ecuaciones del campo eléctrico y el campo
magnético para el efecto Cherenkov, (66) y (67), es posible simularlo.

Conocemos que x = (x4, x5, x3) €s la posicidn de un receptor y 7 es el tiempo de retardo.
El modelo se simplifica si se fija el eje x, paralelo a la direccidn de velocidad de la particula
V. Considerando x = (xq,x5,x3), v = (0, v,,0), y sustituyéndolos en el sistema (60),
(61)(57) obtenemos

r(1) — (t — Dyy(w) =0,
—vok(w)(x; —TVvp) + (W — wy) = 0. (68)

Donde r(7) = Jxlz + (%, — Ty)? + x3°, Y v, €5 la velocidad de la particula.

El caso mas simple del sistema es cuando el indice de refraccion es constante, es decir, que
se considere al sistema para un medio sin dispersion, lo que permite la convergencia mas
rapida. Sin embargo, los metamateriales son considerados medios dispersivos. Por lo que
es necesario la formulacion explicita del modelo del material dispersivo, para nuestro caso
se seguira usando el modelo de Drude.

Primero se calcularon las soluciones de t y w del sistema no lineal (68), por medio del
método Newton-Rapshon. Posteriormente se calculd la fase S para T y w encontradas que
nos permite estudiar la estructura del campo magnético y eléctrico.

En las simulaciones se usaron variables adimensionales, donde para la normalizacién se
aplica la velocidad de la luz y la longitud de onda [, = 75nm [25]. Los campos eléctrico
y magnético son normalizados con la escala eléctrica E, = qlyg, Yy la escala magnética

Hy = (50/#0)0'5 [41].

Los resultados de los célculos, con una velocidad V = 0.81 < v,, y un tiempo t=2 se
obtiene
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| 2
_2 0y

Figura 25: Campo magnético por el efecto Cherenkov en un metamaterial.

Ahora con una velocidad V = 0.8333 = v,, es decir, la velocidad de la particula es casi
igual a la velocidad de la luz en el medio. Podemos observar en la Figura 26 la intensidad

del campo magnético es mayor que en la Figura 25, pero ya no hay propagacion mas alla
de2enelejey.
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2 0y
Figura 26: Campo magnético generado cuando la particula cargada viaja a una

velocidad similar a la velocidad de fase.

Finalmente se considera, una velocidad de particula mayor a la velocidad de la luz en el
medio, V = 0.845 > wv,, es con estas condiciones cuando se puede observar el cono de
Cherenkov. La radiacion va hacia la fuente.

.o

10 ..... R -;-,_--.
0 .
-10

Re(H,)

' 2
2 0y

Figura 27: Cono de Cherenkov con v = 0.845 > v,
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4.7 Simulacion del campo electromagnético

Considerando que w = w, de la formula que describe el desplazamiento en frecuencia
del efecto Doppler tiene una unica solucién z,. Del ejemplo 1 para efecto Doppler de este
trabajo, es posible ver que

lvl \*
detS"(x,t,ws, 7)) = — (1 —

sgnS" (x,t,wg, T5) =0

De este modo sustituyendo wg, ws, detS" y sgnS’ en las ecuaciones (55) y (56), la
expresion para el campo eléctrico y el campo magnético queda de la siguiente forma

W wa(t ei(S(x,t,ws,rs)) 1
E(x,t) = si(ws)a(ts) . (I n = vax)v
drti|x — %o (1) (1 _ —) (ws)
5 (@)

1 ei(S(x.t.vaTs)) a(TS)
H(x,t) = —V, X (
1

|x — x0(7)] _ﬂ)'
vy ()

La Figura 28 y Figura 29 muestran la intensidad de campo eléctrico y la intensidad de
campo magneético, considerando que la fuente se acerca al receptor, mediante los siguientes
parametros

e x, = 200 m, Posicion del receptor.

e v = 150m/s, velocidad de la fuente.

e 1, =41 x 1077 Tm/A, Permeabilidad magnética del vacio.

* Wy, = 1317.172 x 10** rad/s, Frecuencia de plasma electrénica.

*  wpm =4.190 x 10'% rad/s, Frecuencia de plasma magnética.

e wy=4.7123 x 10% rad/s, frecuencia propia de la fuente.

Donde Tm/A es equivalente a:
T: Tesla.

m: Metro.

A: Ampere.

Podemos observar que la amplitud del campo eléctrico es mayor cuando la fuente en
movimiento se acerca al receptor. Sélo se grafico la parte real del comportamiento del
campo eléctrico como también del campo magnético. Por sentido fisico, si la fuente en
movimiento se aleja del receptor lo que percibiremos es una disminucién de la intensidad
del campo eléctrico conforme la fuente avance, alejandose de la fuente.
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Figura 28: Intensidad de campo eléctrico, considerando sélo su parte real.
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Figura 29: Intensidad de campo magnético, considerando s6lo su parte real.
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La Figura 30 muestra el campo eléctrico cuando se varia la frecuencia de la fuente y el
tiempo de radiacion de la fuente. Se consideraron los siguientes parametros

x, = 200 m, Posicién del receptor.

e v = 150m/s, velocidad de la fuente.

e 1, =41 x 1077 Tm/A, Permeabilidad magnética del vacio.

* w,, =1317.172 x 10'? rad/s, Frecuencia de plasma electrénica.

* Wy, = 4190 x 10" rad/s, Frecuencia de plasma magnética.
wo = 2.693 X 10° — 4.7123 x 10° rad/s, Eigenfrecuencia de la fuente.
e t=0-—20s,tiempo recorrido de la fuente.

Es posible observar que, para diferentes frecuencias de la fuente, la intensidad de campo
eléctrico varia. A mayor frecuencia propia de la fuente, la intensidad es mayor, mientras
que para frecuencias menores a 750 MHz la intensidad del campo eléctrico es menor
respecto a otras frecuencias en el mismo instante de tiempo. Obviamente cuanto mayor sea
el tiempo (la fuente se encontrara mas cerca del receptor) también influird en la amplitud
del campo. La grafica se muestra con valores de frecuencia angular w = 2xf para la
representacion de la eigenfrecuencia de la fuente en movimiento.

Intensidad de campo eléctrico

Figura 30: Campo eléctrico variando el tiempo y la frecuencia propia de la fuente.

La Figura 31y Figura 32 muestra la intensidad de campo eléctrico y la intensidad de campo
magnético cuando la posicion del receptor cambia en un rango de 0 a 200m. Se utilizaron
los siguientes parametros
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e x = (0,0,0), Posicion del receptor.

e v = 150m/s, velocidad de la fuente.

e 1, =41 x 1077 Tm/A, Permeabilidad magnética del vacio.

e Wy, =1317.172 x 10'? rad/s, Frecuencia de plasma electrdnica.
* Wy, = 4190 x 10" rad/s, Frecuencia de plasma magnética.

e wy=4.7123 x 10% rad/s, frecuencia propia de la fuente.

Intensidad de campo eléctrico

3.0f

2.5¢

207

1.5}

Re[E(x,1)] [v/m]

1.0t

0.5f

0.0¢

0 50 100 150 200
Distancia [m]

Figura 31: Campo eléctrico con variacion en la distancia para una fuente en movimiento

en un metamaterial.
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Intensidad de campo magnético
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0.002+
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Figura 32: Campo eléctrico con variacion en la distancia para una fuente en movimiento

en un metamaterial.
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Conclusiones

En este trabajo se consideraron las ecuaciones del campo electromagnético, las cuales
fueron obtenidas aplicando el método de fase estacionaria con el principio del analisis
asintotico, considerando que dicho campo se genera por una fuente en movimiento. Se tuvo
en cuenta que el medio donde se propagan las ondas es dispersivo e isotropico. Las
ecuaciones de este trabajo funcionan tanto para medios RHM o medios LHM, solo se debe
cuidar los signos a utilizar y el rango de frecuencia a la que se propagan las ondas. Tales
ecuaciones hicieron posible en este trabajo comprobar por medio de simulaciones
numéricas que en un material NIM se produce el efecto Doppler inverso y radiacion
invertida de Cherenkov debido a las propiedades inusuales de los metamateriales.

Se pudo observar que el efecto Doppler en un metamaterial, el fenémeno fisico se invierte.
En un caso, cuando la fuente se acerca al receptor la frecuencia desplazada es menor
respecto a la fuente propia de la fuente. En el otro caso, cuando la fuente se aleja del
receptor, la frecuencia desplazada es mayor que la frecuencia de la fuente. También se
observa que a mayor velocidad de la fuente el desplazamiento en frecuencia captado por el
receptor es mas perceptible, es decir, si la fuente se acerca o se aleja al receptor a una
velocidad mucho menor que la velocidad de fase, el receptor percibira una frecuencia
menor 0 mayor, respectivamente, a la emitida. Sin embargo, la diferencia serd minima. En
cambio, si se acerca a una velocidad mayor, la frecuencia observada serd méas perceptible
(mucho menor o mucho mayor, respectivamente) a la frecuencia propia de la fuente.

En el caso del efecto Cherenkov el cono es invertido debido a que, en la ecuacion para el
cono, el indice de refraccién esté involucrado junto con la velocidad de la luz y la velocidad
de grupo. Como se explico en este trabajo, en los metamateriales el indice de refraccion es
negativo en un determinado rango de frecuencia dando como resultado un cono de
radiacion invertido respecto al cono de radiacion del efecto de Cherenkov en materiales
convencionales, por lo que la radiacion de Cherenkov se desplaza hacia la fuente.
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EFECTO DOPPLER EN METAMATERIALES

Dr. Vladimir Rabinovich*, Dr. Héctor Oviedo G.**, ing. Oswaldo Estrada Arrenchi***

Resumen— Usando el modelo de Drude sin pérdidas se simul6 en
el software Matlab el efecto Doppler en un metamaterial. Tal
material presenta indice de refraccion negativa, velocidad de fase
negativa y velocidad de grupo positiva. Se observa que la
frecuencia instantidnea es menor a la frecuencia de la onda cuando
la fuente se aproxima al observador y es mayor cuando la fuente
se aleja.

Palabras Clave— metamaterial, efecto inverso de Doppler, indice
de refraccion negativa.

Abstract— Using Drude Model without losses, Doppler effect in
metamaterials was simulated using Matlab. Metamaterials
presents index and phase velocity both negative and positive
group velocity. It was possible observed shift frequency is lower
than frequency of the wave when source aproaching to observer
and the shift frequency is higher when source moves away from
the observer.

Keywords— Metamaterials, inverse Doppler effect, negative
index.

I. INTRODUCCION

1 estudio de metamateriales ha ido en aumento en los

ultimos afios debido a que presentan -caracteristicas

electromagnéticas no encontradas en ningin material
natural y tienen el potencial para que sea posible fabricar
dispositivos de invisibilidad, lentes perfectos, antenas con
anchos de banda y ganancia superiores a los valores
convencionales, etc. En si, los metamateriales son un arreglo
artificial estructural de elementos, disefiado para alcanzar
propiedades electromagnéticas inusuales y/o ventajosas.

II. CLASIFICACION DE LOS MATERIALES

Los metamateriales pueden tener permitividad eléctrica (g)
negativa y/o permeabilidad magnética () negativa. De acuerdo
al signo de € y de p se constituyen cuatro grupos de materiales
[1]. Los cuales se presentan en la tabla 1.

*vladimir.rabinovich@gmail.com
**hovigalde@yahoo.com.mx
***oswaldo.arrenchu@gmail.com

Tabla 1

Tipos de materiales
et e

Doblemente positivos (DPS) 0y >0

Doblemente negativos e<0y pu<0
(DNG)

Mu negativo (MNG) 0y p<0

Epsilon negativo (ENG) e<0y p>0

Son de interés para el presente trabajo los metamateriales
doblemente negativos, también denominados materiales
izquierdos (LHM, Left Handed Materials) o materiales de
indice negativo (NIM, Negative Index Media). En particular, los
materiales DNG presentan caracteristicas electromagnéticas
unicas tales como:

e Refraccién negativa.

e Velocidad de fase negativa.

e Efecto inverso de Doppler.

e Radiacion de Cherenkov invertida.

I11. INDICE DE REFRACCION NEGATIVA

El modelo de Drude es usado frecuentemente para describir las
propiedades Opticas de los metales nobles [2], con los cuales
son construidos la mayoria de los metamateriales. En este
modelo, la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética
estan en funcién de la frecuencia.

(02

a(w) =& [1—m (31)
(1)2

u(w) = po [1 —Jrﬁli—w (3.2)

Donde &, y Ko son la permitividad eléctrica y permeabilidad
magnética en el vacio respectivamente, los cuales tienen
valores:

~ 8.854x10-121 97245
m

80 =
c2uo

wIES



henrys

Uo = 4mx10~7

wpe €s la frecuencia de plasma electrénica y wy,y, es la
frecuencia de plasma magnética.

Sin embargo, ha sido demostrado en experimentos recientes que
las pérdidas en un DNG metamaterial es minima. Por lo que es
posible reescribir la ec. (3.1) y la ec (3.2)

w?,
s(w) = eo( - w—pz)
u(w) = po ( - a;%")

Para lograr un metamaterial doblemente negativo, se debe
cumplir con @ <w,, y @< wp, para que tanto la
permitividad eléctrica como la permeabilidad magnética sean
simultdneamente negativas.

(3.3)

(3.4)

Sie(w) < 0y u(w) < 0 entonces

n(w) = —/e(w)u(w)

Resolviendo (3.5) numéricamente en Matlab, con los siguientes
parametros.

3.5)

f = [428.57MHz — 750MHz]
fpe = 209.63THz, f,, = 666.86GHz [3]

Donde w = 2nf

08 : : : . : : —
Ak / E
A2t / :
441 / .
~ -16} g
3
N
= _1 _8 - -
2+ -
221 =
24t -
& L L L 1 1 1
i 45 5 55 6 6.5 7 75
frecuencia x 10°
Figura 1. Indice de refraccién negativo
El nimero de onda
k(w) = —wye(@u(w) = wn(w) (3.6)

Por lo tanto
k(w) <0
Tal condicion es posible comprobarla en la figura 2.
x 10°
35 - -

k(w)

o 45 5 55 5 65 7 75

frecuencia x 10
Figura 2. Numero de onda en un metamaterial

IV. VELOCIDAD DE FASE Y VELOCIDAD DE GRUPO
EN METAMATERIALES

La velocidad de fase es la tasa a la cual la fase de la onda se
propaga en el espacio; es decir, la velocidad a la cual la fase de
cualquier componente de frecuencia de la onda se propaga [4].
La velocidad de fase estd dada en términos de la frecuencia de
la onda ® y el ntimero de onda k().

w

Up = m (4.1)
Al sustituir la ec. (3.6) en la ec. (3.7)
v, (w) = S
’ l—w\/ E(w)u(lw) 4.2)

T Je@nw) ")

De acuerdo con la ec. (3.5) es posible afirmar que v, < 0.

Con los mismos pardmetros utilizados para resolver
numéricamente el indice de refraccién, se simuld la velocidad

de fase y velocidad de grupo, mostrados en la figura 3 y figura
4 respectivamente.

Por otro lado, la velocidad de grupo es la tasa a la cual la
envolvente de la onda se propaga [4]. Se define por

Rl o (4.3)

k’{{'{)}



Por principio de causalidad, v;(w) > 0. Con el propésito de
que tenga sentido fisico.
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Figura 3. Velocidad de fase
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Figura 4. Velocidad de grupo

V. PROPAGACION DE ONDAS ELECTROMAGNETICAS
PRODUCIDAS POR FUENTE EN MOVIMIENTO EN UN
MEDIO DISPERSIVO

Las ecuaciones de Maxwell para medios dispersivos son

0E
VxH=e(Dt)-é—t-+]

0H
VxE = k(D)5

e(D)V-E=p

V:H=0

Con la ecuacién de continuidad

. 0p
V']+E—0

Al aplicar la transformada de Fourier a las cinco ecuaciones
anteriores se obtiene

V x A(w) = ie(@)ok (w) + f(w) (5.1)
V x E(w) = ip(w)wlH(w) (5.2)
e(@)V+ E(w) = p(w)
V-Hw) =0
V-j—iwp(w)=0

La ec. (5.1) y (5.2) son reducidas a un par de ecuaciones
independientes [5].

V x VX E() —k*(w)E(w) =iop()j(w) 5.3)
VxVxHw) -k (@Hw) =Vxjlw (4

Donde k(w) = i/|k?(w)| es un nimero imaginario puro
cuando k?(w) < 0. Usando las siguientes relaciones

VX VxE(w) =—-VE(w) +V(V: E(w))
Donde

V- E(w) = e (w)p(w)
Es posible reducir la ec. (5.3), [5].
F, = VE(0) + k*(0)E(w) = e (w)Vh(w) — iwp(w)f(w)
— —iop(w) (f(w) o T -J“(w)))
(5.5)
De forma similar es posible reducir la ec. (5.4).
@, = V2H(w) + k*(w)H(w) = -V x j(w) (5.6)

Como la ec. (5.5) y (5.6) son independientes, es posible usarlas
ik(w)lxl
s la solucién

para la definicién de £ y . Sea g, (x) =
fundamental de la ecuacion de Helmholtz.

41| x|

Vo, (x) + k*(w)g,(x) = =6(x), x € R3

De este modo, las soluciones de la ec. (5.5) y ec. (5.6) son

1 £
B(t0) = o f et (g, * E,) (x)dw

TIES



Hex) =5 [ (g, ,) (@do

Donde la convolcion

elk(@)lx=yl

(9090 = | w(y)dy

3 41|x — yl|

Cuando la fuente se encuentra en movimiento, la densidad de
corriente se define por

j(t,x) = A)v()8 (x — xo(t))

Donde § es la funcién &8 estandar, v(t) = x,(t) es la velocidad
de la fuente, A(t) es la amplitud de la fuente, x es el punto de
observacién de las ondas y x,(t) es la trayectoria de la fuente.
Ahora bien, si introducimos un parametro adimensional 1 > 0
como

; Q
F=i(2 1 xo(t)l)c— >0
0

Donde Q es la frecuencia caracteristica del problema, ¢, es la
velocidad de la luz en el vacio.

Como es necesario conocer los campos electromagnéticos
generados por una fuente en movimiento. Supongamos que

A(t) = a(t)e wot
Donde
a(t) = a(t/A)

Siendo 4 € C;°(R) v 00>0 es la portadora de la fuente.
A(t) es una amplitud de la fuente.

2>0 es un parametro adimensional que caracteriza las
variaciones lentas de la amplitud de a(t), y la velocidad.

xo(t) = 21X, (t/2) teR
El cual nos indica la posicién de la fuente en movimiento. Por

lo que si le aplicamos derivada obtenemos la velocidad de la
fuente.

Xo(t) = Xo(t/2) telR
Donde X,(t) es infinitamente diferenciable con un nimero de
derivadas delimitadas [1].

De acuerdo a las ecuaciones de campo eléctrico y campo
magnético [1], es posible reducirlas a una forma que contenga
el parametro A>0, usaremos los siguientes cambios de variable

x = AX, t = AT, Ti= At
De este modo se obtiene la representacion del campo magnético
y el campo eléctrico

_ 1 iAS(T.X,w,0)
Hy(T,X) = _émj;x a()Vy x (mV(t)) dwdt
(5.7)
- 1
B0 = 5o | o) (1
T 1 eilf(T,X,w,L)
P vxvx) AT
(5.8)

Donde H,(T, X) y E;(T, X) dependen del parametro A.
La fase S de las integrales (5.7) y (5.8) en A—+oo es
S(T, X, w,1) = k(w)|X — Xo(O] — o(T — 1) — wyt

Los puntos estacionarios de S(T,X, w, () respecto a (,1) para
(T,X) son soluciones del sistema

aS(T, X, w,1) B 1X = X, (0]
Jw - vy (w)

—(T-0)=0
(5.9
aS(T, X, w,1)

P =—-k(w)VX, 1)+ (w—wy) =0
Sea ws = ws(T,X), s = t(T,X) un punto estacionario no
degenerado, lo cual significa que (w; ts) es soluci6n del sistema
de ecuaciones (5.9) y que det $” (T, X, ws, ts) # 0

Si la fase S tiene un numero finito de puntos estacionarios el
término principal asintético del campo electromagnético sera la
suma de las contribuciones de cada punto estacionario.

Regresando a las variables (t,x) obtenemos las férmulas
asintéticas

1
H,(t, X)""va

( 2 iS(tx,ws.Ts) a(TS)ein' sgn 8" (tx,ws.Ts)

X [ ————v(1y)

lx — x5 (el ° )Idet SP(E X, et |2
o\ts s) s (5.10)

!
Bt )~ = a(zJosu(w;) (1
1
t e AN PR TR

im
ed Sgn s (txwsTs)

X
|det S (t, x, ws, T5)|1/2

eiS(tx,wsTs)

(5.11)
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donde

1X = Xo(I

7 5 A= o

7
t== |lx—x®l=
Tenemos que la fase de las ec. (5.10) y (5.11) es S(t, x, 0, 7) =
k(w)|x — x(t)] — w(t — T) — w,T y los puntos estacionarios

(w5 = w(t,x), 75 = T5(t,x)) son soluciones del sistema

0S(t, x, w, 7) _ lx— %@ _ (t-17) =0 (5.12)
w vg((‘))

BOIOT) _ o) + (- w0 = 0
-~ (5.13)

Donde
x — xo(7)

v(x,7) = m—lv(ﬂ

(5.14)

Las ecuaciones (5.10) y (5.11) son convenientes para
consideracion del campo electromagnético.

VI. EFECTO DOPPLER

Es un fenémeno fisico en el cual, desde el punto de un
observador, la frecuencia recibida es diferente a la emitida por
la fuente en movimiento. Dicho cambio de frecuencia depende
de la velocidad de la fuente. Es decir, a mayor velocidad el
cambio de frecuencia aparente recibida serd més notable.

Tomando en cuenta que (ws(t,x),75(t,x)) es el punto

estacionario de la fase S de las ec. (5.10) y (5.11), se obtiene
que

win(t) = Ws (t, x)

Esto es, que la frecuencia instantdnea w;, (t) para un punto fijo
x de los campos H (t, x), E(t, x) coincide con w;(t, x).

En el caso de metamateriales, se produce el efecto inverso de
doppler.

k(wg(t,x)) <0
Es decir, la frecuencia aparente recibida es menor a la emitida

por la fuente cuanto ésta se acerca al observador. ws(t, x) < w,

De este modo, es posible obtener la ecuacion para el

desplazamiento en frecuencia y el desplazamiento en tiempo
para el efecto Doppler.

Consideremos un ejemplo:

xO(T) = (01 T, O)

x = (0,x,,0)
donde
v < c(w)
X, > VT
Entonces

X = xD(T) = (O: X, — VT, O)n 6.1

lx =x,(0)| = x,—v1 ©.1)
Sustituyendo (6.1) en la ec. (5.12), y considerando ec. (5.14) en
la ec. (5.13), se obtiene un sistema de ecuaciones del punto de
fase estacionaria (wg = ws(t, x),Ts = T5(t, %))

X, — VT
2 _(t-7)=0 6.2)
vy(w
—k(Wv+w—w, =0 (6.3)
Para encontrar la solucién para T de la ecuacion (6.2)
x; —vT — vg(@)t + vy(w)T =0
Entonces
x; — vg(w)t = 1(v = v, (w))
Por lo tanto
% —yla)t (6.4)
v —vy(w)

Ahora, para encontrar la solucién para o de la ecuacion (6.3),
de acuerdo con la ecuacion (3.6)

—(—wye(@u(@))v+w—w, =0

Sabemos de la ec. (3.5) que el indice de refraccién para un
metamaterial es negativo. Entonces

—(wn(@v)+w—w;=0
Por lo tanto
Wy

©=7 —n(w)v

6.5)
La ec. (6.5) describe el desplazamiento en frecuencia en un
metamaterial conocido como efecto inverso de Doppler.
Mientras que la ecuacion (6.4) muestra el tiempo de retardo.

Con los siguientes parametros fue posible resolver la ec. (6.5)
v=04

TIES



En un rango de frecuencia de 428.57MHz a 750MHz.
Utilizando el indice de refraccién mostrado en la figura 1.

Al obtener la frecuencia aparente, es posible calcular la
velocidad de grupo. Con x, > vt como t=2, y v=0.4 entonces
x, = 3, de este modo es posible resolver numéricamente la ec.
(6.4).
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Figura 5. Desplazamiento en frecuencia por el efecto Doppler.
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Figura 6. Desplazamiento en tiempo por efecto Doppler.

VII. CONCLUSIONES

En este trabajo, aplicando resultados del articulo [4], fue
posible verificar el efecto inverso de Doppler para
metamateriales en un ejemplo numérico, en el cual la fuente se
acerca al observador (v>0) por lo que la frecuencia recibida es
menor a la de la frecuencia que emite la fuente tal y como se
observa en la figura 5. Por otro lado, si la fuente se aleja del
obervador (v<0) se espera que la frecuencia recibida sea mayor.

En la figura 6 es posible observar el desplazamiento en tiempo
del efecto Doppler.
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