INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL

CENTRO DE INVESTIGACION Y DESARROLLO DE
TECNOLOGIA DIGITAL

Centro de Investigacion v
Desarrollo i

de Tecnologia Digital

ESTUDIO DE LA DINAMICA GLOBAL DE UN MODELO DE
TUMOR DE CANCER CON INMUNOTERAPIA Y VACUNACION.

TESIS

QUE PARA OBTENER EL GRADO DE
DOCTORADO EN CIENCIAS EN SISTEMAS DIGITALES

PRESENTA:
M. en C. ANTONIO VILLEGAS ORTIZ

BAJO LA DIRECCION DE
DR. KONSTANTIN STARKOV

MARZO 2017 TIJUANA, B. C., MEXICO



SIP-14

INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL
SECRETARIA DE INVESTIGACION Y POSGRADO

ACTA DE REVISION DE TESIS

En la Ciudad de Tijuana, B.C. siendo las 11:00 horasdeldia 22 delmesde
marzo del 2017 se reunieron los miembros de la Comision Revisora de Tesis, designada
por el Colegio de Profesores de Estudios de Posgrado e Investigacion de CITEDI

para examinar la tesis titulada:
Estudio de la dinamica global de un modelo de tumor de cancer con inmunoterapia y

vacunacion.

Presentada por el alumno:
VILLEGAS ORTIZ ANTONIO

Apellido paterno Apellido materno Nombre(s)

Conregistro:‘A{1t2‘0‘8‘31

aspirante de:
DOCTORADO EN CIENCIAS EN SISTEMAS DIGITALES

Después de intercambiar opiniones, los miembros de la Comisidén manifestaron APROBAR LA
TESIS, en virtud de que satisface los requisitos sefialados por las disposiciones reglamentarias
vigentes.

LA COMISION REVISORA

Director de Tesis

e,

DR. KONSTANTINASTARKOV

>
\‘.\Wy ol

DR. OSCWO MONTIEL ROSS

DR. ROBERTO SEPULVEDA CRUZ : DR MOISéS SANCHEZ ADAME

PRESIDENTE DEL COLEGIO DE PROFESORES

ﬂLﬁUF'

DR JULIO CESAR ROLON GARR’YbO g




INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL
SECRETARIA DE INVESTIGA CI(iN Y POSGRADO

CARTA CESION DE DERECHOS

En la Ciudad de Tijuana, Baja California. el dia & del mes de a bril del afio 2014, el
(1a) que suscribe ah ]'ZLHeﬂOS Oz alumno(a) del Programa de
DOCTORADO EN CIENCIAS EN SISTEMAS DIGITALES, con numero de

registro A|203%] , adscrito(a) al CENTRO DE INVESTIGACION Y DESARROLLO DE
TECNOLOGIA DIGITAL, manifiesta que es el autor intelectual del presente trabajo de Tesis

bajo la direccion de _ Dy.  Koncdandin  Sdarkov

y cede los derechos del trabajo titulado

Esdodic de la dinamica cjj\o’ba\ de on modelo de fomer de  cinee

1o.Gon, al Instituto Politécnico Nacional para su difusion, con

fines académicos y de investigacion.

Los usuarios de la informacion no deben reproducir el contenido textual, graficas o datos del
trabajo sin el permiso expreso del (de la) autor(a) y/o director(es) del trabajo. Este puede
ser obtenido escribiendo a las siguientes direcciones Av. Instituto Politécnico Nacional No.
1310 Col Nueva Tijuana, Tijuana, Baja California, México, correo electronico de contacto:
posgrado@citedi.mx. Si el permiso se otorga, el usuario debera dar el agradecimiento

correspondiente y citar la fuente del mismo.

Avtonia Yl Odo

Nombre y firma dél alumno(a)




Agradecimientos

Agradezco primeramente a Dios, por darme la oportunidad de vivir
y guiarme durante mis estudios.

A mi esposa e hijo que son mi motivacion y motor para seguir ayer,
hoy y siempre.

Al Dr. Konstantin Starkov, mi director de tesis, por proporcionarme
su tiempo incondicionalmente, por guiarme en todo momento,
ayudarme a cumplir mis objetivos, metas y sobre todo por su
paciencia y confianza que ha brindado hacia mi.

A los Miembros de la Comision Revisora por sus consejos y criticas
que fortalecieron el proyecto de tesis.

A todos mis Profesores, compaferos y amigos del Centro de
Investigacion y Desarrollo de Tecnologia Digital, CITEDI-IPN, que
me han ensefiado el valor de hacer las cosas con responsabilidad.

Gracias al CONACYT y al IPN, por brindarme su apoyo econémico
para el desarrollo de mis estudios.

Finalmente, agradezco profundamente al CITEDI-IPN que me ha
abierto las puertas para realizar mis estudios de Doctorado.



Resumen

En este trabajo se estudian algunas caracteriticas del comportamiento global de un modelo de
crecimiento tumoral bajo inmunoterapia de siete dimensiones descrito por Joshi et al. en 2009. Se
encontraron las cotas superiores para la dindmica a largo plazo de todos los tipos de poblaciones
de células involucradas en este modelo. Algunos limites conservativos se encontraron también. Se
demostré la existencia de un dominio acotado invariante positivo. Por tltimo, se mostré que si el
pardmetro que modela el flujo de células presentadoras de antigeno es muy grande entonces el punto
de equilibrio libre de tumor atrae todos los puntos en el ortante positivo. También, se estudiaron
algunas propiedades de la dindmica global para un modelo de leucemia linfatica crénica descrito
por dePillis y Radunskaya en 2013. Se encontraron las cotas superiores de la dindmica a largo plazo
de todas las variables y, ademds, se encontraron todos los limites conservativos del sistema.

Los resultados son contribuciones tiitiles en el anélisis de la dindmica compleja de los sistemas
estudiados. En esta Tesis son presentados los andlisis de estabilidad de cada sistema, por medio del

método indirecto de Lyapunov.

Palabras clave: Conjunto Acotado Positivo Invariante, Funcién Localizadora, Limites Concer-

vativos, Sistemas Biolégicos.



II

Abstract

In this work we study some features of global behavior of one seven-dimensional tumor growth
model under immunotherapy described by Joshi et al. in 2009. We find uppper bounds for ultimate
dynamics of all types of cells populations involved into this model. A few lower bounds are found as
well. Further, we prove the existence of the bounded positively invariant polytope. Finally, we show
that if the parameter modeling the flow of antigen presenting cells is very large then the tumor-free
equilibrium point attracts all points in the positive orthant. We also analyze some global dynamical
properties for a chronic lymphocytic leukemia model described by dePillis and Radunskaya in 2013.
We found upper bounds for ultimate dynamics of all variables and also found all conservative bounds
for the system.

The results are useful contributions in the analysis of the complex dynamics of the systems
studied. In this thesis we present the stability analysis of each system, through the indirect method

of Lyapunov.

Keywords: Bounded Positive Invariant Domain, Localizing Function, Conservative Bounds,

Biological Systems.
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Capitulo 1

Introduccion

Cuando hablamos sobre el cdncer, por lo general se piensa en un grupo de enfermedades con una
caracterfstica en comtn, la cual involucra un crecimiento desordenado de células que invaden tejidos
y érganos. Un aspecto importante de defensa contra las células tumorales es la inmunoterapia. En
los tltimos anos el estudio de varios investigadores se ha concentrado en la elaboracién y anélisis
de modelos dindmicos no espaciales que describen la interaccién del cancer con el sistema inmune
de un paciente tratado con inmunoterapia, ver el articulo de revisién [1] y las referencias citadas
en él. Por ejemplo, los modelos matemdticos propuestos en [6], [8], [10] y [21] son considerados en
muchos articulos.

El significado de este tipo de anélisis se conecta con la importancia de un conocimiento mas pro-
fundo del mecanismo de la enfermedad del cdncer basados en métodos computacionales eficientes,
se puede utilizar para la validacién del modelo matematico de crecimiento tumoral en presencia de
inmunoterapia en comparaciéon con observaciones clinicas y experimentales, ademds, puede explo-
rarse en la prediccién de la dindmica a largo plazo de los diferentes tipos de células involucradas en
el modelo.

Los resultados de este andlisis pueden ser aplicados para la optimizacion de tratamientos de
inmunoterapia existentes. Por lo tanto, los pardmetros de tratamiento constantes involucrados en el
modelo de tumor de cdncer con inmunoterapia pueden ser considerados como constantes de control
que influyen en la dindmica a mediano y largo plazo, vease por ejemplo [6], [10], [12] y [25]. En
este caso el problema de erradicacién tumoral global a largo plazo puede ser propuesto como un
problema de estabilizacién por la aplicacién de las constantes de control, ver [29], [32] y [37]. Otros
tipos de modelos tratan el céncer en conjunto con otras enfermedades tales como el VIH, ver [33],
algunos modelos implementan la quimioterapia como herramienta para erradicar el cdncer, ver [39].

La solucién de este problema se basa en el estudio de condiciones de extrema de primer orden
y el uso del teorema iterativo. Las técnicas utilizadas para este andlisis han sido desarrolladas y
mejoradas por el Dr. Alexander Krishchenko y el Dr. Konstantin Starkov en los iltimos anos, ademas

de ser un tema de investigacion vigente. Algunas contribuciones se pueden consultar en los articulos



3], [5], [28], [31] ¥ [36] donde se presentan andlisis de modelos de sistemas no lineales mediante
esta técnica. Ademads de contribuciones con respecto a la relacién entre dominios compactos de
localizacién y dominios de captura y localizacion de érbitas periédicas se pueden consultar en los

articulos [27] y [35].

1.1. Objetivo General

Analizar la dindmica global de un modelo de tumor de cédncer con inmunoterapia y vacunacion,

simulacion de su dindamica y el estudio de sus implicaciones bioldgicas.

1.2. Objetivos Especificos

1. Localizacién de los conjuntos compactos invariantes empleando el teorema general, la proposi-

cion de no existencia y el teorema iterativo con respecto a conjuntos compactos invariantes.

2. Encontrar los puntos de equilibrio, con enfoque en aquellos libres de tumor y andlisis de

estabilidad local por medio del método indirecto de Lyapunov.

3. Prueba de existencia de dominio acotado invariante positivo, con base en funciones candidatas

para asegurar la permanencia de todas las trayectorias para todo tiempo.

4. Estudio de condiciones de atraccion de puntos de equilibrio sin presencia de cdncer basdndose

en planos invariantes sin células infectadas.

5. Simulaciones numéricas de su dindmica a fin de comprobar nuestros resultados obtenidos tales

como localizaciones, BPID, atractividad de puntos de equilibrio.

6. Implicaciones bioldgicas de los resultados obtenidos para cada modelo bajo estudio.

En el Capitulo 2 se presentan las herramientas matematicas bédsicas necesarias para la solucién
del problema de localizacién de conjuntos compactos invariantes, ademés de los teoremas formulados
por Krishchenko y Starkov para la solucién del problema de localizacién para un sistema polinomial.

En el Capitulo 3 se presenta un modelo matemédtico propuesto por Joshi et al. que representa
el crecimiento de un tumor pequeno avascular el cual pone en manifiesto una respuesta del sistema,

inmune del paciente y atrae una poblacién de linfocitos y células presentadoras de antigenos. Este



modelo se define por un sistema de siete ecuaciones diferenciales ordinarias. Basado en este modelo
se investigd la dindmica de crecimiento de un tumor inmunogénico en presencia de una respues-
ta inmune activa. Sin embargo, las implicaciones biolégicas en [20] fueron obtenidas con ayuda
unicamente de simulaciones numéricas.

Se investigaron algunas propiedades dindmicas globales del modelo hepta-dimensional de crec-
imiento tumoral de cdncer de [20] con ayuda del método de extrema de localizacién de conjuntos
compactos invariantes, ver por ejemplo [13], [14], [15], [17] y [18]. Un estudio riguroso de la dindmica
global para este modelo no se ha realizado, se menciona, ademads, que el método de localizacién de
conjuntos compactos invariantes como parte de un estudio de dindmica global para modelos de
crecimiento tumoral bajo inmunoterapia se ha mostrado recientemente en la literatura, ver [29],
[30], [33], [34] ¥ [37].

Es de interés la identificacion de los factores que pueden minimizar o maximizar los valores
de las cotas superiores e inferiores a largo plazo para cada poblacién de células obtenidas del
modelo [20]. Estos factores se introducen como expresiones para las cotas mencionadas en forma
de pardmetros. La determinacion de estos pardametros es de suma importancia para la prediccion
del comportamiento del modelo a largo plazo. Ademds, con base en las cotas derivadas para la
poblacién celular a largo plazo se describe una propiedad asintética de las trayectorias del modelo
también. Se describe el modelo y se formulan algunas propiedades simples para este modelo. Se
deriva un poliedro de localizacién compacto, se encuentran las cotas superiores para los valores de
todo el vector de estados en funcién del tiempo a largo plazo, con t — oo.

Se calculan los limites conservativos (cotas inferiores) para tres componentes del vector de es-
tados, con t — oo. Se prueba la existencia de un dominio positivo invariante (BPID) en el ortante
positivo. Se muestra que existe un tinico punto de equilibrio biolégicamente factible en el hiper-
plano libre de tumor y algunas propiedades relacionadas son establecidas. Por tltimo, los valores
calculados para el pardmetro de suministro s, se observa que el punto de equilibrio libre de tumor
atrae todas las trayectorias en el ortante positivo.

En el Capitulo 4 se presenta un modelo matemético de leucemia linfdtica crénica propuesto por
L. dePillis y A. Radunskaya [7], el cual, se caracteriza por un exceso en la produccién de células
blancas (células B) en la sangre, la médula 6sea, el bazo y en los ganglios linféticos. Hasta hace poco,
se crefa que era una enfermedad de progresién lenta de acumulacién anormal de células B que fueron
retadas por la inmunoterapia, y no como una enfermedad de proliferacién de estas células. Ahora

se sabe, que dicha enfermedad es heterogénea en la cual células de diferente funcionalidad pueden



seguir su proliferacion, que varia dindmicamente de paciente en paciente. Algunos tratamientos
propuestos se pueden encontrar en varias publicaciones [2], [9] y [24]. Se menciona, ademés, que el
método de localizacién de conjuntos compactos invariantes como parte de un estudio de dindmica
global para modelos leucemia se ha mostrado recientemente en la literatura, ver [19].

Se describe el modelo y se formulan algunas propiedades simples para este modelo. Se deriva
un poliedro de localizacién compacto, se encuentran las cotas superiores para los valores de todo el
vector de estados en funcién del tiempo a largo plazo, con t — oo. Después, se calculan los limites
conservativos (cotas inferiores) de igual manera para todos los componentes del vector de estados,
con t — 00. Se prueba la existencia de un dominio positivo invariante (BPID) en el ortante positivo.

Las conclusiones del trabajo de tesis de Doctorado se presentan en el Capitulo 6, donde se

incluyen para cada modelo biolégico analizado.



Capitulo 2
Conjuntos Compactos Invariantes

En este Capitulo se presentan los fundamentos matematicos necesarios para la comprensiéon y
aplicaciéon del método de localizacién de conjuntos compactos invariantes a modelos matemaéticos

de sistemas no lineales invariantes en el tiempo.

2.1. Modelo Matematico

La descripcién matemética de las caracteristicas dindmicas de un sistema se denomina modelo
matemdtico [4], [22].

El principal objetivo de un modelo es resaltar los fenémenos importantes de un sistema dindmico,
ademads debe permitir predecir el comportamiento a corto y largo plazo del sistema de una forma
precisa, con lo cual se podrdn realizar andlisis de las caracteristicas dindmicas del sistema.

El anélisis matemético de los sistemas estudiados en este trabajo estard dirigido a modelos que
se describen con ecuaciones diferenciales ordinarias, es decir, que no contienen derivadas parciales

lo que implica que la tinica variable independiente es el tiempo [38].

2.1.1. Representacién de Estados

Una forma general de representar un sistema dindmico es por un nimero n finito de ecuaciones

diferenciales de primer orden, que serd llamada representacién de estados:

Ty = f1(I1, ---aCCn);

Tn = fu(T1, .y Tn);

donde i, representa la derivada de x,, con respecto al tiempo, es decir &, = dz, /dt. Las funciones
f1, -+, fn son determinadas por el problema que se analiza y las variables 1, ..., x,, serdn denominadas

como variables de estado [11]. Estas variables pueden representar cualquier fenémeno del mundo.



Bajo esta representacion el sistema es auténomo o invariante con el tiempo debido a que no

muestra una dependencia explicita del tiempo [4], [11], y puede escribirse de manera general como:

i=f(z). (2.1)

donde z € R".

2.1.2. Plano de Fase

Si se sigue el flujo del campo vectorial dado por su velocidad, el plano de fase serd trazado por
las soluciones z(t) del sistema (2.1). Ademas, el plano de fase entera es llenado de trayectorias, ya

que cada punto puede desempeniar el papel de una condicién inicial [38].

2.2. Tipos de Conjuntos

Un conjunto es una coleccién de objetos, denominados elementos o puntos [4], [11]. Si A es un
conjunto y x es un elemento de A, se escribe x € A. Si A y B son conjuntos y cada elemento de A

es también un elemento de B, se dice que B incluye a A, es decir, A es un subconjunto de B y se

escribe A C B.
Definicién 1. Vecindad

Una vecindad de un punto x € S C R” estd definida como:
N(z,e)={ze€R":||z—z|]|<e}Ve>0.

Definicién 2. Conjunto Abierto

El conjunto S C R” se dice que es abierto si para cada = € S, se puede encontrar una vecindad

N (z,e) C S.



Definicién 3. Conjunto Cerrado

Un conjunto S es cerrado si y solo si su complemento en R™ es abierto. S es cerrado si cada
trayectoria {x;} con elementos en S converge a un punto dentro del mismo conjunto S. Donde se

entiende que el conjunto B es llamado complemento del conjunto S, S C R" si:
B={zeR" |z ¢ S}. (2.2)

Definicién 4. Conjunto Acotado

El conjunto S C R” serd acotado, si existe un mimero real » > 0 tal que:
|z|| <r V z€S. (2.3)

Definicién 5. Conjunto Compacto
El conjunto S C R"™ es compacto si es cerrado y acotado.
Definicién 6. Conjunto Invariante

Un conjunto S C R" es invariante con respecto al sistema dindmico (2.1) si es compacto y

cumple la siguiente propiedad:

z(0)eS =uz(t)esS V t>0. (2.4)

Es decir, S es el conjunto de puntos tales que la solucién de (2.1) tiende a S, también es posible
definir que para cada trayectoria x (t) que inicia dentro del conjunto S permanecera ahi para todo

t>0.

2.3. Conjunto Compacto Invariante

Se dice que un conjunto S C R™ es compacto e invariante con respecto al sistema dindmico
(2.1) si es cerrado, acotado e invariante o sea que cumple con (2.2), (2.3) y (2.4). A continuacién se

describen algunos conjuntos compactos invariantes [4], [11].



2.3.1. Punto de Equilibrio

Un punto = = z. en el espacio de estados, es un punto de equilibrio del sistema auténomo (2.1)
si tiene la propiedad de que si el sistema es iniciado en x., permanecerd ahi para todo ¢ > 0.

Bajo esta definicién los puntos de equilibrio de (2.1) son las raices reales de la ecuacién:
= f(z.) = 0;

se asume que z, es un vector constante y por definicién es un punto de equilibrio [4], [11].

2.3.2. Orbitas Periédicas

Se dice que el sistema (2.1) tiene soluciones periédicas, vea la Figura 2.1, si para toda t y algin

T > 0 se cumple la propiedad:
x(t+T)==x(t) ¥V t>0.

l.‘u"

Cuct) witd)

(L0}, w(DY=(ur Ty v(TY) —\

Figura 2.1: Orbita Periédica en Plano de Fase

Una ¢rbita periddica es representada en el plano de fase del sistema (2.1), cuando éste presenta

soluciones periddicas [4].



2.3.3. Orbita Homoclinica

Una érbita homoclinica es aquella érbita que inicia y termina en un punto de equilibrio. Nétese
que esta 6rbita no corresponde a soluciones periédicas, debido a que la trayectoria siempre buscard
el punto de equilibrio [4], [38]. La Figura 2.2, presenta el plano de fase y la representacién en el

tiempo de una o6rbita homoclinica.

| x

\ Punto de — \
t

Equilibrio

(@) (b)

Figura 2.2: Orbita Homoclinica: (a) Plano de Fase, (b) Representacién en el Tiempo.

2.3.4. Orbita Heteroclinica

A diferencia de una érbita homoclinica, una érbita heteroclinica toca dos puntos de equilibrio, al
igual que las érbitas homoclinicas no se trata de una érbita periédica ya que la trayectoria siempre
se estard buscando llegar a un punto de equilibrio. La Figura 2.3, presenta el plano de fase y la

representacion en el tiempo de una 6rbita heteroclinica.
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Punto de Punto de i *)
Equilibrio Equilibrio
\ 1
I | —
t
2
(a) (b)
L

Figura 2.3: Orbita Heteroclinica: (a) Plano de Fase, (b) Representacién en el Tiempo.

2.3.5. Ciclo Limite

Al dibujar el plano de fase de un sistema, un ciclo limite es una trayectoria cerrada aislada,
refiriéndose esto a que las trayectorias vecinas no son cerradas. Los ciclos limites se presentan bajo
ciertas condiciones en los sistemas no lineales [4], [38].

Las trayectorias pueden acercarse o alejarse respecto del ciclo limite, estableciendo asf sus car-

acteristicas de estabilidad.

Figura 2.4: Ciclo Limite: (a) Estable, (b) Inestable, (c) Semiestable.

Un ciclo limite estable es aquel en que las trayectorias convergen al ciclo limite independiente-

mente de las condiciones iniciales (exceptuando puntos de equilibrio), Figura 2.4(a). En la Figura
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2.4(b) se presenta un ciclo limite inestable, las trayectorias se alejan del ciclo limite. En casos ex-
cepcionales se presentan ciclos lfmites semiestables, algunas trayectorias convergeran hacia el ciclo

limite y otras se alejardn del ciclo limite, Figura 2.4(c).

2.3.6. Atractor Cadtico

Un sistema no lineal puede tener un comportamiento en estado estacionario mas complicado que
no se considera en equilibrio, oscilacién periédica u oscilacion casi periddica. A tal comportamiento
por lo general se le denomina caos. Algunos de estos movimientos cadticos expresan aleatoriedad a
pesar de la naturaleza deterministica del sistema [11].

Un atractor cadtico se obtiene cuando se grafica el diagrama de fase del sistema, tal como el que

se muestra la Figura 2.5 el atractor caético del sistema de Lorenz [26], [38].

50
40 4

30

4
= i i i P e e
[

201

10

e i i e e
s v

Figura 2.5: Atractor Cadtico de Lorenz.

Un atractor cadtico por sus caracteristicas es un conjunto compacto invariante [4].
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2.4. Localizacién de Conjuntos Compactos Invariantes

El término Localizaciéon de Conjuntos Compactos Invariantes de acuerdo con [4] se usa para
definir la regién del espacio de estados donde se encuentran localizados todos los conjuntos com-
pactos invariantes que se presentan bajo ciertas condiciones en un sistema especifico, la importancia
de ello radica en que este andlisis es 1til para el conocimiento de la dindmica del sistema a largo

plazo.

2.5. Funcién Localizadora

Dada una funcién h € R se dice que h es una funcién localizadora si es una expresién algebraica
que contiene las variables y pardmetros del sistema (2.1), ademas no es una primera integral, lo cual

significa que no es un punto de equilibrio estético del sistema.

2.5.1. Derivada Lie

Dada una funcién h y una funcién f(z) € R", la derivada Lie de h con respecto a f(x) se

describe como Lsh y estd dada por:
oh
Lih(x) = — :
hz) = 5 1 ()

Es decir, se obtiene la derivada de h con respecto a las variables del sistema (2.1), [4], [11].

2.6. Teoremas para la Localizacion de Conjuntos Com-

pactos Invariantes

El método general de conjuntos compactos invariantes para sistemas no lineales fue descrito
en [13], [17]. A continuacién se describirdn los teoremas, notaciones y definiciones bdsicas usadas

durante la solucién de problema de localizacion.
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Considerando el sistema no lineal (2.1):

&= f(x);

donde f es un C*°; x € R™ es el vector de estados. Sea h(zx) una C* en la cual h no es la
primera integral de (2.1). Por h|p se denota la restriccién de h en un conjunto B C R"™. Por S(h)
se denota el conjunto {z € R™ | L¢h(z) = 0}. Ahora se define hye = mf{h(z) | = € S(h)};
howp 1= sup{h(z) | = € S()}.

2.6.1. Teorema General

El teorema base para desarrollar la localizacién de conjuntos compactos invariantes fue obtenido
por Krishchenko en 1997 en el articulo [16], se han desarrollado posteriores contribuciones a la

optimizacion del método de localizacién, pero la base de todas las teorfas estdn dadas en el siguiente:

Teorema 7. Cada conjunto compacto invariante I' de (2.1) estd contenido en el conjunto de local-
12a,c10M
K (h) = {hint < h(z) < hap}. (2.5)
Si se considera la localizacién de todos los conjuntos compactos invariantes dentro del dominio
U C R" se tiene el conjunto de localizacién K (h) N U, con K (h) definida en (2.5).
La funcién h usada en la declaracién de este teorema es llamada funcién localizadora. Es evidente

que si todos los conjuntos compactos invariantes estdn localizados en los conjuntos Q1 y @2, Q1; Q2 C

R™, entonces estardan localizados también en el conjunto Q)1 N Q5.

2.6.2. Proposicion de No Existencia

Supéngase que se desea en la localizacién de todos los conjuntos compactos invariantes en algin

subconjunto () del espacio de estados R™. Se formula la siguiente:

Proposicién 8. Si QNS(h) = () entonces el sistema (2.1) no tiene conjuntos compactos invariantes
localizados en Q).

2.6.3. Teorema Iterativo

Un refinamiento del conjunto de localizaciéon K(h) puede realizarse con el uso del teorema

iterativo [17] que dice



Teorema 9. Sea h,, (r),m =0,1,2, ... una secuencia de funciones C*®. Los conjuntos

KO =K (hO) ) Km = Ky I(m—l,m7 m > 07

con

Km—l,m - {CE’ : h’m,l'nf < hm (CE’) < hm,sup}a

sup
hfm,su - hm z),
’ S (hm) N Ky (@)
inf
hm,fnf - g hm (SE‘) 5
S (hpm) N Kpyq

contienen cualquier conjunto compacto invariante del sistema 2.1 y

KoD2K 2..0K,, D ..

14

(2.6)
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Capitulo 3

Modelo matematico de inmunoterapia

Los autores del articulo [20] han derivado un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias el

cual describe las interacciones cinéticas entre varias poblaciones celulares.

Ecuacién diferencial ordinaria

T
To
T3
Ty
T5
Tg

Ty

r(z5 + x6)
g+ T2
—QT1T9 + 581’5 — k3$2$3 + blilfg (1 — ngL’Q)

2
S1 — d1$1 + — Q19 + 551)5 — 414 + 66x6 + 571)7 — 20&11’1 (31)
S9 — dQSL’g — k3$2$3 + k4$4
k’gl’zl’g — k’4$4 — Q4T1T4 + 541)6
QT1Ty — o5
124 — BeTs

2
1T — ﬁmx?

Para cada una de estas interacciones estdn involucradas ciertas variables que se describen a contin-

uacion:

x1 representa la poblacién de linfocitos T citotéxicos (CTL);

x2 son las células de tumor;

x3 poblacién de células presentadoras de antigenos (APC) libres de tumor;

x4 poblacién de células APC cargadas de tumor;

x5 poblacién de células complejas de CTL-tumor;

xg poblacién de células complejas de APC-CTL;

27 poblacién de células complejas de CTL-CTL;

71 células efectoras CTLs desactivadas;

T células de tumor letalmente marcadas (o programadas para lisis);

T4 células APC cargadas de tumor programadas para lisis.
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Diagrama esquemético de la interaccién entre células efectoras C'T'L, Tumor y APC.

Las variables dependientes del tiempo tales como células tumorales y células presentadoras
de antigeno que fueron programadas para lisis son consideradas "variables esclavas"de (3.1) y no
proporcionan ninguna retroalimentacion, de igual forma las células efectoras CTLs desactivadas.

Los pardmetros en (3.1) se suponen son positivos. Se describen en términos de pardmetros
biolégicos iniciales del articulo [20]: s; representa la tasa "normal"de flujo de linfocitos maduros
dentro del tejido; d; describe el decaimiento lineal de la poblacion CTL; r y g describen la ley
de proliferacién de CTL en respuesta del tumor; los pardmetros aq,as, ay, By, ..., 84, D, ks, ..., k7
caracterizan la cinética de accién de masas y la interaccién Fas/FasL entre las células efectoras,
el pardmetro p,0 < p < 1, es una probabilidad programada irreversible de la muerte de células de
tumor; los pardmetros by, by definen el crecimiento logistico de la poblacién de células tumorales,
el pardmetro sy modela el flujo de células presentadoras de antigeno dentro del tejido el cual es
producido por el sistema inmune del paciente; ds refleja el decaimiento lineal de la poblacién de
APC debido a la muerte de las mismas. Una descripciéon detallada con respecto a los pardmetros

y variables puede consultarse en [20]. Por conveniencia, se introducen los pardmetros auxiliares



17

Bs, ..., Bg los cuales se describen a continuacién

Bs = Bo+ksp (3.2)
Bs = Bytks

Br = 2B, +ks

Bg = By+ks(1—p)

By = Batks

B = Btk

Por F' denotamos el campo vectorial del sistema 3.1.

En primer lugar, se describen algunas propiedades simples que pueden ser vistas directamente
desde las ecuaciones 3.1:

1) el ortante R’ es un dominio positivamente invariante;

2) el plano x = x5 = 0 es invariante;

3) el plano x3 = 24 = x¢ = 0 es invariante, con sy = 0.

En 3.1 simulaciones numéricas e interpretaciones bioldgicas relacionadas con los resultados han

sido realizadas con los valores de pardmetros

g, = 1,3x1077;8,, By, By = 24 (3.3)
Bs = 31,198; B¢, By, b1 = 31,2; Bz = 55,2
Bs = 24,002;s1,5, = 1,36 x 10*
dy,dy = 0,0412;7 = 0,2988 x 10%; p = 0,9997
g = 2,02x107k; =0,5x 1075k, =10
ks, ke, k7 = 7,2;b1 =0,18;b, = 2,0 x 107

Este conjunto de pardmetros es utilizado para garantizar de existencia de los conjuntos de

localizacion.

3.1. Dominio Compacto de Localizacién

A fin de derivar un conjunto compacto de localizacién en forma de poliedro, se deben analizar

las siguientes funciones localizadoras.
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En primer lugar se aplica la siguiente funcién localizadora h; = x5 + x5. Por lo que se obtiene

S (h) = {(58 — Bg) x5 — ksxoxs + bixe — blngg = 0} .

Entonces tenemos que la interseccion S (hy) N R esta contenido en el conjunto definido por la
siguiente desigualdad

(Bs — Bg) T5 + bywg — bibyzs > 0,

y, por consiguiente, en el conjunto definido por
2 k5p
(b1 + &) xa — bibpay > & ( w2 + e

donde el parametro £ > 0 se propone. Como resultado el conjunto S (hy) N ?Ri esta contenido en el

conjutno definido por la siguiente desigualdad

b 2 k
(b +6) I (3.4)

4b1 b€ 3

Imponiendo la condicién & < ksp se tiene lo siguiente

(b +f)2

— > hy. .
4by byt = (3.5)

Minimizando el lado izquierdo de (3.5) con respecto a £ se deriva la siguiente afirmacion:

Proposicién 10. Sea

by < ksp (3.6)

Entonces todos los conjuntos compactos invariantes contenidos en %ZF estdn localizados en el con-
gunto K (hy) definido por
o+ 15 < 1712 (3.7)
Se indica que la condicion (3.6) se mantiene con los valores de los pardmetros (3.2). Abajo se
utilizard la notacion: xo sy := b—12
Ahora se derivaran las cotas superiores para xs3, x4, Tg. En este caso se aplicard la funcién local-

izadora hy = q1x3 + x4 + g2x6, con dos pardmetros positivos q, g2 por ser definidos.

Entonces el conjunto S (hy) N K" esta dado por la siguiente igualdad

@152 — udoxs + kg (n — 1) 24 + (B4 — @28¢) 6 + k3 (1 — 1) xox3 + a4 (@2 — 1) x124 = 0. (3.8)
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Después, se supone que

Se observa que S (hz) N %ZF esta contenido en el conjunto descrito por la desigualdad

q152 — qudaxs + kg (1 — 1) x4 + (B4 — @28¢) w6 + k3 (1 — q1) x23 > 0.

Este conjunto intersectado con K (hy) se encuentra contenido en el conjunto definido por la
siguiente desigualdad

ks (1—q1)

q152 — qudas + kg (n — 1) 24 + (B4 — q286) 6 + by

Por lo que la interseccién S (hy) N R N K (hy) esta, a su vez, contenida en el conjunto definido

por la siguiente desigualdad

ks (1

72_(]0) T3 + k‘4 (q1 — 1) T4 + (64 — (]266) Tg — (310)

Q152 > (Q1d2+ b

q152 qudaby + k3 (1 — Ch)) B4 — @286
—_— > T3+ T4+ -—"77
ky (Q1 - 1) ( baoky ((h - 1) ° ! k4 ((h - 1) 0
Ahora consideraremos las dos siguientes desigualdades:
qudaby + k3 (1 — q1)
> 3.11
' (8 Be)
4~ 2P
~ = = > 3.12
La desigualdad (3.11) es equivalente a
k3 4 bady — bok k
2 3 1 Oadg — Daky 3
— > 0. 3.13
G+ a boks boks (3.13)

La raiz mas grande ¢, de (3.13) esta dada por

0

boky — bydy — ks (boky — bady — ks3)® ks
— >
hi+ doks \/ 40202 ks

y se puede establecer que ¢, serd siempre menor que 1.
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Ahora tomamos la desigualdad (3.12). Se impone la condicién en ¢; tal que

ky —
@ > ka = Ps (3.14)
ka
bajo la cual (3.12) es equivalente a
Ba
> 3.15
7 Bkt kann (3.15)
y la condicién
kg — ke
q1 > s
bajo la cual el lado derecho de (3.15) es menor a 1. Por lo tanto, al tomar
ks —k
1>¢q¢ >0§:=méx {q1+; %} (3.16)
4

Después, tomando ¢;,7 = 1,2, cumpliendo (3.9) y (3.16)-(3.15) se deriva de la condicién (3.10)

que la desigualdad
q152

— == _>h
ka(L—qr) =7
se mantiene en el conjunto S (hy) NRT. N K (hy).
Tomando
1
qix = 5 (1 + 5) )
1 By )
* — 1 +
& 2 ( Be — ks + kaqa

llegamos a la siguiente afirmacion:

Proposicién 11. Asumiendo que la desigualdad (3.6) se mantiene. Entonces todos los conjuntos

compactos invariantes estdn localizados en el conjunto K (hy) definido por el conjunto

q1+52

—————————— > 103 + T4 + G2 Tg.
k4(1—q1*)_(h 3 4 T §2+Tg
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El conjunto K (hs) esta contenido en el poliedro

52
0 < 3< 23msx = 77—
ka (1 - (]1*)
q1+52
0 < 24 <Tymax ' = —;
k4 (1 - Ch*)
q1x52

0 < 26 < Tpmax ' = —————.
Qoxka (1 — qus)

Por 1ltimo, se derivan las cotas superiores para las densidades x; y x7. Para este caso se aplicara
la funcién localizadora hs = 1 + g3x7, con el pardmetros positivo g3 por ser definido. Entonces el
conjunto S (hs) N R’ estd dado por la siguiente desigualdad
r (x5 + z6)

g + 29
+Bsv6 + (B7 — q3 (81 + k7)) m7 + a1 (g3 — 2) 93%

0 = sy —dyz1 + — Qox1Te + P55 — 1Ty (3.17)

Se denota el conjunto definido en la férmula (3.17) por M;. Su interseccién con el conjunto

K (hy) N K (hs) esta contenido en el conjunto descrito acontinuacién
(g3 (B1 + kr) = Br) w7+ 01 (2 = gs) a7 + dhwy < 81+ Tamax (rg + Bs) + Tomax (rg™" + B6)

Tomando g3 de tal forma que

By
B1+ ke

se tiene que M, esta contenido en el dominio M, definido por

1+ <q3 <2

0 < 11 < A — & :
= = 2—g)on 2(2—q3)ar’
A

G y g S

con
di
4 (2 — Q3> (03]

Ahora nos damos cuenta que

A:=35+ + 5 max (Tg_l + 55) + 6 max (7”9_1 + 66) .

A dy Aqs

2o 2@—g)ar k(g —1)— By (2—g5)

MAX N3| k(b)) K (ha)nMy < hiae 1=

y utilizando la notacién K (hg) := {hs < hg,}se concluye el siguiente teorema.
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Teorema 12. Asumiendo que la condicion (3.6) se satisface, entonces todos los conjuntos compactos

invariantes contenidos en R se encuentran localizados en el conjunto compacto
KBPID =K (hl) NK (hg) NK (hg) . (318)

Por lo que en esta seccion las cotas superiores para la dindmica a largo plazo de la poblacién

celular se han derivado.

3.2. Limites Conservativos

El objetivo de esta seccién es el obtener algunos limites conservativos en la forma de pardmetros
de suministro sq, Ss.

Como primer paso, se aplica la funcién hy = x3. Se obtiene que el conjunto S (hg) =
{s2 + kyz4 = 3 (d2 + k3x2)}. Por lo tanto, la interseccion S (hg) N K (hy) estd contenida en el con-
junto definido por ss < x5 (ds + k32 max)-

Utilizando la cota zmsc = 1/bs se obtiene el conjunto de localizacién

52b2
K (hy) =23 > T3mm := ————— p, con Sy > 0.
() {3— ’ d2b2+k3} 2
Después, se utiliza la funcién hs = 1. Se deriva que
S (h5) C {81 — d1T1 — QaT1Ty — QuT1T4 — 20(1$% < 0} . (319)

La rafz mas grande x;, del polinomio cuadrético 2oz1x% + (dy + 9Tomax + V4Tamax) T1 — S1 esté

dado por

2
o dy 4 QT2 max + WUTomax N \/ (dy + @2Tomax T WTamax) 51
1+ — =

+
4oy 1602 20
y se observa que S (hs) N K (hy) N K (hy) C {1 > x1,}. Por lo que Ay = T14 Y T1mm = T14.
Por tltimo, se explota la funcién localizadora hg = x7. Se deriva que

S (h C = C
(o) {x7 51+7€7x1}

T7 > in .
By + kr

o 113'2
,31+k7 1+

_ _« 2 —
Por lo que hgms = Bk 14 Y T7min =
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3.3. Existencia de un Dominio Acotado Invariante Positivo

7
en ¥t ,

Como modelo de dindmica de interaccién real entre sus poblaciones, el sistema de ecuaciones
(3.1) debe poseer la propiedad que los valores a largo plazo de todas las trayectorias en dominio
biolégicamente factible §R170 es acotado. En esta seccién se probard la existencia de un BPID y se

establecerdn las cotas para el mismo. Se tiene

Teorema 13. Sea

rg ' —ks(1—p) >0 (3.20)
Entonces el sistema (3.1) considerado en %170 tiene un dominto acotado positivo invariante.

Se observa que los pardametros del sistema (3.2) satisface dicha desigualdad (3.20).

Prueba. Se aplica la siguiente funcién

7
‘/1 =TI +quxs

s=2

en la cual los pardmetros serdn positivos y se definirdn a continuacion.

Entonces, se tiene lo siguiente

LiVi < si—dizn+ (rg™' + Bs) a5+ (rg™' + Bg) T6 — qaw122 — 1 ®a — 20025 + Bra7
+q2 (—042361@ + Bgws — k3roxs + 1o — 515256’3) + g3 (82 — doxs — k3wow3 + kyy)
+q4 (k3zow3 — ks — cum1z4 + By6) + g5 (2122 — Bos) + g6 (uz124 — Bes)
+q7 (04193% - 310937)

LiVi < —dizy + @bz — qsdoxs + ka (g3 — qa) v4 + (87 — B1o07) 27
+(rg™ + Bs + Bsaz — Bods) w5 + (rg™" + Be + Bads — Beds) w6
+o (g7 — 2) 23 — q2bibawy + 51+ 352

+as (=1 — g+ q5) v122 + g (=1 — g4 + g6) 124 + k3 (—q2 — q3 + q4) T273

En primer lugar, se impone la condicién —1 — g2 + g5 = 0. Después, se se prueba que el siguiente



sistema de desigualdades

rg~t + Bs + Bsga — Bogs < O
rg~" 4 Bs+ Baqs — Bets < 0
—1-—qg+g¢g < 0

g —2 < 0

Br—Brar < 0
—@—@Gt+qa < 0

g3 —qs < 0.

es consistente, con g5 = 1 4 ¢o. Con este objetivo se argumenta de la siguiente manera:

1) se toma g2 > 0 como sigue

rg '+ 85— By _rg ' —ks(1—p)

g2 > =
? By — B pks

el cual es equivalente a la 1ra desigualdad en (3.21);

2) se toma ¢4 de la condicién

3) se toma g3 > 0 como sigue

q3 < q4 < @2 + q3;

4) se toma gg > 0 como sigue

r ﬁ4
— 1+
9B B4+ ke

s < qs < 1+ qu;

los cuales son equivalentes a la 2da y 3ra desigualdad en (3.21);

5) se toma ¢; > 0 como sigue

By
B+ ke

Esto demuestra la consistencia de (3.21).

1+

< g7 < 2.

24

(3.21)
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Como resultado, se obtiene del sistema de desigualdades (3.21) lo siguiente

d 2 1>
LiVi < o (g7 —2) (331 — m> — q2b1bo (352 — 2_62> — q3dams + 24ky (g3 — qu)
+Ts (7’971 + 85 + Bsq2 — ﬁg%) + Tg (qu + B6 + B4qs — 5696) (3.22)

+z7 (87 — q7B10) + B,

con

d% q201
+ > 0.
40&1 (2 — Q7) 462

Sea Uy := {x € R o|L;Vi (z) > 0}. Por lo tanto en el conjunto C' {U1} NRT ; se tiene LV} < 0,

B = s1+q3s2 +

y, ademds, nos damos cuenta que C'{U; } N 3?1,0 es un dominio acotado en §R170.

Lo anterior significa que eventualmente todas las trayectorias en R, ; entran en C{U;} N R,
y permanecen ahi para todo tiempo. La prueba se completa.

Después, se deriva del Teorema 13 que para cada punto = € 3?1,0 su conjunto omega-limite w ()
no es vacio y es un conjunto compacto invariante, ver [23], 03,2. Ahora por Kgprp se denota el
conjunto descrito en (3.18). Por lo tanto, w (z) C Kpprp y se concluye que todas las trayectorias

en 3?1 o entran dentro de Kpprp y permanecen ahi.

3.4. El punto de equilibrio en &7 ;N {z; = 0}

En esta seccién se muestra que existe un punto de equilibrio tinico en ®7 N {5 = 0}.

En primer lugar, se tiene que x5 = 0. Se desprende de la 4ta y 6ta ecuaciones de (3.1) que x4 = 0
esto debido a que la otra posible solucién no es biolégicamente factible.

Después, de la 3ra ecuacién se tiene el siguiente valor x5 = syd; ' v de la 6ta ecuacién se tiene
zg = 0.

De las ecuaciones 1ra y 7ma se tiene

T4 = 1510 + \/< d1 31 )2 _ $1810
ST 200 (B, — 2By 20y (B, — 2849) a1 (B7 — 2pB4)

y se tiene la solucién factible en z;., ésto debido a 8, — 26,, = —k7 < 0. Ademas, x14 (s1) |s,=0 =

0;z1- (s1) < 0. Ademds, se obtiene de la 7Tma ecuacién que x7 = alﬁl_olxir.
El punto de equilibrio en 3?170 con esas coordenadas que denotadas por E, := E, (s1, $2) ; Ex (0,0)

es el origen.
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Se denota con Ilys = {z2 = x5 = 0} el plano invariante. La restriccion del sistema (3.1) en Ila5

estd dada por las ecuaciones

o = 81— di1) — aur124 + By176 + Brrr — 20007 (3.23)
T3 = 89— dowg + kaxy
Ty = —kars — ur174 + 5476
fg = our1T4 — PeTs
ir = onzi— By
con (1, := rg~! + B¢. El unico punto de equilibrio del sistema (3.23) se obtiene al remover las

coordenadas 2da y 5Sta en E, y serd denotada por E, os5.

Por f se denota el campo vectorial del sistema (3.23) considerado en
'sRi,o = {(xb X3, T4, Te, x7)T ; xj Z 0,] = 1a 3a 47 67 7} .

Ahora se formulard la siguiente asercion:

Proposicién 14. 1. El sistema (3.23), con s1 = sy = 0, es asintdticamente estable con respecto al

origen. 2. El sistema (3.23) tiene un dominio BPID en el caso sy; s > 0, 8% + Sg > 0.

Prueba. Al explotar la funcién V5 = 1 + q1x3 + qax4 + @376 + q47 se tiene que

LiVa = s1+soqn — divn + m1zacs (g3 — g2 — 1) + 26 (811 + @284 — ¢356) (3.24)

+27 (B7 — @uBio) + T30y (qa — 2) — qudazs + T4ks (1 — q2) -

Se imponen las siguientes condiciones sobre los pardmetros ¢;,2 = 1, ..., 4,

B—@—1 = 0

B+ @Bs— @B < 0
Br— By < 0

@ = 2

G—q < O



Estas condiciones se mantienen si

Por lo tanto, con una eleccién adecuada de los parametros ¢;, 1 =

L¢Vy <0y LsVy =0 solamente en el origen. Después, L¢V5 < 0 afuera del poliedro

$1 + S2q1

T
g > —+1

keg

> diry + T1ra0 (—q3 + @2 + 1) + 26 (=B — @84 + 4305)

27

(3.25)

1,...,4, se deriva de (3.24) que

427 (=B + @Big) + Tiar (2 — q1) + qrdows + 24ks (g2 — q1)

para s? 4+ s2 > 0 lo cual completa la prueba.

3.4.1.

tumor de cancer

Analisis de estabilidad local para el punto de equilibrio libre de

Dada la siguiente ecuacién diferencial ordinaria, se procederd a encontrar estabilidad en cierto

punto de equilibrio

2
— Qx1T9 + Bys — aur1T4 + e + 7 — 20017

r(rs +x

0 = S1 — dlxl + M
g+ T2

0 = —QT1T9 + ﬁ8$5 — k3£l]2$3 + b1$2 (1 — b2$2>
0 = So9 — dgl‘g — k?31‘2$3 + k‘4$4
0 = k‘3$2$3 — k‘4l‘4 — (4 T1 T4 + 64$6
0 = aoz119 — Pors
0 = aurizs — Bets
0 = agzf— Bipar

se obtiene la matriz Jacobiana

A B 0
—QiaTy C —ksxo
0 —ksxs —dy — k3xo
—ouxs  ksxs ksTa
QaTy Qi 0
4Ty 0 0
2a121 0 0

— QT
0
k4
—ky — oy
0

4T

g+x2+55 g+ P
Bs 0
0 0
0 B4
— Py 0
0 B
0 0




28

con los siguientes valores para los pardmetros A, B, C'

A = —dl — Qg — gy — 40&11‘1
= —r (o5 +x6) —— — Qa1
(g +x2)°
C = —QT1 — ]{731'3 + b1$2 — 2b1b2$2

se calcula el determinante de la matriz Jacobiana menos la matriz identidad y se iguala a 0

det (J — AI) =0

el punto de equilibrio libre de tumor de cdncer eq; con los valores de los pardmetros nos resulta

di B4 \/( d1 B4 )2 51810 S2 a1 o
eq = + — ,0,—,0,0,0, =—=7,
201 (B7 — 2B10) 201 (B7 — 2[10) a1 (87 —2B4) do B1o !

eq = (2,7502 x 10°,0,3,3010 x 10°,0,0,0,315,15)

se tiene lo siguiente

—dy — 4o —T 0 —yT g + s g +B6 B

0 —aory — kszs O 0 By 0 0

0 —k3zs3 —ds kg 0 0 0

0 kaxs 0 —ks—ouxy 0 By 0

0 oy 0 0 —By 0 0

0 0 0 4T 0 Y
20111 0 0 0 0 0 —B1o
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los eigenvalores determinados simbdlicamente:

1 1 1 1
5\/0&3$% — 20&4561)1 + 20&4/{741)1 + 4540441'1 + 62 — 256/{74 + kfz — 5/{74 — 566 — 5&4931,
1 1 1 1
_§ﬁ6 — §]€4 — 5\/0(35(7% — 20(456371 + 20(4]€4£L’1 + 4540(4371 + ﬁg — 256k4 + ki — 50&41’1,
_d2>
1 . 1 1 1
5\/0&%$% — 20&2591)1 + 20&2]€31’1$3 + 468()(2$1 + ﬁg — 269k3$3 + k§x§ — 569 — 50&2$1 — §k3$3,
1 1 1 1
—§ﬁ9 — 5\/0&%1’% — 20z2ﬁ9x1 + 2&2/{731'1373 + 4580421’1 -+ ﬁg — 259]€3£L’3 + k%.ﬁlﬁg — 50&21’1 — 51{731'3,
1 5 1. 1
5\/160&%1’% — 80&1510$1 + 8a1d1931 + 510 - 2510(11 + d% + 867(11931 — Edl — 5610 — 20(1$1,
1 1 1
—§ﬁ10 — §d1 — 5\/16&%%% — 8a1ﬁ10:€1 + 80&1d1£(71 + ﬁ%g — 2ﬁ10d1 + d% + 857CL1£L’1 — 20(15(71

utilizando los valores de los pardmetros

—0,18421 —3,5753 x 1072 0 —3,57563 x 1072 32,677 32,679 55,2

0 —0,2008 0 0 24,002 0 0

0 —0,16505 —0,04120 10 0 0 0

0 0,16505 0 —10,036 0 24 0

0 3,5753 x 1072 0 0 —31,2 0 0

0 0 0 3,5753 x 1072 0 —31,2 0
7,1505 x 1072 0 0 0 0 0 —31,2

nos resulta en los siguientes eigenvalores
(—0,0412, —0,057468, —0,17314, —9,9955, —31,228, —31,24, —31,327)

los cuales son todos negativos, por lo que se puede afirmar estabilidad local en el punto de equilibrio

libre de tumor de céncer.

3.5. Condiciones sobre s, bajo las cuales el sistema (3.1) es

asintéticamente estable de manera global

Primero, se presenta
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Proposiciéon 15. Asumiendo que
by (bads + k3)

2
baks (3.26)

S2

Entonces todos los conjuntos compactos invariantes en %10 estan localizados en el conjunto

R o N {zy = x5 = 0} de igual manera.

Prueba. Se toma de nuevo la funcién localizadora h; = x5 + 5. El conjunto S (hy) estéd definido
por blexg + ksprs + xo (kszz — by) = 0. Después, se observa que r3ym > blkzg_l por debajo de la
condicién (3.26) de sy. Por lo tanto en este caso el conjunto S (hy) N K (hy) estd contenido en el
plano zo =25 =0y

hal sy (ha) = 0.

La dltima férmula implica la asercién deseada. La prueba estd completa.

Proposicién 16. 1) Cada conjunto compacto invariante localizado en R, N {xy = x5 = 0} es-
tda contenido en el conjunto R7 o N {2 = x4 = x5 = x6 = 0} de igual manera. 2) Cada conjunto

compacto invariante en ?RZDO N{zy = x5 = 0} estd contenido en el tridngulo plano G definido por

%loﬂ{$2:x4:x5:x6:0}ﬂ{xgzﬁ}m{xl+2x7§ﬂ}
’ ds m

de igual manera; aqui m := min {dl; k—27

Prueba. 1)Dado que el plano zo = x5 = 0 es invariante, se aplican funciones localizadoras
para el sistema (3.23). Primero, se explota la funcién h; = x4 4 6. En este caso S (hy) N R, ) =
{4 = 26 = 0}. Por lo tanto hz|sn,) = 0 y la prueba de 1) estd completa. 2) Se aplica la funcién
hs = x3. Entonces

S
S(h4)m{x2:x4:x5:x6:0}:{xi’):d—Z}

S2
h/4|S(h4)m{l‘2:£C4:z5:$6:0} e d_2 .

Entonces todos los conjuntos compactos invariantes localizados en ®% jN{z; = x4 = x5 = 26 = 0}
estan localizados en el conjunto {xg = fi—z} de igual manera. Finalmente, se aplica la funcién
hs = x1 + 2z7. Entonces el conjunto S (hs) N{zy = x4 = x5 = 26 = 0} estd definido por la desigual-

dad s; — dyzy — krxy = 0. Este conjunto estd contenido en el conjunto definido por la desigualdad
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s1 > m (z1 + 2x7). Por lo tanto

S1
h3‘S(h3)ﬂ{ZC2:I4:$5:$6:0} S E

y la prueba se completa.

Por 1ltimo, se presenta el siguiente resultado en referencia al comportamiento global del modelo

(3.1):

Teorema 17. Suponga que la condicion (3.20) se satisface. Se establece que si el pardmetro de
suministro sy satisface (3.26) entonces todas las trayectorias en ?RZHO son atraitdas al punto de

equilibrio libre de tumor E,.

Prueba. De hecho, al usar el Teorema 13, se observa que cada trayectoria en ?RZL,O tiene un
conjunto w—Ilimite no vacio.
Dado que la condicién (3.26) se mantiene se deriva de las Proposiciones 4 y 5 que cada conjunto

w—limite en R’ estd contenido en el conjunto G. Ademds, el sistema

. 2
1 = s1—dyry + oy — 202 (3.27)
.’,t'3 = S92 — d2$3

. 2

T7 = ox] — Biprr

obtenido por la restriccién del sistema (3.23) sobre el plano invariante x5 = x4 = x5 = 26 = 0
tiene un punto de equilibrio tnico F, el cual es asintéticamente estable y, en virtud del teorema de
Bendixon-Dulac, el sistema (3.27) no tiene ni 6rbitas periddicas ni 6rbitas homoclinicas. Entonces
cualquier conjunto w—Ilimite en §R170 es el punto de equilibrio F, el cual es asintéticamente estable
de manera global. La prueba estd completa.

Ahora bien, si se calcula la cota en (3.26) la cual sea mayor que 9 x 107dfas™! células, entonces
se observa que su valor excede significativamente el valor estimado s, = 1,36 x 10*dfas™! células, ver
[20]. Por lo tanto nuestro resultado muestra que el comportamiento del sistema (3.1) para valores

muy grandes del pardmetro sy se vuelve simple: es el modelo asintéticamente global libre de tumor.
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3.6. Analisis de dinamica sin tratamientos

Se propondrén funciones localizadoras para los casos especiales en los que no tenemos tratamien-
to o solo se cuenta con uno de ellos.

1) Caso s; = 0;s9 > 0, se cumplen todas las cotas superiores, de igual manera el limite concer-
vativo r3mm, para el caso de las cotas inferiores 1 mm V Z7mm €l resultado obtenido de localizacién

se vuelve trivial 21 mm; T7mm = 0. A fin de obtener un punto de equilibrio se establece que z; = 0.

0 = % + P55 + Bete + frar
0 = [Bgrs — ksxoxs + bizg (1 — boxs)

0 = 89— doxs — kawoxs + kaxy

0 = ksxoxs — kaxg + [4T6

0 = —Bys

0 = —Pere

0 = —[Bior7

Con lo que se obtiene x5 7 = 0, y el sistema de ecuaciones queda de la siguiente manera

0 = —k?31‘2$3 + 61$2 (1 — bgl‘g)
0 = SS9 — dgl‘g — k3$21’3 + k’4$4
0 = kswoxz — kyxy

Con lo que se obtiene x4 = %ixgxg

0 = —k3$2l’3 + bll’g (1 — b2$2>

0 = So — d2$3
Con lo que se obtiene x3 = *

0= —k3I2% + ble (1 — bQLUQ)
2

Con lo que se obtiene x5 = b—12 (1 — szﬁ;) Por lo que el punto de equilibrio quedara expresado de
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la siguiente forma

1 kg So ]{33 k3 ’
FBo=(0— (1822 ) 26" (1 4
0 (07 b2 < 82b1d2> 7d2782b2d2k4 ( 82b1d2> 707070>

2) Caso s; > 0;s9 = 0, las localizaciones correspondientes a las cotas superiores zi,xs, o5
se mantienen validas como en el caso general, mientras que las localizaciones correspondientes a
las cotas superiores 3, x4, r¢ se invalidan, por lo que se aplica la siguiente funcién localizadora

hs = 172 + @223 + @324 + quxg. El conjunto S (hg) N §R170 estd definido por la siguiente igualdad

0 = —z3q1biby + 22qiby — v3q2ds — Taky (g3 — q2) + T5q185 — 76 (qaBe — q334)

—21T2qra2 — Toxsks (1 + G2 — q3) — T127404 (¢35 — a)

En primer lugar, se impone la condicién q3 = g4 = 1. Después, se tiene 0 < ¢2 < q3 < q1 + g2, que a

su vez estd contenido en el conjunto S (h) N 25ma N Y definido por la siguiente desigualdad

25q1b1by — Taqiby + T3qads + Taky (g3 — G2) + Teqzke < q1Bgby

23q101ba — Taqiby + T3qada + vaky (1 — q2) + 26k < q18gby "

completando cuadrados con respecto a x5 se tiene la siguiente desigualdad

_ by + )2
Toy + 23q2ds + Taky (1 — q2) + z6ks < q1Pghyt + (@b +7)°
4q10107
con v > 0. Minimizando la expresién se tiene lo siguiente
o (@b +9)°
— pot o (@b + )7
! afehe + 44,b1by
y = Bebyl+ 4qibiby (2 (qiby + ) b1) — (quby +)? (4byby)
i 1626202
1 1 1 2
= +=by — __)
Y b2 (68 4 ! 4blq%
1 1 1 ’Y2 )
0 = —(Bg+=b1—=-—
by (68 4t 4 1q%
qQ = i
bl (4ﬁ8 + bl)

gl By 1 gl ( > )
_ Bs 1 284 + by + /12 + 484
L @B 1 00) ba | 20o /IR £ B, \ ST VAT




34

Con lo que obtenemos las cotas superiores para x3, r4x¢ de la siguiente forma

1 gl 58 Y ( )
Vo= s 28g + by + /b3 + 40gb
- s q2ds < by (485 + b1) bg 2b2 b%+458b1 B 1 m
1 v 68 Y ( )
ve 205 + b1+ /b3 +48gb
= R w ( b ( 4ﬁg+bl b, 2;,2 o (et N
1 g 68 Y ( )
2g + b1 + /b7 + 4fsb
< bl 458 + bl by 2 b2 b% + 4ﬁ8b1 BS 1 m

3) Caso 51 = sy = 0, de igual manera que el caso s, = 0 se obtienen las cotas superiores w3, T4, T,

o
| /\

las cotas x1, x9, 5, x7 permanecen de igual forma. Con respecto a los limites conservativos se vuelven

triviales los tres, 1 mm; £3mm; L7mim = 0.

3.7. Simulacién de la dinamica

A continuacién se muestra la interaccién de los distintos tipos de células en cuatro vistas del

modelo (3.1), por lo que las cotas superiores quedaran establecidas como:

._ ~ 9.
Tomix — Tsméx = b ~2x10 s
2

~ 9
Toamix — Tsméx ~ 2 x 107

sin restriccién alguna para el caso de la tasa maxima de concentracién de células infectadas y de
células complejas CTL-tumor.
Para el caso de la poblacién maxima de células presentadoras de antigeno APC', células APC

cargadas y células complejas APC — C'T'L, se tiene:

52

Tymax | = —————— ~ 8,5838 x 10°%:
’ ks (1 — qus)
G1xS2 5
Tamax @ = —————— ~ 8,1 x 107;
! ka (1 - (]1*)
q1x52

~ 4,2325 x 10

L6 max

- QQ*kéL (1 - Ch*)

con las restricciones %ﬁ <q <1 < g < 1, por lo que dicha condicién solo sera vélida

B
? Bg—katkaq
en aquellos casos en los que los valores resultantes respeten el dominio biolégicamente factible
(descartando valores negativos, imaginarios, etc.).

Para el caso del limite de células efectoras dentro del sistema C'T'L y de las células complejas
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CTL — CTL se tiene lo siguiente:

A dy
Timix - — - ;
' (2 - Q3) aq 2 (2 - (J3) e5]

Timax ~ 7,1684 x 10%;
Tromae i = Ags .
e q3 (51 + k?) - 577
Trmax ~ 3,166 x 106
B1

con las restricciones 1+ < g3 < 2, ésto con el fin de que se cumpla que ambas concentraciones,

51 +k77
tanto las células efectoras x; y células complejas x7.

Las condiciones iniciales del modelo (3.1) fueron en base a la relacién entre las muestras realizadas
a los pacientes en [20].

Las condiciones iniciales que se utilizaron fueron zy = [3,331 x 10°,2 x 10°,1,0,0,0, O]T.

% 10

APC non bearing %3

L wtsmesony
Y 6.408e-008
T L 5558e+005 -

Tumour cells %2 Effector cells x1

Figura 3.1: Interaccién entre las células efectoras C'T'L, Tumor y APC.

En la Figura 3.1 se muestra la poblacién maxima de células efectoras CTL (plano verde) misma

que respeta la condicién inicial, se observa una disminucién de células infectadas, ésto debido a la
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gran proliferaciéon de células presentadoras de antigenos y células efectoras, por lo que todos los
conjuntos compactos invariantes se encontrardn dentro del dominio de localizacién propuesto en
(3.7), ademas, el conjunto BPID el cual contiene todas las trayectorias del sistema (3.1), se puede
también derivar el dominio del sistema inmune sobre el antigeno (en este caso céncer) debido a los

pardmetros de suministro sq, s, al cumplir las restricciones mencionadas.

% 10

Turnoar loaded APCs 3

L ¥ 9.8e-024

g L Y S 164e+005
%10 I 1.282e-0M

AFC non bearing 2 0 Turnour cells =1

Figura 3.2: Interaccion entre las células tumorales, APC' libres de tumor y APC' cargadas.

En la Figura 3.2 se muestra la poblacién maxima de células presentadoras de antigeno tanto libres
de tumor como aquellas que estan cargadas con el tumor y serdn programadas para destruccién de
la membrana, se respeta la condicién inicial, se observa una disminucién de células infectadas, esto
debido a la gran proliferaciéon de células presentadoras de antigenos y presentadoras cargadas, por
lo que todos los conjuntos compactos invariantes se encontrarén dentro del dominio de localizacion

propuesto en (3.7).
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% 10

Complex CTL-CTL cells x3
o}
!

E000

2000
g
¥ 10

-2000
Complex CTL-ARC cells x 0 Complex CTL-Tumour cells 1

Figura 3.3: Interaccién entre las células complejas C'T'L—tumorales, CTL — APC'y CTL — CTL.

Por dltimo, en la Figura 3.3 se muestran los limites de células complejas para las tres densidades
en cuestion, se observa como parte de la condicién inicial y termina en ella, a este conjunto compacto
invariante se le conoce como 6rbita homoclinica, no se tiene un incremento en células tumorales
complejas, esto debido a la propagacién y proliferacién de los tipos de células complejas CTL—APC
y CTL — CTL, por lo que todos los conjuntos compactos invariantes se encontrardn dentro del

dominio de localizacién propuesto en (3.7).
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Capitulo 4

Modelo matematico de leucemia linfatica

cronica

Los autores del articulo [7] derivaron el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

que describen la cinética de las interacciones entre las distintas poblaciones de células:

‘fl = bl + (T - dl) T1 — C12X1T2 — C13T1X3; (41)
Ty = by — dywy — Co17271;
: z7
3 = by —d3rs — c31w371 + kay 543
51
2
x
. 1
Ty = b4 — d4$4 + aq 21’4.
S + 7

Para este sistema se utiliza la siguiente notacién:

xy representa las células B de leucemia linfatica crénica (B — CLL);

x9 la poblacién de células asesinas naturales (N K);

x3 son las células T citotéxicas efectoras (C'D8T);

x4 representa la poblacién de células T ayudantes (CD41T).

Los pardmetros en (4.1) se consideran positivos. Se describen en términos de pardmetros biologi-
cos iniciales del articulo [7]: by, be, b3 y by representa una fuente constante de células B — CLL,
NK, CD8TT y CD4TT respectivamente; r — d; representa el cambio de densidad dependiente de
la poblacién de leucemia; cq9, c13 representa la pérdida de células de leucemia debido a las interac-
ciones con las células NK y con las células CD8VT; do, ds y d4 representan la tasa de mortalidad
y es proporcional a la poblacién existente de NK, CD8'T y CD4TT respectivamente; co1, ¢31 rep-
resentan la desactivacién a través del contacto con las células B — C'LL de células NK y células
CD8'T; kay representa el término de reclutamiento de células T', es una fraccién k de las células T
ayudantes. Se puede consultar en [7] con respecto a una descripcién detallada de las variables del
modelo y pardmetros.

Se ha realizado en [7] simulacién numérica e interpretacién biolégica relacionada con los valores



39

de pardametros siguientes:

b = [9,2370],b, = [1,59,7,632],bs = [0,13,5], by = [3,9,16,9] (4.2)
dy = ,0076,d» = 0159, d3 = [0,0,0675] , ds = [,00135 — ,0338]

c2 = [9,78x1077,1,19 x 107°] ,¢43 = [3,4 x 107°,0,136] , k = 0,6

o1 = ,0001,c3 =,001, ay = [,00142 — ,0075]

r = 0,00935, s = 10000

Este conjunto de pardmetros se utiliza adicionalmente para probar la validez de nuestros conjuntos

de localizacion.

4.1. Dominio Compacto de Localizacion

A fin de derivar un conjunto compacto de localizacién en forma de poliedro, se deben analizar
las siguientes cuatro funciones localizadoras. A continuacién se considera que el cambio de densidad
de la poblacién de leucemia es positivo r > d;.

En primer lugar, se propone la siguiente funcion localizadora h; = x5. Por lo que obtenemos el
siguiente conjunto

S (hl) = {bg — d2$2 — C91X2X1 = 0}

entonces se obtiene que la interseccién de S (h) N R4 estd contenida en el conjunto definido por la
siguiente desigualdad

bg — dQIQ 2 0

y, por consiguiente, en el conjunto descrito por

Teorema 18. Todos los conjuntos compactos invariantes contenidos en §R‘i se localizan en el con-
gunto K (hy) definido por
by

o (4.3)

Ty < Tomax =

A continuacién se utilizard la notacion : s sy 1= be/ds.

Ahora derivamos los limites superiores de células ayudantes C' D41 T. Para este caso, se aplicard,
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la funcién localizadora hy = 4.

Entonces el conjunto S (hy) N RY esta dado por la siguiente igualdad

ZL’2
S (hg) = {b4 — d4l‘4 + (148 +1x2l‘4 = 0}

1

se observa que la expresién 22/ (s + 2%) estd restringida en el rango [0,1) en sus valores maximos
y minimos posibles Por lo que la interseccién S (hs) N %‘i N T1max estd contenida en el conjunto

definido por la siguiente desigualdad
by — dyxy + ayxy >0
Proposicion 19. Sea la tasa de mortalidad de células ayudantes mayor a la tasa de reclutamiento
dy > ay. (4.4)

por consiguiente, el conjunto descrito a continuacién si (4.4) se mantiene

by
d4 — Oy

> hy

Entonces todos los conjuntos compactos invariantes contenidos en R% estédn localizados en el con-

junto K (hs) definido por

by
Tg = g di — s (4.5)
El conjunto K (hs) esta contenido en
b
0 < 24 < Tama = ——
d4 — Q4

El siguiente paso consiste en derivar la cota superior para la densidad de células citotoxicas
CD8'T. Por lo que se utilizard la funcién localizadora hy = 3. Entoces el conjunto S (hy) N R4

estd dado por la siguiente igualdad

12
S <h3) = {b3 — d3.§(]3 — C3123%1 + /{:a48 _'_1:(:%.'54 = 0}
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Por lo que la interseccion S (hs) N R estd contenida en el conjunto descrito a continuacién

I’2
b3—d3x3+ka4 ! CL‘4>0
S

2 -
+ 7

$2

1
dgl‘g S bg + k%mm

1

la interseccién con la tasa méxima de células infectadas S (h3) N ?Ri N Z1max NS (he) estd contenida

en el siguiente conjunto
bs + k@4Tsmax

r3 <
ds

y, por consiguiente, en el conjunto definido por

bg ka4 b4
Us [ Ras s _p
Gy s da—oy =

Proposicién 20. Si la condicion (4.4) se mantiene, entonces todos los conjuntos compactos invari-

antes contenidos en R estdn localizados en el conjunto K (hs) definido a continuacion

bg i k:a4 b4
T3 < — 4 ——.
3= dg dg d4 — Oy
El conjunto K (h3) esta contenido en
b3 k:a4 b4
0< < méx ‘= 5 5
=T8> d3+d3d4—0é4

Como ultimo paso, se derivan las cotas superiores para la concentracién de células infectadas
B —CLL. Se aplicard la funcién localizadora hy = x1 — %‘sz — Sdgps 4 %:Lku, se calcula su derivada

C31
Lie

C13 C12 C13 C13

th4 = bl + _b4 - _b2 - _bg — —d4$4
C31 C21 C31 C31
c c
+(r—di)z + 2oy + 2 dgas
C21 C31

después, se divide toda la ecuacién entre el binomio r — d; esto para dejar al término z; sin factores,



con la condicién r > dy, por lo que la interseccién S (hy) N %i estd contenida en el conjunto

1 c c c
ry + ( 12d2$2 + ﬁdgl‘g — ﬁd4l‘4)

r—d; C31 C31
C12 C13 C13 1
= | —by+—bg—by — —y
C21 C31 C31 r — dl

los términos constantes se agrupan en un nuevo parametro o.

[0 = (262 + ‘13 bg - bl ‘1 b4) 1

C21 C31 r—dy
c > 0
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con el fin de obtener nuestra funcién localizadora se agregan al conjunto S (hs) NRY los siguientes

términos

r—djc3 C31
1 3 C13
(-
r—dj c31 C31

con esto se logra tener nuestra funcién localizadora hy al lado derecho de la igualdad

ha

1 ¢ c
-+ ( ﬁdg 12) To

r—d e C21

1 ¢ c
-+ ( ﬁdg 13) I3
r—d c3 C31

1
_< sy @k) v
r—dj c31 C31

= 0

si la restriccion r > d; se cumple se puede asegurar que ( “azd, + 012) >0y < fs g +

r—d1 co1 c21 r—d1 c31

€13
€31

)>
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0 si los retiramos de la ecuacién se tendra la siguiente desigualdad

1
h4—< %dzﬁ—@k‘)mga

r—dj c31 C31

se trabaja sobre la interseccion S (h4) N §Ri N T4max con la tasa méxima de células ayudantes

Td mbx = Ebfﬂ con la restriccién dy > a4 y ﬁd;; + k> 0.

h4 S U—I—@( d4+k’)$4
C31 T—dl
1
S U—i-@( d4—|—]€)l’4méx
C31 T—dl

de nuestra funcién localizadora se despeja la variable que representa las células infectadas xq, se

elimina x4 y en el caso de x5, z3 se utiliza la interseccién S (hy) N ?Ri N{z2 < Tomax; T3 < T3max -

1
’I“—dl

C12 C13
dy + k‘) Tamix T —Tomax T —T3max
C21 C31

. C13
1 < Timax =0+ —
C31

condg > asyr>d.

Teorema 21. Si la condicion (4.4) se cumple. Entonces todos los conjuntos compactos invariantes

contenidos en §R‘i estan contenidos en el conjunto compacto

KBPID =K (h'l) NnK (hg) NnK (hg) NK (h4) (46)

4.2. Limites conservativos

El objetivo de esta secciéon es el obtener los limites conservativos para todas las variables
de estado involucradas en el sistema (4.1). Primero, se aplica la funcién localizadora hs = z.
Se obtiene el siguiente conjunto S (hs) = {by = (di — r + c12w9 + c1323) x1}. Trabajando en la
interseccion S (hs) N NL N K (hy) N K (hs) la cual estd contenida en el conjunto definido por

by = (dy — 7 + c12x9 + c1373) 1. Por lo que se deriva el siguiente conjunto de lozalizacién

b
K (hs) = {331 2 Tlmin := ! }

dy — 7 4 C12T2max + C13T3max

con la restricciones r > dy 4 C19T2max + C13T3max ¥ da > Qy.

Después, se aplica la funcién localizadora hg = x2. Se obtiene el siguiente conjunto S (hg) =
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{by = (d2 + c211) x2}. La interseccién S (hg) N RE N K (hy) estd contenida en el conjunto descrito

por by = (dy + ¢c2171) 2. Por lo que se deriva el conjunto de localizacién

b
K(h6) = {xz > Tomm 1= m}

— [ C12 c13 _ _ a3 1 .
con o = <021b2 + o bz — by - 64) > 0 y con las restricciones r > dy y dg > ay.
El siguiente paso consiste en derivar la cota inferior de las células ayudantes C'D4"T. En este

caso se aplica la funcién localizadora h; = z4. Se deriva que el conjunto S (h7) "R estard contenido

en
2
T
{m (d4_a48+x?> :b4} -
22 \ '
=by | dy— !
{$4 4<4 a4s+x%) }C

-1
S
b (d4+a4 <S+ﬂf? _1)>

Utilizando las cotas superiores e inferiores para S (hy) N R4 N K (hs) . Por lo tanto, el conjunto

de localizacion K (h7) = {x4 > Tgymm}

~1
S
K (h7) = > Tamm = by | d — -1

con las restricciones r > dy y dy > ay.
Por dltimo, se analiza la funcién hg = x3. Se obtiene que la interseccién S (hg) N ?Ri estard

contenida en

22
d =bs + k L C
{x?,( 3+ C3171) 3+ a4s+x%x4}

S
d >b k’ 1-— min C
{xs( 3+ c3121) > bs + a4< s+x%) Ty }

S
bz + kay (1 — s > T4 min
.:Cg > 1 min
- d3 + €311 max

Utilizando las cotas superiores e inferiores para S (hs) N4 N K (hy) NK (hs) N K (k7). Por lo tanto,



45

el conjunto de localizacién K (hg) = {3 > Z3min}

b3—|—]€a4 (1 —

d3 + 3171 max

S+ZC% min > x4 min

K (hg) = T3 2 T3mm =

con las restricciones r > dy, dy > g y r > dy + C12T2 max + C13T3 max-

4.3. Meétodo iterativo con respecto a los limites definitivos

Se han derivado las cotas superiores e inferiores para todas las variables del sistema (4.1), el
siguiente objetivo es disminuir dichas cotas aplicanto el teorema iterativo (2.6).

a) Al aplicar la funcién localizadora h; = x5 se tiene sobre el conjunto S (hq)

(1) by
Ty < x5 1= < Toax 4.7
? = T 2max da + 2121 min 2 (4.7)

b) Al aplicar la funcién localizadora hy = x4 se tiene sobre el conjunto S (hs)

—1

S

Ty < xé(lllzlax = by <d4 — a4 (1 — S—l—T)) < T4mix (48)
1 max

c) Al aplicar la funcién localizadora hs = x5 se tiene sobre el conjunto S (h3)

bs + kay (1 — 4) xilriléx

2
5+ xl max
d3 + 3121 min

(1)

3max

13 < x < T3max (4.9)

d) Al aplicar la funcién localizadora hy = x; se tiene sobre el conjunto S (hy)

1 C13 1 C12 C13 C13
r1 < :cﬁ,?m =0+ — i+ k) Tamax + —Tomix + —3max — — kZamim < Timax (4.10)
c31 \r —d; C21 C31 C31

con & = (20, + Sy — by — 220, ) Az > 0,

C31 C31 T‘—dl

e) Al aplicar la funcién localizadora hs = x; se tiene sobre el conjunto S (hs)

-1
l‘glr?nin = b1 (dl — 7T+ Clgx(l) + 6131‘(1) ) S L1 min (4.11)

2 max 3 max
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f) Al aplicar la funcién localizadora hg = x5 se tiene sobre el conjunto S (hg)

—1
xéllzu’n = 62 <d2 + 021'17(1) > S L2 min (412)

1 max

g) Al aplicar la funcién localizadora h; = x4 se tiene sobre el conjunto S (h7)

-1
S
xé(llrzn'n = b4 <d4 — 4 <1 o m)) S T4 min (413)

1 min

h) Al aplicar la funcién localizadora hg = x3 se tiene sobre el conjunto S (hsg)

(1) - 8+I1 min
x3m1’n T 1)

( S T3 min (414)
d3 + C31T4

gléx < xélr?ﬂéx. Después utilizando
1) (1)

min’ xl max 3

1)

min

en lugar de 1y, en (4.7) se obtiene z

en lugar de z1ma en (4.8) se obtiene xfgléx < xillzléx. Siguiente, utilizando :L’g

:(32131@1)( < xélrzlax Adicionalmente, utilizando

(2)
1 méx

(2)

2 max

Ahora utilizando xg
(1)

L1 max

1 .
xfl Izléxen lugar de =1 min, 1 max ¥ Tamax €N (4.9) se obtiene x

(1) (1) 1) 1) :
Ty s Lamas> Lamin Y Lamax €1 1UGAT de T2max, T3maxs Tamm ¥ Tamax €D (4.10) se obtiene x

xg r?ﬂéx. Con respecto a los limites conservativos se puede aplicar el mismo método, utilizando x

y xé?lax en lugar de xglleéx y xélrzlax en (4.11) se obtiene xﬁzﬁn > xgllzlin. Después utilizando xﬁzlax

%éx gﬁn > xélrzﬁn. Siguiente, utilizando xf) 11111’11

(4.13) se obtiene xfgﬁn > xf&in. Por tltimo, utilizando xgzr?ﬂfn, 93&230& y xﬁﬁnen lugar de xg

<

en

& €en lugar de xg
1) (1)

min’ 113'1 max

lugar de x& en (4.12) se obtiene x en

y xfllrzﬁn en (4.14) se obtiene :cgﬁn > xélriﬁn.

Aplicando la misma secuencia a los limites definitivos obtenidos previamente, se derivan las

secuencias de convergencia de limites definitivos: 4 secuencias decrecientes

{xgn;l)éx} 7] = 17273747
m=1,2,...

y 4 secuencias crecientes

{xgnr;)fn} 7] = 17273747
m=1

=1,4,...

Al utilizar los valores de pardmetros (4.2) se tienen los resultados para cada una de las variables,

comparando las loCallzacClones previas T;max contra la localizacion por e método 1terativo Timax Y
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2 de igual manera se proporciona el porcentaje de mejora (reduccién).

imax’

célula SUD  Timax  Tooe % 2. %

NK re 290 205,03 29,30 131,15 36,03
CDATT x4 792,99 79299 00,00 792,99 00,00
CD8*T  xz3 262,87 89,035 66,13 20,447 77,03

B-CLL =z 871690 833200 04,41 824070 01,09

a continuacion se muestran los resultados explicitos de los limites conservativos utilizando los valores

de pardmetros (4.2) mostrando su porcentaje de mejora (incremento):

célula inf  Z;mn D % z? %
NK ro  0,052888  0,05533 04,62  0,055943 01,01
CDATT x4 641 739,58 15,38 788,96 06,67

CD8YT  x3 0,0083391 0,0099718 19,58 0,010714 07,44
B—-CLL =z, 65898 192,59 192,25 810,79 320,55

4.4. Punto de equilibrio libre de células infectadas B-CLL

A fin de encontrar el punto de equilibrio libre de tumor del sistema (4.1), la tasa constante de

células B — CLL serd by = 0 y se tendré la siguiente ecuacion

0 = (r—dy)x — 120172 — €132123;
0 = by — dyzy — co17271;
a?
0 = bg — d3$3 — 31231 + ka472:c4;
s+ a7
72

0 = b4 — d4$4 + aq 2%4.

s+ x7

Paso 1. Se despeja x; del primer renglén
0 =1 (r —di — c1o79 — C1373)
se tienen dos casos para cumplir dicha ecuacién

OILE'l

0 = r—d; —ciawy — Ci373
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es de interés encontrar un punto de equilibrio libre de células B — C'LL (z1) por lo que se tomara

el caso x1 = 0, nuestro sistema de ecuaciones se reescribe de la siguiente manera

0 =0

0 = by — dyxy;
0 = bs— dss;
0 = by —dyxy.

Paso 2. Se despeja x5 en el segundo renglon.

T = b2
2=

Paso 3. Se despeja 3 en el tercer renglén.
T3 = b3
=0

Paso 4. Se despeja x4 en el cuarto renglén.
T4 = by
L

Paso 5. El punto de equilibrio encontrado es el siguiente

Paso 6. Se procederd a analizar estabilidad en el punto de equilibrio x,. La matriz Jacobiana es la

siguiente.
r —dy — c19T2 — C1373 —C1271 —C1371 0
—C21T2 —dg — C211 0 0
J =
c31°3 + 2ka4x455ﬂ% 0 d3 — 3171 kay (1 S+I§>

2a4748 7 0 0 —dy + ay (1 — S )

2 2
st+x s+
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se sustituyen los valores de z, en la matriz J

r—d; —6122—2 —613% 0 0 0
—en —dy 0 0

—6312—2 0 —ds kas

0 0 0 —d,

se calcula el determinante de la matriz Jacobiana menos la matriz identidad y se iguala a 0
det (J —AI)=0
los eigenvalores determinados simbdlicamente:

1
(—dg, —d4, —dg, _W (d1d2d3 — ngdg + b2d3012 + b3d2013>>
23

se tiene la siguiente condicién
Td2d3 > d1d2d3 -+ b2d3012 + bgdgclg (415)

Proposicién 22. Sila condicion (4.15) se mantiene, entonces el punto de equilibrio . es localmente

estable.

4.5. Simulacion de la dinamica

A continuacién se muestra la interaccién de los distintos tipos de células en cuatro vistas del

modelo (4.1), por lo que las cotas superiores quedaran establecidas como:

by

L2 méx = 5

2 d
T9 max = 290

sin restriccién alguna para el caso de la tasa maxima de concentracién de células N K.
Para el caso de la poblacién maxima de células ayudantes CD4T, se tiene:
by

- dy — ay
Tamix - = 192,99.

T4 méx
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con la restriccién dy > ay, por lo que dicha condicién solo serd vélida en aquellos casos en que la
tasa de mortalidad de células ayudantes sea mayor a la tasa de reclutamiento de células 7'.

Para la poblacién limite de células efectoras C'D8'T, se tiene

. b3 + ka4x4méx
T3max - = d
3

T3max | = 262,87

por lo que, de igual manera, la condicién solo serd vélida en aquellos casos en los que la tasa de
mortalidad de células ayudantes sea mayor a la tasa de reclutamiento de células T.

Las condiciones iniciales del modelo (4.1) fueron en base a la relacién entre las muestras realizadas
a los pacientes en [7]. Dado que los pardmetros se muestran en modo de intervalos, se decidi6 por

utilizar la marca de cada intervalo como valor fijo.

T

Las condiciones iniciales utilizadas fueron zo = [1000, 184, 250, 0]

250 4.
200 -J.
150 .

100 -~

Effectar T cells x3

a0 -

¥ 2.054e+003
¥ 2. 24e-005

300 e 2 4.1796-008
25
2
a
¥ 10
Matural Killer cells =2 U 0 Infected B-CLL cells 1

Figura 4.1: Interaccién entre células B — CLL, NK y CD8'T

En la Figura 4.1 se observa que la poblacién méxima de células NK (plano azul) coincide con
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la condicién inicial para la tasa méaxima de células NK, dado que dicha tasa disminuye, por lo
que todos los conjuntos compactos invariantes se encontrardan dentro del dominio de localizacién
propuesto en (4.3), ademds, se observan las localizaciones de las cotas superiores K (hy) N K (hg).
La dindmica que se muestra, nos indica que existe un decrecimiento de las células N K, ésto debido
a la presencia de las células B — C'LL, las células infectadas presentan un incremento considerable,
esto comprueba la superioridad de células infectadas con respecto a la poblacién de células N K,

mismas que se ven debilitadas a medida que la tasa de células infectadas prolifera.

a0 e

% 2 054e+009
¥ 2248005
s 500 . IS
B —
E
i 400
o
=
T 200
oL %1000 il
= v 184
c N M
-0 = 2.4
1.5
100 ¢
1 x 10
) ]
Matural Killer cells %2 0 Infected B-CLL cells =1

Figura 4.2: Interaccién entre las células B — CLL, NK y CD4*T.

En la Figura 4.2 se observa el rol de las células ayudantes CD4"T, las cuales se encargan de
marcar a las células infectadas para que estas puedan ser objetivo de las células efectoras, también
se muestra que dicha poblacion de células aumenta rapidamente, esto por la gran cantidad de células
infectadas B, la tasa méxima de poblacién de células ayudantes no considera la condicién inicial
en pacientes enfermos, esto debido a la restriccién d, > a4 no siempre se cumple, se presentan las
localizaciones de las cotas superiores K (h1) N K (hs). La dindmica de las células ayudantes llega a

cierto nivel de proliferacién hasta la tasa méxima que existe (supremo), por lo que (4.5) se cumple
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que todos los conjuntos compactos invariantes se encuentran localizados en el dominio presentado,
bajo la condicién en la que la tasa de mortalidad de células ayudantes sea mayor a la tasa de

reclutamiento de celulas T.

a0

W 2.054e+009
Y 4. 173e-008
L BO0 o IBES3
x ——
-
E .
S 400 -
)
=
T 200
0=k
o0
245
1 15 ;
¥ 10
Effector T cells %3 0 50 Infacted B-CLL cells ¥1

Figura 4.3: Interaccién de células B — CLL, CD8YT y CD4A™T.

En la Figura 4.3 se presenta principalmente la misién de las células efectoras C D8T, la cual se
encarga de eliminar las células infectadas B, se observa que la poblaciéon maxima de células efectoras
es valida para el caso de pacientes saludables y una porcién de los pacientes enfermos la cual tiene
un limite de 7,5 x 10%, esto debido a la restriccién que existe con respecto a la tasa de mortalidad
de células ayudantes mencionada anteriormente. Se muestran los limites superiores K (hy) N K (h3).
Se muestra como la tasa de células efectoras decrece y siempre cumple la condicién de que todos
los conjuntos compactos invariantes dentro del dominio de localizacion propuesto en (4.5), bajo la

condicion previamente discutida.
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a0g
B0 -

400 4. .

Helper T cells x4

o0g L
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Effector T cells %3 u Matural Killer cells x2

Figura 4.4: Interaccion entre las células NK, CD8TT y CD4'T.

Por tltimo, en la Figura 4.4 se observa la dindmica del sistema inmune, la manera en que
nuestro cuerpo trata de contrarrestar la poblacién de células infectadas B, dado que la proliferacién
de células infectadas B es mayor con respecto a los otros tres tipos de celulas, trae por concecuencia
un crecimiento considerable de celulas ayudantes C D4 T, y tanto las células NK como las células
efectoras disminuyen su tasa de crecimiento y llegan a un equilibrio, a consecuencia del crecimiento
de células ayudantes, se cuenta con mas células infectadas marcadas, por lo que la tasa de celulas
efectoras y NK se ve disminuida hasta cierto nivel minimo poblacional. Se presenta al conjunto
acotado positivamente invariante X BPID, el cual contiene las cotas superiores K (hy) N K (he) N
K (h3) N K (hy), y nos indica que la poblacién de células del sistema inmune tendrd su dindmica

contenida dentro del conjunto compacto invariante presentado del sistema (4.1).
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Capitulo 5
Conclusiones

Se mostré de manera significativa como el método de localizacién puede aplicar en casos multi-
dimensionales, se consideraron siete variables de estado en el modelo de inmunoterapia y cuatro en
el modelo de leucemia.

Se investigaron rigurosamente varias propiedades de dindmica a largo plazo para el modelo de
crecimiento de tumor tratado con inmunoterapia hepta-dimensional creado en [20]. Se derivaron
cotas supeiores a largo plazo para todos los compentes del vector de estados del modelo (3.1).

Se encontraron las férmulas explicitas para los limites conservativos &1 mm, 3 min, £7mm las cuales
corresponden a células T efectoras CTL, células presentadoras de antigenos APC libres de tumor
y células complejas CTL-CTL respectivamente. Se demostré la existencia de un dominio acota-
do positivo e invariante (BPID) para cualquier punto tomado desde el dominio tanto la dindmica
inmediata como a largo plazo satisfacen el limite del conjunto BPID por lo que el comportamien-
to correspondiente a la poblacién de células infectadas, las células complejas CTL-tumor y otras
poblaciones celulares involucradas en este modelo son predecibles en su totalidad.

Se mostro la existencia de un punto de equilibrio libre de tumor E, tnico, el cual estd contenido
en el conjunto localizado en F, = (:Ul,xg,xg,:v4,:v5,x6,:n7)T con xg = 0;2; > 0,5 =1,3,...,7., ésto
debido a que el sistema (3.1) restringido en el plano invariante libre de tumor y células complejas
tumorales zo = x5 = 0 es asintéticamente estable cuando los pardmetros de suministro no existen
(s = s3 = 0), y en el caso que dichos pardmetros existen (si;sy > 0,52 + s3 > 0) se tiene un
dominio acotado positivamente invariante BPID. Se demostré que para un valor muy grande del
pardmetro s, la dindmica del modelo (3.1) en el ortante positivo es simple: el punto de equilibrio
libre de tumor F, atrae globalmente todas las semitrayectorias positivas en el ortante positivo.

Se estudiaron los diferentes casos en los cuales se cuenta con solo un tratamiento s; o sy y el
caso sin tratamiento, encontrando las cotas superiores para todas las variables del modelo (3.1).

Los resultados del analisis del modelo (3.1) pueden proporcionar el método de tratamiento del
paciente basado en este modelo, asi como del propio modelo. Es de interés esencial el estudio de

la dindmica global del modelo (3.1) en un dominio biolégicamente factible en un espacio vectorial
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paramétrico con base en los pardmetros estudiados (3.2).

Se investigé adicionalmente el modelo de leucemia linfética crénica de cuatro dimensiones creado
en [7]. Se derivaron los limites superiores a largo plazo para todas las variables involucradas en el
sistema (4.1). Adicionalmente, se derivaron los limites explicitos para la tasa conservativa a largo
plazo, mismas que nos afirman la no mortalidad de todas las variables de estado en cuestion.
También, se presenta la dindmica del sistema y el dominio acotado positivamente invariante BPID.

Adicionalmente se empleé el método iterativo, con el cual se logré delimitar tanto las cotas su-
periores (reducirlas) como los limites conservativos (incrementarlas), se presentaron dos iteraciones
en las cuales se logré una delimitacién considerable.

Los resultados obtenidos muestran una prediccién de la dindmica del sistema a largo plazo, por
lo que la poblacién de las distintas concentraciones celulares se verd limitada por cada una de las
cotas encontradas, con sus restricciones mencionadas.

El andlisis exhaustivo de los sistemas biolégicos permite la aplicacion de resultados por especial-
istas en el area, que puede ser tema de investigacién futura.

Los sistemas bioldgicos por sus caracteristicas presentan una forma diferente de anilisis, este
trabajo servird como referencia para la aplicacién de los métodos de localizacién en sistemas de este
tipo. El analisis de estabilidad establecié algunos puntos de equilibrio estables para los sistemas

bajo estudio.
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