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Resumen

En este trabajo se presenta el estudio y control de cuatro sistemas mecánicos subac-
tuados de tipo péndulo invertido, a saber: Péndulo de Furuta (PF), Péndulo con Rueda
Inercial (PRI), Péndulo Invertido Sobre Carro (PISC) y pendubot. El estudio de los
sistemas comprende lo siguiente:

• Modelos dinámicos no lineales de los cuatro sistemas (PF, PRI, PISC y pendubot),
cada uno derivado de aplicar la formulación de Euler-Lagrange.

• Modelos lineales aproximados alrededor del punto de operación inestable de los
cuatro sistemas.

• Modelos basados en planitud diferencial desarrollados para los sistemas PF, PISC
y pendubot, los cuales son equivalentes a los modelos lineales aproximados.

• Diseño asistido por computadora y construcción, vía máquinas-herramientas, de
los sistemas.

Mientras que el control se re�ere a:

• Simulación e implementación experimental de un controlador que, por medio de
una apropiada conmutación de controles, resuelve las tareas de swing-up y esta-
bilización en los sistemas PF, PRI, PISC y pendubot. Para tal �n, se emplean
controles previamente reportados en la literatura. En todos los sistemas se usa el
control por realimentación del vector de estado para ejecutar la tarea de estabiliza-
ción; mientras que para la tarea de swing-up se utilizan diferentes controles en cada
sistema, a saber, un control basado en energía que explota las propiedades pasivas
del sistema para el PF y PISC, un control que emplea el enfoque de energía para
el PRI y un control basado en linealización parcial colocada para el pendubot.

• Propuesta de un esquema de control lineal para la estabilización del sistema PF.
Este esquema de control es derivado del modelo de planitud diferencial del PF y
permite eliminar el ciclo límite causado por la no linealidad de zona muerta, la cual
a su vez es inducida por fricción estática en el actuador del sistema. En el diseño
de este esquema de control se hace uso del enfoque de respuesta en el tiempo,
es decir, se emplea la herramienta de control clásico conocida como el lugar de
las raíces ; mientras que el análisis de la no linealidad de zona muerta se lleva a
cabo a través del método de la función descriptiva. Desde que este último es un
método intrínsecamente basado en respuesta en frecuencia, y no en la respuesta en
el tiempo, el procedimiento propuesto para llevar a cabo la eliminación del ciclo
límite es intuitivo y recae en la experiencia del diseñador.

• Propuesta de otro esquema de control lineal para la estabilización del PF, PISC
y pendubot. Tal esquema de control también es desarrollado a partir del modelo
lineal de planitud diferencial y también permite eliminar el ciclo límite causado
por la no linealidad de zona muerta, inducida por fricción estática en el actuador
de cada uno de los tres sistemas (FP, PISC y pendubot). En este caso el diseño



del esquema de control propuesto se realiza vía el enfoque de respuesta en frecuen-
cia, usando la herramienta de control clásico diagramas de Bode. Nuevamente, el
análisis de la zona muerta se realiza con el método de la función descriptiva. Co-
mo resultado de emplear el enfoque de respuesta en frecuencia y el método de la
función descriptiva, se encuentran fórmulas especí�cas que permiten diseñar de
manera más fácil el esquema de control propuesto.

• La implementación de los dos esquemas de control propuestos se lleva a cabo a tra-
vés del control por realimentación del vector de estado. Esto al utilizar expresiones
matemáticas que relacionan ambos enfoques, es decir, el enfoque clásico (esquemas
de control propuestos) y el enfoque moderno (control por realimentación del vector
de estado).
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miento de Euler-Lagrange, linealización aproximada, planitud diferencial, di-
seño asistido por computadora, construcción de prototipos, control basado en
energía, linealización parcial colocada, realimentación del estado, ciclo límite,
zona muerta, fricción estática, función descriptiva, enfoque de respuesta en
frecuencia, enfoque de respuesta en el tiempo.



Abstract
In this work the study and control of four underactuated mechanical systems of the

inverted pendulum type are presented, namely: Furuta pendulum (FP), Inertia Wheel
Pendulum (IWP), Cart-Pole System (CPS), and pendubot. The study of the systems
comprises the following:

• Dynamic and non linear models of the four systems (FP, IWP, CPS, and pendu-
bot), each one derived from the Euler-Lagrange formulation.

• Approximate linear models around the unstable operation point of the four sys-
tems.

• Models based on di�erential �atness developed for the systems FP, CPS, and
pendubot, which are equivalent to the approximate linear models.

• Computer aided design and construction, via machine-tools, of the systems.

Whereas the control refers to:

• Simulation and experimental implementation of a controller that, through an ap-
propriated switching of controls, solves the swing-up and stabilization tasks of the
systems FP, IWP, CPS, and pendubot. To this end, controls previously reported in
literature are employed. In all the systems the state feedback control is used to exe-
cute the stabilization task; while for the swing-up task di�erent controls are used
in each system, namely, a control based on energy that exploits the passive pro-
perties of the system for the FP and CPS, a control that uses the energy approach
for the IWP, and a control based on the collocated partial feedback linearization
for the pendubot.

• Proposal of a linear control scheme for the stabilization of the FP. This control
scheme is derived from the di�erential �atness model of the FP and allows elimina-
ting the limit cycle caused by the dead-zone nonlinearity, which is in turn induced
by static friction in the actuator of the system. In the design of this control scheme
the time response approach is used, that is, the classic control tool known as root
locus is employed; whereas the analysis of the dead-zone nonlinearity is performed
through the describing function method. Since this latter is a method intrinsically
based on frequency response, and not in time response, the procedure proposed to
commissioning elimination of the limit cycle is intuitive and relays on the designer
experience.

• Proposal of another linear control scheme for the stabilization of the FP, CPS, and
pendubot. Such a control scheme is also developed departing from the di�erential
�atness model and it also allows eliminating the limit cycle caused by the dead-
zone nonlinearity, induced by static friction in the actuator of each one of the
three systems (FP, CPS, and pendubot). In this case the design of the proposed
control scheme is performed via the frequency response approach, using the tool of
classic control Bode diagrams. The analysis of the dead-zone is again carried out
with the describing function method. As a result of using the frequency response
approach and the describing function method, precise formulas are found which
allows designing easily the proposed control scheme.



• The implementation of the two proposed control schemes is carried out through
the state feedback control when using mathematical expressions that relate both
approaches, that is, the classical approach (proposed control schemes) and the
modern approach (state feedback control).

Keywords:

Underactuated mechanical systems, inverted pendulums, Euler-Lagrange equa-
tions of motion, approximate linearization, di�erential �atness, computer ai-
ded design, prototypes construction, control based on energy, partial feedback
linearization, state feedback control, limit cycle, static friction, describing
function method, frequency response approach, time response approach.
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Capítulo 1

Introducción

En el estudio de los sistemas mecánicos se ha manifestado que la dinámica que los
caracteriza puede interpretarse como un conjunto de movimientos independientes y sin-
cronizados de cada una de sus partes. Tales movimientos pueden producirse por la acción
de un actuador, llamada actuación directa, o bien por medio de otros elementos a los
cuales se encuentran interconectados, conocida como actuación indirecta. En mecánica a
estos movimientos se les conoce como Grados De Libertad (GDL). Por tanto, de acuerdo
al número de GDL y a los actuadores que poseen los sistemas mecánicos, éstos se pueden
clasi�car en: completamente actuados y subactuados. Los primeros poseen igual número
de GDL que de actuadores, mientras que los segundos tienen mayor número de GDL
que de actuadores.

En las últimas décadas ha surgido un fuerte interés por parte de investigadores del
área de ingeniería de control en los sistemas mecánicos subactuados. El interés que se
tiene en este tipo de sistemas radica en las ventajas que pueden ofrecer en lo relati-
vo a menor peso, costo y al ahorro de energía; ya que se pretende que los sistemas
subactuados realicen las mismas tareas que los sistemas completamente actuados, pero
haciendo frente a las di�cultades de control que conlleva un sistema con menor número
de actuadores. De manera que, el control de los sistemas mecánicos subactuados es ac-
tualmente un campo activo de investigación debido a su amplia gama de aplicaciones en
áreas como robótica, aeroespacial y vehículos marinos [1]. Muchos sistemas de control
que podemos observar en la vida real, tales como: robots móviles, robots caminantes,
robots de articulaciones �exibles, robots sobre plataformas móviles, robots nadadores,
cohetes espaciales, satélites, aviones de despegue/aterrizaje vertical, helicópteros, proyec-
tiles, vehículos submarinos, barcos, buques de super�cie, etc., son ejemplos de sistemas
mecánicos subactuados [2].

De acuerdo a [3], algunos de los sistemas mecánicos subactuados más conocidos en el
área de ingeniería de control son: el Acrobot, Pendubot, Péndulo Invertido Sobre Carro
(PISC), Sistema de Grúa, Péndulo de Furuta (PF), Péndulo con Rueda Inercial (PRI),
Sistema Bola-Viga, Sistema de Levitación Magnética, Oscilador Traslacional con Actua-
dor Rotacional, Avión de Despegue/Aterrizaje Vertical y Buque de Super�cie. Siendo
los sistemas subactuados de interés en el presente trabajo aquellos de tipo pendular. Por
lo tanto, a continuación se presentan los antecedentes de los sistemas pendulares.
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

1.1. Antecedentes de los sistemas pendulares

El péndulo toma su nombre del latín pendere que en español signi�ca colgar de. Este
mecanismo ha sido ampliamente estudiado desde los tiempos de Galileo [4] y algunas
de sus aplicaciones se han realizado como sigue. En 1841 Forbes propuso por primera
vez la utilización de un péndulo invertido como sismógrafo. El dispositivo consistía de
una varilla de metal dispuesta verticalmente y unida a una masa que podía �jarse a lo
largo de su longitud. Dicha varilla se apoyaba sobre un alambre cilíndrico de acero, cuya
rigidez podía modi�carse manualmente. Así, el periodo libre del péndulo podía variarse
a través de la posición de la masa y de la rigidez del apoyo, obteniendo diferentes
ampli�caciones de la respuesta del mismo ante la acción de un terremoto. El efecto de
este fenómeno natural se registraba por medio de un lápiz sujeto al extremo libre del
péndulo invertido de tal forma que las oscilaciones quedaran impresas sobre un papel
previamente dispuesto. La estabilidad del péndulo en la posición invertida se basaba
en la rigidez del apoyo. Posteriormente, en 1851 Foucault suspendió una bola de hierro
en la cúpula del panteón de París mediante un cable. Bajo el punto de suspensión se
encontraba una super�cie cubierta con arena, sobre la cual una aguja colocada en la
parte inferior de la bola marcaba la trayectoria del péndulo. Al paso de algunas horas el
trazo de la aguja se engrosó, comprobando que el plano de oscilación del péndulo rotaba
en sentido horario, unos once grados por hora, logrando demostrar la rotación de la
Tierra. Tiempo más tarde, con el �n de poder estudiar el contenido de las frecuencias de
onda de un terremoto, en 1860 Cavalleri dispuso seis péndulos de diferentes frecuencias
naturales; de tal forma que el péndulo cuya frecuencia natural se aproximara más al
valor de frecuencia dominante de un terremoto entrara en resonancia. Más tarde, en 1908
Stephenson consiguió estabilizar un péndulo rígido en su posición invertida por medio de
una vibración en el punto de sujeción, donde las amplitudes de tales vibraciones deberían
ser pequeñas comparadas con la longitud del péndulo y considerando que la masa se
encontraba concentrada en el extremo del péndulo. Estudios posteriores mostraron una
posible estabilización del sistema con menores frecuencias de estabilización y mayores
amplitudes, de manera que las regiones de estabilización se obtenían en función de
los parámetros del sistema físico y de la vibración de excitación. Así, esto último fue
explicado a detalle en 1951 por Kapitza, conociéndose desde entonces a este dispositivo
como el péndulo de Kapitza.

Una vez introducidos los antecedentes de los sistemas pendulares, en seguida se dan
las generalidades de los sistemas subactuados pendulares.

1.2. Sistemas subactuados pendulares

La importancia de los sistemas subactuados pendulares en ingeniería es derivada de
los diferentes problemas que pueden estudiarse con estos sistemas, por ejemplo [4]:

⋄ Modelado

⋄ Identi�cación de parámetros

⋄ Control de posición y velocidad

⋄ Oscilación del péndulo desde la posición colgante hasta alcanzar la posición inver-
tida (swing-up)
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⋄ Estabilización del péndulo en la posición invertida (estabilización del péndulo)

⋄ Control híbrido (swing-up más estabilización del péndulo)

⋄ Seguimiento de trayectorias

⋄ Generación de oscilaciones

⋄ Análisis del ciclo límite

Es por este hecho que mencionados sistemas resultan de interés en el presente trabajo,
en particular, PF, el PISC, el PRI y el pendubot. En esa dirección se presenta una
descripción de dichos sistemas.

• El PF, mostrado en la Figura 1.1(a), está formado esencialmente por tres elemen-
tos, a saber, dos eslabones �brazo y péndulo� y un motor. Uno de los extremos
del brazo está unido a la �echa del motor, el cual le imprime movimiento angular
sobre el plano horizontal. En el extremo libre del brazo está conectado el péndulo,
a través de una articulación que puede girar libremente y permite la rotación de
este último en el plano vertical.

• Respecto al PRI (ver Figura 1.1(b)), este mecanismo está compuesto de un eslabón
rígido (péndulo), una rueda y un motor. Uno de los extremos del eslabón se en-
cuentra �jo (pivote) sobre el plano vertical y el otro extremo está unido a la rueda.
A su vez, la rueda se encuentra unida al motor, el cual le imprime movimiento
angular, provocando que el eslabón se balancee sobre el pivote.

(a) (b)

Figura 1.1: (a) PF. (b) PRI.

• El PISC, el cual puede verse en la Figura 1.2(a), consiste en un eslabón rígido
(péndulo) que está unido de uno de sus extremos a un carro. Este último se mueve
por medio de un actuador, generalmente un motor, sobre un riel horizontal limitado
y el péndulo se mueve angularmente sobre el plano vertical.

• Por último, en la Figura 1.2(b) se muestra el pendubot, el cual es un mecanis-
mo de dos eslabones rígidos interconectados por uniones rotacionales y un motor
conectado al hombro.
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(a) (b)

Figura 1.2: (a) PISC. (b) Pendubot.

La característica que comparten los mecanismos antes descritos de sólo poseer un
actuador y tener la capacidad de realizar diferentes movimientos, es precisamente la que
los de�ne como sistemas mecánicos subactuados. Por otro lado, al realizar las descripcio-
nes anteriores, es fácil darse cuenta que, en general, el PF, el PRI, el PISC y el pendubot
están integrados de tres subsistemas, a saber: estructura mecánica, que depende de la
con�guración del sistema subactuado, actuador, el cual permiten el movimiento de una
estructura mecánica, y etapa de potencia, que es la responsable del accionamiento del
actuador. Esta idea puede extenderse a todos los sistemas subactuados y más aún a
todos los sistemas robóticos y mecatrónicos.

Habiendo realizado la descripción de los sistemas mecánicos subactuados de interés,
es fácil darse cuenta que, en general, estos sistemas están integrados de tres subsistemas,
a saber, estructura mecánica, que depende de la con�guración del sistema subactuado,
actuadores, los cuales permiten el movimiento de la estructura mecánica, y etapa de
potencia, que es la responsable del accionamiento de los actuadores. Esta idea puede
extenderse a todos los sistemas subactuados y más aún a todos los sistemas robóticos y
mecatrónicos [5].

1.3. Estado del arte cientí�co

Debido a que los sistemas mecánicos subactuados poseen menor número de actua-
dores que de GDL, las técnicas de control desarrolladas para sistemas completamente
actuados no pueden ser directamente aplicadas para su control. En ese sentido, para
el control de los sistemas mecánicos subactuados, se han desarrollado diversos contro-
ladores basados en diferentes enfoques, tales como linealización parcial, energía, modos
deslizantes y lógica difusa, por mencionar algunos. Siendo las problemáticas que más han
llamado la atención de la comunidad de ingeniería de control las siguientes: swing-up,
estabilización, control híbrido, seguimiento de trayectorias y generación de oscilaciones.
En ese sentido y de acuerdo a las problemáticas de control resueltas, a continuación se
presenta el estado del arte cientí�co de los sistemas mecánicos subactuados de interés en
este trabajo, es decir, el PF, el PRI, el PISC y el pendubot. Asimismo, desde que se ha
señalado que los sistemas subactuados están integrados de tres subsistemas (estructura
mecánica, actuadores y etapa de potencia), se incluyen aquellos trabajos en los cuales
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se ha realizado un esfuerzo importante al considerar la dinámica de los actuadores en el
diseño de controladores.

1.3.1. Péndulo de Furuta (PF)

En las Tablas 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 1.7 y 1.8 se presentan los aportes cientí�cos
relativos al PF, clasi�cados de acuerdo a las problemáticas de control resueltas.

Tabla 1.1: Contribuciones en modelado y construcción del PF.

Autores Descripción

Fantoni y Lozano [6, 7] Modelado mediante formulación de Euler-Lagrange.
Awtar et al. [8] Construcción de prototipo recon�gurable de PF y

pendubot.
Guo et al. [9] Modelado de PF vía árbol difuso de optimización de

parámetros basado en modelo difuso adaptivo.
Jadlovská y Sarnovský [10] Procedimiento para modelado matemático de péndu-

los invertidos con un número arbitrario de péndulos.
Hernández-Guzmán et al. [11] Modelado con método de Euler-Lagrange, construc-

ción e identi�cación de parámetros de un prototipo.

Tabla 1.2: Aportaciones en diseño de controles para swing-up del PF.

Autores Métodos

Fantoni y Lozano [6, 7] Enfoque de energía.
Gordillo et al. [12] Gradiente de velocidad de Fradkov.
Jung y Wen [13] Control predictivo de aprendizaje iterativo.
Lee [14] Función de Lyapunov con parámetros de ponderación ajus-

tables.

Tabla 1.3: Trabajos sobre diseño de controles para la estabilización del PF 1/2.

Autores Métodos

Yavin [15] Transformación de la segunda ecuación de movimiento
del sistema.

Suzuki et al. [16] Sector deslizante variante en el tiempo, obtenido con
una función de Riccati (no por modos deslizantes).

Aguilar-Ibáñez et al. [17, 18] Linealización parcial y método directo de Lyapunov.
Son et al. [19] Realimentación de salida dinámica de primer orden.
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Tabla 1.4: Trabajos sobre diseño de controles para la estabilización del PF 2/2.

Autores Métodos

Oh et al. [20] Controlador en cascada difuso optimizado mediante
algoritmos genéticos de competencia justa jerárquica.

Pujol y Acho [21] H∞ y desigualdad de matriz lineal.
Chang [22] Método de moldeo de energía.
Sandoval et al. [23] Pasividad, interconexión e inyección de amortigua-

miento, método directo de Lyapunov y teorema de
Barbashin-Krasovskii.

Hirata et al. [24] Control adaptivo robusto y control autosintonizado.
Tu y Ho [25] Visión, H2/H∞ y desigualdad de matriz lineal.
Hassanzadeh y Mobayen [26] Algoritmos genéticos, optimización de enjambre de

partículas y optimización de colonia de hormigas.
Muske et al. [27] Control óptimo en cascada por modos deslizantes uti-

lizando la estructura de control predictivo de modelo
no lineal.

Yang y Yang [28] Esquema de estructura variable adaptivo.
Rubio et al. [29] Método de estructura al in�nito y el método de asig-

nación de polos.
Türker et al. [30] Método directo de Lyapunov con cambio de coorde-

nadas.
Kim y Oh [31] Aprendizaje emocional del cerebro.
Hernández-Guzmán et al. [11] Realimentación del vector de estado implementado en

un microcontrolador.
Chen y Huang [32] Formas en cascada de Olfati y control adaptivo.
Hamza et al. [33] PD difuso tipo 2 en cascada, algoritmos genéticos y

optimización de enjambre de partículas.
Ryalat y Laila [34] Método que simpli�ca ecuaciones diferenciales parcia-

les derivadas del enfoque interconexión y asignación
de amortiguamiento.

Mandi¢ et al. [35] Control PD de orden fraccional y enfoque de descom-
posición D.

Salgado et al. [36] Algoritmo de super torsión de tiempo discreto.
Hamza et al. [37] Algoritmo de búsqueda Cuckoo para el diseño opti-

mizado del control PID difuso de tipo 2 de intervalo
en cascada.

Ortega-Montiel et al. [38] Modelo lineal invariante en el tiempo con retardos de
cuarto orden y controlador proporcional retardado.
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Tabla 1.5: Diseño de controles para swing-up más estabilización del PF.

Autores Métodos

Suzuki et al. [39] Control óptimo no lineal dependiente del estado.
Jung et al. [40, 41] Algoritmos genéticos de competencia justa jerárquica.
La Hera et al. [42] Restricciones holonómicas virtuales.
Ordaz-Oliver et al. [43, 44] Estructura de optimización general, energía y teoría

de programación dinámica.
Park y Chwa [45] Modos deslizantes acoplados.
Mary y Marimuthu [46] PD, control por paso de pulsos, control de balance

difuso y enfoque de energía.
Oh et al. [47] Controlador difuso en casada optimizado con evolu-

ción diferencial.
Seman et al. [48] Controladores basados en: 1) Energía y control predic-

tivo, y 2) Exponenciación de la posición del péndulo
y control predictivo.

Escobar-Dávila et al. [49] Enfoque de energía, redes neuronales arti�ciales y re-
alimentación del vector de estado.

Aracil et al. [50] Método de gradriente-velocidad y forwarding.
Aranda-Escolástico et al. [51] Control disparado por eventos periódicos.
Shah y Rehman [52] Transformación de estados y entrada del sistema, ma-

nifold deslizante no lineal y control por modos desli-
zantes.

Tabla 1.6: Desarrollo de controles para seguimiento de trayectoria del PF 1/2.

Autores Basado en:

Lhee et al. [53] Control difuso de modos deslizantes con
autosintonización de parámetros de zona
muerta.

Ramos-Velasco et al. [54] Formas normales no lineales, regulación de
salida y modos deslizantes.

Chen et al. [55] Linealización de entrada-estado y coloca-
ción de polos.

Castillo-Toledo et al. [56] Regulador estable estructuralmente.
Aguilar-Ibáñez y Sira-Ramírez [57] Tres controladores basados en: 1) Enfoque

de colocación de polos, 2) Enfoque jerár-
quico de alta ganancia y 3) GPI.

Cheng et al. [58] Teorema de estabilidad de Lyapunov.
Ramírez-Neria et al. [59] Rechazo activo de perturbaciones.
Aguilar-Avelar y Moreno-Valenzuela [60] Linealización por realimentación y com-

pensación de energía.
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Tabla 1.7: Desarrollo de controles para seguimiento de trayectoria del PF 2/2.

Autores Basado en:

Aguilar-Avelar y Moreno-Valenzuela [61] Linealización de entrada-salida.
Moreno-Valenzuela et al. [62] Redes neuronales adaptivas.
Puga-Guzmán et al. [63] Linealización por realimentación y redes

neuronales adaptivas

Tabla 1.8: Diseño de controles para generación de oscilaciones del PF.

Autores Métodos

Shiriaev et al. [64] Restricciones holonómicas virtuales.
Freidovich et al. [65] Disipatividad vía la transformación de energía de fase.
Aguilar et al. [66] Control de estructura variable.

También, se han realizado estudios del comportamiento del PF en el área del caos. Estos
estudios se muestran en la Tabla 1.9.

Tabla 1.9: Aportes en el área de caos del PF.

Autores Estudian

Pagano et al. [67] Las bifurcaciones Pitchfork y Hopf en el PF mediante la teoría
de formas normales.

Barreiro et al. [68] El dominio de atracción del PF obtenido vía las teorías: De
Lyapunov y Bifurcación.

Muñoz-Almaraz [69] La dinámica y el comportamiento de bifurcación del PF.
Verduzco [70] Control de las bifurcaciones estacionarias: Saddle-node, trans-

críticas y Pitchfork.

Por último, se han reportado otros trabajos del PF relacionados a: Formas normales [2],
deadbeat control [71], sintonización de controles [72,73], teoría de transformaciones de si-
milaridad [74], dinámica en lazo cerrado no lineal weakly [75], observador de velocidades
angulares [76], prototipado y aplicaciones de controles [77�80], retrasos por realimenta-
ción [81], control en la red [82].

1.3.2. Péndulo con Rueda Inercial (PRI)

En las siguientes Tablas 1.10, 1.11, 1.12, 1.13, 1.14, 1.15 y 1.16, se resumen las
contribuciones cientí�cas del sistema PRI, las cuales son presentadas de acuerdo a las
problemáticas de control estudiadas.
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Tabla 1.10: Aportes acerca del modelado y construcción del PRI.

Autores Métodos

Fantoni y Lozano [7] Modelado vía formulación de Euler-Lagrange.
Alonso et al. [83] Modelado e identi�cación de parámetros, consideran-

do fricción y efectos de la zona muerta.
Block et al. [4] Modelado con método de Euler-Lagrange e identi�-

cación de parámetros.
Borda [84] Modelado de un sistema con restricciones de segundo

orden discreto.
Hernández-Guzmán et al. [11] Modelado con método de Euler-Lagrange, construc-

ción e identi�cación de parámetros de un prototipo.

Tabla 1.11: Diseño de controles para swing-up del PRI.

Autores Métodos

Fantoni y Lozano [7, 85] Energía y propiedades pasivas del sistema.
Srinivas y Behera [86] 1) Considerando oscilaciones del péndulo como perturba-

ciones. 2) Control basado en pasividad por interconexión e
inyección de amortiguamiento.

Tabla 1.12: Diseño de controles para la estabilización del PRI 1/2.

Autores Métodos

Qaiser et al. [87, 88] Control de super�cie dinámica y método de Lyapunov.
Ye et al. [89, 90] 1) Transformación a cadenas de integradores y la técnica

de control por saturación, 2) función de saturación y
backstepping.

Aguilar Ibañez et al. [91] Funciones de saturación anidadas.
Grillo et al. [92, 93] Restricciones de Lyapunov y restricciones de segundo

orden.
Lopez-Martinez et al. [94] Super�cie deslizante no lineal tomando en cuenta incer-

tidumbres en los parámetros.
Martinez-Soto et al. [95] PID con optimización de enjambre y algoritmos genéti-

cos.
She et al. [96] Trasformación de coordenadas, tomando la parte no li-

neal del nuevo sistema como perturbaciones arti�ciales.
Montoya-Giraldo et al. [97] Regulación de energía y linealización extendida de va-

riables de estado.
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Tabla 1.13: Diseño de controles para la estabilización del PRI 2/2.

Autores Métodos

Khalid y Memon [98] Control por modos deslizantes basado en observador
de alta ganancia extendido.

Zhang et al. [99] Transformación de coordenadas y estrategia de tiem-
po inverso.

Ferré Puiggalí y Mestdag [100] Problema inverso del cálculo de variaciones.
Aguilar-Avelar at al. [101] Linealización por realimentación con compensación

de fricción.
He et al. [102] Realimentación híbrida, compuesta por realimenta-

ción parcial y realimentación parcial de salida vir-
tual, con formas canónicas estrictas y no a�nes.

Cazarez-Castro et al. [103] Controlador difuso tipo Mamdani y síntesis difusa
de Lyapunov.

Tabla 1.14: Trabajos sobre controles para swing-up más estabilización del PRI.

Autores Métodos

Spong et al. [104] Linealización parcial y pasividad con:
1) Realimentación lineal. 2) Colocación
de polos.

Ortega et al. [105] Control basado en pasividad�
interconexión e inyección de amorti-
guamiento.

Hernández [106] Modos deslizantes y GPI.
Carrillo-Serrano y Hernández-Guzmán [107] Energía y realimentación del vector de

estado, considerando la dinámica del
motor.

Andrievsky [108] Gradiente-velocidad vía energía y con-
trol de estructura variable con modos
deslizantes forzados.

Ye et al. [109] Backstepping para sistemas en cascada
no lineales que tienen estructura feed-
forward.

Hernández-Guzmán et al. [11] Energía y realimentación del vector de
estado, considerando la dinámica del
motor.

Ryalat y Laila [34] Simpli�cación de ecuaciones diferencia-
les parciales derivadas del enfoque in-
terconexión y asignación de amortigua-
miento.
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Tabla 1.15: Controles para seguimiento de trayectoria del PRI.

Autores Métodos

Estrada et al. [110] Control por modos deslizantes de orden superior casi
continuo.

Iriarte et al. [111] Control por modos deslizantes de segundo orden.
Puga-Guzmán et al. [112] Técnica de linealización por realimentación de salida

y una red neuronal actualizada en tiempo real.
Moreno-Valenzuela et al. [113] Redes neuronales adaptivas.

Tabla 1.16: Controles para generación de oscilaciones del PRI.

Autores Métodos

Freidovich et al. [114] Planeación de movimiento vía restricciones holonómicas vir-
tuales.

Aguilar et al. [115] Linealización exacta por realimentación con controlador de
doble retardo.

Asimismo, otros trabajos concernientes al caos, planeación de movimientos, cancelación
de perturbaciones multi-armónicas y lagrangianos controlados en el PRI pueden encon-
trarse en [79,116�118].

1.3.3. Péndulo Invertido Sobre Carro (PISC)

De acuerdo a las problemáticas resueltas, en las Tablas 1.17, 1.18, 1.19, 1.20, 1.21,
1.22, 1.23, 1.24 y 1.25 se describen brevemente las contribuciones más relevantes reali-
zadas al estado del arte cientí�co del PISC.

Tabla 1.17: Contribuciones sobre modelado del PISC 1/2.

Autores Métodos

Fantoni y Lozano [6, 7] Formulación de Euler-Lagrange.
Cendra y Grillo [119] Forma Lagrangiana y Hamiltoniana de una clase de sistemas

no holonómicos generalizados que obedecen el principio de
D'Alambert y muestran que estas formas se pueden describir
en términos de un bracket.

Yu et al. [120] Estrategia de movimiento de seis pasos.
Roubal et al. [121] Linealización con enfoque educativo.
Wang et al. [122] Transformación del sistema de 2-GDL a uno de 1-GDL, uti-

lizando una cámara de dispositivo con carga acoplada como
sensor.
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Tabla 1.18: Contribuciones sobre modelado del PISC 2/2.

Autores Métodos

Kai [123] Mecánica discreta.
Jadlovská y Sarnovský [10] Procedimiento para el modelado matemático de péndu-

los invertidos con un número arbitrario de péndulos.

Tabla 1.19: Diseño de controles para el swing-up del PISC.

Autores Métodos

Fantoni y Lozano [7] Enfoque de energía.
Ishitobi et al. [124] Enfoque de energía, considerando fricción viscosa.
Holzhüter [125] Control óptimo y resolución de las ecuaciones de movimiento

de Euler-Lagrange en el tiempo.
Mai y Hillermeier [126] Esquema de estimación vía aproximación del error de míni-

mos cuadrados de una señal de medición de ruido.
Raiko y Tornio [127] Redes neuronales, aprendizaje bayesiano variacional y enfo-

que estocástico.
Soria-López et al. [128] Funciones de saturación.

Tabla 1.20: Diseño de controles para la estabilización del PISC 1/3.

Autores Métodos

Troudet y Merrill [129] Esquema de entrenamiento vía retropropagación para ma-
ximizar el aprendizaje de mapeos continuos en presencia de
ruido.

Han y McMurray [130] Lógica difusa múltiple-variable de dos capas: i) Lógica difusa
para toma de decisiones, ii) Inferencia difusa y parámetros
del sistema.

Styer y Vemur [131] Algoritmo crítico adaptivo y algoritmo de quimiotaxis.
Lee et al. [132] Lógica difusa y factores escalantes.
Li y Shieh [133] Conmutación de dos tipos de controladores por modos des-

lizantes difusos.
Kokame et al. [134] Realimentación por diferencia de estado.
Chan et al. [135] Algoritmos genéticos para la optimización de sistemas difu-

sos fusionados.
Hwang et al. [136] Compensador de articulación de modelo cerebral difuso y

modos deslizantes.
Mazenc y Vivalda [137] Realimentación de salida dinámica.
Kwon [138] Técnica de tabla de búsqueda.
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Tabla 1.21: Diseño de controles para la estabilización del PISC 2/3.

Autores Métodos

Blanchini y Pellegrino [139] Control óptimo, asignación de polinomio caracte-
rístico y realimentación de salida.

Deutscher y Schmid [140] Enfoque del espacio de estado embebido.
Ding et al. [141] Modelo computacional de aprendizaje de motor

cooperativo para control cerebral.
Kwon [142] Comparativa de desempeño al emplear, por un la-

do, elementos de búsqueda adaptivo; por otro lado,
la red neuronal integrada por elementos de búsque-
da adaptivo y articulación de modelo cerebral.

Ahuja et al. [143] Obtención de ecuaciones de evolución reducidas
vía plantillas y linealización de las ecuaciones ob-
tenidas.

Yorganc�o�glu y Kömürcügil [144] Super�cie deslizante en movimiento de tipo difusa
de una sola entrada.

Riachy et al. [145] Modos deslizantes de segundo orden casi homogé-
neo.

Celani et al. [146] Paradigma de reducción en presencia de ceros ines-
tables en la planta controlada.

Chen et al. [147] Lógica difusa de una entrada.
Banavar y Dey [148] Enfoque hamiltoniano por puerto distribuido.
Sarras et al. [149] Metodología de invarianza e inmersión, consi-

derando ecuaciones diferenciales parciales como
ecuaciones algebraicas parametrizadas.

Chang [22] El método de moldeo de energía.
Bouarar et al. [150] 1) Basado en dinámica en lazo cerrado clásica. 2)

Basado en dinámica en lazo cerrado de redundan-
cia. Ambas dinámicas obtenidas a partir de de-
sigualdad de matriz lineal y H∞.

Lopez-Martinez et al. [94] Super�cie deslizante no lineal tomando en cuenta
incertidumbres en los parámetros.

Ye et al. [109] Backstepping para sistemas no lineales en casca-
da cuyo sistema manejado tiene estructura feed-
forward e incluye términos de orden elevado.

Grillo et al. [92] Imposición de restricciones de Lyapunov como ac-
tuadores.

Hwang et al. [151] Método de resonancia adaptivo y algoritmo de
aprendizaje Q.

Das y Paul [152] Controlador periódico y colocación de polos.
Lin y Chen [153] Redes neuronales de inferencia difusas con apren-

dizaje evolutivo de reforzamiento.
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Tabla 1.22: Diseño de controles para la estabilización del PISC 3/3.

Autores Métodos

Aguilar Ibáñez et al. [154,155] 1) Enfoque de función de saturación y 2) PD con
torsión (twisting).

Kai et al. [156] Teoría de regulador óptimo de tiempo discreto y su
transformación a tiempo continuo.

Yue et al. [157] Interface cerebral en tiempo real, encefalograma y
motores sensoriales.

Liu et al. [158] Función híbrida y restricciones de desigualdad de
matriz lineal.

Kar et al. [159] Modelo difuso Takagi-Sugeno e inversión de red.
Qian et al. [160] Enfoque de energía.
Deliba³� et al. [161] Enfoque Pólya, desigualdad de matriz lineal y L2.
Nejadfard et al. [162] Modelo neurodifuso lineal y control óptimo.
El-Bardini y El-Nagar [163] PID difuso de tipo 2 logrado con el método de re-

ducción de tipo simpli�cado.
Fu y Wang [164] Red neuronal arti�cial llamada operación combina-

torial universal nivel cero en lógica universal.
Lee et al. [165] Estructura de escala multi-tiempo con observadores

de alta ganancia extendidos.
Fang et al. [166] Estrategia de realidad virtual aplicada a la progra-

mación dinámica heurística.
G. Zhao et al. [167] Control por modos deslizantes terminal desacoplado,

basado en una transformación de modelo por pro-
ducto de tensores.

Wang et al. [168] Algoritmo de exploración de hiperparámetros por
políticas basado en EM. Integrado por dos algorit-
mos de aprendizaje reforzado: Gradiente de políticas
con exploración de parámetros y regresión de pesos
ponderados por recompensa basada en EM.

Ferré Puiggalí y Mestdag [100] Problema inverso del cálculo de variaciones.
Haghighi y Mobayen [169] Control por modos deslizantes terminal desacoplado

de super torsión.

Tabla 1.23: Controles diseñados para swing-up más estabilización del PISC 1/2.

Autores Métodos

Zhao y Spong [170] Enfoque de energía.
Chatterjee et al. [171] Métodos de energía generalizados y LQR.
Kouda et al. [172] Red neuronal Qubit.
Gros et al. [173] Neighboring extremals.
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Tabla 1.24: Controles diseñados para swing-up más estabilización del PISC 2/2.

Autores Métodos

Mu²kinja y Tovornik [174] Control adaptivo y óptimo.
Park et al. [175] Algoritmo difuso adaptivo.
Sakurama et al. [176] Método de energía y lagrangianos controlados.
Santiesteban et al. [177] Control por modos deslizantes de segundo orden, utili-

zando control casi homogéneo y oscilador Van der Pol.
Gordillo y Aracil [178] Moldeo de energía y forwarding.
Siuka y Schöberl [179] Métodos de energía.
Park y Chwa [45] Control por modos deslizantes acoplado.
Pérez Polo et al. [180] Oscilaciones caóticas y colocación de polos más técnica

de integrador.
Yih [181] Control por modos deslizantes.
Adhikary y Mahanta [182] Backstepping y control por modos deslizantes.
Kai y Bito [183] Función de Lyapunov discreta, regulador óptimo en tiem-

po discreto y transformación de entrada de tiempo con-
tinuo.

Shah y Rehman [52] Transformación de estados y entrada del sistema, mani-
fold deslizante no lineal y control por modos deslizantes.

Tabla 1.25: Controles propuestos para el seguimiento de trayectoria del PISC.

Autores Métodos

Mazenc y Bowong [184] Forwarding.
El-Hawwary et al. [185] Linealización por realimentación, un término de amorti-

guamiento y control difuso adaptivo.
Tsai et al. [186] Enfoque de desigualdad de matriz lineal y función de Lya-

punov difusa.
Lin [187] Red de aprendizaje, red crítica adaptiva y desigualdad de

matriz lineal.
Consolini y Tosques [188] Soluciones periódicas T.
Yu et al. [120] Linealización parcial.
Koo�gar et al. [189] Controlador no lineal adaptivo robusto.
Bououden et al. [190] Sistema difuso, control adaptivo, observador y enfoque de

síntesis de Lyapunov.
Lan y Wang [191] Descomposición estructural del sistema lineal con satura-

ción de entrada.
Wang et al. [168] Observador continuo por trozos y función de Lyapunov.
Zhang et al. [192] Dinámica Zhang y dinámica de gradiente.

Más problemáticas asociadas al PISC, entre ellas compensación robusta, formas normales
en cascada, retrasos en control vía redes, control de muestreo Lebesgue y cuantización
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dinámica, entre otras, se pueden encontrar en [193�209].

1.3.4. Pendubot

En esta sección, en las Tablas 1.26, 1.27, 1.28, 1.29 y 1.30, se muestran los trabajos
del área cientí�ca relacionados con el control del sistema subactuado conocido como el
pendubot. Estos han sido clasi�cados de acuerdo a las problemáticas de control que
abordan.

Tabla 1.26: Diseño de controladores para swing-up del pendubot.

Autores Métodos

Fantoni et al. [7, 210] Enfoque de energía y propiedades pasivas del siste-
ma.

Kolesnichenko y Shiriaev [211] Una clase de transformaciones de realimentación no
triviales.

Sanchez y Flores [212] PI más PD difuso que incluye un sistema difuso de
conmutación dinámico.

Xin et al. [213] Enfoque de energía.
Gregory et al. [214] Problema de control óptimo y resolución numérica

de una reformulación de cálculo variacional sin res-
tricciones del problema.

Xia et al. [215,216] Energía con compensación de redes neuronales: 1)
Difusas y 2) De funciones mediante radicales, res-
pectivamente.

Tabla 1.27: Propuesta de controles para estabilización del pendubot.

Autores Métodos

Singh y Khali [217] Integradores condicionales y técnica de rediseño de Lyapunov.
Tarn et al. [218] Matriz de desacoplamiento del sistema y existencia de un con-

junto invariante controlado, atractivo globalmente y de orden
cero.

Yubai et al. [219] Formación de lazo H∞ y un algoritmo de optimización de
pesos.

Chang [22] Método de moldeo de energía.
Wang y Guo [220] Conjunto que involucra funciones de valor absoluto.
Yang y Yang [28] Esquema de estructura variable adaptivo.
Xin y Liu [221] Diseño de una salida simple con parámetros ajustables.
Meda-Campaña [222] Modelo difuso Takagi-Sugeno y condiciones de controlabilidad

difusa.
Loukianov et al. [223] Regulador de modos deslizantes por realimentación del esta-

do.
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Tabla 1.28: Diseño de controles para swing-up más estabilización del pendubot.

Autores Métodos

Zhang y Tarn [224] Linealización parcial no lineal y un controlador híbrido.
Constantin et al. [225] Redes neuronales arti�ciales.
Albahkali et al. [226] Seguimiento de un punto a otro mediante principios de

trabajo-energía, impulso y momento, y un control lineal.
Ordaz-Oliver et al. [43, 44] Optimización general, energía y programación dinámica.
Aoustin et al. [227] Enfoques de energía e intuitivo y saturación.
Ordaz et al. [228] 1) Dinámica lagrangiana, análisis de energía y teoría de

estabilidad. 2) Regulador cuadrático lineal.
Mathis et al. [229] Actuación impulsiva.
Gulan et al. [230] Enfoque de energía y control óptimo con acción integral.
Eom y Chwa [231] Observador no lineal en presencia de fricción dinámica.

Tabla 1.29: Tabajos de diseño de controles para seguimiento de trayectoria del pendubot.

Autores Métodos

Begovich et al. [232] Teoría de regulador lineal y metodología difusa Takagi�Sugeno.
Utkin et al. [233] Técnica de sistemas de estructura variable y formulación del

problema de servomecanismos por modos deslizantes.
Cai y Su [234] Teoría de control óptimo lineal y regulador lineal con la meto-

dología difusa Takagi�Sugeno.

Tabla 1.30: Controles diseñados para generación de oscilaciones del pendubot.

Autores Métodos

Verduzco [235] Dos pasos: 1) Transformación del sistema en la forma normal
de bifurcación Hopf. 2) Trasformación de la bifurcación k-cero
en bifurcación doble-cero.

Freidovich et al. [236] Planeación de movimientos a través de restricciones holonó-
micas virtuales.

Finalmente, más referencias donde se estudian problemáticas relativas al pendubot, tales
como caos, control acrobático, generación de ciclos límite, rediseño paramétrico en tiem-
po mínimo, control inteligente, control de bifurcaciones, control de movimiento de lanza-
miento, incertidumbres coincidentes y no coincidentes, entre otras, son [70,209,237�245].
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1.4. Estado del arte tecnológico

Es importante mencionar que así como se han llevado a cabo avances en el campo
cientí�co asociados a los sistemas subactuados pendulares bajo estudio, también se han
realizado desarrollos tecnológicos relacionados con dichos sistemas, los cuales se ven
principalmente re�ejados en el registro de patentes. En esa dirección, en la Tabla 1.31
se presentan las patentes vigentes que están directamente relacionas con los sistemas
subactuados de interés en este trabajo.

Tabla 1.31: Patentes asociadas a péndulos invertidos giratorios.

Inventores País Descripción

Sun et al. [246] China PF experimental para la enseñanza e investigación
cientí�ca.

Jia et al. [247] China Estabilización del péndulo y diseño de un controlador
PID basado en algoritmos genéticos.

Dai et al. [248,249] China PF anti-par usado para la investigación de robots.
Ding et al. [250] China PF con grado de libertad en dos dimensiones.
Li et al. [251] China Dispositivo de control para el PF.
Lu et al. [252] China Péndulo invertido rotatorio basado en un microcon-

trolador con comunicación serial y medición de la po-
sición angular con potenciómetro.

Meng et al. [253] China Péndulo invertido basado en un modelo de rotación.
Lu et al. [254] China Sistema experimento de control del péndulo tipo in-

vertido giratorio.
Man [255] China Corresponde a un nuevo tipo de péndulo invertido.
Li et al. [256] China Controlador utilizado para un péndulo invertido anu-

lar.
Huang et al. [257] China Dispositivo experimento del péndulo invertido girato-

rio para estudiantes.
Wu et al. [258] China Método para modelar un sistema de monitoreo en

tiempo real de péndulo invertido giratorio.
Wu et al. [259] China Dispositivo de péndulo invertido giratorio de grado de

libertad planar bidimensional.
Liu et al. [260] China Dispositivo y control de péndulo invertido giratorio.
Sun et al. [261] China Péndulo invertido tipo giratorio con contrapeso.
Fei [262] China Péndulo invertido giratorio.
Zhang et al. [263] China Dispositivo de péndulo invertido giratorio basado en

ARM.
Ruan et al. [264,265] China Sistema de péndulo invertido basado en efecto elec-

tromagnético.
Zhao y Zhou [266] China Péndulo invertido de motor lineal.
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1.5. Discusión del estado del arte cientí�co y tecnoló-
gico

Habiendo revisado las contribuciones cientí�cas, reportadas en revistas del Journal
Citation Reports (JCR); así como las aportaciones tecnológicas, se encontró lo siguiente:

• Las problemáticas de control más estudiadas para los sistemas subactuados PF,
PRI, PISC y pendubot (swing-up, estabilización, swing-up más estabilización, se-
guimiento de trayectorias y generación de oscilaciones) han sido solucionadas a tra-
vés del diseño de controles; donde se han utilizando diferentes enfoques: Energía,
linealización parcial, interconexión e inyección de amortiguamiento, modos desli-
zantes, backsteping, lógica difusa, redes neuronales, aprendizaje reforzado, etc. Sin
embargo, no todos los controles hasta ahora diseñados han sido validados experi-
mentalmente. Para el PF únicamente en 19 trabajos de 61 se ha hecho; mientras
que para el PISC se tienen 20 de 78 trabajos, para el PRI 14 de 31 trabajos y 16
de 30 trabajos para el pendubot. En consecuencia, la validación experimental de
controles para los sistemas de interés es un tema activo de investigación; puesto
que, mencionada validación permitiría vislumbrar posibles aplicaciones.

• La problemática de control relativa al análisis de ciclos límite ha sido únicamente
estudiada en [240] para el pendubot, enfocándose en la generación de ciclos lími-
te neutralmente estables y atractivos en la posición invertida. Es decir, al mejor
conocimiento de la autora de este trabajo, ningún control ha sido diseñado para
eliminar los ciclos límite debidos a la fricción estática del actuador de los sitemas
subactuados bajo estudio. Esto, aún cuando se sabe que la eliminación del ciclo
límite signi�caría una mejora en el desempeño de los sistemas bajo estudio.

1.6. Objetivos del trabajo

De lo antes mencionado, se desprenden el objetivo general y los objetivos particulares
de este trabajo, los cuales son presentados a continuación.

1.6.1. Objetivo general

Estudiar y controlar sistemas mecánicos subactuados, particularmente el péndulo de
Furuta, péndulo con rueda inercial, péndulo invertido sobre carro y pendubot; incluyendo
la propuesta de esquemas de control para la eliminación de ciclos límite debidos a la
fricción estática en el actuador de tales sistemas subactuados.

1.6.2. Objetivos particulares

Con la intención de lograr el objetivo general, se cumplieron los siguientes objetivos
particulares:

1. Modelado dinámico de los cuatro sistemas subactuados de interés aplicando la
formulación de Euler-Lagrange.
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2. Empleando la técnica de linealización aproximada, obtención de un modelo lineal
para cada uno de los cuatro sistemas bajo estudio; el cual es válido alrededor del
punto de operación inestable de los sistemas.

3. Desarrollo de un modelo de planitud diferencial equivalente al modelo lineal apro-
ximado, referido en el objetivo particular anterior, para los sistemas PF, PISC y
pendubot.

4. Construcción de los prototipos de los sistemas subactuados correspondientes. Pa-
ra cada sistema, se selecciónaron y adquirieron el actuador y los sensores (parte
electromecánica), así como la etapa de potencia (parte electrónica). También, se
realizó el Diseño Asistido por Computadora (CAD en inglés) de los prototipos y
se adquirieron los materiales mecánicos para la manufactura de partes (parte me-
cánica). Por último, se llevó a cabo la integración de las partes electromecánica,
electrónica y mecánica.

5. Para los sistemas PF, PRI, PISC y pendubot, simulación e implementación expe-
rimental de dos controles retomados de la literatura, uno para la tarea de swing-up
y otro para la estabilización, integrados por medio de una adecuada conmutación;
derivando así un controlador híbrido. La simulación se llevó a cabo en Matlab-
Simulink, mientras que la experimentación se logró vía Matlab-Simulink, Control-
Desk y la tarjeta de prototipado rápido DS1104 de dSPACE.

6. Propuesta, simulación y validación experimental de esquemas de control que eje-
cutan la tarea de estabilización en los sistemas PF, PISC y pendubot, de manera
que se elimina el ciclo límite inducido por la no linealidad de zona muerta en los
actuadores de tales sistemas [267,268].

1.7. Organización del trabajo

El resto del trabajo se organiza de la siguiente manera: En el Capítulo 2 se presentan
tres modelos del sistema PF, a saber, modelo no lineal obtenido con las ecuaciones de
movimiento de Euler-Lagrange, modelo lineal derivado a través de linealización aproxi-
mada y un modelo basado en planitud diferencial, el cual es equivalente al modelo lineal
aproximado. Asimismo, se incluye el CAD y construcción de un prototipo de tal sistema;
así como la simulación e implementación experimental de dos controles. Uno no lineal
basado en energía y en las propiedades pasivas del sistema, el cual realiza la tarea de
swing-up; y otro lineal obtenido al aplicar realimentación del vector de estado, el cual
realiza la tarea de estabilización. Además, usando el modelo lineal de planitud diferencial
trasladado al dominio de la frecuencia, se propone, simula y valida experimentalmente
un esquema de control que estabiliza el PF; de tal manera que se logra eliminar el ci-
clo límite inducido por la no linealidad de zona muerta en el actuador del sistema. Por
otro lado, en el Capítulo 3 se presentan dos modelos para el sistema PRI, uno no lineal
obtenido vía las ecuaciones de Euler-Lagrange y otro derivado de aplicar linealización
aproximada al modelo no lineal. También, se describe el CAD y la construcción de un
prototipo del sistema PRI. Adicionalmente, se simula e implementa experimentalmente
un control no lineal, derivado del enfoque de energía, que resuelva el problema de swing-
up y un control lineal por realimentación del vector de estado que resuelve el problema
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de estabilización. En el Capítulo 4, con ecuaciones de Euler-Lagrange se describe un
modelo no lineal, por medio de linealización aproximada se obtiene un modelo lineal
y a través de planitud diferencial se desarrolla un modelo lineal equivalente al modelo
lineal aproximado para el sistema PISC. Asimismo, para este sistema se incluye el CAD
y construcción de un prototipo y se simulan e implementan experimentalmente dos con-
troles; uno que permite resolver la tarea de swing-up y otro la tarea de estabilización.
El primero está basado en el enfoque de energía y las propiedades pasivas del sistema y
el segundo en realimentaciónd el vector de estado. Adicionalmente, a partir del modelo
lineal basado en planitud diferencial desarrollado, se propone, simula y valida experi-
mentalmente un esquema de control para la estabilización del péndulo, el cual elimina el
ciclo límite debido a la no linealidad de zona muerta presente en el actuador del sistema.
En el Capítulo 5 se presenta el modelo no lineal derivado de la formulación de Euler-
Lagrange, el modelo lineal aproximado del modelo no lineal y un modelo de planitud
diferencial equivalente al modelo lineal aproximado para el sistema pendubot. También,
se describe el CAD y construcción de un prototipo del sistema pendubot. Además, se
describe la simulación y validación experimental de dos controles para este sistema, a
saber: un control de seguimiento de trayectoria basado en linealización parcial que in-
directamente resuelve la tarea de swing-up y un control lineal por realimentación del
vector de estado para la estabilización del péndulo. Más aún, se propone, simula e im-
plementa experimentalmente un esquema de control que permite eliminar el ciclo límite
del sistema causado por la no linealidad de zona muerta del actuador. Finalmente, en
el Capítulo 6 se dan las conclusiones del trabajo de tesis, las di�cultades enfrentadas
y el trabajo futuro. Mientras que los Apéndices A y B se incluyen los productos de
investigación logrados durante el desarrollo del trabajo de tesis y las hojas de datos de
los dispositivos electromecánicos y electrónicos empleados para la construcción de los
prototipos, respectivamente.
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Capítulo 2

Péndulo de Furuta (PF)

En este capítulo se presentan tres modelos matemáticos del PF, a saber, el modelo
dinámico vía ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange, modelo por linealización
aproximada y un modelo basado en planitud diferencial. También, se introduce el diseño
asistido por computadora (CAD) y la construcción de un prototipo de este sistema. El
modelo dinámico es empleado para replicar el control no lineal, basado en el enfoque de
energía y propiedades pasivas, reportado en [6, 7] que levanta el péndulo a la posición
invertida (swing-up). Mientras que el modelo lineal aproximado es empleado para obtener
un control lineal por realimentación del vector de estado que estabiliza al péndulo en la
posición invertida. Además, se proponen, simulan y validan dos esquemas de control, los
cuales, a través de relaciones matemáticas obtenidas, permiten seleccionar las ganancias
del control lineal por realimentación del vector de estado. Tales esquemas de control
explotan las propiedades de planitud diferencial del sistema, lo cual permite trasladar el
diseño del control lineal por realimentación del vector de estado a un escenario donde se
pueden aplicar herramientas de control clásico como el lugar de las raíces y diagramas
de Bode. Los esquemas de control propuestos son rediseñados para mejorar el desempeño
del sistema en lazo cerrado de manera que se logra eliminar el ciclo límite inducido por
la no linealidad de zona muerta en el actuador del sistema. Siendo esto la contribución
principal del presente trabajo.

2.1. Modelos matemáticos

Desde que el objetivo del presente trabajo es presentar un control no lineal para
levantar el péndulo a la posición invertida, así como un control lineal para estabilizar
mencionado péndulo y, además, proponer un esquema de control útil en la sintonización
de ganancias del control lineal y eliminación del ciclo límite. En este apartado se pre-
sentan el modelo dinámico obtenido por medio de la formulación de Euler-Lagrange, el
modelo lineal aproximado del modelo dinámico y el modelo basado en planitud diferen-
cial del PF.

2.1.1. Modelo dinámico con ecuaciones de Euler-Lagrange

En la obtención del modelo dinámico del PF se ha reportado en [6, 7], donde en
general se siguen los siguientes tres pasos:

1. Obtener la cinemática del sistema (ubicación del centro de masa del péndulo).

23
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2. Determinar la energía cinética y potencial del sistema.

3. Aplicar de la formulación de Euler-Lagrange.

Estos son descritos en los siguientes apartados.

Cinemática del sistema

En la Figura 2.1 se muestra un diagrama del PF, donde θ0 es la posición angular
del brazo medida con respecto a una posición arbitraria, θ1 es la posición angular del
péndulo medida con respecto a la posición invertida, τF es el par aplicado al brazo y
generado por el motor, I0 es la inercia del brazo (cuando gira alrededor de uno de sus
extremos) más la inercia del motor, L0 es la longitud del brazo, m1, l1 y J1 son la masa,
la ubicación del centro de masa y la inercia del péndulo, respectivamente. Mientras que
g es la aceleración de gravedad.

X

Y

Z
P nduloé

Centro

de masa

Brazo

Motor

g
J1; m1

ò1
l1

ò0

I0; L0

O

üF

Figura 2.1: Diagrama del PF.

De la Figura 2.1, es claro que el PF posee movimiento tanto en el plano horizontal
como en el vertical, es decir, requiere un marco de referencia (X , Y , Z). Por lo tanto, la
ubicación del centro de masa del péndulo xF es un vector de tres componentes, esto es:

xF = [xx, xy, xz]
T ,

donde xx, xy y xz corresponden a las proyecciones del vector xF en los ejes X, Y y Z,
respectivamente. Así, de la Figura 2.2 y mediante el uso de relaciones trigonométricas,
se encuentra:

xF =

 xx

xy

xz

 =

 L0 cos θ0 − l1senθ1senθ0
L0senθ0 + l1senθ1 cos θ0

l1 cos θ1

 . (2.1)

Al derivar (2.1) una vez con respecto al tiempo se llega al siguiente vector de velocidad:

vF =

 ẋx

ẋy

ẋz

 =


−θ̇0L0senθ0 − l1

(
θ̇0senθ1 cos θ0 + θ̇1senθ0 cos θ1

)
θ̇0L0 cos θ0 + l1

(
θ̇1 cos θ0 cos θ1 − θ̇0senθ0senθ1

)
−θ̇1l1senθ1

 . (2.2)
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Figura 2.2: Diagrama de cuerpo libre del PF.

Energía del sistema

A continuación se explica la obtención de la energía cinética y potencial del PF, las
cuales se requieren para aplicar las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange.

Energía cinética. La energía cinética KF del PF es la suma de la energía cinética del
brazo Kθ0 y la energía cinética del péndulo Kθ1 , es decir:

KF = Kθ0 +Kθ1 . (2.3)

Dado que el brazo gira alrededor de un punto �jo O (ver Figura 2.1), entonces posee
energía cinética traslacional y rotacional. Así, Kθ0 puede de�nirse como:

Kθ0 =
1

2
m0v

T
0 v0 +

1

2
ICm0 θ̇

2
0, (2.4)

siendo m0 la masa del brazo, v0 el vector de velocidad traslacional del brazo e ICm0

la inercia del brazo cuando gira alrededor de un eje que pasa por su centro de masa.
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Tomando en cuenta que vT
0 v0 = θ̇20x

2
Cm0

, siendo xCm0 la distancia entre O y el centro de
masa del brazo, (2.4) se puede escribir como sigue:

Kθ0 =
1

2

(
m0x

2
Cm0

+ ICm0

)
θ̇20.

De acuerdo al Teorema de los ejes paralelos [269], I0 = m0x
2
Cm0

+ ICm0 ; por lo tanto,

Kθ0 =
1

2
I0θ̇

2
0. (2.5)

Respecto a la energía cinética del péndulo, dado que este último posee movimien-
to plano general; en consecuencia, el péndulo posee velocidad angular y su centro de
masa tiene velocidad traslacional. Por consiguiente, la energía cinética del péndulo está
determinada por:

Kθ1 =
1

2
J1θ̇

2
1 +

1

2
m1vF

TvF. (2.6)

Después de reemplazar (2.2) en (2.6), y de reducir la expresión resultante, se encuen-
tra lo siguiente:

Kθ1 =
1

2
J1θ̇

2
1 +

1

2
m1

[(
θ̇0L0

)2

+
(
l1θ̇0senθ1

)2

+
(
l1θ̇1

)2

+ 2θ̇0θ̇1L0l1 cos θ1

]
. (2.7)

Finalmente, la energía cinética del péndulo está dada por:

KF =
1

2
I0θ̇

2
0 +

1

2
J1θ̇

2
1 +

1

2
m1

[(
θ̇0L0

)2

+
(
l1θ̇0senθ1

)2

+
(
l1θ̇1

)2

+ 2θ̇0θ̇1L0l1 cos θ1

]
.

(2.8)

Energía potencial. La energía potencial de un sistema está de�nida como la suma
de la energía potencial de cada uno de los cuerpos rígidos que componen a tal sistema.
Entonces, la energía potencial VF del PF es la suma de la energía potencial del brazo
más la energía potencial del péndulo. Desde que el brazo se mueve únicamente en el
plano horizontal su energía potencial es constante y puede considerarse igual a cero,
VF se reduce a la energía potencial del péndulo. Así, de la Figura 2.2(b) y empleando
relaciones trigonométricas, se obtiene lo siguiente:

VF = −hm1g = m1gl1 (cos θ1 − 1) . (2.9)

Ecuaciones de movimiento

Empleando la formulación de Euler-Lagrange y considerando que el PF es un sistema
de 2 GDL, se tienen las siguientes dos expresiones:

d

dt

(
∂LF

∂θ̇0

)
− ∂LF

∂θ0
= τF , (2.10)

d

dt

(
∂LF

∂θ̇1

)
− ∂LF

∂θ1
= 0, (2.11)
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donde LF es el Lagrangiano del sistema, de�nido como:

LF = KF − VF ,

=
1

2
I0θ̇

2
0 +

1

2
J1θ̇

2
1 +

1

2
m1

[(
θ̇0L0

)2

+
(
l1θ̇0senθ1

)2

+
(
l1θ̇1

)2

+ 2θ̇0θ̇1L0l1 cos θ1

]
−

−m1gl1 (cos θ1 − 1) . (2.12)

Después de realizar las derivadas parciales correspondientes se encuentra:

∂LF

∂θ0
= 0, (2.13)

∂LF

∂θ̇0
= αθ̇0 + γθ̇1, (2.14)

∂LF

∂θ1
=

1

2
βθ̇20 − σθ̇0θ̇1 +m1gl1senθ1, (2.15)

∂LF

∂θ̇1
= m1l

2
1θ̇1 + γθ̇0 + J1θ̇1, (2.16)

siendo

α = I0 +m1L
2
0 +m1l

2
1sen

2θ1, β = m1l
2
1sen(2θ1),

γ = m1L0l1 cos θ1, σ = m1L0l1senθ1.

Tras derivar con respecto al tiempo (2.14) y (2.16) se obtiene:

d

dt

(
∂LF

∂θ̇0

)
= αθ̈0 + βθ̇0θ̇1 + γθ̈1 − σθ̇21,

d

dt

(
∂LF

∂θ̇1

)
= γθ̈0 − σθ̇0θ̇1 +

(
m1l

2
1 + J1

)
θ̈1.

Por lo tanto, el modelo dinámico del PF queda de�nido como:

αθ̈0 + βθ̇0θ̇1 + γθ̈1 − σθ̇21 = τF , (2.17)

γθ̈0 + (m1l
2
1 + J1)θ̈1 −

1

2
βθ̇20 −m1gl1senθ1 = 0, (2.18)

cuya representación matricial es:

D (qF) q̈F +C (qF, q̇F) q̇F + g(qF) = F, (2.19)

donde

qF =

[
θ0
θ1

]
, D (qF) =

[
α γ
γ m1l

2
1 + J1

]
,

C (qF, q̇F) =

[
1
2
βθ̇1

1
2
βθ̇0 − σθ̇1

−1
2
βθ̇0 0

]
,

g (qF) =

[
0

−m1gl1senθ1

]
, F =

[
τF
0

]
.
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2.1.2. Modelo lineal aproximado

Desde que se desea estabilizar el péndulo en la posición invertida con un control
lineal por realimentación del vector de estado, es importante obtener el modelo lineal
aproximado del modelo no lineal del PF, (2.17)�(2.18), alrededor de tal posición. Para
este �n se procede de la siguiente manera:

a) Realizar la representación en variables de estado del modelo dinámico.

b) Obtener los puntos de operación del sistema.

Representación en variables de estado

La forma general en variables de estado de un sistema no lineal, está dada por:

ẋ = f (x, u) , (2.20)

y = h (x)

siendo x, u y y el vector de estado, la entrada y la salida, respectivamente, del sistema.
En particular para el PF

x =


θ0
θ̇0
θ1
θ̇1

 , u = τF . (2.21)

Entonces, para llevar (2.17)�(2.18) a la forma (2.20) es necesario despejar q̈ de (4.14)
para encontrar las expresiones asociadas a θ̈0 y θ̈1. Así,

D (qF) q̈F = F−C (qF, q̇F) q̇F − g(qF),

D (qF)
−1D (qF) q̈F = D (qF)

−1 [F−C (qF, q̇F) q̇F − g(qF)],

q̈F = D (qF)
−1 [F−C (qF, q̇F) q̇F − g(qF)],

con

D (qF)
−1 =

 m1l21+J1

α(m1l21+J1)−γ2
− γ

α(m1l21+J1)−γ2

− γ

α(m1l21+J1)−γ2

α

α(m1l21+J1)−γ2

 .

Nótese queD (qF) es invertible porque detD (qF) = α (m1l
2
1 + J1)−γ2 ̸= 0. Así, después

de realizar el álgebra matricial correspondiente se encuentra:

[
θ̈0
θ̈1

]
=

 (m1l21+J1)(τF−βθ̇0θ̇1+σθ̇21)−γ( 1
2
βθ̇20+m1gl1senθ1)

α(m1l21+J1)−γ2

α( 1
2
βθ̇20+m1gl1senθ1)−γ(τF−βθ̇0θ̇1+σθ̇21)

α(m1l21+J1)−γ2

 .

Así, el modelo (4.14) en la forma general de variables de estado queda como sigue:


θ̇0
θ̈0
θ̇1
θ̈1

 =


θ̇0

(m1l21+J1)(τF−βθ̇0θ̇1+σθ̇21)−γ( 1
2
βθ̇20+m1gl1senθ1)

α(m1l21+J1)−γ2

θ̇1
α( 1

2
βθ̇20+m1gl1senθ1)−γ(τF−βθ̇0θ̇1+σθ̇21)

α(m1l21+J1)−γ2

 , (2.22)
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con 
θ̇0

(m1l21+J1)(τF−βθ̇0θ̇1+σθ̇21)−γ( 1
2
βθ̇20+m1gl1senθ1)

α(m1l21+J1)−γ2

θ̇1
α( 1

2
βθ̇20+m1gl1senθ1)−γ(τF−βθ̇0θ̇1+σθ̇21)

α(m1l21+J1)−γ2

 =


f1 (x, u)
f2 (x, u)
f3 (x, u)
f4 (x, u)

 = f (x, u) . (2.23)

Puntos de operación del sistema

Los puntos de operación del sistema PF se obtienen al resolver

ẋ ≡ 0 ≡ f (x, u) , (2.24)

donde

x =
[
θ0 θ̇0 θ1 θ̇1

]T
son aquellos valores del vector de estado x cuando el sistema puede permanecer sin
movimiento, bajo el efecto de una adecuada entrada del sistema constante u = τF y

f (x, u) =


f1 (x, u)
f2 (x, u)
f3 (x, u)
f4 (x, u)

 =



θ̇0

(m1l21+J1)
(
τF−βeθ̇0θ̇1+σeθ̇

2

1

)
−γe

(
1
2
βeθ̇

2

0+m1gl1senθ1

)
α1(m1l21+J1)−γ2

e

θ̇1
α1

(
1
2
βeθ̇

2

0+m1gl1senθ1

)
−γe

(
τF−βeθ̇0θ̇1+σeθ̇

2

1

)
α1(m1l21+J1)−γ2

e


con

αe = I0 +m1L
2
0 +m1l

2
1sen

2θ1, βe = m1l
2
1sen(2θ1),

γe = m1L0l1 cos θ1, σe = m1L0l1senθ1.

De (2.24) es claro que

θ̇0 = 0, θ̇1 = 0.

Mientras que, del denominador de f2 (x, u) y f4 (x, u), es decir:

αe

(
m1l

2
1 + J1

)
− γ2

e =
(
I0 +m1L

2
0 +m1l

2
1sen

2θ1
) (

m1l
2
1 + J1

)
−

(
m1L0l1 cos θ1

)2
,

se sabe que (
I0 +m1L

2
0

)
̸= 0 ∧

(
m1l

2
1 + J1

)
̸= 0,

por lo que se puede a�rmar que

α
(
m1l

2
1 + J1

)
− γ2 ̸= 0,∞.

Dado que θ̇0 = 0 y θ̇1 = 0, f2 (x, u) = 0 y f4 (x, u) = 0 se reducen a resolver las
respectivas siguientes igualdades:(

m1l
2
1 + J1

)
τF − γem1gl1senθ1 = 0,

αem1gl1senθ1 − γeτF = 0.
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De esta última ecuación es fácil detectar que se debe satisfacer

senθ1 = 0 =⇒ θ1 = ±nπ, para n ∈ N ∧ τF = 0.

Nótese que no existe alguna condición que deba cumplir θ0, lo cual signi�ca que esta
constante puede elegirse de manera totalmente arbitraria. Por lo tanto, los puntos de
operación del PF son:

θ0 = Arbitrario, θ̇0 = 0, θ1 = ±nπ, θ̇1 = 0, τF = 0.

Debido a que uno de los objetivos que se persigue en este trabajo es estabilizar el péndulo
en la posición invertida (n = 0) se selecciona el siguiente punto de operación:

x =


θ0

θ̇0
θ1

θ̇1

 =


0
0
0
0

 , τF = 0. (2.25)

Linealización aproximada

El modelo no lineal (2.22) puede ser aproximado por el siguiente modelo lineal:

ẋδ = Axδ +Buδ, (2.26)

yδ = Cxδ, (2.27)

siendo

xδ =


xδ1

xδ2

xδ3

xδ4

 =


θ0 − θ0

θ̇0 − θ̇0
θ1 − θ1

θ̇1 − θ̇1

 =


θ0
θ̇0
θ1
θ̇1

 , uδ = τF − τF = τF , (2.28)

mientras que las matrices constantes A, B y C se determinan como sigue [270]:

A =


∂f1(x,u)

∂θ0

∂f1(x,u)

∂θ̇0

∂f1(x,u)
∂θ1

∂f1(x,u)

∂θ̇1
∂f2(x,u)

∂θ0

∂f2(x,u)

∂θ̇0

∂f2(x,u)
∂θ1

∂f2(x,u)

∂θ̇1
∂f3(x,u)

∂θ0

∂f3(x,u)

∂θ̇0

∂f3(x,u)
∂θ1

∂f3(x,u)

∂θ̇1
∂f4(x,u)

∂θ0

∂f4(x,u)

∂θ̇0

∂f4(x,u)
∂θ1

∂f4(x,u)

∂θ̇1


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(x,u)

, B =


∂f1(x,u)

∂u
∂f2(x,u)

∂u
∂f3(x,u)

∂u
∂f4(x,u)

∂u


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(x,u)

,

C =
[

∂h(x)
∂θ0

∂h(x)

∂θ̇0

∂h(x)
∂θ1

∂h(x)

∂θ̇1

]∣∣∣
x
.

Después de realizar las operaciones correspondientes, se encuentra que A, B y C quedan
dadas por:

A =


0 1 0 0

0 0
−gm2

1l
2
1L0

I0(J1+m1l21)+J1m1L2
0

0

0 0 0 1

0 0
(I0+m1L2

0)m1l1g

I0(J1+m1l21)+J1m1L2
0

0

 , B =


0

J1+m1l21
I0(J1+m1l21)+J1m1L2

0

0
−m1l1L0

I0(J1+m1l21)+J1m1L2
0

 , C =


0
0
1
0


T

.
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Finalmente, el modelo lineal (2.26)�(2.27) se puede escribir como:


ẋδ1

ẋδ2

ẋδ3

ẋδ4

 =


xδ2

(m1l21+J1)
I0(m1l21+J1)+J1L2

0m1
uδ − gL0l21m

2
1

I0(m1l21+J1)+J1L2
0m1

xδ3

xδ4

gl1m1(m1L2
0+I0)

I0(m1l21+J1)+J1L2
0m1

xδ3 − m1L0l1
I0(m1l21+J1)+J1L2

0m1
uδ

 . (2.29)

2.1.3. Modelo lineal basado en planitud diferencial

Se recuerda que el modelo basado en planitud diferencial del PF es empleado para
proponer un esquema de control que proporciona información importante para sintonizar
las ganancias del control lineal por realimentación del vector de estado; así como eliminar
el ciclo límite del sistema.

La matriz de controlabilidad C0 del sistema lineal (2.26)�(2.27) está dada como:

C0 =
[
B AB A2B A3B

]
,

donde

AB =


m1l21+J1

I0(m1l21+J1)+J1L2
0m1

0
−m1l1L0

I0(m1l21+J1)+J1L2
0m1

0

 , A2B =


0

m3
1l

3
1L

2
0g

[I0(m1l21+J1)+J1L2
0m1]

2

0
−(I0+m1L2

0)m2
1l

2
1L0g

[I0(m1l21+J1)+J1L2
0m1]

2

 ,

A3B =


m3

1l
3
1L

2
0g

[I0(m1l21+J1)+J1L2
0m1]

2

0
−(I0+m1L2

0)m2
1l

2
1L0g

[I0(m1l21+J1)+J1L2
0m1]

2

0

 .

Después de realizar los cálculos correspondientes y reducir términos, se encuentra lo
siguiente:

det(C0) =
m4

1l
4
1L

2
0g

2

[I0(J1 +m1l21) + J1m1L2
0]

4
̸= 0

y, por lo tanto, (2.26)�(2.27) es controlable. De acuerdo a [271], Ch. 2, esto implica que
(2.26)�(2.27) es también diferencialmente plano y que su salida plana yF está de�nida
como:

yF = λ
[
0 0 0 1

]
C−1

0 xδ, (2.30)

donde λ es una constante arbitraria diferente de cero y C−1
0 está dada por:

C−1
0 =


0 c1 0 c2
c1 0 c2 0
0 c3 0 c4
c3 0 c4 0

 ,
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siendo

c1 = I0 +m1L
2
0, c2 = m1l1L0,

c3 = −J1m1L
2
0 + I0 (m1l

2
1 + J1)

gl1m1

, c4 = −(m1l
2
1 + J1) [J1m1L

2
0 + I0 (m1l

2
1 + J1)]

gL0l21m
2
1

.

Después de llevar a cabo los cálculos indicados en (2.30) y, por conveniencia, escoger:

λ =
gl1m1

J1m1L2
0 + I0 (m1l21 + J1)

,

se encuentra que la salida plana del sistema está dada por:

yF = xδ1 + hxδ3, (2.31)

donde

h =
J1 +m1l

2
1

L0l1m1

.

Derivando yF cuatro veces con respecto al tiempo y usando el modelo lineal (2.29), se
encuentra lo siguiente:

ẏF = ẋδ1 + hẋδ3 = xδ2 + hxδ4, (2.32)

ÿF = ẋδ2 + hẋδ4 = (a+ bh)xδ3 (2.33)

y
(3)
F = (a+ bh)ẋδ3 = (a+ bh)xδ4, (2.34)

y
(4)
F = (a+ bh)ẋδ4 = bÿF + d(a+ bh)τF , (2.35)

con:

a =
−gm2

1l
2
1L0

I0(J1 +m1l21) + J1m1L2
0

, b =
(I0 +m1L

2
0)m1l1g

I0(J1 +m1l21) + J1m1L2
0

,

d =
−m1l1L0

I0(J1 +m1l21) + J1m1L2
0

.

2.2. Construcción del sistema

En esta sección se describen los subsistemas que integran al prototipo de PF construi-
do, las conexiones eléctricas entre estos subsistemas, así como el procedimiento seguido
en la construcción del prototipo. Es importante mencionar que este prototipo fue cons-
truido de forma que también se puede con�gurar un prototipo de PRI; sin embargo, la
descripción de este último se da en el Capítulo 3.

Como se muestra en la Figura 2.3, en general, el prototipo de PF construido está
compuesto de los siguientes cuatro subsistemas:

A) Actuador y sensores. Este subsistema está integrado por un motor de CD Pittman
14204S006, el cual incluye un encoder, y un encoder ITD01A4Y1 de Baumer. El
motor de CD proporciona movimiento al sistema; mientras que los encoders miden
la posición angular del brazo y péndulo, respectivamente. Ambos encoders son de
tipo incremental.
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B) Etapa de potencia. Este subsistema suministra energía a los motores de CD y
está integrado por una fuente de alimentación conmutada y un arrancador de
servomotores que posee un lazo interno de corriente.

C) Estructura mecánica. Este subsistema corresponde a los elementos mecánicos que
son, directa e indirectamente, movidos por el motor de CD (es decir, el brazo
y péndulo). También incluye la base de la estructura conformado por aquellos
elementos mecánicos que sostienen al brazo, péndulo, Subsistema A y Subsistema
B.

D) Adquisición y procesamiento de datos. Se re�ere a una tarjeta DS1104 de dSPACE,
la cual por medio de Matlab-Simulink y ControlDesk permite la implementación
en tiempo real de controladores para el prototipo. También, facilita la adquisición
y procesamiento de las variables del sistema.

Adquisici n yó
Procesamiento de Datos

Motor de CD

Encoders

Servo drive

Fuente de
alimentaci nó

Tarjeta DS

Computadora

1104

Actuador y
Sensores

Brazo

P nduloé

Base de la
estructura

Conexi n mec nicaó á

Flujo de informaci nó

Etapa de
Potencia

Estructura
Mec nicaá

Figura 2.3: Subsistemas del prototipo de PF.

2.2.1. Actuador y sensores

Como actuador del sistema PF se utiliza el motor de CD Pittman 14204S006, el cual
se muestra en la Figura 2.4(a) y sus características se presentan en la Tabla 2.1. Este
motor de CD fue seleccionado después de realizar simulaciones numéricas en lazo abierto
(ver [272, 273]), las cuales mostraron que se requiere un par de 0.17 [Nm] para llevar el
péndulo de la posición colgante a la invertida. Las conexión de tal motor con etapa de
potencia se representa en la Figura 2.8.

Respecto a los sensores, para medir la posición angular del brazo θ0 y del péndulo
θ1 se usan dos encoders incrementales: Un encoder de 500 PPR incluido en el motor
de CD 14204S006 y un encoder miniatura ITD01A4Y1 fabricado por Baumer con una
resolución de 1024 PPR, respectivamente. Este último encoder se presenta en la Figura
2.4(b), el cual posee dos características importantes: i) Su peso ligero (40 g) y ii) no tiene
�echa. La primera es aprovechada para disminuir el peso que debe cargar el brazo; en
consecuencia, conseguir un prototipo compacto. Mientras que la segunda es aprovechada
para facilitar el cambio de con�guración de PF a PRI y viceversa, como se verá en el
Capítulo 3.
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La interacción de los encoders del brazo y péndulo con la tarjeta DS1104 (Subsistema
D) se muestra en la Figura 2.5. Mientras que las conexiones entre los encoders y la tarjeta
son realizadas a través de los canales independientes CP19 y CP20 que la tarjeta posee
para lectura de encoders incrementales. Tales conexiones se muestran en la Figura 2.6,
donde se observa que los encoders están aislados de la etapa de potencia; ya que, obtienen
la alimentación de la tarjeta DS1104.

(a) Motor de CD
14204S006 Pittman

(b) Miniencoder
ITD01A4Y1 Baumer

Figura 2.4: Dispositivos que integran el Subsistema A: Actuador y sensores.

Tabla 2.1: Características del motor de CD 14204S006.

Voltaje de alimentación 24 V

Par continuo (Max.) 0.18 Nm

Constante de par 6.12 x 10−2 Nm/A

Corriente máxima 23.8 A

Corriente a par continuo 3.67 A

Sin caja de engranes

Encoder incremental 500 PPR

2.2.2. Etapa de potencia

La etapa de potencia está integrada por una fuente de alimentación conmutada
HF100W-SF-24 y un arrancador de servomotores AZ12A8DDC, fabricado por Advan-
ced Motion Controls. Estos dispositivos acondicionan la señal de control enviada por el
Subsistema D para manejar el motor de CD, logrando a su vez mover la estructura me-
cánica. Para esto, se utiliza el lazo interno de corriente del arrancador de servomotores,
el cual asegura que la corriente de armadura del motor alcance una corriente deseada,
i∗m, indirectamente impuesta por el control. Como parte del prototipo, el arrancador de
servomotores tiene las siguientes funciones: i) Aislar el Subsistema D de los motores de
CD. ii) Ampli�car la corriente conmutada ic (asociada a i∗m) de baja potencia proveída
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Figura 2.5: Diagrama del brazo-péndulo y tarjeta DS1104.
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Figura 2.6: Conexión de encoders y DS1104.

por el Subsistema D, vía la implementación de (2.55) a través de un PWM, de mane-
ra que se pueda manejar el motor de CD. Mencionado arrancador de servomotores se
conecta a una bornera MC1XAZ01 que permite realizar conexiones sencillas y rápidas.

Se decidió utilizar una fuente conmutada debido a que proporciona las siguientes
ventajas: Menor tamaño y peso del núcleo del transformador o transformadores que la
integran, mayor e�ciencia y, por lo tanto, menor calentamiento. Así, algunas caracterís-
ticas importantes de la fuente de alimentación son: Potencia nominal de 100 W, tensión
de entrada 120 VCA y tensión de salida 24 VCD/4.5 A.

En las Figuras 2.7(a) y 2.7(b) se muestran la fuente de alimentación conmutada y el
arrancador de servomotores empleados, respectivamente. Mientras que en la Figura 2.8 se
representan las conexiones del arrancador de servomotores con la fuente de alimentación,
el motor de CD y la tarjeta DS1104. En esta �gura d denota la dirección de ic. Nótese
que GND de la fuente de alimentación y el motor de CD es diferente de GND de la
tarjeta DS1104. Para mayor información técnica del arrancador de servomotores veáse
el Apéndice B.
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(a) Fuente de alimentación conmutada
HF100W-SF-24

(b) Arrancador de servomotores
AZ12A8DDC

Figura 2.7: Dispositivos que integran el Subsistema B: Etapa de potencia.
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Figura 2.8: Conexiones del arrancador de servomotor a través de la tarjeta de montaje
MC1XAZ01.

2.2.3. Estructura mecánica

Una vez seleccionados el actuador, los sensores de posición angular y la etapa de
potencia, se presenta el CAD de la estructura mecánica del prototipo. Subsecuentemente,
se trata la manufactura de cada parte diseñada.

Diseño asistido por computadora

El brazo, péndulo y base de la estructura fueron dibujados y ensamblados, virtual-
mente, con SolidWorks. Este software incluye funciones que facilitan el modelado de
partes mecánicas, crear ensambles y generar planos fácil y rápidamente. También, per-
mite especi�car las propiedades del material usado en cada parte mecánica.
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Brazo. En el diseño del brazo se tomaron en cuenta las conexiones con la �echa del
motor de CD, péndulo y encoder del péndulo. Los elementos mecánicos que componen
al brazo se muestran en la Figura 2.9.

123

Figura 2.9: Vista explosionada del brazo.

La descripción de los elementos mostrados en la Figura 2.9 es la siguiente:

1⃝ Barra del brazo. Fue diseñada considerando aluminio como material. Con el
propósito de ensamblar el brazo sobre la �echa del motor de CD, en uno de los
extremos del brazo se realizó una perforación y dos barrenos M3. También, para
colocar y a la vez esconder el cable del encoder del péndulo, en ambos extremos de
la barra del bazo se realizaron dos perforaciones y un desbaste longitudinal entre
estas perforaciones.

2⃝ Sujetador de encoder. Este elemento fue diseñado en aluminio y tiene cuatro
cortes. Dos de ellos sirven para unir este elemento a la barra del brazo. Los otros dos
cortes fueron hechos para colocar a presión el rodamiento de bolas SKF 628/6-2z.

3⃝ Rodamiento de bolas. Este corresponde a un modelo SKF 628/6-2z, obtenido
de una librería de SolidWorks. Se monta sobre 2⃝ para conectar el péndulo con el
encoder ITD01A4Y1, permitiendo el libre movimiento del péndulo.

Péndulo. Esta parte fue diseñada tomando en cuenta su conexión con el encoder
ITD01A4Y1, el cual no tiene �echa. En la Figura 2.10 se presenta una vista explosionada
de los elementos que componen al péndulo.
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Figura 2.10: Vista explosionada del péndulo.

La descripción de cada elemento mostrado en la Figura está como sigue:

4⃝ Tubo del péndulo. Este elemento es un tubo de aluminio.

5⃝ Placa del péndulo. Para este elemento se seleccionó aluminio y se consideró una
perforación en el centro de la placa.
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6⃝ Flecha del péndulo. Este consiste de una �echa de aluminio, la cual tiene tres
diámetros diferentes. Un diámetro es usado para montar la �echa en la perforación
asociada con la placa del péndulo, es decir, 5⃝. Mientras que un segundo diámetro
es empleado para ensamblar la �echa al rodamiento de bolas 628/6-2z, es decir,
3⃝. El tercer diámetro tiene que ser ensamblado en la cavidad que posee el encoder
ITD01A4Y1.

Base de la estructura. En el diseño de esta parte se consideraron los elementos
mostrados en la Figura 2.11, los cuales se describen a continuación.

7

8

9

10

11

Figura 2.11: Vista explosionada de la base de la estructura.

7⃝ Per�les verticales. Son cuatro per�les estructurales de 250 mm, conseguidos por
medio de un corte a la medida de un per�l tubular fabricado por Bosh Rexroth en
el modelo 30x30 2SA.

8⃝ Per�les horizontales. Son ocho per�les estructurales del mismo modelo que los
verticales pero con una longitud de 140 mm. Estos per�les mantienen separados a
los per�les verticales y proveen estabilidad estructural al prototipo.

9⃝ Lámina superior. Lámina de acero inoxidable con un largo y ancho de 200 mm.
Tiene cuatro perforaciones de 8 mm, las cuales sirven para �jarla a unos per�-
les verticales. También, tiene un corte circular de 30 mm de diámetro y cuatro
perforaciones de 4 mm para sujetar el motor de CD 14204S006.

10⃝ Lámina inferior. Es una lámina de acero inoxidable con longitud y ancho de
200 mm. Posee cortes lineales en las esquinas y dos perforaciones M3 que sirven
para sujetarla a dos per�les horizontales. Además, se usa para sujetar los disposi-
tivos electrónicos de la etapa de potencia.

11⃝ Patas niveladoras. Son utilizadas para nivelar la estructura mecánica sobre una
super�cie, lo cual permite evitar movimientos indeseados del prototipo.

Finalmente, el ensamble virtual del brazo, péndulo, base de la estructura y Subsistema
A se presenta en la Figura 2.12.
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Figura 2.12: CAD de la estructura mecánica y el Subsistema A.

Manufactura de partes

En este apartado se introduce el proceso de manufactura de los elementos mecánicos
diseñados en 2.2.3. Para tal �n, se usaron los materiales enumerados en la Tabla 2.2.

Tabla 2.2: Materiales mecánicos

No. de elemento Material
1⃝ T�6061 redondo, D = 15.9 mm
2⃝ T�6061 placa de 6.4 mm
4⃝ T�6061 tubo, OD = 9.5 mm
5⃝ T�6061 placa de 6.4 mm
6⃝ AISI C-1018 redondo D = 12.7 mm

7⃝- 8⃝ Per�l estructural Bosch Rexroth 30× 30 2SA
9⃝- 10⃝ Lámina de acero inoxidable #16

Brazo. En la construcción del brazo, desde que el rodamiento de bolas, es decir 3⃝,
es un modelo comercial, solo se manufacturaron la barra del brazo y el sujetador del
encoder del péndulo.

1⃝ Barra del brazo. Fue manufacturada de una barra redonda de aluminio T-6061.
Las perforaciones y los barrenos M3 de este elemento fueron llevados a cabo con
una fresadora y brocas de 5 y 2.5 mm, respectivamente. Las cuerdas de los barrenos
fueron realizadas con un machuelo M3.

2⃝ Sujetador del encoder. Se usó la placa de aluminio T-6061. Los bordes de la
placa fueron alineados y desbastados, hasta conseguir las longitudes especi�cadas
en los planos, mediante el uso de una fresadora y una fresa. Después, con diferentes
fresas, se realizaron los cortes circulares. Mientras que el barreno y su cuerda fueron
hechos con una broca de 2.5 mm y un machuelo M3, respectivamente.
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Cuando se conectaron la barra del brazo, el sujetador de encoder y el rodamiento de
bolas se obtuvo el brazo del PF mostrado en la Figura 2.13.

2

3

1

Figura 2.13: Brazo construido y encoder del péndulo.

Pendulum. Los tres elementos que componen al péndulo fueron manufacturados como
sigue:

4⃝ Tubo del péndulo. Este elemento corresponde al tubo de aluminio T-6061.

5⃝ Placa del péndulo. Fue manufacturada de la placa de aluminio T-6061. Ayu-
dados de una fresadora, brocas y fresas, este elemento fue alineado, perforado y
desbastado hasta conseguir las dimensiones especi�cadas en el plano.

6⃝ Flecha del péndulo. Fue obtenido de la barra redonda AISI C-1018. Para con-
seguir los tres diferentes diámetros especi�cados en el CAD de este elemento, se
hizo un desbaste con una torno y un buril.

Al ensamblar los tres elementos 4⃝- 6⃝, se logró el péndulo construido que se puede ver
en la Figura 2.14.
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Figura 2.14: Péndulo construido.

Base de la estructura. Para la construcción de la base de la estructura, desde que
las patas niveladoras, es decir 11⃝, fueron adquiridas en un modelo comercial, solo se
manufacturaron los siguientes elementos:

7⃝ Per�les verticales. Fueron hechos del per�l estructural Bosch Rexroth 30 × 30
2SA, a través de un simple corte a la medida, esto es, 250 mm de largo.

8⃝ Per�les horizontales. Fueron hechos del per�l estructural Bosch Rexroth 30×30
2SA con una longitud de 140 mm.

9⃝- 10⃝ Lámina superior y Lámina inferior. Fueron generadas de la lámina de acero
inoxidable #16, a través de perforaciones y cortes lineales y circulares.
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Figura 2.15: Base de la estructura construida.

Después de ensamblar los elementos 7⃝- 11⃝, se consiguió la base de la estructura mostrada
en la Figura 2.15.

De esta manera, la integración del Subsistema C (estructura mecánica) con el Sub-
sistema A (actuador y sensores) y el Subsistema B (etapa de potencia) se presenta en
la Figura 2.16.

Figura 2.16: Subsistemas A, B y C reales del prototipo de PF.

2.2.4. Adquisición y procesamiento de datos

El subsistema adquisición y procesamiento de datos del prototipo recon�gurable está
integrado por Matlab-Simulink, ControlDesk y una tarjeta DS1104 de dSPACE. Con-
trolDesk, permite la interacción entre Matlab-Simulink y la tarjeta DS1104. Así, el Sub-
sistema D permite implementar controladores para el prototipo; así como adquirir y
procesar los datos de los encoders. Es importante señalar que otras tarjetas compatibles
con Matlab-Simulink pueden emplearse en lugar de la tarjeta DS1104, tales como las
tarjetas de desarrollo de Arduino, Sensoray, Raspberry Pi, etc. Actualmente, tales tar-
jetas de desarrollo son de bajo costo y son parte del equipo básico en laboratorios de
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mecatrónica y sistemas de control. La hoja de datos técnicos de la tarjeta DS1104 puede
encontrarse en el Apéndice B.

Habiendo llevado a cabo las conexiones electrónicas y el ensamble mecánico entre los
Subsistemas A (actuador y sensores), B (etapa de potencia), C (estructura mecánica) y
D (adquisición y procesamiento de datos), se obtuvo el prototipo �nal del PF presentado
en la Figura 2.17.

(a) Vista isométrica (b) Vista frontal

(c) Vista lateral (d) Vista superior

Figura 2.17: Prototipo �nal del PF.

2.2.5. Parámetros del prototipo

Desde que en la simulación e implementación experimental de los controles se re-
quiere conocer todos o algunos de los parámetros de la planta, la identi�cación de los
parámetros del PF construido se realiza en esta sección. Esto es logrado mediante el uso
de dispositivos básicos de medición y formulas matemáticas, de manera que la identi�-
cación de parámetros aquí presentada es fácil si se compara con [274] y [275].

La longitud del brazo L0 = 141.4×10−3 m y la longitud del péndulo L1 = 295×10−3 m
fueron obtenidos con un vernier. Dividiendo L1 entre 2, se encontró l1 = 147.5×10−3 m.
Además, mediante del uso de una báscula se obtuvieron las masa del brazom0 = 0.065 kg
y la masa del péndulo m1 = 0.038 kg. Con estos valores, se calculó la inercia del brazo
más la de la �echa del motor de CD I0 y la inercia del péndulo J1. Por otro lado, I0 se
encontró como sigue:

I0 = Ia + Im,
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donde Ia e Im denotan la inercia del brazo más la inercia de la �echa del motor de CD,
respectivamente. De acuerdo a [269], desde que el brazo es considera como una barra
uniforme cuyo eje de rotación pasa por uno de sus extremos, la inercia del brazo está
determinada por:

Ia =
1

3
m0L

2
0 = 0.4332× 10−3kg ·m2.

Mientras Im = 2.6× 10−5 kg ·m2 fue tomado de la hoja de datos del motor de CD (ver
Apéndice B). En consecuencia,

I0 = 0.4592× 10−3 kg ·m2.

Por otro lado, considerando que el péndulo es una barra uniforme que gira alrededor de
su centro de masa, J1 se encuentra como:

J1 =
1

12
m1L

2
1 = 0.2755× 10−3 kg ·m2.

Así, los parámetros del prototipo de PF se presentan en la Tabla 2.3.

Tabla 2.3: Parámetros del prototipo de PF construido.

L0 = 141.4× 10−3 m
I0 = 0.4592× 10−3 kg ·m2

m1 = 0.038 kg
l1 = 147.5× 10−3 m
J1 = 0.2755× 10−3 kg ·m2

La veri�cación de los parámetros del prototipo se llevó a cabo como en [4], Cap. 2.
Primeramente, se efectuó un experimento con el brazo �jo y maniobrando el péndulo
como un péndulo simple. Los resultados de este experimento se muestran en la Figura
2.18(a). De este experimento se obtuvo la frecuencia natural del péndulo ωnp como sigue:

ωnp =
2πr

t2 − t1
=

2π (5)

48.61 s− 44.12 s
= 6.9813 rad/s,

donde r es el número de oscilaciones en el intervalo comprendido entre t1 y t2. Por otro
lado, se obtuvo la frecuencia natural teórica del péndulo ωtnp como se explica enseguida.
Después de despreciar la dinámica del brazo y considerando sen (θ1) ≈ θ1 para valores
pequeños de θ1, la segunda ecuación de movimiento del PF (2.11) se reduce a:

θ̈1 −
m1gl1

(m1l21 + J1)
θ1 = 0, (2.36)

donde θ1 = π + θd, con θd siendo la posición del péndulo medida con respecto a su
posición colgante. Esta es la posición con respecto a la cual se midieron las oscilaciones
en la Figura 2.18(a). Esto implica un cambio de signo en el segundo término de (2.36).
Así, se determina ωtnp como:

ωtnp =

√
m1gl1

(m1l21 + J1)
. (2.37)
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Cuando se usan los valores de la Tabla 2.3 en (2.37), se encuentra ωtnp = 7.0629 rad/s.
Subsecuentemente, un experimento similar al previo fue realizado para el brazo. Para
este �n, el brazo fue con�gurado para moverse en el plano vertical, no se le aplicó par
y se desmontó el péndulo del mecanismo. Los resultados del experimento se muestran
en la Figura 2.18(b), de la cual se obtuvo la frecuencia natural del brazo como ωna =
9.3333 rad/s. Procediendo de manera similar como en el caso del péndulo, se encontró
que la frecuencia natural teórica del brazo está dada por:

ωtna =

√
m0gL0

2I0
, (2.38)

donde m0 = 0.065 kg es la masa del brazo. Después de reemplazar los valores numéricos
de la Tabla 2.3 en (2.38), se encuentra lo siguiente:

ωtna = 9.9083 rad/s. (2.39)

Nótese que ωnp ≈ ωtnp y ωna ≈ ωtna . Esto corrobora la adecuada medición de L0, l1, m0

y m1, y el adecuado cálculo de I0 y J1.
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Figura 2.18: Posición del péndulo y del brazo cuando son afectados sólo por la gravedad.

2.3. Controlador para swing-up más estabilización

Con la intención de resolver los problemas de swing-up y estabilización del PF, esta
sección presenta: i) Un control no lineal, τsw, basado en energía, el cual fue reportado
en [6, 7] y cuya validación experimental no ha sido reportada hasta ahora. Este control
permite llevar el péndulo desde la posición colgante (θ1 = ±π) hasta la posición invertida
(θ1 ≈ 0). ii) Un control por realimentación del vector de estado τs, el cual es utilizado
para estabilizar el péndulo en la posición invertida.

2.3.1. Control no lineal para levantar el péndulo (swing-up)

Para levantar el péndulo desde la posición colgante hasta la posición invertida, se
utiliza el control no lineal reportado en [6, 7]. Tal control está basado en el enfoque de
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energía y fue obtenido a través del modelo no lineal (2.17)�(2.18). El control en cuestión
está determinado por:

τsw =
−kωF (qF , q̇F )− det [D (qF)]

(
kδθ̇0 + kθθ0

)
det [D (qF)] kEE (qF , q̇F ) + kω (J1 +m1l21)

, (2.40)

donde D (qF) y qF fueron establecidas previamente como:

D (qF) =

[
α γ
γ m1l

2
1 + J1

]
, qF = [θ0, θ1]

T ,

mientras que F (qF , q̇F ) y E (qF , q̇F ) están, respetivamente, dadas por:

F (qF , q̇F ) = −
(
J1 +m1l

2
1

)
m1l

2
1sen (2θ1) θ̇0θ̇1 −

1

2
m2

1l
3
1L0 cos θ1sen (2θ1) θ̇

2
0 +

+
(
J1 +m1l

2
1

)
m1l1L0senθ1θ̇

2
1 −m2

1l
2
1L0g cos θ1senθ1,

E (qF , q̇F ) =
1

2
q̇T
FD (qF)q̇F +m1gl1 (cos θ1 − 1) ,

por último kω, kδ, kθ y kE son constantes estrictamente positivas. Es de importancia
mencionar que (2.40) tiene que satisfacer la siguiente condición:

kω
kE

> 2m1gl1
(
I0 +m1l

2
1 +m1L

2
0

)
. (2.41)

2.3.2. Control lineal para estabilizar el péndulo

Para la estabilización del péndulo alrededor de la posición invertida, se presenta el
control por realimentación del vector de estado τs obtenido mediante el uso del modelo
lineal (2.26)�(2.27).

Recuérdese que, a partir de la siguiente desigualdad:

detC0 =
m4

1g
2l41L

2
0

(J1m1L2
0 + I0m1l21 + I0J1)

4 ̸= 0

se ha establecido que la aproximación lineal (2.26)�(2.27) del modelo no lineal (2.17)�
(2.18) es controlable. En consecuencia, para conseguir estabilizar el péndulo en la posi-
ción invertida, es decir:(

θ0, θ̇0, θ1, θ̇1

)
→

(
θ0, θ̇0, θ1, θ̇1

)
= (0, 0, 0, 0) , (2.42)

se puede emplear el siguiente control por realimentación del vector de estado:

τδ = −Kcxδ, (2.43)

donde
Kc =

[
k1 k2 k3 k4

]
,

con k1, k2, k3 y k4 siendo las ganancias del control. Retomando (2.25), (2.43) puede
escribirse como sigue:

τs = −k1θ0 − k2θ̇0 − k3θ1 − k4θ̇1. (2.44)
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Así, el sistema (2.26)�(2.27) en lazo cerrado con (2.43) está dado por:

ẋδ = (A−BKc)xδ, (2.45)

cuyo polinomio característico resulta en lo siguiente:

p(s) = det [sI − (A−BKc)]

= s4 +
(l21m1 + J1) k2 − k4L0l1m1

I0 (J1 +m1l21) + J1m1L2
0

s3

+
(l21m1 + J1) k1 − k3L0l1m1 − (I0 + L2

0m1) gl1m1

I0 (J1 +m1l21) + J1m1L2
0

s2

− gl1m1k2
I0 (J1 +m1l21) + J1m1L2

0

s− gl1m1k1
I0 (J1 +m1l21) + J1m1L2

0

. (2.46)

Con la intención de asegurar que (2.46) sea estable, es igualado con una dinámica que
de antemano se sabe que es estable. Tal dinámica se re�ere al siguiente polinomio ca-
racterístico deseado:

pd(s) =
(
s2 + 2ζωns+ ω2

n

)2
= s4 + 4ζωns

3 +
(
4ζ2ω2

n + 2ω2
n

)
s2 + 4ζω3

ns+ ω4
n, (2.47)

donde ζ es el factor de amortiguamiento y ωn la frecuencia natural, los cuales tiene que
satisfacer

ζ > 0, ωn > 0.

Después de igualar (2.46) con (2.47) y resolver para k1, k2, k3 y k4, se encuentra:

k1 = −ω4
n [I0 (J1 +m1l

2
1) + J1m1L

2
0]

gl1m1

, (2.48)

k2 = −4ζω3
n [I0 (J1 +m1l

2
1) + J1m1L

2
0]

gl1m1

, (2.49)

k3 =
− (4ζ2ω2

n + 2ω2
n) [I0 (J1 +m1l

2
1) + J1m1L

2
0] + (l21m1 + J1) k1 − (I0 + L2

0m1) gl1m1

L0l1m1

,(2.50)

k4 =
−4ζωn [I0 (J1 +m1l

2
1) + J1m1L

2
0] + (l21m1 + J1) k2

L0l1m1

. (2.51)

Si bien lo anterior sirve como directriz para encontrar las ganancias k1, k2, k3 y k4
de tal manera que el sistema en lazo cerrado sea estable, esto no asegura éxito en la
implementación del control. De forma que la búsqueda del buen desempeño del control
implica elegir ciertos valores para ζ y ωn y probarlos �vía simulación o experimentación�
hasta que el control logre su objetivo. En otras palabras, se tiene que emplear el metódo
de prueba y error. Esto conlleva invertir tiempo hombre considerable en la sintonización
de ganancias, a menos que se tenga amplio conocimiento y experiencia en sistemas de
control. El problema se complica aún más cuando se busca que el control tenga un mejor
desempeño (una mejor sintonización de ganancias); además, porque para comparar el
desempeño de controles es necesario utilizar métodos especializados [276]. En esa direc-
ción, se realizó una aplicación basada en cómputo paralelo para sintonizar las ganancias
�de forma fácil y rápida� del control lineal que estabiliza el péndulo de Furuta en la
posición invertida [277]. En tal aplicación se hace uso de las expresiones (2.48)�(2.51).
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2.3.3. Simulación numérica

La simulación de los controles (2.40) y (2.44), los cuales resuelven el swing-up y
estabilización del péndulo, respectivamente, se realiza al integrarlos en un controlador
híbrido que obedece la siguiente condición de conmutación:

τF =

 τsw para
√
2θ21 + 0.2θ̇21 > 0.4,

τs para 0 ≤
√
2θ21 + 0.2θ̇21 ≤ 0.4,

(2.52)

En la Figura 2.19 se muestra un diagrama de bloques del controlador (2.52).
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Figura 2.19: Diagrama de bloques del controlador híbrido (2.52).

La simulación numérica del sistema en lazo cerrado con el controlador (2.52), es
decir, (2.40) más (2.44), se llevó a cabo a través del diagrama de bloques mostrado en
la Figura 2.20. Tal diagrama fue realizado en Matlab-Simulink, el cual consiste de tres
bloques, a saber: Controlador, Sistema y Salidas. La descripción de estos bloques se da
a continuación.

• Controlador. Este bloque corresponde a un Matlab Function [278], donde se pro-
grama el controlador híbrido (2.52). Las ganancias asociadas con el control τsw
fueron seleccionados como:

kω = 0.75, kδ = 5, kθ = 35, kE = 2900. (2.53)

Mientras que las ganancias relativas al control τs, i.e., k1, k2, k3 y k4 fueron calcu-
ladas al escoger ζ = 2 y ωn = 9 en (2.47), obteniendo lo siguiente:

k1 = −0.0854, k2 = −0.0759, k3 = −1.5197, k4 = −0.1706.

• Sistema. En este bloque es un Matlab Function, en el cual se programa el modelo
dinámico del PF, (4.14). Donde se usaron los parámetros de la Tabla 2.3 del PF
construido.

• Salidas. Se re�ere a los bloques que en el ambiente de Matlab-Simulink son lla-
mados to workspace, en los cuales se almacenan arreglos de datos asociados con la
evolución dinámica de las variables del sistema θ0, θ̇0, θ1, θ̇1 y del control τ .
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Figura 2.20: Diagrama de bloques en Matlab-Simulink para la simulación del PF en lazo
cerrado.

En la simulación, el tiempo de muestreo y el solucionador empleados fueron 1 ms y
ode1(Euler), respectivamente. La Figura 2.21 muestra los resultados de la simulación.
En esa �gura, se puede ver que el objetivo de control es logrado exitosamente; pues
el péndulo es llevado desde la posición colgante (θ1 = π) hasta la posición invertida
(θ1 = 0) y es estabilizado en esta última.
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Figura 2.21: Resultados de simulación del PF en lazo cerrado con el controlador híbrido
(2.52).
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2.3.4. Implementación experimental

Con la intención de implementar experimentalmente el controlador (2.52), (2.40) más
(2.44), la Figura 2.22 muestra la interacción entre el programa realizado en Matalab-
Simulink y el prototipo construido de PF. Para la experimentación, se usaron el mismo
tiempo de muestro y solucionador de la simulación. Las diferencias entre la Figura 2.22
y la Figura 2.20 se explican a continuación.

• Sistema. En experimentación este bloque es reemplazado por el prototipo cons-
truido. Así, el encoder ITD01A4Y1 de Baumer junto con un canal para encoder
de la tarjeta DS1104 permiten sensar θ1 y calcular θ̇1. Mientras que θ0 y θ̇0 son
obtenidas a través del encoder integrado al motor de CD 14204S006 Pittman y otro
canal para encoder de la tarjeta DS1104. La corriente conmutada ic se implementa
vía un PWM de la tarjeta DS1104 con una frecuencia de conmutación de 15 kHz,
mientras la dirección de la �echa del motor de CD es indicada por medio de un bit
de salida de la tarjeta DS1104.

• Acondicionador de la entrada. Este bloque no aparece en la Figura 2.20 porque ahí
τF es directamente aplicado al sistema (4.14). Sin embargo, en experimentación
la aplicación de τF al prototipo requiere un acondicionamiento. Por lo tanto, este
bloque tiene dos funciones:

i) Transformar el par dado por (2.52) en una corriente continua a través de la
siguiente relación:

τF = kii
∗
m, (2.54)

donde ki e i∗m son la constante de par y la corriente deseada de armadura del motor
de CD, respectivamente. De (2.54) es claro que

i∗m =
τF
ki

. (2.55)

Nótese que i∗m puede tomar valores en el intervalo [−imax,+imax], con imax siendo
la corriente máxima del motor de CD. Para propósitos de implementación de i∗m vía
un PWM, es decir, obtener la corriente conmutada ic, la correspondiente corriente
promedio iav es obtenida usando

iav =

∣∣∣∣ i∗m
imax

∣∣∣∣ , (2.56)

donde esta corriente puede tomar valores en el intervalo [0, 1] y está asociada con
el ciclo de trabajo del PWM.

ii) Determinar la dirección de i∗m y en consecuencia la dirección de la �echa del
motor de CD, indicada en la Figura 2.22 como d. Para este �n, se considera la
siguiente condición:

d =

{
1 para i∗m ≥ 0,
0 para i∗m < 0.

(2.57)

Los resultados de la implementación experimental del control se muestra en la Figura
2.23. Estos resultados muestran que el objetivo de control se logra exitosamente.
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Figura 2.22: Diagrama de bloques de Matlab-Simulink para la experimentación del PF
en lazo cerrado.
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Figura 2.23: Resultados experimentales del PF en lazo cerrado con el controlador híbrido
(2.52).

2.3.5. Discusión de resultados

Dado que se encontraron diferencias entre los resultados de simulación y experimen-
tación, este apartado da algunos argumentos que explican estas diferencias.

Los resultados obtenidos de la simulación y experimentación muestran que los con-
troles (2.40) y (2.44) tienen buen desempeño, porque el objetivo de control fue logrado,
es decir, llevar el péndulo desde la posición colgante hasta la posición invertida. Una vez
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en esta última posición, el péndulo fue estabilizado. Sin embargo, se encontraron dife-
rencias notables entre la simulación y la experimentación cuando se estabiliza el brazo
y el péndulo. En experimentación estas barras presentan oscilaciones. Esto es principal-
mente debido a lo siguiente: 1) En el modelo simulado del PF las fuerzas de fricción
no son consideradas, y 2) En experimentación los controles son aplicados al motor de
CD como una relación de corriente a través de la etapa de potencia, cuyos dispositivos
electrónicos no son ideales. Otros factores que afectan el comportamiento del sistema,
causando diferencias entre la simulación y la experimentación, son: El tiempo de mues-
treo, la resolución de los encoders, la frecuencia de conmutación del PWM, tiempo de
respuesta de los dispositivos electrónicos, conexiones de hardware y el cable del encoder
del péndulo, el cual está colocado de tal forma que ofrece una resistencia al movimiento
del brazo.

2.4. Esquemas de control para eliminar el ciclo límite

En la Sección 2.3.2 se ha presentado un control lineal por realimentación del vector de
estado, cuyas ganancias se escogieron con una sóla directriz, la de satisfacer un polinomio
característico deseado; es decir, colocar los polos de lazo cerrado en el semiplano izquierdo
del plano complejo, pero sin conocer donde se ubican los polos de lazo cerrado. Por lo
tanto, tratar de mejorar el desempeño del sistema en lazo cerrado podría resultar en una
tarea difícil. Por otro lado, los resultados experimentales de la Figura 2.23, asociados
a la implementación del control lineal (2.44), han mostrado que existen oscilaciones
en el sistema; es decir, existe un fenómeno conocido como ciclo límite causado por la
zona muerta inducida por fricción estática en la �echa del motor. Con la intención
de proporcionar un material útil para la selección de ganancias del control lineal por
realimentación del vector de estado y para mejorar su desempeño mediante la eliminación
del ciclo límite, en los siguientes apartados se introducen dos esquemas de control que
hacen uso del modelo de planitud diferencial del PF, el cual se ha presentado en la
Sección 2.1.3. El diseño de un esquema de control está basado en el lugar de las raíces y
el otro diseño en diagramas de Bode. Siendo estos esquemas de control las contribuciones
principales del presente trabajo, reportadas en [268] y [267].

2.4.1. Usando planitud diferencial y respuesta en el tiempo: Lu-
gar de las raíces

En este apartado se introduce un esquema de control basado en planitud diferencial y
el lugar de las raíces, el cual proporciona información importante sobre como sintonizar
las ganancias del control lineal (2.44) para mejorar su desempeño en una dirección en
particular; en este caso la eliminación del ciclo límite inducido por fricción estática.

Propuesta del esquema de control

Al aplicar la transformada de Laplace al modelo de planitud diferencial (2.35), es
decir:

y
(4)
F = (a+ bh)ẋδ4 = bÿF + d (a+ bh) τF ,
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se encuentra la siguiente función de transferencia equivalente a (2.26)�(2.27):

YF (s)

τF (s)
=

d (a+ bh)

s2(s2 − b)
, (2.58)

donde YF (s) y τF (s) denotan la transformada de Laplace de la salida plana y el par
aplicado, respectivamente. Los polos de esta función de transferencia son reales, dos de
ellos localizados en s = 0, uno en s = −

√
b < 0 y el otro en s =

√
b > 0. Se recuerda

que a, b y d fueron de�nidas previamente como:

a =
−gm2

1l
2
1L0

I0(J1 +m1l21) + J1m1L2
0

, b =
(I0 +m1L

2
0)m1l1g

I0(J1 +m1l21) + J1m1L2
0

,

d =
−m1l1L0

I0(J1 +m1l21) + J1m1L2
0

,

siendo b un número real positivo.

Debido a que d (a+ bh) = − m1l1g

I0 (J1 +m1l21) + J1m1L2
0

< 0, se propone el esquema

de control multi-lazo mostrado en la Figura 2.24 para controlar (2.58). Esto genera la
siguiente función de transferencia en lazo cerrado:

YF (s)

Yd(s)
=

ρd(a+ bh)

p(s)
, (2.59)

donde Yd(s) = 0 es la salida plana deseada, p (s) es el polinomio de�nido como:

p (s) = s4 − d(a+ bh)kvs
3 − [b+ ρd(a+ bh)] s2 − kdρd(a+ bh)s− kpρd(a+ bh),

(2.60)

y ρ, kv, kd y kp son las ganancias del controlador. La función de transferencia de los dos
lazos internos es:

ŸF (s)

Ÿd(s)
=

ρd(a+ bh)

s2 − d(a+ bh)kvs− [b+ ρd(a+ bh)]
. (2.61)

De (2.61) es claro que una d(a+ bh) negativa hace posible que todos los coe�cientes de
p (s) sean positivos. Esta es una condición necesaria (pero no su�ciente) para que todas
las raíces de p (s) tengan parte real negativa.
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Figura 2.24: Esquema de control propuesto para (2.58).
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De acuerdo a la Figura 2.24, y mediante el uso de las expresiones (2.32)�(2.35), se
encuentra el siguiente controlador:

τF = kvy
(3)
F + ρ(ÿd + ÿF ),

= kvy
(3)
F + ρ(kpyF + kdẏF + ÿF ),

= ρkpxδ1 + ρkdxδ2 + [ρ(a+ bh) + ρkph]xδ3 + [kv(a+ bh) + ρkdh] xδ4.

(2.62)

Cuando se compara (2.44) y la última exptresión en (2.62), se concluye:

k1 = −ρkp,

k2 = −ρkd,

k3 = − [ρ(a+ bh) + ρkph] ,

k4 = − [kv(a+ bh) + ρkdh] . (2.63)

Así, el vector de ganancias Kc =
[
k1 k2 k3 k4

]
puede ser seleccionado a través de

las ganancias del controlador (2.62). El procedimiento para determinar estas últimas
ganancias se describe enseguida.

Procedimiento para sintonizar el esquema de control

Usando los parámetros númericos de un PF construido en la Facultad de Ingeniería
(FI) de la Universidad Autónoma de Querétaro (UAQ), los cuales son presentados en la
Tabla 2.4, se encuentra lo siguiente:

d(a+ bh) = −1.2186× 105, b = 93.9951.

Teniendo en cuenta estos valores númericos, ρ y kv, son escogidos de tal manera que
todos los coe�cientes del polinomio característico en (2.61) sean positivos. Además, como
se verá enseguida, es importante que los polos de la función de transferencia (2.61)
tengan parte real negativa signi�cante. Entonces, kv = 2.3755× 10−4 y ρ = 00.41 fueron
seleccionados porque esto asigna los polos de (2.61) en s1,2 = −14.4734 ± 14.0048j.
Nótese que aparte de los dos polos en s = 0, la función de transferencia de la planta
(2.59) tiene polos reales en s = ±

√
b = ±9.6951. Así, colocar los polos de (2.61) en

s1,2 = −14.4734± 14.0048j asegura la estabilidad de esta función y, dada la proximidad
de estos polos con aquel en s = −

√
b = −9.6951, asegura una respuesta un poco más

rápida que la del sistema en lazo abierto. Este es un criterio útil cuando el tiempo
de respuesta deseado no está especi�cado pero una respuesta excesivamente rápida es
indeseada para evitar una gran ampli�ción de ruido. También, nótese que colocando los
polos en s1,2 = −14.4734± 14.0048j, se introduce un coe�ciente de amortiguamiento de
ζ = 0.786, el cual es destinado a evitar grandes oscilaciones. Por otra parte, al considerar

±180◦(2q + 1)

n−m
, q = 0, 1, 2, . . .

donde n = 4 y m = 1, se encuentra que el lugar de las raíces del diagrama de bloques
mostrado en la Figura 2.24 tiene tres asíntotas: En los ángulos±60◦ y±180◦ con respecto
al eje real positivo. Así, se propone z = kp/kd = 1 para formar el lugar de las raíces como
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se indica en la Figura 2.26. Se resalta que el cero de lazo abierto en s = −z no es un cero
de lazo cerrado como se corrobora por (2.59). Se recuerda que las curvas en la Figura
2.26 son parametrizadas por kd, la cual crece de 0 a +∞. Por lo tanto, kd es escogida tal
que los cuatro polos del lazo cerrado están en el semiplano izquierdo del plano complejo.
Nótese que es importante para esto que s1 y s2 tengan parte real signi�cativa, como se
predijo anteriormente. Se encuentra que un buen valor es kd = 2.88. Una vez que esta
variable es conocida, kp = kdz = 2.88 es calculada. Esta selección de ganancias asigna
los polos de (2.59) en:

−12.1989± 11.8679j, −2.7284, −1.8206.

El lugar exacto del lugar de las raíces para este caso es representado en la Figura 2.25, el
cual es obtenido usando la siguiente función de transferencia (ver (2.61) y Figura 2.24):

−ρd(a+ bh)

s2 − d(a+ bh)kvs− [b+ ρd(a+ bh)]

kp + kds

s2
, (2.64)

con los valores numéricos en la Tabla 2.4 y las siguientes ganancias del controlador:

ρ = 0.0041, kv = 2.3755× 10−4,

kd = 2.88, kp = 2.88. (2.65)

El signo �−� en (2.64) es introducido porque se usa realimentación positiva en el lazo
externo de la Figura 2.24.

Tabla 2.4: Parámetros númericos del prototipo de PF de la FI de la UAQ.

L0 = 155× 10−3 m
I0 = 238.49× 10−6 kg ·m2

m1 = 22.18× 10−3 kg
l1 = 129× 10−3 m
J1 = 184.50× 10−6 kg ·m2

Finalmente, usando la relación (2.63) y los valores númericos de la Tabla 2.4, se
encuentra que el vector de ganancias Kc del control por realimentación del vector de
estado está dado por:

Kc =
[
k1 k2 k3 k4

]
=

[
−0.0118 −0.0118 −0.2742 −0.0298

]
. (2.66)

Lo que se ha presentado hasta aquí muestra como usar el método de el lugar de las raíces
para sintonizar el controlador moderno en (2.43).

Desde este punto, cualquier técnica de control clásico puede ser usada para resolver
este problema. Como ejemplo de aplicación, el resto de esta sección se enfocará en el uso
del método del lugar de las raíces para sintonizar el controlador (2.44) de tal manera que
el desempeño sea mejorado cuando un problema de control aparece: Oscilación debido
al ciclo límite.
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Figura 2.25: Lugar de las raíces de la función de transferencia de lazo abierto (2.64).
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s1
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Figura 2.26: Lugar de las raíces del sistema de control de la Figura 2.24.

Con la intención de observar el comportamiento real del prototipo de PF bajo la
in�uencia del controlador propuesto y las ganancias propuestas, se ejecutó un experi-
mento en el que se usó el control (2.40) para llevar el péndulo de la posición colgante a
la posición invertida. Para esto se usaron las siguientes ganancias:

kE = 480, kω = 1, kδ = 3, kθ = 17. (2.67)

Los resultados experimentales se muestran en la Figura 2.27, donde ic es la corriente
eléctrica a través del motor y uf es el voltaje aplicado en las terminales del motor.
El controlador (2.40) con (2.67) es empleado de t = 0 s a t = 8.8 s, mientras que el
controlador (2.44) con (2.66) es empleado para t > 8.8 s. Se puede ver que el péndulo
llega a la posición θ1 = 2π rad. Desde que 2π rad representa la misma posición cuando
θ1 = 0 rad, esto signi�ca que el péndulo alcanza su posición deseada y permanece ahí.
También, se puede observar que el brazo no detiene su movimiento sino que describe una
oscilación pico a pico de 0.6 rad alrededor de una posición constante cerca de −0.8 rad.
En la Figura 2.27(c) se muestra únicamente la parte del tiempo cuando el controlador
de estabilización (2.44) con (2.66) es ejecutado. Nótese en esa �gura que yF y xδ1 per-
manecen cerca una de la otra durante la oscilación debido a que hxδ3 esta cerca de cero
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Figura 2.27: Resultados experimentales del PF al usar el control lineal (2.44) con las
ganancias (2.66).

(ver (2.31)). Esas oscilaciones representan lo que se conoce como ciclo límite y es debido
a la zona muerta introducida por la fricción estática en el eje del motor. Además, la
fricción estática también es responsable del gran valor constante de posición de −0.8 rad
alrededor del cual el brazo realiza las oscilaciones. Para explicar por que la posición del
péndulo no presenta oscilaciones, considere (2.32)�(2.35) donde:

yF = xδ1 + hxδ3, ÿF = (a+ bh)xδ3,

y asumiendo que la salida plana de las oscilaciones es sinusoidal, por ejemplo yF =
Y0sen (ωt) donde Y0 es una constante positiva que representa la amplitud de oscilación.
No es difícil encontrar que bajo estas condiciones:

xδ1 = Y0

(
1 +

hω2

a+ bh

)
sen(ωt),

xδ3 = −Y0
ω2

a+ bh
sen(ωt). (2.68)

Esto signi�ca que xδ3 es muy pequeña si la frecuencia de ocilación es pequeña y yF ≈ xδ1.
Nótese que, en la Figura 2.27(c), la frecuencia de las oscilaciones es, aproximadamente,
ω = 2π

8.5
= 0.7392 rad/s la cual permanece en ω2

a+bh
= 0.0086. Esto explica porque las

oscilaciones no son observadas en la posición del péndulo y porque xδ1 permanece cerca
de yF .

Desde que existe un ciclo límite al ejecutar el controlador (2.44), los siguientes apar-
tados son orientados al rediseño de tal controlador para eliminar mencionado ciclo límite.
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Rediseño del esquema de control considerando zona muerta

La zona muerta aparece en la entrada del sistema cuando el sistema no responde para
valores pequeños en la variable de entrada, sino que el sistema comienza a responder una
vez que la variable excede el umbral. En los sistemas mecánicos este fenómeno es debido
a la fricción estática. La función característica de la no linealidad de la zona muerta se
muestra en la Figura 2.28. La salida no lineal c = 0 cuando la entrada no lineal e es
�su�cientemente pequeña�, esto es, |e| ≤ δ para alguna δ < 0. Para valores grandes de
e, la no linealidad de la salida representa una version desplazada y ampli�cada de la no
linealidad de la entrada |c| = k|(e− δ)|, k > 0.

à î

î

k

k

e

c

Figura 2.28: No linealidad de zona muerta.

Método de la función descriptiva. La Figura 2.29 presenta el diagrama de bloques
de la Figura 2.24 cuando se considera la no linealidad de la zona muerta. Los ciclos
límite son estudiados usando el método de la función descriptiva. Para esto se sugiere,
en [279], Cap. 5, representar el sistema en la forma estándar mostrada en la Figura 2.30,
la cual es ejecutada mediante algebra de bloques para la Figura 2.29. La no linealidad
de entrada es e = τ(s) y sistema lineal invariante en el tiempo G(s) está dado por:

G(s) = G1(s)G2(s), (2.69)

donde G1(s) =
−d(a+ bh)

s2(s2 − b)
es la planta, G2(s) = kvs

3+ρs2+ρkds+ρkp es el controlador

y −d(a+ bh) > 0. De acuerdo al método de la función descriptiva, la magnitud de (2.69)
debe comportarse como un �ltro pasa bajas [279], Cap. 5. Esto es veri�cado ya que G(s)
tiene cuatro polos y solo tres ceros.

+

+

+

s2àb

d(a+bh)

kvs

kp + kds

s2
1

+

üF s( ) YF s( )
ú

Figura 2.29: Sistema en lazo cerrado que incluye la no linealidad de zona muerta.
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Figura 2.30: Representación equivalente del diagrama de bloques de la Figura 2.29.

La función descriptiva es una aproximación de la respuesta en frecuencia de una no
linealidad, la cual, en el caso de la zona muerta, está dada como [279],Cap. 5:

N(A) =
b1
A

=
2k

π

π

2
− sin−1

(
δ

A

)
− δ

A

√
1−

(
δ

A

)2
 , (2.70)

donde b1 es la amplitud de salida de la no linealidad cuando la entrada e de la no
linealidad se asume es una función sinusoidal del tiempo con amplitud A y frecuencia
ω. Nótese que la �función de transferencia� N(A) es real, positiva, independiente de la
frecuencia pero dependiente de la amplitud de entrada A. Además, el valor máximo es
N(A) = k > 0 el cual se alcanza conforme A −→ ∞. El valor mínimo tiende a cero y
es alcanzado conforme A −→ δ. De acuerdo al método de la función descriptiva, existe
ciclo límite si:

G(jω) = − 1

N(A)
. (2.71)

Ya que N(A) es real y positiva, −1/N(A) es real y negativa. En consecuencia, existe
ciclo límite si el diagrama polar de G(jω) cruza el eje real negativo en el intervalo
abierto (−∞,−1/k). La frecuencia y amplitud de oscilación son encontradas como el
valor de ω, en G(jω), y A, en −1/N(A), en el punto donde sus diagramas se cruzan.
Una representación grá�ca de esta idea se puede ver en la Figura 2.31.
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Figura 2.31: Diagrama polar de G(jω) y −1/N(A).
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Sintonización del control para eliminar el ciclo límite. En los experimentos
mostrados en la Figura 2.27 se observó que la oscilación que aparece es lenta y tiene
amplitud grande. Esto sugiere que la oscilación puede ser reducida o eliminada si la
rigidez del sistema en lazo cerrado aumenta. Ya que la rigidez está relacionada a la
respuesta rápida, esto sugiere que la frecuencia de oscilación debe ser aumentada. Por
otra parte, ya que el sistema no responde si |e| ≤ δ y el umbral de la zona muerta δ > 0 es
incierto, debido a que también lo es la fricción estática, la pregunta es si las oscilaciones
pueden desaparecer si la amplitud de oscilación se hace lo su�cientemente pequeña. Así,
en lo siguiente se formula un procedimiento destinado a aumentar la frecuencia y a
decrecer la amplitud de las oscilaciones debidas a ciclo límite.

De acuerdo a la sección previa, a �n de obtener un ciclo límite con amplitudes más
pequeñas, el diagrama polar de la función de transferencia de lazo abierto equivalente
G(s) debe cruzar el eje real negativo en el punto σ1 ubicado más a la izquierda. Por
otra parte, con el �n de incrementar la frecuencia de oscilación , la fase de G(jω) debe
alcanzar −180◦ a una frecuencia más grande ω = ωσ1 .

El punto σ1 puede ser ubicado más a la izquierda del eje real negativo mediante el
incremento de la magnitud de G(s). De acuerdo a (2.69) esto requiere incrementar las
ganancias del controlador kv y ρ. Por otra parte, de acuerdo a la Figura 2.34, G(jω)
alcanza una fase de −180◦ a frecuencias mayores si el adelanto de fase introducido por el
controlador es forzado a aparecer en frecuencias mayores. Ya que los términos cuadráticos
y cúbicos en G(s) introducen el adelanto de fase a frecuencias mayores, este adelanto de
fase puede ser forzado a aparecer a frecuencias mayores mediante el cálculo de coe�cientes
del término de primer orden y el término constante mayores que los coe�cientes de los
términos cuadráticos y cúbicos, es decir mediante el incremento de kd y kp.

Con base en las ideas anteriores, se calcularon los tres conjuntos de ganancias mos-
trados en la Tabla 2.5. En esta tabla, el conjunto de ganancias a) del controlador co-
rresponde a las ganancias de (2.65). El resto de las ganancias del controlador han sido
obtenidas como se explica a continuación. Debido al incremento de la rigidez del sistema,
los polos en lazo cerrado son movidos más hacia la izquierda del eje imaginario. Esto
sugiere mover el cero de lazo cerrado en s = −z hacia la izquierda (ver Figura 2.26).
Sin embargo, esto puede crear dos ramas del lugar de las raíces empezando en el origen
pero perteneciendo a la parte derecha del semiplano. Esto es porque el cero en s = −z
puede atraer el polo complejo conjugado de lazo abierto en s1, s2, si este se mueve hacia
la izquierda. Por lo tanto, inestabilidad o polos de lazo cerrado mal amortiguados puede
resultar si se aumenta z > 0. Por tanto, se propone mantener z = 1 y solo mover hacia
la izquierda los tres polos de lazo cerrado más rápidos .

Primero, se proponen valores grandes para kv y ρ con la intención de obtener mayores
valores tanto en la parte real como en la imaginaria de los polos de lazo abierto s1 y
s2 de la Figura 2.26 (ver también s1,2 en la Tabla 2.6). Esto hace más rápida y bien
amortiguada la respuesta del péndulo 1 y permite seleccionar valores más grandes para
kd y kp. Esto es porque, aunque las ramas del lugar de las raíces comienzan en s1 y s2 y se
mueven hacia el semiplano derecho conforme kd aumenta, es posible seleccionar valores
más grandes para kd antes de que esas ramas estén muy cerca al semiplano derecho si
s1 y s2 se mueven hacia la izquierda. Nótese que kp es mayor si kd es mayor por que

1Nótese, en la Figura 2.24, que kv and ρ son las ganancias de realimentación de las señales ÿF y y
(3)
F

que, de acuerdo a (2.32)�(2.35), representan la realimentación de la posición y velocidad del péndulo,
xδ3 = θ1 − θ1 y xδ4 = θ̇1.
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kp = kdz, z = 1. A �n de aclarar ideas, en las Figuras 2.32 y 2.33 se presenta el lugar
de las raíces obtenido usando la función de transferencia en (2.64) y las ganancias del
controlador de la Tabla 2.5 (también ver Figura 2.25). Se resalta que todos los polos
de (2.61) mostrados en la Tabla 2.6 introducen coe�cientes de amortiguamiento entre
0.7 y 0.8, por lo tanto, solo se esperan oscilaciones pequeñas. También nótese que, en
las Figuras 2.32 y 2.33, colocar los polos de (2.61) más a la izquierda resulta en que los
polos de (2.59) estén ubicados más a la izquierda, como se esperaba.

Tabla 2.5: Ganancias del controlador lineal (2.62).

a)

kv = 2.3755× 10−4,
ρ = 0.0041,
kd = 2.88,
kp = 2.88

b)

kv = 2.8506× 10−4,
ρ = 1.4× 0.0041,
kd = 4.59,
kp = 4.59

c)

kv = 3.3257× 10−4,
ρ = 1.8× 0.0041,
kd = 5.62,
kp = 5.62

Tabla 2.6: Polos de lazo abierto y de lazo cerrado asignados.

Ganancias del
controlador Polos de (2.61) Polos de (2.59)

a) s1,2 = −14.4734± 14.0048j
−12.1989± 11.8679j,
−2.7284,
−1.8206

b) s1,2 = −17.3681± 17.4300j
−13.535± 14.37j,
−6.3736,
−1.2926

c) s1,2 = −20.2628± 19.8676j
−15.5358± 16.1280j,
−8.2292,
−1.2247

Usando las ganancias para el controlador de la Tabla 2.5 y (2.63), las ganancias del
controlador de la Tabla 2.7 fueron calculadas. Nótese que en la Tabla 2.6, los tres polos
más rápidos de lazo cerrado se mueven a la izquierda cuando se va de a) hacia c) en la
Tabla 2.6 o equivalentemente, en la Tabla 2.7.

Tabla 2.7: Ganancias del control por realimentación del vector de estado (2.44)

a)

k1 = −0.0118
k2 = −0.0118
k3 = −0.2742
k4 = −0.0298

b)

k1 = −0.0263
k2 = −0.0263
k3 = −0.3962
k4 = −0.0509

c)

k1 = −0.0415
k2 = −0.0415
k3 = −0.5189
k4 = −0.0728
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Figura 2.32: Lugar de las raíces de la función de transferencia de lazo abierto (2.64)
cuando para el control lineal (2.62) se usan las ganancias b) de la Tabla 2.5.
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Figura 2.33: Lugar de las raíces de la función de transferencia de lazo abierto (2.64) al
utilizar las ganancias c) de la Tabla 2.5 en el control lineal (2.62).

En la Figura 2.34 se presentan los diagramas de Bode de la función de transferencia
(2.69), cuando se hace uso de los valores numéricos de las Tablas 2.4 y 2.5. Como se
puede ver en la Figura 2.34, todas las fases cruzan la línea de −180◦. Esto indican que
existe ciclo límite en todos los casos presentados en la Tabla 2.5. Además, esto sucede
cuando la magnitudG(s) es mayor a 0 dB. Se recuerda que el intervalo abierto (∞,−1/k)
corresponde al intervalo abierto (0,∞) dB (porque se asume que k = 1) cuando la fase es
−180◦. También, se remarca que la línea de fase a −180◦ se cruza a una frecuencia mayor
conforme se consideran las ganancias del controlador de a) a c) en la Tabla 2.5. Más
aún, de acuerdo a la Figura 2.35 el eje real negativo es cruzado por el diagrama polar
G(jω) en algún punto, el cual se mueve hacia la izquierda cuando va de a) hacia c) en la
Tabla 2.5. Así, se concluye que la amplitud de las oscilaciones disminuye y la frecuencia
de estas aumenta cuando se va de a) hacia c) en la Tabla 2.5 o, equivalentemente, en la
Tabla 2.7.
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Figura 2.34: Diagramas de Bode de G(s) en (2.69) cuando se usan los valores numéricos
de la Tabla 2.5. Línea continua a). Línea discontinua b).Línea discontinua de puntos c).
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Figura 2.35: Diagrama polar de G(s), es decir, (2.69), cuando se usan los valores nu-
méricos de la Tabla 2.5. Línea continua a). Línea discontinua b).Línea discontinua de
puntos c).

En la Figura 2.36 se presenta la simulación de la salida plana yF (t), de la Figura
2.29, cuando se usan los valores númericos de la Tabla 2.5, también k = 1 y el valor
arbitrario δ = 0.0115. Todas las condiciones iniciales fueron puestas en cero a excepción
de yF (0) = 1. Esos resultados veri�can todo lo que estaba predicho. Es importante
remarcar que la teoría discutida arriba sobre los ciclos límite tuvo el propósito de explicar
la amplitud y la frecuencia de oscilación a la entrada de la no linealidad e = τF (s). Sin
embargo, en la Figura 2.36 se presenta la oscilación de yF , la cual relaciona a e = τF (s)
por medio de e = −(kvs

3 + ρs2 + ρkds + ρkp)Y (s). Por lo tanto, es claro que, debido a
la relación lineal entre e y yF (t), esos resultados también son validos para yF (t).
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Figura 2.36: Respuesta de simulación de yF de la Figura 2.29 cuando se usan los valores
numéricos de la Tabla 2.5.

Resultados experimentales

En las Figuras 2.37 y 2.38 se muestran los resultados experimentales obtenidos cuando
se usan las ganancias del controlador b) y c), respectivamente, de la Tabla 2.7. En las
Figuras 2.37(c) y 2.38(c) se presenta únicamente la parte de tiempo cuando se activa el
controlador (2.44).

Estos resultados muestran que la posición de péndulo es estabilizada satisfactoria-
mente en θ1 = 2π. Por otra parte, cuando se usan las ganancias b) de la Tabla 2.7,
se observa lo siguiente. Aunque la posición del brazo permanece oscilando, la amplitud
es más pequeña y la frecuencia ω = 2π/5 = 1.2566rad/s es mayor que los valores de
la Figura 2.27. También, las oscilaciones de la posición del brazo se efectúan alrededor
del valor constante −0.35 rad, el cual es más pequeño que en el caso de las ganancias
del controlador a). Los valores de arriba producen ω2

a+bh
= 0.0250 los cuales aclaran,

nuevamente, porque las oscilaciones no aparecen en la posición del péndulo. Por otra
parte, cuando las ganancias c) son usadas, en la Figura 2.38, el ciclo límite desaparece.
Como se puede observar en las Figuras 2.38(a), 2.38(b), 2.38(c), la amplitud de oscila-
ción tanto de la salida plana como de la posición del brazo θ0 es más pequeña mientras
la frecuencia de oscilación ha incrementado a alrededor de ω = 2π/2.3 = 2.7318 rad/s.
Además, ambas variables alcanzan valores constantes, es decir, la oscilación desaparece,
para t ≥ 7 s en las Figuras 2.38(b) y 2.38(c). La posición del péndulo alcanza los valores
deseados constantes. También, se observa un error constante de estado estacionario en
la posición del brazo en aproximadamente 0.2 rad, es decir, incluso más pequeño que el
error de −0.35 rad para las ganancias del controlador b) en la Tabla 2.7. Es importante
remarcar que el pequeño umbral δ de la no linealidad de la zona muerta es incierto y
cambia durante la operación normal. Esto es porque la fricción estática también tiene
esas propiedades. Ya que ningún movimiento es producido cuando los torques generados
son menores que δ (o la aplicación del voltaje es su�cientemente pequeño), se podría pre-
guntar si los ciclos límite pueden ser evadidos forzándolos a aparecer solo en amplitudes
muy pequeñas. Por lo tanto, esto podría explicar porque el ciclo límite han desaparecido.

Aunque el ciclo límite ha desaparecido cuando se usa el conjunto de ganancias c),
se resalta que la evasión del ciclo límite no se logra en todas las ocasiones en que se
repite el experimento con tales ganancias del controlador. Algunas veces se observan
oscilaciones muy pequeñas y muy lentas en ambos xδ1 y y, mientras que xδ3 permanece
sin oscilaciones. Así, la evasión del ciclo límite aparece como en evento aleatorio, quizás
porque el pequeño umbral δ es incierto y cambia durante la operación normal.
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Figura 2.37: Resultados experimentales del control lineal (2.44) al usar las ganancias b)
de la Tabla 2.7.

2.4.2. Usando planitud diferencial y respuesta en la frecuencia:
Diagramas de Bode

En este apartado se propone un esquema de control para la eliminación del ciclo
límite cuando se ejecuta la tarea de estabilización en el sistema PF. El diseño del control
en esta sección propuesto está basado en la respuesta en frecuencia; de tal manera que
se obtienen fórmulas precisas que facilitan la sintonización de sus ganancias.

Propuesta del control

El diagrama de bloques de la Figura 2.39 es una versión ligeramente modi�cada del
esquema de control presentado en la Figura 2.29, donde se considera la no linealidad
de zona muerta en el actuador del sistema. Se recuerda que yF es la salida plana del
sistema, de�nida en (2.31), d, a y b son constantes de�nidas previamente y ρ, kv, kd, kp
son las ganancias de control.
De la Figura 2.39 es claro que el control τF (s) está dado por:

τF (s) = kvYF (s) s3 + ρYF (s) s2 + kdYF (s) s+ kpYF (s) . (2.72)

Cuando se reemplaza en (2.72) la parametrización diferencial del PF (2.31)�(2.35), es
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Figura 2.38: Resultados experimentales del control lineal (2.44) al usar las ganancias c)
de la Tabla 2.7.
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Figura 2.39: PF en lazo cerrado considerando la no linealidad de zona muerta.

decir:

yF = xδ1 + hxδ3,

ẏF = xδ2 + hxδ4,

ÿF = (a+ bh)xδ3,

y
(3)
F = (a+ bh)xδ4,

y
(4)
F = bÿF + d(a+ bh)τF ,

se encuentra que el control (2.72) es equivalente al control lineal por realimentación del
vector de estado (2.44), es decir:

τs = −k1θ0 − k2θ̇0 − k3θ1 − k4θ̇1, (2.73)
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si se usan las siguientes relaciones:

−kp = k1,
−kd = k2,

− [ρ (a+ bh) + kph] = k3,
− [kv (a+ bh) + kdh] = k4,

(2.74)

Método de la función descriptiva.

Para el análisis de la existencia de ciclo límite, nuevamente se emplea el método de la
función descriptiva. Así, se representa la Figura 2.39 en la forma estándar de la Figura
2.30; resultando que el sistema lineal invariante en el tiempo G (s) = G1 (s)G2 (s),

compuesto por la planta G1 (s) =
−d(a+ bh)

s2(s2 − b)
y el controlador G2 (s) = kvs

3+ρ2s+kds+

kp, se comporta como �ltro pasa bajas toda vez que posee tres ceros y cuatro polos.
Desde aquí, y al emplear la función descriptiva de la zona muerta dada en (2.70), es
fácil darse cuenta que existe ciclo límite si el diagrama polar de G(jω) cruza el eje real
negativo en el intervalo abierto (−∞,−1/k) (tal como se representa en la Figura 2.31).

Procedimiento para seleccionar las ganancias de control

La sección de las ganancias ρ, kv, kd y kp puede llevarse a cabo como se explica a
continuación.

Recordando la Figura 2.39 y omitiendo la no linealidad de la zona muerta, la función
de transferencia de los dos lazos internos queda determinada por:

d(a+ bh)

s2 − d(a+ bh)kvs− [b+ ρd(a+ bh)]
. (2.75)

Nótese que, desde que d(a+ bh) < 0, para asegurar que todos los coe�cientes del polino-
mio característico en (2.75) sean positivos se requiere escoger valores positivos para kv
y ρ y, además, ρ debe ser lo su�cientemente grande de tal manera que b < |ρd(a+ bh)|.
Con kv y ρ escogidas, kd y kp pueden escogerse considerando lo siguiente:

a) Nótese que −d(a+ bh) > 0; por lo tanto, la fase de la planta G1(jω) =
d (a+ bh)

s2 (s2 − b)
es −360◦ para toda ω ≥ 0. Esto puede veri�carse reemplazando s por jω en G1 (s).

b) Reemplazando s por jω en G2 (s) = kvs
3 + ρ2s + kds+ kP se encuentra:

G2 (jω) = kv (jω)
3 + ρ (jω)2 + kd (jω) + kp,

= j
(
kdω − kvω

3
)
+
(
kp − ρω2

)
,

cuya magnitud está dada como,

|G2 (jω)| =
√

(kdω − kvω3)2 + (kp − ρω2)2. (2.76)

Resolviendo (2.76) para kp se obtiene:

kp = ±
√

|G2 (jω)|2 − (kdω − kvω3)2 + ρω2. (2.77)
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c) Para forzar que el diagrama polar de G (jω) intersecte el eje real negativo, i.e.,
hacer que la fase de G (jω) sea igual a −180◦ para alguna ω > 0, la fase de G2 (jω)
debe ser +180◦ para la misma ω (ver a) arriba), esto es:

∠G2(jω) = arctan

(
kdω − kvω

3

kp − ρω2

)
= +180. (2.78)

Esto se satisface si,

kp − ρω2 < 0, (2.79)

kdω − kvω
3 = 0. (2.80)

Por lo tanto, el signo en (2.77) tiene que escogerse tal que se cumpla (2.79).

d) De (2.80) se obtiene la siguiente relación para encontrar kd:

kd = kvω
2. (2.81)

Note que para encontrar kp y kd, es necesario proponer la frecuencia ω = ωσ1 a la cual
se desea que el diagrama polar de G (jω) intersecte el eje real negativo. También, la
magnitud |G2 (jωσ1)| que debe introducir el control tiene que conocerse. Para este �n,
se tiene que proponer una magnitud deseada para G (jω) cuando ω = ωσ1 . Desde que:

|G (jωσ1)| = |G1 (jωσ1)| · |G2 (jωσ1)| ,

entonces

|G2 (jωσ1)| =
|G (jωσ1)|
|G1 (jωσ1)|

, (2.82)

donde |G1 (jωσ1)| se puede obtener de los diagramas de Bode de G1 (jω). Así, los dia-
gramas de Bode son una herramienta adecuada para diseñar las ganancias del control
kv, ρ, kd y kp.

Procedimiento experimental para eliminar el ciclo límite

El procedimiento descrito en el apartado anterior, para seleccionar las ganancias del
control (2.72), se extiende con la intención de eliminar el ciclo límite que aparece en el PF
cuando se considera la no linealidad de zona muerta. Tal extensión se ejempli�ca a través
de pruebas experimentales iterativas. Además, se dan ventajas de este procedimiento con
respecto al presentado en la Sección 2.4.1.

Conjetura. De acuerdo con la función característica de la no linealidad de zona muerta
(ver Figura 2.28), si |e| ≤ δ entonces un valor cero aparece en la entrada de la planta
c = 0, i.e., el par aplicado por el motor al mecanismo es zero y este debe permanecer
sin movimiento en el punto de operación. Desde que el umbral δ es incierto debido a
que la fricción estática es incierta, es natural presentarse si es posible hacer que A < δ
en experimentos a pesar de que (2.70) sólamente es válida para A ≥ δ. En tal caso, el
mecanismo puede permanecer sin movimiento en el punto de operación si A se escoge lo
su�cientemente pequeña, i.e., el ciclo límite desaparece bajo estas condiciones.

La conjetura anterior se veri�ca a través de pruebas experimentales en el siguiente
apartado.
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Resultados experimentales. Para realizar las pruebas experimentales asociadas a
la conjetura antes establecida, el valor numérico de δ se obtuvo experimentalmente.
Para este �n, los experimentos consistieron en aplicar una rampa de par al motor del
prototipo, la cual fue puesta primeramente como τF = mt y después como τF = −mt con
m = 0.002. El experimento fue repetido varias veces obteniendo los resultados mostrados
en la Figura 2.40, donde queda de mani�esto que el valor de δ cambia de un experimento
a otro. Entonces, se puede concluir que δ es incierto. Sin embargo, los experimentos
realizados proporcionan un valor aproximado de δ. Más adelante se indica que este
valor aproximado es de ayuda en la eliminación del ciclo límite. Así, de los resultados
experimentales en la Figura 2.40 se escogió el δ mayor, es decir, δ = 8.157× 10−3. Con

Figura 2.40: Obtención experimental de δ.

los parámetros del prototipo de PF mostrados en la Tabla 2.3, se encontró lo siguiente:

d (a+ bh) = −7.6842× 104, b = 93.6678, (2.83)

De acuerdo a la conjetura, el ciclo límite puede ser evitado si la amplitud de oscilación
A se escoge lo su�cientemente pequeña. Por otro lado, con el propósito de reducir la
amplitud del ciclo límite, el diagrama polar de G (jω) debe cruzar el eje real negativo
en un punto σ1 localizado más a la izquierda del punto −1/k = −1; esto desde que se
considera que k = 1 en un motor de CD convencional. Esto sugiere que |G (jωσ1)| ≫ 1
y esto debe ocurrir a una frecuencia de oscilación ω = ωσ1 .

Con base en las ideas antes mencionadas, las ganancias kv, ρ, kd y kp del control (2.72)
se calculan usando las fórmulas introducidas en la Sección 4.4.2, procediendo como sigue:

1. Gra�car los diagramas de Bode de la planta G1(s).

2. Proponer algún valor para ωσ1 y |G (jωσ1)|. Un valor adecuado para ωσ1 = 2πfσ1

puede escogerse seleccionando alguna frecuencia razonable en Hertz fσ1 para la
oscilación de la salida plana. Usando este valor de ωσ1 y los diagramas de Bode
gra�cados en el paso anterior, medir |G1 (jωσ1)|. Luego, proponer alguna amplitud
de oscilación deseada Ad para la salida plana y usando Ad = |G1 (jωσ1)|A calcular
la amplitud de oscilación del ciclo límite en la señal de par tal que A > δ. Si
esta condición no se satisface, proponer otro Ad mayor y calcular nuevamente.
Finalmente, usando (2.70) y (2.71) calcular |G (jωσ1)|.
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3. Nótese que (2.79) implica que el signo de la raíz cuadrada en (2.77) debería ser
negativo. Sin embargo, de la Figura 2.29 se concluye que es necesaria algúna kp > 0
para asegurar estabilidad de lazo cerrado en el PF. De (2.77) y (2.79) es claro que,
con la intención de evitar valores negativos para kp, se requieren valores más gran-
des de ya sea ρ ó ωσ1 . Del polinomio característico de segundo grado en (2.75), se
concluye que una ρ más grande es posible si la parte imaginaria de las raíces de
este polinomio característico es más grande. Más aún, una parte real más grande
también se requiere para evitar respuestas mal amortiguadas. Así, calcular kv y ρ
proponiendo, para la función de transferencia en (2.75), polos con parte real ima-
ginaria y parte real negativa más grandes. Si se pre�ere incrementar ωσ1 , proponer
un valor más grande y regresar al paso 2.

4. Calcular kd usando (2.81). Nótese que esto, (2.80) y (2.77) aseguran que kp sea
siempre real. Así, si se puso cuidado en el paso previo para seleccionar kv y ρ, kp
será positiva y, por lo tanto, se asegurará la estabilidad en lazo cerrado. Si este no
es el caso, regresar al paso 3.

5. Si un ciclo límite aparece, i.e., si yF no es constante, mantener ωσ1 , incrementar
|G (jωσ1)| y regresar al paso 3 hasta que ya sea el ciclo límite desaparezca o se
observe vibración considerable en el prototipo.

6. Si el ciclo límite no desaparece y se observa vibración considerable en el prototipo,
entonces incrementar ωσ1 y escoger |G (jωσ1)| con el mismo valor como en el primer
experimento realizado con ωσ1 previa y regresar al paso 3.

7. Si el ciclo límite desaparece, es decir, si yF es constante, se ha logrado un diseño
exitoso y termina el procedimiento.

En el paso 2 de arriba, se describe un método para seleccionar una adecuada |G(jωσ1)|,
el cual requiere del conocimiento del parámetro δ de la no linealidad de la zona muerta.
Sin embargo, si el parámetro δ no se conoce, el paso 2 puede ser completado usando
cualquier delta pequeño δ o sólo saltando esta parte del paso 2 a directamente proponer
algún |G(jωσ1)|.

Los diagramas de Bode de la planta G1 (jω), es decir, PF, asociados con el paso 1
son presentados en la Figura 2.41. Siguiendo el paso 2, el procedimiento fue inicialmente
aplicado al PF usando ωσ1 = 4 rad/s, lo cual de la Figura 2.41 conlleva a |G1 (jωσ1)|dB =
32.8 dB, i.e.,

|G1 (jωσ1)| = 10|G1(jωσ1)|dB/20 = 44.1570. (2.84)

También, |G (jωσ1)| = 4 fue inicialmente usado.
En el paso 3, kv y ρ fueron calculados para el PF usando el polinomio característico

de (2.75), obteniendo lo siguiente:

kv = 0.00035, ρ = 0.0073,

Estos valores numéricoa fueron usados para encontrar:

|G2 (jωσ1)| =
4

44.1570
= 0.0906. (2.85)
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Figura 2.41: Diagramas de Bode de G1 (s).

Con el valor numérico en (2.85), se calcularon (2.77) y (2.81) encontrando las cons-
tantes:

kp = 0.0259, kd = 0.0056. (2.86)

Como se hizo notar en el paso 3, se usó el signo �−� en (2.77) ya que esto hace
kp−ρω2

σ1
= −0.0906 < 0. Por lo tanto, al usar las relaciones en (2.74) se encontraron las

siguientes ganancias para el controlador lineal por realimentación del vector de estado
(2.44):

k1 = −0.0238, k2 = −0.0056,
k3 = −0.5381, k4 = −0.0321.

(2.87)

Los diagramas de Bode del sistema compensado G (s) se muestran en la Figura 2.42.
Ahí, se corrobora que el sistema en lazo abierto tiene la fase y la magnitud deseadas, es
decir, −180◦, y que |G (jωσ1)|dB = 12, i.e., |G (jωσ1)| ≈ 4. Esto puede verse claramente
en el diagrama polar de G (jω) presentada en la Figura 2.43.
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Por otro lado, el control lineal por realimentación del vector de estado (2.44) con
las ganancias en (2.87) se implementó experimentalmente para estabilizar el prototipo
de PF. Desde que (2.44) sólo estabiliza el prototipo en xδ = 0 cuando se opera cerca
de (2.25), el controlador (2.40) con las ganancias (2.53) se usó para realizar la tarea de
swing-up desde la posición inicial θ1 = π. Por lo tanto, la condición de conmutación que
obedecen los controladores (2.44), con (2.87), y (2.40) se determinó como:

τF =


0.18/5 Nm para t < 0.1 s,

(2.44) para
√

x2
δ3 + x2

δ4 ≤ 0.3,

(2.40) para
√

x2
δ3 + x2

δ4 > 0.3.

(2.88)

donde xδ3 y xδ4 permanecen como en (2.28).
Es importante resaltar que uno de los efectos de la fricción sobre el PF durante la

etapa de swing-up es que el péndulo puede alcanzar la con�guración invertida cuando
la posición del brazo está lejos de cero. Por lo tanto, si esta variable fuera usada en la
condición de conmutación, tal condición podría nunca satisfacerse. De hecho, este es el
comportamiento que se ha observado en experimentos y esto ha motivado la formulación
de las condición de conmutación antes mencionada. Esta di�ere de la presentada en
(2.52) en lo siguiente: a) Se emplea un par constante programado para sacar del reposo
al sistema en lugar de darle un golpe. b) El intervalo en el que opera el controlador (2.44)
es menor que en (2.52). Esto para conseguir que (2.44) atrape al péndulo en la posición
invertida de manera más suave.

Los resultados de la implementación experimental de (2.88) se muestran en la Figura
2.44. En esta �gura, se muestra sólo la parte de tiempo donde se ejecuta el control lineal.
En la Figura 2.44 se observa que el ciclo límite aparece en el sistema bajo estudio, con
la amplitud AeF = 0.0526 Nm y frecuencia de oscilación ωσ1eF = 1.6377 rad/s del ciclo
límite obtenidas de la señal de par. Recuérdese que el modelo lineal aproximado en (2.26)
es también válido para θ1 = ±2π.

Todas las ganancias que fueron calculadas y probadas experimentalmente se muestran
en la Tabla 2.8. Esta tabla también incluye la amplitud y frecuencia de oscilación del
ciclo límite medido en cada experimento. La amplitud y frecuencia de oscilación del
ciclo límite se denotan como AeF y ωσ1eF , respectivamente. El experimento donde el
ciclo límite fue completamente eliminado se localiza en |G (jωσ1)| = 17 y ωσ1 = 8 rad/s
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Figura 2.44: Resultados experimentales cuando se considera (2.87).

en la Tabla 2.8. Para dar una mejor idea de la evolución de los experimentos del PF del
presentado en la Figura 2.44, la Figura 2.45 muestra los resultados cuando se considera
|G (jωσ1)| = 11 y ωσ1 = 6 rad/s, en los cuales la amplitud y frecuencia de oscilación
del ciclo límite son AeF = 0.0221 Nm y ωσ1eF = 0.8304 rad/s, respectivamente. Nótese
que en ambos sistemas la amplitud del ciclo límite en la Figura 2.45 es menor que
la amplitud del ciclo límite en la Figura 2.44 y se satisface |G (jωσ1)| ≫ 1, lo cual
es consistente con la conjetura. Mientras que los resultados donde el ciclo límite es
completamente eliminado se presentan en la Figura 2.46. Es importante decir que el
ciclo límite es parcialmente eliminado cuando se usa el conjunto de ganancias asociado a
|G (jωσ1)| = 13 y ωσ1 = 8 rad/s, es decir, ocasionalmente aparecen algunas oscilaciones.
Esto explica porque se reporta AeF ≤ δ en la Tabla 2.8 cuando |G (jωσ1)| = 13 y
ωσ1 = 8 rad/s. Las ganancias asociadas con los resultados experimentales de las Figuras
2.44, 2.45 y 2.46 (cuando el ciclo límite se elimina completamente) se han resaltado en
la Tabla 2.8. Además, la Figura 2.47 muestra como la amplitud del ciclo límite cambia
hasta desaparecer durante el procedimiento experimental conforme |G (jωσ1)| y ωσ1 son
más grades. En tal Figura es claro que AeF < δ = 0.00817. También, en la Figura 2.47 se
puede observar que la amplitud AeF del ciclo límite es menor para una |G (jωσ1)| dada
si ωσ1 se escoge más grande. De acuerdo a la conjetura en la Sección 2.4.2, esto es útil
para eliminar el ciclo límite porque un valor muy grande de |G (jωσ1)| podría resultar
en vibración excesiva, debido al ruido, en lugar de eliminar el ciclo límite.
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Figura 2.45: Resultados experimentales considerando |G (jωσ1)| = 11 y ωσ1 = 6 rad/s.
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Figura 2.46: Resultados experimentales considerando |G (jωσ1)| = 17 y ωσ1 = 8 rad/s.
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Figura 2.47: Evolución de la amplitud del ciclo límite durante el procedimiento experi-
mental.
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Tabla 2.8: Ganancias de los controles (2.72) y (2.44) calculadas para el PF.

ωσ1

|G (jωσ1)| 4 rad
s

6 rad
s

8 rad
s

kv = 0.00035, ρ = 0.0073, kv = 0.00035, ρ = 0.0073, kv = 0.0004375, ρ = 0.0091,
kd = 0.0056, kp = 0.0259. kd = 0.0126, kp = 0.0126. kd = 0.0280, kp = 0.0671.

4 k1 = −0.0238, k2 = −0.0056, k1 = −0.0126, k2 = −0.0126, k1 = −0.0671, k2 = −0.0280,
k3 = −0.5381, k4 = −0.0321. k3 = −0.5226, k4 = −0.0418. k3 = −0.7247, k4 = −0.0693.

AeF = 0.0526 Nm, ωσ1e = 1.6377 rad
s

AeF = 0.0417 Nm, ωσ1e = 0.6405 rad
s

AeF = 0.0387 Nm, ωσ1e = 1.6323 rad
s

kv = 0.0004375, ρ = 0.0091, kv = 0.0004375, ρ = 0.0091, kv = 0.000525, ρ = 0.0109,
kd = 0.0070, kp = 0.0297. kd = 0.0158, kp = 0.0157. kd = 0.0336, kp = 0.0548.

5 k1 = −0.0297, k2 = −0.0070, k1 = −0.0157, k2 = −0.0158, k1 = −0.0548, k2 = −0.0336,
k3 = −0.6727, k4 = −0.0401. k3 = −0.6532, k4 = −0.0523. k3 = −0.8338, k4 = −0.0832.

AeF = 0.0429 Nm, ωσ1e = 1.5982 rad
s

AeF = 0.0358 Nm, ωσ1e = 0.6467 rad
s

AeF = 0.0344 Nm, ωσ1e = 0.9973 rad
s

kv = 0.0006125, ρ = 0.0127, kv = 0.0006125, ρ = 0.0127, kv = 0.0007, ρ = 0.0146,
kd = 0.0098, kp = 0.0416. kd = 0.0221, kp = 0.0220. kd = 0.0448, kp = 0.0301.

9 k1 = −0.0535, k2 = −0.0126, k1 = −0.0283, k2 = −0.0283, k1 = −0.0054, k2 = −0.0560,
k3 = −1.2108, k4 = −0.0722. k3 = −1.1758, k4 = −0.0941. k3 = −1.2701, k4 = −0.1386.

AeF = 0.0417 Nm, ωσ1e = 1.5676 rad
s

AeF = 0.0332 Nm, ωσ1e = 0.7847 rad
s

AeF = 0.0297 Nm, ωσ1e = 1.4090 rad
s

kv = 0.0009625, ρ = 0.0200, kv = 0.0009625, ρ = 0.0200, kv = 0.0011, ρ = 0.0237,
kd = 0.0154, kp = 0.0654. kd = 0.0347, kp = −0.0347. kd = 0.0728, kp = 0.0642.

11 k1 = −0.0654, k2 = −0.0154, k1 = −0.0346, k2 = −0.0283, k1 = −0.0642, k2 = −0.0728,
k3 = −1.4799, k4 = −0.0882. k3 = −1.4371, k4 = −0.1150. k3 = −1.7307, k4 = −0.1802.

AeF = 0.0404 Nm, ωσ1e = 1.5506 rad
s

AeF = 0.0326 Nm, ωσ1e = 0.8208 rad
s

AeF = 0.0252 Nm, ωσ1e = 0.8394 rad
s

kv = 0.0011, ρ = 0.0237, kv = 0.0011, ρ = 0.0237, kv = 0.0013, ρ = 0.0273,
kd = 0.0182, kp = 0.0773. kd = 0.0409, kp = 0.0409. kd = 0.0840, kp = 0.0335.

13 k1 = −0.0773, k2 = −0.0182, k1 = −0.0409, k2 = −0.0409, k1 = −0.0335, k2 = −0.0840,
k3 = −1.7490, k4 = −0.1042. k3 = −1.6984, k4 = −0.1359. k3 = −1.9406, k4 = −0.2079.

AeF = 0.0391 Nm, ωσ1e = 1.5594 rad
s

AeF = 0.0325 Nm, ωσ1e = 0.7507 rad
s

AeF ≤ δ Nm, ωσ1e = 0 rad
s

kv = 0.0015, ρ = 0.0309, kv = 0.0015, ρ = 0.0309, kv = 0.0017, ρ = 0.0364,
kd = 0.0238, kp = 0.1011. kd = 0.0535, kp = 0.0535. kd = 0.1120, kp = 0.0886.

17 k1 = −0.1011, k2 = −0.0238, k1 = −0.0535, k2 = −0.0535, k1 = −0.0886, k2 = −0.1120,
k3 = −2.2871, k4 = −0.1363. k3 = −2.2209, k4 = −0.1777. k3 = −2.6485, k4 = −0.2772.

AeF = 0.0330 Nm, ωσ1e = 1.4857 rad
s

AeF = 0.0310 Nm, ωσ1e = 0.7819 rad
s

AeF ≤ δ Nm, ωσ1e = 0 rad
s

kv = 0.0017, ρ = 0.0364, kv = 0.0017, ρ = 0.0364,
kd = 0.0280, kp = 0.1189. kd = 0.0630, kp = 0.0629.

20 k1 = −0.1189, k2 = −0.0280, k1 = −0.0629, k2 = −0.0630,
k3 = −2.6907, k4 = −0.1604. k3 = −2.6129, k4 = −0.2090.

AeF = 0.0327 Nm, ωσ1e = 1.5396 rad
s

AeF = 0.0304 Nm, ωσ1e = 0.8004 rad
s

kv = 0.0024, ρ = 0.0510,
kd = 0.0392, kp = 0.1665.

28 k1 = −0.1665, k2 = −0.0392,
k3 = −3.6891, k4 = −0.2926.

AeF = 0.0323 Nm, ωσ1e = 1.5323 rad
s
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Capítulo 3

Péndulo con Rueda Inercial (PRI)

En este capítulo se aborda el modelo no lineal del PRI (péndulo con rueda iner-
cial) y el correspondiente modelo lineal aproximado alrededor del punto de un punto de
operación del sistema. Asimismo, se incluye el diseño asistido por computadora y cons-
trucción de un prototipo recon�gurable del PRI. Por último, se presentan dos controles
para el PRI, uno que realiza la tarea de swing-up y el otro que estabiliza el péndulo en
la posición invertida. Nuevamente se emplea un control no lineal basado en energía para
realizar el swing-up y un control lineal por realimentación del vector de estado para la
estabilización.

3.1. Modelos matemáticos

La obtención del modelo dinámico del PRI, vía ecuaciones de movimiento de Euler-
Lagrange, y del correspondiente modelo lineal aproximado se realiza en esta sección.

3.1.1. Modelo dinámico con ecuaciones de Euler-Lagrange

En las secciones anteriores se mencionó que, en general, se siguen tres pasos para
obtener el modelo dinámico de un sistema: 1) Cinemática (ubicación del eslabón �nal
del sistema), 2) energía del sistema y 3) ecuaciones de movimiento. En el caso del PRI
se conservan dichos pasos, los cuales se explican en los siguientes apartados.

Cinemática del sistema

En la Fig. 3.1 se muestra un diagrama del PRI, donde q1 y q2 son las posiciones
angulares del péndulo y de la rueda, respectivamente, τR es el par generado por el motor
y aplicado a la rueda, mp es la masa del péndulo, mr corresponde a la masa de la rueda,
lc1 denota la distancia al centro de masa del péndulo, lp la longitud del péndulo, Ip es
la inercia del péndulo cuando gira alrededor de su centro de masa, Ir es la inercia de
la rueda más la inercia del rotor del motor. Del diagrama de cuerpo libre del PRI (ver
Figura 3.2) es sencillo obtener la ubicación al centro de masa del péndulo, sp, y de la
rueda, sr, como sigue:

sp =

[
lc1senq1
lc1 cos q1

]
, sr =

[
l1senq1
l1 cos q1

]
.

77
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Figura 3.1: Diagrama esquemático del PRI.

Al derivar sp y sr una vez con respecto al tiempo se encuentran los vectores de velocidad
de traslación vp y vr del centro de masa del péndulo y la rueda, respectivamente; los
cuales quedan determinados como:

vp =

[
lc1 cos q1q̇1
−lc1senq1q̇1

]
, vr =

[
l1 cos q1q̇1
−l1senq1q̇1

]
,

y cuyas magnitudes al cuadrado están dadas por:

v2p = (lc1 cos q1q̇1)
2 + (−lc1senq1q̇1)

2

= l2c1q̇
2
1

(
cos2 q1 + sen2q1

)
= l2c1q̇

2
1,

v2r = (l1 cos q1q̇1)
2 + (−l1senq1q̇1)

2

= l21q̇
2
1

(
cos2 q1 + sen2q1

)
= l21q̇

2
1.

Energía del sistema

La energía cinética y la energía potencial del PRI se presentan en este apartado.

Energía cinética. Debido a que el péndulo y la rueda tienen movimiento rotacional
con respecto a un eje �jo, sus energías cinéticas están dadas, respectivamente, por:

Kq1 =
1

2
mpl

2
c1q̇

2
1 +

1

2
Ipq̇

2
1,

Kq2 =
1

2
mrl

2
1q̇

2
1 +

1

2
Ir(q̇1 + q̇2)

2.

Por lo tanto, la energía cinética del PRI (KR = Kq1 +Kq2) queda determinada como:

KR =
1

2
mpl

2
c1q̇

2
1 +

1

2
Ipq̇

2
1 +

1

2
mrl

2
1q̇

2
1 +

1

2
Ir(q̇1 + q̇2)

2

=
1

2

(
mpl

2
c1 + Ip +mrl

2
1 + Ir

)
q̇21 + Irq̇1q̇2 +

1

2
Irq̇

2
2. (3.1)
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Figura 3.2: Diagrama de cuerpo libre del PRI.

Energía potencial. La energía potencial del PRI, PR, está de�nida como:

PR = Pq1 + Pq2 ,

donde Pq1 es la energía potencial del péndulo y Pq2 es la energía potencia de la rueda,
dadas por:

Pq1 = mpgh1, (3.2)

Pq2 = mrgh2, (3.3)

siendo h1 y h2 la altura del centro de masa del péndulo y la rueda, respectivamente.
Ambas alturas medidas con respecto al punto donde el péndulo está en reposo y, además,
Kq1 = 0 y Kq2 = 0. De la Figura 3.2 se encuentra que:

h1 = lc1 (1− cos q1) ,

h2 = l1 (1− cos q1) .

Entonces, (3.2) y (3.3) se pueden escribir como sigue:

Pq1 = mpglc1 (1− cos q1) , (3.4)

Pq2 = mrgl1 (1− cos q1) , (3.5)

obteniéndose
PR = (1− cos q1) (mpglc1 +mrgl1) . (3.6)

Ecuaciones de movimiento

De acuerdo con el formulismo de Euler-Lagrange, las ecuaciones de movimiento del
PRI están dadas por:

d

dt

(
∂LR

∂q̇1

)
− ∂LR

∂q1
= 0, (3.7)

d

dt

(
∂LR

∂q̇2

)
− ∂LR

∂q2
= τR, (3.8)
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con

LR = KR − PR

=
1

2

(
mpl

2
c1 + Ip +mrl

2
1 + Ir

)
q̇21 + Irq̇1q̇2 +

1

2
Irq̇

2
2 − (1− cos q1) (mpglc1 +mrgl1) .

De manera que al realizar las derivadas correspondientes en (3.7)�(3.8) se obtiene:(
mpl

2
c1 + Ip +mrl

2
p

)
q̈1 + Ir(q̈1 + q̈2) +mgsen(q1) = 0, (3.9)

Ir(q̈1 + q̈2) = τR, (3.10)

con m = mplc1 +mrlp y siendo su representación matricial la siguiente:

D (qR) q̈R + g(qR) = FR, (3.11)

donde

qR =

[
q1
q2

]
, D (qR) =

[
mpl

2
c1 + Ip +mrl

2
p + Ir Ir

Ir Ir

]
,

g (qR) =

[
mgsen(q1)

0

]
, FR =

[
0
τR

]
.

3.1.2. Modelo lineal aproximado

En este apartado se presenta el procedimiento para obtener el modelo lineal apro-
ximado asociado con el modelo no lineal (3.9)�(3.10). Tal procedimiento se re�ere a la
representación en variables de estado de (3.9)�(3.10), seguido de la obtención de los
puntos de operación del sistema y, por último, la aplicación del método de linealización
aproximada alrededor de un punto de operación de interés.

Representación en variables de estado

Hay que recordar la forma general de la representación en variables de estado de un
sistema no lineal, (2.20), reescrita en seguida para facilitar su referencia:

ẋ = f (x, u) ,

y = h (x) ,

donde x, u y y han sido de�nidas previamente como el vector de estado, entrada y salida,
respectivamente, del sistema.

En el caso del PRI, desde que el modelo no lineal (3.9)�(3.10) no depende de la
posición de la rueda q2, el vector de estado x queda de�nido como:

x =
[
q1 q̇1 q̇2

]T
, (3.12)

mientras que u = τR. Es fácil darse cuenta que al derivar (3.12) una vez con respecto
al tiempo, con la �nalidad de escribir el modelo (3.9)�(3.10) en variables de estado,
se requiere conocer q̈R =

[
q̈1 q̈2

]T
. En esa dirección, se resuelve (3.11) para q̈R del

siguiente modo:

D (qR) q̈R = FR − g(qR),

D (qR)
−1D (qR) q̈R = D (qR)

−1 [FR − g(qR)],
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donde

D (qR)
−1 =


1

mrl2p +mpl2c + Ip
− 1

mrl2p +mpl2c + Ip

− 1

mrl2p +mpl2c + Ip

mrl
2
p +mpl

2
c + Ip + Ir

Ir
(
mrl2p +mpl2c + Ip

)
 .

Así, q̈R puede escribirse como:

q̈R =

[
q̈1
q̈2

]
=


−τR −mgsenq1
mpl2c +mrl2p + Ip

Irmgsenq1 + τR
(
mpl

2
c +mrl

2
p + Ip + Ir

)
Ir
(
mpl2c +mrl2p + Ip

)
 . (3.13)

Se hace notar que lo anterior es posible ya que detD (qR) = Ir
(
mpl

2
c1 + Ip +mrl

2
p + Ir

)
−

I2r ̸= 0. Por lo tanto, usando (3.12) y (3.13), el modelo no lineal del PRI representado
en variables de estado queda:

 q̇1
q̈1
q̈2

 =


q̇1

−τR −mgsenq1
mpl2c +mrl2p + Ip

Irmgsenq1 + τR
(
mpl

2
c +mrl

2
p + Ip + Ir

)
Ir
(
mpl2c +mrl2p + Ip

)

 =

 f1 (x, u)
f2 (x, u)
f3 (x, u)

 = f (x, u) .

(3.14)

Puntos de operación del sistema

Para obtener los puntos de operación del sistema PRI es necesario resolver

ẋ ≡ 0 ≡ f (x, u) ,

es decir:

 q̇1
q̈1
q̈2

 ≡ 0 ≡


q̇1

−τR −mgsenq1
mpl2c +mrl2p + Ip

Irmgsenq1 + τR
(
mpl

2
c +mrl

2
p + Ip + Ir

)
Ir
(
mpl2c +mrl2p + Ip

)

 , (3.15)

donde
x =

[
q1 q̇1 q̇2

]T
son aquellos valores del vector de estado x cuando el sistema puede permanecer sin
movimiento, bajo el efecto de una adecuada entrada constante del sistema u = τR.
Entonces, de la primera �la de (3.15) es claro que:

q̇1 = 0,

mientras que la segunda �la de (3.15) se puede escribir como:

−τR −mgsenq1 = 0 (3.16)
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dado que
mpl

2
c +mrl

2
p + Ip ̸= 0,∞.

Por lo tanto, para satisfacer la igualdad en (3.16)

τR = 0 ∧ senq1 = 0 =⇒ q1 = ±nπ, para n ∈ N.

Nótese que estos valores también cumplen con la igualdad en la tercera �la de (3.15) y
que además no existe restricción alguna para q̇2. Así, los puntos de operación del sistema
PRI se resumen a continuación:

q1 = ±nπ, q̇1 = 0, q̇2 = arbitrario, τR = 0.

Por último, debido a que uno de los objetivos de control que se persigue es estabilizar
el péndulo en la posición invertida (cuando n = 1, 3, 5, ...) a través de un control por
realimentación del vector de estado, se elige el siguiente punto de operación:

x =

 q1
q̇1
q̇2

 =

 π
0
0

 , τF = 0. (3.17)

Linealización aproximada

El modelo no lineal del PRI (3.9)�(3.10) puede aproximarse alrededor del punto de
operación (3.17) vía el modelo lineal:

ẋδ = Axδ +Buδ, (3.18)

yδ = Cxδ, (3.19)

donde

xδ =

 xδ1

xδ2

xδ3

 =

 q1 − q1
q̇1 − q̇1
q̇2 − q̇2

 =

 q1 − π
q̇1
q̇2

 , uδ = τR − τR = τR;

mientras que las matrices constantes A, B y C están de�nidas como:

A =


∂f1(x,u)

∂q1

∂f1(x,u)
∂q̇1

∂f1(x,u)
∂q̇2

∂f2(x,u)
∂q1

∂f2(x,u)
∂q̇1

∂f2(x,u)
∂q̇2

∂f3(x,u)
∂q1

∂f3(x,u)
∂q̇1

∂f3(x,u)
∂q̇2


∣∣∣∣∣∣∣
(x,u)

, B =

 ∂f1(x,u)
∂u

∂f2(x,u)
∂u

∂f3(x,u)
∂u


∣∣∣∣∣∣∣
(x,u)

,

C =
[

∂h(x)
∂q1

∂h(x)
∂q̇1

∂h(x)
∂q̇2

]∣∣∣
x
.

Tras realizar las derivadas parciales y evaluarlas con respecto a los valores en equilibrio
se encuentra:

A =


0 1 0
mg

mrl2p +mpl2c + Ip
0 0

− mg

mrl2p +mpl2c + Ip
0 0

 , B =


0

− 1

mrl2p +mpl2c + Ip
mrl

2
p +mpl

2
c + Ip + Ir

Ir
(
mrl2p +mpl2c + Ip

)

 ,

C =
[
1 0 0

]
.
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3.2. Construcción del sistema

El prototipo de PRI fue construido a partir del prototipo de PF presentado en la
Sección 2.2, de modo que se logra un prototipo recon�gurable de PF y PRI. Esto per-
mite aprovechar varios dispositivos electrónicos y elementos mecánicos empleados en el
prototipo de PF. La interacción entre los subsistemas del prototipo recon�gurable de
PF y PRI se muestra en la Figura 3.3.

Adquisici  n yó
Procesamiento de Datos

Motores de CD

Encoders

Servo-drive

Fuente de
alimentaci  nó

Tarjeta DS

Computadora

1104

Actuadores
y Sensores

Base de la
estructura

Conexi  n mec nicaó á

Flujo de señales

Etapa de
Potencia

Estructura
Mec  nicaá

Brazo
Péndulo

Rueda
Péndulo

PF PRI

Figura 3.3: Subsistemas del prototipo recon�gurable de PF y PRI.

A continuación, se describen los dispositivos y elementos mecánicos de los subsistemas
del prototipo en la con�guración de PRI.

A) Actuador y sensores : Está integrado por un motor de CD Faulhaber 2642W024CR
que acciona el movimiento del PRI y un encoder Faulhaber HEDM 5500 de 500
PPR, el cual es utilizado para estimar la posición angular de la rueda; mientras que
el encoder ITD01A4Y1 de Baumer, utilizado para medir la posición angular del
péndulo del PF, también es empleado para medir la posición angular del péndulo
del PRI.

B) Etapa de potencia: Subsistema reutilizado del prototipo de PF, por lo que corres-
ponde a los mismos dispositivos de potencia descritos en la Sección 2.2.

C) Estructura mecánica: Son los elementos mecánicos necesarios para con�gurar el
prototipo de PF en PRI, es decir, péndulo, rueda, brida y pernos.

D) Adquisición y procesamiento de datos : Subsistema aprovechado del prototipo de
PF, de manera que se re�ere al hardware y software descrito en la Sección 2.2.

Desde que los Subsistemas B y D han sido retomados del prototipo de PF, en las
siguientes secciones se abordarán únicamente los Subsistemas A y C para el PRI.
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3.2.1. Actuador y sensores

El actuador del sistema PRI corresponde al motor de CD Faulhaber 2642W024CR
que se muestra en la Figura 3.4. Algunas características de este motor se muestran en
la Tabla 3.1. Para seleccionar este modelo, se realizaron simulaciones numéricas en lazo
abierto; mediante las cuales se encontró que el par requerido para llevar el péndulo de
la posición colgante a la invertida es de 0.028 [Nm]. Referente a los sensores, para medir
la posición angular de la rueda, q2, se usa el encoder Faulhaber HEDM 5500, el cual
es de 500 PPR y está unido al motor de CD 2642W024CR; mientras que para medir
la posición angular del péndulo, q1, se utiliza el mismo encoder empleado para medir
θ1 (posición angular del péndulo del PF), es decir, el encoder miniatura ITD01A4Y1.
Las hojas de datos, o especi�caciones técnicas, del motor y los encoders mencionados se
pueden consultar en el Apéndice B.

Figura 3.4: Motor de CD Faulhaber 2642W024CR.

Tabla 3.1: Características del motor de CD 2642W024CR.

Voltaje de alimentación 24 V

Constante de par 34.6 x 10−3 Nm/A

Constante de corriente 0.029 A/mNm

Sin caja de engranes

Encoder incremental 500 PPR

3.2.2. Estructura mecánica

Para obtener el PRI, se partió de la estructura del PF. Tanto el CAD como la
manufactura de los elementos mecánicos del PRI se presenta a continuación.

Diseño asistido por computadora

El CAD de los elementos mecánicos del PRI se realizó vía SolidWorks. La descripción
de tales elementos es como sigue.
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Péndulo. La principal característica de diseño del péndulo fue la forma de poder mon-
tarlo en el encoder ITD01A4Y1 y el motor de CD Faulhaber 2642W024CR, de manera
que se pudiera medir su posición angular. En ese sentido, el péndulo fue conformado por
los elementos mecánicos presentados en la Figura 3.5, cuya descripción es la siguiente:

i⃝ Flecha del péndulo. Flecha con las mismas características que la �echa del
péndulo del PF. Así, el ensamble/desensamble de los péndulos para conseguir el
PF o el PRI depende únicamente del ajuste de un perno del encoder miniatura
ITD01A4Y1.

ii⃝ Barra del péndulo. Placa de aluminio de 125 mm de largo, 32 mm de ancho y
6.4 mm de espesor. En un extremo posee una perforación de 8 mm de diámetro en
la que se monta i⃝; mientras que en el extremo contrario tiene una perforación de
6 mm y tres barrenos M3 a través de los cuales se �ja el motor de CD 2642W024CR.

i

ii

Figura 3.5: Péndulo dibujado en SolidWorks.

Rueda. El diseño de la rueda es simple, ya que consta de una placa circular de aluminio
con un diámetro de 60 mm y 6.4 mm de espesor. Asimismo, posee un segundo diámetro
de 10 mm de diámetro y 6 mm de espesor con tres barrenos M3, a través de los cuales
esta rueda puede sujetarse al motor de CD 2642W024CR. En la Figura 3.6 se presenta
mencionada rueda.

Figura 3.6: Rueda dibujada en SolidWorks.

Brida y pernos. Estos elementos fueron contemplados para �jar el brazo del PF;
permitiendo obtener la con�guración de PRI. En la Figura 3.7 se muestran la brida y
los pernos. Su descripción es la siguiente:
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iii⃝ Brida. Placa de aluminio de 25.5 mm de largo, 44.5 mm de ancho y 6.4 mm de
espesor. Tiene dos canales de 10 mm de ancho cada uno, los cuales sirven para
sujetar la brida a la base de la estructura del prototipo vía los pernos.

iv⃝ Pernos. Pernos de aluminio con cabeza avellanada, diámetro de rosca de 10 mm
y con un paso de 1 mm.

Figura 3.7: Brida y pernos dibujados en SolidWorks.

Después de ensamblar el motor de CD Faulhaber 2642W024CR, péndulo, rueda y
brida y pernos en la base de la estructura del prototipo de PF, se consigió el CAD del
prototipo de PRI que se presenta en la Figura 3.8.

Figura 3.8: Subsistemas A y C en SolidWorks del prototipo de PRI.

Manufactura de partes

En la manufactura de los elementos mecánicos del prototipo de PRI se emplearon
los materiales de la Tabla 3.2.

Péndulo. La manufactura de los elementos mecánicos que integran el péndulo del PRI
se realizó de la siguiente manera:

i⃝ Flecha del péndulo. Fue obtenido de la barra redonda AISI C-1018 realizando
desbastes con torno y buril.
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Tabla 3.2: Materiales mecánicos

No. de elemento Material
i⃝ AISI C-1018 redondo D = 12.7 mm
ii⃝ T�6061 placa de 6.4 mm

Rueda T�6061 redondo, D = 70 mm
iii⃝ T�6061 placa de 6.4 mm
iv⃝ T�6061 redondo, D = 12.7 mm

ii⃝ Barra del péndulo. Placa de aluminio T�6061. Las perforaciones indicadas en
el CAD de este elemento fueron logradas mediante un centro de máquinado de
control numérico y las herramientas de corte end mill de 5 mm y broca de 2.5 mm.
Las roscas de los barrenos M3 fueron hechas con machuelos M3.

Al ensamblar la �echa del péndulo y la barra del péndulo se obtuvo el péndulo del PRI
mostrado en la Figura 3.9.

i

ii

Figura 3.9: Péndulo del PRI manufacturado.

Rueda. Este elemento fue manufacturado con un torno de control numérico a partir del
redondo de aluminio T�6061 de 70 mm de diámetro. Las perforaciones de este elemento
fueron realizadas en un centro de maquinado de control numérico con un end mill de
5 mm; mientras que los barrenos M3 fueron logrados con una broca de 2.5 mm y machuelo
M3. La rueda manufacturada se muestra en la Figura 3.10.

Brida y pernos. Manufacturados como a continuación se describe.

iii⃝ Brida. Realizada de la placa de aluminio T�6061, obteniendo las dimensiones
especi�cadas en el CAD mediante desbastes laterales con una fresadora y end mill
de 10 mm.

iv⃝ Pernos. Estos fueron manufacturados con un torno de control numérico, usando
el redondo de aluminio T�6061 de 12.7 mm de diámetro. Con la intención de darle
buena presentación a los pernos, se les hizo un rimado en la cabeza avellanada.
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Figura 3.10: Rueda manufacturada del PRI.

Figura 3.11: Brida y pernos manufacturados del PRI.

La brida y los pernos manufacturados se muestran en la Figura 3.11.
Después de conectar el Subsistema A (actuadores y sensores), Subsistema B (etapa

de potencia) y Subsistema C (péndulo, rueda, brida y pernos, y la base de la estructura
presentada en la Sección 2.2), se obtuvo el prototipo en la con�guración de PRI que se
muestra en la Figura 3.12.

Figura 3.12: Subsistemas A, B y C reales del prototipo del PRI.

Una vez realizadas las conexiones electrónicas y el ensamble mecánico entre los Sub-
sistemas A (actuador y sensores), B (etapa de potencia), C (estructura mecánica) y D
(adquisición y procesamiento de datos), se obtuvo el prototipo �nal del PRI presentado
en la Figura 3.13.
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(a) Vista isométrica (b) Vista frontal

(c) Vista lateral (d) Vista superior

Figura 3.13: Prototipo �nal del PRI.

3.2.3. Parámetros del prototipo

En esta sección se obtienen y calculan los parámetros del prototipo de PRI utilizando
dispositivos básicos de medición y fórmulas de Física.

La masa del péndulo se considerará como la masa de ii⃝ más la masa del chasis del
motor de CD, asumiendo que esta es aproximadamente el 40% de la masa total del
motor de CD. Tanto la masa de la placa del péndulo, mplaca = 0.080 kg, como la masa
del motor, mmot = 0.135 kg, fueron obtenidas con una báscula. Estos valores permitieron
calcular la masa del péndulo:

mp = mplaca + 0.40mmot = 0.080 + (0.4) (0.135) = 0.134 kg.

Para calcular mr se considera la masa de la rueda más la masa del rotor del motor de
CD. Este último se asume es el 60% de la masa total del motor de CD, mmot. Al emplear
una báscula se encontró la masa de la rueda mw = 0.035 kg, entonces se tiene:

mr = mw + 0.60mmot = 0.035 + 0.6 (0.135) = 0.1160 kg.

Por otro lado, la longitud del péndulo lp = 0.125 m y el diámetro de la rueda ϕr = 0.60 m
fueron corroborados con ayuda de un vernier. Por lo tanto, se calculó el centro de masa
del péndulo lc1 utilizando el principio de la balanza, esto es, la suma de pares en el
punto de apoyo debe ser igual a cero. Así, al aplicar un peso equivalente al de la placa
del péndulo en el extremo y a la distancia lc1 del punto de apoyo; entonces, el arreglo de
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la Figura 3.14 debe quedar balanceado. Si se sabe que lp = 0.125 m, entonces, lc1 está
dado por:

lc1 =
mplaca

l1
2
+ 0.40mmotl1

mp

=
(0.080) 0.125

2
+ (0.40) (0.135) (0.125)

0.134
= 0.0877 m.

Figura 3.14: Arreglo para cálculo de lc1.

Con los parámetros anteriores se procede al cálculo de la inercia del péndulo Ip y de la
rueda Ir. Para calcular Ip se procede del siguiente modo: Considere la inercia de la placa
del péndulo de ancho w = 0.32 m y largo lp = 0.125 m, con eje de rotación perpendicular
al plano de los lados w y lp que pasa por su centro de masa, la cual está dada como [269]:

I∗ =
1

12
mplaca

(
w2 + l2p

)
=

1

12
(0.080)

(
0.0322 + 0.1252

)
= 110.99× 10−6 kg ·m2.

Ahora bien, el momento de inercia Ip está de�nido alrededor de un eje ubicado a una
distancia lc1 − lp

2
del centro de la cara de lados w y lp. De acuerdo al teorema del eje

paralelo [269]:

Ip = I∗ +mplaca

(
lc1 −

lp
2

)2

= 1.1099× 10−4 + (0.080)

(
0.0877− 0.125

2

)2

= 1.6174× 10−4 kg ·m2. (3.20)

Respecto a Ir, se requiere calcular la inercia de la rueda más la inercia del rotor del
motor de CD. La inercia de la rueda, considerando su eje de rotación en el centro y
perpendicular a la rueda, está dada por:

Iw =
1

2
mwr

2
w (3.21)

=
1

2
mwr

2
w =

1

2
(0.035)(0.0302) (3.22)

= 15.75× 10−6 kg ·m2, (3.23)
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donde rw es el radio de la rueda. Mientras que la inercia del motor fue tomada de la
hoja de datos, siendo esta Jm = 1.1× 10−6kg ·m2. Así, se encuentra:

Ir = Iw + Jm

= 15.75× 10−6 + 1.1× 10−6

= 16.85× 10−6 kg ·m2. (3.24)

El resumen de los parámetros del prototipo de PRI obtenidos se presenta en la Tabla
3.3.

Tabla 3.3: Parámetros del prototipo de PRI.

Ir = 16.85× 10−6 kg ·m2

mr = 0.1160 kg
mp = 0.134 kg
Ip = 161.74× 10−6 kg ·m2
lp = 0.150 m
lc1 = 0.0877 m

3.3. Controlador para swing-up más estabilización

En esta sección se presentan el control no lineal que resuelve el problema de swing-up
y el control lineal que estabiliza el PRI. Asimismo, se muestran los resultados tanto de
simulación como de experimentación correspondientes.

3.3.1. Control no lineal para levantar el péndulo (swing-up)

Con la intención de levantar el péndulo del PRI desde la posición colgante y llevarlo
alrededor de la posición invertida, se emplea el control no lineal reportado en [11]. Tal
control fue deducido a partir del modelo no lineal (3.9)�(3.10) del sistema bajo estudio
y está dado por:

τRsw = kRd
(V − V0) sat (q̇1) , (3.25)

donde kRd
es una constante positiva y arbitraria, V = KR + PR es la energía total del

PRI, V0 = 2mg es la energía del péndulo cuando se encuentra en la posición invertida
(es decir, q1 = ±π) y

sat(q̇1) =


d para q̇1 > d,
−d para q̇1 < −d,
q̇1 para |q̇1| ≤ d,

con

d =
imáxkm
kRd

V0

,

siendo imáx un parámetro establecido para la corriente máxima y km la constante de par
del motor.
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3.3.2. Control lineal para estabilizar el péndulo

En la Sección 3.1.2 se presentó el modelo lineal aproximado del PRI, cuya matriz de
controlabilidad queda de�nida como:

C0R =
[
B AB A2B

]
, (3.26)

siendo

AB =

 − 1

mrl2p +mpl2c + Ip
0
0

 , A2B =


0

− mg

(mrl2p+mpl2c+Ip)
2

mg

(mrl2p+mpl2c+Ip)
2

 .

Desde que
mg

Ir
(
mpl2c +mrl2p + Ip

)3 ̸= 0, (3.27)

entonces el modelo lineal del PRI (3.18)�(3.19) es controlable; de modo que el control
por realimentación del vector de estado:

uδ = −Kcxδ, (3.28)

donde Kc = (k1R , k2R , k3R) es el vector de ganancias, puede usarse para lograr la estabi-
liazación del péndulo en la posición invertida, es decir:(

q1, q̇1, q̇2
)
→ (π, 0, 0) . (3.29)

Si se usa (3.17) en (3.28) resulta:

uδ = τRe = −k1R (q1 − q1)− k2R (q̇1)− k3R q̇2, (3.30)

El sistema (3.18)�(3.19) en lazo cerrado con (3.30) queda dado por

ẋδ = (A−BKc)xδ, (3.31)

cuyo polinomio característico resulta ser:

pR (s) = s3+

[
k3

(
Ip + Ir + l2cmp + l2pmr

)
− Irk2

]
Irmpl2c + Irmrl2p + IpIr

s2+
k1 − gm

mpl2c +mrl2p + Ip
s−mgk3. (3.32)

Para garantizar que el sistema en lazo cerrado sea estable, (3.32) se iguala con la siguiente
dinámica que, a priori, se sabe que es estable:

pRd
(s) = (s+ ρ)

(
s2 + 2ζωns+ ω2

n

)
= s3 + (2ζωn + ρ) s2 +

(
2ζωnρ+ ω2

n

)
+ ω2

nρ, (3.33)

con ρ > 0, ζ > 0 y ωn > 0. Tras resolver para k1R , k2R y k3R se obtiene:

k1R =
(
mpl

2
c +mrl

2
p + Ip

) (
2ζωnρ+ ω2

n

)
+ gm, (3.34)

k2R =
k3

(
Ip + Ir + l2cmp + l2pmr

)
Ir

−
(
mpl

2
c +mrl

2
p + Ip

)
(2ζωn + ρ) , (3.35)

k3R = −ω2
nρ

mg
. (3.36)
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3.3.3. Simulación numérica

En la simulación numérica los controles (3.25) y (3.28) fueron integrados por medio
de la siguiente condición de conmutación:

τR =

 τRsw para
√

(q1 − q1)
2 + q̇21 > 0.5,

τRe para 0 ≤
√
(q1 − q1)

2 + q̇21 ≤ 0.5,
(3.37)

dando lugar a un controlador híbrido, cuyo diagrama de bloques se presenta en la Figura
3.15.

Control para
Swing-up
Ec. (3.25)

Control para
Estabilización

Ec. (3.28)

Sistema
dt
düR

q1à q1( )
2
+ q2

1

q

> 0:5

0 ô q1à q1( )
2
+ q2

1

q

ô 0:5

q1

q1

qç1; qç2

qç1; qç2

q1

q1

qç
1
;
qç
2

qç
1
;
qç
2

Figura 3.15: Diagrama de bloques del controlador híbrido (3.37).

El modelo no lineal del PRI (3.9)�(3.10) en lazo cerrado con el controlador híbrido
(3.37) fue simulado en Matlab-Simulink, es decir, se programó el diagrama de bloques
mostrado en la Figura 3.16. Donde se pueden ver principalmente tres bloques, a saber,
Controlador, Sistema y Salidas. La descripción de estos bloques se da a continuación.

• Controlador. Es un bloque llamado Matlab Function [278], donde se programó el
controlador híbrido (3.37); usando kRd

= 0.1 para el control (3.25) y k1R = −7.54,
k2R = −0.169 y k3R = −0.00002 para el control (3.30). Estas últimas fueron
calculadas al escoger ρ = 2 ζ = 4 y ωn = 8 en (3.33).

• Sistema. También es un bloque Matlab Function, en el cual se programó el modelo
no lineal del PRI, es decir, (3.9)�(3.10). Para esto, se usaron los parámetros de la
Tabla 3.3 asociados con el prototipo del PRI construido.

• Salidas. Son bloques llamados to workspace que consisten en arreglos de datos
donde se almacena la evolución dinámica de las variables de interés del sistema
q1, q̇1, q2, q̇2, así como del control τR. Se recuerda que q2 es una variable que no
se requiere para la simulación del sistema de control; sin embargo, se obtuvo con
�nes informativos.

En la ejecución del programa de la Figura 3.16 se utilizó un tiempo de muestreo de
1 ms y el solucionador ode1(Euler); obteniendo los resultados de la Figura 3.17. En esa
�gura se observa que se logra exitosamente el objetivo de control, es decir, el péndulo
es llevado de la posición colgante (q1 = 0) hasta la posición invertida (q1 = π) y ahí es
estabilizado.
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MATLAB

FUNCTION

MATLAB

FUNCTION

Controlador Sistema

Salidas

s

1

s

1

s

1

s

1

t

üR

üR

üR

q1q1q1

qç1 qç1 qç1

q1 q1

qç1 qç1

qç2
qç2

qç2 qç2

q2q2 üR

q2

Figura 3.16: Diagrama de bloques en Matlab-Simulink de la simulación en lazo cerrado
del PRI.

0 10 20 30

−2

0

2

4

t [s]

[r
a
d
]

q1

0 10 20 30
−20

−10

0

10

20

t [s]

[r
a
d
/
s]

qç1

0 10 20 30

−3000

−2000

−1000

0

t [s]

[r
a
d
/
s]

qç2

−2 0 2 4
−20

−10

0

10

20

[ r
a
d
/
s
]

qç
1

[rad]q1

0 10 20 30
−0.01

0

0.01

t[s]

[N
m

]

üR

Figura 3.17: Resultados de simulación del PRI con el controlador híbrido (3.37).

3.3.4. Implementación experimental

En la implementación experimental, a diferencia de la simulación, se emplea el proto-
tipo construido del PRI en lugar del modelo no lineal. En ese sentido, la experimentación
del controlador híbrido (3.37) se llevó a cabo a través de la interacción entre un diagra-
ma de bloques programado en Matlab-Simulink y el prototipo del PRI construido. El
diagrama de bloques mencionado se muestra en la Figura 3.18 y corresponde a una mo-
di�cación del diagrama de bloques usado en simulación (ver Figura 3.16). Las diferencias
entre los diagramas de las Figuras 3.16 y 3.18 se explican a continuación.

• Sistema. Es el prototipo construido, del cual los encoders ITD01A4Y1 de Baumer
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y HEDM 5500 de Faulhaber miden q1 y q2, respectivamente, por medio de los
canales de lectura de encoders de la tarjeta DS1104. A partir de estas mediciones,
y usando un bloque de derivada de Simulink, se calculan las velocidades q̇1 y q̇2.
Desde que el arrancador de servomotores empleado en la etapa de potencia del
prototipo construido del PRI tiene un modo de operación por corriente, la corrien-
te conmutada ic de entrada al arrancador de servomecanismos se implementa por
medio de un canal de PWM de la tarjeta DS1104 con una frecuencia de conmu-
tación de 15 kHz; mientras que el sentido de ic (dirección de giro de la �echa del
motor de CD) se indica por medio de un bit de salida de la tarjeta DS1104.

• Acondicionador de la entrada. Este bloque no se requiere en la simulación ya que
ahí τR puede aplicarse directamente al sistema. Pero debido a que τR es un paráme-
tro de índole mecánico, en experimentación no puede implementarse directamente,
sino que debe hacerse a través de una señal eléctrica. Para ello se requiere un acon-
dicionamiento similar al presentado para el PF en la Sección 2.3.4, es decir:

i) Convertir el par dado por (3.37) en una corriente promedio iav que puede tomar
valores en el intervalo [0, 1]; es decir, una corriente asociada con el ciclo útil de
trabajo del PWM que debe recibir el arrancador de servomotores. Para esto se
emplea la relación dinámica:

τR = kii
∗
m.

Se recuerda que ki e i∗m son la constante de par y la corriente deseada de armadura
del motor de CD, respectivamente. Por lo tanto, i∗m = τR

ki
puede tomar valores en el

intervalo [−imax,+imax] e imax es la corriente máxima. Así, la corriente promedio

iav se calcula a través de iav =
∣∣∣ i∗m
imax

∣∣∣.
ii) Determinar la dirección de i∗m (esto implica, determinar la dirección de la �e-
cha del motor de CD) denotada como d, considerando la condición (2.57), escrita
nuevamente en seguida para facilitar la referencia.

d =

{
1 para i∗m ≥ 0,
0 para i∗m < 0.

Después de ejecutar el diagrama de bloques de la Figura 3.18 (con las mismas ganancias,
periodo de muestreo y solucionador como en la simulación numérica) se obtuvieron los
resultados de la implementación experimental que se presentan en la Figura 3.19. Estos
resultados muestran como el péndulo alcanza la posición invertida y se estabiliza en
esta posición, de modo que se logra exitosamente el objetivo de control. Es importante
mencionar que los resultados mostrados en la Figura 3.19 fueron los mejores resultados
obtenidos, en lo que se re�ere a la etapa de estabilización. Es decir, en otros experimentos
el tiempo en que el péndulo se mantenía estabilizado en la posición invertida fue menor.

3.3.5. Discusión de resultados

Al comparar los resultados de simulación y de experimentación obtenidos del PRI en
lazo cerrado con el controlador híbrido (3.37) se puede ver que son similares. Una dife-
rencia importante de mencionar es que, al realizar la simulación en condiciones ideales, la
etapa de estabilización siempre se lograba exitosamente; sin embargo, en la experimen-
tación la etapa de estabilización no siempre fue exitosa. Esto se puede atribuir a que el
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Figura 3.18: Diagrama de bloques de Matlab-Simulink para experimentación del PRI.

0 10 20 30
t [s]

-4

-2

0

2

4

[r
ad

]

q1

0 10 20 30
t [s]

-2

-1

0

1

2

[r
ad

/s
]

q̇1

0 10 20 30
t [s]

-500

0

500

[r
ad

/s
]

q̇2

0 10 20 30
t [s]

-1.4

-0.7

0

0.7

[N
m
]

τR

-4 -2 0 2 4
q1 [rad]

-2

-1

0

1

2

q̇ 1
[r
ad

/s
]

Figura 3.19: Resultados de experimentación del PRI con el controlador híbrido (3.37).

control por realimentación de estado, responsable de ejecutar la tarea de estabilización,
no es un control robusto; por lo tanto, es fácilmente afectado por la fricción, que existe
en el prototipo construido del PRI, imperfecciones en el maquinado y ensamble de las
partes del prototipo, errores de cálculo de los parámetros y los componentes electrónicos
utilizados en el prototipo que no son ideales.



Capítulo 4

Péndulo Invertido Sobre Carro (PISC)

El modelo dinámico no lineal del PISC (péndulo invertido sobre carro) derivado
al aplicar la formulación de Euler-Lagrange se presenta en este capítulo. Asimismo, se
introduce el modelo lineal aproximado del correspondiente modelo dinámico no lineal
y un modelo de planitud diferencial equivalente a la aproximación lineal del sistema.
También, se incluye la construcción de un prototipo del sistema, el cual será utilizado
para la implementación de dos controles. En esa dirección, se introduce un control no
lineal, basado en el enfoque de energía y previamente reportado en la literatura, el cual
permitirá llevar a cabo la tarea de swing-up. Asimismo, se describe un control lineal por
realimentación del vector de estado que permite estabilizar el péndulo en la posición
invertida. Más aún, se propone un esquema de control y un procedimiento de diseño
que logra mejora el desempeño del sistema de control al permitir la eliminación de un
ciclo límite que aparece cuando se estabiliza el péndulo del PISC. Finalmente, se da la
conclusión del capítulo.

4.1. Modelos matemáticos

En esta sección se presenta el desarrollo matemático relativo al modelo dinámico
no lineal del PISC vía las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange. En seguida se
realiza el desarrollo asociado con el modelo lineal aproximado alrededor de un punto
de operación del sistema y, por último, se presenta el modelo lineal basado en planitud
diferencial que es equivalente al modelo lineal aproximado del PISC.

4.1.1. Modelo dinámico con ecuaciones de Euler-Lagrange

El modelo dinámico y no lineal del PISC ha sido reportado en [7]. En este apartado
se describen los pasos generales seguidos para lograr mencionado modelo dinámico, a
saber:

1. Obtención de la cinemática del sistema.

2. Cálculo de la energía del sistema.

3. Aplicación de la formulación de Euler-Lagrange.

97
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Cinemática del sistema

En la Figura 4.1 se muestra el PISC, en la cual se ha usado la siguiente nomencla-
tura: M y ξ son la masa y el desplazamiento lineal del carro, respectivamente; mientras
que m, 2l, J y ϕ son la masa, longitud, inercia y desplazamiento angular del péndulo,
respectivamente. Por último, f es la fuerza aplicada al carro y g es la fuerza de gravedad.

f

Figura 4.1: Diagrama del PISC.

Energía del sistema

La energía del PISC está conformada por la energía cinética, KI , y la energía poten-
cial, VI . Ambas se explican a continuación.

Energía cinética. La energía cinética del PISC es la suma de la energía cinética del
carro, Kξ, más la energía cinética del péndulo, Kϕ. Esto es:

KI = Kξ +Kϕ. (4.1)

Debido a que el carro tiene únicamente movimiento traslacional en el eje horizontal, su
energía cinética está dada por:

Kξ =
1

2
Mξ̇2.

Mientras que el péndulo tiene movimiento tanto traslacional como rotacional, entonces
su energía cinética está determinada por:

Kϕ =
1

2
mv2 +

1

2
Jϕ̇2,

con

v2 = v2x + v2y,

siendo

vx = ṙx, vy = ṙy,



4.1. MODELOS MATEMÁTICOS 99

donde rx y ry son las componentes en el eje horizontal y vertical, respectivamente, del
vector de posición r al centro de masa del péndulo. De acuerdo a la Figura 4.2, dicho
vector de posición está dado por:

r =

[
rx
ry

]
=

[
ξ + lsenϕ
l cosϕ

]
,

lo cual implica que: [
vx
vy

]
=

[
ṙx
ṙy

]
=

[
ξ̇ + (l cosϕ) ϕ̇

− (lsenϕ) ϕ̇

]
.

En consecuencia, v2 esá dada como sigue:

v2 =
[
ξ̇ + (l cosϕ) ϕ̇

]2
+
[
− (lsenϕ) ϕ̇

]2
= ξ̇2 + (2l cosϕ) ξ̇ϕ̇+

(
cos2 ϕ

)
l2ϕ̇2 +

(
sen2ϕ

)
l2ϕ̇2

= ξ̇2 + l2ϕ̇2 + (2l cosϕ) ξ̇ϕ̇.

Entonces, Kϕ resulta en la siguiente expresión:

Kϕ =
1

2
m

[
ξ̇2 + l2ϕ̇2 + (2l cosϕ) ξ̇ϕ̇

]
+

1

2
Jϕ̇2.

Finalmente, la energía cinética del sistema PISC queda determinada como sigue:

KI =
1

2
Mξ̇2 +

1

2
m

[
ξ̇2 + l2ϕ̇2 + (2l cosϕ) ξ̇ϕ̇

]
+

1

2
Jϕ̇2

=
1

2
(M +m) ξ̇2 +ml cosϕξ̇ϕ̇+

1

2

(
ml2 + J

)
ϕ̇2. (4.2)

mg

Figura 4.2: Diagrama de cuerpo libre del péndulo

Energía potencial. Debido a que el carro se mueve únicamente en el eje horizontal,
su energía potencial puede considerarse igual a cero; por lo tanto, la energía potencial
del PISC, VI , es equivalente a la energía potencial del péndulo, Vϕ. Esto es (ver Figura
4.2):

VI = Vϕ = mgl cosϕ. (4.3)
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Ecuaciones de movimiento

A partir de las expresiones (4.2) y (4.3) se construye el lagrangiano LI = KI − VI

como sigue:

LI =
1

2
(M +m) ξ̇2 +ml cosϕξ̇ϕ̇+

1

2

(
ml2 + J

)
ϕ̇2 −mgl cosϕ.

Con el lagrangiano conocido, se procede a la aplicación del formulismo de Euler-Lagrange
para determinar las ecuaciones que de�nen la dinámica del PISC, esto es:

d

dt

(
∂LI

∂ξ̇

)
− ∂LI

∂ξ
= f, (4.4)

d

dt

(
∂LI

∂ϕ̇

)
− ∂LI

∂ϕ
= 0. (4.5)

Habiendo realizado las derivadas parciales, se encontraron los siguientes resultados:

∂LI

∂ξ
= 0, (4.6)

∂LI

∂ξ̇
= Mξ̇ +mξ̇ + (ml cosϕ) ϕ̇

= (M +m) ξ̇ + (ml cosϕ) ϕ̇, (4.7)
∂LI

∂ϕ
= − (mlsenϕ) ξ̇ϕ̇+mglsenϕ, (4.8)

∂LI

∂ϕ̇
= (ml cosϕ) ξ̇ +ml2ϕ̇+ Jϕ̇

= (ml cosϕ) ξ̇ +
(
ml2 + J

)
ϕ̇. (4.9)

Mientras que al derivar con respecto al tiempo a (4.7) y (4.9) se obtiene:

d

dt

(
∂LL

∂ξ̇

)
= (M +m) ξ̈ + (ml cosϕ) ϕ̈− (mlsenϕ) ϕ̇2, (4.10)

d

dt

(
∂LI

∂ϕ̇

)
= (ml cosϕ) ξ̈ − (mlsenϕ) ξ̇ϕ̇+

(
ml2 + J

)
ϕ̈. (4.11)

Así, al emplear (4.6), (4.8), (4.10) y (4.11) se llega al siguiente modelo dinámico del
PISC:

(M +m) ξ̈ + (ml cosϕ) ϕ̈− (mlsenϕ) ϕ̇2 = f, (4.12)

(ml cosϕ) ξ̈ +
(
ml2 + J

)
ϕ̈−mglsenϕ = 0, (4.13)

el cual tiene la siguiente representación matricial:

D (qI) q̈I +C (qI, q̇I) q̇I + g(qI) = FI, (4.14)

donde

qI =

[
ξ
ϕ

]
, D (qI) =

[
M +m ml cosϕ
ml cosϕ ml2 + J

]
,

C (qI, q̇I) =

[
0 − (mlsenϕ) ϕ̇
0 0

]
g (qI) =

[
0

−mglsenϕ

]
, FI =

[
f
0

]
.
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4.1.2. Modelo lineal aproximado

El modelo lineal aproximado del PISC es útil para proponer el control lineal que
estabilizará el péndulo en la posición invertida. En esa dirección, a continuación se
obtiene la representación en variables de estado del modelo no lineal (4.12)�(4.13) y los
puntos de operación del sistema. Esto permitirá la aplicación del método de linealización
aproximada.

Representación en variables de estado

Recuérdese la forma general de representación en variables de estado de un sistema
no lineal, (2.20), la cual se reescribe en seguida para facilitar la referencia:

ẋ = f (x, u) ,

y = h (x) .

Considérense ahora las siguientes variables para el PISC:

x =


ξ

ξ̇
ϕ

ϕ̇

 , u = f, (4.15)

y se escoge y = h (x) = ϕ. Para completar la representación en variables de estado del

modelo (4.12)�(4.13), de (4.14) se despeja q̈I =
[
ξ̈ ϕ̈

]T
como sigue:

D (qI) q̈I +C (qI, q̇I) q̇I + g(qI) = FI,

q̈I = D (qI)
−1 [FI −C (qI, q̇I) q̇I − g(qI)],

donde

D (qI)
−1 =


ml2 + J

(M +m) (ml2 + J)− (ml cosϕ)2
−lm cosϕ

(M +m) (ml2 + J)− (ml cosϕ)2

−lm cosϕ

(M +m) (ml2 + J)− (ml cosϕ)2
M +m

(M +m) (ml2 + J)− (ml cosϕ)2

 ,

siendo D (qI) invertible porque su determinante es diferente de cero. Tras efectuar el
álgebra matricial se encuentra:

q̈I =

[
ξ̈

ϕ̈

]
=


(ml2 + J)

(
f + lmϕ̇2senϕ

)
− (lm cosϕ) (glmsenϕ)

(M +m) (ml2 + J)− (ml cosϕ)2

−lm cosϕ
(
f + lmϕ̇2senϕ

)
+ (M +m) glmsenϕ

(M +m) (ml2 + J)− (ml cosϕ)2

 .

Entonces, se puede escribir la representación en variables de estado del PISC como sigue:


ξ̇

ξ̈

ϕ̇

ϕ̈

 =



ξ̇

(ml2 + J)
(
f + lmϕ̇2senϕ

)
− (lm cosϕ) (glmsenϕ)

(M +m) (ml2 + J)− (ml cosϕ)2

ϕ̇

−lm cosϕ
(
f + lmϕ̇2senϕ

)
+ (M +m) glmsenϕ

(M +m) (ml2 + J)− (ml cosϕ)2


, (4.16)
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siendo

ξ̇

(ml2 + J)
(
f + lmϕ̇2senϕ

)
− (lm cosϕ) (glmsenϕ)

(M +m) (ml2 + J)− (ml cosϕ)2

ϕ̇

−lm cosϕ
(
f + lmϕ̇2senϕ

)
+ (M +m) glmsenϕ

(M +m) (ml2 + J)− (ml cosϕ)2


=


f1 (x, u)
f2 (x, u)
f3 (x, u)
f4 (x, u)

 = f (x, u) .

Puntos de operación del sistema

En aras de determinar los puntos de operación del PISC, se resuelve lo siguiente:


ξ̇

ξ̈

ϕ̇

ϕ̈

 ≡ 0 ≡



ξ̇

(ml2 + J)

(
f + lmϕ̇

2

senϕ

)
−

(
lm cosϕ

) (
glmsenϕ

)
(M +m) (ml2 + J)−

(
ml cosϕ

)2
ϕ̇

−lm cosϕ

(
f + lmϕ̇

2

senϕ

)
+ (M +m) glmsenϕ

(M +m) (ml2 + J)−
(
ml cosϕ

)2


, (4.17)

donde [
ξ ξ̇ ϕ ϕ̇

]T
= x

son valores del vector de estado x cuando el sistema puede permanecer sin movimiento,
bajo el efecto de una adecuada entrada constante u = f , y

ξ̇

(ml2 + J)

(
f + lmϕ̇

2

senϕ

)
−

(
lm cosϕ

) (
glmsenϕ

)
(M +m) (ml2 + J)−

(
ml cosϕ

)2
ϕ̇

−lm cosϕ

(
f + lmϕ̇

2

senϕ

)
+ (M +m) glmsenϕ

(M +m) (ml2 + J)−
(
ml cosϕ

)2


=


f1 (x, u)
f2 (x, u)
f3 (x, u)
f4 (x, u)

 = f (x, u) .

De la primera y tercera �la de (4.17) es claro que

ξ̇ = 0, ϕ̇ = 0;

mientras que de la cuarta �la de (4.17) se tiene:

−lm cosϕ

(
f + lmϕ̇

2

senϕ

)
+ (M +m) glmsenϕ

(M +m) (ml2 + J)−
(
ml cosϕ

)2 = 0.
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Al evaluar la expresión anterior con ϕ̇ = 0 y puesto que:

(M +m)
(
ml2 + J

)
−

(
ml cosϕ

)2 ̸= 0,∞,

tal expresión se reduce a:

−lm cosϕf + (M +m) glmsenϕ = 0.

Así, para cumplir la igualdad a cero se debe satisfacer

f = 0 ∧ senϕ = 0 =⇒ ϕ = ±nπ, para n ∈ N.

Nótese que esto valores, f = 0 y ϕ = ±nπ, también cumplen la igualdad a cero de la
segunda �la de (4.17) y que, además, no existe una restricción para ξ. Quedando los
puntos de operación del PISC de�nidos como:

ξ = Arbitrario, ξ̇ = 0, ϕ = ±nπ, ϕ̇ = 0, f = 0,

de los cuales se escoge el siguiente punto de operación del control lineal:

x =


ξ

ξ̇

ϕ

ϕ̇

 =


0
0
0
0

 , f = 0.

Es importante señalar que se escogió tal punto de operación puesto que se desea estabi-
lizar el péndulo en la posición invertida.

Linealización aproximada

El modelo no lineal del PISC (4.12)�(4.13) puede ser aproximado por el modelo lineal
(2.26)�(2.27), el cual se reescribe a continuación para facilitar la referencia,

ẋδ = Axδ +Buδ,

yδ = Cxδ,

donde, en el caso del PISC, se de�ne lo siguiente:

xδ =


xδ1

xδ2

xδ3

xδ4

 =


ξ − ξ

ξ̇ − ξ̇

ϕ− ϕ

ϕ̇− ϕ̇

 =


ξ

ξ̇
ϕ

ϕ̇

 , uδ = f − f = f ; (4.18)

mientras que las matrices constantes A, B y C quedan de�nidas como:

A =



∂f1 (x, u)

∂ξ

∂f1 (x, u)

∂ξ̇

∂f1 (x, u)

∂ϕ

∂f1 (x, u)

∂ϕ̇
∂f2 (x, u)

∂ξ

∂f2 (x, u)

∂ξ̇

∂f2 (x, u)

∂ϕ

∂f2 (x, u)

∂ϕ̇
∂f3 (x, u)

∂ξ

∂f3 (x, u)

∂ξ̇

∂f3 (x, u)

∂ϕ

∂f3 (x, u)

∂ϕ̇
∂f4 (x, u)

∂ξ

∂f4 (x, u)

∂ξ̇

∂f4 (x, u)

∂ϕ

∂f4 (x, u)

∂ϕ̇



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(x,u)

, B =



∂f1 (x, u)

∂u
∂f2 (x, u)

∂u
∂f3 (x, u)

∂u
∂f4 (x, u)

∂u



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(x,u)

,

C =

[
∂h (x)

∂ξ

∂h (x)

∂ξ̇

∂h (x)

∂ϕ

∂h (x)

∂ϕ̇

]∣∣∣∣
x

.
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Después de realizar las operaciones correspondientes, se encuentra que A, B y C quedan
dadas por:

A=



0 1 0 0

0 0
− (ml)2 g

(M +m) (ml2 + J)− (ml)2
0

0 0 0 1

0 0
− (M +m)mlg

(M +m) (ml2 + J)− (ml)2
0

 , B=



0
ml2 + J

(M +m) (ml2 + J)− (ml)2

0
−ml

(M +m) (ml2 + J)− (ml)2

 ,

(4.19)

C =
[
0 0 1 0

]
. (4.20)

4.1.3. Modelo lineal basado en planitud diferencial

En esta sección se obtiene el modelo lineal basado en planitud diferencial del PISC, el
cual se utilizará más adelante para proponer un esquema de control que permite eliminar
el ciclo límite debido a la no linealidad de zona muerta presente en el prototipo del PISC.

La matriz de controlabilidad C0 del modelo lineal aproximado del PISC está dada
por:

C0 =
[
B AB A2B A3B

]
, (4.21)

donde

AB =


(ml2 + J)

Mml2 + J (M +m)
0

− ml

Mml2 + J (M +m)
0

 , A2B =



0
gm3l3

(Mml2 + J (M +m))2

0

− gm2l2 (M +m)

(Mml2 + J (M +m))2

 ,

A3B =



gm3l3

(Mml2 + J (M +m))2

0

− gm2l2 (M +m)

(Mml2 + J (M +m))2

0

 ,

cuyo determinante

detC0 =
g2m4l4

(Mml2 + JM + Jm)4
̸= 0. (4.22)

Por lo tanto, el modelo lineal aproximado del PISC es controlable y, en consecuencia,
diferencialmente plano [271], Ch. 2. Siendo su salida plana FC , dada por:

FC = λC

[
0 0 0 1

]
C−1

0 xδ, (4.23)

donde λC es una constante diferente de cero arbitraria, escogida convenientemente como
λC = − g

lM
, y xδ es como se de�nió es (4.18). Después de realizar los cálculos correspon-
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dientes, se obtiene FC y sus primeras cuatro derivadas:

FC = xδ1 + lxδ3, (4.24)

ḞC = xδ2 + lxδ4, (4.25)

F̈C = gxδ3, (4.26)

F
(3)
C = gxδ4, (4.27)

F
(4)
C =

(M +m) g

lM
F̈ − g

lM
uδ, (4.28)

con uδ de�nida como en (4.18). Esta última expresión representa el modelo lineal por
planitud diferecial que describe la dinámica lineal aproximada del PISC y desde que
f = 0, entonces, (4.28) se puede escribir como:

f = (M +m) F̈C − lM

g
F

(4)
C . (4.29)

4.2. Construcción del prototipo

Los subsistemas que integran al prototipo de PISC construido se describen en esta
sección. En general, el prototipo de PISC construido está compuesto de cuatro subsis-
temas, como se muestra en la Figura 4.3, a saber:

A) Actuador y sensores : Este subsistema está integrado por un motor de CD Pittman
14204S006 y dos encoders incrementales. Uno de los encoders está incluido en el
motor de CD Pittman, mientras que el otro encoder es del modelo ITD01B14 de
Baumer. El motor de CD permite poner en movimiento al sistema y los encoders
permiten estimar la posición lineal del carro y la posición angular del péndulo,
respectivamente.

B) Etapa de potencia: Corresponde a los dispositivos electrónicos de potencia que
proporcionan energía al motor de CD. Estos dispositivos de potencia son una
fuente de alimentación conmutada y un arrancador de servomotores, el cual posee
un lazo interno de corriente.

C) Estructura mecánica: Este subsistema está compuesto por los elementos mecánicos
del prototipo, es decir, carro, péndulo y base de la estructura.

D) Adquisición y procesamiento de datos : Es una tarjeta DS1104 de dSPACE que por
medio de Matlab-Simulink y ControlDesk permite la implementación en tiempo
real de controladores para el prototipo; así como la adquisición y procesamiento
de las variables del sistema.

4.2.1. Actuador y sensores

Como actuador del prototipo de PISC se utiliza el motor de CD Pittman 14204S006,
el cual también fue utilizado como actuador del prototipo de PF. De modo que las
características y conexiones con la etapa de potencia de este motor se han dado en la
Sección 2.2.1. Relativo a los sensores, con los cuales se mide la posición angular de la
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Adquisici n yó
Procesamiento de Datos

Motor de CD

Encoders

Servo drive

Fuente de
alimentaci nó

Tarjeta DS

Computadora

1104

Actuador y
Sensores

Carro

P nduloé

Base de la
estructura

Conexi n mec nicaó á

Flujo de informaci nó

Etapa de
Potencia

Estructura
Mec nicaá

Figura 4.3: Subsistemas del prototipo de PISC.

�echa del motor para estimar la posición lineal del carro, se emplea el encoder incremental
de 500 PPR incluido en el motor de CD Pittman. Mientras que la medición de la posición
angular del péndulo se realiza vía un encoder miniatura ITD01B14, mostrado en la
Figura 4.4. La diferencia entre este encoder y el utilizado en el PF, es que este posee
�echa. Así, para conectar los encoders aquí mencionados veáse la Fig. 2.6 en la Sección
2.2.1. Asimismo, para consultar las hojas de datos del motor de CD y de los encoders
veáse el Apéndice B.

Figura 4.4: Encoder miniatura ITD01B14.

4.2.2. Etapa de potencia

La etapa de potencia de este prototipo posee los mismos dispositivos de potencia usa-
dos para el prototipo de PF, es decir, una fuente de alimentación conmutada HF100W-
SF-24 y un arrancador de servomotores AZ12A8DDC, fabricado por Advanced Motion
Controls. En el prototipo de PISC, estos dispositivos realizan las mismas funciones que
en el prototipo de PF; por lo que se invita al lector a leer la Sección 2.2.2 y el Apéndice
B para conocer las hojas de datos de la fuente de alimentación y del arrancador de
servomotores.
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4.2.3. Estructura mecánica

En este apartado se describe el CAD y manufactura de los elementos mecánicos que
conforman la estructura mecánica del PISC.

Diseño asistido por computadora

Los elementos mecánicos del prototipo de PISC fueron dibujados y ensamblados,
virtualmente, con SolidWorks. Esto debido a que tal software facilita las actividades
de modelado de elementos mecánicos, creación de ensambles, generaración de planos y,
además, permite especi�car las propiedades del material para cada elemento mecánico.

Sistema de carro. El sistema de carro está compuesto por los elementos que se mues-
tran en la Figura 4.5, los cuales se describen en seguida.

a

b

c

d

e

f

g

Figura 4.5: CAD del sistema de carro en SolidWorks.

a⃝ Carro. Corresponde al modelo comercial 521-H-15-A0 fabricado por Thomson en
acero al carbon. Este carro cuenta con rodamientos de bola y piezas de lubricación
en las partes laterales, permitiendo su desplazamiento sobre la guía lineal descrita
en b⃝.

b⃝ Guía lineal. Es una guía lineal 511-H-15A de Thomson de 700 mm de longitud
y cuenta con 12 barrenados equidistantes a 60 mm, los cuales son útiles para �jar
la guía a una super�cie.

c⃝ Banda dentada. Para transmitir el movimiento del motor de CD al carro 521-H-
15-A0, se empleó una banda dentada abierta de paso milimétrico acoplada a las
poleas en d⃝. La banda dentada es fabricada por Gates, tiene una longitud de 150
mm con 9 mm de ancho y un paso de 5 mm.

d⃝ Poleas. Son dos poleas de aluminio del modelo P385M de 9 mm de ancho. Una
de ellas no tiene rodamiento y se ensambla directamente en la �echa del motor de
CD Pittman, el cual se ubica en un extremo de la guía lineal; mientras que la otra
polea, la cual posee un rodamiento de bolas, se monta en un eje �jo colocado en el
extremo contrario de la guía lineal. Cabe mencionar que el rodamiento de bolas en
esta última polea le permite girar libremente siguiendo el movimiento transmitido
por la polea conectada a la �echa del motor.
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e⃝ Ángulo del carro. Es un ángulo de aluminio de 90◦, en el cual se sujetan los
extremos de la banda dentada por medio de trinquetes. Este elemento posee dos
canales que permiten su acoplamiento sobre el carro, de manera que a través del
ángulo del carro se completa el sistema de transmisión de movimiento del motor
de CD al carro.

f⃝ Base del sistema de carro. Corresponde a una placa de aluminio, con 850 mm
de largo, 50 mm de ancho y 12.7 mm de espesor. Esta placa tiene 12 perforaciones
equidistantes a 60 mm, utilizadas para ensamblar la guía lineal. En un extremo de
la base del sistema de carro se ensambla el motor de CD; para ello se consideró
una perforación de 6 mm por la que pasa la �echa del motor de CD y cuatro
perforaciones en las que se colocan tornillos con tuercas para �jar el motor de CD.
En el extremo contrario, la base del sistema de carro cuenta con una caja circular
de 20 mm de diámetro y 5 mm de profundidad, así como cuatro barrenos M4. En
conjunto, la caja y los barrenos M4, sirven para �jar el eje que sostiene a la polea
con rodamiento.

g⃝ Base del encoder. Es un ángulo de aluminio de 90◦ que sostiene al encoder
ITD01B14 y está �jo sobre el carro. Para sostener al encoder tiene tres barrenos
M3 y para �jar la base del encoder al carro tiene dos canales de 5 mm de ancho.

Péndulo. El péndulo está integrado por dos elementos mecánicos, los cuales se obser-
van en la Figura 4.6 y se describen a continuación.

h⃝ Placa de aluminio. Placa de aluminio de 190 mm de largo por 35 mm de ancho.
Posee cha�anes de 17.5 mm de radio en las cuatro esquinas y un corte longitudinal
de 120 mm de largo por 10 mm de ancho; así como tres perforaciones M3 dispuestas
circularmente en la parte superior. Estas últimas son para sujetar este elemento al
sujetador descrito abajo.

i⃝ Sujetador. Pieza circular de latón con un espesor de 10 mm y dos diámetros
diferentes; uno de 12 mm y otro de 8 mm, ambos con 5 mm de espesor. Este
sujetador sirve para montar el péndulo en la �echa del encoder ITD01B14.

h

i

Figura 4.6: CAD del péndulo vía SolidWorks.

Base de la estructura. Los elementos que integran a la base de la estructura se
muestran en la Figura 4.7. La descripción de tales elementos se da en seguida.

j⃝ Per�les estructurales. Dos per�les de aluminio Bosch Rexroth que sirven para
elevar el sistema del carro y el péndulo. Las dimensiones de estos per�les son:
Largo de 498 mm, ancho de 50 mm y espesor de 21 mm.

k⃝ Base del prototipo. Placa de aluminio T6-6063, con 1000 mm de largo, 100 mm
de ancho y 12.7 mm de espesor.
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j

k

Figura 4.7: CAD de la base de la estructura vía SolidWorks.

Por último, al ensamblar las partes: sistema del carro, péndulo y base de la estructura
(Subsistema C ) junto con el Subsistema A se logró el CAD del prototipo del PISC como
se muestra en la Figura 4.8.

Figura 4.8: CAD de los Subsistemas A y C del prototipo de PISC.

Cabe mencionar que originalmente el péndulo del PISC se construyó como una varilla
de acero de 400 mm de largo. Esta es la razón de haber usado unos per�les estructurales
de 498 mm de largo. Sin embargo, al implementar el control lineal por realimentación
del vector de estado para estabilizar el péndulo en la posición invertida, la varilla sufría
defexión y, en consecuencia, presentaba movimiento en el espacio (no sólo en un plano).
Derivado de esto, se optó por utilizar el eslabón B del péndubot (ver Capítulo 5).
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Manufactura de partes

En este apartado se describe el proceso de manufactura de los elementos mecánicos
diseñados en 4.2.3. En esta labor se utilizaron los materiales de la Tabla 4.1.

Tabla 4.1: Materiales mecánicos

No. de elemento Material
e⃝, g⃝ 2 ángulos de aluminio T6�6063 de 50x50x5 mm

f⃝ T6�6063 placa de 12.7 mm
h⃝ Varilla de acero de 5 mm de diámetro
i⃝ Redondo de latón con D = 12.7 mm
j⃝ Per�l estructural Bosch Rexroth
k⃝ T6�6063 placa de 12.7 mm

Sistema de carro. Para construir el sistema de carro únicamente se manufacturaron
los elementos e⃝, f⃝ y g⃝, debido a que los elementos a⃝� d⃝ fueron adquiridos en modelos
comerciales.

e⃝ Ángulo del carro. Manufacturado del ángulo de alumino T6-6063 de 50x50x5
mm. Los canales para sujetarlo al carro fueron realizados usando una fresadora y
end mills de 5 mm.

f⃝ Base del sistema de carro. Manufacturada de la placa de aluminio T6-6063 de
12.7 mm. Las dimensiones especi�cadas en el plano, las 12 perforaciones equidis-
tantes a 60 mm, la perforación de 6 mm, la caja circular de 20 mm de diámetro y 5
mm de profundidad, así como los cuatro barrenos M4 fueron conseguidos a través
de una máquina de control numérico y las siguientes herramientas de corte: End
mills y brocas de diferentes diámetros, desde 2.5 mm hasta 10 mm. Las roscas de
los barrenos M4 fueron hechas manualmente con un machuelo M4.

g⃝ Base del encoder. Obtenido del ángulo de aluminio de 90◦. Los barrenos M3
fueron conseguidos al usar una fresadora convencional y brocas de 2.5 mm; mientras
que la rosca de los barrenos se hizo manualmente con machuelos M3. Por último,
los canales también fueron realizados con una fresadora convencional pero usando
end mills de 5 mm.

Al ensamblar el carro, guía lineal, banda dentada, poleas, ángulo del carro, base del
sistema del carro y base del encoder, se obtiene el sistema del carro mostrado en la
Figura 4.9.

Péndulo. En el caso del péndulo, los dos elementos que lo componen fueron manufac-
turados como a continuación se indica.

h⃝ Varilla. Conseguida de la varilla de acero de 5 mm de diámetro a través de un
simple corte a la medida.
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a

b

c

d

e

f

g

Figura 4.9: Sistema de carro construido.

i⃝ Sujetador. Manufacturada con el redondo de latón de 12.7 mm de diámetro. Para
conseguir los diámetros indicados en el plano se emplearon un torno de control
numérico y buriles.

Habiendo ensamblado la varilla y el sujetador se obtuvo el péndulo de la Figura 4.10.

i

j

Figura 4.10: Péndulo construido.

Base de la estructura. Todos los elementos de la base de la estructura recibieron un
tratamiento de manufactura, el cual se describe en seguida.

j⃝ Per�les estructurales. Estos per�les fueron obtenidos del per�l estructural de
Bosch Rexroth a través de un corte a la medida.

k⃝ Base del prototipo. El tratamiento consistió en alinear las caras y bordes de la
placa de aluminio T6-6063 con un centro de maquinado de control numérico y un
end mill.

Al ensamblar los per�les estructurales y la base del prototipo se obtuvo la base de la
estructura mostrada en la Figura 4.11.

La integración de los Subsistemas A y C se presenta en la Figura 4.12.
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Figura 4.11: Base de la estructura construida.

Figura 4.12: Subsistemas A, B y C reales del prototipo de PISC.

4.2.4. Adquisición y procesamiento de datos

El subsistema de adquisición y procesamiento de datos del PISC está conformado
de igual manera que el subsistema de adquisición y procesamiento de datos del PF, es
decir, por Matlab-Simulink, ControlDesk y una tarjeta DS1104 de dSPACE. A través
de los cuales se pueden implementar controladores para el prototipo; así como adquirir
y procesar los datos de los encoders.

Una vez realizados los ensambles mecánicos y las conexiones electrónicas de los Sub-
sistemas A, B, C y D se obtuvo el prototipo del PISC mostrado en la Figura 4.13.
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(a) Vista isométrica (b) Vista frontal

(c) Vista lateral (d) Vista superior

Figura 4.13: Prototipo �nal de PISC.

4.2.5. Parámetros del prototipo

Se recuerda que los parámetros del prototipo de PISC son necesarios para la simula-
ción e implementación experimental de los controles. La identi�cación de los parámetros
del PISC construido se realiza en esta sección mediante el uso de dispositivos básicos de
medición y formulas matemáticas.

La masa del carro y del péndulo fueron obtenidas con ayuda de una báscula, obte-
niendo M = 0.385 kg y m = 0.72 kg; mientras que la longitud del péndulo se midió con
una regla dando como resultado 2l = 40 mm, de manera que la longitud al centro de
masa del péndulo es l = 20 mm. Con estos valores y considerando que el péndulo es una
barra uniforme que gira alrededor de su centro de masa, se calculó la inercia del péndulo
J como sigue:

J =
1

12
m (2l)2 = 0.96× 10−3 kg ·m2.

Entonces, los parámetros del prototipo de PISC se presentan en la Tabla 4.2.

Toda vez que el péndulo usado en el PISC es el eslabón B del pendubot (ver Capítulo
5), la veri�cación de los parámetros del péndulo se ha desarrollado en la Sección 5.2.5.
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Tabla 4.2: Parámetros del prototipo de PISC construido.

M = 0.385 kg
m = 0.034 kg
l = 0.20 m
J = 0.1207× 10−3 kg ·m2

4.3. Controlador para swing-up más estabilización

Los controles no lineal y lineal que resuelven los problemas de swing-up y estabiliza-
ción, respectivamente, se presentan en este apartado.

4.3.1. Control no lineal para levantar el péndulo (swing-up)

El control no lineal empleado para llevar a cabo la tarea de swing-up fue obtenido
al explotar las propiedades pasivas del sistema, fue reportado en [6, 7] y está de�nido
como:

fsw =
kϕm sinϕ

(
g cosϕ− lϕ̇2

)
−

(
M +m sin2 ϕ

) (
kξ + kξ̇ ξ̇

)
kϕ +

(
M +m sin2 ϕ

)
kxE

, (4.30)

donde E = KI + VI es la energía total del sistema y kϕ, kξ, kξ̇, kx son constantes
estrictamente positivas, de las cuales kϕ y kx deben cumplir lo siguiente:

kϕ
kx

> 2mgl (M +m) . (4.31)

4.3.2. Control lineal para estabilizar el péndulo

Como se ha realizado en los sistemas anteriores, PF y PRI, el control lineal obtenido
usando la realimentación del vector de estado se emplea también para estabilizar el
péndulo del PISC en la posición invertida, es decir:

uδ = −Kcxδ, (4.32)

donde Kc = (k1, k2, k3, k4) es el vector de ganancias y uδ, xδ son como en (4.18); por lo
tanto (4.32) puede escribirse como:

f = −k1ξ − k2ξ̇ − k3ϕ− k4ϕ̇ = fe. (4.33)

Recuérdese que, para poder emplear el control por realimentación de estado (4.32),
el modelo lineal aproximado del PISC (2.26)�(2.27) con (4.18) y (4.19)�(4.20) debe ser
controlable, lo cual ha sido veri�cado en la Sección 4.1.3.

En los Capítulos 2 y 3 se ha mostrado como realizar el diseño del vector de ganancias
del control por realimentación del vector de estado para el PF y PRI, respectivamente,
por medio de la igualación a una dinámica deseada conseguida si se escoge ζ > 0 y
ωn > 0. Otra herramienta útil para diseñar mencionado vector de ganancias es el método
de Akcerman, el cual está implementado como una función en Matlab. Así, en la Sección
4.3.3 se diseña Kc usando el método de Ackerman con Matlab.
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4.3.3. Simulación numérica

El modelo dinámico del PISC fue simulado en lazo cerrado con los controles no lineal
(4.30) y lineal (4.33), para realizar las tareas de swing-up y stabilización de manera
conjunta, mediante la implementación de la siguiente condición de conmutación:

f =

 fsw para

√
ϕ2 + ϕ̇2 > 0.3,

fe para 0 ≤
√

ϕ2 + ϕ̇2 ≤ 0.3,
(4.34)

cuya representación a bloques se muestra en la Figura 4.14.

Control para
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Control para
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Ec. (4.33)
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Figura 4.14: Diagrama de bloques del controlador híbrido (4.34).

Entonces, la simulación del PISC con el controlador (4.34) se llevó a cabo en Matlab-
Simulink. El diagrama de bloques desarrollado se puede ver en la Figura 4.15, el cual
consiste de tres bloques principales, Controlador, Sistema y Salidas, cuya descripción es
la siguiente:

• Controlador. Aquí se programó el controlador híbrido (4.34) vía un bloque Matlab
Function [278]. Las ganancias de los controles (4.30) y (4.33) se escogieron como:

kϕ = 10, kξ = 10, kξ̇ = 25, kx = 75, (4.35)

y

k1 = −0.1707, k2 = −11.1600, k3 = −44.0640, k4 = −4.1571, (4.36)

respectivamente. Estas últimas fueron calculadas usando la instrucción acker()

de Matlab y escogiendo el polinomio característico deseado como

pc (s) = s4 + 45s3 + 900s2 + 4000s+ 5500, (4.37)

el cual tiene sus raíces ubicadas en

−19.7826 + 16.8966i, −19.7826− 16.8966i, (4.38)

−2.7174 + 0.8613i, −2.7174− 0.8613i. (4.39)
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• Sistema. Corresponde al modelo no lineal del PISC (4.12)�(4.13) programado tam-
bién en un bloque Matlab Function y utilizando los parámetros del prototipo de
PISC construido (ver Tabla 4.2).

• Salidas. Son bloques to workspace que almacenan los datos asociados con la evolu-
ción dinámica de las variables de interés del sistema, ξ, ξ̇, ϕ, ϕ̇, y del controlador
f . Así, estos datos pueden gra�carse.

El diagrama de bloques de Simulink de la Figura 4.15, se ejecutó con un tiempo de mues-
treo de 1 ms y el solucionador ode1(Euler); obteniendo los resultados exitosos mostrados
en la Figura 4.16. Obsérvese que se logra el objetivo de control; esto es, llevar el péndulo
desde la posición colgante hasta la posición invertida para después estabilizarlo en esta
última.

MATLAB

FUNCTION

MATLAB

FUNCTION

Controlador Sistema

Salidas

s

1

s

1

s

1

s

1

t

þçþç

þç
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øç øç
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øç øç

ø
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ø ø

þ þ
þ

þþ

f

f f

Figura 4.15: Diagrama de bloques en Matlab-Simulink de la simulación en lazo cerrado
del PISC.

4.3.4. Implementación experimental

La implementación experimental del controlador híbrido (4.34), para el sistema PISC,
fue realizada modi�cando el diagrama de bloques de Simulink de la Figura 4.15 (usado
en simulación). Especí�camente, el bloque Sistema de tal diagrama fue reemplazado por
el prototipo de PISC construido y bloques de adquisicón de datos; asimismo, al diagrama
de bloques de simulación se le agregó el bloque Acondicionador del controlador, como se
muestra en la Figura 4.17.
La descripción de la interacción del prototipo construido de PISC con el diagrama de
bloques de Simulink modi�cado, se da en seguida.

• Sistema. Corresponde al prototipo construido del cual se obtiene la información
arrojada por los encoders ITD01B14 de Baumer y el encoder integrado en el motor
de CD y, por medio de los canales de lectura de encoders de la tarjeta DS1104
y bloques de ganancias, se calculan ξ y ϕ, respectivamente. A partir de estas
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Figura 4.16: Resultados de simulación del PISC con el controlador híbrido (4.34).
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Figura 4.17: Diagrama de bloques de Matlab-Simulink para experimentación con el PISC.

mediciones, y usando un bloque de derivada de Simulink, se calculan las velocidades
ξ̇ y ϕ̇. Además, al prototipo se le envía la corriente ic en forma de PWM, por medio
de un canal de PWM de la tarjeta DS1104, a una frecuencia de conmutación de
15 kHz para accionar al arrancador de servomotores. El sentido del �ujo de la
corriente ic o bien el sentido de giro de la �echa del motor se indica a través de un
bit de salida de la tarjeta DS1104 que se conecta al arrancador de servomotores.

• Acondicionador de la entrada. Este bloque no se requiere en la simulación de-
bido a que ahí f puede aplicarse directamente al sistema. Pero debido a que f



118 CAPÍTULO 4. PÉNDULO INVERTIDO SOBRE CARRO (PISC)

es un parámetro de índole mecánico, en experimentación no puede implementar-
se directamente, sino que debe hacerse a través de una señal eléctrica. Para ello
se requiere un acondicionamiento parecido al presentado para el PF y PRI. Este
acondicionamiento se re�ere a:

i) Convertir la fuerza en una corriente iav que toma valores en el intervalo [0, 1]
asociado con el ciclo útil de trabajo de la corriente ic en forma de PWMmencionada
en el bloque anterior Sistema. Para ello, la fuerza es transformada en par usando
la relación τf = fr con r siendo la distancia a la que se aplica la fuerza medida
desde el pivote de rotación. Con el par equivalente a f se obtiene la corriente
correspondiente a f usando i∗m =

τf
ki
. Recuérdese que i∗m y ki son la corriente

deseada de armadura del motor de CD y la constante de par, respectivamente.
Por lo tanto, i∗m puede tomar valores en el intervalo [−imax,+imax]; siendo imax la

corriente máxima. Así, la corriente promedio iav se calcula a través de iav =
∣∣∣ i∗m
imax

∣∣∣.
ii) Determinar la dirección de i∗m denotada como d, considerando la condición
(2.57), escrita nuevamente para facilitar la referencia.

d =

{
1 para i∗m ≥ 0,
0 para i∗m < 0.

El diagrama de bloques de la Figura 4.17 se ejecutó con igual tiempo de muestreo y
solucionador como en el caso del diagrama de bloques de la Figura 4.15. Los resultados
experimentales obtenidos se presentan en la Figura 4.18, donde es claro que se logra el
objetivo de control (realizar el swing-up y estabilización del péndulo).
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Figura 4.18: Resultados de experimentación del PISC con el controlador híbrido (4.34).
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4.3.5. Discusión de resultados

Al comparar los resultados de simulación y de experimentación obtenidos del sistema
PISC en lazo cerrado con (4.34), se pueden observar diferencias tanto en la etapa de
swing-up como en la etapa de estabilización. Estas diferencias son principalmente a causa
de las fuerzas de fricción, las cuales no fueron consideradas en la simulación. Se resalta
que, en la etapa de estabilización, aparecen oscilaciones (ciclo límite). Así, en la siguiente
sección, se desarrolla un esquema de control lineal que permite mejorar el desempeño
del sistema. Esto a través de la eliminación del ciclo límite cuando se estabiliza el PISC.

4.4. Esquema de control para eliminar el ciclo límite

Esta sección propone un esquema de control para la estabilización del péndulo del
PISC. Tal esquema es obtenido considerando el modelo de planitud diferencial (4.29).
Además, se presenta un análisis de la existencia de ciclos límite en el sistema y se describe
un procedimiento para sintonizar el esquema de control.

Después de aplicar la transformada de Laplace al modelo por planitud diferencial
(4.29), se encuentra la siguiente función de transferencia:

FC(s)

f(s)
=

− g
lM

s2(s2 − (M+m)g
lM

)
, (4.40)

donde FC(s) y f(s) representan las transformadas de Laplace de la salida plana y de
la fuerza aplicada, respectivamente. Nótese que (M+m)g

lM
> 0 es un número real y que

la forma de esta función de transferencia es similar a la del PF obtenida en la Sección
2.1.3. Por lo tanto, en la Figura 4.19 se presenta el esquema de control propuesto en la
Sección 2.4.2 pero ahora para controlar la planta (4.40). De este diagrama de bloques se
obtiene el siguiente control:

f (s) = kvFC (s) s3 + αFC (s) s2 + kdFC (s) s+ kpFC (s) , (4.41)

donde kv, α, kd, kp son las ganancias de control. Se usa realimentación positiva en la
Figura 4.19 debido a que − (M+m)g

lM
< 0.

s 2
1

s 2à
lM

M+m( )g

à

lM

gf s( )

kvs

kds+ kp

FC s( )

ë

Figura 4.19: Sistema en lazo cerrado considerando no linealidad de zona muerta.

Finalmente, considérese el control por realimentación del vector de estado (4.33),
esto es:

fe = −k1ξ − k2ξ̇ − k3ϕ− k4ϕ̇.
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Usando (4.24)�(4.28), se encuentra la siguiente equivalencia entre (4.41) y (4.33):

k1 = −kp,

k2 = −kd,

k3 = − (αg + lkp) ,

k4 = − (kvg + lkd) . (4.42)

4.4.1. Análisis de existencia de ciclo límite

Recuérdese que en la Sección 2.4.1 se presentó la función característica y los pa-
rámetros de la no linealidad de zona muerta. Esta admite la descripción aproximada
de respuesta en frecuencia (2.70) conocida como la función descriptiva de la no lineali-
dad [279], Ch. 5, si A ≥ δ. A continuación, se escribe (2.70) para facilitar la referencia,

N(A) =
2k

π

π

2
− arcsin

(
δ

A

)
− δ

A

√
1−

(
δ

A

)2
 .

Se asume que la entrada de la no linealidad e, ver Figura 4.20, es una función de tiempo
senoidal con amplitud A y frecuencia ω. Esta �función de transferencia�, N(A), es real,
positiva e independiente de la frecuencia pero dependiente de la amplitud de entrada
A. Su valor máximo es N(A) = k > 0, el cual se alcanza conforme A → ∞, y su valor
mínimo tiende a cero si A → δ.

Desde que la aproximación de la no linealidad de zona muerta está basada en la
función descriptiva, este es el método que se usa para analizar la existencia de ciclo
límite en el sistema PISC.

El método de la función descriptiva [279], Ch. 5, sugiere representar el sistema en la
forma estándar mostrada en la Figura 4.20, el cual se lleva a cabo aplicando álgebra de
bloques sobre la Figura 4.19. En este caso, la entrada de la no linealidad es e = f(s)
mientras que el sistema lineal invariante en el tiempo G(s) es:

G (s) = G1 (s)G2 (s) , (4.43)

donde

G1 (s) =
g
lM

s2(s2 − (M+m)g
lM

)
, (4.44)

G2 (s) = kvs
3 + αs2 + kds+ kp, (4.45)

son la planta y el control, respectivamente, y g
lM

> 0. Nótese que G(s) tiene cuatro polos
y sólo tres ceros, i.e. la magnitud de (4.43) se comporta como un �ltro pasa bajas, lo
cual es también necesario para aplicar el método de la función descriptiva.
Entonces, existe ciclo límite si ocurre (2.71), es decir [279], Ch. 5:

G(jω) = − 1

N(A)
.

Esto es, existe ciclo límite si la grá�ca polar de G(jω) cruza el eje real negativo en
el intervalo abierto (−∞,−1/k). Esto último es cierto desde que −1/N(A) es real y
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Figura 4.20: Representación equivalente del diagrama de bloques de la Figura 4.19.

negativo. La frecuencia de oscilación, ωσ, y la amplitud de la oscilación, A, se encuentran
como los valores de ω, en G(jω), y A, en −1/N(A), en el punto σ donde sus grá�cas
se cruzan [279], Ch. 5. Una representación grá�ca de esta idea se presenta en la Figura
4.21.
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Figura 4.21: Grá�ca polar de G(jω) y −1/N(A).

4.4.2. Sintonización del control

La sintonización de las ganancias kv, α, kd y kp se logra siguiendo lo que se describe
a continuación.

De la Figura 4.19, cuando se omite la zona muerta, se obtiene la siguiente función
de transferencia de los dos lazos internos:

− g
lM

s2 + g
lM

kvs+
[

g
lM

α− (M+m)g
lM

] . (4.46)

Entonces, para asegurar que todos los coe�cientes del polinomio característico de esta
función de transferencia sean positivos, se encuentran las siguientes condiciones que
deben ser satisfechas por kv y α:

kv > 0 ∧ g

lM
α >

∣∣∣∣(M +m) g

lM

∣∣∣∣ . (4.47)
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Ahora bien, para calcular kd, nótese que
g
lM

> 0 en (4.44) y que, cuando se reemplaza s
por jω también en (4.44), cada uno de los factores 1

−ω2 < 0 y 1

−ω2− (M+m)g
lM

< 0 introduce

una fase de −180◦. Por lo tanto, la fase de G1(jω) es −360◦ para toda ω ≥ 0. Con la
intención de forzar que la grá�ca polar de G (jω) cruce el eje real negativo, i.e., hacer
que la fase de G (jω) sea igual a −180◦, en alguna ω > 0; la fase de G2 (jω) debe ser:

∠G2(jω) = arctan

(
kdω − kvω

3

kp − αω2

)
= +180◦. (4.48)

Esto implica que las siguientes condiciones se deben satisfacer,

kdω − kvω
3 = 0, (4.49)

kp − αω2 < 0. (4.50)

De (4.49) se obtiene la siguiente relación para encontrar kd:

kd = kvω
2. (4.51)

Por último, para calcular kp, se reemplaza s por jω en el control (4.45) para obtener lo
siguiente:

G2 (jω) = kv (jω)
3 + α (jω)2 + kd (jω) + kp,

= j
(
kdω − kvω

3
)
+
(
kp − αω2

)
,

cuya magnitud está determinada por,

|G2 (jω)| =
√
(kdω − kvω3)2 + (kp − αω2)2. (4.52)

Por lo tanto, cuando se resuelve (4.52) para kp, se obtiene la siguiente fórmula:

kp = ±
√
|G2 (jω)|2 − (kdω − kvω3)2 + αω2. (4.53)

Así, el signo en esta última expresión tiene que escogerse de tal manera que se cumpla
(4.50).

Finalmente, para proponer la frecuencia ω = ωσ a la cual se desea que la grá�ca
polar de G (jω) cruce el eje real negativo, es necesario calcular kp y kd. Asimismo, se
debe conocer la magnitud |G2 (jωσ)| que debe ser introducida por el control, para lo cual
se tiene que proponer una magnitud deseada para G (jω) cuando ω = ωσ. Entonces, de
lo siguiente:

|G (jωσ)| = |G1 (jωσ)| · |G2 (jωσ)| ,
se puede calcular la magnitud |G2 (jωσ)| como sigue:

|G2 (jωσ)| =
|G (jωσ)|
|G1 (jωσ)|

. (4.54)

Desde que de los diagramas de Bode de G1 (jω) se puede obtener |G1 (jωσ)|, los diagra-
mas de Bode son una herramienta adecuada para diseñar las ganancias de control kv, α,
kd y kp.

Hasta aquí, se han descrito el procedimiento y fórmulas para sintonizar las ganancias
de control, pero hace falta el procedimiento para sintonizar las ganancias con la intención
de eliminar el ciclo límite debido a la no linealidad de zona muerta. Esto se explica en
el siguiente apartado.



4.4. ESQUEMA DE CONTROL PARA ELIMINAR EL CICLO LÍMITE 123

4.4.3. Procedimiento para la eliminación del ciclo límite

Para eliminar el ciclo límite generado por la no linealidad de zona muerta inducida por
fricción estática en el actuador del sistema PISC, se extiende el procedimiento descrito
en el apartado anterior para sintonizar las ganancias del esquema de control propuesto.
Para ello, se recuerda la siguiente conjetura:

Conjetura. De acuerdo a la función característica de la no linealidad de zona muerta,
si |e| ≤ δ entonces un valor cero aparece en la entrada de la planta c = 0, i.e., la fuerza
aplicada por el motor al sistema PISC es cero y el prototipo puede permanecer en el
punto de operación. Desde que el umbral δ es incierto debido a que la fricción es incierta,
es natural presentarse si es posible hacer A < δ en experimentos, a pesar que (2.70) es
válida sólo para A ≥ δ. Recuérdese que A ≥ |e| porque A es la amplitud de e. Entonces,
el prototipo puede permanecer en el punto de operación si se escoge A lo su�cientemente
pequeña, i.e., el ciclo límite puede desaparecer bajo estas condiciones.

Por otro lado, de acuerdo a la Figura 4.24, con el propósito de reducir la amplitud del
ciclo límite, la grágica polar de G (jω) debe cruzar el eje real negativo en un punto σ lo-
calizado más a la izquierda del punto −1/k = −1. Este último es calculado considerando
k = 1, el cual es un valor usualmente empleado para un motor de CD convencional. Esto
sugiere que |G (jωσ)| ≫ 1, lo cual debe ocurrir a una frecuencia de oscilación ω = ωσ.
Así, se propone el siguiente procedimiento para eliminar el ciclo límite inducido por la
no linealidad de zona muerta cuando el PISC es estabilizado en la posición invertida:

1. Gra�que los diagramas de Bode de la planta G1(s), ver (4.44).

2. Proponga algún valor para ωσ y |G (jωσ)|. Un valor adecuado para ωσ = 2πfσ se
puede escoger seleccionando alguna frecuencia razonable de oscilación de la salida
plana en Hertz fσ. Usando el valor de ωσ y los diagramas de Bode gra�cados en 1,
mídase |G1 (jωσ)| y calcúlese |G2 (jωσ)| usando (4.54).

3. Calcule kv y α de acuerdo a (4.47) y proponiendo, para la función de transferencia
en (4.46), polos localizados lejos del origen. Esto último se sugiere porque el signo
de la raíz cuadrada en (4.53) debe ser negativo, lo cual se deduce de (4.50). Sin
embargo, de la Figura 4.19 se concluye que alguna kp > 0 es necesaria para asegurar
estabilidad de lazo cerrado. Para evitar un valor negativo de kp, es claro de (4.53) y
(4.50) que se requieren valores grandes de, ya sea, β o ωσ. Por un lado, del polinomio
característico de segundo grado en (4.46), se concluye que α más grande es posible
si las raíces de este polinomio característico están más alejadas del origen. Por otro
lado, si se pre�ere incrementar ωσ, propóngase un valor más grande y regrésese al
paso 2.

4. Calcule kd y kp usando (4.51) y (4.53), respectivamente. Nótese que esto y (4.49)
aseguran que kp siempre es real. Así, si se fue cuidadoso en el paso anterior para
seleccionar kv y α, kp será positiva y, por lo tanto, se asegurará estabilidad de lazo
cerrado. Si este no es el caso, regrésese al paso 3.

5. Corrobórese que el sistema compensado G (jω) tenga la fase y magnitud deseadas
a la frecuencia especi�cada ωσ. Para esto, úsese diagramas de Bode o diagramas
polares.
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6. Con kv, α, kd, kp y usando las relaciones (4.42), calcúlense las ganancias k1, k2, k3,
k4 y ejecute experimentalmente el control por realimentación del vector de estado
(4.33).

7. Si aparece un ciclo límite, mantenga ωσ, incremente |G (jωσ)| y regrese al paso 3
hasta que el ciclo límite desaparezca o bien se observe considerable vibración en el
prototipo.

8. Si el ciclo límite no desaparece, pero si aparece considerable vibración en el prototi-
po, entonces increméntese ωσ y escoja |G (jωσ)| igual que en el primer experimento
realizado con la anterior ωσ y vuelva al paso 3.

9. Si el ciclo límite desaparece, se ha logrado un diseño exitoso y termina el procedi-
miento.

4.4.4. Resultados experimentales

Tomando en cuenta la Sección 4.4.2 y la conjetura de la Sección 4.4.3, el procedi-
miento de sintonizaciín presentado también en esta última sección fue aplicado experi-
mentalmente como sigue.

1. Los diagramas de Bode de la planta G1 (jω) fueron gra�cados como se muestra en
la Figura 4.22.
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Figura 4.22: Diagramas de Bode de G1 (s).

2. La frecuencia ωσ = 6 rad/s y la magnitud |G (jωσ)| = 22 se escogieron inicialmente.
De la Figura 4.22, se obtuvo la siguiente magnitud en dB:

|G1 (jωσ)|dB = −26.1 dB.
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Esta magnitud en dB fue convertida a:

|G1 (jωσ)| = 10|G1(jωσ)|dB/20 = 0.0495

para aplicar (4.54), de la cual se encontró lo siguiente:

|G2 (jωσ)| =
4

44.1570
= 444.0406.

Estos valores numéricos serán usados después para calcular kp.

3. Asimismo, para hacer positivos todos los coe�cientes del polinomio característico
de (4.46), se seleccionaron kv = 0.94 y β = 12.5. También, estos valores satisfacen
(4.47) y asignan polos reales de (4.46) en −225.8894 y −13.6275.

4. Con los valores numéricos en los pasos 2 y 3, se calculó (4.53) y (4.51) como:

kd = 33.84, kp = 5.9594.

Para (4.53), se escogió signo �−� porque esto hace que kp−βω2
σ = −444.0406 < 0.

5. Los diagrama de Bode del sistema compensado G (s) se muestran en la Figura 4.23,
donde se corrobora que el sistema en lazo abierto tiene la fase deseada, −180◦,
a la frecuencia y magnitud deseadas, ωσ = 6 rad/s y |G (jωσ)| = 22 ≈ 26.9 dB,
respectivamente. La grá�ca polar correspondiente deG (jω) se muestra en la Figura
4.24.
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Figura 4.24: Diagramas polares de G (jω).

6. Una vez que kv, α, kd y kp son conocidas, las relaciones (4.42) se usaron para
encontrar los siguientes valores numéricos para las ganancias del control lineal por
realimentación del estado (4.33):

k1 = −5.9594, k2 = −33.84,

k3 = −123.2209, k4 = −12.6054. (4.55)

Usando estas ganancias (k1, k2, k3, k4), se implementó experimentalmente el control
por realimentación del estado (4.33) para estabilizar el PISC construido. Desde
que (4.33) sólo estabiliza el prototipo en xδ = 0 cuando opera cerca del punto
de operación, el péndulo fue acercado manualmente a tal punto de operación; de
manera que se empleó la siguiente condición de conmutación:

f =

 (4.33) para
√

(ϕ− ϕ)2 + ϕ̇2 ≤ 0.3,

0 para
√
(ϕ− ϕ)2 + ϕ̇2 > 0.3.

(4.56)

Los resultados experimentales obtenidos usando (4.56) con (4.55) se muestran en
la Figura 4.25, donde se observa un ciclo límite. Desde que hay ruido en la señal
de control f , la amplitud y frecuencia de oscilación del ciclo límite son difíciles de
medir ahí. Pero como e = f(s) está linealmente relacionada a FC(s) a través de
(4.41), el análisis de la Sección 4.4.1 sobre el ciclo límite es también válido para
FC . Por lo tanto, para observar el comportamiento del ciclo límite, se midieron
la amplitud y frecuencia de FC . La amplitud medida del ciclo límite se denota
como AF y fue calculada sumando los valores absolutos máximo y mínimo de
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FC , mientras que la frecuencia medida del ciclo límite se denota como ωσF y fue
calculada usando lo siguiente:

ωσF =
2πn

tf − ti
,

donde n es el número de oscilaciones ocurridas en el intervalo de tiempo entre ti y
tf . Así, se obtuvieron AF = 0.4323 m y ωσF = 0.2922 rad/s.
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Figura 4.25: Resultados experimentales al usar (4.55).

7. Como apareció un ciclo límite en el paso previo, se incrementó |G (jωσ)| en cuatro
unidades y se regresó al paso 3. Cuando se llegó a |G (jωσ)| = 38, el ciclo límite
fue parcialmente eliminado como se puede ver en la Figura 4.26. Obsérvese en esta
�gura que cuando hay ciclo límite AF = 0.1371 m. Aunque podría pensarse que
en el siguiente incremento de |G (jωσ)| desaparecería el ciclo límite, cuando se in-
crementó |G (jωσ)| tal que |G (jωσ)| = 40, se observó considerable vibración en el
prototipo en lugar de la eliminación del ciclo límite. Ver los resultados experimen-
tales en la Figura 4.27, donde se midieron AF = 0.2901 m y ωσF = 0.2365 rad/s.
Es importante resaltar que aunque el ciclo límite no se haya eliminado hasta aquí,
fue por lo menos reducido pues AF = 0.2901 m < AF = 0.4323 m. Esto está
de acuerdo con la Sección 4.4.3. También, nótese que conforme |G (jωσ)| fue in-
crementada el ruido en la señal de control f también se incrementó (ver Figuras
4.25(d), 4.26(d) y 4.27(d)). Los valores numéricos de las ganancias asociadas a los
controles (4.41) y (4.33) y la amplitud AF y frecuencia ωσF del ciclo límite obteni-
do de los experimentos hasta aquí realizados se presentan en la primera columna
de la Tabla 4.3.



128 CAPÍTULO 4. PÉNDULO INVERTIDO SOBRE CARRO (PISC)

0 20 40 60 80
t [s]

-0.2

0

0.2

[m
]

ξ

(a)

0 20 40 60 80
t [s]

0

1

2

3

[r
ad

]

φ

(b)

0 20 40 60 80
t [s]

-0.2

0

0.2

0.4

[m
]

F

(c)

0 20 40 60 80
t [s]

-6

-3

0

3

6

[N
]

f

(d)

Figura 4.26: Resultados experimentales cuando |G (jωσ)| = 38 y ωσ = 6 rad/s.
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Figura 4.27: Resultados experimentales cuando |G (jωσ)| = 40 and ωσ = 6 rad/s.
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8. Desde que en el paso previo el ciclo límite no fue eliminado y se observó considerable
vibración en el prototipo (ver ruido en en la Figura 4.27(d)), ωσ se incrementó a
8 rad/s, |G (jωσ)| = 22 se estableció y se regresó al paso 3. Los valores numéricos
correspondientes de las ganancias de los controles (4.41) y (4.33) y la amplitud
AF y la frecuencia ωσF del ciclo límite, se reportan en la segunda columna de
la Tabla 4.3. Como un ejemplo de la reducción del ciclo límite, con respecto a los
resultados experimentales de la Figura 4.27, se presentan resultados experimentales
en la Figura 4.28 considerando |G (jωσ)| = 34. Ahí, es de resaltar que el ciclo
límite fue parcialmente eliminado y que pequeñas oscilaciones aparecieron con una
AF = 0.0786 m, la cual es menor que la amplitud del ciclo límite asociado a las
Figuras 4.26 y 4.27.
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Figura 4.28: Resultados experimentales considerando |G (jωσ)| = 34 y ωσ = 8 rad/s.

9. Finalmente, el ciclo límite desapareció cuando |G (jωσ)| = 36 y ωσ = 8 rad/s. Los
resultados experimentales se muestran en la Figura 4.29.



130 CAPÍTULO 4. PÉNDULO INVERTIDO SOBRE CARRO (PISC)

0 20 40 60 80
t [s]

-0.2

0

0.2

[m
]

ξ

(a)

0 20 40 60 80
t [s]

0

1

2

3

[r
ad

]

φ

(b)

0 20 40 60 80
t [s]

-0.2

0

0.2

0.4

[m
]

F

(c)

0 20 40 60 80
t [s]

-6

-3

0

3

6

[N
]

f

(d)

Figura 4.29: Resultados experimentales cuando |G (jωσ)| = 36 y ωσ = 8 rad/s.
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Tabla 4.3: Ganancias calculadas de los controles (4.41) y (4.33).

PPPPPPPPP|G (jωσ)|
ωσ 6 rad/s 8 rad/s

kv = 0.94, β = 12.5, kv = 0.98, β = 15,
kd = 33.84, kp = 5.9594. kd = 62.72, kp = 10.6580.

22 k1 = −5.9594, k2 = −33.84, k1 = −10.6580, k2 = −62.72,
k3 = −123.2209, k4 = −12.6054. k3 = −148.2158, k4 = −15.8858.

AF = 0.4323 m, ωσF = 0.2922 rad/s AF = 0.1547 m, ωσF = 0.4044 rad/s

kv = 1.12, β = 14.75, kv = 1.16, β = 17.75,
kd = 40.32, kp = 6.2247. kd = 74.24, kp = 14.0504.

26 k1 = −6.2247, k2 = −40.32, k1 = −14.0504, k2 = −74.24,
k3 = −145.32, k4 = −15.0192. k3 = −175.5325, k4 = −18.8036.

AF = 0.4062 m, ωσF = 0.2380 rad/s AF = 0.1119 m, ωσF = 0.4284 rad/s

kv = 1.30, β = 17, kv = 1.34, β = 20.25,
kd = 46.8, kp = 6.4901. kd = 85.76, kp = 1.4428.

30 k1 = −6.4901, k2 = −46.8, k1 = −1.4428, k2 = −85.76,
k3 = −167.4190, k4 = −17.4330. k3 = −198.7968, k4 = −21.7214.

AF = 0.2669 m, ωσF = 0.3081 rad/s AF = 0.1534 m, ωσF = 0.1478 rad/s

kv = 1.48, β = 19.25, kv = 1.52, β = 23,
kd = 53.28, kp = 6.7554. kd = 97.28, kp = 4.8351.

34 k1 = −6.7554, k2 = −53.28, k1 = −4.8351, k2 = −97.28,
k3 = −189.5180, k4 = −19.8468. k3 = −226.1135, k4 = −24.6392.

AF = 0.1644 m, ωσF = 0.4764 rad/s AF =

{
Ciclo limite eliminado

0.0786 m
, ωσF = No medible

kv = 1.57, β = 20.25, kv = 1.61, β = 24.5,
kd = 56.52, kp = 2.3881. kd = 103.04, kp = 14.5313.

36 k1 = −2.3881, k2 = −56.52, k1 = −14.5313, k2 = −103.04,
k3 = −198.8913, k4 = −21.0537. k3 = −241.7981, k4 = −26.0981.

AF = 0.3459 m , ωσF = 0.1812 rad/s CICLO LÍMITE ELIMINADO

kv = 1.66, β = 21.5,
kd = 59.76, kp = 7.0208.

38 k1 = −7.0208, k2 = −59.76,
k3 = −211.6171, k4 = −22.2606.

AF =

{
Ciclo limite eliminado

0.1371 m
, ωσF = No medible

kv = 1.75, β = 22.5,
kd = 63, kp = 2.6535.

40 k1 = −2.6535, k2 = −63,
k3 = −220.9903, k4 = −23.4675.

AF = 0.2901 m, ωσF = 0.2365 rad/s
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Capítulo 5

Pendubot

En este capítulo se presenta el modelo no lineal del pendubot, deducido a partir de la
formulación de Euler-Lagrange. También, se incluye el modelo lineal aproximado alrede-
dor del punto de operación correspondiente a la posición invertida del sistema. Asimismo,
se desarrolla un modelo de planitud diferencial equivalente al modelo lineal aproximado
alrededor del punto de operación de interés. Con la intención de implementar estrategias
de control, se describe el CAD del pendubot que es empleado para, subsecuentemente,
construir un prototipo de tal sistema. Además, dos controles son implementados en el
prototipo; uno que lleva a cabo el swing-up y otro la estabilización. Cabe mencionar que
el primer control es derivado de la estrategia de linealización parcial colocada; mientras
que el segundo es obtenido usando el modelo lineal y la estrategia de realimentación
del vector de estado. Desde que al estabilizar el pendubot con esta última estrategia se
observó la aparición de ciclos límite, se propone, simula y valida experimentalmente un
control lineal derivado del modelo de planitud diferencial y cuyo diseño para la elimi-
nación del ciclo límite es logrado por medio del método de la función descriptiva y el
enfoque de respuesta en frecuencia.

5.1. Modelos matemáticos

En este apartado se obtienen el modelo dinámico y no lineal del pendubot, así como su
correspondiente modelo lineal aproximado alrededor de la posición invertida del sistema.

5.1.1. Modelo dinámico con ecuaciones de Euler-Lagrange

El modelo dinámico y no lineal del pendubot es obtenido tras realizar los siguientes
tres pasos: 1) Obtención de la cinemática del sistema, 2) determinación de la energía
cinética y potencial total del sistema y 3) aplicación de la formulación de Euler-Lagrange.
Estos pasos son desarrollados a continuación.

Cinemática del sistema

En la Figura 5.1 se muestra una representación grá�ca del pendubot, donde ma, la,
la1, Ia y qa denotan la masa, longitud, distancia al centro de masa, inercia alrededor
del centro de masa y posición angular del eslabón A, respectivamente; mientras que mb,
lb, lb1, Ib y qb indican masa, longitud, distancia al centro de masa, inercia alrededor del

133



134 CAPÍTULO 5. PENDUBOT

centro de masa y posición angular del eslabón B, respectivamente. Por último, τP es el
par aplicado al eslabón A y g es la gravedad.

Figura 5.1: Representación grá�ca del pendubot.

Para calcular la energía cinética del pendubot, requerida para aplicar el formulismo
de Euler-Lagrange, resulta necesario determinar las velocidades de traslación de los
eslabones A y B, es decir, la cinemática que los describe. En esa dirección, a partir del
diagrama de cuerpo libre mostrado en la Figura 5.2, se obtienen los vectores de posición
xa y xb de los eslabones A y B, respectivamente, como sigue:

xa =

[
la1 cos qa
la1senqa

]
, xb =

[
la cos qa + lb1 cos (qa + qb)
lasenqa + lb1sen (qa + qb)

]
. (5.1)

Al derivar con respecto al tiempo (5.1) se encuentran las siguientes velocidades de tras-
lación de los eslabones A y B, respectivamente:

va =

[
−la1senqaq̇a
la1 cos qaq̇a

]
, (5.2)

vb =

[
− [lasenqa + lb1sen (qa + qb)] q̇a − lb1sen (qa + qb) q̇b
[la cos qa + lb1 cos (qa + qb)] q̇a + lb1 cos (qa + qb) q̇b

]
. (5.3)

Energía del sistema

Una vez determinadas las velocidades de traslación de los eslabones A y B del pen-
dubot, se procede a la obtención de las energías cinética y potencial del sistema.

Energía cinética. La suma de la energía cinética Ka del eslabón A más la energía
cinética Kb del eslabón B da como resultado la energía cinética total del pendubot KP ,
es decir:

KP = Ka +Kb. (5.4)
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Figura 5.2: Diagrama de cuerpo libre del pendubot.

Desde que el eslabón A gira alrededor de un punto �jo, Ka está determinada como sigue:

Ka =
1

2
mavav

T
a +

1

2
Iaq̇

2
a

=
1

2
ma

(
ẋ2
a + ẏ2a

)
+

1

2
Iaq̇

2
a

=
1

2
mal

2
a1q̇

2
a +

1

2
Iaq̇

2
a

=
1

2

(
mal

2
a1 + Ia

)
q̇2a, (5.5)

mientras que la energía cinética del eslabón B está dada por:

Kb =
1

2
mbvbv

T
b +

1

2
Ib (q̇a + q̇b)

2

=
1

2
mb

(
ẋ2
b + ẏ2b

)
+

1

2
Ib
(
q̇2a + 2q̇aq̇b + q̇2b

)2
=

1

2
mb

[(
l2a + 2lalb1 cos qb + l2b1

)
q̇2a + 2lb1 (la cos qb + lb1) q̇aq̇b + l2b1q̇

2
b

]
+
1

2
Ib
(
q̇2a + 2q̇aq̇b + q̇2b

)2
=

1

2

(
mbl

2
a + 2mblalb1 cos qb +mbl

2
b1 + Ib

)
q̇2a + [mblb1 (la cos qb + lb1) + Ib] q̇aq̇b

+
1

2

(
mbl

2
b1 + Ib

)
q̇2b , (5.6)

debido a que gira alrededor de un punto con movimiento angular. Así, (5.4) puede
reescribirse de la siguiente forma:

KP =
1

2

(
mala1

2 + Ia +mbl
2
a + 2mblalb1 cos qb +mbl

2
b1 + Ib

)
q̇2a

+ [mblb1 (la cos qb + lb1) + Ib] q̇aq̇b +
1

2

(
mbl

2
b1 + Ib

)
q̇2b , (5.7)
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Energía potencial. La energía potencial del pendubot corresponde a:

PP = Pa + Pb, (5.8)

donde Pa y Pb denotan la energía potencial del eslabón A y del eslabón B, respectiva-
mente. Siendo estas dadas por:

Pa = magya

= magla1senqa,

Pb = mbgyb

= mbg [lasenqa + lb1sen (qa + qb)] ,

de forma que (5.8) resulta ser:

PP = (mala1 +mbla) gsenqa +mblb1gsen (qa + qb) . (5.9)

Ecuaciones de movimiento

Debido a que el pendubot es un sistema con 2 GDL, las ecuaciones de movimiento
de Euer-Lagrange para este sistema quedan de�nidas como:

d

dt

(
∂LP

∂q̇a

)
− ∂LP

∂qa
= τP , (5.10)

d

dt

(
∂LP

∂q̇b

)
− ∂LP

∂qb
= 0, (5.11)

siendo LP el lagrangiano del sistema, dado por:

LP = KP − PP (5.12)

=
1

2

(
mala1

2 + Ia +mbl
2
a + 2mblalb1 cos qb +mbl

2
b1 + Ib

)
q̇2a

+ [mblb1 (la cos qb + lb1) + Ib] q̇aq̇b +
1

2

(
mbl

2
b1 + Ib

)
q̇2b

− (mala1 +mbla) gsenqa −mblb1gsen (qa + qb) . (5.13)

Tras llevar a cabo las derivadas indicadas en (5.10)�(5.11) se encuentra:

∂LP

∂q̇a
=

(
mal

2
a1 + Ia +mbl

2
a + 2mblalb1 cos qb +mbl

2
b1 + Ib

)
q̇a

+ [mblb1 (la cos qb + lb1) + Ib] q̇b,

d

dt

∂LP

∂q̇a
=

(
mala1

2 + Ia +mbl
2
a + 2mblalb1 cos qb +mbl

2
b1 + Ib

)
q̈a

+ [mblb1 (la cos qb + lb1) + Ib] q̈b − 2mblalb1senqbq̇aq̇b −mblb1lasenqbq̇
2
b ,

∂LP

∂qa
= − (mala1 +mbla) g cos qa −mblb1g cos (qa + qb) ,

∂LP

∂q̇b
= [mblb1 (la cos qb + lb1) + Ib] q̇a +

(
mbl

2
b1 + Ib

)
q̇b,

d

dt

∂LP

∂q̇b
= [mblb1 (la cos qb + lb1) + Ib] q̈a +

(
mbl

2
b1 + Ib

)
q̈b −mblb1lasenqbq̇aq̇b,

∂LP

∂qb
= −mblb1g cos (qa + qb)−mblalb1senqbq̇

2
a −mblb1lasenqbq̇aq̇b.
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Entonces, se encuentran las siguientes ecuaciones de movimiento del pendubot:

τP =
(
mal

2
a1 + Ia +mbl

2
a + 2mblalb1 cos qb +mbl

2
b1 + Ib

)
q̈a

+ [mblb1 (la cos qb + lb1) + Ib] q̈b − 2mblalb1senqbq̇aq̇b −mblb1lasenqbq̇
2
b

+(mala1 +mbla) g cos qa +mblb1g cos (qa + qb) , (5.14)

0 = [mblb1 (la cos qb + lb1) + Ib] q̈a +
(
mbl

2
b1 + Ib

)
q̈b +mblalb1senqbq̇

2
a

+mblb1g cos (qa + qb) , (5.15)

las cuales pueden ser representadas de forma matricial como sigue:

D (qP) q̈P +C (qP, q̇P) q̇P + g(qP) = FP, (5.16)

donde

qP =

[
qa
qb

]
,

D (qP) =

[
D11 D12

D21 D21

]
,

C (qP, q̇P) =

[
−mblalb1senqbq̇b −mblalb1senqbq̇a −mblb1lasenqbq̇b
mblalb1senqbq̇a 0

]
,

g (qP) =

[
(mala1 +mbla) g cos qa +mblb1g cos (qa + qb)

mblb1g cos (qa + qb)

]
,

FP =

[
τP
0

]
,

siendo

D11 = mal
2
a1 + Ia +mbl

2
a + 2mblalb1 cos qb +mbl

2
b1 + Ib,

D12 = D21 = mblb1 (la cos qb + lb1) + Ib,

D22 = mbl
2
b1 + Ib.

5.1.2. Modelo lineal aproximado

En este apartado, a partir del modelo dinámico y no lineal (5.14)�(5.15), se obtiene
el modelo lineal aproximado alrededor de la posición invertida del pendubot. Para lo
cual, se sigue: 1) Representar el modelo no lineal (5.14)�(5.15) en variables de estado,
2) encontrar los puntos de operación del sistema y 3) aplicar el método de linealización
aproximada, como a continuación se desarrolla.

Representación en variables de estado

La representación en varaiables de estado, (2.20), es decir,

ẋ = f (x, u) , (5.17)

y = h (x) ,
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queda rede�nida para el modelo del pendubot, (5.14)�(5.15), de la siguiente manera:


q̇a
q̈a
q̇b
q̈b

 =


f1 (x, u)
f2 (x, u)
f3 (x, u)
f4 (x, u)

 (5.18)

donde 
qa
q̇a
qb
q̇b

 = x,


f1 (x, u)
f2 (x, u)
f3 (x, u)
f4 (x, u)

 = f (x, u) , (5.19)

con

f1 (x, u) = q̇a,

f2 (x, u) =
1

detD (qp)

{(
mbl

2
b1 + Ib

)
τP +

(
mbl

2
b1 + Ib

)
mblalb1senqb (q̇a + q̇b)

2

−
(
mbl

2
b1 + Ib

)
(mala1 +mbla) g cos qa + (mblb1la)

2 cos qbsenqbq̇
2
a

+(mblb1la) (mblb1) g cos qb cos (qa + qb)} ,
f3 (x, u) = q̇b,

f4 (x, u) =
1

detD (qp)

{(
mbl

2
b1 + Ib +mblb1la cos qb

)
[(mala1 +mbla) g cos qa − τP ]

− (mala1 +mbla)mblalb1senqb (q̇a + q̇b)
2

−
(
mal

2
a1 + Ia +mbl

2
a +mblalb1 cos qb

)
(mblalb1senqb) q̇

2
a

−
(
mal

2
a1 + Ia +mbl

2
a +mblalb1 cos qb

)
mblb1g cos (qa + qb)

}
,

siendo τP = u y detD (qp) = (mal
2
a1 + Ia +mbl

2
a) (mb + l2b1 + Ib)− (mblb1la)

2 cos2 qb ̸= 0.

Para obtener q̈a y q̈b se procedió como en las Secciones 2.1.2, 3.1.2 y 4.1.2.

Puntos de operación del sistema

Para determinar los puntos de operación del pendubot se resuelve:


q̇a
q̈a
q̇b
q̈b

 ≡ 0 ≡


f1 (x, u)
f2 (x, u)
f3 (x, u)
f4 (x, u)

 (5.20)



5.1. MODELOS MATEMÁTICOS 139

donde

f1 (x, u) = q̇a,

f2 (x, u) =
1

detD
(
qp

) {(mbl
2
b1 + Ib

)
τP +

(
mbl

2
b1 + Ib

)
mblalb1senqb

(
q̇a + q̇b

)2
−
(
mbl

2
b1 + Ib

)
(mala1 +mbla) g cos qa + (mblb1la)

2 cos qbsenqbq̇
2

a

+(mblb1la) (mblb1) g cos qb cos (qa + qb)} ,
f3 (x, u) = q̇b,

f4 (x, u) =
1

detD
(
qp

) {(mbl
2
b1 + Ib +mblb1la cos qb

)
[(mala1 +mbla) g cos qa − τP ]

− (mala1 +mbla)mblalb1senqb
(
q̇a + q̇b

)2
−
(
mal

2
a1 + Ia +mbl

2
a +mblalb1 cos qb

)
(mblalb1senqb) q̇

2

a

−
(
mal

2
a1 + Ia +mbl

2
a +mblalb1 cos qb

)
mblb1g cos (qa + qb)

}
,

con [
qa q̇a qb q̇b

]T
= x (5.21)

son aquellos valores constantes del vector de estado x en los cuales el sistema puede
permanecer sin movimiento, bajo el efecto de la entrada constante u = τP .

De la primera y tercera �la de (5.20) se sabe que q̇a = 0 y q̇b = 0; mientras que de la
segunda �la se tiene:

τP =
(mbl

2
b1 + Ib) (mala1 +mbla) g cos qa − (mblb1la) (mblb1) g cos qb cos (qa + qb)

(mblb1 + Ib)
.

(5.22)
Al reemplazar la expresión anterior en la cuarta �la de (5.20) se llega a:

0 = −(mblb1la) (mblb1) g cos (qa + qb)

(mblb1 + Ib)

−
(
mal

2
b1 + Ia +mbl

2
a +mblalb1 cos qb

)
mblb1g cos (q1 + qb) . (5.23)

Para satisfacer la igualdad en (5.23), es su�ciente con que se cumpla:

cos (qa + qb) = 0; (5.24)

esto implica que
qa + qb = ±π

2
n, con n = 1, 3, 5, . . . (5.25)

de donde
qb = ±π

2
n− qa, con qa ∈

[
−π

2
n,+

π

2
n
]
. (5.26)

Además, (5.24) reduce a (5.22) a lo siguiente:

τP = (mala1 +mbla) g cos qa. (5.27)

En resumen, los puntos de operación quedan determinados por:

x =


qa
q̇a
qb
q̇a

 =


[
−π

2
n,+π

2
n
]

0
±π

2
n− qa
0

 , τP = (mala1 +mbla) g cos qa, con n = 1, 3, 5, . . .
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de los cuales se escoge el punto de operación para el control lineal, que se presentará en
la Sección 5.3.2, cuando n = 1, es decir:

x =


+π
2

0
0
0

 , τP = 0. (5.28)

Linealización aproximada

El modelo no lineal del pendubot, (5.14)�(5.15), puede ser aproximado alrededor del
punto de operación (5.28) por el modelo lineal (2.26)�(2.27), reescrito a continuación
para facilitar la referencia.

ẋδ = Axδ +Buδ,

yδ = Cxδ,

donde, en el caso del pendubot, se rede�ne lo siguiente:

xδ =


xδ1

xδ2

xδ3

xδ4

 =


qa − qa
q̇a − q̇a
qb − qb
q̇b − q̇b

 =


qa − π

2

q̇a
qb
q̇b

 , uδ = τP − τP = τP ; (5.29)

mientras que las matrices constantes A, B y C quedan rede�nidas como:

A =


∂f1(x,u)

∂qa

∂f1(x,u)
∂q̇a

∂f1(x,u)
∂qb

∂f1(x,u)
∂q̇b

∂f2(x,u)
∂qa

∂f2(x,u)
∂q̇a

∂f2(x,u)
∂qb

∂f2(x,u)
∂q̇b

∂f3(x,u)
∂qa

∂f3(x,u)
∂q̇a

∂f3(x,u)
∂qb

∂f3(x,u)
∂q̇b

∂f4(x,u)
∂qa

∂f4(x,u)
∂q̇a

∂f4(x,u)
∂qb

∂f4(x,u)
∂q̇b


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(x,u)

, B =


∂f1(x,u)

∂u
∂f2(x,u)

∂u
∂f3(x,u)

∂u
∂f4(x,u)

∂u


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(x,u)

,

C =
[

∂h(x)
∂qa

∂h(x)
∂q̇a

∂h(x)
∂qb

∂h(x)
∂q̇b

]∣∣∣
x
.

Después de realizar las derivadas correspondientes y de reducir términos, se encuentra
que A, B y C quedan dadas por:

A =


0 1 0 0
A21 0 A23 0
0 0 0 1
A41 0 A43 0

 , B =


0

B21

0
B41

 ,

C =
[
0 0 1 0

]
,

(5.30)
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con

A21 =
(mbl

2
b1 + Ib) (mala1 +mbla) g − (mblb1la)mblb1g

(mal2a1 + Ia +mbl2a) (mbl2b1 + Ib)− (mblb1la)
2 ,

A23 =
− (mblb1la)mblb1g

(mal2a1 + Ia +mbl2a) (mbl2b1 + Ib)− (mblb1la)
2 ,

A41 =
(mal

2
a1 + Ia +mbl

2
a +mblalb1)mblb1g − (mbl

2
b1 + Ib +mblb1la) (mala1 +mbla) g

(mal2a1 + Ia +mbl2a) (mbl2b1 + Ib)− (mblb1la)
2 ,

A43 =
(mal

2
a1 + Ia +mbl

2
a +mblalb1)mblb1g

(mal2a1 + Ia +mbl2a) (mbl2b1 + Ib)− (mblb1la)
2 ,

B21 =
mbl

2
b1 + Ib

(mal2a1 + Ia +mbl2a) (mbl2b1 + Ib)− (mblb1la)
2 ,

B41 =
− (mbl

2
b1 + Ib +mblb1la)

(mal2a1 + Ia +mbl2a) (mbl2b1 + Ib)− (mblb1la)
2 .

5.1.3. Modelo lineal basado en planitud diferencial

Desde que el determinante de la matriz de controlabilidad del modelo lineal aproxi-
mado del pendubot, C, se obtiene usando (5.30) como sigue:

det C = det
[
B AB A2B A3B

]
,

= det


0 B21 0 A21B21 + A23B41

B21 0 A21B21 + A23B41 0
0 B41 0 A41B21 + A43B41

b41 0 A41B21 + A43B41 0

 ,

=
α2
5α

2
3g

2

(α1α2 − α2
3)

4 ,

el cual es diferente de cero, por lo tanto (2.26)�(2.27) con (5.29) y (5.30) es controlable
y, en consecuencia, diferencialmente plano [271]. Así, la salida plana del pendubot está
dada por:

FP = λ
[
0 0 0 1

]
C−1xδ, (5.31)

donde λ es una constante arbitraria diferente de cero, convenientemente escogida como:

λ = (c2B21 − c1B41)
(
α1α2 − α2

3

)
,

con

c1 =
α2
2α4g + α2

3α5g
2

(α1α2 − α2
3)

2 ,

c2 =
α2α4 (α2 − α3) g − α3α5 (α1 + α3) g

(α1α2 − α2
3)

2 .
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Después de realizar los cálculos correspondientes, se determinan FP y sus primeras cuatro
derivadas con respecto al tiempo como sigue:

FP = xδ1 +
α2

α2 + α3

xδ3, (5.32)

ḞP = xδ2 +
α2

α2 + α3

xδ4, (5.33)

F̈P =
α5g

α2 + α3

(xδ1 + xδ3) , (5.34)

F
(3)
P =

α5g

α2 + α3

(xδ2 + xδ4) , (5.35)

F
(4)
P =

(
α1α5 + α2α4

α1α2 − α2
3

)
gF̈ − α4α5

α1α2 + α2
3

g2F − α3α5

(α2 + α3) (α1α2 − α2
3)
τP . (5.36)

La expresión (5.36) representa el modelo de planitud diferencial que describe la di-
námica del modelo lineal aproximado del pendubot.

5.2. Construcción del sistema

En esta sección se aborda la construcción de un prototipo del pendubot, el cual está
conformado de los siguientes cuatro subsistemas:

A) Actuador, sensores y anillo deslizante: Este subsistema está integrado por un mo-
tor de CD, dos encoders incrementales y un anillo deslizante de ori�cio pasante.
El motor de CD corresponde al modelo 14204S006 de Pittman, un encoder está
contenido en el chasis de este motor y el otro es un encoder miniatura ITD01B14
de Baumer; por último, el anillo deslizante es del modelo SNH012-06S de Senring
Electronics Co., Limited.

B) Etapa de potencia: Está compuesto por una fuente de alimentación conmutada
y un arrancador de servomotores, los cuales en conjunto proporcionan energía al
motor de CD.

C) Estructura mecánica: Corresponde a las partes mecánicas del prototipo, a saber,
eslabones A y B, base del motor y base de la estructura. La base del motor sostiene
al motor de CD, mientras que la base de las estructura sostiene a los eslabones A
y B, base del motor y Subsistemas A y B.

D) Adquisición y procesamiento de datos: Se re�ere a Matlab-Simulink, ControlDesk y
una tarjeta DS1104 de dSPACE, los cuales permiten la implementación de controles
en el prototipo y la visualización de la evolución dinámica del sistema en tiempo
real.

La interacción entre estos subsistemas se representa en la Figura 5.3; mientras que su
descripción se da en los apartados siguientes.
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Figura 5.3: Subsistemas del prototipo de pendubot.

5.2.1. Actuador, sensores y anillo deslizante

Como actuador del prototipo de pendubot se emplea un motor de CD 14204S006
fabricado por Pittman. Este modelo de motor de CD ha sido empleado de manera
satisfactoria en los prototipos de los Capítulos 2, 3 y 4. A manera de recordatorio,
se mencionan algunas de las características del motor de CD 14204S006 como sigue:
Voltaje de alimentación de 24 V, par continuo de 0.18 Nm, corriente a par continuo de
3.67 A y posee un encoder incremental con una resolución de 500 PPR. Este último
permite sensar la posición angular del eslabón A del pendubot; mientras que el encoder
miniatura ITD01B14 de Baumer, con una resolución de 1024 PPR, se usa para sensar la
posición angular del eslabón B del pendubot. Cabe recordar que, el encoder miniatura
ITD01B14 también se ha usado en el prototipo del PISC descrito en el Capítulo 4 y
que tiene las mismas características eléctricas que el encoder miniatura ITD01A4Y1
empleado en el prototipo recon�gurable de PF y PRI introducidos en los Capítulos 2 y
3, respectivamente. Estas características eléctricas pueden consultarse en el Apéndice B.

Debido a que el encoder ITD01B14 debe ser colocado en el pivote del eslabón B,
es decir, en un extremo del eslabón A (ver Figura 5.1), un problema que se presenta
cuando se llevan los eslabones A y B a la posición invertida es el enrollamiento del cable
del encoder en el pivote del eslabón A. Así, para evitar tal problema se considera un
anillo deslizante de ori�cio pasante, del modelo SNH012-06S, manufacturado por Senring
Electronics Co., Limited, el cual se muestra en la Figura 5.4. Algunas de las cracterísticas
de este anillo deslizante son: Ori�cio pasante de 12.7 mm, diámetro exterior de 56 mm,
6 líneas, cada una soporta una corriente de 10 A.

5.2.2. Etapa de potencia

Los dispositivos electrónicos que componen la etapa de potencia son: Una fuente de
alimentación conmutada del modelo HF100W-SF-24 y un arrancador de servomotores
del modelo AZ12A8DDC, el cual es fabricado por Advanced Motion Controls y tiene un
modo de operación por corriente. Ambos dispositivos se emplearon exitosamente en los
prototipos descritos en los Capítulos 2, 3 y 4, donde se ha mencionado que la función de
estos dispositivos es acondicionar la señal de control proporcionada por el Subsistema D
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Figura 5.4: Anillo deslizante SNH012-06S.

(como una relación de corriente), permitiendo manejar el motor de CD y en consecuencia
mover la estructura mecánica. Este acondicionamiento implica garantizar que la corriente
de armadura del motor alcance la corriente deseada impuesta por el control, esto a
través de un lazo de corriente interno que posee el arrancador de servomotores, aislar el
Subsistema D del motor de CD y ampli�car la corriente proveída por el Subsistema D.
Para mayor información sobre la fuente de alimentación y el arrancador de servomotores
veáse el Apéndice B.

5.2.3. Estructura mecánica

Habiendo determinado el actuador, los sensores de posición angular, el anillo desli-
zante y la etapa de potencia, se realizó el CAD de la estructura mecánica del prototipo y,
subsecuentemente, se manufacturaron los elementos mecánicos dibujados. La descripción
del CAD y del proceso de manufactura llevados a cabo se da en los siguientes apartados.

Diseño asistido por computadora

Las partes mecánicas del prototipo del pendubot (eslabones A y B, base del mo-
tor y base de la estructura) se dibujaron y ensamblaron virtualmente con SolidWorks.
También con este software, se generaron los planos y se especi�caron los materiales de
cada elemento mecánico. Los detalles del CAD de cada parte mecánica se presentan a
continuación.

Eslabones. Los eslabones A y B del pendubot fueron dibujados tras considerar que
deben ser ensamblados en la �echa del motor de CD y en la �echa del encoder miniatura,
respectivamente. Así, los elementos mecánicos que componen a los eslabones se presentan
en la Figura 5.5, cuya descripción es la siguiente:

i⃝ Cople del eslabón A. Eje de latón con dos diámetros exteriores, el diámetro
mayor de 29 mm con espesor de 3 mm y el diámetro menor de 12.7 mm con
espesor de 56.6 mm. Este elemento posee una perforación interna, y concénrica
al diámetro exterior de 12.7 mm, de 6.4 mm con una profundidad de 21.9 mm.
Además, en la cara frontal, asociada al diámetro externo de 29 mm tiene tres
barrenos M3 que son utilizados para atornillar la placa del eslabón A.

ii⃝ Placa del eslabón A. Placa de aluminio de 190 mm de largo por 35 mm de
ancho. Posee cha�anes de 17.5 mm de radio en las cuatro esquinas y un corte lon-
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gitudinal de 120 mm de largo por 10 mm de ancho; así como tres perforaciones M3
dispuestas circularmente en la parte superior. Cuenta con otras tres perforaciones
M3 dispuestas circularmente en la parte inferior. Las perforaciones de la parte
superior son para sujetar este elemento al cople del eslabón A, mientras que las
perforaciones inferiores son para atornillar el encoder miniatura. En el centro de la
circunferencia que describen las perforaciones de la parte inferior de este elemento,
se contempló un corte circular de 12 mm de diámetro a través del cual pasa la
�echa del encoder miniatura.

iii⃝ Cople del eslabón B. Eje de latón con dos diámetros exteriores, el díametro
mayor de 29 mm con espesor de 3 mm y el diámetro menor de 8 mm con espesor
de 12.7 mm, y una perforación interna de 4 mm con una profundidad de 8 mm.

iv⃝ Placa del eslabón B. Placa de aluminio similar la placa del eslabón A. Di�ere
únicamente en que no posee las perforaciones M3 en la parte inferior ni el corte
circular de 12 mm. En este caso, las perforaciones M3 en la parte superior son para
atornillar este elemento al cople del eslabón B.

(a) Eslabón A (b) Eslabón B

Figura 5.5: Vista explosionada de los eslabones A y B dibujados en SolidWorks.

Base del motor. Esta parte mecánica fue desarrollada para sostener de forma hori-
zontal al motor de CD 14204S006, los elementos que la integran se muestran en la Figura
5.6; mientras que su descripción es la siguiente:

v⃝ Ángulo. Ángulo de aluminio de 101.6 mm por 101.6 mm por 6.4 mm con cha�anes
de 35 mm de radio. Tiene una perforación en el centro de 19 mm de diámetro y
cuatro barrenos M4 para atornillar el motor de CD 14204S006.

vi⃝ Brida inferior. Placa de aluminio de 101.6 mm de largo por 47.6 mm de alto por
12.7 mm de espesor, con un arco de 27 mm. Este elemento sostiene la parte trasera
del motor de CD 14204S006.

vii⃝ Brida superior. Placa de aluminio con las mismas dimensiones que la brida infe-
rior, la cual sirve para evitar que el motor de CD 14204S006 se mueva bruscamente.
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Figura 5.6: Vista explosionada de la base del motor dibujada en SolidWorks.

Base de la estructura. Para esta parte mecánica se dibujaron los elementos presen-
tados en la Figura 5.7, los cuales se detallan a continuación.

viii⃝ Solera superior. Solera de aluminio de 300 mm de largo por 200 mm de ancho
y 25.4 mm de espesor con cha�anes de 25 mm de radio, así como cuatro barrenos
M6 en las esquinas que sirven para atornillar los per�les verticales (enseguida
mencionados). Además, tiene cuatro barrenos M5 para sujetar la base del motor.

ix⃝ Per�les verticales. Son per�les estructurales de 200 mm, fabricados por Bosch
Rexroth en la serie 30× 30R.

x⃝ Solera inferior. Largo, ancho y barrenos M6 idénticos a la solera superior, pero
con un espesor de 25.4 mm. En este elemento no se consideran los barrenos M5.

Figura 5.7: Vista explosionada de la base de la estructura dibujada en SolidWorks.

El ensamble virtual de los eslabones A y B, la base del motor, la base de la estructura
y el Subsistema A se presenta en la Figura 5.8.
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Figura 5.8: Ensamble en SolidWorks de los Subsistemas A y C.

Manufactura de partes

En seguida se introduce el proceso de manufactura de los elementos mecánicos des-
critos en 5.2.3, donde se emplearon los materiales enumerados en la Tabla 5.1.

Tabla 5.1: Materiales mecánicos para el pendubot

No. de elemento Material
i⃝, iii⃝ Barras redondas de latón con diámetro de 38 mm
ii⃝, iv⃝ Placa de aluminio T�6061 de 6.4 mm

v⃝ Ángulo de aluminio T�6061 de 101.6 mm× 101.6 mm× 6.4 mm
vi⃝, vii⃝ Placas de aluminio T�6061 de 12.7 mm
viii⃝, x⃝ Solera de aluminio T�6061 de 25.4 mm y 38 mm, respectivamente

ix⃝ Per�les estructurales de aluminio Bosh Rexroth 30× 30R

Eslabones. Todos los elementos mecánicos que integran a los eslabones A y B fueron
manufacturados como a continuación se menciona, resultando la Figura 5.9.

i⃝ Cople del eslabón A. Fue obtenido de una barra de latón de 38 mm de diámetro.
Los diámetros externos de 29 mm y 12.7 mm fueron logrados con un torno de
control numérico y buriles; mientras que el diámetro interno de 6.4 mm y los
barrenos M3 fueron realizados con una fresadora de control numérico y fresas de
5 mm y 2.5 mm. La rosca de los barrenos M3 fue realizada manualmente con un
machuelo M3.

ii⃝ Placa del eslabón A. Lograda a partir de las placas de aluminio de 6.4 mm de
espesor, una fresadora de control numérico y fresas de diferentes tamaños. Esto
después de desbastar, hasta obtener el largo, ancho y espesor especi�cados en el
CAD; así como haber logrado los cha�anes. Las perforaciones M3 ubicadas en la
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parte superior e inferior de este elemento, también se realizaron con una fresadora
de control numérico y fresas de 2.5 mm. Por último, el corte circular en el centro
de la circunferencia que describen las tres perforaciones inferiores de la placa del
eslabón A fue realizado con una fresa de 10 mm.

iii⃝ Cople del eslabón B. Fue manufacturado de manera similar que el cople del
eslabón A, respetando las dimensiones especi�cadas en el CAD del pendubot y a
partir de una barra redonda de latón.

iv⃝ Placa del eslabón B. Manufacturada similarmente a la placa del eslabón A.

(a) Eslabón A (b) Eslabón B

Figura 5.9: Eslabones A y B manufacturados.

Base del motor. La manufactura de los elementos mecánicos de la base del motor
fue llevada a cabo de la siguiente manera:

v⃝ Ángulo. Este elemento se obtuvo a través de un corte a la medida de 101.6 mm del
ángulo de aluminio T�6061. Los cha�anes y la perforación de 19 mm de diámetro
fueron realizados con una fresadora de control numérico y fresas de 10 mm; mien-
tras que los cuatro barrenos M4 se hicieron con la fresadora de control numérico y
una fresa de 3 mm.

vi⃝ Brida inferior. Lograda con una placa de aluminio T�6061 de 12.7 mm de espesor.
Las dimensiones a lo largo y ancho, así como el arco de 27 mm fueron conseguidos
con una fresadora de control numérico y con una fresa de 10 mm.

vii⃝ Brida superior. Para este elemento se siguió un proceso similar al seguido en el
caso de la brida inferior.

Dando como resultado la base del motor mostrada en la Figura 5.10.
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Figura 5.10: Base del motor manufacturada.

Base de la estructura. Los elementos mecánicos que componen a la base de la
estructura se manufacturaron como sigue:

viii⃝ Solera superior. Obtenido de la solera de aluminio T�6061. Las dimensiones
deseadas de largo y ancho, los cha�anes y las perforaciones M6 fueron realizadas
con una fresadora de control numérico y dos fresas: una de 10 mm y otra de 6 mm.
La primera fue usada para lograr el largo y ancho deseados, así como los cha�anes;
mientras que la segunda fue empleada para realizar los barrenos M6.

ix⃝ Per�les verticales. Son per�les estructurales Bosch Rexroth en la serie 30×30R,
cuya longitud especi�cada en el CAD fue conseguida por medio de un corte a la
medida.

x⃝ Solera inferior. Conseguida similarmente a la solera superior

Así, al ensamblar la solera superior, los per�les verticales y la solera inferior se consiguió
la base de la estructura presentada en la Figura 5.11.

Figura 5.11: Base de la estructura manufacturada.

Por último, en la Figura 5.12 se muestra el ensamble de los eslabones A y B manufac-
turados, la base del motor construida, la base de la estructura fabricada y los Subsistemas
A y B.
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Figura 5.12: Ensamble de los Subsistemas A, B y C reales.

5.2.4. Adquisición y procesamiento de datos

Matlab-Simulink, ControlDesk y una tarjeta DS1104 de dSPACE conforman el sub-
sistema adquisición y procesamiento de datos del prototipo de pendubot. Desde que
ControlDesk permite la interacción entre Matlab-Simulink y la tarjeta DS1104, con el
Subsistema D se pueden implementar controladores para el prototipo mediante diagra-
mas de bloques programados en Matlab-Simulink; así como adquirir y procesar los datos
asociados a la evolución dinámica de las variables de interés del sistema, estimadas y
calculadas usando la información proporcionada por los encoders incrementales.

Finalmente, al integrar los Subsistemas A (actuador, sensores y anillo deslizante),
B (etapa de potencia), C (estructura mecánica) y D (adquisición y procesamiento de
datos), se logró obtener el prototipo �nal del pendubot que se presenta en la Figura
5.13.

5.2.5. Parámetros del prototipo

En esta sección se miden y calculan los parámetros del prototipo construido del
pendubot; pues son requeridos para llevar a cabo la simulación e implementación ex-
perimental de los controles para swing-up, estabilización y eliminación del ciclo límite
aplicados al sistema. La obtención de los valores numéricos de los parámetros físicos
del pendubot se realizó mediante el uso de dispositivos básicos de medición y fórmulas
matemáticas.

Las longitudes de los eslabones A y B del pendubot fueron obtenidas con un vernier,
siendo la = lb = 0.2 m; por lo que las distancias a sus respectivos centros de masa se
calcularon como la/2 = la1 = 0.1 m y lb/2 = lb1 = 0.1 m. Las masas de los eslabones
fueron encontradas usando una báscula, resultando ma = 0.033 kg y mb = 0.034 kg.
Adicionalmente a esto, con ayuda de la báscula se obtuvieron las masas de los coples
de los eslabones A y B, denotadas como mcopA = 0.0850 kg y mcopB = 0.0280 kg,
respectivamente. Asimismo, se pesó el encoder miniatura, obteniendo su masa como
menc = 0.040 kg.

Con los valores numéricos anteriores, se calcularon las inercias totales de los eslabones
A y B como a continuación se explica. Por un lado, para el eslabón A se consideró:

• La inercia de la �echa tomada de la hojas de datos del motor, es decir, Im =
2.6× 10−5 kg ·m2.
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(a) Vista isométrica (b) Vista frontal

(c) Vista lateral (d) Vista superior

Figura 5.13: Prototipo �nal del pendubot.

• La inercia del cople del eslabón A, calculada con la fórmula [269]:

IcopA =
1

2
mcopA

(
r21A + r2a2

)
= 6.4758× 10−6 kg ·m2,

donde r1A = 0.0032 m y r2A = 0.0155 m corresponden a los diámetros interno y
externo del cople.

• La mitad de la inercia del encoder, calculada como [269]:

Ienc =
1

2
mencr

2
enc = 2.8800× 10−6 kg ·m2, (5.37)

con renc = 0.012 m.

• La propia inercia del eslabón A, calculada usando [269].

Ie =
1

3
mal

2
a = 4.4000× 10−4 kg ·m2.

Por lo tanto, la inercia total calculada para el eslabón A es:

Ia = Im + IcopA + Ienc + Ie = 0.4724× 10−3 kg ·m2. (5.38)

Por otro lado, para el eslabón B se tomó en cuenta:
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• La inercia del cople del eslabón B, calculada con la fórmula [269]:

IcopB =
1

2
mcopBr

2
B = 4.7600× 10−7 kg ·m2,

donde rB = 0.01 m corresponde al diámetro del cople.

• La mitad de la inercia del encoder dada en (5.37):

• La propia inercia del eslabón B, calculada usando [269].

If =
1

12
mbl

2
b = 1.1701× 10−4 kg ·m2.

En consecuencia, la inercia total calculada para el eslabón B es:

Ib = IcopB + Ienc + If = 0.1207× 10−3 kg ·m2. (5.39)

Los parámetros del prototipo de pendubot se presentan en la Tabla 5.2.

Tabla 5.2: Parámetros del prototipo de pendubot construido.

la = 200× 10−3 m
lb = 200× 10−3 m
la1 = 100× 10−3 m
la2 = 100× 10−3 m
ma = 0.033 kg
mb = 0.034 kg
Ia = 0.4724× 10−3 kg ·m2

Ib = 0.1207× 10−3 kg ·m2

La veri�cación de la medición y cálculo de los parámtros del pendubot se llevó a
cabo comparando la frecuencia natural teórica de los eslabones A y B con su respectiva
frecuencia natural obtenida experimentalmente. Para determinar la frecuencia teórica de
los eslabones A y B, se hizo uso del modelo dinámico (5.14)�(5.15) como a continuación
se explica. De (5.14), es decir:

τP =
(
mal

2
a1 + Ia +mbl

2
a + 2mblalb1 cos qb +mbl

2
b1 + Ib

)
q̈a

+ [mblb1 (la cos qb + lb1) + Ib] q̈b − 2mblalb1senqbq̇aq̇b −mblb1lasenqbq̇
2
b

+(mala1 +mbla) g cos qa +mblb1g cos (qa + qb) ,

y despreciando términos asociados con el eslabón B se obtiene:

τP =
(
mal

2
ca + Ia

)
q̈a +malcag cos qa. (5.40)

Recuérdese que (5.14) fue obtenida al considerar al eje horizontal como el eje de referencia
de rotación de qa; entonces, con la intención de representar al eslabón A como un péndulo
simple, se realiza un cambio de eje de referencia de qa (del eje horizontal al vertical) y
se considera τP = 0. Por lo tanto, (5.40) puede escribirse como:

0 =
(
mal

2
ca + Ia

)
q̈a +malcagsenqa. (5.41)
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Más aún, considerando senqa ≈ qa para valores pequeños de qa, (5.41) se reduce a:

0 =
(
mal

2
ca + Ia

)
q̈a +malcagqa,

de donde es claro que la frecuencia natural del eslabón A, cuando no está conectado el
eslabón B y no se aplica par, está dada por:

ωnA
=

√
malcag

mal2ca + Ia
. (5.42)

Al reemplazar los valores numéricos de la Tabla 5.2 en (5.42) se encuentra ωnA
=

6.3515 rad/s. Por otro lado, de (5.15), reescrita enseguida para facilitar la referencia

0 = [mblb1 (la cos qb + lb1) + Ib] q̈a +
(
mbl

2
b1 + Ib

)
q̈b +mblalb1senqbq̇

2
a

+mblb1g cos (qa + qb) ,

se desprecian los términos asociados al eslabón A (es decir, se considera que el eslabón
A permanece sin movimiento), se toma en cuenta que qa se mide a partir del eje vertical
y que senqb ≈ qb para valores pequeños de qb; de tal manera que (5.15) se reduce a lo
siguiente:

0 =
(
mbl

2
cb + Ib

)
q̈b +mblcbgqb. (5.43)

En consecuencia, la frecuencia natural del eslabón B queda determinada por:

ωnB
=

√
mblcbg

mblcb + Ib
. (5.44)

Cuando en (5.44) se reemplazan los valores numéricos de la Tabla 5.2, se encuentra
ωnB

= 8.5088 rad/s.
Ahora bien, para encontrar la frecuencia experimental de los eslabones A y B del

pendubot, primero, se realizó un experimento con sólo el eslabón A del pendubot; es
decir, se desmontó el eslabón B. El experimento consistió en manualmente llevar al
eslabón A, desde la posición colgante, hasta la posicón vertical invertida; una vez en
esta última posición se dejó caer el eslabón A afectado únicamente por la gravedad (esto
es, no se aplicó par externo). Los resultados obtenidos de este experimento se muestran
en la Figura 5.14(a), de donde se obtuvo la frecuencia natural experimental del eslabón
A con la siguiente expresión:

ωneA =
2πnA

t2 − t1
(5.45)

= 6.7926 rad/s,

donde nA es el número de oscilaciones del eslabón A en el intervalo comprendido entre
los tiempos t1 y t2. En la obtención de la frecuencia natural experimental del eslabón B,
ωneB , el experimento se realizó de la siguiente manera: Con el prototipo del pendubot
completo, se inmovilizó el eslabón A en la posición colgante y manualmente se levantó
el eslabón B, partiendo desde la posición colgante, hasta llegar a la posición vertical
invertida; desde ahí, se dejó caer de tal manera que sólo la fuerza de gravedad lo afectaba.
Así, se obtuvo el resultado experimental mostrado en la Figura 5.14(b), de la cual se
encontró ωneB = 8.4908 rad/s usando una expresión similar a (5.45).
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Finalmente, desde que ωnA
= 6.3515 rad/s ≈ ωneA = 6.7926 rad/s y ωnB

= 8.5088 rad/s ≈
ωneA = 8.4908 rad/s, se concluye que los parámetros del péndubot fueron medidos y cal-
culados adecuadamente. Las pequeñas diferencias entres las frecuencias naturales teóri-
cas y experimentales de los eslabones A y B se deben principalmente a que las fuerzas de
fricción no se consideran en el modelo dinámico (5.14)�(5.15), las cuales están presentes
en los prototipos construidos.
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Figura 5.14: Posición de los eslabones del pendubot cuando son afectados sólo por la
gravedad.

5.3. Controlador para swing-up más estabilización

En esta sección se presenta el control que permite resolver el problema de swing-up,
así como el control lineal que llevará a cabo la estabilización. Asimismo, se muestran los
correspondientes resultados tanto de simulación como de experimentación.

5.3.1. Control para levantar el péndulo (swing-up)

Para llevar a cabo el swing-up del pendubot, se empleó el método de la linealización
parcial colocada reportado en [280] para derivar en un control de seguimiento de trayec-
toria de la coordenada actuada (eslabón A), es decir, el swing-up es logrado al proponer
una trayectoria adecuada para el eslabón A. Tal control está dado por [281]:

τPsw =
(α1α2 − α2

3 cos
2 qb)u

α2

− (α2
3 cos qb sin qb) q̇

2
a

α2

−α3 sin qb (qa + qb)
2 + α4g cos (qa + qb)− α3α5g cos qb cos (qa + qb)

α2

,(5.46)

donde

α1 = mal
2
a1 + Ia +mbl

2
a, α2 = mbl

2
b1 + Ib,

α3 = mblb1la, α4 = mala1 +mbla, α5 = mblb1,

y u es un control auxiliar de�nido como:

u = q̈∗a + kė (q̇
∗
a − q̇a) + ke (q

∗
a − qa) (5.47)

siendo q∗a la trayectoria deseada para el eslabón A.
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5.3.2. Control lineal para estabilizar el péndulo

En la Sección 5.1.3 se ha visto que el modelo lineal aproximado del pendubot es
controlable, en consecuencia, se puede proponer un control lineal por relimentación del
vector de estado para llevar a cabo la tarea de estabilización, dado por:

uδ = −Kcxδ,

τP = −k1 (qa − qa)− k2q̇a − k3qb − k4q̇b = τPe , (5.48)

con qa = +
π

2
de�nida en (5.28).

En este caso la selección de las ganancias k1, k2, k3 y k4 se realiza vía la función
Acker( ) de Matlab.

5.3.3. Simulación numérica

La simulación de los controles (5.46) y (5.48), los cuales resuelven indirectamente
el swing-up y directamente la estabilización del péndulo, respectivamente, se realiza al
integrarlos en un controlador híbrido que obedece la siguiente condición de conmutación:{

τPe para
√

x2
δ3 + 0.1x2

δ4 ≤ 0.5 ∧ |xδ1| ≤ 0.3,

τPsw para
√

x2
δ3 + 0.1x2

δ4 > 0.5 ∧ |xδ1| > 0.3,
(5.49)

En la Figura 5.15 se muestra un diagrama de bloques del controlador (5.49).

Control para
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q

> 0:5 ^ xî1j j > 0:3

Figura 5.15: Diagrama de bloques del controlador híbrido (5.49).

La simulación numérica del sistema en lazo cerrado con el controlador (5.49) se llevó
a cabo a través del diagrama de bloques mostrado en la Figura 5.16. Tal diagrama fue
realizado en Matlab-Simulink, el cual consiste de tres bloques, a saber: Controlador,
Sistema y Salidas. La descripción de estos bloques se da a continuación.

• Controlador. Este bloque corresponde al llamado, en el ambiente de Simulink,
Matlab Function [278]. Aquí se programa el controlador híbrido (5.49). Las ganan-
cias asociadas con el control τPsw fueron seleccionadas como:

kė = 250, ke = 275,
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la trayectoria deseada q∗a se propuso de la siguiente manera:

q∗a =

{
qai +

(
qaf − qai

)
pd para t < 6 s,

π

2
+ sen (1.5πt) para t ≥ 6 s,

(5.50)

donde qai y qaf son valores constantes de inicio y �n, respectivamente, de la tra-
yectoria y pd es un polinomio de Bézier, dado por:

pd =



0 para t ≤ t0,(
t−t0
T−t0

)5
[
r1 + r2

(
t−t0
T−t0

)
+ r3

(
t−t0
T−t0

)2

+r4

(
t−t0
T−t0

)3

+ r5

(
t−t0
T−t0

)4

+ r6

(
t−t0
T−t0

)5
]

para t0 < t < T,

1 para t ≥ T,

(5.51)

siendo t0 y T los tiempos de inicio y �n de la interpolación del polinomio de
Bézier. Así, se escogieron qai = −π

2
, qaf =

π

2
, r1 = 252, r2 = −1050, r3 = 1800,

r4 = −1575, r5 = 700 y r6 = −126. Mientras que las ganancias relativas al
control τPe , i.e., k1, k2, k3 y k4 fueron calculadas al escoger el siguiente polinomio
característico deseado para el modelo lineal aproximado del pendubot, evaluado
con la función Acker( ) de Matlab:

pP = s4 + 80s3 + 2000s2 + 9500s+ 15000,

el cual tiene las siguientes raíces:

−37.2093 + 13.8053i, −37.2093− 13.8053i

−2.7907 + 1.3173i, −2.7907− 1.3173i.

• Sistema. En este bloque es un Matlab Function, en el cual se programa el modelo
dinámico del pendubot, (5.14)�(5.15). Donde se usaron los parámetros de la Tabla
5.2 del pendubot construido.

• Salidas. Se re�ere a los bloques que en el ambiente de Matlab-Simulink son lla-
mados to workspace, en los cuales se almacenan arreglos de datos asociados con la
evolución dinámica de las variables del sistema qa, q̇a, qb, q̇b y del control τP .

En la simulación, el tiempo de muestreo y el solucionador empleados fueron 1 ms y
ode1(Euler), respectivamente. La Figura 2.21 muestra los resultados de la simulación.
En esa �gura, se puede ver que el objetivo de control no es logrado; pues el eslabón B
no se estabiliza cuando está cerca de la posición invertida (qa = +

π

2
rad y qb = 0 rad).

5.3.4. Implementación experimental

Para implementar experimentalmente el controlador (5.49), se tuvo que establecer
una conexión entre un programa realizado en Matalab-Simulink y el prototipo construido
de pendubot. Tal conexión se muestra en la Figura 5.18. En la experimentación, se usó
mismo tiempo de muestro y solucionador que en la simulación. Las diferencias entre la
Figura 5.16 y la Figura 5.18 se explican a continuación.
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Figura 5.16: Diagrama de bloques en Matlab-Simulink de la simulación del pendubot en
lazo cerrado.
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Figura 5.17: Resultados de simulación en lazo cerrado del controlador híbrido (5.49).

• Sistema. En experimentación este bloque es reemplazado por el prototipo cons-
truido. Entonces, el encoder ITD01B14 de Baumer, conectado a un canal para
encoder de la tarjeta DS1104, permite sensar qb y calcular q̇b. Mientras que qa y q̇a
se obtienen del encoder integrado al motor de CD 14204S006 Pittman, el cual se
conecta a otro canal para encoder de la tarjeta DS1104. Por otro lado, la corriente
conmutada ic se implementa vía PWM, esto es, a través de un canal de PWM de
la tarjeta DS1104, con una frecuencia de conmutación de 15 kHz. La dirección de
la �echa del motor de CD es indicada por medio de un bit de salida de la tarjeta
DS1104.

• Acondicionador de la entrada. Este bloque no aparece en la Figura 5.16 porque ahí
τP puede aplicarse directamente al sistema. Pero, en experimentación la aplicación
de τP al prototipo requiere el siguiente acondicionamiento:

i) Transformar el par dado por (5.49) en una corriente continua vía (2.54), i.e.:

τP = kii
∗
m,
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donde se recuerda que ki e i∗m son la constante de par y la corriente deseada de
armadura del motor de CD, respectivamente. De (2.54) es claro que

i∗m =
τP
ki

.

Se recuerda también que, i∗m puede tomar valores en el intervalo [−imax,+imax],
con imax siendo la corriente máxima del motor de CD. Para propósitos de im-
plementación de i∗m vía un PWM, es decir, obtener la corriente conmutada ic, la
correspondiente corriente promedio iav se obtiene usando (2.56), es decir:

iav =

∣∣∣∣ i∗m
imax

∣∣∣∣ ,
la cual puede tomar valores en el intervalo [0, 1] y está asociada con el ciclo útil de
trabajo del PWM.

ii) La dirección de i∗m y, en consecuencia, la dirección de la �echa del motor de CD,
se indica en la Figura 5.18 como d y se determina por medio de la condición dada
por (2.57):

d =

{
1 para i∗m ≥ 0,
0 para i∗m < 0.
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Figura 5.18: Diagrama de bloques de Matlab-Simulink para experimentación del pendu-
bot en lazo cerrado.

Los resultados de la implementación experimental del controlador híbrido (5.49) se
muestran en la Figura 5.19. Estos resultados muestran, a diferencia de los resultados de
simulación, que el objetivo de control se logra exitosamente.
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Figura 5.19: Resultados experimentales del pendubot en lazo cerrado con el controlador
híbrido (5.49).

5.3.5. Discusión de resultados

En los resultados de simulación queda de mani�esto que el control (5.46) logra que
se ejecute exitosamente el seguimiento de trayectoria de la coordenada actuada, es decir
que qa → q∗a, aún en presencia de perturbaciones (la conmutación al control lineal por

realimentación del vector de estado (5.48), cuando qa ≈
π

2
y qb ≈ 0, puede considerarse

como una perturbación). Sin embargo, el seguimiento de la trayectoria deseada no logra
llevar a qb lo su�cientemente cerca de la posición invertida. En consecuencia, y debido a
que el control lineal (5.48) es útil únicamente cuando xδ1 = qa−qa → 0 y xδ3 = qb−qb →
0, no se puede lograr la estabilización del pendubot en la posición invertida; pues, nótese
en la Figura 5.17, que la conmutación de controles ocurre cuando la diferencia entre
qa y qa =

π

2
es casi la máxima posible de acuerdo a la senoide programada. Además,

la diferencia entre qb y qb = 0 es también grande. A diferencia de la simulación, en la
experimentación si se logra el objetivo de control (llevar el pendubot desde su posición
colgante hasta la posición vertical invertida y estabilizarlo en esta última). Esto se debe
a que, en el experimento, la conmutación del control (5.46) al control (5.48) ocurre
cuando xδ1 = qa − qa y xδ3 = qb − qb son mucho menores con respecto a lo observado
en la simulación. De hecho al conmutar controles xδ1 = qa − qa es casi cero en la Figura
5.19. Adicionalmente, es bien sabido que en la implementación práctica, el control lineal
(5.48) es efectivo áun con una diferencia un poco mayor a la teórica en los estados
incrementales.

5.4. Esquema de control para eliminar ciclo límite

En este apartado se emplea el esquema de control propuesto en la Sección 2.4.2, y
usado también para el PISC en la Sección 4.4, para la eliminación del ciclo límite en el
sistema pendubot. Se recuerda que el diseño del control está basado en la respuesta en
frecuencia; de tal manera que se obtienen fórmulas precisas que facilitan la sintonización
de sus ganancias.

Aplicando la transformada de Laplace a (5.36) se encuentra que la siguiente función
de transferencia es equivalente al modelo lineal aproximado del pendubot:

GP (s) =
FP (s)

τP (s)
=

−nP

s4 − nP s2 +mP

, (5.52)
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donde FP (s) y τP (s) son la transformada de Laplace de la salida plana y el par aplicado
al pendubot, respectivamente, y que

nP =
α3α5g

(α2 + α3) (α1α2 − α2
3)
,

mP =
α4α5g

2

α1α2 − α2
3

.

Nótese que nP > 0 para cualesquiera parámetros del pendubot y que los cuatro polos de
(5.52) son complejos conjugados, dos de ellos con parte real positiva y los otros dos con
parte real negativa. Entonces, el mismo esquema de control usado para eliminar ciclos
límite en el PF y PISC se emplea para controlar (5.52) como se representa en la Figura
5.20. También nótese que el controlador de la Figura 5.20 es realizable porque consiste
en la realimentación de la salida de la planta y de sus tres primeras derivadas.

üP s( ) FP s( )
GP s( )

kvs
3 + ës2 + kds + kp

üP = 0

Figura 5.20: Sistema de lazo cerrado del pendubot donde se considera la no linealidad
de zona muerta.

Cuando se reemplaza en (2.72), es decir:

τ (s) = kvF (s) s3 + αF (s) s2 + kdF (s) s+ kpF (s) ,

la parametrización diferencial del pendubot (5.32)�(5.36), se encuentra que el control
(2.72) es equivalente al control lineal por realimentación del vector de estado (5.48),
rescrito a continuación para facilitar la referencia.

τP = −k1xδ1 − k2xδ2 − k3xδ3 − k4xδ4,

si se consideran las siguientes relaciones:

−
(

αα5g

α2 + α3

+ kp

)
= k1,

−
(

kvα5g

α2 + α3

+ kd

)
= k2,

−
(
αα5g + α2kp

α2 + α3

)
= k3,

−
(
kvα5g + α2kd

α2 + α3

)
= k4.

(5.53)
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5.4.1. Análisis de existencia de ciclo límite

Nótese que para establecer la existencia de ciclos límite en el sistema péndubot, se
puede proceder similarmente como se hizo para el PF y PISC en las Secciones 2.4.1 y
4.4.1, respectivamente. Para esto, se sugiere en [279], Ch. 5, representar el sistema en
lazo cerrado en la forma estándar mostrada en la Figura 5.21, lo cual se logra al aplicar
álgebra de bloques en la Figura 5.20; siendo la entrada a la no linealidad e = τP (s) ,
mientras que el sistema lineal invariante en el tiempo G(s) es:

G (s) = G1 (s)G2 (s) , (5.54)

donde G1 (s) = −(−nP )
s4−nP s2+mP

, con − (−nP ) > 0, y G2 (s) = kvs
3 + αs2 + kds + kp es

el controlador. Nótese que G(s) tiene cuatro polos y sólo tres ceros, es decir que la
magnitude de (5.54) se comporta como un �ltro pasa bajas, lo cual es requerido para
aplicar el método de la función descriptiva.

+
G(s)

ce

à

R(s) = 0 à e

Figura 5.21: Representación equivalente del diagrama de bloques de la Figura 5.20.

La función descriptiva de la zona muerta, N(A), ya se ha descrito anteriormente en
la Sección 2.4.1. A partir de aquí, se puede realizar el mismo análisis sobre la existencia
de ciclos límite que se llevó a cabo para el PF en la Sección 2.4.1, pero esta vez para el
pendubot. Entonces se puede concluir que, para el pendubot, también existe ciclo límite
si:

G(jω) = − 1

N(A)
.

Ya que N(A) es real y positiva, −1/N(A) es real y negativa. En consecuencia, existe
ciclo límite si el diagrama polar de G(jω) intersecta el eje real negativo en el intervalo
abierto (−∞,−1/k). La frecuencia y amplitud de oscilación son encontradas como el
valor de ω, en G(jω), y A, en −1/N(A), en el punto donde sus grá�cas se cruzan (ver
Figura 5.22).

5.4.2. Sintonización del control

Cuando se considera la Figura 5.20, despreciando la no linealidad de zona muerta,
se obtiene la siguiente función de transferencia en lazo cerrado:

−nP

s4 + nPkvs3 + a1s2 + nPkds+ a2
, (5.55)

donde

a1 = nPα−
(
α1α5 + α2α4

α1α2 − α2
3

)
g,

a2 = mP + nPkp,
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Figura 5.22: Grá�ca polar de G(jω) y −1/N(A).

de lo cual se obtiene que

kv > 0, (5.56)

α > 0 ∧ nPα >
α1α5 + α2α4

α1α2 − α2
3

, (5.57)

kd > 0,

kp > 0

son necesarias para garantizar que todos los coe�cientes del polinomio característico en
(5.55) sean positivos. Por lo tanto, las condiciones (5.56) y (5.57) se usan para escoger
kv y α en el caso del pendubot.

Con kv y α seleccionadas, kd y kp se pueden seleccionar considerando los incisos a),
b), c) y d) de la Sección 4.4.2, es decir:

a) Note que −b41(a23 + a43h) > 0 y − (−nP ) > 0, por lo tanto, la fase de G1(jω) =
b41(a23+a43h)

s2−a43
es −360◦ para toda ω ≥ 0. Esto puede veri�carse reemplazando s por

jω en G1 (s).

b) Reemplazando s por jω en G2 (s) = kvs
3 + α2

s + kds+ kP se encuentra:

G2 (jω) = kv (jω)
3 + α (jω)2 + kd (jω) + kp,

= j
(
kdω − kvω

3
)
+
(
kp − αω2

)
,

cuya magnitud está dada como,

|G2 (jω)| =
√
(kdω − kvω3)2 + (kp − αω2)2. (5.58)

Resolviendo (5.58) para kp, se obtiene:

kp = ±
√

|G2 (jω)|2 − (kdω − kvω3)2 + αω2. (5.59)
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c) Para forzar que el diagrama polar de G (jω) intersecte el eje real negativo, i.e.,
hacer que la fase de G (jω) sea igual a −180◦ para alguna ω > 0, la fase de G2 (jω)
debe ser +180◦ para la misma ω (ver a) arriba), esto es:

∠G2(jω) = arctan

(
kdω − kvω

3

kp − αω2

)
= +180. (5.60)

Esto se satisface si,

kp − αω2 < 0, (5.61)

kdω − kvω
3 = 0. (5.62)

Por lo tanto, el signo en (5.59) tiene que escogerse tal que se cumpla (5.61).

d) De (5.62) se obtiene la siguiente relación para encontrar kd:

kd = kvω
2. (5.63)

Note que para encontrar kp y kd, es necesario proponer la frecuencia ω = ωσ a la cual
se desea que el diagrama polar de G (jω) intersecte el eje real negativo. También, la
magnitud |G2 (jωσ)| que debe introducir el control tiene que conocerse. Para este �n, se
tiene que proponer una magnitud deseada para G (jω) cuando ω = ωσ. Desde que:

|G (jωσ)| = |G1 (jωσ)| · |G2 (jωσ)| ,

entonces

|G2 (jωσ)| =
|G (jωσ)|
|G1 (jωσ)|

. (5.64)

donde |G1 (jωσ)| se puede obtener de los diagramas de Bode de G1 (jω). Así, los diagra-
mas de Bode son una herramienta adecuada para diseãr las ganancias del control kv, α,
kd y kp.

5.4.3. Procedimiento para la eliminación del ciclo límite

El procedimiento experimental para la eliminación del ciclo límite se sustenta en la
conjetura establecida en la Sección 4.4.3, reescrita a continuación:

Conjetura. De acuerdo a la función característica de la no linealidad de zona muerta,
si |e| ≤ δ entonces un valor cero aparece en la entrada de la planta c = 0, i.e., la fuerza
aplicada por el motor al sistema PISC es cero y el prototipo puede permanecer en el
punto de operación. Desde que el umbral δ es incierto debido a que la fricción es incierta,
es natural presentarse si es posible hacer A < δ en experimentos, a pesar que (2.70) es
válida sólo para A ≥ δ. Recuérdese que A ≥ |e| porque A es la amplitud de e. Entonces,
el prototipo puede permanecer en el punto de operación si se escoge A lo su�cientemente
pequeña, i.e., el ciclo límite puede desaparecer bajo estas condiciones.

Para llevar a cabo el procedimiento experimental de eliminación del ciclo, resulta de
utilidad pero no necesario determinar δ. En ese sentido, para el pendubot δ fue obtenido
experimentalmente procediendo similarmente a lo realizado para el PF, es decir, los
experimentos consistieron en aplicar varias ocasiones una rampa de par al motor del



164 CAPÍTULO 5. PENDUBOT

Figura 5.23: Obtención experimental de δ del pendubot.

prototipo el cual fue primeramenteτP = mt y luego τP = −mt, con m = 0.016. Los
resultados obtenidos se presentan en la Figura 5.23, de la cual se escogió el δ más
grande, siendo este δ = 24.7× 10−3.

Ahora bien, con los parámetros de la Tabla 5.2 se encontró lo siguiente:

−nP = −3.7465× 104. (5.65)

Desde este punto se puede aplicar el procedimiento explicado para el PF en la Sección
2.4.2, por lo tanto para el pendubot sólo se presenta la aplicación de tal procedimiento.

5.4.4. Resultados experimentales

Los diagramas de Bode de la planta G1 (jω), se muestran en la Figura 5.24. El
procedimiento de la eliminación del ciclo límite fue iniciado usando ωσ = 10 rad/s, lo
cual de la Figura 5.24 conduce a |G1 (jωσ)|dB = −0.232 dB, i.e.,

|G1 (jωσ)| = 10|G1(jωσ)|dB/20 = 0.9735. (5.66)

También, inicialmente se empleó |G (jωσ)| = 4.
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Figura 5.24: Diagramas de Bode de G1 (s).

Luego kv y α se escogieron con base a (5.56) y (5.57) como sigue:

kv = 0.00140, α = 0.0411.
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Estos valores numéricos fueron empleados para encontrar:

|G2 (jωσ)| =
10

0.9735
= 4.1088. (5.67)

Con este valor numérico, se calcularon (5.59) y (5.63) encontrando las constantes:

kp = 0.0259, kd = 0.0056, (5.68)

El signo �−� fue considerado en (5.59), ya que esto logra que kp − αω2
σ = −4.1088 <

0. Por lo tanto, cuando se usan las relaciones en (5.53) se encuentran las siguientes
ganancias para (5.48):

k1 = −1.2045, k2 = −0.1810,
k3 = −1.2038, k4 = −0.0974.

(5.69)

Los diagramas de Bode de sistema compensado G (s) se muestran en la Figura 5.25.
Ahí se corrobora que el sistema en lazo abierto tiene la pase y magnitud deseadas, es
decir, −180◦, y |G (jωσ)|dB = 12, i.e., |G (jωσ)| ≈ 4. Esto se puede ver claramente en el
diagrama polar de G (jω) presentada en la Figura 5.26.
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Figura 5.25: Diagramas de Bode de G (s).

El control por realimentación del vector de estado, (5.48), fue probado experimental-
mente para estabilizar el pendubot usando las ganancias en (5.69). La etapa de swing-up
fue llevada a cabo manualmente siguiendo la condición de conmutación:

τP =

{
τPe para

√
x2
δ3 + 0.1x2

δ4 ≤ 0.5 ∧ |xδ1| ≤ 0.3,

0 para
√

x2
δ3 + 0.1x2

δ4 > 0.5 ∧ |xδ1| > 0.3,
(5.70)

Los resultados experimentales de (5.70) se muestran en la Figura 5.27. Sóla la parte
de tiempo donde el control lineal is ejecutado. En la Figura 5.27 se observa que hay
ciclo límite, con una amplitud AeP = 0.0605 Nm y una frecuencia de oscilación ωσeP =
2.2737 rad/s.

Todas las ganancias que se implementaron experimentalmente se incluyen en la Tabla
5.3. Esta tabla también incluye la amplitud y frecuencia de oscilación del ciclo límite me-
didas en cada experimento, las cuales son denotadas como AeP y ωσeP , respectivamente.



166 CAPÍTULO 5. PENDUBOT

-3

-2

-1

0

1

2

3

Real

Im
ag

in
ar

io

Sistema: GP
Real: -3.99
Imag: 0.00189

Frec (rad/s): -10

20-2-4-6-8

Figura 5.26: Diagrama polar de G (jω).

0 20 40 60 80
t [s]

1

1.5

2

[r
a
d
]

qa

0 20 40 60 80
t [s]

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

[r
a
d
]

qb

20 40 60 80
t [s]

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

[r
a
d
]

FP

0 20 40 60 80
t [s]

-0.1

0

0.1

[N
m
]

τP

Figura 5.27: Resultados experimentales considerando las ganancias (5.69).

El experimento donde se eliminó por completo el ciclo límite se localiza en |G (jωσ)| = 25
y ωσ = 14 rad/s. Con la intención de dar una mejor idea de la evolución de los experi-
mentos de los presentados en la Figura 5.27, en la Figura 5.28 se muestran resultados
cuando se toma en cuenta |G (jωσ)| = 12 y ωσ = 12 rad/s. En la Figura 5.28 la amplitud
y frecuencia de oscilación del ciclo límite es AeP = 0.0365 Nm y ωσeP = 1.9635 rad/s,
respectivamente. Nótese que la amplitud del ciclo límite es menor que en la Figura 5.27
y que |G (jωσ)| ≫ 1 se satisface. Mientras que el resultado donde el ciclo límite es com-
pletamente eliminado se presenta en la Figura 5.29. Además, la Figura 5.30 muestra
como la amplitud del ciclo límite disminuye hasta desaparecer durante el procedimiento
experimental conforme |G (jωσ)| y ωσ son más grandes. También, en la Figura 5.30 se
puede ver que la amplitud AeP es menor para una |G (jωσ)| dada si se escoge una ωσ

más grande. De acuerdo a la conjetura establecida, esto es útil para eliminar el ciclo
límite porque un valor muy grande de |G (jωσ)| puede resultar en vibración excesiva en
lugar de eliminar el ciclo límite.
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Figura 5.28: Resultados experimentales considerando |G (jωσ)| = 12 y ωσ = 12 rad/s.
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Figura 5.29: Resultados experimentales considerando |G (jωσ)| = 25 y ωσ = 14 rad/s.
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Figura 5.30: Evolución de la amplitud de ciclo límite durante el procedimiento experi-
mental.
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Tabla 5.3: Ganancias calculadas para los controles (2.72) y (5.48).

ωσ

|G (jωσ)| 10 rad
s

12 rad
s

14 rad
s

kv = 0.0014, α = 0.0411, kv = 0.001, α = 0.0434, kv = 0.001, α = 0.049,
kd = 0.1400, kp = 0.0012. kd = 0.1440, kp = 0.0042. kd = 0.1960, kp = 0.2594.

4 k1 = −1.2045, k2 = −0.1810, k1 = −1.2748, k2 = −0.1733, k1 = −1.6940, k2 = −0.2253,
k3 = −1.2038, k4 = −0.0974. k3 = −1.2723, k4 = −0.0873. k3 = −1.5392, k4 = −0.1083.

AeP = 0.0605 Nm, ωσeP = 2.2737 rad
s

AeP = 0.0601 Nm, ωσeP = 2.0039 rad
s

AeP = 0.0509 Nm, ωσeP = 3.1918 rad
s

kv = 0.0019, α = 0.072, kv = 0.0015, α = 0.076, kv = 0.0014, α = 0.084,
kd = 0.1900, kp = 0.0097. kd = 0.2160, kp = 0.0146. kd = 0.2744, kp = 0.1110.

7 k1 = −2.1176, k2 = −0.2456, k1 = −0.2599, k2 = −0.2599, k1 = −2.5702, k2 = −0.3154,
k3 = −2.1119, k4 = −0.1322. k3 = −2.2309, k4 = −0.1310. k3 = −2.5040, k4 = −0.1516.

AeP = 0.0530 Nm, ωσeP = 1.8125 rad
s

AeP = 0.0464 Nm, ωσeP = 1.5272 rad
s

AeP = 0.0408 Nm, ωσeP = 2.0790 rad
s

kv = 0.0023, α = 0.103, kv = 0.0021, α = 0.109, kv = 0.0019, α = 0.12,
kd = 0.2300, kp = 0.0281. kd = 0.3024, kp = 0.0825. kd = 0.3724, kp = 0.1585.

10 k1 = −3.0437, k2 = −0.2973, k1 = −3.2737, k2 = −0.3639, k1 = −3.6718, k2 = −0.4280,
k3 = −3.0269, k4 = −0.1601. k3 = −3.2245, k4 = −0.1834. k3 = −3.5772, k4 = −0.2057.

AeP = 0.0476 Nm, ωσeP = 1.4226 rad
s

AeP = 0.0335 Nm, ωσeP = 1.6698 rad
s

AeP = 0.0323 Nm, ωσeP = 2.6050 rad
s

kv = 0.0026, α = 0.124, kv = 0.0026, α = 0.131, kv = 0.0022, α = 0.144,
kd = 0.2600, kp = 0.0737. kd = 0.3744, kp = 0.1278. kd = 0.4312, kp = 0.1902.

12 k1 = −3.7041, k2 = −0.3361, k1 = −3.9631, k2 = −0.4505, k1 = −4.4061;, k2 = −4.4061;,
k3 = −3.6601, k4 = −0.1809. k3 = −3.8868, k4 = −0.2270. k3 = −4.2926, k4 = −0.2382.

AeP = 0.0435 Nm, ωσeP = 1.6046 rad
s

AeP = 0.0302 Nm, ωσeP = 1.9778 rad
s

AeP = 0.0300 Nm, ωσeP = 1.8990 rad
s

kv = 0.0029, α = 0.155, kv = 0.003, α = 0.164, kv = 0.0026, α = 0.18,
kd = 0.2900, kp = 0.0922. kd = 0.1958, kp = 0.4320. kd = 0.5096, kp = 0.2378.

15 k1 = −4.6301, k2 = −0.3749, k1 = −4.9972, k2 = −0.5198, k1 = −5.5077, k2 = 0.5857,
k3 = −4.5751, k4 = 0.2018. k3 = −4.8804, k4 = −0.2620. k3 = 5.3657, k4 = 0.2815.

AeP = 0.0408 Nm, ωσeP = 1.2036 rad
s

AeP = 0.0307 Nm, ωσeP = 1.2487 rad
s

AeP = 0.0309 Nm, ωσeP = 2.3015 rad
s

kv = 0.0032, α = 0.185, kv = 0.0033, α = 0.197, kv = 0.0031, α = 0.216
kd = 0.3200, kp = 0.0106. kd = 0.4752, kp = 0.2637. kd = 0.6076, kp = 0.2854.

18 k1 = −5.4269, k2 = −0.4137, k1 = −6.0313, k2 = −0.5718, k1 = −6.6092, k2 = −0.6984,
k3 = −5.4205, k4 = −0.2227. k3 = −5.8739, k4 = −0.2882. k3 = −6.4389, k4 = −0.3357.

AeP = 0.0336 Nm, ωσeP = 1.8219 rad
s

AeP = 0.0285 Nm, ωσeP = 1.4550 rad
s

AeP = 0.0301 Nm, ωσeP = 3.5677 rad
s

kv = 0.0035, α = 0.216, kv = 0.0036, α = 0.229, kv = 0.0035, α = 0.252,
kd = 0.3500, kp = 0.0290. kd = 0.5184, kp = 0.1877. kd = 0.6860, kp = 0.3329.

21 k1 = −6.3529, k2 = −0.4525, k1 = −6.8921, k2 = −0.6238, k1 = −7.7107, k2 = −0.7885,
k3 = 6.3356, k4 = 0.2436. k3 = −6.7801, k4 = −0.3144. k3 = −7.5120, k4 = −0.3790.

AeP = 0.0285 Nm, ωσeP = 1.3451 rad
s

AeP = 0.0304 Nm, ωσeP = 2.2820 rad
s

AeP = 0.0296 Nm, ωσeP = 1.4981 rad
s

kv = 0.0039, α = 0.257, kv = 0.004, α = 0.272, kv = 0.0039, α = 0.299,
kd = 0.3900, kp = 0.0203. kd = 0.5760, kp = 0.1343. kd = 0.7644, kp = 0.2003.

25 k1 = −7.5445, k2 = −0.5042, k1 = −8.0976, k2 = −0.6931, k1 = −8.9542, k2 = −0.8786,
k3 = −7.5324, k4 = −0.2714. k3 = −8.0175, k4 = −0.3493. k3 = −8.8346, k4 = −0.4223.

AeP = 0.0272 Nm, ωσeP = 1.4470 rad
s

AeP = 0.0258 Nm, ωσeP = 1.7018 rad
s

AeP ≤ δ Nm, ωσe = 0 rad
s
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Capítulo 6

Conclusión y trabajo futuro

En este capítulo se dan las conclusiones relativas a cada uno de los objetivos parti-
culares que permitieron lograr satisfactoriamente el objetivo general de este trabajo. En
ese sentido, se describen las diferentes di�cultades que se superaron para cumplir tales
objetivos. Asimismo, se incluyen sugerencias de trabajo futuro para darle continuidad a
este trabajo de tesis.

6.1. Consecución de los objetivos

En el desarrollo del presente trabajo se ha llevado a cabo el estudio de dos pro-
blemáticas y sus soluciones de control para los sistemas subactuados PF, PRI, PISC y
pendubot. Además, se han propuesto esquemas de control para la eliminación del ciclo
límito en tres de los sistemas mecánicos mencionados, a saber, PF, PISC y pendubot.
Es decir, se cumplió satisfactoriamente el objetivo general del presenta trabajo de tesis.
En ese sentido, los siguientes objetivos particulares fueron logrados:

1. Modelado los cuatro sistemas mecánicos subactuados de interés. Los modelos ob-
tenidos para cada uno de los sistemas fueron el modelo dinámico vía ecuaciones de
movimiento de Euler-Lagrange, el cual no toma en cuenta las fuerzas de fricción,
y una aproximación lineal de este modelo a través de linealización aproximada.
Adicionalmente, un modelo de planitud diferencial, equivalente al modelo lineal
aproximado, fue obtenido para los sistemas PF, PISC y pendubot. Estos modelos
de planitud diferencial fueron empleados para proponer los esquemas de control
que eliminan el ciclo límite.

2. Construcción de los prototipos de los sistemas, cuya identi�cación de parámetros
fue realizada por medio de dispositivos de medición básicos y fórmulas de Física.
Las mediciones y cálculos realizados de los parámetros de tales prototipos fueron
veri�cados al comparar la frecuencia natural teórica con la frecuencia natural expe-
rimental de cada uno de los eslabones de los prototipos, cuando estos son afectados
únicamente por la gravedad. Desde que la frecuencia natural teórica es similar a la
frecuencia natural experimental, se concluye que los parámetros de los prototipos
fueron adecuadamente caracterizados.

3. Para cada uno de los sistemas subactuados PF, PRI, PISC y pendubot, se si-
muló e implementó experimentalmente un controlador híbrido compuesto por dos
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controles. El primer control logró la tarea de swing-up y el segundo la tarea de
estabilización. Para integrar estos dos controles y generar el controlador híbrido,
se hizo uso de una condición de conmutación. Esta fue determina al observar el
comportamiento de los sistemas en lazo cerrado con su correspondiente controlador
híbrido.

En el caso del PF y el PISC se empleó un control no lineal basado en el enfoque de
energía y las propiedades pasivas del sistema, el cual no toma en cuenta las fuerzas
de fricción, para llevar a cabo el swing-up [7]; mientras que para la estabilización
se usó un control lineal por realimentación del vector de estado. En la simulación
e implementación experimental del controlador híbrido para el PF, se obtuvieron
resultados exitosos y repetitivos; de lo cual se concluye que aunque el control que
efectúa la tarea de swing-up no considera los efectos de la fricción en el sistema
este es útil para llevar a cabo tal tarea. Asimismo, se concluye que la condición de
conmutación usada es adecuada para lograr el pertinente intercambio de ejecución
de los controles. Del controlador híbrido para el PISC se obtuvieron resultados
exitosos y repetitivos en simulación; sin embargo, en la implementación experi-
mental el control para el swing-up no logró exitosamente que el péndulo alcanzara
una posición cercana a la invertida y, en consecuencia, no se ejecutaba la etapa
de estabilización. Para lograr que el péndulo del PISC alcanzara una posición cer-
cana a la invertida con el control no lineal mencionado para ejecutar la etapa de
swing-up, el control en comento se multiplicó por un factor de tres. Este problema
es principalmente atribuido a las fuerzas de fricción no consideradas en el diseño
del control para el swing-up. Cabe mencionar que entre el PF y el PISC hay una
notable diferencia entre las fuerzas de fricción. En el PF las fuerzas de fricción más
importantes están en la �echa del motor; mientras que en el PISC las fuerzas de
fricción más importantes están en el sistema de carro; ya que, el carro se desliza
sobre un riel por medio de una bolas. Esta es la razón de porque el control no
lineal escogido para ejecutar el swing-up lo logra adecuadamente para el PF, pero
para el PISC debe ser multiplicado por un factor. Por lo tanto, se puede concluir
que el control reportado en [7], para ejecutar la tarea de swing-up en el PF y el
PISC, no es efectivo en presencia de fuerzas de fricción importantes.

Por otro lado, para el PRI el controlador híbrido implementado estuvo integrado
por el control no lineal reportado en [11] y un control lineal por realimentación
del vector de estado. Aunque, tanto en simulación como en experimentación se
obtuvieron resultados exitosos, estos resultados no son siempre repetidos en expe-
rimentación. Esto es, la tarea de estabilización no siempre es ejecutada de manera
exitosa por el control lineal por realimentaciónd el vector de estado; ya que la rue-
da en la posición invertida del péndulo tiende a acelerarse conforme pasa el tiempo
conllevando a que el péndulo oscile con mayor amplitud. Se recuerda que en los
estados del sistema PRI no se considera la posición de la rueda, lo cual implica
que el control por realimentación del vector de estado no puede efectuar control de
posición de la rueda. Esto, además de que el control por realimentación del vector
de estado no es robusto, explica porqué se acelera la rueda en la posción invertida.
De los resultados experimentales obtenidos del PRI en lazo cerrado, se concluye
que otros esquemas de control deberían ser implementados para ejecutar la tarea
de estabilización; esto con la intención de mejorar el desempeño del sistema.
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Finalmente, en el pendubot se logró un controlador híbrido conmutando entre
un control de linealización parcial colocada, para el swing-up, y un control lineal
por realimentación del vector de estado, para la estabilización. Cabe mencionar
que el control por linealización parcial colocada ejecuta la tarea de seguimiento de
trayectoria en el eslabón actuado del pendubot. Esto fue aprovechado para lograr el
swing-up en el sistema, por medio de la propuesta de una adecuada trayectoria. En
este caso, se optó por el control por linealización parcial colocada para llevar a cabo
el swing-up debido a que el control no lineal basado en energía y las propiedades
pasivas del sistema, reportado en [7] para el pendubot, no logró llevar el péndulo a
una posición cercana a la invertida; por lo tanto, no se pudo lograr la estabilziación.
De nueva cuenta este problema es atribuido principalmente a las fuerzas de fricción
no consideradas en el diseño de este último control. Así, se corrobora que el control
para el swing-up reportado en [7] no es efectivo cuando existen importantes fuerzas
de fricción.

4. Para los sistemas PF, PISC y pendubot, se propusieron e implementaron experi-
mentalmente esquemas de control lineal para la eliminación de ciclos límite debidos
a la zona muerta causada por fricción estática. El ciclo límite es un fenómeno que,
de acuerdo a un análisis basado en la función descriptiva y a las pruebas experimen-
tales, se presenta en los sistemas PF, PISC y pendubot cuando son estabilizados
en la posición invertida. Dos esquemas de control diferentes fueron propuestos para
el PF, uno basado en planitud diferencial y el enfoque de respuesta en el tiempo
(lugar de las raíces) y otro basado en planitud diferencial y el enfoque de respuesta
en la frecuencia (diagramas de Bode). Este último esquema de control fue también
aplicado exitosamente en el PISC y pendubot. Desde que los esquemas de control
propuestos para la eliminación del ciclo límite fueron implementados a través del
control lineal por realimentación del vector de estado, se concluye que un simple
control lineal es su�ciente para lograr la eliminación de ciclos límite. Adicionalmen-
te, derivado de que el esquema de control cuyo diseño es logrado vía la respuesta
en el tiempo es intuitivo y recae en la habilidad del diseñador, se concluye que
con el esquema de control diseñado con el enfoque de respuesta en frecuencia es
más fácil lograr la eliminación del ciclo límite en los sistemas mencionados; pues,
existen fórmulas precisas que facilitan la selección de ganancias del esquema de
control.

Particularmente, de la implementación del control lineal por realimentación del
vector de estado usando el esquema de control lineal diseñado con el enfoque de
respuesta en frecuencia, se observó que al usar las ganancias que eliminan el ciclo
límite en el primer experimento llevado a cabo en cada uno de los sistemas (PF,
PISC y pendubot); entonces, el ciclo límite no desaparecía sino que se eliminaba
después de realizar varios experimentos. Esto se debe principalmente a que δ no
tiene el mismo valor en todos los experimentos (ver Figuras 2.40 y 5.23), es decir es
incierto debido a que la fricción es incierta. En ese sentido, para repetir el experi-
mento donde se elimina el ciclo límite, se sugiere que el prototipo correspondiente
sea puesto en marcha previamente a la ejecución del controlador. Para esto, se
puede aplicar al prototipo una señal de entrada senoidal por algunos minutos.
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6.2. Di�cultades enfrentadas

El cumplimiento de los objetivos particulares no fue sencillo; ya que, en el desarrollo
del trabajo se presentaron diversas di�cultades que tuvieron que ser superadas. Algunas
de estas di�cultades se mencionan a continuación:

• La falta de máquinas-herramientas en CIDETEC fue un limitante importe para po-
der construir los prototipos; de modo que se tuvo que recurrir a una isntitución, el
Centro Nacional de Actualización Docente (CNAD) con las máquinas-herramientas
necesarias para tal �n. Desde que el CNAD es una institución educativa del nivel
Medio Superior, su personal no dispone de tiempo dedicado a la fabricación de
prototipos externos, sino que se enfoca principalmente en la impartición de clases
y al desarrollo de proyectos internos. Así, la construcción de los prototipos solici-
tada por el CIDETEC al CNAD, la realizaban en los tiempos libres, lo que implicó
demoras signi�cativas en las construcción de los prototipos.

• Derivado de que el estudio de los sistemas subactuados no es una materia común
que se imparta en el Instituto Politécnico Nacional, la comprensión de las estra-
tegias de control fue inicialmente por cuenta propia. Posteriormente, se optó por
realizar una estancia en la Facultad de Ingeniería de la Universidad Autónoma de
Querétaro, donde se tomaron materias directamente vinculadas al objetivo general
del trabajo de tesis.

• Desde que el control reportado en [7] para llevar a cabo el swing-up en los sistemas
PF, PISC y pendubot presenta problemas, es decir no logra el objetivo, cuando
existen fuerzas de fricción que no pueden ser despreciadas y, motivados por [23],
inicialmente se desarrolló una modi�cación al control en [7] para el PF donde se
compensaba la fricción por medio de un observador que empleaba el modelo de
fricción de Dahl. Aunque en simulación se obtuvieron resultados satisfactorios, tal
control propuesto no pudo llevarse a la experimentación debido a que el parámetro
de ríguidez asociado al modelo de Dahl no se pudo caracterizar para los sistemas
en comento. Esto debido a que tal caracterización requiere de encoders de alta
resolución, los cuales son costosos en exceso y no pudieron adquirirse.

• Desde que en la revisión del estado del arte también se encontró que: a) La ma-
yoría de los diseños de controles se basa únicamente en el modelo matemático del
subsistema estructura mecánica. b) Muy pocos diseños de controles han conside-
rado el modelo matemático de los subsistemas estructura mecánica y actuador. c)
No se han desarrollado esquemas de control donde se tome en cuenta la dinámica
completa de los tres subsistemas que componen a un sistema subactuado (estruc-
tura mecánica, actuador y etapa de potencia); aún cuando, de acuerdo a [282], el
considerar la dinámica asociada a la etapa de potencia en el diseño de controles en
sistemas mecatrónicos conlleva a una mejora en su desempeño. Con la intención
de determinar la pertinencia de desiñar controles, para los sistemas bajo estudio
en el presente trabajo, que consideren las tres dinámicas que en general componen
a mencionados sistemas; también se estudiaron y controlaron etapas de potencia
del tipo �Convertidor electrónico de potencia�Inversor� [283, 284]. De los sistemas
�Convertidor electrónico de potencia�Inversor� tratados, se vislumbró que el más
apropiado para operar como la etapa de potencia de los sistemas PF, PRI, PISC
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y pendubot sería aquel donde participara el convertidor de CD/CD Buck. Sin
embargo, debido a su principio de operación no permite trabajar con corrientes
cercanas a cero, lo cual es necesario en los sistemas pendulares bajo estudio cuan-
do se encuentran alrededor de la posición vertical (esto es implicado de que en tal
posición el par y la fuerza requeridos en los sistemas, según sea el caso, debe tender
a cero). Entonces, se descartó la posibilidad de diseñar controles para los sistemas
bajo estudio donde se consideraran las dinámicas del actuador y de la etapa de
potencia; pero, se logró realizar en robots móviles de ruedas [285,286].

• El presenta trabajo de tesis se planteó en un principio para realizarlo en 4 años,
pensando en que se extendería la duración del programa doctoral de 3 a 4 años
con el bene�cio de beca de CONACYT; sin embargo, esta extensión aún no sido
alcanzada. Por lo tanto, el tiempo para lograr cada objetivo particular del trabajo
se redujo signi�cativamente. Esto implicó trabajar hasta 20 horas diarias, inclui-
dos �nes de semana. El resultado de este esfuerzo se ve re�ejado en el alcance del
presente trabajo, pues se implementaron dos estrategias de control para los cuatro
prototipos comprometidos y se propusieron dos esquemas de control para la elimi-
nación del ciclo límite aplicados uno de ellos a tres de los sistemas bajo estudio y
el otro sólo a un sistema.

6.3. Trabajo futuro

Algunos trabajos que se prodrían desprenderse de este tema de tesis son los siguientes:

• Implementar otras estrategias de control que logren la estabilización del PRI, para
mejorar su desempeño con respecto del logrado con el control por realimentación
del vector de estado.

• Análisis de existencia del ciclo límite en el PRI y, en caso de aplicar, propuesta de
un control que pudiera eliminar el ciclo límite para este mismo sistema.

• Implementar estrategias de control por compensación de fricción. Esto con la inten-
ción de estudiar el comportamiento del ciclo límite en los sistemas de tipo péndulo
invertido construidos.

• Realizar una comparación de desempeño entre esquemas de control basados en
compensación de fricción y los esquemas propuestos en este trabajo para eliminar
el ciclo límite.

• Reemplazar la tarjeta DS1104 por tarjetas de desarrollo económicas, lo cual no
resulta trivial lograr en los sistemas estudiados y controlados en el presente trabajo.

• Caracterizar el parámetro de rigidez del modelo de Dahl para el sistema PF e
implementar el control [7] compensando la fricción.

• Desde que el pendubot tiene puntos de operación donde no se requiere un par
que tienda a cero (corriente que tienda a cero), diseñar esquemas de control para
el pendubot que consideren la dinámica del actuador y la dinámica de la etapa
de potencia construida con una conexión �Convertidor electrónico de potencia�
Inversor�.
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Apéndice B

Hojas de datos de los dispositivos
electromecánicos y electrónicos de los
prototipos construidos

En este apéndice se incluyen las hojas de datos de los dispositivos electrónicos y
electromecánicos que integran los prototipos de los sistemas subactuados pendulares
construidos.
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B.1. Actuadores y sensores

Aquí se presentan las hojas de datos de los actuadores y encoders usados en los
prototipos constuidos.

B.1.1. 14204 Brush DC motor con encoder de Pittman
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B.1.2. 2642V0033 DC-micromotor con encoder de Faulhaber
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B.1.3. Miniencoder ITD01A4Y1 de Baumer
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B.1.4. Miniencoder ITD01B14 de Baumer

www.baumer.com/motion

Incremental encoders
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ITD 01 B14 with synchro flange

Features

Mini encoder with shaft ø4 mm–

Resolution max. 1024 ppr–

Optical sensing–

Outer diameter ø24 mm–

TTL or HTL output signals–

Cable output radial or axial–

Technical data - electrical ratings

Voltage supply 5 VDC ±5 %

8...30 VDC

Reverse polarity protectionYes

Consumption w/o load ≤25 mA

Resolution (steps/turn) 30...1024

Reference signal Zero pulse, width 90°

Sensing method Optical

Output frequency ≤100 kHz

Output signals A 90° B, N + inverted

Output circuit TTL

Push-pull short-circuit proof

ITD 01 B14

Technical data - mechanical design

Housing ø24 mm

Shaft ø4 mm

Flange Synchro flange

Protection DIN EN 60529 IP 54

Operating speed ≤18000 rpm

Starting torque ≤0.006 Nm

Admitted shaft load ≤5 N axial

≤8 N radial

Materials Housing: aluminium

Shaft: stainless steel

Operating temperature -20...+85 °C

Relative humidity 90 % non-condensing

Resistance DIN EN 60068-2-6

Vibration 10 g, 55-2000 Hz

DIN EN 60068-2-27

Shock 30 g, 11 ms

Weight approx. 50 g

Connection Cable 1 m

Mini encoder with shaft ø4 mm

Resolution 30...1024 pulses

Optional

Cable with connector–
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B.2. Anillo deslizante

En este apartado se presenta la hoja de datos del anillo deslizante usado únicamente
en el prototipo de pendubot.
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Ring no.#
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4
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B.3. Etapa de potencia

Se introducen las hojas de datos del arrancador de servomotores, de su respectiva
bornera y la fuente de alimentación.

B.3.1. Fuente HF100W-SF-24
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B.3.2. Arrancador de servomotores AZ12A8DDC
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B.3.3. Tarjeta de montaje MC1XAZ01
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B.4. Tarjeta DS1104

Se presentan las hojas técnicas de la tarjeta DS1104, asociadas a los puertos de tal
tarjeta utilizados para la implementación de controladores.
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B.5. CLP1104
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