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tráfico utilizando teoŕıa de juegos para una clase de cadenas de
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a lo largo de éste proceso y a mi hermano por el apoyo brindado

Agradezco especialmente a mi asesor, Dr. Julio Bernardo Clempner Ke-
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Abstract

The traffic signal control plays a fundamental role to improve the effi-
ciency and efficacy of traffic flows in traffic networks. This paper deals with
the solution of the multi-traffic signal control problem for continuos-time
Markov games under the expected average cost criterion. This game descri-
bes a Poisson process where the cars leave the queue in the order they arrive.
Each signal controller (player) aims at finding green time that minimizes its
signal and queuing delay. Then, a conflict appears when each signal controller
tries to minimize its queue. For solving the problem we employ the extra-
proximal method. The solution of the problem is presented in terms of the
Nash equilibrium. The c−variable method is extended with a special restric-
tion for continuous-time Markov chains to obtain the set of average optimal
policies. Finally, we illustrate an application example with method proposed.

Resumen

El control de la señal de tráfico juega un papel fundamental para mejorar
la eficiencia y la eficacia de los flujos en las redes de tráfico. En este trabajo
se aborda la solución de la señal de control del problema multi-tráfico para
juegos de Markov en tiempo continuo bajo el criterio de costo promedio
esperado. Este juego se describe un proceso de Poisson donde los coches salen
de la cola en el orden en que llegan. Cada controlador de señal (jugador)
tiene como objetivo, encontrar el tiempo verde que minimice la señal y el
tiempo de espera. Entonces, el problema aparece cuando cada controlador
de señal trata de minimizar su cola. Para resolver el problema empleamos el
Método Extraproximal. La solución de la problema se presenta en términos de
equilibrio de Nash. El método de la variable C, se ampĺıa con una restricción
especial cadenas de Markov en tiempo continuo, para obtener el conjunto
de las poĺıticas óptimas promedio. Finalmente, ilustramos un ejemplo de
aplicación con el método propuesto.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Reseña

En la actualidad las personas tienen la necesidad de transportarse de
manera rápida por las ciudades, pero en las calles se encuentran un alto
número de automóviles circulando, ocasionando problemas de congestiona-
miento vehicular, además causando malestar a las personas que tienen la
necesidad de trasladarse a su trabajo o cualquier otro lugar que deseen, tam-
bién el aumento en el consumo de combustible CO2, generando problemas
de salud y “strees” de las personas por el tiempo perdido. En muchos casos
el largo tiempo de espera de los automóviles, hace retardar el movimiento de
traslado de mercanćıas y de servicios, ocasionando el aumento en el precio
de los productos y reduciendo la competitividad de los negocios.

Para tratar de resolver estos problemas, se han construido nuevas calles
alternas o incluso ampliar las ya existentes, aśı como promover el uso de
transporte público bajando el precio del pasaje para evitar el gran número
de automóviles circulando, además existen otras ideas de regular y redirigir
el flujo de tráfico vehicular, usando medidas tales como: Paneles dinámicos
con información de las rutas (que indican velocidades apropiadas, direcciones
preferentes o información de la longitud), control de semáforos, es decir, fre-
cuencia variable en el cambio de luces para proporcionar mejor circulación,
siendo la optimización de los controles de tráfico uno de los problemas más
relevantes en la gestión de tráfico.

11



12 INTRODUCCIÓN

Con respecto al control de los semáforos, el problema es una mala sincroni-
zación ocasionando que el transporte sufra atrasos en el tiempo de recorrido,
debido a su mal funcionamiento, el cual no se adapta a las necesidades de la
población y no toma en cuenta el alto volumen de veh́ıculos, es por esto que
es de suma importancia tener mejor sincronización de los semáforos, que se
encuentran en las intersecciones de las calles, siendo uno de los problemas
más relevantes en la gestión de tráfico, ya que al conseguir una mejor sincroni-
zación, se conseguirá una circulación suave y se evitará largas colas de espera.

La coordinación de los semáforos es una de las soluciones de bajo cos-
to, ya que se puede aprovechar al máximo las condiciones que existen para
mejorar el tránsito y optimizar el funcionamiento de las redes urbanas, dis-
minuyendo el número de paradas y conseguir que los automóviles transiten
a una velocidad constante y minimizar el tiempo de viaje de los usuarios.

El objetivo de la optimización de los semáforos en las intersecciones de
las calles, es minimizar el tiempo de espera; el problema de un controlador de
señal (semáforo) es encontrar una óptima estrategia de la sincronización de la
señal. Cada semáforo apunta a encontrar tiempo verde que minimice su señal
de espera (Clempner y Poznyak (2015)). El control de la señal de tráfico para
múltiples intersecciones se hace dif́ıcil de resolver. La interdependencia entre
los controladores de señal de tráfico, hace dif́ıcil de configurar las señales
correctamente para evitar accidentes y mejorar el rendimiento moderado o
altos volúmenes de tráfico. Un enfoque para hacer frente a este complicado
problema de control de señales de tráfico se está utilizando la teoŕıa de juegos
(Clempner y Poznyak (2015)).

Espećıficamente nos interesa una aproximación local que describe el principio
de una técnica de procesamiento de la cola, donde los automóviles salen de la
cola en el orden que llegan o esperar su turno en una señal de control de tráfi-
co. Fathy y Siyal (1995) proponen un algoritmo que consiste en detectar el
movimiento y los veh́ıculos para las colas, reduciendo los efectos de variación
de condición de las luces y el tiempo de computo, esta operación funciona
de forma continua en todo el subperfil, pero la detección de veh́ıculos sólo se
aplica a la cola de la cola. Lei y Ozguner (1999) describen una combinación
de varios enrutamientos de destino en tiempo real del control de tráfico, ba-
sado en concepto de costo, para trasladarse a destinos diferentes, de acuerdo
a los costo se considera el efecto de la demora causada por las colas en cada

12



INTRODUCCIÓN 13

nodo descendente, el tiempo de viaje de cada enlace descendente y el retra-
so causado por los controles de señal. La estrategia de enrutamiento, es un
método de enrutamiento parcialmente descentralizado y dinámico. De Schut-
ter (1999) desarrolla un modelo que describe la evolución de las longitudes
de cola en cada carril, como una función del tiempo y discute cómo determi-
nar esquemas de conmutación de control de señal óptima para este sistema.
Zhao y Yangzhou (2003) presentan un método de control de la señal para
una sola intersección, basado en sistema cooperativo de infraestructura del
Veh́ıculo, también sugieren la optimización basada en fase. El procedimiento
de estrategia y modelos de tiempo de la señal verde en la rodadura horizonte
temporal de previsión y describe la optimización de la velocidad de orien-
tación. Alvarez y Poznyak (2010) proponen una solución para optimizar la
congestión en una avenida, basa en un modelo señalizado como intersecciones
controladas, utilizando cadenas de Markov finitas. La solución es vista como
un juego no cooperativo, donde cada controlador de señal trata de minimizar
su cola y el equilibrio ε-Nash/Stackelberg es la solución del juego, Moya y
Poznyak (2009) sugieren un juego Stackelberg-Nash usando una versión re-
gularizada del método Extraproximal y para encontrar la solución controlada
utilizan cadenas de Markov finitas, sin evitar intersección. Helbing y Maz-
loumian (2009) discuten el control de señal basado en la minimización de
los tiempos de viaje en general o colas de veh́ıculos, encontrando reǵımenes
de diferentes operaciones, algunos de los cuales implican “más lento es más
rápido el efecto”, donde un cambio de retraso, reduce los tiempos de viaje
promedio, también discutieron el procedimiento y las ventajas de la opti-
mización de múltiples fases además proponen considerar el precio de tener
veh́ıculos recién llegados, con el fin de mejorar el servicio y apoyar la auto
organización de las ondas verdes. Clempner y Poznyak (2015) formulan un
problema de control de señal multitráfico, como un enfoque de juego Stackel-
berg (para los juegos de Markov en tiempo discreto) para resolverlo utilizan
el equilibrio de Nash basado en el método Extraproximal. Los ĺıderes y los
seguidores están determinadas por el número de coches que entra y salen de
las intersecciones de las calles; considerando el problema como un problema
de optimización local, el cual surge cuando se supone que los ajustes de la
señal están diseñados para minimizar la demora de espera de acuerdo con
una poĺıtica local especifica. Fisk y Nguyen (1982) comparan el desempeño
de los diversos métodos para determinar el equilibrio en los flujos en un mo-
delo de red, en las que los controles de intersección, conducen a funciones
de costo particularmente asimétricas. Fisk (1984) describe la configuración
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14 INTRODUCCIÓN

global óptima como un juego Stackelberg, en medio de la red de usuarios y
agencia de tráfico. Chen (1998) muestra el problema como un problema de
control de tráfico dinámico y el problema de asignación dinámica del tráfico
se integran como un juego no cooperativo entre una autoridad de tráfico y
usuarios como un juego Stackelberg. Cascetta, Gallo, y Montella (2006) pre-
sentan la combinación de asignación en el problema de control y muestran que
desciende mediante el diseño de la red de equilibrio más general, proponien-
do un modelo de equilibrio estocástico con funciones de retardo asimétricas.
Allsop (1976) investiga la relación entre el ajuste de la señal y la asignación
de tráfico además propone un programa de dos soluciones al problema de
equilibrio de tráfico, SIGCAP es un programa que sirve para el cálculo de
la capacidad de tráfico de la señal controlada en cruces de carreteras. Allsop
(1971) SIGSET es un programa que calcula ajustes en las señal de tráfico
en cruces de carreteras minimizando el tiempo. Gartner (1983) describe un
método mixto de optimización del tráfico entero, diseñado para optimizar si-
multáneamente todas las variables de control de tráfico de la red. Tan (1979)
trata con el ajuste de la señal como un Problema de optimización y propone
posibles direcciones para el desarrollo de algoritmos aplicables para resolver
problemas de optimización h́ıbrido a gran escala. Lee y Machemehl (1998)
estudian el ajuste de la señal mediante algoritmos genéticos. Cascetta, Gallo,
y Montella (1999) estudian el problema de control de asignación de intersec-
ción combinado, mostrando que desciende del equilibrio en la red, además
proponen un modelo estocástico, con funciones de retardo asimétricos, estu-
diando las propiedades teóricas de los modelos, además proponen y prueban
algunos algoritmos para resolver el problema, con diferentes reglas de control
de la señal optimizados a nivel local estimando su velocidad de convergencia.
Cascetta y cols. (2006) presentan modelos y algoritmos de optimización de
los ajustes de la señal en las redes urbanas, proponiendo un enfoque glo-
bal (optimización de los ajustes de la señal de intersección de intersección).
Cascetta (2009) presenta modelos y aplicaciones relacionadas con el análisis
del sistema de transporte. Cantarella, Improta, y Sforza (1991) y D’Acierno,
Gallo, y Montella (2012) hacen frente a la optimización local del problema
de configuración de la señal, como un problema de punto fijo, donde buscan
un equilibrio para un flujo de tráfico congruente con los costos y los ajustes
de la señal, los ajustes de la señal se obtienen de acuerdo a una poĺıtica local
de control de optimización. Khamis y W. (2014) se centran en el objetivo de
varios controles de señales de tráfico, calculando una configuración de señal
de tráfico constante en cada unión, que optimiza múltiples ı́ndices de rendi-
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1.2. PRINCIPALES RESULTADOS 15

miento. Placzek (2014) introduce un modelo de señal de tráfico para predecir
los efectos de sus posibles acciones de control en un corto horizonte temporal.

1.2. Principales Resultados

Este trabajo trata sobre el control de los flujos de tráfico en optimización
multi intersección para juegos de Markov en tiempo continuo. Centrándose
en algunas caracteŕısticas particulares.

Para obtener una mejor comprensión del problema, se busca obtener
un modelo de teoŕıa de juegos basado en el método Extraproximal para
múltiples intersecciones.

Hasta nuestro conocimiento, el método Extraproximal es el único méto-
do capaz de resolver el problema de encontrar un punto de equilibrio
para múltiples jugadores (Antipin (2005), Clempner y Poznyak (2015),
Trejo, Clempner, y Poznyak (2015))

Este juego describe un proceso de Poisson, donde los coches salen de la
cola en el orden en que llegan. Minimizar las colas de los automóviles
en lugar de los tiempos de viaje, simplifica la solución del problema.

Cada controlador de señal (semáforo), tiene por objetivo reducir el
tiempo de la señal verde en el semáforo y evitar la demora de espera.

El problema es conceptualizado como un juego de Stackelberg, sin em-
bargo la solución se presenta en términos del equilibrio de Nash.

Obtener un modelo de la teoŕıa de juegos basado en el método Extra-
proximal para múltiples intersecciones.

El método de la variable C se ampĺıa con una restricción especial para
cadenas de Markov con tiempo continuo para obtener el conjunto de
poĺıticas óptimas promedio.

15



16 INTRODUCCIÓN

1.3. Cadenas de Markov

1.3.1. Procesos Estocásticos

Un proceso estocástico en tiempo discreto es una sucesión de Variables
Aleatorias {s(1), . . . , s(N)} indexado por un parámetro de tiempo discreto
n, n = 1, 2, . . ., representa el tiempo depende de la aplicación, pero el or-
den de la sucesión es importante, también, no es esencial que la primera vez
sea con n = 1 o que el aumento de tiempo en pasos unitarios, estos son
sólo convenciones que utilizamos al hablar de procesos estocásticos en gene-
ral. Denotamos un proceso estocástico por s(n) y se toma que es el valor
aleatorio del proceso en el momento n. Denotamos el proceso mismo por
{s(n);n ≥ 1} o simplemente como {s(n)}. En la práctica {s(n)}, representa
el estado de un sistema en el tiempo n, El conjunto de todos los estados po-
sibles se llama el espacio de estados del proceso, y por lo general denota por s.

Dado un proceso estocástico s = {s(n);n ≥ 1}, la expresión

P (s(1) = s1, s(2) = s2, . . . , s(n) = sn)

Como una función de

(s1, s2, . . . , sn),

es la función de probabilidad de

s(0), s(1), . . . , s(n)

y se llama una distribución bidimensional infinita de {s(n);n ≥ 1}.

La colección de todas las distribuciones de dimensión finita de un proceso,
determina cómo calcular la probabilidad de cualquier camino proporcionando
una descripción estad́ıstica completa del proceso. Por consiguiente, un modelo
de un proceso estocástico es cualquier conjunto de supuestos que determina
al menos en principio, todas sus distribuciones de dimensión finita y permite
obtener un modelo para contener parámetros no especificados, en cuyo caso
se denomina a veces un modelo paramétrico

16



1.3. CADENAS DE MARKOV 17

1.3.2. Propiedades Básicas de Cadenas de Markov

Denotemos el conjunto de los número Reales como R y el conjunto de
los enteros no negativos se denota por N. Sea (ω, F, P ) un espacio de pro-
babilidad, donde ω es el conjunto de resultados, F , sea A ∈ F , P (A) es la
probabilidad de A. el producto interno de vectores u, v ∈ R

n, es denotado
por 〈u, v〉 = vtu. Sea S un conjunto finito, llamado el espacio de estado que
consiste en todo enteros positivos N ∈ N, de los estados {s1, . . . , sn}.

Definición 1.3.1 Una cadena de Markov estacionaria, es una sucesión de
S valores de variables aleatorias sn, n ∈ N, que satisfacen la condición de
Markov:

P (s(n+ 1) = sj|s(n) = si, s(n− 1) = sin−1 , . . . , s(1) = si1)

= P (s(n+ 1) = sj|s(n) = si) = πij(n) (1.1)

Recordemos que una variable aleatoria s, con Valores en I, es una función
s : Ω → I. La cadena de Markov puede ser representado por un grafo cuyos
nodos son los estados, donde cada borde (si, sj) ∈ S2, está etiquetado por la
probabilidad de transición. La matriz Π = (πij)(si,sj)∈S ∈ [0, 1]S×S, determina
la evolución de la cadena para cada n ∈ N. Πn tiene en cada entrada (si, sj),
la probabilidad de pasar del estado si al estado sj, en exactamente n pasos.

Llamamos (1.1), la condición de Markov. En particular dice que en cual-
quier momento n, el pasado y el futuro del proceso son condicionalmente
independientes, dada la actual.

Observación 1.3.1 La propiedad de Markov (1.1), significa que el estado
actual del sistema determina la probabilidad de un paso hacia el futuro.

La ecuación P (s(n + 1) = sj|s(n) = si), representa la probabilidad de
transición del estado si al estado sj en el tiempo n, si esta probabilidad no
depende de n, se denota por πij y la cadena Markov se dice que es en tiempo
homogénea.

1.3.3. Propiedades de la Matriz de Transición

La matriz πij, es una matriz de transición estacionaria, lo que significa
que πij ≥ 0 ∀i, j ∈ N . Dado que el proceso debe terminar en algún estado la
suma de estas probabilidades sobre todos los estados es igual 1, esto es

17



18 INTRODUCCIÓN

N∑

j=1

πij =
N∑

j=1

P (s(n+ 1) = sj|s(n) = si) = 1

Cualquier matriz cuadrada de entradas no negativas cada una de cuyas
filas suman 1, se llama una matriz estocástica, por lo que, las matrices de
transición de estado son matrices estocásticas; la inversa, cualquier matriz
estocástico es un modelo válido para las probabilidades de transición de una
cadena de Markov.

Esta distribución en tiempo n de cadenas de Markov {s(n);n ≥ 1}, esta
dada por

P (s(n) = si)

sabemos que P (s(n) = si) > 0 y
∑N

i=1 P (s(n) = si) = 1, La distribución
inicial de la cadena viene dada por P (s(n) = si).

Debe ser especificado junto con la matriz de transición ij con el fin de
caracterizar la cadena completamente. En efecto, mediante el uso repetido
del Markov propiedad, obtenemos:

P (s(n)0si; s(n− 1) = sin−1 , . . . s(1) = s1)

1.3.4. Ergodicidad

Definición 1.3.2 Una cadena de Markov se dice que es ergódica o irredu-
cible si su espacio de estados es una sola clase de comunicación, es decir si
todos los estados son alcanzables (∀i, j ∈ ω, i se comunica con j).

Observación 1.3.2 Para cualquier cadena de Markov finita homogénea con
matriz de transición Π = [πij]i,j=1,...,N existe tiempo n0, tal que la probabili-
dad de transición para un estado inicial s1 = s(i) al estado sn0 = s(j), es
estrictamente positivo, es decir

(π̃ij)n0 > 0 para i, j = 1, . . . , N

donde

(π̃ij)n0 = P{sn0 = s(j)|s(i)} = (Πn0)ij

18



1.4. ORGANIZACIÓN DEL TRABAJO 19

En otras palabras, si es posible obtener el tiempo de todos los estados para
todos los demás estados con probabilidad positiva.

Definición 1.3.3 Las siguientes definiciones clasifican las cadenas de Mar-
kov y sus estados como periódica o aperiódica:

estado s(i) se dice que tiene un peŕıodo di ≥ 1, si di es el mayor entero
tal que la Πn = 0, si n no es múltiplo de di. si Π

n = 0, ∀n decimos que
di = ∞

Estado s(i) se dice que es periódico si di = 1

Una cadena de Markov se dice que es aperiódica si todos los estados
son aperiódicos. En palabras, un estado de la cadena de Markov tiene
periodo d, si es posible volver al mismo estado con probabilidad no nula
sólo en algún múltiplo de pasos d y d es el mayor entero con esta
propiedad

1.4. Organización del Trabajo

Este trabajo está organizado de la siguiente manera. En el Caṕıtulo 1, se
presentó la introducción, los principales resultados del trabajo y Preliminares
de Cadenas de Markov. Caṕıtulo 2, se presenta los antecedentes necesarios de
juegos de Markov en tiempo continuo para comprender el resto del trabajo.
Caṕıtulo 3, se presenta la formulación del problema que especifica el sistema
de tráfico investigado en este trabajo, aśı como, la consideración de flujos de
tráfico y la descripción de la dinámica de los juegos. Continuando, se dis-
cute un nuevo enfoque de optimización matemática para una clase especial
de los procesos de toma de Markov de tiempo continuo que tenga en cuenta
las funciones promedio de recompensa. Además se describe el método extra-
proximal y la solución propuesta para calcular el equilibrio de Nash. En las
secciones del caṕıtulo se llega a un concepto del modelo de teoŕıa de juegos,
lo que permite estudiar el comportamiento del control de señal propuesto
anaĺıticamente y resolver el problema en múltiples intersecciones, al finali-
zar el caṕıtulo se muestra la implementación del método extraproximal para
juegos de Markov en tiempo continuo y ejemplos numéricos. En el caṕıtulo
4, se presenta la conclusión.
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Caṕıtulo 2

Juegos de Markov en tiempo

continuo

Denotamos R y N Como el conjunto de números reales y números enteros
no negativos, respectivamente. Un juego para cadenas de Markov con tiempo
continuo (Continuos Time Markov Chain, CTMG), se describe como:

G = (Sl, Al, {Al(s)}s∈S, V
l, Ql)l=1,N (2.1)

donde un jugador se representa por l = 1, N , el espacio de estado Sl, es un
conjunto finito {s(1), . . . , s(N)}, N ∈ N, dotado de la topoloǵıa discreta y el
conjunto de acciones Al es el espacio de la acción (o control), un espacio
métrico dotado de la correspondiente Borel σ-Álgebra B(Al).

Para cada sl ∈ Sl, Al(sl) ⊂ Al, es un conjunto no vació de acciones ad-

misibles en sl y supongamos que es compacto. Considerando que el conjunto
K

l :=
{
(sl, al) : sl ∈ Sl, al ∈ Al(sl)

}
, es la clase de pares admisibles , que se

considera como un subespacio topológico de Sl × Al y de manera similar el
conjunto K :=

{
k : k ∈ ×N

l=1 K
l
}
. V l ∈ B(×N

l=1S
l×K

l) es la función de costo
de una etapa.

La función Ql en (2.1), es la matriz
[
ql(jl|ii,kl)

]
de tasas de transición del

juego satisfaciendo ql(jl|ii,kl) ≥ 0, ∀ (sl, al) ∈ K
l y i 6= j , tal que

[
ql(jl|ii,kl)

]
=





−
∑

i λ
l
i,j(a

l), if i = j

λl
i,j(a

l), if i 6= j
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22 JUEGOS DE MARKOV EN TIEMPO CONTINUO

donde λl
i,j es una tasa de transición entre el estado i y j, λl

i =
∑

j 6=i λi,j es-

ta matriz se supone que conserva
∑Nl

jl=1 q
l
(jl|ii,kl)

= 0 y estable, lo que significa
que

qlil := sup
al∈Al

qlil(al) < ∞ ∀il ∈ Sl

donde qlil := −qlil,il ≥ 0 ∀ al ∈ Al.

Ahora denotamos la matriz de transición por

Πl(t) = [πl
(s,il,τ,jl,kl)

]ii,jl,kl , τ ] ≥ s

tal que πl
(s,il,τ,jl,kl)

= πl
(0,il,t,jl,kl)

, t = τ − s ∀il, jl ∈ Sl y donde

∑Nl

jl=1
πl
(jl|ii,kl)

= 1.

Las ecuaciones de Kolmogorov se pueden escribir como la matriz diferen-
cial.

Π′(t) = Π(t)Q; Π(0) = I

Π(t) ∈ R
N×N , I ∈ R

N×N es la matriz identidad. Este sistema puede resolverse
como

Π(t) = Π(0)eQt = eQt :=
∞∑

t=0

tnQn

n!
(2.2)

y en el estado estacionario, la matriz de transición de probabilidad se define
como:

Π∗ = ĺım
t→∞

Π(t)

Definición 2.0.1 El vector P l ∈ R
N es llamado vector de distribución esta-

cionaria si (
Πl⊤

)∗
P l = P l

Donde
∑Nl

il=1 P
l
il
= 1 Este vector puede ser visto como la proporción largo

plazo de tiempo que el proceso en el estado il ∈ Sl.

Teorema 2.0.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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Ql⊤P l = 0

Πl⊤(t)P l = P l; ∀t ≥ 0

Una estrategia para el jugador l es entonces definido como una sucesión
dl =

{
dl(t), t ≥ 0

}
de núcleos estocásticos dl(t) tal que

para cada t ≥ 0, dl(kl|il)(t), es una medida de probabilidad en Al tal que

dl
(Al(il)|il)

(t) = 1

Para cada El ∈ B(Al) dl
(El|il)

(t) es una función medible Borel en t ≥ 0.

Denotamos porDl la familia de todas las estrategias para el Jugador l. Un
vector multiestrategias d = (d1, ..., dN ) ∈ D := ×N

l=1D
l. A partir de ahora,

vamos a considerar sólo estrategias estacionaria, dl(kl|il)(t) = dl(kl|il). Para cada

estrategia dl(kl|il) la transición asociada tasa de matriz se define como :

Ql(dl) := [qlil,jl(d
l)] =

Ml∑

kl=1

ql(jl|ii,kl)d
l
(kl|il)

de tal manera que en una distribución de estado estacionario para todos
di,k y t ≥ 0, tenemos que Πl∗(d) = ĺım

t→∞
eQ

l(dl)t donde Πl∗
(
dl
)
se controla una

Matriz de transición estacionaria
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Caṕıtulo 3

Solución de control de tráfico

para juegos con cadenas de

Markov con tiempo continuo

3.1. Descripción del sistema de tráfico

En el sistema de control de tráfico se centró en el estudio de señales de
tráfico triple con llegada uniforme y flujos de salida. La extensión del con-
cepto de control para varios semáforos (controles de señal) es sencilla y la
solución sólo depende de que incluye un nuevo semáforo. Se tomarán en cuen-
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ta modelar un semáforo con dos luces: Verde y Rojo.

También suponemos unidireccional de flujos en todas las calles con sen-
tido alterno ya sea recto o giros a la derecha o izquierda. Todo depende de
la dirección de conducción en el cruce. Por ejemplo, en el cruce de tres ca-
lles los caminos unidireccionales implican tres fases posibles de las fases que
se alternan. También vamos a suponer que los veh́ıculos que pasan una luz
verde sin obstrucciones cruzan al respectivo tramo de la calle.

El control de Semáforo consiste en un juego que controla el cruce de
veh́ıculos en la intersección de calles, por ejemplo en dos calles se tendŕıa una
principal y una secundaria o lateral. Sobre cada esquina donde se encuentran
ubicados los semáforos.
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3.2. CONSIDERACIONES DEL FLUJO DE TRÁFICO 27

De la gráfica se muestra la formulación del problema de colas de la técnica
nombrada FIFO (First in, first out), donde los autos salen en el orden que
llegan o esperan su turno en la acción del semáforo, por lo que se asume una
distribución de Poisson, dada por

f(l, [λ+ µ]t) = P (X = l) =
e(λ+µ)t([λ+ µ]t)l

l!
(3.1)

Para una variable aleatoria X, donde l es el actual número de sucesos de
un evento y λ es el número de sucesos del evento, El parámetro de entrada
será denotado por λ y el parámetro de salida será denotado por µ, teniendo
en cuenta que el parámetro de entrada λ > 0 y el parámetro de salida µ > 0,
puede ser diferente para cada semáforo.

3.2. Consideraciones del flujo de tráfico

El flujo de Veh́ıculos es controlado por un semáforo de dos colores de
acciones a1 y a2. Representando las luces rojo y el verde respectivamente.
sea x, y, z los tres controladores correspondientes a los jugadores l = 1, 2, 3.,
en el tiempo t el número total de automóviles en la calle esta definido por
x(t), y(t) y z(t) el número de automóviles que entran se determina por ̺(1)(t),
̺(2)(t) y ̺(3)(t) y el número de salidas de automóviles como υ(1)(t), υ(2)(t)
y υ(3)(t). La capacidad máxima de la calle (la cola) es determinada por x+,
y+ y z+. La dinámica del flujo de veh́ıculos en una simple intersección de las
calles para los jugadores x, y y z es definida como:

a(t) = a1 : rojo(x)/verde(y)/rojo(z)

x(t+ 1) =





x+ x(t) + ̺(1)(t) > x+

x(t) + ̺(1)(t) x(t) + ̺(1)(t) ≤ x+

y(t+ 1) =





y+ y(t) + ̺(2)(t)− υ(2)(t) > y+

[
y(t) + ̺(2)(t)− υ(2)(t)

]
+

y(t) + ̺(2)(t)− υ(2)(t) ≤ y+

z(t+ 1) =





z+ z(t) + ̺(3)(t) > z+

z(t) + ̺(3)(t) z(t) + ̺(3)(t) ≤ z+
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Donde

[ζ]+ =





ζ ζ ≥ 0

0 ζ < 0

a(t) = a2 : verde(x)/rojo(y)/rojo(z)

x(t+ 1) =





x+ x(t) + ̺(1)(t)− υ(1)(t) > x+

[
x(t) + ̺(1)(t)− υ(1)(t)

]
+

x(t) + ̺(1)(t)− υ(1)(t) ≤ x+

y(t+ 1) =





y+ y(t) + ̺(2)(t) > y+

y(t) + ̺(2)(t) y(t) + ̺(2)(t) ≤ y+

z(t+ 1) =





z+ z(t) + ̺(3)(t) > z+

z(t) + ̺(3)(t) z(t) + ̺(3)(t) ≤ z+

a(t) = a3 : rojo(x)/rojo(y)/verde(z)

x(t+ 1) =





x+ x(t) + ̺(1)(t) > x+

x(t) + ̺(1)(t) x(t) + ̺(1)(t) ≤ x+

y(t+ 1) =





y+ y(t) + ̺(2)(t) > y+

y(t) + ̺(2)(t) y(t) + ̺(2)(t) ≤ y+

z(t+ 1) =





z+ z(t) + ̺(3)(t)− υ(3)(t) > z+

[
z(t) + ̺(3)(t)− υ(3)(t)

]
+

z(t) + ̺(3)(t)− υ(3)(t) ≤ z+

Tres acciones a1, a2 y a3 para jugadores (l = x, y, z) debe cumplir las
siguientes restricciones

cl(il|1), c
l
(il|2)

, cl(il|3) > 0 cl(il|1) + cl(il|2) + cl(il|3) = 1

c =
∥∥c(il,kl)

∥∥
kl=1,2,3, il=0,Nl

(cl(il|1), c
l
(il|2)

, cl(il|3)) ∈ ∆
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3.2.1. Dinámica del Juego

La dinámica del juego es la siguiente. Los semáforos continuamente ob-
servan el estado actual de las intersecciones. Cada vez que el juego está en
estado il ∈ Sl en tiempo t > 0, los semáforos eligen independientemente
acciones aj ∈ Al (rojo, verde), de acuerdo con algunas reglas y restricciones
por la intersección. Como consecuencia de ello ocurre lo siguiente

El semáforo l recibe un pago inmediato V l

El sistema pasa a un nuevo estado j 6= i con una posible transición no
homogénea de la función de probabilidad, determinada por las tasas de
transición ql(jl|ii,kl).

El objetivo individual de cada semáforo es

V l(dl) → mı́n
d(l)∈D(l)

(3.2)

minimizar el tiempo de espera encontrando una estrategia óptima de sincro-
nización de la señal d(l) ∈ D(l).

3.2.2. El método de la variable C, para CTMG

Se propone un enfoque de optimización matemática para un clase especial
de los procesos de Markov de tiempo continuo (CTMDP ) tomando en cuenta
las funciones de costo. Estas funciones para cada jugador, depende de los
estados y acciones de todos los otros jugadores, está dada por los valores
W l

(i1,k1;...;iN ,kN ) de manera que (función de costo promedio) V l,en el régimen
estacionario se puede expresar como

Vl (d) :=
∑

i1,k1

..
∑

iN ,kN

W l
(i1,k1,..,iN ,kN )

N∏

l=1

dl(kl|il)P
l
(
sl=s(il)

)

donde

W l
(i1,k1,..,iN ,kN ) =

∑

j1

..
∑

jN

V l
(i1,j1,k1,..,iN ,jN ,kN )

N∏

l=1

πl
(jl|il,kl)

Dado que
cl(il,kl) = dl(kl|il)P

l
(
sl=s(il)

)
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tenemos

Vl (c) :=
∑

i1,k1

..
∑

iN ,kN

W l
(i1,k1,..,iN ,kN )

N∏

l=1

cl(il,kl) (3.3)

c = (c1, ..., cN ). LA variable cl(il,kl) satisface las siguientes restricciones

Cada vector de la matriz cl :=
∥∥∥cl(il,kl)

∥∥∥
il=1,Nl;kl=1,Ml

que representa una

estrategia mixta estacionaria que pertenece al simplex.

SNl×Ml :=





cl(il,kl) ∈ R
Nl×Ml for cl(il,kl)≥0,

donde
∑
il,kl

cl(il,kl)=1
(3.4)

La variable cl(il,kl), satisface el tiempo continuo y las restricciones de
ergodicidad y pertenece a un conjunto convexo, cerrado y acotado,
definido como sigue:

c(l) ∈ C
(l)
adm =





∑
kl

cl(jl,kl)=
∑
il,kl

πl
(jl|il,kl)

cl(il,kl)

∑
il,kl

ql(jl|ii,kl)c
l
(il,kl)

= 0
(3.5)

Notemos que por (3.5) se sigue que

P l
(
s(l)=s(il)

)
=

∑
kl

cl(il,kl)

dl(kl|il) =
cl
(il,kl)∑

kl

cl
(il,kl)

En el caso ergódico
∑
kl

cl(il,kl) > 0 para toda l = 1,N .
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3.3. La solución de Teoŕıa de Juegos de Nash

3.3.1. El equilibrio de Nash

Sea

ul := col
(
c(l)

)
, U l := C

(l)
adm , U :=

N⊗
l=1

U l ∈ R
N

(
l = 1,N

)

donde col es el operador columna.

Consideremos un juego con N jugadores con estrategias ul ∈ U l (l =
1, N) donde U es un conjunto compacto y convexo. Denotemos por u =
(ul, . . . , uN)T ∈ U la estrategia conjunta de los jugadores y ul es una estra-
tegia adjunta del resto de los jugadores ul

ul̂ :=
(
u1, ..., ul−1, ul+1, ..., uN

)⊤
∈ U l̂ :=

N⊗

m=1, m 6=l

Um

tal que u = (ul, ul̂)
(
l = 1,N

)
.

Los jugadores tratan de llegar a un equilibrio de Nash, esto es, para
encontrar una estrategia conjunta u∗ =

(
u1∗, ..., uN∗

)
∈ U satisfaciendo para

cualquier admisible ul ∈ U l y cualquier l = 1,N

G (u, û(u)) :=
N∑
l=1

(
mı́n
ul∈U l

ϕl

(
ul, ul̂

))
− ϕl

(
ul, ul̂

)
(3.6)

donde û(u) = (u1̂⊤, ..., uN̂⊤)⊤ ∈ Û ⊆ R
N (N−1) Donde ϕl

(
ul, ul̂

)
es la función

de costo para el jugador l que desempeña la estrategia ul ∈ U l y el resto de
los jugadores ul̂ ∈ U l̂.

Si consideramos un punto utópico

ūl := argmı́n
ul∈U l

ϕl

(
ul, ul̂

)
(3.7)

entonces, podemos reescribir la ecuación (3.6), como sigue

G (u, û(u)) :=
N∑
l=1

ϕl

(
ūl, ul̂

)
− ϕl

(
ul, ul̂

)
(3.8)
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La función ϕl

(
ul, ul̂

) (
l = 1,N

)
asumimos que son convexos en todos

sus argumentos.

Observación 3.3.1 La función G (u, û(u)), satisface

máx
û(u)∈Û

G (u, û(u)) ≤ 0

donde ϕl

(
ūl, ul̂

)
− ϕl

(
ul, ul̂

)
≤ 0

para algún ul ∈ U l y todo l = 1,N

(3.9)

Definición 3.3.1 Una estrategia u∗ ∈ Uadm, se dice que es un equilibrio de
Nash si

u∗∈Arg mı́n
u∈Uadm

{G (u, û(u)) |G (u, û(u)) ≤ 0} (3.10)

Observación 3.3.2 Si G (u, û(u)), es estrictamente convexo, entonces

u∗=arg mı́n
u∈Uadm

{G (u, û(u)) |G (u, û(u)) ≤ 0}

3.4. La aplicación Principio Lagrange regula-

rizado

Aplicando el principio de Lagrange, de la definición (3.3.1), podemos re-
escribirlo como

u∗∈Arg mı́n
u∈U,û(u)∈Û ,ξ≥0

L(u, û(u), ξ)

L(u, û(u), ξ) := G (u, û(u)) + ξG (u, û(u)) = (1 + ξ)G (u, û(u))

(3.11)

La solución aproximada obtenida por el regularizador de Tikhonov, esta
dado por

u∗
δ=arg mı́n

u∈U,û(u)∈Û
máx
ξ≥0

Lδ(u, û(u), ξ)

Lδ(u, û(u), ξ) := (1 + ξ)Gδ (u, û(u))−
δ
2
ξ2

(3.12)

32



3.5. EL FORMATO PROXIMAL 33

donde δ > 0

Gδ (u, û(u)) = Gδ (u, û(u))+
δ
2
(‖u‖2+‖û(u)‖2) (3.13)

teniendo en cuenta que δ > 0 las funciones consideradas se vuelve a
ser estrictamente convexa que proporciona la singularidad del problema de
optimización condicional considerado, notemos también que la función de
Lagrange en (3.12) satisface el punto de silla, para todo u ∈ U, û ∈ Û , y
ξ ≥ 0 tenemos

Lδ(u
∗
δ , ûδ(u), ξδ)≤Lδ(u

∗
δ , û

∗
δ(u), ξ

∗
δ )≤Lδ(uδ, û

∗
δ(u), ξ

∗
δ ) (3.14)

3.5. El formato proximal

El formato proximal en relación (ver Antipin (2005)) con (3.12), como se
busca el mı́nimo entonces se tiene el cambio de signo es decir:

ξ∗δ = argmáx
ξ≥0

{
−1

2
‖ξ − ξ∗δ‖

2 + γLδ(u
∗
δ , û

∗
δ(u), ξ)

}

u∗
δ = argmı́n

u∈U

{
1
2
‖u− u∗

δ‖
2 + γLδ(u, û

∗
δ(u), ξ

∗
δ )
}

û∗
δ(u) = argmı́n

û∈Û

{
1
2
‖û(u)− û∗

δ(u)‖
2 + γLδ(u

∗
δ , û(u), ξ

∗
δ )
}

(3.15)

donde la solución u∗
δ , û

∗
δ(u), and ξ∗δ , depende de pequeños parámetros

δ, γ > 0.

3.6. El método Extraproximal

Se diseña el método Extraproximal para problema de optimización con
restricciones para el juego de Nash en un formato general (3.12). La versión
iterativa del formato general (n = 0, 1, . . .) del método extraproximal con
unos valores iniciales admisibles (u0 ∈ U, û0(u) ∈ Û , y ξ0 ≥ 0) sigue los
siguientes pasos:
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El primer paso (Predicción)

ξ̄n=argmı́n
ξ≥0

{
1
2
‖ξ − ξn‖

2−γLδ(un, ûn(u),ξ)
}

ūn=argmı́n
u∈U

{
1
2
‖u− un‖

2 + γLδ(u, ûn(u), ξ̄n)
}

ûn(u) = argmı́n
û∈Û

{
1
2
‖û(u)− ûn(u)‖

2+γLδ(un, û(u),ξ̄n)
}

(3.16)

El segundo paso

ξn+1=argmı́n
ξ≥0

{
1
2
‖ξ − ξn‖

2−γLδ(ūn, ûn(u), ξ)
}

un+1=argmı́n
u∈U

{
1
2
‖u− un‖

2 + γLδ(u, ûn(u), ξ̄n)
}

ûn+1(u) = argmı́n
û∈Û

{
1
2
‖û(u)− ûn(u)‖

2+γLδ(ūn, û(u), ξ̄n)
}

(3.17)

3.7. Implantación de juegos de Markov

3.7.1. Función de Costos

El objetivo individual de cada jugador (x) (bajo estrategias estacionarias),
se puede formular como sigue:

V(x) =

y+∑

i(y)j(y)

My∑

k(y)

x+∑

i(x)j(x)

Mx∑

k(x)

k(y) 6=k(x)

j(x)
(
π
(x)

(j(x)|i(x)k(x))
d
(x)

(k(x)|i(x))
P

(x)

(i(x))

)(
π
(y)

(j(y)|i(y)k(y))
d
(y)

(k(y)|i(y))
P

(y)

(i(y))

)

desde
y+∑

i(y)j(y)

My∑
k(y)

π
(y)

(i(y)j(y)|k(y))
= 1 tenemos que

V(x) =
x+∑

i(x)j(x)

Mx∑

k(x)

j(x)
(
π
(x)

(j(x)|i(x)k(x))
d
(x)

(k(x)|i(x))
P

(x)

(i(x))

) y+∑

i(y)

My∑

k(y)

k(y) 6=k(x)

d
(y)

(k(y)|i(y))
P

(y)

(i(y))
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obtenemos que

V(x) =
x+∑

i(x)

Mx∑

k(x)




x+∑

j(x)

j(x)π
(x)

(j(x)|i(x)k(x))


 d

(x)

(k(x)|i(x))
P

(x)

(i(x))

y+∑

i(y)

My∑

k(y)

d
(y)

(k(y)|i(y))
P

(y)

(i(y))

teniendo

W
(x)

(i(x)|k(x))
=

x+∑

j(x)

j(x)π
(x)

(j(x)|i(x)k(x))

donde (i)+ es el tamaño del Buffer (el número máximo de automóviles para
cada jugador l). En general para cada jugador l tenemos

V(l) =

(i)+∑

i(l)

Ml∑

k(l)

W
(l)

(i(l)|k(l))
c
(l)

(i(l)|k(l))

(l̂)+∑

i(l̂)

M
l̂∑

k(l̂)

c
(l̂)

(i(l̂)|k(l̂))

donde
c
(l)

(i(l)|k(l))
= d

(l)

(k(l)|i(l))
P

(l)

(i(l))

c
(l̂)

(i(l̂)|k(l̂))
= d

(l̂)

(k(l̂)|i(l̂))
P

(l̂)

(i(l̂))

El semáforo es basado en la duración de la luz verde, determinado por el
número estimado de veh́ıculos que entran durante un ciclo de luz rojo/verde.
L distancia del jugador l, se calcula en función del tamaño del Buffer ((i)+),
multiplicados por el número de automóviles que entran y salen representados
por la matriz de transición (π

(l)

(i(l)j(l)|k(l))
) y a largo plazo del jugador comple-

mentario (c
(l̂)

(i(l̂)|k(l̂))
), entonces para los jugadores l = x, y, z las siguientes

identidades se tiene

V
(x)(c(x), c(y), c(z)) =

(
x+∑

i(x)

Mx∑

k(x)

W
(x)

(i(x)|k(x))
c
(x)

(i(x)|k(x))

)(
y+∑

i(y)

My∑

k(y)

c
(y)

(i(y)|k(y))

)(
z+∑

i(z)

Mz∑

k(z)

c
(z)

(i(z)|k(z))

)

V
(y)(c(x), c(y), c(z)) =

(
y+∑

i(y)

My∑

k(y)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(y)

(i(y)|k(y))

)(
x+∑

i(x)

Mx∑

k(x)

c
(x)

(i(x)|k(x))

)(
z+∑

i(z)

z+∑

i(z)

c
(z)

(i(z)|k(z))

)

V
(z)(c(x), c(y), c(z)) =

(
z+∑

i(z)

Mz∑

k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(z)

(i(z)|k(z))

)(
x+∑

i(x)

Mx∑

k(x)

c
(x)

(i(x)|k(x))

)(
y+∑

i(y)

My∑

k(y)

c
(y)

(i(y)|k(y))

)

Para n = 0, 1, . . ., se define los vectores
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un =




col c(x) (n)
col c(y) (n)
col c(z) (n)




un = ul̂ =




col c(x̂) (n)
col c(ŷ) (n)
col c(ẑ) (n)




ul =




col c̊(x) (n)
col c̊(y) (n)
col c̊(z) (n)


 =




col arg mı́n
r∈C

(x)
adm

V(x)(r, c(ŷ) (n) , c(ẑ) (n))

col arg mı́n
r∈C

(y)
adm

V(y)(c(x̂) (n) , r, c(ẑ) (n))

col arg mı́n
r∈C

(z)
adm

V(z)(c(x̂) (n) , c(ŷ) (n) , r)




considerando que

Vx
(
c̊
(x)

(i(x)|k(x))
, c

(ŷ)

(i(y)|k(y))
, c

(ẑ)

(i(z)|k(z))

)
≤ Vx

(
c
(x)

(i(x)|k(x))
, c

(ŷ)

(i(y)|k(y))
, c

(ẑ)

(i(z)|k(z))

)

Vy
(
c̊
(y)

(i(y)|k(y))
, c

(x̂)

(i(x)|k(x))
, c

(ẑ)

(i(z)|k(z))

)
≤ Vy

(
c
(y)

(i(y)|k(y))
, c

(x̂)

(i(x)|k(x))
, c

(ẑ)

(i(z)|k(z))

)

Vz
(
c̊
(z)

(i(z)|k(z))
, c

(x̂)

(i(x)|k(x))
, c

(ŷ)

(i(y)|k(y))

)
≤ Vz

(
c
(z)

(i(z)|k(z))
, c

(x̂)

(i(x)|k(x))
, c

(ŷ)

(i(y)|k(y))

)

tenemos que

N∑
l=1

ϕl(u
l, ul̂) = Vx

(
c̊
(x)

(i(x)|k(x))
, c

(ŷ)

(i(y)|k(y))
, c

(ẑ)

(i(z)|k(z))

)
+

+Vy
(
c̊
(y)

(i(y)|k(y))
, c

(x̂)

(i(x)|k(x))
, c

(ẑ)

(i(z)|k(z))

)
+Vz

(
c̊
(z)

(i(z)|k(z))
, c

(x̂)

(i(x)|k(x))
, c

(ŷ)

(i(y)|k(y))

)
=

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x) )̊
c
(x)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x) )̊
c
(y)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y) )̊
c
(z)

(i(z)|k(z))

(3.18)
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N∑
l=1

ϕl(u
l, ul̂) = Vx

(
c
(x)

(i(x)|k(x))
, c

(ŷ)

(i(y)|k(y))
, c

(ẑ)

(i(z)|k(z))

)
+

+Vy
(
c
(y)

(i(y)|k(y))
, c

(x̂)

(i(x)|k(x))
, c

(ẑ)

(i(z)|k(z))

)
+Vz

(
c
(z)

(i(z)|k(z))
, c

(x̂)

(i(x)|k(x))
, c

(ŷ)

(i(y)|k(y))

)
=

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x))
c
(x)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
c
(y)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
c
(z)

(i(z)|k(z))

(3.19)
Para calcular el punto de equilibrio de Nash se define la función gδ(u, x) como
sigue.

N∑
l=1

Gl(ul, ûl) =
N∑
l=1

ϕl(ū
l, ul̂)− ϕl(u

l, ul̂)

ūl = (ūl, ul̂)

ul = (ul, ul̂)

G(u, û) =
N∑
l=1

Gl(ul, ûl)

u = (uT
1 , ..., u

T
n )

T , û = (ûT
1 , ..., û

T
n )

T

ū =




col
∥∥∥̊c(x)

(i(x)|k(x))

∥∥∥
col

∥∥∥c(ŷ)
(i(y)|k(y))

∥∥∥
col

∥∥∥c(ẑ)
(i(z)|k(z))

∥∥∥
col

∥∥∥c(x̂)
(i(x)|k(x))

∥∥∥
col

∥∥∥̊c(y)
(i(y)|k(y))

∥∥∥
col

∥∥∥c(ẑ)
(i(z)|k(z))

∥∥∥
col

∥∥∥c(x̂)
(i(x)|k(x))

∥∥∥
col

∥∥∥c(ŷ)
(i(y)|k(y))

∥∥∥
col

∥∥∥̊c(z)
(i(z)|k(z))

∥∥∥




, u =




col
∥∥∥c(x)

(i(x)|k(x))

∥∥∥
col

∥∥∥c(ŷ)
(i(y)|k(y))

∥∥∥
col

∥∥∥c(ẑ)
(i(z)|k(z))

∥∥∥
col

∥∥∥c(x̂)
(i(x)|k(x))

∥∥∥
col

∥∥∥c(y)
(i(y)|k(y))

∥∥∥
col

∥∥∥c(ẑ)
(i(z)|k(z))

∥∥∥
col

∥∥∥c(x̂)
(i(x)|k(x))

∥∥∥
col

∥∥∥c(ŷ)
(i(y)|k(y))

∥∥∥
col

∥∥∥c(z)
(i(z)|k(z))

∥∥∥
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G(u, û) =
x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x) )̊
c
(x)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x) )̊
c
(y)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y) )̊
c
(z)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x))
c
(x)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
c
(y)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
c
(z)

(i(z)|k(z))

(3.20)

El regularizador para el problema (3.20), es definido como

G(u, û) =
x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x) )̊
c
(x)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x) )̊
c
(y)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y) )̊
c
(z)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x))
c
(x)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
c
(y)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
c
(z)

(i(z)|k(z))
+

δ
2




∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x)

(i(x)|k(x))

c
(y)

(i(y)|k(y))

c
(z)

(i(z)|k(z))

∥∥∥∥∥∥∥∥

2

+

∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x̂)

(i(x)|k(x))

c
(ŷ)

(i(y)|k(y))

c
(ẑ)

(i(z)|k(z))

∥∥∥∥∥∥∥∥

2


(3.21)
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Aplicando el principio Lagrange con la función de Lagrange

Lδ(u, û, ξ) = (1 + ξ)Gδ(u, û)−
δ
2
ξ2 =

(1 + ξ)

[
x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x) )̊
c
(x)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x) )̊
c
(y)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y) )̊
c
(z)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x))
c
(x)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
c
(y)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
c
(z)

(i(z)|k(z))
+

δ
2




∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x)

(i(x)|k(x))

c
(y)

(i(y)|k(y))

c
(z)

(i(z)|k(z))

∥∥∥∥∥∥∥∥

2

+

∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x̂)

(i(x)|k(x))

c
(ŷ)

(i(y)|k(y))

c
(ẑ)

(i(z)|k(z))

∥∥∥∥∥∥∥∥

2



− δ

2
ξ2

3.8. El modelo Nash Extraproximal

El procedimiento para resolver el punto de equilibrio de Nash para el
método extraproximal consiste en la siguiente aplicación de “reglas iterati-
vas”, (por simplicidad sólo presentaremos las ecuaciones correspondientes a
la mitad primer paso, el desarrollo correspondiente a la segunda etapa de la
mitad es similar):

1. Primer paso

[1.a ]

ξ̄n = argmı́n
ξ≥0

{
1
2
(ξ − ξn)

2 − γLδ(un, xn, ξ)
}
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donde
1
2
(ξ − ξn)

2 − γLδ(un, ûn, ξ) =
1
2
(ξ − ξn)

2−

γ(1 + ξ)[
x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x) )̊
c
(x)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)̊c

(y)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)̊c

(z)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x))
c
(x)

(i(x)|k(x))
(n)c

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c

(y)

(i(y)|k(y))
(n)c

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c

(z)

(i(z)|k(z))
(n)+

δ
2




∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x)

(i(x)|k(x))
(n)

c
(y)

(i(y)|k(y))
(n)

c
(z)

(i(z)|k(z))
(n)

∥∥∥∥∥∥∥∥

2

+

∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)

c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)

c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)

∥∥∥∥∥∥∥∥

2



+ γ δ

2
ξ2]

teniendo la derivada con respecto a ξ, tenemos

ξ − ξn−

γ

[
x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x) )̊
c
(x)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)̊c

(y)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)̊c

(z)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x))
c
(x)

(i(x)|k(x))
(n)c

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c

(ẑ)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c

(y)

(i(y)|k(y))
(n)c

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c

(z)

(i(z)|k(z))
(n)+
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δ
2




∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x)

(i(x)|k(x))
(n)

c
(y)

(i(y)|k(y))
(n)

c
(z)

(i(z)|k(z))
(n)

∥∥∥∥∥∥∥∥

2

+

∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)

c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)

c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)

∥∥∥∥∥∥∥∥

2



+ γδξ] = 0

finalmente obtenemos

ξ̄n+1 = [ξn+

γ

[
x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x) )̊
c
(x)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)̊c

(y)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)̊c

(z)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x))
c
(x)

(i(x)|k(x))
(n)c

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c

(y)

(i(y)|k(y))
(n)c

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c

(z)

(i(z)|k(z))
(n)+

δ
2




∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x)

(i(x)|k(x))
(n)

c
(y)

(i(y)|k(y))
(n)

c
(z)

(i(z)|k(z))
(n)

∥∥∥∥∥∥∥∥

2

+

∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)

c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)

c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)

∥∥∥∥∥∥∥∥

2




+

· 1
1+γδ

[1.b ]

un = argmı́n
u∈U

{
1
2
‖u− un‖

2 + γLδ(u, xn, ξn)
}
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SOLUCIÓN DE CONTROL PARA CADENAS DE MARKOV EN

TIEMPO CONTINUO

donde

1
2
‖u− un‖

2 + γLδ(u, ûn, ξn) =

1
2
‖u− un‖

2+

γ(1 + ξn)[
x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x) )̊
c
(x)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)̊c

(y)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)̊c

(z)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x))
c
(x)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c

(y)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c

(z)

(i(z)|k(z))
+

δ
2




∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x)

(i(x)|k(x))

c
(y)

(i(y)|k(y))

c
(z)

(i(z)|k(z))

∥∥∥∥∥∥∥∥

2

+

∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)

c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)

c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)

∥∥∥∥∥∥∥∥

2



− γ δ

2
ξ
2

n]

dado

1
2
‖u− un‖

2 + γLδ(u, ûn, ξn) =

(1
2
+ γ(1 + ξn)

δ
2
)

∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x)

(i(x)|k(x))

c
(y)

(i(y)|k(y))

c
(z)

(i(z)|k(z))

∥∥∥∥∥∥∥∥

2

−




c
(x)

(i(x)|k(x))

c
(y)

(i(y)|k(y))

c
(z)

(i(z)|k(z))




T 


c
(x)

(i(x)|k(x))
(n)

c
(y)

(i(y)|k(y))
(n)

c
(z)

(i(z)|k(z))
(n)




+1
2

∥∥∥∥∥∥∥∥




c
(x)

(i(x)|k(x))
(n)

c
(y)

(i(y)|k(y))
(n)

c
(z)

(i(z)|k(z))
(n)




∥∥∥∥∥∥∥∥

2

+

42



3.8. EL MODELO NASH EXTRAPROXIMAL 43

γ(1 + ξn)

[
x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x) )̊
c
(x)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)̊c

(y)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)̊c

(z)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x))
c
(x)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c

(y)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c

(z)

(i(z)|k(z))
+

δ
2




∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)

c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)

c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)

∥∥∥∥∥∥∥∥

2



− γ δ

2
ξ
2

n]

[1.c ]

ûn = argmı́n
û∈Û

{
1
2
‖û− ûn‖

2 + γLδ(un, û, ξn)
}

donde

1
2
‖û− ûn‖

2 + γLδ(un, û, ξn) =

1
2
‖û− ûn‖

2+

γ(1 + ξn)

[
x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x) )̊
c
(x)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x) )̊
c
(y)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
+
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TIEMPO CONTINUO
x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y) )̊
c
(z)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x))
c
(x)

(i(x)|k(x))
(n)c

(ŷ)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
c
(y)

(i(y)|k(y))
(n)c

(ẑ)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
c
(z)

(i(z)|k(z))
(n)+

δ
2




∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x)

(i(x)|k(x))
(n)

c
(y)

(i(y)|k(y))
(n)

c
(z)

(i(z)|k(z))
(n)

∥∥∥∥∥∥∥∥

2

+

∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x̂)

(i(x)|k(x))

c
(ŷ)

(i(y)|k(y))

c
(ẑ)

(i(z)|k(z))

∥∥∥∥∥∥∥∥

2



− γ δ

2
ξ
2

n]

dado
1
2
‖û− ûn‖

2 + γLδ(un, û, ξn) =

(1
2
+ γ(1 + ξn)

δ
2
)

∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x̂)

(i(x)|k(x))

c
(ŷ)

(i(y)|k(y))

c
(ẑ)

(i(z)|k(z))

∥∥∥∥∥∥∥∥

2

−




c
(x̂)

(i(x)|k(x))

c
(ŷ)

(i(y)|k(y))

c
(ẑ)

(i(z)|k(z))




T 


c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)

c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)

c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)




+1
2

∥∥∥∥∥∥∥∥




c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)

c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)

c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)




∥∥∥∥∥∥∥∥

2

+

γ(1 + ξn)

[
x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x) )̊
c
(x)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x) )̊
c
(y)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y) )̊
c
(z)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x))
c
(x)

(i(x)|k(x))
(n)c

(ŷ)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
c
(y)

(i(y)|k(y))
(n)c

(ẑ)

(i(z)|k(z))
−
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x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
c
(z)

(i(z)|k(z))
(n)+

δ
2




∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x)

(i(x)|k(x))
(n)

c
(y)

(i(y)|k(y))
(n)

c
(z)

(i(z)|k(z))
(n)

∥∥∥∥∥∥∥∥

2



− γ δ

2
ξ
2

n]

2. Segundo paso

2.a

ξn+1 = argmı́n
ξ≥0

{
1
2
(ξ − ξn)

2 − γLδ(ūn, xn, ξ)
}

donde

1
2
(ξ − ξn)

2 − γLδ(ūn, x̄n, ξ) =
1
2
(ξ − ξn)

2−

γ(1 + ξ)

[
x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x) )̊
c
(x)

(i(x)|k(x))
c̄
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c̄

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)̊c

(y)

(i(y)|k(y))
c̄
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c̄

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)̊c

(z)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x))
c̄
(x)

(i(x)|k(x))
(n)c̄

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c̄

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c̄

(y)

(i(y)|k(y))
(n)c̄

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c̄

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c̄

(z)

(i(z)|k(z))
(n)+

δ
2




∥∥∥∥∥∥∥∥

c̄
(x)

(i(x)|k(x))
(n)

c̄
(y)

(i(y)|k(y))
(n)

c̄
(z)

(i(z)|k(z))
(n)

∥∥∥∥∥∥∥∥

2

+

∥∥∥∥∥∥∥∥

c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)

c̄
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)

c̄
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)

∥∥∥∥∥∥∥∥

2



+ γ δ

2
ξ2

45
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SOLUCIÓN DE CONTROL PARA CADENAS DE MARKOV EN

TIEMPO CONTINUO

tomando la derivada con respecto a ξ obtenemos

(ξ − ξn)−

γ

[
x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x) )̊
c
(x)

(i(x)|k(x))
c̄
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c̄

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)̊c

(y)

(i(y)|k(y))
c̄
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c̄

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)̊c

(z)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x))
c̄
(x)

(i(x)|k(x))
(n)c̄

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c̄

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c̄

(y)

(i(y)|k(y))
(n)c̄

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c̄

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c̄

(z)

(i(z)|k(z))
(n)+

δ
2




∥∥∥∥∥∥∥∥

c̄
(x)

(i(x)|k(x))
(n)

c̄
(y)

(i(y)|k(y))
(n)

c̄
(z)

(i(z)|k(z))
(n)

∥∥∥∥∥∥∥∥

2

+

∥∥∥∥∥∥∥∥

c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)

c̄
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)

c̄
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)

∥∥∥∥∥∥∥∥

2



+ γδξ] = 0

finalmente obtenemos

ξn+1 = [ξn+

γ

{
x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x) )̊
c
(x)

(i(x)|k(x))
c̄
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c̄

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)̊c

(y)

(i(y)|k(y))
c̄
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c̄

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)̊c

(z)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x))
c̄
(x)

(i(x)|k(x))
(n)c̄

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c̄

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c̄

(y)

(i(y)|k(y))
(n)c̄

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c̄

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c̄

(z)

(i(z)|k(z))
(n)+
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δ
2




∥∥∥∥∥∥∥∥

c̄
(x)

(i(x)|k(x))
(n)

c̄
(y)

(i(y)|k(y))
(n)

c̄
(z)

(i(z)|k(z))
(n)

∥∥∥∥∥∥∥∥

2

+

∥∥∥∥∥∥∥∥

c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)

c̄
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)

c̄
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)

∥∥∥∥∥∥∥∥

2








+

· 1
1+γδ

2.b

un+1 = argmı́n
u∈U

{
1
2
‖u− un‖

2 + γLδ(u, ûn, ξn)
}

donde

1
2
‖u− un‖

2 + γLδ(u, ûn, ξn) =

1
2
‖u− un‖

2+

γ(1 + ξn)

[
x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x) )̊
c
(x)

(i(x)|k(x))
c̄
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c̄

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)̊c

(y)

(i(y)|k(y))
c̄
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c̄

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)̊c

(z)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x))
c
(x)

(i(x)|k(x))
c̄
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c̄

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c

(y)

(i(y)|k(y))
c̄
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c̄

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c

(z)

(i(z)|k(z))
+

δ
2




∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x)

(i(x)|k(x))

c
(y)

(i(y)|k(y))

c
(z)

(i(z)|k(z))

∥∥∥∥∥∥∥∥

2

+

∥∥∥∥∥∥∥∥

c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)

c̄
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)

c̄
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)

∥∥∥∥∥∥∥∥

2



− γ δ

2
ξ
2

n
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TIEMPO CONTINUO

entonces

1
2
‖u− un‖

2 + γLδ(u, ûn, ξn) =

(1
2
+ γ(1 + ξn)

δ
2
)

∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x)

(i(x)|k(x))

c
(y)

(i(y)|k(y))

c
(z)

(i(z)|k(z))

∥∥∥∥∥∥∥∥

2

−




c
(x)

(i(x)|k(x))

c
(y)

(i(y)|k(y))

c
(z)

(i(z)|k(z))




T 


c
(x)

(i(x)|k(x))
(n)

c
(y)

(i(y)|k(y))
(n)

c
(z)

(i(z)|k(z))
(n)




+1
2

∥∥∥∥∥∥∥∥




c
(x)

(i(x)|k(x))
(n)

c
(y)

(i(y)|k(y))
(n)

c
(z)

(i(z)|k(z))
(n)




∥∥∥∥∥∥∥∥

2

−

γ(1 + ξn)

[
x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x) )̊
c
(x)

(i(x)|k(x))
c̄
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c̄

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)̊c

(y)

(i(y)|k(y))
c̄
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c̄

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)̊c

(z)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x))
c
(x)

(i(x)|k(x))
c̄
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c̄

(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c

(y)

(i(y)|k(y))
c̄
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)c̄

(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)c

(z)

(i(z)|k(z))
+

δ
2




∥∥∥∥∥∥∥∥

c̄
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)

c̄
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)

c̄
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)

∥∥∥∥∥∥∥∥

2



− γ δ

2
ξ
2

n

2.c
ûn+1 = argmı́n

x∈X

{
1
2
‖û− ûn‖

2 + γLδ(ūn, û, ξn)
}

donde
1
2
‖û− ûn‖

2 + γLδ(ūn, û, ξn) =

1
2
‖û− ûn‖

2+
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γ(1 + ξn)

[
x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x) )̊
c
(x)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x) )̊
c
(y)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
+

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y) )̊
c
(z)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(x)

(i(x)|k(x))
c̄
(x)

(i(x)|k(x))
(n)c

(ŷ)

(i(y)|k(y))
c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(y)

(i(y)|k(y))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
c̄
(y)

(i(y)|k(y))
(n)c

(ẑ)

(i(z)|k(z))
−

x+∑
i(x)

y+∑
i(y)

z+∑
i(z)

Mx∑
k(x)

My∑
k(y)

Mz∑
k(z)

W
(z)

(i(z)|k(z))
c
(x̂)

(i(x)|k(x))
c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
c̄
(z)

(i(z)|k(z))
(n)+

δ
2




∥∥∥∥∥∥∥∥

c̄
(x)

(i(x)|k(x))
(n)

c̄
(y)

(i(y)|k(y))
(n)

c̄
(z)

(i(z)|k(z))
(n)

∥∥∥∥∥∥∥∥

2

+

∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x̂)

(i(x)|k(x))

c
(ŷ)

(i(y)|k(y))

c
(ẑ)

(i(z)|k(z))

∥∥∥∥∥∥∥∥

2



− γ δ

2
ξ
2

n

entonces

1
2
‖û− ûn‖

2 − γLδ(ūn, û, ξn) =

(1
2
+ γ(1 + ξn)

δ
2
)

∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x̂)

(i(x)|k(x))

c
(ŷ)

(i(y)|k(y))

c
(ẑ)

(i(z)|k(z))

∥∥∥∥∥∥∥∥

2

−




c
(x̂)

(i(x)|k(x))

c
(ŷ)

(i(y)|k(y))

c
(ẑ)

(i(z)|k(z))




T 


c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)

c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)

c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)




+1
2

∥∥∥∥∥∥∥∥

c
(x̂)

(i(x)|k(x))
(n)

c
(ŷ)

(i(y)|k(y))
(n)

c
(ẑ)

(i(z)|k(z))
(n)

∥∥∥∥∥∥∥∥

2

+
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SOLUCIÓN DE CONTROL PARA CADENAS DE MARKOV EN

TIEMPO CONTINUO

γ(1 + ξn)
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− γ δ

2
ξ
2

n

3.9. Ejemplo Numérico

El ejemplo se trata de un tripe controlador de señal de tráfico (semáforo),
supongamos que existen dos ĺıderes x y y tal que Nx = Ny = N z = 3,
Se define las tasas de matrices de transición se definen como:

Qx,y,z

ij|rojo =



−3 3 0
0 −3 3
0 0 0




Qx,y,z

ij|verde =



−3 3 0
3 −6 3
0 0 0




Qx,y,z

ij|rojo =



−3 3 0
0 −3 3
0 0 0
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Luego, aplicando la ecuación de Kolmogorov (2.2) y resolviendo el problema
utilizando el método extraproximal (3.6) se obtiene:

cli|k =



0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
0.3333 0.3333 0.3333


 , l = x, y, z

Entonces, fijando k y añadiendo por i la fracción de largo plazo del tiempo
para cada jugador es como sigue:

cxk =

[
Rojo Verde Rojo
0.3333 0.3333 0.3333

]

cyk =

[
Verde Rojo Rojo
0.3333 0.3333 0.3333

]

czk =

[
Rojo Rojo Verde
0.3333 0.3333 0.3333

]

Mediante la fijación de la misma α y µ para todos los jugadores que consiguen
una distribución uniforme de la tiempo. Entonces las tasas de matrices de
transición se definen como

Qx,y

ij|rojo =



−3 3 0
0 −3 3
0 0 0




Qx,y

ij|verde =



−3 3 0
3 −6 3
0 0 0




Qx,y

ij|rojo =



−3 3 0
0 −3 3
0 0 0




pero en este caso vamos a aumentar significativamente la salida flujo µ
del controlador de señales z
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Qz
ij|rojo =



−3 3 0
0 −3 3
0 0 0




Qx,y,z

ij|verde =



−3 3 0
3 −6 3
0 4 4




Qz
ij|rojo =



−3 3 0
0 −3 3
0 0 0




Luego, aplicando la ecuación de Kolmogorov (2.2) y resolviendo el pro-
blema usando el método extraproximal (3.6), se obtiene:

cli|k =



0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
0.4925 0.4925 0.0150


 , l = x, y, z

fijando k y añadiendo por i la fracción de largo plazo del tiempo para cada
jugador es como sigue:

cxk =

[
Rojo Verde Rojo
0.4925 0.4925 0.0150

]

cyk =

[
Verde Rojo Rojo
0.4925 0.4925 0.0150

]

czk =

[
Rojo Rojo Verde
0.4925 0.4925 0.0150

]

En la figura (3.1), se demuestra la convergencia de parámetro ξ y en la
figura (3.2), se muestra la convergencia de la estrategias conjuntas cj

i|k para
el controladores de señal x, y y z
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Figura 3.1: Convergencia del parametro Ji

Figura 3.2: Convergencia de estrategias de los Controladores de señal x, y y
z
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Caṕıtulo 4

Conclusión

El control de señal de tráfico juega un papel fundamental para mejorar la
eficiencia y la eficacia de los flujos en las redes de tráfico. Este trabajo trató de
la solución al problema de múltiples controladores de señal para cadenas de
markov en tiempo continuo bajo el criterio de costo promedio esperado. En
este juego se describe un proceso de Poisson donde los coches salen de la cola
en el orden en que llegan, donde cada controlador de señal (jugador) tiene
como objetivo minimizar el tiempo de la luz verde y minimizar la cola de
espera.
Para resolver el problema se empleó el Método extraproximal presentando
en términos del equilibrio de Nash. El método de la variable C, se ampĺıa
con una restricción especial para tiempo continuo de cadenas de Markov para
obtener el conjunto de las poĺıticas óptimas promedio. Finalmente, se expone
la utilidad del método propuesto con un ejemplo de aplicación.
El método extraproximal es capaz de resolver el problema de encontrar un
punto de equilibrio para múltiples controladores de señal de tráfico.Ademas
se han realizado estudios antes, utilizando cadenas de Markov de tiempo dis-
creto controladas. También conceptualizamos el problema como un juego de
Stackelberg pero proponiendo una solución mediante el equilibrio de Nash.
Consideramos el caso cuando los automóviles salen de la cola en el orden en
que llegan. La solución propuesta de control de señales de tráfico en múlti-
ples intersecciones considerando las limitaciones de flujo produce los mejores
resultados entre los métodos de optimización consideradas. El método de la
variable C se amplió para apoyar una restricción adicional de tiempo conti-
nuo cadenas de Markov, haciendo el problema computacionalmente tratable,
es decir mostrando que el juego Stackelberg aproxima la solución a equilibrio
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56 CONCLUSIÓN

Nash, es eficiente en términos de conceptualización de la solución del proble-
ma, sobre todo si hay muchas intersecciones señalizadas.
Como trabajo de investigación a futuro podŕıa involucrar a investigar las
pruebas de diferentes configuraciones de múltiples intersecciones de calles,
aśı como implementar un control adaptativo de aprendizaje con refuerzo
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