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Resumen

En el presente trabajo se pretende estructurar la informaciéon que hasta hoy se
tiene (al alcance) respecto al andlisis estructural de elementos viga y placa, para
establecer un procedimiento de aplicacién a estructuras complejas, principalmente
aeronauticas.

El capitulo 1 describe una breve historia de lo que ha sido la Aeronautica en
México, como se inicia y como en los ultimos afios va decayendo. Ademas,
muestra los conceptos basicos necesarios para el disefio de una aeronave
(estructuralmente), donde se definen los tipos de estructuras, los elementos que la
componen, cargas que soportan, etc. Y por ultimo, se dan una introduccion de lo
gue es el Método del Elemento Finito.

En el capitulo 2 se definen los conceptos de viga y placa, estableciendo la
diferencia entre el caso lineal y el no lineal.

El capitulo 3 desarrolla el concepto matemético de interpolacién de los elementos
viga y placa, iniciando con la interpolacion de Lagrange, para elementos que
sufren Unicamente desplazamientos lineales, hasta la interpolacion de Hermite,
donde ya intervienen desplazamientos angulares. Este capitulo es muy extenso,
debido a la gran cantidad de elementos que se pueden formar y a la complejidad
gue se presenta al ir aumentando el nimero de nodos de dicho elemento, asi
como los grados de libertad que tiene. Aqui también se describen los criterios
basicos en la modelacion de una estructura, para evitar errores considerables en
la aproximacion de la solucién.

El capitulo 4 muestra a grandes rasgos la teoria utilizada en el andlisis de vigas y
placas. Todos aquellos conceptos que se han venido utilizando antes de introducir
el método del elemento finito en este campo. Cabe mencionar que estos
conceptos tedricos nos limitan en el analisis de estructuras complejas, ya que se
han establecido bajo ciertas consideraciones particulares, y en muchos casos se
ha recurrido al analisis experimental para soportar sus resultados. Es muy
importante que cada resultado obtenido, ya sea por andlisis tradicional,
experimental o computacional (MEF), se compare con otro resultado obtenido con
otro método de solucidn; y se recomienda que la comparacion sea: tradicional-
experimental o computacional-experimental. Hoy en dia, la segunda opcion es
mas viable.

En los capitulos 5 y 6 se desarrolla toda la formulacion de los métodos energéticos
incluyendo el método del Elemento Finito, iniciando con el caso general (cuerpo



sélido) hasta reducirlo a los casos particulares de elementos viga y placa. La
formulacién se extiende del caso lineal hasta el caso no lineal donde se
contempla, principalmente la no linealidad de un material.

Finalmente, en el capitulo 7 se muestran varios ejemplos de la aplicacion del
método para la solucidén de problemas estructurales que contengan elementos
viga y placa para problemas complejos por medio del método del Elemento Finito
y el célculo de las frecuencias en estos elementos.

Abstract

In the present work it is wanted to structure the information available until today
related to the structural analysis of elements beam and plate, in order to establish
an application procedure to complex structures, specially on aircraft structures.

Chapter 1 describes a brief history of the Mexican aviation, from his beginnings to
his declination on these last years. In addition, it includes the basic concepts for
the aircraft structure design, types of structures, elements that compose it,
supported loads, etc. At the end of this chapter, its presents an introduction of the
Finite Element Method.

Chapter 2 presents the definition of beam and plates elements, establishing the
difference between the linear case and non linear case.

In the Chapter 3 develop the mathematical concept of interpolation on beam and
plate elements, initiating with the Lagrange interpolation, for elements that suffers
only linear displacements, up to Hermite interpolation, where are involved angular
displacements. This chapter is very extensive, due to the large number of elements
that can be formed and to the complexity resulting from increase the number of
nodes of this element, as well as the degrees of freedom that it has. Here is also
described the basic criteria in the modelling of a structure, to avoid considerable
errors in the approach of the solution.

Chapter 4 shows in general terms the theory used in the beams and plates
analysis. All those concepts that have been used before the introduction of the
Finite Element Method to this field. It is worth pointing out that these theoretical
concepts limit to us in the analysis of complex structures, since they have settled
down under certain particular considerations, and in many cases it has resorted to
the experimental analysis to support his results. It is very important that each
obtained result by means traditional, experimental or computational analysis
(MEF), must be compared with another result obtained with another method of
solution; it is recommended that the comparison must be: traditional-experimental
or computational-experimental. Today, the second option is more viable.



In chapters 5 and 6, all energetic formulations including the Finite Element Method
are developed, starting with the general case (solid body) until reducing it to the
particular cases of beam and plate elements. The formulation extends from the
linear case to the nonlinear case, where it is contemplated mainly the nonlinearity
of material.

Finally, in Chapter 7 are several examples of the application of the method for the
solution of structural problems that contain beam and plate elements for complex
problems by means of the Finite Element Method and the calculation of the
frequencies in these elements.
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CAPITULO I

ESTADO DEL ARTE.

1.1.-BREVE HISTORIA DE LA AERONAUTICA EN MEXICO.

Al igual que en todos los paises, los mexicanos han tenido un respeto y anhelo por el
vuelo. Iniciando desde la mitologia mexicana; como ejemplo, dando culto a seres voladores,
encontramos la serpiente emplumada, el soldado aguila y los voladores de Papantla con mas
de 4 siglos de antigliedad. Desde la época prehispanica se han hecho infinidad de intentos
por volar, pero solo hasta 1842 el estudiante de ingenieria, de la Real y Pontificia Escuela de
Minas, Benito Leon Acosta fue el primer aeronauta mexicano al realizar su primera travesia
desde la ciudad de México hasta la Hacienda del Espejo, cercana a Querétaro, en un globo
inflado con aire caliente. De ahi, el vuelo en globo se convirtié en un deporte regulado por un
bando de policia, pues solo podian volar quiénes tuvieran autorizacién oficial.Con esto, en
1844, Don Joaquin de la Cantolla y Rico funda la Empresa Aerostatica Mexicana, la primera
en el continente americano, quien realizé el disefio y proyecto del aerostato dirigible en 1862.
Construyo tres globos, el Moctezuma | el Moctezuma Il y el Vulcano, que terminaron
consumidos por el fuego en aparentes accidentes.En 1895, el estudiante de ingenieria Luis
Brigas redacta articulos sobre aspectos técnicos de aerostacion y aviacibn dando una
importante aportacion a la aeronautica. Julio Fuentes, en 1907, en Sombrerete, Zacatecas,
construye y vuela un aparato cuya caracteristica eran sus gruesas alas de manta. Pero el
primer mexicano en idear y construir planeadores en México fue Miguel Lebrija, utilizando un
automovil para hacer que su aparato se elevara; por esas fechas, los hermanos Juan Pablo y
Eduardo Aldasoro hacian volar sus primeros planeadores en las cercanias del Pantedn
Francés de La Piedad, aprovechando las corrientes de aire; mientras que en Hidalgo, Juan
Guillermo Villasana deslizaba su planeador sobre ruedas y cuesta abajo en la Hacienda de
San Juan de la Labor. Poco después, en 1908, el ingeniero Alfredo Robles Dominguez
escribe un libro de caracter cientifico llamado "Tratado de Locomocion Aérea”, que fue el
primer tratado cientifico de aeronautica publicado en México, relacionado con las técnicas
mas adecuadas sobre ese tipo de navegacion, después de lo cual se dedico a realizar
pruebas en su hangar-taller.En 1909 Alberto Braniff realizaria en nuestro pais la hazafa de
remontar el vuelo independiente en los llamados Llanos de Balbuena, los cuales llegarian a
convertirse en el Centro Nacional de Aerondutica (ver figura 1.1). El 8 de enero de 1910, en
un aparato de fabricaciéon francesa (Voisin) y bautizado como "Avién", Braniff logré un récord
mundial de altura sobre el nivel de! mar (25 mts en la Capital).

A este acontecimiento le siguieron dos exhibiciones aéreas de importancia; la ultima
llevé como pasajero al futuro presidente de México, don Francisco | Madero, quien
impresionado por la experiencia da el apoyo gubernamental a la aviacion otorgando becas de
aprendizaje de vuelo para Alberto y Gustavo Salinas, Juan Pablo y Eduardo Aldasoro y
Horacio Ruiz, asi como apoyo para la compra de aviones de fabricacién norteamericana.



Figura 1.1.-Inicio del vuelo en los Llanos de Balbuena

El 11 de abril de ese mismo afio, Juan G. Villasana, a la postre considerado como el
fundador de la aviacién civil mexicana, prob6 en su ciudad natal de Pachuca su primer avion
con motor Curtis de 15 H.P. con relativo éxito (ver fig.1.2), pero que le serviria para construir
su primer helicéptero. Los hermanos Aldasoro se ocuparon de las tareas para lograr
deshacerse de la molesta dependencia de los caprichosos vientos, una vez lograda la
relativa estabilidad de los planeadores, en enero de 1911 terminaban el primer motor aéreo
gue se elaboraba en México, de 2 cilindros opuestos, 60 H.P. y 900 r.p.m., con un peso de 3
kg/HP. A fines de 1911, Villasana, asociado con el ruso Santiago Poveregsky, establecid su
taller y fabrica de aviones en la calle de Las Vizcainas de donde saldria su primer avion
hecho en México, el "Latinoamérica #1", el cual solo contaba con su motor Ansani de 80
H.P. como el unico componente importado. En 1912 se le encomienda a Juan G. Villasana
la construccién de cinco aeroplanos destinados al Ejército, pero al iniciarse el movimiento
revolucionario, se dan a conocer instrucciones gubernamentales suspendiendo toda
actividad aérea, disposicion que es anulada por el usurpador Huerta, quien inquieto por las
posibilidades que se le habian sugerido al que fuera su jefe, el presidente Madero, ordena
una demostracion de la reciente tecnologia. El 7 de abril de 1913 con ojos asombrados, los
militares recorren el velo que cubria la mas poderosa arma de guerra, el bombardeo aéreo,
aportacion tristemente celebre de México a la aviacidon mundial. Los hombres que lo
realizaron fueron Miguel Lebrija como primer piloto de la aeronave de combate y Juan
Guillermo Villasana primer artillero aéreo; la maquina fue una Depensussin con 80 H.P.,
biplaza y dos bombas Martin-Hale.

FIG.1.2.-PRUEBA EXPERIMENTAL DEL AVION CON MOTOR CURTIS.
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A principio de 1914 el mexicano Alberto Braniff y Don Cantolla y Rico vuelan a bordo de un

fino globo francés de gas tipo Gordon-Bennett de 2000m® de capacidad, desde Paseo de la
Reforma con rumbo a las inmediaciones de Tlalpan. EI 5 de febrero de 1915, por
instrucciones del jefe del ejército constitucionalista, Venustiano Carranza, se crea la Fuerza
Aérea Mexicana (FAM), designando jefe del arma al mayor Alberto Salinas. En ese mismo
afo, se forma la Escuela de Aviacion y los Talleres de Aplicacion Aeronautica, quedando al
frente Francisco Santarini.

El 15 de noviembre fueron inaugurados los Talleres Nacionales de Construcciones
Aeronauticas (TNCA) y el Campo de Maniobras de la Escuela de Aviacion Militar, la primera
en su género en Latinoamérica. Por lo tanto, las construcciones aeronauticas en México se
iniciaron formalmente en el afio de 1915, colocando la industria aeronautica nacional en un
lugar muy destacado a nivel mundial a principio de los afios 20.

Santarini y Villasana iniciaron en México una serie de aportaciones tecnolégicas que
dieron un gran impulso a la aviacién civil y militar a nivel mundial. Juntos construyeron el
biplano "Serie A" numero 1 con motor Aztatl. Para 1917 construyeron el avién "Serie C' que
fue el primero en Latinoamérica con fuselaje y alas de estructura metdlica, asi como partes
del motor Anzani-Aztatl (francés). Para mejorado se modifico el sistema de enfriamiento. Las
partes que se fabricaban eran el carter, cilindros, tiradores de valvulas, bielas y bujias. Sobre
la base de un avion Serie A, Santarini fabrico el primer hidroavion en Veracruz. En esa época
se trataba de encontrar una hélice que pudiera tener un rendimiento adecuado para las
condiciones de la ciudad de México. Debido a la altitud, la industria aérea nacional da un
nuevo paso a nivel mundial a cargo, otra vez, de Villasana, quien ahora disefia y construye la
revolucionaria hélice Anahuac, que tenia caracteristicas Unicas para los vuelos a gran altitud,
proporcionando muchas mas revoluciones a los motores. Por su éxito fueron exportadas
hasta Japon.

México hacia nuevamente historia el seis de julio de 1917 en Pachuca, donde se
efectla el primer servicio postal de ruta aérea en el mundo. El 2 de septiembre se lleva a
cabo el primer vuelo de larga distancia entre la ciudad de México y Cd. Juarez, a bordo del
monoplano rigido de ala alta llamado "Coahuila" pilotado por el célebre Emilio Carranza. El
mismo logra la hazafia México-Washington D.C.; fue el primer avibn mexicano que se posaba
en suelo norteamericano. Luego, el 26 del mismo, el Aguila Solitaria Mexicana, como ya se
conocia internacionalmente a Carranzallega a Nueva York, siendo homenajeado
grandemente por los habitantes de aquella ciudad. Otro grande fue el célebre Francisco
Sarabia, que con su nave Conquistador del Cielo (un GEE-BEE de alta velocidad), bate los
récords entre México y Los Angeles, México-Chetumal, México-Mérida y México-Guatemala.

En 1918 se le otorga el titulo de ingeniero en aeronautica a Juan Guillermo Villasana
durante su estancia en la American School of Aviation en Bufalo, N_Y., donde adquirid
materiales aeronauticos y estudié los nuevos tipos de aviones. En ese mismo afio estudio en
Texas las caracteristicas y funcionamiento de los motores Liberty y los sistemas de
ensefanza en el campo militar de Kelly. No fue sino hasta 1920, cuando queda formalmente
incorporada al régimen del Estado la aeronautica civil, adscrita a la Secretaria de
Comunicaciones bajo el mando de Juan G. Villasana. En este periodo se siguen forjando
otros grandes disefiadores y constructores de aeronaves, como Angel Lascurain, el general
Juan F. Azcéarate y sus ideas de acciones "a la medida", Salvador Mariscal Flores con el
malogrado Mariscraft, avion para vuelos intercontinentales y el ingeniero Alberto Barreda con
la mayor experiencia en aeronaves.
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A finales de los afios veinte el Ingeniero Azcarate cre0 la fabrica de aviones "Juan F.

Azcarate S. En C. ", con participacion de Abelardo L. Rodriguez. El primero de julio de 1928
por decreto presidencial se crea la Direccion General de Aeronautica Civil. La carrera de
Ingenieria Aeronautica se funda el primero de febrero de 1937 por el ingeniero Le6n Avalos y
Vez; cofundadores de la carrera fueron Manuel Cerrillo, Juan Brelivet y Angel Calvo. El 11 de
diciembre de 1958 se funda la fabrica de aviones "Lockheed-Azcérate" al comprar Azcarate
los derechos de fabricacion de un avién utilitario que habia sido fabricado por Al Mooney

TRATADOS DE BUCARELLI

El 27 de mayo de 1921 el Departamento de Estado en Washington declaré que el gobierno
de los Estados Unidos se abstendria de reconocer al gobierno de Obregén hasta que ambas
partes firmasen un tratado de amistad y comercio. El tratado estipulaba que las propiedades
de los norteamericanos no estaban nunca sujetas a confiscacion, aunque podria ejercitarse el
derecho de expropiacién por causa de utilidad publica, no sin el pago inmediato de una justa
compensacion, ya que en el articulo 27 constitucional se declaran propiedad de la Nacion los
mantos petroliferos del subsuelo y el 27 de junio de 1921 que no tendria efecto retroactivo.

Tal fue la inconformidad de los norteamericanos y la desesperacion de Obregdn por
obtener el reconocimiento, que en abril de 1923 se gestiond la reunion de comisionados
mexicanos y norteamericanos que dieron nacimiento a las Conferencias de Bucarelli. Las
juntas de los comisionados se iniciaron el 14 de mayo de 1923, en la casa numero 85 de la
calle de Bucarelli, en la ciudad de México y se prolongaron hasta el 15 de agosto siguiente.

El tema petrolero ocupd las primeras sesiones, siguiendo con el tema agricola. Las dos
convenciones que forman parte de los Tratados de Bucarelli fueron: la convencion especial
de reclamaciones y la convencion general de reclamaciones. La primera se refiere a las
reclamaciones provenientes de pérdidas o dafios sufridos por ciudadanos norteamericanos a
consecuencia de actos revolucionarios dentro del periodo comprendido desde el 20 de
noviembre de 1910 hasta el 31 de mayo de 1920 (derrocamiento de Carranza), la segunda
gue abarca el periodo desde el 4 de julio de 1868 trata sobre la indemnizacion también de los
ciudadanos norteamericanos por parte de México y viceversa por pérdidas y dafios no
incluidos en la primera convencion.

Existi6 un pacto extraoficial que contemplaba una solucién practica a los conflictos
petroleros y agrario. Este pacto se refiere a la forma en que el gobierno mexicano habria de
aplicar la Constitucion de 1917 a los Estados Unidos. ElI 31 de agosto de 1923 deciden
reanudar sus relaciones diplomaticas. Obregén habia obtenido (segun él) un triunfo rotundo y
aplastante, sin contraer ningdn compromiso. Sin embargo, después de firmadas las
convenciones, faltaba la ratificacion del senado para que éstas pudieran ser consideradas
como tratados; dicha ratificacion le era urgente solamente a Obregdn, ya que a principios de
diciembre de 1923 habia estallado la rebelion Delahuertista y necesitaba la ayuda del
gobierno americano. Algunos senadores no se mostraban dispuesto a ello y el entonces
secretario de relaciones exteriores tratd6 de convencer a los senadores a aceptar firmar,
obteniendo una rotunda negativa que dio como resultado el surgimiento de hechos
reprobables, incluso hasta asesinatos de los mismos senadores. A fin de cuentas, en febrero
de 1924, se firman las convenciones. El gobierno de Washington satisfecho ya con la
ratificacion de los convenios, otorgé aviones y armas a Obregén para que acabara con la
rebelion de De La Huerta.
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De todo lo anterior se obtiene que los Tratados de Bucarelli consisten en un pacto
extraoficial y dos tratados solemnes que nunca se ratificaron por los senados de ambos
paises. Con el pacto
. extraoficial México se obligd a no dar efecto retroactivo al Articulo 27 Constitucional en
materia de petréleo (sin embargo ya existia un fallo de la Suprema Corte, de 1921, en este
sentido) y a indemnizar en efectivo a los norteamericanos por toda expropiacion agraria que
tuviera otro objeto que la dotacion ejidal o que, persiguiendo ese fin, excediera las 1755
hectareas. El pacto extraoficial fue sin duda una violacién a la Constituciéon Mexicana y el
punto crucial donde creemos comenzé a gestarse todo el misterio que durante muchos afios
cubrié a los Tratados de Bucarelli (y sigue actualmente). Cabe mencionar que después de la
firma dichos Tratados, se dieron una serie de sabotajes que afectaron muchos de los
proyectos que estaban en desarrollo, asi como el retiro de apoyo del Gobierno de México a
dichos proyectos.

ULTIMOS LOGROS

En 1967 el médico mexicano Alejandro Elizondo, gran aficionado al aeromodelismo, logré
construir el Andhuac T A- 70 "Tauro" para fumigacion. El proyecto aerodinAmico estuvo a
cargo de los ingenieros Alejandro Betancourt y Amo Gjumlich. Los calculos de construccion
fueron obra de los ingenieros Cesar Trujillo y David Zamora. El prototipo se termin6 en agosto
de 1968 y a fines de 1969 se le entrego el certificado de aeronavegabilidad DGAC-I.Para ese
entonces, el hombre pisaba la luna y estdbamos a punto de entrar a una nueva década que
se significaria por la decisibn de la carrera de ingenieria aeronautica de retomar las
construcciones aeronauticas.

Asi en 1970 se construy6 el avion fumigador "Barcenas" construido por el mecanico de
aviacion del mismo nombre, en el complejo IUSA de Uruapan, Michoacdn. Posteriormente
vino el "CHAC", derivado del Barcenas. Este proyecto fue el primero al que se le invirti6 mas
dinero proveniente de la misma fuente de fabricacién y con mas apoyo humano, junto con un
estudio de mecanica de vuelo por parte de la Universidad de Madrid. Posteriormente surgio
un proyecto muy ambicioso presentado por el ingeniero César Trujillo en 1975, el "Nauti",
avioén

semimonocoque utilitario parecido al Domier 228. ElI Nauti se vio limitado por falta de
presupuesto como Unico obstaculo para continuar con el proyecto. Este proyecto fue un buen
intento para disminuir de alguna forma la dependencia tecnoldgica que venimos arrastrando
desde la segunda década del siglo, en la cual nuestra industria aeronautica no tenia una
diferencia tan grande comparada a las demas naciones. El Nauti dio origen al proyecto
"Tonatiuh” iniciado en enero de 1979. Era un avion tipo STOL (Short Take Off and Landing)
de dos plazas y tren convencional. El proyecto fue adquirido por la Secretaria de Marina. El
mismo afio se firmo un acuerdo con la SARH para el proyecto "Tlaloc" que seria un avién de
control remoto y que serviria para la estimulacion de lluvias.

En la década de los 80 se trataron de llevar a cabo varios proyectos con alumnos del IPN,
pero todo quedd solo en proyectos. Se trabajo en el proyecto "Tlaloc II" en cooperacion con la
UNAM, trabajo que consistié en el disefio de un avidon a control remoto para la toma de
fotografias a gran altura.



DISENO DEL ACR-TLALOC Il

El Programa ACR- TLALOC Il es un desarrollo tecnolégico con una fuerte dosis de
investigacién aplicada que opera en un formato de cinco proyectos divididos por
especialidades y cuyo objetivo final es el disefio y construccién de una aeronave operada por
control remoto, la cual tendr4 una serie de aplicaciones tales como: percepcion remota,
fotografia aérea, vigilancia u observacién aérea, muestreo atmosférico de bajo nivel, enlace
aéreo de radiocomunicacion, etc. El disefio de la aeronave ACR-TLALOC Il considera
aspectos técnicos que la hacen ideal para cumplir con la variedad de misiones referidas, ya
gue sera una aeronave no tripulada, robusta, disefiada dentro de la clasificaciébn de
aeronaves utilitarias, segun la Federal Aviation Association, tendra un buen desempefio para
despegar y aterrizar en pistas no preparadas, tomando en cuenta que, por sus dimensiones,
se puede transportar en una unidad movil adaptada. y en cuanto a su operacion, contara con
un compartimiento de carga en donde se podra instalar el equipo requerido por cada mision.

1.2.- ESTRUCTURAS AERONAUTICAS

Un avidén debe satisfacer ciertos objetivos de operacién para proporcionar un servicio
satisfactorio. Por ejemplo, un avion comercial debe operar en un plazo largo de tiempo para
obtener ganancias, mientras que uno militar debe ser capaz de llevar una carga importante a
su destino con un costo razonable en materiales y mano de obra. Con el tiempo se han
incrementado el tamafio de los aviones, el nUmero de pasajeros y la cantidad de carga de
paga que llevan; con esto, también la cantidad de material del que estan hechos y su peso
han ido en ascenso. Por otro lado, la velocidad de las aeronaves se ha incrementado con los
avances de la tecnologia de propulsion, esto ha alcanzado el punto donde el calentamiento
aerodindmico de las aviones se convierta en el mayor problema a resolver.

Debido a todos estos factores, el peso inicial del aeronave ha ido creciendo para
satisfacer la demanda, es decir que, para ser econdomicamente justificable, una aeronave
debe ser capaz de permanecer en servicio (0 en una mision, en el caso militar) con un costo
razonable para un largo periodo de tiempo. Esto significa que no solamente es incrementar la
vida del aeronave, sino también hacer crecer el porcentaje total del tiempo en que el
aeronave esta en el aire.

El disefio estructural basico es para garantizar la mayor calidad del aeronave,
utilizando los mejores materiales disponibles, asi como las técnicas de disefio y manufactura
més adecuadas. El término de calidad debe relacionar la estructura del aeronave con todo el
medio ambiente, de manera que para definir esta calidad en términos de uso en servicio se
establecen metas especificas de disefio:

Seguridad.

El avién debe ser capaz de resistir las cargas mas severas durante toda su vida util sin
sufrir una falla catastréfica; no solamente debe sostener las cargas en vuelo y tierra, sino
también sobrevivir a dafios por impactos con cuerpos ajenos. La seguridad es una meta que
no puede ser comprometida.



Durabilidad.

En el disefio, una larga vida en un aeronave es un compromiso que depende de su
rendimiento y mantenimiento. El operador esta interesado, primeramente, en un avién que
tenga una buena capacidad de carga de paga en un rango de distancia largo, con un
requerimiento de mantenimiento estructural moderado.

Peso Estructural Minimo.

Para que un avibn sea econOmicamente provechoso debe tener el menor peso
estructural posible. Una forma de lograr esto es utilizando la mayor deformacion de los
materiales disponibles, asi también como la resistencia a la fatiga, a la fractura, a la corrosion,
etc.; esto es muy importante para determinar la maxima eficiencia en la distribucion de
materiales.

Razon de Utilizacion y Mantenimiento.

La razon de utilizacion es una medida de la eficiencia con la cual un operador opera su
flota, esto es, el nimero de horas por dia que un aeronave es utilizada. Una forma de tener
una alta razén de utilizacion es con la facilidad de mantenimiento: si las partes son facilmente
reparadas o reemplazadas, el tiempo en que el aeronave esta en servicio es minimo.

CRITERIOS DE DISENO

En los inicios de la aviacidn, las agencias gubernamentales tomaron la responsabilidad de
establecer criterios de disefio estructural. Antes de 1927, solo las aeronaves militares se
sujetaban a regulacién, no habia requerimientos para el vuelo de las aeronaves civiles. En
1927, la
Burocracia del Comercio Aéreo, una rama del Departamento de Comercio de los Estados
Unidos, establecié reglas de trafico aéreo, registro y licencia de aeronaves y pilotos, y
estAdndares de eficiencia y estructurales para aeronaves y motores. En 1938, esta
organizacion se convierte en la Administracion de Aerondutica Civil y es, hoy en dia la
Administracién Federal de Aviacion (FAA).

Los requerimientos de disefio para un aeronave militar estan establecidos por la Division
de Sistemas Aeronauticos de la Fuerza Aérea de los Estados Unidos y por el Comando de
Sistemas Aéreos de la Marina del mismo pais. Estas agencias expiden juntas las
especificaciones para el disefio de las aeronaves de la Fuerza Aérea y la Marina; las cuales
son las series MIL-A8860(ASG) hasta MIL-A-8870(ASG). Existen algunas diferencias en la
naturaleza y diversidad de requerimientos de las diferentes agencias. Estos surgen
primeramente en la diferencia del uso de las aeronaves por cada agencia.

AERONAVEGABILIDAD.

Las Regulaciones Federales de la Aviacion (FAR), en su parte 25, da los "Estandares de
Aeronavegabilidad: categoria Aeroplanos de Transporte". La Aeronavegabilidad ha sido
definida como la calidad por la cual un aeronave hace su contribucion para la seguridad de
vuelo. Esto depende de muchas caracteristicas tales como: controlabilidad , estabilidad,
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eficiencia, deformacion y rigidez estructural, confianza en las partes en movimiento, adecuo
y exactitud de instrumentos, y otros. Estos estandares deben ser alcanzables con la
estructura econdémica de operacion del aeronave. Las regulaciones no cubren solamente la
parte estructural, sino también todos los aspectos de disefio y operacion del aeronave. Las
subpartes principales son:

Subparte

A) General

B) Vuelo

C) Estructura

D) Disefio y Construccion

E) Motores (Planta de Potencia)

F) Equipo

G) Limites de operacioén e informacion

Debido a que todos los componentes del aeronave deben operar como parte integral
del vehiculo completo, el contenido de cada subparte es dependiente de los otros. Los
requerimientos del disefio estructural estan cubiertos por las subpartes: "Estructura” y "Disefio
y Construccion”. La historia de los criterios de disefio ha sido que, como el conocimiento del
medio ambiente, al cual el aeronave es expuesta constantemente, y el conocimiento de cémo
el aeronave responde a este medio han aumentado, el criterio ha requerido mas y mas
analisis racional. Hoy, el criterio esta casi completamente relacionado a la simulacion racional
de vuelo y fendmeno operacional en tierra. Como en otros campos, el avance de la
computadora ha revolucionado la determinacién de cargas en. disefo estructural, facilitando
el calculo de los esfuerzos y/o deformaciones que se presentan en una estructura mediante la
aplicacion de métodos numeéricos; siendo el Método del Elemento Finito (MEF) uno de los
MAas convenientes para este tipo de trabajos.

MATERIALES PARA LA CONSTRUCCION DE AERONAVES.

Los materiales de uso aeronautico se seleccionan de acuerdo a los siguientes criterios:

Eficiencia de la resistencia estética;
Resistencia a la fatiga;

Resistencia a la fractura y crecimiento de rotura,
Corrosion;

Estabilidad quimica al medio ambiente;
Disponibilidad;

Costo del material,

Caracteristicas de fabricacion;

Erosién y abrasion;

Caracteristicas de desgaste;
Compatibilidad con otros materiales; y



Caracteristicas térmicas y eléctricas.

De acuerdo a estos criterios, los metales mas utilizados en la construccién de
aeronaves han sido desarrollados para satisfacer las necesidades que se presenten. En el
Apéndice" A" se muestran los materiales mas utilizados en estos casos.

ANALISIS ESTRUCTURAL (EJEMPLO)

Primeramente, la figura 1.3 muestra las partes principales de una aeronave comun,
todas las aeronaves constan de las mismas partes principales, lo que varia es la forma de
disefio (aerodinamico y estructural), equipo y uso.

Las estructuras aeronauticas se pueden clasificar en tres tipos: las estructuras tubulares,
las estructuras monocoque y las estructuras semimonocoque.Las estructuras tubulares son
elementos (tubos) unidos de tal manera que dan la forma al aeronave y que posteriormente
es forrada de tela o lamina metdlica Las estructuras monocoque es una estructura de una
sola pieza, es decir, como el cascaron de un huevo, el cual solo puede ser hecho, hoy en dia,
con los materiales compuestos. Y, finalmente, las estructuras semimonoco que es un
conjunto de elementos viga y placa unidos de tal manera que den la forma estructural
deseada; en el presente trabajo se tratara el analisis estructural de este tipo de estructuras.

Aleta derecha (Flap) Estabilizador

oot Estabilizador

Vertical

Timon

Elevador

Cables del Timén

Alerén

Aleta izquierda
I

izqu ierdo

Hélice "
Motor I
navegacion
Ala 1zquierda

FIG.1.3.-PARTES PRINCIPALES DE UNA AERONAVE.

PIEL. Transmite las fuerzas aerodinamicas a los elementos transversales y longitudinales
por placa y acciones de membrana. Desarrolla esfuerzos cortantes, los cuales reaccionan a
los momentos torsionantes aplicados y/o a las fuerzas cortantes. Actla conjuntamente con
los largueros para resistir flexion y fuerza axial y con elementos transversales reaccionando a
la carga circunferencial cuando la estructura es presionada.

ALMA DE LA VIGA. Desarrolla esfuerzos cortantes los cuales reaccionan a los momentos
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torsionantes aplicados y a las fuerzas cortantes.

LARGUEROS O ATIEZADORES. Se emplea para resistir flexion y carga axial junto con la
piel, divide a la piel en pequefios tableros. Actda con la piel para resistir carga axial causada
por la presionizacion.

PATINES DE LA VIGA. Resiste flexion y carga axial junto con la piel, ademas divide a la
piel en pequefios tableros.

CUADERNA DEL ALA. Mantiene la forma de la seccion transversal, distribuye la carga
concentrada en la estructura y distribuye esfuerzos. Establece la longitud de la columna y dan
condiciones de frontera a estas. Dan condiciones de frontera a los tableros de la piel. Actia
con la piel resistiendo carga circunferencial debido a la presionizacion . Largueros solo llevan
esfuerzo axial, las almas y la piel llevan sélo esfuerzo cortante.

FIG.1.4.-ESTRUCTURAS SEMIMONOCOQUE.

El esfuerzo axial es constante sobre la seccién transversal de cada uno de los
largueros y el esfuerzo cortante es uniforme a través del espesor de la placa. Los marcos
transversales y cuadernas son rigidos dentro de su propio plano.

Para desarrollar el analisis de los elementos estructurales de un aeronave se tienen
gue determinar antes las condiciones de vuelo que tendra el avién y con esto definir cada una
de las condiciones de carga y frontera a las cuales se ven sometidos estos elementos
estructurales.

Primeramente es necesario construir la Envolvente de Vuelo del aeronave en disefio
con la cual se van a encontrar los limites del Factor de Carga del avion a diferentes
velocidades de vuelo.. El factor de carga "n" se define como la relacién entre la sustentacion
gue produce el ala 'y el peso del avion:
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n=L/W
donde n es el factor de carga, L el levantamiento que produce el alay W es el peso del avion.

En vuelo horizontal "n=1 ", pero si el avibn se encuentra con una rafaga vertical
ascendente o descendente, habra un cambio momentaneo de angulo de ataque, originando
un D, que modificara el valor de n. El valor de n puede ser ahora mayor a la unidad, menor o

negativo, la variacion de n aumentara proporcionalmente el esfuerzo a la estructura alar.

=
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FIG.1.5.-ENVOLVENTE DE VUELO.

El célculo de las curvas de la envolvente se determinan mediante las condiciones que
presenta el FAR 23, para varios tipos de aeronaves .Esta grafica, la Envolvente de Vuelo,
consta de cuatro zonas de operacién que se indican en la figura 1.5; cada zona nos define los
limites de operacion del aeronave para su vuelo:

ZONA I. Para operacién normal sin falla ni problema estructural alguna.

ZONA |I. Para operacion transitoria no intencional, excediéndose las cargas normales y
produciendo fallas estructurales leves ;como deformaciones permanentes, ondulaciones de
pieles, falla de elemento de sujecion, etc.

ZONA Il1. Area imposible al vuelo por estar fuera de la capacidad sustentadora del ala.
ZONA V. Area de cargas excesivas que ocasionan falla estructural catastrofica.

Las condiciones de vuelo estan definidas por los coeficientes de levantamiento, resistencia
al avance y de momento, a los cuales estara sometido el aeronave y, que para su estudio, se
transformaran, por cambio de ejes, a los coeficientes normales y cordales del ala. De acuerdo
con la figura 1.6:

C, =C_ cosa+C,sena
C. =C,cosa—-C, sena
y el valor de la posicion "X " sera:

CP :(g—m]+o.25(c:)

N



donde C es la CAM de la semiala.

XCP =CP(C)

EJE LONGITUDINAL DEL AVION

CONDICION 1

VIENTC

CONDICION 3

VIERTC

CONDICION 2

Fc

CONDICION 4

FIG.1.6.-DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE.
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ANGULOS POSITIVOS

NOTA:

Cond.1 Alfa grande
Cond.2 Alfa pequefio

71 i P ANGULOS NEGATIVOS
e O [ NOTA:
Cond.3 Alfa pequefio
L Cond.4 Alfa grande
R
¥Fn
Condicion CUADRANTES CUADRANTES

I Il I v CRITICOS
1 TC T TC C L
2 C TC T TC 1\
3 TC C TC T LI
4 T TC C TC I,V

FIG.1.7.-CONDICIONES DE VUELO.

Asi se tienen cuatro condiciones basicas de carga ,las cuales provocan lo que se
conoce como regiones criticas ;estas se presentan en la figura 1.7.Una vez determinados los
coeficientes normal (C, ) y cordal (C. ),se obtendran los valores de sus respectivas fuerzas

F. Y F. para cada condicion de vuelo con las ecuaciones siguientes:

Fuirore = 4 (S)(Cy,)
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CiTOTAL = qi (S)(Ccl)
Cabe mencionar que las fuerzas que se estan obteniendo se aplican a toda la seccién del
ala, pero como nuestro analisis solo requiere de la semiala (ver fig. 1.8), todos los valores de

fuerza se dividiran entre dos:
I:N :1/ 2(FNtotaI)

Fc =1/ Z(FCtotal)

También existen otras fuerzas que actuan sobre el ala, por lo que es necesario determinar
la posicion del C.G. total de la semiala corresponde a la establecida por el peso de la misma.,
el peso del motor y el peso del combustible (el cual se divide entre los dos tanques
localizados en la semiala). Teniendo la posicion de los C.G.'s para cada uno de estos
componentes, y por medio de la ecuacion del momento estatico obtenemos la posicion del
C.G. total de la semiala.Tomando como ejemplo el disefio de la caja de torsion, primeramente
se establece la configuracion del aeronave; que posicion tendra el ala respecto al fuselaje
(ver fig. 1.10). Con esto se determina el tipo de sujecion que tendra la misma (ver fig.l.I1). Asi
para la semiala en estudio se define que constara de dos vigas, cada una de ellas formadas
por un alma y cuatro patines. Estara reforzada por medio de cuatro atiezadores (o largueros)
gue se encuentran distribuidos, dos en la parte interna del extradds y dos en la parte interna

del intrados. CONVENCION DE SIGNOS
. y PARA LAS FUERZAS

(+)

(=) (+)

FIGURA 1.8.-FUERZAS QUE ACTUAN SOBRE EL ALA.

SUPERFICIES DE COWTROL
EJE

DEL AVION.

FIGURA 1.9.-POSICION DEL C.G EN LA SEMIALA.
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d) Ala media atravesada.
¢) Ala media empotrada.
FIGURA 1.10.-POSICION VERTICAL DEL ALA RELATIVA AL FUSELAJE.

FIG.1.11.-EJEMPLO DE LA FORMA DE SUJECION DE ALA.

La configuraciéon de la caja de torsidon se presenta en la figura 1.12, y con
esto podemos mostrar el ala en isométrico en la figura 1.13 (a) ;otras configuraciones
posibles se muestran en la figura 1.13(b).

{ EN LA RAIZ FISICA )
SECCIONADO DEL ALA POR LAS CUADERNAS
ey BORDE DB ATAQUE

8" - B e
3'5 6' B8' 9. 310 11 1 '13 14 15 16 17 1_3

BORDE DE SALIDA

a)Distribucién de las cuadernas en la semiala. b)Caja de torsién.

FIG.1.12.-CAJA DE TORSION.
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Commrucaom def Ma en Mubirmges (eeronaves de sombaic)
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(b)

FIG.1.13.-CONFIGURACIONES DEL ALA.

—

Sin embargo, los elementos estructurales del ala no trabajan anicamente a flexion, sino
gue también trabajan a tension, compresion y/o torsion, por lo que es necesario realizar una
verificacion de columnas. Para poder conocer el esfuerzo critico en la columna del patin o
atiezador sometido al mayor esfuerzo en la condiciébn mas critica de vuelo y comparar dicho
esfuerzo critico con el esfuerzo aplicado de la misma, debemos conocer si éste actia como
columna larga o corta y de ese modo utilicemos el método adecuado .Para conocer el
esfuerzo aplicado existente en nuestras columnas criticas tenemos que hacer uso del
esfuerzo aplicado en el patin y atiezador delanteros correspondientes, que es donde se
encuentran dichas columnas criticas consideradas.

D =43 m 4 F =163553282 kg

| .
I"=25m

| — T ]

|

0, —.!

Condicion "C”
FIG.1.14.-

Como se vio, de las condiciones de vuelo, la méas critica es la condicién "C" entonces,
podemos conocer el valor del esfuerzo maximo aplicado en los elementos de la raiz (por
mayor momento) y columna mayor, para ello utilizamos la siguiente relacion:
Ma — O-a
|\/lcol
Como podemos ver, todo este analisis es muy laborioso y complejo tratdndose de
estructuras con un numero muy grande de elementos viga y placa, ademas de que el andlisis

O-col
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tratado es solo un principio y considera los elementos por separado. EIl MEF da una nueva
posibilidad de realizar el analisis de una estructura completa mediante la aplicacién de
sistemas matriciales.

1 .3.- EL METODO DEL ELEMENTO FINITO

El Método del Elemento Finito (MEF) inicia como tal en los afios 50's, del presente
siglo, junto con la aparicion de los computadores digitales. Su aplicacion se fue extendiendo
de tal forma que el interés en su desarrollo se incrementd hasta hoy en dia con la creacion de
grandes programas computacionales que facilitan los analisis.

Existen tres areas principales donde el MEF es aplicado:
1) dentro de problemas de estado estacionario o andlisis de equilibrio;

2) problemas de eigenvalores que son una extension de los anteriores pero involucran el
calculo de las caracteristicas fundamentales del cuerpo o sistema examinado; y

3) problemas trascendentes o de propagacion donde aparecen funciones que dependen
del tiempo.

Dentro de la mecanica estructural el analisis de sistemas complejos limita la
potencialidad humana, por lo cual el hombre se ve obligado a recurrir al MEF para solucionar
problemas de este tipo. Este método consiste, a grandes rasgos, en discretizar un sistema
continuo (sea pieza o estructura) en un numero finito de elementos a los cuales se les daran
todas las caracteristicas mecanicas del sistema, es decir, se les asignaran las propiedades
del ( os) material( es) que componen dicho sistema. Los elementos se componen de nodos
en sus extremos o vértices segun sea el caso (ver fig.1.15), los cuales relacionan los
elementos entre si. En estos nodos y/o elementos se estableceran las condiciones de frontera
y de carga para el analisis y seran los que sufran los desplazamientos que representan la
deformacion del sistema.

Las condiciones de frontera representan las restricciones que tiene el sistema en su
movimiento, ya sean desplazamientos, empotres, apoyos, giros, etc., y las condiciones de
carga representan las fuerzas externas que estan actuando en la estructura, tales como
fuerzas puntuales, cargas distribuidas, momentos, etc. Con estas condiciones se simula la
situacion a la cual esta sometido el sistema.

Teniendo hecho el modelado y sus condiciones, conociendo la posicion de los nodos,
cargas Yy restricciones, se hace uso de las Ecuaciones Constitutivas las cuales relacionan los
esfuerzos con las deformaciones que tiene la estructura y a partir de éstas se obtienen otros
valores de interés, como desplazamientos, cortantes, momentos, etc.; cabe mencionar que
también existen ecuaciones de relacién de esfuerzos con temperaturas (esfuerzos térmicos)
los cuales no son analizados en el presente trabajo.

e i

Elernenios

Umdimensonal les T-\

i
{/
. Elementos
] Trdimensionales
—
e

FIG.1.15.-TIPOS DE ELEMENTOS.
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Una de las aplicaciones que se le ha dado a este método, es dentro de la Ingenieria
Aeronautica como un auxiliar en el analisis aerodindmico y estructural de las aeronaves. La
figura 1.16 muestra un analisis por el MEF hecho a un avion Boeing 747; recordando que la
estructura de un avion consta de hojas delgadas de metal (piel) sujeta al conjunto de vigas,
atiezadores, cuadernas y costillas dando su forma, tanto del fuselaje como de las alas y
estabilizadores (ver tema 1.2).

Debido a la complejidad de las aeronaves, su estructura se divide en segmentos que
podran ser analizados facilmente por el MEF, ya que analizar completamente la estructura de
un avion requeriria de un niamero de elementos muy grande. Sin embargo, para realizar estas
divisiones es necesario conocer las condiciones a las cuales se encuentra sometido cada
segmento en su frontera o contorno para simular su posicién en la estructura completa. Como
un ejemplo, podemos ver la seccion de la escotilla del B747 en la figura 1.15(b) dividida en
segmentos para ser analizada con elementos finitos, y en la tabla 1.1 se representan los
detalles listados de esta seccion.

En resumen, el MEF consta de 7 etapas :
1.-Discretizacion del sistema continuo; donde se modela la estructura en elementos finitos.

2. Seleccién de polinomios de interpolacion; donde se relaciona cada uno de los elementos
con los demas, como parte del sistema completo.

3. Definicién de las ecuaciones de los elementos; es decir, las ecuaciones que representan la
posicion de cada elemento o carga y su movimiento.

4. Ensamble de las ecuaciones de los elementos; donde se construye el sistema de
ecuaciones constitutivas.

5. Solucién de las incognitas; aqui se resuelve dicho sistema de ecuaciones.

6. Obtencion de variables secundarias; es decir, se calculan los parametros que se deseen
obtener en el analisis.

7. Interpretacion de resultados. . )
b

b)Subestructurado dela region de escotilla para analizar por d metado dd demento finito,

2)Aeronawe Bosing 747.(zona para andlizar por d metodo dd demento finito)

FIG.1.16.-ANALISIS DEL AVION B-747 POR EL MEF.
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Cabe mencionar que ademas de realizar un analisis numérico (por computadora), en

este caso por el MEF, debido a la busqueda de seguridad y/o confiabilidad en los resultados,
es necesario verificar y comparar dicho método con otro, ya sea teorico clasico y/o, en su
mejor caso, experimental. En la figura 1.17 se presentan los resultados de las pruebas de
disefio comparadas con la solucion del MEF: lo cual define la compatibilidad de resultados
para continuar con la construccion del aeronave o, en su caso, rectificar los analisis y
pruebas.

Esfnerse Axial dol Mamscory kinade)
- -2 Q 2 4
E=nk T T R T § L4
160 $— (o]
L
L
Seccion de Prusha/Andhos 320 - 2
r © Madida axial D‘O
01 Medida global E=
ﬂ =k O?
| WL 300
1

CEJ::.’/ — WL 40 3
Analisis por d MEF a0k
. ! Wi 180 dd 7474 ‘

E L, Andlisis por d MEF

200 dd 747-5

L s

Linea de
flotacién

FIG.1.17.-CORRELACION CON DATOS DE PRUEBA DEL B747 Y SU ANALISIS POR ELEMENTO FINITO.

TABLA 1.1.-RESUMEN DE LA IDEALIZACION POR ELEMENTOS FINITOS DE LA SECCION CENTRAL DEL B7475

SUBESTRUCTURA DESCRIPCION  NODOS UNIDADES VIGAS PLACAS  INTERACCIONES  LIBRES
DE_CARGA LIBRES TOTALES

1 Ala 262 14 355 363 104 796

2 Ala central 267 8 414 295 198 880

3 Cuerpo 291 7 502 223 91 1026

4 Cuerpo 213 5 377 185 145 820

5 Cuerpo 292 7 415 241 200 936

6 170 10 221 103 126 686

7 Cuerpo 285 6 392 249 233 909

8 129 10 201 93 148 503

9 Cuerpo 286 7 497 227 92 1038

TOTAL 2195 63 3374 1979 555 7594
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CAPITULO 2

CONCEPTOS GENERALES

En el andlisis estructural se definen los elementos mecanicos como las
fuerzas 0 momentos actuantes en una estructura; tales como momento flector,
fuerza axial y fuerza cortante .De acuerdo al tipo de elemento mecanico que
soporta, las estructuras se clasifican en

l. Viga, disefiada para soportar las fuerzas cortantes y momentos flectores;

II. Armadura, también llamada Cercha, disefiada para soportar las fuerzas
rodales, ya sean de tensibn o compresion. Estd formada por elementos
atravesados y nodos articulados, se conoce como viga de alma abierta;

[ll. Marco, disefiada para soportar los tres elementos mecénicos, es una
estructura con nodos rigidos.

Sin embargo, también existen otro tipo de estructuras clasificadas por su forma:
A. Reticulares, es decir, elementos prismaticos;

B. Laminares, son elementos continuos tales como placas, cascarones,
laminas, etc;

C. Masicas, son las que resisten cargas por su propio peso tales como zapatas
de cimentacion ,presas, etc.

Existen otros tipos de estructuras las cuales no son necesarias mencionatr,
pues solo se tratard el analisis de vigas y placas.

2.1 .- ELEMENTO VIGA.

Las vigas como ya se menciond, son elementos estructurales los cuales
soportan cargas que les producen flexidon ,en otros casos ,una viga puede estar
trabajando como columna (o tirante) al estar soportando también cargas axiales
(de compresién o tension)y, en un caso especial, una viga puede soportar
torsion, como es el caso en flexion asimeétrica.
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Vg a flexidn
b) ¥iga-columna
(VigaTirante)

Gire Torsor

d) Flexidn Asimetrica

FIG.2.1.-TIPOS DE VIGAS.

El Analisis estructural de vigas implica el célculo de los esfuerzos que
soportan y las deformaciones que sufren. Dado a las diferentes solicitaciones
de carga en las vigas, se han desarrollado una serie de perfiles convenientes
para cada caso, ya que la resistencia de las vigas a estas solicitaciones
depende en gran parte de su seccion transversal; segun la ecuacion de la

escuadria (generalizada) se tiene:Fzﬁ, donde I:.[xsz(momento de

inercia).

Gracias a este concepto, el andlisis matematico de un elemento viga se
simplifica a un caso unidimensional cuando se trata de una seccion transversal
constante. Es necesario aclarar que el andlisis de una viga puede hacerse en el
espacio, es decir, con posiciones y movimientos en 3D y la palabra
unidimensional indica que el elemento en su representacion matematica esta
formado por una linea con una trayectoria. Para el caso de vigas con seccién
transversal variable, el analisis se realiza con el caso tridimensional, es decir, la
representacion matematica de la viga mediante elementos tridimensionales
(prismas); ver fig. I. 15.

2.1.1.- CASO LINEAL

Al disefiar una estructura la resistencia de materiales no es el Unico criterio a
emplearse, también hay que tomar en cuenta la rigidez y otras propiedades
tales como la dureza, tenacidad y ductilidad entre otras, las cuales se
determinan con lo que llamamos Ensayo de Materiales.
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* Limite de Resistencia X Punto de ruptura
§ (Esfuerzo ultimo) \ ! real
£ X
z:l Punto de Fluencia
Punto de uptura
\ X aparente
: X
K “———— Limite de Elasticidad
Limite de Proporcionalidad
o

FIG.2.2.-DIAGRAMA ESFUERZO-DEFORMACION.

Dentro de estos ensayos se forma lo que denominamos Diagrama de
Esfuerzo-Deformacion el cual representa un grafico entre las fuerzas unitarias o
esfuerzos y los alargamientos unitarios o deformaciones presentados por un
material solicitado a una carga, Este diagrama se muestra en la figura 2.2,
donde podemos ver que desde el origen "O" hasta el punto llamado limite de
proporcionalidad el diagrama sigue una trayectoria recta, o que indica que
existe una relacion proporcional entre el esfuerzo y la deformacion (enunciada
en 1678 por Robert Hooke). Esta relacion se conoce como Modulo de
Elasticidad (o de Young) y es la pendiente de la curva

.y ., ;s o)
esfuerzo-deformacion de la region elastica: E=—
g

Mas alla de éste punto encontramos el limite de elasticidad, punto donde
termina la region elastica. Por lo tanto, el segmento de la curva del diagrama,
del origen al limite de elasticidad, representa la zona en donde el material sufre
Deformacion Elastica; es decir, que cuando se le aplica una carga los enlaces
entre los atomos se estiran y el material se alarga y , cuando se retira la carga
los enlaces regresan a su longitud original y el material vuelve a su tamafio
inicial, en otras palabras, la deformacién no es permanente. Esta concepto
establece el comportamiento Lineal del material, sin embargo, esto no indica
que el analisis serd lineal, puesto que también se debe tomar en cuenta el
comportamiento de la estructura.

Con esto, podemos decir que para realizar el andlisis estructural lineal de una
viga se debe considerar que el material se encuentre en condiciones de
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deformacion elastica y que la viga sufra desplazamientos pequefios,
comparados con su longitud
P

Deformacién Elastica=E

Ymax <05%L
(valor a criterio)

F 3
v

Acerode alio C

ESFUERZO
ESFUERZO

Hierro fundido

Limite aparente de
proporcionalidad

Aluminio —

Congreto u
Hormigon

02% .
ST 0 e S DEFORMACION

DEFORMACION

FIG.2.2.-DIAGRAMA ESFUERZO DEFORMACION.

Dentro de las condiciones de deformacion elastica ,la proporcionalidad
es esencial dentro del analisis lineal ,es decir, el material debe obedecer la ley
de Hooke para trabajar con comportamiento lineal .En general todos los
metales tienen un modulo de elasticidad (limite de proporcionalidad ),sin
embargo, este no puede ser constante en materiales con esfuerzos residuales
,COMOo consecuencia de cargas, tratamientos térmicos o de sus procesos de
fabricacion; ver figura 2.4.A estos materiales que no tienen un limite de
proporcionalidad bien definido por esfuerzos residuales ,se les aplica un
procedimiento de equiparacion con los que si lo tienen .Consiste en trazar una
recta paralela a la recta tangente a la curva en el origen partiendo del valor
normalizado de 0.2% , o sea 0.002 m/m ,aunque puede ser otro valor ,en la
figura 2.5 la interseccion de esta recta con la curva define el punto considerado
llamado Limite Aparente de Proporcionalidad.

Otros materiales que no siguen la ley de Hooke son los polimeros y
materiales compuestos, los cuales no podran ser analizados linealmente, pues
su curva esfuerzo-deformacién sigue una funcién exponencial.
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2.1.2.- CASO NO LINEAL.

Regresando a la figura 2.2, adelante del limite de elasticidad, encontramos
el Punto de Fluencia, en este punto el deslizamiento es notorio, es decir,
aparece un considerable alargamiento (o fluencia) del material sin que aumente
la carga. Si se aumenta la carga se llegara al Limite de Resistencia el cual es el
punto del esfuerzo ultimo que puede soportar el material. En este tramo de la
curva, del punto de fluencia al limite de resistencia, el material se comporta de
una manera plastica; se empiezan a producir dislocaciones, ocurre
deslizamiento y el material se deforma plasticamente. Este comportamiento de
Deformacion Plastica es permanente y establece el comportamiento No Lineal
del material.

Teniendo este concepto podemos decir que para realizar el andlisis no
lineal de una viga, ésta
debe sufrir desplazamientos considerables, comparados con su longitud, y/o el
material del que esta hecha se debe encontrar en condiciones de deformacion
plastica. También las vigas hechas con polimeros o materiales compuestos se
deben analizar de una forma no lineal.

Deformacién Plastica

P Yo = 0.5% L

(valor a criterio)

A

FIG.2.6.-ANALISIS NO LINEAL DE UNA VIGA.

2.2.- ELEMENTO PLACA

Las placas se encuentran dentro del tipo de estructuras laminares, las
cuales, a sus vez, podemos clasificarlas en segmentos planos o curvas y
envolventes, todos ellos delgados o gruesos; ver figura 2.7. Al igual que las
vigas, este tipo de elementos pueden soportar flexion,
tensién, compresion y/o torsion (condiciones que se presentan claramente en
una estructura aeronautica).

Independientemente del tipo de placa, a diferencia de las vigas, su analisis
estructural depende del espesor de la placa, lo que simplificaria a un Caso



26

Bidimensional el anélisis mateméatico de un elemento Placa. Sin embargo, en
casos especiales de discontinuidad en el espesor, el analisis matematico
tenderia a desarrollarse en un Caso Tridimensional.

b) Segmento Curvo

¢) Envolventes

FIG.2.7.-TIPOS DE VIGAS.

2.2.1.- CASO LINEAL.

El analisis de una placa, considerando pequefias deflexiones
comparadas con su espesor, puede realizarse las siguientes suposiciones:

1) En el plano medio de la placa no hay deformacién, lo que hace que éste se
defina como plano neutro.

2) Los puntos de la placa, que inicialmente se encuentran en un plano normal
al plano medio, después de la flexidbn permaneceran en una superficie normal a
la superficie media de la placa, Esto es equivalente a despreciar los efectos de
las fuerzas de corte en la deflexion de las placas.

3) Los esfuerzos normales en direccion transversal a la placa son
despreciados,

Con esto, todas las componentes del esfuerzo se expresan en funcion de la
deflexion de la placa, la cual es una funcion bidimensional en el plano de la
placa, Esta funcion se satisface con una ecuacion diferencial parcial lineal y,
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junto con las condiciones de frontera, definen completamente a la deflexion.
Asi, con la solucién de esta ecuacion se pueden determinar todos los esfuerzos
en cualquier punto de la placa. Cuando se tienen casos, como por ejemplo
placa con orificios, la segunda suposicion no se cumple y los efectos de corte
son considerables, los cuales deben introducirse mediante correcciones en la
ecuacion diferencial.

Por lo tanto, el andlisis lineal de un elemento Placa es apropiado cuando se
considera que el elemento estd trabajando bajo las tres suposiciones
anteriores. En resumen, el material debe estar trabajando en condiciones de
deformacion elastica y la de flexion de la placa debe ser pequefia comparada
con sus dimensiones.

Esto también es aplicable a casos de Placas Curvas, en las que los
esfuerzos de membrana aparecen sin afectar el caracter lineal de la teoria de
flexion, siempre y cuando la placa tenga pequefias deflexiones.

2.2.2.-CASO NO LINEAL.

Cuando tenemos un elemento Placa cuyas deflexiones no son pequefias
comparadas con sus dimensiones los esfuerzos correspondientes al plano
medio deben tomarse en consideracion dentro de la ecuacién diferencial que
rige a las placas, con lo que obtenemos ecuaciones no lineales, También,
cuando una placa se somete a una grande deflexidon es importante tomar en
cuanta el movimiento del plano de la placa, ya que cuando se tienen extremos
fijos los esfuerzos de tensidén actuan en oposicion a la carga lateral, y asi dicha
carga es transmitida tanto por la rigidez en los extremos como por la accién de
la membrana

Asi, el andlisis No Lineal de un elemento Placa se realiza cuando dicha
placa se somete a grandes deflexiones (con desplazamientos considerables)
y/o cuando el material del que esta hecha se encuentra trabajando dentro de
las condiciones de deformacion plastica.

Es importante mencionar que el andlisis de placas con un espesor
considerable (grueso) no tiene aproximacion real con la teoria de placas
delgadas, especialmente en el caso de altas concentraciones de carga, por lo
que se aplica la teoria de placas gruesas la cual supone los problemas de
placas como problemas de elasticidad tridimensional. Este analisis se hace
mas complicado y se resuelve soOlo para casos particulares. Sin embargo, la
linealidad y no anualidad del analisis de este tipo de placas depende de las
mismas contemplaciones que en los casos anteriores, con la diferencia de la
referencia del espesor.

Como conclusién podemos decir que los sistemas estructurales que se
encuentran en la practica tienen configuraciones bastante complejas ,y sus
diversos elementos se pueden reducir a los siguientes tipos simples:

VIGA.-Es un cuerpo que tiene dos dimensiones pequefias comparada con
la tercera y se define por un eje .Como caso particular ,puede ser de seccion
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transversal constante y de eje rectilineo ,aunque existen con ejes curvados y
secciones variables.

PLACA.-Es un cuerpo limitado por dos planos ,a distancia pequefa en
comparacion con las otras dimensiones .Este elemento también puede estar
formado por dos superficies curvilineas.

El andlisis de este tipo de elementos se basa en la Teoria de la Elasticidad
definiendo el caracter lineal del analisis, 0 en su caso especial ,se utiliza la
Teoria de plasticidad que definen al analisis con caracter no lineal.
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CAPITULO 3

INTERPOLACION Y MODELACION

3.1.-Introduccién

Para iniciar un andlisis por elemento finito, primeramente es necesario realizar, a lo
mas posible, la simplificacién del problema. Para esto, podemos tomar dos criterios: la
Simplificacion por Aproximacion Geométrica y la Simplificacién por Simetria.

En la Aproximacion Geométrica se considera que la geometria y las cargas del
problema se pueden describir completamente en un plano por lo que el problema se
modela en 2D. Entonces, cuando el cuerpo de analisis es largo y su geometria y cargas
no varian en direccion longitudinal, éste se puede modelar utilizando una
representacion de deformacion plana, ver fig. 3.1. Otro caso de la Aproximacion
Geométrica es teniendo cuerpos con una dimensidn pequefia los cuales estan
cargados en el plano del mismo, con lo que se asume que su condicion de trabajo es
de esfuerzo plano, ver fig. 3.2.

Presa ﬂ Flecha dentada

Fig. 3.1. Problemas tridimensionales simplificados a 2D por Deformacién Plana.

4 Por otro lado, en la Simplificaciéon por
Simetria se tienen cuatro tipos: axial, plana,
E ciclica y repetitiva (ver fig. 3.3). La simetria

Gancho

. Sequro plano frontera. La simetria Ciclica representa a los
cuerpos con caracteristicas repetidas
alrededor de su eje. Y la simetria Repetitiva

caracteristicas repetidas sobre su longitud.
FIG.3.2.- Problemas tridimensionales simplificados a 2D por esfuerzo plano.

Axial simplifica a los solidos de revolucion los
cuales forman elementos axisimétricos. La
simetria Plana trata a los cuerpos que sobre
H su plano puede dividirse en secciones que
corresponden a iguales condiciones de

involucra a los cuerpos que tienen



Cabe mencionar que el hecho de
realizar una simplificacion por alguno
de estos tipos, es necesario
establecer las restricciones correctas
sobre el cuerpo® simplificado, por
ejemplo en la fig. 3.4 al realizar el
corte se establecen las restricciones u
y v sobre los extremos cortados. En
este caso, u y Vv representan las
deflexiones a lo largo del eje x e y
respectivamente.

Como se vio en la seccién 1.3, existen
diferentes elementos utilizados en el
MEF, los cuales se pueden clasificar
bajo el criterio del Tipo de Analisis. El
comportamiento general de estos
elementos en problemas de esfuerzo
se puede dividir en cinco categorias:

< —_
— —_—
B —_—
— —_—
D —_—
D B —_—
- —_—
Problema
y !
u=0
_>
_>

v=0

Modelo Simplificado

Fig. 3.4.- Ejemplo de un Problema con simetria Plana.

Ciclica

Plana

S R

Repetitiva

Fig. 3.3.- Tipos de Simetria.

! No solo los cuerpos analizados se pueden simplificar, también podemos simplificar una estructura cuando tenga las

caracteristicas correspondientes.
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1) Membrana. Representado por cargas en un plano, sin flexion rigida normal a dicho
plano.

2) Flexion. Soportado solo por cargas flexionantes.

3) Placa/Cascardn. Es una combinaciéon de los comportamientos de membrana y

flexion.
4) Solido. Dispone de un régimen de esfuerzo tridimensional.

5) Axisimétrico. Se asume en direccion circunferencial una distribucién constante de

una variable.

Con esta consideracion tendremos que realizar la seleccién del elemento a utilizar
de acuerdo al problema que se va a analizar. Como guia se presenta en la fig. 3.5 un
conjunto de elementos tipicos para analisis de esfuerzos?.

6)

2 Existen otros elementos tipicos especificos para analisis de problemas de campo.



TIPO DE ELEMENTO GRADOS DE LIBERTAD FORMA

Masa — *
Barra 2D* u, v — o
Viga 2D* u, v, 0,

Sdlido isoparamétrico 2D u, v
esfuerzo plano ./\ 5 E
Deformacion plana

Axisimétrico*
Interface 2D* u,v O—\_I I_\.

Cascarén axisimétrico* * u,v, 0, \

Barra 3D* u, v, w ./0
Viga 3D* u, v, w .\
ex: eyl eZ

Xy

Sélido isoparamétrico 3D u, v, w E @ @
Cascarén 3D” u, Vv, w

X,y
Interface 3D* u, v, w
Otras Posibles opciones:
* Barra: solamente tensién o compresion. *Interface: abertura con/sin friccion.
* Viga: uniforme, conica, simétrica, asimétrica. “Cascaron: delgado o grueso.
* Axisimétrico: incluyendo elementos armonicos. “Sélido: isotropico, anisotropico.

Fig. 3.5.- Tipicos elementos para analisis de esfuerzos.
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Es importante imaginar el modelo con los elementos disponibles para hacer la
seleccion, ya que el modelado de un problema se puede hacer con elementos
tridimensionales o, simplificando, hasta con elementos bidimensionales. El objetivo de
la seleccion del tipo de elemento es la de satisfacer las condiciones del problema y
facilitar su modelado reduciendo el célculo.

‘ T - o - - L.
X
@ @
1) (2
\
AN
\
.o R
¥~ ~z . .
X
oo 0o 0o o
v @ G @
Distribucién de Esfuerzo
Modelado por MEF

Fig. 3.6.- Efecto del numero de elementos en un andlisis de esfuerzos

Ahora, teniendo el tipo de elemento a utilizar, es necesario definir el nimero de
elementos, éste nos dara directamente el tamafio de cada elemento. Es obvio que el
namero de elementos determina la exactitud en los resultados obtenidos (ver fig. 3.6),
sin embargo no es factible utilizar un nimero muy grande de elementos ya que el
calculo se complicaria significativamente. Utilizando un nimero de elementos adecuado
al problema de andlisis la solucion obtenida no tendra error considerable lo que daria un
resultado satisfactorio. Esto es aplicable solo a modelos en donde todos los elementos
tienen el mismo tamario, por otro lado, el tamafio de los elementos puede variar segin
las necesidades del analista. Por ejemplo, teniendo una zona especifica de interés en el
cuerpo del problema, la densidad de la malla del modelo requeriria de un ndamero
mayor de elementos y por consiguiente de tamafio pequefio, y en la zona que no es de
interés se tendrian elementos de mayor tamafio. Estos cambios en el tamafio de los
elementos (y de la densidad de la malla) puede hacerse de distintas formas segun
convenga, como se observa en la figura 3.7(a, b, c y d), pero debe observarse que los
nodos deben estar interpolados adecuadamente, ya que si no se define bien la
interpolacion, quedando nodos “sueltos”, se podria caer en discontinuidad en esos
puntos (ver fig.3.7e).
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(b)

(d)

Método incorrecto:
Ay B son nodos sueltos

Fig. 3.7.- Métodos para el cambio de densidad en la malla.

Otro aspecto para garantizar la confiabilidad de los resultados en un andlisis es
observar la forma de los elementos. Lo ideal en un modelo es ocupar elementos del
mismo tamafo, si es el caso bidimensional debe buscarse que los elementos
triangulares 'y cuadrilateros, principalmente, sean equilateros y cuadrados
respectivamente; lo mismo para el caso tridimensional. Esto es debido a que
distorsiones en la forma de los elementos producen errores en el calculo ya que se
vuelve mas complicado. Sin embargo, existen limites establecidos
para la distorsion de los elementos, que garantizan la confiabilidad
de los resultados.

—>
5

relacion de forma= 2.5 relacion de forma = 2.5 relacion de forma =2
Fig. 3.8.- Ejemplos de la Relacién de Forma para medir la distorsidon de un elemento.
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Primeramente para medir la distorsion de los elementos utilizamos la relacion de
forma la cual es la relacion de la medida mayor entre la menor del elemento, como se
ve en la fig. 3.8. Para distinguir la diferencia de forma en elementos con la misma
relacion se utiliza la medida del angulo y/o conicidad, los cuales se establecen con
limites, ver fig. 3.9. Y cuando se trabajan secciones curvas los elementos pueden ser
de contornos curvados (de orden superior; no lineales), sin embargo, la curvatura
también debe ser limitada segun lo muestra la fig. 3.10.

>
>

45° < ¢ < 75°
b
c<al8
<

B d<h/8

45° < B <135°
Fig. 3.9.- Limite para los angulos de un Fig. 3.10. Limite de curvatura en un elemento
elemento. de orden superior.

Establecido el o los elementos para construir el modelo del cuerpo en estudio
hay que tomar en cuenta la divisiéon de la geometria en elementos para distribuirlos
adecuadamente. Se debe considerar que en las zonas importantes, tales como
cambios de material, cambios abruptos de seccion y condiciones de frontera y carga, la
localizacion de los nodos se hace mas necesaria por lo que se recomienda marcar esas
zonas para definir respuestas mas especificas; ver fig. 3.11.

Finalmente, hecho el modelo de elementos (y nodos) que representan el
problema, se debe realizar la numeracion de los mismos para organizar el célculo
posterior. Primeramente se enumeran los elementos y después los nodos, puede
tomarse el criterio de enumerarlos sobre las dimensiones mas cortas del modelo a
través de toda su longitud; principalmente los elementos, por ejemplo la viga en
voladizo de la fig. 3.12.
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Py Iy
* ¢

ACERO

ALUMINIO
T T

a) Cambio de material

b) Cambios abruptos de seccion

i

Fig. 3.11.- Ejemplos donde la localizacién de los nodos es importante (para modelos en 2D).

2 3 4 5 6 7 8
@ o | aw | @ | w | a9
10 11 12 13 14 15 16
® ® | a | a» | an | a) Horizontal
18 19 20 21 22 23 24
O] @ | @ | a9 | o | e
26 27 28 29 30 31 32
5 9 13 17 21 25 29
@ o | w | @ | a | a9
6 10 14 18 22 26 30
® ® ) (19) an @) b) Vertical
7 11 15 19 23 27 31
©® © | @ | e | o | e
8 12 16 20 24 28 32

Fig. 3.12.- Dos métodos diferentes de enumerar los nodos.
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3.2. DESCRIPCION MATEMATICA

Supéngase que Q es una regién limitada en R® el espacio Euclidiano
tridimensional, y que U = U(X,y,z) es una funcién (de valores reales) de posicién en Q.
Entonces se dice que U es de clase C™ sobre 2 [o pertenece a C"(Q), o0 “e C™(Q),” o,
simplemente, es una funcion —C™] si U y todas sus derivadas parciales de orden menor
o igual a m son continuas en cualquier punto (x,y,z) en (2, donde m es un entero
positivo. Cominmente se utiliza la siguiente notacién como la definicion de C™(Q):

A FU U U U
2

C™(Q) = {U =U(x,y,2), (x,y,2) eQU, son continuas en Q R3} (3.1)

la cudl se lee como: “C™(Q) es un arreglo de funciones, una tipica funcion U la cudl
tiene la propiedad de que U, oU/ox,..., d"U/6z™ son continuas en una region Q
contenida en un espacio Euclidiano tridimensional R*®". Anotando la ec.(3.1) de una
forma mas compacta:

oU
Cm(Q)={U|W

son continuasen Q c R%;i,j,k>0,i+ j+k=r,r< m} (3.2)

u(x)

. La clase C™(Q) es un espacio lineal de
/\‘, funciones; en otras palabras, siu € C"(QQ) y
v e C"(Q), entonces au + Bv € CM(Q) para
cualquier escalar o y .

o fooo
ol 4

o Considere, por ejemplo, la funcién u
definida en un dominio unidimensional
[O,a]={XGR|0£x£a} en la figura 3.13. Si
- - — dejamos que v(x) = U'(X) y w(X) = V(X) =

\ u’(x). Claramente, w sufre un salto
e =) A discontinuo en el punto Xo. Por lo tanto, u
no puede pertenecer a C?([0,a]). Sin
embargo, v es continua, asi que u es una

<

/l a funcion —C', es decir, u € C}[0,a]), y Vv
0 ; Y e C°([0,a]).. Similarmente, la funcién f en la
T figura 3.14 es una funcién —C° y no —C*

porque of/ox tiene una discontinuidad en la

linea x = Xo. Si u es infinitamente

Fig. 3.13. Funcién u con segunda derivada ) ) ) -
discontinua pero primera derivada continua. diferenciable sobre Q, se tiene u e C*(Q).



Algunas veces se desea incluir
condiciones de frontera en la
definicion de clases de funciones.
Un ejemplo tipico es el espacio
Co™(Q), el cual esta definido como
el subespacio de C™(Q) consistente
de aquellas funciones —C™, wu,
donde u y sus derivadas normales
aulen, &*ulen?, ..., d™'ulon™!
desaparecen en la frontera 0Q de
Q, n indica la direccién de la normal
unitaria para o<.

3.2.1. CONDICIONES DE
CONVERGENCIA

Dado a la necesidad de garantizar
un resultado confiable al problema
real, las funciones deben satisfacer
apropiadamente condiciones de
complejidad y continuidad,
ademds de las condiciones
actuales del problema en si. Las
condiciones de complejidad vy
continuidad que aqui se presentan
son aplicables a aquellos
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fxy)

| WIIII'AL
|||||||||||| I |||‘| I

<
\

Fig. 3.14. Funcién f con continuidad —C°
definida en un espacio Q bidimensional.

problemas gobernados por ecuaciones en las cuales el operador diferencial es lineal,
simétrico y bajo la frontera positivo. Esto asume que la ecuacion diferencial que
gobiernan al problema es de orden 2m, donde m = 0, 1, 2, ..., y que las ecuaciones
residuales han sido integradas en m partes. Por lo tanto m es el
orden superior obtenido de la solucién del elemento © ( y las

funciones de prueba ¢®).

ndicién mpleji

La solucion de prueba del elemento \© y cualquiera de sus derivadas con
orden arriba de m, deben asumir cualquier valor constantes cuando, en el
limite, el tamafio del elemento tienda a cero. Las condiciones de complejidad

pertenecen al interior del elemento.

Condicién de Continuidad.

En fronteras de interelementos las soluciones de prueba del elemento deben
tener una continuidad —C™*; esto es, que \© y sus derivadas con orden
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arriba de m+1 deben ser continuas. Las condiciones de continuidad pertenecen
a las fronteras entre elementos.

Si las funciones del elemento ¢® estan construidas para que \© satisfaga
ambas condiciones, entonces una secuencia de soluciones, correspondientes a la
secuencia de la malla refinada sucesivamente, convergird a la solucion exacta
(suponiendo que no existe otro tipo de error) en el limite cuando hys—0. En este caso
h representa el tamafio de un elemento ( es decir, la longitud de un elemento en 1D o
una dimensién representativa de un elemento 2D o 3D). Dado que hnsx €s el tamafio
del elemento mayor, y la estipulacion de que hna—0 especifica que todos los elemento
deben tender a cero para convergir a la solucion exacta. Este tipo de convergencia esta
referida como convergencia-h dado que el tamafio de los elementos tiende a ser
progresivamente menor.

La condicion de complejidad es necesarias para que se converja a la solucion
exacta, mientras que la condicion de continuidad no es necesaria. El propésito de ésta
tltima condicion es de medir que la discontinuidad en las fronteras de interelementos no
sea lo bastante severa para introducir errores sumados al error de discretizacion . La
condicion de continuidad puede algunas veces ser relajada si los errores introducidos
disminuyen a cero (lo bastante rapido) refinando la malla, en tal caso la convergencia
para la solucién exacta debe detenerse cuando hys—0.

Si las dos condiciones se satisfacen, entonces la convergencia es segura, es
decir, las dos condiciones juntas son suficientes para la convergencia. Un elemento que
satisface las dos condiciones es llamado elemento conformado, o compatible. Estos
nombres enfatizan la satisfaccion de la condicion de continuidad. Un elemento que
satisface la condicién de complejidad pero no la de continuidad, donde el proceso se
detiene al exhibir convergencia, es Illamado un elemento no conformado, o
incompatible. Dichos elementos comUnmente presentan un comportamiento
relativamente superior a la de los elementos conformados.

Dado que los polinomios son utilizados universalmente para soluciones de
prueba, es necesario examinar la condicion de complejidad en el contexto de
soluciones polinomiales. Primero se requiere de una definicion: un Polinomio de grado p
esta completo cuando todas las potencias desde O (el término constante) hasta p se
presentan en él. Si una potencia es omitida cualquier potencia superior no contribuye a
la condicion de complejidad. Por ejemplo, los polinomios aitasx+asx® vy
a;t+ax+asx’+asx* son ambos de segundo grado. El segundo polinomio tiene una
potencia mayor a 2 pero debido a que se omitié el término cubico, solo se completa a
grado 2; si el término cubico estuviera presente, entonces se completaria a grado 4.

Con la definicion anterior, tenemos la siguiente condicion de complejidad alternativa:
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Si un polinomio de grado p es utilizado para la solucién de prueba del
elemento \®, el polinomio debe completarse por lo menos al grado m?;
esto es, p > m. Al igual que a la condicion de complejidad mas general,
m es el orden mayor obtenido de \©.

Un polinomio completo de grado m es continuo y tiene derivadas continuas arriba
del orden m, cada una controlada por un parametro diferente conforme el elemento
tiende a cero. Por lo tanto \® y cada una de sus derivadas arriba del orden m pueden
asumir cualquier valor constante conforme el elemento tiende a cero. Tal como lo
requiere la condicion de complejidad mas general. Entonces esta condicion de
complejidad alternativa y la de continuidad estdn lo suficientemente unidas para
asegurar la convergencia a la solucion exacta.

3.2.2. ECUACIONES QUE GOBIERNAN A LOS PROBLEMAS CON VALORES EN
LA FRONTERA

Cuando desarrollamos primeramente la formulacion diferencial de un problema
establecemos el equilibrio y los requerimientos que lo constituyen de elementos
diferenciales tipicos en términos de variables de estado. Estas consideraciones son
primordiales para un sistema de ecuaciones diferenciales en las variables de estado, y
es posible que todos los requerimientos de compatibilidad (es decir, los requerimientos
de interconectividad de los elementos diferenciales) estan contenidos en estas
ecuaciones diferenciales. Sin embargo, en general, las ecuaciones deben ser
suplementadas por ecuaciones diferenciales adicionales que imponen restricciones
apropiadas sobre las variables de estado de manera que todos los requerimientos de
compatibilidad estén satisfechos. Finalmente, para completar la formulacion del
problema, todas las condiciones de frontera son condiciones de estado.

Para propositos de analisis matematico, clasificamos las
ecuaciones diferenciales que gobiernan a los problemas. La forma
general de una ecuacién diferencial parcial de segundo orden que involucra dos
variables independientes (dominio: X,y) puede representarse como

o°U U Y A A
AGY) g +BOGY) 55+ CY) 3 =¢((x,y,U,§,Ej (3.3)

donde U es la variable de estado desconocida. Dependiendo del valor de los
coeficientes, la ecuacion diferencial (3.3) es eliptica, parabdlica o hiperbdlica,

% La condicién de complejidad se aplica a la solucién de prueba del elemento U® no para cada una de
sus funciones separadamente. Por lo tanto algunas de las funciones pueden ser (y cominmente son)
polinomios incompletos.
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<0 eliptica
(B(x,y)) —4A(X,y)C(x,y) 1=0 parabolica (3.4)
>0 hiperbolica

Normalmente las ecuaciones elipticas ocurren en problemas de equilibrio,
mientras que las ecuaciones parabodlicas e hiperbdlicas ocurren en problemas de
propagacion. La diferencia entre los problemas de equilibrio y de propagacion esta dada
por las condiciones aplicadas en las fronteras del dominio; el dominio para un problema
de equilibrio esta cerrado y sus condiciones de frontera se dan alrededor de toda su
frontera.

Dentro de las ecuaciones del tipo eliptico encontramos dos casos especiales,

2U SU
X

pE = VU =4(x,Y) (3.5)

ZalSIZA V) o'u
PO +2@(2@2 =Vv?(V2U)=V*U = ¢, (x,y) (3.6)

La ec. (3.5) es eliptica de acuerdo a la definicion anterior (desde A=-4), y es
comunmente conocida como la ecuacién de Poisson. La ecuacion de Laplace se
obtiene como un caso especial cuando ¢; = 0.La ec.(3.6) es una ecuacion eliptica de
cuarto orden. Para distinguir a las dos ecuaciones nombramos a la ec. (3.5) como una
ecuacion Armoénica y a la ec. (3.6) como una ecuacion Biarmdnica. Las ecuaciones
armoénicas son las que gobiernan el comportamiento de los problemas de torsion,
mientras que las ecuaciones biarmoénicas gobiernan los problemas de flexion
(elasticidad), esfuerzo plano y deformacion plana.

En el andlisis de esfuerzos, el problema mas sencillo es la torsién de barras (o
flechas) y se clasifica como un problema de Campo. La ecuacién que gobierna este
proceso se puede representar como

%(KX %j+§(Ky %}+§(Kz %’bj+Q=0 (3.7)

Las condiciones de frontera asociadas con la ec.(3.7) en su forma mas general
son

P= (3.8)

sobre la superficie Sy, y

24 op
Kxglx—i'KyEIy"_Kzglz'i_q:O (3.9)
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ap ap ap
KxgxwLKygy+KZEIZ+h(¢—¢w)=O (3.10)

sobre las superficies S, y Sg respectivamente, donde S;, S, y S; forman la frontera de la
region considerada. El término q y los coeficientes Ky, Ky y K, pueden ser funciones de
las coordenadas x, y y z, pero son independientes de la variable ¢. Iy, I, y I, son los
cosenos directores de la normal externa a la frontera.

Considerando una situacion en dos dimensiones donde Ky = Ky =1y Q = 2G6;,
con las condiciones de frontera de ¢ igual a una constante (usualmente cero) alrededor
de la frontera, se tiene

P’y
@(f+@f=—2eal (3.11)

Agqui ¢ es la funcion de esfuerzo de Prandtl, G es el médulo de corte del material
y 0; es el angulo de torsién por unidad de longitud de la barra. Los esfuerzos de corte
en la barra se determinan por las derivadas de ¢ en las direcciones x e vy, y el torque
por el volumen bajo la superficie ¢.

3.3.- INTERPOLACION

3.3.1.- Interpolacién de Barras

Cuando se trata de interpolar modelos que representan problemas de campo, la
forma mas utilizada de determinar las funciones de interpolacién y de forma es
mediante Polinomios de Lagrange. Para comprender este concepto, supongamos un
elemento de dos nodos (caso unidimensional) el cual se convierte en el dominio
completo Q.

Primero consideremos un polinomio lineal, escrito como series de
potencias:

U(x; @) = a, + a,X (3.12)

La figura 3.15 muestra un dibujo de la funcién \(x; «) e indica las medidas de o; y
op. Sin embargo, esta expresion es inapropiada para uso en el MEF debido a los
parametros o que utiliza. Por tal motivo recurrimos al concepto de polinomio de
interpolacion. El principio de interpolacion es simple:

eCada pardametro a; debe representar el valor de la solucién en un
punto especifico en el elemento.
eCada punto es llamado nodo.
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En la figura 3.16 se muestra la aplicacién del principio anterior

(Xa; @) =a
(xe: 8) = ;2 (3.13)

Y ' l
: : | <)  w
' N : /
““““ 1 ' : :
: : 1 1 az
: : a | :
% : I | |
) ) : ' >
0 X X X ¢ ¢ X
1 2 Nodo 1 Nodo 2
Xa Xp
Fig. 3.15. Forma inapropiada para una solucion | Fig. 3.16. Forma recomendada para una
por MEF —expansién de serie de potencias. solucién por MEF —interpolacién polinomial.

Ahora expresando la ec.(3.12) en términos de a; y ay, le introducimos las ecs.(3.13):*

Op + 02 Xa = 8y (3.14)
o1+ 02 Xp = a2

resolviendo para a; Yy a. , sustituyendo en la ec.(3.12) y combinando los coeficientes a;
y a,, obtenemos finalmente:

U(X;a): a1¢1(x)+a2¢2(x) (3.15a)
donde las funciones ¢1(X) y ¢2(x) tienen la forma

X, — X X—X

h(X)=—"— ¢ (X)=—— - (3.15Db)

X, — X, X, — X

y satisfacen las siguientes propiedades en los puntos de frontera del elemento®:

* Escribiendo las ecs.(3.14) en forma matricial:

CilE

1 x,

Este determinante es llamado “Determinante de Vandermonde” (asi como a todas las
extensiones a polinomios de orden superior).

® Estas funciones fueron construidas para satisfacer las condiciones sobre la frontera del
dominio, recuerdese que en este caso la frontera del elemento es también la frontera del dominio.
Cuando se trabaje con un dominio formado por 2 0 més elementos, estas funciones deben construirse
para satisfacer condiciones similares sobre la frontera del elemento.

el determinante de la matriz de coeficientes es
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h1(xa) =1 h2(Xs) = 0 (3.16)
d1(Xp) = 0 d2(xp) = 1

La funciones de las ecs. (3.15b) son interpolatorias por la ec.(3.16), es decir,
cada una esta definida para ser igual a la unidad en un nodo y a cero en el otro nodo.
Esta propiedad se puede aprecier mejor si cambiamos la notacion utilizada por una mas
general. Asi, sustituyendo a X; por X, y a Xz por X, las ecs. (3.15b) quedan como

X, — X X=X,
- # () =

3.17
X Xy =X ( )

#(x) =

X,

Con esto podemos escribir a las
ecs.(3.16) en wuna forma general
como

4(xi) = 8 (3.18)
X
e o donde §;, llamada Delta Kronecker,
tiene la propiedad® de
Fig. 3.17.- Solucién y funciones de las ecs. (3.15). - 1 5? J = | (3.19)
10 st =i

Cuando se trata de dominios con un
namero finito de elementos, por ejemplo “n” y “n+1” nodos, cada elemento debe tratarse
en forma similar. La diferencia esta en la notacion, pues deben especificarse cuales son
las funciones para cada elemento, asi como la aparicion del
concepto de condiciones de frontera de interelementos. Por lo tanto
la funcién que represente el dominio sera ahora:

U(x;a) = ZH:U(G) (x;a) (3.20)

donde

® La ec.(3.14) sera referida como la propiedad de interpolacién. Esta es un propiedad general que
caracteriza a casi todas las funciones usadas para ecuaciones diferenciales de segundo orden.
Refiriéndonos a ecuaciones diferenciales de orden superior, se utiliza una propiedad de interpolacién
similar mas generalizada, involucrando derivadas de las funciones.
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U(x;a)=a,4® (x)+a,4°7(x); i=e

j=i+1

(3.21)

Elemento Isoparamétrico Lineal

Esto es solo el principio de interpolacion en 1D, un elemento simplejo
(unidimensional) representado por la figura 3.17, modela Unicamente el
desplazamiento en X, y consecuentemente solo se puede predecir el esfuerzo ox. Sin
embargo, en la practica un conjunto de elementos barra no siempre conservan una
posicion horizontal, por lo cual es necesario recurrir a elementos isoparamétricos los
cuales facilitaran los calculos
posteriores.

Por ejemplo, considere Y «
el elemento barra mostrado : ’
en la figura 3.18. Para X, |
simplificar la explicacion, se ' .,
asume que la barra se 7 U S ._,_,U
encuentra sobre el eje global ‘ | : X
de coordenadas X. El primer =1 &=0 g=+1
paso es relacionar el sistema
global de coordenadas X con
el sistema local de Fig. 3.18.-Elemento barra en un sistema de coordenadas
coordenadas con variable &, global y local
donde -1 < & < +1. Esta
transformacion esta dada por

X =Y X046 () (3.22)

donde xk(e), k=1, 2, ..., m, son las coordenadas de los “m” nodos del “e"-ésimo elemento.
Y las funciones ¢® son las funciones de forma del elemento maestro, es decir, del
sistema local de coordenadas. Para este caso, dichas funciones son

#? (&) =3(1-¢)

1 (&) =7 (1+¢) (8:29)
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Note que la ec.(3.22) establece una Unica relacion entre las coordenadas Xy §
sobre la barra. La ecuacion de transformacion de coordenadas locales a globales para
nuestro ejemplo queda como

X =4(1-&)x, +3(1+&)x, (3.24)

Las funciones de interpolacion para el sistema global de la barra se expresan de
la misma forma que las coordenadas del sistema global:

G9(&a)= Y a4 (9 (3.25)

donde en este caso la variacion de las funciones de forma es lineal. La interpolacion de
las coordenadas (X) y desplazamientos (() del elemento real utilizandolas mismas
funciones de interpolacion, las cuales estan definidas en un sistema de coordenadas
local, es la base de la formulacion del elemento finito isoparamétrico.

Para problemas donde el elemento barra es de tipo curvo, una alternativa es
utilizar un numero de elementos lineales adecuado para simular la curvatura, sin
embargo los resultados obtenidos estarian presentando errores considerables en la
mayoria de los casos. Es posible, en mejor forma, utilizar elementos de orden superior
gue se adecuen a la forma curva de la barra.

3.3.1.1.- ELEMENTO CUADRATICO EN 1D —C°

En un elemento cuadratico —C° se requerird de 3 nodos para definir el
polinomio cuadrético; en cada extremo del elemento debe localizarse un nodo y el
ternero se puede localizar en cualquier parte del interior del elemento. Ahora la solucion
de prueba del elemento es la suma de tres funciones de forma:

U®xa)=>.a,49(x) ; n=3 (3.26)
j=1
donde cada funcion de forma es un polinomio cuadratico que satisface la propiedad de
interpolacion: ec.(3.18).
Evaluando la ec.(3.26) en x;, y utilizando la ec.(3.18), obtenemos:
\&(x; :a) = aj i=1,2,3 (3.27)
Utilizando la ec.(3.18) para determinar las ecuaciones de las funciones de forma,
iniciamos considerando la primera funciéon de forma, la cual escribimos como un
polinomio cuadratico:
01 @(X) = ag + oiX + X’ (3.28)

Aplicando la ec.(3.18) a la (3.27) en cada uno de los tres puntos nodales:
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oy +a, X +aXl =1
a, +a,X, +ax2 =0 (3.29)

o, +a,X, +aX; =0

Resolviendo el sistema (3.29) para cada o; en términos de Xx; y sustituyéndolos en
la ec.(3.28), obtenemos la siguiente expresion para ¢1?(x):

(X_Xz)(x_xs)

® (x) = 3.30
¢l ( ) (Xl_xz)(xl_x3) ( )
Repitiendo el mismo procedimiento para ¢.®(x) y ¢s(x) obtenemos:
X — X, )(X — X
%" (x) = (>(< - xligx - :())
2 T MR T A (3.31)

(X B Xl)(x B Xz)
(Xs - Xl)(x3 - Xz)

7 (x) =

La figura 3.19 muestra las tres funciones de forma para un elemento cuadratico
en 1D; ésta proporciona un resumen de las relaciones entre las funciones de formay la
solucioén del elemento.

Notese que estas funciones de forma son polinomios de interpolacion de
Lagrange de segundo grado (cuadraticos); esta terminologia fué introducida
anteriormente donde las funciones de forma para los elemento lineales —C° fueron
identificados como polinomios de Lagrange de primer grado. Asi que, generalizando el
polinomio de Lagrange de grado “p” en 1D se tiene:

(X = ) (K= X ) (X — X 1) (K= X ) (X X, )X — Xp0)
1 2 j-1 i+l P p+l P — 3.32
(X0, 5O, X Kt ) x ), xyy At p el (3:32)

4700 =

La solucién de prueba del elemento para un elemento tipico, \©(x; a), es un polinomio
cuadratico completo,

u®(x; a)

% V| ag

X Xz X3

Esta representado como la suma de 3 funciones de forma:
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ue® (x;a)= i a; ¢j(e) (x)

cada coeficiente a; es el valor de \®(x; a) en el nodo x;. Cada funcién de forma, ¢;*(x),
es un polinomio cuadratico similar que satisface la propiedad de interpolacion, (I)j(e)(X) =

Sjii
El polinomio q),-(e)(x) interpola a los p+1 nodos (X1, X2, ..., Xp+1); €sto es, satisface la
propiedad de interpolacion:

0 Q(x) = &; i,j=1,2, .., p+l (3.33)

Los elementos isoparamétricos,
como ya se vio, emplean la forma } :
estandar para la solucion de prueba del "1 2 s
elemento, ec.(3.26), y las funciones de ; 1 é‘o ¢ >&
= = &=+1

forma satisfacen la propiedad de
interpolacion, ec.(3.27). Sin embargo,
las funciones de forma son generadas
indirectamente, primero desarrollando
un elemento maestro se ajustan las
funciones de forma utlizando la
aproximacion directa empleada
anteriormente, y entonces se hace la

Fig. 3.20.- Elemento maestro para el
elemento isoparamétrico cuadratico —C° en
1D.

transformacion del elemento maestro sobre cada uno de los elementos reales en una
malla. Se vera que la transformacion generalmente (pero no
siempre) hace imposible escribir expresiones explicitas para el

resultado real de las funciones de forma, ¢;)(x).



(X—Xz)(X—X3)

...... X © (x) =
: 6,809 : #o ) (X =X, ) (X, —X3)
1 | 1
o >
X % X3 X
: () | X—X, ) (X=X
. , 0 - )
! ! (X3 =X )(X; = Xg)
X
I : (X—Xl)(X—XZ)
' N @ (x) =
: ’ ( ) (Xs - Xl)(X3 - Xz)
| 1
X

X

Xy X3

I .\z o, 49 =24~

o
1
|
o
1
o
e
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I
o

¢

a8 = (E+1)(E-1)

y

|

#(&) =3 E(E+D)
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Fig. 3.21. Funciones de forma maestras para el elemento isoparamétrico cuadratico —CO0 en 1D.
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Iniciamos definiendo un elemento maestro a lo largo de un eje separado &, con
los tres nodos uniformemente espaciados en & = -1, 0, +1 (figura 3.20). Posteriormente
definimos las funciones de forma cuadraticas —C°, ¢i(£), en el elemento maestro. Este
puede ser copiado de la figura 3.19, sustituyendo -1 para xi, 0 para Xz, -1 para Xz y §
para x. Las funciones de forma (del elemento maestro) y sus expresiones se muestran
en la figura 3.21; nos referimos a ellas como las funciones de forma maestras.
Finalmente definimos una transformacion de coordenadas:

x = XO(¢) (3.34)

el cual transforma el elemento maestro (en el intervalo § = -1 a £ = +1) sobre cada uno
de los elemento reales en una malla. El superindice (e) se utiliza porque cada elemento
usa una transformacion separada, tal como se muestra en la figura 3.22.

Una consecuencia importante de este proceso es que las tres funciones de
forma maestras, ¢i(€), se “llevan a todo lo largo” en cada transformacion, resultando
“funciones de forma definidas sobre cada elemento real’. En otras palabras, un ajuste
de las tres funciones de forma, ¢i(x), se crea para cada elemento. Esta, entre otras, es
la principal ventaja del proceso de transformacion de coordenadas del elemento
maestro: para facilitar la construccion de las funciones de forma sobre elementos
reales. Esta ventaja es mas significativa en problemas de 2D o 3D".

Para cada elemento en la malla es deseable que la transformacion de
coordenadas [ec.(3.34)] sea “una a una”, por ejemeplo, cada punto ene el elemento
maestro transformado sobre un punto ene el elemento real, y viceversa. En particular,
gueremos los nodos de la frontera del elemento maestro (§ = +1) transformarlos sobre
los nodos de la frontera del elemento real. Esto es necesario para asegurar la
continuidad del transformado en las fronteras de elementos adyacentes®.

Existen  varios caminos para establecer dicha
transformacion. La mas utilizada, hoy en dia, es la aproximacion isoparamétrica en la
cudl la ec(3.34) toma la forma:

" Por ejemplo, en problemas de 2D o 3D, los elementos pueden tener formas complicadas con fronteras
curvadas. En estos casos seria muy dificil, pero no imposible, definir las funciones de forma apropiadas
sobre dichas formas. Por otro lado, un elemento maestro es construido usando la forma mas simple;
como un cuadrado bi-unitario en 2D (esquinas con nodos en +1, +1) o un cubo bi-unitario en 3D
(esquinas con nodos en 1, +1, #1). Es mucho mas facil construir funciones de forma sobre los
cuadrados o cubos maestros y entonces transformarlos a los elementos curvilineos reales.

® Transformaciones no aceptables son faciles de construir. Por ejemplo considere la transformacién del
elemento maestro de la figura 3.22 sobre el elemento (1) por la funcién x = x,(3+£). Los nodos de frontera
en & = -1y & = +1 serian transformados sobre los puntos x = 2x, Y 4x,, respectivamente, lo cuél no sera
en X Y Xa.
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Elemento Maestro

. . ——>

2 3
E=1 =0 =1 3
X =X0() x=XA(g) X =XO() X = XO(E)
. @ . 2 . ©)] , 4 ,
1 I ! 1 1
1 1 1 1 ]
1 &= 1 &=0 1 &=0 1 =0 1
1 I 1 1 1
) el l Gy g l e & l Gl el X&H :
: i ¥ NG / NG Y \|
o g ° ° ° ® - >
Fig.3.22. Transformacmn de coordenadas &en el elemento maestro sobre cada elemento real, x =
X(€)(E) .
|
X=Xy, (&) (3.35)
k=1
donde x®, k = 1, 2, ..., |, son las coordenadas de los | nodos en el e-ésimo elemento

real, y yk(§) se definen como las funciones de forma maestras.

W@ =& ; k=12, ..,1 (3.36)

Utilizando las expresiones de la figura 3.21 para el elemento cuadratico —C°, tenemos

X = Zx% (&)
%f(f DX + L+ E)(1- X +3 E(E+Dx

(3.37)

Esta claro que la ec.(3.37) transforma los nodos maestros sobre los nodos reales, esto
es:

E=-1 = x=x

=+l = x= x(e)

La transformacion de la ec.(3.37) puede utilizarse para cada elemento real; solo
necesitamos cambiar los valores numéricos de x1@, x,® y x5 para cada elemento.
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Analizando la palabra isoparamétrico el prefijo iso (del griego que significa
“igual”) se refiere a los factores que intervienen en las funciones de transformacion para
las coordenadas, y«(§), son semejantes a las funciones de forma ¢«(&); y la palabra
paramétrico se refiere al uso del parametro de transformacion, &. En general las (&)
no nesecitan ser semejantes a ¢(€), y los x® pueden corresponder a otros puntos en
el elemento, no necesariamente los nodos. Un elemento es llamado Subparamétrico si
el nimero de wyi(£) es menor que ¢«(&)°, y Superparamétrico si hay mas y(&) que dw(£).

De los tres tipos los elementos isoparamétricos son los mas utilizados.

Veamos ahora como las funciones de forma maestras ¢;(§) son transformadas en
funciones de forma sobre ele elemento real ¢(x) como resultado de la transformacion
anterior de coordenadas. Note que dos de los tres nodos del elemento real estan en los
extremos, pero el tercer nodo puede localizarse en cualquier punto entre ellos. Por lo
tanto, la naturaleza de la transformacion de coordenadas y de las funciones de forma,
esta completamente determinada por la localizacion del nodo interno relativo a los
nodos en los extremos.

Considere primero un elemento real en el cual el nodo interno x,® esta localizado en el
centro:

XZ(e) =1 ( Xl(e) + X3(e) ) (339)

Esta es la situacion mas simple para tratar analiticamente. También es la mas
interesante porque colocando el nodo interno en el centro se crea un elemento
balanceado, lo que es una caracteristica deseada en la mayoria de todos los analisis
practicos.

Para obtener las expresiones analiticas de las funciones de forma transformadas
&®(x), primero sustituiremos la ec.(3.39) en la (3.37):

x=XO€) =% (1-8) x® +% (1+&)x®
(3.40)

La ec.(3.40) es la transformacion de coordenadas para este elemento. Note que
la ec.(3.37) es cuadratica con respecto a &, pero la ec.(3.40) es lineal, y debido a esta
linealidad podemos invertir esta ecuacion, por ejemplo, resolviendo para & en términos
de x:
2x —x{& —x®

&9 (x)= (3.41)

Xée) _Xl(e)

Finalmente, sustituimos la ec.(3.41) en las funciones de forma maestras de la figura
3.21. Por ejemplo,

° Un ejemplo de una transformacién subparamétrica aceptable para un elemento cuadratico—C° es

Xx=%(1-2)x9+% (1 +?)x®
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_y (&) _ y(e) _y (&) _y(e)
¢1(e) (x) = ¢l(§(e) (X)) 1 (ZX X3 — X j(zx X3 =X _1j (3.42a)

20 x—x® x{ —x®

Utilizando la ec. (3.39) esto puede ser simplificado y, similarmente para las otras
funciones de forma se tiene:

I
(e)
¢1 (x) = (Xl(e) Xée) )(Xl(e) X§E))
o)
(e) —
2 (X) - (Xée) —Xl(e) )(Xée) Xée)) (342b)
(o)
(e) —
3 (X) (Xée) —Xl(e) )(Xée) —Xée))

Reconocemos las ecs. (3.42b) como funciones de forma de polinomios de
Lagrange obtenidas con la aproximacion directa (elemento no isoparamétrico) (figura
3.19). En otras palabras, cuando el nodo interno esta en el centro, la transformacién
isoparameétrica hace que las funciones de forma maestras transformadas en funciones
de forma real sean ambas polinomios de Lagrange cuadraticos. Estas relaciones se
resumen en la figura 3.23. Note que las coordenadas § transformadas, mostradas bajo
el elemento real, son uniformes de -1 a +1, esto es porque la ec. (3.40) (de
transformacion ) es lineal. Debido a esta uniformidad, las funciones de forma reales son
simplemente una expansion (o contraccion) uniforme de las funciones de forma
maestras a través de todo el elemento, por el cambio de longitud de 2 en coordenadas
de & a xs®-x1® en coordenadas de x. En conclusién, la ecuacién de transformacion
(3.40) ha producido solo un cambio en la escala; no produce ninguna distorsion en las
funciones de forma.

Ahora considere un elemento donde el nodo interior no esta localizado en el
centro; por ejemplo, si esta en un punto sobre la cuarta parte del elemento,

%0 = %, + Yo (x5 - x,) (3.43)

Sustituyendo la ec.(3.43) en la ec.(3.37) obtenemos la siguiente transformacion de
coordenadas:

x=XOE) =¥ 3+8) (1-8) x® +¥% (1+8)* x® (3.44)
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Afortunadamente no es necesario realizar el andlisis subsecuente para obtener dichas
expresiones. Podemos hacerlo seleccionando varios valores para § en el intervalo de -1
a +1 y calculando los valores correspondientes de x y ¢; con la ec.(3.44) y la figura 3.21,
respectivamente. Los resultados se muestran en la figura 3.24, en la cual se dibujan las
funciones de forma transformadas para varios elementos reales diferentes, iniciando
con un elemento donde el nodo d interno x,®® esta en ele centro y gradualmente se va
moviendo hacia un extremo. Bajo cada elemento real esta trazado el eje transformado

La figura 3.24 ilustra un principio importante: Si el nodo interno del elemento Fig. 3.23.
Transformacion isoparamétrica de funciones de forma maestra sobre un elemento real en el cual

Elemento Maestro

A9 (8) =3 £(£-1)
#7 (&) = (E+D(&-D)
A (&) =385+

X=Y(1-6)x® +%(1+E)xs®

Elemento Real

| 00 | © ron (X — Xée))(x — Xée))
¢l (X) - (Xl(e) _ Xée))(xl(e) _ Xée))

(x - x{e))(x - xée))

Xée) _ Xl(e))(xée) _ Xée))

40 =
(

ol 4

(x - x{e))(x - xée))

X:()’e) _ Xl(e))(Xg(,e) _ Xée))

' » (e _
l I & ¢3()(X)_(
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real no esta en el centro, entonces la transformacién no es uniforme, es
distorsionada, resultando en el eje coordenado & la compresion en un extremo del
elemento (hacia x;© en la figura) y la expansion en el otro extremo, al mismo tiempo las
funciones de forma transformadas se comprimen hacia un extremo —x;®— vy se
expanden hacia el

tro extremo —x3®— de tal modo que se distorsiona la forma polinomial de las
funciones maestras en formas no-polinomiales. Note que la distorsion es provocada por
una expansion y contraccion horizontal y no vertical; el rango de valores para cada
#®(x) permanece igual como para su correspondiente ¢{©(€).

Polinomio de
Lagrange cuadratico

&1 &0 &=

Elemento y funciones de forma maestras.
Elemento y funciones de forma reales: L = x;® -
©
X1

Como se dijo en la seccién 2.1, existe un limite que indica que tan lejos x,©
puede aproximarse hacia x;® 0 x5 antes de que el eje de coordenadas & se comprima
y las funciones de forma se distorsiones. Esto puede observarse en la figura 3.24: (a)
no hay distorsién, solo un cambio uniforme en la escala y las funciones de forma ¢;®(x)
siguen siendo polinomios cuadréaticos; (b) la distorsién es pequefia, donde ¢{®)(x) no es
un polinomio (de orden superior) con respecto a x porque la expansion o contraccién no
es uniforme a través del elemento, sin embargo, la transformacién es aceptable porque
cada punto en & estéd sobre un punto en x y viceversa, (c) la distorsion es severa cerca
de x1®, la transformacién es “uno a uno” en todas partes excepto en & donde se
convierte infinitamente comprimido, resultan esto es, con pendiente infinita en ese
punto (claramente comportamiento no polinomial)'%; (d) la distorsién es extrema, las
coordenadas & salen del elemento resultando en funciones con doble valor a lo largo
del eje x, esta distoribn severa podria provocar problemas numéricos ya que no tiene

1% Dichas funciones de forma pueden ser evitadas. Estas funciones solo se utilizan cuando se modela
una regién alrededor de un punto donde se conoce que la solucién exacta también tiene el mismo tipo de
comportamiento singular.
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suficientes valores uno a uno sobre regiones finitas de x, haciendo este elemento
inaceptable™.

do en funciones de forma “singular” en x,©,

%, en el centro: [ x,® = x,©@ + 15 L] x,® en la */za parte: [ %,® = x,;© + %5 L]
| 00 | | .0 :
L 2 00 0K
I I
1 I
1 | I
1 I
I I
> >
X X % X0
] | | | | |
N I e s > 1L I B g
-1 0 +1 & -l 0 +l
(a) (b)
x,® en la Via parte: [ x,© =x,® + % L] X, en la Yga parte: [ %,® = x,;© + Y5 L]
| 0,9(x) ! © I
: ¢1(e)(x) ¢2(e)(x) ¢3(E)(X) | 1 $,9(x) $;E(x) 1

1 I
1 |
1 1 1
1 ! >
1 | X
) xl(e) )(2(9) X3(e)
X
® L1 ] -
x,© X x© T 1 T I | | -
S0 +1 £
] ] ] T
L I O > A -
10 a ¢ (d)
(©)

' Se puede ver que el elemento cuadratico no isoparamétrico también experimenta dificultades si el
nodo interno se localiza proximo a un nodo en un extremo.
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La figura 3.24 también ilustra una propiedad general importante de
transformaciones isoparamétricas. Dado que las funciones de forma maestras
satisfacen la propiedad de interpolacion en lo nodos del elemento maestro —esto es,
¢;(&) = dj— y dado que los nodos maestros transforman a los nodos reales, entonces
las funciones de forma transformadas también satisfacen la propiedad de interpolacion
en el elemento real:

0(xi) = dj (3.45)
esto mide la continuidad —C° de las funciones de forma transformadas.

Los cuatro casos mostrados en la figura 3.24 son una ayuda visual para
propésitos de decision, pero la construccién de graficas no es muy practica para
determinar cuando una transformacion es aceptada o no, especialmente con elementos
en 2D y 3D. Afortunadamente, existe una prueba analitica que puede determinar la
aceptacion de una transformacion sin calcular la misma. Esta basada en una
comparacion de como un segmento de linea infinitesimal d§ en el elemento maestro es
transformado sobre un correspondiente segmento de linea dx en el elemento real. Su
relacion, ®/4;, es la derivada de la transformacion, y lo llamamos cantidad de
contraccion o expansion local de las coordenadas debido a la transformacion. Cuando
es aplicado a la transformacion de coordenadas, tal como la nuestra, esta derivada se
denomina Jacobiano®?, simbolizado por J®(€):

o m_ X
J”(f)—d§ (3.46)

El Jacobiano juega un papel muy importante en el andlisis por elemento finito de
elementos isoparamétricos. El criterio para que una transformacion sea aceptable es:

JOE)>0 para -1<g<+1 (3.47)

es decir, el Jacobiano debe ser positivo en cualquier punto dentro del elemento y sobre
su frontera™®.

Aplicando este criterio a la figura 3.24. De la ec.(3.37),

J (e) (5) — iXLEE) d¢k (g)

ST e (349

2 Actualment, las transformadas en 1D no utilizan una terminologia especial. Pero 1D es directamente
anéloga a 2D (o 3D) en la cudl la analogia para d"/dE_ es una matriz llamada Matriz Jacobiana y la
determinante de la matriz Jacobiana es llamada Jacobiano.

'3 En principio, el intervalo -1 < & < +1 se podria cambiar a -1 < £ < +1, de ese modo permitiendo que
J(e)(é):o sobre la frontera del elemento. Esto corresponde a una situacion especial e inusual involucrando
comportamiento singular en la frontera, como se ilustra en la figura 3.24(c). Sin embargo, la ec.(3.47)
estd definida para aplicaciones generales donde el comportamiento singular es indeseable en un
elemento.
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4 (0 | 1
d—§ = £ >
d
(’j;—f) =2 (3.49)
TAGEPE!
d—§ =& ;
Por lo tanto,
190 =(£- 1) 2800 o[£+ 2Jus (350)

Ahora considerando cada uno de los cuatro casos de la figura 3.24 y
sustituyendo la expresion de x.® correspondiente en la ec.(3.50), tenemos:

L
eFig. 8.9(a): J= >

J >0 en cualquier punto del elemento.

Aqui J es una constante a través del elemento porgue la transformacion es
lineal con respecto a & Esto muestra una propiedad importante del
Jacobiano para elementos de cualquier dimension: el Jacobiano es
constante si y so6lo si la transformacion es lineal. En este caso la
transformacion solo produce un cambio uniforme de escala, es decir, no

hay distorsion.

5;2) L

oFig. 8.9(b): J=( )5

J >0 en cualquier punto del elemento.

Aqui J varia sobre el elemento, resultando en una
transformacion no uniforme, es decir, distorsionada. Sin embargo, las
funciones de forma transformadas son solo distorsionadas ligeramente.

eFig. 8.9(c): J :(§+1)%

J >0 dentro del elemento, pero J = 0 sobre

la frontera en & = -1, es decir, en x = x;©.

En el punto x;¥ un segmento d& finito (no cero) esta sobre un dx = 0, el
cual hace que las coordenadas & sean infinitamente comprimidas sobre el
eje x. Por lo tanto, las funciones de forma, las cuales son llevadas a lo
largo por la transformacion, son similarmente comprimidas, resultando en
pendientes infinitas, es decir, una singularidad. Este tipo de elementos
podria ser muy efectivo si se conociera que la solucidon exacta tiene una
singularidad similar en este punto, de lo contrario, daria muy poca
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aproximacion cerca del punto. El elemento es por lo tanto inaceptable para
aplicacion general.

3§+2)£

eFig. 8.9(d): J:( > >

J>0, =0 y <0 en cualquier punto del elemento.
J>0 para -“lz<E<1
J=0 para £=-%3
J<0 para -1<&<-%;

J < 0 significa que un segmento d§ positivo estd sobre uno dx negativo.
Esta revision del signo significa que las coordenadas & se encuentran
detras de si mismas, resultando en las funciones de forma con doble valor
en un mismo punto; es decir, la transformacion no es “uno a uno”. Dicha
distorsion extrema hace mas dafio una aproximacion pobre; esto también
produce ciertas condiciones en el sistema de ecuaciones que
encontrandose en el proceso de solucion se presenta una discontinuidad.
Este tipo de elemento es absolutamente inaceptable.

La figura 3.24 ilustra el movimiento de x,® hacia x,®. Pero si realizamos el
movimiento de x,® hacia x5®, obtendriamos resultados idénticos (como una imagen
reflejada) debido a la simetria de las funciones de forma maestras.

Concluyendo, utilizando la ec.(3.47) derivamos una regla para obtener el rango
aceptable de desplazamiento del nodo interior, asi aplicando la ec.(3.47) a la ec.(3.50)
obtenemos

JOE) = (g— %j x{® —2& + (§+ %j x>0 o —1<E<4] (3.51)

Note que J®(€) es una funcion lineal de &. Por lo tanto, J®(£) > 0 para -1 < £ < +1
si y sélo si J®(x1) > 0, esto es que J®(&) > 0 en ambas fronteras, como se muestra en
la figura 3.25. Aplicando las condiciones anteriores obtenemos el intervalo de valores
permisibles para la distorsion del elemento en cuestién:

L L
x 2 < x{ < x® 7 (3.52)

donde x.® = (x1® + x5¥) / 2 es el centro del elemento. Esto se ilustra en la figura 3.26.
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Fig. 3.26.- Intervalo permisible donde el
nodo interno, de un elemento cuadratico —
C%en 1D, puede localizarse.

Fig.3.25.- Condiciones en los nodos de
frontera para que J(e)(g) > 0 sobre el todo
elemento.

3.3.1.2.- ELEMENTO TRIANGULAR — C°

Por otro lado, cuando hablamos de interpolar barras para el tratado de
problemas de torsidon se requiere de la interpolacion para ecuaciones diferenciales de
segundo orden en 2D. En estos casos, se toma las mismas consideraciones para
determinar los polinomios de interpolacion sobre una region Q, pero ahora en un plano
x-y. Por lo tanto, podemos escribir la formula general para la solucién de un elemento
tipico:

U (x,y;a) =D ;4] (x,Y) (3.53)
j=1
donde n es el numero de grados de libertad en el elemento y (x,y) son las funciones de

forma, las cuales ahora en ambos sentidos x e y para problemas de 2D.

El mas simple de los elementos que satisface las
condiciones de convergencia en un plano, es un elemento de forma
triangular (con lados rectos) formado por el polinomio lineal en 2D —C° de la ec.(3.53).

Como se puede observar, un polinomio en 2D tiene la forma general (en series
de potencias) como sigue:

2 2
2 by g rey iy 50
Constante > Terminos

Lineales Cuadrati cos

Esta ecuacion tiene un arreglo mas comprensible el cual es llamado Triangulo de
Pascal, en el cual se ve que muchos de los términos tienen la forma x'y®, donde r, s = 0,
1, 2, 3, ..., y p=r+s es el grado de cada término del TriAngulo de Pascal, asi cada fila
tiene en sus términos un grado p. El valor de p va desde O (término constante), 1
(término lineal),..., hasta oo.
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Un polinomio lineal completo, por lo tanto, contiene como minimo los tres

términos 1, x, y, asi la forma
mas simple de la solucion de
prueba del elemento puede
ser de la siguiente forma:

©®=a+bx+cy  (3.55)

Ahora examinemos la
condicion de continuidad. Aqui
encontramos un problema
especial que no aparece en
los problemas
unidimensionales.

Para elementos en 2D
(y 3D), la continuidad en
interelementos se logra mas

Fig. 3.27.- TriAngulo de Pascal.

eficientemente utilizando polinomios de interpolacion con nodos localizados en la
frontera del elemento. Sin embargo, ahora la frontera es una linea (o superficie en 3D) y
obviamente no podemos convertirlo en un nimero infinito de nodos, asi se tendra el
problema adicional de medir la continuidad del interelemento a lo largo de la frontera

entre los nodos.

=ty

(X2, Y2) 1
a3 (X1, Y1)

(X2, Y2)

L.
>

X

Fig. 3.27.- Elemento triangular lineal —C°y su solucién de prueba.
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Para solucionar esto, iniciamos observando que la solucion de prueba del
elemento en la ec.(3.55) tiene tres grados de libertad. Al igual que en elementos en 1D,
escribimos este polinomio en la forma de un polinomio de interpolacion, lo que requerira
tres puntos de interpolacion, es decir, nodos. Utilizaremos un triangulo de lados rectos
con un nodo en cada veértice, como se muestra en la figura 3.27. Los nodos se numeran
en sentido del movimiento de las manecillas del reloj para facilitar los calculos e integrar
la frontera en dicho sentido.

La solucién de prueba del elemento \®® se muestra en la figura 3.27
representada por la superficie sombreada arriba del plano x-y. Dado que \©® es lineal,
esta superficie es plana, aunque generalmente inclinada respecto al mismo plano. El
valor de \® en el nodo i es el grado de libertad interpolatorio a;, esto es,

\® (x;, yi; a) = & (3.56)

Como anteriormente se realizd, deseamos expresar \® de la ec. (3.55) en
términos de los pardmetros a;, a, y as, y después pasarlos a términos de los
parametros a, b y ¢, por lo que aplicamos la ec.(3.56) a la ec. (3.55):

a+bx, +cy, =a,
a+bx, +cy, =a, (3.57)
a+bx; +cy, =a,

Resolviendo el sistema de ecuaciones para a, b y ¢, entonces sustituyendo el
resultado de las expresiones en la ec.(3.55) y reordenando términos, obtenemos la
forma interpolatoria deseada para \© :

3
U®(x,y;a)=> a4 (x.y) (3.58)
j=1
donde
a;+b;x+c;y
(e) 3 v 7 i=1.2. 3
¢] (X'y) ZA J 1 &~
y
a; =X Y =X Yy
bj:yk_yl
C; =X — X,
]_1 X1 Y
Azgl X, Y,|= Area del elemento
1 X3 Y,

Los subindices j, k, | tienen los valores 1,2 y 3 para ¢:© (x, y) y estd permutado
ciclicamente por &®(x, y) y ¢:©(x, y).
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»
>

X

FIG.3.28. Funcion de forma ¢1(e)(x,y) asociada con el nodo 1 para el elemento triangular lineal
—CO.

Las funciones q),-(e)(x,y) son las funciones de forma ya que de las ecs.(3.58) se puede
comprobar que poseen el requisito de la propiedad de interpolacion:

(I)j(e)(xia yl) = 6]i (359)

La figura 3.28 ilustra ¢:)(x,y), la funcién de forma asociada con el nodo 1, la
cudl es igual a 1 en el nodo 1 y cero en los otros nodos. Las otras dos funciones de
forma tienen la misma forma triangular pero con los valores nodales 1 y O permutados
ciclicamente. Ahora regresamos a la cuestion de la continuidad de interelemento y nos
preguntamos si este elemento nos proporciona la continuidad —C° a lo largo de toda su
frontera. Considere uno de los lados del triangulo de la figura 2.27, lado 2-3. Note que
\® es una linea recta a lo largo de 2-3, es decir, entre el parametro a, y as. Esto, por
supuesto, se debe a que \® es un polinomio lineal. Dado que es una linea recta que
esta determinada Gnicamente con dos puntos, entonces \® se determina a lo largo de
todo el lado 2-3 Unicamente por lo valores a, y az. Consecuentemente, si la solucion de
prueba del elemento \ en un elemento adyacente (f) (ver figura 3.29) podria asumir los
mismo valores de a, y as, entonces \! podria ser la misma linea recta a lo largo del
lado 2-3, por lo tanto se establece la continuidad interelemental. Por supuesto, el
proposito del ensamble es para asegurar la continuidad en lo nodos. Entonces, cuando
el elemento (e) y (f) se ensamblan, la continuidad resultante en los nodos también
produciria una continuidad a lo largo de todo el lado. Con esto podemos expresar en
forma general que:

Para establecer la continuidad de interelementos a lo largo de cualquier lado de
un elemento que tiene q nodos distribuidos, donde g es el niumero de nodos que
determinaran unicamente la solucion de prueba del elemento a lo largo de todo el lado.

El valor de g se determina por el grado del polinomio que representa a la solucién de
prueba del elemento sobre su frontera.
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3
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Fig. 3.29. Para el elemento triangular lineal —CO0, la continuidad en \(e) y \(f) en lo nodos
(producida por el ensamble) asegura la continuidad a lo largo de los lados.

Hemos visto que el elemento lineal —C° de tres nodos es el elemento en 2D mas
simple, empleando solo lo tres primeros términos en el Triangulo de Pascal (ver figura
3.27). Si se desea se puede desarrollar una secuencia de elementos triangulares —C°
de orden superior, cada uno de los cuales contiene un término mas del Triangulo de
Pascal. La figura 3.30 muestra los siguientes cuatro elementos de orden superior, asi
como los términos en la solucidon de prueba correspondiente a cada elemento. Cada
solucién de prueba es un polinomio completo de grado p. Sin embargo, la mayoria de
los elementos podrian involucrar polinomios incompletos; estos polinomios incompletos
tienen importantes pero limitadas aplicaciones.

Cuadratico—C°
\®(x,y;a) =a
+ 2yX +agy
+ ayx® +asXy + agy?

CUbico—C°
\®(x,y;a) =a
+ 2yX +agy
+ ayx® +asXy + agy?
+ arx® +agX’y + agXy’+ ayy’

Cuértico—C°
\®(x,y;a) =a
+ 2yX +agy
+ ayx® +asXy + agy?
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+ anx® +agx’y + agXy’+ agy’
+ allx4 +312X3y + a13x2y2 + a14xy3+ 315)/4

Quintico—C°
\O(x,y;a) =&
+ apX +azy
+ 2’ +asxy + agy’
+anc +agk’y + agxy’+ ay’
+aX" +apXy + aX’y’ + anXy+ sy’
+a1eX” +aXy + aeX’y? + aX Y+ aoxy’ + axy®

Fig. 3.30. Primeros cuatro elementos triangulares de orden superior
empleando polinomios completos para 2D.

Note que el arreglo de la localizacion de los nodos en cada elemento es
triangular, similar al arreglo de los términos en el TriAngulo de Pascal. Esto es
principalmente porque los elementos de forma triangular se prestan naturalmente para
completar polinomios en 2D. Los triangulos de la figura 3.30 se muestran con sus lados
rectos cuya longitud es aproximadamente igual y los nodos estan distribuidos con un
patréon de espacio uniforme. En la practica, los lados pueden ser curvados y de
diferente longitud, y los nodos se pueden distribuir de manera no uniforme. Sin
embargo, estas desviaciones producirian problemas numéricos debido a la distorsion
de los elementos.

Observemos dos propiedades practicas importantes de los elementos
triangulares completos. Primero, la solucién de prueba tiene geometria isotropica, lo
gue significa que estan balanceados con respecto a las variables independientes x e y.
Asi, para cada término de la forma x'y® hay también un término x°", con lo que x e y
podrian ser intercambiados y la forma de la solucibn no cambiaria. La isotropia
geometrica no es necesaria para la convergencia, no obstante es una propiedad
deseada. La falta de isotropia significa que una variable esta representada con mayor
exactitud que las otras, por lo que el comportamiento del elemento podria variar
significativamente de un punto en la malla a otro.

La otra propiedad muy utilizada es que cada lado del elemento tiene el mismo
namero de nodos. Esto da el mismo orden de aproximacion a lo largo de cada lado, por
lo el comportamiento del elemento es independiente de su orientacion. Esto hace mas
facil la combinacién de nimeros mayores de dichos elementos en cualquier clase de
patrén de malla, por lo que cualquier lado de un elemento es compatible con cualquier
lado de otro elemento similar.
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Elementos lineales
de 3 nodos

Elementos de
transicion de 4 nodos

A

& &)
§/ \%
§ >

cuadratico

\®=a; + ayx + agy + asxy

(@)

Elementos cuadraticos
de 6 nodos

(b)
Fig. 3.31. (a) Un elementos triangular de 4 nodos que emplea un polinomio cuadratico incompleto;
(b) una malla utilizando elementos triangulares de 4 nodos como elementos de transicién.

Los triangulos con polinomio incompleto tienen un numero diferente de
nodos sobre sus lados, por lo que no pueden combinarse en grandes ramas solo en
trayectorias generalmente significativas de cambio de elementos. Por ejemplo, el
triangulo de 4 nodos en la figura 3.31 es lineal sobre dos de sus lados y cuadréatico en
su tercer lado. (Note que el cuarto termino de la solucion de prueba del elemento, el
cual necesita ser un termino cuadratico, esta definido por xy en lugar de x* o y?, en
orden para proporcionar la isotropia geométrica. Una malla solo con triangulos de 4
nodos se puede obtener alternando bandas lineales y cuadraticas, la cual no apareceria
de cualquier valor practico general. Sin embargo, Como se ilustra en la figura 3.31(b)
una simple fila de dichos elementos podria proporcionar la transicion entre una region
de elementos lineales completos y una region de elementos cuadraticos completos. En
general, los elementos con diferente nimero de nodos en sus lados estan limitados en
su funcion a la transicion de elementos.

Para elementos en 2D (y 3D) desarrollar los elementos por
aproximacion directa se limita a elementos de lados rectos ya que es incapaz de
producir la continuidad de interelementos sobre lados curvos utilizando la regla
estandar de ensamble. Por tal motivo es necesario utilizar la transformacion
isoparameétrica sobre el modelado de superficies curvadas en 2D (y 3D), para esto
utilizaremos el elementos isoparmétrico cuadratico —C? triangular en 2D.

La figura 3.32(a) muestra el elemento maestro en &, espacio n; la figura 3.32(b)
muestra el elemento maestro transformado sobre un elemento real curvado en el
espacio x,y. Primero examinemos al elemento maestro, después desarrollaremos las
funciones de forma del elemento y finalmente lo transformaremos sobre el elemento
real.
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(b)

Fig. 3.32. (a) El elemento maestro para el triangulo isoparamétrico cuadratico—CO0 de 6 nodos; (b)
un elemento real de lados curvos que muestra la transformacién del elemento maestro sobre él.

Los lados del elemento maestro deben ser rectos, aunque que los elementos
reales sean curvos, para proporcionar la continuidad interelemental. ElI elemento
maestro puede tener cualquier forma triangular, sin embargo es mas conveniente
utilizar formas regulares ya que los elementos reales que estan severamente
distorsionados por la forma maestra provocan problemas numeéricos. El tridngulo recto
es el méas util debido a que tiene dos de sus lados alineados a los ejes cartesianos (&,
n), lo que simplifica el algebra; note que los dos lados correspondientes a los ejes (&, 1)
son de longitud unitaria.

Utilizando la propiedad de interpolacion ¢i(g;, n;) = & desarrollemos las funciones
de forma maestras. Debido a que la solucidon de prueba del elemento maestro es un
polinomio completo en 2D, entonces cada funcion de forma puede contener cualquiera
de los términos en un polinomio completo en 2D. Asi, para el nodo 1,

01(EM) = 01 + 028 + 0gn + 0l + osEn + g’ (3.60)

donde la propiedad de interpolacion requiere que

¢1(E1ma1) =1
¢1(§;, m) =0 j=0,2,3,4,56 (3.61)

Aplicando las condiciones (3.61) a la ec.(3.60) obtenemos seis ecuaciones:
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a, =
a, +a, +a, =0
a, +a, +a, =0
a, +3a, +3a, = (3.62)
a, +3a, +30a; +5a, +3a; +1a, =0
a, +5 a, +3a, =0
Resolviendo las ecs.(3.62) obtenemos:
(& n) = [1-(S+ pI[1-2 (5 + )] (3.63a)
y de forma similar podemos obtener
#(&m) = d2¢-1)
¢(&n) = m2n-1)
¢(&.m) = 4d1-(&-1)] (3.63b)
#(&n) = 4&n
¢s(&.m) = 41~ (£ n)]



La figura 3.33 muestra las

funciones ¢1(§, ) vy ¢4(&, n). Las otras
dos funciones de forma, ¢2(&, ) y ¢3(&,
n), son similares a ¢i(§, n), y las
ultimas dos funciones de forma, ¢s(&, n)
y ¢6(&, m), tienen la misma forma que

4)4(&» Tl)

Transformando el elemento
maestro sobre cada uno de los
elementos reales, con el mismo
procedimiento que para elementos
unidimensionales s6lo que aqui
definimos una transformacién para dos
coordenadas en lugar de una. Para
una transformaciéon isoparamétrica las
funciones de transformacion son
similares a las funciones de forma. Asi
tenemos

X= ZXLEE)(ék(ég’ 77)

y= kZ_lyé%k(é, n)

70

» &

Fig.3.33.- Funciones de forma maestras para
el triangulo isoparamétrico cuadratico —C°.

(3.64)

donde x® , v®, k= 1,2,...,6 son las coordenadas de los seis nodos en el e-ésimo
elemento real. Las ecs. (3.64) transforman claramente los nodos maestros sobre los

nodos reales, por ejemplo,

Nodol &=0,7=0->x{,y®

Nodo2: £=1,7=0—x{,y®

1
Nodo6: &£=0,7=

(3.65)

(e) /(e
—> X 1 Ye

Las ecs. (3.64) transforman las coordenadas &, n del elemento maestro sobre
cada elemento real, como lo ilustra la figura 3.34. Sélo los valores numéricos para x
yi®, difieren de un elemento a otro. Para entender este término, la figura muestra las
lineas de coordenadas &, n en s6lo dos de los elementos. En el elemento (5), por
ejemplo, los nodos maestros 1 a 6 muestran la transformacion sobre los nodos globales
18, 9, 7, 15, 8, 14, respectivamente. También se puede realizar la transformacion
tomando el nodo maestro 1 sobre el nodo global 9 o 7 (en lugar del nodo 18, como se
muestra) con la correspondiente rotacion de los ejes &, n.
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Las funciones de forma maestras se obtienen de acuerdo a esta transformacion
de coordenadas para cada uno de los elementos reales, la figura 3.35 muestra como la
solucion de prueba del elemento puede aparecer en dos elementos adyacentes. Note
que la continuidad —C° a lo largo de la frontera entre elementos implica continuidad en
todas las derivadas paralelas a la frontera. Sin embargo, la derivada normal a la
frontera (y por lo tanto, todas las derivadas de orden superior normales a la frontera)
por lo general seran discontinuas para la solucién aproximada por EF.

Elemento (1

(2)

(3)

Elemento Maestro
AN
)

) 5)

Elementos Reales

Fig. 3.34. Transformacion de coordenadas &, n desde el elemento maestro para
cada elemento real en la malla.

Fig.3.35. Formatipica de la solucion de prueba del

es:

elemento en dos elementos adyacentes.

Al igual que en el elemento
isoparameétric

o en 1D,

debemos ser cuidadosos de que
nuestro elemento en 2D no esté
distorsionado. Recordemos que
un elemento isoparamétrico es
aceptable si y solo si su
transformacion a  elementos
maestros es de 1 a 1; es decir,
cada punto en el elemento
maestro transforma a un punto en
el elemento real, y viceversa.

La prueba analitica para aceptar
un elemento en 2D,
analogamente al elemento en 1D,
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|39@E, )| >0 (3.65)

donde |J(e)(& n)| es el Jacobiano, el cudl es el determinante de la matriz Jacobiana

dada por:
X &
: o | _[3P(em) 398,
3O(&,n)= @é: @é: =L2(E)E§”; Jz(?g;ﬂ (3.66)
on on
por lo tanto,

20 G | (3.67)

Las derivadas de la transformacion de coordenadas se obtienen de las ecs.(2.64)

d( 6 ﬂk , . 6 .
3P (&m)= o Zxﬁe)% sz)(fyﬂ)=%=zyﬁ)a—§
k=L k=L (3.68)

. & & o dlEm) X e
IR (&n)= T éxﬁ)% I9(En)=—= yﬁ)a—n

y las derivadas de las funciones de forma se obtienen de las ecs.(2.63)

§¢1<ﬂ? ) =-3+4&+47 0%((’8 ) _ =-3+4&+47
,(£.1) ¢2(5 n)
2 = 14 4 =0
& on
o”qﬁg(ﬁ? ), a¢3§7 I
3.69
ap(&n) ap(&n) (3:69)
aéz - 4(1_ 25_ 77) 577 - _4§
A aps(é.m)
=4n =4¢
& on
ap,(£m) (&)
PR . (1-&-27)

Analogamente al elemento en 1D, el Jacobiano en 2D es la relacion de un area
diferencial en el elemento maestro correspondiente al area diferencial en el elemento

real que es transformada en:
dxdy = [I®(, m)| dg dn (3.70)
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El valor de |J(e)(§, n) | es Ilamado como la cantidad de expansion o contraccion
local de las coordenadas dadas para la transformacion. Por ejemplo, si |J(e)(§*, n*) =0,
entonces un area distinta de cero d&-dn en la vecindad del punto (£*, n*) en el elemento
maestro transforma a un area cero en el elemento real (la cudl indica que la
transformacion no es 1 a 1), resultando en las funciones de forma real pendientes
infinitas, y por lo tanto un elemento inaceptable.

Existe una mayor diversidad de formas y nodos para elementos maestros en 2D
que en 1D, por lo que no hay una regla para convertir todos los posibles tipos de
distorsién. Sin embargo, se tienen algunas referencias que son suficientes para
aplicaciones practicas. La forma mas utilizada emplea lados rectos, con nodos
intermedios, esto es,

x{ = l(xl‘e’ + xge>)

2
@_ L@, @
X5 :E(XZ + X3 ) (3.71)
e 1 e e
X :E(x§’+xl( ))

Sustituyendo las ecs.(3.63) y (3.71) en las ecs.(3.64) obtenemos

) (e) (e) (e) (e)
X=X +(x2 - X; )§+(x3 - X; )77

e e e e e (372)

y=y® +(y - y@)e+ (v - y® )y

la cual es una transformaciéon lineal. Sustituyendo las ecs.(3.72) en la ec.(3.67)
obtenemos

3O = (6 =x2) (v = y2) = (x? )y -y)
=2A (el doble del area del triangulo)
(3.73)

El Jacobiano es constante a lo largo de todo el elemento, implicando la no
distorsion. Esto es, las funciones de forma reales son polinomios cuadraticos, teniendo
la misma forma que las funciones de forma maestras (ver figura 3.33), aunque
posiblemente oblicuo o quiza solo alargado o disminuido por un cambio de escala.

La siguiente forma mas utilizada emplea dos lados rectos, con nodos
intermedios, y un lado curvo, como se muestra en la figura 3.36. Esto puede ser util a lo
largo de la frontera curvada de un dominio, ya que solo el lado que va a lo largo de la
frontera necesita se curvo. Se puede mostrar en la figura 3.37, que el Jacobiano no es
cero en el triangulo, si el nodo medio del lado curvado se desvia a cualquier lado del
sector indicado.
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Para cualquier forma general, el angulo interior de cada vértice podria estar entre
los 0° y 180°. Para el triangulo de lados rectos esto es obvio, dado que el area del
triangulo podria ser cero. Para triangulos de lados curvos, como se muestra en la figura
3.37, un angulo de 0° o 180° implica localmente un &rea cero en la vecindad del vértice.
También es evidente que cerca de dichos vértices las lineas de coordenadas & y n
podrian ser paralelas, lo cudl seria un obvio colapso del sistema de coordenadas (en

2D).
I’\ 3
El nodo 5 puede
localizarse en cualquier 6 5
punto de este sector. 0°
! 4
2
N A e
6
2 Y 180° >
1
2
X
4
X
Fig. 3.36. Posicién aceptable del nodo Fig. 3.37. Angulos de vértices inaceptables para
intermedio a lo largo del lado curvo de un un elemento isoparamétrico cuadratico —CO0.

triAngulo isoparamétrico cuadratico —CO.

Las figuras 3.36 y 3.37 describen los extremos limites de la distorsion aceptable.,
es decir, la condicidén en la cual el elemento podria divergir siempre el analisis. Utilizar
un elemento que esté cerca de estos limites, es por lo tanto una invitacion a los
problemas de calculo, dado que el elemento tiende a ser numéricamente condicionado,
el cual podria causar problemas esporadicos e impredecibles.

En resumen, entonces, se pueden siempre utilizar elementos cuyos lados sean
rectos o sOlo moderadamente curvados, los angulos de los vértices deberan ser
similares a los de los angulos maestros (ciertamente no cercanos a 0° o 180°), y los
nodos medios deberan estar en o cerca del centro del lado (nunca cerca de la cuarta
parte de dicho lado).

3.3.1.3.- ELEMENTO CUADRILATERAL —C°

Conceptualmente la forma mas simple y directa para desarrollar las funciones de
forma de un elemento cuadrilateral —C° es el producto de dos polinomios de
interpolacion de Lagrange unidimensionales., uno con respecto a x (6 £ en un elemento
maestro) y el otro con repecto ay (6 n), resultando en los llamados elementos bilineal,
bicuadrético, etc... La figura 3.38 ilustra los primeros cuatro elementos en esta familia, e
indica los términos del triangulo de Pascal presentes en la solucion de cada elemento.
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Tipo de
Elemento

Elemento Maestro

Elemento Real

Terminos polinomiales en la solucién de prueba del
elemento

Bilineal

¢ mlp=1

Bicuadratico

n—-%lm

+

Biclbico

1
s
& oo
£ &n et n|p=3
o &n &n' S’ e
Ent Syt e
En® e e e

Bicuartico

H*d\v

) 7 L]

+

1
]
& & oo
& &naf g
£ &y & & of|p=4
o &' & S G e

o o i St Sy e e
o F Bt e e e

L] L] L] o 54774 L] L] L] L]

Fig. 3.38. Primeros cuatro miembros de elementos cuadrilateros de la familia de Lagrange.




76

Por ejemplo, las nueve funciones de forma maestras para el elemento
bicuadratico son el producto de ¢i(&)$;(n) para i, j =1, 2, 3 donde ¢1, ¢> y ¢3 son las tres
funciones de forma en la figura 3.21. La funcién de forma correspondientes al nodo de
cada esquina se muestra en la figura 3.39. Facilmente se satisface la propiedad de
interpolacion; mientras en la esquina prevalece el valor unitario, en los otros nodos el
valor nulo (cero). Esto es la consecuencia del producto de dos funciones de
interpolacion en 1D, es decir, que para cada lado comun al nodo unitario, una de la s
funciones ¢i(€) es unitaria, asi las funciones de forma en 2D se reducen a una de las
funciones de forma en 1D.

«~— 9,(€) alo largo del lado n=+1

¢5(n) a lo largo del lado &=—1

Fig. 3.39. llustracion de la funciéon de forma de un nodo de esquina (en el elemento maestro)
para un elemento bicuadratico de Lagrange.

Los elementos de Lagrange en 2D tienen un par de desventajas. Primero, se
vuelven mas ineficientes en célculo conforme el grado del elemento incrementa.
Recordemos que la relacion de convergencia de un elemento depende del grado del
polinomio completo en la solucion de prueba del elemento. Como se indica por el
triangulo de Pascal, en la figura 3.38, estos elementos contienen muchos términos
extras de orden superior que no contribuyen a completarlo. Por ejemeplo, el elemento
bicubico se completa con un grado 3, pero también contiene seis términos adicionales
de grados 4, 5 y 6; en otras palabras, la solucién de prueba del elemento es un
polinomio cubico completo pero un polinomio cuarto incompleto (quinto o sexto). En
general, los elementos de Lagrange en 2D completos de grado p contienen (p+1)?
términos de los cuales solo (p+1)(p+2)/2 de éstos son necesarios para completarlo, y
resultando en p(p+1)/2 términos que no aseguran la relacién de convergencia.

Una segunda desventaja es que los nodos internos pueden crear un problema
en la construccion de las mallas. Esto requiere un célculo adicional para localizar a los
nodos de un elemento de lado curvo con lo que la distorsion de la transformacion se
minimiza.
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Estos problemas se resuelven satisfactoriamente con la familia de elementos
serendipticos™. La figura 3.40 ilustra los primeros cuatro miembros de esta familia. La
caracteristica mas clara de esta familia es que se abstienen de elementos internos, por
lo que sus soluciones de prueba para los elementos son polinomios incompletos. Cada
uno de estos elementos tienen un numero igual de nodos en todos sus lados. Dichos
elementos son el elemento “basico” ya que proporcionan el mismo nivel de confiabilidad
en todas las direccciones, sin embargo, pueden construirse elementos serendipticos de
transicion, es decir, elementos con diferente numero de nodos sobre sus lados los
cuales proporcionan transicion entre regiones de elementos de orden superior y orden
menor.

El elemento lineal serendipitico en la figura 3.40 es en realidad un elemento
bilineal, idéntico al elemento bilineal de Lagrange. Para obtener el elemento
serendipitico cuadréatico se requiere aumentar 4 nodos al serendipitico lineal (uno por
lado), esto requiere adicionar cuatro términos mas del triangulo de Pascal, los dos
términos cuadraticos ausentes (£2 y n°) mas dos términos cubicos (£*n y £€n%) que son
simétricos a & y n para preservar la isotropia geométrica. Similarmente, para obtener el
elemento cubico debemos adicionarle cuatro nodos al cuadratico (uno por lado); por lo
que adicionamos los dos términos clbicos ausentes (£° y n°) mas dos términos
cuarticos (£°n y £n°) que son simétricos en £ y 1.

Para el caso de obtener el elemento cuértico del cubico se tiene un a diferencia.
Ahora se necesitan adicionar cinco términos mas: tres para completar el cuartico (&*,
£%n? y %), més dos términos de potencia cinco para preservar la isotropia geométrica
(£*n y €n?). El quinto nodo estarfa localizado en el centro para evitar influir en cualquier
lado del elemento. Como ya se menciond, en aplicaciones practicas es dificil trabajar
con nodos internos. La solucion utiliza una funcién de forma de menos nodos
(“nodeless”). Esto podria ser (1-£%)(1-n%), la cudl introduce el término anterior £2n?. Esta
funcion de forma se construye intencionalmente igualada a cero en todos los demas
nodos por lo que conserva su propiedad de interpolaciéon. Sin embargo, las demas
funciones no se restringen a ser cero en el centro o cualquier otro
punto interno, asi el pardmetro (grado de libertad) que esta
multiplicando esa funcién de forma nodales no puede ser igual al valor de la solucién de
prueba en cualquier punto (de ahi el nombre “nodeless”). Note que cuando se forman
las ecuaciones del elemento, la ecuacidén correspondiente a este grado de libertad
interno, es decir, la funcion de forma nodeless, se puede eliminar por Condensacion
Estatica™, dejando una matriz de rigideces de 16X16 que involucra solamente los 16
grados de libertad sobre la frontera del elemento.

4 Este nombre se refiere al desarrollo original de estos elementos, el cual fue principalmente por
inspeccion e intuicion.

> La Condensacion Estatica es una técnica para reducir el tamafio de la matriz de rigideces de los
elementos eliminando aquellos grados de libertad cuyas funciones de forma son cero en todos los nodos
de la frontera.
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Tipo de Elemento Maestro Elemento Real Terminos polinomiales en la solucién de
Elemento prueba del elemento
Bilineal
1
¢ nlp=1
° é‘ﬂ .
Bicuadratico 7
1
s m
& & n'lp=2
o 'y St e
Bicubico K
! 1
s
& oén oo
& &noer n|p=3
o & e ln e
Bicuartico

.5n. L] 57]4.

Fig. 3.40. Primeros cuatro miembros de elementos cuadrilateros de la familia Serendiptica.
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Para formar un elemento quintico (de grado 5) adicionariamos los cuatro términos
faltantes de grado cinco al elemento cudrtico, los cuales son: £°, £n?, £2n° y n°. Esto
crearia un quintico completo (de 21 términos) sin los términos extras de orden superior.
Veinte de los términos estarian asociados con los nodos de la frontera y el nodo 21
tendria la misma condicion de funcion NODELESS interna como en el caso anterior.

Pasando del elemento quintico el patrén de adicionar nodos y/o funciones de forma
nodeless se convierte menos comun porque el andlisis es mas complicado,
dependiendo de los términos que deben adicionarse segun el triangulo de Pascal. Por
ejemplo, para el elemento de seis grados (séxtico) podria necesitarse adicionar al
menos siete términos al elemento quintico.

rilatero | ramétrico Lineal —C°

Este es el primer miembro de la familia Serendiptica en 2D (ver la figura 3.40). La
figura 3.41(a) muestra al elemento maestro en el espacio &n, y la figura 3.41(b)
muestra al elemento maestro transformado sobre el elemento real. En el espacio x-y. El
elemento maestro para cuadrilateros se elige como un cuadrado bi-unitario ya que
conviene cuando se aplican las formulas de cuadratura de Gauss-Legendre (las cuales
integran de -1 a +1). Como se observa en la figura, el elemento real puede tener
arbitrarios los angulos en sus vértices y la longitud de sus lados (dentro de los limites
de distorsion permitidos), pero los lados deben ser rectos dado que la transformacion
isoparameétrica debe ser lineal a lo largo de cada lado.

AT
4. : n=+1 3
E E=+1
____________ ;._._._._ _._>
&=1 : & y
1. n=-1 E .2

@ (b)

Fig. 3.41. (a) Elemento maestro para el cuadrilatero isoparamétrico lineal COde cuatro nodos;
(b) Elemento real con el elemento maestro transformado dentro de él.
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Como se indica en la figura 3.40, la solucion de prueba del elemento es un
polinomio bilineal en 2D, utilizando el término 1, &, n y &n; esto es, un polinomio lineal
en 2D mas un término cuadratico extra (por lo tanto un polinomio cuadratico
incompleto). Las funciones de forma maestras se pueden derivar de la manera anterior,
utilizando la propiedad de interpolacion, pero para este simple elemento solo por
inspeccion podemos escribir:

alen) = (-2-n)
(e = (121 )
. (3.74)
#(&m) =5 (1+ &1+ 1)
a6 =12 )

Todas tienen la misma forma, tal como se ilustra en la fig. 3.42.

Las funciones de forma son lineales a lo largo de cada lado. Esto mide la
continuidad C° entre elementos dado que hay dos nodos sobre un lado, por supuesto,
Unicamente determina una linea recta. Note, sin embargo, que dentro del elemento la
funcion ¢; puede variar en forma cuadrética en algunas direcciones, debido al término
cuadrético extra &n. Asi, paralelo a os ejes de coordenadas (&, n) la funcién ¢; varia
linealmente, pero en cualquier otra direccion varia cuadraticamente. Por ejemplo, a lo
largo de la diagonal 1-3 £ =1 = s y ¢i(s) = (1-s)?/4, como se muestra en la figura 3.42.

Fig. 3.42.- Funcién de forma maestra ¢1(§, ) para el cuadrilatero isoparamétroco lineal CO.
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Para una transformado isoparamétrico tenemos

X= kz_leEE)(ék(é:v 77)

= kz_;yﬁe)(ﬁk(f. 77)

(3.75)

lo cuél proporciona continuidad entre elementos adyacentes gracias a la continuidad C°

de la funcion ¢x. Para calcular el Jacobiano de esta transformacion se necesitaran las
derivadas de las funciones de forma,

op(énn) . () 1(1 4

ot 4 on
LS (- Y
U (3.76)
p(énn) _ . () 1 104
oE 4 on 4
ap,\éhn 1 ag,\énhn) 1
——%Tl=—z@+@ ;7) 7114
por lo tanto
e K & o Hlén)
s (6= F=2ox0 P2 .
= %[(xgﬂ —x{® )(1— n) +(x§e) —x® )(1+ 17)]
Similarmente,
39 (&) =3[y -y )a- )+ (5 - yi2) s )
15 (&)= % (37 =X )(1- &)+ (17 = x)(L+ &)]
nﬂéw=%bﬁ—%ﬂ@—@+W9—%ﬂ@+g

(3.77b)

De acuerdo al criterio para que un elemento sea aceptable (esto es, |J(e)(§, n)| >0
en cualquier punto del elemento) se tiene que la Unica limitacion sobre la forma del
elemento real es que cada angulo interno debe ser < 180°; es decir, el elemento debe
ser convexo (figura 3.43a). Por supuesto, los angulos que son menores pero muy
cercanos a los 180° (figura 3.43b) estaran condicionados y podran ser inaceptables.
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(@) (b) (©
FIG.3.43.- Elementos cuadrilateros isoparamétricos lineales CO de forma inconveniente: (a)vértice
fuera de limite (a0 > 180°) inacceptable, la transformacion no es de 1 a 1; (b) la transformacién es
de 1lal, pero estd condicionado dado que a estd muy préximo alos 180°; (c) sin distorsion
(paralelogramo), pero doblemente condicionado porque a esti préximo a loa 180°y J(e) se
aproxima a cero en cualquier punto.

Podemos también mostrar que |J(e)(<i, n) | = (area del elemento)/4 si el elemento
es un paralelogramo; es decir no hay distorsion en su transformaciéon. Sin embargo, Un
paralelogramo extremadamente estrecho (figura 3.43c) estaria doblemente
condicionado ya que dos de sus angulos internos son cercanos a 180°. En resumen, el
area de dicho elemento, y por lo tanto su Jacobiano, es aproximadamente 0, asi podria
tener una mucho mayor rigidez que otros, elementos menos distorsionados, y esto
seria una fuente de condicionamiento en el ensamble de elementos.

Como nota previa, no hay razén practica para utilizar formas aproximadas a
estos extremos. Uno puede y debe utilizar elementos que no varien mucho en su forma
respecto a la de los elementos maestros, es decir, teniendo lados y angulos de valores
comparables. Una relacion de forma de 5 a 1 o de 10 a 1 es un limite prudente en
muchas aplicaciones. Los angulos internos se pueden encontrar cerca de 20° o 30° a
partir del angulo recto.

Caudrilatero Isoparameétrico Cuadratico —C°

Este es el segundo miembro de la familia serendiptica en 2D. La figura 3.44(a)
muestra al elemento maestro en el espacio &-n, y la figura 3.44(b) muestra al elemento
maestro transformado sobre el elemento real en el espacio x-y. De la figura, el
elemento real puede tener los angulos y la longitud de sus lados arbitrarios (dentro de
los limites de distorsién permitidos), pero los lados deben ser cuadraticos dado que el
transformado isoparamétrico es cuadratico a lo largo de cada lado. El numerado debe
ser primero en los nodos sobre los vértices seguido de los nodos medios, esto permite
una numeracion maestra consistente cuando se trata con los elementos de transicion
donde existe insuficiencia de nodos medios.
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€) (b)

Fig. 3.44. (a) Elemento maestro para el cuadrilatero isoparamétrico cuadratico —CO
de ocho nodos; (b) Un elemento real con el elemento maestro transformado sobre él.

Como se indica en la figura 3.40 la solucién del elemento de prueba utiliza los
ocho términos 1, &, n, £, &n, 1%, €'y &n?, el cudl es un polinomio cuadratico completo
en 2D mas dos términos extras cubicos (por lo tanto es un polinomio cubico
incompleto). Se pueden derivar las funciones de forma maestras de la manera usual,
utilizando la propiedad de interpolacion. Sin embargo, en lugar de eso, demostraremos
un procedimiento simple que puede ser utilizado para generar este y otros elementos
serendipticos. El procedimiento consiste primeramente en generar las funciones de
forma de los nodos medios a partir de una prescripcion simple, y entonces generando
las funciones de forma de los nodos en los vértices, por una sustraccion apropiada se
multiplican por las funciones de los nodos medios a partir de una funcion inicial.

La figura 3.45(a) muestra que la funcion de forma del nodo medio 5, ¢s(§, 1), se
puede escribir abajo “por inspeccién” como el producto de un cuadratico en § a lo largo
del lado 1-5-2 por un lineal en n. El cuadratico proporciona los valores nodales
necesarios 1 y 0 a lo largo de dicho lado, asi como todos los
valores cero a lo largo de los lados 2-6-3 y 4-8-1. El lineal en n no
distorsiona los valores anteriores, pero si proporciona los valores nodales 0 a lo largo
del cuarto lado 3-7-4. La figura también muestra a la funcién ¢s(&, n), la cudl tiene una
forma idéntica (girada 90°) y una expresion similar. Por supuesto, ¢s(&, 1) Y ¢7(€, 1)
también tienen formas idénticas y expresiones similares.
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Paso 1 Paso 2

¢"1(Em) = ¥4 (1-E)(1-n) 02(Em) = ¢"1(Em) - Y2 ¢s(EM) - V2 ¢s(EM)
=¥ (1-8)(1-n)(-&m-1)

Fig. 3.45. Desarrollo de las funciones de forma maestras cuadraticas —C° para (a) nodos medios y
(b) nodos en los vértices.

Las funciones de los nodos en los vértices se construyen en dos pasos, como se
ilustra en la figura 3.45(b) para ¢1(&, n). En el primer paso se escribe la funcion bilineal
la cual tiene el valor de 1 en el nodo 1y 0 en los otros nodos. Esto proporciona los
valores apropiados 1 y 0 en todos los nodos excepto en los nodos medios 5 y 8; en

estos dos nodos &1(5 77) es igual a %. Por lo tanto, en el segundo paso corregimos esta

deficiencia por sustraccion de ¢s(&, n)/2 y ¢s(€, n)/2. Esta sustraccién no distorsiona los
valores en los otros seis nodos. Las funciones de forma para los otros tres nodos en los
vértices se desarrolla de manera similar.

Las funciones resultantes para las funciones de forma son las siguientes:
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4(.7) =3 (1- 8- n)(- &1

(2m) =3 (1 - n)len-1

4(em) =5 (1 &1e e n-1)

e n)=%(1 G+ m)-g+n-1 -
#i(éin)=5(1-€)(1-n)

hl2n) =51+ 1)

sl =2 (1-2)1sn)

h(£n) =5 (1-21-r?)

Las funciones de forma son cuadraticas a lo largo de cada lado. Esto asegura la
continuidad C° entre los elementos dado que hay tres nodos sobre cada lado y tres
nodos determinan una funcion cuadratica. Por otro lado, la funcién ¢; del elemento varia
cubicamente en algunas direcciones debido a los términos cubicos que contiene. Como
se menciond anteriormente, podemos garantizar la relacion de convergencia de
acuerdo al grado mayor del polinomio completo. Asi podemos pensar siempre que este
elemento es esencialmente cuadratico.

El método anterior se puede generalizar para elementos de orden superior. Asi
las funciones de forma para nodos intermedios son producto de un polinomio de grado
m sobre una variable y un polinomio lineal sobre la otra variable; las funciones de forma
para los nodos en los vértices sen un polinomio bilineal menos
multiplos de las funciones de los nodos intermedios. Este
procedimiento hace facil la generaciéon de elementos de transicion. Sin embargo, el
procedimiento solo se aplica a funciones de forma de nodos sobre la frontera que
contienen términos de la forma &P, £Pn, EnP, n°, por ejemplo, aquellos términos a lo largo
de las dos diagonales externas del triangulo de Pascal, resultando en elementos
incompletos para el cuartico y superiores.

Para una transformacion isoparamétrica tenemos,

X= Z X g (51 77)
k= (3.79)

y=2 Y4 (&n)
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la cual proporciona continuidad entre elementos adyacentes gracias a la continuidad C°
de la funcidon ¢x. Para calcular el Jacobiano de esta transformacion necesitamos las
derivadas de las funciones de forma,

Wiy
i

17 ) 77

=
=

as,(

=
[N

ap

sl neen) o (- gevan)

SCCL TR U [ e

5‘%? U a2z n) %2’ ) e devan)

B L o) PED L gy
e I e

a¢e((9§, n) Lo y) 5%,(;’ D g

By B L g

%(5? ) L) %Lj D g (3.80)

El primer componente del Jacobiano es entonces

X (&)
J (e) ’ _ar (e)
11 (5 77) 5 kZ:;Xk —55
1 1
== (1-n)(2E+ )X +=(1-n)(2& - n)x$?
L GRS Cal) ol .81
1 o 1 . .
+Z(1+ n)(2&+ n)x§” +Z(1+ n)(2&—n)xe = &(1-n)x?
1 . o 1 .
+§(1— 7’ X = gL+ m)x —5(1— 7’ )x?
Los otros tres componentes
X
W= - -2 2.82)

los cuales pueden escribirse de una forma similar utilizando las ecs. (3.79) y
(3.80).Como sabemos, el criterio para que un elemento sea aceptable es que la
transformacion sea de 1 a 1; esto es, |J®(E, n) |>0en cualquier punto del elemento.
Esto impone dos restricciones sobre un elemento (fig. 3.46): los angulos internos deben
ser < 180°, y los nodos intermedios deben localizarse entre el intervalo de £L/4 a partir
de la mitad de cada lado. Experimentos numeéricos han mostrado que es necesario una
menor tolerancia cuando la curvatura de un lado es tan grande que el arco, definido por
los tres nodos, forma un angulo proximo a los 180°.
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Como en los casos anteriores, estos intervalos o restricciones representan los
limites extremos, los que acercarse a éstos limites provocaria problemas en el célculo
posterior.. En la practica no es necesario utilizar elementos tan distorsionados. En el
interior de un dominio uno puede y deberia utilizar elementos de lados rectos con nodos
intermedios centrados. Las relaciones de forma generalmente deberian ser cercanas,
pero menores, de 5 a 1 0 10 a 1 para usar propiedades fisicas isotropicas (ox = ay). Si
se tiene una anisotropia considerable, es decir ax >> ay, entonces podria ser
aconsejable hacer la dimension x del elemento cercana o mayor a la dimensién y en
orden para evitar un condicionamiento en la continuidad del elemento (debido a que las
componentes de Kj; en la direccion x inician mucho mayor que en la direccion y).

Avrco circular ~\ Lado cuadratico

': L4 1 /4 : Cerntro del arco

(@) (b) ©
Fig. 3.46. Limites sobre los elementos cuadrilateros cuadraticos isoparamétricos CO
para evitar problemas en la transformacion: (a) a < 180°; (b) el nodo intermedio
debe localizarse entre +L/4 a partir del centro del lado; (c) B < 45°.
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CAPITULO 4 .METODO ANALITICO DEL ANALISIS

ESTRUCTURAL DE VIGAS Y PLACAS.

Todos los elementos de las estructuras y de las maquinas deben funcionar sin
amenaza de rotura o deformacion peligrosa de la seccion y de la forma bajo la acciéon
de las fuerzas exteriores. Todos los elementos reales sometidos a la accion de fuerzas
exteriores se deforman; es decir, cambian de forma y dimensiones. La aplicacion de
fuerzas externas hace que varie la distancia entre las moléculas, al mismo tiempo de
que varia la interaccion intermolecular y dentro del cuerpo surgen fuerzas que se
oponen a la deformacion y tienden a restituir las particulas del cuerpo a su posicion
anterior .Estas fuerzas internas se denominan fuerzas de elasticidad.

Como se explico brevemente en el capitulo 2, cuando las fuerzas exteriores son
pequefias, el sélido, una vez que desaparece la carga, recobra sus dimensiones
iniciales, Esta propiedad de los solidos se llama elasticidad. En este caso, las
deformaciones que desaparecen una vez que se suprime la carga se dice que son
deformaciones elasticas. Estas deformaciones elasticas aparecen soélo cuando las
fuerzas externas no exceden un limite determinado segun el material que se esté
utilizando; si la carga que actia es mayor, el cuerpo, ademas de la deformacion
elastica, experimenta una deformacion residual o plastica.

4.1 .- Principios generales de elasticidad.

Para simplificar los calculos de resistencia, rigidez y estabilidad de los
elementos de las estructuras hay que recurrir a ciertas suposiciones e hipotesis sobre
las propiedades de los materiales y el caracter de las deformaciones. Las hipotesis
principales en relacion a las propiedades de los materiales, utilizados en las
estructuras, se reduce a que son materiales homogéneos, macizos 0 continuos y con
las mismas propiedades en todas las direcciones

Las hipétesis fundamentales acerca del caracter de las deformaciones elasticas
consisten en lo siguiente:

1. Los desplazamientos que se producen en los cuerpos elasticos por la accién de las
fuerzas exteriores son muy pequefios en comparacion con las dimensiones de los
elementos de que se trata.
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2. El desplazamiento de los puntos de un cuerpo elastico es directamente
proporcional a las cargas que actuan.

3. En virtud de la pequefiez de los desplazamientos que surgen y de la dependencia
directamente proporcional de dichos desplazamientos respecto a las cargas, se puede
suponer que las fuerzas exteriores, en un cuerpo elastico, actian independientemente
unas de otras (principio de superposicion).

Las relaciones basicas de un cuerpo elastico son las relaciones desplazamiento-
deformacion y esfuerzo-deformacion para obtenerlas y relacionadas a un caso
especifico se necesitan las ecuaciones de equilibrio y compatibilidad.

4.1.1.- ECUACIONES DE EQUILIBRIO.

Estas ecuaciones definen que cada parte del cuerpo debe encontrarse en equilibrio,
aun bajo la accion de fuerzas externas, asumiendo que el cuerpo es capaz de sufrir
pequefios desplazamientos con respecto a un sistema fijo de ejes ortogonales x-y-z en
un punto arbitrario (ver figura 4.1). Para asegurar dicho equilibrio debe establecerse
tanto el equilibrio de fuerzas como de momentos en el cuerpo.

FIG.4.1.-CUERPO ELASTICO SOMETIDO A FUERZAS INTERNAS Y EXTERNAS.

Generalizando para obtener las ecuaciones de equilibrio de un sistema como el de la
figura 4.1, suponemos un cuerpo sometido a cargas internas del mismo cuerpo (peso)
por unidad de volumen y cargas superficiales por unidad de area. Por lo que para el
equilibrio de fuerzas tenemos

4 [Rave [ Fos

Fuerza=m.a= Ipdv

donde p es la masa por unidad de volumen, %:f' es la velocidad del cuerpo; y

2y,

z =r' es la aceleraciéon del cuerpo. Reduciendo
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%D o dv}: [ Rav+ [ Fds @)

Ahora bien ,para el equilibrio de momentos tenemos

rx%h‘pf’ dv}: r'xJV‘ Rdv+r'x!‘Fds

i elompom

En el caso de que el origen del sistema de coordenadas se encuentre localizado en el
centro de gravedad entonces r; =r', por lo que se tiene la siguiente condicion :

mr; :J'pr'dv (4.3)
\Y

donde m= asa total del cuerpo ;y r;=vector de posicion al centro de gravedad .Teniendo
gue r es un vector de posicion de una particula en sistema de ejes x-y-z,de la figura 4.1

tenemos

r=r+r (4.4)

Ahora sustituyendo la ec.(4.3) en la ecuacién (4.1) obtenemos la siguiente relacién:
d mr; |= | Rdv + | Fds
alme =R

Si suponemos que Mv es el momento vectorial o cantidad de movimiento lineal, y H
es el vector resultante de las fuerzas aplicadas sobre el cuerpo entonces tendremos

M,
—H 4.5
m (4.5)

Esta ecuacion representa un teorema muy importante el movimiento del centro de
masa designado por el vector de posicion r; , sigue la ley de movimiento de una sola

particula cuya masa es la suma total del sistema, sometida a una fuerza igual a la fuerza
exterior total que actua sobre el sistema.

De forma similar sustituimos las ecs.(4.3) y (4.4) en la ec.(4.2) y de acuerdo a la
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ec.(4.1),eliminamos los términos que contienen al vector r; ( el cual es
constante),quedando finalmente

A R —

Suponiendo que M, es el momento angular o momento del momentum y ademas N
es el vector resultante del momento alrededor del c.g., la ecuacién anterior queda como:

N=L=(rxH)

Con esto establecemos que la razén de cambio del momento angular alrededor del
centro de masa es igual al momento resultante alrededor del centro de masa .Las
ecs.(4.5) y (4.6) son la base para calcular el movimiento total de un sistema aeroelastico
,pero no nos informan sobre la respuesta elastica o interna .Esto ultimo se obtiene
recurriendo a las propiedades de esfuerzo y deformacion dentro del cuerpo elastico
Para un sistema tridimensional ,el vector de cargas superficiales queda representado
como

F=iF + jF, +kF,

Donde i,j,k son los vectores unitarios en las direcciones X,y,z respectivamente .Las
componentes de las fuerzas F estan relacionadas a los esfuerzos internos en la
superficie por las condiciones de frontera:

F =oni+zr nj+z,nk

F, =r,ni+onj+z,nk
F =r,ni+7,nj+o,nk

donde n es un vector unitario normal a la superficie en sentido exterior, de donde

ni=cos(x,n)=1
n.j=cos(y,n)=m
nk =cos(z,n)=n

son los césenos directores de la normal con respecto a los ejes x,y,z respectivamente (
ver figura 4.2).

FIG.4.2.-COMPONENTES DE LOS ESFUERZOS SOBRE UN CUERPO
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Procediendo para obtener el tensor de esfuerzos reducido, sustituimos la ec.(4.8) en la
ec.(4.7) y utilizando a los c6senos directores se tiene:

F=(iol+ir,m+ir,n) +(jr,l+ jo,m+ jr,n)+ (k| +kr,m+ko,n)

Aplicando las siguientes propiedades vectoriales de calculo tensorial
io | =o,i(n.i)

i(ni)=in;i; =nii; =nii

de la ecuacion anterior tenemos
F=(nodi+nzij+nzik) +(nz, ji+noij+nr, jK)+(nz,ki+nz, k+no,kk)

Si factorizamos el vector normal unitario n podemos visualizar el tensor de esfuerzos de
segundo grado (ec. 4.10). Por lo tanto,

F=n-¢ (4.9)
donde

p=i(o,i+r,j+7,K)+|(r,i+0,j+7,K)+k(z,i+7,]+0k) (4.10)

Sustituyendo la ec.(4.9) en las ecs.(4.1) y (4.2) y transformando el primer término con las
ecs.(4.3) y (4.4), obtenemos:

[pr dv=[Rdv+[ngds (4.11)
\ \Y S

[(rxpr)dv=[rx(Rydv+[(rxng)ds  (4.12)

Ahora, utilizando el teorema de la divergencia transformamos la integral de superficie en
una integral de volumen, por lo que las ecs.( 4.11) y (4,12) quedan como:

"

j(pf' ~R-V.$)dv=0 (4.13)

[l (rxpr —(rxR)+V.() |dv=0  (4.14)

\

Matematicamente, teniendo la integral de volumen igualada a cero (del tipo de las
ecs.4.13 y 4.14) para una eleccion arbitraria de V, las integrales desaparecen y los integrados



9
guedan igualados a cero. Con esto las ecuaciones anteriores quedan como:

r=ai+a j+ak
R=Xi+Yj+Zk

Despejando de la ec.(4.15), desarrollando el término V.4 de acuerdo con la

ec.(4.10) y sustituyendo el vector de aceleracion y de fuerza se tienen las ecuaciones de
equilibrio de fuerzas:

0 0
pa, =—0,+—T,+—7T,+ X
OX oy oz

pa, zirxy+iay+grzy+Y (4.17)
OX oy 0z
0 0 0
pa,=—71,+—7,+—0,+7Z
OX oy 0z

Finalmente, de la ec.(4,16) se obtiene que los esfuerzos cortantes son iguales
mutuamente perpendiculares, por lo que:

Txy = Tyx !

T, =T T,=T (4.18)

xz T ‘w1 tyz 7y
4.1.2.- Relaciones desplazamiento-deformacion.

Para establecer estas relaciones es necesario referirnos a la figura 4,3, la que
muestra un punto Po en la posicion del vector r relativo a un origen fijo, y un segundo
punto Po' desplazado desde Po por una distancia dr. La deformacion se describe a partir
del cambio de posicion; es decir, teniendo primeramente la fibra Po-Po' en un estado no
deformado, bajo la influencia de cargas externas y cambios de temperatura la fibra se

deforma tomando una nueva posicion P, — P, . Con esto, la longitud de la fibra pasa a ser
de dr a dr +¢dr, donde ¢ es la deformacion de la fibra.

Si los desplazamientos de la fibra son: Uj = (u, v, w) en el punto Po y uj' = (u', v', w"),
haciendo uso de la Serie de Taylor en forma vectorial se tiene:

u(r +dr) = i%(dr.v)”u(r)

n=0 't-

donde de acuerdo con la figura 4.3: u(r+dr) = u; y u(r) = u, . Esto implica que

u = i%(dr.V)”ui

n=0
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Considerando los desplazamientos muy pequefos y sustituyendo el vector dr y el
operador, tendremos

u=u+ a—udx+8—udy+a—udz
OX oy 0z

vV =V+ @dx+@dy+@dz
OX oy 0z

ow oW  ow
W =W+| —dX+—+—0dz
OX oy oz

Las proyecciones de la fibra deformada en los ejes X, y, z son, respectivamente:
dx+u —u=dx +(dr.V)u
dy+v —v=dy+(dr.V)v
dz+w —w=dz+(dr.V)w
Por otro lado se sabe que
(dr + &dr)? =dx+ (dr.V)u? +dy+ (dr.V)v* +dz+ (dr.V)w’
y tomando en cuenta que: dx = 1 dr, dy = m dr, dz = n dr; donde 1, m y n son los

cosenos directores de dr y los angulos que forman con los ejes X, y, z, respectivamente.

Conociendo también la identidad trigonométrica: 1>+m*+n°=1 y despreciando los
productos de las derivadas (pues los desplazamientos son muy pequefios), hacemos el
desarrollo obteniendo la siguiente relacion:

=l ()5 (3 3 o33 (3 (3]

Aplicando la expansion binomial
12 _ n(in-1) ,
(1+x) —1+nx+—|x

y tomando solo la parte lineal obtenemos:

(23 22 2wl Dl
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De acuerdo a la ecuacion anterior, obtenemos las siguientes relaciones desplazamiento

deformacion :
_au ov ow

E=— , & , & =—
OX Yooy oz

ou Oow
—y =4 4.20
}/XZ 7/ZX az ax ( )
v N ow
yyz yzy 82 8y

donde ¢ y y son las deformaciones normales y cortantes respectivamente.

4.1.3.- Relaciones esfuerzo-deformacién(ecuaciones de estado).

Suponiendo un cuerpo en el espacio sometido a un estado de esfuerzos triaxial y a
una variacion de temperatura. De la ley de Hooke lineal o =E& o (ver capitulo 2), de la
relacion de Poisson v =¢,/6, (deformacion lineal entre deformacion transversal) y de la

deformacion térmica que en todas direcciones es igual a 8, =aAT (donde o es el

coeficiente de expansion térmica, cuyo valor depende del material), podemos obtener la
deformacion total en cada uno de los ejes. Como el esfuerzo cortante induce solo
deformaciones cortantes, la relacion esfuerzo-deformacién cortante esta dada por
=Gy , donde G es el modulo de elasticidad al corte por deformacion angular. El
cambio de temperatura no produce deformacion cortante debido a que la expansion
térmica libre no produce distorsion angular en un material isotrépico. Por lo tanto, con lo
anterior encontramos la ley de Hooke tridimensional donde las deformaciones estan en
funcion de los esfuerzos:

X

0, :é[ax —V(O'y +az)]+aAT

S, =é[ay ~v(o,+0,)|+aAT (4.21)
o, =é[az —v(aX +Jy)]+aAT

donde las constantes G, Ey v se relacionan con la ecuacion:
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G= E
2(1+v)

(4.22)

4.1.4.- Ecuaciones de compatibilidad.

Para asegurar la continuidad y su perseveracion en un cuerpo deformado es
necesario cumplir con las ecuaciones de compatibilidad, las cuales son ecuaciones que
relacionan las derivadas de las componentes de la deformacion .Estas ecuaciones de
compatibilidad aseguran que las funciones de desplazamiento sean continuas.

Estas ecuaciones se satisfacen si el conjunto de las tres ecuaciones de equilibrio, las
seis relaciones de desplazamiento-deformacion y las seis relaciones de esfuerzo-
deformacion se satisfacen.

Las primeras tres ecuaciones de compatibilidad se encuentran diferenciando
doblemente las deformaciones cortantes de la ec.( 4,20), suponiendo que u, v, w son
continuas, y reduciendo, se tiene:

0%y 0 o’
= 2 6‘y + 2 &y
OXoy  OX oy

82 2 2
Te _ O o+ D, (4.23)
oyoz oz oy

827/“— o £+82 &
ozox  ox? ' ozt

Para encontrar las otras tres ecuaciones de compatibilidad pueden hallarse
diferenciando, por ejemplo, y, con respecto a x, z y sumando el resultado a y,

diferenciada con respecto a x,y. Similarmente para las otras dos, se obtiene:

2w, _a[ 0, 0 @
vz T ox| o Ty T
20° 0| 0 0 0
gy:— _yyz __yzy+_7/xy (424)
0z0X oy | ox oy 0z

20° _olo 0 0
oy ar| o oy’ e
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4.2.- Andlisis clasico de vigas.

El primer caso para analizar dentro del estudio de las vigas, es la determinacién de
los esfuerzos producidos por la torsién; los cuales son Unicamente de corte. Para este
caso, la ley de Hooke también se hace valida, siempre y cuando no se sobrepase del
limite eldstico del material Ahora esta ley va a relacionar la deformacion angular del
elemento con el esfuerzo cortante que la produce, es decir

r=Gy (4.25)

La magnitud G se denomina modulo de rigidez (o de deslizamiento) el cual tiene la
misma unidad de medida que el mddulo de elasticidad E; fuerza sobre unidad de area.
La relacion existente entre los médulos de rigidez G y de elasticidad E depende del
coeficiente de Poisson u* la cudl se da sin deducirla

G-_E
2(1+u) (4.26)
-../
:::_‘L _______ —'—‘II "\
oW IN L L R
\\‘/, 7
‘/

FIG.4.4.-BARRA CILINDRICA SOMETIDA A TORSION PURA.

Deduciendo la ecuacion para determinar las deformaciones y esfuerzos que
surgen durante la torsién de una barra, Unicamente de seccidn transversal circular o
anular, tenemos que dichas secciones conservan su forma plana durante la torsion y los
radios giran sin deformarse. Consideremos una barra cilindrica de longitud L (ver figura
4.4), la cudl esté fija por su extremo izquierdo. Haciendo girar el extremo derecho, desde
el punto B hasta el punto B1, la barra experimenta una deformacion que se determina
por el angulo y,. sobre la superficie de la barra (generatriz AB) o y para cualquier punto

interno de la barra (generatriz EC). Al mismo tiempo, el radio de la seccion del extremo
derecho OB pasa a ocupar la posicion OB,, es decir, gira un cierto angulo ¢, llamado
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angulo de torsion. Teniendo en cuenta que la deformacion es muy pequefia, por
geometria podemos obtener la siguiente relacion entre los angulos:

BB, =7l =0r; CC,=yL=gp

de donde
Ymax = @TL

7 =gpL

Despejando ¢ de la primera ecuacion y sustituyéndola en la segunda, se obtiene

V=Y PT

Por lo tanto, el angulo de distorsion en la seccién transversal es directamente
proporcional a la distancia p al eje de la barra. Este deslizamiento va acompafiado de la

aparicion de esfuerzos tangenciales que se determinan por la ley de Hooke:
=Gy =Gy =pr
Perosi p =r, entonces r,, =Gy,,, , porlo que
T=T,,,Pl T (4.27)

es decir, los esfuerzos tangenciales o cortantes en la seccidn transversal varian a lo
largo del radio segun una ley lineal, los cuales son perpendiculares al radio de la barra.

Ahora procedemos a determinar la magnitud de estos esfuerzos cortantes, en funcién
del momento de torsion aplicado sobre la barra. Para esto, suponemos un elemento
diferencial de area dA (ver figura 4.4) de una superficie elemental, cuya fuerza aplicada
sobre ella seré la producida por el esfuerzo cortante z dA, la cual produce un momento
respecto al eje de la barra que es igual a 7 dA p . La suma de los momentos de todas

las fuerzas elementales tangenciales internas que surgen en la seccién transversal de
analisis es el momento de torsion M, de dicha seccion y se determina integrando sobre

toda la superficie:

'[rdAp: M,

A

Sustituyendo la ec.(4.27), obtenemos:

T
Imax [2dAp? = M
r J- r ‘

A

Analizando la integral podemos decir que se refiere al momento polar de inercia Ip
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(ver el Apéndice A-4), por lo tanto la ecuacion se reduce a

M,r
max = I
p

T

de donde, de acuerdo a la ec.( 4.27),

; :_'Vl'tp (4.28)

p
La ec.( 4.28) define al esfuerzo cortante o tangencial en un punto cualquiera de
una seccion transversal durante la torsion de una barra de seccion transversal circular.
Ademas, considerando las relaciones entre los angulos y sustituyendo la ec.(4.28),
podemos obtener el angulo de torsion en funcidon del momento torsor:

M,L
Gl,
Las ecuaciones desarrolladas anteriormente para secciones circulares no pueden ser
utilizadas en formas no circulares. En una flecha circular sujeta a torsion pura, la
distribucién del esfuerzo cortante es como se indica en la figura 4.5(a), donde el maximo
esfuerzo cortante se localiza en la fibora mas alejada del eje de la barra y es
perpendicular al radio desde el punto forzado. A una distancia dada desde el eje de
rotacion el esfuerzo de corte es constante en ambas direcciones, lo que hace que tanto
los extremos de segmento de la barra como su torcimiento permanezcan paralelos uno
a otro; en otras palabras, la seccion de la barra no se tuerce fuera de su plano cuando la
barra sufre un torcimiento.

Q= (4.29)

(@) (b) (€)

FIG.4.5.-ANALISIS DEL ESFUERZO DE CORTE POR TORSION.

Si las condiciones de la figura 4. 5( a) son aplicadas a una barra rectangular, figura
4.5(b), la fibra con mayor esfuerzo sera la de la esquina y el esfuerzo sera dirigido como
se muestra; el esfuerzo podria entonces tener una componente normal a la superficie y
esto no es verdad. La teoria de elasticidad muestra el maximo esfuerzo cortante ocurre
en la linea media de la longitud de los lados, como se ve en la figura 4.5(c), y que el
esfuerzo en las esquinas es cero. Asi, cuando una barra rectangular sufre torcimiento, el
esfuerzo cortante no es constante a la misma distancia de los ejes de rotacion y los
extremos del corte de los segmentos a lo largo de la barra podrian no permanecer
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paralelos uno a otro cuando la barra se tuerce; es decir, el torcimiento de la seccién
lo toma fuera de su plano. La figura 4.6 ilustra esta accion en una barra cuadrada torcida
.Los extremos de la barra se tuercen o sufren distorsion normal al plano original no
forzado de los extremos de la barra.

La determinacion de los esfuerzos en una barra no circular es un problema que no
puede resolverse por los métodos de resistencia de materiales. Asi pues, la
determinacion de los angulos de distorsion requiere tener en consideracion no solo el
angulo de giro mutuo de las secciones, sino también la distorsion local, relacionada con
el alabeo de las secciones. El hecho se complica ain mas cuando las tensiones
dependen no solamente de una variable, o (el radio), sino de las dos coordenadas
(x,y). Los esfuerzos tangenciales en las secciones transversales, en los puntos situados
en las proximidades del contorno de la seccion tienen que estar orientadas
obligatoriamente segun la tangente a éste. Supongamos el punto A (figura 4.7a) el
esfuerzo tangencialz cerca del borde de la seccion va dirigida con cierta inclinacion
respecto al contorno. Descomponiendo este esfuerzo en dos componentes, una segun
la tangente al borde (z,) y la otra, segun la normal (z,), en la superficie libre de la barra

debera aparecer un esfuerzo tangencial z,” = z,. Pero como la superficie exterior esta
libre de carga resulta que 7, = 7,= 0. En el caso cuando la seccion transversal tiene

angulos salientes, los esfuerzos tangenciales en estos lugares son iguales a cero.
Descomponiendo el esfuerzo = en las inmediaciones de angulo (ver figura 4.7b) en dos
componentes segun las normales a los lados del angulo, se obtienen los esfuerzos 7,

y 7,.Los esfuerzos reciprocos a estos 7; y 7, son nulos, es decir seran también los
esfuerzos 7, y 7,.

FIG.4.6.- TORSION DE UNA BARRA CUADRADA.

En la figura 4.8(a) esta representado el diagrama de los esfuerzos tangenciales
gue se obtienen por los métodos de la teoria de elasticidad para una barra de seccion
rectangular .En los &ngulos los esfuerzos son iguales a cero, mientras que los esfuerzos
maximos surgen en los centros de los lados mayores, es decir, en los puntos A,
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(a) (b)

FIG.4.7.-SIMULACION DEL ESFUERZO CORTANTE EN LOS EXTREMOS DE UNA SECCION NO
CIRCULAR.

T (4.30)

En el punto B obtendremos,

Tg =T (4.31®)

siendo a el lado mayor y b el lado menor del rectdngulo. Los coeficientes o y 7

dependen de la fraccion a/b; los valores de estos coeficientes estdn dados en 1la tabla
4.1. El desplazamiento angular se obtiene por la formula:

M|

Q= Gva (4.31b)
TABLA 4.1
a/b 1 15 1.75 2 2.5 3 4 6 8 10 o)
a 0.208 02}} 0.239 0.246 0258 0267 0.282 0.299 0.307 0313 0.333
0.141 0.196 0.214 0.229 0.249 0.263 0.281 0.299 0.307 0313 0.333
n 1.000 0.859 0.820 0.795 0.766 0.753 0.745 0.743 0.742 0.742) 0.742
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FIG.4.8.-DISTRIBUCION DE ESFUERZOS CORTANTES.

El coeficiente g también depende de la fraccion a/b. Sus valores numeéricos figuran en
la tabla 4.1. En el caso de una seccion eliptica (figura 4.8b) el esfuerzo maximo
aparecera en los puntos A, es decir, en los extremos del eje menor. La tabla 4.2 resume
las férmulas para la deflexién torsional y esfuerzo para unas cuantas formas de seccién
transversal. Estas férmulas estan basadas en la suposicion que la seccidn transversal
estd libre de torcedura (extremos no restringidos); el material es homogéneo y los
esfuerzos estan dentro del rango elastico.

ANALOGIA DE LA MEMBRANA ELASTICA

En los problemas de la mecanica se encuentran muy a menudo casos cuando
problemas de naturaleza fisica completamente diferentes se reducen a las mismas
ecuaciones diferenciales. Se puede, sin resolver la ecuacion, afirmar que entre variables
X, Y Y, de un problema existe la misma relacion que entre las variables x, y y, del otro.

Entonces se dice que un problema es analogo al otro. En este caso, la analogia permite
representar claramente las leyes que rigen en el primer problema. Considerando el
problema de la torsidn, resulta que independientemente de la forma de la seccién en
cuestion, el problema de la torsion de la barra nos lleva a la misma ecuacién diferencial
gue el problema del equilibrio de una membrana estirada sobre un contorno de la misma
configuracion y solicitada por una presion uniformemente distribuida. El analogo del
esfuerzo es el angulo que forma la tangente a la superficie de la membrana con el plano
del contorno, y el analogo del momento torsor es el volumen contenido entre el plano el
contorno y la superficie de la membrana.
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FIG.4.9.-EJEMPLIFICACION DE LA ANALOGIA DE LA MEMBRANA.

Supongamos por ejemplo ,que se necesita establecer la ley de distribucion de los
esfuerzos en la seccion representada en la figura 4.9(a).Supongamos ademas que
sobre el contorno indicado se estira una membrana sometida a una carga
uniformemente distribuida. Veamos varias secciones de la membrana. En funcién de los
angulos de inclinacion de la membrana representamos de manera aproximada la
distribucion de los esfuerzos en la seccion (fig4.9b). Mediante esta analogia, no solo se
pueden obtener resultados cualitativos, sino también relaciones cuantitativas; para ello
se emplea un dispositivo especial simple.

La analogia expuesta no es la Unica. La técnica moderna aprovecha ampliamente
distintas analogias. Cuando en calidad de analogia se emplea un sistema creado
artificialmente, el método de la analogia se denomina Método de Modelacion. Este
método se emplea para la investigacion de muchos procesos complejos que no pueden
ser observados a simple vista.

En la construccion de maquinas y, sobre todo, en la construccién de aviones resulta
necesario calcular la torsion de las barras denominadas de paredes delgadas. Estos
perfiles se dividen en abiertos y cerrados. Las formas tipicas de los perfiles laminados,
doblados, estirados y prensados se dan en la figura 4.10.

FIG.4.10.- PERFILES DE PARED DELGADA.
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Aunqgue en el caso de las secciones sélidas no circulares requiere de calculos mas
complejos para determinar los esfuerzos, en las secciones de pared delgada (no
circulares) es mas simple obtener una solucién muy aproximada a la exacta.

En el caso de perfiles abiertos, supongamos una viga con perfil "C" de seccion
transversal la cual estd empotrada en uno de sus extremos y soporta una carga puntual
en el otro extremo (ver figura 4.11a), obteniendo su diagrama de cortantes. Analizando
la seccion B de la viga con una longitud dx, podemos observar (figura 4.11 b) que existe
una diferencia entre los esfuerzos normales producidos, los cuales generan las fuerzas
axiales F, y F, (figura 4.11c) donde F, > F,.Para equilibrar el sistema se genera sobre
la seccidn transversal lo que se denomina flujo de corte "q". Para determinar el valor del

esfuerzo de corte en la seccién y del flujo de corte en la misma es necesario establecer
las condiciones de equilibrio del sistema.

s
BLE]

P g ]
dx

(a) [ ]

(b) Lo

(©
FIG.4.11.-VIGA DE SECCION ABIERTA.

Suponiendo la suma de fuerzas en direccién axial,

> F,=F-F,-F,=0

Mly A

F=0A=

F2202A=—M|2y A
Fy=7(t)(dx)

Si tenemos que Q = yA (momento estéatico de la seccion) y que la diferencia de
momentos sobre unidad de longitud es la fuerza cortante que actia sobre la seccién; es
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decir
V=M,-M,/dx=dM /dx

Resolviendo el sistema se tiene:
_VQ
It
\
g=rt Soog= TQ
El flujo de corte se expresa en unidades de fuerza por unidades de longitud; por
ejemplo Nw-m; 7 es el esfuerzo cortante en la seccion, t es el espesor del perfil, V es la
fuerza cortante que actla sobre la seccién y, Q e | son el momento estatico y momento
de inercia de la seccion respectivamente. Este flujo de corte genera los esfuerzos
tangenciales que equilibran al sistema en direccion axial y con él podemos determinar
facilmente a los esfuerzos cortantes maximos que aparezcan en la viga.

F

FIG.4.12.-POSICION DEL CENTIiO DE CORTE.

Sin embargo, las secciones abiertas no son capaces de soportar la torsién, esto hace
necesario buscar la linea axial donde la fuerza o carga aplicada no genere torsion en la
viga (de seccion abierta), cualquier punto en esta linea axial se conoce como Centro de
Corte. En la estructura de un ala, la union de todos los centros de corte en cada
cuaderna forman la linea denominada eje elastico .

El centro de corte puede encontrarse aplicando las condiciones de equilibrio en cuanto a
momentos se refiere. Por ejemplo, se desea determinar el punto de aplicacion de una
carga aplicada en una viga de seccion transversal en forma de C, tal como se muestra
en la figura 4.12. Debido al flujo de corte se generan fuerzas en direccion de cada pared
(F.,FYyF,). Para este caso, las fuerzas F, y F, forman un par torsor, por lo que para

equilibrar a la viga es necesario que la fuerza F, junto con la carga aplicada generen

otro par torsor igual en valor pero opuesto en direccién. Como los valores de fuerza son
constantes, la distancia e es la que definira el equﬂ_lgrio ;esta distancia da la posicién al
centro de corte. =

FIG.4.13.-MOMENTO PRODUCIDO EN UN ELEMENTO CURVO
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4.2.2.-Andlisis de vigas curvas.

Cuando se trata de elementos curvos, no es posible determinar una fuerza como
en el caso anterior, ya que ésta iria cambiando de direccion continuamente. Para estos
casos es necesario establecer no la fuerza, sino el momento que produce el conjunto de
fuerzas diferenciales sobre ese segmento curvo. De la figura 4.13, tenemos que

dM; =(q.ds)r
M. = [q(reds)
pero dA=1/2(r.ds) , por lo tanto
M, =2q | dA
Asi tenemos que el momento producido por el flujo de corte a través de un elemento.

curvo (de pared delgada) depende Uunicamente del flujo de corte mismo y del area que
genera el elemento, a partir de su radio de giro:

M, =2gA (4.33)
Este principio puede aplicarse también a perfiles de pared delgada con
segmentos rectos y una combinacion de curvos con rectos.

Si la seccion es asimétrica entonces existe el producto de inercia de la seccion vy, si
ademas tenemos doble flexibn o cargas oblicuas (inclinadas; es decir, en las dos
direcciones x,y) entonces se tiene una ecuacion general para flujo de corte:

(VI =V, ) Ax+(V, 1, =V, 1, JAy

XXy XXy

g= (4.34)

2
L1, - 12

donde A es el area del elemento al cuél se le desea determinar el flujo de corte q, y
los valores de x e y corresponden a las coordenadas del centroide de dicho elemento.
Esta ecuaciéon es muy util cuando se trata de perfiles para alas de aviones, donde se
concentran puntos masa (largueros) de dicho perfil; cada punto representa un elemento.

Cuando se tienen secciones cerradas de pared delgada, la determinacion del flujo de
corte se vuelve poco mas laboriosa, ya que se tiene inicialmente un flujo redundante
(g,) con el cual se trabaja generando las ecuaciones del flujo de corte de cada elemento

en funcién del flujo redundante, por lo tanta la ec.(4,34) se convierte en

(vx|x —vylxy)ZA.x+(vy|y—vxlxy)ZA.y

2
LI, -1
Ahora, para determinar el valor de q, , es necesario establecer la condicion de equilibrio

Gin =0+ (4.35)

en el sistema, es decir, ZM =0.

Finalmente, para el caso de Multiceldas el flujo de corte seréa diferente para cada
celda (ver figura 4.14), donde se tendria la ecuacion que relaciona al flujo de corte con
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el angulo de torsion. Considerando Unicamente una diferencial ds, como se muestra
en la figura 4.14, tenemos que

do_ 1 g ds
dz 2AGY 't

Integrando

__ 1 a4 (4.36)
2AG t

donde @ es el angulo de torsidn en la celda, Aj es el area de la celda i, G es el mddulo
de elasticidad al corte 0 a la torsion y t es el espesor de la pared de la seccion.

FIG.4.14.-FLUJO DE CORTE EN MULTICELDAS.
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Para obtener el flujo de corte en las multiceldas es muy importante tomar en cuenta el
angulo de torsion con la condicién de que dicho angulo es el mismo en celdas adyacentes.
Entonces, si analizamos una celda i con la celdas adyacentes (i-1) e (i+ 1), si consideramos que
(L/t) = &, aplicando la condicion anterior tenemos

1
0 = Z—[qlzélz + 055053 = U32037 + U34034 + U101 — q14614]
AG
1
0 = —I:qi (512 +0,+ 0y + 541) = 0103 — qi+1514] (4.37)
2AG
g = L[_Qi-lé‘sz +0 (512 + 0y + gy + 541) B qi+1514]
2AG

En el caso de las alas de avién, es muy comun encontrar formas conicas para la estructura
del ala. La conicidad implica que al aplicar un cortante genera componentes verticales y
horizontales, por lo tanto,

Ve=> F,

(4.38)

donde V, incluye el cortante y las componentes verticales de la fuerza axial en los largueros.

4.2.1.- Vigas sometidas a flexion.

FIG.4.15.-VIGA FLEXIONADA.

Para determinar los esfuerzos en las vigas que se suponen sometidas Unicamente a flexion
pura, es necesario definir la ecuacion conocida como la Ecuacion General de la Flexion. Para
esto, se sabe que el esfuerzo en la flexion se distribuye linealmente sobre la seccién transversal
del elemento, por lo tanto, podemos suponer que la distribucion del esfuerzo sobre un plano (x,
y) se define por un polinomio lineal de tres coeficientes, es decir,
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o=Ax+By+C (4.39)

Considerando un elemento diferencial sobre la seccion transversal de un elemento viga,

tenemos que el momento, en el plano (ver figura 4.15), producido por el esfuerzo en el material
al flexionar dicha viga, por la aplicacién de una carga F, es

M, =y j odA (4.409)

M, = x| odA (4.40b)

Donde (X, y) son las coordenadas de un punto a partir del eje neutro; es decir, el eje z para
este caso. Sustituyendo la ec.( 4.39) en las ecs.( 4.40) y, como en el eje z no existen
reacciones, C = O. Por lo tanto, desarrollando obtenemos

M, = Al +BI, (4.412)

M, = Al +BI, (4.41b)

Resolviendo el sistema de ecs.( 4.41) para los coeficientes Ay B, se tiene

XXy y Xy

M,l,-M.I B_Mxly—M I
2 2
LI, =1 LI, =1y
Sustituyendo el valor de los coeficientes en la ec.( 4.39), se obtiene la ecuacion general

de la flexion; a la cuadl, si le adicionamos el efecto de una fuerza axial P y contemplando el
efecto del cambio de temperatura AT en el material, se tiene finalmente

(ML =ML )x+(M I, =M L)y P

o, = ++a(AT) (4.42)

z 2
L1, =12

donde A es el area de la seccion transversal de la vigay a es el coeficiente de dilatacion lineal
del material. Para el caso de los esfuerzos o, y o,, se puede ocupar la misma expresion

Gnicamente cambiando los subindices correspondientes.

Si z e y fueran ejes principales o cuando la seccion es simétrica (como en el caso de la
figura), el valor de 1, se anula, por lo tanto

M, x
iy +y

y X

(4.43)
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Si ademas, solo existe carga en una direccién (direccion vertical, por ejemplo), obtenemos lo
gue se denomina Ecuacion de la Escuadria:

o, = (4.44)

FLEXION ASIMETRICA

Para que la ecuacién general de la flexion, ec,( 4.44) sea valida es necesario que el
plano de cargas contenga o sea paralelo a uno de los ejes principales de inercia de la seccion;
es decir, que pase por el centro de corte. Asi, el eje neutro es el otro eje principal y los
esfuerzos son proporcionales a su distancia a la superficie neutra.

P

4

FIG.4.16.-REPRESENTACION DEL EJE NEUTRO.

Si la ubicaciéon del plano de cargas no cumple con la condicion marcada, el esfuerzo
normal en un punto cualquiera de la seccion ya no esta dado por la ec.( 4.44) y el eje neutro no
sera uno de los ejes principales. Si el plano de cargas esta inclinado respecto a uno de los ejes
principales, se tiene lo que se llama Flexion Asimétrica (oblicua o desviada). En la flexién
asimétrica se pueden presentar dos situaciones:

|. Seccion simétrica y plano de cargas inclinado (ver figura 4.15); y
2.Seccion asimétrica (ver figura 4.17).

En ambos casos se puede trabajar respecto a ejes principales o respecto a ejes no
principales. Si se trabaja respecto a ejes principales la carga se descompone en componentes
respecto a dichos ejes, cada carga produce un esfuerzo y el esfuerzo total es la suma
algebraica de dichos esfuerzos (superposicion). Pero si en secciones asimétricas se trabaja
respecto a ejes no principales, se tiene también superposicion, pero las expresiones de
esfuerzo ya no son de la forma de la ecuacion de la escuadria.
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(@) (b)
FIG.4.17.-FLEXION ASIMETRICA DE UNA VIGA DE SECCION ASIMETRICA.

Para el caso de seccion asimétrica el esfuerzo longitudinal o, en un plano cualquiera

esta dado por la ecuacion general de la flexion, ec.( 4.42). De la figura 4.17(a),z e y son ejes
centroidales (no principales) y M es el vector momento. Pero si suponemos que z e y Si son
ejes principales, entonces el valor del producto de inercia se anularia ocupando la ec.( 4.43) y
el vector momento es perpendicular al plano de carga P; cuando se gira el plano de cargas, el
eje neutro gira en el mismo sentido pero a partir del otro eje. La flexion se da en un eje
perpendicular al eje neutro.

tn(a) = :—th(e) (4.45)

y

Si se trabaja respecto a ejes no principales (figura 4.17b), la ecuacion del esfuerzo se
mantiene, pero para el eje neutro ,se tiene,

L, - 1,tn(6)

=1 w1,

(4.46)

FLEXION DE VIGAS CURVAS

Cuando se trata de vigas curvas, se considera que cumplen todas las condiciones de flexion
de las vigas rectas, excepto la de que la viga sea recta. En este caso, la viga tiene una
curvatura inicial.

Las secciones planas antes de la deformaciéon, siguen siendo planas después de la
deformacion. La ley del alargamiento es lineal ya que todas las fibras tienen la misma longitud y
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como se considera un material que cumple la ley de Hooke la relacion de proporcionalidad del
esfuerzo y la deformacion es también es lineal. En el caso de una viga curva, las fibras internas
(a la curvatura) son mas cortas y, por lo tanto, mas rigidas; implica que absorben mayor
esfuerzo. El alargamiento sigue siendo lineal, pero como las fibras no tienen la misma longitud,
entonces la deformacion ya no es lineal y, si ademas el material obedece a la ley de Hooke
indica que la relacion del esfuerzo con la deformacion tampoco es lineal.

Centro
de

curvatura

L

fibra centroidal _—

FIG.4.18.-VIGA CURVA.

Dado que el esfuerzo en las fibras internas es siempre mayor que en las fibras externas, la
superficie neutra se desplaza hacia el centro de la curvatura, es decir, el eje neutro se desplaza
hacia el lado interno.

Para el analisis de este tipo de vigas, se divide en dos casos:
1. Vigas de pequefia curvatura: R/t > 0; y
2.Vigas de gran curvatura: R/t < 0;

donde R es el radio de curvatura de la viga, y t es el espesor de la viga (ver figura 4.18).

En el primer caso la curvatura no influye en la distribucion de esfuerzos de tal manera
gue se considera que responden como vigas rectas, esto es: la ley de esfuerzo lineal;no se
corre el eje neutro y el esfuerzo se determina mediante la ecuacion de la escuadria; con la
condicion de eliminar el valor del radio de curvatura inicial.

En el segundo caso la variacion de esfuerzos es no lineal, se corre el eje neutro hacia el
centro de curvatura y los esfuerzos no se calculan mediante la ecuacién de la escuadria.
Supongamos un tramo de la barra de curvatura grande de seccidén constante solicitado en sus
extremos por los momentos M (ver figura 4.19). Como en el caso de la viga recta, se puede
demostrar que el conjunto de puntos que antes de la flexion constituian el plano de la seccion
transversal, después de la flexion, también formaran una seccion plana, pero girada en el
espacio. Es decir, que las secciones transversales de la viga de gran curvatura, en la flexion
pura, permanecen planas.

Separemos de la viga curva, por dos secciones normales proximas, un tramo elemental
(figura 4.19). Durante la flexidon las secciones contiguas giraran una respecto a la otra un angulo
Adg lo que conduce a que en las capas de la viga apareceran ciertos alargamientos.



114

Llamemos o, (figura 4.19a) al radio de curvatura del eje de la viga (lugar geométrico de los
centros de gravedad de las secciones) y r, al radio de curvatura de la capa neutra; cuya
magnitud queda por ahora desconocida.

(@) R ©

FIG.4.19.-ANALISIS DE UNA VIGA CURVA.
El alargamiento de la capa AB (figura 4. 19b) sera

BB __yade (4.47)
AB (r,+y)de

Aqui se supone que durante el proceso de la flexion de la viga, 'a magnitud y no varia,
aungue en realidad esto no es asi, pues si analizamos las condiciones de equilibrio de la franja
elemental AB (figura 4.19c) resultara evidente que entre las fibras contiguas debera existir una
accion mutua en forma de fuerzas dirigidas radialmente y, como resultado, variara la forma de
la seccidn transversal de la viga y la magnitud de y. En el caso de secciones macizas estas
variaciones son insignificantes, pero en el caso de secciones de pared delgada (perfiles) los
desplazamientos radiales de las fibras seran bastante grandes y pueden conducir a una
variacion significante del cuadro de distribucion de las tensiones en la seccion.

La fraccidbn Ade/d¢ es proporcional a la variacién de la curvatura de la viga. De la figura
4.19 se deduce que el segmento CD = (de+Ade)r, siendo r el radio de curvatura de la capa
neutra despuées de la deformacion. Por otra parte CD = rde. Igualando estas magnitudes
obtendremos:
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Ade_, (E—lj (4.48)

g=—7 ro[l—l] (4.49)

g=Es=E—7 ro(i—ij (4.50)

En estas expresiones se ve claramente la particularidad principal de las vigas de gran
curvatura: como en este caso las dimensiones de la seccién transversal son comparables con
el radio r, la magnitud de y que figura en el denominador adquiere un valor importante y las
tensiones, por lo tanto, se distribuyen de manera no lineal. En el caso de vigas de pequefia
curvatura y es pequefia en comparacion con r, y

o= Ey[%—i] (4.51)

r

0

Cuando — =0 esta expresion coincide con la expresion correspondiente a la viga recta.
r

0

Supongamos para mayor simplicidad que la seccion transversal de la viga es simétrica
respecto al plano de curvatura. Entonces, el eje Y de la seccion sera el eje de simetria (figura
4.20) y el momento de las fuerzas elementales ocdA respecto a este eje sera igual a cero.
Escribiendo la expresion de la fuerza normal N y la del momento flector M,

N =[odA, M =]yodA (4.52)

Introduciendo la ec.(4.50) en la ec.( 4.52) obtendremos,

N = Er(l—ijj ydA (4.53)
r ro s ro +Yy
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2
M =Er, (E—i]j y A (4.54)
r . Lty

Como la fuerza axial es igual a cero (ya que el sistema estd en equilibrio),
y2dA
h+y

entoncesj' =0,lo que indica que N = O, Para resolver la ec.(4.54) transformamos la
S

integral en dos sumandos, es decir,

M :Ero(l—l
ror

0

(4.55)

(@) , (b)
FIG.4.20.-VIGA CURVA SIMETRICA.

La primera de estas integrales representa el momento estatico de la seccion respecto a la
linea neutra y es igual al producto Ae, siendo e la distancia de la linea neutra al centro de
gravedad,

e=p,—r, (4.56)
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Como la segunda integral es nula, entonces

r

Eliminando con esta expresion la diferencia de las curvaturas de la ec.(4.50) se obtiene la
formula para la determinacion de los esfuerzos normales,

o M( y J (4.58)

=E Lh+y

M = Er, (E—EJ Ae (4.57)

Como vemos, los esfuerzos varian con la altura en forma no lineal. El diagrama de los
esfuerzos esta constituido por una hipérbola, de la cual una de las asintotas coincide con el eje
de curvatura (figura 4.20b). Segun sea la configuracién de la seccion el esfuerzo maximo
ocurrira en la fibra superior o en la fibra inferior de la seccion.

Para poder emplear fa ec.(4.58) es necesario determinar previamente el valor de .

. . dA
Para ello, analicemos la expresion I y =0,
S

rL+y

en la que si introducimos una nueva

variable u=r, +y (ver figura 4.21),entonces tendremos Iu —To dA =0,de donde se obtiene
L u
A
r _J.m (4.59)
u

& e _f::.'c'
1 Neutro

FIG.4.21.-Obtencion de R,
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La integra] que figura en el denominador constituye una caracteristica geométrica de la
seccion, como por ejemplo, el momento estatico o el momento de inercia. Como resumen, la
tabla 4.3 presenta las ecuaciones correspondientes a r, de las secciones transversales que se

utilizan con mas frecuencia en el analisis de esfuerzos de vigas curvas.
4.2.3.- Vigas sometidas a estado de esfuerzo compuesto.

El estado de esfuerzo compuesto se presenta en aquellos casos en que un elemento de la
estructura esta sometido simultaneamente a varias de las deformaciones simples anteriormente
analizadas (flexion, torsién y compresion -o tension--). Debido a que en estos casos la falla del
material se produce con diversas magnitudes de los factores de fuerza en la seccion, surge la
necesidad de hallar un procedimiento para plantear las condiciones de resistencia de estado de
esfuerzo compuesto partiendo de las magnitudes de los esfuerzos limites obtenidos en los
ensayos de un estado de esfuerzo simple.

En dependencia de la hipétesis de resistencia que se acepte, se determina el esfuerzo
equivalente o, 0 rjq , que puede compararse con el esfuerzo de carga axial. De acuerdo con la
condicion de resistencia, el esfuerzo equivalente no debe ser mayor que el permisible para el
material es decir

7. <7 (4.59)

El caso méas general es la determinacion del esfuerzo en un punto de una viga sometida a
cargas de flexion, axiales y de torsién; los cuales son

o =MC.F
LA
(4.60)
; _ M
Xy J

donde M es el momento flexionante, F es la fuerza axial (de tension o de compresion), M, es el
momento torsor, A es el area de la seccion transversal de la viga, |, es el momento de inercia y

J es el momento polar. Utilizando el Circulo de Mohr se puede demostrar que los dos esfuerzos
principales no nulos son

2
O (o}
i (—j +72 (4.61)

Opg =
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Estos esfuerzos pueden combinarse para obtener los esfuerzos equivalentes normal y cortante:

_ 2 2 _ 2 2
Teq —\/GA — 0,05 +0g —\/GX +3rXy

(4.62)
2
O,—O o, 2
Teq Z%Z (7] +T><y
Sustituyendo las ecs.( 4.60) en las ecs.( 4.62) se tiene
Mc FY (McY
O = —Ci— +3 i
I, A J
(4.63)

Estas ecuaciones permiten determinar los valores de esfuerzo equivalente en cualquier
punto cuando se conocen las caracteristicas de la seccion transversal de la viga y las
condiciones de carga.

4.2.4.- Vigas estaticamente indeterminadas.

Para este tipo de vigas, se tiene que las ecuaciones de la elastica no son suficientes
para obtener la solucion al problema .Por lo tanto, se han desarrollado cuatro métodos para la
obtencion de la solucion al problema:

METODO DE LA DOBLE INTEGRACION.

Para utilizar este método es necesario primeramente definir la ecuacion diferencial de la
elastica. Supéngase una viga sometida a una carga transversal P, como se muestra en la figura
4.22, en la cudl se cumple la ley de Hoke, por lo que tenemos que

__M (4.64)

kel__M
yo, El
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donde K es la curvatura que adquiere la seccion dx (de m, a m,) de lavigay p es el radio de
, ds . .
curvatura. Pero de la figura tenemos que p =@ entonces, ademas podemos, asumir que

ds~dx y que € =tn(d), ya que se trata de angulos muy pequefios; siendo tn(d) = %
X

Sustituyendo en la ec.(4.64) se tiene

d’y = M

- 4.65
dx? El ( )

Esta es la ecuacion diferencial de la eléstica. Por otro lado tenemos que dM =V dx y q =
- V dx, por lo que sustituyendo en la ec.(4.65) obtenemos las relaciones entre el cortante y la
carga con la deflexion en una viga:

d’y Vv
- 4.66
dx® El ( )
d'y_ g

=— 4.67
dx* El ( )

Finalmente. para proceder con el método de la doble integracion ,integramos la ec(4.65)
veces y obtenemos

y:—%ﬁ Mdx* + ¢ X +C, (4.68)

FIG.4.22.-OBTENCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE LA ELASTICA.

El momento flexionante M debe quedar en funcion de x, y las constantes C,yC, se obtienen a
partir de las condiciones de frontera del elemento.



121

METODO DEL AREA DE MOMENTOS.

Analizando una viga sometida a una fuerza y apoyada en dos puntos, como la de la figura
4.23, se pueden obtener sus diagramas de momentos; y para mejor comprension analizamos la
viga ya deformada (la elastica), ampliando el dibujo.

Recordando la ec.(4,64) y la condicién de angulos muy pequefos, tenemos

do=-M g (4.69)
El

Entonces, integrando de X ,hasta X, podemos obtener la variacion angular entre Ay B:

0, = —% Mdx
1
O =~ { AREA} (4.70)

FIG.4.23.-RELACION DE LA ELASTICA CON EL AREA DE MOMENTOS.

De la ec.(4.70) se obtiene un primer teorema: la variacion o incremento de la pendiente entre

- : : 1
las tangentes trazadas a la elastica en 2 puntos cualesquiera Ay B es igual al producto de (E)

por el area del diagrama de momentos flectores entre estos dos puntos.
, Por otro lado tenemos que la diferencia de la desviacion t esdt =xdé&, pero como dé sabe
de se obtiene a partir de la ec.(4.69), por lo que integrando dt desde X, hasta X, se tiene
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1 X -
t,,,=—— Mdx.x
B/A EI J.

A (4.71)

1 —
to/n =~ { AREA} ,, X

Donde se obtiene un segundo teorema: la desviacion de un punto cualquiera B respecto
de la tangente trazada desde la elastica en otro punto A, en direccion perpendicular a la inicial

de la viga, es igual al producto(é )por el momento --de area de la porcion de diagrama de

momentos entre los puntos A y B--respecto de B.

Estos dos teoremas junto con ciertas consideraciones geometricas y trigopnometricas, nos
ayudan a determinar los valores de la pendiente y la deflexion de la viga en un caso especifico
de solicitacion de cargas y condiciones de frontera.

METODO DE SUPERPOSICION.

Las ecuaciones de la elastica son ecuaciones diferenciales lineales, es decir, que sus
términos estan elevados a la primera potencia. Esto quiere decir que sus soluciones pueden
superponerse para diversas condiciones de carga. Podemos decir entonces que la deflexion
generada en una viga por distintas condiciones de carga se pueden hallar sumando las
deflexiones que produciria independientemente cada condiciébn de carga. Sin embargo, este
método requiere de unas tablas que muestren un resumen de vigas cargadas con sus valores
correspondientes de momento, pendiente y deflexion (ver apéndice 5).

METODO DE LA VIGA CONJUGADA

La analogia de las relaciones entre carga-cortante-momento flector y momento-pendiente -
ordenada, sugiere que éstas ultimas se pueden establecer mediante los métodos desarrollados
para calcular la fuerza cortante y el momento flector a partir de las cargas. Para ello hay que
suponer que la viga esta cargada no con las cargas reales sino con el diagrama como una
carga ficticia. Se calcula entonces la fuerza cortante y el momento flector ficticios en un punto
cualquiera, que corresponden con la pendiente y la ordenada de la elastica en ese punto de la
viga inicial. Su desventaja es que se apoya en una carga ficticia para calcular la deflexién; no
directamente por las cargas reales.

Pendiente Real = Fuerza Cortante Ficticia

Deformacion = Momento Flector Ficticio (4.72)



123

4.2.5.- Vigas continuas.

Se considera una viga continua aquella que pasa por mas de tres apoyos, es decir, que
no se interrumpen al pasar por muchos apoyos. Debido a que en estas vigas se consideran las
deformaciones verticales, lo que indica que Unicamente el primer apoyo sera el pasador
(articulado) y el resto de rodillos, para su solucion no es practico aplicar los métodos anteriores,
por lo que se utiliza el Método de los Tres Momentos.

condicion de carga

(B)PENDIENTE QUE GENERA LA CARGA (C)PENDIENTE QUE GENERAN LAS CARGAS A LOS
APLICADA SOBRE EL TRAMO AB. LADOS IZQUIERDO Y DERECHO ,DEL TRAMO AB.

FIG.4.24.-APLICACION DEL METODO DE LOS TRES MOMENTOS

De la figura 24 tenemos una ecuacion de compatibilidad, es decir, 8, = 6,". Pero para conocer

el valor de 6, bajo la accion de la carga externa hacemos uso de los métodos anteriormente
vistos.

Considerando el uso de las ecuacion (4,64) hasta la (4,72) tenemos, primeramente la
pendiente 6,,’ producida por las cargas aplicadas en la seccion ,AB:
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0, _dy _tys
X AB
(4.73)
1 —
tye = El XAAB

Ahora ,la contribucion 6,, y 6, producida bajo la accion de los momentos M, vy
M, respectivamente , a partir de las tablas pro superposicion.
— I\/IALAB

0, = 4.74
i =kt (4.74)

D MgLle

6,
® 3El
De manera analoga para el tramo BC ,se obtiene:

Oy = ;ABC
L, El,
M;L
6, =——=2 4.75
= o (4.75)
ML
0, =—=<2 4.76
= (4.76)

Aplicando la ecuacién de compatibilidad y sustituyendo las ecuaciones(4.72) hasta (4.76) se
tiene:

O +6, + 0,5 =6, + 0, + 0,

XAAB + I\/IALAB + I\/IBLBA
L.El, 6El,  3El, L. El, 6El,  3El,

fionl i) -

1 1 |2 |2 IlI‘AB I2LBC

—_ ;ABC +MBLBC +MCLCB

Si ademas ,la viga es de seccion constante, lo que indica que todos los tramos tienen el
mismo momento de inercia(l, =1,),entonces reducimos la expresion anterior en la expresion
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general de la ecuacién de los tres momentos:

M,Lus +2Mg (Lyg + Lge )+ MLy = — (4.77)

El numero total de reacciones sera el mismo que el de apoyos y el grado de indeterminacién
estatica serd menor en dos que este numero.

Aunque una viga continua puede analizarse por cualquiera de los métodos ya descritos,
resulta practico elegir como reacciones redundantes a los momentos flexionantes en los apoyos
intermedios. En esto consiste la aplicacion de la ecuacion de los tres momentos, ec.( 4.77).
Esta ecuacion puede escribirse tantas veces como momentos flexionantes halla.

Una vez determinados estos momentos flexionantes, no hay dificultad en hallar las
reacciones verticales mediante la aplicacion de las ecuaciones de equilibrio estatico, o
olvidando que la reaccién en un apoyo de dos tramos adyacentes sera la suma algebraica del
analisis de ambos tramos.

Este método también puede ser utilizado para resolver vigas empotradas espejeando la viga
y sus condiciones de carga y frontera a partir del extremo empotrado; en el caso de vigas con
un empotre se espejea toda la viga, y para el caso de dos empotres se espejea la mitad de la
viga en cada lado.

METODO DE CROSS.

Al igual que el método anterior, este método consiste en determinar primero los momentos
flectores en los apoyos de una viga. Para su desarrollo es necesario conocer las siguientes
definiciones:

Rigidez, el cual comunmente se conoce como la fuerza necesaria para producir una
deformacion unitaria, pero que en el caso del analisis de vigas la definiremos como el momento

, . . o M
necesario para producw un giro unitario (—d .
ra

€

FIG.4.25.-DETERMINACION DEL FACTOR DE RIGIDEZ.

Momento Transmitido, que es el momento que se produce en un extremo empotrado por la
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accion de un momento aplicado en el otro extremo (articulado).
Considerando la viga empotrada de la figura 4.25 se tiene que 6,=0, por lo que la

desviacion t,,; =0 :%(Area)AB (ia), de tal modo que

EItA,B%MTL(éLj+%MB(§Lj

M, :—%MB (4.78)

Aplicando el primer teorema de area de momentos, ec.( 4.70), 6,; :(Area)AB, se tiene

El0,, :%MTLJF%MBL (4.79)

Sustituyendo la ec.(4.78) en la ec.(4.79), reduciendo y despejando M, obtenemos

1/ 1 1
ElO=—| ——M; |L+=M,L
AB 2[ 5 B] 5B

EIHAB:—%MBL+%MBL

EIHAB:—%MBL+%MBL

_ AElG,,

Mg C

(4.80)

De acuerdo a la definicion de rigidez en vigas, nuestro factor de rigidez, teniendo M, =K vy
0, = 1 rad, sera.

k=—— (4.81)
Siendo E constante, podemos obtener un

factor de rigidez relativo: k :LL

Ahora, para su aplicacion consideremos la viga ilustrada en la figura 4.26(a) perfectamente
empotrada en los extremos y apoyada en el centro. Supongamos que restringimos el giro en el
punto B (como si estuviese empotrada), de tal modo que la accion de la carga P y Q generan
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momentos en este "empotre”; estos momentos se conocen como momentos de empotramiento
perfecto (MEP).

L0

(@) (b)

N
T

Q

(d)

FIG.4.26.-APLICACION DEL METODO DE CROSS.

Al soltar la sujecion B, la diferencia entre los momentos hace girar al nodo B como se indica
en la figura 4.26(c) hasta que los momentos se equilibran a uno y otro lado; se observa pues
gue el momento no equilibrado se distribuye entre los dos lados al permitir el giro en B. La
rotacion en B producida por este momento genera momentos transmitidos en Ay en C de la
mitad de su valor y de signo contrario. Si consideramos que este momento se distribuye entre
los tramos de la viga AB y BC es evidente que tendria un factor de distribucién diferente, el cual
tendra un valor de

FD, = — (4.81)

Donde FD, yK; es el factor de distribucion y de rigidez del tramo i, respectivamente. Por

lo tanto, para un empotre FD = O, y para una articulacion (en el extremo) FD = 1. El MEP se
obtiene a partir de tablas como en el caso del método de superposicion. Este procedimiento es
iterativo hasta que AMB (de la figura 4.26) sea nulo.

4.3.- Andlisis clasico de placas.

El inicio del andlisis de las placas se enfoca al desarrollo de la teoria membranal . En
realidad, la placa es un elemento cascardn cuya superficie media es un plano, y se clasifican de
acuerdo a su configuracion del borde exterior. El elemento placa curva se diferencia del
elemento cascaron por su tamafio; mientras que una estructura puede construirse, sin
discontinuidad del material, por un elemento cascaron, dicha estructura se puede construir
también por un conjunto de placas , curvas (0 rectas) unidas de tal forma que generen la
geometria deseada (esta unién de placas genera la discontinuidad del material).



128

Supongamos un elemento cascaron simétrico de espesor h (ver figura 4.27). Designemos por
P, al radio de curvatura del arco del meridiano de la superficie media (figura 4.27a) y por p,, al

segundo radio principal, es decir, el radio de curvatura de la seccion normal perpendicular al
arco del meridiano. Este radio es igual al segmento de la normal entre la superficie media y el
eje de simetria. Estos radios, p, Y p,, son en el caso general, funciones del angulo € entre la

normal y el eje de simetria.

Con dos pares de secciones meridionales y normales conicas (figura 4.27b) separamos un
elemento del cascaron de dimensiones ds, y ds,, como el indicado en la figura 4.27(c).

Consideramos que sobre las caras del elemento actian los esfuerzos o, y o,; denominados

esfuerzo meridional y esfuerzo circunferencial, respectivamente. Si multiplicamos estos
esfuerzos por las areas correspondientes de las caras del elemento se obtienen las fuerzas
o,hds, y o.hds,. A este elemento se le aplica la fuerza de la carga normal pds, ds,.

Proyectando todas las fuerzas sobre la normal se obtiene,
pds, ds,-o,hds, dd-o,hds, dp=0

ds ds . .
pero como dd=—2 'y d¢=—2%, obtendremos finalmente la relacién que se conoce como

m t

ecuacion de Laplace

On, O _P (4.82)
pm pt h

En el caso de la figura 4.27(C) se puede plantear también otra ecuacién, proyectando todas
las fuerzas sobre la direccion del eje del cascaron, pero es mas conveniente plantearla, no para
el elemento, sino para la parte del cascaron separada por la seccion cénica normal (ver figura
4.27d).

4.3.1.-Placas circulares.

Después de haber analizado un cascardn, ahora vamos a relacionarlo con la flexion en
placas. Debido a que la teoria de la flexion de placas es una parte muy compleja de la teoria de
la elasticidad, en el presente trabajo sélo se presentaran los caso mas generales.

Supongamos una placa circular bajo la accion de ciertas fuerzas exteriores, que actian
perpendicularmente al plano medio, por lo que la placa varia su curvatura (figura 4.29). Esta
variacion de la curvatura ocurre, como regla general, en dos planos simultdneamente y, como
resultado, se obtiene la asi denominada superficie elastica de curvatura pequefia, cuya forma
se caracteriza por la ley de variacion de las deflexiones w de la placa. En los calculos de las
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placas se considera que la deflexion w es mucho menor que el espesor h de la placa.
Solamente haciendo esta suposicibn se puede estudiar la flexion de la placa
independientemente de la traccion. Las placas que cumplen esta condicion se les denomina
placas finas. Las placas cuyas deflexiones son comparables con el espesor se calculan
teniendo en cuenta el alargamiento de la superficie media.

La teoria de la deflexion de las placas y cascarones se basa sobre ciertas suposiciones
simplificativas . La primera de ellas consiste en que se considera invariable la normal; esta
suposicién se conoce como Hipotesis de Kirchhoff y que consiste en que los puntos situados
antes de la deformacién sobre cierta recta normal a la superficie media, siguen formando,
después de la deformacion, una recta normal a la superficie deformada. Esta suposicion indica
gue se puede prescindir de las deformaciones angulares de los cascarones en comparacion
con los desplazamientos angulares. Esto es aceptable en la medida en que el espesor de la
placa es pequefio en comparacion con las otras dimensiones.

FIG.4.29.-PLACA CIRCULAR CON CARGAS PERPENDICULARES.

Consideremos en adelante, que los esfuerzos normales en las secciones paralelas al plano
medio son considerablemente pequefios en comparacion con los esfuerzos originados por la
flexion, es decir, que no existe presion alguna entre las capas de la placa. Con esto pasamos a
determinar los esfuerzos en las placas circulares.

Supongamos una placa de espesor constante h, solicitada por fuerzas situadas
simétricamente con respecto al eje Z de la placa (ver figura 4.30a). Las deformaciones,
desplazamientos y esfuerzos que aparecen en la placa seran también simétricos respecto al eje
Z.

La deflexion de la placa se designa por w y el angulo de giro de la normal, por 4 (figura
4.30b). Estas magnitudes son funciones Unicamente del radio r y estan relacionadas entre si
por la relacion

dw
dr
El signo negativo se elige de acuerdo al esquema de la deflexion dado en la figura; por lo
gue no tiene especial importancia por depender solamente de la direccion en que se miden las
deflexiones. Cuando disminuye la deflexion w, el angulo $ aumenta,

(4.84)
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(@) (b)
FIG.4.30.-PLACA CIRCULAR CON CARGAS SIMETRICAS.

En la figura 4.31 est& representada una seccion axial de la placa. Los puntos situados sobre
la normal AB,, después de la flexion de la placa, forman la normal A'B; girada un angulo 9,

La normal A,B, girara un angulo $+d 9.

El segmento CD situado a la distancia z del plano medio, y orientado radialmente, recibe el
alargamiento siguiente

z(9+d9%)-z9=z2d 9

El alargamiento unitario sera
e =71—2 (4.85)

El alargamiento unitario en el punto C en la direccion perpendicular al plano del dibujo se
puede obtener, comparando las longitudes de las circunferencias correspondientes, antes y
después de la deformacion. Antes de la deformacion de la placa, la longitud de la circunferencia
que pasa por el punto C era 2zr, mientras que después de la deformacion, serd 2z (r+z9),
Por lo tanto, el alargamiento unitario circunferencial sera,

g = 2 (4.86)
r

Separamos, mediante dos secciones axiales que forman un angulo d<i> y dos superficies
cilindricas de radios r y r+dr ( figura 4,28a) el prima elemental de la placa ilustrado en la figura
4.30(a). Corno en las secciones paralelas al plano no existen esfuerzos normales, los
alargamientos y los esfuerzos estaran unidos por la ley de Hooke en la forma siguiente,

1
¢ == (0, — o)
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1
& :E(Ut —,U(Tr)

Expresando los esfuerzos por las deformaciones, obtenemos

o, = (1—,112)(€r + 1€,
(4.87)
0 = (6 + e,
(1-4)
o de acuerdo a las ecs.(4.85) y (4.86)

-y

' (1—,uz) dr r

(4.88)

e E(2,8)
t_(l_ﬂz) r “ar

Sobre las caras del prisma (figura 4.32a) pueden actuar no solamente esfuerzos normales,
sino también esfuerzos tangenciales. De la condicion de simetria se deduce facilmente que los
esfuerzos tangenciales pueden aparecer solamente en los planos perpendiculares al radio r y
gue se orientan verticalmente.

FIG.4.31.-SECCION AXIAL DE LA PLACA CIRCULAR.
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4.3.2.-Andlisis y simplificacién de placas.

Veamos ahora las condiciones de equilibrio del prisma separado. Para ello, hallamos primero
las resultantes de las fuerzas que actian sobre las caras del elemento. Los esfuerzos
tangenciales e la cara AB, AB, (figura 4.32a) originan una fuerza resultante cortante dirigida

segun el eje Z. La intensidad de esta fuerza, es decir, la magnitud de la fuerza que se refiere a
la unidad de longitud del arco rd$ se designa por Q kgf/cm. La fuerza cortante en la cara
AB, AB, sera Qrdd vy la fuerza cortante en la caraA,B, AB, , (Q+dQ)(r+dr) d 9 (ver figura
4.32b).

Como los esfuerzos en las capas superiores e inferiores son iguales, pero de signo opuesto
[ec.(4.88)], seran nulas las fuerzas normales sobre las caras del elemento. Los esfuerzos
normales o, y o, que actian sobre las caras correspondientes se reducen a momentos
resultantes en los planos verticales. La intensidad de los momentos sobre las caras AB, AB, y
AB, AB,, es decir, las magnitudes de los momentos referidos a la unidad de longitud de la
seccion se designan por M, y M, kgf cm/cm respectivamente, Las magnitudes de estos

momentos se denominaran simplemente momentos y Q, fuerza cortante (para mayor
comodidad).

(M, +d M)(r+drde

(A) (B)
FIG.4.32.-SECCION DE LA PLACA PARA ANALISIS.
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Conociendo los esfuerzos o, y o, determinamos los momentos resultantes sobre las caras
como sigue,

+h/2 +h/2

Mrrdgo:rd(pj o,zdz , M.dr=rdr I o,zdz

-h/2 -h/2

De acuerdo a la ec.(4.88) obtendremos,

+h/2 +h/2
M, = E z(d—3+y£j j 2°dz M, = E (£+yd—3j '[ 2°dz
1-p?\ dr r)o, 1-p\r dr ) i

Teniendo en cuenta que

+h/2 h3

j 7%dz -5 se deduce,
—h/2

Eh® (d& 3)
M, = —+pu—
12(1— )\ dr r

Enh® g dg
M= | =+ u—
12(1— ) \r dr

se domina rigidez de la placa a la flexion.

3

La magnitud D =————
12Q1~ p7)

Entre las fuerzas aplicadas al elemento (figura 4.32b) se incluye también la fuerza
exterior prd gdr. siendo p la fuerza por unidad de area aplicada sobre la placa (kgf/cm2) que
puede variar en funcién del radio r. Proyectando todas las fuerzas que actuan sobre el elemento
sobre el eje de simetria obtendremos,

(Q+dQ)(r+dr)de—Qrde— prdedr =0

de donde se halla,
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d
pr :E[Qr] (4.90)

Planteamos ahora la suma de los momentos de todas las fuerzas respecto al eje Y, tangente
al arco del circulo de radio r en el plano medio.

(M, +dM,)(r +dr)de—M rdgp - prdrdgo%— M,drdeg + (Q+dQ)(r +dr)dedr =0

0, prescindiendo de las magnitudes de orden superior y pasando al limite,

d
Mt—E[Mrr]_Qr (4.91)

Las ecuaciones de equilibrio restantes se satisfacen automaticamente debido a las
condiciones de simetria. Introduciendo M, y M, de las ecs.(4.89) en la ec.(4.91) y suponiendo

que la rigidez D de la placa es constante resulta,

d’¢ dg $ Qr

.
ar®> dr r D

de donde se halla,

df1d,,.] Q
_[__(lgr)}_ 2 (4.92)

drirr

Esta ultima transformacién se comprueba facilmente derivando la Ultima expresion. Después
de una doble integracion de la ec.(4.92) hallamos

9=Cyr +%—$I[rIer}dr (4.93)

siendo Cl y C2, las constantes arbitrarias de integracion que se deben detemlinar de las
condiciones de borde, en cada caso concreto. La fuerza cortante Q se puede obtener de la
ecuacion de equilibrio (4.90), pero esto resulta mucho mas cémodo, analizando las condiciones
de equilibrio de la parte central de la placa que se obtiene la seccion cilindrica de radio r.

Una vez obtenida la funcion 9 [ec.(4.93)], hallamos, de la ec.(4.89), los momento flectores
M, y M, yde laec.(4.84), la flecha w. Conociendo los momentos flectores es facil obtener los

esfuerzos. Comprobando la ec(4.88) con la ec.(4.89) se demuestra que
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Los momentos flectores M, y M, maximos, referidos a la unidad de longitud de la seccion
ocurren en este mismo punto y son,

Mxmax = ﬂpaz ;

Ymax =7 pa2

Los coeficientes a,f y y para algunos valores de 8/b y para u = 0.3 estan dados en la tabla
4.4,

TABLA 4.4.-VALORES PARA «,f y y,TENIENDO =0 ;DE PLACA RECTANGULAR SIMPLEMENTE
APOYADA.

Alb 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 3 4 5 o0
o 0.0433 | 0.0616 0.0770 0.0906|  O.I0I7] ©O.l06 0.1336 0.1400 0.1416 0.1422
p 0.0479 0.0626 0.0753 0.0862  0.0948 0.1017 0.1189 0.1235 0.1246 0.1250
V4 0.0479 0.0501 0.0506 0.0493 0.0479 0.0464 | O.0404 | 0.0384 0.0375 0.0375

En el caso de la placa empotrada en los cuatro lados, la flecha maxima ocurrird, como en el
caso anterior, en el centro de la placa,

4

Wher = %

El momento flector maximo surge en los centros de los lados mayores, es decir, cuando
x=zal/2 ey=0,

M Xmax = IB]. pa2
Los coeficientes « y S para ciertos valores de bla y para x# = 0.3 estan dados en la tabla 4.5.

TABLA 4.5.- VALORES PARA « Y [, TENIENDO u =0.3; DE PLACA RECTANGULAR EMPOTRADA.

alb 1 2 3 4 5 w

a 0.0138 0.0199 0.0240 0.0264 0.0277 0.0284

ﬂ 0.0513 0.0665 0.0757 0.0817 0.0829 0.0838
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CAPITULO 5.-ANALISIS DINAMICO DE ESTRUCTURAS.
Introduccion.

Cuando una estructura tiene una carga que varia con el tiempo
,también la Correspondiente respuesta variara con el tiempo .En el caso de
estructuras sometidas a cargas estaticas, la respuesta fue estatica y
proporcional a la rigidez de la estructura ,y a la variacion en las cargas aun
para cargas aplicadas que varian con respecto al tiempo ,aproximadamente
sera de frecuencia cercana a una tercera parte de la frecuencia natural de la
estructura .La respuesta dada para la solucion estética sera proporcional a la
carga instantanea ,en este caso necesitamos solo desarrollar un andlisis
estatico ,para el grupo mas alto de las condiciones de carga esperadas o la
combinacion méxima de la carga en varios puntos con tiempo.

Por consiguiente, cuando la carga varia mas rapidamente , debemos
emplear diferentes técnicas de solucion ; que incluye los efectos inerciales
debido a efectos materiales de la masa y amortiguamiento .Hay varios
procedimientos diferentes involucrados, en hacer andlisis dinamicos , que son
dependientes por encima del tipo de solucion que el usuario esta buscando.

Presentaremos los tipos de analisis dindmicos que pueden ser hechos
y los factores involucrados en desarrollar un analisis del elemento finito
,para el problema dinamico la formulacion del elemento estructural y la
clasificaciéon de la estructura que hemos ya cubierto permanecen validos
para el caso dinamico.

5.1-. Tipos de anélisis.

En el caso mas general, el problema a resolver esla ecuacion [5.1],
este da la respuesta dependiente del tiempo de cada punto nodal en la
estructura; por la incorporacion de fuerzas inerciales equivalentes y fuerzas de
amortiguamiento en la ecuacion. Las fuerzas inerciales estan dadas por el
producto de masas tiempo y aceleraciones ,y las fuerzas de amortiguamiento
estan dadas por el producto del coeficiente de amortiguamiento con el tiempo
y la velocidad .La ecuacion general es

[M]{6}+[c]{b

+[k]{D} ={F} (5.1)

donde, en forma matricial [M ] representa la matriz masa estructural {D} es el
vector aceleracién en el nodo ,[C] es la matriz amortiguamiento estructural,

{D} es el vector velocidad en el nodo, [K] es la matriz rigidez estructural,[D]es
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el vector desplazamiento en el nodo ,y {F} es el vector carga nodal variante
en el tiempo aplicado.

Esta ecuacion es el grupo de ecuaciones diferenciales de movimiento en
forma matricial ,para la respuesta dinamica de algunas estructuras modeladas
con un numero finito de grados de libertad. Mientras la formulacién del
elemento finito para la respuesta geomeétrica estatica sigue una
aproximacion integral , mejor a la aproximaciéon de la ecuacion diferencial de
formulaciones en el tiempo a la aproximacién numérica para la forma
diferencial .La solucion de esta ecuacion produce la respuesta variante al
tiempo de la estructura ,para algin grupo especificado de cargas de entrada .

Por lo tanto la solucién de este grupo de ecuaciones toma muchos
incrementos de tiempo involucrados, quizas miles de soluciones estéticas ,para
generar la historia completa del tiempo en la respuesta .Esto obviamente
vendra a ser impractico, para algunos ciclos significantes de tiempo largo
.Tipicamente en aplicaciones ingeniériles ,estamos mas interesados en la
respuesta de la estructura en especificos tipos de entradas y el caracter
vibratorio en la estructura de estas relaciones de entradas.

5.1.1.Anélisis del eigenvalor.

El tipo mas comun de andlisis dinamico para estructuras, es la
frecuencia natural o analisis del eigenvalor.En muchas aplicaciones de
ingenieria, estamos interesados en los valores de las frecuencias naturales de
vibracion para una estructura.EL correspondiente modo de forma de vibracién
para la estructura deformada en la respuesta para entradas a estas
frecuencias naturales seran también de interés.Estas seran las vibraciones
libres no amortiguados de la estructura causada por una perturbacion de la
posicién de equilibrio estatico .

El problema del eigenvalor [5.1] derivado de la ecuacion [5.1] posterior
se hara cero en los coeficientes de amortiguamiento y fuerzas aplicadas.La
vibracion en la estructura, empieza por una condicion inicial de desplazamiento,
velocidad o aceleracion .Posteriormente suponemos que el movimiento de
cada nodo del modelo del elemento finito es una funcion sinusoidal de la
amplitud de desplazamiento maximo ,para cada modo.Subtituyendo para la
componente de aceleracion como sigue .Definimos el vector desplazamiento

en la ecuacion [5.2] donde, {A} es el vector de desplazamiento maximo
{D} ={A}sen(wt) (5.2)

para cada componente de desplazamiento en el nodo y en el modelo del

elemento finito, o es la frecuencia circular de vibracién .El vector de velocidad
es entonces

{b} _ (A wcos(at) (5.3)
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y la aceleracion es
{6}=—{A}wzsen(a)t) (5.4)

sustituyendo estos en la ecuacion general ,produce la ecuacion eigenvalor
([K]-A[M]){A} = {0} (5.5)

Donde el eigenvalor A, es igual a o’y {A} es el eigenvector del

desplazamiento nodal maximo asociado con cada valor especifico de A,
comunmente llamado el modo de forma.

Existirdn los mismos numeros de eigenvalores independientes, como
el total de grados de libertad en el modelo del elemento finito .Cada uno de los
eigenvalores tienen un eigenvector independiente o modo de forma .Puesto
qgue los eigenvectores no seran vectores nulos ,la ecuacion por resolver para
los eigenvalores seran

[K]-4[M]={0} (5.6)

Después de encontrar los eigenvalores y frecuencias naturales en la
estructura ,encontramos el correspondiente modo de forma por la sustitucion
en la ecuacion (5.5).El vector modo de forma, es un grupo de desplazamientos
nodales relativos, usualmente normalizados con respecto al componente de
desplazamiento maximo en el vector .Las condiciones de entrada que inicien la
vibracion controlan las actuales amplitudes de vibracidon en algun problema
dado.

Asi que la solucion total resulta en una frecuencia natural para cada
DOF en el modelo del elemento finito .Por lo consiguiente ,usualmente
necesitamos de unos cuantos de los engenvalores menores del modelo dado
.El caso, en alguna aproximacion del elemento finito de la estructura ,los
eigenvalores y eigenvectores mayores seran inexactos .

Tedricamente la solucion para la ecuacion del eigenvalor implica que si
deformamos alguna estructura en su primer modo de forma ,por ejemplo
,cuando lo liberamos ,este podra continuar vibrando en ese modo de forma
indefinidamente .Practicamente ,por lo mismo, existirA siempre algun
amortiguamiento ,en algun sistema mecanico y por lo mismo las vibraciones
usualmente decaeran .

5.1.2 .-andlisis de respuesta a la frecuencia.

Otro tipo de andlisis dinamicos de interés, es la respuesta al estado
estable de la estructura para una fuerza harmonica de entrada para una
frecuencia dada .Esta respuesta puede ser necesaria para un rango de
frecuencias. En el andlisis de la respuesta a la frecuencia la respuesta del
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desplazamiento de la estructura para una entrada harmonica es también
harmédnica y ocurre a la misma frecuencia [5,2].Define las fuerzas de entrada
por la ecuacion

{F}=1{F}e" (5.7)

Donde, cada componente de fuerza en el nodo esta dado por esta
amplitud méximos, {F, }, con una vibracién harménica a la frecuencia,o en el

domino complejo. El correspondiente desplazamiento en el nodo tomara la
forma

{D}={D,}e" (5.8)

Entonces la velocidad es
{f)} — (D, }iwe" (5.9)
y la aceleracion es
{5} - —{D,} w%e™ (5.10)

La evacuacién gobernante para este analisis a ala respuesta ala
frecuencia puede ser derivado por la sustitucion de estas cantidades dentro la
ecuacion 5.1 esta accion resulta en

(-0’ [M]+io[C]+[K]){D,} ={F,} (5.11)

0

donde la funcién para las amplitudes del desplazamiento ,{Do}, es

claramente una funcién de frecuencia amortiguamiento y fuerzas amplitudes
{F,} .Resolviendo esta ecuacioén sobre un rango de entradas a la frecuencia

discreta determinada la respuesta de frecuencia a la vibracion de la estructura.

Las amplitudes de desplazamiento en este caso define la forma
estructural deformada este no es generalmente de la misma forma como el
modo de forma de la estructura a una frecuencia natural a menos que la
frecuencia de entrada ocurra 0 conocida con una frecuencia natural mas
estructura son ligeramente amortiguadamente y para esto debemos despreciar
el amortiguamiento en esta ecuacion entonces podemos computarizar la
respuesta para todos los valores de frecuencia excepto para esta en las
cuales iguales a la frecuencia natural en una frecuencia de entrada igual a
una frecuencia natural produce una respuesta de desplazamiento infinito
cuando este no este amortiguado ,y el algoritmo de solucion numérico fallara
.Este no es un serio problema ,porque podemos calcular la respuesta cerca de
la frecuencia natural y la respuesta exacta sobre la frecuencia natural es
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altamente dependiente de la cantidad de amortiguamiento presente de
cualquier forma .Determinando la cantidad de amortiguamiento es un proceso
muy dificultoso para la respuesta calculada que no sera muy confiable.

5.1.3.-Andlisis de la respuesta transitoria .

Si la funcién de carga de entrada no es harmonica pero es una
funcién de dependiente del tiempo arbitrario ,entonces debemos realizar un
analisis de respuesta dinamica ,hay dos aproximaciones generales para
resolver el problema de respuesta dindmica transitoria [5.1].Uno de estos es la
integracion directa del sistema de ecuaciones después de aproximarlos por una
diferencia finita o método del elemento finito en la dimensién del tiempo para
las componentes de velocidad ,aceleracion en cada intervalo .Este puede
llegar a ser una tarea de computarizacion larga para problemas de medida
significativas.

La segunda aproximacién llamada superposicion modal ayuda en
menos parte a este problema de computarizacion .Las bases de esta
aproximacién es una superposicion para la superposicion de los modos de
forma correspondientes a la frecuencia natural inferior adecuadamente
representa la respuesta dindmica de la estructura .La respuesta completa es
encontrada por la suma total de frecuencias correctas de los modos de forma
de las frecuencias bajas .Matematicamente estas cantidades para una
transformacion de las ecuaciones de coordenada de desplazamiento en nodos
para un grupo de coordenadas modales .Los cambios de transformaciéon del
grupo de sistema de ecuaciones consisten de una ecuacion para cada grado
de libertad en el modelo para un grupo de ecuaciones modales involucrados en
el numero seleccionado de dos modos de forma este resultado en muchas
menos ecuaciones .Este también es una aproximaciéon de la respuesta
estructural total ,pero en mas casos de la respuesta de vibracion estructura
este tiene que mostrarse para ser suficientemente exacto.

Ambos métodos tienen varios diferentes algoritmos para ver en la
solucion .En algunos tipos de analisis podemos ver que la complejidad del
problema en encontrar la respuesta dinamica de la estructura es mucho mas
grande que para la respuesta estatica .Estas complejidades de el problema en
encontrar la respuesta dinamica de la estructura es mucho mas grande que
para la respuesta estatica .Estas complejidades se traducen en grandes
dificultades en lograr una solucion dinamica confiable.

Parte de esta dificultad con analisis dindmico es que las estructuras que
tienen problemas d vibracién seran usualmente delgadas ,y tenemos que
modelar entonces con elementos placas o cascarones .Estos elementos
conocidos por tener serias desventajas en andlisis estatico.
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5.2.-Ecuaciones dinamicas de movimiento.

En problemas dinamicos los desplazamientos ,velocidades
,deformaciones ,esfuerzos y cargas son todos dependientes del tiempo .El
procedimiento involucrado en la derivacion de las ecuaciones del elemento
finito de un problema dindmico puede ser establecido por los siguientes pasos:

PASO 1.-Idealicé el cuerpo en elementos finitos E.

PASO 2.-Suponga el modelo del desplazamiento del elemento e como

R u(x,y,zt) o
U(xy,z,t)=1v(x,y,2t) .=[N(x,y,2)] Q (1) (5.1)
w(X,Y,z,t)

Donde U es el vector de desplazamiento [N] es la matriz de la funcién de

—(e)

formay Q es el vector de desplazamiento nodal ,el cual se supone ser
funcion del tiempo t.

PASO 3.-Derive los elementos matrices caracteristicos(rigidez y masa) y
vectores caracteristicos(cargas).

Las deformaciones pueden ser expresadas como

— —(e)

£=[B] Q (5.2)

y los esfuerzos como
o=[D]z=[D][B] Q (5.3)

Diferenciando la ec.(5.1) con respecto al tiempo , el campo de velocidad puede
ser obtenido como

()

J(x,y,z,t)z[N(x, y,2)] Q1) (5.4)

—(e
Donde é)(t) es el vector de las velocidades nodales .Para derivar las
ecuaciones de movimiento de una estructura ,podemos usar otras ecuaciones
Lagrangianas o principios de Hamilton[5.1] .Las ecuaciones de Lagrange seran
dadas por
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djo _{a_'-}J, Rl-r0) (5.5)
Donde
L=T-x, (5.6)

es llamada la funcion Lagrangiana ,T es la energia cinética, 7, es la energia

potencial ,R es la funcién de disipacién ,Q es el desplazamiento nodal y Q es

la velocidad nodal.Las energias cinéticas y potenciales de un elemento “e”
pueden ser expresados como

N
N
m—pUT Udv

T® :iv (@) (5.7)
2
@ 1 {Jg oy {JeL;T;d% {JegT;dV
my = 2V -5 -V (5.8)

Donde V®© es el volumen ,p es la densidad y U es el vector de

velocidades del elemento “e” .Pero suponiendo la existencia de fuerzas
disipativas proporcionales a las velocidades relativas, la funcién de disipacién
del elemento e puede ser expresado como

o Ly

Donde u puede ser llamado el coeficiente dé amortiguamiento .En las

ecuaciones (5.7) a (5.9) la integral de volumen ha sido tomada sobre el
volumen del elemento y en la ec.(5.8),la integral de superficie ha sido tomada
sobre la porcion de la superficie del elemento ,en el cual la fuerza distribuida
sobre la superficie sera preescrita.

Usando las eq.(6.1) a (6.3),las expresiones T, 7z, y R pueden ser reescritas
como:

E e 1 *T (&, oo | >
T:ZT():EQ va Q (5.10)
o1 ~ ~

L e=1

™ JNTT - @av

E - [ E. melopEw |- > 5
”p:Z”S):%QT e }Q-QT Qs T +ve ) - QTP (511)
~  Le=t ~ U

e= -~ e=1
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WANT [Nav

=$r -l G 6

Donde Q es el vector desplazamiento nodal global ,Q es el vector nodal

N
global y P es el vector de fuerzas nodales concentradas de la estructura o
~C

cuerpo.Por definicién , las matrices involucran las integrales como

fffo{N" [N]wav

[M (e)] =elemento matriz =V © (5.13)
o [i[B]" [D][BJeav
| K| =elemento matriz rigidez =V (5.14)
1 4[N [N]eav
[C(e)} = elemento matriz amortiguamiento =V © 5.15)

NO)
Ps =vector del elemento de fuerzas nodal producida por

5
[INT ¢ edsy

fuerzas superficiales=S," (5.16)
y

N
Pvr =vector del elemento de fuerzas nodales producida por

N
[[NT ¢ edv

fuerzas del cuerpo=V © (5.17)
PASO 4.-Ensamble de las matrices elementos y vectores y la derivacion de
todo el sistema de ecuaciones de movimiento.
Las ecuaciones (5.10) a (5.12) pueden ser reescritas como
1> 5
T=-0Q [M]Q (5.18)

7,=-Q [K] -Q P (5.19)

R:%Q [c]Q (5.20)
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Donde

E
[M]=Matriz masa maestra de la estructura =Z[M ‘e)]

e=1

E
[K]=Matriz rigidez maestra de la estructura :Z[K(e)}

e=1

E
[C]=Matriz de amortiguamiento maestro de la estructura = "[C* |

e=1

- E -
P(t) =Vector de carga total =" [ Pe(t)+R® (t)] +P(t)

e=1

Por la sustitucién de las ecuaciones (5.18) a (5.20) dentro la ecuacion
(5.5),0btenemos las ecuaciones dinamicas de movimiento deseada de la
estructura o cuerpo como

[M ]@(t)+c§(t)+[r<]§(t) 0 (5.21)

-
Donde Q es el vector de aceleraciones nodales en el sistema global .Si el

amortiguamiento es despreciable ,las ecuaciones de movimiento pueden ser
escritas como

[M]Q+[K]Q =P (5.22)

PASO 5.Resolver las ecuaciones de movimiento .Las ecuaciones ( 5.21) o
(5.22) pueden ser resueltas por sustitucion de las técnicas, para problemas de
propagaciéon .Una vez que la historia del tiempo en los desplazamientos

nodales , Q(t) ,es conocida, la historia del tiempo de esfuerzos y deformaciones

en los elementos pueden ser encontradas como en el caso de problemas
estaticos .Los elementos finitos especiales en espacio —tiempo también han
sido desarrollados para la solucion de problemas de mecénica de sélidos y
mecdénica estructural y dinamicas [5.2,5.3].

5.2.1-Matrices masa consistente y concentrada.
La ecuacion (5.13) para la matriz masa fue primero derivado por Archer

[5.4] y es llamada la matriz masa “consistente” del elemento .Esta se conoce
como “consistente” porque el mismo modelo de desplazamiento el cual es
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usado para derivar la matriz elemento rigidez es usado para derivar la matriz
masa .Hay que observar que varios problemas dinamicos son y fueron
resueltos con formas simples de matrices masas .Las formas mas simple de
matriz masa que puede ser usado es la obtenida por la del punto masa
colocado (concentrada) m. en los puntos nodales i en las direcciones de los

grados de libertad del desplazamiento supuesto .Las masas concentradas
refieren a la inercia rotacional y traslacional del elemento ,y sera calculado por
la suposicion del material dentro del lado del desplazamiento particular como
en el cuerpo rigido, mientras que en el resto del elemento no participa .Esta
suposicion excluye los acoplamientos dinamicos que existen entre los
desplazamientos del elemento y por lo tanto la matriz masa resultante es
puramente diagonal y es llamada la matriz masa “concentrada”.Como un
ejemplo ,considere el elemento barra articulada .Para un modelo de
desplazamiento lineal ,tenemos:

NG

u(x)=[N]q (5.23)
donde

[N]= [(1—% (Txﬂ (5.24)
(e) q:L Q) U(X:O) ) (525)
) {q} :{W:n}
y

u= Desplazamiento axial paralelo al eje x.

La matriz masa consistente del elemento esta dada por

] All2 1
[mu]:PTL 2} (5.26)

Donde A es el area de la seccion transversal y | es la longitud del
elemento .Por lo que las matrices masas consistentes ,en genera ,sera
totalmente populares en el otro manejo ,la matriz masa concentrada del
elemento puede ser obtenido ( por la subdivision de la masa total en el
elemento igualmente entre los dos nodos ) como

[m®] =p—AIF O} 5.27)
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la matriz masa concentrada se aproximara casi a los resultados exactos, si
varios y pequefios objetos son colocados en los nodos de una estructura de
peso ligero .Las matrices masas consistentes seran exactas si la actual forma
deformada (bajo condiciones dinAmicas)esta contenida en los desplazamientos

de las funciones de forma [N].Puesto gque la forma deformada bajo

condiciones dindmicas no es conocida frecuentemente la distribucion del
desplazamiento estatico a asimismo es usado para [N].Por lo que la

distribucion de masa resultante sera aproximada.

Por lo tanto ,la exactitud esta generalmente adecuado en mas
propésitos practicos .Dado que las matrizes concentradas seran diagonales ,el
ensamble sobre todas las matrices masas consistentes de la estructura
requiere menos espacio de almacenamiento ,que la matriz masa consistente.

5.2.2.-Matrices masas consistentes en el sistema coordenado global.

Para reducir el error computacional ,generalmente las matrices masas
consistentes de elementos no ensamblados seran derivados en un sistema de
coordenadas local deseable y entonces transformado en el sistema global

. (e)
NO)

seleccionado por la estructura ensamblada .Si [m‘e’],q yq describe la

matriz masa ,el vector desplazamiento nodal y el vector velocidad nodal en el
sistema local coordenado ,la energia cinética asociada con el movimiento del
elemento puede ser expresado como

. (e)T . (e)

T =%E [m®7q (5.28)

Si el elemento desplazamiento nodal y velocidad nodal son denotados como

o n©

Q vy Q enelsistema global ,tenemos la relacion de transformacion:

- [ 1]6(6) (5.29)
y

;(e) ;(e)

q :[ﬂ]Q (5.30)

Por la sustitucién de las ecuaciones (5.30) en la ecuacion (5.28),0btenemos
. (T . (e)

T :%5 [/1]-'- [m(e)][ﬂ]é (5.31)
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Nombrando la matriz masa del elemento en el sistema coordenado
global como[M(e)]Ia energia cinética asociada con el movimiento del

elemento puede ser expresada como

1 e)’ e >
TZEQ() I:M()}Q (5.32)

ya que la energia cinética es una cantidad escalar ,este debera ser
independiente del sistema coordenado .Por la sustitucion de las ecuaciones
(5.31) y (5.32) ,obtenemos la matriz masa consistente del elemento en el
sistema global como

(M@ =[] [m®][4] (5.33)

En esto puede ser notado que la relacion de transformacion es similar a la
primera usada en el caso del elemento matriz rigidez

5.2.3.-Matriz masa consistente de un elemento eslabén articulado (barra
espaciada).

Como en el caso de la derivacion de la matriz rigidez ,un modelo de
desplazamiento lineal es supuesto como (Figura 5.1)

Figura 5.1.-Un elemento barra en el espacio.

. u(x) L@
U(x)=qv(x)t=[N]Q (5.34)
w(x)

Donde
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_(1—|5) 0 0 If 0 0
[N]=| o (1—|5) 0 0 If 0
0 0 (1—|5) 0 0 If

Qsiz
Qs
N0 QSi
Q, j-2
Q, -1
Qs

Donde Q, ,,Q,, Y Q, seran las componentes de desplazamiento del
nodo i(nodo local 1) y Q,,,Q;;, Y Q; seran las componentes de

desplazamiento del nodo j (nodo local 2) en el sistema global XYZ .Si la
densidad (p) y el area de la seccion transversal (A) de la barra son constantes
Jla matriz masa consistente del elemento puede ser obtenida como

200100
020010
AIlO 0 2001
m®]=[m©@]=LZ 5.35
M )= =11 0 0 2 0 0 (5:33)
010020
0010 0 2]

5.2.4.-Matriz masa consistente de un elemento armadura.

Un elemento armadura espaciado debera tener doce grados de libertad
,seis de flexion y seis rotacionales ,como se muestra en la figura 5.2
(a).Tomando el origen del sistema coordenado local al nodo 1,a lo largo de la
longitud del eje x del elemento y a lo largo del eje z los ejes principales del
elemento de la seccién transversal ,el modelo del desplazamiento puede ser
expresado como
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. u(x) @
U(X)=<v(x) r=[N(X)]a (5.36)
w(xq
Donde
1_TX 0 0 0 0 0
[NX)]=| © I%(ZXZ—SIXZJFP) 0 0 0 Iiz(xs—ZIx2+I2x)
0 0 %(2x2—3lx2+l3) 0 —Iiz(x3—2|x2+|2x) 0
Ii 0 0 0 0 0
0 —%(2X3—3|X2) 0 0 0 Iiz(xa—lxz)
1 3 2 1 2 3
0 0 —|—3(2x -3x*) 0 I—Z(Ix +X%) 0
©
o
4,(9) q2
q = )
[
O

La matriz masa consistente del elemento en el sistema local xyz puede
ser derivado como

1
3
, B
%
o o 2
3
o o o L
3A
2
0 - SIMETRICA
210 105
2
o X o o o L
210 105
é o o o 0 o %
©] = phfi37
[m PR s B, B
70 420 3
o 0o 2 o -2 o0 0o o0 3
70 420 35
0o o0 N I I o L
6A 3A
2 2
0 Byro L9 0 0 E o L
420 140 210 105
2 2
Brooo0o0 -0 Sy 0 0 0 b
420 140 210 105 |
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Donde p es la densidad ,A es el area de seccion transversal ,| es la
longitud y J es el momento polar de inercia del elemento .Para el elemento
armadura planar mostrado en la figura (5.3) ,solamente los grados de libertad

axial y en flexién , el plano existiran y la matriz consistente sera

[1/3 i
0 13/35
0 111/210 1?/105 (5.38)
[mwjsz| 1/6 0 0 1/3
0 9/70 131/420 0  13/35
| 0 -131/420 -1/140 0 -11/210 1?/105|

Para un elemento viga flexion ,los grados de libertad de desplazamiento
no necesitan ser considerados(figura 5.4) y la matriz masa consistente vendra
a ser

156 22| 54 —13l
221 47 13 -3?
[m@]sz' (5.39)
420| 54 131 156 -22I
~131 -312 221 412

Las matrices transformacién necesarias para la derivacion de los
elementos matrices masas en el sistema coordenado global de estas
,obtenidas por las ecuaciones (5.36),(5.37),(5.38) son obtenidas
respectivamente .

Figura 5.2 (a)

Si la seccion transversal del elemento armadura ( 0 viga ) no es
pequefio ,los efectos de inercia rotatoria y deformacién cortante vienen a ser
importantes en el andlisis dinamico .La derivacion de las matrices rigidez y
elementos masa de vigas ,incluyen los efectos de inercia y deformacién
cortante .
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5.2.5.-Matriz masa consistente de un elemento membrana triangular.

Considerando los nueves grados de libertad del elemento (como se
muestra en la figura(5.5 ),las funciones de forma lineal en términos de las
coordenadas local x,y y pueden ser usadas para expresar el campo de
desplazamientos como

. u(x,y) L@
U(x)=1v(xy) =[N]Q (5.40)
w(X,Y)
Donde
N, 0 0N, 0 0 N, 0 0
[N(xy)]={0 N, O 0 N, O 0 N, O
0O 0N O O N, 0O 0 N,

Con N;(x,y), N, (x,y) y N;(x,y) estan dadas por la ecuacion

NG

Q :{Q3i—2 QSi—l Qsi Qsj—z Qsj—l Qsj stfz Q3k—1 st}m

La matriz masa consistente del elemento (aplicable en algun sistema
coordenado)puede ser obtenido como

[mm]:V%MWW (5.41)

la matriz masa puede ser obtenida como

[M@q:[mmJZBéE (5.42)

O O P O O L O OoODN
O B O O kP O O DN O
P O Ok, O O N O O
O O kP O O N O O BB
O P OO N OO = O
R O O N O O, O O
O O N O O P, O O =
O N O O P O O k-, O
N O Ok, O O+, O O

Donde t es el espesor del elemento
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5.2.6.-Matriz masa consistente de un elemento flexion triangular.

Para el elemento flexion placa triangular mostrado en la figura 5.6 la
matriz rigidez ha sido derivado por la suposicion del modelo de
desplazamientos:

w(x, y) = [77]2 (5.43)

el desplazamiento transversal w puede ser expresado como

w(x y){[n][n}l]?e) (5.44)

Debido a las rotaciones de las normales a la linea media del plano
alrededor del eje x y y ,algun punto localizado a una distancia de z de la linea
media al plano tendr& componentes de desplazamiento en el plano ,obtenidas
por

ow
u ——Z.&

o (5.45)
V=—2.—

oy

De este los tres desplazamientos traslacionales pueden ser expresadas
,usando las ecuaciones (5.44) y (5.45) como

0
. u(x,y) 8[1(7] -1 () -1 () ()
G0 =1v(xy) b=| 22 M q :[Nl]M q =[N]q (5.46)
oy |l !
W(X!y) [77]

Donde
0 -z 0 -2xz -yz 0 -3x°z -z(y’+2xy) O

[N,J=]|0 0 -z 0 -xz -2yz 0 -z(2xy+x’) -3y’z (5.47)

2 2 3 3

x y x xy y X (X°y+xy®) y

(N]=[)[n] (.48

La matriz masa consistente del elemento puede ser evaluado como
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-
[m(e)] _vV {Je/)’[N] [N]av
— T —
0y M ' [Nl]T[Nl]H ldv
=V © (5.49)

La ecuacion (5.49) denota la matriz masa obtenida por la consideracion
de ambas inercias traslacionales ( debido a ) y rotacional (debido a uy v)
del elemento .Si la inercia rotacional es despreciada ,como es hecho en
muchos casos computacionales practicos ,la matriz masa consistente puede

ser obtenido por el establecimiento simple [N,]=[7] en la ecuacién (5.48).En
este caso obtenemos

T

i [Ml} [n]T[u]{gTdv

[m(e):l —=\V®

- pt(MlT (JJINT [r\J]olxoly)M1 (5.50)

A

1
X X2 SIMETRICA
y Xy y?
X2 X2 X2y x*
o INT 2 2 3 2,2
At (| xy Xty Xy X’y X’y
A yZ XyZ y3 XZyZ Xy3 y4
N X4 xy X5 xty x3y? NG
(X +xy?) Y2 +xy) Y2 +xty) (Cy2+xty) (Y +x°Y? ('t YY) (XYP+xPy) (x4 XPy)°
| y3 Xy3 y4 XZ y3 Xy4 y5 XZ y3 (XyS n X3y3) y67
-1
dx.dy[n} (5.50)

Para este, la determinacion de la matriz masa [m(e)] involucra la
evaluacion de integrales de la forma

H x'yldxdy ,i=0a6yj=0a6 (5.51)

area

Note que las potencias mas altas de x y y aparecen en el integrando de
las ecuaciones (5.51) seran mas largas que las potencias involucradas en la
derivacion de la matriz rigidez del mismo elemento .Esta caracteristica es
verdadera para todos los elementos finitos.
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5.2.7.-Matriz masa consistente de un elemento tetraédrico.
Para el elemento tetraédrico soélido mostrado en la figura 5.37 ,el campo

de desplazamiento se dio anteriormente .El elemento matriz masa en el
sistema coordenado global puede ser encontrado de la derivacion:

[M©]=v e (5.52)

Figura .-

Después de obtener las longitudes de las integrales de volumen la matriz
masa puede ser obtenida como

200100100100
020010010010
002001001001
100200100100
010020010010

[M(e)]_pv<>0010020010011 559

20 (100100200100
010010020010
001001002001
100100100200
010010010020
00100100100 2|
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5.3.-Andlisis de vibraciones libres.

Si perturbamos alguna estructura elastica de una manera apropiada
inicialmente en un tiempo t=0 (por la imposicion propiamente seleccionada del
desplazamiento inicial y entonces hacer estas restricciones),la estructura puede
ser hecha para oscilantes arménicamente .Este movimiento oscilatorio es una
propiedad caracteristica de la estructura .Si el amortiguamiento esta presente
Jlas amplitudes de oscilacidbn decaeran progresivamente y si la magnitud de
amortiguamiento excede un cierto valor critico ,el caracter oscilatorio del
movimiento cesara también .En el otro extremo ,si el amortiguamiento esta
ausente ,el movimiento oscilatorio continuara indefinidamente ,con las
amplitudes de oscilaciébn dependientes sobre las perturbaciones impuestas
inicialmente o desplazamiento .EI movimiento oscilatorio ocurrird en ciertas
frecuencias conocidas como frecuencias naturales o valores caracteristicos y
estos siguen patrones de deformacion definidos como modos de forma o
modos caracteristicos .El estudio de tales vibraciones libres(libres porque las
vibraciones estructurales con fuerzas no externas después de t=0) es muy
importante encontrar la respuesta dinamica de las estructuras elésticas.

N
Pero suponiendo el vector fuerza externo p sea cero y el desplazamiento sea
armonico como

Q=0Q e (5.54)

1O

Se obtienen las siguientes ecuaciones de vibraciones libres

[[k]-w*[M]]Q=0 (5.55)
Donde 5 representa las amplitudes del desplazamiento 5(Ilamado el

modo forma o eigenvector) y o denota la frecuencia natural de vibracion .La
ecuaciéon (5.55) es llamada un problema algebraico de eigenvalor algebraico

“lineal” .Ya que ni [k] ni [M] es una funcién de la frecuencia circular »,y este
-
tendra soluciones diferentes de cero para Q previendo que la determinante de

la matriz de coeficientes es

[[k]-@?[M]] es cero,
[[K]-@*[M]]=0 (5.56)

Varios métodos para encontrar las frecuencias naturales y modos de
forma fueron discutidos .En general todos lo eigenvalores de la ecuacion (5.56)
son diferentes y por lo tanto la estructura tiene n frecuencias naturales
diferentes .Solamente para estas frecuencias naturales ,una solucion diferente
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de cero puede ser obtenida para (3 y este depende de la distribucion de

masas Yy rigidez en la estructura ecuacion (5.55).Designaremos los
eigenvectores(modos de forma)correspondientes a la jth frecuencia natural

(@ ;)como (3 -

En esto se supone que los grados de libertad del cuerpo rigido fueron
eliminados .Si los grados de libertad del cuerpo rigido no son eliminados en la

derivacion de las matrices [k] y [M],algunas de las frecuencias naturales o

podrian ser cero .En tal caso ,para una estructura tridimensional general ,este
sera de seis grados de libertad del cuerpo rigido y por lo mismo seis
frecuencias cero .Esto podra ser facilmente visto porque @ =0 es una solucién

N

.Para =0, Q=Q =vector constante en la ecuacion (5.54)

y por consiguiente Q=0.De tal forma obtenemos ,que

=0 (5.57)

[K]

1O

cuerporigido

Lo cual es obviamente satisfactorio debido al hecho que los
desplazamientos del cuerpo rigido solo no producen alguna  fuerza
restauradora elastica en la estructura .Los grados de libertad del cuerpo rigido
en andlisis dinamico pueden ser eliminados por la eliminacion de los renglones

y columnas correspondientes a estos grados de libertad de las matrices [k] y
[M], y por la eliminacién de los correspondientes elementos de los vectores

desplazamientos ((3) y carga (B).
5.4.-Condensacién del problema eigenvalor(economizador eigenvalor).

Un método de eliminacién de los grados de libertad no deseables en
analisis estatico(conocido como procedimiento de condensacion estatico).Ya se
establecié anteriormente un problema similar a esta[5.7,5.8] disponible en el
analisis dinamico .Para alguin numero dado de grados de libertad r, la
determinacion de eigenvalores y eigenvectores es mas costosa que una
solucion estatica .Esto es deseable ,por lo tanto ,para limitar los grados de
libertad del ya existente”sistema discretizado” como para hacer el eigen una
solucion mas econdmica .Por ejemplo, es una practica coman el considerar
solamente los grados de libertad ,representando deflexiones normales en las
mitades del plano del ala en el andlisis convencional del analisis dindmico de
estructuras de aviacion(aunque las deflexiones en el plano medio seran
incluidos en el andlisis estatico).El método general de condensacion
presentado en esta seccién no esta limitada al analisis de eigenvalores o
incluso al analisis dinamico general ;esto es esencialmente una técnica para
reducir el tamafio de un sistema de ecuaciones surgida en algin analisis
estructural de elementos finitos .En esta seccion ,presentamos el método con
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referencia a un problema de eigenvalor .Este método de condensacion es
también conocido como “condensacion dinamica” o ‘“eigenvalores
economizadores”.

Permitamos que las ecuaciones estructurales(estatico) pueden ser escritas
como:

[k]Q=P (5.58)

- -
Donde Q y P seran, respectivamente ,los vectores desplazamientos y
cargas del problema estatico .Después fraccionamos la ecuacion (5.58) como

K, K,]|Q,| [P
{ 1 12} (31 _)t  R=P+Q (5.59)
Kau Ky Q, Ez

N
Hagamos las fuerzas P: igual a cero .Aqui podemos desear el retener

S
los grados de libertad asociado con el vector Q, en el problema del

eigenvalor(estamos interesados en la eliminacion de los grados de libertad al
cual no se aplican fuerzas como en se le es aplicado al problema estatico) La
ecuacion (5.59) puede rescribirse como

—

[K11]61+[K12]Q2 = Bl (5.60)

N

[K]Qi+[K;,]Q, =P2 =0 (5.61)
resolviendo la ecuacién (5.60) , obtenemos
Q, =—[K»] ' [K»]Q, (5.62)
Las ecuaciones (5.60) y (5.62) producen
[K,]Q, =P (5.63)
Donde la matriz de rigidez reducida , [K, | ,es obtenida por

[Kr]:[K11]_[K12][K22]71[Kz1] (5.64)

De la cantidad anterior se realiza una transformacién de coordenadas
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Q=[T]Q, (5.65)
Donde la matriz transformacion esta dada por
[1]
[T] ‘[ . (5.66)
_[KZZ] [Kzl]

La energia cinética y potencial de la estructura puede ser escrita
como(suponiendo que no hay fuerzas externas)

7, =%5 [K]Q (5.67)
y
T2 [M]Q (5.68)

Con la transformacién mostrada en la ecuacion (5.65), 7, y T pueden
rescribirse como

”f%al [T]T[K][T]@:%él[&]él (5.69)
y
15 o -
T=EQ1 [T] [M][T]lele[Mr]Ql (5.70)

Donde [Kr] y [Mr] seran las matrices masas y rigidez reducida dada por

[K]=[TT [K][T] (5.71)

M, ]=[T] [M][T] (5.72)

Si la matriz masa original [M] se particiona como
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M M
M]=| 12} (5.73)
[ ] |:M21 Iv|22
entonces la matriz masa reducida esta dada
[Mr]:[Mll]_[Mlz][Kzz]il[Kzl]_[Klz][Kzz]il[le]

+[K1z][K22]7l[Mzz][Kzz]il[Km] (5.74)
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Para reducir el problema de eigenvalor(de orden p ,en vez de p+qg)puede ahora
establecerse como

[[k,]-?[M,]]Q, = 0=0 (5.75)

Donde [K,] y [M,] estan dadas por las ecuaciones (5.64) y (5.74)
,respectivamente .La eliminacion de los grados de Iibertad,az,son conocidos

N
como ‘“esclavos” y los grados de libertad retenidos, Q,,son llamados
“maestros”,llevando las cargas aplicadas ,mientras los grados de libertad

N
Q, (esclavos) simplemente seran extensas ,como este dictado por la geometria
y las propiedades elasticas de la estructura .Después de resolver el problema

de reducir el eigenvalor establecido en la ecuacion (5.75),el modo completo Q

N
puede haber sido recuperado del modo reducido correspondiente Q,.Por esto ,
podemos descartar y usar la relacibn de transformacion mostrada en la
ecuacion (5.65).Por lo mismo ,este serd un defecto de la transformacion

N
surgida del hecho que los grados de libertad Q, (esclavos) no llevan cargas en
el andlisis estatico que genera la matriz [T] Actualmente ,las cargas de inercia

- -
podran ser aplicadas a los grados de libertad Q, mientras recobramos Q .Para
esto ,tenemos que fraccionar el problema del eigenvalor original como

HKH Klz}_a)2|:Mll M12:|:| Q :6 (5.76)
Ky Ky M, My, 52

N
Resolviendo la segunda parte de la ecuacion anterior , para Q,
.Entonces el modo completo puede ser obtenido como

g-{%
Q,

La ecuacion (5.75) da frecuencias naturales p de la estructura .Las
frecuencias elevadas no estan representadas en todo ,ya que los grados de
libertad que han sido descartados .Posteriormente ,el uso de la ecuacion (5.75)
da valores mas altos para las bajas frecuencias de la estructura ,por las
restricciones impuestas .El éxito de este “procedimiento de condensacion”
depende del grado de libertad maestro que se empez6 ,de tal manera que sea
capaz de representar adecuadamente los modos de vibracion de la estructura
actual.
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5.5-Calculo de larespuesta dinamica usando el método del elemento
finito.

Cuando una estructura esta sujeta a cargas dinamicas(dependientes del
tiempo),los desplazamientos ,deformaciones y esfuerzos correspondientes
variaran con el tiempo .Las cargas dinamicas surgiran de una variedad de
razones similares deseando explotar cargas o rafagas debidas a turbulencias
atmosféricas y fuerzas de impacto en los frenos de aterrizaje de aeroplanos
,cargas de viento en alas y terremotos en las edificaciones ,etc .El calculo de la
respuesta dindmica incluye la determinacion de desplazamientos y esfuerzos
como funcién del tiempo en cada punto de la estructura o cuerpo .Las
ecuaciones de movimiento para un cuerpo elasticamente amortiguado han
sido obtenidos anteriormente usando un procedimiento del elemento finito
.Estas ecuaciones de movimiento pueden ser resueltos por otros metodos para
resolver problemas de propagacion.

La aproximacion de integracion directa involucra la integracion numérica
de las ecuaciones de movimiento por el avance en unas series de intervalos de
tiempos At evaluando aceleraciones ,velocidades y desplazamientos en cada
intervalo .Las bases del método de superposicion es que la matriz modal(la
matriz formada por el uso de modos en el sistema) pueden ser usadas la
diagonalizacion de las masas ,matrices amortiguamiento y rigidez y las
ecuaciones de movimiento desacopladas .La solucion de estas ecuaciones
independientes ,tiene una correspondencia a cada grado de libertad ,puede ser
encontrada por técnicas estandares y finalmente la solucién del problema
original puede ser encontrado por la superposicibn de las soluciones
individuales .En esta parte ,consideramos los métodos de modos normal( o
modo de superposicion o analisis modal)métodos para encontrar la respuesta
dinamica de un cuerpo elastico con algunos detalles.

5.5.1.-Las ecuaciones desacopladas de movimiento en un sistema no
amortiguado.

Las ecuaciones de movimiento en un sistema elastico no amortiguado
estan dadas por las ecuaciones anteriores.

oo .
- -

[M]Q+[K]Q=5 (5.77)

Donde 5 y 5 son los desplazamientos dependientes del tiempo y

vectores carga respectivamente .La ecuacion (5.77) representa un sistema de
n ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas donde n es el numero
de grados de libertad de la estructura .Presentaremos un método para
desacoplar estas ecuaciones.

Consideremos las frecuencias naturales del problema de eigenvalor no
amortiguado.
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~o’[M]Q+[K]Q=0 (5.78)

estan dadas por o, ®,,...,@, con los correspondientes eigenvectores dados por

-

- -
Q..Q,,....,Q,, respectivamente .Por el arreglo de los eigenvectores (modos

normal)como columnas ,una matriz [Q],conocida como matriz modal ,puede
estar definida como

Q] :[él §1 ------ é} (5.79)

Ya que los eigenvectores son [M |-ortogonales ,tenemos

-7 > [0/ para(i# j)

9i [M ]9] _{l/ para(l — J) (580)
Las ecuaciones (5.79 y (5.80)producen

[Q] MI[Q]=[1] (5.81)

Donde [I] es la matriz identidad de orden n, y el problema de eigenvalor
,ecuacion (5.78) puede quedar como

[ ][M]|Q]=[K][Q] (5.82)

Donde
EdE (5.83)

por la premultiplicacion de la ecuacién (5.82) por [QT ,obtenemos

[ ][Q] MI[]=[e] [K][Q] (5.82)

lo cual , visto de la ecuacion (5.81),se transformara

[o*]=[Q] [x][Q] (5.85)
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ya que algun vector n-dimensional puede ser expresado por la superposicion

de los eigenvectores uno puede ser expresado (S(t) como
QM =[Q] n(®) (5.86)

Donde 7(t) es un vector columna consistente de un grupo de
coordenadas generalizada dependiente del tiempo 7,(t),7,(t),.....,7,(t) .Por la
sustitucion de la ecuacion (5.86) en (5.77),0btenemos,..

[M][g]m[K][g]n:P (5.87)
premultiplicando ambos lados de la ecuacion (5.87) por [QT y escribimos

-

o] MI[elr+[o] [KI[e)s-[a] ? 559

Los modos normales se satisfacen por las ecuaciones ((5.81) y (5.85),por lo
tanto la ecuacion (5.88) se reduce a

.
—

n+[0 =N (5.89)

Donde

N=[Q] P (5.90)

La ecuacion (5.89) representa un grupo de n ecuaciones diferenciales de
segundo orden desacopladas del tipo

7O+t O =N, , i=1,2, N (5.91)

La razén para desacoplar las ecuaciones de movimiento original de la
ecuacion (5.77) en la forma de la ecuacion (5.91) es gue la solucién de la n
ecuaciones diferenciales desacopladas es considerablemente mas facil que la
solucion de n ecuaciones diferenciales acopladas.
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5.5.2.-Ecuaciones del movimiento desacopladas de un sistema
amortiguado.

Las ecuaciones de movimiento de un sistema elasticamente
amortiguada estan dada por

o .
- - -

[M]Q+[C]Q+[K]Q=P (5.92)

Generalmente es poco conocido acerca de la evaluacion de los
coeficientes de amortiguamiento que son los elementos de la matriz de

amortiguamiento [C].Por lo tanto ,ya que el efecto de amortiguamiento es
pequefio comparado a estas inercias y rigidezes ,la matriz de amortiguamiento
[C] esta representada por las expresiones simplificadas .Una forma simple de
expresar la matriz de amortiguamiento involucra la representacion de [C] como
una combinacion lineal de matrices masa y rigidez en la forma

[C]=a[M]+b[K] (5.93)
Donde las constantes a y b deberan ser escogidas para satisfacer el
problema a manejar .En este caso ,las ecuaciones de movimiento pueden ser
desacopladas por la misma transformaciéon de la ecuacion (5.86) como para el

sistema no amortiguado .De esto, el uso de la ecuaciéon (5.86) y (5.93) en la
ecuacion (5.92) nos proporciona

(o] (MI[Q]r+@[Q] MI[Q]+o[Q] [KI[Qr-[ P (.04

La ecuacion (5.92) puede ser expresada como
n+(a[1]+b[? Pr+[w? Jn=N (5.95)

Donde N esta obtenida por la ecuacion (5.88) y puede escribirse en forma
escalar como

1O +@+b?) 7,(t) + @, () = N,(1) ,i=12,...n (5.96)

La cantidad a+bew’ es conocida como la constante de amortiguamiento
modal en el 1er modo normal y se define como la cantidad & conocida como
razon de amortiguamiento modal en el 1ler modo normal

_a+bae?
20,

S (5.97)



174

Las ecuaciones de movimiento en términos de las coordenadas generalizadas
guedara

7.0+ 2E0 7.(0) + @, 1) = N. ) , i=1,2,...,n (5.98)

La ecuacion (5.98) visualiza un grupo de n ecuaciones diferenciales de
segundo orden desacopladas para el sistema elastico amortiguado.

5.6.-Optimizacion del elemento finito en andlisis dindmico estructural

El modelo del elemento finito debera ser compatible con el tipo de analisis
a ser hecho el primer paso es el escoger el elemento correcto a usar para el
modelo dinamico Yy este no es siempre el mismo elemento que podamos
usarse para el modelado estatico por ejemplo si el caso estético es esfuerzo
plano en 2 a con un pequefio espesor entonces la frecuencia natural inferior de
vibracién y el correspondiente modo de forma puede involucrar un movimiento
fuera del plano a si para un modelo analizamos en esfuerzo plano en 2d para
la carga estética podemos necesitar el modelar con un elemento placa o
cascaron para un analisis de eigenvalor como determinar todas las frecuencias
naturales y modos de forma podemos saber que al escoger el elemento
podemos eliminar parte de la solucion si un elemento es fuerzo plano 22 es
escogido para un modelo dinamico entonces encontraremos solamente las
frecuencias naturales y modos de forma involucrando movimientos en el plano
sin un elemento placa teniendo no nombre en el plano DOF es escogido
para un modelo entonces solamente logramos modos flexion de vibracion ya
que la formulacién del elemento excluye algdn movimiento en el plano si
usamos un elemento viga en 2d para un modelo entonces obtendremos
solamente las frecuencias naturales y modos de forma situado en el plano en 2
d por lo mismo las frecuencias naturales y modos de forma involucran
movimiento fuera del plano poder quizas ser bajos y excitado primero en
servicio actual de la estructura cigua para el modelo del elemento finito podra
no tener otra existencia predicada .

El requerimiento de malla para el caso dinamico también de pendiendo
del tipo de problema y la salida de importancia si estamos buscando para
solamente las frecuencias naturales entonces podamos wusar una malla
relativamente brusca mientras el modo de forma exacto necesita una mayor
malla retenida para obtener el esfuerzo resultante de los modos de vibracion
requiere una mayor aun malla retenida para lograr una exactitud razonable
también el disefio de la malla proveerd una razonable aproximacion de todos
los modos de forma inferiores si solamente los primeros pocos frecuencias
naturales son importantes entonces una malla relativamente brusca podra ser
satisfactoria mayor malla retenida acompafian la necesidad para mayores
frecuencias naturales , utilizando simetrias en modelos dinamicos es un poco
dificil los modos de forma a la frecuencias naturales tendr4 a desarrollar en
ambos simétricas patrones un tisimectricos a lo largo con mdltiples periodos
subdivisiones de estos patrones entonces no podemos explotar simetrias para
reducir el modelo de medida sin deseo potencialmente algunas de las
frecuencias naturales de la estructura en el modelo cuando usamos un
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modelo simétrico debemos especificar evidadosamente las condiciones
fronteras desplazamiento en nodos sobre los planes de simetria para evitar la
informacion  por ejemplo modelando una placa circular como se muestra en la
figura 5.2 podemos esperar que el modo de forma para la correspondiente
frecuencia natural de esta placa pueda excitaren ambos patrones de simetria
y antisimetria a si si tomamos la mitad de placa para un modelo entonces
aplicamos condiciones de frontera desplazamiento que fuerza la estructura a
ser simetria alrededor de esta linea entonces debemos seguir este caso donde
restringiremos los nodo en el plano de simetria que solamente permita
movimiento un simétrico la solucion en este caso provecera todas las
frecuencias naturales y modo de forma para los modos antisimetricas la
combinacion de los dos casos dan el grupo total de frecuencia naturales y
modos de forma FIGURA una placa circular con soporte a través de un
diametro usando una cuarta seccién de el plato se requiere correr tres casos
estos podran ser 1. condiciones simétricas a lo largo de ambos extremos
radiales 2. la condicion simétrica en un extremo y la condicién antisimetrica en
el otro 3.condiciones antisimetricas en ambos extremos alguna mas reduccion
simétrica no podran permitir la determinacién de todas las frecuencias
naturales y modos de torina de la estructura ya que no podemos usar
simétricamente como efectivamente para un modelo dinamico como para
modelo estatico entonces en general esto ase que la solucién dinamica sea
mas dificil para obtener exactitud debemos incorporar a la condicién fronteras
soportada que actualmente que exista en una estructura dentro el modelo ya
que las condiciones de restriccion influyen fuertemente en la frecuencias
naturales y modo de forma por ejemplo una viga de longitud ya podra tener un
grupo de frecuencias naturales si esta es un viga en cartiliver y tendra un
diferente grupo si este es una viga simplemente soportada en un analisis para
eigenvalor para frecuencias naturales no existe una distribucién de carga
aplicada a un andlisis de la respuesta a la frecuencia deberd tener las
amplitudes de carga y entradas de distribucion junto a la frecuencia.

En una respuesta dindmica o analisis histérico del tiempo de cargas
entradas por fuerzas ,desplazamientos ,velocidades , o aceleraciones seran
una funcién del tiempo .Muchos programas comerciales estan programados en
la habilidad para aplicar un existente disefio de espectro de carga tal como
para condiciones de simulacién de temblores.

5.7.-Los pasos de analisis en dindmica de estructuras.

El analista es responsable de seleccionar el tipo de analisis 0 ejecutar
.En mas casos un analisis del eigenvalor sera hecho primero ,incluso si otro
tipo de analisis se hiciera mente .El analisis del eigenvalor provee un valioso
entendimiento en el comportamiento esperado de la estructura dinamica .Un
analisis del eigenvalor podra ser hecho por varios algoritmos diferentes
[5.1].Por consiguiente ,algun programa dado podra tener solamente uno o dos
opciones del cual el analista puede escoger .En una “condensacion estatica” o
“reduccibn  Guyan” proceso el programa usualmente selecciona
automéaticamente el DOF maestro analista deberd decidir cuantos maestros
escogera .Este podra obviamente ser maestro que el numero de eigenvalores
gue deseamos para determinar con algunos grados de exactitud .Usualmente
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cinco tiempos el numero de eigenvalores con incrementos grandes factores
mostraron convergencia de los nUmeros deseados de eigenvalores.

Si el programa no tiene un proceso de condensacién ,entonces el modelo
podra ser un poco rustico que podria ser necesario para el analisis de esfuerzo
para asegurar una razonable exactitud numérica del algoritmo numérico en
valor.

Para otro tipo de analisis la malla podra ser capaz de representar
exactamente las frecuencias de vibracién de arriba para un valiosos de los
altimos tres tiempos altos para la frecuencia superior contenida de la carga
aplicada dinamica [5.1].

Hay muchos diferentes algoritmos numéricos para el analisis de los
eigenvalores y también muchas diferentes aproximaciones numéricas para el
calculo de la respuesta transitoria .Por lo mismo ,el método usado ,para algun
programa dado ,es usualmente (pero no siempre )adecuadamente referenciado
para que el usuario explorar este gran detalle .Esto es importante que el
usuario tenga algun razonable entendimiento de la aproximacion a usar y cual
dificultad potencial pueda ser tan buena como que exactitud potencial pueda
ser ,mas alla que el usuario debera experimentar dentro los pardmetros que en
el usuario seleccione para algun algoritmo dado para obtener los resultados
deseados del curso experiencia con soluciones anteriores y correlacion o
verificacion de estas soluciones con otro analiticamente o datos experimentales
es invaluable.

5.8.-Proceso de salida y evaluacion de resultados.

Los resultados de una andlisis del eigenvalor tendra las frecuencias
naturales requeridas de cualquier especificaciéon de el numero de frecuencias
inferiores por encontrar o especificacion de un rango de frecuencia en el cual
para encontrar todas las frecuencias naturales .Los grupos de nodos
desplazamiento para cada modo describe los correspondientes modos de
forma .Normalizando de los modos de forma pueden ser hechos por el
establecimiento de las valores de amplitudes méaximas en cada modo por
unidad y escalado de todos los otros valores o0 menos que uno .

La actual respuesta de amplitud desplazamiento de una estructura
excitada en una amplitud especifica para los desplazamientos en un analisis
de eingenvalor es solamente relativa a otros valores excepto en cada caso
simple podemos ver los modos de forma bien de la examinacién o impresion
de valor por consiguiente los modos de forma impresos de un andlisis por
eingenvalor desplajioras los modos de forma el analista puede especificar en
el andlisis por pasos el numero de frecuencias naturales y los correspondientes
modos de forma a encontrar el archivo de datos graficos de los modos de
forma consistiran en un modo de desplazamiento para cada una de las
frecuencias naturales asi hay es un modo de formado impreso por cada
modo de forma de vemos evaluar cada modo de formado entonces para esta
habilidad para describir los modos exactos de la malla que estamos usando
si un andlisis de la respuesta dinamica un modo superposicién nodal es hecho
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seguido al andlisis eigenvalor debemos verificar la convergencia de la solucion
por determinar si hemos usado un adecuado numero de eigenvalores exactos
para un analisis ala respuesta dinamica en una superposicion nodal
examinemos el contenido de las frecuencias de la carga a determinar la
frecuencias superior de alguna carga de entrada significante entonces para un
exacto analisis de respuesta dinamica por superposicion modal usamos una
malla la cual representamos exactamente todos los modos de arriba a trabos
de una frecuencia alrededor de tiempo la frecuencia superior de carga de
entrada esta malla requiere también implica al analisis de la respuesta
dinamica usando integracion directo ya que necesitamos para representar la
respuesta calculada del modelo de esta frecuencias de exactitud de carga de
entrada la continua remitiendo de la malla hasta obtener suficiente exactitud de
los importantes eingevalores la malla s dinamicos seran normalmente
cercanos a mallas regulares examine los modos de formados de los modos
interés especialmente estos a altas frecuencias muy cuidadosamente para
verificar una representacion ligera o el campo de desplazamiento refinado la
malla en estas areas donde los campos de desplazamiento extraviando mas
rapidamente y por lo mismo necesita la malla refinada para hacer un suave
acondicionamiento contorno de esfuerzo para cada modo forma de un andlisis
de eingevalores también sera disponible para mantener en mente que la
magnitud seré escalada para forma de formando normalizada esta puede hacer
los valores extremadamente altos y en algunos casos solamente represento
relativos valores porque el actual amplitudes de desplazamiento no sera
conocido por lo mismo el esfuerzo contorno plateado de un analisis de la
respuesta transitoria podra representar valores actuales si tenemos
desplazamientos exactos.
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CAPITULO 6.-ANALISIS DINAMICO NO LINEAL DE
VIGAS PLACAS Y CASCARONES.

6.1.-INTRODUCCION.

Los elementos cascarones y otros elementos son importantes en el
modelado de muchos componentes de ingenieria y estructuras .Los
cascarones delgados aparecen en muchos productos .Tales como la lamina de
un metal en un automovil ,el fuselaje ,las alas y el timén de un aeroplano ,las
cubiertas de productos tales como cargadores de teléfonos ,maquinas de
lavado y computadoras .Modelar estos productos con elementos continuos
podria requerir de un alto numero de elementos y necesitar costosas
computadoras .Modelar una viga con elementos continuos hexaédricos
requiere un minimo de aproximadamente cinco elementos a través del
espesor. De esta forma los elementos cascaron de bajo orden planos pueden
reemplazar cinco o mas elementos continuos ,el cual mejora inmensamente la
eficiencia computacional .Ademas ,modelando estructuras delgadas con
elementos continuos a menudo nos llevan a altas relaciones de dimensién y
nos disminuyen las condiciones de las ecuaciones y la exactitud de la solucion
.En métodos explicitos ,los modelados de elementos continuos de estructuras
delgadas seran restringidas a muchos pequefios intervalos de tiempo por
requerimientos de estabilidad .Por consiguiente los elementos estructurales
serdn muy utiles en andlisis de ingenieria .

Los elementos estructurales seran clasificados como:

1.-Vigas ,en el cual el movimiento esta descrito como funcién de una sola
variable independiente.

2.-Cascarones ,donde el movimiento esta descrito como una funcién de dos
variables.

3.-Placas ,los cuales seran cascarones planos cargados normalmente a estas
superficies.

Las placas son usualmente modeladas por elementos cascaron en softwares
computacionales .Dado que son obviamente cascarones planos ,por o que no
consideraremos elementos placas separadamente .Las vigas requieren de
consideraciones tedricas y proveen de simples modelados para aprender los
fundamentos de elementos estructurales ,el cual veremos.

Los elementos cascaron pueden ser desarrollados en dos formas:

1).-Por el uso de una forma simple de las ecuaciones cascaron clasicas para el
balance del momento ( o equilibrios).

2).-Por el desarrollo de elementos directamente de un elemento continuo
,declarando las imposiciones de suposiciones estructurales ,esto es llamado la
aproximacion del continuo basado (CB).
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La primera aproximacion es muy dificil ,especialmente para cascarones
no lineales ,ya que las ecuaciones gobernantes para cascarones no lineales
son muy complejas y dificiles para tratarse con esto; sera usualmente tratado y
formulado en términos de componentes curvilineos de tensores , y
caracterizados en sus variaciones de espesores ,uniones y rigidezes seran
dificiles de incorporar .Esto no esta aclarado como cual sera la mejor ecuacién
cascaron no lineal .La aproximacion CB(continuo basado) ,en otro uso, es
directo ,flexible y aplicable por sus resultados en deformaciones arbitrariamente
largas y es extensamente usado en softwares comerciales .De esta forma nos
concentraremos en la metodologia del CB ,al que se le conoce como
aproximacion del continuo generado ,preferimos el de continuo basado
nombrado por Stanley(1985) ,los cuales se degradan de estos elementos.

La metodologia CB no es tan simple ,pues requiere de una aplicacion
mas intelectual de esta ,para desarrollar elementos cascaron de las teorias
clasicas de cascarones .En otras teorias de cascarones y placas ,las
ecuaciones de equilibrio y momentos seran desarrolladas por la imposicion de
suposiciones cinematicas en el movimiento y de este usando el principio de
trabajo virtual ,para derivar las ecuaciones diferenciales parciales .El desarrollo
de una forma simple de las ecuaciones de movimiento para el propésito de
discretizacion ,regresa al principio de trabajo virtual .En la aproximacion CB ,las
suposiciones cinematicas seran impuestas en las pruebas y funciones tratadas
en la forma simple del continuo .Por lo que la metodologia de cascarones es
una forma directa para obtener las ecuaciones discretas para cascarones y
otras estructuras.

En la metodologia CB las suposiciones cinematicas de cascarones seran
impuestas por dos aproximaciones:

1.-Por el movimiento de un continuo en forma simple, o
2.-Por las ecuaciones discretas para continuos.

Nosotros empezaremos con una descripcibn de vigas en dos
dimensiones .El cual producira la discusiéon de varias teorias de estructuras y
comparadas con la teoria CB .lniciaremos con una descripcion de la
implementacion de las simplicidad y caracterizacion acopladas de la
aproximacion CB ,haciéndola mas clara .Por lo que examinaremos los
elementos vigas CB mas empleados pudiendo visualizar sus resultados.

Los elementos cascaron CB seran vistos a continuacion .Otra vez
empezaremos con la implementacion ,ilustrando muchas de las técnicas
desarrolladas para elementos continuos aplicados a cascarones .La teoria de
cascarones CB desarrollada a continuacion sera una sintesis ,incorporando un
nuevo tratamiento de cambios en el espesor debido a deformaciones largas
.Las metodologias para describir largas rotaciones en tres dimensiones seran
descritas.

Dos de los atajos de elementos cascaron CB seran descritos ,los
cortantes y membranas sujetas. Estas caracteristicas seran tratadas en el
presente de vigas , pero la ventaja obtenida sera aplicable a elementos
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cascaron. Métodos para abarcar estas dificultades por el significado de asumir
campos de deformacion, seran tratados y elementos ejemplos los cuales daran
cortantes y membranas sujetas.

Concluiremos con una descripcion del elemento cascaron de cuatro
nodos cuadrilaterales usado en programas explicitamente, a menudo llamados
elementos de un punto de cuadratura .Estos elementos son rapidos y
robustos adaptados para cualquier analisis a larga escala .Varios elementos de
este genero seran revisados y comparados.

6.2.-TEORIAS DE VIGAS.
6.2.1.-SUPOSICIONES DE TEORIAS DE VIGAS.

La caracteristica que une y distingue estructuras del continuo, es que las
suposiciones sean hechas alrededor del movimiento y el estado de esfuerzos
en el elemento .Estas suposiciones estan basadas en hipétesis verificadas por
observaciones experimentales .Las suposiciones en el movimiento de
cascarones delgados son llamadas suposiciones cinematicas , mientras las
suposiciones en el campo de esfuerzos seran llamadas suposiciones cinéticas.

La mayor suposicion cinemética trata el movimiento de las normales a la
linea central ( también llamada linea de referencia )de la viga .En teoria
estructural lineal, la linea central es usualmente escogida a ser el lugar
geométrico de los centroides ,de las secciones transversales de la viga .Por
consiguiente ,la posicidbn de una linea de referencia no esta afectada en un
elemento CB :alguna linea cual corresponda aproximadamente a las formas de
la viga puede ser escogida como la linea de referencia .La posicion de la linea
de referencia afecta solamente de los momentos resultantes ;los esfuerzos y la
respuesta total no esta afectada .Nosotros usamos los términos
intercambibilidad de la linea de referencia y linea central ,notando que
planamente cuando el termino linea central es usado ,la ubicacién precisa de
esta linea relativa a la seccion transversal de la viga es irrelevante en un
elemento CB .El plano definido por las normales a la linea central es llamado el
plano normal .La figura 9.1 muestra la linea de referencia y el plano normal
para una viga.

s A

Timashenko{ Mindlin-Retzznar)

suposicidn evagerada

Suposicion de Euler -Bernoull

Figura 6.1.-Movimiento en una viga Euler-Bernoulli y una viga cortante
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( Timoshenko);en la viga de Euler-Bernoulli el plano normal permanece
plano y normal ,mientras en la viga cortante el plano normal permanece
plano pero no normal.

Dos tipos de teorias de vigas son extensamente usadas :la teoria de
viga Euler-Bernoulli y la teoria de viga Timoshenko .Las suposiciones
cinematicas de estas teorias son:

1.-Teoria de viga Euler — Bernoulli :Los planos normales a la linea central seran
supuestos a permanecer planos y normales, también es conocida como teoria
de viga ingenieril y la correspondiente teoria de cascarones es llamada la teoria
de cascarones de Kirchhoff-Love.

2.-Teoria de vigas de Timoshenko :Los planos normales a la linea central seran
supuestas a permanecer planas ,pero no necesariamente normales; es también
llamada teoria de viga cortante ,y la correspondiente teoria de cascarones es
llamada la teoria de cascarones de Mindlin-Reissner.

Las vigas Euler-Bernoulli ,como veremos , no admite algun cortante transversal
,mientras que las vigas gobernadas por la segunda suposicion admite cortante
transversal .Los movimientos de una viga Euler-Bernoulli ,serdn un subconjunto
de los movimientos permitidos para la teoria de viga cortante.

Para el propdsito de describir las consecuencias de estas suposiciones
cinematicas ,consideremos una viga recta a lo largo del eje x en dos
dimensiones como se muestra en la figura 6.1.Permitamos que el eje x coincida
con la linea central y el eje y con la normal a la linea central .Consideremos
solamente movimientos instantdneos de una configuracion actualmente
especificadas ,para las siguientes ecuaciones no constituyen una teoria no
lineal .Primero expresaremos las suposiciones cinematicas matematicamente y
desarrollaremos el tensor velocidad de deformacion ,la velocidad de
deformacion tendra las mismas propiedades como la deformacién lineal ya que
las ecuaciones para la velocidad de deformacion pueden ser obtenidas por el
desplazamiento para desplazamientos para velocidades en las relaciones
deformaciones-desplazamiento lineales .El objetivo de lo siguiente es ilustrar
las secuencias de las suposiciones cinematicas en el campo de esfuerzos ,nos
construye una teoria la cual es una implementacion valiosa.

6.2.2.-Teoria Timoshenko(viga cortante).

Primero describiremos la teoria de viga de Timoshenko .La mayor
suposicion cinematica de esta teoria ser4 que el plano normal permanece
plano ,plana y ninguna deformacién ocurre dentro este plano .Para esto el
plano normal a la linea normal a la linea central rota como cuerpo rigido
.Considere el movimiento de un punto P cuya proyeccion ortogonal en la linea
central es el punto C .Si el plano central rota como un cuerpo rigido ,la
velocidad del punto ¢ es obtenido por



173

Vpe= WXT (6.2.1)

Donde w es la velocidad angular del plano y r es el vector de C a P .En
dos dimensiones ,la Unica componente diferente de cero de la velocidad
angular es la componente Z ,pero w=6¢e,=we, donde 6(x,t) es la velocidad
angular de la normal .Ya que r =ye ,la velocidad relativa es

Voe = 0XIr=-yo e, (6.2.2)

La velocidad de algun punto en la linea central es una funcién de x y el
tiempo t ,para v"(X,T)=V,"e, +V/'e, .La velocidad de algin punto es entonces

la suma de la velocidad relativa(6.2.1) la velocidad en la linea central

V=V +oxr= (v —yo)e +v)'e, (6.2.3 Q)

v, (%, Y,1) = v (1) — yo(x,1),v, (X, y,t) = v} (X, 1) (6.2.3b)

Aplicando la definicion de la velocidad de deformacion, D; = sym(v;) obtenemos

M
D, = V', — Yo, X, Dyy

1. m
=0 , D, :E(Vy’x 0)) (6.2.4 a-c)
En esto se puede ver que solamente la componente diferente de cero de
la velocidad de deformacion sera la componente axial, D,y la componente

cortante , D, ;posteriormente sera llamado el cortante transversal.

Esto puede ser visto inmediatamente en (6.2.4)que las variables
dependientes v y o necesitan ser solamente c° para la velocidad de
deformacion para ser finito por toda la viga .Pues las funciones de forma

comunes isoparametricas pueden ser usadas en la construccion del elemento
viga cortante .Las teoria para los cuales las interpolaciones necesitan ser

solamente c° seran a menudo llamados teorias estructurales c°.
6.2.3.-Teoria Euler —Bernoulli :

En la teoria Euler-Bernoulli (viga ingenieril ),las suposiciones cinematicas
es que el plano normal permanece plano y normal .Por lo tanto la velocidad
angular de la normal esta dada por la velocidad del cambio de la inclinacion de
la linea central.

w=\" (6.2.5)

Y, X
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Por la examinacion de (6.2.4 ¢) puede ser visto que la parte superior es
equivalente al requerimiento del cortante D, para desaparecer ,lo cual implica

que el angulo entre la normal y la linea central no cambia ,la normal queda
normal .El desplazamiento axial esta entonces ,dado por

v, (%, Y1) =V (x, 1) =y (x, 1) (6.2.6)
La velocidad de deformacion en la teoria de vigas Euler-bernoulli esta dada por

D,=V/,-w™ ,D,=0,D, =0 (6.2.7)

Y, XX yy Xy

Dos caracteristicas son notables en la en la parte de encima.

1.-El cortante transversal desaparece.
2.-La segunda derivada de la velocidad aparece en la expresién para la

velocidad de deformacion ,por lo que el campo de velocidad debera ser C*.

Mientras la viga de Timoshenko tiene dos variables dependientes
(desconocidas) y solamente una variable dependiente aparece en la viga de
Euler-Bernoulli .Reducciones similares toman lugar en las correspondientes
teorias de cascarones .Una teoria de cascarones de Kirchoff-Love tiene
solamente tres variables dependientes ,mientras que una teoria de Mindlin-
Reissner tiene cinco variables dependientes (seis seran a menudo usado en la
practica).

La teoria de viga de Euler-Bernoulli es a menudo llamada una teoria C*

por la necesidad de la aproximacion C'.Este requerimiento es la mas grande
desventaja de Euler-Bernoulli y la teoria de  Kirchhoff-Love, ya que una

aproximacion C'es dificultoso para construir en multidimensiones .Por esta

razon ,la teoria estructural C* sera rara vez usada en softwares ,excepto para
vigas .Los elementos vigas estan a menudo basados en la teoria de Euler-

Bernoulli porque las interpolaciones C' sera facilmente construido en una
dimensidn.

El cortante transversal es de importancia, solamente en vigas gruesas
.Por consiguiente, las vigas de Timoshenko y cascarones de Mindlin-Reissner
son frecuentemente empleados ,incluso cuando el cortante transversal tiene
un pequefio efecto sobre la respuesta .Cuando una viga es delgada ,la energia
transversal cortante en un modelo de viga Timoshenko , tiende a cero en
elementos bien comportados .Para la teoria normalizada ,menciona que el
transversal cortante desaparece ,para vigas delgadas y en los experimentos
también observamos ,ademas que las soluciones numéricas lo confirman.

Estas suposiciones estan basadas en las evidencias experimentales ,las
predicciones de esta teoria es concordante con los resultados obtenidos .En los
materiales elasticos ,las soluciones analiticas de forma cerrada para vigas
también validan esta teoria .En materiales no lineales arbitrarios ,el error
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debido a las suposiciones estructurales no tienen que ser acertadamente
analiticos.

6.2.4.-Teoria discreta de Kirchhoff y Mindlin-Reissner.

Una tercera aproximacion , el cual es usado solamente en métodos
numericos, es la teoria discreta de Kirchhoff , la suposicion de Kirchhoff —Love
es solamente aplicada discretamente ,en un numero finito de puntos
,usualmente los puntos cuadraturas .El cortante transversal es entonces
desarrollado en otros puntos del elemento, pero es ignorado .Similarmente ,los
elementos discretos de Mindlin-Reissner seran formulados para imponer estas
suposiciones discretamente .

6.3.-VIGA CONTINUO BASADO.

En lo precedente ,la formulacion del continuo basado (CB) para una viga
en dos dimensiones es desarrollada .Las ecuaciones gobernantes para
estructuras serd idéntica para continuos;

Conservacion de masas.

Conservaciéon del momento lineal y angular.
Conservacion de energia.

Ecuaciones constitutivas.

Ecuaciones deformacion-desplazamiento.

Para especializar estas ecuaciones a vigas ,las suposiciones de la
teoria de vigas seran impuestas al movimiento y al estado de esfuerzos.

En esta seccion ,impondremos las restricciones cinematicas de la teoria
de vigas CB sobre las ecuaciones discretas ,el elemento finito continuo sera
modificado para que se comporte de forma similar en las vigas
.Desarrollaremos la viga CB por la imposicion de las suposiciones cinematicas
en el movimiento antes desarrollar la forma débil y las ecuaciones discretas
.Introduciremos algunos de los conceptos y técnicas las cuales seran usadas
en elementos cascaron CB .Los elementos a ser desarrollados seran aplicables
en materiales no lineales y geométricamente no lineales .Una actualizacion
Lagrangiana o una formulacion Lagrangiana total puede ser usada ,pero
enfatizaremos el anterior.

Los elementos Lagrangianos serdn casis siempre usados para
cascarones y estructuras ,porque estos consisten de superficies cerradas
separadamente ,lo cual serd& muy complicado para tratar con elementos
Eulerianos.

6.3.1.-Definiciones y nomenclatura.
Un elemento viga CB es mostrado en la figura 6.2.El elemento principal es

también mostrado ,como puede ser visto ,el elemento continuo tiene solamente
nodos en la parte de arriba y en el inferior ,pero el movimiento debe ser lineal
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en 7 .Estos nodos se conocen como nodos esclavos ,un cuadrilatero de seis
nodos se muestra aqui como el elemento principal ,pero algun otro elemento
continuo con nodos n, en la superficie superior e inferior puede ser también

usado .La linea de referencia es coincidente con la linea 7 =0.

Las lineas de constante £ son llamadas fibras .Los vectores unitarios
a lo largo de las fibras se llaman directores ,denotados por p(¢,t),estos son

también conocidos por seudonormales .Los directores juegan el mismo papel
en la teoria CB como normales en la teoria clasica Mindlin-Reissner ,por lo
tanto el nombre alternativo seudonormales .Las lineas de constante 7se

conocen como laminas.

Los nodos maestros seran introducidos a las intersecciones de las fibras
conectando nodos esclavos con la linea de referencia .Los grados de libertad
de estos nodos describen el movimiento de la viga .Las ecuaciones de
movimiento seran formuladas en términos de las fuerzas generalizadas y
velocidades de los nodos maestros .Cada nodo maestro esta asociado con un
par de nodos esclavos a lo largo de una fibra comun ,ver figura 6.2.Los nodos
esclavos seran identificados por otros asteriscos sobrescritos o por sobrescrito
de signos maS o menos sobre los nimeros de los nodos ;en estos los nodos

I” y |- seran los nodos esclavos asociados con el nodo maestro | vy
extendidos en la superficie superior(+) y inferior (-) de la viga; 1" sera el numero

de nodos alterno del elemento continuo .Cada tripleta de nodos I~ ,ly I", es
colineal y extendido sobre la misma fibra.

inicial

@ nodos maestros

O nodos esclaves actual

Figura 9.2.-Un elemento viga de tres nodos BC y el elemento continuo
principal de seis nodos ;las dos notaciones para nodos esclavos del
elemento continuo principal sera mostrado.

Las apelaciones *“arriba” y * inferior” no se han definido exactamente
,otras superficies de la viga puede ser disefiada como la superficie
“superior”.Los dos grupos de numeros de nodos para el elemento continuo esta
relacionado por

=1 para 1" <n,
(6.3.1)
I"=1"-n, para "> n,,
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El nodo maestro asociado con algun nodo esclavo puede ser obtenido
por la convencién del numero de nodos esclavos 1" a los nimeros denotados
con nodos sobrescritos + y - usando la regla de arriba ;el valor integrado da
entonces el numero del nodo maestro.

Para cada punto en la viga ,un sistema coordenado corotational esta

A A
definida con la tangente ex a la lamina; e, es normal a la lamina y esta

direccidbn puede cambiar a través del espesor de la viga ;esto no es
necesariamente colineal con el director .Este sistema de coordenadas es
también llamado un sistema de coordenada laminar porque uno de los ejes es
tangente a la lamina.

6.3.2.-Suposiciones .

Las siguientes suposiciones son hechas sobre el movimiento y el estado de
esfuerzos.

Las fibras permanecen rectas.

El esfuerzo transversal normal es despreciable ,al que se le llama condicién de
esfuerzo plano.

AN

oy =0 (6.3.2)

Las fibras seran inextensibles.

La primera suposicion se llamara suposicion modificada de Mindlin-
Reissner .Este difiere de la clasica suposicién de Mindlin-Reissner ,el cual
requiere que la normal permanezca recta .En el elemento ¢ por desarrollar
Jlas fibras no estardn normales a la linea central ,las restricciones de
movimiento de una fibra no es equivalente a la restricciéon del movimiento a la
normal .La teoria resultante es similar a la teoria Unica del director Cosserat
.Usamos la denominacién “modificada de Mindlin-Reissner “ para estas
suposiciones de ambas vigas y cascarones; en el caso de vigas se le conoce
como suposicion modificada de Timoshenko.

Si el elemento viga CB esta para aproximar las vigas de Timoshenko
,es necesario que las fibras sean alineadas tan cerradas como sea posible con
la normal a la linea central .Esto puede ser obtenido por las especificaciones de
las condiciones iniciales de los nodos maestros y que las fibras sean tan
cerradas a la normal .De otra manera el comportamiento del elemento viga CB
puede desviarse sustancialmente del comportamiento de la teoria de
Timoshenko y puede no estar de acuerdo con el comportamiento observado
en vigas.
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En esto se puede notar , que la inextensibilidad se aplica solamente al
movimiento .Contradicciones de inextensibilidad supuestas al plano esfuerzo

N N
:Las fibras son usualmente cerradas en la direccibn y y es si oy =0 \a

A
velocidad de deformacion Dy, generalmente no puede desaparecer .Las
contradicciones pueden ser recompensadas, pero no usarse en el movimiento

a computarizar Dy .En vez de esto , Dy, es obtenida de la ecuacién
constitutiva para el requerimiento que oy =0,y el cambio de espesores sea

computarizada de Dy, .Esto es equivalente en obtener los espesores de la

conservacion de la materia ya que el esfuerzo plano constituye ecuaciones
incorporadas a la conservacion de la materia .Las fuerzas nodales internas
seran entonces modificadas reflejar cambios en los espesores .Por lo mismo, la
suposicion de inextensibilidad aplica solamente a la cinematica.

Nosotros no obtenemos la condicion de esfuerzo plano en termino del esfuerzo
PK2 o esfuerzo nominal, a menos que las suposiciones simplificadas sean
hechas ,esto es mas complejo que (6.3.3).La condicion de esfuerzo plano

requiere que la componente y del esfuerzo fisico desaparezca.

6.3.3.-Movimiento.

El movimiento de la viga esta descrito por la translaciones de los nodos
maestros, X, (t), Y, (t), y las rotaciones de los directores nodales 6, (t),ver figura
6.2.El angulo 6, (t) es positivo en el sentido contrario al de las manecillas del

reloj del eje x. EI movimiento es obtenido por el mapa isoparametrico estandar
para elementos continuos en termino de los nodos movimientos esclavos:

X(ED= XX ON, Em+ DX, ON, =Y X ON,(En) (6.3.9

1*=1 17=1 1"=1

En la parte de arriba N,.(&,77) sera la funcion de forma estandar, para el

continuo(indicado por el asterisco o superindice de signo “+”y “-“ en el nodo
indicado.

Las funciones de forma del elemento principal deber& ser lineal en 7

para el movimiento de arriba para ser consistente con la suposicién modificada
de Mindlin-Reissner .Por consiguiente ,el elemento principal podra tener
solamente 2 nodos a lo largo de la direccion 7 ,este puede ser solamente de

dos nodos esclavos a lo largo de la fibra.

El campo de velocidad es obtenido tomando ,la derivada respecto del
tiempo del material de arriba ,con lo cual obtenemos
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V(ED= 3V, ON, G+ XV, ON, (€)= 3V, ON, () 63.4)

Ahora impondremos la inextensibilidad y la suposicion modificada Mindlin-
Reissner en el movimiento de los nodos esclavos:

X, O=XO+HRO . X, O=X 0RO 635
a,b)

Donde P, (t) es el director al nodo maestro I,y h’ es el espesor inicial de

la viga al nodo | ( 0 mas precisamente un seudo-espesor ya que este es la
distancia entre la superficie superior y la inferior a lo largo de la fibra).Este es el
paso crucial en la conservacion de un elemento continuo a una viga CB.

El director al nodo | es un vector unitario a lo largo de la fibra
(17, 17),para esto el actual director nodal sera obtenido por

P (t)=$(xl+(t)— X ()= e, cosd, +e,senq (6.3.6)

Donde el espesor inicial es obtenido por
=[x, -Xx,| (6.3.7)

y €, Y e, son los vectores base globales .La ecuacion de arriba se obtiene de la
sustraccion de (6.3.5b) de (6.3.5 a).Los directores nodales iniciales seran

P°(t) :%(XP - X,.)=¢e,cos6’ +e send; (6.3.8)
|
Donde 6, es el angulo inicial del director al nodo | .Esto es faciimente

mostrando que el movimiento (6.3.5) reune los requerimientos de
inextensibilidad sobre las fibras a través del nodo | .Se vera que todas las fibras
guedan constantes en la longitud conforme a la teoria de vigas CB.

Las velocidades de los nodos esclavos seran el material de las derivadas del
tiempo (6.3.5),dandonos

V=V, 0+ Ha 0RO .V, 0-V0- o 0RO (639

Donde nosotros hemos usado (6.2.1) para expresar la velocidad nodal
en términos de las velocidades angulares ,notando que los vectores del nodo

maestro para el nodo esclavo sera %h,opI My -%h,opI (t) para el nodo esclavo

superior e inferior ,respectivamente .Ya que el modelo es de dos dimensiones
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a):a)ezséezy el nodo velocidad esclavo puede escribirse usando
(6.3.6),(6.3.7) y (6.3.9) como :

1
V|+ (t) = V| — Wy ((y|+ -y )ex _(X|+ =X )ey) :V| _Ea)zl hlo (exsen‘gl —€, Cos ‘9|) (6-3-10)

1
V. )=V, -,y —Vy)e, —(X-—x%)e)=V, +Ea)z, h (e,send, —e,cos6,) (6.3.11)

El movimiento de los nodos maestro esta descrito por tres grados de libertad
por nodo:

dO=d™=[u' W 4], dO=[V W o (6.3.12)

Xl yl yl
Las ecuaciones (6.3.10-11) pueden ser escritas en forma matricial como

o Mast

esclavo
v - T
{VI} ={VX.—. Vo Ve Vy,+} =T,d; (nosuman sobre |) (6.3.13)

Donde nosotros hemos adicionado el sobrescrito “esclavo” y “mast” para
enfatizar que los nodos continuos sean los nodos esclavos y los nodos vigas
sean los nodos maestros .Haciendo una comparacion entre (9.3.13) y (9.3.14)
podemos ver que

10y -y, T, 0 0
0 1 x_. —x 0 T 0

T=l, y'l B |I+ y definimos T = | 2 (6.3.14)
0 1 x, =X 0 O T

6.3.4.-Fuerzas nodales.

Las fuerzas internas del nodo maestro estan relacionadas a las fuerzas
internas del nodo esclavo por la regla de transformacion .Puesto que las
velocidades nodales esclavas estan relacionadas a la velocidad nodal maestro
por (9.3.13-14),las fuerzas nodales estan relacionadas por

f
fxl f esclavo 1 0 1 0 fXI
flmast — fy| — IT {fl} - 0 1 0 1 fyl (6315)
ml ! Yi=y- X =xl =Y XX fxI+
yI*

Las fuerzas nodales externas a los nodos maestros pueden ser
obtenidas de la fuerza externa del esclavo por la misma transformacion .La
matriz columna sw fuerza nodal consiste de dos componentes de la fuerza f,
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y f, y el momento m,.La fuerza nodal esta conjugada en potencia a las
velocidades del nodo maestro ,la potencia de las fuerzas al nodo | es obtenida

por d/ f, (no suman sobre I)

6.3.5.-Actualizaciones constitutivas.

Para convertir el elemento constitutivo estandar a una viga CB \a
suposicion del esfuerzo plano (6.3.2)debera ser forzado .Para este propdsito
,es conveniente usar componentes laminares del esfuerzo y velocidad de

deformacion .Los vectores base laminares e; esta construido para que ey sea

tangente a la laminay ey, sea normal a la lamina (ver figura 6.3).

A _ X;§ _X7§ex+y'§ey " :_y,ﬁfex"‘X,fey

XA - 11 %Y 1
[*.¢] (3, +y2,€)? (3, +y2 £

(6.3.16)

XE= T XNLEE | ¥iE= DY N, EEN) (6.3.17)

Figura 6.3.-Esquema de viga CB mostrando la lamina ,el vector unitario o

corrotacional ex y e, y el director P(&,t) en los extremos ,note que P

A
usualmente no coincide con e,.

Nosotros hemos superpuesto un sombrerito () sobre la componente
laminar ,porque este rota con el material y por lo mismo puede ser considerado
corrotacional .A menos que las normales a la linea de referencia permanezcan
normal ,la velocidad angular de este sistema no es precisamente W o Q vy la
rotacion de la lamina no es exactamente R .Por consiguiente ,en mas
problemas de cascarones ,el cortante es pequefio para que las diferencias
sean menores .Si consideramos las diferencias importante ,se puede
establecer otro sistema de coordenadas rotadas por la descomposicion polar R
,pero hay que sostener en mente que la condicion de esfuerzo plano podra ser
impuesta en el sistema laminar.

Las componentes laminares de la velocidad de deformacion seran
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D=R’ DR donde R, =| *

lam lam lam

Y (6.3.18)

A
En la evaluacion del esfuerzo , la restriccion del esfuerzo plano oy =0
debera ser evaluado .Si la ecuacién constitutiva es una forma de velocidad ,la

N

.y D Oy
restriccion es

=0.Por ejemplo ,para un material isotropico hipoelastico

,la componente esfuerzo velocidad ,sera obtenido por

AN AN A

Oy O 1 0 \Y D«
D) DJ~|_DJ]~|_E 1 A
—lol=—A0, =10, = 0 Z(1-v) 042D, 6.3.19
Dt{ } Dt| [ D] M 1=y A o (6:3.19)
ny \Y 0 1 Dyy

Las componentes esfuerzo y velocidad de deformacion en la forma de
Voigt han sido reordenadas para que las componentes 'yy sea la ultima

.Resolviendo la ultima linea para el o, obtenemos D, =-vDx.Sustituyendo
la ecuacion anterior en (6.3.19),0btenemos

A N

AN D A
Doy _gp, , 2»__E p, (6.3.20)
Dt Dt @+v)
n n
& constante linea de
rencia
\"

Figura 6.4.-Un grupo de puntos cuadratura y ejemplos de la distribucion
de un material elasto-plastico.

Esto integra exactamente las fuerzas axiales ( si el elemento continuo
principal es rectangular) pero desintegrables los esfuerzos cortantes
transversales cortantes ,visto por Hughes(1987) .El numero de puntos de
cuadratura en la direccion de n depende de las leyes de los materiales y de la
exactitud deseada .Para la ley de materiales hiperalasticos ligero ,tres puntos
de cuadratura de Gauss sera apropiados .Para la ley del material elasto-
plastico ,un minimo alrededor de cinco puntos de cuadratura es necesario ,ya
que la distribuciébn de esfuerzo no es continuamente diferenciable .La
distribucion de esfuerzo elasto-plastico tiene derivadas discontinuas ,tal como
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se muestra en la figura 6.4. la cuadratura de Gauss no es opcional para las
leyes de elasto-plastica ya que estos esquemas de cuadraturas estan basados
en polinomios de interpolacion de alto —orden ,el cual se asume
silenciosamente en los datos .La regla trapezoidal es a menudo usada porque
es mas efectiva para funciones mas ligeras.

Para ilustrar la integracion selectiva —reducida procede que el cortante
circunvecino se fija ,consideremos un elemento viga de dos nodos basado en
un elemento cuadrilateral de cuatro nodos .Las fuerzas nodales seran
obtenidas por integracion con un solo grupo de puntos cuadratura a £&=0

[fxl*,fyl*]mt=h—2i N, NI,,YJ{GXX ny}v_anJg (6.3.22)

O
=)
Q Voo 0.1Q)

Donde nQ seran los puntos cuadratura nQ a través del espesor de la
viga, Wo sera el peso de cuadratura, a es la dimensién de la viga en la direccion

z y J.es el determinante Jacobiano con respecto a las coordenadas del

elemento principal .La Unica diferencia de la relacion del elemento continuo
(E4.2.14) h/h° es el factor el cual se cuenta aproximadamente para el cambio
en los espesores .Los esfuerzos computarizados deberan ser rotados hacia a
tras a el sistema global antes de evaluar las fuerzas internas nodales por
(6.3.22).

Las fuerzas internas nodales pueden solo ser computarizadas en
términos de las componentes corotational de los esfuerzos :

it h & (; 8— RoRI_
fofl ==>/IN . N | T Y wead (6.3.23)
Xl yl hO ~ 1 "y A 0 R ¢
B Oxy Xy W
(0.7Q)

Las componentes de los esfuerzos oy, desaparecieron en (6.3.23) por
las condiciones de esfuerzo normal igual a cero. En la parte de arriba el
sistema de coordenadas corotational laminar generalmente difiere para cada
punto de cuadratura.

6.3.7.-Matriz masa.

La matriz masa del elemento viga CB puede ser obtenido por una
transformacion

AN

M=T " MT (6.3.24)

Donde M es la matriz masa para el elemento continuo principal .La
matriz masa Lagrangiana es dependiente del tiempo ,el cual se inusual para un
elemento Lagrangiano y debido a las restricciones cinematicas de la teoria CB .
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M puede ser la otra consistente o matriz masa concentrada del elemento
continuo .La ecuacion (6.3.24) no da una matriz diagonal aun cuando la matriz
masa diagonal del elemento continuo es usado.

Dos técnicas seran usadas para obtener matrices diagonal:

1.-La técnica de suma de renglones.
2.-masas fisicas(physical lumping).

Para un elemento CB basado en el elemento continuo basado rectangular de
cuatro nodos el segundo procedimiento produce

20 0 0 0 0 0
0 210 0 0 0 0
_pliledy| 0 0 ey 000 (6.3.25)
420 |0 0 0 210 0 O
0 0 0 0 210 0
(0 0 0 0 0 ok

Donde o es un factor de escala para la inercia rotacional .El factor de
escala es escogido en cddigos explicitos, para el cual el intervalo del tiempo
critico depende solamente de los grado de libertad traslacional ,para que el

intervalo de tiempo evite la dependencia de I°.Esto fue propuesto por Key y
Beisinger (1971).

La matriz masa concentrada de arriba no se toma en cuenta en el tiempo

dependiente de la matriz T .Si nosotros contabilizamos para el tiempo
dependiente de T, la fuerza inercial esta dada por,

f0 _TTMTd+T M Td (6.3.26)

Donde h7l dada anteriormente y T, es dada por (6.314).La matriz 1.'es
obtenida tomando una derivada del tiempo de (6.3.14) lo cual nos da

0 0 x- X.
e dT| 0 O yl - y|*
=—1 -l 6.3.27
G 0 0 x—- x. ( )
00 Yo— Yy

1+

De esta la aceleracion incluira un termino proporcional al cuadrado de la
velocidad angular, y los términos inercial en las ecuaciones semidiscretas no
son linealidades largas en las velocidades .El tiempo de integracion de las
ecuaciones de movimiento ,es entonces mas compleja. Posteriormente ,este
termino es a menudo pequefio ,por lo cual es usualmente despreciado.
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6.3.8.-Ecuaciones de movimiento .Las ecuaciones de movimiento en un nodo
maestro esta dado por

M, do+ f™ = fo (6.3.28)
Donde las fuerzas nodales y velocidades nodales seran

fxl xl
f =11, di ={v, (6.3.29)
m, 2

Para una matriz masa diagonal las ecuaciones de movimiento ,en un nodo son

Mll 0 0 Vy fxl int fxl ext
0 My 0 |{v,(+{f, b =11, (6.3.30)
0 0 M, a;l m, m,

Donde M,, i=1 a 3, es el ensamblado de las masas diagonal al nodo |

Aun cuando no se han derivado estas ecuaciones explicitamente ,solamente
transformamos las variables para (9.3.13) y (9.3.15).En el proceso de equilibrio
Jlos términos inerciales son descartados.

6.3.9.-Rigidez tangente .
La tangencial y cargas rigidezes seran obtenidas de las

correspondientes matrices para el elemento continuo principal por
transformacion .Estas matrices no necesitan ser derivadas para vigas C.

A int AT Alam | o
Ko = B.{Cp }BJ*dQHJ. Blo By dQ (6.3.31)
Q Q
A lam A A A A N N w0 O
{Cp :|:Caa'Cab ij Cra, Brr= NI X N (6.3.32)
1"y 1", x
A A A A A lam A
Donde Caa , Ca,Cha Yy Cwo sSerén las submatrices de {C +C*}necesitan

ser eliminado al ultimo renglén .Note que la matriz correccién C* depende del
giro al cual se escoge .La rigidez tangente puede ser expresada en términos de

los nodos maestros para la rigidez transformacion , K=T' KT ,con la matriz
transformacion T dada por ( 6.3.14) .La carga de rigidez es similarmente
obtenido de la carga rigidez del elemento continuo.
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6.4.-ANALISIS DE LA VIGA CB.
6.4.1.-Movimiento.

En orden para obtener un mejor del entendimiento de la viga CB , es
provechoso examinar este movimiento desde un punto de vista el cual esta
mas estrechamente paralela a la teoria clasica de vigas .El analisis en esta
parte se orienta en las ecuaciones discretas las cuales serdn idénticas a las
vistas en las anteriores secciones .Esto es conceptualmente mas trabajable ,ya
gue muchas de las entidades necesitan para una implementacion estandar ,tal
como la rigidez tangente y la matriz masa ,tenemos que desarrollar desde el
principio ,mientras que en las previas aproximaciones de estan seran
inherentes de un elemento continuo.

Empezamos con una descripcion del movimiento .Para satisfacer la
suposiciéon modificada de Mindlin-Reissner , el movimiento deberé ser lineal en
n, a través del espesor de la viga .Consecuentemente podemos describir el
movimiento de la viga CB por

X(£,m,1) = X" (é,t)+%77h°(§)p(§,t) (6.4.1)

Donde X" (&,t) es la configuracién actual de la linea de referencia y
p(&,t) es el campo director a lo largo de la linea central .Otra expresion para el
movimiento equivalente a la parte de arriba es

XM (&) +nx5(E,1) (6.4.2)
Donde x®(&,t) es la parte flexible del movimiento dado por

X5 _ % hp (6.4.3)

Las variables £y n seran las coordenadas curvilineas .Note que aunque

usamos las mismas nomenclaturas para las coordenadas del elemento
principal (6.4.1) no necesitamos referir al elemento principal .Las superficies
superior e inferior de la viga estan dados por n=1 y n=-1, respectivamente ,y
n=0 corresponde a la linea central .La configuracion inicial esta , dada por
(6.4.1) en el tiempo inicial.

X(Em) = X" (@) +7 (&) (6.4.4)

donde p,(&) es el director inicial y X" (&) describe la linea central inicial .En
esta forma de el movimiento ,este es directo como se muestra para todas las
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fiboras sean inextensible .La longitud de una fibra es la distancia entre la
superficie superior e inferior a lo largo de todas las fibras ,la distancia entre los
puntos a n=-1 y n=1.Para un valor constante de &£.Usando (6.4.1) sigue que la

longitud de alguna fibra en la configuracién deformada esta dada por

et

h(&,t) =X (&1t - X (&,-1t)|=

Donde el ultimo paso continua con el hecho que el director p es un
vector unitario .Por consiguiente ,la longitud de una fibra es siempre h°(&)

.Esta propiedad no esta sostenida para la aproximacion del elemento finito .El
desplazamiento es obtenido por la sustraccion de (6.4.4) de (6.4.1) con lo que
obtenemos

u(g,mt)=u" (f,t)+77h?(p(§,t)— Po(£)) =u" (£, 1) +nu° (&, 1) (6.4.6)

Donde u®(&,t) es llamado el desplazamiento flexion .Ya que los

directores son vectores unitarios ,el segundo termino en el RHS de arriba es
una funcion de una sola variable dependiente ,el angulo @(&,t) ,el cual es

medido en sentido contrario a las manecillas del reloj del eje x como se
muestra en la figura 6.2.La dependencia del desplazamiento flexién en una sola
variable dependiente puede ser clasificado por la expresion del segundo
termino de (6.4.6) en términos de los vectores base global.

0

u=u" +77h?(eX (cos & —cosd,) +e, (send —send,)) (6.4.7)

Donde 6,(¢) es el angulo inicial del director .La velocidad es la derivacion
del tiempo del material, del desplazamiento.

VE )=V (é,t)m% PED =M (1) +V (D) (6.4.8)

Donde la velocidad de flexion V ®(&,t) esta definida de arriba como

g _h" -

Usando (6.2.1),(6.4.8) podemos escribir

0 0

v=v" +77h?a)>< p=Vv" +77h?a)q (6.4.10)

Donde o :é y o=w(&,t) e, es la velocidad angular del director y
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g=€ , Xp=-6x C0S +¢&, send (6.4.11)

Donde & es el angulo entre la normal a la linea central y el director
,como se muestra en la figura 6.5.Ahora comparemos la velocidad de arriba
con esta en la teoria de vigas de Timoshenko (6.2.2).Para este propoésito
,expresamos los vectores en términos de los vectores base corrotacional.

/\MA /\MA

p=e,send+e,c0s0 , VY=V, e +vy e (6.4.12)

La velocidad puede entonces ser escrita en términos de los vectores base
corrotacionales como

/\M A /\M A O N pa— N pa—
V =vx ex+vy ey+77?a)(-ex cosd +ey send) (6.4.13)

De (6.4.2) y figura 6.5, este puede ser visto que

ho o 0 ;\/
—pcosfd=y cOomo —p=—— 6.4.14
2 T y 2 g cosd ( )

Figura 6.5.-Nomenclatura para viga CB en dos dimensiones ,mostrando el
director p y lanormal n.

Sustituyendo la parte de arriba dentro (6.4.13) y escribiendo los vectores
velocidad y matrices columna ,obtenemos

A AN

Ve | | v N
_ roy (6.4.15)

A " tan @
Vy vy

Comparando la parte de arriba a (6.2.3) vemos que cuando 0=0, la
parte de arriba corresponde exactamente al campo de velocidad de la teoria

clasica de Timoshenko , y tan grande como 6 sea pequefio ,esto es una buena

aproximacion .Por lo tanto, los analistas a menudo se permiten a aproximar 0
en valores largos ,igual a n/4,pero colocando los nodos esclavos como para
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que el director no este alineado con la normal .Cuando el angulo entre el
director y la normal es largo ,el campo de velocidad difiere sustancionalmente
de este de la teoria de Timoshenko.

La aceleracion esta obtenida por la derivada del tiempo del material de la
velocidad.

M 0

V =v +77h7(c:)x p +ox(wx p)) (6.4.16)

obtemos

M

L] 0 *
5. fhin _ J‘Qé\/.p(v +;7h?(a)>< p+awx(wxp))dQ

vil il

(6.4.17)
oM hO .
=[, V(v 417 (@a-0"p)dO

Para esto la fuerza inercial depende de »*,como veremos.

Las variables dependientes para la viga seran las componentes de la
velocidad en la linea central VMt y la velocidad angular
w(&,t) ;alternativamente uno puede permitir el desplazamiento en la linea

central u"(&,t) y el angulo actual del director #(£,t) seran las variables
dependientes .Las restricciones de la teoria de vigas CB reemplaza las dos
componentes de velocidad traslacional de un continuo en dos dimensiones por
las dos componentes traslacional de la linea central y el rotacional del director
.Por consiguiente, las nuevas variables dependientes seran funciones de un
solo espacio variable, &, mientras que las variables independientes del continuo
seran funciones de dos espacios variables .Esta reduccion en el
dimensionamiento del problema ,es uno de los beneficios de las teorias
estructurales.

6.4.2.-Velocidades deformacion:

Examinemos las siguientes velocidad deformacion en la viga CB .Esto
es llevado acabo para unas series de expansion de la velocidad de

deformacion a través del espesor .Los resultados para =0 es:

XX X, X X X, X X, X

0 0\2
D =\ —nh?(ah p. Avbﬁjm(%] (6.4.18)

A 0
Dy =3(—m+vfﬁj+o - (6.4.19)
2 y.X R



190

La velocidad de deformacion axial D« varia linealmente a través de la
profundidad de la viga .Este consiste de tres partes:

1.vM

AAD

X, X

coordenadas corrotacional ,esto también acopla flexion a deformacion axial:

el estirado de la linea central ,porque estos términos esta en las

h® » : . . -
2.77?a),x,la velocidad de deformacion de flexion ,el cual varia linealmente con

n,

h° ., : : :
3.777 p..v" la flexion vos resultados estirados ;estas uniones de estirado y

X, X X,X

flexion pero tiende a ser menos importante que el primer termino.

La componente del cortante transversal D,, también varia linealmente a
Xy

través de la profundidad ,pero el termino constante es dominante .Esta
variacion lineal no es consistente con cortantes transversales observado .Por lo
mismo ,la distribucién del cortante transversal juega una menor regla en la
respuesta total de mas vigas .Para vigas homogéneas delgadas ,esto resulta
insignificante y la energia cortante es justa una penalizacion que forza la
hipétesis Euler-Bernoulli :que las normales permanecen normales .Para esto la
forma exacta del cortante no es importante en vigas homogéneas delgadas
.Para vigas compuestas y gruesas ,las correcciones del cortante transversal
serdn a menudo requeridas.

Las ecuaciones de arriba seran generalmente no usadas para el calculo
de velocidades deformacién en una viga CB. Esto esta solamente sensible
para usar formulas cuando la velocidad es critica 0 cuando las ecuaciones
constitutivas seran expresadas en términos de esfuerzos resultantes.

6.4.3.-Esfuerzos resultantes y fuerzas internas.

En teorias de vigas clasicas y cascarones , los esfuerzos seran tratados
en términos de otras integrales conocidas como esfuerzos resultantes .La
predominancia de la parte constante y lineal del esfuerzo es la base para el
reemplazamiento de los esfuerzos resultantes no es necesario en las
computaciones, y seran eficientes solamente para materiales lineales.

Examinaremos los esfuerzos resultantes para la teoria de vigas CB
.Para un desarrollo mas manejable ,suponemos el director a ser normal z la

linea de referencia ,esto es @ =0.Consideremos una viga en dos dimensiones
con la linea de referencia parametrizada por r ; O<r<L , donde r tiene
dimensiones fisicas de longitud, en contraste a la coordenada curvilinea & , el

cual no es dimensional .Para definir el esfuerzo resultante ,expresamos el
trabajo interno virtual en términos de la componente corrotacional del esfuerzo
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de Cauchy .Omitimos el trabajo debido a gyy el cual desaparece debido a la
suposicion del esfuerzo plano .Esto da

L A A A A
5P™ = [[(6D,, 0,,+25 D, o, )dAdr (6.4.20 a)
0A

En la parte de arriba ,la integral dominante de tres dimensiones ha sido
cambiada para una integral de area y una integral de linea .La integral de arriba
es una buena aproximacién para la integral sobre el volumen si los directores a
los puntos finales seran normales a la linea de referencia y el espesor a
razones radiales es comparado pequefio a la unidad .Invocaremos las
cinematicas de una viga CB .Sustituyendo (6.4.18-6.4.19) dentro de (6.4.20 a)
obtenemos

L A A A A
5P = [[ @V 7= (G0, +p, OV )0, + (0w + 5V, ) oy)dAdE (6.4.20 b)
0 A X X XX XX X

linea de referencia

Figura 6.6.-Esfuerzo resultante en viga de 2D;el area de seccion
transversal A se muestra.

Las siguientes integrales de area de los esfuerzos ( conocidos como momentos
cero y primero ) seran definidos:

Fuerza membrana n= IA(;XX dA
Momento m= —.[A §I<Afxx dA (6.4.21)

Fuerza cortante sS= L\axy dA
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La parte de arriba sera conocida como esfuerzos resultantes o esfuerzos
generalizados; estos se muestran en la figura 6.6 , con otras convenciones de
signos positivos .La resultante n es la fuerza normal , también llamada la fuerza
membrana o fuerza axial .Esta es la fuerza neta tangente a la linea central
debido a los esfuerzos axiales .Este es también el momento cero de los
esfuerzos axiales .EI momento m es el primer momento de los esfuerzos
axiales alrededor de la linea de referencia .La fuerza cortante S es la resultante
neta (momento cero )de los esfuerzos -cortantes transversales .Estas
definiciones corresponden con las definiciones usuales en mecanica de
estructuras.

Con estas definiciones, el trabajo virtual interno (6.4.20) dara

L
SP™ = [(8V", +(Sw, +p, .SV )M+ (~dw+ v, ))dr (6.4.22)

° X,X X, X XX Y,

axial flexion cor tante

Los nombres de las diversas fuerzas seran indicadas .La fuerza axial o
membrana es la fuerza expedida en estirar la viga, la fuerza de flexiobn en
flexion de vigas .La fuerza transversal cortante surgird también de la flexion, de
esto la fuerza integral ha sido reducida a una integral de una dimensién .Esto
es una caracteristica sobresaliente de teorias estructurales ;la dimension es
reducida a una ,por la imposicién de las restricciones en el movimiento.

6.4.4.-Fuerzas externas resultantes.

El desarrollo de fuerzas externas generalizadas paralelas al desarrollo
de las fuerzas internas generalizadas que hemos justificado completamente.

Empezaremos con la expresibn para un continuo y entonces
impondremos las restricciones sobre el movimiento .Debido a las restricciones
Jlas fuerzas externas generalizadas involucran integrales sobre el espesor de

A
la viga CB .Suponemos que P es coincidente con y en los extremos de la viga
.La superficie superior e inferior de la viga sera conocida como I', y las

superficies sobre los extremos por I' .Empezaremos con el trabajo externo
virtual para el continuo el cual es

SPP = [ (BVxtit 5V, L) + [ (5Vibyt5V, b,)dQ (6.4.23)

qur

En la parte de arriba y el resto del trabajo ,usaremos un asterisco para
designar las tracciones .Restringiremos el movimiento por la imposicion de las
suposiciones CB como las dadas por (6.4.15).Sustituyendo (6.4.15) dentro de

la parte de arriba ( con 0=0 ) quedando

/\M N /\* /\M /\* /\M A A /\M A
SP™ =] ((8Vx S y)tit SVy ty)dF+IQ((§VX ~dwy)b+svy by)dQ  (6.4.24)

tbul
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Las fuerzas externas generalizadas seran ahora definidas ,similarmente
a las esfuerzos resultantes ,pero tomando en cuenta los momentos ceros y
primero de las tracciones:

n*=.[A'€;dA , m*=—IA§/€:dA , s*=jA€;dA (6.4.25)

Las tracciones y fuerzas del cuerpo entre los puntos finales vendran a ser
fuerzas del cuerpo generalizadas en teorias de vigas .Estas estaran definidas
por

*

T,=] tedr+[boda, T,=] t,dr«[b,dA , M=—] yi.dr+[ yb,da
(6.4.26)

Ya que las variables dependientes han sido cambiadas de v.(x,y) a v (r) y
o(r) por la suposicion de Mindlin-Reissner , las definiciones de frontera seran

cambiadas por consiguiente ;las fronteras vendran a ser los puntos extremos
de la viga .Los extremos seran las intersecciones de la linea central con I'.El
trabajo virtual externo (6.4.23) en forma simplificada de las definiciones (
6.4.25-26),quedaran

SPe = jOL OV T +5Vy T +5oM)dr+5vin’| +8v,s°| +d, (6.4.27)

Ts

r
T, "

Donde r,,r,,r, seran los extremos de la viga en el cual la fuerza normal
(axial),momento , y fuerza cortante seran preescritas ,respectivamente .Una

frontera sobre la cual la traccion tx esta preescrita viene a ser una frontera de
la fuerza normal preescrita y frontera momento, r, y r, .La transformacion de
un continuo una viga CB de estos cambia la naturaleza de las condiciones de
frontera traccion .Las condiciones de frontera traccion sera vista ,solamente los
momentos cero y primero de las tracciones pueden ser preescritos .Esto es
posible en la teoria de vigas para tener una frontera I'" el cual es una frontera
r, pero no una frontera r,.Un ejemplo es una frontera el cual esta fijado en la
direccidén x pero conectado a un resorte de espiras con este eje alineado con
e,.Esta sutileza sera debida al cambio de variables dependientes el cual

resulta de las restricciones cinematicas.

6.4.5.-Condiciones de frontera.

Las condiciones frontera estaran subdivididas ,dentro las condiciones
frontera natural y esencial .Las condiciones frontera velocidad (desplazamiento
) sera esencial y dado por

/\'vI AM* /\M /\M*
Vx =Vx sobreI’, , vy, =vy sobreI'’, , w=w sobrel',, (6.4.28)
Vv

Xy Vy,
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Donde el suscrito en I', indica cual velocidad esta preescrita .La
velocidad angular es independiente de la orientacion del sistema coordenado,
por lo que, no hemos superpuesto un sobrerito en este.

Las condiciones frontera traccion generalizadas seran :
n=n sobrer, , s=s sobrer,, m=m sobre r, (6.4.29)

Note que ( 6.4.28) y (6.4.29) seran condiciones frontera en variables
cinematicas y cinéticas el cual esta conjugada en potencias no pueden ser
preescritas sobre las misma frontera ,pero uno de el debe estar preescrita en
alguna frontera ,por consiguiente nos da

_0 (6.4.30)

6.4.6.-Forma débil.

La forma débil de la ecuacion del momento para una viga esta dada por

5Pkin +5Pint — 5P6Xt V(5VX,5Vy15a)) e uO (6431)

Donde u, es el espacio del intervalo de las funciones diferenciables

funciones C%.el cual desaparece en las correspondientes fronteras

desplazamiento preescrita .Las funciones necesitan solamente ser C° pues
solamente las primeras derivadas de las variables dependientes apareceran
en las expresiones del trabajo virtual .Note que la forma débil tiene la misma
estructura como la forma débil para un continuo.

6.4.7.-Forma fuerte.

No derivaremos la forma fuerte equivalente a (6.4.31) para la geometria
arbitraria .Esto puede ser hecho ,ver SIMO y Fox (1989) ,pero este o es dificil
sin tensores curvilineos .En vez de esto ,desarrollaremos la forma fuerte para la
teoria de pequefias deformaciones en una viga recta de seccion transversal
uniforme , el cual esta a lo largo del eje x ,con inercia y momento despreciables
aplicado al cuerpo .Para la simplificacion de arriba, usando las definiciones
(6.4.22) y (6.4.27) , (6.4.31) podemos reducirla a

J‘OL 0V, o + 3w, +(SV, , —Sw)s—5v, T, —ov, T )dx— (5vxn*)‘rn ~(0v,s")
(6.4.32)

LT (&Um*)‘rm =0
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Los sombreritos han sido despreciados ,ya que el sistema coordenado
coincide con el sistema global en todos los puntos .El procedimiento para
encontrar la forma fuerte equivalente ,sera paralelo al procedimiento
encontrado anteriormente.

La idea es el remover todas las derivadas de las funciones prueba en la
forma débil ,de tal manera que la parte de arriba pueda ser escrita como
productos de las funciones de pruebas con una funcion de las fuerzas
resultantes y otras derivadas .Esto es llevado a cabo por el uso de la
integracion por partes , ,lo cual esta descrito abajo para cada termino en la
forma débil:

.fOL v, ,ndx = —IOL SV, dx+(8v,n)| ~ ZD&VXnD“i (6.4.33)
jOL Sw,, mdx = — jOL S, , dx +(Swm)|, —Zﬂda)m[ri (6.4.34)
LL oV, ,sdx = _JOL 6V,S,,, dx+ (5vys)‘rs - ZE&ysgﬂ (6.4.35)

Donde TI', son los puntos de discontinuidad .En cada uno de encima

hemos aplicado el teorema fundamental del calculo para una funcion
diferenciable continuamente .También hemos usado el hecho que las funciones
prueba desaparezcan sobre las fronteras desplazamientos preescritas ,por lo
que el termino frontera solamente aplica a los puntos frontera traccion
.Sustituyendo ( 6.4.33-35) en ( 6.4.32) obtenemos (haciendo un cambio de
signos)

[ (0, (0, +1,) + 8o(m, +5)+ 8V, (5., +1,))dx + Y (v, L[+ 6v, [T+ s D),

(6.4.36)
—ov, (n° —n)‘F +oo(m’ —m)‘r +6V, (s —59)

=0
FS

Usando el teorema de densidad como el dado , entonces obtenemos
la siguientes formas fuertes:

n,+f =0,s,+f =0,m, +s=0 (6.4.37)
n[J=0 ,[Js[J=0,[Im]=0 sobre I,  (6.4.38)

n=n sobre ', ,s=s sobre I, , m=m" sobre I' (6.4.39)
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Los cuales seran respectivamente ,las ecuaciones de equilibrio ,las
condiciones de continuidad internas y la traccion generalizada (natural)
condiciones de frontera.

Las ecuaciones de equilibrio de arriba seran conocidas en mecénica
estructural .Estas ecuaciones de equilibrio no seran equivalentes a las

ecuaciones de equilibrio continuo , oy ; +b, =0 .En vez de esto ,este puede ser

considerado formas de peso de las ecuaciones de equilibrio continuo .Estas
ecuaciones de equilibrio seran una consecuencia directa de restricciones del
movimiento por las suposiciones de Timoshenko .Para las restricciones de las
funciones de prueba ,las ecuaciones de equilibrio seran diminutos.

6.4.8.-Aproximacién del elemento finito.

La aproximacion del elemento finito por (6.4.1) es construido del
significado de las funciones de formas de una dimension N, (£):

X (&t = (X (1) +77h? BN (6.4.40)

Donde repetido el caso anterior sera sumado a n, .Como es indicado

arriba ,el producto de los espesores con el director es interpolado .Si el espesor
y el director son interpolados independientemente ,el segundo termino en la
parte de arriba es cuadratico en las funciones de forma y el movimiento difiere
del elemento continuo principal (6.33).Este es seguido inmediatamente de la
parte de arriba que la configuracion inicial de los elementos es obtenida por

X (&) = (X" +77h7 PN, (&) (6.4.41)

El desplazamiento es obtenido pero tomando la diferencia de (6.4.40) y
(6.4.41), el cual es obtenido por

UEmY = @ O+1 (P, O PN, &) (64.42)

Tomando el material de la derivada del tiempo de la parte de arriba obtenemos
la velocidad.

VEn) =M ) +nh7(wez S OIN(©)  (6.4.43)

Este campo de velocidad es idéntico por el campo de velocidad generado por
la sustitucion (6.3.9) en (6.3.4)

Inextensibilidad de todas las fibras:



197

A pesar que las fibras nodales sean inextensibles , las otra fibras en un
elemento puede cambiar en longitud .Esto puede facilmente ser visto sin
algunas ecuaciones ,pero considerando la situacion especifica mostrada en la
figura 6.8;la fibra en el punto medio es obviamente corto

Fuerzas nodales :Las fuerzas nodales maestras seran obtenidas por (6.3.15).

f fxr 10 Yoo Y-
fxI T b donde T,=|° = % 7% E6.1.6
1 | .':XI+ onde 1= l O y| _y|+ ( T )
m f . 01 x, X
yl !
Evaluando la parte de arriba ,obtenemos:
fo=Ff . +1. , = fyp + fyl, (E6.1.7)

mo=(y, =y ) f + 0 =x)f, +(y -y )+ =x)f . (E6.1.8)

entonces la transformacién es obtenida ,de lo que se esperaba para el
equilibrio :la fuerza nodal maestra es la suma de las fuerzas nodales esclavas y
el momento maestro nodal es el momento de las fuerzas nodales esclavas
alrededor del nodo maestro.

Deformacién de Green:

Esta formulacion del elemento puede ser aplicada a ecuaciones constitutivas
en términos del esfuerzo pk2 y la deformacion de Green .La computacion de la
deformacion de Green requiere del conocimiento de 6, y x, .El director en las

configuraciones inicial y actual ,esta obtenida por
py =cosd , py =send , p, =cosb, , p, =send, (E6.1.9)

Las posiciones de los nodos esclavos ,pueden entonces ser computarizados
pero especificando (6.4.1) a los nodos ,con lo cual obtenemos.

h h h h
Xl+ :X1+?0 pgl’Yf :Y1+?0 pgl X1+ :X1+E Py y1+ :y1+5 pyl
h, h

h h
le =X, _? pgl’ Yr =Y, _?0 pgl X = Xl_E Par ¥ =N _E Py1

h h h h
X, =X, _?O pgzi Yz, =Y, _?0 p32 Xy =% _E Py2s ¥, =Y _E Py2 (E6.1.10)

2

h h h h
Xz* - X2+?0 p>(<)2’ Yz* :Y2+?O p32 Xz* :X2+§ Py2s yz+ = y2+z py2
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i p!' PE ‘
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| ";«
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fibra actual del punto medio

‘\_‘_ .. .
fibra original del punto medio

Figura 6.8 Deformacion de una viga CB de 2-nodos ,mostrando fibras
cortas del punto medio.

Los desplazamientos de los nodos esclavos es entonces obtenido
tomando la diferencia de las coordenadas nodales .El desplazamiento de algun
punto puede entonces ser obtenido tomando el campo de desplazamiento
continuo por u=u.N..La deformacién de Green puede entonces ,ser

computarizado por las leyes computarizadas .La parte de arriba es una forma
simplificada para ejecutar la computacion .Para minimizar el error de redondeo,
la computarizacién puede ser hecha en términos desplazamientos.

Velocidades de deformacion para un elemento rectangular :Cuando el
elemento continuo principal es rectangular y la linea central de la viga esta a lo
largo del eje x,el campo de velocidad (6.4.15) es

V=V —yee (E6.1.11)

X

Porque los directores estan en la direccion y y 0 =0.Escribiendo afuera
las componentes de la parte de arriba con una dimension ,las funciones de
forma lineal dar4,

vl e s o) -y 2 La-
Vx_vxlz(l §)+Vx22(1+§) Y(w12(1 §)+6022(1 $))

1 1
Vy, =y ~(1=8) +vyh = (1+¢)
2 2
Donde ¢£e[-1, 1] .Las componentes de la velocidad deformacién , estén
entonces obtenidas por :

Ny Loy Y,
XX GX - I (Vx2 Vxl) I (a)z 601)
ov, ov, 1 1 1
Xy a): + ay =I—(V§A2—Vm)—(a)la(l—g)-i-&)za(l-i-f))

2D
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La componente D, esta computarizada por la condicion del esfuerzo plano.

6.5.-Implementacion del elemento continuo basado Cascaron.

Ahora desarrollaremos los elemento finitos del elemento continuo
basado (CB) cascaron .Esta aproximacion fue iniciada por Ahmad ,lrons y
Zienkiewicz (1970).Una versién no lineal de esta teoria fue expresada por
Hughes y Liu(1981).Las extensiones y generalizaciones fueron obtenidas por
Buechter y Ramm(1992) y SIMO y Fox (1989).En la implementacion del
cascaron CB ,como para vigas CB no es necesario repetir todos los pasos
seguidos en la discretizacion del continuo ,desarrollando una forma débil
,discretizamos el problema pero usando interpolaciones del elemento finito ,etc
.Una vez que el elemento cascaron es desarrollado impondremos las
restricciones de la teoria de cascarones en un elemento continuo
.Posteriormente ,examinamos cascarones CB de un punto de vista mas teérico
pero ,imponiendo las restricciones sobre las pruebas y movimientos de ensayo
antes de la discretizacion del elemento finito.

6.5.1.-Suposiciones en teorias cléasicas del cascaron .

Para describir las suposiciones cinematicas para cascarones
,necesitamos definir una superficie de referencia , a menudo llamada superficie
media .La superficie de referencia ,como el segundo nombre implica ,el
generalmente colocado al punto medio entre la superficie inicial superior e
inferior del cascaron .Como en vigas CB no lineales ,la colocacion exacta de la
superficie de referencia en cascarones no lineales es irrelevante.

Antes de desarrollar la teoria de cascarones CB ,revisaremos
brevemente las suposiciones cinematicas de las teorias clasicas de cascarones
.Como en vigas ,hay dos tipos de suposiciones cinematicas ,pues estas
admiten cortantes transversales otras no .Las teorias las cuales admiten
cortantes transversales seran llamadas teorias de Mindlin-Reissner ,mientras
que las teorias las cuales no admiten cortantes transversales seran llamadas
teorias de Kirchoff-Love .Las suposiciones cinematicas en estas dos teorias de
cascarones seran:

1.-Teoria Kirchhoff-Love :La superficie normal a la superficie media permanece
recta y normal.

2.-Teoria Mindlin-Reissner :La normal a la superficie media permanece recta.

Los resultados experimentales muestran que las suposiciones de
Kirchhoff-Love seran obtenidas para cascarones delgados .Para cascarones
gruesos o compuestos ,las suposiciones de Mindlin-Reissner seran apropiadas
,porque los cortantes transversales vienen a ser importantes .Los efectos del
cortante transversal seran particularmente importantes en composiciones .La
teoria de Mindlin-Reissner puede también ser usada para cascarones delgados
en este caso la normal permanecera aproximadamente normal y el cortante
transversal casi desaparecera.
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Un punto el cual necesitamos hacer es que la teoria de Mindlin-Reissner
fue hecha originalmente para problemas de pequefias deformaciones , y mas
de otras verificaciones experimentales han sido hechas para pequeias
deformaciones .Una vez que las deformaciones sean largas ,esto no es claro
si es mejor que se suponga que la normal actual permanezca recta o que la
normal inicial permanezca recta .Actualmente ,mas trabajos tedricos, la normal
inicial es supuesta a permanecer recta .Esta es hecha probablemente porque
este guia a aclarar la teoria .Sabemos sin experimentar que esta suposicion es
mejor que la suposicién de que la normal actual permanece instantaneamente
recta.

6.5.2.-Coordenadas y definiciones.

En la implementacion y en la teoria de elementos cascaron CB el
cascaron es modelado por una sola capa de elementos de tres dimensiones .El
movimiento es entonces restringido para mostrar la suposicion modificada de
Mindlin-Reissner.

Un elemento CB con nueve nodos maestros y el elemento continuo de
tres dimensiones asociado sera mostrado en la Figura 6.6.Las coordenadas del

elemento principal sera &', i=1 a 3 ;también usamos la notaciéon &' =¢&,
E=pn ,y £ =¢ ;las coordenadas &' seran coordenadas curvilineas.

W o eeaes o M4
i O ™~
ety )/d |
x = ¢(X(E).1) C
nodos ;/ c TG
® naestros Y

nodos
esclavos

Figura 6.9.-Elemento cascaron de nueve nodos basado en un elemento
continuo de 18 nodos.

principal O actual

A cada superficie de constante C es llamada una lamina .La superficie de
referencia corresponde a {=0.La superficie de referencia es parametrizada por
las dos coordenadas curvilineas (&,7),£”en notacion indicial (letras Greek
seran usada para indicar con un rango de 2).Las lineas a lo largo del eje C
seran llamadas fibras, y el vector unitario a lo largo de una fibra es llamado un
director .Estas definiciones seran analogas a las correspondientes definiciones
para vigas CB obtenidas anteriormente .Los espesores estan definidos como
sigue .La distancia a lo largo de la fibra entre la superficie inferior y la

superficie de referencia esta dotado por h™(&,,,t) , y la distancia a lo largo de
la fibra entre la superficie superior y la superficie de referencia esta denotado
por h*.Los espesores estdn entonces dados por h=h"+h" .Esto no es una
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definicion usual para los espesores de un cascaron ,el cual esta usualmente
definido como la distancia entre la superficie superior e inferior a lo largo de la
normal ,pero es comun en teorias cascaron CB.

6.5.3.-Suposiciones.
En la teoria de cascarones CB ,la mejor suposicion sera:
1.-Las fibras permanecen rectas(suposicion modificada de Mindlin-Reissner).

2.-El esfuerzo normal a la superficie media desaparecera (también llamado la
condicion de esfuerzo plano).

3.-El momento debido a la extension de la fibra y el balanceo del momento en
la direccion de la fibra sera despreciado.

La primera suposicion difiere de la teoria clasica de Mindlin-Reissner en
el cual las fibras restringidas a permanecer rectas, no a la normal .Como en
vigas ,la suposicion cinematica clasica de Mindlin-Reissner no puede ser
impuesta exactamente en un elemento CB con interpolaciones C°.Los nodos
podran ser colocados de tal manera que la direccion de las fibras sea tan
cerrada como posible a la normal .Mientras que la suposicion uno puede ser
visto como una aproximacion a la suposicion clasica de Mindlin-Reissner
Jpreferimos llamar a esta una suposicion de Mindlin-Reissner.

Esto es a menudo supuesto en la teoria de cascaron CB que las fibras
sean inextensibles .Por consiguiente esta suposicion es aplicada solamente
para la parte de arriba establecida y no se sostiene a través de la formulacién
.Ya que el espesor cambia para deformaciones largas ,algunos de los efectos
de la inextensibilidad de las fibras seran incluidas.

6.5.4.-Sistema de coordenadas.
Tres sistemas de coordenadas son definidos:

1.-El sistema cartesiano global (x,y,z) como vectores base e;.

ANVANIVAN N

2.-Las coordenadas laminares corrotacionales (x,y,z) con vectores base e, ,a
menudo llamado coordenadas laminares .Estas seran construidas en cada
punto .Los vectores base laminares varian de punto a punto ,pero seran vistos
como un sistema cartesiano global .Posteriormente describiremos el sistema
laminar.

3.-El sistema de coordenada nodal asociado con los nodos maestros ,la
asociabilidad de los vectores base ortogonales seran identificadas por barras

superpuestas ,como en e (t),y el subscrito identificado al nodo .Para una

matriz masa concentrada, los vectores base seran coincidentes con las
coordenadas principales de la matriz masa .Esto puede ser definido por
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ea(t)=p,(t) (6.5.1)
La orientacion de los otros dos vectores es arbitraria.

Las coordenadas laminares no rotaran exactamente por la R del teorema
descomposicion polar .Por consiguiente particularmente si el cortante
transversal sea pequefo ,la diferencia es menor y esto es de interés para
pensar de estos como corrotacionales.

6.5.5.-Aproximacion del elemento finito de movimiento.

El elemento continué principal para un cascaron CB es un elemento
isoparametrico de tres dimensiones con nodos 2n,,con nodos ng.en la

superficies superior e inferior como se muestra en la figura 6.9.Para observar la
suposicion modificada de Mindlin —Reissner que el movimiento es lineal en (,el
elemento continuo puede tener mas de dos nodos esclavos a lo largo de
alguna fibra .La malla es Lagrangiana y cualquiera otra actualizacion o una
formulacion actual Lagrangiana.

A la interseccion de las fibras conectando un par de nodos esclavos con
la superficie de referencia ,definimos los nodos maestros n, como se muestra

en la figura 6.9.Como en la viga ,dos notaciones seran usadas para los nodos
esclavos .Los dos esquemas estan relacionado por (6.3.1).La formulacién
puede tener otros cinco o seis grados de libertad por nodo maestro
.Enfatizaremos la formulacién de los seis grado de libertad y discutiremos la
formulacién de los cinco grados de libertad y los meritos relativos mas tarde
.Las velocidades nodales y fuerzas nodales para un nodo maestro en la
formulacién de los seis grados de libertad seran

di =[V w0, 0, o, T (6.5.2 a)

zl X

\Y \Y

x| yl

f

yl zl X

f=[f, f m, m, m,] (6.5.2 b)
Donde o, seran las componentes de la velocidad angular y m, seran

las componentes del momento al nodo I.

La aproximacion del elemento finito al movimiento en términos de los nodos
esclavos es

X(ED=4ED= XX ON, O+ 3 X, ON, (€)= X ON-() (653

/=1 1*=1 1"=1

Donde N .(£) seran estandares isoparametricos ,funciones de forma de

tres dimensiones y ¢ seran las coordenadas del elemento principal .La

notacion para el numerado de los nodos esclavos es idéntico al obtenido en
vigas visto en la seccién 6.3.1.Renombrando que un elemento Lagrangiano ,las
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coordenadas del elemento puede ser usada como substitutos del material
coordenados .El campo de velocidad del elemento continuo principal esta dado
por

2ny o 2ny

V(ED =Y X ON (€)= 2V, (ON- (&) (6.5.4)

Donde X .=V, es la velocidad del nodo esclavo 1" ,ya que el movimiento del
cascaron CB es lineal en £ ,este puede ser escrito como

x=x"+cx® = xM+£p (6.5.5a)
x®=h"p y ¢ =Ch* cuando £>0,
x®=h'p y ¢= ¢h cuando (<0 (6.5.5 b)

Las ecuaciones (6.5.3) y (6.5.5) seran dos descripciones alternativas
del mismo movimiento .Las formas son funciones de tres variables
independientes espaciales ,una representacion del continuo ,mientras que la
posterior es una funcion de dos variables dependientes ,las coordenadas
curvilineas en la superficie de referencia.

El campo de velocidad es obtenido pero tomando las derivadas del tiempo para
el material de (6.5.5):

VEVY 4L V= VM A p+lp (6.5.6)

Las velocidades de los nodos esclavos seran posteriormente expresados
en términos de las velocidades traslacionales de los nodos maestros

T . .
v'=[vi.vivi ]y las  velocidades  angulares  del  director

a)l{wx.,z)y.,z)ﬁ.Escribiendo (6.5.6) a los nodos y usando (6.2.1)

obtenemos

+

V. =V" +h'o,xp,+h p, , V

VY +h w,xp,+h p,  (6.5.7)

Donde h y h; seran las razones de cambio en los espesores.

Como establecimos en la tercera suposicion el balanceo del momentum ( o
equilibrio en estatica) no esta forzada ,para el movimiento relativo en la

ot o
direccién p .Para que los términos involucrados h, y h, en las expresiones
para la velocidad deformacion sean descendidos en la construccion de las
ecuaciones de movimiento .Estos seran también omitidos en la
computarizacion del cambio de deformaciones porque los espesores estan
obtenidos de las ecuaciones constitutivas para la condicion de esfuerzo plano
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.Esto es confuso ,ya que mientras la inextensibilidad sea usada para omitir el
momento de balance debido al movimiento relativo en la direccion p ,el cambio
de espesores no es despreciable en la computarizacion de las fuerzas internas
nodales .

Para obtener las relaciones entre las velocidades nodales para la tripleta
de nodos a lo largo de una fibra ,expresamos el producto cruz en (6.5.7)como

h o,xp,=A"o, , donde A'es el tensor skewsimetrico dado por
A =h"e; p, .Entonces usando una relacion similar para V. podemos relacionar
las velocidades nodales esclavas para las velocidades nodales maestras por

V7 L]
{VI }zT, di (no se suma sobre |) (6.5.8)
|+
_ . :
V.= _vxl,,vyl,,vzl,} ' :[vw,vw,vw} (6.5.9)
oA
T,= 6.5.10
ay N} ( )
0 pz _py 0 Zr _ZI yl - yl’
A =-h|-p, O P |= |2 -2 0 X_ =X (6.5.11)
py _px 0 yl— - y| X| _XI’ O
0 P, _py 0 Z|+ —Z Y- y|+
A =h|-p, O P |= |2 -2, 0 X. =X (6.5.12)
py — Py 0 y|+ Y X _X|+ 0

Esto puede ser visto en (6.5.11) y (6.5.12) que el espesor actual sera
usado en la computarizacion de la fuerza nodal maestra ,al que
contabilizaremos para la extensibilidad de las fibras.

6.5.6.Coordenadas locales .

Las fuerzas nodales esclavas para el cascaron CB ,las fuerzas en los
nodos del elemento continuo principal ,seran obtenidos por el procedimiento
usual para el elementos continuos .Sabemos que la suposicion del esfuerzo
plano y que la computarizacion del cambio de espesores debera ser
considerado .Para este propdsito un sistema coordenado laminar corrotacional

con vectores base e; ,esta establecido a cada punto de cuadratura , y la
actualizacion constitutiva es hecha en este sistema coordenado.
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Varios métodos estan disponibles para establecer los vectores base e;
.El método dado a bajo es de Hughes (1987).El objetivo es encontrar un grupo

ortogonal de vectores base éi tan cerradas como sean posible a los vectores
base covariante g, dado por
_ OX
g x aé:a
Los vectores g, definen un plano tangente a la lamina ,y los vectores

(6.5.13)

A
base e también se situaran en este plano .Los vectores base normal a este
plano estan dados por

g, = 992 (6.5.14)
l9.%q,|

Los vectores base estan desarrollados en dos pasos .Primero un grupo auxiliar
de vectores estan definidos por

a=9 4 9 : b=e.x a (6.5.15)
lo.] .|

Los nuevos vectores base estan entonces dados por

A a-b A a+b
By = —— , ey=—— (6.5.16)
Ja—b] " Ja+b

Las componentes laminares pueden ser evaluadas en dos formas:

1.-Computarice D y transforme las componentes por

6 = Rlzm DI:zlam !

(Ri)iam = &€ (6.5.17)

2.-En cada punto computarice la velocidad y luego el cambio de deformacién
en el sistema coordenado laminar usando

vi=Rl v Xi=RLX, , L=w N|;=Q. N 6:%(|A_+|A_T) (6.5.18)
' S XE
El procedimiento estandar para elementos continuos Lagrangianos de tres
dimensiones seran usados para evaluar todas las componentes excepto f)zz
Jla componente a través de todo el espesor |Szz esta computarizada por la

A
condicion de esfuerzo plano ozz =0.
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6.5.7.-Ecuaciones constitutivas.

Algunas de las leyes materiales del continuo pueden ser usadas para
cascarones CB .Por lo mismo la condicion de esfuerzo plano debera ser
forzada .Los métodos para imponer restricciones ,tales como el método
multiplicadores de Lagrange ,método de penalizacién ,pueden ser usado para
imponer estas restricciones.

Para un modelo material en cambio de forma , la restriccion de esfuerzo
plano puede ser aplicado como sigue .La razon de las ecuaciones actualizadas
seran escritas en la forma de Voigt :

n+1 n+E
2

A N n+1 ~ n A
O xx O xx O xx D
n N A 6
O

W Oy Oy | W
A A A am A

A N

(o2 Caa Cab 2D

Vo= 99| =] 99 | 4t Y (6.5.19)
A A A A T A A
Oxz O xz O xz Cab Cbb 2Dx
A A A A
Oy Oy Oy 2 Dyz
A A
Oz 0 0 Dzz

Permitiendo oz =0, en la parte de arriba ,la condicion de esfuerzo
plano ha sido impuesta .Las componentes de esfuerzo y velocidad de
deformacion han sido reordenadas de la forma estandar Voigt para que las

A A
componentes de los esfuerzos permanezcan..Las matrices C.. y Ca Sean
,respectivamente , submatrices de 5x5 y 5x1 de la matriz modulo tangente ,

A lam

0
C .Una matriz modificada Ca , el cual relaciona que los incrementos de
esfuerzo diferente de cero puede facilmente ser obtenidos eliminando la sexta
ecuacion ,quedando

oP A A AL AT

Caa :Caa—Cab Cbb Cab (6520)

La componente de la razén de f)zz es obtenida de la ultima linea de (6.5.19) y
es usada para obtener el cambio de espesor como se describe abajo.

6.5.8.-Espesores .

Los espesores pueden ser obtenidos también en razones de forma
directamente .Los espesores en algun tiempo estan dados por

h* = [0 F, (+)d¢ . h=[ hF, (-g)dg (6.5.21)
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Donde F,, esta obtenida por F,=F,(e;.p)(e;.p).Note que los

espesores estan definidos aqui difieren de la condicion usual de espesores
,este es la distancia entre la superficie superior e inferior a lo largo de la fibra
.Las razones de h" y h™ estan dadas por

h ='WD, (+6)d¢ , h = ['hD, (~g)d¢ (6.5.22)

Donde D, esta obtenida por Dg:f)ij(éi.p)(éj.p).Los espesores

actualizados dados aqui proveen una aproximacion de 2 parametros para el
espesor .Ya que el gradiente de deformaciones es aproximadamente lineal a
través del espesor en elementos isoparametricos CB ,esto es usualmente
suficiente .A menudo ,formas de un parametro seran usados lo cual cuenta
solamente para el promedio del cambio de espesores .La forma de dos
parametros es mas exacta porque cuando la flexibn es superpuesta
sobrestirado ,el cambio de espesor en el lado comprimido y el lado de la
tensién varia .Una exactitud mas alternativo es para computarizar las nuevas
ubicaciones de todos los puntos de cuadratura ,pero no es usualmente
necesario.

6.5.9.-Fuerzas nodales maestras .

Las fuerzas nodales internas y externas en los nodos maestros pueden
ser obtenidos de las fuerzas nodales esclavas

f_
f =T, {f' } (no suman sobre 1) (6.5.23)

1+

Donde f, esta dada por (6.5.2b) y T, esta dada por (6.5.10).Las fuerzas

nodales esclavas seran computarizadas por los procedimientos para un
elemento continuo.

6.5.10.-Matriz masa .

La matriz masa del elemento cascaron CB puede ser obtenido por una

transformaciéon ,con M la matriz masa para el elemento continuo principal .Las
submatrices 6x6 de la matriz estdn entonces dadas por

M, =T} M i T, (no sumasobreloJ) (6.5.24)

Donde M; es la submatriz de la matriz masa asociada con los nodos |y

J .En programas explicitos y para elementos de bajo orden ,las matrices masa
diagonal seran frecuentemente empleadas .Las submatrices de una matriz
masa diagonal esta obtenida por
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M, 0 0 0 0 0]
O M, 0 0 0 O
M, 0 o 0 M, 0 0 O
M“:{o MJZ 0 0 0 Mw 0 0 (6.5.29)
0 0 0 0 My O
0 0 0 0 0 Mu,

Donde M, =[M,] es la masa traslacional y M =[MJ seran las

rl

inercias rotacionales el cual corresponde para los productos de inercia
alrededor de los nodos .Usualmente expresado en términos del sistema
coordenada nodal .En un isotropico ,la matriz masa diagonal tiene la propiedad

M:=M, =M =M, ,estas componentes seran idénticas en algin sistema

coordenado .La graduacion de Key-Beisinger(1971) es frecuentemente usado
en codigos explicitos para evitar limitaciones en los intervalos de tiempo
estable para el comportamiento del rotacional.

6.5.11.-Ecuacion del momentum discreto .

Para la matriz masa diagonal dado arriba ,las ecuaciones traslacionales de
movimiento en un nodo estan dados por

M, Vit f™=f>  (nosuman sobre ) (6.5.26)

Donde las fuerzas nodales y velocidades nodales seran

(6.5.27)

El movimiento rotacional de cada nodo esta descrito por la triada de

vectores base nodales ey , i =1la 3.La orientacién de la triada de nodo | es
coincidente con las coordenadas principales del tensor momento de inercia M ;

del nodo .Las ecuaciones rotacionales de movimiento estan expresadas en el
sistema coordenado nodal ,ya que la matriz masa rotacional es invariante en
estas coordenadas .Las ecuaciones de movimiento para una masa diagonal
anisotropico esta dada por

My @+ (Mt =M 1), @, + M =My (6.5.28)

xx1



209

—int —ext

M, Z;'y|+(Mxxl —Mo )@, @, + My =My (6.5.29)

—int —ext

M w.'zl +(Myy| —Mxxl )Zle @, + Mz =Mz (6530)

221

Donde las barras indican las componentes en el sistema nodal .La parte
de arriba seran las ecuaciones bien conocidas de Euler .Estas son no lineales
en las velocidades angulares pero los términos cuadraticos desaparecen para
una matriz masa isotropica rotacional.

6.5.12.-Rigidez tangente .

Las matrices rigidez tangente y carga rigidez puede ser obtenido de que el
elemento continuo principal por la transformacién estandar para matrices
rigidez

K,=T kT

i (no suman sobrel o J) (6.5.31)

j
Donde kj es la matriz rigidez tangente del elemento continuoy T, esta dado
en (6.5.10) .Las matrices tangencial y carga rigidez para elementos continuos .

6.5.13.-Formulacion de cinco grados de libertad.

Como veremos ,el movimiento de un cascaron en la ausencia de
torceduras y Uniones pueden ser trotados con cinco grados de libertad por
nodos .En este caso ,las velocidades nodales en un nodo maestro sera

:
v, = [VX, Vo Vo @y ,wyl] (6.5.32)

Donde las componentes de velocidad angular @, han sido omitidas .En

una formulacion de cinco grados de libertad ,las componentes de velocidad
angular deber& ser expresadas en el sistema nodal el cual rota con el nodo
.Las fuerzas nodales seran conjugadas a las velocidades nodales en potencia y
estan dadas por

=ty foma,my | (6.533)

xI? Tyl Tzl

Las relaciones entre las velocidades nodales maestras seran y esclavas
para cada tripleta de nodos a lo largo de una fibra para una formulacién de
cinco grados de libertad puede ser escrita en forma matricial similar a (6.5.8-12)

{\_/' } =T, d., ( no suman sobre 1) (6.5.34)
Vi+
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Donde las velocidades nodales seran expresadas en el sistema de
coordenadas nodales del nodo maestro ,por conveniencia en la parte de arriba

— - - - a1 = - - - T

Vi- :|:V>(I’,VyI7;VZI’:| y Vit =|:Vx|*,Vy|+,VZI+:| (6535)

= - - = T

d :[Vxl,Vy|,Vz|,ZUX|,wyl:| (6.5.36)
| e 0 1 0 1

TI :|:|3><3 A+:| ’A’ — _h; _1 0 s [\+ = —hr —1 0 (6537)
3x3 O 0 0 0

La transformacién de las fuerzas nodales esclavas a fuerzas nodales
maestras estan dadas por (6.5.23).La formulacién de los cinco grados de
libertad mejor ajustados con la teoria de cascarones CB que hace la
formulacién de seis grados de libertad .El hecho es que cuando el cascaron es
plano , la rigidez es singular para una formulacion de seis grados de libertad
.De otra manera ,una formulacién de cinco grados de libertad debera ser
modificada en las esquinas y se le incorpora caracteristicas estructurales tales
como regidores .Para el software con un numero variable de grados de libertad
en un nodo ,usando seis grados de libertad solamente en los nodos donde los
grados de libertad adicional seran requeridos es probablemente mejor.

6.5.14.-Rotaciones largas.

El tratamiento de rotaciones largas en tres dimensiones sera descrito a
continuacion .Este tema a sido extensamente visto en libros sobre métodos del
elemento finito para largos desplazamiento y dinamica de multicuerpos ,para
enumerar ,ver Crisfield (1991) o Shabana(1998).Las largas rotaciones son
usualmente tratadas por angulos de Euler en textos clasicos de dinamica .Por
consiguiente ,los angulos de Euler son no Unicas para ciertas orientaciones y
dirigida para ecuaciones de movimiento dificultoso .Por lo mismo técnicas
alternativas las cuales son claras y mas robustas seran usualmente empleadas.

6.5.15.-Teorema de Euler.

Un concepto fundamental en rotaciones largas es el teorema de Euler
.Este teorema establece que en alguna rotacion del cuerpo rigido ,ahi existe
una linea la cual permanece fijada ,el cuerpo rota alrededor de esta linea ,Para
este las formulas del teorema general para la matriz rotacion puede ser
desarrollada.

Considere la rotacion del vector r para un angulo 6 alrededor del eje
definido por el vector unitario e=e,.El vector después que la rotaciones

nombrada por r como se visualiza en la figura 6.10.La matriz rotacién R
relacionar ar por
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r =Rr (6.5.38)
Donde R esta por ser determinado .Primero derivaremos la formula
I =r+senfe x r+(1-cosb)e x (e x r) (6.5.39)
Donde e es un vector unitario a lo largo del eje de rotacion cuya
existencia sabemos por el terorema de Euler .El esquema en la derecha de la

figura 6.10 muestra el cuerpo como visualizado a lo largo del eje e .Este
esquema puede ser visto en

[ =r+r,, = r+asenbe, + a(l-cosb) e, donde a=rsen¢ (6.5.40)

Figura 9.10.- Rotacion de un vector r visto como una rotacion alrededor
de un eje fijado 6=6e acorde al teorema de Euler ;sobre la derecha
superior, visto alo largo del eje 8 como se muestra

De la definicion del producto cruz esto da que
oe,=rsenge,=e xr, oe,=rsenpe,=e x (e Xr) (6.5.41)

Sustituyendo la parte de arriba ae,=e xry ae,=e x (e x r ) , dentro de
(6.5.40) obtenemos ( 6.5.39) en forma matricial .Renombrando de que un
tensor skew-simétrico puede ser definido por Q;(v)=-e,v, donde e, es el
simbolo de permutacion ,del cual

0 -v, v,
vxr=Q)r dondeQ(v)=| v, 0 -y, (6.5.42)
-v, v 0

para algun vector v.De la definicion de Q(v) esto sigue que

Qe)r=e xr, Q*(e)r=Q(e) Q(e)r=e x (e xr) (6.5.43)
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La parte de arriba es ilustrada en la figura 6.11 a lo largo con potencias
elevadas de Q(v)

Reemplazando los productos cruz en (6.5.39) con el producto vector
obtenemos

r =r+senfQ(e) r+(1-cos)Q? (e) r (6.5.44)
Comparando de (6.544) con (6.5.38) obtenemos

R=I + senbQ(e)+ +(1-cos0)Q? (e) (6.5.45)
escribiendo la matriz rotacién ,esto es a menudo util para definir una matriz
columna 6 dado por 6=6e . En términos de Q(0), (6.5.45) podemos escribir

como

R=|+ send Qo) + 1—0(2)50
0 o0

0)Q% (0) (6.5.46)

6.6.-TEORIA DE CASCARONES CB .
6.6.1.-Movimiento.

El objetivo es examinar el movimiento como una funcion de dos
variables independientes ,§ y n , y el resultante campo de deformacion de
velocidad .En lo siguiente , ,§ y n seran coordenadas curvilineas sobre la
superficie del cascaron .Este juega el mismo papel ,como las correspondientes
coordenadas del elemento por lo que proveeremos de una parametrizacién de
la superficie de referencia del cascaron .La superficie de referencia del
cascaron es un multiple de dos dimensiones en el espacio de tres dimensiones.

De acuerdo a la suposicion modificada de Mindlin-Reissner las fibras
permanecen rectas ,como el movimiento debera ser lineal en C:

x@Em.CH=x" .0+ Ch™ (EmpEm,)  para (<0 (6.6.1a)

X(Em,G.0=x" &m0+ Ch* (En.Dp@En.t)  para >0 (6.6.1 b)

Donde h (¢m,t) y h"(En,t) seran las distancias de la superficie de
referencia a la superficie superior e inferior a lo largo del director |,
respectivamente .La mitad de la superficie inicial es supuesta a ser la parte

. . , o h
media entre las superficies superior e inferior , como h; =h; :EO.La parte de

arriba puede también ser escrita en la forma compacta (6.5.5 a ):

x=x"+xB=x"+p (6.6.2)
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Donde x° debido a la flexiéon como se definio en (6.5.5b) y Z es también

definida en (6.5.5b).Las coordenadas del cascaron en la configuracion original
sera obtenida por la evaluacion de (6.6.2) al tiempo inicial:

X(@Em,0=x" (&m)+¢ o po(em)=x" +C x° (6.6.3)
Donde p,=p(&.,n.0) y Z , esta definido en términos de la configuracion
inicial .EI campo de desplazamiento es obtenido pero tomando la diferencia de
(6.6.2) y (6.6.3):
uEn.ch=u"+ut=uM+g (p-py)+A L p=uM+Lut+A P (6.6.4)

donde

X

UM:XM'XM ’ UB: B_XB :h_20 (p'po)
AC=C-¢ y=¢(h*-h))para §>0 , AL = -¢ =¢(h -hy) para (<0 ,  (6.6.5)

Como puede ser visto arriba ,el desplazamiento de flexién u® depende sobre
la diferencia entre dos vectores unitarios, p-p,.Por lo tanto el desplazamiento

de flexion u® puede ser descritos por dos variables dependientes .El
movimiento puede entonces ser descrito por cinco variables dependientes ,las

tres de traslacion de la superficie media u™ =[UM uy' uz“"] , Y las dos las cuales

X !

describen el desplazamiento de flexion, u®.

El campo de velocidad es obtenido tomando la derivada del tiempo del material del
desplazamiento o movimiento ,usando (6.2.1) para describir el avance del director:

VENLH= VY En+ ZoEndxp + £ p (6.6.6)

El ultimo termino de arriba representa la velocidad de cambio en los espesores
.ElI campo de velocidad de arriba puede también ser escrita como.

VEMLH= VY +ve+ p
ve=h'wxp

B

para (<0 y para (>0 (6.6.7)
Vo =h"oxp

donde {

Como puede ser visto arriba ,la velocidad de algun punto en el cascaron
consiste de la suma de la velocidad de el plano de referencia v" ,la velocidad

de flexion v® y la velocidad debido a el cambio en espesores .La velocidad de
flexion depende sobre la velocidad angular del director .La componente de la
velocidad angular paralela a el director p es irrelevante ya que estas causas no
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cambian en P .Esta componente es llamada la componente de perforacion o la
perforacion de manera corta .Ya que el perforador no afecta a la deformacion
,esto es aparente que una formulacion de cinco grados de libertad es mas
consistente con ,cascarones CB que una formulacién de seis grados de
libertad.

6.6.2.-Velocidades de deformacion.

En lo siguiente examinaremos las velocidades de deformacion para la
teoria de cascarones CB .Por simplicidad ,consideremos un cascaron con la
superficie de referencia a la superficie media y despreciemos los cambios en
los espesores .Las velocidades de deformacion seran estudiadas usando una
expresion en series alrededor de la superficie media .Las formulas resultantes
no seran recomendadas para calculos excepto cuando el esfuerzo resultante
sea usado .El analisis esta basado por Belytschenko,Wong y Stolarski
(1989).Por simplicidad, es supuesto que el director es colineal con la normal y

que el plano de referencia es el plano medio ,por lo tanto h*=h"=h/2.

Considere la derivada de una funcién genérica f(x).Nuestro objetivo es
el expandir la expresion para la velocidad de deformacién en potencias de
Ef:g”h/ZR ,con lo cual serd pequefio para un cascaron .Por consiguiente los
términos de alto orden como el cuadratico puede ser despreciados
.Empezaremos la forma tridimensional a la regla de cadena(note que hemos
escrito la transpuesta de forma usual):

_/\ AN AN 7]
f, va yag 215 f,A
§ /\T AN AN AN X
o, r=% f,;z X, Yo i f’;,
f A A A
¢
Xip  Yor Ly f,;

KXY o SM S B N

Xip ¥ Xz Yoe +C Y. 2. 407, || f,,
oM B OM "B oM "8

=| X, ¥C X, Yoy ¥C Y, 2, +CZ,0 |9 T (6.6.8)
B
A

X y z f.

Consideremos solamente las derivadas x y x .Por lo que el sistema de
coordenadas es corrotacional , en el plano de referencia

A A A
z,,=h/2z, =z,,=0.Invirtiendo la parte de arriba en forma cerrada para la

submatriz asociada con las derivadas x y y dando
(6.6.9)

Donde
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(6.6.10)

Expresando el movimiento de flexion x® en términos de las componentes del
director en (6.6.9) dandonos

(6.6.11)
notamos que el radio de curvatura R esta dado por

(6.6.12)
Pero B en (6.11) es del orden R™ y puede ser reescrito (6.6.11) como
= (A+¢ RB) donde b= (6.6.13)

Suponemos ahora que

Donde R es el radio de curvatura .La segunda ecuacion de arriba sigue
del primer ya que |§|sl.Esta condicion en la razén de espesores para los

radios de curvatura es un requerimiento importante para la aplicabilidad de la
teoria de cascarones .Cuando esto no esta reunido ,la teoria de cascarones no
es aplicable.

Multiplicando ambos el numerador y el denominador de (6.6.13) por
1—bl§r y borrando los términos de orden cuadratico o elevando en @entonces

damos ( después reemplazamos ¢ por ¢ via (6.6.14):

(6.6.15)

Donde

Note que el denominador es después la multiplicacion .Por lo que
solamente el termino retenido en el denominador es J,.El gradiente de

velocidad L= v.La razon de deformacion D.s es la parte simétrica de L ,por lo
que esto es también lineal a través de los espesores .Estas correspondencias
de la distribucion a través de los espesores de deformaciones es clasico en
teorias de cascarones .Note que la aplicabilidad de la teoria clasica de
cascarones y la equivalencia de la teoria de cascarones clasico y teoria CB
,ambos se vinculan en la desigualdad.

6.6.3.-Esfuerzos resultantes.

La energia interna esta dada por
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(6.6.16)

Donde o33=0 por la condicion de esfuerzo plano .Si notamos que vy definimos
las resultantes por

(6.6.17)
la energia interna esta dada por
(6.6.18)

Donde S es la superficie de referencia .La energia de arriba esta asociada con
la membrana ,el cortante y flexion , respectivamente.

6.6.4.-Condiciones frontera.

La frontera es un contorno C que es la interseccion de la superficie
lateral del sdélido adyacente con la superficie de referencia del cascaron .La
traccion aplicada a las superficies superior e inferior seran tratadas
similarmente a las fuerzas en los cuerpos .Las condiciones frontera seran

N A
expresadas en un sistema coordenado local con vectores base ex , ey , ¥y
N N N
e;donde ey es tangente a C , e; es normal a la superficie de referencia y

N A N
ex=ewX e;.Las tracciones en C seran subdivididas dentro de momentos cero y
de primer orden:

(6.6.19)

Solamente los dos primeros momentos tienen algun efecto en la respuesta del
cascaron CB.

La energia interna esta dada por
(6.6.20)

Donde ds es la diferencia del arco de longitud a lo largo de C .Cuando la
frontera se sitia en el plano ,las fuerzas externas nodales resultantes de las
tracciones diferentes de cero estan dadas por

(6.6.21)

(6.6.22)
i=1 a 3 para 6 grados de libertad.,i=1 a 2 para 5 g.d.|
Donde N, (&)es la proyeccion de la funcion de forma con ¢ =0 sobre el

extremo.
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Las condiciones de frontera para los cascarones de Mindlin-Reissner es
entonces

*
A AN

vi=vi sobre C,_, ?i = ?i sobre C,, C.nC,=0 , C uC, =C
Vi fi Vi fi Vi fi
(6.6.23)

* *
A AN

we =w, SObre C, , r%a:r?\a sobre C,, C  nC, =0 ,C, uC, =C
(6.6.24)

En la teoria clasica de cascarones y en la implementacion de cinco
grados de libertad ,solamente dos componentes del momento estan preescritas
a lo largo de una frontera porque el grado de libertad perforado no es una
variable dependiente .Por lo mismo ,cuando una formulacion de seis grados de
libertad es usada ,las tres deberan ser preescritas .Las condiciones frontera de
arriba seran exactas solamente cuando la frontera C se sitla en un plano .Para
fronteras general ,el momento generalizado podra ser definido directamente en
términos de las tracciones.

, (6.6.25)
6.6.5.-Inconsistencias e idiosincrasias de las teorias estructurales.

Las suposiciones de Mindlin-Reissner y Kirchoff-Love introducen varias

inconsistencias .En la teoria de Mindlin-Reissner ,el esfuerzo cortante o« Yy oy

es constante .Por consiguiente a menos que una traccion cortante sea aplicada
a las superficies superior e inferior , el cortante transversal debera desaparecer
en estas superficies por las simetrias del tensor esfuerzo .Un andlisis de
equilibrio en vigas elasticas muestran que el esfuerzo cortante transversal
puede ser cuadrético a través de la profundidad de la viga y desaparecera en
las superficies superior e inferior .Por tanto, una distribucion del esfuerzo
cortante constante sobreestima la energia cortante .Un factor de correccién
conocido como correccién cortante, es a menudo usado para reducir la
energia asociada o con el cortante transversal ,las estimaciones exactas de
este factor puede ser hecho para vigas elasticas y cascarones .Para materiales
no lineales ,esto es dificultoso al estimar un factor de correccién cortante.

La inconsistencia de la teoria de Kirchhoff-Love es mucho mas claro
,ya que la suposicion cinematica resultante en un cortante transversal
desaparecera .Para una viga de las teorias estructurales ,esto es conocido que
el cortante debera ser diferente de cero si el momento no es constante.
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Figura 6.12.-Tracciones aplicadas y fuerzas externas resultantes vy
momentos.

Por lo que la suposicion cinemética de Kirchoof —Love es inconsistente
con el equilibrio .Sin embargo ,la comparacion con experimentos muestran que
esto es muy exacto ,y para cascarones delgados y homogéneos es exacto
como la teoria de Mindlin-Reissner .El cortante transversal no juega un papel
importante en la deformacion de estructuras delgadas ,pero esta inclusion tiene
un pequefo efecto .Por que de otra simplicidad ,los elementos de Mindlin-
Reissner serdn usado llanamente cuando los efectos de cortantes transversal
sean despreciables.

Los modelos modificados de Mindlin-Reissner CB  proveen
adicionalmente posibilidades de errores .Si los directores no son normales a la
superficie media ,los movimientos se desvian considerablemente del
movimiento el cual es observado experimentalmente .La suposicion del
esfuerzo normal cero es inconsistente cuando una traccion normal debera ser
igual a la traccion normal aplicada en el equilibrio .Por lo mismo ,este sera
despreciable en teorias estructurales porque estos son mucho mas pequefios
que el esfuerzo axial ;solamente una traccion pequefia de la energia es
absorbida por el esfuerzo normal y este tiene un pequefio efecto sobre la
deformacion.

El andlisis podra ser observado por varios efectos de frontera
cascarones ,ciertamente las condiciones de frontera resultan en los efectos de
los extremos donde el comportamiento cambia draméaticamente en una capa
fronteriza angosta .Para ciertas condiciones de frontera ,singularidades pueden
ocurrir en las esquinas de la frontera.

Una razo6n para usar las suposiciones estructurales cinematicas es que
estos mejoran la condicién de las ecuaciones discretas .Si un cascaron es
modelado con elementos continuos de tres dimensiones ,los grados de libertad
seran las traslaciones a todos los nodos ,los modos naturales asociados con
las deformaciones a través de los espesores tienen muy largos eigenvalores
.Como consecuencia ,el acondicionamiento de las linearizaciones de las
ecuaciones de equilibrio o ecuaciones linearizadas para una actualizacion
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implicita puede ser muy pobre .El acondicionamiento de estas ecuaciones
cascaron es casi no tan bueno como para el modelo continuo estandar ,pero
este es sustancialmente mejor que para modelos continuos de cascarones
delgados .En métodos explicitos ,los modelos continuos de estructuras
delgadas tienen muy pequefos intervalos de tiempos criticos debido a los
eigenvalores largos de los modos a través del espesor .Los modelos del
cascaron CB puede proveer muchos mas intervalos de tiempo largos criticos.

6.7.-CORTANTE Y MEMBRANAS SUJETAS.
6.7.1.-Descripcion y definiciones .

Entre la mayor caracteristica dificultosa de los elementos cascaron sera
el cortante y membrana sujeta .El cortante sujeto resulta de la apariencia falsa
del cortante transversal .Mas precisamente ,esto surge de la inabilitilidad de
muchos elementos para representar deformaciones en el cual el cortante
transversal podra desaparecer .Ya que la rigidez cortante es a menudo
significativamente mas grande que la rigidez de flexion ,el cortante falso
absorbe una parte larga de la energia impartida por las fuerzas externas y las
predicciones de las flexiones y deformaciones pronosticadas seran también
mucho mas pequefia ,de ahi el nombre de cortante sujeto.

El comportamiento observado de vigas delgadas y cascarones indica
qgue las normales la linea media permanecen rectas y normales , y por lo tanto
el cortante transversal desaparece .Este comportamiento puede ser visto como
una restriccion al movimiento del continuo .Mientras las restricciones
normalmente no es exactamente forzada en la viga cortante o teorias cascaron
CB ,la restriccion normalmente aparece como una energia cortante ,un termino
de penalizacion en la energia .El factor de penalizacién incrementa como el
espesor decrece ,por lo que los espesores decrecen ,el cortante sujetos vienen
a ser mas importante .El cortante sujeto no aparece en elementos C',ya que en
elementos C' el movimiento esta definido como para que las normales
permanezcan normales .En elementos C°,la normal puede rotar relativamente
a la linea media ,para los cortantes transversales extrafios y sujetos pueden
aparecer.

Las membranas sujetas resultan de la inhabilidad de elementos finitos
cascaron para representar modos de inextensionalidad de deformacion .Los
cascarones se curvan sin estirarse ,tome una pieza de papel , vemos como
facilmente puede curvar este ;esto es llamado flexion de inextensionalidad .Por
consiguiente, estirar una pieza de papel es casi imposible .Los cascarones se
comportan similarmente ,la rigidez de flexidn es pequefia pero las membrana
rigidez son largas .Cuando el elemento finito no puede curvarse sin estirarse
Jla energia es incorrectamente cambiada ,para la membrana energia
,resultando en predicciones no hechas de desplazamientos y deformaciones
.La membrana sujeta es particularmente importante en simulacién de
colapciones, ya que muchos modos de doblamiento sera completamente o
aproximadamente inextensionales .
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Los cortantes y membranas sujetas son similares a la sujecion
volumétrica .Cuando una aproximacién del elemento finito para movimientos no
puede satisfacer una restriccion , el modo de restriccion es mucho mas rigido
que la rigidez del movimiento correcto .En el caso de sujeciones volumétricas
Jla restriccion es incompresible ,mientras para cortante y membrana sujetas las
restricciones son las restricciones normales de Kirchhoff-Love y la restriccion
en la inextensionalidad en flexion (El cual no es nada para hacer con la
inextensibilidad de fibras ) .Las analogias se resumen en la tabla 6.1 .En este
se podra notar el comportamiento libre del cortante de cascarones delgados
no es una restriccion exacta .Para cascarones gruesos Yy vigas gruesas
,algunos cortantes transversales son esperados ,pero justo con elementos que
sujetan  volumetricamente ejecutando pobremente para materiales
cercadamente incompresibles ,los elementos cascaron los cuales aparecen
cortantes efectuados pobremente para cascarones gruesos moderadamente
cascarones gruesos a un cuando el cortante transversal aparece.

6.7.2.-Cortantes sujetos.

En lo siguiente usaremos las ecuaciones de desplazamiento
deformacion lineal ,los cuales serdn validas solamente para pequefas
deformaciones y rotaciones .Esta descripcion de cortante y membrana sujetas
cerradamente seguida Stolarski ,Belitschko y Lee (1994).Para examinar las
causas de cortantes sujetos ,consideremos el elemento viga de 2 nodos
descritos .Por simplicidad ,permitamos que el elemento se incline a lo largo del
eje x y consideremos la respuesta lineal ,lo que reemplazamos D; por la

deformacion lineal ¢;y la velocidad para el desplazamiento en las relaciones
cinematicas .La deformacion cortante transversal esta dada por la contraparte .

Tabla 6.1.-Analogia de fendmenos sujetos.

Restriccion Defecto del movimiento del|Tipo de sujecion
E.F
Incompresibilidad, Deformacién volumétrica aparece  Sujecion
volumétrica
movimiento isocorico, en elemento

J=constante,v.. =0

Restriccion Kirchhoff- Deformacion cortante transversalcortante sujeto

A N
Love,Dx. =Dy, =0 aparece en flexion pura

Restriccion de Membrana deformacion aparecen membrana sujeta
inextensibilidad  modo de flexion inextensional

25, = (s ~ul) -0, (- )~0,2 1+ ) donde £ <[-1,+1] (6.7.1)

Xy I
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Ahora considere el elemento en un estado de flexion pura :con
u,=u,=0,8=-6,=a.Para estos desplazamientos nodales ,(6.7.1)

obtenemos

(6.7.2)

De las ecuaciones de equilibrio ,el cortante s(x) podra desaparecer
cuando el momento es constante .Por lo mismo ,de (6.7.2) vemos que la
deformacion cortante transversal, y por lo tanto el esfuerzo cortante transversal
o, =2Ge¢,, ;son diferentes de cero en todo el elemento excepto en & =0.El

cortante transversal el cual aparece en un estado de flexidon pura es a menudo
llamado cortante parasito.

Este cortante transversal parasito tiene un efecto largo sobre el
comportamiento del elemento .Explicar la severidad del efecto ,las energias
asociadas con la flexion y deformaciones cortantes seran examinadas para una
lineal ,la viga elastica de profundidad unitaria y seccion transversal cortante .La
energia de flexion para el desplazamiento nodal de arriba esta dado por

(6.7.3)

donde las rotaciones asociadas con el modo de flexion 6, =-6, =a han sido

usado en la ultima expresién .La energia cortante para la viga esta dada por
(6.7.4)

La razdén de estas dos energias es W I W

cor tante flex

es proporcional a

(I/h)? .Pero la energia cortante es significativamente mas grande que la energia
de flexion cuando I>0.Ya que la energia cortante puede desaparecer en flexion
pura ,esta energia cortante parasita absorbe una gran parte de la energia
disponible .El resultado es un significante sobreprediccion del desplazamiento
total .Por lo mismo, en contraste para volumétricas sujeciones ,donde no
convergencia es observada con refinamiento ,los elementos que se sujetan en
convergencia cortante a la solucion correcta ,pero muy lentamente.

La ecuacion (6.7.2) inmediatamente sugerida porque sobreintegrando
puede aliviar el cortante sujeto en este elemento ,note que el cortante
transversal desaparece en £=0,,el cual corresponde a el punto de cuadratura

en cuadratura de un punto .Para esto ,el cortante transversal falso esta
eliminado por la sobreintegracion de los términos cortante relacionado.

El cortante sujeto en la viga de tres nodos con interpolaciones es
cuadraticos es menos obvio que para la viga de dos nodos .Considere un
elemento viga de tres nodos de longitud | con coordenadas principales
&=2x/l, -1< £ <1.La deformacién cortante en este elemento esta dado por
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(6.7.5)

Considere un estado de flexién pura

Sustituyendo estos desplazamientos nodales en (6.7.5)mostramos que
el cortante transversal desaparece a través del elemento .Por lo mismo

consideremos otra deformacion u, = af® 0= Uy, X= 6a&% /1 .El cortante podra

desaparecer ya que las normales permanecen normal .Por lo tanto, el cortante
transversal dado por (6.7.5) para los desplazamientos nodales
correspondientes a esta deformacién es

(6.7.6)

Por lo que la aproximacion del elemento finito da un cortante diferente en
toda parte excepto en &= +1/+/3 .Por consiguiente una cantidad larga de

cortante transversal ocurrira en este elemento para el modo de cortante libre ,y
este no sera efectivo en el modelado de vigas delgadas.

6.7.3.-Membranas sujetadas.

Para ilustrar una membrana sujeta usamos las ecuaciones de viga de
debajo de Marguerre

. (6.7.7a,b)

Donde w’es el desplazamiento inicial en la direccion z de la linea media
a la viga ,en el eje x .La variable w° refleja la curvatura de la de la viga ,para

una viga recta w® =0.Este podra ser esforzado para estas mientras estas
relaciones cinematicas difieren de las ecuaciones vigas CB ,se aproximan
cerradamente a las ecuaciones lineales CB para vigas poco profundas , donde

w’(x) es pequefio.
Considere un elemento viga de tres nodos de longitud | con coordenadas
principales ¢& =%,—1s £<1.En un modo inextensional ,la membrana

deformacion ¢, debera desaparecer .Integrando las expresiones para wa,lx en
(6.7.7 a) y permitiendo ¢, =0 para y=0 obtenemos

(6.7.8)

Considere una viga en un modo de flexion pura como 6, =-6,=a,y
u, =Uu,, =0.En la ausencia de cortante transversal este seguira de (6.7.7 b)
que
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(6.7.9)

En una configuracion simétrica inicial.Entonces (6.7.8) se satisface
si.Evaluando la membrana deformacion por (6.7.7%) obtenemos

(6.7.10)

de esta forma, en este modo particular de inextensionabilidad de deformacién
Jla deformacion extensional es diferente de cero en donde quiera excepto

§:i1/\/§ .Si el elemento incluye puntos donde la deformacién extensional no
se ha desaparecido , el elemento exhibira una membrana sujetada.

La membrana sujetada podra también ser explicada por la
reexaminacion del orden de los campos de desplazamiento .Las variables

u,u,y w’ seran cuadraticas en x , y estos campos cuadraticos seran
actuados en un modo de flexion pura .Ya que u,, es solamente lineal ,la

membrana deformacion (6.7.72) no puede desaparecer uniformemente a través
del elemento en un modo puro de flexion si w° es diferente de cero .Para esto
la membrana sujetada puede ser visto como el originador de la incapacidad de
la interpolacion dele elemento finito para representar movimientos
inextensionales .El cortante sujetado puede ser explicado similarmente como la
inhabilidad de las interpolaciones del E.F para representar modos de flexion
pura.

De lo anterior ,un remedio obvio para membranas y cortantes sujetos
podrd ser para ser igual al orden de las interpolaciones de diferentes
componentes de movimientos .Por ejemplo ,un campo cubico u,.Por lo mismo

,esto es incompatible con la estructura de trabajo de elementos isoparametricos
CB , diferentes orden de interpolaciones para diferentes componentes sea
dificultoso para programar los elementos impares para representar
movimientos de cuerpo rigido lo cual es crucial para su convergencia.

Si el elemento el rectilineo, w° desaparece y la membrana sujeta no
ocurrira ,para un elemento recto , la flexibn no genera membranas
deformaciones ,ver ( 6.7.7 a ).La membrana sujeta no se presenta en
elementos cascarones planos .Para esto, el elemento viga de dos nodos nunca
exhibirA membranas sujetas y el elemento cascaron cuadrilateral d cuatro
nodos manifiesta membranas sujetas solamente en configuraciones
deformadas.

Aunque este modelo para membrana sujetas esta basado en una viga
poco profunda y esta basado en las ecuaciones para la viga de Maguerre
Shallow ,este predice correctamente el funcionamiento de elementos
desarrollados por la otra teoria de viga y cascaron y de elementos cascaron
CB .El comportamiento mecanico de elementos cascaron es casi
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independiente de la teoria de cascarones tan largo como en el elemento es
poco profundo .Ademas , como la malla sea refinada ,los elementos
incrementados conforman para la hipotesis de cascarones poco profundos .Por
consiguiente, la extension de este analisis para elementos cascaron genera
es muy dificultosos ,particularmente cuando el elemento no es rectangular.

6.7.4.-Eliminacién de las sujeciones.

Hemos mencionado en la seccion 6.7.2 como el cortante sujeto puede
ser evitado por la desintegraciéon de la energia cortante con el punto de
cuadratura & =0.Restringiendo el ejemplo de la energia cortante para este

punto evitamos el cortante parasito y por consiguiente el elemento abierto
sujetando puede ser también rodeado por los modos multicampos disefiando el
campo deformacion a apropiado .Por ejemplo, si la forma pesada de Hu-
Wabhizu es usada ,el cortante sujeto puede ser redondeada pero haciendo el
cortante transversal constante .La velocidad cortante trasversal y campo de
esfuerzo cortante sera:

, (6.7.11)

Donde ¢, y f, sera determinado por la compatibilidad discreta y las
ecuaciones constitutivas.

Suponiendo métodos de deformacion aproximadas es para disefar
campos cortantes transversales y campos membranas deformacion para que
los cortantes parasitos y membranas sujetas sean minimizadas .Suponiendo
campos de deformacion debera ser disefiado para que el correcto rango de la
matriz rigidez sea retenido..Para la viga de 2-nodos , la suposicion del campo
deformacion podra ser constante y podra desaparecer en flexion pura
.Podemos lograr estos objetivos si

(6.7.12)

El cual es un campo constante igual a D,, en el punto medio .Para este

campo en flexion pura, la velocidad de formacién supuesta desaparecera a
través del elemento.

Para la viga CB de 3 nodos visto en la seccién 6.7.2 también provee
las indicaciones de cdémo obtener ambos cortante y membranas sujetas
.Remarcando ,ambo el cortante en (6.7.6) y la membrana deformacion en

(6.7.10) desaparece en los puntos &=+1/+/3 los puntos de cuadratura de

Gauss para dos puntos de cuadratura .Estos seran a menudo llamados puntos
Barlow porque Barlow (1976)primero apuntan estos a fuera si los
desplazamientos nodales de un elemento isoparametricos de 8-nodos seran
colocados por un campo cubico ,los esfuerzos en los puntos de Gauss de 2x2
tienen el mismo grado de exactitud como el desplazamiento noda .Este
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descubrimiento tiene a proveer muy utiles en el disefio efectivo de elementos
cascaron .Por ejemplo, esto explica el éxito de la integracién reducida
introducida por Zienkiewicz ,Taylor ,y Too (1971).Para reducir la integracion
sobre el cortante y membranas fuerzas con cuadratura de Gauss de 2 puntos
eliminando el cortante y membrana sujetada.

: (6.7.13)

La forma débil de Hu-Washizu de las proyecciones de las velocidades
deformaciones obtenidas de las velocidades dentro de estos campos lineales
.Para las computaciones ,esto es conveniente si el campo de velocidad
deformacion en términos de deformacion asumido de este tipo puede ser
construido pero formando la ventaja de las propiedades de los puntos Barlow
gue justamente hemos descrito .Los campos seran

(6.7.14)

Donde D,y D, sera obtenido del campo de velocidad y E=i1/\/§ El

cortante transversal desaparecera en los movimientos considerados y el campo
membrana desaparecera en la deformacion inextensional .Para esto las
energias parasitas seran evitadas y el elemento no se abrira.

6.8.-Suposiciones de los elementos deformacion.

El cortante y membrana sujetas en elementos cascaron pueden también
ser esquivados por los métodos deformacién supuestos y la integracion
selectiva reducida .Por lo mismo el disefio de estos esquemas para cascarones
es mas dificultoso que para las vigas o continuos .Por ejemplo, el elemento
placa de cuatro nodos cuadrilaterales con integracion selectiva-reductiva
descrita por Hughes (1987) yHughes ,Cohen y Haroun (1978) ,el elemento
todavia posee un modo de singularidad engafioso .Para  mientras la
integracion selectiva-reductiva provee elementos robustos para continuo ,este
no es (til para cascarones.

6.8.1-Suposiciones deformacion de cuatro nodos cuadrilateral.

La construccion del campo cortante transversal es motivado por
/(6.7.2).De estas ecuaciones podemos deducir que si la distribucién del
cortante transversal para una viga en flexién es lineal pero desaparece en el
centro ,esta proyeccidn sobre el campo constante también desaparece.

Primero consideremos un elemento cascaron planar y un rectangular .Un
elemento cascaron rectangular se comprar similarmente a una viga :Cuando un
momento de flexiobn es aplicado en los dos extremos como se muestra en la

figura 6.13,el cortante transversal Dy podra también desaparecer .Estas
condiciones pueden encontrarse pero tomando el cortante constante ,pero

permitiendo Dx =, donde «, es una constante, y usando la forma débil de
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Hu-Washizu para evaluar ¢,.Esta suposicion del cortante transversal

desaparece para un momento constante .Por consiguiente ,un cortante
transversal constante guia a un rango deficiente y por lo mismo un elemento
inestable .Para restaurar la estabilidad ,una dependencia lineal en y es
adicionada ,por lo que el cortante transversal asumido es

(6.8.1)

v

|
/T@f&
|

Figura 6.13.-Elemento rectangular bajo flexion pura mostrando el cortante
transversal el cual esta activado ,si no eliminado ,pero suponiendo
métodos de deformacion .Para la deformacion mostrada m, y m  sera

negativa.

El termino lineal no tiene efecto en el comportamiento bajo el momento
de flexion m_,por que la abertura no es disturbada .Similarmente el cortante

transversal Dy, es también

(6.8.2)

Este concepto es una extension para los cuadrilateros como sigue .El
cortante transversal D¢ es supuesta constante en la direccidon g para evitar
cortantes parasitos ,lineales en la direccidbn r para estabilizar el elemento .Un

argumento similar para D,. nos da
, (6.8.3)

Donde ¢ y S seran parametros arbitrarios.

En la aplicacion de la forma débil de Hu-Washizu ,los parametros & y £

se encuentran por las ecuaciones de compatibilidad discreta .Por consiguiente,
estas complicaciones la implementacién .En vez de esto , la suposicion de la

velocidad de deformacion D puede ser interpolada en términos de D al
seleccionar los puntos .Los puntos medios de los extremos son escogidos
como puntos de interpolacion .En estos puntos el cortante transversal
desparece para un elemento rectangular ,como se ve para un elemento viga
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.Subrayando ,esta propiedad del cortante desaparece en los en m los puntos
medios de los extremos para un momento constante sostiene para
cuadrilateros arbitrarios .Podemos tomar ventajas de esto pero permitiendo las
suposicién de las velocidades cortantes transversales ,haciendo

Figura 6.14.-Puntos de interpolacion para cortante en cuatro nodos
cuadrilateral.

(6.8.4)

(6.8.5)

Donde ¢, =(0,-1,0),¢, =(0,1,0),¢ =(-10,0),&, =(1,0,0).Los puntos de
interpolacién serdn mostrados en la figura 6.14.La componente & es

A
interpolada en la parte de arriba en vez de la componente £z.La razén de

deformacion en los puntos de interpolacion son computarizados del campo de
velocidad .Esta suposicion del campo de deformacion fue primero construido
en las bases de los argumentos fisicos por MacNeal (1982) y Hughues y
Tezduyar (1981);la interpolacion referencial fue dada por Wempner ,Talaslidis u
Hwang (1982),quien uso los tres campos de la forma débil de
Hu-Washizu,Dvorkin y Bathe (1984) desarrollada en el campo de deformacion
interpolada de arriba.

6.8.2.-Rango del elemento.

El rango suficientemente del elemento de arriba puede ser verificado
por los métodos anteriores .llustramos esto para un elemento cascaron plano
en el plano x-y .Solamente el comportamiento de verificacion es considerado
.Cada nodo tiene entonces tres grados de libertad relevantes:v,, o, ,®, .Ya que

estos son cuatro nodos ,el elemento tiene 12 grados de libertad .Tres de estos
son el movimiento del cuerpo rigido :rotaciones alrededor de los ejes Xy y y
traslacion en la direccién z .El rango propio del elemento es entonces 9.El
campo de flexion tiene la misma estructura en términos de o, y ®,como el

campo plano examinado anteriormente ,pues este posee cinco campos
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linealmente independientes .Los dos cortantes transversales de (6.8.3) poseen
cuatro campos linealmente independientes .De lo cual el total del campo
linealmente independientes es nueve ,lo cual es suficiente para proveer el
rango propio del elemento.

6.8.3.-Nueve nodos cuadrilateros.

Suponemos campos de deformacion para los cascarones de nueve
nodos que evitan membranas y cortantes sujetados que han sido dados por
Huang y Hinton (1986)y Bucalem y Bathe (1993) .En lo posterior ,la velocidad
de deformacidén supuesta sera interpolada para los puntos mostrados en la
figura 6.15a:

(6.8.6)

| pr————r} ol ]
< L —L @ ® —l— ® L ] —l—'

D, D, D, D_.D_.

Figura 6.15.-Puntos de interpolacién para suponer campos de velocidad
en elementos cascaron de 9-nodos.

Donde | y J se refieren para el enumerado usual
y& =(-3"2,3"%),n, =(-3"%,0,3"%),y N&”(&,77) esta dada por

= (6.8.8)

N®(£) seran las interpolaciones de Lagrange de una dimension de

orden a .El ejemplo de la viga en la seccion anterior quita algunos ligeraciones
sobre el razonable para el de encima; a los puntos de cuadratura de Gauss,el
cortante transversal desaparece en flexion y la deformacién de la membrana
desaparece en la flexion inextensional .Para estos el elemento no podra exhibir
cortantes transversales parasitas o deformaciones membrana .Los términos de

alto orden n> y n°¢ en los campos Dg y D proveen estabilidad .Las
velocidades de deformacion Bq,iy D, seran interpoladas con los puntos
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puntos mostrados en la figura 6.15 ( ¢ ) .La componentes cortante Dy es
interpolada con los puntos mostrados en la figura 6.15 (b ) usando N (&,7) .

6.9.-Elementos cuadratura de un punto.

En softwares explicitos, el mas extensamente usando de
elementos cascaron sera el cuadrilaterales de 4-nodos con un punto de
cuadratura .Aqui una cuadratura de un punto refiere a el numero de puntos de
cuadratura en el plano de referencia ,actualmente de cualquier manera de 3 a
30 o mas puntos de cuadratura serd usado a través de los espesores
,dependiendo de la complejidad de la respuesta del material no lineal.

Por consiguiente, a menudo referimos a un montén de puntos de
cuadratura .Estos elementos seran comunmente usado en el analisis industrial
de larga escala porque estos trabajan bien con matrices masas diagonal y sera
extremadamente robustos .Elementos de alto orden ,tales como los cuales
estan basadas en interpolaciones cuadraticas isoparametricos ,convergen mas
rapidamente a soluciones mas suaves .Por consiguiente, mas problemas de
larga escala involucran fenémenos nonsmooth ,tales como elasto-plastico y
contacto impacto ,con la potencia de aproximacion mas grande de elementos
de alto orden no es realizable en estos problemas.

Resumimos los elementos los cuales han sido mas
frecuentemente usado en software .Estos elementos serdn enumerados en la
tabla 9.2, a lo largo con algunos de otras caracteristicas y desventajas
.Describimos entonces dos de estos elementos con mas detalle ,dibujado
sobre el material el cual precede este para abreviar las descripcion .El mas
joven de los elementos cascaron de un punto es el elemento Belytschko-Tsay
(BT) y (Belytschko y Tsay ,1983;Belytschko ,Lin y Tsay ,1984).Este esta
construido para cambiar un plano ,elemento de cuatro nodos con un elemento
membrana cuadrilateral de cuatro nodos plano .Como se ve en la tabla 9.2,este
no responde correctamente cuando esta configuracion en torsion.(este defecto
manifiesta asimismo primeramente cuando uno o 2 lineas de elementos sera
usado para modelos vigas retorcidas).

| Tabla 6.2. Elementos cascaron cuadrilaterales de cuatro nodos.

Elemento Acrénimo pasos prueba | correccion de|Robusteses
de parches torcimiento

Belytschko- BT NO NO alto

Tsay(1983)

Hughes- HL NO Sl alto

Liu(1981)

Belytschko- BWC NO Sl moderado

Wong-

Chiang(1992)

Belytschko- BL Sl Sl moderado vy

Leviathan(1994) bajo

Englemann- YASE NO NO moderado

Whirley(1990)
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Cuadratura llena|DB NO Sl moderado a
de MacNeal- bajo
Wemper(Dvorkin-

Bathe,1984)

El elemento Hughes-Liu(HL),parcialmente descritas por
Hoghes y Liu (1981),esta basada en la teoria de cascarones CB .En codigos
explicitos ,es usado con un solo grupo de puntos de cuadratura ,aunque este
requiere el control de un dispositivo sensible ;las técnicas desarrolladas en
Belytschko ,Lin y Tsay (1984) son usadas .Este es significativamente mas
lento que el elemento BT .De otra manera ,este es muy similar en el elemento
BL ,el control fisico del dispositivo sensible descrito anteriormente sera
implementado .Este control del dispositivo sensible esta basado en un principio
variacional multicampo y la aproximacion deformacion Dvorkin-Bthe .Para
materiales elasticos, este reproduce al elemento .Por consiguiente, en la
practica la no homogeneidad del estado de esfuerzo deformacion previene la
exactitud fisica del control del dispositivo del sensible ,no obstante ,esta forma
de control prevé de una ventaja sustancionalmente ,este puede ser
incrementado para valores moderadamente largos sin sujecion ,mientras que
en el elemento BT altos valores de los parametros del control del dispositivo del
tiempo resultan en cortantes sujetos.

Ambos el elemento BL y algun integrado lleno sera afligido con otro
defecto .En problemas con largas distorsiones ,estos elementos fallan de
repente y dramaticamente abortando la simulacion .El elemento BT ,en la otra
manera ,es muy robusto bajo severas distorsiones y rara vez aborta una
computacion .Este es altamente evaluado en aplicaciones industriales .Por la
ventaja de elementos de puntos de cuadratura no reside en la solamente en
otra velocidad superior ;en adicion ,tienden a ser mas robustos en problemas
donde varias distorsiones sean esperadas ,tales como la simulacién de golpes
en los choques de carros.

El elemento YASE (acronimo para “otro elemento cascaron” incorpora
el campo de membrana Pian-Sumihara (1985) para mejorar la respuesta de la
membrana en la viga a flexion ,para mejorar el funcionamiento de la curvatura,
de otra manera ,este es idéntico a el elemento BT.

Los elementos BT,BWC, y BL estan basados en una teoria discreta de
Mindlin-Reissner ;este no es el continuo-basado.”Discreto” refiere al hecho que
la suposicién de Mindlin-Reissner sea aplicado al movimiento solamente en el
punto de cuadratura .El movimiento esta restringido por el requerimiento de la
normal actual para permanecer recta. Este puede ser visto de otra manera
como la modificacion de la suposicion de Mindlin-Reissner ;mas bien que
requiere que una formulacidon corrotacional sea usada .Aunque en las
publicaciones originales el sistema coordenado corrotacional fue alineado con

ex alo largo de x,¢ , este puede dirigirse el las complicaciones.

El campo de velocidad esta dado por
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v(¢&,t)=

En donde el tilde esta superimpuesto en el director % para

indicar que este pueda diferir del director como esta definido en la seccién
6.6;este es la normal actualizada a la superficie de referencia .La aproximacion
del elemento finito para el movimiento es

V(&)=

Convirtiendo el producto cruz a un producto matriz ,la parte de arriba puede ser
escrita

V(&)=

Donde N, seran las funciones de forma isoparametricas de cuatro nodos
y Q(w,)esta definida en (6.5.42).La razon de deformacion corrotacional a el
punto de cuadratura & =7 =0 esta dada por

M

E)aﬂ = f)aﬂ@l?aﬁ

A
donde k. seran las razones de curvatura .La membrana deformacion y

membrana del dispositivo del control del tiempo sensible serdn computarizadas
en el sistema coordenado corrotacional por el procedimiento y ecuaciones
dadas anteriormente .Las razones de curvatura a los puntos de cuadratura
estan dados por

/\T A
Donde z, =y z y donde y se dio anteriormente .Los Ultimos términos

en las expresiones de la razén de curvatura no desaparecen para una rotacion
del cuerpo rigido en un sistema coordenado arbitrario .En el sistema

corrotacional ,las velocidades nodales vy yvy son proporcionales a zy h en la

rotacion del cuerpo rigido y este puede mostrar que la razon de curvatura
desaparece para una rotacion del cuerpo rigido.

Ya que solamente un grupo de puntos de cuadratura sera usado ,el
elemento es de rango deficiente sin estabilizacion .Este puede facilmente ser
visto por la comparacién con el analisis del rango en la seccién 6.8.2 .Ya que
el elemento carece de términos lineales en el cortante transversal y en la razén
de curvatura ,el rango de la flexion para cuadratura de un punto ;la razén del
campo de deformacion consiste de tres momentos constantes y dos cortantes
transversales .De este el rango de deficiencia de la parte de flexion es cuatro
.El modo singular legitimo es mostrado por Hughes (1987).Tres de los modos
seran comunicables ,mientras uno en el modo plano retorcido, no es .Los tres
modos comunicables seran controlados por control del tiempo sensible.
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CAPITULO 7.-ANALISIS DINAMICO ESTRUCTURAL

CASOS DE ESTUDIO: VIGAS Y PLACAS

1.-El primer caso es el andlisis de una placa cuadrada ,con extremos simplemente
apoyados y que tienen una presion de carga uniformemente laterales .La placa es
de acero con un espesor de 0.1 pulgadas el cual tiene una longitud en sus
extremos de 10 pulgadas .La presién de carga es 10 psi .Analizar la convergencia
de la solucion del elemento finito placa.

2.-El segundo caso examina la respuesta de una viga en cantilivered con un canal
de seccion transversal y una carga en su extremo final .Un canal de acero
estandar de 6 x 36 pulgadas es usado .Una carga de 2400 libras se aplica en la
seccion transversal final.

3.-En el tercer caso se necesitan encontrar los primeros cinco eigenvalores y
modos de forma de una viga en cantiliver afilada .La viga de acero es de 10
pulgadas de longitud ,0.1000 pulgadas de grosor ,y este ancho varia de 2.0
pulgadas ,en la pared a 1.8 pulgadas ,en el extremo final.

4.-En este caso examinamos la respuesta transitoria de una placa en cantiliver
.La placa de acero es de 2 pulgadas de longitud,1 pulgada de ancho y 0.1000
pulgada de espesor.

5.-El siguiente analisis tiene una entrada de desplazamiento harmonico en una
esquina cercana de amplitud 0.01 pulgadas sobre un rango de frecuencia de 1000
a 6000 hertz.
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CASO |

En este caso se analiza una placa cuadrada simplemente soportada en los
extremos y que tienen una carga de presion uniformemente lateral .La placa es de
acero con un espesor de 0.1 pulgadas y el cual tiene una longitud lateral de 10
pulgadas .La carga de presion es de 10 psi .Una cuarta seccion del modelo de
cuatro elementos esta presentada en la figura 7.1. el cual sera el modelo inicial
.Este problema tiene una solucién analitica de la teoria de placas clasica .Esta
solucion tendra que ser usada para examinar la convergencia de la solucion del
elemento finito placa.

/}"

Figuran 7.1.-Cuatro modelos de una placa cuadrada con presién lateral.

El centro de la placa es la esquina izquierda mas alejada de la malla .las
condiciones frontera de desplazamiento modelan los soportes y las restricciones
simétricas .En los nodos una sola cabeza de flecha significa una restriccion de
traslacion en la direccion de la flecha ,una doble cabeza de flecha significa una
restriccion del vector rotacion ,y una triple cabeza de la flecha indica ambos la
restriccion de traslacién y rotacion en la direccién de la flecha .Nosotros
restringiremos los extremos alejados del modelo contra el desplazamiento
vertical para proveer la condicion de soporte simple .En los extremos de simetria
a lo largo del eje X la traslacion y ,y las rotaciones 6, y#@, seran restringidas

.Sobre el extremo de simetria a lo largo del eje Y la traslacion x,y las rotaciones 6,
y 6, seran restringidas .Nosotros podemos aplicar o ignorar todas las restricciones
de rotacion de ¢, porque esta no es una rigidez actual para ese DOF en el
elemento.
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La forma deformada de este modelo inicial aparece en la figura 7.2 .Las
condiciones frontera parecen ser apropiadas ,y el maximo desplazamiento inicial
en el centro es 0.132 pulgadas .El resultado analitico es 0.148,con un error de —
7.4 por ciento .

Figura 7.2.-Forma deformada de una placa cuadrada con presion lateral.

El contorno ploteado de o, es mostrado en la figura 7.3 el méaximo valor de
26.8 kpsi es 8 por ciento mas bajo que el valor analitico de 28.7 kpsi.El valor de
o, a lo largo del extremo derecho debera ser igual a cero,y es cercanamente

cierto basados en los extremos.Por o mismo,las lineas de contorno cambian de
direccion abruptamente para las variaciones de esfuerzo esperadas.

O
* X-stress kpsi
min -

b e e

Figura 7.3.-Contorno impreso de o, en una placa cuadrada.

Una segunda malla propuesta doblega la densidad de la malla a 16
elementos . La méaxima deflexion computarizada fue 0.145 pulgadas con un error
de 2 por ciento , y el maximo esfuerzo fue de 28.0 kpsi con un error de
—2.6 por ciento .
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La tercera malla produce la forma deformada ilustrada en la figura 7.4 y el
cual tiene una deflexion de 0.148 pulgadas ,casi exactamente igual a la solucion
analitica .EIl esfuerzo ploteado en la figura 7.4 da un maximo de 28.4 kpsi con un
error de —1 por ciento .Note que las lineas de contorno seran mucho mas suaves
gue en modelo de cuatro elementos.

Figura 7.4.-Forma deformada refinada de una placa cuadrada.

X-stress  kpsi
min -0.1
1 4.0
2 8.1 Y
3 121 /
4 16.2
5 20.3
6 24.3
max 284

Figura 7.5.-Contorno refinado impreso de o, en una placa cuadrada.

El esfuerzo ploteado es intuitivamente correcto con el maximo ocurrido en el
centro de la placa .Por lo mismo, se observa que un valor de esfuerzo equivalente
de Von Mises muestra un resultado aparentemente ilégico .El contorno ploteado
en la en la figura 7.6 muestra que el maximo esfuerzo equivalente ocurre en la
esquina exterior mas que en el centro de la placa .Esto ocurre ya que hay un
esfuerzo cortante largo producido en el area de la esquina mas que el centro
defleccionado abajo ,y crea el esfuerzo mayor equivalente en esta ubicacion
extrana.
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Von Mises kpsi
min 0.6
5.3
10.0
14.7

Povpwna
—t
©
o
<

3

—
N

T X
Figura 7.6.-Contorno ploteado del esfuerzo equivalente de Von Mises.
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CASO L.

El segundo caso examina la respuesta de una viga en cantiliver con una
seccion transversal de canal con una carga en su extremo .Un estandar de canal
de 6 pulgadas por 36 pulgadas de longitud esta montado rigidamente en el
extremo izquierdo final como se muestra en la figura 7.7.Esta figura despliega la
malla del elemento finito generado usando elementos cascaron para representar
la red y borde de el canal .Los elementos membrana tienen un espesor de
0.2000 pulgadas y los elementos bordes sera de espesor de 0.3125 pulgadas
.Una carga de 2400 libras se aplica en el extremo a través del extremo superior.

Figura 7.7.-Modelo del elemento finito de una viga con seccion de canal.

Acerca de la solucion,,la forma deformada de la viga esta mostrada en
la figura 7.8.En vez del desplazamiento vertical esperado ,el extremo final se
deflexiéna verticalmente y gira alrededor del eje x .Mientras el dibujo muestra una
exageracion de la medida de los desplazamientos ,en este caso la deflexion
vertical en el extremo es de —0.184 pulgadas y la deflexién horizontal es de 0.376
pulgadas ,la medida de la parte de arriba hacia abajo nos da -0.376 pulgadas .De
esto se nota que el torcimiento es mayor el movimiento horizontal y que el
movimiento vertical .Ademas ,la prediccién de la solucién de la deflexion vertical
es de solamente —0.086 pulgadas.

¥

Figura 7.8.-Deformacion de la viga de seccidn canal cargada.

El esfuerzo de flexion ,o es mostrado en el contorno ploteado de la

figura 7.9,cercano al extremo montado .Todos los contornos son razonables para
los puntos de distribucidon esperados en una carga de la viga en cantiliver. Por lo
mismo ,este se nota mas la variacion a través del ancho del borde, como se
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muestra en la vista ampliada .El maximo valor existente es de 54.1 kpsi .Un

calculo convencional de vigas predice 19.0 kpsi ,el cual es tres veces inferior al
real.

X-atreas  kpsl a
miru 54,1 -
1 =88, —_—— _E T
3 23z ___ A — - ooe==too.. )
3 T ;. —— _3___——— _—— _ :-_—_':—:::f::::-'
g 7T '_.'\1'-'——___:'_:——_____ T
S T Tl
] %E r?-':_"‘—'—_—'—:?é-—:{*szg_ _____-"Ew
ML 541 TS S ——

Figura 7.9.-Esfuerzo de flexion, o en laviga.

Esta discrepancia existente sugiere que el andlisis es erréneo o el
comportamiento es realmente el camino inadecuado del teoria de la vigas
convencionales para estos tipos de problemas .Debemos de tener en cuenta y
fijarnos teniendo consideracién importante aqui en que las vigas con secciones
transversales no simétricas deberan tener otras cargas aplicadas a través del
centro de corte de la seccidn transversal para evitar esta reaccion de torsion en
la viga .El concepto de centro de corte esta usualmente presentado en libro de

resistencia de materiales para localizar el centro cortante de varias formas de
secciones.

(_éhlf’lT_—_———__
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Figura 7.10.-Vista amplificada del esfuerzo de flexion.

Hay también otras soluciones aproximadas para los esfuerzos
presentados en algunos textos de mecanica de materiales avanzado .Esto
involucra varias suposiciones acerca de las distribuciones de los componentes del
esfuerzo cortante y normal .El resultado es una combinacion de los esfuerzos
debido a la flexion con el esfuerzo que esta generalizado para la torsion debido ala
carga paralela del centro cortante .Con esta solucion el maximo valor esperado
para o, es ahora 27.3 kpsi el cual es todavia dos veces inferior al problema
anterior.
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Si adicionamos una placa pequefa a el extremo del canal de la viga y
aplicamos una carga a través del centro cortante ,la torsién podra desaparecer ,y
estar de acuerdo con la teoria de la viga podra ser mejor Después de hacer esto
Jla forma deformada de la viga es mostrada en la figura 7.11.La torsion es perdida
y la deflexion vertical en el extremé es 0.0923 pulgadas el cual es cerca de 7 por
ciento arriba del valar de la tearia de la vina

i

Figura 7.11.-Deformacion de la viga cargada en el centro cortante.

El esfuerzo de flexién , o ,del contorno ploteado en la figura 7.12

muestra el contorno en mejor correlacion con la teoria de la viga .Cerca de al
soporte de esfuerzo tiene algunas variaciones a traves de los bordes de la teoria
de la viga que no predice ,pero que todos estamos de acuerdo que es razonable
.El méximo valor es 24.2 kpsi el cual es alrededor de 25 por ciento mas grande
que el valor de la teoria de la viga. Esto no es usual para secciones con borde
delgados.

Figura 7.12.Esfuerzo de flexién de la viga cargada en el centro cortante.

En este caso de estudio convencional de la teoria de la viga es
mostrado que tenemos algun error en seccidénes de vigas con bordes, a un cuando
las cargas actuan en el centro del corte .También ,hay un largo efecto cuando la
carga en las secciones no simétricas no actian en el centro de corte .Este efecto
es mucho mas largo que predijimos usando aproximaciones de métodos de
solucion de mecéanica de materiales.
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CASO Il

El tercer caso analiza una viga simple en cantiliver con el extremé final
cargado como se ilustra en la figura 7.13.La viga tiene una longitud de 5 veces la
razon de la profundidad de la viga. El cual hace a este muy pequefio de manera
gue satisfaga las suposiciones de la teoria de vigas elementales. Por lo tanto,
incluyendo la deformacién cortante en la teoria de la viga elemental de la deflexién
de la ecuacidén contabilizara para elongaciones pequefias de la viga .Nosotros
compararemos el analisis del elemento finito con la teoria de viga de la deflexion
en el punto Ay esfuerzo en el punto B.

..__14|
B

T
4

ONNNRRNNNNNY
>

NN

Figura 7.13.-Viga en cantiliver con carga en el extremo.

El andlisis del modelo de la viga primero usa elementos triangulo pero
empezando con una malla ordinaria y refinando a converger a la solucién exacta
.La secuencia del modelos de elementos triangulos seran mostrados en la figura
7.14.Los primeros cuatro modelos seran profundamente completa ,y los ultimos
tres modelos usan restricciones antisimetricas a lo largo del eje neutral con un
modelo medio profundo.

NN
o> - >
ox S “ 210 nodes

(full model)

18 nodes

410 nodes
(full model)

558 nodes
(full model)

Figura 7.14.-Series de triangulo del modelo de elemento viga.

Seguimos .el modelo de la viga usa elementos cuadrilaterales con las series
de modelos mostrados en la figura 7.15.El ultimo modelo de este grupo es un
modelo antisimetrico medio profundo.
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—

12 nodes 99 nodes

210 nodes
(full model)

18 nodes

AFAVAYAYAY)

(B =

Figura 7.15.-Series de elementos cuadriliterales del modelo del
elemento viga.

El resultado de estos andlisis seran resumidos en el las siguientes dos
figuras .El desplazamiento del punto A el extremo de la viga para todos los
modelos esta dado en la figura 7.16.Los valores para los modelos del elemento
triangulo impresos con simbolos de triangulo y el modelo de elemento
cuadrilaterales impresos con simbolos cuadrados .Ambos tipos de modelos
producen resultados que convergen monotamente hacia la solucion exacta .Por lo
mismo ,el modelo del elemento cuadrilateral converge mucho mas rapidamente .EI
modelo del elemento triangulo de 558 nodos es menos exacto que el modelo del
elemento cuadrilatero de 210 nodos.

La comparacion de la convergencia del esfuerzo es aun mas dramética
para el elemento cuadrilateral .La grafica del esfuerzo de flexion a el punto B esta
en la figura 7.16.El esfuerzo calculado de el modelo del elemento triangulo es muy
erroneo en el modelo de 558 nodos .El esfuerzo calculado en el modelo del
elemento cuadrilateral converge muy rapidamente a 99 por ciento del valor teérico
para el modelo de 210 nodos.

Este caso de estudio claramente muestra la dificultad en usar el elemento
linear triangular en analisis de problemas de dos dimensiones .Ocasionalmente
,un elemento triangular enfatiza en hacer atil las mallas de transicion para
acomodar las mallas locales en el refinamiento de los modelos del elemento
cuadrilateral.
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10 L~ — P

(558 nodes)
0.8

0.6 e
B
i A
04l i
f
0.2 «——+  Triangle element

Normalized Displacement at A

= Quadrilateral element

0.0 | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Number of Nodes (full model)

Figura 7.16.-Convergencia de desplazamiento a A con un numero de
nodos.

1.0 —

f

Normalized Stress at B

+~— Triangle element
«——a Quadrilateral element

0.0! | N B
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Number of Nodes (full model)

Figura 7.17.-Convergencia de esfuerzo a B con numero de nodos.

Basado en estos resultados ,esta es la respuesta de desplazamiento puede
ser satisfactoriamente para hacer esto no se haga seriamente degradad a todo el
modelo ,pero el esfuerzo computarizado en o cercano la elemento triangular
puede tener largo error .Este error podra por lo mismo estar limitado a la inmediata
area.
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CASO IV

Los casos de estudios empezaran con una viga simple en cantiliver
afilada, para el cual encontraremos los primeros cinco eigenvalores y modos de
forma .La viga de acero tiene 10 in de longitud,0.100 pulgadas de grosor y sus
anchos varian de 2 ,0 pulgadas en la pared a 1. 8 pulgadas en el extremo final
.Usaremos varios modelos para demostrar diferentes modelos aproximados y
mallas que converjan .El primer modelo del elemento viga sera usado luego en
el modelado del elemento placa .

Un quinto modelo del elemento viga produce los resultados en la figura
7.18 .La orientacion de la viga tiene el eje x a lo largo de la longitud de 10 in, el
eje y se cruza con ancho de 2in,y el eje ztiene un espesor de 0.100in .El
primer modo muestra claramente el movimiento Z de la viga final ,y el segundo
modo es el siguiente modo 2z de movimiento .El tercer modo es torsional
alrededor del eje x, y graficamente es una simple linea recta sobre la longitud de la
viga .El cuarto modo es el tercer modo de movimiento z ,y el quinto modo es el
primer modo de movimiento y .Las discrepancias de la malla es muy aparente en
el modo de forma ilustrados.

Cambiando un modelo de la viga de 20 elementos produce los resultados
en la figura 7.19.Los valores de las frecuencias difieren por lo menos en un 1 por
ciento excepto en el modo torsional el cual tiene solamente 2 por ciento de
diferencia .El modo de forma graficado sera significativamente suave ,pero no
muestra alguna diferencia real en su caracter, excepto para el declive de la
restriccion en la pared.

Un modelo del elemento placa con un dos por cinco elementos malla da los
resultados en la figura 7.20.Estos valores de frecuencia era dentro del 2 por ciento
de los modelos del elemento viga ,excepto al 8 modo torsional ,el cual es
alrededor del 8 por ciento mas elevados ,y puede ser graficamente ilustrado por el
modelo placa.

Refinando el modelo de la malla de 4 a 10 elementos da los resulta en la
Figura 7.21.Este refinamiento solamente mejora los valores de frecuencia
alrededor del 1 por ciento ,con algunos mejoramientos en la calidad visual .

Este estudio muestra que podemos obtener razonablemente valores
exactos de frecuencias naturales y modos de forma para esta estructura usando
relativos modelos burdos de otras vigas o elementos placas.

Esto es usualmente cierto para encontrar eigenvalores y modos de forma
en mas estructuras .Los modelos burdos usualmente proveen buenos valores para
los eigenvalores inferiores que seran los primeros de mas importancia.
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T z MODE 1 - 33.7 HZ

X
z MODE 2 - 286.7 HZ.
w/ X

z MODE 3 - 345,9 HZ,
X - TORSION
X
z MODE 4 - 576.6 HZ.

Figura 7.18.-Frecuencias naturales y modos en una modelo de 5 elementos.
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]z MODE 1 - 337 HZ.

z MODE 2 - 286.8 HZ.

-4 MODE 3 - 338.3 HZ.
X - TORSION
X
[ Z MODE 4 - 575.2 HZ.
A‘\/ X
T y MODE & - 656.9 HZ.

Figura 7.19.-Frecuencias naturales y modos en un modelo de veinte
elementos.
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T z MODE 1 - 34.2 HZ.

z MODE 2 - 289.6 HZ.

T z MODE 3 - 368.8 HZ.

T z MODE 4 - 585.5 HZ.

z MODE 5 - 652.1 HZ.

Figura 7.20.-Frecuencias naturales y modos e un modelo de diez
elementos.
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[Z MODE 1 - 34.2 HZ.

z MODE 2 - 289.1 HZ.

= o =g==IIzz

z ¥ MODE 5 - 647.4 HZ.

Figura 7.21.-Frecuencias naturales y modos en un modelo de cuatro
elementos.
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CASOV

El siguiente caso examinara la respuesta transitoria de una placa en
cantiliver .La placa de acero es de 2 in de longitud,1 pulgada de ancho y 0.100 in
de espesor .El primer paso en algun andlisis transitorio es la solucion del
eigenvalor .Las primeras cuatro frecuencias naturales y modos de forma seran
mostrados en la figura 7.22.El primer modo es el movimiento z tipico de vigas en
cantiliver .El segundo modo es el primer movimiento torsional alrededor del eje x
.El tercer modo es el segundo modo de movimiento z , y el cuarto modo es el
segundo torsional .En este analisis empleamos condensacion estatica descrita
anteriormente .Para usar solamente la traslacion z y x y rotacién y de los nodos no
restringidos como el nodo maestro DOF.

TZ Y MODE 1 - 838 HZ.

,IZ _7 ¥ MODE2.-3859 HZ.

T

— ~

Figura 7.22.-Cuatro modos de 2 por 1 para 0.100 placa en cantiliver.
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Dos analisis transitorios seran hechos .En cada caso la esquina cercana
vista tendrd una entrada de desplazamiento especificado .Para controlar el valor
de desplazamiento, el aparato de entrada debera ser muy rigido, y por lo mismo
actla como una restriccion fijada adicional en la esquina. Estos cambian los
eigenvalores y modos de forma .Las primeras cuatro frecuencias seran ahora
2083 ,4698,8829 y 13580 hertz .

Esto es obvio que la restriccion de rigidez de la estructura en sea grande
.Si la entrada fue una funcion forzada ,con muy baja rigidez ,el eigenvalor de la
placa no podra cambiar .El primer analisis es para entrada de un intervalo
desplazamiento de 0.01 in mantenido por 0.44 ms y entonces la rampa de abajo
sera en un intervalo de 1.5 ms .El método de solucién fue superposiciéon modal
usando los primeros cuatro modos .La respuesta de la otra esquina de la placa es
mostrada en la figura 7.23.La curva rotulada A es el desplazamiento de entrada de
la esquina cercana ,y la curva B rotulada es la respuesta de la esquina lejana.

0.020 -
0.015 4

0.010

Displacement, in.

0.005 -

0.0
1 T T
0.0 05 1.0 1.5 20 25

Figura 7.23.—Respuesta transitoria de la placa para un desplazamiento
especificado..
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El siguiente analisis tiene una entrada de desplazamiento harmonica en la
esquina cercana de amplitud 0.01 in sobre un rango de frecuencia de 1000 a 6000
hertz .La respuesta de frecuencia desplazamiento de la esquina alejada esta dada
en al figura 7.24.La curva rotulada B es la amplitud constante de la entrada
desplazamiento .La curva etiquetada A es la respuesta de la amplitud de vibracion
de la esquina lejana a la frecuencia dada .La amplitud obviamente incrementa
rapidamente cerca de los primeros eigenvalores en 2083 hertz,y el segundo
eigenvalor en 4698 hertz el cual sera dentro la entrada del rango de la entrada de
frecuencia .El modo de desplazamiento a 2050 hertz como la frecuencia aproxima
las primeras frecuencias naturales mostradas en la figura 7.25.

0.4 -

0.3 |

£
-
g 0.2 4 ‘
a |
i |
0.1
o PR, TR, N
T T T T ===
1 2 3 4 5 6
Frequency, kHz.

Figura 7.24.-Desplazamiento respuesta de la frecuencia de la placa.

Figura 7.25.-Forma desplazada a una frecuencia de 2050 hertz

Finalmente el nivel de esfuerzos sobre el rango de frecuencia es mostrado
en la figura 7.26.Este es el valor del esfuerzo equivalente de Von Mises la esquina
del elemento ,donde la entrada de desplazamiento se aplica .La escala de
esfuerzo fue colocada a 100 kpsi ,pero la maxima amplitud alcanza 486 kpsi
cercana a la primera frecuencia de resonancia .La méaxima amplitud cercana a la
segunda frecuencia natural es 54 kpsi .Las dos curvas aqui representan la
componente real y imaginaria de los esfuerzos .La componente real es en linea
sélida y la linea imaginaria es la sombreada .
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Como la frecuencia manejada va a través de la resonancia la fase de
respuesta alterna 180 grados causando la componente real para hundir y la
componente imaginaria para el maximo como se muestra en la ploteda .Los
calculos fueron hechos en intervalos de 10 hertzs.

Frequency, kHz.

Figura 7.26.-Esfuerzo de la respuesta frecuencia de la placa



APENDICE 1

Clasificacion de las ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden.
Sea la ecuacion

2 2 2
Aa L;+B ou +Ca LZJ+D6—U+E6—U+F:G
OX OXoy oy OX oy

G=0 ecuacion Homogénea
Ecuacion Hiperbdlica (si B> —4AC >0 ) por ejemplo la ecuacion de ondas
o’u  , 0%

2 -V 2
ot OX
Ecuacion Parabolicas (si B> —4AC =0) por ejemplo la ecuacion de difusion

ou a£ Guj
— = a—
ot ox\ ox
Ecuaciones Elipticas (si B> —4AC <0) por ejemplo la ecuacion de Poisson
Fu du_
ox*  oy® P
o’u  o%u

Si p(x,y)=0 se reduce a la ecuacion de Laplace o ot 0

oy
APENDICE 2

Identidades vectoriales

VVe)=yVip+(Vy)e(Ve) (1)
V(gVy)=gviy +(Ve)e(Vy) (2

Ecuaciéon fundamental del calculo variacional donde J esta definida en forma integral

@

donde

)



Entonces J tiene un valor estacionario si la ecuacion diferencia de Euler-Lagrange
of dfof 2
gy dt\dy

Satisface. Si se denota la derivada con respecto del tiempo Y es remplazada por la derivada

especial denotada por Y, , la ecuacion queda

4

Para tres variables independientes (Arfken 1985, pp. 924-944), la ecuacién generalizada es

)

APENDICE 3

Teorema de Gauss-identidades de Green

Donde V es la divergencia, V es el gradiente, V* es el Laplaciano, del Teorema de la
divergencia

J-(VOF)jV ZIFoda (1)

\

I¢(V w)eda= j[¢v2¢/ +(Vg)e(Vy)BV primera identidad de Green
S \
sustrayendo 2 de 1 de las identidades vectoriales

V(Vy —yV§)=gViy —yV 4

I(¢Vy/ —yV¢)eda= j(¢v2yx - z,//quﬁ)jV segunda identidad de

S \



APENDICE 4

si u tiene primeras derivadas parciales continuas y es armonica en una region entonces
la tercera identidad de Green esta dada por:

- 2D

(Kaplan 1991, p. 361).

Para el operador de Laplace V?u =0 la funcion de Green G aplicada a este operador da
como resultado V?G —§(x—&,y—7)=0
Propiedades de la Delta de Dirac

0 six#e¢
§(x_g)= o SiX=g¢

+00

f(x) = j f(£)(x—e)e

—00

1= [5lx— b

L[G(x.2)] = 5(x— &)

G(x,,%,)=G(x,,x,) propiedad de simetria
APENDICE 5

TEOREMA DE LA CUADRATURA DE EULER.

Dada una funcién continua f(x) en [a, b], p(x) definida en [a, b] continuay p(x)>0,
la integral de jb p(x)f (x)dx alcanza su grado de error minimo por cuadratura si f(x) es

aproximada por un polinomio de grado 2n—1 o menos.
[P0 ()dx = 3¢, £ (x )+ R[]
i=1

donde los coeficientes C,,C,,...,C,, X, X,,...,X, son determinados de un sistema de 2n

1~

ecuaciones en 2n incgnitas y ¢, (x) es el polinomio f(x)= ¢, (x)q(x)+ r(x) de grado n;
(pn(x): (X_ Xl)(X_ XZ)'”(X_ Xn) tal que



[ p(x)a(x)e, (x)ix =0

es ortogonal a todo q(x) de grado n-1 o menos.

Una aplicacion importante de la formula de integracion por cuadratura Gaussiana, €s
cuando se integra numéricamente utilizando polinomios de interpolacién de Lagrange.
Sea f(x) continua en [a, b], X,,X,X,...,X, nodos en [a bl

a=X, <X <X,<..<X,=b

n

~

F(x)=a,x" +ax"" +---+a, X+a,

tal que 4(x)=f(x,)=®,, asi tenemos que del sistema de (n+1)x(n+1) incognitas
a,,8,,...,a, , se tiene $(x) en funcion de los valores @, ,

§(x)= Ny (X} + N, (x), +--N, (x),

donde las funciones de forma Ni(x) son polinomios de grado n, cuyas raices son todas
X, J#I

xR0 ()

;0<i<n
Det

Det = Determinante de Vardemonde

Si

0= ) beekee) bo)

(X )a)r: (Xi ) (X =X )a)r; (Xi )

o5 ¢, =L 2000
a)rll(xi) @ (X_Xi)
como los coeficientes de Christoffel-Darboux.

dx; 0<i<n en a"b, son los coeficientes C, conocidos



Aplicaciones: Cuadraturas con coeficientes iguales. Sea f continua en [a, b], x;,X,,...,X,,
p(x)=1.

n

L[E]= [ f(ode = e, F(x,)

i=1 i=1

Il
N
>
M=
—
—_
x
~

Si f(x)=1, 1,[f]=a,n

n

los coeficientes son

Con el fin de determinar los nodos Xx,,X,,...,X, de tal forma que el error de las

cuadratura sea minimo; estableceremos un sistema de n condiciones en la cuadratura
Lx]=1x], r=12,...,m

r+1

b
n b X! br+1_ar+1
o, D X :I xdx =" | =
) a r+1\a r+1

r=212,...,n.

Si esas n ecuaciones tienen n soluciones reales x,, entonces el error de la cuadratura es
minimon =1, 1,[f]= e, f(x))

X, =;(b2 —a2)= (b+a)2(b—a)

a,=(b-a); x, = (b;a) punto medio de a"'b por lo tanto

hhkaJ&J=®‘®{b;j

la cual es exacta para funciones lineales en a b, f (x)=cx+d.



b 2 2
+dxg=°(b2“”‘)+(b_a)d

:M+(b_a)d :(b_a{c(b;a)+d}:alf(xl)

2

J:(cx+ d)dx = j:cxdx+j: ddx = c);z

Parael caso n=2,
b 2
Iz[f]:L f(X)dXzazz f(Xj)zazf(Xl)+a2f(X2)
j=1
Del sistema de condiciones impuesta a Iz[xj]: I[x;] se tiene: r =12

IZ[Xj]zale +a,X, =11+1(bl+1 —a“l)zé(b2 —az)

O Y

_b+a b-a, _b+a b-a

X — Xy =
Y2 2/3P 2 203

los nodos x,,X, son colocados simétricos al centro del intervalo [a, b]. En general, la
solucion del sistema;

3 r_i r+1 _ r+ _
aan:;x. _r+1(b t—a™) r=12,...,n

determina al polinomio

B, (%)= (x=x Jx =%, )+ (x = x,)
cuyas raices son los nodos x; requeridos.
Si se expresa al polinomio como:

-2

6.(X)=x"+o, X"+, X" +--+ 0, X+O,

donde

10



oL =X + Xy + X,
Oy = XXy + X Xy +o00 4 X, 1 X,

O, :(_1)nX1X2'”Xn

pero como S, =X, +X; +---+X;, r=12,...,n se obtiene por las condiciones sobre x|,
j=12,...,.n,r=12...,n

S;+o0,=0
S,+S,0,+20,=0

S,+S,,0,++S,0,,+noc, =0

n~ n-1

De esta manera, la determinacion de los nodos x;,X,,.. se reduce a determinar las

an

raices del polinomio g, (x Za X"1: o,=1, donde los coeficientes o5 son

determinados de las relaciones Sj )

La expresion del residuo R[f] de la formula de integracion de la cuadratura Gaussiana
es posible

donde

A0 |
&= o)™

Coeficientes de Christoffel-Darboux

También los coeficientes pueden ser obtenidos explicitamente cuando se utilizan
polinomios de interpolacion de Hermite pasando por los valores f(x,), f(x,),..., f(x,),

donde x,,X,,...,x,, raices de @ (x); y la derivada de f wvaluada en

[RATO R

(%) £ (%, ),..nn F1(x,).

Si H(x) denota el polinomio de Hermite,

f(x)= H)+(x =%, ) (X =x5 )2 (X=X, ) (X, Xgs Xy Xy X ey X Xy, )

11



donde H(x) es de grado 2n—1.

b

) p(x)f (x)dx = Lb p(X)H (x)dx + J': POOBZ(X)F (X, Xy0 Xgs Xy s Xy yevey X, X, )X =

- Zn:CiH(Xi)JfE PO (X)F (Xy, X, Xys Xy X yeves Xy s X, )X

R[f]:j|D PO)BZ(X)F (X, Xy0 Xy, Xy Xy ey X, X, )X

como p(x)>0, 42(x)>0, p(x)4(x) no cambia de signo en [a, b], existen &,7 < (a,b)
tales que

R[f]= f(& %, %, X,,X,) f(:n(;])f: p(x)g.” (x)elx

Teorema del valor medio iterativo
Para el caso p(x)=1, el residuo R[ f | queda:
(b _ a)2n+l(n!)4 o
RIf =27 f
= lempansy T ¢

la Férmula de integracion Gaussiana se realiza de hecho en el intervalo [-11],
transformando el intervalo [a,b] en [-11] mediante las coordenadas.

X:M+b_—at; —1<t<1
2 2

De esta manera la férmula de integracién Gaussiana para polinomios de Hermite queda:

E N @™ M) oy,
I—lf(x)dx_izllc‘f(xi)+[(2r1)!]3(2r1+1)f (£); £e(-12)

Ejemplos.
n=1, x =0; 1(:1(1) =1; R, _1 f(£)
2 3
n=2
—x, = X, =0.5773502691896258

12



Ec(2)=7 - f
2t 2 2 135

— X, = Xy =0.7745966692414834, x, =0

1 1 5 1 4 1
leotewo> . 1co_4.p _ £6)
2 ' 2% 18°27% 9’ * 15750 ©)

existen tablas de los valores de x,,X,,....x., k=123,...,7,... y de los coeficientes C",

c?d, c? c® cl, cP ..., cl cl ..., c¥ en general cuando se consideran
todos los cambios de f(x) en x,,X,,..., X, , hasta de orden k.

[RIEAY

APENDICE 6

Operador de Sturm-Liouville

BEEIR

p dvdu
j[uL(v) —vL(u)pix = p(ux—v]

a

el Laplaciano para tres dimensiones (L = VZ)

I[uL(v) —vL(u)pQ = I(qu —vVulr

APENDICE 7
9 Funcidn de Green para la ecuacion de calor

se quiere resolver la ecuacion de calor con posible fuente de calor que dependa del
tiempo

ou

E:kV2u+Q(x,t) 6.1
sujeta a las condiciones iniciales u(x,O) =g(x). Se puede analizar este problema en una,
dos o tres dimensiones. En esta parte no se especifica la region geometria o la
posibilidad de condiciones de frontera no homogeneas. Estos pueden ser tres términos no
homogeneos: la fuente Q(x,t) , la condicion inicial, y las condiciones de frontera.

Definimos la funcion de Green G(x,t; X,,t,) como la solucién de

13



a;—: ZKVG +5(x— % )S(t—t,) 6.2

en la misma region con las condiciones de frontera homogéneas relacionadas.
puesto que la funcion de Green representa la respuesta de la temperatura en {(en el

tiempo 1) debido a una fuente térmica concentrada en Xp(enel tiempoto ), insistiremos
que ésta funcion de Green es cero antes de que actue la fuente:

G(x,t;%,,t,)=0 para t<t, 6.3
El principio de casualidad.

Ademas, demostramos que solamente el lapso de tiempo t —t, (del tiempo transcurrido a
partir del tiempo de la iniciacion t =t,) es necesario.

G(x,t; %t )=G(x,t —ty;x,,0) 6.4

la propiedad de traslacion. La ecuacion (6.4) es demostrada dejando T =t—t, en el caso
que la funcion de Green G(x,t, x,,t,) satisface

Z?: kV?G +8(x—x,)5(T)con G=0para T <0

ésta es exacto la respuesta debido a una fuente concentrada en x = x,en T=0, implicando
(6.4)

posponemos hasta méas adelante el calculo real de la funcion de Green por ahora,
asumiremos que la funcion de Green estd dada y preguntar como representar la
temperatura u(x,t) en los términos de la funcion de Green.

6.2 la ecuacion de calor no tiene funcion adjunta natural.
Para demostrar como este problema se relaciona con otros discutidos en este libro,
introducimos la notacion linear del operador.

L= _kv? 6.5
ot
llamado calor o a operador de la difusion. En problemas anteriores la relacion entre la
solucion del problema no homogeéneos y su funcién de Green era operador basado, el
Laplaciano, y lo méas recientemente posible el operador de la onda. Componen al

operador L del calor de dos partes. V* es analizada facilmente por el formula del Green
para el Laplaciano, sin embargo, tan inofensivo como aparece a2 es mucho mas dificil

de analizar que cualesquiera de los otros operadores anteriores. para ilustrar la dificultad
por los primeros derivados, considere

14



L=<
ot

para operadores de segundo orden  Sturm-Liouville, a operadores, integraciones
i ; . . 0
elementales radican en la férmula del Green que la misma idea para L=a no se

trabajara en detalle,

ou au
L(v)—vL t= ——v— |dt
Jll) e [0 2
no se puede simplificar, alli no hay una férmula para evaluar j[uL(v)—vL(u)}JIt el

operador ; no es el mismo adjunto. En lugar de otro, por la integracion por partes

estandar,

IuL (v)dt = J'u—dt =uv] '!:v?;dt

y asi

b
_[(uav+vaujdt = uv\b
JTa " at a

para el operador L :st se define el operador adjunto

E:—ﬁ 6.7
ot

tenemos integrar sobre todo el espacio y de un cierto t=t, del tiempo a otro t =t, del

tiempo tenemos usando (6.6) para los términos del ; y la formula de Green

(I[uL (Wha= J'(qu—vVu)dF) para el operador V?. La “contribucion de

frontera”, son de dos tipos, la parte espacial (sobre ﬁ ) y una parte temporal (en el

tiempo inicial t; y tiempo final t, ). Si uy vsatisfacen la misma condicion homogéneas
de frontera (del tipo generalmente), entonces las contribuciones espaciales desaparecen.

j':j:(vVu —uvvpS =0

6.4 funcién de Green adjunta
en orden de eventualidad deriva un formula de la representacion para el u(x,t)en

términos de la funcion de Green G(x,t;x,,t,), nosotros debemos considerar el resumir

15



de varias fuentes mide el tiempo asi, nosotros consideran la funcién del Green de fuente
variable.

G(x,t,, %, t) = G(X,~t, X,,~t,)
donde se ha utilizado la propiedad de traslacion. por causalidad, éstos son cero si t > t;

G(x,t,x,t)=0 parat>t 6.14
dejando el z=-t, vemos que la funcion G(x,t,x,,t) de Green de fuente variable
satisface

(—st—kVZJG(X,tl,xl,t):5(x—x1)5(t—t1) 6.15
asi como el principio de casualidad fuente variable (6.14). EI operador del calor L no
ocurre. en lugar, el operador L~ del calor del adjunto aparece:

L[G(x,t, x,t)]=8(x—x )s(t—t,) 6.16
vemos que G(x,tl, xl,t) es la funcion de Green para el operador adjunto del calor ( con
fuente variable principio de casualidad). A veces se Ilama la funcion de Green adjunta,
G"(x,t,, x,t) . Sin embargo, es innecesario calcularla o utilizar siempre, entonces

G(xt,x,t)=G(xt,x,t) 617
y ambos son cero parael t >t

de (6.6)
j.[uL*(v)—vL(u)]dt =-u/| 98

a

esta es analoga a la formula de Green.

ahora volvemos al problema no homogéneo del calor:

L(u)=Q(x,t) 6.9
L[G]=6(x—x,)5(t-t,)  6.10
donde

L= v 6.11
ot

para la ecuacion de calor no homogénea, nuestros resultados son mas complicados puesto
que debemos introducir al operador adjunto,

L =—g—kV2 6.12

ot
16



por calculo directo

(o) __,0v__ou 20 o2
uL"(v)-vL(u)= i vat+k(vVu uv?y)

y asi

ty t

j HuL”(v)—vL(u)}alet = —I uv\tf dQ + kH(VVu —uvvprdt  6.13

t Q Q 4T

fuente variable o funcion de Green adjunta, v =G(x,t,;X,,t) usando la definicion de la
ecuacion diferencial (6.9) y (6.10), formula de Green (6.13) se convierte

tﬂ”[w(x_ X, ) (t —t5)— G(X, ty; Xo, ).t *xalt

= J'”u(x,O)G(x,to; X,,0)d°x
+ kTﬁ[G(x,to; X, 1)VU —UVG(X,t,; X, t)]® ndSdt

desde entonces G=0 para t >t, . El solucionar para u, obtenemos
fo

u(xo.t,)= ””G(x,to; %o, t)Q(x, t)d *xdt
0

+ .[HU(X’O)G(tho; Xo70)d3th
t
0

puede ser demostrado que los limites '[0 + Se pueden sustituir por to,ahora (como antes)
intercambiamos X con Xy y fcon tO- Ademas, nosotros utilizamos reciprocidad y
derivamos
t

u(x,t)=””G(x,t;xo,to)Q(xo,tO)d3x0dt0

o (6.14)
+ kj'ﬁ[G(x,t; Xo, T )VXU —U(Xy, T WX,G(X, ; X4, t, )] DS, dit,

0

L(u)=6(x=x,)5(t - t;) L'(v)=8(x—x)o(t-t,)
u=0 para t<t, v=0 para t>t



la ecuacion (6.14) ilustra como la temperatura u(x,t) es afectado por los tres términos no
homogéneos. La funcién de Green G(x,t;,,t,) es la funcion de influenza para el termino
de la fuente Q(x,,t,), asi como para el u(x,,0) inicial de la distribucién de la temperatura
(si evaluamos la funcion de Green en t,=0, como es absolutamente razonable).
Ademas, las condiciones de frontera no homogéneas son consideradas por el término

t
+inf:3§[GVx0u—u(xo,tO)VxOG]or‘1dSOdt0 . la ecuacion (6.14) ilustra el principio de la
0

causalidad; en el tiempo t , las fuentes y las condiciones de frontera tenga un efecto
solamente para el t,<t. La ecuacion (6.14) generaliza el resultado obtenido por el

método de expiacion de ingen funciones.

Reciprocidad
Derivamos una formula de la reciprocidad. Aqui, hay algunas diferencias pequefias
debido a la ocurrencia del operador del adjunto en formula Green (6.13). en (9.13)
introducimos

u=G(xtx%,t) (6.18)
v=G(xt;x,t) (6.19)

el ultimo que es demostrado para fuente variable o funcion de Green adjunta. asi, las
caracteristicas que definen para u y v son:

L(u)zg(x_xo)g(t_to) L*(V):5(X_X1)5(t_t1)
u=0 parat<t, v=0 parat>t,

Integramos t =—ota t =00, [ esdecir, t, =—oota t, =co] obteniendo
””[G(x,t;xO,to)5(x—xl)é‘(t—tl)—G(x,tl;xl,t)é‘(x—xo)d(t—to)]dgxdt

:_IIIG(x,t;xo,to)G(x,tl;xl,t) o dx
Puesto que uy v ambos satisfacen las mismas condiciones de frontera homogeneas, de
modo que
ﬁ(vVu —uVvv)ends

desaparece las contribuciones también desaparecen en t =400 debido a la causalidad
usando las caracteristicas de la funcion del delta del Dirac, nosotros obtenemos la
reciprocidad:

G(Xl’tl;XO’tO):G(XO’tl;Xl’tO)
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como hemos demostrado para la ecuacion de onda, intercambiar las posiciones de la
fuente y de la localizacién no altera las respuestas si los tiempos transcurridos de las
fuentes son iguales. en este sentido la funcion de Green para la ecuacion del calor
(difusion) es simétrico.

9.8 funcion de Green para la ecuacion del calor en un dominio semi-infinito
Obtenemos la funcion de Green necesitada para solucionar la ecuacion no homogeénea
del calor en intervalo semi-infinito, en una dimension (x > 0), conforme a una condicion
de frontera no homogéneaen x=0:

ou

o kV2u +Q(x,t) x>0 (6.31)
Bc:u(0,1)) = A(t) (6.32)
Ic:u(x,0)= f(x) (6.33)

la funcion de Green es determinada por el método de las imagenes

observamos que la condicién de limite en x =0 estd, satisfecha automaticamente

6.9 funcion de Green para la ecuacion del calor en un dominio finito (0<x<L), la
funcién de Green para la ecuacién del calor por el método de extensiones del
eingenfunciones con las condiciones de frontera cero en ambos extremos

G(x,t, X, 1) =D = 2 sen 1™ sen 1o g konitF4) (g 35)
~L L L
podemos obtener una representacion alternativa para esta funcion de Green utilizando el
método de iméagenes.

por simetria, las condiciones de frontera en x=0 y en el x=L son satisfechas si las
fuentes concentradas positivas estan situadas en x = x, +2nL Y las fuentes concentradas

negativas estan situadas en Xx=-Xx,+2nL (para todos los numeros enteros

n—o<n<ow). Usando el espacio infinito de la funcion de Green, tenemos una
representacion alternativa de la funcion de Green para una barra un dimensional:

WZ{ { ((Xm exn{ l(‘j(((_x)z)}}cada forma tiene su

propia ventaja. La expansion de la eigenfunciones, (9.35), es una serie infinita que

G(x,t; Xy, t,

converge rapidamente si (t_LtZO)k es grande. es asi el mas Util para t >>t,. en realidad , si

t>>t,,

G(X,t,xo,t ) 2 sen(ﬂx jsen(ﬂxje_k(nﬂ'ﬂ)z(t—to)
L L L
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sin embargo, si el tiempo transcurrido t —to es pequefio, entonces muchos términos de

la serie infinita son necesarios.

Usando el método de imégenes, la funcion de Green también es representada por una
serie infinita (9.36). El espacio infinito de la funcion de Green (parauna t fija)
exponencial se decae lejos de la posicion de la fuente.

T o by )

se decae en espacios muy bruscamente si testa cera t,, si testa cerca de t,, entonces

solo las fuentes cercanas localizadas en x son importante; las fuentes muy lejanas no
seran muy importantes ( si t es cercano a t,), las fuentes de las imagenes pueden ser

ignoradas si t es cercanaa t, (y si X 0 X, no es ningun cercano las frontera 0 o L, como
aproximacion,

exp(— {(X — X, )2 1 4k(t —t, )})

1
G(X,t, XO’tO) ~ m
0

si t cerca de t, la funcion de Green con fronteras se puede aproximar (en regiones lejos

de las fronteras) por el espacio infinito de funciones de Green.
Esto significa que por tiempos pequefios las fronteras puede ser descuidado (lejos de las
frontera)

para ser mas exacto, el efecto de cada fuente de la imagen es mucho mas pequefio que la
2

L
k(t _to)
aproximacién del "tiempo pequefio”
la funcion de Green puede ser aproximada por un espacio infinito de funciones de Green
2 2

. ~ . L L . .
si t—t, es pequefio ( es decir t—t, <<? , donde ?este cociente de cantidades

fuente real si ( ) es grande. Esto rinde una comprension mejor de una

fisicamente medibles) alternativamente, esta aproximacion es valida para una "barra

larga” en el sentido que L >> . /k(t -1, ).

En resumen, la produccion del método de la imagen a la serie infinita rapidamente
2

L
k(t _to)

eingenfunction rinde una representacion infinita rdpidamente convergente de la serie de

convergente para la funcion de Green si >>1 , mientras que la extensién del

la funcion de Green si

2

k(t _to)

ambo requiere por lo menos un nimero moderado de términos.

Si es ni pequefio ni grande, entonces las dos extensiones son competitivas, pero
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APENDICE 8
Calculo del limite & > T

Para localizar el punto de carga en la frontera, primero ajustamos la frontera tal que
contiene el punto dentro de un circulo de radio & de acuerdo a la figura 1.

I'=(r'-r,)UT,

asi el punto & que esté dentro del dominio y la ecuacion de frontera todavia es valida.
3 A

\t- L )

Figura 1. Extension de la frontera por un circulo
La integracion a lo largo de ¢ - circulo es parametrizado por

dI, =edgp
Ver figura 2. Ademas la norma
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fi 7| = 1

Figura 2. La geometria por acomodar el punto de carga en la frontera
el valor del limite tomando EIF en la frontera puede ser ahora calcule. Para Iqu*dl“

lim qunX—g o lim Iqlnx-g o, fim Iqlnx—g -
e—0;, 2 >0 2w e—0 2w

- I,
en el limite, el primer integral es débilmente singular. Con las eq. (17,18) y la regla de
L'HOSPITAL, el ultimo integrando en la eq. (19) los resultados en una contribucion
desapareciendo

i Inx—-¢& i e
lim Iq ‘ 5‘ dr = lim i (Ing)gdgo
5_>0r€ 2 e—>027 7
- p=a ! - o=a .
_ lim i (Ing) - lim i —gedp=— fim i8[05—0]:0
0 e—02rx

eo02r e (1) 4 e>02rx 7

&

La integral qu* dr" las primacias a

lim I(x—f)n u(xHC = lim J‘ (x=&)n u(x)r + lim I(X_g)nu(x)ﬂ“(Zl)

E%Or,zﬂ‘x_ﬂz g_)or'_‘gZﬂ"X—g‘z E%Orgzﬂ‘x_g‘z

la primera integral en Eq. (21) es un integral fuertemente singular calculado por el valor
principal de Cauchy. Para la segunda integral
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lim I(X_éjanXhF— lim :EKX{ 82]8d¢= lim fﬁmxij_jd¢:cw(7

&> 07 27x - &/ &0 27e >0 0 \x 27

Sumando estos resultados y insertandolos en la eq.(8) se obtiene la ecuacién

u(e)= & e+ fut) =5 o o™ ar

27 L gﬁ‘x_g‘z ] 27
(15 e Jo o Mlehr = u £
cle)=(1- 2 |

27

el factorizan C(&) es llamado el factor de frontera y denota la fraccion de u(”) en Q
como

1- % sicel

27
C(¢&)=11 si £eleQ
0 para eI, Q
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