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RESUMEN

Se estudia la propagacién de ondas elasticas en un medio estratificado en una
configuracion 2D. Las ondas P y S son producidas por una fuente en un medio
elastico solido. Se realiza las soluciones de las ecuaciones de elasticidad, las
ecuaciones de Navier, asi como las soluciones de las ecuaciones de onda en
términos potenciales, y el andlisis de reflexion y transmisioén de las ondas planas P y
S. La solucion de las ecuaciones de movimiento se obtiene vectorialmente y en el
dominio del tiempo, utilizando el método pseudo —espectral de diferencias finitas. La
formulacién se basa en las ecuaciones constitutivas y de equilibrio, en términos de
velocidades y esfuerzos para reducir el grado de las ecuaciones diferenciales.

En el método pseudo-espetral las derivadas con respecto a las variables espaciales
se realizan con el formalismo de la transformada rapida de Fourier. Con el objetivo
de optimar la precision de dichas derivadas, se utilizan mallas alternadas.

En el presente trabajo se enfoca el estudio de la propagacién de ondas de medios
estratificados sélidos-liquidos, utilizando las ondas P y S modeladas mediante las
ecuaciones constitutivas y el método de diferencias finitas.

Se hizo la simulacion de dos casos: Para un sistema de un medio estratificado
Sdlido-sélido y Liquido-sélido Simétrico. Para establecer los célculos, los resultados
se compararon con soluciones por medios de graficas.

Los experimentos numéricos muestran una gran estabilidad del método de
diferencias finitas, por lo que se plantean y discuten posibles extensiones a casos
mas complejos en geometria y materiales.



ABSTRACT

Is study the propagation of elastic waves in a stratified medium in a configuration 2D.
The waves P and S are produced by a source in an medium elastic solid. There are
realized the solutions of the equations of elasticity, the equations of Navier, as well as
the solutions of the wave equations in terms of potential, and analysis of reflection
and transmission of plane waves P and S. The solution of the equations of motion is
obtained vectorially and in time domain, using the pseudo-spectral method of finite
differences. The formulation is based on the constitutive and equilibrium equations in
terms of speed and efforts to reduce the degree of differential equations

In the pseudo-espetral method the derivatives with respect to the spatial variables
are performed with the formalism of the fast Fourier transform. With the optimize
objective the accuracy of these derivatives, staggered grids are used.

In the present work focuses the study of wave propagation solid-liquid stratified
media using the P and S waves modeled by the constitutive equations and the finite
difference method.

It was the simulation of two cases: For a system in a stratified medium solid-solid and
liquid-solid symmetrical. To establish the calculations, the results were compared
with solutions by means of graphs.

The numerical experiments show a great stability of finite difference method, for what
they appear and discuss possible extensions to more complex cases of geometry
and materials.
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Capitulo 1

1. 1 INTRODUCCION

El problema del fenbmeno de la propagacion de ondas es muy amplio y general.
Se pueden abordar distintos niveles de dificultad, aunque aparece l6gico empezar
desde el punto basico, para que posteriormente se vayan tratando niveles mas
complejos y su medicién aporta elementos para entender los secretos de la
naturaleza. Una onda es una perturbacién que se propaga desde el punto en que
se produjo hacia el medio que rodea el mismo y se transmite en todas las
direcciones por las que se extiende el medio con una velocidad constante
(siempre que el medio sea is6tropo), o variable si el medio es anisétropo o
inhomogéneo.

Estos fendmenos implican interacciones y por ello las observaciones pueden
complicarse. Una manera de entender una amplia variedad de fendmenos en
distintas escalas es por medio del estudio de la propagacion de ondas elasticas.

En la naturaleza existen diversos fendémenos de propagacion de las
perturbaciones mecanicas. Las ondas mecéanicas se originan por el movimiento
forzado de una porcion de un medio deformable. Asi, las perturbaciones, en una
parte del medio se transmiten a las particulas vecinas propagando el movimiento,
a esto se le conoce como propagacion de ondas.

Una deformacién de un cuerpo solido que viaja a través de un medio elastico se
llama onda elastica; Cuando se produce un sismo, el suelo experimenta un
movimiento violento; la perturbacion ocasionada por el sismo se propaga por la
superficie terrestre en todas direcciones con velocidades que dependen de la
naturaleza del terreno y de las propiedades elasticas de los materiales se
denomina onda sismica; la energia que origina estas perturbaciones se transmite
por el terreno en forma de ondas elasticas de compresion, dilatacion y torsion.
También se dice que el conjunto de todos los puntos en el espacio que son
alcanzados simultdneamente por una onda se le llama frente de onda. Por tanto,
las caracteristicas de estas ondas estan directamente influenciadas por la fuente
sismica que las genera y por las propiedades del medio por el que viajan.

En este tipo de medios elasticos existen dos tipos de ondas; (Anexo 1) aquellas
gue se denominan ondas P y las ondas S. Las ondas P son las llamadas ondas
primarias y viajan a una velocidad mayor que la onda S, también denominadas
secundarias. Cuando una onda se transmite en un medio, y este presenta una
superficie en la cual la onda incide, estas ondas interactian con ella y se
produciran reflexiones. Si un medio presenta estratos con propiedades diferentes,
y una onda que se propaga incide sobre él, produciran reflexiones y refracciones
entre un estrato y otro. Estos tipos de ondas pertenecen a las llamadas ondas
internas, puesto que viajan por el interior de la superficie terrestre.




Capitulo 1

1.2 Estado del arte

El estudio de la propagacion de ondas en un medio estratificado a través del método
de diferencias finitas, se ha analizado desde la segunda mitad del siglo XX, entre los
investigadores que han trabajado en ello se destaca David G. Harkrider (1964),
planteo la continuidad de las deformaciones constantes, en lugar de la de los
esfuerzos cortantes, para posteriormente intentar modelar un estrato fluido-intermedio
reduciendo a cero el modulo de cortante de un estrato liquido.

Alterman y Karal (1968), resuelven el problema de una capa sobre un semiespacio
directamente aplicando las ecuaciones de contorno (continuidad de esfuerzos y
desplazamientos en la interfaz entre ambos medios, y la nulidad de los esfuerzos en
la superficie libre), de manera que generaban un esquema implicito el cual les
obligaba a resolver un sistema de ecuaciones. Ellos emplearon un esquema
convencional en desplazamientos y desarrollaron su algoritmo para medios
homogéneos.

Madariaga.R., (1976), desarrollo el esquema alternado de diferencias finitas esquema
basado en las ecuaciones elasticas acopladas de movimiento de primer orden y las
leyes constitutivas expresadas en velocidades y esfuerzos de la particula, las cuales
utilizo para modelar la propagacion de una fractura circular en un medio elastico.

Alford, R.M.,K.R.Kelly, et al. (1974), utilizaron un esquema centrado de
desplazamiento, donde obtuvieron resultados que fueron alentadores para esquemas
sin dispersion y para llegar a ello utilizaron intervalos espaciales de mallado lo
suficientemente pequefios para evitar obtener interpretaciones erréneas de
sismogramas. El esquema centrado fue practico ya que se pudo modelar
adecuadamente la propagacion de distintas ondas como las ondas superficiales.

Boore (1972) y Kelly et al. (1976), hacen evolucionar un algoritmo para medios
heterogéneos e introducen la idea de promediar los parametros del medio para
problemas SH en 2D, donde los parametros de Lamé y la densidad se igualan a cero
para simular la superficie libre.

Aki y Richards (1980), estudiaron la propagacion de ondas en medios verticalmente
heterogéneos y abordan conceptos como el vector desplazamientos-esfuerzos y el de
matriz propagadora, bases del método de Haskell. El andlisis lo presenta para la
incidencia de ondas P, SV y SH. Kosloff y Baysal (1982), y Avila, Suarez y Sanchez
Sesma (1993), simularon la propagacion de ondas sismicas en configuraciones
geoldgicas irregulares, por medio del método de diferencias finitas utilizando la
transformada fourier.
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Rong-Song et al. (1988), quienes usaron el método de diferencias finitas para
simular la propagacion de ondas P-SV en un medio elastico con superficie libre
poligonal. Estos esquemas requerian mallas no uniformes e introdujeron algunas
complejidades y reducieron la exactitud de la solucion. Levander (1988), desarrolld
la técnica de imagenes para los esfuerzos, en la cual era necesario conocer los
valores de las componentes del tensor de esfuerzos sobre la superficie libre.
Posteriormente Levander (1988) trabaja con un esquema de cuarto orden de error.

El desarrollo del método de diferencias finitas, aplicado a los de propagacion de
ondas ha progresado en la dltima década, entre los que estan Ohminato y Chouet
(1997), quienes discretizar6n la topografia de un problema 3D realizando la
superposicion de celdas unitarias en un esquema en velocidad-esfuerzos
mediante una malla desplazada. Moczo. P,E. Bystricky, et al. (1997) ,utilizaron el
meétodo de diferencias finitas alternadas con un muestreo no uniforme. Después
Kristek et al. (2002), usaron una técnica diferente para modelar la superficie libre,
llamada técnica ajuste de la aproximacion en diferencias finitas, puesto que no
necesita desplazamientos ni esfuerzos virtuales sobre la superficie libre. Moczo et
al. (2004). empleo esta técnica para calcular el movimiento del suelo en modelos
con discontinuidades laterales del material y superficie libre horizontal. Sin
embargo Kristek et al. (2002) y Moczo et al. (2004), emplearon esquemas en
velocidad-esfuerzos con mallas desplazadas de cuarto orden de aproximacion.
Finalmente, Min et al. (2004), trabajo en el dominio de la frecuencia con un
esquema en desplazamientos y propuso el llamado “esquema basado en celdas”,
donde los parametros de Lamé (ver el capitulo 2), son tomados en las celdas de la
malla en lugar de tomarlos en los puntos nodales.

En este trabajo, se va a desarrollar el estudio de la propagacion de ondas de un
medio estratificado Solido-Sélido y Sdlido-Liquido, utilizando las ondas Py S que
son producidas por una fuente en un medio elastico sélido, modeladas mediante
las ecuaciones de elasticidad y el método de diferencias finitas, considerando la
técnica pseudo-espectral

1.3 Objetivo

Determinar la propagacion de ondas en medios estratificados, considerando sus
distintas propiedades mecanicas las cuales son: densidad, velocidad de
propagacion de las ondas de cortante y longitudinales, a través de la realizacion
de un modelo numérico basado en el método diferencias finitas.
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1.4 Metas

Plantear las ecuaciones de la elasticidad dinamica, (ecuaciones de Navier), en
términos de funciones que satisfacen la ecuacion de onda.

Formular las ecuaciones de la elasticidad dinamica en términos del método de
diferencias finitas, e implementar un esquema de solucion.

Realizar un programa computacional donde se resuelvan el campo de
desplazamientos y de esfuerzos de las ecuaciones de la elasticidad dinamica
mediante el esquema de solucién de diferencias finitas debidamente codificado.

Resolver distintos ejemplos del fenébmeno de la propagacién de onda en un medio
estratificado.

1.5 Justificacion

Debido a los problemas que se pueden dar en un medio continuo elastico, al aplicar
una sefial en éste, a través de una fuerza en un punto dado, se provoca una
liberacibn de energia que se propaga en forma de ondas. y su difraccion son
centrales en el mundo que nos rodea y su medicion aporta elementos para
desentrafiar los secretos de la naturaleza. Estos fendmenos implican muchas
interacciones y por ello las observaciones suelen complicarse. Por lo que es util e
importante desarrollar un método que permita encontrar las caracteristicas de la
propagacion de la onda.

El estudio de la propagacion de ondas es importante, ya que el fenémeno depende
de las caracteristicas mecanicas del medio en que se transmite. La determinacion de
los tiempos de arribo de ondas disparadas en diferentes lugares del medio, permite la
determinacion de propiedades tales como las velocidades de onda, permeabilidad y
discontinuidades del mismo, lo cual tiene gran aplicacion en la ingenieria.

1.6 Planteamiento del problema.

El problema en estudio consta para un sistema de multiples de estratos solido
simétrico, con diferentes propiedades mecanicas, con una fuente dada en el
mismo estrato. Donde x y y son el sistema de referencia, (x;,ys) es la
coordenada de la fuente (Pulso de Ricker), H; es el espesor del estrato, a; y <, es
la velocidad de la onda P en el sdlido, B, y B, es la velocidad de la onda S en el
sélido, p; y p, es la densidad del medio sdélido, como se muestra en la figura 1.1
Determinar su respuesta.
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Estrato soélido

(2) 1) (@) (3)

(3)

ﬁu

7 ¢
?
Az

¢...:a...mTl-_...../,.
&..‘f ..: :m.nﬁ. LW B

.Q 4 .AJ b “—v,..
r_! .47 nen ~ o s 20

IJL w é\.q

s 15 : .:
*r: -w:) u&.%a\ﬂ

\% )r..r .. ‘a

..: "
uf .«.- ne.a

IJL t\hw...-
A‘&/ \(. n)uﬂo.h‘.i

OonL

: lf <‘A4» A w e -U/G
v 3 %*» r): aA—‘r-o“:-.J\ ‘.? A .

LR :[..

»

N s The R,
) u*.r; 4&:! ‘b 951 1\; ‘Tv -’

Fuente

) r.!., .7

H3

H2

H1

H2

H3

con diferentes propiedades

lidos

ltiples estratos sO

u

Figura 1.1. Sistema de m

7

mecanicas.

1.7 Sinopsis.
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El trabajo de esta tesis estd formado por 4 capitulos y se describen
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través del método de diferencias finitas, por dltimo se implementa el objetivo,
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| tema a desarrollar, tambi
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En el capitulo 1 se presenta la introducci
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metas y justificacion que son fundamentales para la elaboracion del presente
trabajo de tesis

En el capitulo 2 se presentan las ecuaciones de elasticidad, la ecuacién de
movimiento y las ecuaciones de las ondas Py S.

En el capitulo 3 se presenta el metodo de solucion de la propagacion de ondas,
de acuerdo a las ecuaciones de la elastodinamica. Se utiliza el método de
diferencias finitas para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales parciales
gue modelan el fendbmeno, considerando la técnica pseudo espectral.

En el capitulo 4, por ultimo, se presenta ejemplos de aplicacion entorno al
problema de la propagacién de ondas en un medio estratificado, asi como los
resultados obtenidos.

Al final, se presentan las conclusiones, recomendaciones, trabajos a futuros,
anexos Yy glosario de este trabajo.



CAPITULO 2

Ecuaciones de la
elasticidad y onda.
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2.1 Introducciodn

El tamafio y la forma de un cuerpo solido se puede cambiar aplicando fuerzas a
su superficie externa, a estas fuerzas externas se oponen fuerzas internas que
resisten los cambios de tamafio y forma. Debido a esto, el cuerpo tiende a
regresar a su condicion original cuando las fuerzas externas se “retiran”. Esta
propiedad de un soélido a resistir cambios de tamafio o forma y regresar a la
condicion original, antes de la deformacion, se llama elasticidad. Un cuerpo
perfectamente elastico es aquel que recupera perfectamente su forma y tamafio
original después de ser deformado.

El medio continuo es un conjunto de particulas que forman parte de un cuerpo, ya

sea solido, gas, o fluido, que es estudiado, sin considerar las posibles
discontinuidades existentes en el nivel microscopico (molecular). Por lo tanto, se
puede decir que hay discontinuidades entre particulas y que la descripcion
matematica de este medio y de sus propiedades se puede realizar con funciones
continuas.

La descripcibn méas elemental del movimiento en un medio continuo puede
llevarse a cabo mediante funciones matematicas que describan la posicion de
cada particula a lo largo del tiempo. En general, se requiere que estas funciones y
sus derivadas sean continuas. En este capitulo se presenta las ecuaciones que
gobiernan la propagacion de ondas en un medio estratificado.

2.2 Descripcion de las ecuaciones de la elasticidad.
2.2.1 Tensor de esfuerzos y deformacion.
En el tensor de esfuerzos (Fung, 1977), los esfuerzos normales estan contenidos

en la diagonal principal, mientras que en la triangular superior e inferior se
localizan los esfuerzos de cortante asi, se tiene:

Oxx Oxy Oxz
[0,] = |9 Tyy Oyz (2.1)
Ozx Ozy Ozz

En la literatura de la mecanica de los medios continuos es comun encontrar a los
esfuerzos tangenciales denominados con la letra .

9
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A los esfuerzos que actian donde los esfuerzos cortantes son nulos se les
denominan esfuerzos principales estos son esfuerzos normales y los planos donde
actian se les denomina planos principales.

El tensor de deformacion de orden 2 es una matriz que al igual que el tensor
esfuerzo sus elementos representan las deformaciones unitarias tanto lineales
como angulares de un cuerpo referido a un sistema de ejes coordenados. Que
describe las deformaciones internas del medio y puede expresarse usando los
componentes de los vectores de desplazamiento (u,, u,, u,).

ou, 1 /0u, N du,\ 1 (6ux N auz)'
0x 2\ dy Ox 2\ 0z Ox
1/0u, OJu ou 1/0u, OJu,
eij = |3 —2 4+ = — ==+ (2.2)
2\ ox 0y dy 2\ 0z oy
1 (0uz N 6ux) 1/0u, N ou,, ou,
| 2\ Ox 0z 2\ oy 0z 0z

El tensor de deformacién se define como:

H H 2 (?xj (?xl- '

Asi los esfuerzos en términos de los desplazamientos estan dados por:

ou
Opy = A0 + 2uey, = A0 + 2 ax" (2.4)
_ 5 _ ou, OJu, 25
Oxy = 4HUelxy = U W‘*‘W ()
_ _ ou, OJu,
Oxz = 2Ueyxz = | E"' ox (2.6)

10
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2.2.2. Ecuacion de movimiento

La ecuacion de movimiento también puede ser expresada o resuelta en términos
de los desplazamientos, ya que los esfuerzos estan relacionados con las
deformaciones y los esfuerzos se pueden obtener derivando los desplazamientos
(Fung, 1977).

Se consideran medios homogéneos, isotropos y elasticos. Durante la propagacion
de las ondas a través del medio, la relacion entre los esfuerzos y los
desplazamientos esta dada por la ecuacion de movimiento, asi que la segunda ley
de Newton establece que Fuerza = masa x aceleracion. Al expresarse de manera
vectorial por unidad de volumen se tiene:

(2.7)

doi; . . .
Donde a—” representa la divergencia del tensor de esfuerzos, p = densidad de

X

]
masa, x;= coordenadas espaciales, F;= fuerza de cuerpo, u, = desplazamiento
(generalmente se emplea u, para referirse al movimiento en el eje x, u, para el
movimiento en el eje y, y u; para el movimiento en el eje z).

La ecuacion de movimiento también puede ser expresada y resuelta en términos
de los desplazamientos, ya que los esfuerzos estan relacionados con las
deformaciones, y los esfuerzos se pueden obtener derivando los desplazamientos.
la ecuacion de movimiento relaciona las derivadas espaciales del tensor de
esfuerzos con la derivada temporal del vector de desplazamientos, expresando la
ecuacién en coordenadas cartesianas (x,y,z), y simplificando nos queda la
componente X se tiene:

00y, 00y, 00y, 0%u,
ettt = g (2.8)

Para expresar la ecuacion anterior (y las correspondientes a las direcciones yy z).
Se utiliza la ecuacién (2.13) en términos de desplazamientos se aplica la ley de
Hooke para un medio homogéneo, isétropo y elastico que esta en funcion de las
constantes de Lamé (21 yu).

11



Capitulo 2

2.2.3 Ecuacion de Navier
Ley de Hooke

La segunda ley de Newton puede ser escrita en términos de los desplazamientos
utiizando la ley de Hooke que establece que las deformaciones son
proporcionales a los esfuerzos que las producen y esto se define como (Aki y
Richards, 1980):

0ij = Cijki€ki (2.9)
Omn = Cmnpq®pq (2.10)
Por lo que:
Cmnpqg = ﬁmiﬁnjﬁpkﬂqlcijkl (2.11)
Cijir = A8;i6i + 1 (881 + 1) (2.12)
Se dice que:
O'ij = /19116ij + Z,uel-]- (213)

Donde A y u son las constantes de Lamé, especificamente u es el mddulo de
rigidez cortante del suelo (en la literatura geotécnica se le denomina con la letra

G), §j es la delta de Kronecker y vale 1 si i=jy 0 sii#j; eij es el tensor de

deformaciones infinitesimales.

Al sustituir el tensor de deformaciones en la ley de Hooke se obtiene lo siguiente:

ou,, ou; 0u;
Gij = A m Sij + U (a—x]+ a—xl> (214)
0
au] auk aui
o = A5 Bt (axi axk) (2.15)

Al sustituir la ecuacion (2.13) en la ecuacion (2.7) se obtiene:

d0;; 0%u;
Yy = p

6xj

(2.16)

12
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0 0%u;
a—xj (). 6”61']' + 2yel~j) + fi =p atz (217)
2 d (aum)(S N 0 (ou; Ou . 0%y, )18
0x;) \oxy) O THax\ox, Tox, ) T T P o2 (.18)
g (L Ny P T O 2.19
axiaxm b 'uasz Haxiaxj i=p atz ( ' )

Se simplifica y nos queda de la siguiente manera:
TP LA 220
K axiax}'-l_ 'uasz ( ' )
_ U

UV 4+ A+ V(V -T) + f=r3z (2.21)
Vu=V(V-t)— Vx(Vx1) (2.22)

Al sustituir la ecuacion (2.21), enla ecuacion (2.22) se obtiene:
(/1+2,U)V(V'E))—‘LLVX (VX I_L))+f = pﬁ (223)

Donde la ecuacion (2.23) rige la propagacion de las ondas y nos representa el
equilibrio dinAmico de un solido elastico, homogéneo en términos de los
desplazamientos, donde u = (u,v,w) es un vector que representa el
desplazamiento en las tres direcciones del espacio x, y, z, respectivamente, y t es
el tiempo. Por otro lado, A2 y u son los denominados pardmetros de Lamé y
caracterizan al medio, junto con p que representa la densidad. V2 es el laplaciano,
y V el operador nabla. Esta es la denominada Ecuacién de Navier.

2.2.4 Ecuaciones de equilibrio.

La ecuacion (2.23) expresada de manera no vectorial corresponde a tres
ecuaciones, que representan el equilibrio en las tres direcciones:

(42 )62u+ 62u+62u FOtw 0%v N 0%w 3 2%u
Waxz T 552 " 5,2 K\oxay T oxaz) ~ Poc?
(2.24)

42 )02v+ 62v+62v O 62u+62W B 0%v
Wayz TH\Gx2 T 352 W\ oxay T ayaz) = Poc?

13
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(42 )62W+ 62W+02W Ot 62u+62v _ 0%w
Kiaxz TH 9x2 dy? W\ oxaz 0yoz ~ P o2

A partir de estas expresiones pueden encontrarse ecuaciones que describan el
movimiento en diferentes direcciones, para ello habra que establecer algunas
condiciones iniciales sobre la fisica del problema tales como esfuerzos 0
desplazamientos conocidos en alguna seccion del medio, dichas condiciones se
conocen como condiciones de frontera.

2.3 Ecuaciones de onda

Con el fin de dar solucion a la ecuacién (2.23) y obtener el campo de

desplazamientos 1, se emplearan las funciones ¢y¢, conocidas como
potenciales de Helmholtz , por lo que finalmenteu queda expresada como (Aki y
Richards, 1980)..

Ui=Vo+VxYP (2.25)

En la ecuacién anterior V@ yV x ¥ son llamados componentes de onda P y de
onda S, respectivamente, del campo de desplazamiento.

En esta representacion, el desplazamiento 1 es la suma del gradiente del potencial
escalar ¢y el de rotacional del potencial vectorial ¢. La parte asociada con el
potencial escalar no tiene rotacional V x (V¢)= 0 por lo que representa las ondas
compresionales P. Y la parte asociada con el potencial vectorial tiene divergencia
igual a cero V - (Vx ¥ )= 0, esto significa que no hay cambio de volumen y
representa a las ondas de corte S.

o 0% A+ 2u
2y2 _——= — =
a“Vep + ) pYe) a 5 (2.26)
22y 4 v_ov = K 2.27
B o= ow p = ; (2.27)

Sustituyendo los potenciales de la ecuacion (2.25) en la ecuacion (2.23) y

ordenando los términos y en ausencia de fuerzas de cuerpo (f = 0) se tendra
que:

T=Vo+Vx ¥ (2.28)

14
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—

f=0

Considerando que el movimiento se produce sin rotacion de particulas, de manera
que el rotacional que aparece en la ecuacion se anula, se obtiene que:

CuandoVx @ =0, f =0 se dice que:

— 0%u
A+2W)V(V-U) — uVxVxUu+ f = Pz (2.29)
Donde:

A+2W)VV-id = 0% 2.30
I U= pa3 (2.30)
G+ 27 = p Ot 231
I’l‘ u= patz ( . )

Al despejar V21 de la ecuacion (2.31) y nos queda de la manera siguiente:
Vi = ! 0% 2.32
N METE (2.32)

D

Se sustituye (a = f’lf"); en la ecuacion (2.32) donde a es la velocidad de

propagacion de las ondas compresional y son las llamadas ondas P. estas viajan
con mayor velocidad y por ello se suelen denominar primarias.
1 0% 10%¢p
Vi = —— = V¢p= —— 2.33
U=—35 ¢ (2.33)
En la ecuacién anterior el campo de desplazamientos es paralelo a la direccidon en
la que se propaga la onda (Aki y Richards, 1980).

Sustituyendo los potenciales de la ecuacion (2.25) en la ecuacion (2.23) y

ordenando los términos y en ausencia de fuerzas de cuerpo (f = 0) se tendra
que:

CuandoV- @ =0, f =0 sedice que :

0%

A42W0V(V-8) — uVX VX G+ f = Pz (2.34)
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Y la ecuacién (2.34) se deduce a:

oy 0%
Al despejar V2 se obtiene:
”s 10%
p

Al introducir el término (8 = \/%). Donde B es la velocidad con la que se van a

propagar las ondas equivolumetricas o de cortante y son las denominadas ondas
s, también llamadas ondas secundarias.

1 8% L 10%

v2i = e

(2.37)

En la ecuacion (2.37) el vector de desplazamiento es normal a la direccion de
propagacion. Las direcciones de polarizacion de la onda de corte son definidas
como SV para ondas de corte con desplazamientos en el plano vertical (x — z), y
las SH, para las ondas de corte polarizadas horizontalmente con desplazamiento
en la direccion (y), que es paralela a la superficie terrestre.

2.4 Reflexion y transmision de las ondas SH, Py SV.

Cuando se estudia el problema de la propagacion de ondas en dos dimensiones,
se suele separar el problema en dos diferentes. Por un lado se trabaja con las SH,
y por otro lado con las ondas P y SV. El problema escalar en el que el
desplazamiento de la particula es perpendicular al sentido de propagacion de la
onda y al plano 2D. Sin embargo, el problema P-SV es un problema vectorial, en
el que el desplazamiento se produce en el plano considerado. En este caso el
desplazamiento de la particula y la direccion de propagacion de la onda se
encuentran en el mismo plano (Aki y Richards, 1980) y (Knopoff, L., 1964).

En la figura 2.2 se presenta un ejemplo de un esquema de dos estratos unidos
entre si y se aprecian las ondas reflejadas y transmitidas (refractadas) por la
presencia de la interface entre dos medios. El &ngulo de reflexion de una onda SH
es igual al de la incidencia, sin embargo el angulo de la onda dependera de las
velocidades de propagacion de ambos medios y del angulo con que incide la
onda. La lentitud horizontal de la onda incidente se preserva en las ondas
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convertidas. A esta condicion se le llama la “Ley de Snell” y se expresa mediante
. . ., . 0 . ., . .
la siguiente expresion sin— = sin % Esta expresion es aplicable de igual forma en

las ondas P y SV con sus respectivas velocidades de propagacion, la figura 2.3
muestra la reflexion y la transmisién generadas por la incidencia de ondas Py SV.

y Transmitida SH

v

Reflejada SH

Incidente SH v

Figura 2.1. Reflexion y transmisién de una onda plana incidente SH en la interface
de dos estratos con propiedades diferentes.
Transmitida SV Transmitida SV

Transmitida P Transmitida P

v
=
v
=

Y

. v Reflejada SV v Reflejada SV
Incidente P 7 Incidente SV 7 !

Figura 2.2. Reflexion y Transmision de una onda plana incidente P y de una SV en
la interface de dos estratos con propiedades diferentes, se aprecian los angulos de
incidencia, de reflexién y de transmision.

6
Reflejada P 14 % Reflejada P

2.5 Reflexion de Ondas SH, P-SV en superficie libre de un
semiespacio elastico.

Ondas SH.

Se considera en primer lugar el caso de ondas SH, por lo que el plano de
propagacion de estas ondas sera x,z. Por otro lado, tan solo habra
desplazamiento en la direccién y, es decir el desplazamiento v. La representacion
en desplazamiento queda en lo siguiente (Aki y Richards, 1980) y (Graff,
K.F.,1975):
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0%u, 02u2+ 62u2+ 238
p atz - ‘u axz I’L aZZ fy ( . )

En este caso se trata de una ecuacidn en la que aparecen tres derivadas parciales
de orden 2. Estas derivadas pueden ser aproximadas mediante esquemas de
diferencias finitas. No obstante, existen otras representaciones, como es la
representacion en desplazamientos-esfuerzos, que para este caso SH se expresa
como:

0%u, doyy 00y,
= 2.39
Ju,
O-xy = ‘MW (240)
du,
Oyz = ,ng (241)
Representacion velocidad-esfuerzos, queda como:
d%u, doyy 00y,
= 2.42
00y o0 u,
2.43
Jt 0x ( )
daoy, ou,
= u— 2.44
ot Hoz (2.44)
Donde 1, representa la velocidad del desplazamiento en la direccion y, es decir
uz - %

La propagacién de ondas de cortante polarizadas horizontalmente, o SH, estan
gobernadas por la ecuacién de onda en dos dimensiones:

uz=u; =0,y u, =u,(x,2,1t),

0%u, +62u2 1 0%y,
ax2  0z2 P2 Ot?

(2.45)

En este caso no es necesario recurrir a las potenciales de desplazamiento, es
posible hacer el analisis directamente en términos del desplazamiento.

Considérese la onda incidente dada por la siguiente ecuacion:
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) 1
V@D = flt - 3 (—xcosy + zseny)] (2.46)

Donde y = angulo de incidencia como se muestra en la figura 2.4.

Figura 2.3. Onda SH incidente

Es claro que el vector normal tiene componentes (-cosy,seny). En x = 0 el
argumento de f esta dado por:

1

t — — zseny (2.47)
B
De donde se observa que la velocidad horizontal aparente es:
B
= 2.48
¢ seny ( )

La solucién de la onda reflejada debera tener la misma velocidad aparente en le
direccion horizontal. En este problema u=w =0 y los Unicos esfuerzos, en
coordenadas rectangulares estan dadas por:

Ju

Oy = I a_xz (2.49)
ou

Oy, = U 6_22 (2.50)

La condicion de frontera libre implica que el vector de traccion sea nulo. En este
caso basta que g, = 0 enx=0, o bien:
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% _y =0 (2.51)

Ox = enx = .
Sea V(™ la onda reflejada que debe satisfacer la ecuacion (2.38) y tener la misma
velocidad horizontal aparente c. Donde la condicion esta dada por la ecuacion

(2.51) y se expresa:

La solucién para V™ queda:
1
AR [t 3 (xcosy + Zseny)] (2.52)

De donde puede verificarse que se satisface la ecuacion (2.51). La solucion en x=
0 esté dada por:
Z

V=2f (t - Eseny) (2.53)

Que indica que el factor de amplificacion es dos. Debe notarse también que la
forma de la onda reflejada es la misma que la de la onda incidente, lo que significa
que no hay cambio de fase, ademas el angulo de incidencia es igual al angulo de
reflexion.

Ondas P - SV

El caso P-SV consiste en un problema vectorial. Como en el caso anterior, el
movimiento se desarrolla en el plano x — z, mientras no existe desplazamiento en
la direccién y. teniendo presente estas premisas, se pueden escribir las
ecuaciones gue rigen el problema P-SV en la representacion de desplazamientos
en coordenadas cartesianas, como (Aki y Richards, 1980) y (Graff, K.F.,1975)::

2

%2 + 1

bz Y Ao TR oz T (25

) 62u1> N 0%u, 0%u, 0%us
ot?

Uq
= (/1+2#)<

0us 0% oy (T¥e) o, Ty O 2.55
Pz = Hox2 M\ )T Hasox T A xaz T /2 (2:55)

A modo de ilustracion se muestra a continuacion la representacion de esta
ecuacion en desplazamientos- esfuerzos:
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+f (2.56)

0%u; 00y, N 00,, N 257

ot? ox 0z f2 (2.57)
ou, ous

Oyy = (/1 + ZM)W + A E (258)
ouy Jus

0,, = A W + (/1 + Z,U)E (259)

= (aul + 0u3) 2.60

O-XZ - M aZ ax ( - )

Por ultimo se muestra la representacion velocidad-esfuerzos, la cual queda como:

0%u; 00y, 00,
p = +
ot 0x 0z

+ 1 (2.61)

0%uy _ 00y, N 00,,

2.62
Por = ox "oz (2:62)
000y o1, Oty
ot = (/1 + Zﬂ)aﬁ' A E (263)
do,, . 0wy Oty
Y A % + (A +2u) P (2.64)

9o du, o
L ( Ly 3) (2.65)

ot 0z = Ox
Donde u, yu; representan la velocidad en las direcciones del espacio xyz

H Ve 6u1 . 6u3
respectivamente, esto es: u; = Bt yusz = St

En este caso el movimiento est4 en el plano xz, es decir u; = uy(x,z,t), u; =

us(x,z,t),yu, = 0. Las ecuaciones de onda que deben ser satisfechas por las
potenciales son:

99,29 2799 (2.66)

Y para las ondas P se obtiene:

21



Capitulo 2

oty 0% 1 9%y

R = — —_ 2.67
0x% 0z a? Ot? (2.67)
Para las ondas S, (en este caso ) = 1, pues Y, = P, = 0). Se tiene que:
dp 0y,
u = a - a_Z (268)
d¢ 0y
uz = o~ + a_xy (2.69)

Los componentes del tensor de esfuerzos que al evaluarse en la superficie libre
deben anularse y son:

029 9%, 029 9%,
Oxx = ’I(W“L 572 >+ 2 (W‘ am) (2.70)
029 0%, 0%,
Txz = M (2 axdz T oxz 622> 271)

Dado que gy, = 0. Considérese los casos mostrados en las figuras 2.5 (a) y (b) y
gue correspondan a incidencia de ondas planas P y SV, respectivamente.

PS PP X  §SsP

X
Figura 2.4(a). Incidencia de ondas P Figura 2.4(b). Incidencia de ondas SV
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En este capitulo, la teoria de la elasticidad muestra que la solucion de la ecuacion
de movimiento describe dos tipos de ondas elasticas, las compresionales (ondas
P) y las de cortantes (ondas S). Por un lado se presento el planteamiento de las
ecuaciones elastodinamicas y de las ondas Py S, luego se planteo la ecuacion de
Navier y la ecuacion de onda en términos potenciales, donde nos facilita que se
pueda desarrollar un esquema explicito e iterativo.

En el siguiente capitulo, se va desarrollar un método para aproximar expresiones
diferenciales mediante diferencias finitas, el cual es un método numérico que
aporta una gran versatilidad a las ecuaciones elastodinamicas y que ademas
resuelve el problema del fendbmeno de propagaciéon de ondas, donde se ha
sistematizado a través de las ecuaciones diferenciales, en términos
desplazamientos y esfuerzos.
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Capitulo 3

CAPITULO 3. Método de solucion.
3.1 Método de diferencias finitas

Introduccion.

El Método de diferencias finitas es un método de caracter general que permite la
resolucibn aproximada de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
definidas en recintos finitos. Es de una gran sencillez conceptual y constituye un
procedimiento muy adecuado para la resolucion de una ecuacién bidimensional.

El proceso general de aplicacién de este método es el siguiente:

1). Aproximacion de las derivadas de las ecuaciones que rigen el comportamiento
del problema mediante esquemas de diferencias finitas.

2). Discretizacion del dominio del problema mediante una malla, teniendo en
cuenta las condiciones de estabilidad, consistencia y convergencia.

3.2 Analisis de fourier.

En sismologia se utilizan varias técnicas para estudiar el campo de
desplazamientos como una funcién de la posicion y del tiempo, asociada a las
ondas sismicas en la tierra asi como para darnos una idea de la naturaleza de las
fuentes sismicas en ella.

Aunque algunas técnicas dependen de aspectos especificos de las ondas
sismicas, otras se basan en las propiedades generales de las funciones del
espacio y el tiempo.

El andlisis de Fourier permite descomponer la sefial, originalmente en el dominio
del tiempo, en una serie de ondas armoénicas, considerar cada onda armonica por
separado y luego recombinarlas. Esta metodologia se usa para analizar los casos
donde los efectos de la tierra o de un sismograma pueden ser explicados al filtrar
los datos. Este analisis se utiliza también para filtrar una sefial cuando la parte que
nos interesa, en el dominio del tiempo o el espacio, se traslapa con otra parte que
no interesa.

- Transformada de Fourier

La transformada de fourier (Abramowitz e Stegun, 1964) de una sefal temporal
permite expresar a la sefial como una superposicion continua de sefales
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armonicas de frecuencias variables con amplitud dependiente de cada frecuencia.
Matematicamente se define como:

F@)= ajff (t)e “dt (3.1)

Donde F(w)es la transformada de Fourier de la funcién f(t). La transformada
inversa se define como

(0= [Fo)e“do

27 -, (3.2)
Para comprender mejor la importancia de la transformada de Fourier al analizar
las ondas conviene examinar los argumentos de ambas funciones, F () y f(t).

Se habia sefalado que la ecuacién de onda plana admite soluciones de la forma
f(t—x/c), si aplicamos este corrimiento en el tiempo a la definicibn de la
transformada inversa de Fourier se tiene

c

f(t - XJ _ 1 | F(a))elw(t_CJda)
27 =, (3.3)
Como exp(io[t —x/c]) = exp(—iwx/c)exp(iot) se suele llamar al primer término

propagador o funcién de transferencia. Si ademéas se considera la velocidad
compleja este término puede tener un factor de atenuacién. La funcion de
transferencia es un ente matematico que propaga la solucion a través del medio.
La funcion F(w) es la transformada de Fourier de la sefial que perturba el medio.

Generalmente, la funcion de transferencia se ve afectada por factores que
contienen informacién sobre las amplitudes que sufre la onda cuando viaja en el
medio. La funcion de transferencia es un operador que permite conocer la solucion
en la posicion de interés. Suele representarse comparando su médulo contra la
frecuencia.

Si bien no existe un método de solucion universal para resolver el problema de
propagacion de ondas planas en medios elasticos, si existe una metodologia que
seguir para encontrar el campo de desplazamientos o esfuerzos en el medio a
partir de soluciones en el dominio de la frecuencia. Una vez que se tiene la funcién
de transferencia, ésta debe convolucionarse con la excitacién (representada en el

h(t)* f (t) = wjh(r) f(t—7)dr (3.4)
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dominio de la frecuencia). La convolucion de funciones es un concepto
matematico que se define como

Al aplicar este teorema a la definicién de la transformada de Fourier, se encuentra
que si F(w) y H(w) son las transformadas de Fourier de f(t) y h(t) respectivamente,
entonces la convolucion de ambas funciones tiene como transformada de Fourier
al producto F(w) H(w), es decir, la convolucion de dos funciones en el dominio del
tiempo se transforma en una multiplicacién (en nimeros complejos) punto a punto
en el dominio de la frecuencia.

Una vez hecha la convolucién entre la funciéon de transferencia y la sefial de
excitacion, basta con aplicar a dicho producto la transformada inversa de Fourier,
la funcion que se obtenga sera la respuesta del medio en el punto de estudio, a
este resultado se les conoce como sismograma sintético y representa la respuesta
del medio en el domino del tiempo.

- Transformada discreta de Fourier

Debido a que en la practica los calculos numéricos se hacen a traves de
programas que se escriben, es necesario discretizar las expresiones de la
transformada de fourier y de la transformada inversa. Asi, se definen
respectivamente a la transformada discreta de Fourier como

N-1
F(w;)=F, = AtY_ f(nAt)exp(—io;nAt)
n=0 (3.5)
Donde At es la tasa de muestreo y N es el nUmero de puntos que tiene la sefia de
interés. La transformada inversa discreta de Fourier se define como

N-1
f(t,)= f(nAt) = f, =iz F, exp(io;nAt)
NAL 35 (3.6)

La representacion grafica de la transformada de Fourier suele hacerse como el
modulo de cada uno de los valores de la funcién F(w) en funcion de la frecuencia.

- Transformada Répida de Fourier

La transformada rapida de fourier (FFT por sus siglas en inglés) es un algoritmo
desarrollado en 1965 por Cooley y Tukey. Para su uso, es necesario que el
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nimero de puntos de nuestra sefal sea potencia de 2, es decir N = 2™, donde m
es entero.

La ventaja de la transformada rapida de fourier es el de reducir el tiempo de
computo de manera radical en comparacion a usar la transformada discreta. Para
mas informacién, (Aki y Richards).

3.3 Pulso dericker

Se pueden ver algunos de los pulsos que se emplean a la hora de propagar
ondas. Estas fuerzas pueden tener una dependencia temporal que se puede
expresar como pulso de Ricker. Cuando se calcula la respuesta dindmica de
sistemas, se utilizan como excitacion, funciones analiticas que dependen del
tiempo, generalmente dichas funciones son de forma sencilla y requieren de pocos
parametros para su graficacion. En conclusion, el Pulso de Ricker es de utilidad
pues permite un control directo sobre la eficiencia del muestreo y ademas, se
puede identificar de manera sencilla el pulso apropiado para excitar un modelo con
énfasis en una determinada frecuencia.

El pulso de Ricker esta definido matematicamente en funcién del tiempo mediante
la expresion:

r(t) = (a®—1/2)e™* (3.7)

Donde a=n=(t-t\)/t,, tp = es el periodo caracteristico del pulso y {; es el
tiempo en el que se ubica el pulso. La duracién de la parte central o el intervalo
entre los dos maximos del pulso es igual a /6 t,/z como se muestra en la figura
3.1.

T ot i

r () A 3 /\

- Tiempo (s
+ po (s)

Fig. 3.1. Representacion del Pulso de Ricker en el dominio del tiempo.
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En el domino de la frecuencia, el pulso de Ricker, esta definido matematicamente
mediante la expresion:

t 2
R(w) =——"-Db% ™ e

N (3.8)
Donde b=w/w, , o, =27xf =27/t y f  esla frecuencia de energia maxima

conocida como frecuencia caracteristica, @, como se muestra en la figura 3.2.

- Wp
R(w) T ',.f’ \
/ \
.-"} .
£ — ey
0 1.25 2.5
Frecuencia (w)
2wy

Fig. 3.2. Representacion del Pulso de Ricker en el dominio de la frecuencia, el
pulso tiene energia significativa hasta dos veces.

Para que la respuesta de un sistema sea significativa, es necesario que la funcion
de transferencia del modelo y el pulso que lo excita presenten energia en el mismo
intervalo de frecuencias.

3.4 Distribucidn de fuerzas para representar una fuente

Se muestra en la figura 3.3. (a) y (b), como se puede simular una fuente explosiva,
mediante el uso de 4 fuerzas distribuidas como se indica.
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T T
— —
l T
Fig. 3.3 (a). Distribucion de Fig. 3.3 (b). Distribucion de
fuerzas correspondiente a una fuerzas correspondiente a una
explosion que genera una onda P explosion que genera una onda S

3.5 Formulaciéon 2D del método diferencias finitas

Es una formulacion que forma parte de los llamados métodos directos como las
diferencias finitas o los elementos finitos. Para la ecuacién de propagacion de
ondas elasticas, lo importante del método es efectuar la derivaciéon temporal por
un método de diferencias finitas centradas y la derivacion espacial utilizando la
transformada de Fourier en el dominio del nimero de onda.

Para en este caso se menciona la formulacién en 2D y se utiliza las siguientes
ecuaciones de equilibrio en términos de velocidades:

00y, 00y

do do
yx yy — o
O +_6y + fy = pv; (3.10)

Se toma la derivada con respecto al tiempo de la ley de Hooke, y se obtiene la
relacion constitutiva en términos de velocidades y esfuerzos.

0% _ 42224 2202 4 3.11
at = ( 2 ox dy Maex (3-11)
do. dv dv
—Y — 2t
3t A+ 2u) % + 1 3y + m,y,, (3.12)
00y v, v, .
o M 3y +u o + My, (3.13)

Donde iy, m,, y my, son derivadas de esfuerzo con respecto al tiempo vy las

derivadas en el tiempo pueden desarrollarse en un esquema centrado de
diferencias finitas y nos queda de la siguiente manera:
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1 1
(avl)k B v1k+§ _ vlk—z 3 14
at /) At (3.14)
1 1
(6v2)k _v v (3.15)
ot At '
(2) T o o (316)
Jt At )
k+1/2 k Kk—
dayy _ %y -y (3.17)
ot At '
k+1/2 _
aaxy +1/ _ nyk+1 _ nyk 1 (3 18)
ot At '

Se sustituye las ecuaciones (3.14) y (3.15) en (3.9) y (3.10) respectivamente,
planteadas estas Ultimas en el tiempo k, pueden expresarse explicitamente las
velocidades en el tiempo k+% en términos de cantidades en tiempos anteriores.
Se indica la posicion en el espacio so6lo en el simbolo a la izquierda de cada
ecuacion. Debe entenderse que todas las cantidades de la ecuacion se plantean
en el mismo punto en el espacio, incluyendo el material.

At “ At (0o, “ At 1
@l =5 (%0 *7( ayyj # (R (319
k
At (00, At(oc At .k 1
Ol =5 2 *?[ ayyyj L) 4T G20
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Tiempo
1}1 Oxx10yy 1.71
i+1 @ . Q © k +%
| X
a N
Oxy : v, Gxy
| +% <> """ -7 @ """""""" <
v | Oy Oyy v
Qi —— 5y o
............................. AX/ 2 AX/ 2 S S
J | +% j+1

Figura 3.4. Esquema de malla alternada en espacio y tiempo.

El esquema de la figura 3.4 muestra la posicion espacial solamente, la posicion en
el tiempo de cada elemento de la malla se indique en la parte derecha del
esquema. Por lo que sustituyendo (3.16), (3.17) y (3.18) en (3.12) y (3.13), en el
tiempo k+% se pueden obtener ecuaciones explicitas para los esfuerzos en el
tiempo k+1 en términos de cantidades en tiempos previos asi

1
k+§

9
+ Atp(a? — 282) (aiyz) + At + (0,)% ! (3.21)

1
k+§

dv,
(Oxx {C}Fjl = Atpa® (E)

1
vy 2 . k-1
+hep(a? =267 (52) T+ Aty + (0,) T (322)

1
k+§

1 1
k+5 k+=
k+1 ovy\ 2 v 2 ) k-1
(ny)iﬂ,j = Atpp? (—y) + Atpp? (_x ) + Attty + (0yy) (3.23)
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Para obtener las derivadas espaciales, se utiliza la transformada de Fourier
of Ax 1 (* .
L i i (x+Ax/2)
~ (xi 2) ZnL F(k)ike dle
(3.24)
Donde: F(k) = [ f(x)e #*dx
3.6 Esquema en desplazamientos para el problema SH.

Para el problema SH en 2D, la ecuacion de Navier se expresa en la ecuacion
(2.38), para la cual debemos buscar un esquema de diferencias finitas. Para ello
se va a emplear esquemas de segundo orden. Se tiene que aproximar varias
derivadas parciales: temporales y espaciales. En principio se emplea el mismo
esquema para todas ellas. Usando el esquema centrado de orden dos se obtiene:

(uz)ﬁl - z(uZ)Ej + (uz)écfl
(At)2 (3.25)

(u2)§j+1 - 2(“2)51' + (uz)fj—1 (uz)?ﬂ,j - Z(uz)f,j + (uz)f—Lj
(Bx)? # (Ay)?

+ £
Y reordenando se obtiene:

k k k-
(W) = 2(u)f + (up)f !

_ <(At)2 u) (u2)f 1 = 2(u2)f + ()4

p (Ax)?
2 k o k. iy
N ((Atf)} ,u) | (U2)i31,) 2((;323;] + (uz)isy, +f (3.26)

k+1

De manera que se puede despejar el desplazamiento (u,);;~ en funcion de

desplazamientos de tiempos previos:

A 2
(uz {‘]Ll = <l> Hi,j- [(u2)§j+1 - z(uz)fj + (uz)?,jﬂ]

(Ax)?p;
—(At)z k k K k k—1
+ (Ay)2p; ; Hij- [(uz)i+1,j —2(up);; + (uz)i_l,j] +2(up)i; — (U2)i;
Lj
th (3.27)

Se puede observar que se ha llegado a una expresion explicita que posibilita el
calculo del desplazamiento u, en el punto de la malla (i,j) en un tiempo k+1 a partir
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de puntos de dos tiempos previos k y k-1. Se observa graficamente en la figura 3.5
los esquemas y configuracion espacial para las ondas SH.

J-1

J j+1
k+1

i-1
1 o ulzctl
, @ Kk k1
I+1 uZIu
t
X

* ; |
ﬂ“
Figura 3.5. Esquema de discretizacion para el caso SH en 2D mediante el método
de diferencias finitas.

At

AU2

AU2

K
M o

Figura 3.6. Discretizacion del medio con una malla alternada para el problema SH.
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Como se muestra en la figura 3.6, los valores de desplazamiento u, se encuentran
en valores enteros en espacio y tiempo, sin embargo los esfuerzos o,, estan

. 1 . .. , . 1
ubicados a EAz en la direccion z. Y los esfuerzos oy, estan recorridos EAx en la
. ., , e . 1
direccion xy ademas ambos esfuerzos estan ubicados a un S At de los

desplazamientos.

Se empieza aproximar una derivada de segundo orden tal como la siguiente:

aw(x z)l

(at// =— [a(x z e (3.28)

Se empieza con la primera derivada. Para ello se proceder por partes en primer
lugar se define una funcion ¢ = ay lo que permite escribir que ¢ = (at//x) Se
X

aproxima ¢, mediante un esquema de diferencias finitas centrado de orden 1, esto
es:

a¢ ¢..1_¢..1

l,]+§ l']_i
¢x dx ") Ax ( )
Este es el esquema general que va usar, aunque antes se va a buscar
aproximaciones para ¢ 12 y para ¢ i1/ para ello se dice que ¢ = ay ., por
lo tanto % =V de manera que si se integra en ambos miembros de la igualdad,
nos queda
Xj+1 Xj+1
$(xz) f (x,2;).dx (3.30)
a(x, z;) Vit '
Xj

Se va a denotar el miembro de la izquierda por Iy el miembro de la derecha por D,
de manera que se obtiene,

Xj+1
D = f v (x,z;).dx = Vi =V, (3.31)
Xj
Xj+1
I = f dx 3.32
B ¢i,j+% a(x,z;) (3:32)
Xj
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dx
a(x,z;)

]_1. Se

fija para poder definir el término I, se ha supuesto que el valor medio se encuentra
en la posicion x; 4 ,,, entonces el término I queda

Se puede definir el pardmetro efectivo medio, como al?f = Ax. [f;’“

Ax
I=—%¢ 1 (3.33)
aj W2

Se despeja el valor de ¢ )2 mediante la siguiente aproximacion,
L]

xt

¢ = al—](‘// ~y ) (3.34)
Lj+1/2 Ax ij+1 ij .
De forma similar se dice que,
_af
i ax (Wi,j B l//i,j_l) (3.35)

Y con estas dos aproximaciones se puede expresar la ecuacion (3.28) como:

(@b, = [y D)
- (Ai)z (@ (Pijer = i) = af ($ij = Vi j-1)] (3.36)
De forma analoga se puede una expresion para
(av,) |- —[a(x ppad (x’z)l
g 9z
- (Ai)z [as (l/’iﬂ’f — i) — af; (i = Yimay)] (3.37)

Donde

(3.38)

Zj+1
= Az.
a(x z;)

. .. , . . + - .
En principio cuando los parametros efectivos medios a;j; y af; sean iguales, los

esquemas usados para aproximar las derivadas no cambiarian conforme al
esquema que se presenta inicialmente, pero cuando esta sean diferentes, debido
a que se encuentra en una zona de contacto entre dos medios distintos, los
nuevos esquemas tendran en cuenta de una forma natural las condiciones de
contorno entre ambos medios, asegurando la continuidad de los desplazamientos
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y de los esfuerzos. Se puede introducir los valores medios de tales parametros,
modificando en cierta medida la manera de expresar tales esquemas, esto es,

k+1 (At) ﬂz,j+1 + ﬂi,j) ((uz)i'(,jﬂ (un)¥ i)
Pij 2 ' Ax
_ (#i,j +.Ui,j—1) ((uz)i] (up)f ij-1)
2 ' Ax
(AO2] f 1\ [(tirn +mij (W) — @)E)
+[ Pi.j l(E) [( 2 ) Az
3 (#i,j + .ui—l,j) ((u)f;
5 .

(uz) 1])] + (zuz)icd_(uz)fj_l -|-fy (339)

Az

3.7 Esquema en desplazamientos para el problema P-SV.

El caso P-SV consiste en un problema que presenta cierto grado de dificultad
debido de un problema vectorial. Para este proceso se tienen las siguientes
ecuaciones:

82ul—(2+2 )azu1+ azul+/162u3+ azu3+ 3.40
P otz = Worz Yhaz T A T o T X (3-40)

07y +(/1+2) A I WY 3.41
P otz = “a 2 W5z Yo T A axas T2 (341)

Se observa dos ecuaciones diferenciales que estan relacionadas entres si,
mediante los desplazamientos u; y us, con derivadas de segundo orden, tanto en
el tiempo como en el espacio, aparecen unas nuevas derivadas mixtas. Estas
derivadas tendran que ser aproximadas igualmente mediante el esquema de
diferencias finitas:

(av,) 2 [a(x )‘W(”)l (3.42)

Se define una funcion ¢ =ay,, la cual facilita escribir, ¢, = (ay,), Aproximando
¢, por medio un esquema de diferencias finitas centrado de orden 1, se dice:

¢_1,_¢.1

i+, i—=j

L 3.43
o (3.43)

¢, =

o

Se encuentran aproximaciones para ¢ y y para ¢. L . Por lo que se integra en
1+ -
2

ambos miembros de la igualdad, la componente z, nos queda lo siguiente:
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Zi+1

¢ (lez) ) Zi+1
a(,7) .dz = j v (x2)-dz (3.44)

i Zj

Se vuelve a denotar el miembro de la izquierda 1 'y el miembro de la derecha por D,
de manera que nos queda:

Zit+1
D= f v (xjz).dz = Az y, " (3.45)
Zi 2
_ Az
I = ? i%j (3.46)

iLJj

Las figuras 3.7 y 3.8 muestran el esquema vy configuracion espacial para las
ondas P-SV :

j j+1
i-1 /
O k1
i
k1 O uf, uf?
i+1 Ak
t
k
X
z
k-1

Figura 3.7. Esquema de discretizacion para el caso P-SV en 2D mediante
diferencias finitas. Donde se emplean desplazamientos tanto horizontales u,,
como verticales us, en el tiempo k.
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®

<\ o> 00

Ax/2

Figura.3.8. Discretizacion del medio con una malla alternada para el problema P-
SV.

Este esquema es mas complejo ya que la ubicacion de los desplazamientos
u, y u; esta desfasados %Ax en la direccion x y %Az en la direccion z pero ambos
desplazamientos se encuentran en el mismo tiempo.Con respecto a los esfuerzos,
Oxx S€ recorre %Ax con respecto a los desplazamientos u, . g,, Se recorre %Az con
relacion los desplazamientos u; y o,, a %Az de los desplazamientos u, , todos los

7 1 .
esfuerzos estan desfasados a EAt de los desplazamientos.

Se procede aproximar esa derivada por medio un esquema de diferencias finitas
centrado de orden 2, se obtiene que:

Vo ¥
B |+5,J+1 E,1—1 (3 47)
Vx 43, 2- AX '
Pero se observa que:
R}
. — (//|+1,1+1 l//|,1+1 (348)
i+5,j+l 2
A A
. — (//I+1,j—1 l//l,j—l (349)
i+5,j—1 2
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El término de la derecha se expresa que:

1Az

b= ZE(V/i+1,j+1 B l//i+1,j—1 + Wi,j+1 - l//i,j—l ) (350)
Se dice que,

1Az ,+

¢i+§,j 2ax 2 (‘//i+1,j+1 Vi TV T Wi,j—1) (3.51)

De manera simple

_ 14z .-

P 1 = 2ax (l//i,j+1 - l//i,j—l + Wi—l,j+1 - Wl'—l,j—l) (3.52)

l+E]

Sustituyendo en la ecuacion (3.43) se obtiene el esquema general en diferencias
finitas para la derivada mixta como,

z* _ _

(av) | = = a"’<wi+1,f+1 Viewos ™V g l//i'f'l) (3.53)
(//x z i 4AzAx —a?7<(// —y vy _y ) )

L ij+1 ij i-1,j+1 i-1,j-1

Se realiza un cambio de subindices, se obtienen la aproximacion para la otra
derivada mixta, de la manera:

X+
1 % (l//i+1,j+1_wi—1,j+1+l//i+1,j_(//i—1,j)
(a(//x)z b A40zAx | (3-54)

a¥; _
2 (l//i+1,j l// W1+1] 1 l'//i-1,j-1)

De esta, manera se expresa el esquema de diferencias finitas para el problema de
las ondas P-SV: Para la componente horizontal u,,

k+1 _ (At)z{

(uq i [(/1 + 2#)5 ((u1)”+1 (ul){'fj) -1+ zﬂ)f;((uﬂ{'fj

(Ax)?
1 + _
- (ul)i'(,j—l)] + W [/’Liz,j ((ul)i'(+1,j - (u1){<]) - :uiz,j ((u1)i (u1) 1])]

Y iAAx AAZAx J (( 3)l+11+1 (u3)§—1j+1 + (u3)i'(+1j_(u3)i'(—1,j)
_Ax ((u3)l+11 (u3) i Lj +(u3)l+11 = (us)i 1,j- 1)]

* 4Ax Az ['“iZJ ((u3)£€+1,j+1 - (u3){'(+1,j—1 + (u3)§j+1—(u3)§j—1)

- “iz,;((u3)§c,j+1 - (uS)i'(,j—l + (US){‘C—L}'H_(u3)éc—1,j—1)]}
+ Qu)f i~ + fi (3.55)
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Para la componente vertical: u;

A 1
( 3)k+1 - ( ;) {(AX)Z [lu'l] ((u3)11+1 (u3) ]) :ulj ((u3) (u3) iLj— 1)]
1 -
* x )2[(A+2#) (Wa)fer; — W) — A+ 27 ()l
- (u3)i—1,j)]
+ AAz0x [.“fc; ((u1)f+1 J¥1 T (u1)?—1 g1 T (ul)i'(+1,j_(u1)éc—1,j)

- .ufc]_ ((u1)i‘(+1] (ul)l 1, t (u1)1+11 1 (u1){‘(—1,j—1)]
4AxAz [/1 ((u1)§+1,j+1 - (u1)i'{+1,j—1 + (ul){'c,jﬂ_(ul)ﬁf—l)
- /12 ((ul)l]+1 (“1){'(;1'—1 + (ul)éc—l,j+1_(ul){'c—l,j—l)]}
+ Qu)f—W)i5 + f; (3.56)

Donde los parametros de Lamé (ver capitulo 2), seran introducidos mediante
medias geométricas, Por ello se define a modo de ejemplo alguno de estas
medias:

_|_

A +207 = JO+ 205 01 - A+ 20, (3.57)
A+2wF =JA+2w;- A+ 254 (3.58)
A5 =g A g Ay i (3.59)

/‘ix,} = ‘{/;i,m CHiac Hija Hija (3.60)

3.8 Condiciones de fronteras

Las bordes absorbentes son usadas en ingenieria sismica, sismologia y en otras
disciplinas cuando se busca simular la irradiacion de energia hacia el exterior de
un dominio que se trata numéricamente. Esta region se denomina aqui dominio
interior del problema. Primero se obtiene que discretizar este modelo mediante
una malla, la cual viene representada por una matriz. Por lo que en la practica
consiste en una serie de matrices de datos que albergan los parametros que
caracterizan al modelo en cada punto.

Se tienen esquemas tanto para el problema SH como para el problema P-SV. En
este caso, los bordes de nuestro dominio deben actuar de una manera especial,
puesto que las dimensiones de las matrices son finitas.
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El caso ideal seria que cuando las ondas incidan en los bordes, estos actuen
absorbiendo en su totalidad tales ondas, de manera que simulen la continuidad del
modelo. En caso contrario, aparecerian ondas reflejadas irreales que aparecerian
en la solucion.Por lo que se pueden plantear dos maneras de afrontar el problema.
Se puede ver una representacion grafica de estos procedimientos en la figura 3.9.
La metodologia que se va a implementar se basa en un desarrollo que tiene en
cuenta ciertos angulos de incidencia, Higdon (1991).

Zona interior
del modelo

X

4
n filas

absorbentes

Figura 3.9. Bordes absorbentes de anchura n.

Se puede plantear la representacion de algunas de estas condiciones absorbentes
de tal forma. Para el problema en 2D, el desplazamiento horizontal u; a lo largo
del borde superior absorbente se dice;

k+1 _ k+1 k+1 k+1
Ug i =Yoo "Uoj T 701 Ui + 702 Uy

k K K

+ 710 "Ugj 711 Ui T 71 Uy (3.61)
k-1 k-1 k-1

t 720 "Ugj T 7o Uiy 72 Uy

Donde la variable u, representa el desplazamiento en cada caso, el superindice
indica el tiempo, y los subindices indican la posicion espacial en la mallay y; son

una serie de parametros.

Para evitar las reflexiones debidas a fronteras ficticias se utiliza el método de D.
Kosloff. En el método de Kosloff (Kosloff y Kosloff,1986), se busca que la solucion
al problema sea de la forma u = f(t —x/B)e "*donde  es un parametro que
determina que tan rapido se disipa la respuesta. No es dificil ver que la expresion
anterior es solucion a la ecuacion diferencial.
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2 O 0 3.62
ﬁ axz - atz y at y ul ( . )
Que equivale a que, en la ecuacion de onda, la derivada con respecto al tiempo se

reemplace por un nuevo operador de la forma

d 0 oy , 0%y 02u, 363
— — — . €. = .
gt Tatr P gy T (3.63)
Se toma esta nueva definicién de derivada, la ecuacion (3.14) queda
o. 9.
aul = aul +yiy (3.64)
En diferencias finitas
1 1 1 1 1 1
J \" _wr -2 N w7 +u,* 7 @t - Q2 3.65
at 1] At v 2 B At (3.65)
Donde:
At
Qt = (1 +Ty) (3.66)
_ Aty

3.9 El problema de la superficie libre de ondas SH, P-SV.

Se pueden determinar los valores de desplazamiento y de traccion para ondas
incidentes P y S en un medio estratificado. Cuando se produce la incidencia de las
ondas sobre la superficie libre, se llegan a producir efectos importantes. Entre
ellos se dice que cuando llega una onda P , se va reflejar onda P, pero también
onda S, también a la viceversa cuando la onda incidente es onda S, se refleja
onda P y onda S, como se ilustra en la figura 3.10 (Pérez-Ruiz y Luzon, 2005).

S

Figura 3.10. Detalle de las reflexiones en la superficie libre, tras la incidencia de
ondaPyS.
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La existencia de la superficie libre originan las llamadas ondas superficiales. La
condicion de superficie libre viene impuesta por la nulidad de los esfuerzos
normales a la superficie. y viene dada por la siguiente ecuacion:

Donde la superficie libre z= 0, con .1 vector unitario normal a la superficie.

Para problemas P-SV, se pueden considerar cuatro casos generales que
gobiernan el comportamiento de la superficie libre. 'y se mencionan a
continuacion:

a). Superficie libre horizontal:

—Aau1+(/1+2)au3—0 3.69
O—ZZ - ax uu aZ - ( . )
Jus Ju,
Oy = #W-I- ,ua—Z:O (370)
b). Superficie libre vertical:
Ju Jdu
Oy = (A+zu)a—xl+ /16—23: 0 (3.71)
L L N 3.72
O-XZ - nu aZ nu' ax - ( - )
c). Esquinas externas:
ou, Odus ouy ous
axx—axzz(/1+2,u)ax+/162—,uaz—uax=0 (3.73)
ouy Ju, du, Jduy
=0y, + 05 == —AE— (/1+2u) Py + u Ox + u Py (374)
d). Esquinas internas:
ou ou Ju du
Opx — Opy = (A4 2) axl + 2 a; —u 621 —u a; =0 (3.75)
ouq Jus dus Jduy
—0,, + Oy == _AW_ A+ 2w pp + u Ep + u P (3.76)

En orden se implementa este esquema a diferencias finitas en una topografia
arbitraria, definiendo una matriz rellena de unos ¢, yeros (0)y los contornos
absorbentes , COMo se muestra en la siguiente figura 3.11.
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OOOOOOOOOOOOOE
IR O]0]0]0]0]0]0,0,01010J010]0,
QOOOOOOOOOOOOE

@@@@@@@@@@@@@@

Figura 3.11. Matriz de unos@, ceros@ y puntos de las fronteras absorbentes la
cual define el modelo, junto con los bordes absorbentes.

Se dice que la condicion de superficie libre es la misma para todos los casos,
diferentes esquemas de diferencias finitas seran necesarios para asegurar que el
método sea explicito. Por lo que se muestra esta clasificacion en la figura 3.12.

@@@@@C@g@@@@@@

0:0:0,0,0;0,0,0,0;0
@@@@@@@@.@@@.@
Figura 3.12. Matriz en la que se observa una clasificacion de los diferentes puntos

gue definen el modelo y son clasificados de acuerdo a la forma de la superficie
libre.
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Para tratar un esquema explicito es necesario seguir orden de calculo concreto.
Primero se calcula los puntos interiores @ porque los desplazamientos en estos
puntos se aproximan con los esquemas generales de diferencias finita

Una vez que se tiene estos puntos, se calcularan en el orden que se indica, por lo
que primero sera las esquinas interiores @), (3), @) y(5), después, los puntos
gue pertenecen a superficie horizontales y verticales, @ O @ y@, después
las esquinas exteriores, 10), (1), 2), @3 . Es importante tomar en cuenta que
los puntos que conforman la linea ficticia deben tener los mismos parametros que
los puntos del interior del modelo.
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Capitulo 4

4.1 Ejemplos estudiados.

En este capitulo se hizo la implementacién de resultados de pruebas de
estabilidad numérica y varios casos que se modelaron numéricamente por el
programa de computo fortran 6.6. y que se graficaron por el programa matlab 7.0,
del problema de la propagacién de ondas en un medio estratificado, mediante el
método de diferencias finitas.

Con la teoria presentada anteriormente y con el programa de cdmputo
desarrollado se hizo la simulacion de varios casos:

Ejemplos 1.-

Para un sistema de multiples de estratos soélido-sélido simétrico, con diferentes
propiedades mecanicas, con una fuente dada en el mismo estrato. Donde x y y
son el sistema de referencia, (x,y;) es la coordenada de la fuente y H; es el
espesor del estrato. Determinar su respuesta

Ejemplos 2.-

Para un sistema de multi-estrato solido-solido simétrico, con diferentes
propiedades mecanicas, con una fuente dada en el mismo estrato. Donde x y y
son el sistema de referencia, (x,y;) es la coordenada de la fuente y H; es el
espesor del estrato. Determinar su respuesta

Ejemplos 3.-

Para un sistema de multiples de estratos liquido-solido simétrico, con diferentes
propiedades mecanicas, con una fuente dada en el mismo estrato. Donde x y y
son el sistema de referencia, (x,y;) es la coordenada de la fuente y H; es el
espesor del estrato. Determinar su respuesta

Ejemplos 4.-

Para un sistema multi-estrato liquido-solido simétrico, con diferentes propiedades
mecanicas, con una fuente dada en el mismo estrato. Donde x y y son el sistema
de referencia, (x,y,) es la coordenada de la fuente y H; es el espesor del estrato.
Determinar su respuesta
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4.2 Programas de coémputo.

Se utilizé para la modelacién de la propagacion de ondas para un sistema de
multiples de estratos (sélido y liquido) el programa de computo hecho en el
lenguaje FORTRAN denominado “ elastic_cyl”, realizado por el personal de
modelacién sismica de la UNAM, encabezado por el Dr. Sanchez-Sesma y a su
vez modificado por el Dr. Esteban Flores Méndez y el Ing. Reynaldo Solis Ortiz,
donde se resuelven el campo de desplazamientos y de esfuerzos de las
ecuaciones de la elasticidad dinamica mediante el esquema de solucion de
diferencias finitas debidamente codificado. Como se muestra en la figura 4.1.

program elastic_cyl

netodo pseudosspectral con formulacion velocidad-esfuerzo
ze agregaron fronteraz absorbentes de tipo kozloff

Fuente: linea dilatacional en un espacio elastico

variacion triangular en tiempo con momento naxino

dado por Mo = factor # pi1 # ro *® alf*x?
[FxL]/[L]=[L#*2 ] %[F/T%%2]

por F J Sanchez-Sesna, R Madariaga

Hodificado para =su uso por Esteban Flores Méndez v Reynaldo Solis Ortiz (2009)
fronteras absorbentes j j Perez Gavilan (nov 2006)

ze quitd la normalizacion para usar unidades (dic 2006)

ze gasune que la frontera del ligquido coincide con la malla

ze el promedio del nu en un punto solo =& calcula =i todos

loz wvecinos son de material solido, de lo contrario == toma = 0

oooOooo0onooOoOoOooonooo0ooonn

parameter{ndinx=512)
parameter{ndiny=512)

dinenzion u(nding, ndiny), windimz, ndiny) IVELS
dimenzion uint (ndinx, ndimy), vint{ndinz, ndiny) |DESFLS
dinension dzui{ndimz, ndiny), dzv(nding, ndimy) |DERIVADAS
dinenzion dyu({ndimx, ndiny), dyv(nding, ndimy) IDERIVADAS
dimenzion sxx{ndimz, ndiny), szy(ndimx, ndiny) |ESFUERZOS
dinension syy(ndimx, ndiny), srr(nding, ndimy) |ESFUERZOS
dinen=sion sxxint(ndimx, ndiny),szyint (ndimg, ndiny)

dimenzion syvint (ndinx, ndimy) |ESFS INTEG
dinension dzszz(ndinz, ndiny), dzszy(ndimz, ndiny) |DERIVADAS
dimenzion dysyy(nding ndiny), dyszy(nding, ndiny) IDERIVADAS

dinen=zion facly(ndinx, ndiny), faclay(ndimx, ndiny)

dimenzion facl({ndinx, ndiny),fac?({ndinx, ndiny)

dinension fac3(ndimz, ndiny), facd (ndinz, ndimy)

dinen=zion facla(ndinz, ndiny), facéa(nding, ndiny)

dimenzion facla{ndinz, ndiny),faclainding, ndiny)

dinension guindimz, ndiny),gs(nding, ndiny)

dinen=sion iesz(50),iesy(50) lestaciones
integer rx

logical 1eqo

Figura 4.1. Programa elastic_cyl
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Se presenta el programa de computo de lenguaje MATLAB llamado “MovieCyl".
Donde se grafica el problema del fendmeno de la propagacion de ondas para un
sistema de multiples de estratos (solido y liquido), con diferentes propiedades
mecanicas. Donde se muestra en la figura 4.2.

1 %Load data files
¢ clear

3 load lentad.FRE;
4 date=lentad;

5 N=length{dataj;
6 NE=21;

7 Nz=256;

B 3IT=25¢;

9 IT=70;

10 $i£=373.54;

11 5§=2"8;

12 sMm=24;

13 %At=1/2/N/A5;

14 5DT=ir;

15 wi=min(win(data));
16 wa=max (wax (data));

18 %ksgsing the different frawes to the array frame
19 for k=1:1:IT-1

20 frame(:,:, k) =data( (k-1) "Nz+l: 11k Nz, 1)

i1 end

23 sNormalization

24 for k=1:1:1T-1

5 frame(:,: k) =(framei:, k) -ni);

16 end

37 %axis tight

28 %set(gea, 'nextplot!, 'replacechildren');
19 for k=lil:i64

i0 surf(framei:, : k|);
il view(D,90);

i shading interp;

33 Fik) = getframe;
it end

35 5Play the movie
36 movie(F,1);

Figura 4.2. Programa MovieCyl.
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4.3 Prueba de estabilidad.

Para la prueba de estabilidad se dice que el Numero de Corurant-Friedrich-
Levy(CFL), marca el limite superior del intervalo de tiempo interno utilizado por
ciertos algoritmos. Es una condicion de convergencia de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales solucionadas mediante ciertos algoritmos. Como
consecuencia de esta condicion, el paso de tiempo debe ser inferior a un cierto
valor sino la simulacién producira resultados incorrectos (R. Courant, K. Friedrichs,
1967).

Por lo que una onda esta cruzando una malla discreta, entonces el intervalo de
tiempo debe ser inferior que el tiempo necesario para que la onda atraviese los
puntos de la malla adyacentes, cuando la separacién entre los puntos de la malla
se reduce, el limite superior para el intervalo de tiempo es inferior. La condicion
CFL es el cociente entre el intervalo de tiempo y el tiempo de residencia en un
volumen finito se presenta a continuacion:

Donde:
C Es el numero de Courant.

At Es el intervalo de tiempo.
Ax Es el intervalo de tiempo.
U Es la velocidad.

Considérese los valores tomados del programa, decimos:

1.- ejemplo:

u. At < 1 ) alf. dt < 1
Ax 2 0 dx 2
Donde:

dt = es el intervalo del tiempo ,dt = 0.1111e~°
dx = eselintervalo de espacio,dx = 0.01
alf = es la velocidad de la onda, alf = 3000

Sustituyendo nos da:
3000 x0.1111e™°

0.01

<1
2

0.333 < 0.5
Si cumple es estable
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2.- ejemplo:

u. At < 1 , alf. dt < 1
Ax 2 0 dx 2
Donde:

dt = es el intervalo del tiempo, dt = 0.1111e~°
dx = eselintervalo de espacio,dx = 0.01
vf = es la velocidad de la onda, vf = 1500

Sustituyendo nos da:

1500 x0.1111e™°
0.01

<1
2

0.1666 < 0.5
Si cumple es estable.

Este es un resultado muy importante. Se acaba de encontrar una relacion entre los
distintos pardmetros tanto del modelo como de la malla que hace que el método
se mantenga estable y por tanto exista convergencia hacia la solucion correcta.

La condicién de Courant significa que el dominio de dependencia de un punto en
un esquema en diferencias explicitas (que esta formado por los puntos del espacio
gue intervienen en el esquema) debe comprender al dominio de dependencia para
la ecuacion diferencial, ya que precisamente u + ¢ es la velocidad de propagacion
de una onda, o velocidad de transmision de la informacién, que limita el dominio
de dependencia para la solucién exacta.

Se procede para obtener alguno de estos criterios de estabilidad. Para ello se va a
seguir el llamado analisis de Fourier, lo que nos facilita una herramienta para
controlar el error de una iteracién a otra, y lo que es mas, esta expresién nos
aporta una condicién para que dicho error no crezca en las sucesivas iteraciones
del método, segun |Z| < 1.0, esto se le conoce como condicion de Von Neumann.
A partir de esta condicion podremos obtener criterios que nos permita asegurar
gue nuestro método va converger a la solucion correcta de una forma estable.
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A continuacion se presenta la siguiente grafica (ver figura 4.1) en el programa
matlab version 7.0 (elaborada por el Dr. Esteban Flores Méndez), se observa que
la linea azul representa el método del numero de onda discreta, mientras la linea
negra representa el método de diferencias finitas. Se puede ver graficamente que
la zona entre 0 y 1 partir del nUmero de ondas discreta asegura la estabilidad
(mencionado anteriormente por la condicion de analisis de Fourier), mientras que
el método de diferencias finitas (FD) es mayor que 1.entonces, se puede decir que
este método de ondas discreta (DWN) converger a la solucion de una forma
estable. Esta técnica de (DWN) se utilizo y se mostro eficientemente en el calculo
computacional y expresa correctamente el campo de desplazamiento.

-1 -
05f
0_
05+
-
1.5 ————— DWN
FD
2k
y | | | | | | |

T 1 0 1 2 3 4 5
X x10°

Figura 4.3. Representacion del método diferencias finitas frente al método de
ondas de discreta para diferentes valores.

Esta técnica del método de ondas discreta (Aki y Lamer, 1970) se expresa como
una superposicion de ondas planas, incluyendo las ondas inhomogeneas,
propagandose en todas las direcciones desde la frontera del espacio elastico.
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multiples estratos solidos y simétricos, con propiedades mecanicas diferentes, con

una fuente que se localiza en el estrato intermedio. Donde x y y son el sistema de
referencia, (x,,y;) es la coordenada de la fuente y H; es el espesor del estrato

Ejemplo 1.- Se analizara el caso de propagacion de ondas en un sistema con
como se muestra en la figura 4.4. Determinar su respuesta:

4.4 Soluciones de los ejemplos estudiados.
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PXE R ROOE R TTRRING B RIOE B TEDING R
*4. . 2 ¥ N wﬁ *» s ﬂAJ; W4J\o_.c “A[ *‘r

.a.:, ot o
faw.r.. b ru!. w«.-

...L,.“.(f téﬁ& i ....-dl@ 2«(4& <\hw\.h~

R e AV A

w/q . . : .)...r N ¢ N
eh. 3 . A \f».)u- a
a[s,. ) . o 1
....».w..v & , 2 9.4. "
: S A ] et 4

Fuente

H2 H1 H2 H3
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Figura 4.4. Sistema de estratos soélidos, con diferentes propiedades mecanicas.
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Tabla 4.1. Propiedades mecacinas para un sistema de multiples de estratos
sélidos simétricos.

numerosdeestratos | nt | dt | <, | B> | B1 | pp | X1 | p1 | dx iy t; | factor

5 1750 | .1E-5 | 3000 | 1200 | 1000 | 2.5 |1500| 2.7 | 0.01 | 0.0001 | 0.0001

Estaciones  (nr) nx |nNx; | NXs | nx, | ny |[ny.|nys|ny,| nr | radio dy
128 100 256 1 128 | 256 | 256 1 50 | 256 | O 0.5 0
128 115
128 130
128 145
128 160
128 175
128 190
128 205
nshot (1 a60)

En la Tabla 4.1 se presentan las propiedades para un sistema con mdultiples
estratos solidos y simétricos, con propiedades mecéanicas diferentes, donde nt es
el nimero de intervalo del tiempo, dt es el incremento del tiempo, «,es la
velocidad de onda P en un sélido, B, es la velocidad de la onda S en el sélido, p,
es la densidad del medio sélido, a, es la velocidad de la onda P en el fluido, p; es
la densidad del medio fluido, dx es el ancho de la malla en x, (ver capitulo 3), t, es
el retraso del pulso del ricker, t, es el ancho del pulso de ricker ( ver capitulo 3),
nx es el nimero de intervalo de la malla en x, por lo cual se discretiza en el
espacio, nx; es el nimero de intervalo de la malla en x;, nx, es el nUumero de
intervalo de la malla en x,, nr es el nimero de registro de receptores, radio es la
longitud de la apertura, dy es el ancho de la malla en y, ny es el nimero de
intervalo de la malla en y, ny; es el numero de intervalo de la malla en y;, ny,es
el nimero de intervalo de la malla en y,, nys es el niumero de fotos del disparo,
N.est. es el nUmero de estaciones.
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4.5 Resultados del ejemplo 1.

En la Figura 4.5 se presenta la propagacion de una onda en un medio sélido. Se
muestra una instantanea de la propagacion correspondiente a los tiempos

0.00013 y 0.00016 segundos, después del disparo.

%0 P
Centro del disparo de la onda

200

Disparo de la onda

celdas

y= 50 celdas
P - 5)-

50

TX= 128 celdas

50 100 150 200 250 !
celdas celdas

Figura 4.5. Propagacion de una onda, en una instantdnea de un tiempo 0.00013 y
0.00016 segundos.

Analisis del tiempo que se tarda la onda en pasar del punto de disparo a la
frontera, como se muestra en la figura 4.6.
«;=1500 m/s

tvp.r = r/o¢;= 0.5 m/1500 m/s

tvp.r = 0.00033 s

Analisis de tiempo segun el resultado de la visualizacién en Matlab
Como snapshot = 25

dAt=25%*0.1111e-5s=2.7775e-005 s

No. Cuadros =12  Numero de cuadros desde el disparo a la primera reflexion.

Tiempo D-F =12 * 2.7775e-005 s = 3.3330e-004s
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En las Figuras 4.6 y 4.7 se muestra la propagacion de una onda P que incide en
un medio solido con diferentes propiedades. En las figuras se observa que la
velocidad de onda P transmitida es mayor. Se presenta una instantanea de la
propagacion que corresponde a los tiempos 0.00033 y 0.00038 segundos para las
figuras mencionadas.

250

Propagacién de unajonda P
200

150

celdas

100 Distancia= 0.5

50 100 150 200 250
celdas

Figura 4.6. Propagacion de una onda, en una instantanea de un tiempo de
0.00033 segundos.

250

pL = 2.7

20 Estrato sdlido

150

celdas

100

0 50 100 150 200 250
celdas x

Figura 4.7. Propagacion de una onda P, en un instante de un tiempo de 0.00038
segundos.
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Andlisis del tiempo que se tarda la onda en pasar del punto de disparo a la
segunda frontera, como se muestra en la figura 4.8.
o, =3000 m/s

tvp.r =1/ <, = 0.25 m/3000 m /s

tvpr = 8.3333e-005 s

Analisis de tiempo segun el resultado de la visualizacion en Matlab

Como snapshot = 25

d At=25%*0.1111e-5s = 2.7775e-005 s

No. Cuadros =3  Numero de cuadros desde el disparo a la segunda reflexion.

Tiempo D-F = 3 * 2.7775e-005 s = 8.3325e-005s

En la Figura 4.8, se presenta la propagacion de las ondas P que incide en un
medio sélido. Se muestra una instantdnea de la propagacion correspondiente en
un tiempo de 0.00041 segundos. Donde parte de la onda se transmite con la
velocidad del estrato solido con diferentes propiedades mecanicas.

250 = o
200 .
Onda P transinit Estrato solido
150
100

50

celdas

0 50 100 150

0 200 . 250
celdas Distancia = 0.25

Figura 4.8. Propagacion de una onda P transmitida, en un instante de un tiempo
de 0.00041 segundos.
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En la Figura 4.9, se muestra la propagacion de las ondas P en dos estratos
sélidos. Se muestra una instantdnea de la propagacion correspondiente a los
tiempos 0.00049 y 0.00052 segundos. Donde se observa que las ondas P se
reflejan y se transmiten a través los estratos sélidos con diferentes propiedades.

p1 =27

3 P transmitida y re¢

celdas
celdas

Figura 4.9. Propagacion de ondas P transmitida y reflejada, en una instantanea de
un tiempo de 0.00049 y 0.00052 segundos.

Analisis del tiempo que se tarda la onda en pasar del punto de disparo ala
tercera frontera, como se muestra en la figura 4.10.

x;=1500 m/s

tvpr =1/ ¢;=.25 m/1500 m /s

tvp.r = 1.6667e-004s

Analisis de tiempo segun el resultado de la visualizacién en Matlab
Como snapshot = 25

dAt=25%*0.1111e-5s=2.7775e-005 s

No. Cuadros =6  Numero de cuadros desde el disparo a la tercera reflexion.

Tiempo D-F = 6* 2.7775e-005 s = 1.6665e-004s
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En la Figura 4.10, se presenta la propagacion de las ondas P, en tres estratos
sélidos. Se muestra una instantdnea de la propagacion correspondiente a los
tiempos 0.00058 y 0.00061 segundos. Se presenta ondas reflejadas vy
transmitidas, de acuerdo con la velocidad de los estratos con diferentes

Estrato solido
p1 =27
Ondas P transmitid

propiedades mecanicas.

Estrato solido I
1
1

0 —

: " ww " Distancia=025 ® Ondas'P reflejdtla  *  #

Figura 4.10. Propagacion de una P transmitida y reflejada, en una instantdnea de
un tiempo de 0.00058 y 0.00061 segundos.

celdas
celdas

En la Figura 4.11, se muestra la propagacion de ondas en un medio estratificado
solido con diferentes propiedades. Se muestra una instantdnea de la propagacion
correspondiente en un tiempo de 0.00074 segundos. Donde se puede ver la
presencia de las ondas de interfase, lo cual se llegan a ver cuando las ondas se
propagan entre dos estratos solidos.

Estrato solido
p1 =27

celdas

> |nterfase

Figura 4.11. Propagacion de ondas de Interfase, en un instante de tiempo
0.00074 segundos
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En la Figura 4.12, se presenta la propagacion de las ondas P y S en un medio
con estratos solidos. Se muestra una instantanea de la propagacion
correspondiente en un tiempo de 0.00080 segundos. Donde parte de las ondas se
reflejan y se transmiten de acuerdo a los estratos que estan sefialadas con lineas

negras.

250 p1 = 2.7
Estrato soélido

200

celdas

100:

Ondas P transmitidas

Figura 4.12. Propagacion de ondas P y S en un medio estratificado sdlido, en una
instantanea de un tiempo de 0.00080 segundos.
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Ejemplo 2.- Se analizara el caso de propagacion de ondas en un sistema con
multiples estratos solidos y simétricos, con propiedades mecanicas diferentes, con
una fuente que se localiza en el estrato intermedio. Donde x y y son el sistema de
referencia, (x,,y;) es la coordenada de la fuente y H; es el espesor del estrato
como se muestra en la figura 4.13. Determinar su respuesta:

Estrato sodlido

n‘ )A

3,
A
X B
.
LN
AYY Ly

W 4
W
»
.

e,
e
Y,
.
&

,.;' s
- 5

s
A

Lo

i
A
Ll

b oX:

‘4 ‘}‘u
*
L)',"u“ "
0L

s
-
AN

A

.“:.
<
L -

Fuente

K “V &
Sy

-

.

4

!z

.7

Figura 4.13. Sistemas de multi-estrato sélido y simétrico, con distintas
propiedades mecanicas.
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Tabla 4.2. Propiedades mecanicas de un multi-estrato sélido simétrico.

numerosdeestratos | nt | dt | <, | B> | B1 | po | %4 | p1 | dx tg tp | factor

5 1750 | .1E-5 | 3000 | 1200 | 1000 | 2.5 |1500| 2.7 | 0.01 | 0.0001 | 0.0001

Estaciones  (nr) nx | Nx, | nxs | nx, | ny |ny;|nys|ny,| nr | radio dy
128 100 256 1 128 256 | 256 1 50 | 256 0 0.5 0
128 115
128 130
128 145
128 160
128 175
128 190
128 205

nshot (1 a60)

En la Tabla 4.2 se presentan las propiedades para un sistema con mdltiples
estratos solidos y simétricos, con propiedades mecéanicas diferentes, donde nt es
el nimero de intervalo del tiempo, dt es el incremento del tiempo, o, es la
velocidad de onda P en un sélido, 8, es la velocidad de la onda S en el sélido, p,
es la densidad del medio sélido, a, es la velocidad de la onda P en el fluido, p; es
la densidad del medio fluido, dx es el ancho de la malla en x, (ver capitulo 3), t, es
el retraso del pulso del ricker, t, es el ancho del pulso de ricker ( ver capitulo 3),
nx es el nimero de intervalo de la malla en x, por lo cual se discretiza en el
espacio, nx; es el niumero de intervalo de la malla en x;, nx, es el nUmero de
intervalo de la malla en x,, nr es el nimero de registro de receptores, radio es la
longitud de la apertura, dy es el ancho de la malla en y, ny es el nimero de
intervalo de la malla en y, ny , es el namero de intervalo de la malla en y,, ny,es
el nimero de intervalo de la malla en y,, nys es el niumero de fotos del disparo,
N.est. es el nUmero de estaciones.
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4.6 Resultados del ejemplo 2.

En la Figura 4.14, se presenta la propagacion de una onda en un estrato sélido.
Se muestra una instantanea de la propagacion correspondiente en un tiempo de
0.00013 y 0.00016 segundos, después del disparo

5 50

Centro del
| : disparo de la
180} 190 onda
5 Inicio del disparo de la onda 8
i s
100 100
| y= 50 celdas
2 -7 5 .
| y
| x= 128 celdas T
d f X
% 10 180 m wn 5 o0 0 m %0
celdas celdas

Figura 4.14. Inicio de la propagacion de una onda P, en una instantadnea de un
tiempo 0.00013 y 0.00016 segundos

Andlisis del tiempo que se tarda la onda en pasar del punto de disparo ala
frontera, como se muestra en la figura 4.15.

o; =1500 m/s
tvpr = r/ = 0.25 m/1500 m/s

tvpr = 1.6667e-004 s

Analisis de tiempo segun el resultado de la visualizacién en Matlab

Como snapshot = 25

n. shot * At =25 *0.1111e-5 s = 2.7775e-005 s

No. Cuadros =6  Numero de cuadros desde el disparo a la primera reflexion.

Tiempo D-F =6 * 2.7775e-005 s = 1.6665e-004 s
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En la Figura 4.15, se muestra la propagacion de una onda P que incide en un
estrato solido con diferentes propiedades. Donde parte de la onda se empieza a
transmitir mediante el medio sélido Se muestra una instantanea de la propagacion
correspondiente a los tiempos de 0.00016 y 0.00024 segundos.

Onda P transmitida

celdas
celdas

50 100

15 . 20 %0
celdes Distancia = 0.25

Figura 4.15. Propagacion de una onda P transmitida, en una instantanea de un
tiempo de 0.00019 y 0.00024 segundos.

Andlisis del tiempo que se tarda la onda en pasar del punto de disparo ala
segunda frontera, como se muestra en la figura 4.16.

o; =1500 m/s

tvp.r =1/ ; =0.25 m/1500 m /s

tvp.r = 1.6665e-004 s

Andlisis de tiempo segun el resultado de la visualizaciéon en Matlab

Como snapshot = 25

dAt=25*0.1111e-5s = 2.7775e-005 s

No. Cuadros =6  Numero de cuadros desde el disparo a la segunda reflexion.

Tiempo D-F = 6* 2.7775e-005 s = 1.6665e-004 s
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Andlisis del tiempo que se tarda la onda en pasar del punto de disparo ala
tercera frontera, como se muestraen la figura 4.16.

o,=3000 m/s

tvpr =1/ , =0.25 m/3000 m /s

tvp.r = 8.3333e-005 s

Analisis de tiempo segun el resultado de la visualizacion en Matlab

Como snapshot = 25

d At=25%*0.1111e-5s = 2.7775e-005 s

No. Cuadros =3  Numero de cuadros desde el disparo a la segunda reflexion.
Tiempo D-F = 3 * 2.7775e-005 s = 8.3325e-005s

En la Figura 4.16, se muestra la propagacién de las ondas P a través de 3
estratos solidos Se muestra una instantanea de la propagacion correspondiente a
los tiempos de 0.00030 y 0.00041 segundos. Donde se observa que las ondas P
se reflejan y se transmiten de acuerdo a las velocidades de los estratos sélidos
con diferentes propiedades.

celdas
Oc.ld-.

150 0 5 100 wWo . W
cedas Distancia = O.ﬁ coldas Distancia = 0.75

Figura 4.16. Propagacion de ondas P transmitidas y reflejadas en un medio sélido,
en una instantanea de tiempo de 0.00033 y 0.00038 segundos.
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Andlisis del tiempo que se tarda la onda en pasar del punto de disparo ala
cuarta frontera, como se muestraen la figura 4.17.

o¢; =1500 m/s

tvpr =1/ ¢;=.25 m/1500 m /s

tvp.r = 1.6667e-004s

Analisis de tiempo segun el resultado de la visualizacion en Matlab
Como snapshot = 25

d At=25%*0.1111e-5s = 2.7775e-005 s

No. Cuadros =6  Numero de cuadros desde el disparo a la tercera reflexion.
Tiempo D-F = 6* 2.7775e-005 s = 1.6665e-004s

En la Figura 4.17, se presenta la propagacion de ondas P en un multi-estrato
sélido., Se muestra una instantanea de la propagacion correspondiente en un
tiempo de 0.00055 segundos. Donde parte de las ondas se reflejan y se
transmiten mediante los estratos sélidos con diferentes propiedades, como se
muestran sefialadas con lineas negras.

nda P reflejadas

P transmitida

celdas

celdas Distancia = 0.25

Figura 4.17. Propagacion de las ondas P, en un multi-estrato sélido en una
instantanea de un tiempo de 0.00058 segundos.
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En la Figura 4.18, se muestra la propagacion de ondas P y S en un multi-estrato
solidos con diferentes propiedades. Se muestra una instantanea de la propagacion
correspondiente en un tiempo de 0.00097 segundos. Donde parte de las ondas se
reflejan y se transmiten mediante los estratos solidos. Donde también se llega ver
la presencia de las ondas de interface, lo cual se llegan a ver cuando las ondas se
propagan entre dos estratos solidos. La velocidad de estas ondas de interface es
menor a la propagacion de las ondas Py S.

Ondals S transmitidas

250
200

150

celdas

100;

50

Ondas P reflejadas 50 100 150 200 250
celdas Ondas P transmitidas

Figura 4.18. Propagacion de ondas de Interfase o Stoneley en un multi-estrato
sélido en una instantanea de un tiempo de 0.00097 segundos.
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Ejemplo 3.- Se analizara el caso de propagacion de ondas para un sistema de
estratos liquidos y sélidos dispuestos simétricamente, con propiedades mecanicas
diferentes, con una fuente que se localiza en el estrato intermedio. Donde x y y
son el sistema de referencia, (x,y;) es la coordenada de la fuente y H; es el
espesor del estrato como se muestra en la figura 4.19. Determinar su respuesta:

Estrato liquido

Estrato sélido Estrato sdlido

Fuente

H3 H2 H1 H2 H3

Figura 4.19. Sistemas de un medio estratificado liquido-sélido y simétrico, con
distintas propiedades mecanicas.
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Tabla 4.3. Propiedades de un medio Estratificado liquido-sélido simétrico.

numerosdeestratos | dt | dt | <, | By | B1 | p2 | %1 | p1 | dx tg t, | factor

5 1750 | .1E-5 | 3000 | 1200 | 0.00 | 2.5 |1500| 1 | 0.01 | 0.0001 | 0.0001

Estaciones  (nr) nx |nx; | Nxs | nxp, | ny |ny;|nys|ny,| nr | radio dy
128 100 256 1 128 256 | 256 1 50 | 256 0 0.5 0
128 115
128 130
128 145
128 160
128 175
128 190
128 205

nshot (1 a60)

En la Tabla 4.3 se presentan las propiedades para un sistema con estratos
liquidos y solidos dispuestos simétricamente, con propiedades mecénicas
diferentes, donde dt es el nimero de intervalo del tiempo, dt es el incremento del
tiempo, «, es la velocidad de onda P en un sdlido, 8, es la velocidad de la onda S
en el solido, p, es la densidad del medio sélido, a; es la velocidad de la onda P en
el fluido, p; es la densidad del medio fluido, dx es el ancho de la malla en x, (ver
capitulo 3), ¢, es el retraso del pulso del ricker, t, es el ancho del pulso de ricker (
ver capitulo 3), nx es el niumero de intervalo de la malla en x, por lo cual se
discretiza en el espacio, nx; es el numero de intervalo de la malla en x4, nx, es el
namero de intervalo de la malla en x,, nr es el nimero de registro de receptores,
radio es la longitud de la apertura, dy es el ancho de la malla en y, ny es el
namero de intervalo de la malla en y, ny; es el nUmero de intervalo de la malla en
Y1, ny,€s el numero de intervalo de la malla en y,, nys es el nimero de fotos del
disparo, N.est. es el nUmero de estaciones.
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4.7 Resultados del ejemplo 3.

En la Figura 4.20, se presenta la propagacion de una onda P en un medio
estratificado liquido-sélido con diferentes propiedades. Se muestra una
instantanea de la propagacién correspondiente a los tiempos de 0.000055 y
0.00013 segundos. Donde es generado el disparo por una fuente denominada
pulso de Ricker.

20

Centro del disparo de la onda

Inicio de la,propagacion de una

200
onda P

celdas
celdas

100

y= 50 celdas
50 » .

I x= 128 celdas

50 100 180 200 250
teldas

Figura 4.20. Inicio de una Propagacion de la onda P en un estrato liquido, en una
instantanea de un Tiempo de 0.000055 y 0.00013 segundos.

Analisis del tiempo que se tarda la onda en pasar del punto de disparo a la
frontera, como se muestra en la figura 4.21.

«;=1500 m/s

tvp.r =1/ ;= 0.5 m/1500 m/s

tvp.r = 0.00033 s

Analisis de tiempo segun el resultado de la visualizacién en Matlab

Como snapshot = 25

d At=25%*0.1111e-5s = 2.7775e-005 s

No. Cuadros =12  Numero de cuadros desde el disparo a la primera reflexion.

Tiempo D-F =12 * 2.7775e-005 s = 3.3330e-004s
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En la Figura 4.21, se muestra la propagacion de una onda P en un estrato liquido.
Se presenta una instantanea de la propagaciéon correspondiente a los tiempos de
0.00016 y 0.00033 segundos. Donde mas tarde la onda P se transmitira con un

estrato solido.

Propagacion de una onda P

celdas

50 100 20

150 0
celdas Distancia = 0.50

Figura 4.21. Propagacion de una onda P en un estrato liquido, en una
instantanea de un tiempo de 0.00016 y 0.00033 segundos.

Analisis del tiempo que se tarda la onda en pasar del punto de disparo ala
segunda frontera, como se muestra en la figura 4.22.

o, =3000 m/s

tvpr = 1/ «,=0.25 m/3000 m /s

tvp.r = 8.3333e-005 s

Andlisis de tiempo segun el resultado de la visualizacién en Matlab

Como snapshot = 25

dAt=25*0.1111e-5s=2.7775e-005 s

No. Cuadros =3  Numero de cuadros desde el disparo a la segunda reflexion.

Tiempo D-F = 3 * 2.7775e-005 s = 8.3325e-005s
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En la Figura 4.22, se presenta la propagacion de una onda P que incide en un
estrato sélido con diferentes propiedades. En la figura se observa que la onda P
se encuentra en la interface de dos estratos y parte de la onda se transmite con la
velocidad del estrato respectivo. Se muestra una instantanea de la propagacion
correspondiente a los tiempos de 0.00038 y 0.00041 segundos.

Estrato liquido
p1 =10

 Propagacién de una onda P

incide

celdas
celdas

50 w B\ m 20
celdas Distancia = 0.25

Figura 4.22.Propagacion de una onda P transmitida en un estrato sélido, en una
instantanea de un tiempo 0.00038 y 0.00041 segundos.

En la Figura 4.23, se observa la propagacién de una onda P en un estrato liquido
confinada con dos estratos sélidos. Donde se muestra que la onda P se
encuentra con la interface de dos estratos. Parte de la onda P se refleja y se
transmite mediante los estratos soélidos. Se muestra una instantanea de la
propagacion correspondiente a los tiempos de 0.00047 y 0.00052 segundos.

we Onda P reﬁuejada =

Figura 4.23, propagacion de una onda P en un medio liquido confinados en dos
medios solidos,en una instantanea de un tiempo de 0.00047 y 0.00052 segundos.
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Andlisis del tiempo que se tarda la onda en pasar del punto de disparo ala
tercera frontera, como se muestra en la figura 4.24.

o«;=1500 m/s

tvpr =1/ ¢;=.25 m/1500 m /s

tvp.r = 1.6667e-004s

Analisis de tiempo segun el resultado de la visualizacion en Matlab
Como snapshot = 25

d At=25%*0.1111e-5s = 2.7775e-005 s

No. Cuadros =6  Numero de cuadros desde el disparo a la tercera reflexion.
Tiempo D-F = 6* 2.7775e-005 s = 1.6665e-004s

En la Figura 4.24, se muestra la propagacion de las ondas Sholte-Stoneley. Donde
se presenta a través de tres medio liquido confinados con dos medio soélido.
También se observa la propagacion de las ondas P encuentra la interface de los
dos estratos. Parte de las ondas se reflejan y se transmiten con la velocidad del
estrato respectivo. Se muestra una instantanea de la propagacion correspondiente
en un tiempo de 0.00058 segundos.

250
Estrato sol Ondas de m-terfase en un Estfato liquido
estrato solido
200
150 2=~ '
100
50
50 R

100 150 200 250
celdas Distancia = 0.25

celdas

Figura 4.24. Propagacion de las ondas de Interfase, en un medio liquido
confinados con dos medios solidos, en un instante de un tiempo de 0.00058
segundos.
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En la Figura 4.25 se presenta la propagacién de las ondas P en un medio liquido
confinado con un medio sélido. Donde se observa que las ondas P encuentran la
interface de dos estratos liquidos y dos estratos solidos. Parte de las ondas P se
reflejan y se transmiten con la velocidad de los estratos respectivos. Se muestra
una instantanea de la propagacion correspondiente en un tiempo de

0.00063segundos.

250
Prgpagacion de una onda P
=00 reflejada en un estrato liquido
150
1%
S
=
100
50
Ong e @ X
, ., 50 100 150 200 250
un estrato liquido celdas

Figura 4.25. Propagacion de las ondas P reflejadas y transmitidas, en una
instantanea de un tiempo de 0.00063 segundos.

En la Figura 4.26, se muestra la propagacion de las ondas P y S en un medio
sélido confinado con otro medio liquido. Donde se presenta una instantanea de la
propagacion correspondiente en un tiempo de 0.00077 segundos. Parte de las
ondas P y S se reflejan y se transmiten a través del medio liquido y el medio sélido
con diferentes propiedades.

250 Estrato liquido
200 p =10

Onda P reflejada

celdas

100

50

g .50
Onda P transmitida

celdas

Figura 4.26. Propagacion de ondas transmitidas y reflejadas en un multi-estrato
liqguido-sdlido,en un instante de tiempo de 0.00077 segundos.
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En la Figura 4.27, se presenta la propagacion de las ondas en un multi-estrato
liguido-sdlido. Se muestra que las ondas P y S encuentran la interfaces de medios
liquidos confinados con los medios sélidos con propiedades diferentes. Partes de
las ondas P y S se reflejan y se transmiten a través del medio liquido y el medio
sélido. Donde se presenta una instantanea de la propagacion correspondiente en

un tiempo de 0.00091 segundos.

M by =10

Ondas P transmitida en
un estrato liquido

Ondas P|reflejada

celdas

50 100 . 150 200 250
Estrato liquido celdas

Figura 4.27. Propagacion de las ondas P Transmitidas y Reflejadas en un multi-
estrato Liquido-sdlido, en una instantanea de un tiempo de 0.00091 segundos.
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Capitulo 4

En la Figura 4.28, se muestra la propagacion de las ondas S en un multi-estrato
liquido-sdlido. Se observa que las ondas S encuentran la interfaces de los medios
liquidos confinados con los medios sdélidos con propiedades diferentes. Partes de
las ondas S se transmiten a través de los estratos liquidos y estratos sélidos.
Donde se presenta una instantanea de la propagacion correspondiente en un
tiempo de 0.0010 segundos.

Ondas S transmitida

celdas

50 100 150 200 250
celdas

Figura 4.28. Propagacion de las ondas S Transmitida en un multi-estrato liquido-
sélido, con una instantanea de un tiempo de 0.0010 segundos.
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Ejemplo 4.- Se analizara el caso de propagacion de ondas para un sistema de
estratos liquidos y sélidos dispuestos simétricamente, con propiedades mecanicas
diferentes, con una fuente que se localiza en el estrato intermedio. Donde x y y
son el sistema de referencia, (x,y;) es la coordenada de la fuente y H; es el
espesor del estrato como se muestra en la figura 4.29. Determinar su respuesta:

Estrato liquido

— INT—

Estrato sdélido Estrato soélido

Fuente

I I I I I |
H3 H2 H1 H1 H2 H3

Figura 4.29. Sistemas de multi-estrato liquido-sdlido y simétrico, con distintas
propiedades mecanicas.
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Tabla 4.4. Propiedades mecanicas para un sistema de multi-estratos liquido-
sélido dispuestos simétricamente.

numeros de estratos | nt dt | &< | By | By | p2 | %4 | p1 | dx Ts To | factor

5 1750 | .1E-5 | 3000 | 1200 | 0.00 | 2.5 |1500| 1 | 0.01 | 0.0001 | 0.0001

Estaciones  (nr) nx |nx; [ nxs | nx, | ny |ny;|nys|ny,| nr | radio dy
128 100 256 1 128 256 | 256 1 50 | 256 0 0.5 0
128 115
128 130
128 145
128 160
128 175
128 190
128 205

nshot (1 a60)

En la Tabla 4.4 se presentan las propiedades para un sistema con estratos
liquidos y solidos dispuestos simétricamente, con propiedades mecénicas
diferentes, donde nt es el nimero de intervalo del tiempo, dt es el incremento del
tiempo, «, es la velocidad de onda P en un sdlido, 8, es la velocidad de la onda S
en el solido, p, es la densidad del medio sélido, a; es la velocidad de la onda P en
el fluido, p; es la densidad del medio fluido, dx es el ancho de la malla en x, (ver
capitulo 3), t; es el retraso del pulso del ricker, t, es el ancho del pulso de ricker (
ver capitulo 3), nx es el niumero de intervalo de la malla en x, por lo cual se
discretiza en el espacio, nx; es el numero de intervalo de la malla en x,, nx, es el
namero de intervalo de la malla en x,, nr es el nUmero de registro de receptores,
radio es la longitud de la apertura, dy es el ancho de la malla en y, ny es el
namero de intervalo de la malla en y, ny; es el nUmero de intervalo de la malla en
Y1, ny,€s el numero de intervalo de la malla en y,, nys es el nimero de fotos del
disparo, N.est. es el nUmero de estaciones.
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4.8 Resultados del ejemplo 4.

Andlisis del tiempo que se tarda la onda en pasar del punto de disparo ala
frontera, como se muestra en la figura 4.30.

o;=1500 m/s
tvp-r = 1/ ;= 0.25 m/1500 m/s

tvpr = 1.6667e-004 s

Analisis de tiempo segun el resultado de la visualizaciéon en Matlab

Como snapshot = 25

d At=25%*0.1111e-5s = 2.7775e-005 s

No. Cuadros =6  Numero de cuadros desde el disparo a la primera reflexion.
Tiempo D-F =6 * 2.7775e-005 s = 1.6665e-004 s

En la Figura 4.30, se presenta la propagacion de una onda P en un estrato liquido.
Se muestra una instantanea de la propagacion correspondiente a los tiempos
0.00013 y 0.00016 segundos, después del disparo.

Propagacion de una onda

Centro del disparo de la onda P en unjestyato liquido

celdas
celdas

y= 50 celdas

Ix: 128 celdas

50 100 150 200 20 5 100 150 200 il
teldas s Distancia = 0.25

Figura 4.30. Propagacion de una onda P en un estrato liquido, en una
instantanea de un tiempo 0.00013 y 0.00016 segundos.
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En la Figura 4.31, se muestra la propagacion de una onda P que incide en un
estrato liquido confinado a un medio sélido con diferentes propiedades mecanicas.
Donde parte de la onda S se transmite al medio soélido. Se presenta una
instantanea de la propagacion que corresponde a los tiempos 0.00022 y 0.00027

segundos.

Propagacion
de una P
transmitida

celdas
celdas

Figura 4.31. Propagacion de una onda P transmitida en un estrato liquido
confinado a un medio sélido, en una instantadnea de un tiempo de 0.00022 y
0.00027 segundos.

Andlisis del tiempo que se tarda la onda en pasar del punto de disparo ala
segunda frontera, como se muestra en la figura 4.32.

o;=1500 m/s

tvp.r =1/ «<; =0.25 m/1500 m /s

tvpr = 1.6665e-004 s

Andlisis de tiempo segun el resultado de la visualizaciéon en Matlab

Como snapshot = 25

d At =25*0.1111e-5 s = 2.7775e-005 s

No. Cuadros =6  Numero de cuadros desde el disparo a la segunda reflexion.

Tiempo D-F = 6* 2.7775e-005 s = 1.6665e-004 s
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En la Figura 4.32, se presenta la propagacion de las ondas P en un medio liquido
confinados con dos medios sdélidos. Se observa que las ondas P encuentran la
interface de los dos medios solidos con diferentes propiedades. Donde parte de la
onda se transmite con la velocidad del estrato solido. Se muestra una instantanea
de la propagacion correspondiente a los tiempos 0.00030 y 0.00033 segundos.

celdas

100;

celdas
& =
o
>
o
o}

15 m %
«is  Distancia= 0.25

Figura 4.32. Propagacion de una onda P incidente Transmitida, con una
instantanea de un tiempo de 0.00030 y 0.00033 segundos.

Analisis del tiempo que se tarda la onda en pasar del punto de disparo a la
tercera frontera, como se muestra en la figura 4.33.

«,=3000 m/s

tvp.r =1/ <, = 0.25 m/3000 m /s

tvp.r = 8.3333e-005 s

Andlisis de tiempo segun el resultado de la visualizacién en Matlab

Como snapshot = 25

dAt=25%0.1111e-5s=2.7775e-005 s

No. Cuadros =3  Numero de cuadros desde el disparo a la segunda reflexion.

Tiempo D-F = 3 * 2.7775e-005 s = 8.3325e-005s
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En la Figura 4.33, se muestra la propagacion de las ondas P en dos medios
liguidos confinados con dos medios soélidos con diferentes propiedades
mecanicas. Se muestra una instantanea de la propagacion correspondiente a los
tiempos 0.00036 y 0.00044 segundos. Donde se observa que las ondas P se
reflejan y se transmiten con la velocidad de los estratos respectivos.

Egtrato ligyido
Estrato [solidp
da A transmitida

celdas

s

5 0 ®w . m, M
s Distancia= 0.2@

Figura 4.33. Propagacion de ondas P transmitida y reflejada en un multi-estrato
liquido-soélido, en un instante de un tiempo de 0.00036 y 0.00044 segundos.

Analisis del tiempo que se tarda la onda en pasar del punto de disparo ala
cuarta frontera, como se muestra en la figura 4.34.

o;=1500 m/s
tvpg =1/ ;= .25 m/1500 m /s
tvp.r = 1.6667e-004s

Andlisis de tiempo segun el resultado de la visualizacién en Matlab

Como snapshot = 25
dAt=25*0.1111e-5s=2.7775e-005 s

No. Cuadros =6  Numero de cuadros desde el disparo a la tercera reflexion.

Tiempo D-F = 6* 2.7775e-005 s = 1.6665e-004s
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En la Figura 4.34, Se presenta la propagacion de las ondas P y S, en un multi-
estrato liquido-sélido simétrico con diferentes propiedades mecanicas. Se muestra
una instantdnea de la propagacion correspondiente a los tiempos 0.00052 y
0.00058 segundos. Se observa que las ondas P y S encuentran la interface de los
estratos liquidos confinados con los estratos solidos. Parte de las ondas se
reflejan y se transmiten, de acuerdo con la velocidad de los estratos respectivos.

100 150 200 =) 50 200 250
=& Ondas P transmitidas. <@ Distancia= 0.25

Figura 4.34. Propagacion de las ondas P y S transmitida en un multi-estrato
liquido-sdlido, con una instantdnea de un tiempo de 0.00052 y 0.00058
segundos.

En la Figura 4.35, se muestra la propagacion de ondas en un medio estratificado
solido con diferentes propiedades. Se muestra una instantdnea de la propagacion
correspondiente en un tiempo de 0.00066 segundos. Donde se puede ver la
presencia de las ondas de interfase o Sholte-Stoneley, lo cual se llegan a ver
cuando las ondas se propagan entre un estrato liquido y un estrato sélido.

250
200

150

celdas

100

T T—>
150 200 250 X

Estrato ligtido  ceises

Figura 4.35. Propagacion de las ondas de Interfase, en un multi-estrato liquido-
sélido,en un instante de un tiempo de 0.00066 segundos.
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En la Figura 4.36, se presenta la propagaciéon de ondas S transmitidas en un
multi-estrato liquido-sélido con diferentes propiedades mecanicas. Se muestra una
instantanea de la propagacion correspondiente en un tiempo de 0.00077
segundos. Donde parte de las ondas se reflejan y se transmiten de acuerdo con la
velocidad de los estratos que estan sefialadas con lineas negras. También se
presenta la presencia de las ondas de Interfase o Sholte-Stoneley, lo cual se
llegan a ver cuando las ondas se propagan entre dos estratos.

p2 = 2.5

jato solido Proppg

celdas

0 10 160 20 %0
Estrato liquido  ¢egldas

Figura 4.36. Propagacion de ondas de Interfase en un multi-estrato liquido-sélido,
en un instante de un tiempo de 0.00077 segundos.

85



Capitulo 4

En la Figura 4.37, se muestra la propagacion de las ondas Sholte-Stoneley. Donde
se presenta a través de un medio liquido confinado con un medio sdlido. Se
muestra una instantanea de la propagacion correspondiente en un tiempo de
0.00097 segundos.

250 py =10 p, =25 p1=10 p=10 =25 p =
Propagacion de ondas de interfasg

Estrato

200|

150

celdas

100

50 100 150~ "200

celdas Estrato liquido

250

Figura 4.37. Propagacion de las ondas de Interfase en un multi-estrato liquido-
sélido, en un instante de un tiempo de 0.00097 segundos.
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Conclusiones

El objetivo de la tesis consistié en determinar la propagacion de ondas en medios
estratificados considerando sus distintas propiedades mecanicas las cuales son:
densidad, velocidad de propagacién de las ondas de cortante y longitudinales, a
través de la realizacion de un modelo numérico basado en el método diferencias
finitas. El objetivo se alcanz6 ya que se implementé en un programa (Sanchez
Sesma y Madariaga, ver Fig. 4.1) que originalmente no determinaba la
propagacion de ondas en medios estratificados. Con el programa se realizaron
distintos casos examinados en el Capitulo 4, en donde se estudio la propagacion
de ondas en medios que podian ser fluidos o sélidos.

La solucién de las ecuaciones de la elastodinamica (ecuacion 2.7) que involucran
al campo de desplazamientos y esfuerzos, se realiz6 considerando un esquema
centrado del método de diferencias finitas La solucién se obtuvo en el espacio y
tiempo discretos en una malla alternada de velocidades y esfuerzos (ver capitulo
3). Los resultados obtenidos se verificaron y fueron estables Se observaron
diversos fendmenos que no se tenian presentes, como el fendmeno de la
propagacion de ondas Sholte-Stoneley y su atenuacién (ver Figs. 4.11, 4.18, 4.24,
4.35, 4.36 y 4.37.) en la interfase de sdlido-liquido y sélido-sélido. Las ondas de
interface tienen una velocidad menor que las velocidades de las ondas Py S (B.U.
Haldorsen Jakob, Linton Johnson David, et al, 2006), y se utilizan en la geofisica
de exploracién para determinar las zonas fracturadas y estimar la permeabilidad
de la formacién (B.U. Haldorsen Jakob, Linton Johnson David, et al, 2006).

Los 4 casos que se estudiaron tuvieron una geometria simétrica con el fin de
determinar que la propagacion es adecuada, ya que al ser simétrica la geometria,
las propiedades mecanicas y la posicion de la fuente, su propagacion fueron
igualmente.

Los ejemplos que se estudiaron fueron:

1.- Medio estratificado simétrico sélido, (ver Fig. 4.4 y 4.13). Estos casos fueron
propuestos para determinar la adecuada propagacion de ondas en medios de
multiples estratos solidos. La propagaciéon se verificO porque de antemano se
conocian las propiedades mecéanicas de los medios, con las cuales fue posible
determinar la velocidad de las ondas que se transmitian en su seno. Estas
velocidades, igualmente fueron determinadas a partir de las posiciones de ciertos
puntos de la malla como la posicion de la fuente y las fronteras de los sélidos y
determinando el tiempo que se tardaba la onda en viajar de un punto al otro, se
verific6 la velocidad. Estas velocidades fueron iguales a las evaluadas
teoricamente. La diferencia de los casos correspondientes a las Figs. 4.4 y 4.13,
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consistio en que el diametro del estrato donde se encontraba la fuente era distinto,
siendo el segundo la mitad del primero. Los tiempos de viaje de las ondas del
primer caso fueron el doble de las del segundo en este estrato.

2.-Medio estratificado liquido-sélido (ver Fig. 4.19 y 4.29). Se propuso este caso
con la finalidad de determinar la propagacion de ondas en un medio estratificado
donde los estratos liquidos se encontraban separados por estratos soélidos. La
propagacion se verificd igual que en los casos anteriores y se presentaron ondas
de interfase (ver Figs. 4.35, 4.36 y 4.37). Debido a que la velocidad de la onda de
corte en el sdlido tenia menor velocidad que la onda del estrato fluido, este caso
correspondi6 a una formacion lenta, tipica de pozos realizados en medios
arenosos o “suaves” (B.U. Haldorsen Jakob, Linton Johnson David, et al, 2006).
Las ondas que viajan en un fluido inmerso en una formacién lenta, radian su
energia en términos de ondas de corte en el sélido, disipandola. En contraste, para
tener una formacion rapida la velocidad de la onda de cortante en el medio sélido,
debe ser mayor a la velocidad de la onda P en el medio liquido, entonces, las
ondas de compresion que viajan en el fluido inmerso en una formacion rapida,
activan modos normales de vibracién de interfase, quedando la energia atrapada
en la misma (ver anexo 1).La diferencia de los casos correspondientes a las Figs.
4.19y 4.29, consistio en que el diametro del estrato donde se encontraba la fuente
era distinto, siendo el segundo la mitad del primero. Los tiempos de viaje de las
ondas del primer caso fueron el doble de las del segundo en este estrato.

Las soluciones de la propagacion de ondas, obtenidas con el método de
diferencias finitas, fueron estables ya que el numero de Courant utilizado en los
diversos ejemplos estudiados en este trabajo, fueron menor que 1/2.

Recomendaciones y Trabajos a Futuro

Como trabajo futuro se recomienda considerar varias configuraciones de
estratigrafia no simétricas tanto en 2D como en 3D, asi como estudiar el analisis
de la amplitud de las ondas Sholte-Stoneley y estimar la permeabilidad de la
formacién de donde se lleve a cabo la propagacion.
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Ondas

Una onda es una sefal reconocible que puede ser transferida de un lugar a otro
de un medio con una velocidad de propagacion reconocible. También podemos
decir que una onda es una perturbacién que se propaga en el espacio y en el
tiempo manteniendo ciertas caracteristicas discernibles. Esto es vital ya que en el
caso de las ondas electromagnéticas no hace falta ningdn medio para la
propagacion ya que las ondas electromagnéticas se propagan en el vacio.

Si se sujeta una barra de algun material elastico (metal, madera, piedra, etc.) por
un extremo y se golpea en el otro extremo, se sentira que la energia del golpe se
transmite a través del material. Esto sucede porque cada parte de la barra se
deforma y luego vuelve a su forma original; al deformarse “jala” o “empuja” a las
partes vecinas, las cuales, a su vez, mueven a sus propias partes vecinas, y asi
sucesivamente, lo que hace que la deformacién viaje a lo largo de la barra.
Noétese que es la deformacion la que viaja y no las particulas o pedazos de la
barra, los cuales s6lo se desplazan un poco de su posicion original y luego
vuelven a ella. Asi sucede con el sonido en el aire y los fluidos.

Si trazamos lineas imaginarias perpendiculares a los frentes de onda, veremos
que indican la direccién en la que viajan las ondas. Estas lineas son llamadas
rayos, y describen las trayectorias de la energia sismica (trayectoria de
propagacion).

Frente de onda

Fig. 1.1 Frentes de onda propagandose hacia fuera de la fuente.
Las lineas perpendiculares a los frentes de onda se denominan
Rayos, e indican la trayectoria de propagacion.
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La onda sismica deforma el medio a través del cual pasa, lo cual indica que puede
hacer trabajo, y, por lo tanto, corresponde a energia elastica que se desplaza. En
el caso de ondas generadas por explosiones, el movimiento es producto de las
reacciones quimicas o nucleares que causaron la explosién; en el caso de ondas
generadas por sismos, el movimiento es consecuencia de la energia que estaba
almacenada como deformacion en las rocas.

Existen tres casos principales de propagacion de ondas: planas, cilindricas y
esféricas; cada caso requiere soluciones especificas de las ecuaciones que
representen su propagacion, con el objeto de conocer la respuesta dindmica en la
superficie de un medio. En sismologia por lo general se estudian ondas planas ya
gue la onda se encuentra a una distancia muy grande de la fuente que la genera, y
la curvatura de la tierra puede considerarse minima.

Tipos de ondas sismicas

En un medio elastico con extension ilimitada pueden propagarse dos tipos de
ondas elasticas: las de cuerpo o de volumen, y las ondas superficiales las cuales
se describen a continuacion:.

Conocidas como ondas de cuerpo u ondas internas, las cuales pueden ser ondas
P primarias o de compresion y las ondas S secundarias o de cortante. Las
primeras se propagan con mayor velocidad en el medio (de ahi su nombre de
primarias), presentando ademas la caracteristica de poder propagarse por
cualquier tipo de material, sea sélido o liquido. Las ondas S viajan a una velocidad
algo menor (secundarias) y no se propagan por los liquidos ya que estos no
soportan esfuerzos de cortante. Usualmente la onda S tiene mayor amplitud que la
onda P.

1

Ll

Ondas S
Ondas P

Fig. 1.2. Ondas de cuerpo.
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El desplazamiento de las particulas en el terreno durante el paso de la onda puede
ser en cualquier direccién perpendicular a la de propagacion; sin embargo, en la
practica la onda S se descompone en dos direcciones normales entre si,
estudiando asi los movimientos en una sola direccidn, en este caso se dice que
las ondas estan polarizadas.

incidenc

+z
Fig. 1.3. La onda S y sus componentes SV y SH, el angulo y es el angulo de

incidencia y esta definido en el plano x-z, el angulo ¢ queda comprendido entre la
componente SH y la onda plana S

El componente vertical de la onda S que esta alojado en un plano vertical se le
llama componente SV, mientras que el componente horizontal se le conoce como
componente SH, ademas, la onda S se aloja en un plano que forma un cierto
angulo respecto al plano horizontal, este angulo se conoce como angulo de
incidencia y se define en el plano x-z. En la Fig. 3 se ilustra el concepto de
polarizacion de la onda S. Esto es importante pues cuando se presenta
anisotropia de una formacion. Esta separa naturalmente las ondas y se separan
los diferentes componentes al viajar a diferentes velocidades.

Aunado a esto la onda S y sus planos de polarizacion pueden estar referidos a un
sistema de coordenadas diferente al que hemos elegido para conocer la respuesta
del medio, en este caso se define el angulo azimutal o azimut, que es el angulo
que forma la direccion x del sistema de referencia geografico (por ejemplo la
direccion N) con la direccion x' (o radial) del sistema de referencia de la onda con
el sistema de referencia natural de la onda medido en direccion positiva de giro del
eje z.
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Fig. 1.4. Definicion del angulo azimutal.

Ademas de las ondas que viajan a través del terreno, existen otras denominadas
superficiales que lo hacen por la superficie. Estas ondas tienen amplitudes
maximas en la superficie del terreno y decrecen con la profundidad en funcién de
la frecuencia (la atenuacion con la profundidad es mayor para altas frecuencias).

Las ondas superficiales pueden explicarse como producto de la interferencia de
las ondas de cuerpo (ondas P y S), ademas de que su velocidad es mas lenta que
éstas. En el caso de los telesismos (los que ocurren a mas de 1000 km de
distancia del observador), las ondas superficiales llegan mucho después que las
de cuerpo, y presentan dispersion; esto es, las ondas viajan con diferentes
velocidades que dependen de la frecuencia.

Estas de ondas pueden agruparse en dos tipos principales: ondas de Rayleigh y
ondas de Love (Aki y Richards, 1980).

Las ondas de Rayleigh, denotadas usualmente por R, o LR cuando son de periodo
muy largo, se deben a la interaccién entre las ondas P y las SV, el movimiento de
cada particula de la superficie del terreno al paso de la onda se da en forma de
elipse retrograda. Son las ondas mas lentas con velocidades de grupo (la
velocidad con que viaja la energia).

Las ondas de Love se denotan usualmente por L, 0 G o LG si son de periodo muy
largo. Se comportan de manera muy parecida a la descrita para las ondas de
Rayleigh, pero se deben a la interferencia constructiva de ondas SH solamente,
por lo que no pueden existir en un semiespacio, sino que requieren al menos una
capa sobre un semiespacio, donde pueda quedar atrapada parte de la energia
sismica. Estas son polarizadas horizontalmente (como las SH) y, por lo tanto, no
se registran en los sensores verticales.
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Ondas de Rayleigh Ondas de Love

Fig. 1.5. Forma de las ondas Superficiales.

Guias de ondas

Una guia de ondas es una porciéon del medio delimitada por superficies reflejantes
que permiten cierto tipo de modos ondulatorios propagarse en su interior sin una
pérdida significativa de energia por radiacion al medio que la rodea.

Ondas de Scholte

Las ondas de superficie fueron propuestas por primera vez por Lord Rayleigh en
1885, Lord investigo la respuesta de un material elastico en contacto con un vacio
en la superficie laminar y observo que una onda se propagaba a lo largo de la
superficie con un movimiento de particulas, cuya amplitud se reducia con la
distancia a la superficie, propiedad conocida como evanescencia. Los resultados
de Rayleigh predijo la existencia de ondas que se propagan a lo largo de la
superficie terrestre y dan origen a los temblores devastadores causados por los
terremotos, el mismo efecto, en una escala mucho menor, genera el ruido de
superficie en los levantamientos sismicos de superficie.

En 1924, Stoneley observo las ondas que se propagaban en la interfaz existente
entre dos sdlidos y noto un tipo similar de onda superficie. El caso particular
correspondiente a un pozo lleno de fluido, es decir la interfaz entre un sélido y un
liquido fue descrito no por Stoneley si no por Scholte. Sin embargo, las ondas que
viajan en la interfaz fluido-pozo, se conocen como ondas de Stoneley. En otras
areas de la geofisica, las ondas que viajan en una interfaz Fluido-Solido se
denominan ondas de Scholte o de scholte-Stoneley.

98



ANEXO 2



Elementos de elasticidad dinamica

La sismologia es una ciencia basada en datos llamados sismogramas que son
registros del movimiento o de otras manifestaciones que revelan la generaciéon y la
propagacion de ondas sismicas. Estas son producidas en la tierra por la accion de
fuerzas externas aplicadas a una porcion limitada (por ejemplo una explosion), o
como resultado de un cambio repentino en los esfuerzos (como el caso de un
sismo). Para simplificar el problema, suele considerarse a la tierra como un medio
elastico continuo. En algunas aplicaciones se supondrd que los medios son
homogéneos pero en muchas circunstancias debe considerarse la
heterogeneidad y las discontinuidades de los materiales reales.

En este contexto, la estructura granular asi como las naturalezas tanto atémica
como molecular de los materiales de la tierra no se consideran y el término
“‘particula” se utiliza de manera geométrica para referirse a un punto sin
dimensiones. La densidad y propiedades mecanicas se suponen funciones
continuas del espacio y el tiempo. Se supondran invariables en el tiempo en la
mayoria de los problemas que aqui se abordaran.

Los principios para estudiar el movimiento producido en un medio elastico se
remontan a las matematicas comprendidas entre el siglo XVII y XIX, a las teorias
de Newton, Hooke, Kelvin, Cauchy, Lamé, entre otros.

Deformacion y Esfuerzo.

- Estado de esfuerzo

Las fuerzas que actlan en un instante en una cierta porcion de cuerpo libre dentro
de un medio continuo se clasifican en dos clases: fuerzas de cuerpo y fuerzas de
superficie. Las primeras actian sobre elementos de masa o de volumen dentro del
cuerpo (por ejemplo, la accion de la gravedad). Estas son fuerzas de acciéon a
distancia, usualmente se consideran por unidad de masa o por unidad de
volumen. Las fuerzas de superficie son fuerzas de contacto. Estas fuerzas suelen
estudiarse empleando un diagrama de cuerpo libre, sobre superficies (por ejemplo
las cargas distribuidas). Usualmente se consideran por unidad de area de la region
sobre la cual actuan (Fung, 1977).

- Tensor de esfuerzo

Considérese un cuerpo elastico cualquiera acotado por una superficie cerrada S,
sometido a un sistema de fuerzas, si se desea conocer la interaccién de fuerzas
entre la parte exterior e interior de S debemos saber que dicha interaccion esta
compuesta por fuerzas de cuerpo y de superficie.

Separese una porcién del cuerpo y mediante un diagrama de cuerpo libre definase
una fuerza F que es la resultante de las fuerzas exteriores que actian en la otra
porcion. Dividiendo la fuerza F entre la magnitud del area “expuesta” se obtiene el
esfuerzo promedio en el area A.
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Lado

b)

Fig. 2.1 a) Cuerpo sometido a un estado de fuerzas,
b) Diagrama de cuerpo libre de la porcién B

De la definiciébn anterior puede concluirse que (1) la magnitud del esfuerzo
depende de la magnitud del area donde actta la fuerzay (2) que el esfuerzo es
un vector dado definido como el cociente de un vector (Fuerza) entre un escalar
(Area). Si la fuerza F se descompone en una componente normal al plano de corte
(N) y una componente paralela (T). Puede definirse entonces al esfuerzo normal
medio como el cociente de N entre A. El esfuerzo cortante medio se define como
el cociente de T entre A.

Fig. 2.2. Representacion de esfuerzos en un volumen elemental. El primer
subindice indica la cara del paralepipedo rectangular en la que actia el esfuerzo y
el segundo la direccién de dicho esfuerzo. Las caras indicadas son positivas y los
esfuerzos representados tienen direcciones positivas. En las caras negativas, los

esfuerzos positivos tendran direcciones contrarias.
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Estas definiciones de esfuerzos son aplicables a un plano, sin embargo, es posible
extender el estado de esfuerzo a todos los puntos de un cuerpo, llevando la
definicion al limite y representar asi dichos estados de esfuerzos en una
diferencial de volumen. Asi, se tienen esfuerzos normales en tres direcciones
perpendiculares entre si asi como seis esfuerzos tangenciales.

- Estado de Deformacioén

Los cuerpos se pueden clasificar en cuanto a su deformabilidad en cuerpo rigido y
cuerpo deformable. El analisis de cuerpo rigido trata los efectos exteriores de las
fuerzas sobre el cuerpo, al mismo tiempo que estudia el cambio de lugar de este.
El andlisis de cuerpo deformable trata los efectos internos de las fuerzas al actuar
sobre el cuerpo (Fung, 1977).

Cuando a un cuerpo real se le somete a la accion de un sistema de fuerzas

Puede sufrir un cambio de forma, de volumen o de posicién. Si la intensidad de
fuerzas aumenta puede ocurrir la ruptura total o parcial del cuerpo y por lo tanto el
desequilibrio del sistema de fuerzas que actian en él, produciéndose un nuevo
sistema en equilibrio dinamico; estas deformaciones dependen de las
caracteristicas del sistema de fuerzas, y de las propiedades del cuerpo mismo.

Normalmente, se le llama deformacion al cambio de longitud entre dos puntos (AL)
de un cuerpo cuando se somete a un estado de esfuerzos, sin embargo, este
cambio de longitud no es una medida propia de la deformacién, ya que es
dependiente de la longitud misma. Para eliminar esta dependencia debe
normalizarse a 4L en funcién de la longitud inicial, es decir

e =~ (2.1)

Donde L, es la longitud final, L, es la longitud inicial y e es la deformacion unitaria.

Esta dltima es una medida de la deformacion independiente de la magnitud de la
recta que une a los dos puntos en estudio, es adimensional y generalmente se
expresa en %.
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Ecuaciones de equilibrio

X2
4 A
Sz ha dTyx T
(o) . = O c I
r = Too+d%d | By Ot dOx X
dy X _
T X,
, e dz
dx
X3 ZM =0

Figura 2.3. Representacion de la Ecuacién de Movimiento
Sobre una particula o molécula de un cuerpo se presentan dos tipos de fuerzas.

12, Fuerzas de cuerpo: son debidas a la accion de campos vectoriales como
pueden se los campos eléctricos, los magnéticos o los gravitacionales.
Generalmente se tratan como densidades de fuerza, es decir, fuerzas por unidad
de volumen.

22, Fuerzas de superficie: son generadas por la accién directa de otros cuerpos.
Generalmente se tratan como intensidades de fuerzas por unidad de area, es decir
como esfuerzos (Fung, 1977).

Considérense una particula sometida a un estado general de esfuerzos y en la
cual, la resultante de densidad de fuerzas de cuerpo esta dada por el vector F=
(Fy.F,, F;) a cual se supone que pasa por el centroide de la particula. Supongase
ademas que la molécula se encuentra en equilibrio estatico (es decir, su velocidad
es nula), esto significaque X F = 0, M = 0, es decir, X F, =0, X F, =0, etc.

Tomando primero ) F, = 0, (ver figura 2.3), se tiene
—0,dydz + (0, + do,)dydz — 1,,dxdy + (T, + dT,)dxdy — 1y dxdy (2.2)
+(Tyx + dryx)dxdz + F.dxdydz =0
Simplificando,
doydydz + dt,,dxdy + d1y,dxdz + F,dxdydz = 0 (2.3)

Como los esfuerzos son funcion solo de la posicion (ya que no habiendo
aceleracion ni velocidad, no dependen del tiempo), es decir, g, = g, (x,y,2),
Tey = Txy (X,¥,2), €tc., entonces, sus derivadas son las de las funciones de varias
variables, es decir,
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do, = 2% 4y + 2% gy 4 9% 4
T gy Ty BT G, 47

OTyy OTyy OTyy
ATyy —de+ 3y dy + Ep dz, ect (2.4)

Sustituyendo estas derivadas en la ultima ecuacion se obtiene

do, do, ) do, ) 0Tyy . 0Tyy
E dXdde + W (d}/) dz + E (dZ) dy + W (dX) dy + W ddedZ
0Tyy 5, 0Tz ) 0T,y 5, 0Tz
+ de(dz) + W(dx) dz + 3y dx(dy)* + dedydz
+ F.dxdydz =0 (2.5)
Despreciando las diferenciales al cuadrado,
(dx)? =~ 0,(dy)? = 0,(dz)? =0 (2.6)
, Esta ecuacion se simplifica a
0% gxdydz + 222 dydxdz + 22 dxdydz + Fdxdydz = 0 2.7
axxyz ayyxz Fp xdydz + F,dxdydz = (2.7)
Dado que dv = dxdydz = 0, entonces:
00, 0Ty, 0Ty _
Ep + 3y + P E =0 (2.8)
En forma analoga, aplicando > F, =0 y Y F, = 0, se obtienen
0Ty, 00, 0Ty,
x T +——+F =0 (2.9)
0 ot do
fox T2y T L p =0 (2.10)

dx dy 0z

Se les denominan las ecuaciones diferenciales de equilibrio (9) y (10).
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Método de diferencias finitas de 6rdenes superiores

El procedimiento fundamental de los calculos numéricos de las diferencias finitas
esta basado en aproximaciones polinomiales de una funcion f(x). Una primera
aproximacion a la funcion F(x) puede estar dada por su tangente siendo una
aproximacion lineal (polinomio de primer orden).

af (xo)

£~ f (o) + (x —xp) 2 (3.1)
Ax
También puede considerarse una aproximacion cuadratica,
: f (x)
f )~ f (o) + bxf (o) + (A)* — (3:2)

Entre mayor sea el orden de las aproximaciones a la funcion f (x), mayor sera la
exactitud de dicha aproximacién. Estas aproximaciones polinomiales son las
conocidas como la serie de Taylor (Haberman, R., 2004).

Con el uso de la serie de Taylor es posible aproximar las derivadas de una funcién
f varias maneras, las mas utilizadas se indican a continuacion.

1.- Aproximacion hacia adelante:

ofC) _ flx+4Ax)— fx)

ox Ax (3:3)
2.- Aproximacion hacia atras:
0f(x)  fx)— f(x—Ax)
ax Ax (3.4)
3.- Aproximacion centrada:
of (x) o fx+Ax)— f(x—Ax) 3.5)

0x 2Ax

La aproximacion hacia adelante es llamada asi debido a que se necesita uno o
varios puntos delante de la posicion de f(x), en el caso hacia atras los puntos
estan atras de f(x) y la aproximacion centrada es aquella que tiene igual nUmero

de puntos hacia adelante que hacia atras de f(x).Es posible obtener las derivadas
de primer orden Z—i en un punto, considerando los puntos posteriores y anteriores a

dicho punto, para ello se puede utilizar una expansion de series de Taylor o una
expansiéon de polinomios (un sistema de ecuaciones lineales).
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Atenuacion

En los materiales reales existen procesos de friccion interna que disipan parte de
la energia ligada al movimiento (Achenbach, 1976). Para tomar en cuenta este
fendbmeno, se modela el comportamiento visco elastico del medio introduciendo un
término correctivo en los parametros elasticos. EI modelo més sencillo para
modelar un sistema dinamico es el cuerpo de Hooke que consiste en una masa
sujeta a un resorte. Si a este sistema le agregamos un elemento amortiguante,
tenemos lo que se conoce como cuerpo de Kelvin. Este modelo es el mas comun
en el andlisis de la respuesta sismica en medios; comunmente se usan valores
complejos de las velocidades de propagacion

a*za{l+ i
2Qp

(3.6)

ﬂ*=ﬂ[1+i
2Q,

Donde Q, y Qs son los factores de calidad para las ondas P y S respectivamente.
Este parametro de Q, se ha determinado mediante trabajos experimentales como
constante en un amplio rango de frecuencias.

Hasta ahora, se ha definido la ecuacién de onda como una funcién que depende
del espacio y el tiempo, sin embargo en ocasiones resulta practico cambiar de
variable vy trabajar en el dominio espacio-frecuencia, para ello, se basa en la
hipotesis de que cualquier serie en el tiempo puede descomponerse en la suma o
la integral de ondas armoénicas con diferentes frecuencias, se dice entonces que
se aplicara el analisis de Fourier.
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GLOSARIO



Refraccidn: es el cambio de direccidn que experimenta una onda al pasar de un
medio material a otro. Solo se produce si la onda incide oblicuamente sobre la
superficie de separacion de los dos medios y si estos tienen indices de refraccion
distintos. La refraccion se origina en el cambio de velocidad de propagacion de la
onda.

Reflexidn: se refiere al fendmeno por el cual se refleja una onda.

Difraccion: es un fendmeno caracteristico de las ondas, éste se basa en el
curvado y esparcido de las ondas cuando encuentran un obstaculo

Elasticidad: designa la propiedad mecanica de ciertos materiales de sufrir
deformaciones reversibles cuando se encuentran sujetos a la acciéon de fuerzas
exteriores y de recuperar la forma original si estas fuerzas exteriores se eliminan.

Transmision: es el traspaso de energia, ondas o informacion desde un punto de
inicio hacia un punto de llegada diferente, pudiendo alterarse o no aquello que es
transmitido en el recorrido.

Ecuaciones de Lamé-Hooke: son las ecuaciones constitutivas de un soélido
elastico lineal, homogéneo e isétropo..

Ecuaciones de Equilibrio: relacionan los esfuerzos internos con las fuerzas
exteriores aplicadas. Las ecuaciones de equilibrio para elementos lineales y
elementos bidimensionales son el resultado de escribir las ecuaciones de
equilibrio elastico en términos de los esfuerzos en lugar de las tensiones.

Pseudo-espectrales: emplean modos netamente senosoidales, cosenosoidales o
una combinacion de ambos, mediante la identidad de Euler. Esto puede traducirse
en aproximaciones menos exactas y también en un procedimiento para encontrar
la respuesta mucho mas simple.

Método de ondas discreta (DWN): se expresa como una superposicion de ondas
planas, incluyendo las ondas inhomogeneas, propagandose en todas las
direcciones desde la frontera del espacio elastico.

Delta de Kronecker: es una funcion de dos variables, que vale 1 si son iguales, y
O si son diferentes. Se escribe con el simbolo §;; y se usa como una taquigrafia
notacional.

Ley de Snell: Es una formula simple utilizada para calcular el angulo de refraccion
de la luz al atravesar la superficie de separacion entre dos medios de indice de
refraccion distinto y fue formulada para explicar los fenomenos de refraccion de la
luz, es aplicable a todo tipo de ondas que atraviesan una superficie de separacion,
entre dos medios en los que la velocidad de propagacion de la onda varia.
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