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Resumen

Iniciamos introduciendo los elementos béasicos del analisis cuaterniénico cuyas
técnicas y herramientas usamos para estudiar los operadores que incluye esta tesis.
El primero de ellos, el operador de Moisil-Theodoresco, nos ayuda a definir un par de
operadores —denotados aqui como D.,— que nos permiten factorizar la ecuacién de
Helmbholtz.

Usando wunas versiones modificadas de estos operadores, reformulamos
cuaterniénicamente las ecuaciones de Maxwell armoénicas en tiempo y el operador de
Dirac. Para éste ultimo, mostramos a detalle el proceso que parte de la
representacién matricial de los cuaterniones y que pasa a través de un par de
transformaciones para llevarnos a su representacion cuaternionica. Una vez
reformuladas, se muestra de forma sencilla la relacién entre las ecuaciones de
Maxwell y de Dirac.

Después llevamos a cabo la descomposicién del kernel del operador de Klein-Gordon
(éste y el de Dirac son los dos operadores mas importantes de la fisica de particulas)
lo cual nos permite mostrar que cualquier solucién de la ecuacién de Klein-Gordon
puede ser representada a través de dos soluciones de la ecuacién de Dirac con la
misma masa. De igual manera descomponemos el kernel del operador de onda —
después de establecer su relacion con las ecuaciones de Maxwell- lo cual hace
evidente la relacién entre su teoria y la de un par de operadores cuaterniénicos con
muchas aplicaciones en electrodindmica y mecanica cuantica.

A continuacién mostramos un problema de extendibilidad para un campo
electromagnético en un dominio acotado, mismo que es reformulado cuaternié-
nicamente y resuelto. Después, como para el estudio de problemas con valores de
frontera en los dominios no acotados es necesario contar con una condicién de
radiacién en el infinito, presentamos al operador de Helmholtz y el procedimiento
que lleva a la obtencién de su condicién de radiacién: la condicién de radiacién de
Sommerfeld. Basandonos en esta condicion y en la relacion del operador de

Helmholtz con los operadores D., encontramos para éstos sus condiciones de
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radiaciéon en el infinito. Entonces procedemos al estudio del problema de
extendibilidad para el dominio no acotado. Determinando la equivalencia de las
condiciones de radiacién para los operadores D., con las condiciones de radiacién de
Silver-Miiller —condiciones para las ecuaciones de Maxwell en su forma tradicional—
cuando se esta considerando la reformulacién cuaterniénica de las ecuaciones de
Maxwell, podemos reformular completamente el problema y determinar el criterio
para la existencia de sus soluciones.

Por dltimo obtenemos la condicién de radiacién en el infinito para el operador de
Dirac tanto en su forma cuaternidénica como en la clasica, lo cual aprovechamos para
obtener sus representaciones integrales. Dichas representaciones nos permiten
estudiar una gran cantidad de problemas con valores de frontera, como es el caso del
modelo de bolsa MIT, cuya representaciéon cuaternionica mostramos aqui. De esta
manera aprovechamos que el modelo del efecto Casimir fermidénico se reduce a un
problema con valores de frontera para la ecuacién de Dirac como el mostrado en el
modelo de bolsa MIT para encontrar su solucién general y las condiciones de
compatibilidad que garantizaran la existencia de soluciones no triviales para dicho
efecto.

Los resultados nuevos son la descomposiciéon de los kérneles de los operadores de
Klein-Gordon (Secciéon 4.1) y de onda (Seccién 4.3), la obtencion de la condicion de
radiaciéon para los operadores D., basados en el operador de Moisil-Theodoresco
(Secciéon 5.3), la determinacion del criterio para la existencia de una solucién para
problemas de extendibilidad del campo electromagnético en los dominios no acotados
(Seccién 5.5), la determinacién de la condicién de radiacidon en el infinito y las
representaciones integrales en los dominios no acotados para el operador de Dirac, y
tanto la solucién general como la condicién de compatibilidad que permiten obtener
el conjunto completo de eigenvalores para el efecto Casimir fermiénico (resultados

que practicamente abarcan la totalidad del Capitulo 6).
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Abstract

We start introducing the basic elements of quaternionic analysis whose technics and
tools we will use in order to study the operators included in this thesis. The first of
them, —the Moisil-Theodoresco operator— let us define a pair of operators —denoted
here as D.,— which let us factorize the Helmholtz operator.

Using some modified versions of these operators the quaternionic reformulations of
the time harmonic Maxwell equations as well as the Dirac operator are obtained. For
the latter, the detailed process starting in the matrix representation of quaternions
and passing through a pair of transforms leading to its quaternionic reformulation is
showed. Once reformulated the Maxwell and the Dirac equations the relation between
these two equations is very easily showed.

Then we decompose the kernel of the Klein-Gordon operator (the Klein-Gordon and
the Dirac operators are the two most important operators of particle physics) and we
show that any solution of the Klein-Gordon equation can be represented via two
solutions of the Dirac equation with the same mass. In a similar way, we decompose
the kernel of the wave operator —after exposing its relation to Maxwell equations—
and this makes evident the connection between its theory and the theory of a pair of
quaternionic operators with a lot of applications in electrodynamics and quantum
mechanics.

After that we show an extendibility problem for the electromagnetic field in an
unbounded domain, we reformulate it to quaternionic terms and solve it. Then, as the
study of boundary value problems in unbounded domains requires the use of a
radiation condition at infinity, we present the Helmholtz operator and the procedure
which let us obtain its radiation condition: Sommerfeld’s radiation condition. On the
basis of this condition and the relation between the Helmholtz and the D., operators,
the radiation conditions at infinity are found for the latter. We continue with the study
of the extendibility problem for the unbounded domain. Determining the equivalence
of the radiation conditions for the operators D., to the Silver-Miiller radiation

conditions —the conditions for the Maxwell equations in their traditional form— when
iii



the quaternionic reformulation of Maxwell’s equations is being considered, allows us to
completely reformulate the problem and to determine the criterion for the existence of
solutions.

Finally we obtain the radiation condition at infinity for the Dirac operator both in its
classical form an in its quaternionic form. With the aid of such radiation conditions we
obtain the respective integral representations. These representations allow us to study
a big amount of boundary value problems, as the MIT bag model, for example, whose
quaternionic representation we show here. This way, we take advantage of the
Casimir effect model reducing to a boundary value problem for the Dirac equation —as
the one shown in the MIT bag model- in order to find its general solution and the
compatibility conditions which grant the existence of nontrivial solutions for such
effect.

The new results are the decomposition of the kernel of the Klein-Gordon (Section 4.1) and
wave (Section 4.3) operators, the radiation condition at infinity obtained for the operators
D., based on the Moisil-Theodoresco operator (Section 5.3), the determination of the
criterion for the existence of solutions for extendibility problems for the
electromagnetic field in unbounded domains (Section 5.5), the determination of the
radiation condition at infinity and the integral representations in unbounded domains
for the Dirac operator, and both the general solution and the compatibility condition
which allow us to obtain the complete set of eigenvalues for the fermionic Casimir

effect (these results cover almost all of Chapter 6).
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0.1 Objetivos

El primer objetivo de la presente tesis es obtener las condiciones de radiacién en el
infinito para las ecuaciones de Maxwell en forma cuaterniénica y para el operador de
Dirac tanto en su forma cuaterniénica como en su forma cldsica. La importancia de
dichas ecuaciones en la fisica-matematica hace que tales condiciones sean muy valiosas
en el estudio de una gran cantidad de problemas con valores de frontera que impliquen
un dominio no acotado —como complemento de un dominio acotado—. Se usaran las
condiciones de radiacién para buscar definir el criterio de extendibilidad de los campos
electromagnético y espinorial en los dominios no acotados. Un problema con valores
de frontera que se reduce al operador de Dirac es el efecto Casimir fermidénico, para
el cual se buscard encontrar la condicién necesaria y suficiente para la existencia de
sus soluciones y su solucién general. También se llevara a cabo la descomposicién del
kernel del operador de Klein-Gordon y del kernel del operador de onda, relacionado el

primero con el operador de Dirac y el segundo con las ecuaciones de Maxwell.

0.2 Justificacion

A lo largo de esta tesis trataremos ciertos problemas que involucran a las ecuaciones
de Maxwell y a los operadores de Helmholtz, Dirac, Klein-Gordon y de onda, entre
otros, ademds de las diversas relaciones que existen entre ellos (ver, e.g., [20], [44], [38],
[74] y [41)).

La enorme diversidad de los fenémenos que surgen en la fisica-matemadtica que
pueden ser estudiados con el uso de estos operadores (ademds de todos aquellos que
tienen una estrecha relacién con éstos) incluye entre otros cualquiera del gran nimero
de fenémenos electromagnéticos que existe, la propagaciéon de ondas acusticas, la des-

cripcién de particulas elementales de spin 1/2 —entre ellas el electron—, etcétera. La
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importancia central que tienen se refleja claramente en la gran cantidad de investi-
gadores, de libros y de articulos dedicados a su estudio y en la diversidad de técnicas
que han sido utilizadas para tal propdésito: el andlisis complejo, el andlisis vectorial,
el uso de algebras de Clifford, el andlisis cuaterniénico, etcétera. Las ecuaciones de
Maxwell —axiomas de la teorfa electromagnética y resultado de mds de un siglo de
observaciones cientificas—, por ejemplo, han sido tratadas con la ayuda de las dlgebras
de Clifford ([26], [58]), o mediante el andlisis cuaterniénico (ver, e.g., [33], [51]) —el
cual ha permitido obtener importantes avances en la comprensién de los fenémenos
electromagnéticos— y, sin embargo, aiin deben hacerse profundos anélisis matematicos
que garanticen la posibilidad de describir al campo electromagnético en muy diversas
situaciones. En general, para estos operadores, muchas explicaciones estdn todavia

fuera de nuestro alcance y hay atin muchos problemas por resolver.

Entre estos encontramos problemas con valores de frontera. Estos problemas con-
sisten, en pocas palabras, en una ecuacién diferencial —con frecuencia de segundo
grado— y un conjunto apropiado de valores de frontera. Muchos problemas de inge-
nieria o cientificos pueden ser formulados como problemas de valores de frontera. Los
ejemplos incluyen: la transferencia de calor en un alambre delgado cuando es calen-
tado, el potencial eléctrico dentro de un conductor delgado, el estiramiento de una
fibra eldstica delgada bajo cierta carga, la determinaciéon de patrones de radiacién de
antenas, el desarrollo de modelos de confinamiento de particulas y muchos més. Sin
embargo, en contraste con los problemas con valores iniciales, los problemas con va-
lores de frontera frecuentemente tienen varias soluciones —a veces un nimero infinito

de ellas— o no tienen solucién, y sélo en algunos casos tienen una solucién tnica.

No obstante, la solucién de tales problemas en los dominios no acotados requiere
que se garanticen la unicidad y la existencia de la solucién. De entre las diversas

maneras de lograr esto, las principales son el principio de absorcién limite (LAP, por
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sus siglas en Inglés) [75] y la imposicién de una condicién de radiacién en el infinito
([65], [72], [73], [20], [13], [46]). Con ambos métodos se busca, imponiendo ciertas
condiciones, prohibir dentro de un grupo de posibles soluciones algunas de ellas que

no son ttiles por la naturaleza fisica del problema, para tener una solucién tnica.

La obtencién de tales condiciones garantiza, por tanto, la posibilidad de dar solu-
cién a un gran nimero de problemas con valores de frontera, incluyendo, por supuesto,
los problemas de extendibilidad. En éstos se busca, por ejemplo, reconstruir las solu-
ciones f de cierta ecuacion Af = 0 ya sea en el interior o en el exterior de cierto

dominio §2 cuando se conocen los valores de la funcién f a lo largo de toda la frontera

o0 .

Por otra parte, como ya mencionamos, existen diversas técnicas que permiten el
estudio de estos problemas. Aqui se usard el anélisis cuaterniénico ya que proporciona
elementos aplicables a una rica clase de modelos fisicos, lo que le proporciona nu-
merosas y profundas relaciones con varias dreas de la fisica, electrodindmica (ver e.g.
[39]), teorfa de espinores, etcétera. Las herramientas de este andlisis en muchos casos
permiten simplificar la estructura de los problemas y el estudio de las soluciones, e
incluso, a veces, obtener resultados que no estd claro cémo obtener con otras técnicas.

Acerca de sus aplicaciones a numerosos modelos fisicos referimos a los libros [31], [51].

A manera de ejemplo, mencionaremos que es posible, usando el anélisis cuater-
niénico, transformar un problema con valores de frontera para el dominio no acotado
(es ahi donde se ubican la mayoria de los problemas précticos) para los vectores de
intensidad del campo eléctrico y magnético E y H , que deben satisfacer la condicion
de radiacién de Silver-Miiller en el infinito, en un problema de Dirichlet exterior cuya

forma es bastante conocida y cuya solucién no es dificil de encontrar [45].

Por esta razoén se busca obtener la condicién de radiacién para las ecuaciones de

Maxwell en su forma cuaterniénica y para el operador de Dirac tanto en su forma
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cuaterniénica como cldsica. Cabe mencionar que a diferencia de las ecuaciones de
Maxwell, para las cuales ya se contaba con una condicién de radiacion, para el operador
de Dirac no se tenfa una condicién de radiacién en el infinito. Esto hacfa imposible
tratar problemas que involucraran dominios no acotados (como complementos de un
dominio acotado) para aquel operador. Algunos problemas de extendibilidad asociados
a €l son, por ejemplo, el modelo de bolsa del MIT (propuesto en [18] y [19]) o el muy
interesante efecto Casimir [10] (ver también, e.g., [2], [59], [60], [64], [69]).

También gracias al andlisis cuaterniénico es posible realizar la descomposicién del
kernel del operador de Klein-Gordon [44] (el cual junto con el operador de Dirac cons-
tituyen los dos mds importantes operadores de la fisica de particulas) y del operador
de onda [12], de donde se muestra la relacién que existe entre la teorfa de la ecuacién
de onda y las soluciones de ciertos operadores cuaternionicos, los cuales tienen muchas

aplicaciones en electrodindmica y mecdnica cudntica (véase [51]).

Tal vez el papel mdas importante en esta tesis lo juega el operador de Moisil-
Theodoresco, el cual aplicado a funciones bicuaterniénicas incluye a los tres princi-
pales operadores del cédlculo vectorial y ademéds nos permite obtener generalizaciones
apropiadas para la mayorfa de los hechos béasicos del anélisis complejo. Tal operador
da lugar al sistema de Moisil-Theodoresco, estudiado en cientos de trabajos (por citar
solo algunos [6], [24], [30], [31], [51], [66]), el cual, aparte de las aplicaciones fisicas
que pueden dérsele, poseia propiedades tan importantes que fue considerado como la
generalizacién mé&s natural del sistema de Cauchy-Riemann en el espacio de tres di-
mensiones. El primer uso que le damos a este operador es el de factorizar el operador
de Helmholtz. Tal factorizaciéon no es nueva, pero al obtenerse mediante un operador
cuaterniénico basado en el de Moisil-Theodoresco permitié establecer de forma clara
relaciones con las ecuaciones de Maxwell y Dirac (entre otras) reformuladas cuater-

niénicamente mediante el uso de operadores muy similares (ver, e. g., [43]). Tales
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reformulaciones, junto con el andlisis cuaterniénico, nos permitieron encontrar gran
cantidad de los resultados aqui expuestos.

Por 1ltimo deseamos comentar que algunos de los resultados obtenidos ya se usan
activamente y como muestra mencionaremos los trabajos [1], [5], [29], [35], [40], [43],

[47], [68] y [70].



Capitulo 1

Introduccion

Como puede apreciarse en el titulo, el principal tema de estudio son los problemas de
extendibilidad, en particular para las ecuaciones de Maxwell y de Dirac. Tales pro-
blemas implican la determinacién, a partir de los valores de la frontera, de los valores
de una funcién en el interior o en el exterior de un dominio acotado. Ademds debe
garantizarse la existencia y unicidad de la solucién y, en su caso, su comportamiento

en el infinito.

Es cuando se consideran los problemas de valores de frontera en el dominio no
acotado (como complemento de un dominio acotado) —en particular las extensiones
al dominio no acotado— cuando surgen las condiciones de radiacién en el infinito. La
imposicién de tales condiciones tiene por objeto prohibir la presencia de algunas solu-
ciones que por la naturaleza fisica del problema no son 1iitiles para tener una solucién
tnica. La unicidad de la solucién fundamental es crucial para tener la unicidad de
las representaciones integrales, para las soluciones de la ecuacién homogénea. Ademds
tal solucién debe concordar matemadtica y fisicamente con el modelo representado y la

condicién de radiaciéon debe garantizar cierto comportamiento de aquella en el infinito.

Para las ecuaciones que analizamos, la ecuacién de Helmholtz, las ecuaciones de

Maxwell y la ecuacién de Dirac, los problemas de extensién al dominio interior ya se
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conocian y resolvian. Ademds para los dos primeros operadores ya se contaba con
condiciones de radiacién —la condicién de radiacién de Sommerfeld y las de Silver-
Miiller respectivamente— asi que también los problemas de extendibilidad al dominio
exterior ya eran estudiados. El beneficio que nuestro trabajo aporté fue encontrar
los equivalentes cuaterniénicos de las condiciones de radiacién para las reformula-
ciones cuaterniénicas de las ecuaciones citadas [45]. Tales reformulaciones permitieron
obtener no solamente las condiciones de radiacién apropiadas, sino también completar
el criterio que garantiza la existencia y unicidad de soluciéon para las ecuaciones de
Maxwell, obtener la condicién de radiacién en el infinito para el operador de Dirac
tanto en forma cuaterniénica como en su forma cldsica, y con ella hacer posible el
estudio del problema de extendibilidad al dominio exterior para este operador [13],

146).

Este tltimo resultado a su vez permite utilizar una reformulacién cuaterniénica del
modelo de bolsa del MIT (MIT bag model) para estudiar el efecto Casimir, predicho
por el fisico holandés Hendrick Casimir [10] en 1948 (ver también [2], [59], [63], [69]),
el cual consiste en una pequena fuerza atractiva que actia entre dos placas conduc-
toras paralelas, sin carga y cercanas. De acuerdo a la teorfa cudntica, el vacio contiene
particulas virtuales que estdn en un continuo estado de fluctuaciéon. Casimir se dio
cuenta de que entre dos placas, sélo aquellos fotones virtuales cuyas longitudes de onda
cupieran un nimero entero de veces en el espacio deberfan ser contados cuando se cal-
culara la energfa del vacio. Las placas estdn tan cerca que sélo pequenas fluctuaciones
caben entre ellas y los modos mas grandes son excluidos, como se muestra en la Figura

1.1.

La densidad de energia decrece conforme las placas se acercan lo cual implica que
hay una pequena fuerza atrayéndolas. Esa pequena fuerza fue medida en 1996 por

Steven Lamoreaux usando un péndulo de torsién [54]. Sus resultados concordaban
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Figura 1.1: Exclusién de algunos modos que da lugar al efecto Casimir.

S

con la teorfa dentro de una incertidumbre experimental de 5 %. Otras particulas
distintas a los fotones también contribuyen con un pequeno efecto, pero sélo la fuerza
del fotén es medible. Todos los bosones, tales como los fotones, producen una fuerza
atractiva de Casimir mientras que los fermiones hacen una contribucién repulsiva.

El modelo fermiénico de este efecto se reduce a un problema de valor de frontera
para el operador de Dirac [14] y se obtiene su solucién general, asi como la condicién de
compatibilidad —necesaria para satisfacer las condiciones de frontera— que garantiza
la existencia de soluciones no triviales [15], [16]. De esta forma, el conjunto completo
de eigenvalores para el efecto Casimir es obtenido.

Por otra parte, se estudia la relacién entre los dos méds importantes operadores de
la fisica de particulas, es decir del operador de Klein-Gordon y del operador de Dirac.
Desde luego, algunas relaciones entre estos dos operadores se establecieron desde el
momento en que Dirac descubrié su operador como una raiz cuadrada del operador de

Klein-Gordon. Por lo tanto, estd claro que cualquier solucién de la ecuacion de Dirac

11



resuelve también la ecuaciéon de Klein-Gordon. Aqui se prueba una conexién mas
intima entre las soluciones de ambas ecuaciones. Esto es, mostramos que cualquier
solucién de la ecuaciéon de Klein-Gordon puede ser representada a través de dos solu-
ciones de la ecuacién de Dirac con la misma masa [44], lo que parece ser una extension
natural de la teoria de Dirac. En otras palabras, cualquier funcién que describe el
comportamiento de una particula libre con spin entero puede ser completamente de-
terminada por dos funciones que describen particulas libres con spin 1/2. Ademas, las
dos funciones que corresponden a cada solucién de la ecuaciéon de Klein-Gordon son

unicas.

Finalmente debe remarcarse que para tratar estos problemas, usaremos el andlisis
cuaterniénico como herramienta principal. No ha sido sino hasta tiempos recientes que
la aplicacion del andlisis cuaterniénico ha comenzado a extenderse, principalmente por
su aplicabilidad a una amplia clase de problemas de la fisica-matematica y ademas
porque las herramientas del andlisis cuaterniénico han permitido que se obtengan

resultados donde otros métodos de andlisis han fallado.

Asi, en el Capitulo 2 se incluyen las definiciones bdsicas del dlgebra de cuater-
niones complejos y se introduce el operador de Moisil-Theodoresco, el cual tiene un
importante papel a lo largo de toda esta tesis, ya que permite definir ciertos opera-
dores que nos servirdn para reformular a las ecuaciones de Maxwell y al operador de
Dirac en forma cuaterniénica. Tal operador nos permite definir dos operadores que
nos permitirdn factorizar al operador de Helmholtz, y para los cuales obtendremos sus
soluciones fundamentales. Este capitulo se cierra con la introduccién de los operado-
res que permiten las representaciones integrales de las soluciones y que garantizan una
solucion eficiente de distintos tipos de problemas con valores de frontera: los andlo-
gos cuaterniénicos del operador T, del operador integral de Cauchy y del operador

de integracién singular. A partir de estos operadores pueden definirse los elementos
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necesarios para introducir la férmula integral de Cauchy para el dominio interior, la
cual permite obtener los valores de una funcién en el interior de un dominio acotado,

a partir de sus valores en la frontera.

En el Capitulo 3 se introducen las ecuaciones de Maxwell, las cuales enfocamos
a continuacién en el estudio de un campo electromagnético arménico en tiempo —o
monocromatico. Tales campos representan el principal objeto de estudio de la radio-
electrénica, la teorfa de propagaciéon de ondas y otras ramas de la fisica y la inge-
nierfa. Asi que una vez determinadas las ecuaciones de Maxwell armonicas en tiempo,
procedemos a reescribirlas cuaterniénicamente con la ayuda del operador de Moisil-
Theodoresco, lo cual da como resultado una reduccién a un sistema de tan solo dos
ecuaciones. Las funciones —cuaterniénicas— a las cuales estd aplicado este nuevo sis-

. ., . = - ,

tema, tienen una relaciéon muy directa y clara con los vectores ' y H, asf que es muy
sencillo trasladar los resultados de la forma cuaterniénica a la tradicional y viceversa.
Ademids, esta relacién da como resultado que cuando se muestra la forma explicita de
é ﬁ . . . .
E y H en forma vectorial, se obtiene un conjunto de cuatro ecuaciones, donde dos
de ellas son las férmulas de Stratton-Chu y las otras dos son dos ecuaciones nuevas

que permiten garantizar la existencia y unicidad de las soluciones para las ecuaciones

de Maxwell.

El mismo capitulo continta con la presentacién de la ecuacién de Dirac. Después
se presenta el proceso que nos lleva a obtener una transformacién lineal invertible que
permite reformular la ecuacién de Dirac a una forma cuaterniénica. Para esta ecuacién
se analiza también el caso de sus soluciones arménicas en tiempo y se obtiene la relacién
de la forma cldsica con el operador cuaterniénico equivalente basado en el operador de
Moisil-Theodoresco. Finalmente se muestra la relacién entre las ecuaciones de Maxwell

y la de Dirac.

El Capitulo 4 se dedica a la descomposicién del kernel del operador de Klein-
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Gordon. A continuacién se presenta la relacién entre las ecuaciones de Maxwell y el
operador de onda. También se obtuvo una descomposicién del kernel del operador de
onda [12] que permite relacionar la teoria de este operador con las soluciones de los ope-
radores cuaterinénicos (i0; + D) y (—i0; + D), los cuales tienen muchas aplicaciones

en electrodindmica y mecédnica cudntica (ver [51]).

El problema de la extendibilidad para las ecuaciones de Maxwell es estudiado en
el Capitulo 5. Primero se trata la extendibilidad a los dominios acotados. Después
presentamos la ecuacién de Helmholtz —la cual en el caso no homogéneo, por ejemplo,
permite encontrar el patrén de radiacion emitido por una antena lineal alimentada con
un patrén de corriente sinusoidal, siempre que la funcién del lado derecho tenga un
soporte finito— y la condicién de radiacién de Sommerfeld, la cual caracteriza com-
pletamente el comportamiento de las soluciones de aquella en el infinito y garantiza
la unicidad para el problema de Dirichlet exterior. Basados en esta condicién presen-
tamos las condiciones de radiacién para los operadores D., y finalmente, para las
ecuaciones de Maxwell, las condiciones de radiacién de Silver-Miiller. Tales condi-
ciones son reformuladas cuaterniénicamente y esto permite resolver el problema de

extendibilidad al dominio exterior para las ecuaciones de Maxwell.

En el Capitulo 6 iniciamos presentando las representaciones integrales en los domi-
nios acotados para el operador de Dirac en forma cuaterniénica. Después de obtener
la condicién de radiacién apropiada se presentan las representaciones integrales en el
dominio no acotado, es decir, se estudia la extensién al dominio no acotado. Poste-
riormente la condicién de radiacion es llevada a los términos del operador de Dirac en
su forma cldsica y para este operador se presentan las representaciones integrales para

los dominios acotado y no acotado.

Usando los resultados anteriores se estudia el modelo de bolsa del MIT y utilizando

tal modelo se reformula cuaterniénicamente el modelo del efecto Casimir, mismo para
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el que se encuentra la soluciéon general y la condicién de compatibilidad que garantiza
la existencia de soluciones no triviales.

El Capitulo 7 incluye las conclusiones y recomendaciones de la presente tesis.

Las partes donde en esta tesis se presentan resultados nuevos son las Secciones 4.1,
4.3, 5.3, 5.5 y practicamente en todo el Capitulo 6, mismos que fueron publicados en los
articulos [12], [13], [14], [15], [16], [17], [44], [45] y [46]. Tales resultados se presentaron
en el 3" Congreso de Proyectos de Investigacién del IPN; en el 5° y 6° Congresos Na-
cionales y en el 3° Internacional de Ingenieria Electromecénica y de Sistemas del IPN;
en el Congreso IKM 2003, Sesién “Quaternion algebra and analysis and their applica-
tions”, Weimar, Alemania; en el Seminario “Generalized Cauchy-Riemman structures,
complex approximation, and surface properties of crystals”, Bedlewo, Polonia; en el
Simposio “The search for unity in physics”, Paris, Francia; en la revista Zeitschrift fiir
Analysis und ihre Anwendungen y en la revista Mathematical Methods in the Applied

Sciences.
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Capitulo 2

Elementos del analisis
cuaterniénico y operador de

Moisil-Theodoresco

2.1 Algebra de cuaterniones complejos

A lo largo del presente trabajo se hard gran uso de elementos del conjunto de los
cuaterniones complejos que aqui se denota como H(C). Un cuaternién complejo o
bicuaternién a € H(C) puede ser representado como una combinacion lineal de sus

componentes {ax} C C y los elementos de la base ortonormal i de la siguiente

manera 5
a = E ikak
k=0
donde ig := 1y {ix | K = 1,2,3} son las unidades imaginarias cuaterniénicas, las

cuales tienen las siguientes propiedades:
iy = —1, k=1,2,3;

i1y = —lgly = 13; 1lol3 = —i3lg = 11; 1301 = —i193 = is. (2.1)
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La unidad imaginaria del conjunto de nimeros complejos C es denotada por i y

por definicién conmuta con las unidades imaginarias cuaterniénicas

ivig=ig-i, k=0,3.

En algunos casos es titil representar a un cuaternién a como la suma de una parte
escalar Sc(a) := ap y una parte vectorial Vec(a) := @ = ayi; + agiz + aziz. Si
Sc(a) = 0 entonces a = @ es llamado un cuaternién puramente vectorial. Note que
las unidades imaginarias cuaterniénicas bdsicas i, iy e i3 se pueden identificar con
los vectores de coordenadas base en un espacio tridimensional. En este caso, se puede
identificar un vector de C3 con un cuaternién puramente vectorial con las mismas
componentes.

Usando la representacién previa se puede definir el producto de dos cuaterniones

arbitrarios a y b como

a-b:a0b0—<7,?>+a0?+7bo—l—[ﬁx?}, (22)
donde
<E>, ?> = albl + agbg + (13[)3
y
i iy 13
[WX?} =|a ax a3
by by b3

Se pueden definir dos operadores Z¢ y Zuy para las diferentes conjugaciones en
H(C). Para a € H(C), la conjugacién compleja usual estd definida por

3 3
Zc(a) :=a"*=Rea—ilma = Z Re(ax)ix — i Z Im(ay )i
k=0 k=0

. ., .. .2 —
y la conjugacién cuaterniénica de un cuaterniéon a = ag + a por

ZH<(1,) =a = a9 — 7
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De (2.2) es fécil observar que
a-a=a2+a2+a2+a=:]a, (2.3)
y obtener una propiedad importante de la conjugacién cuaternidnica:
a-b="b-a.
Si a =Rea+ ¢Ima, entonces

3
a-a=a-a= Zai = |Real® — [Imal® + 2i (Rea, Ima)y € C, (2.4)
k=0
donde |Real, |Ima| representan el médulo usual de un cuaternién real (o la norma
euclidiana de un vector tetradimensional); (Rea,Ima)gp. el producto escalar eucli-
diano de dos vectores tetradimensionales. Note que |a - b| = |a| - [0].
Ya que el médulo introducido en (2.3) en general no da informacién acerca de los

valores absolutos de las componentes de un cuaternién complejo cuando éste es un

divisor de cero, se usa frecuentemente otro tipo de médulo

lal, == \/laol® + [ax* + [aal? + s, (2.5)

donde |ak|2 = apa; y donde “*” denota la conjugacién compleja. El médulo en (2.5)

puede ser expresado también de las siguientes formas
la”> = |Real” + [Ima|® = Sc(a - @) = Sc(@ - a).

Por otra parte, si el producto de dos elementos a y b es igual a cero, pero ni a ni
b son cero, entonces a y b son llamados divisores de cero. Denotemos el conjunto de

divisores de cero en H(C) por &:

S:={acH(C)|a#0;Ib#0:a-b=0}.

1

Si a € G entonces a~ no existe; los divisores de cero no son invertibles. El siguiente

lema da una descripcién mds detallada del conjunto & .
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Lema 1 ([51]) (Estructura del conjunto de divisores de cero) Sea a € H(C) y a # 0.

Las siguientes aseveraciones son equivalentes:

1. a€&.

IS
S
S]]
I
=)

Lo
)
o
I
S

4. a® =2apa =27 a.

Sia€ 6y ag+#0 entonces, de acuerdo al punto 4 del lema anterior, el cuaternién

complejo ¢ := i(z es idempotente (proyector), esto es 2 =c

Se denotard mediante M* al operador de multiplicacién por un cuaternién A por
la derecha M?*[f] := f\; por *M al operador de multiplicacién por la izquierda
AMI[f] == M\f y por *M" al operador de multiplicacién simultdnea por A por la

izquierda y por n por la derecha *M"[f] := Afn, A\, n € H(C).

2.2 Operador de Moisil-Theodoresco

Este operador también es conocido con el nombre de operador de Dirac cuando en
vez de cuaterniones se usa el dlgebra de Clifford equivalente, pero aqui se llamars
operador de Dirac a un operador que se introducird més adelante. Sea Q C R? y
f € CYQ; H(C)). El operador cuaterniénico de Moisil-Theodoresco (considerado por

primera vez en [61], [62]) se define como

3
Df = Z ikakf
k=1
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donde 0Oy := a%k. Consideremos la accién del operador D sobre la funcién bicuater-

niénica f en una forma més explicita:
Df = (i101 + 202 + 1305)(fo + fri1 + faiz + f3i3) =
= (1101.fo + 9202 fo + 0303 fo) — (O1f1 + Oafo + O3 f3)+
+((Ozf3 — O3 f2)ix + (O3 f1 — O1f3)ia + (O1fo — Oz f1)is).
La primera expresion obtenida es precisamente el gradiente de la funcién fj:
grad fo = (1101 + 1202 + 1305) fo.
Los segundos paréntesis contienen la divergencia del vector 7 :

div f = Oufy + Oofo + Osfs.

H
Finalmente, los terceros paréntesis representan el rotacional de f :

rot 7 = (0af3 — O3 f2)i1 + (Os3f1 — O1f3)i2 + (O1f2 — Oaf1)is.

Consecuentemente,

— —
Df =—div f +grad fy +rot f. (2.6)

Se ve, por tanto, que el resultado de la accién del operador de Moisil-Theodoresco
D sobre la funcién f es un cuaterniéon complejo constituido por los tres principales
operadores diferenciales del célculo vectorial. Si éstos son considerados por separado,
entonces muchas caracteristicas importantes se pierden, pero su mezcla en D nos
permite obtener generalizaciones apropiadas para la mayorfa de los hechos bésicos del
andlisis complejo.

De (2.6) puede verse que si la ecuacién
Df=0 (2.7)
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es separada en sus partes escalar y vectorial, entonces es equivalente al sistema

—

div f =0, (2.8)
H
grad fo +rot f =0, (2.9)

llamado sistema de Moisil-Theodoresco. El estudio de este sistema marcé el punto
inicial del desarrollo de la teorfa de funciones hipercomplejas y ha sido tratado en
cientos de trabajos. Tal interés se debié un poco a las aplicaciones fisicas de (2.8) y
(2.9), pero en su mayor parte debido al hecho de que el sistema de Moisil-Theodoresco
revel6 tener propiedades tan importantes que fue considerado como la generalizacién
mads natural del sistema de Cauchy-Riemann en el espacio de tres dimensiones. Este
sistema aclaré qué son el teorema integral de Cauchy, el teorema de Morera, la for-
mula integral de Cauchy, las férmulas de Plemelj-Sokhotski y muchas otras en tres
dimensiones.

Una propiedad importante de D se obtiene de (2.3)
D? = —A, (2.10)

donde A = 9% + 95 + 92 es el operador de Laplace tridimensional. Esta propiedad
garantiza que toda componente de una funcién f que satisface (2.7) es una funcién
armonica.

Note que el operador de Moisil-Theodoresco fue introducido actuando por la iz-

quierda. El operador equivalente que actia por la derecha es denotado por D, :

3
Dyf =" 0kf i
k=1
En forma vectorial, D, puede ser representado como
. = —
D, = —div f +grad fy —rot f

y la teorfa correspondiente puede ser desarrollada para D, exactamente igual que para

D.
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2.2.1 Factorizacién del operador de Helmholtz

Si se agrega al operador de Moisil-Theodoresco un término adicional perturbdndole,

se puede considerar el siguiente operador
Dy, =Dxvi

donde v es un nimero complejo e I es el operador identidad. Este operador fue
estudiado por primera vez en [28] (para v real). Las soluciones puramente vectoriales
de la ecuacién D.,f = 0 se conocen como campos de Beltrami y son de gran impor-
tancia en la teorfa de los campos electromagnéticos en medios quirales [53]. Con la

ayuda del operador D, es posible factorizar el operador de Helmholtz
A+1*=—(D+v)(D—-v)=-D,D_,. (2.11)
La igualdad (2.11) significa que cualquier funcién que satisface la ecuacién

D,f =0 (2.12)

D_,f=0 (2.13)
también satisface la ecuacién de Helmholtz
(A+1%)f=0.

En otras palabras, cada componente de la funcién cuaterniénica f que satisface (2.12)
6 (2.13) es también una solucién de la ecuacién de Helmholtz.

Otro importante corolario de (2.11) es la posibilidad de calcular las soluciones
fundamentales de los operadores D, y D_, . Suponga que 6, es una solucién funda-

mental del operador de Helmholtz, es decir, que satisface la ecuacion
(A + 1240, =6,
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donde ¢ es la funcién delta de Dirac. Entonces, usando (2.11) se obtienen las funciones
Ky =—(DFv),, (2.14)
las cuales son respectivamente las soluciones fundamentales de D, , esto es
Di, Ky, =56.

Asumamos que Imv > 0. Tomando en cuenta esta condicién, la solucién funda-
mental del operador de Helmholtz se escoge como

eiu|x|

0,(z) = (2.15)

_M’
en cuyo caso (como se mostrard més adelante) satisface la condicién de radiacién de
Sommerfeld en el infinito. El motivo por el que se elige en particular esta forma para la
solucién tiene un claro significado fisico: representa una onda alejandose (decreciendo
en el infinito) generada por una fuente puntual en el origen. Otra posible eleccién
habrfa sido la distribucién —e~"1#l /(47 |z|), pero si Imv > 0 ésta crece exponencial-
mente en el infinito y por esta razén no sirve para describir campos producidos por
fuentes en una parte finita del espacio, ademads que las ondas descritas serian entrantes.
Como se verd después, el problema es distinguir en el infinito el comportamiento de es-
tas dos soluciones fundamentales en el caso en que Im v = 0. Esta dificultad se supera
con la ayuda de la llamada condicién de radiacion, cuya discusién se hard después.
Sustituyendo (2.15) en la igualdad (2.14) y, considerando que el operador D se

aplica a una funcién escalar, usando (2.6) obtenemos

X

Ky (z) = —gradf,(x) £ v, (x) = (ﬂ:l/ + e - w%) 0,(x),

donde x := 37, irx). Estas funciones fueron obtenidas en [36], ver también [51,

Seccién 3.
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2.3 Elementos del andlisis cuaternidénico

Necesitamos probar algunos hechos importantes relacionados con las representaciones
integrales de las soluciones de (2.12). Iniciemos con el siguiente teorema auxiliar que
no es sino una versién cuaternionica de la férmula de Stokes. Asumamos que €2 es
un dominio acotado en R? con una frontera seccionalmente suave I' := 9Q como el

mostrado en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Dominio acotado y su frontera.

Teorema 2 (Férmula de Stokes cuaternidénica) Pertenezcan f y g a CY(Q;H(C))N
C(Q;H(C)). Entonces

/Q((Drf(y))’g(y) + f(y) - (Dg(y)))dy = /Ff(y)'ﬁ(y)‘g(y)dFy, (2.16)

— ., ., . . . .
donde 7 (y) es la representacion cuaternionica del vector normal unitario hacia el

exterior de la superficie T : 7 (y) == Y o_ iznx(y).

La prueba de este hecho puede ser encontrada en [51, Capitulo 4] 6 [31, p. 86].
En adelante, a menos que se indique otra cosa, se asume que I' es una superficie

de Liapunov. Préacticamente, todos los resultados presentados aqui para fronteras de
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Liapunov pueden ser generalizados para el caso de fronteras de Lipschitz (ver, v.g., [32]
y la bibliografia ahi mencionada) lo que implica algunas complicaciones innecesarias
para explicar las ideas principales de este trabajo.

Ahora se usard el Teorema 2 para probar una generalizacién de la férmula de
Borel-Pompeiu. Introduzcamos los principales operadores integrales los cuales, debido
a sus propiedades, son muy similares a sus famosos prototipos del anélisis complejo el
operador T', el operador integral de Cauchy y el operador de integracién singular y

que garantizan una solucion eficiente de diferentes tipos de problemas con valores de

frontera:
T:t,/[f](l') = /QIC:N:V(:B - y)f<y)dy7 S Rg? (217)
Kelf)(2) i= — / Kelz—y) W), =eR\T,  (218)
S lf](x) = —2 / Keo(e — 9)7 @) f()dT,, €T (2.19)

Note que la integral en (2.19) se considera en el sentido del valor principal de Cauchy.
Los operadores K, estan definidos en (2.14). Los operadores T4,, K., y Si, son
operadores cuaterniénicos ya que todos los productos en ellos son cuaterniénicos.

Como es costumbre, el operador de integracién singular genera dos importantes
operadores

P, = %(14— Sy y Q= %(I - S,). (2.20)

En adelante, asumimos que ) es un dominio abierto acotado en R?® con frontera

de Liapunov I' := 99Q.

Teorema 3 (Férmula cuaternidnica de Borel-Pompeiu) Sea f € CYQ;H(C))N
C(Q;H(C)). Entonces

K,[fl(z) + T,D,[f](z) = f(x), VxeQ.
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El Teorema 3 inmediatamente implica el siguiente anédlogo de la férmula integral
de Cauchy.

Teorema 4 (Férmula integral de Cauchy cuaternidnica para el dominio interior) [50]

Sea f € C*(Q;H(C))NC(H(C)) y f € ker D,(Q) . Entonces

flz) = K,[f](z), VYzxeQ (2.21)

(recuerde que una funcion f pertenece al kernel del un operador A en algin dominio

Q siysdlosi Af =0, Ve e Q).
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Capitulo 3

Sobre las ecuaciones de Maxwell y

de Dirac

3.1 Ecuaciones de Maxwell

Toda la enorme diversidad de fenémenos electromagnéticos se reduce a cuatro ecua-

ciones de Maxwell, las cuales son axiomas de la teorfa electromagnética:

oD
tH=—- 1] 3.1
ot H="0 4, (31)
oB
tE = ——— 3.2
divD = p, (3.3)
divB =0, (3.4)

donde E es la intensidad del campo eléctrico en Volt/m, H es la intensidad del campo
magnético en Amper/m, D es el vector de induccién eléctrica en Coulomb/m?, B
es el vector de induccién magnética en Tesla=Volt-s/m?, p es la densidad de carga
volumétrica en Coulomb/m? y j es la densidad de corriente en Amper/m?.

Las ecuaciones de Maxwell son consideradas junto con las llamadas ecuaciones

materiales, las cuales describen las relaciones entre los vectores de induccién y los
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vectores de campo. En general pueden ser escritas como sigue
D =D(E,H), B =B(E, H).

La interpretacién mads simple de estas relaciones consiste en que, por ejemplo, la
induccion D = D(x,t) estd completamente determinada por la intensidad E(z,t) en
el mismo punto x y en el mismo instante ¢ (B y H son consideradas en forma simi-
lar). En otras palabras, los fenémenos electromagnéticos en el medio son considerados
locales y no inerciales. A pesar de que tal interpretacién es bastante idealizada, es

aplicable en muchos casos practicos. Entonces

D =¢oe. E (3.5)

B =11, H (3.6)

donde &y es la permitividad del espacio libre medida en Farad/m y p, es la per-
meabilidad del espacio libre medida en Henry/m; las cantidades adimensionales ¢, y
i, son llamadas respectivamente permitividad y permeabilidad relativas. Los coefi-
cientes € 1= epe, ¥ [ := polt, son respectivamente la permitividad y la permeabilidad
absolutas.

Las ecuaciones materiales (3.5) y (3.6) describen una rica variedad de fenémenos
fisicos que representan la respuesta del medio a la aplicacién del campo electromag-
nético. Se asumird que las caracteristicas electromagnéticas del medio ¢ y p no
cambian en el tiempo. Si ademds tienen los mismos valores en todos los puntos de
un volumen €2 € R?® entonces el medio que llena el volumen es llamado homogéneo
y en el caso opuesto, cuando ¢ = ¢(x) y/o pu = p(x), no homogéneo. Supondremos
también que los pares de vectores D, E y B, H son colineales. En este caso el medio

es llamado isotrépico (en caso contrario, anisotrépico).
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3.1.1 Ecuaciones de Maxwell arménicas en tiempo

Usando la transformada de Fourier cualquier campo electromagnético puede ser repre-
sentado como una superposicion infinita de campos arménicos (o monocromaticos) los
cuales, normalmente, son el objetivo principal del estudio en radioelectrénica, teorfa
de propagacién de ondas y muchas otras ramas de la Fisica y la ingenierfa. Un campo

electromagnético armoénico en tiempo tiene la siguiente forma

E(z,t) = Re(E (z)e"Y) (3.7)

H(z,t) = Re(H ()e"), (3.8)

donde los vectores E y H dependen solamente de las variables espaciales x =
(71, 22,73) y toda dependencia del tiempo se concentra en el factor e ™. ﬁ y
ﬁ son vectores complejos y son llamados amplitudes complejas del campo electro-
magnético; w es la frecuencia de las oscilaciones.

Substituyendo (3.7) y (3.8) en las ecuaciones de Maxwell (3.1)-(3.4) se obtienen
las ecuaciones para las amplitudes complejas E y H ( p v j —que caracterizan las

fuentes— se asumen también como arménicas en tiempo: p(x,t) = Re(p(z)e ™?),

j(z,t) = Re(§ (z)e ™)) :

rot H(z) = —iwe E () + j (), (3.9)
rot ﬁ(x) = iwuﬁ(x), (3.10)

div E (z) = g(x), (3.11)

div H (z) = 0. (3.12)

Aplicando la divergencia a (3.9) y usando (3.11) encontramos la relacién entre p y
—

J:
H
iwp—div 7 =0 (3.13)
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ecuacion que es conocida con el nombre de ecuacion de continuidad. En el resto de
este trabajo se considerard que las fuentes estdn localizadas en un dominio finito del

espacio.

3.1.2 Ecuaciones de Maxwell cuaternidonicas

Sea f € C*(Q;H(C)). Dado que E y H son puramente vectoriales, usando (2.6) se

pueden reescribir las ecuaciones (3.9)-(3.12) como dos ecuaciones cuaterniénicas:

— — . = ) — P
DE =rot E —div E =iwpH — —, (3.14)
€
— — — - —
DH =rot H—divH = —iwe E + j . (3.15)
Introduzcamos v := w,/ep, cantidad llamada nimero de onda y cuyo signo se

escoge de tal forma que Imv > 0, y el siguiente par de funciones bicuaterniénicas

puramente vectoriales [51]

Z = —iweE +vH (3.16)

— — —
Y =iweE +VH. (3.17)
Aplicando el operador D a @ y usando (3.14), (3.15) obtenemos:

— . =1 =7 277 . . =1 -
Dy = —iweDFE +vDH =v"H +iwp—iwevE +v )

H
= Vg tiwp+vy.

. — — o . I
Dy = iweDE +vDH = —v"H —iwp —iwevE + v j
- —
= —vY —iwp+vj.
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Por lo tanto a partir de la ecuacién anterior y usando la ecuacién de continuidad (3.13),

— . (3%
vemos que ¢ satisface la ecuacién
D-vF =divj +vj. (3.18)
H . .
Andlogamente, 1) satisface la ecuacién
— - =
(D+v)y =—=divj +vy. (3.19)

Este par de ecuaciones (3.18) y (3.19) es equivalente al sistema de ecuaciones de
Maxwell (3.9)-(3.12) y su ventaja sobre estas iltimas es que las funciones no estan
mezcladas en cada una de las ecuaciones. A partir de las ecuaciones (3.16) y (3.17)

. ., g — — —
podemos determinar la relacién de los vectores £ y H con los vectores ¢ y 9 :

Y
y
H = % (? + ﬁ) . (3.21)

Asi, si dos funciones @ y E) satisfacen (3.18), (3.19), entonces las funciones vec-
toriales (3.20), (3.21) satisfacen las ecuaciones de Maxwell sin necesidad de ninguna
condicién adicional.

El proceso de diagonalizacion de las ecuaciones (3.18) y (3.19) puede ser escrito de

la siguiente forma

— —
rot —div  —iwp E D —iwp E
— = —
TWE rot H TWE D H
ﬁ
[ D-v 0 E
= L, L,| _ |,
0 D+ H
donde
—lWE VvV 1 —1/iwwe 1/wwe
L - g ol / /
iwe v 2 1/v 1/v
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Usando la férmula de Borel-Pompeiu podemos reescribir (3.18) y (3.19) en la si-

guiente forma

G =T,divj +vj)+K.,F, (3.22)
— L= —
Y =T,(—divy +vj)+K,¢. (3.23)

Reescribiendo (3.22), (3.23) para el campo electromagnético obtenemos:
— — — — — —
—weE +vH =T ,(divj +vyj)+ K_,(—iweE +vH),
— — — — — —
iweE +vH =T,(—div j +vj)+ K,(iweE +vH),

o, de forma equivalente (sumando y restando las ecuaciones anteriores):

e 1 . - —
= e (Zwa(Ky +K ,)FE+v(K,—K_,)H-

(T, +T.)div § + (T, — T,V)?) , (3.24)

1
H = (V(KV VK )H +iwe(K, — K_,)E—

2
(T, —T_,)div j +v(T, + Tfyﬁ’) . (3.25)

Para comparar las tltimas dos igualdades con algunas férmulas conocidas de la
teoria electromagnética (3.24) y (3.25) deben ser reescritas en términos vectoriales.

Recordemos que —de (2.18) y teniendo en cuenta que los productos son cuaterniénicos—

Ko Tlo) = / {08,z — ) (7 (), F ) — (lgrad, bz —y) x T@), T ) F

r

T, (x —y)[T(y) x [ ()] — (grad, b,(z —y), 7 () [ () +

+lgrad, 6,(z — y) x 7 (y)] x f (y)]}dT,.
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De esta forma explicita de la integral cuaterniénica obtenemos las siguientes combina-~

ciones necesarias:

(K, + K.) (@) = 2 / (—{lgrad, 0,(z — ) x TW), T )

T

—(grad, 6,(z — ), W) [ (v) +

=l

(K, ~ K. )T (x) = / {0,(z — )(T (), T )~

Razonando de forma similar obtenemos representaciones explicitas para las com-

binaciones necesarias de los operadores T, y T_,:

(T, +T) fola) = —2 / grad, 0, (z — ) foly)dy,
Q

(T, — T,) folz) = 20 / 0,(z — y) foly)dy.

Q

—

(T, +T.,) f (x) =2 [ {{grad, 6,(x — y), f (y)) — [grad, 6, (z — y) x [ ]}dy,
Q

(T, —T) T () = 2 / 0,z — ) T ()dy.

Usando todas estas combinaciones obtenemos las siguientes representaciones inte-
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grales para el campo electromagnético:

B /{—<[gradm 0,(x —y) x T(y), E @) -

—(grad, 6,(z — y), 7 (y)) E (y) + [[erad, 6, (z — y) x 7 (y)] x E (y)]}dT, +

=]

Hz) = / (—(lgrad, 0,(z — ) x T, H(y)) -
—(grad, 6, (x — ), W(y)) H (y) + [[erad, 6,(x — y) x T (y)] x H(y)]}dT, —

—iwe / {=0,(z — 1)(7 (9), B(y)) + 0, (¢ — y)[7W () x B ()]}, —

é
J

— /{Gy(x —y)div j (y) — (grad, 0, (z — y),

Separando las partes escalar y vectorial en las iltimas dos igualdades, obtenemos las

siguientes cuatro ecuaciones:

!

/{<[gradw 0,z —y) x T ()], E (v)) + iwpb, (x — y) (7 (y), H(y))}dT, = 0, (3.26)

l

J{(lerad, 6, (z — y) x 7 (y)), ﬁ(y»—mey(x—y)my) E(y))}dr, =
r (3.27)
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+ [{i& grad, 0,(x — ) div j (y) — iwpd, (z — y)
Q

(3.29)

Las dltimas dos igualdades representan uno de los hechos tedricos centrales de

la electrodindmica moderna, las férmulas de Stratton—Chu, las cuales tienen muchas

aplicaciones ttiles en diferentes tipos de problemas con valores de frontera para las
ecuaciones de Maxwell (ver, e.g., [20], [21], [76]).

Para entender qué son las igualdades integrales (3.26) y (3.27), recordemos una

identidad vectorial auxiliar simple (ver [36] y también [51, p. 120])

/ {(grad, 0, (z —y), [T (y) X [ @)]) +0u(x — y)(W(y),r0t f (y))}dT, =0, (3.30)

x € €, la cual es vélida para cualquier 7 et (ﬁ) y que en general no tiene sentido
cuando para x € I". Entonces para obtener (3.26) de (3.30) debemos tomar E como
7 y usar una de las ecuaciones de Maxwell: rot E = z'w,uﬁ. Para obtener (3.27) es
necesario usar la siguiente cadena de igualdades:

é
J

/ [0,(c — y)div, T (y) + (erad, 6, (2 — ), T () }dy =
Q

Ty = [ 6.tz =) (Fw). 7 W)

= Q/ div, [0, (z — y)
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donde se utilizé el teorema de Gauss asi como la siguiente igualdad:
grad, 0,(z — y) = —grad, 0,(z — y).

Asi, (3.27) toma la forma

/ {{lgrad, 8,(z — )%, ()], B () — iweb (z — ) (7 (), B (y))}dT, =

— [8o - (7w, T ),

r

— —
la cual equivale a (3.30) si tomamos H como f y usamos la ecuaciéon de Maxwell:

— = —
rot H=—iweF + j.

3.2 Ecuacion de Dirac

Para que una ecuaciéon de onda satisfaga el requerimiento especial relativista de la
covarianza de Lorentz, las derivadas respecto a espacio y tiempo deben aparecer con
el mismo orden. La ecuacién de Klein-Gordon —de la que se hablard en el siguiente
capitulo— ilustra que una expresién que satisface esta condicién pero que es no lineal
en sus derivadas de espacio y tiempo da lugar a resultados anémalos. Dirac se propuso
encontrar una ecuacion que fuera de primer orden en derivadas de espacio y tiempo.
El resultado de sus esfuerzos, la ecuacién de Dirac, es dificil de motivar y bastante
mé&s complicada que su andlogo no relativista. Sin embargo, la ecuaciéon de onda de
Dirac para una sola particula satisface todos los requerimientos de la relatividad es-
pecial y la mecédnica cudntica, y es capaz de predecir las propiedades de sistemas de

una particula con una precisién notable. No obstante, la existencia de soluciones con
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energfa negativa preocupaba a Dirac. El sentfa que era un “gran desperfecto” en su
teorfa que aparecieran estas soluciones aparentemente no fisicas. En los afios siguien-
tes, sin embargo, muchas investigaciones experimentales, las mds notables aquellas
de Carl Anderson, proporcionaron evidencia de la existencia de positrones, particulas
cuya masa era igual a la del electrén pero con una carga positiva. La confirmacién ex-
perimental de la existencia de estas soluciones de energia negativa fue un gran triunfo

para la teoria de Dirac.

La ecuacién de Dirac cldsica la cual describe una particula libre de spin 1/2 (e.g.,
el electrén, protén, neutrén, otras particulas como la xi, sigma, lambda o los neutrinos

entre otras) es

D[®] := <%at > 0 + im) [®] =0, (3.31)

k=1

donde 0; := %, P ;= B(t, x1,29,73), ®:R* — C* m €R eslamasa de la particula

(la velocidad de la luz y la constante de Planck dividida por 27 se asumen con valor

unitario ¢ = A = 1) y las matrices v, en la forma estandar ([8], [74]) de Dirac-Pauli

SOo1

10 0 0 00 0 -1
01 0 O 0 0 -1 0

fyO = ) fyl = )
00 -1 0 01 0 0
00 0 -1 10 0 O
0 0 0 =2 0O 0 -1 0
0 0 —2 0 0 0 01

V2 = V3= )
0 — 00 1 0 00
0 00 0 -1 00
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. 0O 0 0 -1

V5 = 0717273 =
-1 0 0 0
0O -1 0 O

Note que
1. 72 =~2% = E,, la matriz identidad;
2. v2=—-FE;, k=1,2,3;

3. ijyk::_,ykf}/]? j?k:0717273757 j#k

3.2.1 Representacién matricial de los cuaterniones

Con objeto de hacer compatibles los cuaterniones con el operador de Dirac, el cual estd
basado en matrices, introduciremos una representacién matricial de los cuaterniones,
misma que usaremos para generar un par de transformaciones que nos ayudardn a
transportar los elementos del operador de Dirac a una forma cuaterniénica y viceversa.

Con ayuda de las matrices v es posible definir una base [51, p.26]

o= E4;  11:=73795 2= 7173 3= 71725 6= Y9123

A~ N NN A

4 x 4 tiene las mismas reglas de multiplicacién que el conjunto {ig, i1, 2, %3,%} .
Denotemos por ® al dlgebra (compleja) generada por {?0,?1,/2'\2,/2'\3,/2'\} , v definamos
el mapeo

k:H(C) -

por su accién en los generadores:
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Esté claro que x es un isomorfismo de las dlgebras complejas; por tanto ® es una

3 - ~
realizacién matricial de H(C). Si a = ) ax-ix, € H(C), ap = ap+ay-1, {fik,ak} C
k=0

R, entonces

= aoio + Eilz'l

K(a)
i (50?0 +

o, en forma explicita,

+ agiy + agiz +

~ ~

~

).

ao — iag; 161 + ag; Zao + 53; —?il + Zag
7:61 - 62, 50 + Zag, —?il - 152, Zao - 63
K(a) = - o~ o~ o~ (3.32)
1a0 + asz; —aq + 1a9; ag — 1as; a1 + Qg
—51 — iag; Zao — 53; 251 — 52; ao + 253
Esto significa que una matriz arbitraria A € © tiene la siguiente forma
cp —C] c2
c1 ¢y €3 —C
A= , (3.33)
ca C3 ¢ —C]
c3 —Ccy ¢ ¢

donde c¢g, c1,co,c3 son nimeros complejos

compleja usual.

Wk

arbitrarios y denota la conjugacion

El mapeo « : H(C) —® da un isomorfismo del algebra H(C) a la subdlgebra del

dlgebra de Dirac.

Ahora, para cualquier A € © , es decir, para cualquier matriz A de la forma (3.33)

definimos una matriz columna y(A) segin

x(A4) = A

la regla:

o o o
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Por tanto tenemos un mapeo

ay — 1ag

iay — ay

X:AeD— B :=x(A) = -
iag + as

—a, — ity

el cual asigna a cualquier matriz A € ® su primera columna.
El mapeo x es invertible ya que con una columna de niimeros complejos uno puede

reconstruir de manera unica una matriz de la forma (3.33):

A=x1B) =x" :

donde los nimeros reales ’dk,gk, k € N9 en (3.32) estdn definidos como sigue:

50 = Reﬁm alzlmﬁh 52:_1:{6617 a/3:_1111607

(3.34)

ao = Imﬁg, 51 = —Reﬁ;;, 52 = —Imﬁ3, 53 = Reﬁ2.

En adelante adoptemos la siguiente convencién: para cualquier dominio = C R*

denotaremos por = a su imagen bajo la reflexiéon x3 —— —z3, y para cualquier ®

definida en = la funcién 5(1&, X1, To, x3) = D(t, 1, T2, —3).

[1I}
N

Ahora introduzcamos un mapeo [51] H definido de la forma siguiente: si ® :

R* — C* entonces
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En forma explicita,

HI[®] : = (Re®y+ilm®y)ip + (Im P, — i Re Py)iq —
(3.35)
—(Re &)1 + 1Im &1)3)2'2 - (Im &)0 —1Re 2132)1'3.
Entonces tenemos
HF] = <Reﬁ0 — iRe Fy, —Re Fy 4+ i Re F,
(3.36)

~ ~ ~ ~N\T
Im&+&ﬂﬁ—hﬂ—ﬂm&).

El siguiente lema nos da algunas simples pero importantes propiedades aritméticas

de H.
Lema 5 [51, Sec. 12] Sea ® : = C R* — C*. Entonces
1 H ®) = (H[B)),
2. H[vy7,®] = ii7H [P],
3. H[v972®] = iioH [P],
4 Hlyys®] = —iisH [®],
5 H[i®] = —H [®] i3
6. H[—ivs®] = iH[D)].

Aqui puede verse en la identidad 4 la razén de haber elegido la reflexién de z3.
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Prueba.

1. Usando (3.35) tenemos:

Do

d,
H[y®] =H =
— P,

— Py

= (Re (50 —¢Im &32)i0 + (Im (ff)l +1 Re 53)7;1—

—(Re @y — i Im ®3)iy — (Im g + i Re By)ig = (H [®])*.

2. De nuevo usando (3.35) obtenemos:

H o711 @] = —H =

= —((Re ®; +iIm 51)1'0 + (Im d, —iRe &So)il—k
+(— Re ZISQ —¢Im &/)0)2'2 + (— Im &/)3 +1 Re Z131)23) = leH [CI)] .

3.-4. La prueba de estos casos es completamente andloga a la de 2.

5. Calculemos

H[i®P] =H[iReP — ImP| =
= (— Im &)0 + i1 Re &)g)io + (Re &)1 + 1Im &/)3)214—

+(Im ®; — i Re ®3)iy + (— Re By — i Im @y )iy = —H [®] 5.



6. Por analogfa,

1Py

" 1P
H[z@} = kix! Pl =

i®Pg

1P,

3.2.2 Reformulacién cuaterniénica del operador de Dirac

Multipliquemos (3.31) por la matriz 7, por la izquierda y apliquemos el mapeo H :

3

H | =) 1010k + imy, @ | = 0. (3.37)
k=1

Escribimos F' := H[®] y usamos el Lema 5; entonces de (3.37) y después de

multiplicar por ¢ obtenemos
(i0; + D — imZcM™) [F] = 0. (3.38)

Esta ecuacién es la reformulacion cuaterniénica de la ecuacién de Dirac propuesta por
Lanczos [56]. Tal ecuacién es completamente equivalente a (3.31). Por tanto tenemos

lo siguiente

Teorema 6 FEzxiste una correspondencia uno a uno entre el conjunto de biespinores
de Dirac (i.e., el conjunto de soluciones de la ecuacion de Dirac (3.81)) y el conjunto
de soluciones de la ecuacion cuaternionica compleja (3.38), la cual estd dada por el
mapeo H : para cualquier solucion ® de (3.31) la funcion F = H[®] es una solucion
de (3.38), y viceversa, para cualquier solucion F de (3.38) la funcion ® := H ™' [F]

es una solucion de (3.31).
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Denotemos al operador en (3.38) por N :
N :=i0, + D — imZc M.

Lo consideraremos sobre funciones valuadas en H(C) continuamente diferenciables.

Note que de las definiciones anteriores podemos escribir
N = iHy,DH . (3.39)

El operador N estd estrechamente relacionado al sistema de Maxwell. Si consideramos
la situacién sin masa (ver, e.g., [3, p. 80]; [7, p. 140]), entonces la ecuacién

(& +iD) T =0,
donde 7 es puramente vectorial, es una reformulacién cuaterniénica del sistema de
Maxwell para el vacio [55] (ver también [27]), [71], [33] (ver también [51]).

La principal desventaja del operador N es la presencia del operador de conju-
gacion compleja Z¢ . En las siguientes lineas mostramos céomo se puede eliminar este
operador. Tal procedimiento fue propuesto en [38].

El primer paso estd basado en la conocida identidad matricial de Gokhberg-Krupnik

—ver, e.g., [57], [52]—

I C A B I I 5 A+ BC 0
I -C CBC CAC c -C 0 A—- BC

donde A, B y C son operadores lineales y C? = I. Es interesante notar que esta
identidad matricial se usa con mucha frecuencia en la teorfa de operadores integrales
singulares cuando es necesario eliminar al operador de conjugaciéon. El precio que
se paga por esto es la obtencion de un sistema de dos ecuaciones sin el operador de
conjugacién en vez de una ecuacién incluyéndolo. Aqui, como veremos, debido a la

anticonmutatividad de los cuaterniones esta identidad matricial, recién llegada de otra
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teorfa matemadtica, nos lleva no a un sistema sino a una sola ecuacién cuaterniénica.
Tomando A = i0,+D; B = —imM?®; C = Z¢ yescribiendo N’ := i0,+D+imZcM?®*

tenemos

N 0 1( 1 Z¢ 0, + D —imM® 1 I
0 N 2\ 1 —Z¢ imM?®  —id, + D Ze —Z¢
Esto es, si F' € ker N y G € ker N’, entonces las funciones f := 3(F + G) y

g := 3(F* — G*) satisfacen el sistema
(i0y + D) f — imgiz = 0, (3.40)

(=10, + D) g + imfiz = 0. (3.41)

Note que F' = f+g*, G = f — g*. Asi, en vez de (3.38) obtuvimos el sistema

(3.40), (3.41) sin el operador de conjugacién. Nuestra siguiente tarea es mostrar que

de hecho el sistema (3.40), (3.41) es equivalente a una sola ecuacién. Para llevar esto
a cabo introducimos la siguiente notacion

1 ..
PE = 5M“ﬂmw, ke{l1,23).

Cualquier par de operadores P, P, para una k fija es un par de proyectores mu-
tuamente complementarios en el conjunto de funciones valuadas en H(C).

Apliquemos P a las igualdades (3.40) y (3.41). Entonces, tomando en cuenta

que
PEM™s = M Pf, (3.42)
obtenemos
(i0; + D) P [f] — imM™ Py [g] = 0, (3.43)
(i0; + D) Py [f] — imM™ P} [g] = 0, (3.44)
(10, — D) P}t [g] — imM®™P[ [f] =0, (3.45)
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(i0; — D) Py [g] — imM®™P;" [f] = 0. (3.46)

Sumando (3.43) y (3.46) para la funcién ¢ := P;' [f] — P, [g], y sumando (3.44)
y (3.45) para v := P; [f] — P;" [g], obtenemos dos ecuaciones separadas

P (i0; + D) [¢] + Py (=i0; + D) [¢] — mypiy = 0, (3.47)

P/ (—id; + D) [] + P; (i0; + D) [¥b] + mabia = 0. (3.48)
Note que

f="Ple]+ P[], g=—P'[y] - P [¢].

Las ecuaciones (3.47) y (3.48) no son independientes, ya que si ¢ es cualquier
solucion de (3.47) entonces la funcién ¢ := piis = (Py — Py ) [¢] es una solucién de
(3.48) y viceversa. Por tanto el sistema (3.40), (3.41) y por consiguiente la ecuacién
(3.38) es equivalente a cada una de las ecuaciones (3.47) y (3.48). Para tener una
definicién dnica escogemos (3.47) como nuestra ecuacién de Dirac cuaterniénica.

El dltimo paso es regresar de la funcién ¢ que satisface (3.47) a la funcién F
que satisface (3.38), ya que (3.47) es la ecuacién cuaterniénica requerida la cual es

equivalente a (3.38) y no contiene al operador Z¢ . Entonces

F=f+g" =P [+ P |piis] — Zc [P [piis] + P[] =

= (P = P Zc+ Py (P = Py) + PO (P = Py) Ze) [p] =

(PF(I = Ze) + PL (P = Py )(I+ Zo)) [].
Hemos aprovechado las obvias relaciones de conmutacion
PfZc = ZcPy;.
Reciprocamente,
p= (PP — Zc PPy ) [F] = (PP — Py Py Ze) [F].
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Usemos las

siguientes notaciones

U:= PPy — P[P Zc, Ut =PI~ Zc)+ P (P — Py)(I — Ze).

El resultado final es

N =U"'RU, (3.49)

donde R es el operador de la ecuacién (3.47):

R:= P (i0, + D) + P; (—i0, + D) — mM™.

De (3.39) tenemos

R =UiHy,DH U™

0, usando la aseveracién 6 del Lema 5,

R = AiyyysDA™, (3.50)

donde A:=UH, A~ :=HU (ver [38] y [51, Sec. 12]).

Por tanto el estudio del operador de Dirac D es equivalente al del operador dife-

rencial cuaterniénico R.

Escribamos el mapeo A en forma explicita. Tenemos

Algl = (PP — P P Zc) [(Reqo + i Tm g2) i+

+(Imgq1 —iRegs) i1 — (Reqi +ilmgs) iz — (Imgo — i Re go) i3] .

Consideremos

1 g
PiH (g = oMM [g) =

[(Reqgo +iImgs)ip + (Imgs —iReqs) iy — (Reqr +ilmgs) io—

N =

—(Imgo—iReq)is+ (Reqe +ilmgqy)ig + (Imgs —iReqy) 31—

—(Regs +ilmq)is — (Imge — i Req) i3] =
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[(go + q2) i0 — i(q1 + g3)i1 — (q1 + q3) 32 + i(q0 + g2)13] -

N —

Entonces
PP H g = iM(Hm) [(qo + q2) i0 — i (@1 + g3) i1—
—(q1 +g3)i2 +i(qo + q2) i3] =
1 o .
~ 1 (o —q1+q2—q3)io+i(q0 —q1 + g2 — q3) 11—

—(qo+q1+ g+ q3) i +i(qo +q1 + g2 + q3) i3] .
Por analogfa,

P ZcH Q) = = [(q0 — @) to — i(q1 — g3)i1 — (g1 — q3) i2 + i(qo — 2)i3]

N —

_ 1 . .
Py P3+Z6H[Zﬂ:Z[(QOﬂL(h—Q2—Q3)20—@(QO+(]1—Q2—Q3)Z1+
+ (-1 —q@+q3)iz2+i(q0— @ — q+qs)is].

Entonces, finalmente, tenemos

Al = % [— (1 — @2) to + (g0 — g3)t1 — (g0 + q3) P2 + i(q1 + @2)i3] (3.51)

_ . . . . T
AP = (= (i1 + p2) = (po +1p3) » Po — iP5, 0Py — P3) - (3.52)
Escribamos el mapeo A en su forma matricial mas simple, relacionando las com-

ponentes de una funcién ® valuada en C* con las componentes de una funcién F

valuada en H(C):

0 -1 1 0 D,
1l i o o —i d

F=A[® == ! (3.53)
21 =1 0 0 -1 D,
0 1 1 0 2133
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B 1 0 0 —i F
o= AL[F) = ' . (3.54)
1 0 0 —i Fy
0 i -1 0 Fy

El procedimiento que lleva a esta transformacién seguramente parece bastante difi-
cil. Sin embargo, el resultado final, como lo muestran las dos iltimas igualdades, es

simple y facil de usar. Introduzcamos algunas propiedades de la transformacion A.
Lema 7 (Propiedades algebraicas de la transformacion A )

1. —Aiygys AT F] = Ay AT F] =il F,

2. —Aivg Y512 AT [F] = Ay AT [F] = i F,

3. —Aigys7sAT [F] = = Ay, A7 F] = —isF,

4o = Aiye Y570 AT [F] = Aiys AT [F] = Fiy,

5. —Aiyyys A F] = —iFis.

Las pruebas pueden encontrarse en [43, Sec. 3.5]

En estas propiedades hay algunos hechos que deben resaltarse: la tinica diferencia
entre ellas en el lado izquierdo, es la presencia o ausencia de alguna de las matrices
antes de la transformacion inversa A~!. Esta diferencia determina en el lado derecho
de las ecuaciones, entre otras cosas, el lado por el que se multiplican las unidades
imaginarias cuaterniénicas (recordemos que debido a la anticonmutatividad de los
cuaterniones, esto es importante) y el signo. Precisamente puede observarse en la
propiedad 3 la comodidad que implica introducir ® cambiando el signo de la tercera

componente espacial, lo cual justifica tal consideracion.
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Podemos ahora resumir el resultado principal de esta seccién en el siguiente teo-

rema.

Teorema 8 FEzxiste una correspondencia uno a uno entre el conjunto de biespinores de
Dirac (i.e., el conjunto de soluciones de la ecuacion de Dirac (3.31)) y las soluciones

de la ecuacion cuaternionica
R[F] = P} (i0; + D) [F] + P (=i0; + D) [F] — mFiy = 0, (3.55)

la cual estd dada por el mapeo A : para cualquier solucion ® de (3.31) la funcion
F = A[®] es una solucion de (3.55), y viceversa, para cualquier solucion F de
(3.55) la funcion ® = A'[F] es una solucion de (3.31). La relacion entre los
operadores D y R estd dada por

R = AiyyysDA (3.56)
Nota 9 El operador R puede ser reescrito de la forma siguiente
R[F]) = —0;,Fiy + DF — mFis

de donde es obvio que el operador de Dirac R no es un operador bicuaternionico sino
un operador cuaternionico real, hecho que se utilizé en [49] para estudiar simetrias

mvolutivas de la ecuacion de Dirac entre otras aplicaciones.

Por 1ltimo consideremos una funcién armdénica en tiempo ® perteneciente al kernel
del operador D que tiene por forma ®(x,t) = q(z)e™?, donde w € R y q(z) es una
funcién valuada en C* que depende sélo de z. De la aplicacién del operador (3.31) a

dicha funcién ®, obtenemos la siguiente ecuacién para q(x)

Dy ma(z) =0 (3.57)
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donde

3
Dy = iwyo — Y 4Ok + iml. (3.58)
k=1

Con ayuda de las propiedades de la transformaciéon A se puede reformular cuater-

niénicamente al operador D, ,, , esto es

D, = Ai,70’75m)w,m-'4_1 (359)
donde
D, :=D+ M“
y a = a := —(iwi; +mis). Este operador es el equivalente cuaterniénico del operador
de Dirac.
Teorema 10 La ecuacion
Dq[o] =0, (3.60)

es equivalente a la ecuacion (3.57). Si q es una solucion de (3.57), entonces p := Alq]
satisface (3.60) y viceversa, si p € ker D, « := — (iwi; + mis) entonces q := A~ [p]

es una solucion de (3.57).

3.3 Relacion entre las ecuaciones de Maxwell y la

ecuacion de Dirac

Se sabe que

Dy =P'D,+P D_, (3.61)

donde v:=vVa?2eC, Imv>0,y Pt .= 2—11/M(”ia)) son dos operadores de proyec-

ciéon mutuamente complementarios en el conjunto de funciones valuadas en H(C).
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Esta igualdad es valida gracias a que los operadores P* conmutan con D., . Con-
sideremos un ejemplo que ilustrard esto: considere un par de funciones u y v tales

que
D,u =0,

D_,v=0.

Consideremos la siguiente funcién construida a partir de las funciones u y v
f=Pru+ P .
De (3.61) y la ecuacién anterior tenemos que

Dszf = (P*D,+P D_)(Ptu+ P v)=

= P"Du+P D_,v=0.

Es aqui donde el hecho de que los proyectores P™ conmuten con D, , ademds de las
propiedades de dichos proyectores, lo que nos permite obtener tal representacién.

A partir de la representacién (3.61), y recordando el par de ecuaciones (3.18) y
(3.19), equivalentes cuaterniénicas del sistema de ecuaciones de Maxwell, establecemos
la relacion entre las ecuaciones de Maxwell y el operador de Dirac. Algunas relaciones

interesantes entre la ecuacién de Dirac y el sistema de Maxwell pueden verse en [42].
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Capitulo 4

Descomposicion del kernel del

operador de Klein-(Gzordon

El contenido de esta seccién estd basado en [45] y los métodos del andlisis cuaterniénico
usados fueron desarrollados recientemente en [4], [30], [51].

Usaremos los siguientes idempotentes generados por divisores de cero:

1 -
ﬁb:aM%W> (k=1,3)

Consideremos al operador de Helmholtz con un nimero de onda cuaterniénico A+ M o?
estudiado en [50] (ver también [51]). A semejanza de la factorizacién mostrada en
(2.11), con la ayuda de los cuaterniones es posible (ver [28]) factorizar tal operador de

Helmholtz de la siguiente manera:
A+ M =—(D+ M)D - M.

Introduzcamos los siguientes operadores:

I —s=M®D_, sia¢ &
" ~LMD, sia€6

los cuales estdn definidos sobre ker (A + M 0‘2> y poseen las siguientes propiedades:

2 =TI, para toda o € H(C) (4.1)
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LI, =1I_,II, =0  para toda a € H(C) (4.2)

I, +1I_, =1 para toda o ¢ & (4.3)
1
I, + 11, + 2—M§ =1 para toda o € 6. (4.4)
Qo

Para cualquier o € H(C) tenemos II, : ker (A + M"‘2> — ker D,,.
Con ayuda de tales operadores fueron obtenidos en [37], [50] (ver también [51, Sec.
2]) los siguientes resultados:

Para o ¢ G U {0},
ker(A 4+ M) = ker(D + M®) @ ker(D — M®). (4.5)

Para o € G tenemos
ker(A + M) = M® (ker Do, @ ker D_sq,) @& M (ker A). (4.6)

Aqui y en lo sucesivo usaremos la notacién D, := D 4+ M“. A su vez para el kernel

del operador de Laplace tenemos
ker A = ker D_,, ® M" (ker D,),

donde « es un divisor de cero arbitrario, ag =0, y a1 # 0.
Consideraremos funciones valuadas en H(C) dadas en un dominio 2 C R?*. En el
conjunto C'(Q; H(C)) el siguiente operador estd definido [38]:
D := P/ (i0, + D) + P (—i0, + D) — mM".

El operador ® es equivalente al operador de Dirac clasico (3.31) en el sentido que
® puede ser obtenido de D a través de la transformaciéon matricial invertible A
introducida en el capitulo anterior. Denotemos con F' a la transformada de Fourier

con respecto a la variable t:

Ff(t)] = / f(tye %t
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4.1 Descomposicion del kernel del operador de

Klein-Gordon

Denotemos por 2 al operador de Klein-Gordon el cual describe particulas con spin

entero:

A:=02 - A+m’

Consideraremos al operador 21 en el conjunto C?*(2), donde Q = (—o00,00) x G,
(—o0,00) es el eje que corresponde a la variable tiempo ¢ y G es un dominio en R3.

Introduzcamos el operador
D = P/ (=0, + D) + P{ (i0; + D) + mM™
y consideremos el producto
DD =P (0] —A)+ P (8 —A)+m* =0} — A+m” =2

Por tanto, A = ©®. Usaremos este hecho para el analisis del ker 2.

Reescribamos los operadores 2, © y ® en la forma
A=F"'(-A+m> - ) F (4.7)

D =F"(D+MPam=)) F

D =F"(D— MWPn-mi2))

Denotemos « := —(ifi; — mis). Entonces, para el operador de Helmholtz de los

paréntesis en (4.7) tenemos
~A+m?—-p*=D,D_,.

Usando los operadores de proyeccién correspondientes I, y II_, introducimos los

operadores

Q:I:a = F_l]-_[:tocF~
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La siguiente proposicién es un simple corolario de (4.1) - (4.4).

Proposicién 11 En el conjunto ker2l las siguientes igualdades se cumplen:

1. Q4 = Qo
2. Qul-a =Q-oaQa=0.

3. Qa""Qfa:I-

Note que kerQ, = ker® y kerQ_, = ker®. La prueba, por ejemplo, de la
primera igualdad es un corolario del hecho de que ambas inclusiones f € ker@Q, y

f € ker ® son equivalentes a la igualdad D_,F'f = 0. Entonces obtenemos la siguiente

Proposicion 12 El kernel del operador de Klein-Gordon 21 puede ser representado
como la suma directa de los kernels de los operadores de Dirac ® y ®© , i.e. kerA =

ker © & ker D.

Esta proposicién es una generalizacién del siguiente resultado, obtenido en [12]:
M = ker (—i0; + D) @ ker (i0; + D), donde M denota todas las soluciones nulas del
operador de onda A — §? que dependen del tiempo.

Note que si f € ker®, entonces fis € ker®. En otras palabras: ker® =

M (ker ®) y obtenemos el siguiente resultado principal:
Proposicién 13 La relacion ker 2 = ker ® & M® (ker D) es verdadera.

Un punto curioso en este resultado es el hecho de que, debido a la anticonmuta-
tividad de las unidades imaginarias cuaterniénicas, el kernel del operador de segundo
orden 2 se representa a través del kernel del operador de primer orden 3. Conse-

cuentemente, cualquier solucién de la ecuacion de Klein-Gordon puede ser representada
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como una suma de dos soluciones de la ecuaciéon de Dirac, una de las cuales se multi-
plica por 3. Este resultado concuerda, e.g. con el modelo de cuarks de los mesones.
Cada meson esté constituido por un cuark y un anticuark. La multiplicacién por i3 en
la Proposicién 13 representa la transformaciéon de una particula en una antiparticula.

Note que la descomposicién (4.5) del kernel del operador de Helmholtz no es tinica
y que puede ser reescrita de una forma similar a la Proposiciéon 13. Consideremos el

siguiente operador de Helmholtz A + a2, donde a € C. Entonces tenemos
A+a’l =—(D+M*) (D— M)
y con la ayuda de los operadores de proyecciéon II, y II_, obtenemos
ker (A + a21) = ker (D + M“il) @ ker (D — Mail) :
Pero ker (D — M%) = M™ (ker (D + M%), consecuentemente

ker (A + o’I) = ker (D + M*") & M* (ker (D + M*™)).

4.2 Las ecuaciones de Maxwell y el operador de

onda

La mayor parte del material correspondiente a modelos electromagnéticos aqui presen-
tado estd dedicado al tratamiento de campos electromagnéticos arménicos en tiempo
(monocrométicos). Sin embargo, los métodos del anélisis cuaterniénico también pueden
ser muy utiles en la situacién general. Supongamos que el medio es homogéneo (e

isotrépico). Considere la funcién [43]

V := \ZE +i/iH.
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Es fécil verificar que las ecuaciones de Maxwell (3.1)-(3.4) pueden ser reescritas de la

1 . p
—+iD |V =— i+ — ),
(2rm)ve- (v )
donde ¢ es la velocidad de propagacion de las ondas electromagnéticas en el medio:

1

NG

(en particular, en el caso del vacio tenemos que ¢ = ¢y = 1/,/Eofiy es la velocidad de

siguiente forma

la luz).
Notamos una importante propiedad del operador de Maxwell cuaterniénico %&g +

iD. Esta es, que factoriza al operador de onda:
1 1 1
L= (baein) (i) s
c c c

Ademas, cada solucién (escalar o bicuaterniénica) de la ecuacién de onda

1

puede ser escrita de una manera tnica como la suma de dos funciones f y ¢, donde

(o +iD) £ =0
C

y g satisface la ecuacién conjugada

1
c
En otra palabras,

ker (%@2 — A) = ker (1(‘9,5 + z'D) @ ker (16,5 — iD> )
c c c

La prueba de este resultado se mostrara en la siguiente seccién, pero antes queremos

f satisface la ecuacion

mencionar como ejemplo de la aplicacién de (4.8) el estudio del problema de una
carga en movimiento (ver [43, p. 54], [34]) donde se requiere encontrar el campo

electromagnético generado por una carga ¢ moviéndose con la velocidad o' ().
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4.3 Descomposicion del kernel del operador de onda

El material tratado en la presente seccién estd basado en el articulo [12]. Una fun-
cién compleja armonica se representa como la suma de dos funciones f y g, donde
f es holomorfa (verifica las condiciones de Cauchy-Riemann) y ¢ es antiholomorfa

(satisface las condiciones de Cauchy-Riemann conjugadas)

u=f+g.

Pero esta descomposicién de una funcién arménica no es unica, ya que si sumamos las

funciones [’ y ¢, donde
ff=f+c v g=g-c

para las cuales ¢ es una constante, obtenemos una segunda descomposicién.
En [50] se obtuvo un resultado similar (véase también [51]), pero en tres dimensiones
para la ecuacién de Helmholtz

Au+v*u =0, (4.9)
donde v es un nimero complejo. La solucién de (4.9) se representa como
u=f+g
donde f y ¢ verifican
(D+v)f=0 vy (D—v)g=0.

También en [37] se obtuvo un resultado parecido para el operador de Laplace

tridimensional. En este caso la funcién arménica u se representa como una suma

u:f+ng,
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donde f y g verifican las ecuaciones
Df — fa=0 y Dg + ga = 0.

A diferencia del anélisis complejo, aqui la descomposicién es tnica, y « es un cuater-
nién complejo divisor de cero para el cual ag =0 y a3 # 0.

A continuacion estudiaremos las soluciones de la ecuacién de onda homogénea
2
Ou = (A - 97)u =0,

donde u = u(t,z) € C? es una funcién cuyos valores en general pueden estar en C*.
Consideremos los siguientes operadores

1 1
I, =——D_, y ,==—D0,
2v 2v

donde v € C y v # 0. Podemos definir los operadores P, y P_, como sigue:
P,=F,F

P, =F1_,F,

para los cuales F' es la transformada de Fourier

+00
F(v) = F[f(1)] = f(t)e ™ dt

—00

y F~! la transformada inversa de Fourier

£(#) = FUFW)] = — / " Pw)edy.

=5 -

Consideraremos el dominio de definicién de los operadores Py, como el conjunto de
funciones que verifican la ecuacién de onda homogénea, es decir como ker []. Ademads,
en adelante consideraremos sélo las funciones del kernel del operador de onda que

dependen del tiempo. Denotaremos este conjunto como M :

M :=ker O\ (ker 0, Nker ).
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Proposicién 14 (Propiedades de los operadores P, y P_, ). Las siguientes rela-

ciones se cumplen:

4. g€ kerP_, < geimbP,.

Demostracion

1. Comencemos por demostrar la primera proposicion.

P?=F ',FF'ILF = F'LILF =

v

_ gt (_L D_y) (_QL D_,,) Fopll (D_D_,) F.
v

2u 42

Por la definicién del operador D_, obtenemos
2 a1 2 2
P=F —(D —2D1/—|—1/)F.

v 412

Ahora, recordando la ecuacién (2.10)
D? = -A

y ademds, si F'f satisface la ecuacién (4.9)

—AFf =1°Ff,
obtenemos
PPl (-A—2Dv+1*) F = F*li(u2 —2Dv+1*)F =
v 412 412
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2v

42 42

= F—li@u2 —2DV)F = F! (— (D — y)) F =

= F! (—QLDV) F=FI,F=P,
1%
. P*=D,

2. Se demostrarad ahora la segunda propiedad: P,P_, = P_,P, = 0. Siguiendo un

procedimiento similar al usado en la demostracién anterior, tenemos
PP ,=F ', FF'_,F=F I F =

1 1 1
e B - — -1 2 .2 —
S TP P S
— 1 _L (_A_V2) F=F1 —L (1/2—1/2) F=0
42 4v?
PP,=P,P,=0.
3. Para la tercera propiedad, P, + P_, = I, tenemos

P,+P ,=F'M,F+F'II,F

Dado que la transformada de Fourier es un operador lineal, podemos factorizar

de la siguiente manera

1 1 1
P+P,=F''—-—D_ ,+—D,|F=F'—(—(D- D F=
, + P, (QV vt 55 > 5, (~(D—v)+(D+v))

711 —1

=F"—2WF=F"F=]
v

P+ P.,=1

4. Sea ge M 'y g€imP,, es decir dh tal que

g:PI/h‘7
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entonces, usando la propiedad 2 y la ecuacién anterior, tenemos
P_,lg] = P_,P,[h] = 0.

Por lo tanto

g€ kerP_,.

Si g€kerP , = g= P,g, ya que los operadores P_, y P, son ortogonales y

mutuamente complementarios.

Proposicién 15 Sea f € M, entonces
f € ker(Fi0; + D) <= f € im Py, = ker Py,

Demostracion

Sea

f=P~P,g, (4.10)
si aplicamos P, a los dos miembros de la ecuacién obtenemos
B,.f=Plg
Pf =Py,
por lo tanto, reemplazando (4.10) en la ecuacién anterior tenemos

f:PVf7

1
f=F"1 (——D_,,) Ff.
2v
Aplicando ahora la transformada de Fourier a ambos miembros, nos da

Ff = —%DVFf. (4.11)
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Consideremos ahora

Si aplicamos la transformada de Fourier, obtenemos

De acuerdo a las propiedades de la transformada de Fourier, la ecuacién anterior nos
da
—i(ivFf)+ FDf =0

(v+ D)Ff =0.
Si restamos y sumamos v, la ecuacién no se altera, y podemos escribir
(v+D—-v+v)Ff=0

D_,Ff+2vFf =0,
por lo que, despejando, obtenemos

1
Ff=——D_Ff,
2v

que es igual a la ecuacién (4.11), por lo tanto podemos concluir que
f € ker(+i0, + D) < f € im Py, = ker P-,,.

Conjuntando los resultados de las proposiciones 14 y 15 obtenemos el resultado

central de esta seccién.
Proposicién 16 [12] M = ker(—i0; + D) @ ker(id; + D).

La descomposicién de una funcién compleja armoénica representa una relacién muy

importante entre la teorfa de las funciones holomorfas y la teorfa de las funciones
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armonicas que permite utilizar los resultados obtenidos en una de las teorias en los
objetos de la otra.

La proposicién 16 muestra que una relacién del mismo tipo existe entre la teorfa
de la ecuacién de onda y las soluciones de los operadores cuaterniénicos (i0; + D)
y (—i0; + D), los cuales tienen muchas aplicaciones en electrodindmica y mecdnica

cudntica (ver [51]).
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Capitulo 5

Problema de la extendibilidad para

las ecuaciones de Maxwell

El estudio de las representaciones integrales para varias clases de funcionales estd
estrechamente relacionada con el estudio del comportamiento de las funciones corres-
pondientes cerca de la frontera. Dado que usaremos a la integral de Cauchy K, f para
hacer las extensiones desde la frontera hacia los dominios tanto interior como exterior,
analizaremos su comportamiento en las inmediaciones de la frontera.

Esté claro que para funciones “razonablemente buenas” la integral K, f es una fun-
cién continua (ain més, sus derivadas de cualquier orden existen), pero en la frontera
[' el micleo de la integral, la funcién K, (z —y) , tiene una singularidad que no permite
que K, f sea continua en los puntos de I'. Usaremos entonces un andlogo de las for-
mulas de Plemelj-Sokhotski del andlisis complejo para determinar el comportamiento
de la integral de Cauchy.

Primero denotemos Q* := Q y Q= := R3\ Q. Denotaremos como C%¢(I'; H(C))
al conjunto de todas las funciones cuaterniénicas complejas f cuyas componentes

satisfacen la condicién del Holder en I':

|fr(z) — fe(y)] < Clz—y|°, 0<e<l1
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para z,y € [ arbitrarias.

Teorema 17 (Férmulas cuaternidnicas de Plemelj-Sokhotski) [50] Sea T' una super-
ficie cerrada de Liapunov, f € C*<(T;H(C)), 0 < e < 1. Entonces en cualquier parte

de T' existen los siguientes limites

lim K, [f](z) = K,[f]*(7),

Qfsz—7rel

y las siguientes formulas se cumplen

K fI"(r) = RIfli(r),  K[f] (1) = -Q.[fl(r), (5.1)

donde los operadores P, y @, fueron introducidos en (2.20).

(Para la prueba ver [51, p. 83] y las referencias ahi mencionadas).
El Teorema 17 implica algunas propiedades bastante interesantes de los operadores

P,, Q, y S,. Antes que nada, probemos el siguiente

Teorema 18 El operador S, es una involucion en el espacio C¥¢(I'; H(C)), 0 < e <
1 y por tanto P, y ), son operadores de proyeccion mutuamente complementarios
en el mismo espacio:

S? =1, (5.2)

P,,2 = Pw Qi = Qu; PI/QV = QVPV = 0. (53)
Prueba. Un simple cédlculo usando las definiciones de estos operadores muestra
que (5.2) y (5.3) son equivalentes, de forma tal que basta probar (5.3). Sea f €

CY(T;H(C)). K,[f] € ker D,(€) y debido a la férmula integral de Cauchy obtenemos

que
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Ahora, haciendo z — 7 € I' y usando (5.1) obtenemos la primera de las igualdades
(5.3). La segunda se prueba de una forma similar considerando el exterior de 2.
Entonces, P, y @, son operadores de proyeccién. Por su definicién, son mutuamente
complementarios, esto es, Q, = [ — P,. Entonces P,Q, =P,(I — P,)=P,— P?=0
y obtenemos el resultado necesario. m

Se prob6 que P, y @, son operadores de proyeccién sobre el espacio C%¢(T; H(C)),
ast, cualquier f € C%(T;H(C)) puede ser representada en una forma tnica como la

suma f = P,f + Q,f. Veamos en el siguiente Teorema qué son estas partes de f,

Pfy Qf.

Teorema 19 Sea I' una superficie de Liapunov cerrada la cual es frontera de un

dominio finito QF y de un dominio infinito Q. Sea f € CO¢(T';H(C)), 0 <e < 1.

1. Para que f sea un valor de frontera de una funcién F de ker D,(Q7), la condi-

cion siguiente es necesaria y suficiente:
feimP, (5.4)
(esto es, existe tal funcion g € CO¢(TI;H(C)) que f = P,g).

2. Para que f sea un valor de frontera de una funcion F de ker D,(27), la condi-

cion siguiente es necesaria y suficiente:
feimQ,. (5.5)
Nota 20 La condicion (5.4) puede ser reescrita como sigue
f(r) = S,[f(r),  Vrel, (5.6)

y (5.5) como
f(r) ==S,[fl(1), V1 eTl. (5.7)
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El Teorema 19, en particular, significa que para cualquier f € C%¢(T;H(C)) su
parte P,[f] es extendible al dominio Q* en forma tal que la extensién pertenece a
ker D, (") y su otra parte @Q,[f] es extendible a Q= en forma tal que la extensién
pertenece a ker D,(27). La funcién f en si misma es extendible en este sentido a
Qf u Q siysolosi Q,[f] =0 6 B[f] =0 en I' respectivamente.

El Teorema 19 permite considerar el siguiente problema con valores de frontera

para el operador D,.

Problema 21 (Problema interior de Dirichlet para el operador D, ) Dada una fun-
cién cuaterniénica compleja g € CO¢(T';H(C)), el problema es encontrar una funcién
f tal que

D,f(x)=0, zeQF

Analicemos este problema. Del Teorema 19 vemos inmediatamente que la solucién
del Problema 21 no siempre existe ya que no todas las funciones g son v -extendibles
a QF. Estas deben satisfacer la condicién (5.4) o, equivalentemente, la condicién (5.6)
[51]:

g=25.9 en .
Si esta condicién es satisfecha, entonces la solucién del Problema 21 de acuerdo a la

férmula integral de Cauchy se obtiene como la integral de Cauchy de g [46]:

.f = K,,g.
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5.1 Problema de extendibilidad en los dominios
acotados

Recordemos que consideramos a ) como un dominio acotado en R3 con una frontera

de Liapunov I' := 99Q.

Problema 22 Encontrar un par de vectores ﬁ Y ﬁ que satisfagan las ecuaciones
de Mazwell (3.9)-(3.12) en Q, asi como las siguientes condiciones de frontera:

—

— —
EJ|1’*IE> Yy H’F: h,

H
donde € y h son funciones vectoriales complejas dadas definidas en T' que satis-

facen la condicion de Holder ahi.

Este problema es equivalente a un problema de valor de frontera para un par de
funciones cuaterniénicas complejas, asi que usaremos los resultados de la subseccién
3.1.2 para reformular todos los elementos que conforman este problema.

— —

Lo primero que haremos es considerar los andlogos de los vectores E y H: las
funciones cuaterniénicas complejas introducidas anteriormente (3.16) y (3.17)
N = — — = —
g =—wek +vH, Y i=wel +vH
donde consideramos Im v > 0. También recordemos que las ecuaciones (3.18) y (3.19)
H
(D—V)?zdiVT—l—V?, (D+V)w:—div7+y7,
ﬁ
(4

. — . o . .
satisfechas por ¢ y respectivamente, son equivalentes al sistema de ecuaciones de

Maxwell (3.9)-(3.12).

La condicién de frontera la obtenemos simplemente sustituyendo los valores de los

— — . N —
vectores E' y H en la frontera, en las funciones ¢ y 9

— —> —
¢>|F= —iwee +vh y WY |p:z'wz-:?+uh.
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Denotando QF := Q, Q™ := R?\ Q, podemos presentar el siguiente equivalente

del Problema 22:

H
Problema 23 Encontrar dos funciones puramente vectoriales @ y 1 que satisfagan

(3.18), (3.19) en QT vy las condiciones de frontera
P lr=—iwe® +vh  y Y |r=iwe€ +vh.

Para dar solucién a este problema consideremos

(D+v)f=g enQF (5.8)
y
flr=v. (5.9)
Introduzcamos la funcién
u:=f—-"T,4g. (5.10)

Si f resuelve el problema (5.8), (5.9), considerando que T, es el operador inverso a
la derecha de D,, es decir D,T, = I (ver [39, Sec. 5.4], [43, Sec. 2.6]), entonces u

es una solucién del problema de frontera

D,u=0 en O,
u |F: w,
donde
w(z) :=v(z) — T,9(x), zel.

Hemos obtenido el problema de Dirichlet, presentado en la seccién anterior, cuya solu-
cién existe (como vimos anteriormente) si y sélo si la funcién w satisface la condicién
[51]:

w=S,w en .
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En otras palabras,

v—="T,9=5,(f—-T,9) en [’
v—T,g=Sv—S57T,9 en . (5.11)
Si esta condicién es satisfecha, entonces la solucién es [46]

u=K,w=K,(v-T,9).

Consideremos la expresién K,7T,g. De la féormula de Borel-Pompeiu (Teorema 3)

tenemos que

K,T,9=I-1,D,)T,9=T,9—T,9=0. (5.12)

Por lo tanto,

u=K,v. (5.13)

Ademss (5.12) nos da que, segin la ecuacién (5.1), cuando =z — I', K, — P,, por lo

que P, 7,9 =0 en I', esto implica que
1
P, T, = 5([ + 5,1,

2P, T, =T,+ 5,71,

de donde se obtiene que

T,9=-5,1,9,

y la condicién (5.11) puede ser reescrita de la siguiente manera

v—S,v=21T,9 enl

Qu="T,9 en I (5.14)
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Ahora, regresando al problema de valor de frontera, a partir de (5.10), obtenemos su
solucién en la forma

f:u+TVg:KVU+TVg

la cual existe bajo la condicién necesaria y suficiente (5.14). De hecho, tal funcién,
obviamente, satisface (5.8) y gracias a las férmulas de Plemelj-Sokhotski y (5.14),

obtenemos en la frontera la igualdad requerida (5.9):
f |1": P+ (Tug) |1": Pv+ qu =,

por lo que la condicién necesaria y suficiente para la existencia de la solucién de este

problema es la validez de las igualdades

Q_,(—iwee + 1/7) =T ,(div 7 + 1/7) en I (5.15)

Q. (iwee + I/F) =T,(—div 7 + 1/7) en . (5.16)

Por lo tanto, el Problema 22 tiene solucién si y sélo si (5.15) y (5.16) son satisfechas

y si éste es el caso, segin (3.24) y (3.25) la solucién estd dada por las igualdades

- . 1 . — N
E = 5— <zw€(Ky—|—K,V) € +v(K,—K_)h (5.17)
(T, + T div ] + 0T~ T.)7 )
y
1
0 - ZXWK,+Kwﬁ?+deﬁJ£»?— (5.18)

4ﬂ—1mm?+wn+ﬂﬁﬂ,

o en forma vectorial por las férmulas de Stratton-Chu (3.28) y (3.29), donde los vectores
E y H del lado derecho deben ser reemplazados por sus valores de frontera € y

R
h . Resumamos este en el siguiente
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Teorema 24 FEl problema 22 tiene solucion si y sélo si las condiciones (5.15) y (5.16)
son satisfechas y la solucion estd dada por (5.17) y (5.18).

5.2 FEl operador de Helmholtz y la condiciéon de

radiacion de Sommerfeld

En esta seccién se usaran los conceptos y resultados de [20, Capitulo 3]. La formulacién
correcta de problemas de frontera para ecuaciones en dominios no acotados no es de
ninguna forma bien conocida. En este caso, aparte de las condiciones en la frontera
del dominio, tienen que imponerse m&s condiciones u otras en el infinito. Sin embargo,
aunque la forma de las condiciones que deben ser dadas en la frontera de un dominio
se conoce (como para los problemas en un dominio acotado), hasta fechas recientes no
se sabia que condiciones se debian dar en el infinito.

La existencia de una solucién tinica a problemas exteriores con valores en la fron-
tera de la ecuaciéon de Helmholtz puede ser establecida por el método de ecuaciones
integrales definido sobre la frontera del obstdculo difractante. La principal ventaja
del uso de métodos de ecuaciones integrales de frontera para estudiar problemas con
valores en la frontera exterior para la ecuacién de Helmholtz yace en el hecho de que
esta aproximacién reduce un problema definido sobre un dominio no acotado a uno
definido sobre un dominio acotado de dimensién menor, esto es, la frontera del obs-
taculo difractante. Este hecho es, desde luego, crucial desde el punto de vista del
andlisis numérico. Sin embargo, las ventajas inherentes a los métodos de ecuaciones
integrales de frontera no son alcanzadas sin ningin costo. Esto es bdsicamente debido
al hecho de que el uso directo de la teoria de potenciales para formular ecuaciones in-
tegrales de frontera, para los problemas con valores en la frontera clasicos de la teoria

de difraccién, lleva a ecuaciones que no tienen solucién tnica a los eigenvalores de
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ciertos problemas con valores en la frontera interior. La implementaciéon numérica de
estos métodos presenta problemas posteriores ya que, en general, los eigenvalores no se
conocen de antemano, y esto necesita el uso de métodos més sofisticados para tratar el
problema de eigenvalores interiores, en particular, el estudio de ecuaciones integrales
fuertemente singulares y su regularizacion.

Primero se discutira el origen fisico de problemas exteriores con valores en la fron-
tera para la ecuacién de Helmholtz, el concepto de una condicién de radiacién, y el
comportamiento asintético de las soluciones de la ecuacién de Helmholtz que satis-
facen tal condicién de radiacién. Esta discusién permitirfa introducir el concepto de
un patrén de campo lejano y derivar los resultados de unicidad bésica para los pro-
blemas exteriores de Dirichlet y Neumann —aunque dichos temas no se tratardn en el
presente trabajo— cuyos resultados pueden extenderse para tratar los problemas de
impedancia y transmision.

A lo largo del capitulo se asume que los problemas son tridimensionales.

Primero discutamos algunos argumentos heuristicos que llevan a la nocién de condi-

cion de radiacion en el infinito. Consideremos la ecuacién de Helmholtz
(A +v*)u(z) = §(z), T € R (5.19)

la cual matematicamente define la solucién fundamental del operador de Helmholtz.
Para que la solucién de (5.19) tenga significado fisico debemos recordar que describe
una onda monocromaética generada por una fuente puntual situada en el origen. Es
razonable, fisicamente hablando, requerir que u decrezca en el infinito, lo cual ayuda a
obtener una energia finita del proceso de propagaciéon. Suponga que Im v > 0 entonces
no es dificil ver (aplicando la transformada de Fourier a (5.19)) que la tinica solucién
de (5.19) que satisface este requerimiento es la funcién (generalizada) u = 6, definida

por (2.15). La situacién cambia drésticamente cuando suponemos que Imv = 0. En
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este caso hay dos soluciones de (5.19) que decrecen en el infinito

eiu|x| e—il/|x|

x) = y u (x):=

drr || x|

Sin embargo, la unicidad de la solucién fundamental es crucial para tener la uni-
cidad de las representaciones integrales y de las soluciones de problemas con valores
de frontera fisicamente significativas. Hay dos formas de tratar esta situaciéon. La
primera estéd relacionada con el llamado principio de absorcién limite (LAP, por sus
siglas en Inglés), el cual, aplicado a (5.19) consiste en lo siguiente. Se asume que
hay una pequena absorcién en el medio, caracterizada por un pardmetro pequeno e.

Entonces la ecuacién correspondiente tiene la forma
(A + (v +ie)H)ue(z) = 6(x), r € R3. (5.20)

Como hemos visto, para € > 0 la solucién de (5.20) que decrece en el infinito es
Unica: i
pi(vtie)|z
ue(z) = T
Considerando el limite cuando € — 0 llegamos a la solucién u™ de (5.19).

Otra posibilidad de obtener una solucién tnica de (5.19) en el caso que Imv = 0 es
imponer una condicién de radiacién en el infinito. Para la ecuacién de Helmholtz ésta
fue propuesta por Sommerfeld y tiene la siguiente forma. Se requiere que u satisfaga
la igualdad asintética

Ou(x)
9 ||

1
—ivu(z) = o (W) , cuando |x| — oo.
T

Puede verificarse que esta condicién es cumplida por u™ pero no por u~. A continua-
cion se introducirdn los elementos necesarios para seguir el desarrollo que nos lleva a

esta condicién de radiacion.
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5.2.1 Difraccién actistica arménica en tiempo

Considere la propagacién de una onda en un medio homogéneo isotrépico en R?® con
densidad p, velocidad del sonido ¢, y coeficiente de amortiguacién ~. El movimiento
de la onda puede ser determinado de un potencial de velocidad U = U(x,t) del cual

la velocidad del campo v es obtenida por

1
v=—gradU
p

y la presién p por

oU
—pg=——~U
P —Do ot 7

donde py denota la presion del medio sin perturbaciones. En la teorfa linearizada, el

potencial de velocidad U satisface la ecuacion de onda disipativa

*U U,
W—F’YW—C AU =0 (5.21)

y por lo tanto para ondas actsticas armoénicas en tiempo de la forma U(z,t) =

u(z)e ™! con frecuencia w > 0, deducimos que la parte dependiente del espacio

u satisface la ecuacion de onda reducida o ecuacién de Helmholtz

Au+ v*u =0 (5.22)

2 = w(w+1y)/c. Se escoge el signo

donde el nimero de onda v # 0 estd dado por v
de v tal que

Imv > 0. (5.23)

De ahi, la descripcién matematica de la difraccién de las ondas armoénicas en tiempo
por un obstdculo € lleva a problemas con valores en la frontera para la ecuacién de
Helmholtz. Aqui € denota una regién abierta acotada en R?. Prescribir los valores de

u en la frontera del obstéculo (i.e., el problema de Dirichlet) corresponde fisicamente
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a prescribir la presién de la onda acustica. En particular, se considera la difraccién
de una onda actstica de entrada dada wu‘ por un obstdaculo 2. Entonces la onda
acustica total es de la forma v = v’ + u* donde u* denota la onda difractada y para
un obstéculo suave al sonido la presién total debe desaparecer en la frontera, esto es
u® = —ut sobre la frontera. De forma similar, prescribir la derivada normal de u sobre
la frontera (i.e., en el problema de Neumann) corresponde fisicamente a prescribir la
componente normal de la velocidad de la onda actstica, esto es, a la difraccién acustica
de un obstédculo duro al sonido.

Una condicién de frontera que presenta un tratamiento mads realista de las propie-
dades actsticas del obstdaculo 2 en comparaciéon con las condiciones de frontera de

Dirichlet y Neumann estd dada por

(n,v) + X(p _p0> =0,

esto es, la velocidad normal en la frontera es proporcional al exceso de presién en
la frontera. El coeficiente x es llamado impedancia acustica del obstdaculo 2 y es,
en general, una funcién dependiente del espacio definida en la frontera 0f2, la cual
asumiremos como constituida por un nimero finito de superficies acotadas cerradas,
inconexas que pertenecen a la clase C?. Esta condicién de impedancia lleva a un

problema con valores en la frontera para el potencial de velocidad u de la forma

ou
bl V.
on +Au=0

donde \ = ixp(w + ).

5.2.2 Condicion de radiaciéon de Sommerfeld

Se inicia el andlisis estableciendo la propiedad bésica que cualquier solucién de la
ecuacién de Helmholtz puede ser representada como la combinacién de un potencial

de superficie actstico de capa simple y uno de capa doble.

78



Sea v un nimero complejo tal que Imv > 0. La funcién

1 ewlz—yl

Oy(z—y): v,y R, w#y,

gk
es una solucién de la ecuacion del Helmholtz (5.22) en R? con respecto a x para una
y fija.

Sea I' := 09Q. Dada una funcién ¢ € C(I'), la funcién

u(z) == /FQ,,(x —y)o(y)dly, r € R*\ T, (5.24)

es llamada potencial acistico de capa sencilla con densidad ¢ (ver [20, Capitulo 2]).
Ya que para x € R*\T' podemos diferenciar bajo el signo de la integral, vemos que u
es una solucién de la ecuaciéon de Helmholtz y, por tanto, analitica en R3\ T

Dada una funcién ¢ € C(I'), la funcién

o) = r On(y)

es llamada potencial acistico de doble capa con densidad . Asumimos la normal

Y(y)dl,, r R\ T (5.25)

unitaria n dirigida al exterior del dominio R?®\ Q. Note que el potencial de doble
capa v también es una solucién de la ecuacién de Helmholtz y por tanto, analitico en
R3\T.

Para cualquier dominio acotado G con frontera A := dG de clase C?, introduci-
mos el espacio lineal R(G) de todas las funciones valuadas complejas v € C?*(G) N

C(G) para las cuales la derivada normal en la frontera existe en el sentido que el limite
—(z) = lim (n(x), grad u(z — hn(x))) reN h>0

existe uniformemente sobre A . Recordemos que aqui (-,-) denota el producto escalar.
Algunas lineas mds adelante se vera qué es h. Aqui asumimos que la normal n estd

dirigida al exterior de G. Se nota que la suposicién u,v € R(G) basta para garantizar
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la validez del primer teorema de Green

/uAvdx:/u@dA—/ (grad u, grad v) dx (5.26)
G A On G

y del segundo teorema de Green

ov ou
/G(uAv —vAu)dr = /A (ua—n - v%> dA. (5.27)

Esto se obtiene primero integrando sobre las superficies I';, [20, Capitulo 2] paralelas
al
r=z+hn(z), zel, (5.28)

donde el pardametro h denota la distancia de I', a la superficie generadora I, y
entonces pasando al limite A.

Debe recordarse que por €2 se denota una regién acotada en R? con la frontera
I' conformada por un numero finito de superficies inconexas, cerradas, acotadas que
pertenecen a la clase C?. El exterior R3\Q) se asume que estd conectado, mientras
que () por si mismo puede tener mds de una componente. Se asume que la normal n

a () estd dirigida al exterior de €.
Teorema 25 [20] Sea u € R(L) una solucion de la ecuacion de Helmholtz
Au+ v?u =0 en €.

Entonces

" y(x—y) Ou . _ —u(x), x €L,
/F { (y)—an(y) o (Y0 ( y)} dr .

Prueba. Se escoge un punto arbitrario fijo x € €2 y se circunscribe con una esfera
S(z,r) == {y e R®| |z —y| =r}. Asumamos que el radio r es lo suficientemente

pequeno como para que S(z,r) C £ y dirijjamos la normal unitaria n a S(z,r) hacia
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el interior de S(x,r). Ahora apliquemos el segundo teorema de Green (5.27) a las

funciones u(y) y 0,(x —y) en laregién {y € Q| |z —y| > r} para obtener

00,(x—y) Ou }
u(y) —————= — —(y)0,(x — y) ¢ dI", = 0. 5.29
foson V05052~ o0 - f (529
Ya que en S(x,r) tenemos
eiyr 1 . etvr
Ole—y)=71—, erad,b,(z—y)= (; - W) )

(el subindice en el operador grad, indica la diferenciacién con respecto a y ) un célculo

directo, usando el teorema del valor medio, muestra que

Bz —y) Ou i
St {“y only) om0 y>}dFy (z)

lim

r—0

de donde de (5.29) el teorema de representacién se establece para x € Q. ®
El enunciado para = € R?\ Q en seguida surge del teorema de Green aplicado a
las funciones u(y) y 6,(z —y) en la regién €.

Calculos directos muestran que

<i,gradx Qy(x—y)> — b, (zr—y) =0 (%) : |z| — o0
2] 2]
' 90, ( ) a0, ( )
X v\ —Y . v —Y 1 )
— grad, ————— ) —iv———= =0 | — |, x| — o0
e ) R~ (= N

uniformemente para todas las direcciones z/|x| y uniformemente para toda y con-

tenida en el conjunto acotado I'. De esto se concluye el siguiente

Teorema 26 Tanto el potencial acistico de capa simple definido por (5.24) como el

de capa doble definido por (5.25) satisfacen la condicion de radiacion de Sommerfeld

T 1

<|?gmdu<x)> — i) = o (H) el = oo

uniformemente para todas las direcciones de x/|z|.
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La condicién de radiacién de Sommerfeld caracteriza completamente el compor-

tamiento de las soluciones de la ecuacion de Helmholtz en el infinito.

Teorema 27 Sea u € R(R*\Q) una solucion de la ecuacién de Helmholtz
Au+v*u =0 en R\ Q

que satisface la condicion de radiacion de Sommerfeld

<i,gradu(x)> —ivu(z) =0 (ﬁ) . 7] = o0, (5.30)

]

uniformemente para todas las direcciones x/ |x|. Entonces

" 80,,(91:—;1;)_@ . _ 0, x €,
/p{ W) oniy o y)}dry u(z), xeR\Q.

Prueba. Primero mostramos que
/ lul?dl = 0(1), R — oc. (5.31)
lyl=R

Para cumplir esto, primero observamos que de la condicién de radiacién (5.30) sigue

que
2
0 = lim @—iuu dI’
F=oo Jjy=r |00
2 *
— lim Ou +|1/|2|u]2+21m(1/u8u) dr (5.32)
R—o0 ly|l=R on on

donde n denota la normal unitaria hacia el exterior de la esfera ST := {y € R? | |y| =
R}. Se toma una R lo suficientemente grande para que S% C R®\ Q y se aplica el
primer teorema de Green (5.26) en el dominio BT := {y € R3\ Q | |y| < R} para

obtener

V/ u@u dF:V/u - dF—V*]V|2/ |u]2dy—|-u/ grad u|® dy.
|y|:R an N @n BR BR
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Ahora se substituye la parte imaginaria de la ltima ecuacién en (5.32) y se encuentra

e {

ou*
= —2Im (V/Fu o dF) : (5.33)

Los cuatro términos a la izquierda de (5.33) son no negativos, ya que Im(v) > 0. Por

que

ou

2
+|u|2|uy2}dr+21m(y)/ {|1/|2|u]2+|gradu|2}dy}
0n BR

lo tanto estos términos deben estar individualmente acotados mientras R — oo ya
que su suma tiende a un limite finito. La ecuacién (5.31) sigue inmediatamente.

Ahora notamos la identidad

/|y|:R {u@)%@_}y) - g—z(y)%(:ﬂ - y)} dr,

- [ { i (o=,

[ oty { G = vt far, =1+ 1

y se aplica la desigualdad de Schwarz a cada una de las integrales I; e I,. De la

condicion de radiacién

90, (x — y)
on(y)

para la solucién fundamental y (5.31) vemos que I; = O(1/R) mientras R — oco. La

condicién de radiacién (5.30) y 0,(z —y) = O(1/R), y € S%, dan I, = o(1) para

1

— b, (r—y)=0 (ﬁ) , y e St

R — o0. Por tanto

lim {u %ulx—y) _ Ou
ly=R on(y) on

R—o0

o~y par, =0
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La prueba se completa como en el Teorema 25 aplicando el segundo teorema de Green

en el dominio {y € B ||z —y|>r} si 2 €cR3\Q o B sizec Q. m

Nota 28 Cualquier solucion de la ecuacion de Helmholtz que satisface la condicion

de radiacion de Sommerfeld (5.30) automdticamente satisface
1
ulz) =0 —|, |z| — oo,
|z
uniformemente para todas las direcciones z/|x|.
Note que no es necesario imponer esta condicién adicional para que el teorema de
representaciéon sea valido.

Fisicamente, la solucién fundamental 6, (z —y) describe una onda esférica saliente

de la forma
ei(u|:rfy|7wt)

Atz —y|
Por lo tanto la condicién de radiacién, primero introducida por Sommerfeld [73],

matematicamente caracteriza ondas salientes. De forma similar, usando la solucién

fundamental
—ivla—y|

e
m |z —y|’
es posible desarrollar una teorfa andloga de ondas de entrada caracterizadas por la
condicion
<i d (:B)> +ivu(r) = o (L> |z| — oo.
2] &0 al )

Del Teorema de representacion 25, se concluye que las soluciones de la ecuacién de

Helmholtz son

( 2, (1- w|x])2) el ( 1 N 2iu) ewlel
= — vV —= _——_— —_— .
|z|? 4 || 2> x| ) 4wz

Esta funcién decrece en el infinito como O(1/|z|?) y por tanto (5.35) se cumple para

K. El mismo procedimiento muestra que K~ no satisface (5.35).funciones analiticas

de sus variables independientes.

84



5.3 Condicién de radiacién para los operadores D,

Una situacién similar a la tratada para la condicién de radiacién del operador de

Helmholtz se observa en el caso del operador D,. Cuando Imv = 0 la ecuacién
D,K(r)=6(x), v#0, x€R?

admite dos soluciones que decrecen en el infinito obtenidas (de acuerdo a (2.14)) me-
diante la aplicacién del operador —D_, a las soluciones fundamentales del operador

de Helmholtz ut y u~ respectivamente:
x .
K*(x) = (l/ + W F ZVH) cut(2). (5.34)

Para omitir una de estas posibilidades, se impone la siguiente condicién de radiacién
[46]
1
(V 4 iui) K(x) =0 (W) , cuando |z| — oo. (5.35)
x

el

Veamos que pasa con la funcién K. Consideremos

(V ° +w i ) (V + a i ) e
_ - — W— . - JE— =
2> |7 2> |a]) Azl
( T <1—iy|x|>> < x (1—iV|CB|)) el
= — vV — — —_—m . V+— =
kd |z |z |z 4 |z

( 2, (1-— w|x!)2) el ( 1 N 2iu) ewlel
= — vV —= _——_— —_— .
|z|? 4 || 2> x| ) 4|zl

Esta funcién decrece en el infinito como O(1/|z|?) y por tanto (5.35) se cumple para

K*. El mismo procedimiento muestra que K~ no satisface (5.35).
Como se mostré en [58], la condicién anterior puede ser representada en una forma

mas elegante. Notemos que la expresiéon que aparece en (5.35) puede ser reescrita

T . T 1 1
V- —+4iv— | =v|l+—=]|+0|—], |z| — oo.
] ] ] ]

como sigue
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Entonces, una idea natural es introducir la condicién de radiacién como

(1 + %) f@) = o (é) g = oo, (5.36)

ya que el término z/ |:B|2 aparentemente da un decrecimiento més rapido. El problema
aqui es que (5.36) no implica el decrecimiento del producto # () cuando |z| — oo
debido al hecho que (1 + ﬁ) es un divisor de cero.

El siguiente ejemplo aclara esto. Considere f(z) := (1 — ). |z|*. Esta funcién

||

obviamente (recuerde la propiedad 2 del Lema 1) satisface (5.36) pero %5 - f(z) =

|/

O(|z|), |z| — oo. Entonces, para poder aplicar (5.36) en lugar de (5.35), debemos
probar que si f pertenece a ker D, (R3\ Q) y satisface (5.36) entonces decrece en el

infinito. Siguiendo los argumentos de [58] se prueba esto.

Teorema 29 Sea f € C'(R*\ Q;H(C))NC(R*\ Q;H(C)), f € kerD,(R*\Q),
Imv >0, tal que satisfaga (5.36). Entonces

/||—R |f(z)2dlE =0(1) cuando R — oo, (5.37)

donde el mddulo |-|, se define en (2.5).

Prueba. Considere la expresion
. 2 . . .
‘(1+£>f :Sc((1+ﬁ) 7 (1+ﬁ)> zzsc((uﬁ) f7*> -
=[] 7. kd kd |z

_ 2 i
=2 (17 - mse(F 5.

Sea I'? una esfera con centro en el origen y radio R lo suficientemente grande como

para que () esté contenido en la bola BF con frontera 0B% =T'% y QF .= BE\ Q.
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Consecuentemente,

frealr i) 0

2
arf=2( [ |ppars- (5.39)
|z|=R

C

Debido al Teorema 2 tenemos

|z|=R ’Z‘| I
/R(Dr<f*<x)) : f(fE) + f*(l’) : Df(l’))d;n

La primera integral en el lado derecho es alguna constante c¢. Para simplificar la

segunda usamos Df = —vf y observamos que

Entonces

/Q (DT (@) @)+ T (@) - Df () = / T (@) f(@) - vF (@) - f(2))de =

QR

= —2Imv | f(x)- f(z)dz,
QR

obtenemos que

T

Se </|x|_R7*(a:)—f(x)de) . —2iImV/Q (@) da

|| 7
Substituyendo esta expresion en (5.38) y usando la condicién de radiacién (5.36) te-

nemos

/ |f(x)|§dflemco—2lmu/ |f(x)|?dz, R — oco.
lz|=R

QR
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Eldltimo término en la ecuacién anterior desaparece cuando Im v = 0 y es negativo
cuando Imv > 0. En ambos casos (5.37) es probada. =
Este teorema establece la equivalencia de las condiciones de radiacién (5.35) y

(5.36) para las funciones de ker D, .

Nota 30 Para las funciones g del ker D_,(R*\ Q) la condicién de radiacién tiene

la forma

<1 _ %) g(z) = o (ﬁ)  cuando || — oo. (5.39)

Dado que consideramos funciones bicuaterniénicas que satisfacen la ecuacién de
Helmbholtz
(A+v*)u=0 (5.40)

en dominios no acotados es conveniente obtener una condicién de radiacién en el
infinito en forma cuaterniénica para tales funciones. Esta condicién se obtuvo en [35]
y la presentaremos después de introducir ciertos operadores necesarios para su estudio.

Introduzcamos estos operadores

1

Iy, := :FgD:FV?

que se consideran actuando en funciones de H(C) pertenecientes al ker(A + 1/?).

Proposicion 31 Las siguientes relaciones se cumplen:

1 Tl =114y,

2. T, =TI, = 0,

3 T, + 10, =1,

4. Mientras imIly, = ker Dy, tenemos ker (A + v?) = ker D, @ ker D_,,.
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Denotemos a los dominios interior y exterior como QF := Q y Q7 := R3\Q. La

consideracién de las ecuaciones

D,f=0

D_,f=0

en el dominio {2~ requiere que se impongan las condiciones de radiacién en el infinito
(5.36) y (5.39) respectivamente, uniformemente en todas las direcciones.

Si una solucién ug de la ecuacién de Helmholtz es una funcién escalar, entonces la
condicién de radiacién correspondiente es la condicién de Sommerfeld

1

i
| |

ivug(z) — <—,graduo(x)> _ (

P ) : cuando |z| — oo. (5.41)

Para una solucién vectorial de la ecuaciéon de Helmholtz, la condicién de radiacién
correspondiente tiene la forma [20]

1
lrotﬂ> X ﬁ] + |—:E| divu —ivu =o (ﬂ) , cuando |z| — oc. (5.42)
x x x

Note que una solucién vectorial u de la ecuacién de Helmholtz satisface esta
condicién si y s6lo si cada componente cartesiana de u satisface la condicién de
Sommerfeld [20]. Por tanto, nuestra condicién de radiacién cuaterniénica debe incluir
las condiciones (5.41) para uy y (5.42) para u .

Es fécil obtener tal condicién usando la Proposicién 31 y las condiciones de ra-
diacién (5.36) y (5.39). De la Proposicién 31, una solucién de (5.40) valuada en
H(C), u = up + u , tiene la forma u = I,u + II_,u, donde I, u satisface (5.36) y

IT_,u satisface (5.39). De esta forma obtenemos

1
u(r) = —i— - ,u(x) + ii T ju(z) + o (—) , cuando |z| — oc.

| |
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De la definicién de IIi, tenemos

2vu(r) = z% (D —v)u(z)+ z|—i| (D+v)u(z)+o <ﬁ) : cuando |z| — oo.

Finalmente llegamos a la siguiente condicién de radiacién en el infinito para las

soluciones cuaterniénicas complejas de la ecuacion de Helmholtz (5.40):

T 1
ivu(z) + ol Du(xz) =o <ﬂ) : cuando |z| — oc. (5.43)
x x
Como es facil de observar, cuando u = wug, entonces la parte escalar de esta

igualdad nos da exactamente la condicién de Sommerfeld (5.41) y la parte vectorial

[% X graduo(x)} =0 (ﬁ) , cuando || — oo (5.44)

es una igualdad redundante ya que es una simple consecuencia del hecho de que una
solucién escalar de la ecuacién de Helmholtz que satisface la condicién de Sommerfeld
en el infinito puede ser representada como un potencial de capa simple que satisface
(5.44).

Cuando u = 4 , la parte vectorial de (5.43) nos da (5.42) y la parte escalar

<ﬁ rotﬂ)(:ﬂ)> =0 (i) : cuando |z| — o0

x|’ ]
es nuevamente una simple consecuencia de la representacién integral de (ver [20, Sec.
4.2] 6 [51, p. 120]). Por tanto, (5.43) en casos especiales se reduce a (5.41) y (5.42)
y en general representa la condicién de radiacién en el infinito para la ecuacién de
Helmholtz cuaterniénica. Note que (5.36) y (5.39) surgen de (5.41) inmediatamente si

uno asume que u € ker D, o que u € ker D_,, respectivamente.

5.4 Condiciones de radiacion de Silver-Miiller

Se considera la propagacién de una onda electromagnética en un medio homogéneo

isotrépico en R3 con permitividad eléctrica e, permeabilidad magnética p, y con-
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ductividad eléctrica o . La onda electromagnética con frecuencia w > 0 se describird

por los campos eléctrico y magnético

io\ V? ~ ,
E(z,t) = (5—1——) E(z)e™",

w
(5.45)
H(z,t) = p ?H(z)e™"
De la forma dependiente del tiempo de las ecuaciones de Maxwell
H E
rot E + ,uaa—t =0, rot H — 5%—t = —oE (5.46)

concluimos que las partes dependientes del espacio E y H satisfacen la forma ar-

moénica en tiempo de las ecuaciones de Maxwell

io\ V2 ~ ~ ~ o\ V? ~
(f—:+—) rot E + iwp'/2H = 0, pfl/grotH—iw (5—|——> E=0
w w

multiplicando las ecuaciones anteriores por (E + %)1/2 y p'/? respectivamente obte-

nemos
rot E +ivH = 0 rot H — ivE = 0 (5.47)
donde el nimero de onda v estd dado por v? := (5 + ’f) pw? . Se escoge el signo de
v tal que
Imv > 0. (5.48)

Por lo tanto, la descripcién matemética de la difraccion de ondas armodnicas en
tiempo por un obstdculo 2 lleva a problemas de valor de frontera para las ecua-
ciones de Maxwell reducidas. En particular, se considera la difraccién de una onda
electromagnética dada Ei , Hi entrando por un cuerpo perfectamente conductor €.
Entonces para la onda total E*°t = Ei+E$, H* = Hi4+ H* donde E*, H® denotan

la onda difractada. La componente tangencial del campo eléctrico debe desvanecerse
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en la superficie conductora 2, esto es, [n x E*'] = 0. La difraccién por un cuerpo 2
que no es perfectamente conductor pero que no permite que la onda electromagnética
penetre profundamente en el cuerpo lleva a una condicién de frontera de impedancia

de la forma

0 x [nx HY] — ¢[n x E® =0

donde 1 denota la (posiblemente no constante) impedancia electromagnética del obs-

téaculo (2.

5.4.1 Teoremas de representacion y condiciones de radiacién

Se comienza el andlisis estableciendo un teorema de representaciéon debido a Stratton
y Chu que muestra que cualquier solucién de las ecuaciones de Maxwell arménicas
en tiempo puede ser representada como el campo electromagnético generado por una

combinacién de distribuciones de superficie de dipolos eléctricos y magnéticos. Sea

= 090.

Teorema 32 Sea E, H € C{Q)NC(Q) una solucion de las ecuaciones de Mazwell
rotE—HVﬁI:O, rot H — ivE =0 en €.

Entonces

rot / n(y) x B(y))6,(x — y)dT,+

E(z), z€Q,

+ i rot rot/[n(y) X ﬁ(y)]gu(ﬂf —y)dl'y = —
r 0, =€ R3 \ Q,

w
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rot [ fnly) x A0}z — ), -

H(z), €9,

_ i rot rot /F[U(?J) X E(y)]@,,(x B y)dFy a 0 € R? \ﬁ

w

Prueba. Se usaran las notaciones introducidas en la prueba del Teorema 25 y
se escoge un punto arbitrario fijo x € ) y un vector unitario fijo arbitrario e €
R3. Usando las ecuaciones de Maxwell para E y H y la relaciéon rotrotrotef, =

v2rot ed,, , calculamos

div {[E’ x rot ef, | + i[ﬁ X rot rot 69,,]} =0  en Q\{z}.

w

Por tanto, del teorema de Gauss, se encuentra

[N GRS (5.49)

1 _
+Z,—y(n(y), H(y),rot, rot, ed, (z — y))} ar, =0,

donde (-,-,-) es el producto escalar triple de tres vectores definido, por ejemplo para
- 3 —
los vectores a’, b y ¢, como

(@, 0,7C) = <7, (b x ?]>

(para mds informacion, ver e.g. [22]).

Con la ayuda del teorema de Stokes y la segunda ecuacién de Maxwell, vemos que

/S( )(n(y), f](y), grad, div, ef, (z — y))dl,

= iu/ <n(y), E(y)> div, e, (z — y)dl,.
S(z,r)
Entonces, ya que en S(z, r) tenemos 0,(z —y) =0(1/r) y

divel, (s — y) = BW:E | o (%) rot by (z — y) = B X g (i) ,

Ar? 4d7r? r3
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se usa rotrotef, = v2ef, + grad dived, para obtener por célculo directo que

PE% {(n(y), E(y), rot, e, (x — y)) +
S(r)
+ = (n(y), F(y), xoty xoty e6, (x — )}y = (e, E(x)).

Finalmente, observando la relacién de simetria
grad, 0,(z —y) = —grad, 0, (v — y)

se verifica facilmente que

(n(y), E(y), rot, ef,(z — y)) = (e.0ta[n(y) x E(y)0,(x—y))

(n(y), H(y), roty rot, b, (z — y)) = <e, 1ot rot[n(y) x H(y)16, (z - y)> :

Por lo tanto, podemos concluir ahora de (5.49) que

(¢ [ trotulne) x Bloute -~ )+

—I—% rot, rot,[n(y) x E(y))0,(z — y)}dl, + E’(:B)) =0.

Ya que e es arbitrario, se ha establecido el Teorema 32 para x € (). m

Si z € R*\ Q, la prueba sigue en una forma similar de la identidad

/1“ {(II(y), E(y), rot, ef, (z — )+

+=(n(y), H(y), ot rot, ef,(x — y))}dT,, = 0.

W

La representacién de H se obtiene facilmente usando H = —(1/iv)rot E.

Teorema 33 Cualquier solucion de las ecuaciones de Maxwell continuamente dife-

renciable posee componentes cartesianas analiticas.
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En particular, las componentes cartesianas de las soluciones de las ecuactones
de Maxwell son automdticamente dos veces continuamente diferenciables. Por tanto,

podemos emplear la identidad vectorial
rotrot E = —AFE + grad div E
para probar el siguiente resultado.

Teorema 34 Sean E’, H soluciones de las ecuaciones de Mazwell. Entonces E Y

H estdn libres de divergencia y satisfacen la ecuacion de Helmholtz vectorial
AE+V2E:O, AH + 12H = 0.

A la inversa, sea E (o fl) una solucion de la ecuacion vectorial de Helmholtz que
satisface divE = 0 (o divH = 0). Entonces E y H :== —(1/iv)rot E (0 H y
E = (1/iv)rot H ) satisfacen las ecuaciones de Mazwell.

Sea a € R® un vector constante. Entonces

En(z) : =rotyab,(r —y)
(5.50)
Hpy(z) : = _iiu rot En, (), zeR*\ {y}

representa el campo electromagnético generado por un dipolo magnético localizado en

el punto y € R y resuelve las ecuaciones de Mazwell. De forma similar,

H.(z) : =rotyab,(z—vy)
(5.51)
Br) © =—rotH(r), weR\{y)

representa el campo electromagnético generado por un dipolo eléctrico. El Teorema 32

obviamente da una representacion de cualquier solucion de las ecuaciones de Maxwell
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en términos de dipolos eléctricos y magnéticos distribuidos en la superficie de la fron-
tera y en este sentido los campos (5.50) y (5.51) pueden ser considerados como solu-
ciones fundamentales de las ecuaciones de Maxwell.

Por cdlculos directos se puede ver que

Eplz) = ivh,(z — y) [i X a} +0 (%) Lz — oo,

E4 |z

Hon(x) = ivh, (x — y) {a _ <a, %> %} +0 (#) o ja] o oo,

uniformemente para todas las direcciones x/|x| y uniformemente para toda y con-
tenida en cualquier conjunto acotado de R3. De esto, y la propiedad Ee = —I:]m,

H. = FE,,, concluimos lo siguiente.

Teorema 35 Tanto el campo electromagnético Em, ﬁlm de un dipolo magnético,

como el campo electromagnético Ee, ﬁe de un dipolo eléctrico satisfacen las condi-

ciones de radiacion de Silver-Miiller ([65], [72])

Hxi}jLE:o(L), |z| — oo,

L 7] ]

Y
~ ~ 1
Ex—]—H:o<—), |z| — o0,
[ 2] ]

uniformemente para todas las direcciones x/ |z|.

Basta imponer una de estas condiciones de radiaciéon para caracterizar completa-

mente el comportamiento de las soluciones de las ecuaciones de Maxwell en el infinito.

Teorema 36 Solucionen E, H € C*(R3\Q)NC(R?\ Q) las ecuaciones de Mazwell
rot E + ivH =0, rot H — ivE = 0 en R*\ Q
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y una de las condiciones de radiacion de Silver-Miiller

e - 1
H x —} +E=o0 (ﬂ) , |z| — o0, (5.52)
T

[ _ 1
Exi]—H:o(—), Iz — oo, (5.53)
I ||

uniformemente para todas las direcciones x/ |x|. Entonces

rot [ (o) x El6u(a )l +

0, x € €,

+ i rot rot /[n(y) x H(y))0, (x — y)dl', = ~ =
r —E(z), zeR*\Q,

w

rot / n(y) x H ()6, (z — y)dly—

0, x € ),

- ,irot rot/F[n(y) X E(y)]@,,(x —y)dl'y = _ﬁj( ) €R3\ O

w

Corolario 37 Cualquier solucion de las ecuaciones de Mazxwell que satisface la condi-

cion de radiacion

e - 1
Hxi}jLE:o(—), |z| — oo,
R |z

uniformemente para todas las direcciones x/|x| también satisface

- . 1
Exi]—Hzo(—), |z| — oo,
] ]

uniformemente para todas las direcciones y viceversa.

Ya que los cédlculos directos muestran que las componentes cartesianas de las solu-
ciones fundamentales (5.50) y (5.51) satisfacen la condicién de radiacién de Sommer-
feld uniformemente para toda y contenida en cualquier dominio acotado de R?, del

Teorema 36 podemos concluir el siguiente resultado.
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Corolario 38 Las componentes cartesianas de cualquier solucion de las ecuaciones
de Maxwell que satisfagan las condiciones de radiacion de Silver-Miiller también satis-
facen la condicion de radiacion de Sommerfeld para la ecuacion de Helmholtz escalar.

Esto se cumple también en sentido inverso.

Es importante remarcar que la ecuacién (5.47) obtenida a partir de la forma de los
campos eléctrico y magnético en (5.45) nos lleva a obtener las condiciones de radiacién
de Silver-Miiller normalizadas. Ahora bien, usando las definiciones que habfamos
introducido anteriormente en (3.7), (3.8) y las ecuaciones de Maxwell (3.9)-(3.12)

tenemos lo siguiente
— — — —
rot £ +iwpH =0, rot H —iwe E =0
de donde se obtiene
1 - = — =
WrotE—l—wH:O, Wrot H—wE =0.

Aqui W es la impedancia de onda intrinseca del medio, introducida como W =
- =
VI/+/€. Podemos decir entonces que para un par de soluciones E, H de las ecua-

ciones de Maxwell

1 — — — —
WrotE—l—iI/H:O, Wrot H—iwFE =0,

las condiciones de radiacién de Silver-Miiller tienen la siguiente forma

[ﬁ X i} + iﬁ =0 <i) : cuando |z| — oo, (5.54)
=[] W ||
0
[ﬁ X %] ~WH=o0 (|—;> , cuando |z| — oc. (5.55)
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5.5 El problema de la extendibilidad en los domi-

nios no acotados

De igual forma que en el caso del problema de extendibilidad para el dominio acotado,

iniciemos estudiando un problema de Dirichlet, en este caso exterior.

Problema 39 (Problema exterior de Dirichlet para el operador D, ) Dada una fun-
cion cuaternidénica compleja g € CO<(T;H(C)), el problema es encontrar una funcion
f tal que

D,f(x) =0, x €,

flx)=9g(x), el

y ademdas f debe satisfacer (5.36) en el infinito.

Este problema puede ser analizado en forma similar al del caso interior con algunas
diferencias. La primera de ellas serd que la funciéon f debe satisfacer la condicién de
radiacién (5.36) en el infinito. Asi que debe satisfacer la condicién (5.5) o, equivalen-

temente, la condicién (5.7) [51]:
g=—5.9 en I'.

Si ésta se cumple, entonces la solucién del Problema (21) de acuerdo a la férmula

integral de Cauchy se obtiene como:
f=-K.g.

Una vez mostrado lo anterior, podemos tratar el problema de extendibilidad para

el campo electromagnético en el dominio no acotado.
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Problema 40 Encontrar un par de vectores E y H que satisfagan las ecuaciones

de Mazwell (3.9)-(3.12) en Q~, las condiciones de frontera
E|r="7¢ Y H Ir= 7,

donde € y T son funciones vectoriales complejas dadas definidas en T' que satis-
facen la condicion de Hélder ahi. Ademds E Y H deben cumplir la condicion de

Silver-Miiller en el infinito:

1
{E X m} +WH =0 (m) : cuando |x| — oo. (5.56)

Este problema es igual al de la extensién al dominio interior salvo por la presencia

de la condicién de radiacion, asi que nos concentraremos primero en ésta.
P . ., . —
Sabemos que las condiciones de radiacién para los operadores D, aplicados a ¢

v ¥ son (5.36) y (5.39) [46]:

(1 _ H) Z(z) = o0 (%’) N, (5.57)
(— : |z| — oo. (5.58)

. — — N —
Recordemos la relacién de los vectores F2 y H con los vectores ¢ y 9 :
ﬁ
H

— 1 — 1 —
E=—(v-9) -—(F+79). 5.59
e G y A (5.59)
— —
Para tales £ y H tenemos

— 1 =z 1 vz l/ ., — Ly
B = g (54 7)o () =im (9 +olm) -
= —W| |H+0<| |> |x| — oo,

de donde obtenemos (5.54). Iniciando con H obtenemos (5.55):

o= 21V ragcc] <$ ) o (|x!> = ]; 2iwe <E> ) (]?1]) -

1 1
= —ZFE+o (—) 2| — oo.
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Entonces, ya que el sistema de ecuaciones de Maxwell se reformula como un sis-
tema cuaterniénico basado en los operadores D, , inmediatamente conocemos sus
condiciones de radiacion —(5.57) y (5.58)—, las cuales hemos demostrado que son
equivalentes a las condiciones de radiacién de Silver-Miiller.

De esta forma tenemos el siguiente problema

H
Problema 41 FEncontrar dos funciones puramente vectoriales @ y 1 que satisfa-
gan las ecuaciones de Maxwell en su forma cuaternionica (3.18), (3.19) en Q~, las

condiciones de frontera
P |p= —iwee + v Yy z Ir=iwee + uﬁ,
y las condiciones de radiacion en el infinito (5.57), (5.58).

En forma similar al caso de la extensién al dominio interior, consideramos el pro-
blema

(D+v)f=g enQ, (5.60)

flr=n (5.61)

y la condicién de radiacién (5.58). Siguiendo los pasos del caso citado, tenemos que la

solucién tiene la forma

f:u+Tug:_ V”"‘Tvg

bajo la condicién necesaria y suficiente
Pn="T,g en I (5.62)
Por lo tanto, el Problema 40 es solucionable si y sélo si se cumplen las igualdades

P (~iwe€ +vh)=T (divj +vj) enTl (5.63)
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P(iwe€ +vh)=Ty(~divj +vj) enl, (5.64)

y si éste es el caso, segtn (3.24) y (3.25) la solucién estd dada por

B o= L (iwe(K, + K)C+u(K, K. % 5.65
= QME(WE( v Ko e +v(K, - K_,)h— (5.65)
—(TV + T_V) div 7 + I/(T,/ - T—V)?)

y
1
ﬁ = 2—V (I/(KV + K’,l,)ﬁ> + iu)é(KV - Kﬂ/)?_ (566)

4ﬂ—1mm?+wn+ﬂﬁﬂ,

o —al igual que en el caso para el dominio interior— en forma vectorial por las férmulas
— —
de Stratton-Chu (3.28) y (3.29), donde los vectores E y H del lado derecho deben
H
ser reemplazados por sus valores de frontera € y h . Podemos resumir los resultados

en el siguiente

Teorema 42 El problema 40 tiene solucion si y sdlo si las condiciones (5.63) y (5.64)
son satisfechas y la solucion estd dada por (5.65) y (5.66).

Dado que ya hemos obtenido la condicién de radiacién apropiada en el infinito,
estamos listos para probar la férmula integral de Cauchy para las funciones del kernel

del operador D, para el dominio exterior €2~.

Teorema 43 (Formula integral de Cauchy cuaternidnica para el dominio exterior)

Sea
feCHQ H(C)NCR*\ QT H(C)), fe€kerD,(Q7), Imv>0

y f satisfaga la condicion de radiacion

1
(V—|x’2+ZV| ’) ()—o(m>, cuando |x| — oo.
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Entonces

flz) = =K,[f](z), VxeQ . (5.67)

Prueba. (se usardn las notaciones del Teorema 29) Sea ' una esfera con centro
en el origen y radio R lo suficientemente grande como para que {2 esté contenido en

la bola Bf con frontera 0B =T® (Fig. 5.1).

Figura 5.1: El dominio acotado se cubre con una esfera para probar la férmula integral

de Cauchy en el dominio exterior.

De acuerdo al Teorema 4 en cada punto x del dominio QF := B%\ QF tenemos

la igualdad

fx) = /F/Cy(x W) f(y)dl, — | K,(z— y)if(y)dff-

'R |3/’

Consideremos ahora el limite de esta igualdad cuando R — oo. Tenemos la

siguiente relacién asintética

Ko — y) - f(y)dTE ~ /

'R |3/’ r

8, (y) (1/ S A wi) Fy)drE, R = oo,
7 lyl 4]
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Usando la condicién de radiacién obtenemos que esta integral tiende a cero cuando

R — oo. Por tanto,

f(z) = / Ko — y)7 () f(y)dT,.

La introduccién de la condicién de radiacién en la forma (5.35) nos permitié obtener
una prueba muy simple de la férmula integral de Cauchy para el dominio exterior.

Los Teoremas 4 y 43 permiten reconstruir las soluciones de la ecuacion D, f = 0
tanto en el dominio interior Q2% como en el exterior cuando los valores de la funcién
f estan dados en todos los puntos de la superficie I' = Q. La solucién se presenta,
entonces en forma de la integral de Cauchy K, f. Ademss el comportamiento de esta
representacién integral cerca de la frontera —como se menciona en las primeras lineas
de este capitulo— estd dado por las férmulas de Plemelj-Sokhotski en el Teorema 17.

Finalmente, las aplicaciones que podemos dar a estos resultados serdn por tanto
todas aquellas que tengan que ver con problemas para los cuales se tengan como datos
los valores de los vectores E y H sobre una determinada frontera y donde se requiera
conocer el campo electromagnético en una regién alejada de la fuente. Dentro de este
tipo de problemas pueden encontrarse varios relacionados con antenas donde se asume
—por ejemplo— un dipolo situado en el origen, con una cierta cubierta esférica de
radio conocido, en la cual el campo electromagnético es conocido también y donde se
requiere encontrar el valor del campo electromagnético en una zona alejada del dipolo.
Este ejemplo particularmente considera una frontera esférica, pero para el método
propuesto no hay limitaciones por la forma de la frontera, siempre y cuando se cumpla
con la suavidad que los teoremas establecen para ésta.

Otra aplicacién es aquella de la testificaciéon de rocas cuyo objeto es determinar
la constitucién del suelo distinguiendo la dureza de los estratos, la presencia de agua

dulce o salada, o de petréleo o carbén. Dentro de los distintos tipos de testificacion
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se encuentra la testificacion electromagnética, en la cual se miden las perturbaciones

que provocan las rocas en el campo magnético terrestre.
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Capitulo 6

Problema de extendibilidad para la

ecuacion de Dirac

Se iniciard presentando la férmula integral de Cauchy para el operador de Dirac en
forma cuaterniénica (3.59), es decir para D, , en el dominio interior y se procederd a
obtener la condicién de radiaciéon que permitird formular la integral correspondiente
para el dominio exterior. Después de eso, usando la transformacién A reescribiremos
tales resultados para el operador de Dirac en su forma clésica, esto es, para D, .
Finalmente se estudiard el efecto Casimir, para el cual se obtendran las soluciones

generales.

6.1 Representaciones integrales en los dominios no

acotados

Recordemos algunas definiciones (introducidas en la Seccién 3.3): v := vV @2, £, =

ap + v. donde el signo de v se escoge de forma tal que Imv > 0,
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. . —_ —_ o .
donde los cuaterniones complejos v + o y v — « son divisores de cero, por lo que
P* son dos operadores de proyeccién mutuamente complementarios en el conjunto
de funciones valuadas en H(C). Iniciemos considerando los diferentes casos para el

operador K, que surgen cuando consideramos « € H(C) [51].

(
P'Ke +P K., a¢6 y a*#0,
I+M " 2VK,,, a¢6 y a?=0,

dag

Pt Ko, + P~ Ko, ae® y ay#0,

Ko — M*V, ae6 y ay=0,

\

donde los operadores K¢, estdn definidos por (2.18) y

Vi) = / bo(z — 1) () f(y)dT,, =€ R\T. (6.2)

1

Aqul' 90(1’ — y) = —m

Teorema 44 (Férmula integral de Cauchy para un pardmetro bicuaternionico o) [51]
Sea o un cuaternion complejo arbitrario, € un dominio acotado en R3 con frontera
de Liapunov T := 0Q, y sea K, como en la férmula (6.1). Sea f € C1(Q;H(C))N
C(QH(C)) y f € ker Do(). Entonces

f(z) = Ku[fl(z),  Vzel

La férmula integral de Cauchy para el dominio exterior requiere un anélisis mas
detallado. Debemos obtener las condiciones de radiaciéon que corresponden a los distin-
tos tipos de «. En otras palabras, debemos introducir algunas condiciones apropiadas

que garanticen el decrecimiento de la integral K,[f] tomada sobre una esfera cuyo
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radio R tiende a infinito (ver la prueba del Teorema 43). Para el estudio del operador
de Dirac, nos interesa particularmente el caso en que o = @ := —(iwiy + mis) , para
el cual si w? #m? entonces @ ¢ & ysi w? =m? entonces @ € S.

Para estos dos casos, tenemos las siguientes condiciones de radiacion:
I. Sea a ¢ & y @?#0. Entonces, ya que
Kof = P+K5+f + P K f,

obtenemos que las siguientes condiciones independientes deben ser satisfechas:

<1+%>'f(x)'()\+a>):o<’?1|>, 2] = 0o

(1- ) 1@ 0= =0 () lel o0

0, en otra forma:
(1 + %) - PTf(z) + (1 _ %) P f(x) = (o’?1|> , x| — oo. (6.3)

II. Si ae& y ayg=0, entonces tenemos las condiciones en la forma

f(z) =o0(1), |z]— o0 (6.4)
Y 1
f(x)a = o(m), |z| — oo. (6.5)

Bajo las condiciones de radiacién obtenidas, la férmula integral de Cauchy para

las funciones de ker D,(R*\ ), a € H(C) es vélida.

Teorema 45 (Foérmula integral de Cauchy para D, en un dominio exterior) [46] Sea
feCHR*\ Q;H(C)) N C(R*\ H(C)), f€kerDy(R*\ Q)
y f satisfaga la condicion de radiacion:
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I. Para a ¢ 6, @?+#0

(1+%> ~P+f(x)+(1—|%> .Pf(x):o(%’), 2] = oo

II. Para a €6, ag=0

Entonces

fl@) = —Kalfl(z), Yz eR*\Q.

Note que para toda o = @ € H(C) (estoes a € & o a ¢ &), Kz f admite la

siguiente representacién

= o ()
sl = [0 0 (T - =) T

+0,(xr—y) 7 (y)fly)a}dl,, zeR*\T.

Ademss la condicién de radiacién para cualquier @ = @ € H(C) puede ser rees-

crita también en una forma unificada como se puede ver en el siguiente enunciado.
Proposicién 46 Sea f € C'(R3\ Q;H(C))NC(R?\ QH(C)), f € ker D,(R3\ Q),
a € H(C), Sca=0 tal que f satisface la condicion de radiacion

vf(z)+ Z‘—I’f(x)a> =0 (ﬁ) , cuando |z| — oo, (6.6)

T

cuando v:=vV a2 e C y Imv >0. Si o € & entonces suponemos adicionalmente

que f(z)=o(1). Entonces
fle) = —Kz[fl(z), vVezeR*\Q.
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Prueba. Primero suponemos que o ¢ &. Multiplicando (6.6) por @ /v por el

lado derecho obtenemos

F@) T+ ) = o (i> (6.7)

sumando y restando (6.6) y (6.7) obtenemos

(v + 500 ) = (507 +vits)) -

] |

— (1 + E) flz)v £ (1 + ﬁ) flz)a =

| ]

= (1 + %) fl@)(v+£d) =0 (%) , (6.8)

lo cual puede ser reescrito como sigue

p ((1 + %) f(x)) + P ((1 _ %) f(a:)) —0 <|?1|) cuando [z] — oo, (6.9)

Por tanto, (6.6) es equivalente a (6.9), de donde se ve que PTf satisface la condicién
de radiacién (5.36) y P~ f la condicién conjugada, la cual corresponde al operador
D_,. Consecuentemente las integrales K., P*f tomadas sobre la esfera I'? (ver la
prueba del Teorema 43) decrecen cuando R — co.

Ya que K., conmuta con P* | obtenemos que la integral K+ f(z) tomada sobre
la esfera I'® también decrece cuando R — oo.

En el caso en el que a es un divisor de cero la condicién de radiacién (6.6) se
convierte en

1
—fad =o (H) , cuando |z| — oo. (6.10)

Ya que el comportamiento de 6y en (6.2) es del tipo O <ﬁ) cuando |z| — o0 y
ya que la expresiéon M @V, contiene la multiplicacién por el lado derecho por @,y
en este caso fo = o <|;1|> , puede verse que la integral (6.1) tomada sobre la esfera

' decrece también en el infinito. m
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6.2 Condicién de radiacién para el operador de
Dirac

A continuacién obtendremos la condicién de radiacién para el operador de Dirac en
su representaciéon clésica usando las matrices 7.
Denotemos
q:=A"f. (6.11)
De acuerdo al Teorema 10, si f € ker Dy entonces ¢ € ker D, ,, . Suponga que f

cumple la condicién de radiacién (6.6) entonces tenemos

VA717273A71JC + ./4’}/17273./471&]006 =0 <m) .

x|
Denotemos
fo = F
y consideremos el producto

zF = (a:ﬂ'l + $2i2 + xgig)F.

Usando las propiedades 1.-3. de las transformadas A y A~! (Lema 7), obtenemos
3
rF = Av17y7s (Z xk%) ATHF].
k=1
Consecuentemente, usando las propiedades 4. y 5., tenemos

rF(z) = Av17273 (Z xk%) A7 f (@) - (—iwiy — miy)] =

k=1

3
= Av17273 (Z fL"k’Yk) A_1A7172’73’70-’4_1f($) - (—iw)+

k=1

3
+AY17Y973 (Z iUk%) A Ay Y73 AT f () - (—im) =

k=1
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k=1

=A ( xk%) VoA f (@) - (—iw) + A (Z éUk%) A7 f (@) - (—im).
Usando (6. 1

11) podemos reescribir la ecuacién anterior como

3
zF =A (Z :Bmk> (—iwy, — im)q.

k=1
Entonces (6.6) puede ser reescrita como sigue

. 3
1 1 1
vf+—fad = z/Aq—ir.Am wak(w% +m)g=o (m) :
k=1

|z
y por tanto la condicién de radiacién para el operador de Dirac en su forma tradicional

es obtenida en la siguiente forma [46]

a =0 L r —
(o) - o~ m)Zale) =o (). e (6.12)

— 3
donde x5 := >, _; Ty -

6.3 Representaciones integrales para el operador

de Dirac

Introduzcamos el siguiente operador
Keym = ATK2 A,

donde @ = —(iwi; + miz). Usando este operador, en [38] se probé un andlogo de
la férmula integral de Cauchy D, ,, en dominios acotados. Aqui, con la ayuda de la

condicion de radiacién obtenemos este hecho para los dominios no acotados.

Teorema 47 (Férmula integral de Cauchy para D, ,, en el dominio exterior R3\Q )
[46] Sea q € CHR*}\Q;C*) N C(R3}\Q;C*), ¢ € ker D, ,,(R3\Q), y q satisfaga la

condicion de radiacion (6.12). Entonces

¢(z) = —Kumldl(z), =€ (R\Q). (6.13)
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La prueba consiste en la aplicacién de (3.59) y del Teorema 43.
Estos resultados, junto con las férmulas de Plemelj-Sokhotski (Teorema 17) nos
permiten resolver problemas con valores de frontera para el operador D, ,,. En par-

ticular, el problema de valor de frontera correspondiente al llamado MIT bag model.

6.3.1 Modelo de bolsa del MIT

El modelo de bolsa del MIT —Massachusetts Institute of Technology— (MIT bag
model), el cual describe el fenémeno de confinamiento de los cuarks, fue propuesto en

[18] y [19] de la siguiente forma:

Problema 48 (Modelo de bolsa del MIT) Encontrar una solucién de la ecuacion de

Dirac en € :

Dy [q] == (iw% - Zv,ﬂk + z'm) lq] =0, (6.14)

k=1

que satisfaga la condicion de frontera

Y nik(z)g(z) = ig(x),  weT, (6.15)

donde my son las componentes del vector normal unitario dirigido al exterior de la

frontera T en el punto x. Como antes, asumimos que q € Cl(ﬁ) N C(Q); [ =09

es una superficie cerrada de Liapunov en R3.

Tenemos que una funcién ¢ satisface (6.14) si y sélo si su imagen bajo el mapeo

A, p:= Alqg|, satisface la ecuacién cuaterniénica
D,[p] =0 en §, (6.16)

donde « := —(iwe; + mes).
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También es necesario obtener la reformulacién bicuaterniénica de la condicién de
frontera (6.15). Multipliquemos ambos lados de (6.15) por —iv,y; por la izquierda y

apliquemos entonces la transformaciéon A. Entonces la igualdad

3
—A [ (Z i7075WkﬁkQ>

k=1

] = A[(v759)I7]

r

es equivalente a

= (A [(7075(1)]”1“. (6.17)

(—A li i%vmﬁkq] )

k=1

Del Lema 7, para el lado derecho de (6.17) obtenemos

Al(70759)] = (Aq)ia.

Anglogamente para el lado izquierdo de (6.17) obtenemos (cambiando el vector normal

~ = —_— . .
n a I’ por n, el vector normal unitario a I')

3
—A [Z i%%%ﬁm]

k=1

= A [QHF
r

donde 7 :=30_ nyig. Asi, la igualdad (6.15) se convierte en
7 Alg) = (Aqg)iz

o, en forma equivalente

1 )

5 ([ + WMZQ) Aq=0.
De forma que, para p := Alg] y ST = %(I F W M™), la condicién de frontera se
convierte en

S~ [p]=0 sobre I'. (6.18)

Por tanto podemos escribir el modelo de bolsa del MIT en términos cuaterniénicos.
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Problema 49 (Reformulacion bicuaternionica del modelo de bolsa del MIT) [38]

Encontrar una solucion de (6.16) con la condicion de frontera (6.18).
La condicién (6.18) puede ser reescrita como p = S*[p] sobre T.

Teorema 50 (Ezxistencia de solucion para el problema del modelo de bolsa del MIT)

[38] Dada p € C%¢(T'; H(C)), el Problema 49 tiene solucion si y sélo si
p = Pulp] = STp] (6.19)
se cumple sobre T'.

De esta forma el modelo de bolsa (Problema 48) se reduce al sistema de dos ecua-
ciones de frontera independientes (6.19).
Este criterio puede ser ligeramente modificado para que en vez de dos igualdades

en (6.19) se obtenga sélo una.

Teorema 51 [51] Dada g € C%(T;H(C)) la funcién p := K,[g] proporciona una

solucion del Problema 49 si y sdlo st
S™P,lg]=0 (6.20)
se cumple sobre T'.

De esta forma, el modelo de bolsa del MIT se reduce a una ecuacién integral de

frontera.

6.4 Efecto Casimir fermidnico

Denotemos por I' a una frontera la cual consiste de dos placas paralelas infinitas
separadas por (), la regién entre las placas las cuales estdn situadas a una distancia

h una de la otra (ver Figura 6.1).
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Figura 6.1: Dominio considerado para el efecto Casimir.

El modelo para el efecto Casimir fermiénico se reduce a un problema de valor de

frontera (ver, e.g., [63], [60]) que involucra al operador de Dirac
[—wyy+iy-V —m]y =0, (6.21)

donde 7 es el vector de matrices de Dirac v = (74,72, 73), ¥ la condicién del modelo

de bolsa MIT, la cual se cumple en la frontera I':

(iy- Y+ )| =0, (6.22)

donde 7 es el vector normal unitario hacia el exterior de la frontera. Esta condicién no
sélo es compatible con la ecuacién de Dirac sino que también satisface el requerimiento
natural de que la corriente de las particulas a través de la frontera debe desvanecerse,
de acuerdo al modelo de bolsa MIT.

Para una configuracién de dos placas paralelas infinitas (ver [64]) en z; = 0 y

x1 = h, uno puede buscar una solucién particular de (6.21) de la forma

T (6.23)

_io-Vop
m—w

0= (ueik‘w _I_Ue—ikx) eiq-p’
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donde u y v son espinores constantes, q y p son vectores bidimensionales en el plano

de las placas y o es el vector de matrices de Pauli ¢ = (01, 09,03) con

01 0 — 1 0
01 = ) 02 = ) 03 =

10 ¢ 0 0 -1

10
02 =05 =05 = =: Fy
0 1
Uy U1 . . .
Como u = y v = , la solucién particular 1) —considerando

q = 0— en forma explicita es

uleikx + ,Ule—ikw

ikx + U2€7lkx

Us€
k(m _ w)fl (ugeikm _ ”U2€7“m>
k(m —w)™! (ulei’“ — vle_““)
Demostremos ahora que tal funcién 1) satisface la ecuacién de Dirac (6.21). Primero

debemos notar que nuestra funcién depende inicamente de z; por lo que en este caso

el producto -V =~,0,,. Asf tenemos, reemplazando 1 en la ecuacién de Dirac

—w (uge 4 ppe—her) — |:(mk—2w) (ugeor + Ulefikm1):| — m (uge™er + vyeihar)
—w (ugei®®r 4 ppeher) — |:(mkjw) (upeor + Uzefikml)} —m (uge® fvpeikn) |
('rrf:i)w) (u2eikx1 o ,U2e—ikw1) Tk (u2€ik‘w1 - U2€—ik‘x1) o (nfTw) (u2eikw1 o ,U2e—ik:w1)
(nffw) (uleikxl o ,Ule—ikwl) Tk (uleik‘wl - Ule—ik‘xl) o (nljﬁ@w) (ulezkwl v e—zk‘wl)

Sabemos ademds que
w? = ¢ +m*+ K

y como q = 0, tenemos
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Usando esta igualdad podemos ver que

(urei®®1 + vy ko) [—w _ (wtr()zd)(%m) _ m}

(u2ezkw1 + vge zkw1> |: w— (wtf(lz))(u;n)m) m:| 0
(uge®™ — ppemiker) [ _mk | '
(uleik‘xl - —zkx1> [ kw]

Una vez demostrado que v es una solucién de la ecuacién de Dirac podemos sustituirla

en la condicién de frontera (6.22), obteniendo para ¢ lo siguiente

. ¥ ¥
iy + . =0
10-Vo i0-Vo
m—w m—w T
) 0 o _ ® 'd
1 -n =0
—o 0 _10-Vp _10-Vo
m—w m—w T

i (= Ve

ot (G255 +o || _,
. _— i0-Vo '
—onY - r

Obtenemos un sistema de dos ecuaciones, para la primera de las cuales tenemos

0~W(U.vgp)+g0:0, en I
m— w

Multiplicando por o7 por la izquierda tenemos

-V
J'WJ'W(U g0)—1—0'790:0, en [’
m—w

(J'vgp>+a~ﬁgozo, en I’

m—w
oc-Vo+(m—w)o - ne=0, en I
Para la segunda ecuacién de nuestro sistema

.
T an.

=0 en I’
m— w
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N o-Vo

ony+ 0 en [’

m—w
(m—-w)o-Ne+a-Vo=0 en I

Asi que tenemos que ambas nos llevan a la misma ecuacién, por lo que podemos escribir

una sola condicién
(m—w)(o- M)+ (0-V)p =0, en I (6.24)

Sustituyendo la forma explicita de ¢ en (6.24), podemos obtener dos condiciones
en las fronteras ;1 =0 (7 = (—1,0,0))y 21 = h (7 = (1,0,0)). Estas condiciones
adquieren una forma més compacta si primero multiplicamos (6.24) por la izquierda

por o1 y usamos las siguientes igualdades
0102 = —02071; 0103 = —0301; 0203 = —03072,
0109 = 103; 0103 = —103; 0903 = 107.

Asi que tenemos

oi[(m=w)(o- W)+ (0-V)p] =0
o1 [(m —w) (o111 + o9ng + o3ng) @ + (0101 + 0202 + 0303) ] = 0
(m — w) (Eany +io3ng — ioang) ¢ + (Ex0) + 10302 — i0203) ¢ = 0.
Usando la expresion explicita para ¢ de (6.23) obtenemos
(m — w) (Eang + iosng — ioang) [ueikwl + ve_ik“] elar 4
+ (E20; + 10302 — i0903) [ue“““ + ve_“““} e’ = (.
Dado que se encuentran en el plano de las placas, podemos suponer al vector constante
qa=1(¢2,q3) ya p=(z2,x3), por lo que tenemos
(m — w) (Eany + iozng — ioons) [ueikwl + ve_ik“] Py

+E5 (zk [ue“““ — ve_ik“}) + (io3q2 — i02q3) [ue“”1 + ve‘“‘”“] e'ar = ().
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., . . . —
En esta ecuacion sustituiremos los valores de z; (y su respectiva 7’ ). Comencemos

con 1 =0 (7 =n; = —1) —y recordemos que estamos considerando ¢ = 0—
(m —w) (—Ey) [u+v] + Es (ik [u — v]) =0,
[(m —w —ik) E))u+ [(m — w +ik) Es]v = 0. (6.25)
Parael casode o1 =h (W =n; =1)
(m — w) (E2) [ue™ +ve ™| + By (ik [ue™ — ve™™"]) =0,
[(m — w + ik) By ue™ + [(m — w — ik) Ey) ve ™" = 0.
Multiplicando esta ecuacién por e** obtenemos
[(m — w + ik) By] ue®™ 4 [(m — w — ik) Ey]v = 0. (6.26)
Denotemos N =m —w +ik y € = e* " Asi (6.25) y (6.26) se convierten en
N*Eyu + NEyv =0,
N Esue + N*Eyv = 0.

Dado que u y v son vectores de dos componentes, podemos formar un sistema de

cuatro ecuaciones a partir de las dos anteriores

N* 0 N 0 Uy

0 N* 0 N U9
=0. (6.27)

Ne 0 N* O U1

0 Ne 0 N* Vg

Ya que el determinante de (6.27) es un numero ordinario, calcularemos éste y lo

igualaremos a cero para obtener la existencia de condiciones para una solucién no
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trivial. Llamemos A a la matriz 4 X 4 que contiene los coeficientes de nuestras ecua-
ciones.
det A= N** — 2N**N% + N = (N — N%)* =0
N*? — N?e¢ =0

N2 [(m—w)—ik]2:(m—w)2—2@'k;(m_w)_k2.
N2 [(m—w)+ik]”  (m—w)®+ 2k (m—w) — k2

Recordemos que
w? = ¢ +m?+ K> (6.28)
Sustituyendo aqui ¢ = 0 y despejando k? vemos que

m? — 2mw + w? — 2ik (m — w) + m? — w?
€ = -
m? — 2mw + w? + 2ik (m — w) + m? — w?
2m(m—w) —2ik(m—w) m—ik 5,

2m (m — w) + 2ik (m —w)  m+ik

Ademas tenemos que

e?Fh — (cos kh + isen kh)?

y por otra parte que

m—ik  (m—ik\ (m—ik _(m—ik)2
m+ik  \m+ik) \m—ik)  m?+k>

y usando de nuevo (6.28)

m—ik (m — ik)?

m+ik w?
Por tanto tenemos lo siguiente
m — ik)?
(cos kh + isen kh)® = %
w
1k
coskh +isenkh = m_w
woow
Igualando las partes real e imaginaria tenemos
m k
coskh = — y senkh = ——.
w w
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Podemos unir ambas ecuaciones en una sola condicidn:
mhsen kh + kh cos kh = 0,

la cual garantiza la existencia de soluciones no triviales.

6.4.1 Reformulacién cuaterniénica y solucién general

Siguiendo el procedimiento de [38] (ver [14]), con ayuda de las transformaciones A
y A™! el operador en (6.21) puede ser transformado en el operador D, usando la
igualdad (3.59). La condicién de frontera (6.22) también puede transformarse —como

se mostré en la Subseccién 6.3.1— en
(I -7 M?)f=0, ferl.

Proposicién 52 (Reformulacion cuaternidnica del modelo matemdatico para el efecto

Casimir) [14] Sea f € C'(Q;H(C)). La ecuacion

D.f=0 en €, (6.29)
donde « = — (iwiy + miz), y la condicion de frontera
(I -n"M?2)f=0, sobre I’ (6.30)

son equivalentes al problema de valor de frontera (6.21) y (6.22).

Una vez definida la reformulacién cuaterniénica del problema, podemos proceder
a buscar su solucién. Primero introduzcamos las siguientes definiciones para la trans-

formada de Fourier

}7: F [f] (x1,€2,§3) = /f (xl,xg,l‘g) ei(w2£2+x3£3)d$2d$‘3,
R2
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y para la transformada inversa de Fourier
— rl 1 rs —i(x x
f=F I @) = g [ Flon €yttt de,
R2

Aplicando la transformada de Fourier a (6.29) tenemos
F [(7,181 + igag + 7:383 + Ma) f] - 0

(1101 + i2i€, + iils) f + M f = 0. (6.31)

Introduzcamos ahora un par de proyectores P* que nos permitirdn dividir la

ecuacién (6.31) en dos componentes. Estos proyectores son

iM(V:l:a)

2v

Pt =

donde v := Va? = Vw? —m?. Aplicando tales proyectores a (6.31) obtenemos las
siguientes ecuaciones [14]. Para P*:
Pt [ (i10) + 191y + i5i&5) f + MOf| =0

1, s 1~
5 (1101 + i2i&y + i31€3) f (v + ) + 2—VM flv+a)=0
(110 + i9i€, + i5ils) fv + (110 + 191y + i3i3) fa + fva+ fr2 =0
(1101 + i0i€, + iils + V) fU + (1101 + 191y + 1505 + 1) fa =0
(1104 + i€, + i5ils + v) MU f = 0. (6.32)

Siguiendo el mismo procedimiento para P~ obtenemos:
(110 + i€, + igils — v) FMP~®) = 0. (6.33)
Introduzcamos las siguientes notaciones

91(21, &9, &5) = [, &y, E4) MPFD)
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92(1'1,52,53) = f<$17€27€3)M(V_a)

y usémoslas para reescribir (6.32) y (6.33) como
(1101 + 191y + i31€5 + V) g1 = 0,
(101 + i2i&y + i3i€5 — ) g2 = 0.

Multiplicando las dos iltimas ecuaciones por —i; por la izquierda tenemos
(01 — d5i&y + 4203 — iav) g1 = 0,

(01 — 30y + 1915 + 111) g2 = .

Definamos
é . . . . .
By = —i3i€,y + 1215 — 11V,
/62 = _7:37;§2 + i2i£3 + 7:11/.

Usando estas definiciones (6.34) y (6.35) se convierten en
—
(014 5,) 1 =0,

(81 +ﬁ—;> g2 = 0.

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

Hasta este momento hemos separado nuestra ecuacién original en dos partes, con

ayuda de los operadores P*. Separaremos ahora estas dos ecuaciones de forma similar

y para hacer esto debemos definir los operadores de proyeccién necesarios. Iniciemos

N
calculando el valor de (3,2

—

512 o= (—i3i£2 + i2i§3 - iﬂ/) (—i3i§2 + i2i£3 - ill/) =

= &+ i1&€s — 12y — 116,85 + &5 — i3ivEs + 12ivEy + igivés — V7 =

= GG
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ﬁ
Para (3,2 tenemos
522 = (—i3i£2 + i2i§3 + ily) (—i3i§2 + i2i£3 + ily) =

= €0 i16yEs Figiv€y — 116,65 + €5 FigivEy — igiv€, — igivés — VP =

= GG

— — — —
Ast, B2 =832 =G+ -1y vi= \/ B2 =\ B = £+ &5 — 2. Podemos

construir ahora los operadores

Aplicando éstos a (6.36) y (6.37) tenemos lo siguiente. Primero apliquemos Qf a

(6.36). Tenemos para Q7 :
QF (01+5_1>> g1=0
£ (+7) (7)o
(76‘1 + 9By + 5101+ )91 =
(01 +7) 791 + (1 +7) Brgn =
(01 + 7)“*@ Mg, =0. (6.38)

Para Q7 tenemos
Qr (01+51) 91 =0
L(o-7) 070
(v0r +B; — Bion — %) 91 =
(01 =) 701 — (B =) Brn =
(& — 7)) Mg, =0, (6.39)
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De igual manera, aplicando Q3 a (6.37) tenemos

(01 +7)07P2) Mg, = 0. (6.40)
y
(O — 7)(7752) Mgy = 0. (6.41)
Denotemos ahora
hy :=0+P1) Mg, hy :==0=) Mg,
J1 1:(7+@)) Mgs,, J2 3:(7_’6_2)) Mgs,.

De estas definiciones (6.38)-(6.41) quedan como

(01 +7) h1 =0, (6.42)
(01 =) ha =0, (6.43)
(01 +7)j1=0, (6.44)
(01 =) Jj2=0. (6.45)

Las soluciones hy y hy de (6.42) y (6.43) respectivamente estan dadas por
hl = cle*”“, hg = c2e7"”1,

donde c¢; y co son constantes cuaternidnicas complejas.

En forma andloga, las soluciones j; y jo de (6.44) y (6.45) respectivamente son
J1=c3e 7, J2 = cqe™™

con c3 y ¢4 constantes cuaterniénicas complejas.
A partir de estos pares de soluciones podemos construir una solucién para (6.36)

de la forma

1 o —yz1 1 o yx1
Z ("}/ + 61) ci1€e + Z (’}/ — ﬁ1> Co€ (646)
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y una solucién para (6.37) de la forma

1 — v, 1 — o
2> <’V + ﬁz) C3€ + 2 (’Y - ﬁg) cae’t. (6.47)

Finalmente, (6.46) y (6.47) nos permiten construir la solucién general de (6.31) de

la forma
= 47% [(W + ﬁ—;) ce "+ <7 - ﬁ_;) chW“] (v+a) + (6.48)
+4i—y [(7 + ﬁ_2>> cze” 7T+ <7 — ﬁ_2>> 0467”1] (v—a).

Las condiciones de frontera para la funcién fv descrita arriba estdn dadas por
(6.30). Ademds para cada una de las placas consideradas en =y = 0 y x; = h

— . — .
tenemos n = —iy, para x1 =0y n =1; para x; = h, lo cual nos lleva a

f+i1fis =0, para z1 = 0,
~ ~ (6.49)
f—i1fia =0, para x1 = h.
H
Para resolver este sistema aplicamos simultdneamente los divisores de cero <fy + 0 1)

y (v £ «a) respectivamente por la izquierda y por la derecha de cada una de las ecua-

ciones. Iniciemos con la condicién de frontera para x; = 0:

(v=51) ppr+o) ( Fti fz'2> —0, (6.50)

(v=51) ppv—o) ( Fti fz'2> —0, (6.51)

(v+51) pp0rta) < 7y ilﬁ-g) —0, (6.52)

(v+51) g pv—a) < Fti J“%) — 0. (6.53)
Para z; = h tenemos:

(v=51) pp+o) ( F—i ﬁ-2) —0, (6.54)
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(v=581) ppv—a) <J7_ i1ﬁ2) =0, (6.55)
(v+81) ppv+a) <f_ ilfh) =0, (6.56)
(v+51) pplv—e) (f— z‘lfz'z) —0. (6.57)

Ahora desarrollaremos los productos indicados. Mostraremos el procedimiento para

la primera de estas ocho ecuaciones y para las demds simplemente indicaremos su

resultado para abreviar espacio.

(1=31) ppte+) <f+11f22) =0,

(’V—ﬁ)(zlw[

/N
\Q

+5)er+ (= B) el (u+a)) (v+a)+ (6.58)
+(7—51)( (v +5) e+ (7 - E;)Q](V—a))(umw
+(7—31)zl< —[(v+ 1>cl+(7—ﬁ_1>>62](1/+a)>z’2(1/+a)+
+(v—ﬁl)z‘1(Miy[(w@)cﬁ(w—@)@](u—a)>¢2(u+a)=o.

Analicemos primero los productos que aparecen en esta ecuacion:

N
|HQ|H
<

(7—31) <7+ﬁ?) =y —B2=+" -4 =0,
(7—31) (7—6_1)) 272—27f71>+f71>2=272—27ﬁ_1>=27(7—ﬁ_1>),
(v+a)(v+a)=v’+2va+a® =20+ 2va=2v(v+a),
(v—a)(v+ta)=v*-a?=1> -1 =0,
( 31) (v + 138§y — 123 — 11v) i =
= (’7_31> (7 + 31§y — 12083 + iV — 201v) 1y =
( ?1) (’Y—ﬁl —2i1V> i = (7_ﬁ1> (2yi1 + 2v),
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(W—ﬁl)h@—ﬁ—;) = (’Y—ﬁl)(
= (’Y - ﬁl) (
(’V - ﬁl) <’V + 31 + 2i1V> i = <7 - ?1) (—2v),

Y — 130y + 1205 + 11V) iy =
Y — igifg + i2i€3 — ill/ + 2illj) il =

(v+a)ia(v+a) = i (v +iwip —mis) (Vv + @) =is (V + iwiy + mis — 2mis) (v + ) =

= iy (V—a—2mis) (v+a)=2m(v+a),

(7—31)1'1 <7+@) = (7—31) (v—ﬁ_{)il:?v(v—z)il,
(7—31)2'1 (7—@) = (7—31) <7+ﬁ_1>)i1=0,

(v—a)ig(v+a) = i (v —iwip +miz) (v + a) =iz (V — iwiy — miy + 2mis) (v + @) =
= iy (V4 a+2mis) (v + a) = is (2v + 2mis) (v + a) =

= 2(is+m)(v+a).

Utilizando todas las igualdades anteriores en (6.58) obtenemos

L <7 — ﬁl> [dyves) (v + o) +

4yv
+E1V <7 - 31) [4m (i1 + v) c1 — dmwey] (v + o) +
1 —
+y (1= 1) e (v +-m)) (v = o) = 0.

Esta ecuacién podria hacerse igual a cero con facilidad utilizando los conjugados
de los divisores de cero en los extremos, pero esto darfa lugar a soluciones triviales,

asi que lo que igualaremos a cero serdn los términos entre estos divisores de cero.
yves +m(yip + v) cp — mycs + yiges (vis +m) =0

m (yi1 +v)c1 +v(y —m)cy + vires (vig +m) = 0.
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Siguiendo el mismo procedimiento vemos que podemos reescribir las ecuaciones

(6.50)-(6.53), para la placa en x; = 0, como:

m (yi1 +v)cr +v(y —m)cy + vires (vig +m) = 0,

(vi1 +v) ¢ (vie + m) — veg (Vig +m) + 4y (1/2 — fym) cs+v(y—iw)e =0,

v(y+m)er +m(yiy —v) ey + virey (vip —m) = 0,

vey (Vip +m) + (vin — v) ca (Vi +m) + v (v + i1v) ¢35 — iy (V¥ +ym) ¢ = 0.

Para la placa en x; = h, las ecuaciones (6.54)-(6.57) dan:
—m (yiy +v) cie” ™ + v (7 +m) cpe™ — yirese " (vip —m) =0,
— (yiy + v) cre™ " (vig + m) + vepe™ (vig +m) +
+i1 (V2 +ym) cze™ " + v (v — vip) cue? = 0,
v(y—m) cre " —m (yiy — v) e’ — yiycqe” (vig —m) =0,
—vere M (vig +m) — (viy — V) cpe?™ (vig +m) +
+v (7 + i) cze” — iy (V2 — ym) e = 0.
Despejemos ¢z de (6.59) y ¢4 de (6.61)

1. . ;
c3 = _Wh [m (yiy +v)er +v(y —m) ] (vig +m),

cq = _Wil v (y+m)er +m(yip —v)co) (vie +m).

(6.59)

(6.60)
(6.61)

(6.62)

(6.63)

(6.64)
(6.65)

(6.66)

No es dificil demostrar, sustituyendo estos valores, que (6.60) y (6.62) son combina-

ciones lineales de (6.59) y (6.61).
Despejemos ahora c3 de (6.63) y ¢4 de (6.65)

1

C3 = yw? iy [=m (vis +v) er + v (7 +m) 2] (vig +m)
1 . - ; ;

ca= =i [y (y = m)ere™ — m (i~ V)] i+ ).
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Nuevamente sustituyendo estos valores probamos que (6.64) y (6.66) son combinaciones
lineales de (6.63) y (6.65).
Igualando c¢3 obtenida de (6.59) con la obtenida de (6.63) tenemos

1
Wil [—m (vi1 +v)er + v (v +m) 2™ + m (yis + v) e + v (v — m) 2] (via +m) =0
v .
W@:{CQ (v + m) e + (v = m)] (vio + m) = 0. (6.67)
Igualando ahora ¢4 de (6.61) con ¢4 despejada de (6.65) obtenemos
g pej
1
— iy [v(y=m)cie” " —m(yiy —v) e + v (v +m) ey + m(viy — v) ea] (Vie+m) =0
w?
v _ :
W“q (v —m) e " + (v + m)] (vis +m) = 0. (6.68)
De (6.67) obtenemos la condicién
o —l=m) _m—s

Y+m m 4y

y de (6.68) la condicién
e—2’yh _ (,7 + m)
y—m
las cuales garantizan la existencia de soluciones no triviales.
Podemos ver que para valores fijos de h y m no todos los valores de ~ satisfardn

estas condiciones y ya que vy = /&3 + &5 — v2 concluimos que &, y &; deben ser

iguales a 0, lo cual nos da
vy=V-v?=iv =ik
de forma tal que la condicién de compatibilidad en ambos casos se convierte en

vcosvh +msenvh = 0. (6.69)

De esta forma, hemos encontrado la solucién general (6.48), las condiciones de
frontera (6.49) y la condicién de compatibilidad (6.69) las cuales nos permiten obtener

el conjunto completo de eigenvalores para el modelo del efecto Casimir.
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Capitulo 7

Conclusiones y recomendaciones

El uso de las técnicas del andlisis cuaterniénico simplificé en buena medida la obtencién
de los resultados planteados en los objetivos, ya que las reformulaciones cuaterniénicas
de los modelos para los operadores estudiados se hicieron mds simples y faciles de

estudiar y solucionar.

Asi, con las condiciones de radiacién obtenidas para las ecuaciones de Maxwell y
de Dirac en forma cuaterniénica —ademds de en forma clédsica para el operador de
Dirac— y con la informacién conocida previamente, se pudieron determinar las repre-
sentaciones integrales tanto en el dominio acotado como en el no acotado para ambos
operadores. Esto permite que gran cantidad de problemas con valores de frontera, en-
tre ellos los problemas de extendibilidad al dominio acotado o al no acotado, puedan

ser estudiados y resueltos.

En el caso particular del problema de extendibilidad del campo electromagnético
a los dominios no acotados se determiné un criterio de existencia de la solucién y se
propuso ésta. Las aplicaciones préacticas de estos resultados podran encontrarse en
distintos problemas cuyo planteamiento incluya los datos del campo electromagnético
en una cierta superficie y donde se deseen encontrar los valores del campo en el interior

de tal dominio o en lugares alejados de éste. Dichos problemas surgen, por citar
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algunos ejemplos, en medicina, en el andlisis de antenas, en la exploracién geolégica,

en la microscopia por escaneo, etcétera.

En el caso del operador de Dirac un problema de extendibilidad que es posible
estudiar es el modelo de bolsa del MIT y, utilizando éste, el modelo del efecto Casimir.
Este tltimo puede ser reducido a un problema de valor de frontera para el operador
de Dirac y su solucién general obtenida, junto con la condicién de compatibilidad —
necesaria para satisfacer las condiciones de frontera— que garantiza la existencia de
soluciones no triviales. De esta forma, el conjunto completo de eigenvalores para el

efecto Casimir pudo ser obtenido.

Ademsds es importante remarcar que las relaciones que conectan en ambas direc-

ciones las soluciones de las versiones cldsicas de las ecuaciones de Maxwell (basadas
o . =4 - . . , . .

en los vectores tradicionales E y H )y de Dirac (escrita en términos de matrices =)

con sus equivalentes cuaterniénicas son muy simples, por lo que los resultados pueden

ser trasladados en una direccién u otra sin dificultad, lo cual es una ventaja mas dada

por el uso del andlisis cuaterniénico.

Por otra parte, se estudié la relacién entre los dos mds importantes operadores
de la fisica de particulas, es decir del operador de Klein-Gordon y del operador de
Dirac. Aqui se prueba que cualquier solucién de la ecuacién de Klein-Gordon puede
ser representada a través de dos soluciones de la ecuacién de Dirac con la misma.
En otras palabras, cualquier funcién que describe el comportamiento de una particula
libre con spin entero puede ser completamente determinada por dos funciones que
describen particulas libres con spin 1/2. Ademads, las dos funciones que corresponden

a cada solucién de la ecuacién de Klein-Gordon son tnicas.

En forma andloga a la importante relacién (a que da lugar la descomposicién de
una funcién armonica compleja) entre la teoria de las funciones holomorfas y la teoria

de las funciones armoénicas, mostramos con la descomposicion del kernel del operador
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de onda que una relacién del mismo tipo existe entre la teoria de la ecuacién de onda
y las soluciones de los operadores cuaterniénicos (id; + D) y (—id; + D), los cuales
tienen muchas aplicaciones en electrodindmica y mecanica cudntica. (ver [51]).

Cabe mencionar que algunos resultados ya estdn siendo utilizados como base para
otros trabajos como, por ejemplo, [1], [5], [29], [35], [40], [43], [47], [68] y [70]. El
uso tan rdapido que se estd haciendo de nuestros resultados nos hace valorar en gran
medida su importancia.

Entre las recomendaciones, se encuentran la recomendacion del uso del andlisis
cuaterniénico para el estudio de problemas similares, asi como de cualquier otro tipo
donde se intuya que las ventajas de usar un dlgebra més alld de tres dimensiones pueda
simplificar el tratamiento o la estructura del problema.

Otra recomendacién serfa la del estudio de campos electromagnéticos en medios
mads complejos —no homogéneos o anisotrépicos—, el estudio mas profundo del caso
dependiente del tiempo o la realizacién de andlisis numéricos para algunos de estos
modelos. Si bien algunos de estos temas ya estdn siendo estudiados, no por ello dejan
de ser continuaciones naturales del trabajo presentado, el cual proporciona una buena
base de partida.

RECONOCIMIENTO: El desarrollo de la presente tesis fue posible gracias al apoyo
del CONACYT, a través de una beca y del proyecto 32424-E.
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Apéndice A

Algunas definiciones del analisis

funcional

Sea A un conjunto arbitrario. Si un elemento a estd contenido (no contenido) en el
conjunto A, denotaremos eso como: a € A (a ¢ A). Sea B otro conjunto. Si A
estd contenido en B esto se denota escribiendo A C B se denota por A = B la
coincidencia de A con B, por AUB launiénde A y B, por AN B la interseccién
de Ay B,ypor A\ B el complemento de B relativo a A.

Denotaremos un espacio Euclidiano n-dimensional por R™, y sus puntos por = =
(1,9, ..., T,), donde z;, i = 1,2,....n, son coordenadas del punto z. Sea y otro
punto en R"™, Usaremos los simbolos (x,y) y |z| para denotar, respectivamente, el

producto escalar y la longitud (norma) en R™

(T, y) = T1y1 + ToYo + ... + TpYn,

lz| = /(x,x) = \/x%—ka:%—i—...—kx%.

De esta forma, el nimero |r — y| es la distancia Euclidiana entre los puntos = y y.

El conjunto de puntos = que pertenecen a R"™ y que satisfacen la desigualdad

|z — x¢| < R es llamado bola abierta de radio R con centro en el punto x,. Deno-
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taremos esta bola por B(xg; R). B® = B(0,R) denota la bola de radio R centrada
en el origen.

Se dice que un conjunto es acotado en R™ si hay una bola que lo contiene. El punto
xo es llamado punto interior de un conjunto si hay una bola B(x¢; R) contenida en
este conjunto. Un conjunto es llamado abierto si todos sus puntos son interiores. Un
conjunto es llamado conectado si cualesquiera dos de sus puntos pueden ser unidos
por una linea continua que yace en este conjunto. Un conjunto abierto conectado es
llamado una region.

El punto xy es llamado punto limite del conjunto A si hay una secuencia xj,
kE=1,2,.., tal que x;, € A, X, — Xo mientras k — oo. Si agregamos todos sus
puntos limite a un conjunto A, el conjunto obtenido es llamado cerradura del conjunto
A y es denotado por A es claro que A C A. Siun conjunto coincide con su cerradura
es llamado cerrado.

Sean M y N conjuntos lineales. Se dice que el operador L, que transforma los
elementos del conjunto M en elementos del conjunto N, es lineal si para cualesquiera,

elementos f y g que pertenezcan a M , y nimeros complejos A y p la ecuacién
LA+ pg) = ALf + pLg

se cumple. En este caso el conjunto M = M/, es llamado el dominio de definicion
del operador L. Para denotar el dominio de definicién del operador L usamos la

notacion Dom L. El kernel del operador L se define de la siguiente manera
ker L = {f € Dom L|Lf = 0}.

Otro conjunto de funciones asociado a un operador que debemos definir es la imagen
del operador. Se dice que una funcién ¢ pertenece a la imagen del operador L si

existe tal funcién f € Dom L que g = Lf. Se denota
g€imlL, imL={g|3f€DomL, ¢g=Lf}.
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Si L y M son dos operadores que actian en el mismo espacio de funciones,

podemos definir la suma de estos operadores:
(L+M)f=Lf+ Mf.
El operador L - M se llama producto de los operadores L y M si

(L M)f = LIMLf]).

Si Lf = f para toda f € M, el operador L es llamado operador identidad
(unitario). Denotaremos al operador identidad por I. Por supuesto, M1 = IM = M

para cualquier operador M, aunque en general los operadores no conmutan, es decir,
L-M=#M- L.

Sea L un operador lineal. M se llama inverso izquierdo para el operador L si
M- L = 1. El operador N se llama inverso a la derecha del operador L si L-N = 1.
Si un operador L tiene ambos, tanto un inverso izquierdo M como un inverso a la

derecha N, entonces M = N porque
M=M-I1=M-(L-N)=(M-L)N=1-N=N.

En este caso se dice que el operador L tiene un inverso que se denota como L.
Un operador P se llama proyector si para cualquier funcién f del Dom P : P?f =
Pf. Dos proyectores P y () que actian sobre un mismo conjunto de funciones se lla-

man mutuamente complementarios si para cualquier funcién f del conjunto tenemos:
Pf+Qf =1/
Dos proyectores P y @) se llaman ortogonales si para cualquier funcién f:

(P-Q)f =(@Q-P)f=0.
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La ortogonalidad de dos proyectores mutuamente complementarios es necesaria para

garantizar que la descomposicién de cualquier funciéon f en dos partes

f=Pf+Qf

es unica.
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Apéndice B

Espacios funcionales y clase de

superficies consideradas

Sea Q una regién. Los puntos de la cerradura € que no pertenecen a 0 forman
un conjunto cerrado I', llamado frontera de la region €, asf que I' = Q \ Q. Por
ejemplo, la superficie esférica |x — x| = R es la frontera de la bola abierta B(xg; R) .
Denotaremos esta superficie esférica como S(xg, R); S® = S(0, R) denota la superficie

esférica de radio R centrada en el origen.

Diremos que una superficie I' pertenece a la clase C?, p > 1, si en alguna vecindad
de cada punto x, € I' ésta puede ser representada por la ecuacién wy,(z) = 0,
donde grad wy,(x) # 0, y la funcién wy,(z) es continua junto con todas sus derivadas
hasta de orden p inclusive en la vecindad referida. Una superficie I' es llamada
seccionalmente suave si consiste de un niimero finito de superficies de clase C*.

Sea G un conjunto cerrado — por ejemplo, la cerradura Q o la frontera I' de la
regién ). Denotaremos por C(G) la clase de funciones continuas acotadas en G . La
funcion f € C(G) se dice que es continua de Holder en G si hay numeros ¢ > 0, y

v, 0 <v <1, tales que para toda x; € G y x5 € GG la desigualdad

|f(x1) = f(x2)| < cfx1 — xa|”
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se cumple; si v = 1, la funcién f(z) se dice que es continua de Lipschitz en G .
Una superficie acotada cerrada I" se conoce como superficie de Liapunov (ver, por

ejemplo, [75]) si satisface las siguientes condiciones:

1. En cada punto de I' hay un plano tangente;

2. Hay un nimero rq > 0 tal que para cualquier punto = € I' el conjunto I' N
B(x;79) es conectado y es intersecado por lineas rectas paralelas a la normal

n(x) en no mas de un punto;

3. La normal n(x) es continua de Holder sobre I'; esto es, existen los nimeros

c>0y vr>0, v<1, tales que

n(z) —n(y)| < clz—y|”, z, yel.

De esta definicién sigue que las superficies de Liapunov estédn contenidas en la clase
de superficies con suavidad C'; por otra parte, toda superficie cerrada acotada de la
clase C? es una superficie de Liapunov (para v = 1).

Por otra parte, para describir el comportamiento, mientras x — oo, de una funcién
deseada f(z) en términos de una funcién conocida ¢(z), se usan frecuentemente las
siguientes notaciones, debidas a Bachmann y Landau. Primero, suponemos que = es
una variable real. En el infinito ¢(z) puede desvanecerse, tender a infinito, o tener

otro comportamiento —no se impone ninguna restriccién.
(i) Si f(z)/¢(x) tiende a la unidad, escribimos

f(@)~¢(z)  (z— o00),

o, en forma abreviada, cuando no hay ambigiiedad, f ~ ¢. En palabras, f es

asintética a ¢, o ¢ es una aproximacién asintética a f.
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(ii) Si f(z)/¢(x) — 0, escribimos

f(x) =o(o(x)) (2 — o),

o, en forma abreviada, f = o(¢); en palabras, f es de orden menor que ¢ (en
los casos en que ¢(x) no es real ni positivo, algunos escritores usan signos de
modulo en la definicién, como f(z) = o(|¢(z)]). De forma similar es usado en

la definicién (iii) a continuacion).
(iii) Si |f(x)/¢(x)| es acotado, escribimos

f@)=0(o(x)) (2 — o0),
o f = 0O(¢); nuevamente, en palabras, f es de orden que no excede a ¢.

Casos especiales de estas definiciones son f = o(1) (z — o00), que significa sim-
plemente que f se desvanece mientras * — oo, y f = 0O(1) (x — o0), que significa
que |f] es acotado mientras r — 0o

Algunos ejemplos simples son

(x+1)% ~ 22, ig =0 <i) : senhz = O(e").
x ||

Comparando (i), (ii) y (iii), notamos que (i) y (ii) son mutuamente exclusivos.

También, cada uno es un caso particular de (iii), y cuando es aplicable cada uno es

mds informativo que (iii).
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