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Resumen

Este trabajo presenta la aplicacion de los teorema de puntos fijos, para demostrar la
existencia de la solucion de algunos problemas de ecuaciones diferenciales no lineales. El
trabajo consiste en 5 capitulos y se abordan de la siguiente manera:

En el primer capitulo se dan los preliminares de Topologia Algebraica, herramienta
utilizada en este trabajo para llevar acabo la demostraciéon del Teorema de Brouwer, pre-
sentando diferentes demostraciones.

En el segundo capitulo presentamos los el Teorema de Invarianza Topologica de Gru-
pos de Homologia, demostracion estandar basada en la subdivisién baricéntrica. En este
capitulo también presentamos algunos ejmplos, del calculo de los grupos de homologia de
Esferas, Bolas y el Espacio Ocho.

En el tercer capitulo exponemos los conceptos importantes de Aplicaciones Homotépi-
cas, Espacios Homotopicamente Equivalentes, Grado de una Aplicacién, entre otros. El
objetivo de este capitulo es demostrar el Teorema de punto fijo de Lefschetz, generaliza-
cion del Teorema de punto fijo de Brouwer.

En el cuarto capitulo abordamos los Teoremas de puntos fijos clasicos, Banach, Brou-
wer, Schauder y Schaefer. La demostracién del Teorema de punto fijo de Brouwer, que
es base en la demostracion de los Teorema de puntos fijos de Schauder y Schaefer por
ello su importancia, se basa en las propiedades de los Espacios Retractos y los grupos de
homologa de la Esfera y la Bola.

En el ultimo capitulo se aplican los resultados obtenidos del capitulo 4, en la demos-
tracion de la solucion del Problema con Condicién de Frontera, Problema Estacionario
para la Ecuacion de Navier-Stokes y el Problema de Ecuaciones Elipticas no Lineales.

En cada capitulo agregamos demostraciones de Teoremas y ejemplos que no se pre-
sentan en las referencias citadas, ademas incluimos cantraejemplos de Teoremas al quitar
alguna hipétesis.



Abstract

This work shows an application of the fixed-point theorem, in order to show the exis-
tence of the solution of some non-linear differential equations problems. This work is
formed by 5 chapters addresses in the following way:

In the 1st chapter some algebraic topology preliminaries are given. We used them in
order to prove Brouwer fixed-point theorem. Various proofs are presented.

The 2nd chapter addresses the Topological invariance of homology groups theroem,
the standar proof based in barycentric subdivision is given. We show some examples of
the homology groups of spheres, balls y eight space.

The 3rd chapter explains the most important concepts of Homotopic maps, Homotopy
spaces equivalent , Degree of the map, among others.The aim of this chapter is demonstra-
te the Lefschetz fixed-point theorem, wich is Brouwer fixed-point theorem generalization.

In chapter 4 we approach the classical fixed-point theorems, such as Banach, Brouwer,
Schauder y Schaefer. The importance of the Brouwer fixed-point theorem proof is that it
is the base of Schauder and Schaefer fixed-point theorems demonstration. It relies on the
retract space properties and on the homology groups of the sphere and ball.

Finally, in the last chapter we apply the obtained results of chapter 4 in the solution
boundary value problems proof, Stationary problem for the general nonlinear Navier-
Stokes equations and in the Problem Nonlinear Elliptic Equations.

Every chapter contains the theorems proofs and some examples that are not included
in the cited references, we also add counterexamples of the Theorems when we remove
some hypothesis.
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Introduccion

En esta tesis se aborda el problema de la existencia de soluciones a ecuaciones diferen-
ciales no lineales sobre un espacio de Banach. Dados z, f elementos del espacio de Banach
B la ecuacion diferencial puede ser presentada en la forma

T(z) = f, (1)

con T un operador no lineal acotado, definido para todo x € B. La ecuacién (1) en muchos
casos se puede llevar a la forma

A(z) = U(z). (2)

donde A y U son operadores no necesariamente lineales, reduciendo nuestro problema a
encontrar un punto fijo del operador A.

Los primeros teoremas de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales no linea-
les sobre un espacio de Banach, fueron demostrados para contracciones, es decir, para
aplicaciones que satisfacen la condicién:

|A(u) — A(v)|| < k||lu —v]|,con 0 < k < 1. (3)

El método de contraccion se aplica para demostrar el teorema de existencia y unici-
dad de la solucién para el problema de Cauchy de ecuaciones diferenciales ordinarias, la
existencia de la funcion Implicita, etc. Pero, para el problema con condiciones de frontera
para ecuaciones diferenciables ordinarias y paraciales, la condicién de contraccién (3) en
general no se cumple.

Para tratar el problema con condiciones de frontera, se utilizan los trabajos clasicos de
Leray-Schauder donde se desarrollaron diferentes métodos para demostrar la existencia y
unicidad de la solucién de la ecuacién (2), teniendo amplias aplicaciones. En el método
de Laray-Schauder se considera la funcién A que lleva un conjunto convexo, compacto,
no vacio del espacio de Banach B, en un subconjunto compacto de B. Esta funcién se
puede aproximar con cualquier presiciéon por funciones de dimension finita. A su vez por el
teorema de Brouwer toda funcion continua de un conjunto convexo, compacto en si mismo
tiene un punto fijo. Usando los pasos mencionados anteriormente se puede concluir que
las condiciones de Larey-Schauder garantizan la existencia del punto fijo de la funcién A.

La teoria de los puntos fijos de una aplicacién tiene larga historia y diferentes acerca-
mientos. En el ano de 1930 en el libro de Lefschezt fue introducido el niimero de Lefschezt
de una aplicacién, que permite demostrar la existencia de puntos fijos de una amplia clase
de aplicaciones. Este método esta basado en Topologia Algebraica [12].
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En realidad calcular el nimero de Lefschezt no es una tarea simple. En el caso del
Teorema del punto fijo de Brouwer en R™ cuando A aplica un conjunto convexo, compac-
to no vacio en si mismo es facil calcular el nimero de Lefschezt. En caso més general,
si el nimero de Lefschezt es distinto de 0 el punto fijo (la solucién) de la ecuacién (2)
existe. Por eso cuando no se cumplen las condiciones para emplear el teorema de Brouwer
verificar la existencia de un punto fijo basta con calcular el nimero de Lefschezt para
puntos fijos.

En esta tesis investigamos el método Larey-Schauder y sus aplicaciones. Primero escri-
bimos las propiedades de los grupos de homologia en los capitulos 1 y 2. En el capitulo 3
deducimos el niimero de Lefchezt de una aplicacion y demostramos su invarianza topologi-
ca. Después presentamos su aplicacion para determinar los puntos fijos de una funcién y
demostramos el teorema de Brouwer (Este importante teorema trata de aplicaciones en
espacio de dimension finita y posee una gran variedad distinta de demostraciones). En
el capitulo 4 se consideran los puntos fijos de las aplicaciones continuas en espacios de
Banach y se demuestra el Teorema de Schauder. En los primeros trabajos de Schauder, su
teorema fue demostrado por particién de conjuntos convexos de dimensién finita por sim-
plejos. Nosotros seguimos el acercamiento del libro [13] basado en el teorema de Brouwer .

Como aplicacion del toerema de Schauder en el capitulo 5 investigamos el problema de
Cauchy y el problema con condiciones de frontera para ecuaciones diferenciales ordinarias
. Observamos que los teoremas topoldgicos sobre puntos fijos demuestran la existencia
de los puntos fijos, pero en caso general las aplicaciones pueden tener varios puntos fijos.
La investigacién de la unicidad del punto fijo es una tarea adicional, por ejemplo en las
aplicaciones contractivas se tiene que los puntos fijos son 1inicos.

En caso general para ecuaciones diferenciales no lineales el problema de Cauchy con
condiciones de frontera puede tener varios puntos fijos. Un ejemplo simple que ilustra
esto, es el problema de Cauchy para la ecuacién diferencial ordinaria

y' = flz,y), y0)=y,
con f(x,y) continua en R?, pero en el punto z = 0, y(0) = y, no cumple la condicién de
Lipschitz.

En el capitulo 5 se considera el problema estacionario con datos de frontera para la
ecuacion de Navier-Stokes estacionario. Aplicando el método de Schauder demostramos
la existencia de su solucién generalizada.

Por otra parte también en el capitulo 5 se consideran las ecuaciones no lineales elipti-
cas mondtonas. Para este caso es cémodo trabajar con la ecuacién (1). En este caso por
medio de las aproximaciones de Galerkin se reduce el problema inicial en el espacio de
Banach a un problema de dimensién finita. Después usando el lema del Angulo Agudo
24, la existencia de las aproximaciones de Galerkin se reduce al Teorema de Brouwer .

Aplicando propiedades de las ecuaciones elipticas mondtonas obtenemos que la apro-
ximacion de Galerkin convergen débilmente a la solucion del problema de frontera para
ecuaciones no lineales elipticas.
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En este trabajo se consideran las soluciones generalizadas para las ecuaciones de
Navier-Stokes estacionario y ecuaciones elipticas monodtonas en I/VO1 2(Q) Se puede tam-
bién demostrar la existencia de las soluciones en espacios de Sobolev W52(Q) N W, *(€2).

Usando los teoremas de encajamiento

WE2(Q) — C™(Q)

y se puede obtener las soluciones en los espacios C™*((2).
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Capitulo 1

Grupos de Homologia

En este capitulo se exponen las estructuras que utilizaremos para definir los grupos
de homologia, calculamos los grupos de homologia de algunas superficies y mostramos las
propiedades generales de los grupos de homologia.

Se estudian los homomorfimos de grupos de homologia, teniendo como propésito dar
las condiciones necesarias para saber cuando dos homomorfismos inducen el mismo grupo
de homologia.

Este capitulo es la base para la demostracion del toerema de Invarianza topolégica de
los grupos de homologia, teorema que atacaremos en el siguiente capitulo.

1.1. Introduccion

Definicién 1. Dado un conjunto {ao,...,a,} de puntos de R", este conjunto se dice
9 J 7
geométricamente independiente si para cualesquiera escalares t; € R, las ecuaciones

=0 i=0

implican que to =t; = ... =t, = 0.

Definicién 2. Sea {ay, ...,a,} un conjunto geométricamente independiente en R™. Defi-
nimos el n-simplejo o generado por ay, ..., a,, denotado por el simbolo ay...a,, al conjunto
de puntos x en R" tal que:

n n
T = Ztia, donde Zti = 1.
i=0 i=0

Los puntos ay, ..., a,, que generan al simplejo o, son llamados vértices de o; el niimero
n es llamado la dimensién de o. Cualquier simplejo generado por un subconjunto de
ao, ..., an es llamada una cara de o. En particular, la cara de o generada por aq, ..., a,
es llamada la cara opuesta a ag. Las caras diferentes a o del propio ¢ son llamadas las
caras propias de o, su unién es llamado la frontera de o y es denotada por Bdo.

Definicién 3. Un complejo simplicial (o simplemente complejo) K en R™ es una co-
leccion de simplejos en R™ tal que:

(1) Cada cara de un simplejo de K estd en K.
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(2) La interseccién de cualquier dos simplejos de K es una cara de cada uno de
estos.

Definicién 4. Si L es una subcoleccién de K que contiene todas las caras de sus elementos,
entonces L es un complejo simplicial en su propia forma, es llamado un subcomplejo de
K. Un subcomplejo de K es la coleccién de todos los simplejos de K de dimension a lo
mas p; es llamado p-estructura de K y se denota por K. Los puntos de la coleccién
KO son llamados vértices de K.

Definicién 5. Sea |K| el subconjunto de R™ que se forma de la unién de los simplejos
de K. Dando a cada simplejo su topologia natural como un subespacio de R", entonces
la topologia de |K| queda definida como sigue: sea A un subconjunto de |K|, el cual es
cerrado en |K| si y sélo si A N o es cerrado en o, para cada 0 € K. |K| es llamado el
espacio subyacente de K, o el politopo de K.

Ejemplo 1. Sean ag = (0,0),a1 = (1,0),a2 = (3,%}) € R? es claro que el conjunto
{ag, a1, as} es geométricamente independiente. Sea el 2-simplejo agajas generado por los
puntos ag, ai, as, igual al tridngulo con vértices estos tres puntos.

El complejo simplicial definido por este simplejo es K = {ag, a1, as, apay, apas, ayaz, apaias },

como en la Figura 1.1, con espacio subyacente | K| igual al tridngulo.

a;

g aq

Figura 1.1: Complejo

Un subcomplejo simplcial L de K, podemos tomarlo como L = {ag, a1, as, apay, apas, ajas},

como en la Figura 1.2. Claramente L es el subcomplejo de K que consiste de la coleccion
de los simplejos o € K de dimension a lo més 1.

a;

Ag a

Figura 1.2: Subcomplejo

Lema 1. Una aplicacién f : |K| — X es continua si y sélo si f |, es contiua para cada o
€ K.

Demostracion. Si f es continua, lo es f |, ya que o es un subespacio de K.
Reciprocamente, supongamos que cada aplicacién f |, es continua. Si C' es un conjunto
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cerrado de X, entonces f~H(C)No = (f],) ' (C), que es cerrado en o por continuidad
de f|,. Asi f71(C) es cerrado en |K| por definicién. ]

Lema 2. Sean K y L complejos, y sea f : K© — L© una aplicacién. Supongamos que
cuando los vértices vy, ..., v, de K generan un simplejo de K, los puntos f(vo), ..., f(v,)
son vértices de un simplejo de L. Entonces f puede extenderse a una aplicacién continua
g |K| — |L] tal que

= Ztivi =  g(z) = Ztlf(v@)
i=0 i=0

Llamamos a g la (lineal) aplicacién simplicial inducida por la aplicacién vértice f.

Demostracion. Observemos que aunque los vértices f(vg), ..., f(v,) de L no son necesa-
riamente diferentes, atin asi generan un simplejo 7 de L, por hipdtesis. Observemos que
en la expresién para g(z), sigue siendo cierto que los coeficientes son no negativos y que
la suma es 1; asi g(z) es un punto de 7. Por lo tanto g lleva el n-simplejo ¢ generado por
g, -, U, continuamente a el simplejo 7 cuyo conjuto de vértices es {f(vo), ..., f(vn)}.

La aplicacién g es continua como una aplicacién de o en 7 y por lo tanto como una
aplicacién o en |L|. Entonces por el lema anterior g es una aplicacién continua de |K| en
|L]. u

La definicién de aplicacién simplicial dada en el lema anterior y el mismo lema tomaran
mayor relevancia en la seccion 1.3.

Definicién 6. Sea v un vértice de K la estrella de v en K, denotada por St v o algunas
veces por St(v, K), es la unién de los interiores de los simplejos de K que tienen a v como
vértice.

Definicién 7. Sea ¢ un simplejo. Definamos dos ordenamientos del conjunto de sus
vértices, se dicen que son equivalentes si estos difieren uno del otro por una permutacién
par. Si dimo > 0 , el ordenamiento de los vértices de o pertenecen a dos clases de
equivalencia. Cada una de estas clases es llamada una orientacién de o. (Si ¢ es un
0-simplejo, entonces existe solo una clase y por lo tanto solo una orientacion de o.) Un
simcomplejo orientado es un simcomplejo o junto con una orientacion de o.

Usaremos el simbolo
[V0y +y Un)

para denotar el simplejo orientado que consiste del simplejo vg...v,, v la clase de equiva-
lencia a la que pertenece el ordenamiento de sus vértices (vo, ..., vy,).

Definicién 8. Sea K un complejo simplicial. Una p-cadena en K es una funcién ¢ del
conjunto de p-simplejos orientados de K a los enteros, tal que:

(1) ¢(o0) = —c(0’) si oy o’ son orientaciones opuestas del mismo complejo.
(2) ¢(o) = 0 para todo p-simplejos o, excepto un nimero finito.

Sumando p-cadenas por adicién de sus valores; el grupo resultante es denotado por C,(K)
y es llamado el grupo de p-cadenas de K. Sip < 0 0 p > dim K, entonces C,(K') denota
el grupo trivial.
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Si o es un simplejo orientado, la cadena elemental ¢ correspondiente a o es la funcién
definida como sigue:

clo) =1,
c(o’) = —1 si o' tiene la orientacién opuesta a o,
c(r) =0 para todo simplejo orientado 7 distinto de o.

Por abuso de notacién, algunas veces usaremos el simbolo ¢ para denotar no solo un
simplejo, o un simplejo orientado, si no también denota la elemental p-cadena c correspon-
diente al simplejo orientado o. Con esta convencion, si o y o’ son orientaciones opuestas
del mismo simplejo, entonces podemos escribir ¢/ = —o, siempre y cuando o y ¢’ son
interpretados como cadenas elementales.

Ahora procedemos a definir el operador frontera, con el cual podremos definir los
grupos de homolgia.

Definicién 9. Ahora definimos un homomorfismo
Oy : Cp(K) = Cpq (K),

llamado el operador frontera. Si o = [vp, ..., v,] es un simplejo orientado con p > 0,

definimos:
p

0p0 = Oplvo, -, vp] = > (=100, ey By -oes V), (1.1)

1=0

donde el simbolo ¥; quiere decir, que el vértice v; es eliminado del simplejo [vy, ..., vp).

Notemos que dado el simplejo orientado [v, ..., v,| visto como elemento del grupo de
canadenas C,(K), se tiene que

[UQ, cey Uy Vg4, ...,Up] = —[Uo, ey Uiy, Uy, ...,Up].

Probar que el operador 9, este bien definido, basta con checar que preserva la relaciéon
anterior. Comparemos las siguientes expresiones

ap[UU7 ooy Uy Vg1, "'7vp] y ap[U(J? -y Ujt1, Uy, "'7vp]'

Para i # 7,7+ 1, el i-ésimo término en estas dos expresiones difieren precisamente por un
signo, puesto que las términos son iguales excepto v; y vj41 que estan intercambiados.

Solo falta checar el caso cuando ¢ = j, 7 + 1, en la primera expresién tenemos
(—1)j [Uo, ceey ’Uj,h ’UjJrl, ’Uj+2, ceey ’Up] -+ (—1)j[’l)07 ceuy Uj,l, 'Uj, ’Uj+2, ceey Up].
La segunda expresion es
(—1)j [Uo, ceey ’Uj,l, ’Uj, Uj+2, ceey Up] -+ (—1>j[1)07 couy Uj*h 'Uj+1, ’Uj+2, ceey 'Up].
Comparando, podemos ver que estas dos expresiones difieren por un signo.

Lema 3. 0,100, =0.
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Demostracion.
p .
Op1 0 Oplvo, -, vp] = D (1) Dy [V, o0, T ooy 1)
=0
= (=) (=10, [V, s Tjy ovry Vi oo, )
j<i
+ 3 (=1 (1) 0p [V, cons Ty oy D oy V-
j>i
Los términos de estas dos sumas se cancelan a pares. [

Definicién 10. El kernel de 0,:C, (K) — C,_1 (K) es llamado el grupo de p-ciclos y
es denotado por Z, (K) . La imagen de 0,41:Cpi1 (K) — C, (K) es llamado el grupo
p-frontera y es denotado por B, (K). Del Lema 3, se sigue que B, (K) C Z,(K) .
Definimos:

H, (K) = 2, (K) /B, (K),
y es llamado el p-grupo de homologia de K.

Recordemos que dado GG un grupo y K > G un subgrupo normal, entonces el conjunto
de clases laterales izquierdas y derechas son iguales, mas ain, estos conjuntos forman un
grupo el cual es llamado grupo cociente médulo K y es denotado por G/K. En nuestro
caso particular como C,(K) es un grupo abeliano, se sigue que B,(K) y Z,(K) son grupos
abelianos. Ademas como B,(K) es un subgrupo de Z,(K), entonces B,(K) es un subgrupo
normal de Z,(K), quedando bien definido el cociente Z,(K)/B,(K).

Ejemplos de Grupos de Homologia

Antes de comenzar a calcular los grupos de homologia de algunas superficies, daremos
algo de terminologia, diremos que una cadena c es llevada por subcomplejo L de K si ¢
tiene valor 0 en todo simplejo que no esta en L. Y diremos que dos p-cadenas ¢ y ¢ son
homélogas si ¢ — ¢ = J,41d para alguna p + 1 cadena d. En particular, si ¢ = 0,11d, se
dice que ¢ es homologa al cero, o simplemente que ¢ es una frontera.

Cuando decimos que dos cadenas son homélogas, se refiere basicamente a que las dos
cadenas pertenecen a la misma clase de equivalencia, en el caso de grupos de homologia,
quiere decir que la diferencia de las cadenas pertenece a B,(K) el grupo frontera.

Lema 4. Sea L el complejo de la Figura 1.3 de abajo, cuyo espacio subyacente es un
rectangulo. Sea Bd L el complejo cuyo espacio es la frontera de el rectangulo. Orientar
cada 2-simplejo o; de L en sentido contrario a las manecillas del reloj. Orientar 1-simplejos
arbitrariamente. Entonces:

1) Cada 1-ciclo de L es homdélogo a un 1-ciclo llevado por Bd L.
2) Si d es una 2-cadena de L y si dd es llevado por Bd L, entonces d es un multiplo

de la cadena ) o;.
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Figura 1.3: Complejo L

Ejemplo 2. Sea T que denota el simplejo representado por el rectangulo etiquetado L
de la Figura 1.4; su espacio adyacente es el toro. Entonces

Orientar cada 2-simplejo de L en sentido antihorario; usar la orientacién inducida de
los 2-simplices de T'; sea v que denota la suma de estos. Sea:

wy = [a,b] + [b,c] + [¢,q],
21 = [a,d] + [d, e] + [e,a] .

Entonces 7 genera Hy (T') y wq, 23 representan una base para Hq (T').

a b e a
I (o
d d
e e g\A
n:‘i
e A 1 7
a b c a

Figura 1.4: Toro

Demostracion. Sea g : |L| — |T'| la aplicacién pegar; sea A = g(|Bd L|). Entonces A es
homeomorfo al espacio que es uniéon de dos circulos con un punto en comun. Orientar los
1-simplejo de T arbitrariamente. Ya que g hace identificaciones solo en simplices de Bd
L, los argumentos que se dieron para demostrar el Lema 4 se aplican literalmente y se
tiene lo siguiente:

(1) Cada 1-ciclo de T' es homélogo a un 1-ciclo llevado por A.
(2) Sid esuna 2-cadena de T'y si dd es llevada por A, entonces d es un miltiplo de .

Sin embargo, en el complejo T, se tienen dos resultados mas:

(3) Sicesun l-ciclo de T llevado por A, entonces ¢ es de la forma nw; + mz.
(4) o0y=0.
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Demostrar (3) es facil, dado que A es sélo un complejo de 1-dimension. La demostracion
de (4) es similarmante directa: es claro que 97 tiene valor 0 en cada 1-simplejo de T que
no esta en A. Uno checa directamente que también tiene valor 0 en cada 1-simplejo en A.
El elemento cadena [a,b] por ejemplo, aparece en la expresiéon para doj con valor —1 y
en la expresién para dos con valor +1, asi que 0y tiene valor 0 en [a, b].

Usando estos resultados, podemos calcular la homologia de T. Cada 1-ciclo de T es
homélogo a un 1-ciclo de la forma ¢ = nw; + mz, por (1) y (3). Si un ciclo es un borde,
entonces es el trivial, en efecto, sea ¢ = dd para algin d, entonces por (2) se tiene que
¢ = py para algin p; como 0y = 0 por (4), tenemos ¢ = dd = 0. Concluimos que

H (T)=ZaZ.

y los 1-ciclos w; y z; forman una base para la homologia 1-dimensional.

Calculemos H, (T'), por (2) cualquier 2-ciclos d de T debe de ser de la forma py para
algin p. Cada 2-cadena es en efecto un ciclo, por (4), y no hay 3 cadenas. Concluimos
que:

H2 (T) = Z?
y este grupo tiene como generador al 2-ciclo 7. ]

Ejemplo 3. Sea P? el complejo indicado por el rectangulo etiquetado de la Figura 1.5,
su espacio adyacente es llamado el plano proyectivo. Entonces:

Hy(P?)=7/22 y Hy(P*)=0.

d c h a

Figura 1.5: Plano Proyectivo

Demostracién. Sea g : |L| — |P?|la aplicacién pegar y A = g(|Bd L|); que es homeomorfo
al circulo. Sea v como antes; y sea:

2 = [a,b] + [b,c] + [e,d] + [d, e] + [e, f]+ [f, a] .

Las condiciones (1) y (2) son como en el ejemplo anterior. Los resultados adicionales, son
faciles de comprobar:

(3)  Cada 1-ciclo llevado por A es un miiltiplo de z;.
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De estos hechos, concluimos que
Hy (P*)=Z/22 y Hy(P?)=0.

El elemento no cero de Hj, es representado por el ciclo z;. [

1.2. Homologia Cero Dimensional

Mostraremos que este grupo tiene una facil interpretacion topoldgica que hace su
calculo trivial.

Teorema 4. Sea K complejo. Entonces el grupo Hy(K) es abeliano libre. Si {v,} es una
coleccién que consiste de uno de los vértices de cada componente conexa de | K|, entonces
la clase de homologia de las cadenas v, forman una base para Hy(K).

Demostracion. Paso 1.- Si v y w son vértices de K, diremos que v ~ w si existe una
sucesion
agy ..., Qp

de vértices de K tal que v = ag y w = a,, y a;a;11 es un l-simplejo de K para cada .
Esta relacion es claramente una relacién de equivalencia. Dado v, definamos

C, =U{Stw:v~uw}.

Mostremos que los conjuntos C,, son las componentes conexas de |K]|.

Notemos primero que C, es abierto porque es unién de conjuntos abiertos. Ademas,
C, = Cy si v ~v'. Ahora, mostremos que C, es conexo, en efecto, dado v, sea w ~vy x
un punto de St w. Elejimos una sucesién ay, ..., a,, de vértices de K, como antes. Entonces
la union de lineas formadas por aq, ..., a,, x pertenece a C, : en efecto, a; ~ v por defi-
nicién, asi que St a; C C,, y en particular, el segmento de linea a;a;,1 esta contenida en
C,. Similarmente, el segmento de linea a,x esta contenido en Sta,, el cual esta contenido
en C,. Por lo tanto C, es arco conexo, por lo tanto conexo.

Por 1ltimo, mostremos que si C, y C,y son distintos entonces son disjuntos. Supongamos
que x € C,NC,. Entonces z € St w para algin w equivalente a v, y x € St w' para algin
w’ equivalente a v'. Ya que x esta en el interior de ambos St w y St w’, algin simplejo
de K tiene a w y w' como vértices. Entonces ww’ debe ser un 1-simplejo de K, asi que
w ~ w'. Se sigue que v ~ v, asi que los dos conjuntos C, y C, son iguales.

Siendo conexos, abiertos y disjuntos, los conjuntos C, son necesariamente las compone-
netes conexas de |K|.

Paso 2.- Ahora probemos el teorema. Sea {v,} una coleccién de vértices donde cada
vértice v, esta contenido en su componente conexa C, de |K|. Dado un vértice w de K,
que pertenece a alguna componente conexa de |K|, digamos C,. Por hipétesis, w ~ v,,
por lo tanto existe una sucesion ag, ..., a, de vértices de K, como antes, etiquetados de v,
a w. La 1-cadena

[ag, a1] + [a1, az] + ... + [an-1, an]

tiene como su frontera la O-cadena a,, — ag = w — v,. Asi la 0-cadena w es homéloga a la
cero cadena v,,.
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Ahora mostremos que ninguna cadena no trivial de la forma ¢ = ) n,v, es una frontera.
Supongamos ¢ = 0d para alguna 1-cadena d. Ya que cada 1-simplejo de K pertenece a
una unica componente de |K|, podemos escribir d = »_ d,, donde d,, consiste en todos
aquellos términos de d que son llevados por C,. Ya que dd = > dd, y dd, son llevados por
Cly, concluimos que dd, = n,v,. Se sigue que n, = 0 para cada «. Sea € : Co(K) — Z el
homomorfismo definido tomando €(v) = 1 para cada vértice v de K. Entonces €(d[v, w]) =
e(w—wv) =1—1=0, para cualquier elemento 1-cadena [v,w]. Como resultado, €(0d) = 0
para toda 1-cadena d. En particular, 0 = €(9d,) = € (nava) = Na.- |

Definicién 11. Sea € : Cy(K) — Z un homomorfismo suprayectivo definido por e(v) = 1
para cada vértice v de K. Entonces si ¢ es una 0-cadena, €(C) igual a la suma de los
valores de ¢ en los vértices de K. La aplicacién € es llamada una aplicacién aumento
para Cy(K). Tenemos que notar que €(dd) = 0 si d es una 1-cadena. Definimos el grupo

de homologia reducido de K en dimensién 0, denotado Hy(K), por la ecuacién
Hy(K) = ker ¢/imd.

(Si p > 0, dejamos fIO(K) denota el grupo usual Hy(K).)

Teorema 5. El grupo Hy(K) es abeliano libre, y
Hy(K) ® Z = Hy(K).

Por lo tanto Hy(K') desaparece si | K| es arcoconexo. Si | K| no es arcoconexo, sea {vg} que
consiste de un vértice de cada componente conexa de |K|; sea o un indice fijo. Entonces
las clases de homologia de las cadenas v, —vq,, para a # ayp, forman una base para Hy(K).

Demostracion. Dado una 0-cadena ¢, es homéloga a una 0-cadena de la forma ¢ = > n,v,
y la cadena ¢’ es una frontera sélo si n, = 0 Va. Ahora si ¢ € ker e, entonces €(c) = ¢(c) =
€D nava) = > n, = 0.Si|K| tiene sélo una componente conexa, esto significa que ¢ = 0.
Si | K| tiene mas de una componente conexa, esto implica que ¢’ es una combinacién lineal

de las O-cadenas v, — Vq,- [

1.3. Grupo de Homologia del Cono

Calcularemos el grupo de homologia del n-simplejo, una forma conveniente de hacer
esto es introducir la nocién de cono.

Definicién 12. Supongamos que K es un complejo en R™, y w es un punto de R" tal
que cada rayo que emana de w intersecta |K| en a lo mds un punto. Definimos el cono
en K con vértice w, a la coleccién de todos los simplejos de la forma way...a,, donde
ayp...a, es un simplejo de K, junto con todas las caras de tales simplejos. Denotemos esta
coleccion por w x K.

Mostremos que w* K, es un complejo bien definido, y contiene a K como subcomplejo,
K es llamado a menudo la base del cono.

Primero mostremos que el conjunto {w, ay, ..., a,} es geométricamente independiente:
Si w estuviera en el plano P determinado por ay, ..., a,, podriamos considerar el segmento
de linea que une w a un punto interior  de o = ay...a,. El conjunto Int o, que es abierto
en P, deberia contener un intervalo de puntos de este segmento de linea. Pero el rayo que
va de w a x intersecta a |K| en un sélo punto, por hipdtesis.
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Ahora demostremos que w* K es un complejo. Los simplejos de w* K son de tres tipos:
simplejos ay...a, de K, simplejos de la forma way...a, y el 0-simplejo w. Claramente toda
cara de un simplejo de w * K esta en w * K por definicion. Por otra parte la interseccion
de cualesquiera dos simplejos de la forma way...a, w * K vuelve a ser de la misma forma,
siendo cara de cada uno de ellos, los demas casos se siguen del hecho de que K es complejo.

Ejemplo 6. Si K, es el complejo que consiste del simplejo ¢ = vg...v,, y sus caras,
entonces K, = vg* K, donde s es la cara de o opuesta vy. Asi cada simplejo de dimension
positiva es un cono, Figura 1.6.

< @ @ A4 < g

Figura 1.6: Cono

Definicién 13. Sea w * K un cono. Si ¢ = [ay, ...a,] es un simplejo orientado de K, sea
[w, o] que denota el simplejo orientado [w, a, ...a,] de w * K. Esta operacién estd bien
definida, intercambiar dos vértices en la coleccién [ag, ...a,] resulta en intercambiar dos
vértices en la coleccion |w, ag, ...a,]. Mas generalmente, si:

Cp = § n;og,

es una p-cadena de K, definimos

(w, c,| = an [w, oy] .

Esta operacién corchete es un homomorfismo llevando C,(K) en Cpyq(w * K).
Se calcula finalmente de la férmula frontera:

8[w,0]:{0_w si dim ¢ =0,

o — [w,0] sidim o > 0.
Esto conduce a las siguientes férmulas mas generales:

0w, co] = ¢ — e(co)w,
dw, ¢yl = ¢, — [w,0c,] sip>0.

Teorema 7. Si w * K es un cono, entonces para todo p:

Hy(w* K) = 0.

En general, un complejo cuya homologia reducida es nula en todas las dimensiones se
dice que es aciclico.
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Demostracion. La homologia reducida de w* K se anula en dimensién 0, por que |w * K|
es conexo. Consideremos el caso p > 0. Sea z, un p-ciclo de w * K mostremos que z, estd
en la frontera. Vamos a escribir:

2p = Cp+ (W, dpq],

donde ¢, consiste en los términos de z, que son llevados por K, y d,_; es una cadena de
K. Mostremos que
2, — 0w, ¢,] = 0;

entonces nuestro resultado se prueba. Por calculo directo
zp — 0w, ] = ¢ + [, dp 1] — ¢y + [w, 0¢y] = [w, €,1],

donde e,_1 = d,_1 + Oc, es una cadena de K. Ahora como z, es un ciclo,

0— ep—1 —e(ep—1)w  si p=1,
ep—1 — [w,0ep,—1]  sip> 1.

La parte de esta cadena llevada por K es e,_;; por lo tanto e,_; = 0, concluimos que

2y — 0w, ¢p] = [w, e—1] =0,

como se deseaba. ]

1.4. Homomofismos Inducidos por Aplicaciones Simpliciales

En esta seccién veremos las propiedades funtoriales de las aplicaciones simpliciales, se
definiran las cadenas de homotopias y como influyen estas en los grupos de homologia
inducidas por las aplicaciones simpliciales.

Definiciéon 14. Sea f : K — L una aplicacién simplicial. Si vy...v,, es un simplejo de K,
entonces los puntos f (vg), ..., f (v,) generan un simplejo de L. Definimos un homomorfis-
mo fu : C, (K)— C,(L) definiéndolo en los simplejos orientados como sigue:

[ If o),y fwp)] sif(vo),..., f(v,) son distintos,
Fa ([0, - wpl) = { 0 en caso contrario.

Esta aplicacién estd bien definida; intercambiar dos vértices en la expresion [vy, ..., v,
cambia el signo de la parte derecha de la ecuacién. La familia de homomorfismos {fx},
uno en cada dimensién, es llamado la aplicacion cadena inducida por la aplicacién
simplicial f.

Lema 5. El homomorfismo fx conmuta con 0; por lo tanto fx induce un homomorfismo
fe Hy (K) — Hpy(L).

Demostracion. Necesitamos demostrar que.

Ofu([vo, -y vp]) = f0([vo, .., vp)). (1.2)

Sea 7 un simplejo de L generado por f (vp), ..., f (v,) . Consideremos varios casos.
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Caso 1. dim 7=p. En este caso, los vértices f (vg), ..., f (v,) son distintos y el resultado
es consecuencia inmediata de la definicién de fx y 0.

Caso 2. dim 7 < p — 2. En este caso, el lado izquierdo de (1.2) desaparece por que
f (vo), ..., f (vp) no son distintos, y el lado derecho también desaparece por que para cada
i, al menos dos de los puntos f (vg), ..., f(vi—1), f (Viy1) , .., f (vp) son iguales.

Caso 3. dim 7 = p—1. En este caso, podemos asumir los vértices de manera ordenada,
tal que f (vo) = f(v1),y f (v1),..., f (v,) son distintos. Entonces el lado izquierdo de (1.2)
desaparece por definicién. El lado derecho tiene sélo dos términos no cero, que es igual a:

[ (01) , f (02) oo S (0p)] = [f (v0) , f (02) oo, f (0p)].

Como f (vy) = f (v1), este término se cancela con el otro, como se deseaba.

El homomorfismo f4 lleva ciclos en ciclos, como la ecuacién dc, = 0 implica que
Ofu(cp) = fu0(c,) =0.Y fu lleva fronteras en fronteras, como la ecuacién ¢, = 0d,+1
implica que fu (¢,) = fu (0dpy1) = Ofsn (dpt1). Asi fu induce un homomorfismo f, :
H, (K)— Hy(L) de grupos de homologia. n

Teorema 8. (a) Seai: K — K la aplicacién simplicial identidad. Entonces i, : H,(K) —
H,(K) es el homomorfismo identidad.
(b) Sea f: K — Ly g:L— M aplicaciones simpliciales. Entonces (g o f). = g« 0 fa.

Demostracion. Es inmediato de la definicién que iy es la identidad y (g o f). = g« © fs,
como puede probar. El teorema se sigue. [

Teorema 9. La aplicaciéon cadena fy preserva la aplicacion aumento €, por lo tanto,
induce un homomorfimo f, de grupos de homologia reducida.

Demostracion. Sea f : K — L una aplicacion simplicial. Entonces €(fx(v)) =1y e(v) =1
para cada vértice v de K. Asi eo fy = €. Esta ecuacién implica que f4 lleva el kernel
de ex : Co(K) — Z en el kernel de €, : Co(L) — Z y asi induce un homomorfismo

fo: Hy(K) — Ho(L). -

Sean f,g : K — L aplicaciones simpliciales, entonces estas aplicaciones definen ho-
momorfismos f., g, : Hy(K) — H,(L), la cuestién es cuando f, y g, inducen el mismo
homomorfismo? Para aclarar esto, daremos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 10. Sean f, g definidas como sigue:

p3
L
D2 f N

pO pl Po y41
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f o — Do g:po— Do
P1 — Po P1— D1
P2 — D1 D2 — D2

Saber fu, g4 inducen el mismo grupo de homologia basta con ver si Vz € Z(K), fu(z) y
g (z) son homologos, ya que los grupos de homologia quedan completamente determina-
dos por el grupo de ciclos.

El tnico ciclo del grupo C1(K) es z = [po, p1] + [p1, p2] + [p2, po], notemos que

fa(z) =0y gg(2) = [po, ;1] + [p1, 2] + [p2, Po]
y claramente fx y g4 no inducen el mismo homomorfismo ya que
fo HHEZ —e y g.: HH=27Z — 7.

Ejemplo 11. Con K y L los mismos complejos del ejemplo anterior, ahora definimos f, g
como sigue:

fpo— Do g:po— Do
P1— P1 P1— D1
P2 — D3 D2 — D2

Sea z = [po, p1] + [p1, p2] + [P2, Po] como antes, entonces

fa(2) = [po, p1] + [p1, ps] + [ps.po] ¥ g4(2) = [po, 2] + [p1, p2] + [p2, Po)-
Notemos que f4 y g4 inducen el mismo homomorfismo ya que
fo HHZ2Z -7 vy g.: HH =7 — 7.

Pero esto no es casualidad, observemos que fu(z) — g4(z) = Oad, con d = [po, p1,Dp3] —
[Po, p1,pa). Esto quiere decir que fu(z) y fx(z) son homdlogos, cosa que no pasa en el
ejemplo anterior.

Definicién 15. Sean f,g: K — L aplicaciones simpliciales. Supongamos que para cada
p, uno tiene un homomorfismo

D: Cy(K) > Cpia (L),

que satisface la ecuacion
(9D—D(9:g#—f#.

Entonces D se dice que es cadena homotdpica entre fu y g4.

Teorema 12. Si existe una cadena homotdpica entre f4 y g4, entonces el homomorfismo
inducido por f, v g, son iguales.

Demostracion. Sea z un p-ciclo de K. Entonces
gu(2) — fu(z) = 0Dz + DIz = 0Dz + 0,

asi fu y gu estan en la misma clase de homologia. Asi f.({z}) = g¢.({z}), como se
deseaba. ]
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Cp + I(L)

Dp lap+l
G =Ly oy
(g#)

1.5. Cadenas Complejas y Portadores Aciclicos

Muchas de las definiciones y resultados que hemos visto pretenecen a un contexto mas
general.

Definicién 16. Una cadena compleja € es una familia {C),,0,} de grupos abelianos C,
y homomorfismos:

8,, : Cp — Cp_l,

indexada en los enteros, tal que d, 0 9,41 = 0 Vp.

Si C, = 0 para p < 0 entonces € se dice que es una cadena compleja no negativa. Si
C, es un grupo abeliano libre para cada p, entonces € es una cadena compleja libre. El
grupo

H,(C) =ker 0,/ Im 0,41,

es llamdo el p-ésimo grupo de homologia de la cadena compleja €.
Si € es una cadena compleja no negativa, un aumento para € es un epimorfismo € :
Co — Z tal que €0 0; = 0. La cadena compleja aumento {€, ¢} es la cadena compleja
obtenida de € anadiendo Z = C_; y usando € como el operador frontera en dimension
0. Los grupos de homologia de la cadena compleja aumento son llamados los grupos de
homologia reducida de la cadena compleja original €, relativa a el aumento e.

Definicién 17. Sea € = {C,,0,} y € = {C” 8’} cadenas complejas. Una aplicacién

p’>p
cadena ¢ : € — €’ es una familia de homomorfismos

op: Cp — C’I/)
tal que 0, 0 ¢, = ¢,1 009, Vp.

Una aplicacién cadena ¢ : € — € inducen los homomorfismos

(0:)p : Hp(€) = Hy(L').

Definiciéon 18. Sean ¢, : € — € aplicaciones cadenas, entonces una cadena ho-
motopica de ¢ a ¢ es una familia de homomorfismos

Dp:C'p—>C;)+1

tal que
i1 Dp + Dp10p = Uy, — ¢y, V.
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Definicién 19. Una aplicacién cadena ¢ : € — €' es llamada cadena equivalente
si existe una aplicacién cadena ¢ : &€ — € tal que ¢ o ¢’ son cadenas homotdpicas
a la aplicacién identidad de € y €', respectivamente. Decimos que ¢’ es una cadena
homotdépica inversa a ¢.

Definicién 20. Dadas dos aplicaciones simpliciales f,g : K — L, son llamadas con-
tiguas, si para cada simplejo vy, ...,v, de K, los puntos f(vp), ..., f(vp), g(vo), ..., g(vp)
generan un simplejo 7 de L. (El simplejo 7 puede ser de cualquier dimensién de 0 a 2,41,
dependiendo de cuantos de estos son distintos.)

Pasamos a dar uno de los conceptos y teoremas mas importantes, por ser base en la
demostracion de resultados de gran importancia.

Definicién 21. Sean K y L complejos simpliciales. Un portador aciclico de K a L es
una funcién ® que asigna a cada simplejo o de K, un subcomplejo ® (o) de L tal que:

1.- ®(0) es no vacio y aciclico.
2.- Si s es una cara de o, entonces ®(s) C ¢(o).

Si f: Cp(K) = Cy(L) es un homomorfismo, decimos que f es llevado por ® si para
cada p-simplejo orientado o de K, la cadena f(o) es llevada por un subcomplejo ®(o) de

L.

Teorema 13. (Teorema portador aciclico, version geométrica[12]). Sea ® un portador
aciclico de K a L.

a) Si ¢ y 1 son dos aplicaciones cadena que preservan aumento de €(K) a €(L)
que son llevados por ®, entonces existe una cadena homotépica D de ¢ a 1 que también
es llevado por ®.

b) Existe una aplicacién cadena que preservan aumento de €(K) a €(L) que es
llevada por .

Demostracion. a) Para cada simplejo o = vy...v, de K, sea ®(0) que denota el subcomple-
jo de L, que consiste del simplejo cuyo conjunto de vértices es {¢(vo), ..., ¢(vp), ¥(vo), ..., Y (vp) },
y sus caras. Observemos los siguientes hechos:

1.- ®(0) es no vacio y H;(®(c)) = 0 Vi.

2.- Si s es una cara de o, entonces ®(s) C ®(0).

3.- Para cada simplejo orientado o, la cadena ¢4 (o) y 14 (o) son llevados por
d(0).

Usando estos hechos vamos a construir la cadena de homotdpica requerida D: C,(K) —
Cp+1(L) por induccion en p. Para cada o, la cadena Do debera ser llevada por (o).

Sea p = 0, sea v un vértice de K. Ya que ¢ y ¢4 preservan aumento €(¢x(v) —
¢x(v)) = 1—1 = 0. Ast ¢»(v) — ¢»(v) representa un elemento del grupo homologia
reducido Hy(®(v)). Debido a que este grupo desaperece, podemos elegir una 1-cadena Dv
de L llevada por el subcomplejo ®(v) tal que

(Dv) = tpy(v) — oy (v).

Ahora supongamos que D se define en dimensiones menores que p, tal que para cada
simplejo orientado s de dimensién menor a p, la cadena D es llevada por ®(s), tal que

0Ds + DOs = 14 (s) — pu(s).
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Sea o un simplejo orientado de dimension p. Queremos definir Do de modo que 9(Do)
sea igual a la cadena

¢ = ty(o) — dy(o) — Do,
Note que ¢ es una cadena bien definida; Ddo es definida por do tiene dimensién p — 1.
Ademas ¢ es un ciclo

dc = 0Py(0) =04 (0) —0D(00) = 0y (0) — 0p4(0) — [y (90) — ¢4 (00) — DI(00)] = 0,

aplicando la hipétesis de induccién a la p—1 cadena do. Usando el hecho de que 000 = 0,
vemos que dc = 0.

Por 1ltimo, observemos que c es llevado por ®(o): tanto ¢4 (o) como ¢4 (o) son llevados
por ®(o) por el hecho (3). Para demostrar que Ddo es llevado por ® (o), note que la cadena
OJo es una suma de caras orientadas de o. Para cada cara s, la cadena Ds es llevada por
O(s) y @(s) C ®(o) por el hecho (2). Asi Do es llevado por ®(o).

Como ¢ es un p-ciclo llevado por ®(o) y H,(®(0)) = 0, podemos elegir p + 1 cadena
Do llevada por ®(o) tal que:

0Do = ¢ =4u(0) — ¢pu(0) — Ddo.

Entonces definamos D(—o0) = —D(0), repetimos este proceso para cada p-simplejo o
de K, entonces tenemos la cadena homotopia requerida D de dimension p.

b) Procedemos como sigue: Para cada vértice v de K, definamos ¢(v) como la 0-
cadena ¢ de ®(v) tal que €(c) = 1. Esto lo podemos hacer porque ®(v) es no vacio, asi
€ : ®(v) — Z es suprayectiva (De hecho podemos simplemente elegir a ¢(v) ser un vértice
de ®(v)). Entonces ®(v) preserva aumento y

do(v) =0 = ¢(dv).

Sea 0 = [v, w] un 1-simplejo orientado de K. La cadena ¢ = ¢((0v)) estd bien definida
porque Jv es una O-cadena y ¢ sea definido en dimensién 0. Ademas c es llevado por ®(o),
®(0v) es llevado por ®(v) y ®(w) ambos estan contenidos es ® (o) por (2, definicién de
portador aciclico). Finalmente

€(c) = ep(do) =0,

porque ¢ preserva aumento. Por lo tanto ¢ representa un elemento [/fo(@(a)). Porque ®(o)
es acilico por (1 definicién de portador aciclico), podemos elegir una 1-cadena llevada por
® (o) cuya frontera es c. Denotemos a esta 1-cadena por ¢(o), entonces

0¢(0) = c = ¢(do).

Para el paso de induccion, sea p > 1. Supongamos que dim s < p entonces ¢(s) estd
definida y 0¢(s) = ¢J(s). Sea o un simplejo orientado de dimensién p, buscamos definir
¢(o). La cadena ¢ = ®(0do) esta bien definida por ser una p — 1 cadena. Es llevada por
® (o) ya que ®(Jo) es llevaada por la unién de los complejos ®(s;) donde s; se estiende
sobre las p—1 caras de o, y cada uno de estos complejos esta contenido en (o). Ademas,
¢ es un ciclo ya que

Oc = 0¢(0c) = ¢(00c) = 0.

Aqui aplicamos la hipétesis de induccién a la p — 1 cadena do. Como (o) es aciclico
podemos elegir ¢(o) tal que d¢(o) = ¢, entonces dp(o) = ¢pd(o), como se deseaba. [ |



Capitulo 2

Invarianza Topolégica de Grupos de
Homologia

En el capitulo anterior, definimos una funcién (operdaor frontera) que asigna a cada
complejo simplicial K una sucesién de grupos abelianos llamados grupos de homologia.
Ahora probaremos que estos grupos dependen solamente del espacio topoldgico adyacente
de K. La forma en que se aborda este problema es estudiar las aplicaciones continuas de
un politopo |K| en otro, y lo que estas aplicaciones hacen en los grupos de homologia.
Mostraremos que toda aplicacién continua h, : |K| — |L| induce de forma natural un
homomorfismo h, : H,(K) — H,(L) de grupos de homologia de los correspondientes
complejos simpliciales. Recordemos que los homomorfismos estudiados anteriormente se
inducian a través de aplicaciones simpliciales, pero en caso general no toda aplicaciéon con-
tinua de un politopo a otro es una aplicacion simplicial, en este capitulo nos dedicaremos
a demostrar que cualquier funcién cotinua h puede ser aproximada por una aplicacién
simplicial f, y que el resultado del homomorfismo inducido sélo depende de h, no de la
aproximacion simplicial elegida.

Ademas cuando h es un homeomorfismo de espacios topoldgicos, entonces h, es un
isomorfismo de grupos. La invarianza topoldgica de los grupos de homologia se sigue.

2.1. Aproximacion Simplicial

Estudiaremos lo que significa que cualquier funcién continua pueda ser “aproxima-
da”por una aplicacién simplicial.

Definicién 22. Sea h : |K| — |L| una aplicacién continua. Decimos que h satisface la
condicion estrella con respecto a K y L si para cada vértice v de K, existe un vértice
w de L tal que:

h(St v) C St w.

Lema 6. Sea h : |K| — |L| que satisface la condicién estrella con respecto a K y L.
Elijamos f : K — L de manera que cada vértice v de K,

h(St v) C St f(v).

(a) Dado 0 € K. Elijamos © € Int o; y 7 de manera que h(z) € Int 7. Entonces f
lleva cada vértice de o a un vértice de 7.

(b) f puede extenderse a una aplicacién simplicial de K en L la cual denotamos
también por f.
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(c) Si g: K — L es otra aplicacién simplicial tal que h(St v) C St g(v) para cada
vértice v de K, entonces f y g son contiguas.

Demostracion. (a) Sea 0 = vy...v,. Dado x € St v; Vi, por hipdtesis
h(z) € h(St v;) C St f(v;).

Esto significa que h(z) € Stf(v;) Vi. Por lo tanto, los puntos {f(v), ..., f(v,)} deben ser
un subconjunto de los vértices 7.

(b) Ya que f lleva los vértices de o a vértices de un simplejo de L, puede extenderse
a una aplicacién simplicial f : K — L.

(c) Sea o, x y T como antes, ya que
h(z) € h(St v;) C St g(v;),

para i = 0, .., p, los vértices g(v;) también son vértices de 7. Por lo tanto f(vg), ..., f(vp),
g(vp)..., g(v,) generan una cara de 7, asi f y g son contiguos. |

Definicién 23. Sea h : |K| — |L| una aplicacién continua. Si f : K — L es una aplicacién
simplicial tal que:
h(St v) C St f(v),

para cada vértice v de K, entonces f es llamada una aproximaciéon simplicial para h.

Lema 7. Sea f : K — L una aproximacién simplicial de h : |K| — |L|. Dado z € |K],
existe un simplejo 7 de L tal que h(z) € Int 7y f(x) € 7.

Demostracion. Del inciso (a) del Lema 6, dado = € | K| tal que h(z) € Int 7T se tiene que
f(z) er. u

Lema 8. Sean h: |[K| — |L| y k: |L| — | M| con aproximaciones simpliciales f : K — L
y g : K — L respectivamente. Entonces g o f es una aproximacién simplicial de k o h.

Demostracion. Sabemos que g o f es una aplicaciéon simplicial. Si v es un vértice de K,
entonces:

h(St v) C St f(v),

porque f es una aproximacién simplicial de h. Se sigue que :

k(h(St v)) C k(St f(v)) C St(g(f(v)),

porque g es una aproximacion simplicial de k. [

Observemos que si h : |K| — |L| es una aplicacién continua que satisface la condicién
estrella con respecto a K y L, existe un homomorfismo bien definido

h. : Hy(K) — H,(L)

tomando h, = f,, donde f es cualquier aproximacion simplicial de h. Cuando nos referimos
a la expresién “bien definido”, quiere decir que si dada g otra aproximacién simplicial de
h entonces fu vy gu inducen el mismo homomorfismos. En efecto por el Lema 6 inciso ¢)
se tiene que f y g son contiguas. Ahora mostrar que inducen el mismo homomorfismo
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por el Teorema 12 basta con demostrar que existe una cadena homotdpica entre fu y g4.
Construir tal cadena homotépica se sigue del Teorema 13 inciso a) cambiando ®(o) por
L(o).

Sin embargo, en general una aplicacién continua arbitraria h : |K| — |L| no satisface
la condicién estrella respecto a K y L, por lo tanto no podemos definir un homomorfismo
h, como antes. Para esto se tienen dos ideas:

Primera, mostraremos que dada h : |K| — |L|, es posible “subdividir” K, formando
un nuevo complejo K’ con el mismo espacio adyacente de K, tal que h que satisface la
condicién estrella respecto a K’ y L. Este paso es totalmente geométrico, y se abordara
en la seccion 2.2.

Segundo, mostraremos que la aplicacién identidad i : |k’| — | K| que posee una aproxi-
macién simplicial g : K’ — K, el cual induce un isomorfismo en los grupos de homologia
g«. Este paso es completamente algebraico y se llevard acabo en la seccion 2.3. El homo-
morfismo h, : Hy(K) — H,(L) inducido por h es entonces definido por h, = f, 0 g™,
donde f es una aproximacién simplicial de h, respecto a K’ y L. Las propiedades de este
homomorfismo se concluiran en la seccién 2.4 .

2.2. Subdivisiéon Baricéntrica y Teorema de Aproximaciéon Sim-
plicial

En esta seccién mostraremos que un complejo finito, puede ser “subdividido” por
simplejos tan pequenos como se deseé.

Definicién 24. Sea K un complejo simplicial en R™. Un complejo K’ se dice que es una
subdivision de K si :

(1)Cada simplejo de K’ esta contenido en un simplejo de K.
(2)Cada simplejo de Kes igual a la unién finita de simplejos de K.

Lema 9. Sea K’ una subdivision de K. Entonces para cada vértice w de K’ existe un
vértice v de K tal que:

St(w, K') C St(v, K).

En efecto, si o es el simplejo de K tal que w € Int o, entonces esta inclusién se tiene
precisamente cuando v es un vértice de o.

Demostracion. Si esta inclusién se tiene, entonces puesto que w pertenece a St(w, K'), w
también pertenece al interior de algin simplejo de K que tiene a v como un vértice.

Reciprocamente, supongamos w € Int o y v es un vértice de o. Es suficiente mostrar
que:

|K|— St(v,K) C |K| — St(w, K').

El conjunto del lado izquierdo de esta inclusiéon, es la uniéon de todos los simplejos de
K que no tienen a v como un vértice. Por lo tanto también es la unién de los simplejos
7 de K’. No hay tal simplejo 7 que pueda tener a w como un vértice, porque w € Int
o C St(v, K). Asi cualquiera de tales simplejos pertenecen a |K| — St(w, K'). n

Lema 10. Si K es un complejo, entonces la interseccion de cualquier colecciéon de sub-
complejos de K, es un subcomplejo de K. Reciprocamente si {K,}, ., es una coleccién
de complejos en R”, tal que Yo, B € I |K,| N |Kj| es el politopo de un complejo que es
un subcomplejo de K, y Kp, entonces la uniéon U K, es un complejo.
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Ahora describiremos un paso del proceso de subdivision.

Definicién 25. Sea K un complejo; supongamos que L, es una subdivisién de la p-
estructura de K. Sea ¢ un p + 1-simplejo de K. El conjunto Bd o es el politopo de un
subcomplejo de la p-estructura de K, y por lo tanto de un subcomplejo de L,; denotemos
este tltimo subcomplejo por L,. Si w, es un punto interior de o, entonces el cono w, * L,
es un complejo cuyo espacio subyacente es o. Definimos Lpy; a la unién de L, y los
complejos w, * L,, ¥V p + 1-simplejo o € K. Mostremos que L, es un complejo, se dice
que es la subdivisién de K®*! obtenida por fijar L, a los puntos w,.

Para verificar que L,;; es un complejo, notemos que:
\wy * Ly| N|L,| = Bd o,

que es el politopo de el subcomplejo L, de tanto w, * L, y L,. Similarmente si 7 es otro
p + l-simplejo de K, entonces los espacios |w, * L, | y |w, * L,| intersectan en el simplejo
oN7 de K que es el politopo de un subcomplejo de L, y por lo tanto de ambos L, y L.
Se sigue del Lema 10 que L,;; es un complejo.

Definiciéon 26. Si o = vy...v, el baricentro de o es definido como el punto:

N |
—11)
i:0p+

*

g = -

Es el punto que pertenece al Int o, donde todas las coordenadas baricéntricas con respecto
a los vértices de o son iguales.

Definicién 27. Sea K un complejo. Definimos una sucesiéon de subdivisiones de las es-
tructuras de K como sigue: Sea L) = K ) la O-estructura de K. En general, si L, es
una subdivisién de la p-estructura de K, sea L,; la subdivisién de los p 4 1-estructuras
obtenidas por fijar L, a los baricentros de los p + 1-simplejos de K. Por el Lema 10, la
union de los complejos L, es una subdivisién de K. Es llamada la primera subdivisién
baricéntrica de K y denotada por sd K.

Habiendo formado un complejo sd K, podemos ahora construir su primera subdivision
baricéntrica sd(sdK), la cual denotamos por sd?K. Este complejo es llamado la segunda
subdivision baricéntrica de K. En general se define sd" K de la misma manera.

En la Figura 2.1, se presentan la primera y segunda subdivisiéon baricéntrica del comaplejo
K

Utilizaremos la notacién o; > o5 en el sentido "oy es una cara propia de o1.”

Lema 11. El complejo sd K es igual a la coleccién de todos los simplejos de la forma:

*

* %k
0105...0,,

donde o1 = 09 = ... = 0p,.

Demostracion. Probemos este hecho por induccion. Es inmediato que los simplejos de
sd K que estan en la subdivision de K son de esta forma.(Cada simplejo es un vértice
de K, y v* = v para cada vértice.)

Supongamos ahora que cada simplejo de sd K que esta en ‘K (7’)‘ es de esta forma.

Sea 7 un simplejo de sd K que esta en ’K(p“)’ y no en ’K(p)’. Entonces 7 pertenece
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l'o

Figura 2.1: Subdivision Baricéntrica

a uno de los complejos ¢* * L,, donde ¢ es un p + 1-simplejo de K y L, es la primera
subdivisién baricéntrica de el complejo que consiste de las caras propias de o. Por hipotesis
de induccion cada simplejo de L, es de la forma ojo;...0), donde o1 > 09 > ... = 0, y 01
es una cara propia de o. Entonces 7 también es de la forma:

* * * *
o*.0y05...00,
que es la forma deseada. [

Teorema 14. Sea K un complejo, dotemos a |K| de una métrica, entonces para £ > 0
fijo, existe N € N tal que cada simplejo de sd¥ K tiene didmetro menor que e.

Demostracion. |K| es compacto, por ser unién finita de subespacios compactos, por lo
tanto es irrelevante cual métrica usemos para |K|.(Por que si d; y dy son dos métricas para
| K|, entonces la aplicacién identidad de (|K|,d;) a (|K|,ds) es uniformemente continua.
Asi dado € > 0, existe § > 0 tal que cualquier conjuto con d;-didmetro menor que ¢§ tiene
dy-didmetro menor que €). Por lo tanto también podemos utilizar la siguiente métrica en
RTL

|lr — y| = méx |x; — y;|, coni € {1,...,n}.

Paso 1.- Mostremos que si o = v...v,, es un simplejo, entonces el didmetro de o es
igual al nimero [ = méx |v; — v;|, que es la maxima distancia entre los vértices de o. Ya
que v;, v; € o se tiene que diam(o) > [. Probemos la desigualdad inversa.

Primero mostremos que |z — v;| < [ para todo z € 0. Consideremos la bola cerrada
centrada en v; de radio [ en R™ definida por la ecuacion:

B(v;,l) ={x e R": |z —v| <I}.

B(v;,1) es un conjunto convexo, por lo tanto, ya que contiene todos los vértices de o,
también contiene a o. Entonces |x — v;| < [ para = € o.

Ahora mostremos que |x — z| < [ para todo z,z € o, obteniendo diam(o) < [ como
deseabamos. Dado x € o, consideremos la bola cerrada B(z;[). Este conjunto contiene
todos los vértices de o, por el resultado de el parrafo anterior. Como es convexo, contiene
a o, asi que |x — z| <[ para x,z € 0.
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Paso 2.- Mostremos que si o tiene dimension p, entonces para cada z € o,

lo* — 2| < b 1diam(0).
En efecto, notemos que
p p 1 p P
vy — 0| = |vg — —;| < vy — v;)| < | —— | max|vg — v;| < | —— | diam(o).
ool = 1o = 3 g £ D2t — )| < (g mich —ul < () dnio)

Un célculo similar vale para |v; — o*|. Por lo tanto la bola cerrada centrada en o* de radio
(p/(p + 1))diam(o) contiene todos los vértices de o y por convexidad, contiene a o.

Paso 3.- Mostremos que si ¢ es un p-simplejo y 7 es un simplejo en la primera subdi-
visién baricéntrica de o, entonces

. P .
diam(7) < | —— | diam(o).
7)< (527 ) diam(o)

Procederemos por induccién. El resultado es trivial para p = 0; supongamos que es
verdadero en dimensiones menores que p. Sea ¢ un p-simplejo. En vista del Lema 11 y
del Paso 1, es suficiente mostrar que si s y s’ son caras de o tal que s > s’ entonces:

5" — & < <%) diam(o).
p

Si s es igual a o esta desigualdad se sigue del Paso 2. Si s es una cara propia de o de
dimensién ¢, entonces

|s* — &' < (%) diam(s) < <%) diam(o).
q p

La primera desiguldad se sigue por la hipotesis de induccién; y la segunda del hecho que
f(z) =x/(x + 1) es creciente para x > 0.

Paso 4.- Sean K de dimensién n y d el maximo didmetro de un simplejo de K. Del
Paso.- 2 se sigue que el didmetro méximo de un simplejo en la N-ésima subdivision
baricéntrica de K es (n/(n+1))Vd, como (n/(n+1)) < 1 la sucesién {(n/(n + 1))Nd}N€N
es convergente y converge a 0, por lo tanto dN; € N, tal que VN > N; se tiene que
(n/(n+1))Vd < e. |

Ya podemos mostrar que si h : |K| — |L| es una aplicacién continua, entonces existe
una subdivisién K" de K tal que h posee una apriximacion simplicial f : K"— L.

Teorema 15. (Teorema de aproximacion simplicial) Sean K y L complejos. Dada una
aplicacién continua h : |K| — |L|, existe un N € N tal que h tiene una aproximacién
simplicial f : sdVK — L.

Demostracion. Sea A = U {h~'(St w)} una cubierta abierta de |K|. Como |K| es un

weL(©)
espacio métrico compacto, existe un nimero A tal que cualquier conjunto de diametro

menor que A\ esta en uno de los elementos de A, este nimero es llamado nimero de
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Lebesgue para A. Si no hubiese tal A, uno podria elegir una sucesiéon C,, de conjuntos,
donde C), tiene didmetro menor que 1/n, pero no es ningtin elemento de A. Elijjamos la
sucesion {z,}, .y tal que x, € C, pero x, # Cyhy1, por la compacidad de |K]|, existe
alguna subsucesion {x,, };,.y que converge a algin = € |K|. Por otra parte x € A para
algin A € A por ser cubierta abierta. Como A es un conjunto abierto, 3 ¢ > 0 tal que
B(xz,e) C A, por lo tanto C,,, C A para n; > ¢, contrario a la construccién.

Elijamos N € N tal que sd¥ K tenga didmetro menor que /2. Entonces cada estrella
con vértice en sdV K tiene didmetro menor que A, por lo que se encuentra en unos de
los conjuntos h~1(St w). Entonces h : |[K| — |L| satisface la condicién estrella relativa a
sdVK y L, y la aproximacién simplicial deseada existe. [

2.3. Subdivision Algebraica

En estd seccion probaremos que si K es cualquier complejo y si K es una subdivision
de K, entonces existe una cadena de aplicaciones definida como A : C,(K) — C,(K)
llamado el operador subdivisién que induce un isomorfismo de grupos de homologia . Por
lo tanto, si g : K'— K es cualquier aproximacion simplicial a la aplicacién identidad de
| K|, entonces A\ y g4 son cadenas homotdpicas invesas una a la otra, asi g, es también un
isomorfismo.

Lema 12. Sea K’ una subdivisién de K. Entonces la aplicacién identidad i : |K| — |K]|
tiene una aproximacion simplicial:

g: K— K.
Sea 7 un simplejo de K"y sea ¢ un simplejo de K; si 7 C o, entonces g(7) C o.

Demostracion. Por el Lema 9, la aplicacion ¢ tiene una aproximacion simplicial g. Dado
T C 0, sea w un vértice de 7. Entonces w esta en el interior de ¢ o en una cara de o.
Entonces g lleva w en un vértice de o por el Lema 6. [

Definicién 28. Sea K" una subdivisién de K. Si ¢ es un simplejo de K, sea K(o) que
denote el subcomplejo de K que consiste de o y sus caras, y sea K{o) que denota el
subcomplejo de K cuyo politopo es o.

Teorema 16. (Teorema de subdivisién algebraica [12]) Sea K una subdivisién de K.
Existe una tnica aplicacién cadena que preserva aumento

A €(K) — ¢(K)

tal que A(o) es llevado por K{o) para cada 0. Si g : K'— K es una aproximacién simpli-
cial a la identidad. Entonces A y g4 son cadenas homotdpicas inversas, por lo tanto A, y
gs son isomorfismos.

Llamamos a A el operador subdivision.

Demostracion. Paso 1.- Mostremos primero que el teorema se cumple si K’ satisface la
condicién de que para cada o € K la subdivisién inducida K{o) de o es aciclico. Usaremos
el Teorema 13 | la version geométrica de el teorema del portador aciclico. Definamos
portadores aciclicos como sigue:

A
VOKZKOO.
e
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T

\ N i ’
RERTRN o K'(o,)

Figura 2.2: Portadores

Los portadores ¥ y A son faciles de definir; establecidos

V(o) = K(0),
Ao) = K{o),

para cada o € K. El complejo K (o) es aciclico por que consiste de un simplejo y sus caras,
y el complejo K{o) es aciclico por hipédtesis. La condicién de inclusién para cualquier
portador aciclico es inmediata; si s < o, entonces K(s) C K(o) y K(s) C K{o).

Para definir © y ®, procedemos como sigue: Para cada simplejo 7 € K, sea o, el
simplejo de K de menor dimensién tal que 7 C o,. Entonces si ¢ es una cara de T,
tenemos o; C 0,. Ya que ambos 0; y o, contienen a t, la interseccion también contiene a
t; como o, tiene dimensiéon minima, entonces o; debe ser igual a la interseccién. Definimos:

O(r) = K(o,),
®(7) = K(o-);

ambos complejos son aciclicos. La condicion de inclusion se sigue del hecho que si t < 7,
entonces o; C o,. Ver Figura 2.2, la cual ilustra estos portadores en el caso donde K’ =
sdK. Por el Teorema 13 existen aplicaciones cadenas A\ y 6

A
Cp(K) = Gp(K)
0
que preservan aumento y son llevados por A y ©, respectivamente.

Ahora la aplicacién identidad C,(K) — C,(K) es llevabada por ¥ (trivialmente).
Mostremos que 6o A es también llevado por ¥; de donde se sigue que o A es una cadenas
de homotopica a la identidad. Si o es un simplejo de K, entonces (o) es una cadena de
K{o). Ahora cada simplejo 7 en la subdivisién K{o) de o esta contenido en o, de donde
o, que es igual a ¢ 0 a una cara de . En cualquier caso, si 7 aparece en la cadena A(0),
entonces 6(7) es llevado por K(o,) C K(o). Asi 8(\(0)) es una cadena de K (o), asi § o A
es llevada por V.
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La aplicacién identidad C,(K) — C,(K) es llevada por ®; para 7 que esta contenido
en o, por definicién, asi pues 7 es un simplejo de K{o,). Mostremos que A o 6 es una
cadena homotdpica a la identidad. Si 7 € K, entonces 0(7) es llevado por el complejo
K(0,) que consiste de o, y sus caras, por lo que es igual a la suma de caras orientadas
de o,. Ahora si s es cualquier cara de o,, entonces A(s) es llevado por K{s) C K{o,). Se
sigue que A(6(7)) es llevado por K{o,) = ®(7), como se deseaba.

La discusién anterior es independiente de la eleccion de las aplicaciones cadena par-
ticulares € y A. Una opcion para 6 es la aplicacién cadena gy4; se sigue del anterior lema
que gy es llevado por ©. Por lo tanto, g4 y A son cadenas homotopicas inversas.

Mostremos que A es tnica. Supongamos que X es otra aplicacion cadena que prese-
va aumento llevada por A. Entonces por el Teorema 13, existe una cadena homotopica
D, también llevada por Aentre A y X. Observemos que si ¢ es un p-simplejo, entonces
A(o) = K{o) es un complejo de dimension p. Ya que D(o) es un p+ 1 cadena llevada por
K1{o), que debe de ser cero. Asi D es idénticamente cero, la ecuacién 0D + D9 = X — X,
ahora implica que A = X.

Paso 2.- El toerema se cumple si K'= sd K. En este caso, dado ¢ € K, el complejo
K{o) es un cono. En efecto, K{o) es igual o* % J, donde J, es la primera subdivisién
baricéntrica de Bd o. Y sabemos del Teorema 7 que los conos son aciclicos.

Este es un lugar donde la subdivisiéon baricéntrica es esencial para la prueba.

Paso 3.- El teorema es verdadero si K” = sdV K. En vista del Paso 1, es suficiente
probar que para cualquier simplejo o de K, el complejo sd™¥ K (o) es aciclico. Esto se sigue
del Paso 2, que implica que para cualquier complejo L

i

H;(L) = Hy(sd L) = H;(sd?L) = ...

En particular, si L es aciclico, también lo es sd"V L.

Paso 4.- El teorema se cumple en general. En vista del Paso 1, es suficiente probar
que si 0 € K y si K es cualquier subdivisién de K, entonces K{o) es aciclico.

Sea L = K(o) y I'= K'{o). Entonces L es aciclico, y deseamos probar que L’ también
lo es. Procederemos como sigue. Sea g : L — L'una aproximacién simplicial a la identidad.
Elegimos N de modo que la aplicacién identidad i : |L'| — |L’| posee una aproximacién
simplicial f : sdV L — L, para esto necesitamos el Teorema 15. Procediendo similarmente
elegimos M tal que la identidad tiene una aproximacién simplicial k : sd (L) — sd™¥ L.

Ahora observemos que g o f es una aproximacion simplicial a la identidad, de manera
que por el Paso 3 (g o f), = g.o fi es un isomorfismo. Por la misma razén (f o g), = f.og.
es un isomorfismo. El primer echo implica que f, es inyectiva y el segundo implica que f,.es
suprayectiva. Asi f, es un isomorfismo. Finalmente por que g, o f, y fs son isomorfismos,
asi lo es g. Asi L es aciclico. [

2.4. Invarianza Topolégica de los Grupos de Homologia

En esta seccion probaremos el teorema méas importante de este capitulo, La Invariancia
de los Grupos de Homologia simpliciales.

Definicién 29. Sean K y L complejos simpliciales y h : |K| — |L| una aplicacién
continua. Elegir una subdivision K’ de K tal que h posee una aproximacién simplicial
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f: K — L.Sea \: €(K) — €(K') el operador subdivisién. Definimos el homomorfismo
inducido por A
he : Hy(K) — Hy(L),

por la ecuacion h, = f, o A,.

Note que una vez que K’ ha sido elegido, el homomorfismo h, es independiente de la
aproximacién simplicial f : K’ — L de h, que se haya elegido. Porque cualesquiera dos
aproximaciones simpliciales son contiguas.

Observemos también que si g : K’ — K es una aproximacion simplicial a la aplicacién
identidad ik de | K| en si mismo, entonces A, y g, son inversas una a la otra. Por lo tanto,
una podria igual definir:

he = fio (g*)_l'

Usemos este hecho para mostar que h, es independiente de la eleccién de la subdivision
de K'. Supongamos que K” es otra subdivisién de K tal que h tiene una aproximacién
simplicial K" en L. Mostremos que si h, es definida usando la subdivisién K” el resultado
es el mismo que con K.
La demostracion es especialmente facil en el caso cuando la aplicacion identidad de
| K| tiene una aproximacién simplicial k: K” — K’, como el siguiente diagrama:
7 Z

< - , K
K!l FI/ in

‘ \-f\,L

Entonces ya que g o k y f ok son aproximaciones simpliciales a la identidad y a h,
respectivamente, el homomorfismo h, definido mediante la subdvisién K”, igual en la
composicion:

(fok)o(gok)i' = (fiok)o(geok)™ = fiogl.

El resultado es el mismo como cuando h, es definido usando la subdivisiéon K’. El caso
general es probando eligiendo una subdivision K de K tal que la aplicacién identidad
tiene aproximaciones simpliciales:

ki K" - Ky ke K" — K.

Entonces usando K" para definir h, da el mismo resultado que usando K’ o K”.

Hay que senalar que, hablando con propiedad, el homomorfismo h, no sélo depende
de los espacios X = |K|y Y = |L| y la aplicacién continua h: X — Y, si no también en
particular, de los complejos K y L cuyo politopo son X y Y, respectivamente. Si M y
N son otros complejos cuyos politopos son X y Y, respectivamente, entonces h también
induce un homomorfismo

he: Hy(M) — H,(N).

Realmente se debe utilizar una notacién como (hx 1)« y (harn)« para distinguir entre los
homomorfismos. Vamos a abusar de la terminologia, sin embargo, y el uso de la notacién
sencilla h,, apoyandose en el contexto para que su significado sea claro.

Teorema 17. (Propiedades Funtoriales) La aplicacién identidad i : |K| — |K| induce
el homomorfismo identidad i,: H,(K) — H,(K). Si h: |K| — |L| y k : |L| — |M| son
aplicaciones continuas, entonces (ko h), = k, o h,. Los mismos resultados se tienen para
la homologia reducida.
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Demostracion. Que i, es la identidad es inmediato de la definicién. Para comprobar la
segunda afirmacién, elegimos fo: L'— My go: L'— L como aproximaciones simpliciales a
k y i1 respectivamente. Entonces elegimos f,: K'— L'y g;: K'— K como aproximacio-
nes simpliciales a k y 4|, respectivamente. Tenemos el siguiente diagrama de aplicaciones
continuas y aplicaciones simpliciales: ahora fjyo f; es una aproximacién simplicial a ko h,

k| 2 & |z
K L M

go]/f

0
& L
e

A S

por lo tanto,
(koh)=(foo fi)eo(g1). ",
por definicion ya que gg o f; es una aproximacién simplicial a h, tenemos:

he=(goo f1)so(g1)," vy k= (fo)ro(g0) ",

de nuevo por definicién. La combinacién de estas ecuaciones y aplicando el Teorema 8,
obtenemos el resultado deseado

(koh), =kyoh,.

Corolario 18. (Invariancia topolégica de grupos de homologia [12]) Si h: |K| — |L] es
un homeomorfismo, entonces h,: H,(K) — H,(L) es un isomorfismo.

Demostracion. Sea k: |L| — |K| la inversa de h. Entonces h, o k, igual (i|z|). y ki o h,
igual (ik|)«. Asi hy ok, y ki o h, son isomorfismos, asi h, es un isomorfismo. [

2.5. Grupos de Homologia de la Esfera y Bola

Con ayuda del corolario anterior, obtendremos los grupos de homologia de la esfera y la
bola, bajo homeomorfismos ya que estos inducen isomorfismos en los grupos de homologia
simpliciales. En esta seccién utilizaremos la notacion (ay, ..., a,) por ag...a, un simplejo
orientado para no prestar los cdlculos a confusion.

Ejemplo 19. Grupo de Homologia de la Esfera.

Demostracion. El complejo del tetraedro estd dado por

K = {po, 1,02, p3, (Pop1), (Pop2), (Pops), (p1p2), (P1ps), (P2p3), (Pop1p2),
(p0p1p3) ) (popzps) ) (p1p2p3) }

Ahora el grupo de homologia Hy(K) = Z, ya que el tetraedro es un conjunto arcoconexo.
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b3

p2

Calculemos el grupo de homologia H;(K), sea

z = a(pop1) + b(pop2) + c(pop3) + d(pip2) + e(p1ps) + f(p2ps3),

bo P

un elemento de Z;(K), con a,b,c,d, e, f € Z. Entonces

01(z) = a(p1 — po) + b(p2 — po) + c(ps — po) + d(p2 — p1) + e(ps — p1) + f(p3 — p2)
=(—a—b—c)pp+(a—d—e)py+ (b+d— f)pa+ (c+e+ fps = 0.

Por lo tanto

a+b+c=0,
a—d—e=0,
b+d—f=0,
ct+e+ f=0.

Por otra parte, sea
c = i(pop1p2) + j(pop1ps) + k(pop2ps) + L(p1p2ps),

un elemento de Cy(K). Si b= 0yc € By(K), entonces
b= i[(p1p2) — (pop2) + (pop1)] + j[(P1p3) — (Pops) + (pop1)] + k[(p2ps) — (pops) + (pop2)]

+ I[(pap3) — (p1ps) + (p1p2)]
= (i +7)(pop1) + (k — i) (pop2) + (=K — ) (pop3) + (i + 1) (p1p2) + (5 — 1) (p1ps3)

+ (k + 1) (paps).-
Tomandoa =1+ j,b=k—i,c=—-k—j,d=i+l,e=j5—1y f=k+1I, sesigue que
Z1(K) =€ B;(K). Por lo tanto

H(K) = gig; =~ {0}.

Por tltimo calculemos el grupo de homologia Hy(K), sea
z = i(pop1p2) + 3 (pop1ps) + k(popaps) + L(p1p2ps),
un elemento de Z5(K) con i, j, k,l € Z, luego
92(2) = (i + j)(pop1) + (k — 1) (pop2) + (=k — j)(pops) + (i + D)(p1p2) + (7 — 1) (p1ps)
+ (k4 1)(p2p3) = 0,
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porlotantot+j=0,k—1=0,k+j=0,1+1=0,7—1=0y k+1 =0, es decir que
k=—l=—j=1i,deesto Zo(K) = {i((pop1p2) — (pop1p3) + (Popaps) — (P1paps3)) : i € Z},
por otra parte By(K) = {0}, ya que no hay 3-simplejos, se sigue

Hy(K) = Z,(K) 2 Z.

Ejemplo 20. Grupo de homologia de la Bola.

b3

bo

Demostracion. El complejo del prisma rectangular esta dado de la siguiente manera

K = {P07P1,P2,p37 (Popl), (P0P2)7 (Pop:a), (P1p2), (p1p3), (p2p3), (P0P1p2)7
(Pop1p3), (Pop2ps), (P1p2p3), (Pop1P2p3) }-

Es claro que los grupos de homologia de la bola Hy(K) = Z y Hy(K) = {0}; por el
ejercicio anterior, falta calcular Ho(K), ya que ahora si tenemos un 3-simplejo, entonces
solo falta calcular By(K). Sea

¢ = i(pop1p2ps),
un elemento de C5(K). Si b= 03(c) € By(K), entonces:

05(c) = i[(pipaps) — (popaps) + (popips) — (popip2)l,
i € Z, se sigue que By(K) = Z3(K) , por lo tanto:

Hy(K) = {0}.

Ejemplo 21. Grupo de homologia del Circulo.
P2

IR

Po P1
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Demostracion. El complejo de la frontera del tridngulo esta dada por

K = {po,p1,p2, (popl), (p1p2)7 (P2po)}-

Como el tridngulo es arcoconexo entonces Ho(K) = Z. Ahora calculemos el grupo de
homologia H;(K), sea
z =i(pop1) + J(p1p2) + k(p2po),

un elemento de Z;(K), entonces:

O(2) = i(p1 = po) + j(p2 — p1) + k(po — p2)
= (k—d)po+ (i — j)pr + (j — k)p2
=0,
coni,j,k € Z, entonces k —1=0,1— 7 =0,57 —k =0, por lo tanto k = —j = 1, es decir,
Z1(K) = {i((pop1) — (pop2) + (p1p2)), con i € Z} por otra parte como no hay 2-simplejos
se tiene que B;(K) = {0}, entonces:

Hy(K) = 7,(K) 2 Z.

Ejemplo 22. Grupo de homologia del Disco.
P2

IR

L 4 4

Po P1

Demostracion. El complejo triangulo esta dado por

K = {p07p17p27 (popl), (p1p2), (P2P0)7 (P0P1p2)}-

Como anteriormente mencionamos el grupo de homologia Hy(K') = Z, por ser un conjunto
arcoconexo, ahora por el ejercicio anterior solo falta calcular By (K). Sea

¢ =i(pop1p2),
un elemento de Cy(K). Si b = 02(pop1p2) € B1(K),entonces:
b= 0yc = i((p1p2) — (Pop2) + (Pop1)),
con i € Z, de esto By (K) = Z1(K), luego
H,(K) = {0}.

Ejemplo 23. Ahora calcularemos el grupo de homologia del espacio ocho.
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Ps P2
* K
e
Po
P P

Demostracion. El complejo K esta dado de la siguiente manera (sentido antihorario)

K = {po, p1, P2, 3, D1, (Pop1), (P112), (P2p0), (Pop4), (Paps), (P3po) }-

Comencemos con Hy(K), tenemos

= {01 (i(pop1) + J(p1p2) + k(p2po) + L(popa) + m(paps) + n(pspo)) :
i,j,k,l,m,n € Z}
= {i(pr — po) + j(p2 — p1) + k(po — p2) + 1(ps — po) + m(ps — pa) + n(po — p3) :
i’j’ k7l7m7n e Z}
={(=i+k—=1+n)po+ (i—j)p1+ (j — k)p2 + (m —n)ps + (I —m)py :
i3, k,l,m,n € Z}

Por otra parte Zy(K) = Co(K) = {apo + bp1 + cps + dps + epy : a,b,c,d, e € Z}, defi-
namos f : Zy(K) — Z por la ecuacin f(apy + bp1 + cp2 +dps + eps) =a+b+c+d+e.
Es claro que f es un homomorfismo suprayectivo. Ahora

Ker(f) = f7'(0)
= {f(apo+bp1 + cpo+dps +eps) =a+b+c+d+e=0:
apo + bpy + cpz + dps + epy € Co(K) }
={(=b—c—d—e)po+ bp1 + cps + dps + epy : a,b,c,d, e € Z}

sin perdida de generalidad podemos tomar b =i —j, c=j5—k, d=m —n, e =1 —m,
i,J,k,m,n € Z, entonces:
Ker(f) = By(K).

Por el teorema de isomorfismo, tenemos

I

Zo(K)/ Ker(f) = Im(f)
Bo(K)

VA

Y

es decir Hy(K) = Z.
Sigamos con Hi(K), como no hay 2-simplejos se sigue que Bi(K) = 0, por lo tanto

Hi(K) = Z(K).
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Sea z € C1(K) = {i(pop1) + j(p1p2) + k(p2po) + (popa) + m(paps) + n(pspo), i, j, k, 1, m,n € Z},
entonces z € Z;(K) si:

01(2) = 01(i(pop1) + j(pip2) + k(papo) + L(popa) + m(paps) + n(pspo))
=(=i+k—1+n)po+ (i—7)p1+ (J—Kk)pz+ (m—n)ps+ (I —m)ps
-0,

dedondei—j5=0,j—k=0,m—-—nm=01l—-m=0y —i+k—101+n =0, es decir,
t=7j=kyl=m=mn. Por lo tanto

Z1(K) = {i((pop1) + (pip2) + (p2po)) + ((Popa) + (pap3) + (pspo)) 14,1l € L} = Z D Z,
luego Hi(K) =2 Z1(K) =2 Z & Z.



Capitulo 3

Teoremas de Puntos Fijos para
Espacios de Dimensién Finita

En este capitulo, aplicamos los resultados obtenidos en los capitulos 1 y 2 de los
grupos de Homologia. Con ayuda de las aplicaciones homotdépicas, primero se estudian los
puntos fijos de las aplicaciones de esferas y bolas en si mismas, obteniendo por ejemplo
Teorema de Brouwer; generalizando estos resultados a otros conjutos con el Teorema mas
importante de este capitulo, primero se define el niimero de Lefcschezt, que sélo depende
de la clase de homotopia de la aplicacion y con ello se llega al Teorema de Lefshezt el cual
nos da una coandicién suficiente para que la aplicacién dada tenga un punto fijo.

3.1. Homomorfismos Inducidos por Aplicaciones Homotdpicas

Ahora introducimos el importante concepto de homotopia, basicamente estudiaremos
que sucede entre los homomorfismos inducidos por funciones homotépicas.

Definicién 30. Sean X y Y espacios topoldgicos e I = [0, 1], dos aplicaciones continuas
h,k: X — Y se dicen ser homotdpicas si existe una aplicacién continua:

F(z,t): X xI =Y

tal que F(x,0) = h(z) y F(x,1) = k(z) Vo € X. Si h y k son homotdpicas, lo denotamos
por h ~ k. La aplicacion F' es llamada una homotopia de h a k. En otras palabras F
deforma continuamente a h en k.

Probaremos que si h, k : |K| — |L| son homotdpicas, entonces el homomorfismo de
grupos de homologia inducidos por h, y k. son el mismo. Esto conduce al importan-
te resultado que veremos mas adelante, el cual dice; que los grupos de homologia son
invariantes del tipo de homotopia del espacio.

Corolario 24. La topologia de | K| x I es coherente con la de los subespacios o x I, para
o€ K.

Lema 13. Sea K es un complejo, entonces | K| x I es el politopo de un complejo M, tal
que cada conjunto o X I es el politopo de un subcomplejo de M, y los conjuntos ¢ x 0y
o x 1 son simplejos de M, para cada simplejo o de K.
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Demostracion. Tenemos |K| C R™ para algin n. Entonces |K| x I C R™ x R.Vamos
a subdividir |K| x I en simplejos, con una variante del procedimiento utilizando en la
definicién de la subdivisién baricéntrica.

Para p > 0, definimos:

X, = (K| x0)U(K[,1)U (|KP| xI).

Procederemos inductivamente para subdividir X,, en simplejos. Consideremos el caso p =
0. El espacio (|K| x 0) U (|K|,1) es el politopo de un complejo que consiste de todos los
simplejos de la forma o x 0y o x 1, para 0 € K. El espacio (|K(0)} x I) es el politopo
del complejo que consiste de todos los 1-simplejos de la forma v x I, para v € K| y sus
vértices. Su union es un complejo M, cuyo politopo es Xj.

En general supongamos que M,,_; es un complejo cuyo politopo es X,_;, tal que cada
conjunto s x I, para s un simplejo de K de dimensién menor que p, es el politopo de un
subcomplejo de M,,_;. Sea dimo = p, y consideremos el conjunto o x I. Ahora sea

Bd(oc x I) = (o x I) — (Into x Intl) = ((Bdo) x I)U (o0 x 0) U (o x 1).

Ya que Bd o es la unién de los simplejos s de K de dimensién p — 1, Bd(o x I) es el
politopo de un subcomplejo M, de M,_. Es finito por que Bd(o x I) es compacto. Sea
w, que denota el punto (7, %) € o x I. Entonces el cono w, * M, es un complejo cuyo
politopo es ¢ x I. La interseccién de |w, * M, |y |M,_1] es el politopo de un subcomplejo
de cada uno de ellos.

Definir M, como la unién de M,_; y los conos w,*M,, V o p-simplejo de K. Finalmente,
definir M a la unién de los complejos M, Vp.

Ahora M es un complejo cuyo politopo consiste precisamente de los puntos de el
espacio |K| x I. Sin embargo, no es en absoluto obvio que el espacio |M|y |K| x I son
iguales como espacios topoldgicos.

Sabemos por el Corolario 24 que la topologia de | K| x I es coherente con los subespacios
ox1I,conoe K.

Por otra parte, la topologia de | M| es coherente con la de el subespacio s, para s € M.
Ahora si C' es cerrado en |K| x I, entonces C'N (o X I) es cerrado en o x I. Si s es un
simplejo de M que esta en o X I, entonces s es un subespacio de o x I (ambos subespacios
de R™ x R, son compactos). Por lo tanto C'N s es cerrado en s. Se sigue que C' es cerrado
en |M]|.

Reciprocamente, si C' es cerrado en |M|, entonces C' N s es cerrado en s para cada
s € M. Por que ¢ x I es una unién finita de simplejos de s de M, el conjunto C' N (o x I)
es cerrado en o x [. Asi es cerrado en |K| x 1. n

Ejemplo 25. Sea K es el complejo que consiste de un 1-simplejo y sus caras, entonces
| K| x I es por el Lema anterior subdividido por el complejo representado en el Figura 3.1.
Si el complejo consiste de un 2-simplejo y sus caras, entonces |K| x I es subdividido en
el complejo representado en la Figura 3.2.

Teorema 26. Si h, k: |K| — |L| son homotdpicas, entonces hy, k.: H,(K) — H,(L) son
iguales.

Demostracion. Sea K un complejo cuyo espacio adyacente es |K| x I, tal que para cada o
e K, ambos 0 x 0y o x 1 son simplejos de M, y |K| x I es el politopo de un subcomplejo
de M.
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K| X1

Figura 3.1: 1-simplejo

Figura 3.2: 2-simplejo

Sea F': |K| x I — |K]| la homotopia de h a k. Sea i,j: |K| — |K| x I la aplicacién
i(r) = (z,0) y j(z) = (x,1) como se representa en la Figura 3.3. Entonces i y j son
aplicaciones simpliciales de K en el complejo M; ademas

foi=nh y foj=k.

Afirmemos que la aplicaciones cadena iy y jx inducidas por 7 y j son cadenas ho-
motopicas. Considerar la funcién ® que asigna a cada simplejo de o de K, el subcomplejo
de M cuyo politopo es o x I. Ahora el espacio o x I es aciclico por que es homeomorfo a
la bola cerrada. Y si s < o, entonces s X I C ¢ x I, asi ®(s) es un subcomplejo de ®(o).
Por lo tanto ® es un portador aciclico de k a M. Ademés lleva ambos ix y jx, a ambos
i(0) =0 x 0y j(o) =0 x 1 pertenecen a ®(o). Se sigue del Teorema 13 que son cadenas
homotdpicas. Concluimos que iy = jx. Entonces

h*:f*oi*:f*oj*:kw

como se deseaba. ]

IL|

Figura 3.3: |K| x I

Teorema 27. Si f: K — L es una aproximacién simplicial a la aplicacién continua
h: |K| — |L|, entonces f es homotoépico a h.
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Demostracion. Para cada x en |K|, sabemos del Lema 7 que f(x) y h(z) se encuentran
en un solo simplejo de L. Por lo tanto la ”Homotopia lineal”dada por

[z, t) = (1 =) f(2) + th(z),
lleva |K| x I en |L|. F' es continua, por ser suma y producto de funciones continuas.

Sabemos que si dos espacios son homemorfos, entonces sus grupos de homologia son
isomorfos. Hay una relacién més débil que homeomorfismo el cual implica el mismo re-
sultado. Esta es la relacion de equivalencia homotépica.

Definicién 31. Dos espacios X y Y se dicen homotépicamente equivalentes, o tienen
el mismo tipo de homotopia, si existen aplicaciones:

f:X=Y v g¢gY—=>X

tal que go f ~ix v fog >~ iy. Las aplicaciones f y g a menudo se les llama equiva-
lencias homotoépicas y g es llamada la inversa homotdpica de f.

Si X tiene el tipo de homotopia de un solo punto, entonces X se dice que es contractible
(contréctil). Esto es equivalente a la afirmacién de que la aplicacién identidad ix : X — X
es homotopica a una aplicacion constante. Por ejemplo, la bola unitaria es contractil, por
que la aplicacién f(x,t) = (1 —t)z es homotdpica entre la identidad y una constante.

Teorema 28. Si f: |K| — |L| es una homotopia equivalente, entonces f, es un isomor-
fismo. En particular si |K| es contractil, entonces K es aciclico.

Demostracion. La demostracion es inmediata. Si g es inversa homotoépica de f, entonces
gs es inversa de f,. ]

3.2. Aplicaciones en Esferas

En esta seccién se obtendran importantes aplicaciones de la teoria de homologia a los
problemas clasicos de geometria y topologia. Los problemas que mostraremos se genera-
lizan en la siguiente seccion, cuando se pruebe el teorema de punto fijos de Lefshetz.

Teorema 29. Sea ¢ un n-simplejo. El complejo K, que consiste de o y sus caras es
aciclico. Sean n > 0 y E™ ! que denota el complejo cuyo politopo es Bdo. Dar una
orientaciéon a o. Entonces H,(E™ ') es un grupo ciclico infinito y es generado por la

cadena O, ademds, H;(E"') = 0 parai #n — 1.

Demostracion. Como K, es un n-simplejo, se sigue del Teorema 7 que K, es aciclico.
Ahora comparemos los grupos de cadenas de K, y E" !, que son iguales excepto en
dimensién n:

Co(K) B (K)o Co(K,) S Z.

0 Bo, (B LS CyE S T
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Se sigue que H;(E"') = H;(K,) = 0 Vi # n— 1. Ahora calculemos el grupo de homologfa
en dimensién n — 1. Primero tratemos el caso n > 1. Se tiene

H, (E" " = Z, 1(E™"), porque no hay n — 1 fronteras,
= ker 0,,_1
= imd,, porque H, 1(K,) = 0.
Ahora C,,(K,) es un grupo ciclico infinto y es generado por o. Por lo tanto imd, es aciclico

y es generado por 9,0 e infinito porque C,_1(K,) no tiene torsién. El aumento paran = 1
es similar, excepto que d,_1 es reemplazado por € en toda la demostracién. [ ]

Teorema 30. Sea S" la esfera, entonces
H,(S") =7y H;(S") =0 Vi # n.

Demostracion. La demostracion se sigue del Teorema 29 y del hecho que el complejo E™
es homeomorfo a S™. [ ]

Definicién 32. Seann > 1y f: S® — S" una aplicacién continua. Si a es uno de los dos
generadores de el grupo ciclico infinito H,,(S™), entonces f.(«a) = da para algin d € Z.
El entero d es independiente de la eleccién de el generador, ya que f.(—a) = d(—a). Al
entero d se le llama el grado de la aplicaciéon f y es denotado por deg f.

El grado tiene las siguientes propiedades:

~ ¢, entonces deg f = degyg.

(1) S

(2) Si f se extiende a una aplicacién continua h: B"™ — S™, entonces deg f = 0.
(3) La aplicacién identidad tiene grado 1.
(4)

4) deg(foyg) = (deg f) o (degyg).

La propiedad (1) se sigue del Teorema 26, mientras que (2) se sigue del hecho que
fo: Hy(S™) — H,(S™) es igual a la composicién

H,(S") 55 H,(B™) ™ H,(S"),

donde j es la inclusién. Ya que B"*! es aciclico, su composicién es el homomorfismo cero.
Las propiedades (3) y (4) son consecuencias inmediatas del Teorema 17.

Teorema 31. No existe retraccién r: B"t! — S».

Demostracion. Una aplicacion tal r, seria una extensién de la identidad i: S™ — S, ya
que 7 tiene grado 1 # 0, no existe la extencion. [ ]

Teorema 32. (Teorema del punto fijo de Brouwer) Toda aplicacién continua ¢: B" — B”
tiene un punto fijo.

Demostracion. Si¢: B"™ — B" no tiene punto fijo, podemos definir una aplicacién h: B™ —
S»=1 por la ecuacién
x — ¢(x)

") = =@l
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va que z — @(x) # 0. Sea f: S""! — S"~! que denota la restriccién de h a S*7!, entonces
f tiene grado 0.

Por otra parte, mostremos que f tiene grado 1, dando una contraccion. Definamos una
homotépica H: S*! x I — S*!, por la ecuacién:

La—t(t)
[la —to(6)]
El denominador no es cero para t = 1 ya que a # ¢(a), y no es cero para 0 < ¢t < 1 por

que ||a|| =1y |[to(a)|| = t]|o(a)|, la aplicacién H es una homotdpica entre la aplicacién
identidad de S*~! y la aplicacién f. Por lo tanto deg f = 1. [ ]

H(a,t) =

Definicién 33. La aplicacién antipodal a: S* — S" es la aplicacion definida por la
ecuaciéon a(x) = —x V x € S.

Teorema 33. Sea n > 1. El grado de la aplicacién antipodal a: S* — S™ es (—1)"*?,
Demostracion. Mostremos que de hecho la aplicacion reflexion:
P(x1, ey Tp1) = (T1y ooy Ty —Tpg1)

tiene grado —1. Para p; = h=' o po h, donde h es el homeomorfismo de R™*! que simple-
mente intercambia x; y ,11, asi que:

deg p; = (deg h™')(deg p)(degh) = deg(h™" o h) deg p = deg p.

Ya que es igual a la composicién p;ps...pn41 tenemos dega = (—1)"*L.

Paso 1.- Una triangulacién de un espacio X, es un complejo L y un homeomorfismo
h: |L| — X. Vamos a construir una triangulaciéon de S™ por un n-dimensional complejo
tal que la aplicacion reflexién p induce una aplicacién simplicial de este complejo en si
mismo.

En general, si K es un complejo finito en RY x 0 € RY¥*! sea wy = (0,...,0,1) y
wy = (0,...,0,—1).en R¥*! v sea

S(K) = (wy x K) U (w; x K).
Entonces S(K) es llamado una suspension de K. Sea r: S(K) — S(K) la aplicacién

simplicial que cambia wy y w; y lleva cada vértice de K en si mismo. Mostremos que
existe un complejo K de dimensiéon n — 1, y una triangulacion:

k: |S(K)| — S,

tal que el siguiente diagrama conmute:

S(K) K- 50

e

S(K)—%. g7
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Entonces el Paso 1 es probado.

Sea h: |K| — S™ ! cualquier triangulacién de S"™! por un complejo de dimensién
n—1.Seay € |S(K)|,siy=(1—t)x+ twy para algin x € | K|, definir

k(y) = (V1 —2h(x),1).
Siy = (1 —t)x + tw, se define
k(y) = (V1 —h(z),—1).
Ver Figura 3.4. Es facil verificar que k lleva |S(K')| homeomorficamente a S™. El hecho

Yo
S(A)
k
_—

Figura 3.4: Triangulacion

de que po k =k or es inmediato, ya que,
r((1 —t)x + twy) = (1 — t)z + tw;.
Paso 2.- En vista del Paso 1, con el fin de demostrar nuestro teorema es sufuciente mostrar
que degr = —1.
Sea z un n-ciclo de S(K), entonces z es una cadena de la forma:
z = wo, ¢m] + (w1, dp],
donde ¢,, y d,,, son cadenas de K,y m =n — 1. Asumimos n > 1. Ya que z es un ciclo
0 =0z = ¢y — [wo, Icy] + dyy — (w1, 0d,y).
Restriccién de esta cadena a K, obtenemos la ecuacion ¢, + d,,, = 0 de donde:
z = |wo, ¢m| — (w1, ).
Ya que r simplemente intercambia wy y wy, tenemos:
ru(2) = [wo, em] — [wr, dn] = —2,
Como se deseaba. Un calculo similar se tiene si n = 1. ]

Teorema 34. Si h: S" — S" tiene grado diferente de (—1)""!, entonces h tiene un punto
fijo.
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Demostracion. Supondremos que h: S™ — S™ no tiene punto fijo y probaremos que h ~ a.
El teorema se sigue intuitivamente, construyamos la homotopia simplemente moviendo el
punto h(z) a el punto —z, a lo largo del circulo maximo que unen estos puntos; porque
h(z) y —z no son antipodales, existe un unico arco, asi la homotopia esta bien definida.
Formalmente, definimos la homotopia H: S™ x I por la ecuacion:

(1= O)h() + t(—2)
H@J)—H@_¢m@j+ﬂ—mw

La prueba se completa una vez que se demuestre que el denominador no se anule. Si
(1 —t)h(x) = tr para algin z y ¢, luego tomar las normas de ambas partes 1 —t =t = %
De esto se deduce que h(x) = x , contrario a la hipétesis. ]

Teorema 35. Si h: S* — S” tiene grado diferente de 1, entonces h lleva algiin punto x
a su antipodal —x.

Demostracion. Si a es la aplicacion antipodal, entonces a o h tiene grado diferente de
(—1)"™, por lo tanto, aoh posee un punto fijo z. Asi a(h(z)) = z, se sigue que —h(z) =z
como se deseaba. [

Teorema 36. S™ tiene un campo vectorial distinto de cero si y sélo si n es impar.

Demostracion. Sin es impar, sea n = 2k — 1. Entonces para z € S”, definimos
7(@ = (=2, %1, —T4, T3, ..., —Top, Tak—1)-

Note que 7(m) es perpendicular a x, asi que 7(m) es tangente a S" en x.

Reciprocamente, supongamos que 7(@ es un campo vectorial distinto de cero para x
(@)
7 @]

S™ en S". Ya que 7(x) es perpendicular a z, para todo x, no podemos tener h(x) = z o
h(x) = —x. Asi h no tiene punto fijo y h lleva un punto en su no atipodal. Concluimos
que degh = (—1)""! y asf degn = 1, asf que n debe ser impar. [ |

€ S", tal que ¥ (z) es tangente a S™ en x. Entonces: h(z) = es una aplicacién de

Teorema 37. Sea n € Ny S! la esfera unitaria en el plano complejo C. Consideremos la
aplicacién h : S! — S dada por h(z) = 2", entonces deg h = n.

Demostracion. El caso n = 1 es trivial. Primero mostremos el caso n > 3, construyamos
el poligono regular de n lados, inscrito en la circunferencia S!, con vértices las raices n-
ésimas de la unidad ag = 1,a, = e%, ey Oy = ¢ Sea K, el complejo formado por
los vértices y los segmentos de lineas del poligono regular, definamos f : |K| — S, por

f= ﬁ claramente es continua, biyectiva y como |K| es compacto se sigue que f es un

homeomorfismo. Ahora podemos definir una aplicacién continua g : |K| — |K| dada por
la ecuacion

g=f"'ohof.

Se puede comprobar que g no cumple la condicién estrella, entonces se procede a
subdividir el complejo K,, como sigue: cada simplejo [a;, a;11] se divide en n partes iguales

aniadiendo nuevos vértices a; = a2, al...,a" ' al = a;+1. Sea K, que denota la subdivisién

del complejo K, y definamos la aplicacién ¢ : K’S)) — K por qﬁ(af) =a;s81] #y
o(al') = ap. Es facil probar que ¢ es una aproximacién simplicial de g que lleva la 1-cadena

formada por la suma de todos los 1-simplejos de K/, en n veces el contorno orientado K,
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es decir, deg ¢ = n. Por el Teorema 27 se sigue que ¢ ~ ¢ (son homotdpicas), por lo
tanto, degg = n. Por otra parte el deg(f~'oho f) = (degf™') - (degh) - (deg f) =
(deg f71) - (deg f) - (degh) = (deg f~* o f) - (degh) = degh, entonces degh = n, ya que
f~to f es la funcién identidad.

Ahora mostremos el caso n = 2, tomando K, y dividimos cada lado por la mitad.
Aplicando el procedimiento anterior se sigue deg h = 2. ]

Corolario 38. (Teorema Fundamental del Algebra) Todo polinomio complejo f(z) =
2" + a,_12""1 + ... + ag con coeficientes reales o complejos tiene un cero en el plano
complejo C.

Demostracién. Sea S! la esfera de radio ¢ en el plano complejo C. Supongamos que f(z)
no se anula en la bola |z| < ¢. Sea

h:St—C-0

definida por h(z) = 2"+ a,_12""' + ... + ag. Mostremos que h es homotépica a la funcién
constante, en efecto, sea
F(z,t):S;xIT —-C-0
definida por F(z,t) = h(tz). Claramente F(z,1) = h(z) y F(z,0) = ag, por lo tanto,
degh = degag = 0.
Sea M = max {1,n|ap_1|,n|an—2|,...,n]ao|}. Tenemos

|an,1z"*1 + ...+ (10‘ < ’CLn,ﬂ ‘anl‘ + ...+ |Cl0‘ .
Si ademds |z| > M se sigue que |2"7t| < |z"| y por lo tanto,
|an—1] [2"7 |+ .+ Jaol < (Jan—1| + ... + |ao]) |27 < M |21 < |27

Consideremos
H(z,t):S.xI— C-0,
definida por H(z,t) = 2" +t(a, 12" "' +...4ag), tomando ¢ = M se sigue que H(z,t) # 0,
ademds H(z,1) = h(z) y H(z,0) = 2", por lo tanto, 0 = deg h = deg 2" por el Teorema
37 esto es imposible. ]

3.3. Teorema del punto fijo de Lefschetz

Los teoremas de puntos fijos probados en la anterior secciéon conciernen a aplicacio-
nes de bolas y esferas a ellos mismos. Existen generalizaciones de gran alcanze de estos
teoremas, debido a Lefshetz que demostraremos en esta seccion.

Primero necesitamos algunos hechos de algebra.

Si A = (a;;) es una matriz cuadrada n x n, entonces la traza de A, denotada por trA,
es definida por la ecuacion:

n
trA = Z ;-
i=1

Si A y B son matrices n X n, entonces

trAB = Zaijbﬂ =trBA.

7:7‘7‘
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Se G es un grupo abeliano libre y eq,...,e, un base para G, si ¢ : G — G es un
homomorfismo, definimos la traza de ¢ al nimero trA, donde A es la matriz de ¢ relativa
a la base dada. Este ntimero es independiente de la eleccion de la base, ya que la matriz
de ¢ relativa a otra base es igual B~'AB para alguna matriz cuadrda B, y tr(B~'AB) =
tr((AB)B~!) = tr(A). El mismo argumento muestra que ¢ : G — G es un isomorfismo,
entonces tr(io ¢ oi~t) = tr(e).

Sea K es un complejo y ¢ : Cp(K) — C,(K) es una aplicacién cadena, entonces ya
que C,(K) es abeliano libre de rango finito, la traza de ¢ esta definida. y la denotamos
por tr(¢,Cy(K)). El grupo H,(K) no es necesariamente un grupo abeliano libre, pero
si Tp(K) es su subgrupo de torsion, entonces el grupo H,(K)/Tp(K) es abeliano libre.
Ademas, ¢, induce un homomorfismo de este grupo consigo mismo. Usamos la notacion
tr(¢., Hy(K)/Tp(K)) para denotar la traza de este homomorfismo inducido.

No es obvia la relacién entre estos dos niimeros; como un resultado, la siguiente formula
es bastante sorprendente.

Teorema 39. (Teorema de la traza de Hopf [12]). Sea K un complejo y ¢ : Cp(K) —
C,(K) una aplicacién cadena. Entonces:

Y (~1tr(9, Cp(K)) = Y (=1)7tr(9ey Hy(K) /Tp(K)).

p p

Demostracion. Paso 1.- Sea GG un grupo abeliano libre de rango finito y H un subgrupo
(necesariamente abeliano libre), y supongamos que G/H es abeliano libre. Sea ¢ : G — G
un homomorfismo que lleva H en si mismo. Mostremos que:

tr(¢,G) =tr(¢',G/H) +tr(¢", H),

donde ¢’ y ¢” denotan los homomorfismos inducidos por ¢.
Sea {a; + H, ...,y + H} una base para G/H y (i, ..., 5, una base para H. Si Ay B
son las matrices para ¢’ y ¢” relativas respecto a las bases, entonces

(o + H) = Za”a]%—H

¢"(5;) Zb B

Ahora es ficil comprobar que aq, ..., ay, f1, ..., B, €s una base para (. Ademas, se sigue
de la ecuacién anterior que:

o(ay) = Zai,jaj + (algo en H);
)= biyb

Por lo tanto, la matriz de ¢ relativa a estas bases para G tiene la forma
A 0
- { 1o } .

Obviamente, tr(C) = trA + trB, el resultado se sigue.
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Paso 2.- Como de costumbre, sea Cp que denota el grupo cadena C,(K). Sean Zp
denota los p-ciclos, B, que denota la p-frontera, y W, que denota el grupo de la p-
frontera débil, que consiste de las p-cadenas tal que algin multiplo pertenezca al grupo
B,. Entonces

Bp C Wp C Zp.

Ya que ¢ es una aplicacion cadena, lleva cada uno de estos grupos en si mismo. Mostremos
que los grupos cocientes Cp/Zp y Zp/W, son libres; entonces el paso 1 asegura que:

tr(¢, Cp) = tr(¢,Cp/Zp) + tr(¢, Zp/Wy) + tr(d, Wp). (3.1)

(Aqui abandonamos el uso de primas para distinguir entre los varios homomorfismos in-
ducidos). Calculemos cada uno de estos.

Paso 3.- Considerar el grupo Cp/Zp. El homomorfismo 0, : Cp — B,_; obtenida de la
restriccion del rango de O es suprayectiva y tiene Kernel igual a Zp. Por lo tanto, induce
un isomorfismo Cp/Zp en B,_;, asi Cp/Zp es libre. Ademds por que ¢ conmuta con 0,
conmuta con este isomorfismo. Por lo tanto (como se ha recomendado anteriormente),

t’l“(¢, CP/ZP) = tr(gb, Bp_l). (32)
Paso 4.- Consideremos el grupo Zp/W,, y las proyeccion:
Zp — Zp/Bp = Hp — Hp/Tp.

Estas compocisiones son suprayectivas y tienen kernel W,. Por lo tanto, induce un iso-
morfismo:

Zp/Wp — Hp/Tp.

Ast Zp /W, es libre. Por que las proyecciones conmutan con ¢, lo mismo ocurre con este
isomorfismo, por lo tanto:

tr(¢, Zp/W,) = tr(¢, H,/T,). (3.3)
Paso 5.- Considerar el grupo W, mostremos que:
tr(g, W,) =tr(¢, B,). (3.4)

Recordemos que B, es un subgruo de W,,. Aplicando el toerema bésico de grupos abelianos
libres, podemos elegir un base ay, ..., o, de W), tal que para algunos enteros my, .., my > 1,
los elementos mjay, ..., mgay forman una base para B,. Ahora W,/B, es un grupo de
torsion, por lo tanto £ = n. Calculemos la traza de ¢ en W, y B,. Sea

$lag) = a;0;
p(mjoy) = Z b j(micui),

donde la suma se extiende de 1 a n. Entonces tr(¢, W,) = > a;; y tr(¢, Bp) = b; 4, por defi-
nicién. Multiplicando la primera ecuacién anterior por m;, concluimos que m;o; ;j = b; jm;
para toda i y j. En particular b;; = a;,; para todo ¢. Por lo tanto tr(¢, W,) = tr(¢, B,).
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Paso 6.- Para completar la demostracion, sustituimos las férmulas (5.1),(3.3) y (3.4)
en (3.1) obteniendo la ecuacién:

tr(¢,Cy) = tr(¢, By—1) + tr(¢, H,/T,,) + tr(¢, B,).

Si multiplicamos esta ecuacién por (—1)? y sumamos sobre todo p, los primeros y tltimos
términos se cancelan a pares, y la férmula es probada como deseabamos. [ ]

Definicién 34. El nimero de Euler de un complejo finito K es definido, cldsicamente,
por la ecuacién

X(E) =) (=1)Prank(Cy(K)).

Dicho de otro modo y(K) es la suma alternada de los niimeros de simplejos de K en
cada dimension.

Mostremos que el nimero de Euler de K es invariante topoldgico de | K|, como sigue:

Teorema 40. Sea K un complejo finito. Sea 5, = rank(H,/T,(K)), es el nimero de
Betti de K en dimensién p. Entonces

X(K) =) (-1)B,.

Demostracion. Si ¢ : Cp(K) — C,(K) es la aplicacién cadena identidad, entonces la
matriz de ¢ relativa a cualquier base es la matriz identidad. Concluimos que tr(¢, C,) =
rankC,. Similarmente, porque ¢, es la aplicacién identidad, tr(¢., (H,/T,(K)) = rankH,/T,(K) =
Bp. Nuestra férmula ahora se sigue del teorema de la traza de Hopf. [

Definicién 35. Sea K un complejo finito; sea h : | K| — | K| una aplicacién continua. El

A(h) = (=1)Ptr(he, (Hy/T,(K)),

es llamado el nimero de Lefschetz de h.

Note que A(h) depende sélo en la clase de homotopia de h. Ademads, depende sélo del
espacio topoldgico |K|, no en lo particular del complejo K: Si L es otro complejo con
|L| = | K|, entonces el homomorfismo:

J,t Hy(L) = H,(K),

inducido por la identidad, es un isomorfismo. El hecho que (hr), = J o (hg).oJ, implica
que (hr)s y (hx)s tienen la misma traza.

Teorema 41. (Teorema del punto fijo de Lefschetz [12]). Sea K un complejo finito; sea
h :|K| — |K| una aplicacién continua si A(h) # 0, entonces h tiene un punto fijo.

Demostracion. Asumamos que h no tiene punto fijo. Probemos que A(h) = 0.

Pasol.- Supondremos en casos posteriores que K satisface la condicion:
h(3t(v, K)) N 5E(w, K) = 0,

para todo v. Por lo tanto mostremos que esta supocision se justifica.
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Para empezar, sea ¢ = min |z — h(x)|. Usando la continuidad iniforme de h, elegir § tal
que cuando |z —y| < J, tenemos |h(z) — h(y)| < /3. Sea A = min(J, ¢/2). Entonces para
cualquier conjunto A de didmetro menor que A, entre A y h(A) tiene didmetro menor que
/2, asi ellos son necesariamente disjuntos. Reemplazar K por una subdivisién de K en
la cual la estrella cerrada tenga didmetro menor que A\. Como sé senalo la estrella cerrada
tenga diametro menor que A. Como se senalo anteriormente, esto no afecta en el calculo
de A(h). Entonces nuestra condicién se cumple.

Paso 2.- Asumimos que K satisface la condicién del Paso 1. Ahora elijamos una sub-
divisién de K’ de K tal que h tiene una aproximacién simplicial f : K’ — K. Mostremos
que si s y o son simplices de K’ y K, respectivamente tal ques C o, entonces f(s) # o.

Supongamos quef(s) = 0. Sea w un vértice de s, y sea f(w) = v, un vértice de o. El
hecho que s C ¢ implica que we st(v, K), asi que:

h(w)eh(St(v, K)). (3.5)
Por otra parte, tenemos por la defincién de una aproximacién simplicial
h(st(w, K")) C st(v, K),
lo cual implica en particular que:
h(w)eSt(v, K). (3.6)

La combinacion de las ecuaciones 3.5 y 3.6 contradice la suposicion del Paso 1.

Paso 3.- Ahora calculemos A(h) aplicando el Teorema de la traza Hopf.

Sea f : K’ — K una aproximacion simplicial de h; sea A : C'(K) — C(K') el operador
subdivisién. Entonces h, induce la aplicacién cadena ¢ = fx o A, por definicién.

Calculemos la traza de ¢. Sea A la matriz ¢ relativa a cada a la base usual para C,(K)
que consiste de p-simplices orientados de K. Sea ¢ un tipico elemento de la base. La
cadena A\(o) es una combinacién lineal de simplices orientados s de K’ tal que s C o.
Para cualquier simplejo s, se sigue del Paso 2 que f(s) # o. Concluimos que la cacdena
¢(0) = fx(A(o)) es una combinacion lineal de p-simpleces orientados de K diferentes de
0. La matriz A por lo tanto tiene una entrada cero en la fila y columna correspondiente a
0. Se sigue que todas las entradas de la diagonal de A desaparecen, asi que trA = tr¢ = 0.

El teorema de la traza de Hopf nos dice que

A(h) = (=1)Ptr(, Cy(K)).

p

Por lo que cada uno de estos términos en la sumatoria desaparece, A(h) = 0. |

Lema 14. Sea K un complejo y h : |K| — |K| aplicacién contiua. Si |K| es conexo,
entonces h, : Hy(K) — Hy(K) es la identidad.

Demostracion. Sea f : K' — K una aproximacion simplicial a h. Si v es un vértice de K,
el operador subdivisiéon A lleva v a una 0-cadena realizando la subdivisién de v, que es
justo v en si mismo.

Asi A(v) es un multiplo de v. Por que A preserva aumento A(v) = wv. Entonces
fx(A(v)) = fu(v) es homdloga a w. Por tanto h, = f, o A, es igual a la identidad en
Ho(K) |
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Teorema 42. Sea K un complejo y h : |K| — |K| una aplicacién continua. Si |K| es
aciclico, entonces h tiene un punto fijo.

Demostracion. El grupo Ho(K) es infinito ciclico, y h, es la identidad en Hy(K). Asi
tr(hs, Hy(K)) = 1. Ya que toda dimensién superior de homologia desaparece, A(h) = 1.
Por lo tanto, h tiene un punto fijo. [ ]

Teorema 43. La aplicacién antipodal de S™ tiene grado (—1)"**.

Demostracion. Sea h : S — S™ una aplicacién de grado d. Calculemos A(h). Ahora h, es
la identidad en 0-dimensional homoldgica. En n-dimensional homoldgica, su matriz es 1
por 1 con sélo entrada d = deg h. Por lo tanto

A(h) =1+ (—1)"d.

Ahora la aplicacién antipodal a no tiene puntos fijos asi que A(h) = 0. Se sigue que el
grado de a es (—1)"1. u



Capitulo 4

Teorema de Puntos Fijos en Espacios
de Dimension Infinita

En este capitulo culminamos con la exposicién de Teoremas de puntos fijos, abarcando
algunos de los resultados méas importantes en este campo. Comenzamos con el Teorema
de punto fijo de Banach, su aplicacién en la demostracién de existencia y unicidad de la
solucién del problema de Cauchy-Lipschitz y mostrando el teorema de la funciéon Implicita.

Seguimos con la demostracién del Teorema de Brouwer, aunque en el capitulo anterior
ya dimos una demostracién utilizando el grado de una aplicacién sobre esferas, se da una
nueva demostracién con retractos y la generalizacién de este problema en dominios mas
generales. El teorema de Lefschetz es en realidad la generalizacién del Teorema de Brou-
wer.

Continuamos con el Teorema de Schauder, mostrando las dos versiones que se tienen
de este, las dos se basan en la utilizacion del Teorema de Brouwer, en realidad el Teorema
Schauder es una generalizacion infinito-dimensional del Teorema de Brouwer, la segunda
version del Teorema de Schauder nos ayudara en la demostracion del Teorema de Peano y
mostrar la existencia de la solucién del Problema con Condiciones de Frotera, que veremos
en el siguiente capitulo.

Por 1ltimo y no por ello menos importante llegamos al Teorema de Schaefer, que
probamos apartir de la segunda versién del Teorema de Schauder, este teorema lo apli-
caremos en la demostracion de la existencia de la solucion generalizada para el problema
de Navier-Stokes Estacionario.

4.1. Teorema del punto fijo de Banach

Definicién 36. Sean M un espacio métrico y T': M — M una aplicacion. Decimos que
x € M es un punto fijo de 7', si T'(z) = x.

Teorema 44. (Principio de aproximacion sucesiva). Sean M un espacio topolégico Haus-
dorff y T': M — M una aplicacién continua, si existe lim T"(x) =y , entonces T'(y) = y.

n—0o0

Demostracion. Ya que Ty=T(lim T"z) = lim 7" 'z = y. [ ]

n—oo n—oo
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Teorema 45. Sean M un espacio métrico y T : G — U una aplicacion continua de un
subconjunto cerrado G C M en un subconjunto compacto U C M y que, para cada € > 0,
existe z(g) tal que:

p(T'(x(e)), x(c)) <e. (4.1)

Entonces T tiene un punto fijo.
Demostracion. Ya que T'(xz(e)) € U, podemos asumir que para alguna sucesion &, — 0

tenemos T'(x(e,)) — y € U. Por (4.1) también tenemos que z(e,) — vy, asi que y € G.
Por lo tanto Ty esta definida y

Ty =T(lim x(g,)) = lim T'(z(e,)) = y.

n—o00 n—o0
|

Definicién 37. Sean M un espacio métrico y T': M — M una aplicacion. Decimos que
T es una aplicacién contractil, si existe k tal que 0 < k <1y

p(Tz,Ty) < kp(z,y)  Va,yeM (4.2)

Teorema 46. (Banach). Toda aplicacién contréactil de un espacio métrico completo no
vacio M en M, tiene un unico punto fijo en M.

Demostracion. Sea T una aplicacién que satisface (4.2), para algin nimero 0 < k < 1.
Elegir cualquier punto y € M. La sucesién de puntos {1"(y)},,cn, satisface que paran > 0

p(T™(y), T" () < kp(T"(y), T"(y)),

por induccion se tiene
p(T"(y). T (y)) < K"p(y, T(y)).

Por desigualdad del triangulo, tenemos que para m > n:

p(T™(y), T™(y)) < p(T™(y), T (y)) + p(T" (y), T"*2(y)) + ... + p(T™(y), T™(y))

n

< (K" + 7 4+ L+ B Dy, T(y)) < i—kp(y, T(y)).

Se sigue que p(T™(y),T™(y)) — 0 si m,n — oo, mostrando que la sucesién {T"(y)},cx
es de Cauchy. Como M es un espacio métrico completo existe lim 7" (y) = z con z € M.
n—oo

Por el Teorema 44, z es un punto fijo para T'. Este punto fijo es tinico, en efecto supogamos
lo contrario que existen z,y € M con x # y puntos fijos de T se sigue que

p(z,w) = p(T(2), T(w)) < kp(zw),
asi que p(z,w) = 0; es decir, z = w contradiciendo lo supuesto para z, y. ]

Notemos que la demostracién del Teorma de punto fijo de Banach 46 es constructiva,
por lo que encontrar el punto fijo de dicha funcién bastaria con iterar un nimero sufi-
ciente de veces para conseguir o aproximarnos al punto fijo, a diferencia de los teoremas
que mostraremos en la siguiente seccion que sélo muestran la exitencia del punto fijo, sin
proporcionarnos un proceso o algoritmo para encontrarlo.

Como concecuancia del Teorema de Banach 46, tenemos los siguientes 2 resultados.
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Teorema 47. (Rudolf Lipschitz' ). Sea f(t,y) : R x R”™ — R" una funcién continua que
satisface la condicion de Lipschitz respecto a y:

1t y) = f(E 2 < klly — =],

en alguna vecindad V; de (a,b) € R x R™. Entonces la ecuacién diferencial con condicién
inicial

Y~ fl)s yla) =b (4.3

tiene una unica solucion en alguna vecindad del punto a € R™.

Demostracion. Observemos que la ecuacién diferencial con condiciones iniciales (4.3) es
equivalente a la ecuacion integral

t)y="> —|—/ f(z,y(z))dx. (4.4)

Sea V5 una vecindad compacta de (a,b) tal que Vo C V;, como f es continua se sigue
que es acotada en V5, por lo tanto existe L > 0, tal que:

\f(z, )| <L Y(z,y) € Va.

Sea 0 > 0 tal que k6 < 1y definamos Q = {(t,z) € R x R": |t — a|] < J}. Sea C(Q)
el espacio de las funciones continuas definidas en €2, con valores en R". Consideremos
en C(Q) el subespacio completo M, que consiste de las funciones y € C(2) tal que
lly(t) — ]| < Lé. Definamos el operador U : M — M como sigue

meww+/fmmmw

La forma en que se define el operador U se debe a la ecuacién (4.4). Ahora mostremos
que U(M) C M, es efecto dado y € M

1Uy(t) — bl =

/tf(t,y(t))dtH < L|t—a| < Lé.

Veamos que U es una funcion contractil, dados y, z € M

1Uy(1) = Uz(0)[l =

/fxy — [(@,2(x))de

<0 [lf(z,y(@)) = [z, 2(2))]
< Ok [ly(z) — =z(2)l,

lo cual muestra que U es una aplicacién contractil, ya que dk < 1. Por el Teorema
de Banach 46, U tiene un tnico punto fijo en M. Esto significa que existe una tnica
funcién en M que es solucién de (4.3). Ya que cualquier solucion (4.3) esta en M (para d
suficientemente pequeno), existe una unica solucién de (4.3). [ |

'Este teorema también es asociado con los nombres de Emile Picard, Ernest Lindelsf y Augustin-Louis Cauchy.
El método empleado en la demostracién es conocido como iteraciones de Picard.
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Teorema 48. (Teorema de la Funcién Implicita). Sea V' una vecindad de un punto (a, b)
€ R2. Supongamos que f es una funcién continua de x y y en V y que g—i existe en V' y

es continua en (a, b). Entonces si

L Of
Z) a_y(a7 b) 3& 07
i1)  f(a,b) =0,

existe una tnica funcién continua z(z), en alguna vecindad del punto a tal que f(z, yo(z)) =
0.

Demostracion. Escribamos Dy por %(a, b). Por la continuidad de las funciones ?(1’, Y)
Y Y
y f(z,b), existen €,5 > 0 tal que

((z,y) € R),
d; |r—al<e.
Con
R={(z,y) eR*: |z —a|<ey |[y—b <d}.

Sea C(|z —a] < €) el conjunto de funciones continuas definidas en |x — a| < €, con
valores en R. Consideremos en C'(Jz — a| < €) el subespacio completo M, que consiste de
las funciones y € C(|x — a| <€) tal que y(a) = by ||y(z) — b|| < J. Definamos T': M — M
como sigue

T(z(x)) = z(z) — D;lf(x, z(x)).

La forma en que se definié el operador 7', es por el hecho de que dado y € M un punto
fijo de T, entonces f(z,y(z)) = 0. Antes de mostrar que 7' es cotréctil, observemos que
siye M

0 0 1
— (y — D7t =|{1-D;'= < =
3 (v — D; f(fv,y))‘ '( ; ayf(fv,y))‘ 5

y por el Teorema del Valor Medio se sigue que para y,z € M
_ _ 1
[y(z) = Dy f(2,y(2)) = 2(2) + Dy (2, 2(2))] < 5 ly(a) = 2(2)]. (4.5)

Mostrar que la aplicacion T es contractil resulta ahora sencillo, en efecto sean x,y € M
entonces

IT(y(2)) = T(z(2x)ll = |ly(z) — D (2, y(x)) = 2(2) + D' f(z, 2(2))
1
< 5 ly(@) = =(@)].

Ahora estamos listos para demostrar que T (M) C M, en efecto sean y,b € M con b
la funcién constante entonces

T(y(a)) = y(a) — D;* f(a,y(a)) = b— D;' f(a,b) = b,
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1T (y(x)) = 0ll = 1T (y(x)) = T(b(x)) + T (b(x)) = b
< T (y(z)) = TO@)| + 1T (b)) - bl

< 5 lyta) — ()| + || D7 £ )|
1 1

Por el Teorema de Banach 46 T tiene un tnico punto fijo en M. Es decir, nuestro
problema tiene una tunica solucién, que puede ser calculada por aproximaciones sucesivas
usando el operador T, e iniciando desde cualquier elemento de M. [ ]

4.2. Teorema del punto fijo de Brouwer

Son variadas las demostraciones del Teorema de punto fijo de Brouwer, en esta apar-
tado daremos la demostracion de este teorema apartir de las propiedades retractos y los
grupos de homologia de la esfera y la bola.

Definicién 38. Un espacio topoldgico X se dice que posee la propiedad de punto fijo,
si cada aplicacion f : X — X continua tiene un punto fijo.

Teorema 49. Sea X un espacio topologico homeomorfo a Y. Si X posee la propiedad
del punto fijo, entonces Y también posee la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sean f : Y — Y una funcion continua y A : X — Y un homeomorfismo,
entonces la aplicacién h™'o foh : X — X es continua, como X posee la propiedad de
punto fijo, existe z € X tal que (h™'o f o h)(z) = x, ya que h es biyectiva, podemos
aplicar h en ambos lados de la igualdad y obtener que f(h(z)) = h(z), con h(xz) € Y un
punto fijo de la aplicacion f. ]

Definicién 39. Decimos que X es un retracto de Y si X C Y y existe una aplicacion
continua r : Y — X tal que r = I identidad en X. (Entonces llamamos a r una aplicacién
retracto).

Lema 15. Un subconjunto cerrado, convexo no vacio X de R™ o de un espacio de Hilbert,
es un retracto de cualquier subconjuno Y tal que X C Y. [2]

Demostracion. Definamos r : Y — X como sigue:
r(y) = x, donde z € X, tal que |z —vy| = Jg)f{ lv =yl
Como X es cerrado y convexo, la funcién r esta bien definida, ahora mostremos que es
continua, primero notemos lo siguiente
ly —r@)l < lly —wll,Vwe X, (4.6)

por definicién de la funcién r. Sea o € (0,1) y w € X, como X es convexo tenemos
aw ~+ (1 —a)r(y) € X, por (4.6) se tiene

ly — )| < ly — (cw + (1 — a)r(y))]”
= [ly = r(y) — a(w — r(y))’
= |y —r()|* + 2a(r(y) — y,w —r(y)) + 2 |r(y) — w|.



56 Capitulo 4. Teorema de Puntos Fijos en Espacios de Dimension Infinita

Se sigue que
20(r(y) — y,w —r(y)) + & [|r(y) —w] > 0.

Dividiendo por a y tomando o« — 0, obtenemos
(r(y) —y,w—r(y) 20, VyeYyweX. (4.7)

Ahora la continuidad de la funcién r se sigue de (4.7) y la desigualdad de Schwarz, en
efecto, sean y,y; € Y entonces

Ir(y) = r(y)lI* = (r(y) = r(v1), 7(y) = r(w1))
= (r(y),r(y) —r(y) — (r(y1),7(y) —r(y1))
< (y,7(y) —r(n)) — (1,7 (y) = r(¥1))
=y =y, r(y) —r(y))
< lly = vl llr(y) = r(yall-

Por lo tanto
Ir(y) —ry)l < lly —wll, Yy,p €Y.

Teorema 50. Sea Y un espacio topoldgico que posee la propiedad del punto fijo y X es
un retracto de Y, entonces X posee la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sea r : Y — X una aplicacion retracto y sea T': X — X una aplicacion
continua, entonces T or = T'r es una aplicacion continua de Y en X, como X es retracto
de Y, entonces X C Y, por lo tanto Tr : Y — Y y como Y posee la propiedad del punto
fijo, existe w € Y tal que Tr(w) = w, si observamos con detenimiento veremos que w € X
ya que Tr(Y) C X. Ahora notemos que si w € X se tiene r(w) = w por ser r retracto,
entonces Tw = w. [

Nuestro propésito en los siguientes resultados antes de mostrar el Teorema de Brouwer
, es mostrar que S""! no es un retracto de B", resultado que ya se probé en el Teorema
31, pero ahora daremos un acercamiento diferente.

Definicién 40. Un espacio topoldgico X es contractible (a un punto xy € X) si existe
un funcién continua f(x,t) : X x [0,1] — X tal que f(z,0) =z y f(z,1) = .

La definicion de espacio contractible es un caso particular de espacios homotdpicamente
equivalentes (ver definicién 31), mas concretamente, es cuando la aplicacién identidad es
homotdpica a la aplicacién constante.

Ejemplo 51. B" es un espacio topoldgico contractible, sea xo € B™ y definamos f(x,t) :
B" x [0,1] — B"™ por la ecuacion:

Fa,t) = (1= by + tag.

Claramente f(x,t) es una funcion continua, mostrando lo que deseabamos. Ademds nos
muestra que B" es aciclico, es decir, H;(B™) =0, Vi.

Teorema 52. Para todo n > 0, S” no es contractible.
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Demostracion. Si n = 0 es evidente el resultado, en caso contrario si n > 0 se sigue del
Teorema 28 y del Teorema 30. [

Lema 16. Sea Y un espacio topoldgico contractible, entonces cualquier retracto de Y es
contractible.

Demostracion. Sea X un retracto de Y, entonces exite una aplicaciéon retractor : Y — X,
como Y es un espacio topoldgico contractible, existe f(z,t) : Y x [0,1] — Y continua tal
que f(y,0) =y vy f(z,1) = yo, con yo € Y. Tomemos la aplicacién ro f(z,t) : X x[0,1] —
X, claramente ro f(x,t) es continua, ademés ro f(z,0) = x es evidente y ro f(z, 1) = r(yo),
con 7(yp) € X, mostrando que X contractible. n

Teorema 53. Para todo n > 1, S"~! no es retracto de B".

Demostracion. Supongamos lo contrario que S"~! es retracto de B". Como B" es contrac-
tible, entonces por el Lema 16 S"~! es un espacio contractible, lo cual no puede ser por
el Teorema 52. ™

Teorema 54. (Brouwer [13], 1910):

i) B" tiene la propiedad del punto fijo.
ii) Todo subconjunto X compacto, convexo, no vacio de R™ tiene la propiedad de punto
fijo.

Demostracion. i) Procedemos por reduccién al absurdo, supongamos que existe una apli-
cacion T': B™ — B™ continua sin puntos fijos, entonces verifiquemos que podemos contruir
una retracciéon de B™ a S”. En efecto definamos 7 : B® — S"! por la ecuacién

fz) =tox + (1 —ty)T(2),

donde t se elige de tal manera que tox + (1 — to)T(z) € S" ! y ¢, € R*. La continuidad
de r se sigue de la funcién f(z,t) : B" x R — R", definida por la ecuacién

flz,t) =te+ (1 —t)T(2),

que es continua por ser suma y producto de funciones continuas. Por otra parte, notemos
que si x € S"7!, entonces ty = 1, por lo tanto r(z) = I(z) (la identidad) sobre S"~1,
mostrando que r es una retraccién. Pero por el Teorema 53 esto es imposible.

ii) Para k suficientemente grande, la bola kB" de radio k contiene a X. Ya que kB" es
homeomorfo a B"™, por el Teorema 49 y el inciso i) de este Teorema, se sigue que kB™ tiene
la propiedad de punto fijo y por el Teorema 50, X tiene la propiedad de punto fijo. [

Las hipotesis del Teorema de Brouwer 54 son imprescindibles, si el conjunto no es
convexo o compacto la funcién podria no tener punto fijo.

Ejemplo 55.

Sea S' = {(z,y) € R?: 22 + y? = 1} la esfera unitaria en R?, es claro que S! es un
conjunto compacto y no convexo. Sea T : S! — S!, definida por la ecuacién:

T(z,y) = (,) ( C—Oji(gzﬁ) ZZE?; ) '
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T es un operador lineal acotado, pero carece de punto fijo si 0 < 6 < 2.

Por otra parte, sea B = {(z,y) € R?: ||(x,y)|| < 1} la bola abierta centrada en el
origen, es evidente que B no es compacto, pero si convexo. Sea f : B — B, definida por

la ecuacion: . .
C(l+z 1+y

Claramente f es una funcién continua, pero carece de punto fijo.

4.3. Teorema del punto fijo de Schauder y contraejemplo de
Kakutani

El Teorema del punto fijo de Schauder es la generalizacién infinito-dimensional del Teo-
rema de Brouwer 54, para su demostracion, aproximamos espacios de dimensién infinita
por espacios de dimension finita que poseen la propiedad del punto fijo, evidentemente
con la intecién de usar el Teorema de Brouwer. El siguiente lema es un claro ejemplo.

Lema 17. Sea Y un espacio métrico compacto. Para cada ¢ > 0, sea P. : Y — Y una
aplicacién continua, tal que p(P.(z),x) < € V & € Y. Supongamos que cada conjunto
P.(Y') posee la propiedad de punto fijo. Entonces Y posee la propiedad de punto fijo.

Demostracion. Sea T :' Y — Y una aplicacién continua. Ya que P, o T lleva P.(Y') en si
mismo, existe un punto fijo x.; es decir, P.oT(z.) = z.. Asi p(x., Tx.) = p(P.Tx.,x.) < €.
Por el Teorema 45, T' tiene un punto fijo en Y. [

Definicién 41. El cubo de Hilbert H,, es el subconjunto de I? que consiste de los
puntos a = (ay, as, ...) tal que |a,| < r~! para todo r.

Teorema 56. Todo subconjunto compacto, convexo K, de un espacio de Banach B, es
homeomorfo bajo una aplicacion lineal, a un subconjunto compacto, convexo de H,.

Demostracion. Asumimos sin pérdida de generalidad, que K es un subconjunto de la bola
unitaria en B . Ya que K y span(K') son separables, podemos elegir una sucesién {z,, }
densa en span(K). Para n = 1,2, ... elegimos F,, en el espacio dual B* tal que

neN

[ 1
Fo(w,) = I HFnH = n

La aplicacion
F:z— (Fi(z),..., F.(x),...),

claramente lleva K en H,. Podemos ver que F es un operador lineal acotado de B a I%.
F' es inyectiva en span(K) ya que si x # y en span(K) tenemos

lznll [z —y) — zall
n

|En(2) = Fu(y)| = [Fu(zn)| = |Fulr —y = x0)| > ;

>0,

si z,, es suficientemente cercano a x —y. Asi I’ es un homeomorfismo de K a F'(K), ya que
F es inyectiva y continua en el compacto K. Ahora concluimos que F(K) es compacto y
convexo ya que un homeomorfismo lineal preserva estas propiedades. [ ]
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Definicién 42. P, es la proyeccién de I? en un subespacio de dimensién n, dada por:
P.(z1,x9,...) = (x1, T2, ..., s, 0,0...).
Teorema 57. El cubo de Hilbert Hg, posee la propiedad de punto fijo.

Demostracion. Observemos que para n suficientemente grande

[1Pafa) = af| < (Z?‘Q) <e,

n+1

para todo a € Hy. Ya que P, Hy es compacto V n € N, esto muestra que Hy es compacto.
Ya que P,Hy puede considerarse como un subconjunto convexo, compacto de R™ | por el
Teorema de Brouwer 54, P,H, tiene la propiedad de punto fijo. Asi por el Lema 17, H,
tiene la propiedad de punto fijo. [

Teorema 58. Cualquier subconjunto compacto, convexo y no vacio H de Hy, tiene la
propiedad de punto fijo.

Demostracion. Por Lema 15, H es un retracto de Hy; por el Teorema 50, H tiene la
propiedad de punto fijo. [

Estamos listos para demostrar la primera versién del Teorema de Schauder.

Teorema 59. (Schauder [13], 1930). Culaquier subconjunto compacto, convexo, no vacio
Y, de un espacio normado, posee la propiedad de punto fijo.

Demostracion. Por el Teorema 56, Y es homeomorfo a un subconjunto compacto, convexo
X de Hy; por el Teorema 58, X tiene la propiedad de punto fijo; asi por el Teorema 49,
se tiene el resultado. [

Mostraremos, que en el Teorema de Schauder, la condicién de compacto no puede ser
remplazada por acotado y cerrado. Conocido como el ejemplo de Kakutani.

Definicién 43. Consideremos I como 1?(Z) con la base natural que consiste en las
suceciones y, = (...,0,0,1,0,0,...) con 1 en la posiciéon n. Para cada = en 1? este puede

escribirse como
= (@ 1,20, T1,...) = E Tnln.

Escribimos por U al operador de desplazamiento derecho:

U(z) = Z Tnlnil-

Lema 18. El vector # — U(x) es un multiplo de yo si y sélo si = 0.

Demostracion. La relacion @ — Uz = > (2, — Tn_1)Yn = CYo, requiere que xo = , para
todon > 0y z, = x_, para todo n < 0, recordemos que para I* esto sélo es posible si
X0 =21 = 0. |

Teorema 60. La bola unitaria B en 1%, carece de la propiedad de punto fijo.
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Demostracion. Definemos la aplicacién
Tx = (1—||z|)yo + Ux.
Entonces T': B — B y es continua, ya que ||z|| < 1 tenemos que
|7 < (1= el lgoll + U] = (1 = o)) + o] = 1.
Finalmente T no tiene punto fijo, ya que si
v =Tz = (1-|z[)yo + Uz,

entonces © — Uz = (1 — ||z||)yo, lo cual es claramente imposible si 2 = 0, y es imposible
por el Lema 18 si x # 0. ]

Ahora mostraremos la segunda version del Teorema de punto fijo de Schauder.

Notacién 1. Escribimos co(X) al minimo conjunto convexo que contiene a X, y ¢o(X)
como la clausura de co(X).

Definicién 44. Sea T una aplicacion que lleva un conjunto L acotado en un espacio
topolégico X. Si T'L esta contenido en un subconjunto compacto de X decimos que T" es
compacto (totalmente continuo).

Lema 19. (Proyeccién de Schauder). Si K es un subconjunto compacto de un espacio
normado V' y dado € > 0, entonces existe un subconjunto finito X de K, y una aplicacion
continua P : K — co(K) tal que

|P(z) —z|| <e conzen K.

Demostracion. Elijjamos 1, .., z, € K tal que los conjuntos B(x;,¢) con i = 1,...n cubran
a K, poner X = {zy,...,x,}. Para 1 <14 < n ponemos

fi(z) = méx(0, & — [lz — ]).

Entonces f;(z) #0 siy sélo si z € B(x;,¢). Asi para cada x € K, algin f;(z) # 0. Ahora

ponemos
P(x):m conz € K.

> fi(z)
Claramente P(z) es continua. Por otra parte como P(z) es una combinacién convexa de
los puntos z; € B(z, ¢), tenemos que P(z) € B(z,¢). |

Teorema 61. (Schauder [13]). Sea M subconjunto convexo, no vacio de un espacio nor-
mado B. Sea T una aplicaciéon continua de M en un conjunto compacto K C M. Entonces
T tiene un punto fijo.

Demostracion. Para n = 1,2, ... consideremos P, o T, donde P, es la aplicacién dada en
el Lema 19 con € = 1/n. Ya que X C K C M tenemos que co(X) C M. Asi P, o T es
una aplicacién continua que lleva el conjunto finito dimensional convexo, compacto en si
mismo. Por el Teorema de Brouwer 54, existe un punto fijo z,, de la aplicacion P, oT. Es
decir, P, T(x,) = x,, se sigue que

1
T(x,) — x| < —.
17 (@) = @all <

Por el Lema 45 T tiene un punto fijo. [ ]
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4.4. Teorema del punto fijo de Schaefer

Lema 20. Sea B una bola cerrada de radio n en un espacio normado B. La retraccion
radial a B es definida por
r sirxeB

ol six ¢ B
Entonces:

i) 7 es una retraccién continua de B hacia B,
ii) si r(x) € B° entonces r(z) = x,

iii) si x ¢ B entonces r(x) € JB.

Demostracion. iii) si © ¢ B, entonces r(z) = Taf> Por lo tanto |r(z)]| = n, se sigue que
r(z) € 0B; por otra parte si r(z) € B, entonces x € B y r(z) = z, demostrando el inciso
ii). El inciso i) es obvio. u

Lema 21. Sea T': M — N una funcién compacta y sea r : N — P una funcién continua.
Entonces rT" es compacta.

Demostracion. Sea X C M, como T es una funcién compacta, entonces T(X) C Y con
Y un conjunto compacto de N, por otra parte se tiene que r(T(X)) C r(Y), como r es
una funcién continua y Y compacto entonces r(Y') es compacto, esto muestra que 7T es
una funciéon compacta. [ ]

Teorema 62. Sea B un espacio normado, B la bola cerrada unitaria en B y 0B la esfera
unitaria en B. Sea T': B — B una aplicacién compacta continua, tal que T(0B) C B.
Entonces T tiene un punto fijo.

Demostracion. Sea r la retracciéon radial hacia B. Entonces T es una funcién compacta
por el Lema 21, por lo tanto 7T tiene un punto fijo por el Teorema de Schauder 61,
digamos y, entonces

rl'y =y.
Si y € OB se tiene que Ty € B asi que:
y=rlTy="Ty.
Esta ecuacién es cierta, por el Lema 20 inciso ii), si y = rTy esta en B°. [

Uno de los resultados importantes como consecuencia del Teorema de Schauder es el
Teorema de Schaefer, que posee una amplia aplicacién en probar la existencia de soluciones
de ecuaciones diferenciales parciales no lineales. Basta en encontrar una estimacion a priori
para la solucion del problema. La dificultad de la aplicaciéon del Teorema de Schauder sale
a relucir debido a que en muchas ocaciones es dificil encontrar un conjunto convexo que
se aplique a si mismo.

Teorema 63. (Schaefer [13]) Sea B un espacio normado, 7' : B — B una aplicacién
continua compacta para cada subconjunto acotado X de B. Entonces:

1. La ecuacién z = X T'(x) tiene una solucién para A =1, o
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2. El conjunto de todas las soluciones x, para 0 < A < 1, no es acotado.

Demostracion. Sean B la bola de radio n y r : B — B la retraccién radial definida en
le Lema 20. Por el Teorema de Schauder 61, 1" tiene un punto fijo x € B. En el caso
1 |T(z)]] < n, en este caso T'(z) = rT(x) = z, o en el caso 2 ||T(x)|| > n, por lo cual
[zl = [IrT ()|} = n, asi que

x=1rT(x)= (W) T(x)=AT'(z) con0<\<L1.

Asi para cada entero n obtenemos una solucién de T'(x) = x, o para cada n obtenemos un
vector propio de norma n, para algin valor propio en (0, 1); en el segundo caso el conjunto
de los vectorios propios no es acotado. [



Capitulo 5

Aplicaciones de los Teoremas de
Puntos Fijos

En diferentes problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales,
la demostracion de la existencia de la solucién del problema, se reduce a una ecuacion

x="T(x) (5.1)

en un espacio de Banach B con operador no lineal 7' : B — B. En este modo, la existencia
de la solucion del problema para ecuaciones diferenciales, se reduce al problema de mostrar
la existencia de un punto fijo del operador T'. Para aplicar el teorema de Schauder, sobre
existencia de puntos fijos de la ecuacién (5.1), demostramos para cada problema en modo
diferenciable (dependiendo del problema), que el operador correspondiente T es compacto
y aplica un conjunto convexo en si mismo.

5.1. Aplicaciones a Ecuaciones Diferenciales Ordinarias no Li-
neales

El siguiente teorema demuestra la existencia de la solucién del problema de Cauchy
para ecuaciones diferenciales ordinarias, dando un contraejemplo al término de la demos-
tracion sobre la unicidad, cuando la funcién F' no cumple la condicién de Lipschitz.

Teorema 64. (Peano) Sea F'(t,y) una funcién vectorial continua de t y y en el rectangulo
S={(t,y) e RxR": |t —a| < hy,|ly—0b| < he}, F: S — R" Entonces el problema de
Cauchy:

y' =F(ty), y(a) =b, (5:2)

tiene al menos una solucion en una vecindad de ¢ € R"™.

Demostracion. Sea S; = {(t,y) ERxR": [t —a| <A |y —b| <2}, como F(t,y) es
una funcién continua entonces es acotada en S, es decir, existe K > 0 tal que || F(¢,y)] <
K en S;. Ahora elegimos § > 0 tal que K6 < 2. Sea C(|t —a| < 6) el espacio de funciones
continuas definido para [t — a| < 4, con valores en R™. Consideremos en C(|t — a|] < §)
el subespacio cerrado, convexo M, que consiste de las funciones y € C(|t — a| < J) que
cumplen la condicién ||y(t) — b|| < K. Definamos el operador U : M — M como sigue:

U@ =+ [ Pl
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Es facil ver que U : M — M, en efecto sea y € M entonces:

[0 G() - b]| = \

t
/ F(t,yu))dtH <Kt —a < K5
es decir, U(M) C M.

Ahora mostraremos que el operador U es precompacto, por lo tanto por el Teorema
de Schauder 61, U tendra por lo menos un punto fijo. Siendo este punto fijo la soluciéon
del sistema (5.2).

La aplicacién U es continua en M, en efecto como la funcién F(t¢,y) es continua en y
y t, entonces dados y,z € M se tiene:

1U(y(t)) = Uz(0)]l =

— 0 cuando ||y(t) — z(t)|| — 0.

/ F(s,y(s)) — F(s,z(s))ds

También
[U(y@)] < [b] + 0K,

t
1U(y(s)) = Uy@)|l < ‘ / F(t,yt))dt|| < Kls — .
Asi U(M) es una familia de funciones equicontinuas y uniformemente acotadas,por el
Teorema de Arzela Ascoli, U(M) es precompacto y por el Teorema de Schauder 61, U
tiene un punto fijo y € M, que es la solucién del problema. [

El teorema demostrado garantiza la existencia de la solucién del problema de Cauchy
(5.2). Para tener solucién tnica, se necesitan anadir condiciones a F', por ejemplo condi-
cion de Lipschitz y demostrar unicidad aparte.

Ahora presentamos un ejemplo, donde el problema de Cauchy (5.3) no posee solucién
unica.
Consideremos el problema de valores iniciales:
1
y' (1) =y(t)s, 53
Lz >3

Mediante separacion de variables, encontramos una solucién:

dy 1 dy 3
a—yi”j/y;—/‘“:‘zy
2

donde C' = 0 por las condiciones iniciales, luego una solucién del problema es y(t) = (gt)%.
Pero haciendo un inspeccion del problema, podemos ver que existe otra solucion del
sistema y(t) = 0, mas atin podemos fabricar una familia infinita de soluciones como sigue:

() = 0 st 0 <t <ty
Yol = Rt —t)7 sit >t

Wl

—t4C

Esto ocurre debido a que la funcién f(y) = y%, no cumple la condicién de Lipshitz en el
punto y = 0. En otras palabras que no existe L tal que | f(0) — f(y)| = y3 < Ly|.
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5.2. Problema con Condicion de Frontera

Consideremos el problema escalar de frontera ([1],[5]) para la ecuacién diferencial or-
dinaria de segundo orden:

@) = fy@) €00 y0)=0, yi) =0, (5.4
f:00,1] xR, f(z,y) € C* ([O,Z] X RI), sup | f(z,y)| < oo. (5.5)

z,y€[0,/]xR1

El problema con condiciéon de frontera se puede transformar a la siguiente ecuacion
integral equivalente

!
y(z) :/o Gz, t)f(t,y(t))dt, t €[0,1]. (5.6)

Donde G(z,t) es la funcién de Green [9] para el problema (5.4) y se presenta de la
siguiente forma:
o wm(x)us(t), 0<t<ax <,
Glz, ) = { up(z)ur (1), 0< s <t <l

Las funciones u (t) y uq(t) satisfaces la ecucacién homogénea
() =0, paran=1,2.
y las condiciones de frontera
us(0) =0 5ui (1) =05 41 (0)uz(0) — 2(0)u1 (0) = 1.
En nuestro caso se puede elegir

s oup(x) =1 —x,

ug(z) = —%

por lo tanto la funcién de Green del problema (5.6) tiene la forma [9]

(x=0(), 0<t<az<l,

G(x’t):{ (t—l)(%),()gxgtgl. (5.7)

Lema 22. Supongamos que la solucién y € C?[0,1] del problema con condiciones de
frontera 5.4 existe, entonces la soluciéon satisface la ecucacion integral

y(:L'):/O G(z,t)f(t,y(t))dt, t €[0,1]. (5.8)

Reciprocamente, si y € C[0, (] y cumple la ecuacién integral (5.8), entonces y es la solucién
del problema (5.4).

Demostracion. Se sigue de la definicién de la funcién de Green (5.7):

o) = [ Gl s =72 [Cerwpni +5 [e-nsesn 69
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Supongamos que la solucién del problema (5.4) existe y y € C?]0, 1], entonces f(x, y(x)) €
C10,1], aplicando la funcién de Green al problema (5.4) obtenemos (5.8).

Ahora sea y € C|0,1], entonces f(z,y) € C[0,I] y de la féormula (5.9) se sigue que

y € C?[0,1]. Sustituyendo (5.9) en (5.6) y usando las propiedades de las funcién de Green
(5.7) obtenemos que y(z) satisface el problema (5.4). u

Ahora demostraremos la existencia de la solucién del problema (5.4), definiendo un
operador T del espacio de funciones continuas en si mismo y demostrando que este ope-
rador T' cumple las condiciones del Teorema de Schauder 61.

Teorema 65. Bajo las condiciones (5.5), existe la solucién y € C?[0,1] del problema (5.4).
Demostracion. De las condiciones (5.5), existe L > 0 tal que:

|f(z,y(x)] < LY 2,y €[0,1] x R

Sea CM[0, 1] el espacio de las funciones con primeras derivadas continuas, con la norma
uniforme. Consideremos en CV[0, 1], el subespacio cerrado, convexo M = C'! ([0, I, ly(t)] < l%L),
y definimos el operador T': M — M como sigue:

ﬂmwﬁiAGﬁiﬁ@yWMu

donde G(z,t) es la funcién de Green (5.7).
Probemos que T': M — M, para ello necesitamos las siguientes estimaciones.

i) Sean s,z € [0,!] tal que 0 < x < s < t, usando la condicién de frontera izquierda de
la funcién de Green (5.7), se sigue:

X

(=1

[—t
=—— |z —s|.

l

S

(e-0]= |-

a) |G(z,t) — G(s, )] =

ii) Sean s,z € [0,1], tal que t < s < x <, usando la condicién de frontera derecha de
la funcién de Green (5.7), se sigue:

6o = 65,0 = o =) = §(s =) = [flo =1 = s-+1)
~[fe - 9| = {14
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Definimos g(z) = [

o, G(z,t)dt, y calculemos su minimo. En efecto, notemos que:

:/Ox(fcl—l)th/:%(t—l)dt

2, )

(x—=1) =z 2 2?

= +7P§_E+ﬂ]
22 lr o«

=5 53w D

Por lo tanto
2 —lx
g(x) =

Es claro que el minimo de esta funcién es %, entonces:

2 —lx

lg(z)| =

Se sigue que:

I
/G(x,t)dt < —.
0 8

Sea y € M, entonces:

T (y(t)] =

/l G, ) f(t,y(t))dt| < L

por lo tanto T'(M) C M.
Ahora mostremos que T (M) es relativamente compacto.

Sean y € M y z,s € [0,1], entonces:
l l
wwm—ﬂwmzlamwmwwvlawwmww4
=Awwwnummwmﬂ

IN

AWWWﬂ@mwwww}

<r /0 Gz, t) — G(s,t)]|dt‘ < Llz—s %

Por lo tanto I
T(y(2)) = T(y(s))l < 5 e =], con s,2€[0,1].
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Notando que se llega al mismo resultado si utilizamos las estimaciones i) o ii).

Por lo tanto, T' (M) es una familia de funciones equicontinuas y equiacotadas. Por el
Teorema de Arzela Ascoli, T(M) es relativamente compacto; y por el Teorema Schauder
61, la ecuacion integral (5.6) tiene un punto fijo, y por el Lema 22, es la solucién del
problema (5.4). |

Solucién periddica. Sea la funcién vectorial f : [0,t] x R® — R" y consideremos la
siguiente ecuacion ordinaria

X'(t) = f(X,1). (5.10)

Asumimos que [4]

i) Para cada punto Py € B", existe una tnica solucién en [0, oo], tal que X (0) = F.
ii) Si X(0) € B", entonces X (t) € B" para todo ¢ > 0.

iii) X (¢) depende continuamente de los datos iniciales.

iv) F tiene periodo w > 0, como una funcién de ¢.

Entonces la ecuacion 5.10 tiene una soluciéon de periodo w.

Teorema 66. Bajo las condiciones i),ii),iii) y iv) el problema (5.10), tiene solucién pe-
riédica, con periodo w

Demostracion. Para cada py € B™ consideremos el punto p, = X(w), tal que X (t) es
la solucién del problema X (0) = py. Definamos la aplicacién 7' : B" — B™ dada por
T'(po) = X(w), es claro que T'(B™) C B™ por la condicién ii), mas ain 7" es continuo por
el inciso iii), por el Teorema de Brouwer 54, la aplicacién T" tiene un punto fijo, digamos
Po, entonces pg = T'(po) = X (w). Por lo tanto X (pg,t) tiene periodo w. n

5.3. Problema Estacionario para la Ecuacién de Navier-Stokes

Comenzamos definiendo el espacio de funciones con el que trabajaremos. Sea ) C R3
consideremos en W12(Q) el subespacio de las funciones senoidales definida como

H(Q) = {ue W"(Q):div(u) = 0,ulpg = 0}
Dotemos a H({2) con el producto escalar
3
[u, v] = Zu’% - Uy, d.
Q=1

Que define una norma nlatural, inducida por el producto escalar anterior, por la de-
sigualdad de Friedrich [u, u]2 ~ [Jul[y12q)-

Ahora el problema estacionario de Navier-Stokes [11], queda establecido como sigue:
—VAV + vgv,, = —grad(p) + f(z), (5.11)

v|ag = 0,div(v) = 0.



5.8. Problema Estacionario para la Ecuacion de Navier-Stokes 69

donde

3

ov; ,

ViUg,, = Ukz a_l";’ J = 17273'
k=1

La funcién v € H(S?), se dice solucién generalizada del problema (5.11), si satisface la
identidad integral

/ (VU * Puy — VRV - Oy )T = / f - odz, (5.12)
Q Q

para cualquier ¢ € H(()). La identidad integral (5.12), se deduce de aplicar las
identidad de Green e integrando por partes el término no lineal.

Teorema 67. Sea f € L*({), entonces el problema (5.11) en un dominio acotado €2, tiene
al menos una solucion generalizada.

Demostracion. Por el Teorema de representacion de Riesz, el funcional lineal fQ f-odx
puede ser representado en la forma

/Qf odz = [F. 4], (5.13)

donde F' es un tinico elemento de H((2). Para v € H(Q) fijo, la integral [, vjv - ¢y, dx
también define un funcional de ¢ € H(2); en efecto, la linealidad en ¢ es directa, mientras
la acotacion se sigue de la siguiente estimacion

; L L, :
. 4 4 2
/QUkU ¢xkd$ Sﬁ(/g;;ljkdx> </lelvzd‘r) (Al;1¢zxkdx>

3 3
- 4
—¢5< / Zd) 161

Aplicando la desigualdad multiplicativa

/Qu‘*dxg (/Qzﬂ)é (/Q\vuﬁ)g.

3 3
V3 ( / Zvid:c) 6l < VAC ol 61
Q=1

Aqui hemos usado la desigualdad Holder y desigualdad multiplicativa de cuarta potencia.
Una vez mas, utilizando el Teorema de representacién de Riesz, obtenemos la existencia
de un elemento Av en H(Q2) tal que

Se obtiene que

/ VRV - Gy dx = [Av, @], (5.14)
Q

donde A : H(Q) — H(Q) es un operador no lineal. De las identidades (5.13) y (5.14),
podemos escribir la identidad (5.12) de la siguiente manera

[vv — Av — F,¢] = 0.



70 Capitulo 5. Aplicaciones de los Teoremas de Puntos Fijos

Como ¢ es un elemento arbitrario de H(f2), el problema de determinar la solucién gene-
ralizada v se reduce a resolver la ecuacion no lineal

1
v—;(Av—l—F):O, (5.15)
en el espacio H((2).

Ahora mostraremos que el operador A es completamente continuo en H(€2), sea {v"™}
una sucesién acotada en H(2), utilizando la identidad (5.14) se deduce lo siguiente

neN

[Av™ — Av™ ] = / (v o™ — vgv") - ¢y da
Q

= /('U}C” — v )" by, dr + / vp (V™ — ") - @y, da.
Q

Q

Para estimar el lado derecho, aplicaremos la desigualdad de Holder y la desigualdad
multiplicativa de cuarta potencia obteniendo:

[Av™ = Av™, o]| < Cy [0 = 0" || pagqy (0™ Il + 10" ) 0]

poniendo ¢ = Av™ — Av" y tomando en cuenta que |[v"*|| < C' (constante), obtenemos lo
siguiente:

1 3
[Av™ = Av"|[p < Co 0™ = 0"[| paqy < Ca V™ = 0"[| L2 ) V(0™ = 0") [ F2q) < Callv™ = 0" 12y »

en la parte derecho se han utilizado desigualdades multiplicativas y la desigualdad Fredich.
Ahora utilizando el Teorema 72 para el caso n = 3 y p = 2, tenemos un encajamiento
compacto, por lo tanto existe una subsucesion v™ que es convergente en Ly(€2), por lo
tanto dado € > 0 existe N € N tal que si j,7 > N se tiene

Av™ — Av™| L, < Cy ot — ol
I " j

i HL2(Q) <&

Por lo tanto A es un operador totalmente continuo, se sigue que el operador A+ F', que
asigna la funcién Av + F a cada funcién v, es también un operador totalmente continuo.
Para investigar la solubilidad de la ecuacién (5.15) aplicaremos el Toerema de Schaefer
63. En efecto, se sigue del Toerema de Schaefer 63 que para probar la existencia de al
menos una solucién de la ecuacién (5.15), es suficiente mostrar que las normas de todas
las posibles soluciones v* de la ecuacién

A
v—;(Av+F):O, (5.16)

donde A € [0, 1], son uniformemente acotadas. Para probar esto, aplicamos el producto
escalar en H(2) a la ecuacién (5.16) con v, y lo expresamos en la siguiente forma

/ (vﬁk v, — évikvA : v§k> dr =2 [F,0'] = A / i, (5.17)
Q 14 v vV Jq

usando (5.14). El término no lineal desaparace

A A 00
——/vi‘kv’\mg’c\kdx:——/v,i‘ (U) dz =0,
Q Q

v 2v
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va que div v* = 0 y v}sq = 0. Por lo tanto (5.17) implica que la estimacién a priori
requerida es

Mo A Ep, = 2
[ < SNFly =S 111

donde | f| es la norma del funcional lineal definido por f. Esto completa la demostracion.
|

Para la solucién del problema (5.11), tenemos la estimacién
1 1
ol <~ IFl = - 1f]- (519

Ahora mostraremos, cuando se tiene la unicidad de la solucién generalizada del proble-
ma 5.11. Supongamos lo contrario, que existen 2 soluciones generalizadas v y w. Entonces
la diferencia uw = v — w pertenece a H(f)) y satisface la identidad

/ (VUgy, = Pzyp — URY - Py — WEU - Py, ) d = 0. (5.19)
Q

Poniendo en la anterior identidad ¢ = u, la identidad (5.19) puede ser trasformada en
0=vlulf - / (UkV - Uy, + Wit - Uy, ) dx = v ||ul|7; — / UV - Uy, d.
Q Q

Usando la desigualdad de Holder y la desigualdad multiplicativa de cuarta potencia,
estimamos el siguiente término

1 1
3 3 1 3 1
lully =v [ 37 i, de < V3 ull ( / Zuidw) ( / Zv?dw>
=1 2
< 2V3CT |lully [loll4 -
La estimacion (5.18) es valida para la solucién v, por lo tanto
2 Bl "
vlulf < 2v3CT — Mlullz [£1- (5.20)
Si v, f y el dominio €2 cumplen la condicién
2V3CT V| < 1,

entonces (5.20) implica que u = 0, es decir, que v y w son iguales. Asi, tenemos demostrado
el siguiente teorema de unicidad:

Teorema 68. Si v, f y (2 satisfacen la condicién
2VBCT VR f < 1,

entonces el problema 5.11 tiene solucion tnica.
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5.4. Ecuaciones Elipticas no Lineales

Ahora mostraremos la existencia de la soluciéon para ecuaciones Elipticas no Lineales,
para esto requeriremos introducir nuevos conceptos que condicionaran nuestro problema
para mostrar la existencia de la solucién. Utilizaremos el Teorema de Punto fijo de Brouner
de manera indirecta en la demostracion, en otras palabras la demostracion del problema
no recae en cumplir las condiciones de algun teorema de punto fijo, diferenciandose de los
problemas anteriores. Procedemos a definir el problema.

Consideramos la ecuacion eliptica [14]:

i aii {90(% VU)SQZ} = (=), (5.21)

donde
o(x, Vu) € C(R™). (5.22)

La funcién ¢(z,y) es continua por z,y y acotada, es decir:
lp(z,y)| < M Vr,y € R™

s 1,2 . - .
Buscamos la solucién u € W;“. Observemos que si la funcién ¢ es constante, se tiene
el clasico problema de Dirichlet:

Au = f,

el cual podemos atacar con teorfa de potencial [3].

El operador no lineal A definido como:

3
0 ou

Au) == Z —ax'gp(ac, Vu) Er (5.23)
i=1 " !

lleva al espacio W, ?(Q) — W~12(Q), donde el espacio W~12(Q) consiste de las distribu-
ciones 8fi tal que f; € L*(Q).

Ox
Ejemplo 69.
Pu 9 [0Ou
82L'j8$i N 8x]~ 0@ ’
donde % € Ly(Q) siue VVO1 ?entonces tenemos que % (%) es una distribucion:

(2 er=n f 22 (B ar

Lema 23. El operador A : W,?(Q) — W~12(Q) es acotado.
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Demostracién. Tenemos |p(z, Vu)| < M y ya que u € Wy(Q) se tiene:

L9 du
Q{;a&w, )axi}wx

< M llullyse 6l

(i)

Para aclarar las condiciones que se nesecitan imponer a las funciones ¢, y asi obtener el
Teorema de existencia de la solucién del problema (5.21), consideraremos la convergencia
de las aproximaciones de Galerkin [10].

Por lo tanto

< M ||ullyaz

Sea {hn},en C Wo'*(€) un base para W, ?(Q) y sea X,, el subespacio de W,*(Q2) generado
por el conjunto {hq, ..., h,}. Entonces la relacién

n
{ai,...;a,} — Zaihi =u",
i

donde u € VVO1 2(Q) y u™ es la proyeccién de u sobre X,,, define una aplicacién lineal
acotada C': R — X,,. Este operador induce una norma ||.||, en R, que a cada vector a
€ R" le asocia el real positivo

n

Z aihi

i=1

lall, =

W (@)
Como todas las normas en R" son equivalentes, existe k € R:

la|| < klall, =k ||C'(a)HW01,2(Q) donde ||a|| es la norma estandar en R".

Ahora definimos el operador B : R — R" por la formula B(a) = (b1, ..., b,), donde
cada

bi = (A(C(a)) — f. 1), (5.24)

explicitamente queda de la siguiente forma:

/ (Z oS { 2, V" )gij} - f) hada. (5.25)

Si las integrales (5.25) existen, el operador B serd definido para todos los a € R™. Supon-
dremos ahora que ¢ satisface las siguientes condiciones:

L. o(z,y) € C=(R*™).
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2. |o(z,y)| < M,Vz,y € R.
3. La funcién t — ¢(x,t)t es creciente y to(z,t) — sp(x,s) > 0 para t > s.
4. p(z,y) > a >0V (x,y) € R*".

Notemos que la tultima condicién 4 permite afirmar que el operador A satiface las
siguiente estimacion:

(A(u),u>:/giigii {gp(x,Vu)g—;i}uda::/Qiigo(x,Vu)) (g;)zdx (5.26)

>« HVuHi2 > g HuH%VIVQ(

Q)
Ahora mostremos que la aproximacién u” de Galerkin cumple la siguiente condicion

(A(u™) — f,hi) =0 para i=1,... n. (5.27)
Es decir, los coeficientes ay, ..., a, cumplen que
B(a) = 0. (5.28)

Probaremos que el teorema de Brouwer 54 garantiza la existencia de la solucién de (5.28)
por el siguiente lema.

Lema 24. (Angulo Agudo) Sea B : R® — R” una funcién continua y para un R > 0
satisface la condicion:
(B(a),a) >0 con |a| =R.

Entonces existe x € R™ tal que ||z|| < Ry B(x) = 0.
Demostracion. Supongamos que B(a) # 0V a € B" = {a e R": ||a|| < R}, en otras

palabras B™ es la bola de radio R. Introducimos la aplicacion G : B" — B" dada como

sigue G(a) = —R%. Ya que B(a) # 0 en B, la funcién G es continua y ademés aplica

la bola B en si misma. Por el Teorema de Brouwer 54, G tiene un punto fijo, digamos

a; € B™ entonces:
B(ay)

Bl

a =
evidentemente ||a; || = R, por lo tanto
(B(a1),a1) = —R|[B(a1)|| <0,
que contradice la condicién
(B(a),a) >0 para |a|| = R.
|

Haciendo un parentesis, notemos que para el caso n = 1 el teorema anterior se sigue
del Teorema del Valor Intermedio, en efecto, sea B : R — R una funcién continua y para
un R > 0 se satisface la condicién

(B(a),a) >0 con |a| =R,
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entonces a = R o a = —R, por lo tanto:
B(R)R>0 y B(—R)(—R) >0,

se sigue que

B(R)>0 y B(-R) <0,
y por el Teorema del Valor Intermedio existe € [—-R, R] tal que B(z) = 0.

Ahora probemos que el Teorema del Angulo Agudo, nos asugura (5.28).

Teorema 70. Existe una aproximacién de Galerkin v” := Y7 | a;h; que cumple la ecua-
cién (5.27).

Demostracion. Tenemos

(B(a),a) = Z bia;

— (A@), 0 — (f, ")
> (A, o)~ U

A(u™), u™
Iy RGeS NI (5.29)

[ o2
w(Q)
De la estimacion (5.26)
A n n
M 00, 81 [[u"lyyreq) — 0.
[ u ||W01’2(Q) 0
Ya que ||u"||o&}2(m = ||C(a)||ovl[}2(m ~ |la||, existe Ry > 0 tal que
(B(a),a) > 0 para |a| = Ry.

Aplicando el Lema del Angulo Agudo satisfacemos la existencia de la solucién de la
ecuacion

B(a) = 0.
Por lo tanto tomando u™ = C'(a) se tiene
(A(u"), h;) = (f, h;) para i=1,2,3,... k. (5.30)
n

Por otra parte, si multiplicamos la igualdad (5.30) por a; y sumamos las igualdades
obtenidas para cada ¢ = 1, ..., k, se tiene

(Aw?) u") = (fu") < I Tz

Equivalentemente

< [IfII- (5.31)
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Por la desigualdad (5.26) se tiene lo siguiente

" 01,2 < ! . . 2
o2 < 1) (5:32
y de (5.32), (5.30) también se sigue
3 aun 2
[t vy (55 ) dr= ) < e (5.33

i=1
Por otro lado de (5.31) se deduce que

(A(u"), Vin) = (f,Vin) paran >m, (5.34)
donde

Vm = i azhl
i=1

Ahora cosideremos el caso cuando en (5.34) el indice m — oo. De (5.32) se sigue que
existe una subsucesion {u"}, y que converge débilmente en Hu”HWOl,z(Q)

u't — .
Pasando al limite en (5.34), obtenemos

LM, o0 (A(u™), V) = (£,V) YV €| | X (5.35)

De (5.35) se sigue que la suseciéon A(u"*) converge débilmente a la funcién f € W12,
sobre un conjunto denso X = |J™°, X,, que a su vez es denso en Wy*(Q).

~1,2
Lema 25. Au™ converge débilmente a f en W ().

Demostracion. Basta verificar que [|A(u"*)]| ;-1 es acotado. Por definicién del operador
A, propiedades de la funcion ¢(z, Vu) y de la desigualdad (5.32), para la funciéon w €

Wh2(Q) se obtiene
w
LA lyyra = sup <A<u”>,—>\
W ||"LUHW1,2

w#0
3
ou" ow 1
< sup / o(x, |Vu" —
w0 | Ja ( 7| DZZI Ox; 0x; ||IU||W01,2
[[w][yy.2
< M ||u"HW01,2 W
w WO1,2

< My oo
<My | f]].

Es decir [|A(u™)||y1.2 es uniformemente acotada y por lo tanto de A(u™) se puede extraer
una subsucesién débilmente convergente tal que A(u™) — f n
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Asi fue obtenido que v — u y A(u"™) — f. Ahora sélo falta verificar que

Au) = f.

Hasta ahora obtuvimos la aproximacién de Galerkin para la solucién de la ecuacion
eliptica (5.21). Pero demostrar su convergencia a la solucién del problema al contrario del
caso lineal, no estan facil. Para demostrar que el limite débil de las aproximaciones de
Galerkin es la solucién del problema (5.21) se usa la teoria de los operadores monétonos.

Definicién 45. El operdor A : X — X* se llama mondétono si:
(A(u) — A(v),u—v) >0, VYuvelX. (5.36)
Ademas vamos a usar la continuidad “radial” de un operador no lineal.

Definicién 46. El operador A : X — X* se llama continuo radial si V u,v € X la
funcién :
s = (A(u+ sv),v), se]|0,1], (5.37)

es continuo.

Para nuestro caso, el espacio que consideramos es X = {u: u € W, 2(9)} y el operador
no lineal A (5.23).

Lema 26. Sea la funcién ¢(z,t) € C*(R"™) y 0 <m < ¢ < M < co. Ademss la funcién
to(z,t) es mondtona creciente en ¢, V x € R™. Entonces el operador (5.23) es mondtono
y continua radial.

Demostracion. 1- Tenemos que

(A~ A=) = [ Z e Tt~ ole v 2] (B 2 ) o
= [ {0,V (Vu- V(u—0)) = (2, 90) (Vo V(= 0]} do
> [ ol V) (19l = [Vl [90) = (o Vo)Vl [Vel = [T f)do
= [ (ol Vu) [Vul = pla, 92 Vo)) [ V] = Vo] do

Pero ¢(x,t)t es monétona creciente entonces [p(z,t)t — o(x,7)7](t — 7) > 0y por lo
tanto la expresién bajo la integral es no negativa. Lo que significa que A es un operador
mondtono.

2- Ahora mostraremos que A es un operador continuo radial. Tenemos

B = d(u + sv) du
(A(u + sv,v)) = /Q; o(x, |vu|)8—xi8xid$'

Ya que ¢ es continua y acotada obtenemos

o(x, |[V(u+ sv)|) = ¢(z,|V(u)]) cuando s — 0.
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Entonces para u, v fijos, se cumple la estimacién

3

> el IVu!)@au < M (|Vu] |Vo] + |Vul) |

i=1 i Or

donde M (|Vu||Vo| + |Vu|2) € L;. Por el Teorema de Lebesgue se puede pasar al limite
bajo la integral cuando s — 0 y obtener que el operador A es continua radial. [ ]

Continuamos con la demostracion de dos Lemas generales para operadores mondtonos.

Lema 27. Sea el operador A : X — X* continuo radial y mondétono. Supongamos que
para f € X* y u € X se cumple la desigualdad

(f —A(w),u—v) >0 VoveJX,
entonces
A(u) = f.
Demostracion. Sea v € X y vy = u — tv,t > 0. Tenemos por hipétesis del lema que:

(f — A(ve),u —vy) = (f — A(u — tv), tv) =t (f — A(u — tv),v) > 0.

Como t > 0 tenemos entonces

(f = A(u —tv),v) > 0. (5.38)
Pasando al limite en (5.38) y usando que el operador A es contiuo radial, obtenemos
(f = A(u),v) >0 Yv € X, (5.39)
y también
(f — A(u), —v) = — (f — A(u),v) > 0. (5.40)

De (5.39) y (5.40) se sigue
(f —A(u),v) =0 Yve X,

es decir
Au) = f en X"

Lema 28. Sea A : X — X un operador continua radial y monétono. Entonces el conjunto
de las soluciones de la ecuacién A(u) = f (*) es convexo.

Demostracion. Sean uy, us dos diferentes soluciones de la ecuacién (x) y sea
up = tug + (1 —t)ug, con 0 <t <1.
Tenemos que

(f = A(v),ug —v) = (f — A(v), tuy + (t — L)uy

(f ), —v)

= (f = AQ), tus — tv) + (f = A(v), (1 = tyuz — (1 = t)v)
t

t

(f = Av),ur —0) + (1 = 1) (f = A(v),u2 = v)
(A(uy) — A(v),ug —v) + (1 = t) (A(ug) — A(v),us — v) > 0.
(5.41)
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Por lo tanto
(f = A(),us —v) >0 Vv € X, (5.42)

y por el lema anterior

Alug) = f Vtelo1].
]

Ahora ya estamos listos para demostrar la existencia de la soluciéon bajo las condiciones
D.

Teorema 71. Sea la funcién ¢(z,t) que satisface las condiciones D, entonces el limite
débil de la aproximacién de Galerkin es la solucién del problema (5.21).

Demostracion. Escribimos nuestro problema (5.21) en la forma:

3
Alw)=>" %ai(a, u, uy) + a(r, u, u,) =0, (5.43)
i=1 !

donde
ou

al’i ’

a(x,u,u,) = —f(x); ai(a,u,u,) = p(x, Vu)

Entonces por la monotonia del operador A obtenemos

/Q [a’i(x>un7u;l) - ai(l",f,&c)] [U;Z) - gwl] - [a(m, un’ uZ) - a(x, gagx)] [un - 5] dr Z 07

(5.44)
vV & € WO2(Q). Donde u™ es la aproximacién de Galerkin, que también pertenece a

VVO1 () por construccién. Observemos que la aproximacién de Galerkin u” satisface la
identidad

i=1

/ [Z a;(x,u"™, ul)n,, —alx,u",ul)n| de =0, (5.45)
0

donde

u" = Crhy, n=Y bihy € X,V (by, ... by); ha, ..., hy la base en X,,.
k=1

k=1

Suponemos ¢ € X,,. Usando (5.45) con n = u" — £. Después en (5.44) con § € X,
obtenemos

/gzzal(‘r:g?gx)(ui\i - émz) - a(£7§7§r>(uN - §>d‘7j > 0. (546)

Ahora en (5.46) fijemos un £ € Xy, para k tal que k < n y pasando al limite en (5.46)
obtenemos

/Qzal(x7§7gr>(u% - 5&) - CL(JI,&, gx)(u - f)dl’ > 0. (547)

Sea & C Xi tal que § — & en I/VO1 2(Q) Elejimos subsucesién &, 0,&, que converge
casi en todos puntos en ). Sustituimos en (5.47) £ por &, y pasamos al limite. Ya que
a(x,&,&,) y a;(x, €, &) son continuas por los argumentos z, £, &, v acotados, se puede pasar
al limite en (5.47) cuando I,, — 0o y obtener la desigualdad (5.47) para todo & € W,*(Q).
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En particular poniendo & = sn + u con s > 0 en (5.47), donde n cualquier elemento en
Wy () entonces

s/ Z a;(xz,u+ sn,ug + $N)Ne, — ai(x,u 4 $n, Uy + sng)n de > 0, (5.48)
Q

para s > 0. Por el lema 26 sobre continuidad radial, se puede pasar al limite cuando
s — 0, por lo tanto

/ Z a; (0, U, Uy ), — a5(, u, ug )y dz > 0 Vi € Wy (). (5.49)
Q
También en la desigualdad (5.49) se cumple para —n. Por lo tanto
/ Zai(x, U, Uy )1, — 3T, u, Uz ) dz = 0 ¥ € Wy (Q) (5.50)
Q

Ya que X* = W12(Q), X = W,*(Q), de (5.50) se sigue que la funcién u(z) € Wy*(Q)
es la solucion generalizada del operador A:

/ A(u) -nde =0 Yy e W,2(Q),
Q

es decir A(u) = 0. |



Apéndice A

Espacios de Sobolev y Teorema de
Encajamiento

Definicién 47. Sea Q@ C R"™ un dominio el Espacio de Sobolev WP (Q)) se define
como:

Wme(Q) = {f € LP(Q)| D°f € L’(Q),Ya € N" : |a| < m} C LP(Q).

Donde D*f es la derivada débil (generalizada), y || es un multi-indice. W™ se define
como

W = Wmr(Q) N C(Q).

Teorema 72. (Rellich-Kondrachov). Sea {2 C R™ un conjunto abierto acotado con fron-
tera C'. Asumimos que 1 < p < n. Entonces para cada 1 < ¢ < p* = n”—_";) se tiene el
encajamiento compacto:

WhP(Q) cc LY(Q).

Demostracion. 1.-Sea {up,},,y una sucesion acotada en WP(Q). Usando el toerema de
extencion de funciones de Sobolev, podemos asumir que todas las funciones u,, estan
definidas en todo el espacio R™ y son cero fuera de un conjunto compacto K:

sup(u,) C K € Q = B(Q,1). (A1)
El lado derecho es una vecidad de radio 1 alrededor de ).
Ya que ¢ < p*y Q es acotado, tenemos
|| pany = et ag@sy < C Nl o @y < C Nttmlyrn (1),

para alguna constantes C'y C”. Por lo tanto la sucesién u,, es uniformemente acotada en
Li(R™).

2.-Consideremos las funciones mollified ug, = J. * u,,. Por (5.1) podemos asumir que
todas estas funciones tiene soprte en ). Veamos que

g J—
m

[t = winll a@ — 0 cuando € — 0,  uniformemente. (A.2)

En efecto, si u,, es suave, entonces (haciendo el cambio de variable ¢y = ey y z = x—ety)
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() — tm(z) = /| )l =)~ )]

B /| Ol = e9) —un(@)] dy

_ /| W ( / o —t) dt)) dy
- —g/|y|<1 I(y) (/0 V(um(x—ety)-ydt)) dy.

Ahora, se tiene lo siguiente:

/|u ) — um(x)| dz < 5/§/|y|<1 J(y) </01|Vum(x—5ty)| dt) dydz
< 5/Q|Vum(z)| dz.

Por aproximacién u,, en WP con una sucesién de funciones suaves, vemos que la misma
estimacién para todas las funciones u,, € W?(£2). Hemos asi demostrado que:

s, — umHLl <e¢ ||vum“L1 <eC ||um||W1p (€) (A.3)

para alguna constante C'. Ya que las normas |[u,||y1, es acotada independiente de m,
esto prueba el resultado (5.2) en el caso ¢ = 1.

3.- Para probar (5.2) también para 1 < g < p*, usaremos la desigualdad de interpola-
cién para normas LP. Elegimos 0 < 6 < 1 tal que:

1 1
-=0-1+(1-90) - —.
q p*
Entonces ,
[ty = tml o) < Mg — wmllzg - lui — umHLp*(Q < Coe’. (A4)

Para alguna constante C; independiente de m. En efecto, la norma L' es acotada
por (5.3), mientras la norma LP" es acotada por una constante, por las desigualdad de
Gagliardo-Niremberg.

4.- Sea 0 > 0, y elegimos ¢ suficientemente pequeno tal que (5.4) se tiene:

)
um||Lq < Che? < o1 VYm > 1.

[ =

Recordando que u;, = J; * u,,, tenemos que:

[l oo < el oo luimll 1 < G,

VUGl e < IVl e Jumll 2 < Co,
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donde C1, Cs estas constantes dependen de € pero no de m. Las anteriores desigualdades
muestran que, para cada € > 0, la sucesion (uS,),>1 es uniformemente acotada y equi-
continua. Por el teorema de Arzela Ascoli, existe una subsucesiéon (u, ); que converge

m;

uniformemente en €2 a alguna funcién continua u®. Ahora tenemos lo siguiente:

Dado 1 > 0, tomando € = 1/n existe Ny € N tal que ¥n > N se tiene :

: n
8
1 1 n
Huﬁmn — Un < .
s 8
Ahora notemos que
1 1 1 1 n
loston, = | < s, — ]|+ [t = <2
La La a4

Por otra parte existe Ny € N tal que Vn > N, se tiene:

1

n
< —.
La 4

n
Hun,mn Un,mp,

Sea la subsucesioén (uym, )(no es mas que la diagonal formada por todas las subsuce-
siones para cada € = 1/n), entonces para n,i > N = méax { Ny, No}

1 1
2

1
wl = Ui,
1,M; 1,My4

ws|

n.n, n, n_
<4—|—4+4+4—n.

+|
La

1 1
s = tiamill o < ||ty = ||+ [, = ||+ [ = i,
q q ’

La

Por lo tanto la subsucesion (uy, ,,,) es de Cauchy, y converge al mismo limite v € L?. =
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Apéndice A. Espacios de Sobolev y Teorema de Encajamiento
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