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Resumen

La idea que el universo puede modelarse como una hipersuperficie (brana) inmerso en un espacio de
dimensién mayor (espacio de fondo) ha despertado un gran interés en los tdltimos afios. Utilizando
el método del instantén calculamos la probabilidad de nucleaciéon de universos tipo brana para una
version modificada de la accién propuesta por Regge y Teitelboim en la que se introduce un término

extra del tensor de curvatura extrinseca.

Posteriormente calculamos la probabilidad de nucleacién de universos tipo brana cuando existe una for-

ma del efecto Schwinger producido por un campo tensorial de rango cuatro del tipo Ramond-Ramond.

Abstract

The idea that the universe can be modeled as an hypersurface (brane) embbebed in a higher dimension
space (bulk) has awaken great interest in the last years. Using the instanton method we calculate the
nucleation probability of a brane type universe for a modified version of the action proposed by Regge

and Teitelboim in which an extra term of extrinsic curvature has been added.

Finally, we calculate the probablity of brane universes when exists a kind of a Schwinger effect pro-

duced by a 4-rank tensor field similar to the Ramond-Ramond field.



Introduccién

La cosmologia es el estudio de la evolucién del cosmos o universo (del griego cosmos- universo
o armonia, siendo més especificos y logos-estudio) [1] de una manera en la que lo tomamos como
un todo. El universo es rico estructuras en un vasto rango de escalas; los planetas orbitan alrededor
de la estrellas, las estrellas estdn concentradas en las galaxias, las galaxias estdn concentradas en
cumulos, y estos cimulos en supercumulos. La cosmologia es una ciencia que estudia galaxias enteras
como si fueran pequenos objetos que se pueden ver como tales a primera estancia. También lidia con
preguntas fundamentales para la condiciéon humana: ;De dénde venimos?, ;Qué somos?, ;A dénde
vamos?; la cosmologia trata de responder estas preguntas describiendo el pasado, explicando el presente
y prediciendo el futuro del universo. Los cosmélogos hacen preguntas tales como, ;De qué estd hecho
el universo?, ;Es finito o infinito en el espacio?, ;Tuvo algin inicio en algin punto en el pasado?,
. Tendra fin en algin futuro? La cosmologia, que utiliza a la relatividad general como una de sus bases
tedricas y matemadticas, trata con distancias grandes, objetos grandes y masivos, y escalas temporales
muy grandes [1]. La cosmologia ha sido sumamente exitosa en explicar diferentes caracteristicas del
universo como son su expansion y la existencia de la nucleosintesis primordial [1]. Sin embargo existen
varias interrogantes que ain son un enigma como la naturaleza de la materia y la energia oscura.
Estas incognitas han motivado el estudio de diferentes modelos entre los que se incluyen la posible

existencia de dimensiones adicionales a la 4 (incluyendo al tiempo) que tenemos acceso directo.

La idea de que nuestro universo puede ser descrito como una superficie de 34+1 dimensiones
inmersa en un espacio de fondo de mayor dimension fue propuesta por Regge y Teitelboim en 1977.
Posteriormente Rubakov y Shaposhnikov propusieron que nuestro universo pudiera ser un defecto

topoldgico inmerso en un espacio tiempo de fondo extradimensional [2].

El modelo modificado de Regge y Teitelboim involucra un término extra de curvatura extrinse-
ca en la primera accién que propusieron. Estos modelos han despertado interés porque pueden ser
utilizados para modelar y explicar la existencia de la materia y energia obscura y la formacién misma

de nuestro universo.

Una pregunta fundamental que se ha investigado en los ltimos anos es la de cémo pudo surgir
el universo. Para tratar de responder a ésta pregunta se ha desarrollado en los ultimos 35 anos la
cosmologia cuantica que trata de describir al universo primigeneo utilizando a la relatividad general y
diversos formalismos de cuantizacién. En la cosmologia cuantica el universo como un todo se describe
a través de una funcién de onda, que en principio, seria adecuada para responder a todas las preguntas
relevantes que nos pudieramos formular acerca del universo primigenio. Debido a la falta de una teoria
cuantica de la gravedad completa se ha recurrido a reducciones importantes de los grados de libertad
inherentes del universo por medio de la introduccién de simetrias (como es el caso de considerar al

universo homogéneo e isétropo). A partir de estas simetrias es posible escribir una ecuacién cuantica



para el universo que tiene una forma muy similar a la ecuacion de Schr’/odinger unidimensional para
una particula en un potencial. A la ecuacién cuéntica resultante que describe al universo se le conoce
como la ecuaciéon de Wheeler-DeWitt. El potencial que resulta con frecuencia tiene la forma de una
barrera de potencial, asi, la formacién o nucleacién del universo se podria entender como un proceso

de tunelamiento cudntico.

La imagen que surge para la formacién del universo en cosmologia cuantica es que pudo ha-
berse creado con un tamanio finito a partir de la nada (donde nada significa ausencia de espacio
y timepo) por medio de un proceso de tunelamiento cudntico. Una cantidad muy importante para
calcular es la probabilidad de nucleacién del universo ya que nos daria informacién muy relevante. La
probabilidad de tunelamiento del universo podria ser utilizada para responder la pregunta: ;Nuestro
universo es probable en cuanto a formacién y estructura?, y mediante el uso del principio antrépico,
realizar predicciones fisicas relevantes. La probabilidad de nucleaciéon puede calcularse a traves de la
aproximacién WKB aplicada a la ecuaciéon de Wheeler-DeWitt, sin embargo, en muchos casos, ésta
ecuacién es muy complicada de encontrar, por lo que se tienen que recurrir a otros metodos para
calcularla. Uno de los metodos que se han utilizado para calcular la probabilidad de nucleacién es la
del metodo del instantén donde se calcula la solucién a las ecuaciones euclideas de movimiento y se

extremaliza la accién correspondiente.

En este trabajo se calcula la probabilidad de nucleaciéon de universos tipo brana para el modelo
modificado y generalizado de Regge y Teiltelboim utilizando el método del instantén. Ademas también
se calcula la probabilidad de nucleaciéon cuando existe un acoplamiento de la brana con una 4-forma
que induce la produccién de universos de una manera analoga a la aparicién de pares de particula y

antiparticula por un campo eléctrico (efecto Schwinger).

Dada la complejidad del universo, surgen algunas ramas dentro de la misma cosmologia (que son
indispensables para el desarrollo del trabajo de tesis) de las cuales se hablard en el presente trabajo:
-Cosmologia estandar.

-Cosmologia estandar de branas.

-Cosmologia cuantica de branas.

A continuacién realizaremos una descripcién del contenido de la tesis.

En el capitulo uno presentamos los fundamentos de la cosmologia y mencionamos aspectos re-
levantes de ella, como las ecuaciones de Friedmann, ley de Hubble, etc.
En el capitulo dos mencionaremos las ideas precursoras a las teorias cosmoldgicas de mayores dimen-
siones. Presentamos la accién que describe la gravedad en n-dimensiones y hallamos las ecuaciones de

Einstein en n dimensiones. También hablaremos acerca del principio antrépico fuerte, que es una base



fuerte para considerar la posible existencia de universos multiples, y discutiremos ligeramente sobre
su formulacién, sus precedentes y posibles consecuencias.

En el capitulo tres mencionamos algunos aspectos relativos a la gravitacién que dieron origen a la
cosmologia cudntica de branas, asi como las principales teorias sobre la gravitacién n-dimensional.
Presentamos el hamiltoniano para este modelo y el método del instantén.

Posteriormente nos encontraremos con el corazén de este trabajo:

En el capitulo cuatro calcularemos la probabilidad de creaciéon de universos tipo brana para el modelo
modificado de Regge-Teitelboim y agregaremos unos términos extra de curvatura extrinseca en la
accion original. Utilizando el método del instantén , hallaremos los valores extremos de dicha proba-
bilidad.

En el capitulo cinco hablaremos del efecto Schwinger generalizado, para lo cual haremos un proce-
dimiento similar al del capitlo anterior para hallar la probabilidad méaxima de nucleacién, solo que
ahora nuestra brana sera acompanada de una anti-brana. También hacemos un analisis grafico de
dicha probabilidad.

Finalmente damos las conclusiones del trabajo de tesis.

En el apéndice se hablard de ciertos aspectos matematicos de las hipersuperficies en relatividad general
que fueron utilizado para realizar los célculos de los capitulos anteriores, tales como superficies nulas,
campos vectoriales tangentes y normales, tensor de Riemann, tensor de Ricci, tensor de curvatura

extrinseca, ecuaciones de Gauss-Codazzi,etc.
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1. Cosmologia clasica

Una hipétesis fundamental de la cosmologia es la de considerar al Universo isétropo y ho-
mogéneo. Por isotropia, nos referimos a que no hay direcciones preferentes en el universo, se ve igual
en cualquier direccién que lo observemos; por homogenidad entendemos que no hay puntos preferentes
en el universo, no importa hacia donde miremos, se ve de la misma manera. Nétese que hablamos de
que el universo es isétropo y homogéneo a escalas grandes, en este contexto, escalas grandes significa
igual o mayor a 100Mpc. La isotropia del universo no es trivial, de hecho, en escalas pequenas, el
universo es antisétropo [3].

La radiacién césmica de fondo o CMB (por sus siglas en inglés, Cosmic Microwave Background ra-
diation), es una pista en la cosmologia. En particular, es la pista que evidencia que ocurrié una gran
expansion, pues es natural encontrar una radiacion de este tipo suponiendo que en el inicio el universo
tenfa una temperatura alta y una densidad muy grande. Si la masa se conserva en un universo que se
expande, entonces en el pasado el universo era mas denso de lo que es ahora.

La radiacion de cuerpo negro (la cual en un universo estético es dificil de explicar) se puede explicar
como una reliquia del tiempo cuando la temperatura y densidad eran mucho mayores en el inicio
del universo de manera que éste fuera opaco. En la cosmologia estandar, necesitamos funciones que
nos permitan calcular la distancia entre dos puntos en la geometria del universo, estas funciones son

llamadas componentes métricas.

1.1. Universo esférico, hiperbdlico o plano

A continuaciéon daremos unos conceptos importantes para describir la geometria posible del
universo. Empecemos por considerar diferentes maneras de describir la curvatura en espacios bidi-
mensionales, y luego las extenderemos a dimensiones més grandes [1]. La geometria més simple de un
espacio bidimensional es la de un plano. En un plano, una geodésica es una linea recta. Si ponemos

un triangulo en el plano, sus angulos deberan obedecer que:
a+p+y=m, (1.1)

con los dngulos medidos en radianes. En el plano se satisface el teorema de Pitdgoras para medir

distancias, por lo que nuestra métrica para un espacio plano, queda:
ds® = da® + dy?, (1.2)
o en coordenadas polares, la distancia de un punto (r,0) a un punto (r + dr,0+df) serd dada por:
ds® = dr? + r2do*. (1.3)

Ahora consideremos otro espacio bidimensional, una esfera, o méas bien solo el cascarén. Aqui una

geodésica es una porcién de un gran circulo. Nuevamente, si dibujamos un tridngulo en la superficie
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de la esfera, sus dngulos obedecen la relacion:

A
at+f+y=—5

= (1.4)

donde A es el area del tridngulo y R el radio de la esfera. Cuando la suma de los dngulos es mayor a
se dice que tiene curvatura positiva. En la superficie de la esfera, podemos poner un sistema polar de
coordenadas simplemente tomando puntos, digamos polo norte y polo sur, y tomando una geodésica

de un punto al otro que serd el meridiano. Nuestra métrica quedara de la siguiente manera:
) r
ds® = dr* + R%sin’ <E) de?. (1.5)

Ahora hablemos de la curvatura negativa (hipérbola). donde tenemos que, si dibujamos un tridngulo

en esta superficie debe satisfacer la relacién:
at+B+y=1— —=. (1.6)
Haciendo un proceso anédlogo al de la esfera, nuestra métrica queda:
ds® = dr® + R2sinh? (%) d6>. (1.7)
En tres dimensiones, tenemos, para espacio plano:
ds? = da® + dy? + dz*. (1.8)

o en coordenadas polares:

ds® = dr® +r* [d§” + sin®0d¢’] . (1.9)
Un espacio con curvatura positiva queda:
ds® = dr?® + R%sin? (%) [d92 + sin29d¢2} . (1.10)
Un espacio con curvatura negativa, tiene la siguiente métrica:
ds” = dr? + Rsinb” (1) [d6° + sin0dg?] (1.11)

Las tres métricas pueden ser escritas de manera mas compacta:

ds? = dr® + S,.(r)%dQ?, (1.12)
donde
r2 para k=1 (geometria plana)
Sk =4 R?sin* (%) para k=2 (geometria esférica) (1.13)
R%sinh® (%)  para k=3 (geometria hiperbdlica)
1]
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Figura 2: Ejemplo de tipos de universos
1.2. Meétrica Friedmann-Robertson-Walker

La métrica de Robertson-Walker [2] que surge de la pregunta que se hicieron Howard Robertson
y Arthur Walker: ; Qué forma tendria una métrica en un espacio-tiempo asumiendo que el universo es
espacialmente homogéneo e isétropo todo el tiempo y si las distancias se pueden expander o contraer
como funcién del tiempo?, entonces ellos derivaron su métrica:

dr?

2 2 2

+ r2d? + r2sin®(0)do? | , Friedmann-Lemaitre  (1.14)

Note que la parte espacial de la métrica consiste de la métrica espacial para un espacio uniformemente
curvo (estd métrica describe la misma geometria de la seccién anterior pero en un sistema de coorde-
nadas distinto), multiplicado por el cuadrado de un factor de escala, el cual es llamado factor de escala
c6smico, que no dice como se contraé o expande respecto al tiempo. El valor de k = 1 corresponde a
geometria esférica, k = 0 representa geometria plana y k = —1 describe a geometria hiperbdlica. Uti-
lizando el factor de escala césmica se define la distancia propia, como se hace en relatividad especial,
simplemente considerando la longitud de la distancia entre dos puntos como la dad por la geodésica
que los une.

ds = a(t)dt, (1.15)
donde la distancia propia se encuentra integrando la expresién anterior.

Una parte fundamental para el estudio de la cosmologia son las ecuaciones de Einstein que
surgieron en el desarrollo de la relatividad general. Una consecuencia muy importante de la relatividad
general es que la gravedad no se debe de entender como una fuerza si no como la deformacion del

espacio tiempo. Estas ecuaciones relacionan las propiedades del espacio curvo con el contenido de
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materia-energia presente en el espacio y son las siguientes:
1
Gab = Rab — igabR = 87TGTab. (1.16)

En la parte derecha de la ecuacién tenemos las fuentes que producen el campo gravitacional caracte-
rizadas por el tensor de energia-momento Ty, el cual describe el flujo de energia y el momento lineal
de una distribucion continua de materia en el contexto de la relatividad general. En la parte izquierda
de la ecuacién estan las propiedades geométricas del espacio tiempo representadas por el tensor de
Ricci Rgyp v el escalar de curvatura R, con lo que podemos formular la siguiente expresién fuerte: La
masa en el universo le dice al espacio-tiempo como curvarse, y el espacio-tiempo le dice a la masa del
universo como moverse. Sin embargo, es importante mencionar que las propiedades geométricas del

espacio también estan presentes en el tensor de energia-momento

El tensor de Einstein G, se construye con el tensor de Ricci, o de curvatura intrinseca

Rop = R"

Lo (1.17)

el cual se obtiene de una doble contraccién de indices del tensor de Riemann. El tensor de Riemann

se calcula de la siguiente manera:

o — T« (e «@ 1% a M
By — ]‘—‘55,7 - Fﬁ'y,é + F,u.'y]'—‘[jé - F,ué]-—‘,@—ya (118)

donde las comas indican derivacion parcial y I' son los simbolos de Christoffel y que se obtienen de la

siguiente manera:

woo_ ﬂ agl/a 891/6 _ agaﬁ 1
Lap = 2 (31}5 + oz™ Oxv )’ (1.19)

Ahora estamos en condiciones de definir las ecuaciones de Friedmannn.

1.3. Ecuaciones de Friedmannn

En relatividad general, en el limite de gravedad débil, la clave que permite determinar el mo-
vimiento de una particula debido a campos gravitacionales es la ecuacién de Poisson. En el contexto
cosmoldgico, las ecuaciones de campo de Einstein se pueden usar para conectar el factor de escala
de la métrica de Friedmannn-Robertson-Walker con el contenido de energia-materia descrito a través
del tensor de energia-momento para fluido perfecto ( que corresponde a un fluido que es consistente
con la homogenidad e isotropia del universo). Esas ecuaciones son conocidas como las ecuaciones de

Friedmannn [3].

L\ 2 _ 2
0 (a> _81Gp—A . (1.20)

a 3 a?’
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a 3p
-=A—-4 — 1.21
3% = A—4xGlo+ F), (121)

donde: A es la constante cosmoldgica, posiblemente causada por la energia del vacio, G es la constante
de gravitacién, c es la velocidad de la luz a es el factor de escala del Universo, p es la densidad de
energia, p es la presion y K es la curvatura gaussiana cuando a = 1 (p.ej. hoy). Si la forma
del universo es hiperesférica y R es el radio de curvatura ( Ro en el momento actual), entonces
(R/Ro) = a . Generalmente, K/(a?) es la curvatura gaussiana. Si K es positiva, entonces el Universo
es hiperesférico. Si K es cero, el Universo es plano, y si K es negativo, el Universo es hiperbdlico.
Notese que p y p son funcién de a . El parametro de Hubble, H , es la velocidad de expansién del

universo. Estas ecuaciones a veces se simplifican redefiniendo la densidad de energia p y la presiéon p:

p—p— $7 (1.22)
bt o (1.23)
para obtener: ,
H? = (Z) = %p — KLCTZ’ (1.24)
3% = —4rGp + i—g, (1.25)

El parametro de Hubble puede cambiar en el tiempo si otros miembros de la ecuacion son dependientes
del tiempo (en particular la densidad de energfa y la curvatura). Evaluando el pardmetro de Hub-
ble en el momento actual se obtiene la constante de Hubble que es la constante de proporcionalidad
de la ley de Hubble. Aplicado a un fluido con una ecuacién de estado dada (donde la ecuacién de
estado es una relacién entre la densidad de energfa p y la presién p), las ecuaciones de Friedmannn
dan como resultado la evolucién en el tiempo del factor de escala del Universo como funcién de la
densidad de energia del fluido. Algunos cosmdélogos llaman a la segunda de estas dos ecuaciones la

ecuacion de aceleracion y se reservan el término ecuacién de Friedmannn sélo para la primera ecuacién.

1.4. Parametro de densidad

El pardmetro de densidad, se define como la relacién de la densidad actual (u observada)
respecto a la densidad critica del Universo de Friedmann. La densidad critica se define como la
necesaria para la cual la curvatura espacial es cero (como es para todos los Universos de Friedmann
bésicos). Cuando se sustituyen estos pardmetros en la primera ecuacién de Friedmann se encuentra

que [1]:
_ 3H?

=50 (1.26)

Pe
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Asfi se obtiene que la expresién siguiente para el pardmetro de densidad [2] (1til para comparar

diferentes modelos cosmolégicos) es:

p  8nG
— = —=p. 1.27
Y ek (1.27)

Este término originalmente fue utilizado como una manera de determinar la geometria del universo.

Q

Si el parametro de densidad es mayor que uno, la geometria es cerrada y el Universo eventualmen-
te parara su expansién y entonces se colapsard. Si es menor que uno, sera abierto y el Universo se
expandird para siempre. Sin embargo, también se pueden sintetizar los términos de curvatura y de
la energia del vacio en una expresién mas general para en el caso de que este parametro de densi-
dad de energia sea exactemente igual a la unidad. Entonces es una cuestién de medir los diferentes
componentes, normalmente designados por subindices. De acuerdo con el modelo ACDM, hay com-
ponentes importantes debido a los bariones, materia oscura fria y energia oscura. La geometria del
espacio-tiempo fue medida por el satélite WMAP estando cerca de ser una geometria plana, es decir,
el parametro de curvatura es aproximadamente cero. La primera ecuacion de Friedmann a menudo se
escribe formalmente con los parametros de densidad.
H? .
= Qra™* + Qa3 + Qra=*+Qy—Kc?a™?, (1.28)
0
donde: Qg es la densidad de radiacién, Qs es la densidad de materia (obscura més la bariénica),
Qx es la constante cosmoldgica o la densidad de vacio (en donde todas las cantidades anteriores estan

evaluadas en el tiempo actual.

1.5. Radiacion césmica de fondo

La radiacién césmica de fondo nos proporciona una vista del universo temprano cuando tenia
unos 300,000 anos. Los fotones en la radiacion césmica de fondo que se dispersaron por los electrones
actualmente tienen un corrimiento al rojo debido a la expansién del universo. Cuando observamos a los
fotones de la radiaciéon césmica de fondo notamos que literalmente vienen de un momento temprano

del universo, por ello son la prueba més poderosa de la existencia del universo en su edad temprana.

Hablaremos de los detalles antes de la época cuando se dispersaron dichos fotones. Un hecho
crucial es que las colisiones de los fotones con los electrones antes de dispersarse aseguraron que los

fotones estaban en equilibrio, esto es, que deberian tener una radiaciéon de cuerpo negro.

Lo que hemos aprendido en las ultimas décadas de observar la radiaciéon césmica de fondo es que
el universo temprano era suave, es decir, sin anisotropias apreciables detectadas en la radiacién césmica
de fondo, esto nos lleva a la conclusién de que el universo comenzoé con una gran explosién caliente.
El universo también era opaco y denso, sin embargo, cuando el universo se volivié transparente tenia
una temperatura de 3000 K°. La temperatura de la radiacién césmica de fondo es ahora de 2.725 K°,

un factor 1100 veces més pequeno. El decaimiento de la temperatura en la radiacién de cuerpo negro
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es una consecuencia directa de la expansién del universo [4].

El fisico estadounidense George Gamow descubrié que de acuerdo con el modelo de la gran
explosién debe existir radiacién de fondo que impregna a el Universo. En 1963, Arno Penzias y Robert
Wilson descubrieron dicha radiacién, llamada ahora radiacién césmica de fondo (CMB, por su nombre
en inglés) Trabajando con una antena para recibir microondas en los laboratorios Bell, recibieron lo
que ellos pensaban era ruido y que se solucionaria apuntando la antena en una direccién distinta.
Resulté que este ruido era isétropo y constante en el tiempo, era el CMB. Este descubrimiento fue
muy importante para la aceptacién de la teoria de la gran explosién como origen del Universo. Dicke
y su grupo en la universidad de Princeton analizaron este ruido (senales isétropas y constantes en
el tiempo) de donde dedujeron que el universo comenzé en un estado altamente denso y caliente.
La primera medicién con un rango amplio de longitud de onda fué realizada por el satélite COBE
(COsmic Background Expolorer) lanzado en 1989. El tltimo satélite lanzado, fué en 2013 y se llama
Planck, el cual sigue analizando la informacién obtenida.

El 21 marzo de 2013, los resultados obtenidos por la nave espacial Planck que analiz6 la radiacién de
fondo del universo de todo el cielo fueron anunciados. Se obtuvo una estimacién mas precisa para el
contenido de la materia y la energia presente en el universo: 68,3 % corresponde a energia oscura, un

26,8 % a materia oscura y un 4,9 % a materia ordinaria [5].

1.6. Materia obscura

La materia que conocemos y podemos ver, en cosmologia es llamada materia bariénica. Esta

materia interactia con la luz, la dispersa, la refleja, refracta, etc, pero existe materia que no es visible,
i. e., no interactua con los fotones. Esta es conocida como materia obscura. Esto significa que estas
particulas deben ser eléctricamente neutras. Estudios detallados sobre la dindmica de las galaxias nos
dice que esta materia debe ser también fria [2].
El estudio de un cimulo doble de galaxias nos ha dado evidencia directa de la existencia de materia
obscura, que no tiene interaccién gravitacional con si misma, ni con materia bariénica. Las galaxias en
este cimulo estan agrupadas en dos distintos sub-cimulos, mientras el gas caliente, observado median-
te rayos X, estd concentrado entre estos sub-cimulos. La interpretacién de esto es que dos ctimulos
de galaxias han colisionado, las galaxias con menor probabilidad de colisionar siguieron su camino,
cuando los cimulos de gas caliente que las acompanaban han colisionado quedando cerca entre los
dos ctimulos [1]. Observaciones posteriores indicaron la presencia de materia oscura en el universo:
estas observaciones incluyen la citada velocidad de rotacion de las galaxias, las lentes gravitacionales
de los objetos de fondo por los cimulos de galaxias, tales como el Ctumulo Bala (1E 0657-56) y la
distribucién de la temperatura del gas caliente en galaxias y cimulos de galaxias.

No solo la materia bariénica es indetectable ante nuestros ojos, pues mucha materia no es bariénica,
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la mayoria de la materia en el universo es materia obscura no-bariénica. Una buena manera de hallar
evidencia de materia obscura es observar la influencia gravitacional alrededor de una regién en el
universo. Un método cléasico de detectarla involucra observar la velocidad orbital de las estrellas en
galaxias espiral,como nuestra propia galaxia o M31. Las galaxias en espiral contienen discos planos
de estrellas, dentro de los discos, las estrellas estan en érbitas casi circulares alrededor de la galaxia.
El primer astréonomo que observé grandes cimulos de materia obscura fué Fritz Zwicky en los anos
1930’s, noté que la dispersion de la velocidad radial dede las galaxias es considerablemente grande
-aproximadamente 1000km/s- las estrellas y el gas visble dentro de las galaxias no proveen la inter-
accion gravitacional necesaria para mantener juntos los cimulos de las galaxias, esto lo llevd a la

conclusion de que debia haber alli materia obscura.

1.7. Enmergia obscura

Ahora hablemos de energia obscura. Uno de los campos de investigacién méas importantes en
astroffsica y cosmologia es el de la energfa oscura (DE, por su nombre en inglés). Con el término
energia oscura se denomina a la fuente causante de la recién descubierta expansién acelerada del Uni-
verso. Dicha expansion no era esperada de acuerdo con la teoria de la gran explosién pero gracias a las
observaciones hechas por los grupos High-redshift Supernova Search Team y Supernova Cosmology
Project Team [6] se pudo determinar su existencia [7].

Hoy en dia todavia no se sabe la naturaleza o de qué estd hecha la DE. La explicacién més sencilla es
la constante cosmolégica que Einstein introdujo en su ecuacién para obtener un Universo estatico.

La existencia de la energia oscura estda apoyada por observaciones. Entre éstas se tiene la edad del
Universo comparada con la edad de las estrellas méas viejas, la observacién de supernovas, el fondo de

radiacién césmica, etc.

Como se menciond anteriormente, en supernovas, los grupos High-redshift Supernova Search
Team y Supernova Cosmology Project Team reportaron de forma independiente la expansién acelerada
del Universo mediante la observacién de Supernovas tipo Ia (SNIa) en el afo 1998, comparando la
brillantez de estas supernovas (que es una medida de su distancia) con su corrimiento al rojo (cuanto

se ha expandido el Universo).

Hay dos conjuntos de evidencia de dicha energia:
1. La densidad de energia del universo es muy cercana a la critica.
De hecho la densidad de materia total inferida de las observaciones es solo un tercio de la densidad
critica, el resto de la densidad de energia debe ser de alguna manera, energia obscura.

2. Uno puede comparar distancia tedrica de algin astro con su corrimiento al rojo, y esta relaciéon
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puede ser observada directamente. En 1998, dos grupos dieron evidencia de energia obscura. Uno de
los campos de investigacién méas importantes en astrofisica y cosmologia es el de la energia oscura

(DE, por su nombre en inglés).

1.8. Principio antrépico

El principio antrépico establece que cualquier teoria valida sobre el universo tiene que ser con-
sistente con la existencia del ser humano. En otras palabras: «Si en el Universo se deben verificar
ciertas condiciones para nuestra existencia, dichas condiciones se verifican ya que nosotros existimos».
Los diferentes intentos de aplicar este principio al desarrollo de explicaciones cientificas sobre la cos-
mologia del universo han conducido a una gran confusién y elevada controversia. El principio antrépico
sugiere que vivimos en un universo cuidadosamente ajustado, es decir, un universo que parece haber
sido meticulosamente adaptado para permitir la existencia de la vida que conocemos. Si cualquiera de
las constantes fisicas basicas hubiese sido diferente, entonces la vida tal como se le conoce no habria
sido posible.

Hay dos versiones del principio antrépico: la débil y la fuerte.
La version débil del principio antrépico sugiere que el universo es como lo conocemos para que exista

vida en el mismo. Podemos formularlo de la siguiente manera:

Los wvalores observados de todas las cantidades fisicas y cosmolégicas no son igualmente probables,
sino que estan restringidos por el hecho de que existen lugares del Universo donde se ha podido desa-
rrollar la vida basada en el carbono y el hecho de que el Universo sea suficientemente antiguo como

para que esto haya ocurrido.

El principio antrépico, en su versién fuerte, sugiere que la vida inteligente (nosotros) estamos ubi-
cados en un universo en el cual las leyes que rigen la fisica y sus constantes, tales como la constante de
Planck, la constante de estructura fina, la constante cosmolégica, etc, tienen valores y formas de ma-
nera que se pudiera dar vida inteligente en ciertas regiones del universo o ciertos universos.El principio
sugiere que la probabilidad de hallar vida en una cierta regién del universo, tal como una galaxia, o
en un universo es casi uno.

De manera que, nuestro universo estd regido por las leyes conocidas(y quiza otras por conocer) y las
constantes como las conocemos, puesto que, si modificamos de manera minima, por ejemplo, la carga
del electrén, no tendriamos atomos, y sin dtomos no habria un universo como lo conocemos. Si los
neutrones tuvieran un tiempo de vida mas corto, el universo habria colapsado antes de que se pudiera
expandir tal y como las observaciones astronémicas sugieren, etc.

Y es aqui donde la version fuerte del principio antrépico choca con su versién débil: ; Estamos hechos

19



de acuerdo con las leyes y constantes fisicas o éstas estan hechas de acuerdo a nosotros?

Hay bastantes debates acerca de esto, sobretodo si nos enfocamos en la parte teolégica (cosa que
va mds alld del objetivo de este trabajo), pero nosotros nos enfocamos en la parte fuerte del principio
antropico, pues precisamente la inteligencia es la que nos hace pensar que no somos casualidad, si no
mas bien causalidad, y es lo que sugiere dicha versién de este principio. j Serd la formacién de vida
inteligente, probable, o incluso necesaria para el hecho de que tengamos las leyes que gobiernan el
universo tal y como es? Al no tener una respuesta a esta pregunta, optamos por reescribir el principio

antrépico fuerte de la siguiente manera:

Las leyes fisicas de la naturaleza y los valores de las constantes fundamentales y pardmetros

cosmoldgicos deben permitir la formacion de vida inteligente. Estos valores deben ser probables [8]

Esto nos lleva a pensar en los universos multiples, o que en el universo hay partes aisladas donde
las leyes y constantes fisicas son diferentes, de manera que la probabilidad de hallar vida inteligente
en dichas regiones o universos sea casi uno. Cuando uno adopta esta forma del principio antrépico,
el hecho de que la inflacién eterna predice la creacién de un nimero infinito de universos planos con
valores casi aleatorios de los campos que determinan los valores de las constantes fisicas, se convierte

en un aspecto altamente deseable para esta teoria cosmoldgica [8].

En el presente trabajo utilizaremos la version fuerte de este principio para obtener los posibles
valores esperados de los pardmetros que caracterizan a los modelos modificado y generalizado de RT
para que su probabilidad de nucleacién de universos sea méxima. El requerimiento anterior se basa

en la suposicion de que nuestro universo es “comun”.
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2. Cosmologia clasica de branas

La idea de que nuestro universo puede estar inmerso en un espacio de fondo de dimensién
mayor nos ha llevado a la necesidad de elaborar diversos modelos con campos fisicos y propiedades
geométricas. Esto dié origen a la cosmologia de branas (la palabra "brana”surge de la palabra ”mem-
brana”), donde podemos hablar de n-branas y n es la dimensién. T. Regge y C. Teitelboim [9] fueron
los primeros en dar estas ideas. Posteriormente Rubakov y Shaposhnikov [10] [11] propusieron una
accién que modela nuestro universo como una membrana o brana de cuatro dimensiones considerando
tres espaciales y una temporal, misma que se encuentra inmersa en un espacio de fondo de cinco

dimensiones.

2.1. Branas

El término p-brana ha sido utilizado para describir un sistema dinamico localizado en una
superficie de tipo temporal de dimensién d=p+1 inmerso en un espacio-tiempo de fondo de dimensién
n>p. En el caso de menor dimensién, tenemos una cero-brana significando lo que usualmente llamamos
una particula elemental, una 1-brana es una cuerda, etc. En el caso extremo de mayor dimensién uno
tiene el caso "impropio”de una (n-1)-brana, que significa lo que es comtinmente llamado ”medio” (lo
podemos ejemplificar como un simple fluido), y una (n-2)-brana que significa una membrana (de donde
se deriva el término genérico "brana”). Una membrana tiene la caracteristica especial de ser formada
por una hipersuperficie, siendo apta para formar una frontera entre regiones separadas del espacio
de fondo; esto significa que una 2-brana es una membrana en un espacio -tiempo cuatridimensional
ordinario (con n=4), pero no en un espacio de fondo de mayor dimensién.

El fundamento de la cosmologia de branas es la idea de dimensiones extra, la cual sugirié T. Kaluza
(1919) y posteriormente la refiné O. Klein (1926). La teorfa de Kaluza-Klein trata de unificar la
gravitacion y el electromagnetismo, usando un modelo geométrico en un espacio-tiempo de cinco
dimensiones. La teoria usa las ecuaciones de campo de Einstein planteadas en un espacio-tiempo de
cinco dimensiones, estas ecuaciones bajo hipotesis adicionales resultan dar por un lado las ecuaciones
de Einstein convencionales para el campo gravitatorio y de otro lado las ecuaciones de Maxwell del
campo electromagnético. Ademads aparece un campo escalar extra. En 1926 Oskar Klein combiné las
ideas de Kaluza con algunas ideas de la mecanica cudntica y pudo dar una estimacién cuantitativa
tanto de la cuantizacion de la carga como de la pequenez e inobservabilidad practica de la dimensién

adicional.

Modernamente sobre la idea original de Kaluza y Klein se han construido generalizaciones de la
teoria de la relatividad sobre espacio-tiempos de més de cinco dimensiones. A estas teorias, también
se las llama usualmente, teorias de Kaluza-Klein aunque difieren en muchos aspectos de la propuesta

original, retienen el principio de geometrizacién y otros aspectos de la teoria [12].
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El punto de partida de Kaluza fue introducir un espacio-tiempo de cinco dimensiones, en que el tensor
métrico de dicho espacio-tiempo contenia la métrica cuatridimensional g;; y el potencial vectorial A;

del campo electromagnético, ademéas de dos funciones escalares o y ¢:

. Gab + H2¢2AaBb ”WSQAa
gAB = ) ) . (2 . 1)
Kp* Ay ¢
El siguiente paso de la propuesta de Kaluza es imponer artificialmente la llamada condicién cilindrica
que consiste en restringir que ninguna de las componentes del tensor pentadimensional g4 5 dependa de
la coordenada adicional z4. En ese caso las ecuaciones de campo de Einstein se reducen a las condiciones

del electromagnetismo clasico mas las ecuaciones de la relatividad general, més una ecuacién adicional

para el campo escalar adicional:

2,2
Rap — Bgap = =L TEE - Va0 — gab

. R .
Rap — 5948 = 0 = VaFy = *38¢>¢F‘“’ 22)
2.3
— K4¢ F Fab

Estas ecuaciones tienen la siguiente interpretacién: Si se considera un espacio-tiempo cuasivacio, de
topologia M x S! en cinco dimensiones con la métrica adecuada, entonces el movimiento de una
particula pequena de prueba cargada en el mismo se parece al que tendria dicha particula en un
espacio-tiempo de cuatro dimensiones M en el que se ha introducido un campo electromagnético. Es
decir, el campo electromagnético efectivo que ve una particula cargada en el espacio-tiempo ordinario
puede interpretarse como el resultado geométrico de la curvatura de un espacio-tiempo de cinco

dimensiones.

2.2. Modelo de branas
Ahora consideramos la siguiente accién para el modelo de branas:

M2
Sp =85 + 50 = %/(,ﬁ_g}z)d‘*ﬁ/(\/—ng)d‘*a:, (2.3)
b b

donde M4 es la masa de Planck y R es el escalar de curvatura de la trayectoria barrida por la brana.
Regge y Teitelboim [13] considerarobn de gravedad pura el término Sg ) , sin embargo, consideraremos
algo mas general al incluir el otro término S](é). La forma mds simple del término de materia es una
constante cosmoldgica en cuatro dimensiones [5| L,, = p, = const que corresponde al término de

tensién de la brana. La integracion se hace en una superficie de 34+1 dimensiones descrita por:
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que son las coordenadas de embebimiento de la brana en el espacio-tiempo de fondo. En un espacio
N dimensional con una métrica G 4p inducida sobre la brana:

oy* oyP
ozt Ozv’

9w =GaB5 (2.5)

denotaremos a g como el determinante de la métrica g,,. Y la superficie estd parametrizada por:
X = XP(r,1,6,0), (2.6)

Las variables independientes dindamicas de la teoria no son las componentes de la métrica pero si de

las funciones y* del embebimiento.

La accién general en N dimensiones incluye la curvatura del espacio de fondo y su contenido de

materia:

MN2

Sy = S& + 547 = —3-

/(FR)d y+/b(\/$tm>dfvy, (2.7)

donde My es la masa de Planck en N dimensiones. El término de materia se toma usualmente en
la forma de una constante cosmoldgica del espacio de fondo, la cual puede tomar diferentes valores
en los diferentes lados de la brana. La gravitacién en cuatro dimensiones de la brana es entonces
recuperada si se compactan las dimensiones extra o si se introduce una constante cosmoldgica negativa
suficientemente grande en el espacio de fondo, lo cual causaria que el espacio de fondo se deformase [5],
confinando gravitones de bajas energias en la brana. De acuerdo con la teoria DGP nuestra gravedad
de cuatro dimensiones puede ser también recuperada en un espacio de fondo asintoticamente de

Minkowski. La accién completa en este caso es:
Sy =S 4 SV 4 58 4 5\ (2.8)

Asumiendo un espacio de fondo de cinco dimensiones y una simetria Z, respecto a la brana, se
encuentra [5] que la gravedad en la brana es efectivamente 4D en escalas pequenas y 5D a mayores
escalas. Ese modelo se puede extender en varias direcciones. La variacién de la accion respecto a Gap
da:

58 = — /dNy\/ G(RAB — GABR KT25,)6G ap—

T T / dN e/ —g(R™ — WR E'T")g,u,

(2.9)

2

_ 2 5L, N2 2 6Ly, ¢ :
Tbu”c = ey y T = T e son los tensores de energia del espacio de fondo y la

brana, respectivamente. k = M(2N)N, kK = M(24)

y la variacién dg,, se puede expresar en términos de la variaciéon 6G 4p como:

v = / AN yGapduy™ (2)0,y” (2)0" (y* — y* (x)), (2.10)
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con lo que obtenemos las ecuaciones de Einstein en N dimensiones:
- 1 . .
RAP — SGAPR = k(T3 + Torane), (2.11)

donde:
1 1 1
A v v v A A A
Tt = 7 [ diav=a [0 = (R 30 R) |0t 000 @0 0 - @), 212)
Utilizando la relacién anterior, vemos que si las ecuaciones en 4D de Einstein son satisfechas en la
brana:

- 1 1
T =T — (R’“’ - 2gWR) =0, (2.13)

entonces la brana no tiene efectos gravitacionales en el espacio de fondo. A estas branas se les conoce

como sigilosas [14]

Las ecuaciones de movimiento de la brana pueden ser halladas variando la accién respecto a la métrica
inducida, tales ecuaciones son

K, =0, (2.14)

donde:
K}, =-nDyel, (2.15)

es la curvatura extrinseca y D, = eﬁv A4y Va4 esla derivada covariante compatible con la métrica
G ap. Los vectores n’; son normales a la hoja de mundo y los vectores tangentes son:

el =y, (2.16)
los cuales cumplen que niyn’ygA8 = 69y n%eﬁ =0.
Supongamos que tenemos la solucién en 4D de las ecuaciones de Einstein que se pueden embeber
en un espacio de fondo de N dimensiones con ciertas funciones y(z#). Este embebimiento da una
solucién tanto a las ecuaciones de movimiento de la brana como a las ecuaciones de Einstein en N
dimensiones. Entonces, cualquier universo 4D que se pueda embeber en el espacio de fondo representa
una posible evolucién de un universo tipo brana. Ahora consideremos una situacién mé&s general,
cuando las ecuaciones de Einstein en 4D no son satisfechas. Tomamos el caso de branas esféricas en
un espacio de fondo 5D por simplicidad. Asumimos una constante cosmolégica distinta de cero para
el espacio de fondo y dejamos la posibilidad de que asuma distintos valores dentro y fuera de la brana.

Siguiendo los mismo pasos, las ecuaciones de movimiento de la brana quedan de la siguiente manera

[5]:

I_KJ gHV - [Kuu] = kqj;tua (217)
T#V <K;w> = [an] 5 (218)
VV(T;:) = [Fun] ) (2.19)
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donde:

Fun = (Tyuik) gpn”*n”, (2.20)
Fun = (Tbulk)ABe;}nB7 (221)

Los paréntesis cuadrados y angulados denotan la diferencia y semisuma de la correspondiente cantidad

dentro y fuera de la brana [5], es decir:

(K] = K, — K, (2.22)

(o) = = (K}, — Ko, (2.23)

1
) Z
donde los signos mas y menos denotan dentro y fuera de la brana respectivamente. Tomamos la

siguiente forma del tensor de energia-momento del espacio de fondo:
Fip=—k""Agap, (2.24)

Luego, en virtud del teorema generalizado de Birkoff [2], la métrica en 5D se puede escribir de la
siguiente manera:

dsi = —Aydr® + A7 da® + a*d93, (2.25)
donde el tltimo diferencial denota la métrica en una esfera unitaria de tres dimensiones y:

AE 2M=*
Ay =1-—a?— ———,
6 M(?’5)a2

(2.26)

y M%* puede ser interpretado como las masas de un agujero negro dentro y fuera de la brana. La

funcién de embebimiento es:

yt =yt @) = (), alr), x. 0. @), (2.27)

que nos dé una trayectoria paramétrica del movimiento de la brana, la funcién a es conocida como

factor de escala césmica. En la norma propia de tiempo, la métrica inducida en la brana es:

ds3 = —d7° + a?dQZ, (2.28)
Definimos A = — A {2 + A;ldQ. Los vectores normales son:
= 71A (i,a,0,0,0), (2.:29)
1 .
nt = —— (A7'a, A4£,0,0,0) (2.30)

NEN

Los términos distintos de cero del tensor de curvatura extrinseca son [5]:

Nl

i+ 3 %+ A
K}T:_(( - 29 ) y KfX:Keie:ng:i(a =) : (2.31)
a?+ Ap)? a



Insertando esta informacién en las condiciones de unién (ecuaciones 2.17-2.19) y asumiendo que el
tensor de energia-momento de la brana es diagonal, obtenemos:

o, 3

Nl

.9 1 .9 ) a B
(@®+A_)% —(a®+ Ay) 3 a2 ) , Yy p+ SE(p + P) =0, (2.32)
La ecuacidn (2.32) representa la conservacién de energia y momento de la brana. Entonces obtenemos,

a partir de las ecuaciones anteriores:

1

1 i
a2+ 1 A—)2 <a2+1 A o oM )2 1 /p
-—— ] - —— | === f—M2H2) (2.33)
2 2 3 3 4 3 ( (4) ’
( a 6 a 6 6M(5) M(s)a M(5) 3
donde hemos definido:
a= (At —AT)ME), (2.34)
Y tomando los siguientes limites:
AT, AT = Ay M) — oo, (2.35)
obtenemos: )
-2 -2 3
P Gt +1 a+1 A\ _ o M
(3 M= ) ( a? 6) "2 a (2.36)
La ecuacién tipo Friedmann de la relacién anterior es:
a?+1 ) _
T =30 T =57, (2.37)
(4)
donde T esta definida mediante la siguiente ecuacién:
A o  M\?
M1 =T (T - =) =53 =+ 2.
=17 (1= ) = (5 + ) (2.38)

A niveles clésicos esta ecuacion es obtenida de la acciéon que una brana interactuando con un campo

de una 4-forma y propagéndose en un espacio-tiempo fijo de fondo con constante cosmolégica [5].

2.3. Modelo modificado de Regge-Teitelboim

Consideremos una brana tridimensional dindmica. El volumen de mundo m (3+1)-dimensional,
el universo tipo brana, estd inmerso en un espacio-tiempo de fondo de Minkowski (4+41)-dimensional
con métrica 7,, (u,v=0,1,2,3,4) . Asumiremos que las variables dindmicas son las funciones
de embebimiento de m, X*(x2®) donde x® son las coordenadas del volumen de mundo a,b =0,1,2, 3.
Construimos la métrica inducida gu, = Nuvehey := eq - €y y la curvatura extrinseca como fué definida
anteriormente donde e = 9, X" son los vectores tangentes a m y n* es el campo vectorial normal
definido tinicamente como e, -n = 0 y n-n = 1. Bajo estas condiciones geométricas la acciéon para

una brana 3-dimensional es definida como [13]:

S[X] = /m dz/ =g (%R A+ BK) , (2.39)
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donde R y K son el escalar de Ricci y el escalar de curvatura extrinseca, respectivamente. En el
modelo original de Regge-Teiltelboim solo se consider6 el primer término en la accién.

Un proceso variacional nos lleva a la ecuaciéon de movimiento
aGep K™ — BR + AK =0, (2.40)

Para nuestros propositos consideramos un universo de Friedmann-Robertson-Walker cerrado en un
espacio de fondo de Minkowski con métrica dsz = —dt* + da® + a2dQ3, donde d23 = dx* + sinxdb” +

sin?ysin?0d¢? es la 3-esfera unitaria. Considerando
XH(a®) = (1), a(1), x, 0, 9) - (2.41)

La métrica inducida es la de Friedmann-Robertson-Walker:
ds? = —N2%dr? + a2dQ3, (2.42)
donde N2 =2 — 42 y a(7) es el factor de escala. El vector normalizado a m est4 dado por:
nt = i(a £,0,0,0). (2.43)
N Y Y

Esta configuracién geométrica nos lleva a:

60 .. .. :
R = Waat —aat + N2t, (244)
1., . 3t

De la ecuacién (2.40) tenemos la ecuacién de movimiento

2\ | N2i2 — 3KN2a® + 63Nai
d (a = 3ANTa” + 65Nat _ (2.46)
dr \ t at3t? — AN2a2 + 63Nat
donde hemos introducido la notacién A? := &y B:= %

Para poder escribir la accién S en analogia con la mecédnica analitica, sustituimos primero (2.44)
y (2.45) en (2.39), entonces después de la integracién sobre las coordenadas espaciales la accién se

reduce a S = 672 [ drL donde la funcién lagrangiana se lee:

at , .. . . a<o Q3B .. . .
L= N3 (ait — aat + N?*#) — Na®A* + Nz (fa — at) + 3apt. (2.47)

Notemos una dependencia lineal en la aceleracién de las coordenadas a(7) y ¢(7). Inferimos [12] que

la configuracién del espacio es dada por {t,a,t,a}. Ciertamente, L puede ser descompuesta como

L =1L, + L; donde

d (a*a = a
Ly=—(—+d h{ = 2.4
b dT(N—l-aﬂarctan (t))’ (2.48)
y
aa? 272 25 | _ ~ a
Ly= _W—’—GN (1 —a*A?) 4 3a*B |t — darctanh ) (2.49)
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Ly denota un término lagrangiano de frontera que no produce dindamica, de manera que podemos
quitarlo sin afectar las ecuaciones de movimiento. Para propdsitos hamiltonianos esta estrategia no
es adecuada a veces si queremos obtener restricciones cuadraticas en los momentos a menos que
introduzcamos variables de campo auxiliares que extiendan el andlisis canénico [15] [16] [17] [18] [19].
Afortunadamente, desde el punto de vista de una derivada de segundo orden, una prescripcién robusta

se mantiene intacta en el lagrangiano (2.47) [20].

2.4. Modelo generalizado de Regge-Teitelboim

Ahora consideraremos la siguiente accién para el modelo generalizado de Regge-Teitelboim en el
que se introduce un término proporcional a la tercera potencia de la curvatura extrinseca que produce

ecuaciones de movimiento que son de segundo orden:
S[X] = / d*¢\/—g (%R — A+ BK +6 (K® - 3KK,, K + 2K};K§K§)) , (2.50)

donde R y K denotan el escalar de Ricci y el escalar de curvatura extrinseca respectivamente, g
es el determinante de la métrica inducida, «, 8,6 son constantes y A es la constante cosmolégica. La
simetria principal de la funcién lagrangiana es su invariancia bajo reparametrizaciones de m. Tomando

a las funciones de embebimiento como las variables dinamicas, las ecuaciones de movimiento son:
G K® — BR+ AK + §J 4, K =0, (2.51)

donde Gy es el tensor de Einstein del volumen de mundo y Jup = gap (K3 —3KK ,K® + 2K3K§Kg) +
3RK . + 6 KK, K — 6K, KJK, g. Las ecuaciones de movimiento resultantes son de segundo orden
en derivadas de X*, ain cuando en la accién (2.50) tenemos cantidades que involucran segundas
derivadas a través de R y K. La caracteriastica anterior surge de la estructura de la accién y por lo
tanto pertenece a una clase de acciones generales conocidas como las acciones de Lovelock [21]. La
integracion de la ecuacién de movimiento (2.51) dé como resultado la energia del sistema. La primera
integral resulta ser precisamente la ecuacion generalizada de Friedmann. A continuacién procederemos

a su cdlculo explicito por medio del uso de la siguiente corriente conservada
[ = (aG™ 4 BS™ + Ag® +6T%) €}, (2.52)
en el sentido de
Vaf* =0, (2.53)
donde Sy := Kgp — Kgqp- A partir de la corriente anterior es posible calcular el momento conjugado
por medio de la siguiente relacién
I, = \/Eﬁaf,? (2'54)
donde h es el determinante de la métrica tipo espacial de la hipersuperficie y 7, es su vector normal.
La componente temporal del momento es la energia de la brana vista desde el espacio de fondo. El

resultado anterior es la ecuacién clave para determinar la evolucién de este tipo de universos.
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3. Cosmologia cuantica

3.1. Cosmologia cuantica estandar

En el inicio del universo es relevante conocer los efectos cuanticos. La cosmologia cuantica trata
al universo de manera cudntica como un todo, descrito por una funcién de onda (en lugar de un
clésico espacio-tiempo clésico) obtenida mediante la ecuacién de Wheeler-DeWitt. Esta aproximacién
cudntica se desarroll6 por DeWitt hace ms de 25 anos y ha atraido bastante interés. La idea es que
un universo pequeno y cerrado, se puede nuclear de la "nada”; con "nada”nos referimos a ausencia de

materia, de espacio y de tiempo.

La funcién de onda del universo ¢ [h;; (x), ¢ ()], estd definida sobre el superespacio, el cual es
el espacio de todas las 3-metricas h;; (z) y configuraciones de campos de materia ¢ (z).
El desarrollo de la cosmologia cuantica se origind en trabajos sobre la formulacion Hamiltoniana en
relatividad general en los afios 1960’s por R. Arnowitt, A. Wheeler, B. S. DeWitt y S. Deser [22].
Después, C. W. Misner y sus colaboradores comenzaron a construir una funcién de onda del universo.
A finales de los anos 1970’s, S. W. Hawking utilizo6 la integral de trayectoria para construir la funcién
de onda y posteriormente junto con J. B. Hartle [23] hicieron una propuesta para las condiciones de

frontera de dicha funcién.

En los afios 1980’s A. Vilekin [7] propuso la idea de crear un universo por tunelamiento (de la

nada) cudntico con su correspondiente condicién de frontera.

3.2. Modelo cosmolégico cuantico cuatridimensional

Consideramos que el universo de Friedmann-Robertson-Walker es homogeneo, isétropo, cerrado

y regido mediante la siguiente accién:

S = /d4x¢jg(R — Prac)s (3.1)
donde R =6 (a™% 4 a"2a* + a~'d), y puac s la densidad de energfa del vacio, lo cual implica que
S =2n? / (a —aa® — Aa®) dt, (3.2)
con A = pyqe, asi

d (a%
S = 27r2/ (a —aa® + La) - Aa3> dt, (3.3)

dt

/L dt:/ <L+0§) dt, (3.4)

S = 2n? / (a —aa® — Ad®) dt, (3.5)

pero

por lo que
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y la funcién lagrangiana es

L=2r*[a(l-a"?—-Aa%)], (3.6)
y el momento conjugado es:
=0 yrrad (3.7)
Pa = 5o = —4m aa. .

Como el hamiltoniano es H = p,a — L, entonces tiene la siguiente forma:
H = —27%a (a® — 1+ Aa?) (3.8)

pero por conservaciéon de energia, H = 0, por lo que @*> — 1 + Aa? = 0, la cual es una ecuacién de

Friedmann. De aqui, haciéndo el dlgebra, obtenemos que;
1
t:—{ln(\/Ka—i—\/Aa?—l ], 3.9
VA ) (39)

pero como In (\/Ka + VAa? — 1) = cosh (z), tenemos

__cosh(t)
a= Jr (3.10)

con lo cual obtenemos un espacio de de Sitter.

= en el hamiltoniano, obtenemos

2
Sustituyendo a2 = ﬁ

2
H =277 ( LI I a+Aa2> . (3.11)

22 (472)? a2

Para cuantizar el hamiltoniano (3.11), sustituimos el momento p? por el operador cudntico de momento
i% e identificamos el resto con un operador de energia potencial U, con lo que obtenemos la siguiente

ecuacion
2

% 1 397402 (Aa2 _ 1)] Pa)=0 = (88a2 + U) P(a) =0. (3.12)

La cual es conocida como la ecuaciéon de Wheeler-DeWitt.
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4. Cosmologia cuantica de universos tipo brana

Las ecuaciones de Friedmann proporcionan la dindmica del factor de escala cdsmica, con lo
que podemos deducir la evolucién del universo, su expansién, etc. También podemos ver hacia el
pasado, con lo que podemos formular diversas hipétesis sobre el origen del mismo. Esto ha llevado a
la comunidad cientifica a pensar en la teoria de la gran explosién y a ser ésta la mas aceptada hasta

la actualidad.

Al pensar asi, creemos que antes de la gran explosién, nuestro universo se podia describir en
forma andloga al de una particula cuantica sometida a un potencial obtenido de la accién que rige a

nuestro universo visto como una brana.

En cosmologia de branas hay una regién clasicamente desconectada conocida como la época
embrionaria del universo y ademas las condiciones de frontera son mas claras. Esto ha llevado a buscar
técnicas alternativas para estudiar los efectos cudnticos en la cosmologia de branas.

La sugerencia de que nuestro universo puede ser una superficie de 3+1 dimensiones [13] inmerso en
un espacio tiempo de mayores dimensiones fue propuesta por Regge y Teitelboim [24] hace algun
tiempo, motivados por la idea de que la gravitaciéon puede ser descrita en un punto o cuerda, como el
volumen de mundo barrido por el movimiento de una brana espacial de tres dimensiones embebida en
un espacio-tiempo de fondo de mayores dimensiones. Algunos anos después Rubakov y Shaposhnikov
[25] propusieron que nuestro universo puede ser un defecto topoldgico inmerso en un espacio tiempo de
fondo extradimensional. Los modelos de mundo de brana BWS ( por sus siglas en inglés -Brane World
Scenario-) es una alternativa, junto a la relatividad general de cuatro dimensiones, para entender el
nacimiento y evolucién del universo [5].

Basado en la propuesta de que nuestro universo puede ser visto como un objeto de cuatro dimensiones
inmerso en un espacio-tiempo de N dimensiones (N > 4), la idea fisica principal detrds de los BWS es
que los campos de materia estdn confinados en un espacio de tres dimensiones (brana) mientras que
campos gravitacionales estdn presentes en espacios de dimensiones mayores (espacio de fondo), donde
la gravitacién puede viajar en las dimensiones extra. Los BWS adema&s de resolver el problema de
la jerarquia han sido aplicados a una gama amplia de situaciones como energia o materia obscura, e
inflaciéon. En el contexto de cosmologia hay predicciones de estas ideas que podrian ser comprobadas
por observaciones astronémicas. Esto constituye una de las varias razones por las cuales los BWS son
tan atractivos.

En los BWS la gravitaciéon en una brana se recupera compactando las dimensiones extra o introdu-
ciendo un espacio-tiempo de fondo del tipo Anti de Sitter (AdS). Sin embargo, Dvali, Gabadadze y
Porrati (DGP) [26], mostraron que incluso en un espacio de fondo asintético de Minkowski, la gravi-
tacién cuatridimensional se recupera si un término de curvatura de la brana es incluido en la accidn.

La propuesta de DGP considera simetria Zs bajo reflexiones respecto a la brana y se obtiene una
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gravedad cuatridimensional a escalas pequenas, y de cinco dimensiones en escalas mayores. Es impor-
tante notar que la simetria bajo reflexiones no es la tnica posibilidad en estos modelos, por ejemplo,
cuando la brana estd acoplada a un campo de una 4-forma, o para casos antisimétricos. De hecho,
Brown y Teiltelboim [27] trabajaron el proceso de creacién de membranas por un campo antisimétrico
motivada por el proceso de Schwinger [5] para la creacién de pares en presencia de un campo eléctrico.

Cabe remarcar que en estos trabajos no se incluyeron los términos de curvatura de la brana.

En esta seccion estudiamos la cuantizacién canénica del modelo de Regge y Teitelboim. Em-
pezamos escribiendo las cldsicas restricciones en operadores, definidas sobre un dominio comtn en un

espacio de Hilbert.

4.1. Formulacién hamiltoniana

Comenzaremos con la siguiente accién:

M? k
S = %/ d*z/—g(R — Ay) + 4—?/ d*z/—gAapcpetBCP, (4.1)

donde R es el escalar de Ricci de volumen de mundo m, k; = M (24) y Ay = ]j—g y hemos tomado el
@
lagrangiano de [13].

Definimos los siguientes momentos:

= 2 4 (i 4 Nap), (42)
pa:%:%(ﬁrj\faﬂ_), (4.3)

=22 (%) (62 + N2 [1 - A7) +3Naf) 1= —0, (440
=20 (Zﬁ;) = (@4 N?[1 - @A) + 3Naf) (45)

siendo (4.5) y (4.6) los momentos conjugados de las variables de posicién [t, a]. Es conveniente men-
cionar que p; no es afectado por el término lagrangiano de superficie, por que no es mas que la
energia conservada del espacio de fondo que parametriza la desviacion del limite de Einstein cuando
8 — 0. El momento p, estd compuesto de dos contribuciones, p, = p , + pa. El momento p, es
asociado a la teorfa dindmica equivalente definida por (2.49) y p, es el momento relativo a la funcién

lagrangiana de frontera (2.48) [28], [29]. Explicitamente estdn dados por:

. N _T at ;
Pa = _% [a® + N? (3 — a®A?%)] — 348 {;2 + arctanh (j)} ; (4.6)
_ 2ad + 3a®Barctanh a (4.7)
Pa = N t ’ )

En este sentido, p; = p:. Para el siguiente andlisis es crucial mantener a p, en términos de dos piezas

(4.6) y (4.7).
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El hamiltoniano canénico que define el espacio fase apropiado estd dado por la construccién de Os-

trogradski [30], [31]

Hy=P-X+p-X -1,

: - 1 _ _
=p-X+N (a3A2 — ENQPQ + %a® — ﬁa2N> . (4.8)

La definicién de los momentos (4.2) y (4.3) nos dan dos primeras restricciones lineales en los mome-

mentos
a’a ,, 2\
T
o =P, — 3 (t+ NaB) = 0 (4.10)
. a®(i+BNa) , ,
que pueden ser escritas en la forma compacta ¢, = P,, — ——5z—=n,,. Aqui, el simbolo ~ se refiere a

una igualdad débil en el esquema de Dirac para sistemas restringidos. Proyectando ¢,, sobre el vector
velocidad y también sobre el vector unitario normal a m a un tiempo fijo, podemos obtener unas

restricciones més adecuadas

o1 =Pit+P, =P -X=0, (4.11)
2
g2 =N(P-n)— GN (i + BNa) ~ 0. (4.12)

Este hecho es fundamentado bajo una relacion existente de completez en la geometria de deformaciones
para branas, n*¥ = n*n¥ —ntn¥ + hAstiag. Asf que el hamiltoniano total es Hy = Hy 4+ u'¢1 +u2¢po
donde u!? son multiplicadores de Lagrange que hacen que se cumplan (4.11) y (4.12). Aparentemente,
en Hj la dependencia lineal del momento p,, nos lleva a la llamada inestabilidad de Ostrogradski [32]
que nos forza a la manifestacién de grados de libertad fantasmas. Usando el paréntesis extendido de
Poisson (PB) entre dos funciones del espacio de fase, f y ¢

019y  0f 0y  0f 0y  0f Oy
ot 8pt da apa at aPt oa 8Pa

{fi9} = (f<9), (4.13)

como se necesita para una teoria en derivadas de segundo orden, obtenemos que las restricciones
secundarias son generadas por las relaciones de consistencia ¢19 = {19, Hr) = 0. Asi obtenemos
dos restricciones secundarias

3 = Hy =~ 0, (4.14)
@14 = pra+pat = N (p-n) = 0. (4.15)

No hay restricciones terciarias. La informacion fisica relevante es obtenida cuando las restricciones
primarias y secundarias son separadas en restricciones de primera y segunda clase, §’'s y £'s respecti-

vamente. En nuestro caso tenemos

F1=P-X =0, (4.16)

NGO
S2 = (a?‘b) w2+ Hy = 0, (4.17)
U = o =0, (4.18)
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o = 4 ~ 0, (4.19)

donde © := N2Q + 2NA?a*t — 3Ba’t? y ®;= 3t> — N2a?A? + 6Bat. Notemos que imponiendo la
condicién (4.18), el hamiltoniano total Hp es reemplazado entonces por el hamiltoniano de primera
clase

H =3 +u'F:. (4.20)

De hecho, la evolucién predecida por Hr y H es la misma [33]. Para completar nuestra aproximacién

debemos reemplazar el paréntesis de Poisson con el paréntesis de Dirac (DB), definido como

{fag}* = {fvg}f{f,&}f:jl {€j79}7 (421)

donde K;jl denota a los elementos de la matriz inversa de las restricciones de segunda clase ¢;; :=
{6, 4;}, (i, j=1,2). Explicitamente
ad 0 1

(i) =~ Lol (4.22)

En vista del método de restricciondes de Dirac, debemos considerar que las restricciones de segunda
clase desaparescan, lo cual nos ayuda a eliminar la parte proporcional a @9 [34] en (4.17), llevandonos
a una expresién més simple para §>. El conteo de los grados de libertad (dof) es el siguiente [33]:
dof=[8 - 2 x 2-2]/2=1. Este grado de libertad corresponde al factor de escala césmico a(r).

Para el algebra de restricciones de primera clase, el paréntesis de Dirac entre §; y el reducido 2 se
lee

{Szygj}* = _eij327 7;7 J = 1327 (423)

con ¢;; el simbolo de Levi-Civita tal que €12 = 1. Esta expresién nos sugiere introducir la notacién

Lo :=F1 y L1 := F2. La relacién (4.23) se transforma entonces en
{Lm,Lp,}" = (m —n) Lipin, m=0, n=1; (4.24)

que caracteriza una algebra truncada de Virasoro [35], [36], [37]. Podemos decir, basados en algunos
modelos recientemente estudiados [15], [28], [29], que ésta es una simetria heredada por todos los
lagrangianos de branas de Lovelock caracterizados por una dependencia lineal en la aceleracion de la

brana.

4.2. Transformaciones canénicas y norma fija

Para obtener restricciones cuadraticas en el momento necesitamos reexpresar el conjunto de
restricciones (3.31-3.34) de una manera conveniente.

Para hacer esto, consideramos la siguiente transformacién canénica (CT) [29], [30]

N :=Vi2— a2, (4.25)
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My = % (P : X) : (4.26)

vi=— [N (P-n)— GNQ (t+ ﬁNa)] , (4.27)
I, := arctanh (‘Z) , (4.28)

junto con las transformaciones X* = X* y p, = p,, — p,. Esta transformacién candnica preserva la

estructura del paréntesis de Poisson en el siguiente sentido
[N} =1={nIL} y {X".p} =0 (4.29)
Esta condicion de frontera dicta que el vector velocidad puede ser escrito como
X" = N (coshIl,, sinhII, , 0,0,0) , (4.30)
mientras que los momentos (3.19) y (3.20) se convierten en
p:r=a [SinthiV + (1 — aQJ_XQ) + SBcoshHl,] coshll, = —Q, (4.31)

Pa = —0G [sinhQPil, + (1 — a2A2) + 3BcoshHl,] sinhll, = a [sinhQPz'l, + (1 — aQAQ) + 3BCOShHV} = Qtanhll,,

(4.32)
6, en una forma mas compacta
pp = (—1,tanhIl,,0,0,0). (4.33)
Los momentos (3.21) y (3.22) se convierten en
Pa = {—a [sinhQH,, + (3 — aQAQ)] — 3Ba2coshHl,} sinhIl, — 354?11, (4.34)
Pa = 2asinhIl, + 35a?TL,. (4.35)

Falta expresar los momentos (3.17) y (3.18) en términos de las nuevas variables del espacio de fase.
Por completez
1 _
P, = Il ycoshll, + v (1/ — Ba® — GZCOShHl,) sinhlI,

1 _
P, = —IIysinhIl, — N (1/ — Ba® — azcoshH,,) coshll,,. (4.36)

Ahora podemos escribir las restricciones de primera clase de la manera siguiente

§1 = Ny, (4.37)

- 1
Jo = N |pcoshIl, + (pg + pa) sinhIl, + a®A? + —3N2HN — acoshQH,,} —
a

_ 1 _
—N |3Ba’coshlIl,, — —v (V — 2a?coshll, — Qﬁa?’)} , (4.38)
a
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N2
donde hemos utilizado la relacién N?P? = — (P - X ) + N2(P-n)? [30] junto con las ecuaciones

(3.40-3.43). Similarmente para las restricciones de segunda clase tenemos
61 =V, (439)
by =N (pa — 2asinhIl, — 3Ba2Hnu) coshlII,,. (4.40)

Observamos inmediatemante que {5 se reduce a la definicién de momento que nos da el lagrangiano
(2.48).
El hecho de que tenemos dos restricciones de primera clase nos dice que tenemos la libertad de escoger

dos condiciones de norma. Imponemos la llamada norma césmica

C,=N-1~0, (4.41)

Cy = coshll, — \/yaA =0, (4.42)

donde v = v(a). Para la expresiéon de Cs y la definicién del momento p;, vemos que v debe obedecer
la siguiente ecuacién
=\ 2
B ?
143/ = —. 4.43
ot (7 +3vr 56 (4.43)

Incluir la funcién 7(a) serd de ayuda para introducir la energia conservada €2 dentro de nuestra

aproximacién cudntica. Esta condicién de norma es totalmente equivalente a la expresién v/a2 + N2 —
VN al = 0 donde hemos usado la componente temporal de (3.45) y la nueva variable canénica N
dada por (3.40). Las relaciones (3.56) y (3.57) fijan completamente la libertad de norma asociada a
la invariancia bajo reparametrizaciones. Estas condiciones de norma son suficientemente buenas, ya
que la matriz cuadrada ({C1,2,%1,2}) resulta no degenerada en la superficie restringida. De hecho,
tomando ventaja de que la estructura simpléctica definida en la ecuacién(3.24) se mantiene cuando es

evaluada con respecto a las nuevas variables canénicas (3.40-3.43) junto con X* y p,,, tenemos
{01,81} =C1 +1, {01,32} =0, (444)
{027g1} :07 {02352} = G(CL,N, V7HV)7 (445)
donde G es una funcién que no se anula. Esta funcién estd dada por la relacién G (a, N,v,I1,) :=

[% (v — a2coshTl,, — fa®) — A (\ﬁ+ 2%%)] NsinhIl,. La condicién det ({C;,3,}) # 0 con i,j =

1, 2, es satisfecha. El punto clave ahora es expresar los momentos p; y p, en términos de condiciones

de norma fijas. De las ecuaciones (3.46), (3.47) tenemos
p:=a [SinhQHV + (1 — aQJ_XQ) + SBacoshHl,] coshIl,, (4.46)
— (pa + 3Ba’IL,) = a (cosh®II, — a*A? + 2 + 3Bacoshll, ) sinhIl,. (4.47)

Ahora, considerando la condicién de norma (3.57) tenemos

P:
a (v —1)a?A? + 38,/7aA]’

coshll, = (4.48)
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(Pa + 35a’1L,)
a [(Ay —1)a2A2 + 2+ BB\ﬁaW\} '

Cuando insertamos estas expresiones en las restricciones (3.52) y (3.53), estas se convierten en

sinhIl, = (4.49)

x1 = Nlly, (4.50)

N - ,

X2 a[(v—l)a2A2+2+36ﬁa2A] (p + 38a ) +
N 2
+ _ _ . ) 7 .
a[(y—1)a?A2 +2+387a?A] \ a[(y—1)a?A2 + 35,/7a%A]
N 1 ]

A — 7o | NI} 9g (va2R2 — 1)) —

Tl - Deke v 21 85,50 (as N+ 2a(va ))

Tal(v-1) azj\zji 5+ 35 7a%A] ((y = 1)a®A? - 38a®\/7A) [(v — 1) a®A? + 2 + 38,/7a*A] (4.51)

donde en 3 se refleja una dependencia cuadratica en el momento de la teoria. Siguiendo el formalismo
de Dirac para sistemas restringidos, una vez que fijamos la libertad de norma, nos quedamos con
un sistema puramente de segunda clase (x1, X2, X3 := {1, X4 := {2). Estas restricciones de segunda
clase son simples identidades expresando algunas variables dindmicas en términos de otras y todas
las ecuaciones de la teoria formulada en términos de los paréntesis de Dirac. Hemos aprendido que
una transformacién candnica resuelve el problema de obtener una forma apropiada de cuantizacion.
Notemos que logramos remover la inestabilidad de Ostrogradski removiendo estructuras asociadas a
términos de mayor orden.

De acuerdo con la definicién de el paréntesis de Dirac tenemos
{Na HN}* = {a’pa}* =1 Yy {V7 HN}* =0. (452)

El hecho de que {v,IIxy}" = 0 nos dice que el par (v,1I,)) no describe un grado de libertado fisico
verdadero, pues el dlgebra asociada resultante con el sector (N, Iy, ¢, pt, @, pa) de la teoria, es cerrado

bajo paréntesis de Dirac [38].

4.3. Cuantizacién de la formulacién hamiltoniana para branas

La transicién al esquema de la mecdnica céntica se manejard de la manera estandar. La es-
tructura del paréntesis de Driac es reemplazada con un conmutador. Asi, la regla de correspondencia
Z{A/,B\}* = [fl, B} para dos operadores cudnticos A y B (ordenando el factor médulo y = 1) con v
y II,, reemplazados por el operdador cero, nos arroja una una teoria satisfactoria en la cual los pares
canénicos (N,I1,), (¢t,p:) v (a,pa) se promueven a operadores cudnticos no triviales. Ahora podemos

cuantizar de forma canénica nuestro modelo y, de acuerdo al procedimiento usual

0

2 (4.53)

Pt — Pt = —i

37



0
90’

0
N

Con esta prescripciéon podemos forzar de manera consistente nuestras restricciones como ecuaciones de

Pa — pAa = —1 (454)

My — My = —i (4.55)

operadores. El hamiltoniano (3.35) compuesto ahora por las restricciones de segunda clase x1 y X2,
es el que debemos cuantizar. Los estados fisicos, ¥, para nuestro sistema restringido son aquellos
aniquilados por las siguientes ecuaciones:

xiv =0, (4.56)
LG =0. (4.57)

Aqui, por simplicidad escogeremos un factor de orden trivial que nos permitira eliminar el denomina-
dor de (3.66).
Insertando (3.68-3.70) en (3.65, 3.66), y que actuan en ¥ obtenemos las siguientes ecuaciones diferen-
ciales:

ov

v = ZN87N =0, (4.58)

N (82\11

20 =
X2 a[(v—1)a?A? + 2 + 33, /7a%A]

N i
_a[(’y_l)agj_\2+2+36ﬁa2]\] (aa[(’y )a2A2+3ﬂ\fa2A )

N Foa\
_ _ _ _ N?2Z— +2 ) v
a[(v—1)a?A2 + 2+ 85 7a?A] " (a3 oy + 20 (A >

+

+

al(v—=1) a“'PJX 2+ 38702k " (v = 1) a®A? = 330> AA) [(y — 1) a®A® + 2 + 33 /70 A] WA.59)

La ecuacién (3.73) nos dice que los estados fisicos ¥ no tienen dependencia de N. Consecuentemente,
nos quedamos con la ecuacién (3.74) que resulta ser la ecuacién tipo Schrodinger que estabamos
buscando.

Asumimos entonces que W es representada en una manera usual como ¥ (a,t) := 1(a)e”** de acuerdo
con la definicién clasica de 2.

Sustituyendo ¥ en (3.74), después de un largo cdlculo, y eliminando el término exponencial, notamos
que ¥(a) satisface la ecuacién tipo Wheeler-DeWitt:

U @] @) = (4.60)
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Figura 3: Gréfica del comportamiento del potencial tipo WDW para valores positivos, negativos de g
yB=0

Que parece una ecuacién de Schrodinger con energia cero y con el potencial cuédntico:

U(a) = a®[(y — 1) a®A® + 2 + 33 /7a*A] ? (1 —~va®A?), (4.61)

donde la funcién v es la obtenida de (3.58). Nos aproximamos al limite de la brana geodesica cuando

B — 0. También, nos aproximamos al limite de Einstein cuando 2 — 0y 8 — 0, que es equivalente a
cuandoy — 1y 8 — 0.

El paramétro 8 que remarca la presencia de geometria modificada de gravedad de branas (MGBG)

hasta este momento es arbitrario todavia. Para un valor de « real, este potencial estda bien definido

2

52) < (2) [1@8) + 5 (2) +2(24)] donde

para todos los valores de a y exhibe un méximo global en la region intermedia. De hecho, este potencial
la barrera es més angosta entre a; < a < a, con a;,, siendo los puntos de retorno que son las raices

tiene una barrera con tal que se cumpla (Q/_X)2 — (

de A%a3 — 3Ba? — a + Q = 0. Para el caso interesante cuando QA << 1 tenemos que

a; >~ €,

(4.62)
SR e

(4.63)
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4.4. Instantén

En teorias de norma que incorpora el mecanismo de Higgs, el vacio no tienen una estructura
trivial en varios aspectos. Primero que todo, en el universo temprano el potencial efecto de Higgs tiene
dos minimos locales. Si la transicién de una fase simétrica a una fase con simetria rota pasa cuando el
vacio verdadero y falso estan separados por una barrera, la transicién es de primer orden acompanada
con la nucleacién de una burbuja; aunque esta situacién no ocurre en cromodindmica cuantica ni en
el modelo electro-débil, es tipica para teorias de campo unificadas. Otro aspecto interesante de las
teorias de norma no Abelianas es la existencia de diferentes topologias de vacios, separados por una
barrera y las transiciones topoldgicas pueden tomar accién en el universo temprano. Estas transiciones
son importantes por que nos llevan a no conservaciéon anémala del nimero fermiénico en el modelo
estandar. Si la temperatura en un tiempo de transicién es pequena comparada con la altura de la
barrera de potencial, las transiciones entre diferentes vacios ocurren como resultado de un tunelamiento
cudntico. En este caso la solucién a las ecuaciones de campo, es lo que llamamos un instantén, que
nos da la contribucién dominante al efecto de tunelamiento. De otro modo, si la temperatura es
suficientemente alta, las fluctuaciones térmicas pueden tomar al campo sobre la barrera a otro vacio
sin tunelamiento; estas transiciones son clasicas y su taza se determina bajo la configuracién estatica
del campo, correspondiendo al maximo, y es lo que se denomina un esfalerén. En pocas palabras,
un instantén es una solucién clasica de una teoria de campos euclidea cuyo valor de la accién es
finito y no nulo. En particular, para teorias definidas en el espacio-tiempo de Minkowski, se define un
instantén como una solucién de la versién euclidea de dicha teoria con las propiedades anteriorimente
mencionadas. En general, dada la forma de las ecuaciones de campo, un instantén de una teoria
definida en un espacio euclideo con D dimensiones es equivalente a una solucion estatica de la misma
teorfa, definida ahora en un espacio-tiempo de D+1 dimensiones [12]. Ahora mostremos un ejemplo
del instanton:

El escape de una particula de un pozo de potencial. Usamos la ecuacion de Schrodinger:

—ia—QjLV() U~ BV (4.64)
OM dg? )T =ED '

La solucién semiclésica a esta ecuacién es:

U o exp (z / \/mdq>, (4.65)

En regiones cldsicamente permitidas (E > V) la funcién de onda simplemente oscila, mientras debajo
de la barrera decae exponencialmente. Para el caso E=0 tenemos que la probabilidad de tunelamiento

es proporcional a la funcién exponencial con argumento :
b(0

)
- V2MVdg = — /

0 —o00

Tb

1
<2M42 + v> dr = Sy(0), (4.66)

donde b(0) corresponde al ancho de la barrera de potencial y ¢ satisface que:

a(-V)

M
q+ dq

=0, (4.67)
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Esta ecuacién es la ecuacion de movimiento de la particula en el potencial invertido —V y puede ser
obtenido de la ecuacién original haciendo tender ¢ —  it. Note que la sustitucion t-—it convierte

la métrica de Minkowski:

ds® = dt* — da?, (4.68)
En la métrica Euclideana:

—ds?, = dr* 4 da?, (4.69)

donde una primera integral de la ecuacién de movimiento da:

1
5Mq2 -V =0, (4.70)

Potential

Clazsical Patl

Local Minimum

(i.e.. matastabla)
Lewast
Energy
State

¥
e
Srate (position, charge, etc)

Figura 4: Gréfica de tunelamiento cuantico

A 7 se le llama tiempo Euclideo. Podemos cerrar esa trayectoria considerando el movimiento de
regreso. La solucion correspondiente es una version ”"bebé”de lo que se llama un instantén. La accién

S es dos veces la accion Sy() Asi, la probabilidad de tunelamiento en £/ = 0 estd dada por:

P a exp(—S5), (4.71)
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5. Nucleacién de universos tipo brana

5.1. Modelo generalizado de Regge-Teitelboim

El modelo de Regge Teitelboim fue motivado tomando la idea de las cuerdas para describir el
universo de dimensién (3+1), que serfa un objeto extendido geodésicamente flotando en un espacio
de fondo fijo de mayores dimensiones[33]. La cosmologia asociada de brana fué estudiada en [39].
Los aspectos de la geometria diferencial discutidos en [40], muestran que localmente se induce una
métrica en la hipersuperficie que comprende a nuestro universo y se propaga en un espacio-tiempo
de N dimensiones. Los teoremas de embebimiento isométrico dictan que se requieren N=n(n+1)/2
dimensiones. En particular, para n=4, un espacio de fondo plano de diez dimensiones es necesario.
Sin embargo, si la métrica (34+1) de la superficie admite algunos campos vectoriales de "Killing”, N
se reduce significativamente[36]. Los argumentos anteriores siguen siendo védidos aunque agreguemos
la traza K del tensor de curvatura extrinseca. En el cdlculo siguiente encontraremos la accién del
instantén para lo cual es necesario hallar las soluciones clasica de la versién euclidea de las ecuaciones
de movimiento.

Comencemos con la siguiente acciéon que nos da ecuaciones de movimiento de segundo orden
Sz] = / d%\/—g(%R — A+ BK + 6 (K® —3KK™K,, + 2K{ KVKE), (5.1)
m
y utilizamos la métrica mencionada en el capitulo 2. Las ecuaciones de Friedmann son
-2

1+ a? = ya*A”, (5.2)

i= 'yaK2, (5.3)

y los valores de la curvatura extrinseca son los siguientes:

. | 10A -9 3
K:: = oF iml K;: = (a - A) ) (54)
(a2 + A)? a
con A definida como:
A=1- %aQ. (5.5)

De la ecuacién (5.2) eliminamos @ y todo queda en términos de a de la siguiente manera:

R =12¢A7, (5.6)

1
o A\ 2
K= 4<7A2 - 65) . (5.7)
Con las siguientes constantes definidas de la siguiente manera:
12 A
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=_ B
B = 30’ (5.9)

Ahora los tltimos términos de la accién quedan:

3
. A\ 2
SKK K% =12 (wx2 - 61’) , (5.10)
A\ 2
QKK KE = 8(7A2 - 6b> (5.11)
La accién del instantén se puede escribir como:
Sla] = % (R — 6A” + 65K + 0 (K* — 3K K"K, + 2KgK,{?K;)) / dev=y, (5.12)
donde definimos la constante § de la siguiente manera:
- 2
b= (5.13)

Utilizando que el volumen de una 4-esfera es %7721%3 y que los términos geométricos estan dados por
las ecuaciones (4.6, 4.7, 4.10 y 4.11), obtenemos la siguiente accién:

o /o A\Z /s A\
S[a] = §W2R;§% (12%2 — 6A” + 248 <7A2 - 6") +243 <7A2 - 6") ) : (5.14)

Para encontrar los valores extremos de la accién, utilizaremos las siguientes cantidades, donde su

significado geométrico se muestra en la figura 5.

A 1
Hc%szib y Ro=

, (5.15)

6 7%K

Figura 5: Modelo del instantén para la brana. La esfera representa el espacio de fondo (bulk) y el
circulo representa a la brana. Cuando se realiza la euclideanizacién de la métrica el espacio de de
Sitter se convierte en una hiperesfera (esfera de dimensién 5) y la brana en un hipercirculo (esfera de

dimensién 4).
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1.-Primer caso. Consideramos un espacio de Minkowski con Hgs, = 0, para encontrar el valor

extremal de la accién derivamos y obtenemos que:

_ 1 3 ¥
95 3202 A AR —— -1+ % + 72’6 =0, (5.16)
ORy A" R? ARy AR}

Por medio de la relacién anterior la ecuacién maestra se escribe como:

_ 38 _ 38 _ s
3202A° R, ((7 ~ 1+ fﬁ—&—p’ygA) =0 = (y-1)+ Tﬂﬁ+ 36v2A =0, (5.17)
La accién euclidea con valor extremo queda como:
_ .
6n%a |46y —1) —16(3,7+3072X) g0 3
~2A 15 15 15" "A

2.- Segundo caso.
Consideremos un espacio de de Sitter. Utilizando la geometria del instantén extremizamos con

(5.19)

0= 50, = 9Ro 900~ ORo Hds '

—2
cos() _ 1 —sin®(0) _\J1-rmg (K- %) (5.20)

respecto al angulo 6.
0S8 0S ORy  9S cos(6)

N=

y podemos escribir:

Hds B Hds B Hds ’)/%K
Extremizando respecto a Ry obtenemos:
(5 %)’ ;
6 Ap \2 H
0 = 327%a 176 1+3ﬂ< bZ) % ds | 4
7EA A 6A A (L e )?
R% ds
—2 3
( A — &) < 3 = 1
6 30 (1 ) 1 2
+327% Y = (R% - H§> - ?Hgs (R% - H§> ] , (5.21)
con lo que la ecuaciéon maestra es:
7_1__35<7_Ab>é+@%_35(1_1{2)15}[2 (1_H2>% (5.22)
A\ 6 KZ(%—Hg)% AR ) TRy )
R2 s

obtenemos el siguiente valor ya extremizado para la

Utilizando la expresiéon anterior en la accién,

accion euclideas:

g — 672 4(6v — 1) GWQQE _@ M H n E HZ n
PTax? 15 27215 | A 6A> A, 5\ 2
! ! (7 - #3,)
1
3

(5.23)

6m2a | 16 (35 [/ 1 L 1 5\ 803 Ay
— | -—= | S| = - H% —H? | — — H? —L(y- =
R 15 <A2<R(2) ‘“) s d‘“(R% ds) >+1 A(7 6A2>

44



Si Ap=0 obtenemos el resultado para un espacio plano de Minkowski. La probabilidad de nu-

cleacién estd dada proporcional a la exponencial elevada a menos el valor absoluto de la accién, es

decir:
A\ B H2 3 3

3/3( b )5 B ds 35 (1 2 (1 2

16| -2 (y—=b )2+ L5 ——ds -H +=%H -H

"6 az TTaZ\RZ Tds) TRZTds\RZ Tds

2 (ElZ_Hgs) _

_|6n2q [4(6y-1) | 0 +mg(7, Ap
~2A2 5 15 [N 6A2

Pre S =¢

(5.24)

800000
600000
400000
200000

50

Figura 6: En ésta grafica podemos observar el comportamiento del valor absoluto la accién para el
modelo generalizado de Regge-Teitelboim respecto a Be[—50,50] y d¢[—50,0]. A las demds constantes

les dimos los siguientes valores: Constante cosmolégica A, = 6, « =1, Hgs = 1 por simplicidad
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Figura 7: En ésta grafica podemos observar el comportamiento de la probabilidad de nucleaciéon de

una brana para el modelo generalizado de Regge-Teitelboim respecto a Be[—50,50] y de[—20,0].

5.2. Efecto Schwinger generalizado

En esta seccion analizaremos el andlogo efecto Schwinger para la creacién de un par brana y

anti-brana.

El efecto Schwinger [5], nombrado asi en honor al fisico Julian Seymour Schwinger, dice que es
posible la creacién de un par particula y antiparticula (electrén-positrén) mediante un campo eléctrico.
El campo eléctrico o su descripcion en términos del potencial cuadrivectorial, es un campo tensorial
de rango uno. Si ahora tenemos un campo tensorial de rango dos éste crearia un par cuerda-anticuerda
(vamos subiendo las dimensiones de los objetos creados conforme el rango del campo tensorial). Un
campo tensorial de rango tres crearia un par burbuja y antiburbuja y un campo tensorial de rango
cuatro crearia un par brana y antibrana. La 4-forma la podemos identificar con el camapo de Ramond-

Ramond que surge de la teria de cuerdas.

Comenzaremos escribiendo nuestra nueva accién que involucre a un campo del tipo Ramond-

Ramond:

[ dtev=ay (R 6K+ 63K + 5 [K® ~ 3K KK + 265 KUE] ) + 52 [ VAo
m ! m

(5.25)

/ d'ey=g5 (R — 6K + 68K + 3 [K* = 3K Ky K™ + 2K KUK ) / JoakeFd'.  (5.26)
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donde F es un término proporcional al campo Ramond-Ramond y resulta constante [5]. Nos fijamos en
la segunda integral, ya que el proceso del instantén para la primera fue hecho en el capitulo anterior.

Asi, tenemos que:

/ V=gksF = ks FVi(Ry), (5.27)

donde:
. b0
Vi(Ro) = 2——=H) / sint(¢)  do, (5.28)
I'(3) 0
con:
sing = RoHygs, (5.29)
1
A\ 2
Hgy, = (b> , (5.30)
6
La integral entonces queda:
5 5 2
/ V—gkoFF = ko F |:7T2Hdso¢0 — WQHUZ:LR()(l - R(Z)Hgs)é (1 + 3R(2)Hds>:| s (531)
v

Para extremizar la accién, derivemos esta expresién con respecto a Ro para obtener la parte faltante

de la ecuacién de movimiento para este modelo obtenemos:

’ (fo i d(b) 2 o (5.32)
= | —/— ), .
IRy 3" \\/1- RZHZ,

Sumando esta contribucién al modelo modificado de Regge-Teitelboim de la seccién anterior obtenemos

la ecuacién maestra:

35 A \? B Hy, 35/ 1 2
7_1:_/\( —2) Tt~ = ﬁ—Hgs +
6A A (1 _H2>2 A 0
ds

Rg

5 1 z 8 1
— H? | = — H2 ko F-R} | —— 5.33
+K2 ds <R% da) + ka2 3 0 ) ( )

V1— R3H3,

Utilizando el resultado anterior en el valor extremizado de la accién, encontramos que para el espacio

de Minkowski se obtiene:

_ 38 38 8 4 B
_ 6m%a |4(6y — 1) 16 (MWJr T 3k2FR°> 80 _B

Sp = gy iidl I
PTOR|T B 5 T YR
5 i 2
—kyF [W2Hds"arcsin(R0Hds) —7?H, Ro(1 — R3H3,)® (1 + 3331135)} .S (5.34)

La probabilidad de nucleacién es proporcional a la exponencial de menos el valor absoluto de la accién

extremizada, o sea:

6n2a
+232

P o e

>l

- _
e )
4(6"r—1)Jr 0 JrBo\f

15 5 5V
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En general, cuando Hds es diferente de cero tenemos:

672 | 4(6v—1) 16| 33 A \? B H?2
S(E): (’7 ) ﬁ<’)’ b) _’_f ds

4287 15 15| A

- 3 p— 1
672016 |36 /1 2 ) 1 2 8 1
— —|1=(= - H? - —H? | = — H? — —koFR} | —
e ) e () -9 ()|
J— 1
672 80 B Ay \? _ ) _ 1 2
'y2K2 I (’y — 61\2) — 7r2Hds5arcs1n(R0Hds) — ko F [wQHdS4RO(1 — R(%Hgs) 2 (1 + 3R3H§S>}(5.37)
Llamemos:
J— 1 — — 3
38 Ay \ 2 8 Hys 30 /1 B
pe (MY B Ha 51
A 6A A (L g2 )2 A 0
Rg ds
— 1
0 1 2 8 1
+— H3, ( — HQS) + ko FR) | ——e | 5.38
KZ d R(Z) d 3 2 0 m ( )

Sustituyendo el valor extremo, tenemos:

6m2a [4 (67 —1 16(B 80 _ .
Se) = -~ { ( Z5 ) + 1(5 ) + 5 ”yi] — kQF’/TQHdssarCSln(ROHdS) —
¥2A
2 —4 Ab 2 27172
—IfQFTr Hds R() 1 + B — ﬁ 1 + gROHdS (539)

Por lo que la probabilidad de nucleacién serda dada por la siguiente expresion:

2 [4(6v—1) | 16(B) B 2775 ; 277—4 A 2 772
P oo 6—]%7[+5+T+%\ﬁﬂ—kﬁ[w H;2arcsin(RoHa)—n>Hj, R0(1+B—6%)(1+§R0Hds)”

(5.40)
Comportamiento de la accion para
5= -10, -5, -2 y pe[-25, -15]
30000
25000
20000
= 15000
@ 10000
5000
&
-30 -25 -20 -15 -10 -5 =000 0
B
Figura 8: Podemos ver el comportamiento de la accién para un valor de § = =10, § = -5y § = —2

con fe[—25,—15]. La accién tiene un comportamiento inversamente proporcional al pardmetro §. A
los demas parametros les dimos valores constantes: Constante cosmologica A, =6, a =1, Hgs =1

por simplicidad.
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Comportamiento de la accion para p=-20, -15, -

10 y 6e[-10, 0] 15000
M
5000

g[x]
\

s
%)
'
i
=]
i
==}
'
(a3}
y
=S
i
=]
=

X -10000

Figura 9: Podemos ver el comportamiento de la accién para los valores de § = —20, § = =15y

B =-10y de[-10,0].

En la figura 8 medimos en el eje X el valor del parametro d, y en eje Y el valor de la accién.
Notemos que tiene un comportamiento casi lineal. Podemos observar que la accién evaluada en un
intervalo creciente para el pardametro d se comporta de manera inversamente proporcional a 1 misma.
Los valores para las demds constantes del modelo se fijaron igual que para el caso de la figura 8.
Para los valores graficados, la probabilidad de nucleacién de branas es maxima para § = —15 y
aproximadamente § = —8, puesto que el valor absoluto de la accién es minimo.

En la figura 9, el comportamiento de la accién al evaluarse en un intervalo creciente de 5 es proporcional

a dicho parametro.
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6. Conclusiones

En éste trabajo de tesis realizamos una breve revision de los principales conceptos fisicos de la
cosmologia clasica y cuantica de branas. En particular calculamos la probabilidad de nucleacién de uni-
versos tipo brana por medio de las acciones del modelo modificado y generalizado de Regge-Teitelboim.
Posteriormente también calculamos la probabilidad de nucleacién cuando se agrega el término pro-
porcional al campo tensorial de orden 4 (campo Ramond-Ramond). En el proceso utilizamos las
ecuaciones de Friedmann y el método del instantén para calcular la probabilidad de tunelamiento.
Ademaés extremizamos la acciéon y encontramos las ecuaciones de movimiento expresadas a través de
la llama ecuacién maestra.

Hicimos un anélisis sobre el comportaiento de la accidén respecto a algunos valores de las constantes
By 6. De acuerdo con el principio antrépico, los valores de 8 y 6 deben ser valores que permitan que

la probabilidad de creacién del universo sea méxima y la existencia del universo como lo conocemos.

Notemos que para encontrar el valor minimo de la accién vemos que mientras el valor de § crece,
el valor de la accién disminuye proporcionalmente en cierto rango de valores. Para estos casos fijamos
los valores las constantes como se mencioné en la figura 8 y 9. El valor de la constante o deberd ser

lo més pequeno posible para obtener una probabilidad de nucleacién méaxima.

Nétese que al agregar los términos extra de curvatura extrinseca la probabilidad se ve afectada
dependiendo del valor de la constante &, ya que hay otra contribucién en la accién que puede alejarla
o acercarla mas al cero dependiendo del valor de dicha constante, por lo que es necesario hallar los
valores de dichas constantes para notar cuales dominan en el modelo y cuales acercan el valor de la

accion ya extremizada a cero para una probabilidad maxima.

Cuando consideramos la contribucién del campo tensorial de orden 4, hay otro término adicional
en la accién ya extremizada, que afectara significativamente la probabilidad de nucleacién de la brana,
de manera andloga al caso anterior, dependera del valor de la constante de acoplamiento ko para el
campo Ramond-Ramond. Necesitamos conocer al menos dos de las tres constantes anteriormente
mencionadas para dar una buena estimacién sobre la probabilidad de nucleacién. Sin embargo, se
puede afirmar que el efecto del la 4-forma promueve la producciéon de universos como era esperado
de antemano por ser un efecto analogo al de Schwinger de la produccién de pares de particula-

antiparticula.
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7. Apéndice

7.1. Aspectos matematicos de las hipersuperficies

En una variedad espacio tiempo cuatridimensional, una hipersuperficie es una variedad de
tres dimensiones que puede ser de tipo temporal (timelike), de tipo espacial (spacelike), o nula; se
dird nula una hipersuperficie si sus vectores normales son siempre de norma cero. Se dice tipo-espacial
si la hypersuperfice se mueve en el espacio y tipo-temporal si se mueve en el tiempo. Una superficie

particular, denétemosla por la letra griega X, es seleccionada poniendo la condicién

o dando las equaciones paramétricas
x® = z%(y*), (7.2)

donde y* (a=1,2,3) son coordenadas intrinsecas a la superfice

El vector @, es normal a la hipersuperfice por que el valor de {® cambia solo en la direccién

ortogonal a X, podemos introducir un vector normal n,, si la superficie es no nula.

-1 st X es tipoespacial
nan® =¢ = , (7.3)
1 si X es tipotemporal

Nne estd dado por
ed ,

Ve e,

mientras nuestra hipersuperficie sea del tipo espacial o temporal. Cuando la superficie es nula, la

(7.4)

Ng =

expresion anterior se indetermina y definimos ko, = —® , este vector es tangente a la hipersuperficie

por ser ortogonal a si mismo (kqk* = 0). Ahora hablemos de la curvatura extrinseca. Las cantidades

Aap = Aapeley, (7.5)
son las componentes tangenciales a Aa;ﬁef donde A, = VgA,, descomponemos la expresion
anterior en su forma tangencial y normal

Aa;ﬁef = (en“n, + h“megemu)A’%ef = g(nMAfﬁef)na + ham(Au;geﬁlebB)eg‘, (7.6)

El primer término es normal a la hipersuperficie y el segundo es tangencial. Ahora utilizamos A, =
Aa;gegebﬁ para llegar a:
Sep = Afes — e A" (nypeliey)n®, (7.7)
En este punto introducimos el tensor
K = na;ﬁeg‘ef, (7.8)
el cual es llamado tensor de curvatura extrinseca o segunda forma fundamental. Y el escalar K se

obtiene por contraer ambos indices con la métrica inducida.

K =h"Kg =n,, (7.9)
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7.2. Ecuaciones de Gauss y Codazzi

El tensor de curvatura intrinseca se puede expresar de la siguiente manera:
¢ A% =—RS,A? (7.10)
|ab |ba — dab ) .

Lo que implica:

Raab = Tap.a — Taap + Talap — Tipldas (7.11)

si proyectamos la ecuacién anterior sobre un vector normal y uno tangente se obtienen las equaciones

de Gauss y Codazzi. A continuacién la expresiéon general

Raﬁv ° ﬁe”’ bl + €(Kaple — Kaepp) + eKapnli el — eKoen! ﬂeg, (7.12)

El tensor de Ricci se obtiene contrayendo dos indices del tensor de Riemman (o de curvatura intrinse-
ca) con la métrica, y el escalar de Ricci se obtiene nuevamente contrayendo el tensor de Ricci con la

métrica.

7.3. Condiciones de unién

Seran mencionadas rapidamente estas condiciones, para esto definiremos el tensor de stress y
energia;

16meSap = kpan!'ng + Kugnt'ng — knang — ekag — (K ntn” — ek)gag, (7.13)
Las condiciones de frontera son:

A5 5 = e([T%] ny — [T, ] n5Sas = _8%([1(@,,] — [K] hap, (7.14)

[41]

7.4. Brana como variedad diferenciable

Las dimensiones adicionales del espacio de fondo son compactas y estan enrolladas en un es-
pacio de Calabi-Yau. El matematico Eugenio Calabi conjetur6 en 1957 que tales variedades admiten
una métrica con curvatura de Ricci nula (una en cada clase de Kéhler), es decir, una variedad ”pla-

a”. Esta conjetura fue probada por Shing-Tung Yau en 1977 y devino el teorema de Yau. Por lo
tanto, una variedad de Calabi-Yau se puede también definir como variedad Ricci-plana compacta
de Ké&hler(que satisface condicién de integracién). Una variedad compacta es una variedad tal que
de todo recubrimiento abierto se puede extraer un surecubrimiento finito. Aunque esta definicién es

perfectamente aplicable a variedades topoldgicas, se suele entender que una variedad compacta es
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ademads una variedad diferenciable. De manera informal, una variedad compacta es la generalizacion
a variedades de dimension cualquiera de los conceptos de curva cerrada y de superficie cerrada. En
geometria y topologia, una variedad diferenciable es un tipo especial de variedad topoldgica, a la
que podemos extender las nociones de cédlculo diferencial que normalmente usamos en R"™. En una
variedad diferenciable M podremos definir lo que es una funcién diferenciable f: M — R,y campos
de tensores diferenciables (incluidos campos de vectores) Una carta n-dimensional sobre M es una
aplicacion biyectiva cuya imagen V = ¢(U) es un conjunto abierto del espacio euclideano. Un atlas
diferenciable n-dimensional sobre un conjunto M es una familia de cartas. satisfaciendo las siguientes
condiciones: (1) U,.4 Ua = M (2) Para todo par de indices ¢y j , cualquier par de cartas son
compatibles, o sea, que nos manden a las mismas coordenadas. Diremos que el atlas A determina una
estructura diferenciable sobre M si es maximal para las condiciones anteriores, es decir, un elemento
de A que no es menor que cualquier otro. Una variedad diferenciable de dimensién n es un par (M,
A) formado por un conjunto M y una estructura diferenciable n-dimensional A sobre M. También es

posible definir una variedad de Calabi-Yau como variedad con una holonomia SU(n).
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