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Resumen

En este trabajo se aborda la solucién de problemas de optimizaciéon lineal mixta
considerando més de una funcién objetivo de manera simultanea. Se hace una breve
revision de los algoritmos considerados estado del arte en este tema y se propone un
método heuristico original para su tratamiento. El algoritmo propuesto, denominado
MOMIPGA, esta compuesto por un Algoritmo Genético, diseniado particularmente
para este fin, el cual ha sido hibridizado con dos técnicas tomadas de la literatu-
ra reciente: el Método Simplex Multiobjetivo[Ehrgott, 2005] y el Triangle Splitting
Method[Boland et al., 2014].

Abstract

This work focus on the solution of mix-integer linear optimization problems when se-
veral objective functions are involved. A brief overview on state-of-the-art methods is
presented, and a novel heuristic is proposed for the treatment of these problems. The
proposed algorithm is called MOMIPGA and it is compound by a hybridisation of
a specifically designed Genetic Algorithm, combined with tho recent new techniques
from literature: the Multiobjective Simplex[Ehrgott, 2005] method and the Triangle
splitting Method[Boland et al., 2014].
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Introduccion

Una gran cantidad de problemas de decisién y de planificacion, en la vida cotidia-
na, implican multiples objetivos en conflicto que deben ser optimizados de manera
simultanea. Por ejemplo, en la compra de equipos de computo se busca tener un
sistema de alto rendimiento, con el minimo costo posible. En este tipo de problemas
no existe una solucién unica, considerada la mejor con respecto a todos los objetivos
a la vez. Un problema de este tipo es conocido como problema de optimizacion mul-
tiobjetivo (MOP). Los MOPs se pueden clasificar de muchas maneras, dependiendo
de las caracteristicas de las funciones y espacios de bisqueda que los componen. En
el caso donde algunas de las variables de decision solo pueden tomar valores enteros,
el problema se denomina problema de optimizacion mizxta multiobjetivo (MOMP).

Debido al gran avance en el drea de optimizacién clasica y a la gran variedad de
técnicas de solucién para problemas donde se considera un solo objetivo, los méto-
dos mas populares en las ultimas décadas para resolver MOPs se basan en una idea
simple: se transforma artificialmente un MOP en un problema “equivalente” de un
solo objetivo y se resuelve éste mediante métodos tradicionales de optimizacion. La
dificultad surge porque los problemas multiobjetivo dan lugar a un conjunto de solu-
ciones 6ptimas (conocido como conjunto 6ptimo de Pareto), en lugar de una solucién
puntual. Para un tomador de decisiones es valioso contar con el conjunto completo
optimo de Pareto, o al menos con la mayor cantidad de soluciones de éste. Por lo
general los métodos de optimizacién cldsica requieren ejecuciones repetidas de un
algoritmo de naturaleza puntual® para encontrar més de una solucién perteneciente
al conjunto éptimo de Pareto. Desde otra visién, el enfoque poblacional? de métodos
heuristicos como son los algoritmos genéticos, permiten una forma eficaz de encon-
trar simultaneamente multiples elementos del conjunto de 6ptimos de Pareto, en una
sola ejecucion.

1Se conoce como puntual cuando iterativamente se va mejorando una tinica solucién.
2Este término se refiere a que opera sobre conjuntos, también se utiliza el término set-oriented.
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El problema de optimizacién lineal multiobjetivo considerando algunas variables
enteras (llamado de optimizacidn mizta) es un problema dificil, en parte porque he-
reda las dificultades de la Programacion Entera|Bazaraa et al., 2011] y también por
el hecho de ser multiobjetivo. Al igual que en muchos problemas de esta naturaleza,
las técnicas de programacion tradicionales y la aplicacion de métodos deterministas
limitan el estudio a problemas con tamanos pequenos; por lo que para el tratamiento
en la practica, las técnicas heuristicas se han vuelto las méas populares. El objetivo
de esta tesis es proponer una técnica de naturaleza heuristica para el tratamiento de
problemas de optimizacién lineal mixta multiobjetivo. Al ser la propuesta de natu-
raleza heuristica, mediante un estudio experimental se busca mostrar que el método
aqui propuesto produce resultados competitivos respecto al estado del arte en la ma-
teria y que ademads presenta ventajas en términos de su eficiencia computacional.

En el capitulo 1 se presentan los conceptos basicos de optimizaciéon multiobjeti-
vo y se describen brevemente las técnicas mas populares para resolver MOPs, esto
con el fin de motivar la dificultad del problema de multiples objetivos, en general.
A continuacién, en el capitulo 2 se introducen los conceptos basicos para la defi-
nicién del problema de programaciéon mixta multiobjetivo. Se revisa brevemente la
teorfa y los resultados principales® necesarios para la implementacién de los métodos
aqui estudiados. En el capitulo 3 se presenta el método MOMIPGA propuesto para la
solucion de problemas de optimizacion lineal mixta con dos objetivos. Dicho método
se basa en un Algoritmo Genético* cuyos operadores son disefiados de manera par-
ticular para explotar las ventajas geométricas del problema de nuestro interés. Este
algoritmo genético especializado se apoya en ciertos elementos del método Simplex
Multiobjetivo[Steuer, 1989], diseniado para optimizacién en espacios continuos, y en
el método Triangle Splitting Method (TSM)[Boland et al., 2014], propuesto reciente-
mente. En el capitulo 4 se muestran los resultados experimentales obtenidos mediante
la aplicacion de MOMIPGA sobre una suite especializada de problemas de prueba
aceptados en la préactica para evaluar este tipo de algoritmos. En este capitulo se
muestra que, para los problemas de prueba estudiados, el algoritmo propuesto es efi-
caz para el célculo de los conjuntos completos de soluciones buscadas, mostrando ser
mas eficiente que el TSM en cuanto al nimero de evaluaciones de la funcién objetivo
requeridas, y al obtener resultados competitivos en cuanto al costo computacional

3En muchos de los resultados las pruebas se omiten y se refieren al trabajo original, por brevedad
y al no ser dichas pruebas fundamentales para este estudio.

1Los algoritmos genéticos[Holland, 1975] han sido ampliamente utilizados en la practica para
aproximar soluciones a ciertos problemas que se consideran intratables con métodos exactos.
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en términos del tiempo de ejecucién®. Finalmente en el capitulo 5 se presentan las
conclusiones y se menciona el trabajo a futuro.

5Todas las implementaciones de este trabajo se desarrollaron en los lenguajes de programacién
C++ y Matlab. Los experimentos se llevaron a cabo en una PC con sistema operativo LINUX.
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Capitulo 1

Optimizaciéon Multiobjetivo

En este primer capitulo empezaremos por mencionar algunas definiciones de op-
timizacion monobjetivo con el fin de describir y resaltar las diferencias entre las
optimizacion cldsica (una funcién) y la optimizacién multiobjetivo (2 6 3 funciones
simultaneas). Asimismo, debido a estas diferencias se mencionaran las dificultades
que surgen ahora al considerar mas de un funcion.

Matematicamente, se habla de optimizacion cuando se requiere encontrar el valor
minimo o maximo de una funciéon que debido a la modelacién, sus variables pueden
estar sujetas a ciertas restricciones representadas como un sistema de igualdades
y/o desigualdades. Asi se entiende por optimizacién monobjetivo el caso donde se
requiere optimizar una funcion escalar f : R™ — R. El problema se expresa como

Minimizar f(z)
sujeto a
gi(r) <Oparai=1,2,...,p
hj(x) =0paraj=1,2,...,q

(1.1)

A x = (z1,x9,...,x,) se le denomina vector de variables de decisién o simplemente
variables de decision mientras que f es la funcion objetivo.

Sin perdida de generalidad se puede suponer que el fin es minimizar. Cuando se
requiere maximizar es suficiente con minimizar la funcién con signo negativo. Esto
debido a que el problema de maximizar f(z) es equivalente a minimizar — f(x).

Definicién 1.1. Un punto z* € R” es un minimo de f : R* — R si f(z*) < f(2)
para toda x € R™.
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Con la definicién anterior se puede distinguir que la solucién de un problema de
optimizacién monobjetivo, en caso de que exista, es un tnico valor que puede alcan-
zarse en mas de un punto. Se debe notar que el contra dominio de la funcién objetivo
en este caso es un conjunto que posee un orden total y por lo tanto dados dos puntos
x, y € R" es posible determinar la relacion de orden que guarda su imagen sobre f.
Es decir, f(z) es mayor, menor 6 igual que f(y). Este hecho constituye una de las
principales diferencias entre la optimizacién monobjetivo y la multiobjetivo.

En un problema de optimizacion multiobjetivo (MOP) es necesario minimizar de
manera simultanea m funciones objetivo, considerando m > 2. Estas funciones se
pueden expresar mediante una funcién vectorial F' : 2 C R" — R™, es decir un
vector con m componentes de la forma

F(z) = (1.2)

Es conveniente nombrar de manera particular el dominio y el contra dominio de
la funcién; de esta manera, al espacio R™ se le conoce como espacio de variables o de
parametros y al espacio R™ espacio objetivo.

Definicién 1.2. Matematicamente el MOP esta descrito como

Minimizar F(z) = (fi(z), fa(z), ..., fm(z))”
sujeto a

gi(x) <

hj(z) =

parat=1,2,....p (1.3)

0
Oparaj=1,2,...,q

donde h;(x) <0y gj(x) = 0 representan las restricciones mencionadas, dando origen
al conjunto 2 definido en la expresién (1.4) y que es conocido como el conjunto
factible.

Q={reR": hix) <0Vi=1,2,....pygi(x)=0Vji=12,...,¢} (1.4)

Una de las particularidades del MOP es la definicién de optimalidad. Por ejemplo,
en optimizacion tradicional, con una funcion objetivo, un punto x* € R" se considera
un minimo de f : R™ — R si se cumple la siguiente condicion



fl@™) < f(x) VzeR"

en cuyo caso a x* se le denomina vector dptimo y f(x*) es el valor dptimo. Asi la
solucién, en caso de existir, es un tnico valor f(z*) que aunque se puede alcanzar en
varios puntos es posible distinguir que el valor 6ptimo de f es f(z*), pues R posee
un orden total. En cambio, en optimizaciéon multiobjetivo el espacio objetivo, R™,
no tiene un orden total' y no es posible determinar un tinico punto que sea minimo.
Ademas se presupone que las funciones objetivo se encuentran en conflicto por lo
que considerar una perturbacion de cierta solucion x* € 2 C R™ puede incrementar
el valor de una funcién y simultdneamente causar un decremento en otra. Con la
Figura 1.1 se ilustra el hecho de que las funciones se encuentren en conflicto. En la
imagen se presentan dos funciones objetivo bajo el mismo dominio, sin embargo el
conjunto de interés es el intervalo [z}, 23] pues ahi se consigue un compromiso entre
las funciones. Note que f; disminuye su valor mientras que f, aumenta e incluso el
valor que minimiza una funciéon causa un aumento en la otra como por ejemplo x}
minimiza a f; pero su evaluacion en fy; es mayor.

Figura 1.1: Funciones en conflicto pues el minimio de f; no es igual al minimo de f5.

!Formalmente se puede tener un orden total considerando un ordenamiento lexicografico, sin
embargo éste impone una preferencia entre las funciones objetivo.
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Para resolver los problemas multiobjetivo primero es necesario contar con una
forma de decidir que soluciones se consideran éptimas. Formalmente las siguientes
definiciones caracterizan los aspectos a considerar para determinar si un vector de
decision es parte de la solucién de un MOP o no.

Definicién 1.3. Dado un MOP con z,y € €) se dice que x domina a y, denotado
por x < y, si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:

1. fi(z) < fily) Vie {1,2,...,m}
2. die{1,2,...,m} tal que fi(z) < fi(y)

Al analizar la relacién de dominancia se pueden encontrar algunas propiedades
interesantes que se describen a continuacion:

1. Es irreflexiva, pues si x < x entonces f;(x) < f;(x) para algini € {1,2,...,m}
lo cual es falso.

2. Es astmétrica, dado que x < y no implica que y < x. De hecho, si x domina a
y entonces y no domina a x.

3. La relacion es asimétrica y por lo tanto no es antisimétrica. Para ser anti-
simétrica se debe cumplir que dado que x < y y y < x entonces = = y.

4. Siguiendo la Definicién 1.3 se puede notar que si x < y y y < z entonces x < z,
por lo que es transitiva.

Con estas propiedades podemos notar que la relaciéon de dominancia define un
orden parcial estricto pues es irreflexiva, asimétrica y transitiva. Este hecho ha sido
usado en estudios de aspecto tedrico en MOPs [Ehrgott, 2005]. A través de la relacion
de dominancia podemos evaluar los puntos en {2 que no son dominados y encontrar el
conjunto de puntos compromiso que se desea. Para esto nos basamos en las siguientes
definiciones de optimalidad de Pareto [Pareto, 1971].

Definicién 1.4. Un punto z* € Q es dptimo de Pareto si y sélo si B x € Q tal que
T <z

Definicién 1.5. Un punto z* € 2 es un punto optimo débil de Pareto si y so6lo si
Bz € Qtal que fi(z) < fi(x*) parai € {1,...,m}.



Definicién 1.6. Se denomina conjunto de optimo de Pareto, o conjunto de Paretoal
conjunto P, formado por todos los puntos que son éptimos de Pareto, es decir:

Py ={x € Q: 2 es 6ptimo de Pareto}

Asimismo, a la imagen del conjunto de Pareto se le llama frente de Pareto y esta
definido por

Pr={F(z) e R":z € Py}

Con las definiciones anteriores se puede notar que la solucion del MOP esta for-
mada por los conjuntos Ps y Py, notando que P, C R" y Py C R™. Es asi como
la soluciéon de un MOP esta constituida por un conjunto de puntos, por lo cual el
objetivo de cualquier algoritmo computacional para resolver MOPs es devolver los
conjuntos Ps y Py 6 una aproximacion discreta representativa de éstos. Para tener
una idea mas clara, en la Figura 1.2 se considera como espacio objetivo R? y se mues-
tran una serie de puntos que son la imagen de puntos dominados, éptimos débiles y
6ptimos de Pareto. Por ejemplo, los puntos F'! y F'° son 6ptimos débiles de Pareto,
mientras que F° estd dominado por F* y F7 domina a F®. Adema4s el frente de Pa-
reto, de este conjunto discreto, esta conformado como Py = {F?, F3 F* F° F7 F%}.

Fl
6 °
) |
5L F. |
° |
F3 | .F5
_Ar o~ - —— —-
B P
T3t ° ‘
F6 |
|
2+ | [
8
o P
F7
1 L) °
F9 Fo
| | | | | |
1 2 3 4 5 6
fi(=)

Figura 1.2: Ejemplo de puntos dominados y 6ptimos débiles de Pareto en el espacio
objetivo.
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Finalmente, la siguiente definiciéon nos ayudara a comprender mas adelante la
forma en que un algoritmo poblacional, como el algoritmo genético (AG), puede
inicializar las soluciones.

Definicién 1.7. Sean f7,..., fr los valores 6ptimos para cada funcién objetivo,
respectivamente. Se denomina hiperplano utopico al hiperplano en R™ que comprende
los puntos ff,..., fr.

1.1. Métodos tradicionales de solucion

Como se ha descrito en la seccién anterior, la solucién de un MOP esta con-
formada por un conjunto de puntos en el dominio del problema. La primera idea
intuitiva que surgié para calcular dicho conjunto fue transformar el problema ori-
ginal en un problema de optimizacién clasico donde soélo hay una funcion objetivo.
Esta idea resulta interesante porque en la actualidad existe una amplia variedad de
métodos para optimizar dichas funciones (f : R* — R) [Nocedal and Wright, 2006]
[Luenberger and Ye, 2008]. Sin embargo el uso de estos métodos nos lleva a encontrar
una solucién puntual por cada transformacién del problema original. Si se requiere
encontrar todo el conjunto de puntos éptimos de Pareto, es necesario aplicar varias
veces tales métodos. En lo siguiente se presentan tres técnicas que a través de esta
idea obtienen soluciones de un MOP.

1.1.1. Meétodo lexicografico

El método lexicografico se puede considerar como un método a prior: para encon-
trar soluciones de un MOP. Inicialmente este método se us6 para generar soluciones
optimas de Pareto a partir de soluciones éptimas débiles. Al igual que otros métodos,
éste se basa en transformar el problema original en un problema de optimizacién esca-
lar o mono-objetivo. La idea principal es resolver m subproblemas considerando sélo
una funcion objetivo a la vez. La secuencia que se sigue para resolver cada subpro-
blema depende de la prioridad que se asigne a cada funcion objetivo. Esta prioridad
se conoce como orden lexicogrdfico y estd definida por el tomador de decisiones. La
solucién buscada se obtiene de optimizar las funciones objetivo en secuencia siguien-
do el orden lexicogréafico definido. Sin embargo en cada subproblema se usa el valor
optimo de las funciones obtenido en el subproblema anterior. Tal valor se usa para
asegurar que el valor de las funciones que ya se optimizaron se preserve.



1.1. METODOS TRADICIONALES DE SOLUCION 11

Para un MOP como el descrito en (1.3), supongamos que el orden lexicografi-
co definido para los objetivos coincide con su subindice. Asi por ejemplo, f; tiene
prioridad ¢ entre los objetivos. Entonces el método lexicografico inicia resolviendo el
problema monobjetivo para f;. Las funciones objetivos restantes se omiten, como se
muestra en (1.5).

min fi(x)
S. a
gi(xr) <Oparai=1,2,...,p (1.5)

hj(x) =0para j=1,2,...,q

Al resolver el primer subproblema se obtiene el valor éptimo de fi(z), el cual
denotaremos por f;. Como se mencioné antes, este valor se usa como referencia para
mantener el valor éptimo de f; 6 en el mejor de los casos encontrar el 6ptimo global en
caso de atin no alcanzarlo. Esto se logra a través de la restriccion f(z) < f. Asi para
el subproblema siguiente se optimizard f, y se agregard la restriccion fi(xz) < f7,
como se ve en (1.6).

min  fo(z)

S. a
gi(x) <Oparai=12....p (1.6)
hj(x) =0paraj=1,2,...,q
filz) < fi

Este proceso se sigue hasta llegar al tltimo subproblema donde se optimiza la
m—ésima funcién considerando los m — 1 valores éptimos de las funciones anteriores.
En general, el k—ésimo subproblema esté descrito por (1.7).

min  fi(z)
S. a
gi(x) <Oparai=12,....p
hj(x) =0para j=1,2,...,q
file) < fi (.7
foz) < f3

feo1(w) < fry

La solucién obtenida al resolver el iltimo subproblema se toma como la solucién al
problema multiobjetivo. En algunas ocasiones se usa la expresion (1.8) para denotar
a la solucién de un problema multiobjetivo con un orden lexicografico dado.
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lexmin{fi, fo,..., fr 1 gi(x) <0OVi=1,... y hj(x) =0Vj=1,...q} (1.8)

Es claro entonces que al aplicar este método solo se obtiene un punto del Frente de
Pareto. Cuando es necesario conocer més de un punto del frente se puede modificar
el orden lexicografico y aplicar de nuevo el método.El siguiente ejemplo muestra su
uso para un problema multiobjetivo con dos funciones objetivo.

Ejemplo 1.1.1. Solucién de un problema multiobjetivo (problema de Belegundu),
donde F(z): Q) C R? — R? usando el método lexicografico.

, . f1<l’) = —21‘1 + Zo
min F(x) = ( o) = 221 + 70 )

S. a
—r1+29—1<0
$1+$2—7§0
0§l’1§5
O§m2§3

Consideremos que el orden lexicografico esta definido por el subindice de las
funciones objetivo. En dicho caso empezamos por resolver el problema para minimizar
fi(x), omitiendo por ahora la segunda funcién objetivo. En la Figura 1.3 se puede
apreciar el conjunto factible €2 del problema. Al aplicar métodos de optimizacién
monobjetivo obtenemos como solucién el punto z* = (5,0), con el cual el valor
minimo de fi(z) es ff = fi(z*) = —10. Ahora usamos este valor para restringir el
valor de fi(z) y minimizar fy(z). El subproblema final se muestra en (1.9).

€2

Figura 1.3: Region factible para el problema del ejemplo 1.1.1
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min f2($) = 2T + 29
S. a
—$1+$2—1§O
—2$1+ZE2§—10
OS(E1§5
0<z2<3

De nuevo empleamos métodos de optimizacién monobjetivo para resolver (1.9).
La solucién que se obtiene es z* = (5,0) cuyo valor en la funcién objetivo es
f5 = fa(x*) = 10. La solucién final para el problema multiobjetivo es z* = (5,0)
con un valor F(z*) = (—10,10)7. Para seguir con el ejemplo, supongamos que se
desea conocer otro punto del frente. Para obtenerlo invertimos el orden lexicografico.
Asi minimizamos primero fo(z) y después usamos su valor éptimo en el subproblema
siguiente, donde hemos de minimizar f;(x). La solucién para el problema multiobje-
tivo es z* = (0,0) con F(z*) = (0,0)”. En la Figura 1.4 se pueden observar las dos
soluciones que se obtuvieron del método lexicografico y el frente de Pareto real para
este problema.

f2
10 |
g |
6|
4l
5 |
10 -8 —6 -4 -2 h

Figura 1.4: Frente de Pareto del ejemplo 1.1.1

Una ejecucion del método lexicografico sélo devuelve un punto del frente de Pare-
to. La solucién depende del orden definido en las funciones objetivo por lo que para
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cada orden distinto se puede encontrar una solucion diferente. En particular todas las
soluciones encontradas son puntos extremos del frente de Pareto. Para mostrar este
hecho se analiza el segundo subproblema generado, el cual se muestra en (1.6). Se
puede notar que la restriccion que se agrega modifica el conjunto factible €2, dejando
tnicamente el punto x} como factible. Entonces el minimo de fo(z) sujeto a = € {x}}
es f3 = fa(z}). Al final la solucién obtenida es zj. Sin embargo, ésta se consigue al
minimizar unicamente fi(z) con z € Q. El uso de este método es adecuado cuando
hay soluciones dominadas en los extremos del frente de Pareto. Suponga que se tiene
el siguiente problema

min F(x):( 3xry — 229 + 10 )
T+ 211 — 3x9 + 18
S. a
I1+2$2+[E3§10
201 — Ty — 13 < 8
—$1+$2—$3§6
—2xr1 — X9 —x3 < —3
1§I1§5
OSCL’QSS
O§$3§5

(1.10)

Usando el método lexicografico, minimizamos primero fi(x) = 3x; — 2x5 + 10. El
minimo es f; = 7 con z* = (1,3,0). Notemos que F(z*) = (7,25)”. Ahora agregamos
la restriccién 3x; —2x9+3 < 0 para minimizar fo(z) = 214229 — 323+ 18. La solucién
final es x* = (1,3,3) con F(z*) = (7,16)". En la Figura 1.5 se muestra en frente de
Pareto para este problema. La linea punteada representa todos los puntos débilmente
dominados por F(z*) = (7,16)”. Al inicio se obtuvo el punto F(z*) = (7,25)T. Sin
embargo es posible determinar una mejor solucién para fs sin alterar el valor de f;.
Claramente el método ayudd a descartar todos estos puntos débilmente dominados
que se encontraban en un extremo del frente de Pareto.

Discusion

Una clara ventaja de este método es el uso de métodos de optimizacién mo-
nobjetivo. Ademas es 1util cuando el tomador de decisiones debe considerar ciertas
funciones como prioridad debido a limitaciones del modelo. Sin embargo, cuando no
esta clara la secuencia que se seguira la eleccion se hace arbitrariamente. Por otra
parte, Stadler argumenta que las restricciones que se agregan pueden reemplazarse
por igualdades [Stadler, 1988].
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Figura 1.5: Frente de Pareto para el problema descrito en 1.10

La principal desventaja es que devuelve iinicamente un punto del frente de Pareto.
Ademas si en los 6ptimos independientes de cada funcién no hay puntos débilmente
dominados entonces la solucion que se obtiene es el punto éptimo de cada funcion.
Asi este método puede estar limitado sélo a los problemas donde se encuentran pun-
tos débilmente dominados.

Para contrarresta la desventaja de encontrar sélo los puntos 6ptimos de cada
funcién se han propuesto dos variantes [Marler and Arora, 2004] muy similares entre
si. La idea es relajar cada desigualdad que se va agregando al problema durante el
proceso. En la primer variante se define una valor de variacion para cada restriccion
que se agrega [Waltz, 1967]. El k—ésimo subproblema queda descrito por (1.11),
donde 9, con r = 1,2,...,k — 1 es una valor de variacién para los éptimos da cada
funcion. Cada 6, se establece por el tomador de decisiones y debe ser un valor pequeno
respecto al valor 6ptimo de la r—ésima funcién objetivo.

min  fi(z)
s. a
gi(x) <Oparai=12....p

hj(x) =0para j=1,2,...,q
file) < fr + 60 (L.11)
fa(x) < f3 + 05

fk—l(x) S f]j,l + 6k—1
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Por otra parte en [Osyczka, 1984] se propone agregar las restricciones en cada
etapa de la forma (1.2). En este caso d, representa el porcentaje que se esta dispuesto
a relajar para el valor é6ptimo. Por ello, los valores para cada 9, deben variar entre 0 y
100. Uno puede variar ¢, de distintas formas para de esta manera generar diferentes
puntos éptimos de Pareto.

ﬁ“»§(1+§%)

Cabe destacar que a pesar de relajar las restricciones, se supone que las variaciones
son pequenas respecto a los 6ptimos obtenidos de resolver problemas previos y no
sobre los 6ptimos de cada funcién objetivo. Por lo que el método obtiene puntos del
frente de Pareto cerca de los 6ptimos independiente de cada funcién y no sobre la
regién conocida comuinmente como rodilla.

£ r=1,... k-1 (1.12)

r

1.1.2. Método de la restriccion e

Este método, conocido como e—constraint, fue propuesto por primera vez en 1971
[Haimes et al., 1971]. El método modifica el MOP para tratarlo como un problema
monobjetivo. El usuario debe establecer una preferencia sobre alguna de las funciones
objetivo, la cual se minimizara. Para cada una de las funciones restantes se define
una cota superior que se introduce al modelo en forma de restricciéon. El problema
MOP a través del método e—constraint se visualiza en (1.13), donde se minimiza
la k—ésima funcién objetivo. En la tercer linea de las restricciones se muestran las
demads funciones restringidas a cierta cota €, que el usuario define.

min  fi(z)

s. a
gi(xr) <0Oparai=1,2,...,p (1.13)
h;j(z) =0 para j =1,2,...,q
fr() <e parar=1,2,....m & r#k

Cuando es necesario obtener mas de un punto del frente de Pareto el usuario puede
establecer distintas cotas para cada funcién. Sin embargo, esto es un inconveniente,
pues el usuario tiene que elegir los limites superiores €, adecuados. Para ello, se debe
optimizar cada funcién objetivo de manera independiente ya que su valor éptimo
da idea del rango en el que se puede establecer ¢,.. En la Figura 1.6 se muestra un
problema con dos funciones objetivo donde se establecen cinco distintas cotas para
fi(x). La cota €} muestra que la restriccién fi(x) < €] es infactible y por lo tanto no
hay solucion alguna. Por otra parte, la cota €] es tan amplia que el método determina
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falz)

filz)

Figura 1.6: Espacio objetivo para un problema biobjetivo con distintos valores para
€1

el extremo donde fy(x) alcanza su minimo valor. Ademds cuando se ocupa la cota €
se ve que el método genera soluciones en regiones no convexas.
Discusién

Algunas ventajas del método e—constraint son:

= Se aplican métodos de optimizacién mono-objetivo.

» Util cuando en el modelo se prefiere una funcién o sélo se requiere una parte
del frente.

= No toma en cuenta la convexidad del frente de Pareto. Genera puntos donde
otros métodos no son capaces de hacerlo.

Sin embargo existen algunas desventajas como por ejemplo que para aplicar el
método e—constraint es necesario conocer los 6ptimos de cada funcién, lo que signifi-
ca resolver m problemas de optimizacién. La aplicacion de este método sélo devuelve
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15 1

10 ¢

6 8 10 12 14 h

Figura 1.7: Frente de Pareto para el problema descrito en 1.10. Cada punto corres-
ponde a una solucién obtenida por el método e—constraint.

un punto del Frente de Pareto, para generar varias soluciones es necesario variar el
vector e. En la Figura 1.7 se muestra el frente de Pareto (linea continua) del proble-
ma 1.10. Ademas se pueden visualizar ciertos puntos, los cuales corresponden una
solucion usando el método de la restriccion € con un vector de cotas e distinto.

Este método puede parecer idéntico a las variantes del método lexicografico, sin
embargo hay que recordar que éstos no son capaces de generar la rodilla del frente
pues las cotas que se definen a cada funcién estan limitadas a una pequena variacion
del 6ptimo de la funcién en cuestién. Ademads en el método de la restriccion € no se
conocen los éptimos de cada funcién, por lo que las cotas establecidas son de cierta
manera arbitrarias y estdn definidas por el tomador de decisiones de acuerdo a su
experiencia.

1.1.3. Meétodo de la suma ponderada

El método de suma ponderada o suma de pesos ha sido uno de los mas utilizados
para resolver MOPs, pues se tienen resultados tedricos que garantizan obtener puntos
optimos de Pareto bajo ciertas circunstancias. Como su nombre lo indica, la idea es
asociar a cada funciéon objetivo una ponderacion o coeficiente de peso y minimizar
la suma de estos objetivos. Entonces considerando a € R™ como el vector de pesos
talque ay >0V k=1,...,my >, o =1 = |la|l; =1 se tiene que el problema
de escalarizacién asociado es
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min i oy fr(x)
k=1

s. a (1.14)
gi(x) <0Oparai=1,2,...,p
hj(x) =0para j=1,2,...,q

Notemos que (1.14) es un problema de optimizacién escalar donde se minimiza la
combinacion convexa de las funciones objetivo. En principio, entre mas ponderaciones
distintas se consideren para resolver el problema mas puntos de Py se obtendran.

Teorema 1.1. Sea z* una solucion a (1.14) para un vector de pesos dado. Si x* es
unica entonces, es un punto optimo de Pareto.

Demostracién. Ver [Miettinen, 1998], pag. 79.

Teorema 1.2. La solucion del problema (1.14) es dptimo de Pareto si el vector de
pesos o es tal que sus componentes son estrictamente positivas, es decir, ag > 0 para
k=1,...,m.

Demostracién. Ver [Miettinen, 1998], pag. 78.

Discusion

Los teoremas anteriores dan garantia de obtener un punto 6ptimo de Pareto
del MOP considerando sélo problemas de optimizacién escalar. El problema multi-
objetivo se reduce a varios problemas escalares; tantos como vectores de peso se
determinen, y se obtiene para cada uno un punto del frente de Pareto.

Sin embargo, el funcionamiento de este método se basa en la convexidad del frente
de Pareto. Para problemas con un frente no convexo el método de suma de pesos
es incapaz de generar las regiones no convexas [Das and Dennis, 1997, mds atn en
caso de no tener alguna regién convexa el método no devuelve mas que los puntos
minimos de cada funcién objetivo independientemente. Esta es una gran desventaja
ya que no se conoce a priori la convexidad del frente de Pareto. Por otra parte, para
un vector de pesos a dado la solucién de (1.14) no necesariamente es tnica.
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Capitulo 2

Optimizacién Lineal Multiobjetivo

Los MOPs se pueden clasificar de distintas maneras, que pueden depender de las
caracteristicas del problema en cuestion o no. En una primera clasificacion, incluida
en este capitulo, se presentan problemas donde tanto las funciones como las restric-
ciones son lineales, y se encuentran definidas sobre dominios continuos, para después
introducir a los problemas de programacion lineal mizta multiobjetivo (MOMIP), don-
de las funciones y restricciones son lineales, pero ademas algunas variables sélo toman
valores enteros. Entonces, un problema de optimizacion lineal multiobjetivo (MOLP)
es un caso de problema multiobjetivo donde se considera que las funciones y las res-
tricciones son lineales. Fn tal caso el problema se puede reescribir en forma matricial
como en (2.1), donde C' € R™ " es la matriz de las funciones objetivo, A € R™" es la
matriz de restricciones y b € R! un vector. Ademds el conjunto factible est4 definido
por Q = {z € R": Az < b}

min F(z) =Cx
s. a (2.1)
Az <b

Por su relacion con la programacion lineal, en ocasiones los MOLPs también se
conocen como problemas de programacién lineal multiobjetivo. En general, es claro
que la funcién objetivo de un MOLP, F : Q C R"™ — R™ se puede ver como una
transformacién lineal cuya matriz asociada es C'. Pues notemos que si x,y € 2y
a€eR

Flz+y)=Clz+y)=Cr+Cy=F(x)+ F(y)
F(az) = Clar) = a(Cx) = aF (x)

21
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Ademas el conjunto factible €2 define un poliedro, pues resulta ser la interseccion
de [ semiespacios definidos por cada una de las desigualdades de la matriz A y el
vector b. Por otra lado la matriz C' se puede expresar de forma tal que cada fila
corresponde a los coeficientes de cada funcién objetivo, es decir

Ch
F(x)=Cx = : x
Chn

Teorema 2.1. [Ehrgott, 2005] Sea Q2 € R™ el conjunto factible de un MOLP y T =
{F(z) € R™: x € Q} el conjunto imagen del conjunto factible. Entonces Q@ y Y son
convexos y cerrados.

Definicién 2.1. Un punto = €  es un punto extremo de Q si y sélo si B o', 2 € Q
con ! # 27 tal que x = Az! + (1 — \)2? para toda A € [0,1] .

Un punto que pertenece al conjunto factible es punto extremo o vértice si no es
combinacion convexa de dos elementos distintos del conjunto. En otras palabras, un
punto extremo es un punto que no es un punto interior de algin segmento de linea
totalmente contenida en ).

Definicién 2.2. Se dice que d es una direccion de €2 si para todo x € € el conjunto
R={x+Ad:\€]0,+00)} estd contenido en €.

Definicién 2.3. Dado el conjunto factible €2, se dice que d es una direccion extrema
siysélosi Ad', d?€Qcond #d? tal que d = A\d" + (1 — \)d? para toda A € [0, 1].

Un conjunto poliédrico es un caso especial de conjunto convexo. Un conjunto
poliédrico es la interseccion de un ntimero finito de semiespacios cerrados. El Teorema
2.2 menciona que cualquier elemento de un conjunto poliédrico se puede expresar
como combinacion lineal de sus puntos y direcciones extremas.

Teorema 2.2. [Bazaraa et al., 2011] Sea Q un conjunto poliédrico no vacio y sea
x € Q. Sean ', 2%, ..., 2" yd',d?,...,d" los puntos extremos y direcciones extremas
de Q, respectivamente. Entonces ezisten \; € [0,1] parai=1,2,.... k y 3; € [0,00)
para j =1,2,...,1 con Z?:l)\i =1 tal que

k l
r=Y At'+ ) pid
i=1 j=1
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Definicién 2.4. Un conjunto 2 C R" es acotado si Ir > 0 y w € R” tales que
Q2 C B(w,r).

Cuando un conjunto poliédrico es acotado se dice que es un poliedro. En este
caso un poliedro no posee direcciones extremas y por lo tanto cualquier elemento del
conjunto sélo se puede expresar a partir de sus puntos extremos, como lo menciona
siguiente teorema:

Teorema 2.3. [Bazaraa et al., 2011] Sea Q un poliedro, x € Q. Sean x', 2%, ... 2"

puntos extremos de Q. Entonces existen \; € [0,1] parai=1,2,...,k con Zle A =

1 tal que
k
T = Z Nzt
i=1

Teorema 2.4. [Ehrgott, 2005] Sea T = {F(x) € R™ : x € Q} el conjunto imagen
del congunto factible. Si T # 0 y existe un y € R™ tal que T C y + R entonces
Pr # 0.

Teorema 2.5. [Ehrgott, 2005] Sea S el conjunto factible. Si Q) es acotado entonces
Ps y Py son conjuntos conectados.

Se puede notar a partir de estos resultados que el conjunto factible es ademas un
poliedro, por lo que resulta claro el uso del método Simplex para resolver este tipo
de problemas. Sin embargo, en este caso tenemos dos o mas funciones objetivo. Para
considerar ambas funciones se realizan algunas modificaciones al método Simplex
obteniendo un algoritmo capaz de encontrar el frente de Pareto exacto de un MOLP.

2.1. Método para espacios continuos

A partir de esta seccion nos limitaremos, por simplicidad, a explicar el caso parti-
cular de dos funciones objetivo. El método Simplex parametrizado o método biSim-
plex es un método iterativo que resuelve MOLPs con dos objetivos (m = 2), el cual
se puede entender como una extension del método Simplex usado para problemas de
optimizacién lineal monobjetivo. Para comprender el sentido de esta extension pri-
mero se hace notar que un problema donde existen dos funciones objetivo se puede
expresar como un problema escalar, al parametrizar las funciones, como en el caso
del método explicado en la seccién 1.1.3. Para ello se introduce el paramétro \ y se
define la funcién objetivo parametrizada como una combinacién convexa de C; y Cy
como en la ecuacién (2.2), donde se debe cumplir que 0 < X\ < 1.
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Oy = ACy+ (1= \)Cy (2.2)

2.1.1. Elementos basicos del método Simplex

El método Simplex es un procedimiento muy eficiente para resolver problemas
de optimizacion lineal mediante el uso de una computadora. Como hemos analizado
antes, el conjunto factible de un MOLP define un conjunto poliédrico, el cual posee
puntos extremos. El método Simplex encuentra el punto 6ptimo, donde cierta funciéon
objetivo alcanza su minimo, moviéndose a lo largo de los vértices y evaluando cada
punto extremo. Esto basado en el hecho de que el punto que minimiza la funciéon
objetivo es un punto extremo del conjunto factible, como se mostrara a continuacion.

Los problemas de optimizacién lineal estan definidos en forma matricial como en
(2.1). Sin embargo en los problemas monobjetivo, C' es un vector fila de dimensién
n, es decir, C' € R, Entonces consideremos el siguiente problema

min Cu
s. a
Ar < b (2.3)
0<x.
Sean pi,pa,...,pr los puntos extremos del conjunto factible y sea x cualquier

punto tal que Ax = by 0 < z, por el Teorema 2.3 tenemos que = puede expresarse
como:

k
xr = E Oéjpj
j=1

k
donde a; > 0, paraj=1,....ky > «a; = 1. Asi el problema (2.3) se puede expresar

=1
en funcion de las variables aq, ..., a; como:
k
min > (Cpj)ey
=1
5. a

- (2.4)
Q; = 1

(IjZO
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Para resolver este problema podemos simplemente encontrar el indice correspon-
diente al valor minimo de todos los Cz;’s, es decir

i =argmin{Cp; para j=1,... k}
J

y considerar o; = 1y todas las demés iguales a cero. Asi se encuentra el valor é6ptimo
de la funcién objetivo, sin embargo notemos que este valor es la evaluacién del punto
extremo p; sobre la funcién objetivo, f(p;) = Cp;. Por lo que se puede concluir que
el valor 6ptimo de f(x) se encuentra en alguno de los puntos extremos del conjunto
factible.

Notemos ademds que si el minimo C'z; ocurre en mas de un indice, entonces ca-
da punto extremo correspondiente es un punto éptimo e incluso cada combinacion
convexa de estos puntos también es una solucién éptima.

El método Simplex encuentra una solucién éptima con una secuencia finita de
pasos sobre el sistema de ecuaciones del problema original. Para ello se eligen m va-
riables, que se denominan dependientes o basicas, pues éstas se expresan en términos
de las variables restantes; variables que se denominan independientes o no baésicas.
Si a cada variable no basica le asignamos el valor cero se dice que la solucién encon-
trada es una solucion basica. Si ademas cada variable bésica es no negativa entonces
la solucién es basica factible. Consideremos el sistema Ax = b como en el problema
(2.3), con x > 0y supongamos que el rango de A es m. Entonces podemos definir la
base como la matriz B que consta de un arreglo de m columnas de A. En este sentido
la matriz B se denomina matriz basica o simplemente base debido a que los indices
de las columnas de A que la forman corresponde a los indices de las variables bési-
cas. Las columnas restantes de A forman la matriz no bésica, la cual se denota por N.

El método Simplex inicia con un sistema de ecuaciones formado por las restriccio-
nes (en forma candnica) con respecto al conjunto de variables basicas. Por ejemplo,
supongamos que tenemos el siguiente sistema de ecuaciones con las variables bésicas
x1, %2, ..., Ty. Notemos que el sistema (2.5) es equivalente al sistema (2.3), pues si
se puede obtener un sistema de igualdades a través de sumar a cada restriccion una
variable no negativa, éstas variables comuinmente se denominan variables de holgura.
Asi A denota la matriz aumenta y en un abuso de notacién z es el vector de variables
de decision junto con las variables de holgura.



26 CAPITULO 2. OPTIMIZACION LINEAL MULTIOBJETIVO

—Z +61n+1xm+1 + e —I— En_xn = jzo
1 + A1 mi 1T o+ Az, = b
T +As i1 Tmg1 + .+ Ao, = bo (2.5)
Tm +Am,m+1$m+1 + ...+ Am,nxn = Bm
El objetivo es encontrar el valor de 1, ...,r, y minimizar z tal que satisfacen

(2.5), donde A4; ;, ¢, b; v Zy son constantes. Los coeficientes ¢; de la funcién objetivo se
denominan costos relativos debido a que su valor es relativo o depende de la eleccion
de las variables basicas. En notacién matricial este sistema se puede reescribir como
en (2.6).

—24+0zp+cay = —Z (2.6)
IQ]B + AZEN = l_)

De la expresion anterior podemos observar que el valor de la funciéon objetivo
para la base correspondiente es

Z=2Zy+ Z ijj (27)
JEN

donde N es el conjunto de indices de las variables no bésicas. Notemos que si para
alguin indice s el costo relativo es negativo, es decir supongamos que ¢; < 0; dado que
nuestro objetivo es encontrar el minimo de la funciéon objetivo, se torna conveniente
incrementar el valor de x, tanto como sea conveniente, para obtener una reduccién en
el valor de z. Sin embargo como z, es hasta ahora una variable no bésica, las variables
bésicas dependen de ésta y por lo tanto no puede crecer de manera arbitraria, ya que
puede alterar la factibilidad de las soluciones. Entonces de la expresion (2.6) tenemos
que

Ixg=0b— fl*,sxs

donde [1*73 denota la columna s de la matriz A. Cuando todas las entradas de fl*ﬁs son
negativas entonces x, puede incrementar su valor sin limite, en tal caso se concluye
que el problema de optimizacion no esta acotado. Por lo que solo nos enfocaremos
en las entradas positivas. Asi, si elegimos la entrada r tal que

b, _
r = argmin { fl] ,donde A;, > 0} (2.8)

J 7,8
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b, - .
y hacemos que x; = —— entonces la variable basica =, = b, — A, sz, = 0, por lo

TSs
que ésta deja de ser una variable bésica y es reemplazada en el algoritmo por zs. En
conclusion la variable x4 se vuelve variable basica y x, es ahora una variable no basica.

Regresando a la expresion (2.7), cuando todos los costos relativos son positivos
no hay manera de mejorar el valor de z y en tal caso el procedimiento se termina;
concluyendo que el éptimo se ha alcanzado.

2.1.2. Meétodo Multisimplex

En esta seccion se explicara la versién del método Simplex usada cuando se mini-
miza simultdneamente dos funciones objetivo, en este caso el método Simplex Mul-
tiobjetivo es un método iterativo que resuelve problema de optimizacion lineal biob-
jetivos (BOLPs) (por lo que en ocasiones también es llamado Simplex Biobjetivo),
como el descrito en la ecuacién (2.1). Usando el hecho del Teorema 2.1 y del méto-
do de suma de pesos sabemos que encontrar soluciones no dominadas de (2.1) es
equivalente a resolver el problema (2.9)

min  [ACy + (1 — A\)Cy z
s. a

Ax <b

0<uz.

(2.9)

Es claro que (2.9) es un problema de optimizaciéon mono-objetivo que depende del
paramétro A, pues utiliza la funcién parametrizada (2.2). Entonces, supongamos que
tenemos el siguiente problema de optimizacién biobjetivo donde se requiere encontrar
el frente de Pareto.

Ejemplo 2.1.1.

, . 151‘1 - 2.7)2
min F(z) = ( 30t )
S. a

—x1 +4z9 < 15

x4 1.529 < 12.5 (2.10)

41'1 - O5$2 S 24
—T1 — 4.1}2 S —6
—3$1 — X9 S -7

La funcién parametrizada para este ejemplo queda definida como
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F\(z) = Chx = (4.5 = 3)z1 + (—=3X + 1)x9 (2.11)

En la Figura 2.1 podemos observar la direccién sobre la cual cada funcién objetivo
decrece de manera independiente, tal direccién corresponde al negativo del gradiente
de cada funcién. En este caso, dado que las funciones son lineales el gradiente de cada
funcién corresponde con su vector de costos. Por ejemplo, para fi(z) = 1.5x1 — 2o,
Vfi(xz) = (1.5,—2) = (4. En la Figura también se observa el poliedro derivado de
las restricciones, el cual define al conjunto factible.

T2

Figura 2.1: Espacio de las variables del Ejemplo 2.1.1

Si aplicamos el método grafico a la funcién parametrizada podemos encontrar las
soluciones que forman el conjunto de Pareto. Observemos que —C'; y —Cy delimitan
un cono de direcciones sobre las cuales la funcién parametrizada puede encontrar su
minimo. Si hacemos variar el parametro A de 0 a 1 y para cada valor se encuentra el
minimo de la funcion parametrizada se obtendra una secuencia de puntos que perte-
necen al frente de Pareto. Sin embargo, como se mostré en la seccién 2.1.1, un punto
que es 6ptimo es ademds un punto extremo del poliedro, por lo que no es necesario
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realizar la busqueda variando A sobre todo el intervalo (0, 1), pues como se observa
en la Figura 2.2 para todo un intervalo de valores de A la solucién que se obtiene
corresponde al mismo punto extremo. Asi para A € [0.73, 1] la solucién éptima es el
punto A = (1,4), para A € [0.56,0.73] la solucién corresponde al punto B = (5,5),
para A € [0.25,0.56] la solucién es C' = (6.5,4) y para A € [0,0.25] es D = (6,0).

Lo B
4 C
=0.73
~ A =0.56
N
N D
x\,\: 0.25 M
—Cy A=

Figura 2.2: Espacio de las variables de decision correspondiente al Ejemplo 2.1.1

Este ejemplo ilustra de manera sencilla los detalles del método bisimplex, los
cuales se presentan a continuacién. Una caracteristica de los MOLPs que es conse-
cuencia de los teoremas 2.1 y 2.3 es el hecho de que los puntos extremos del frente de
Pareto son la imagen de ciertos puntos extremos del conjunto factible en el espacio
de las variables. En la Figura 2.3 se puede apreciar el método grafico usando un
valor de A dentro de los intervalos definidos antes. Notemos por ejemplo que para
obtener el punto B, A puede variar entre 0.56 y 0.73, por lo que A = 0,7 es el valor
que se eligio para generar la imagen y como se observa en efecto se obtiene el punto B.

Dado que la imagen del conjunto factible es un conjunto convexo, podemos en-
contrar sus puntos extremos y asi construir el frente de Pareto a partir de ellos. Por
ello nuestro interés es determinar los valores de A que son relevantes para encontrar
tales puntos. Asi para el problema (2.9) se tiene la siguiente funcién objetivo para-
metrizada, que para el método Simplex es andloga a la expresién en (2.7).
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Figura 2.3: Método grafico para cierto A de cada intervalo critico. Solucion al Ejemplo
2.1.1.

p=5+ Y [+ (1-NeE] (2.12)
JEN
Supongamos que hemos encontrado una base factible 6ptima B para este proble-
ma cuando A = A. Por el criterio de optimalidad se tiene que

ANt +(1-NE>0V jeN (2.13)

A continuacién podemos distinguir entre dos casos para EJZ. El primero cuando

E? > 0 para toda j € N, en tal caso se puede mostrar que para A < ) se cumple
la ecuacién (2.14), sin importar el signo de 5]1_ Por lo tanto B sigue siendo una base

Optima para 0 < A < A.

Mg+ (1=NE >0V jeN (2.14)

Por otra parte, si existe algiin j € N tal que 5]2 < 0 entonces existe un valor

A < A para el cual )\E} +(1— A)E? = 0. Al desarrollar esta ecuacién podemos calcular
el valor de dicho A como se expresa en la ecuacién (2.15).

A= I (2.15)
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Se define el conjunto I = {j € N : ¢ > 0,67 < 0} y se calculan los posibles
valores de A\ para cada indice ¢ € I. Si ademaés el méximo de ellos esta definido por
A*, es decir

—2
A* = méx { T } (2.16)

i€l ¢ — G

se puede notar que B es una base 6ptima del problema (2.9) para toda A € [)\*, 5\} :
De la ecuacién (2.12) tenemos que, cuando A = \*

Ne 4+ (1= =0
por lo que podemos encontrar una nueva base 6ptima al introducir la variable x4
en la base, donde el indice s = i esta definido por el maximo de los valores de

los \’s posibles de la ecuacién (2.16). Para elegir la variable z, que sale de la ba-
se simplemente calculamos el indice 7 como en la expresion (2.8) del método Simplex.

Tomando todo el procedimiento anterior se puede resolver un BOLP usando la
forma parametrizada (2.9). Primero resolviendo con A = 1 y de manera iterativa
encontrar los valores criticos A* y modificar la base cambiando las variables basicas
de acuerdo con (2.8) y (2.16) hasta que & > 0 para toda j € N. En cada iteracién se
puede obtener el valor de A* correspondiente y el punto extremo éptimo del espacio
de las variables como su valor imagen en el espacio de las funciones. El pseudocddigo
para el caso de dos objetivos se muestra en el Algoritmo 2.1.1.

Para comprender la aplicacion de este algoritmo estudiaremos el siguiente ejem-
plo.

Ejemplo 2.1.2. Problema de Ehrgott.

min F(a:):( S+ 2 )

—T1 — 21’2
s. a (2.17)
i) S 3
3]71 — X2 < 6

Primero escribimos este problema en forma estandar cambiando las restricciones
de desigualdad por igualdades. Para ello, introducimos nuevas variables, que en este
tipo de problemas se denominan wvariables de holgura. Entonces el problema original
es equivalente al definido en (2.18).
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Algoritmo 2.1.1 Descripcién del algoritmo Simplex para optimizacién lineal biob-
jetivo

Entrada: Datos de optimizacion lineal biobjetivo. Matrices C'; A y el vector b.
Salida: Secuencia de puntos extremos éptimos en el Frente de Pareto

Sea B el conjunto de indices bdsicos y N el conjunto de indices no bdsicos.
. Resolver el problema de optimizaciéon usando C'y, con A =1

—

N

while I ={ie N :¢ >0,¢l <0} #0 do
=2
3: s = argmaz {i € I :

[S2 I
> >
o O
=+
= =
e B
o
R R
= o
Zm
Il
I~
Am
2./:B|
/
—
Va)
=
C
—~~
=
—

end while

min F(a:) = (31’1 + To, —T1 — 2$2)T
S. a
2y 2y = 3 (2.18)

3(L’1-J]2+ZE4:6

En este problema notemos que C; = (3,1), Cy = (—1,—2) y por lo tanto
Chr = AN3xy + x3) + (1 — A)(—z1 — 222). Como paso inicial se tiene que resolver
usando como funcién objetivo €'\ y tomando A = 1. Equivalente a resolver usando
solamente fi(z) = Cix = 3z + 2.

Como ahora se ha reducido a un problema monobjetivo podemos usar el método
Simplex en su formato de tableu. Asi el tableu 6ptimo es

1 | Tg | XT3 | T4
z |3, 1101010
z3| 0] 1103
4| 3 |-1]1 0116

Tabla 2.1: Tableu para el Ejemplo 2.17.
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Ahora al ingresar la segunda funcién objetivo y haciendo las adecuaciones en la
base obtenemos el siguiente tableu. Este muestra que nuestra primer punto éptimo
es x = (0,0), el cual corresponde al punto F(z) = (0,0) en el frente de Pareto.

Ty | T | T3 | T4
21713170010
Z|-1]1-2]101]010
x3| O] 1 11103
g | 3 1-11 0] 1|6

Tabla 2.2: Tableu para el Ejemplo 2.17.

A partir de este punto podemos iniciar nuestro procedimiento con el método
Simplex Multiobjetivo. En este caso buscamos el indice de las variables no bésicas
que forman al conjunto I = {i € N : & > 0,2 < 0}, en nuestro caso I = {1,2}.
Ahora calculemos

e 1
& —c 4
o2
& —c 3
&2
con este paso podemos conocer el indice s tal que = ) o es maximo, en nuestro
S S

ejemplo s = 2. Por lo cual la variable no béasica que pasara a formar parte de la base
es xy. Siguiendo con el procedimiento ahora debemos analizar el posible incremento
de x5 para que no afecte a las demas variables de la base. Al igual que en el Simplex
monobjetivo debemos encontrar r tal que

b, _
r = argmin{j € B : == con Ay; > 0}.
Agj

Para nuestro ejemplo la tnica posibilidad es r = 3. Por lo que la variable x3
saldra de la base. En el tableu hacemos los calculos correspondientes y obtenemos la
Tabla 2.3. En este caso, la solucién encontrada es z = (0, 3) con el punto en el frente
de Pareto F'(x) = (3,—6). En lo siguiente repetimos el procedimiento, seleccionando
los indices s y r que determinaran los cambios en el tableu. Cada soluciéon que
encontramos corresponde a un punto extremo que forma el frente de Pareto. Para



34 CAPITULO 2. OPTIMIZACION LINEAL MULTIOBJETIVO

1 | g | 3 | T4
210310 -110 (-3
z|-110 12106
2| 01| 1103
ze | 310|119

Tabla 2.3: Tableu para el Ejemplo 2.17.

nuestro ejemplo la ultima solucion encontrada se muestra en la Tabla 2.4. Note que
esta ultima solucién es equivalente a resolver el problema usando C con A = 0. En la
Figura 2.4 se muestra a la izquierda el conjunto de éptimos de Pareto mientras que
la imagen de la derecha corresponde al frente de Pareto. Como se aprecia en todo
el proceso anterior, el método bisimplex devuelve los puntos extremos del poliedro
que son solucién. Sin embargo, como resultado de los teoremas 2.1 y 2.5 podemos
asegurar que la combinacion convexa de dos puntos subsiguientes es también parte
del conjunto de Pareto y en consecuencia su imagen sobre F' sera parte del frente de
Pareto.

T1 | o | T3 | T4
z2 [ 0]0]-2]-1]-12
200212109
x| 0] 1]1][0] 3
w10 2]3]3

Tabla 2.4: Tableu para el Ejemplo 2.17.

Como se puede apreciar el método bisimplex es una técnica de gran utilidad
para resolver MOLPs sin importar el nimero de variables del problema. Ademas
como esta basado en el método Simplex de programacion lineal hereda las mismas
propiedades de éste, como por ejemplo la garantia de obtener una solucién en tiempo
polinomial. En la siguiente seccion estudiaremos un caso especial de los MOLPs. En
este caso algunas variables se restringen a tomar valores enteros por lo que el método
Simplex Multiobjetivo deja de ser una método viable para resolver el problema.
Por ello se estudian otros métodos especializados en este caso especial de MOLP,
sin embargo este caso resulta ser tan dificil de resolver que se propone el uso de
heuristicas.
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Conjunto de Pareto Frente de Pareto

Figura 2.4: Correspondientes P, y Py para el Ejemplo 2.17

2.2. Optimizacion lineal mixta multiobjetivo

Desde la década de 1980, se han estudiado y desarrollado métodos para proble-
mas multiobjetivo con funciones y restricciones lineales (MOLPs) cuyas variables
son todas continuas [Steuer, 1989]. Sin embargo, existen varias dreas de aplicacién
donde es necesario considerar variables discretas para incorporar fenémenos discretos
dentro del modelo matemético. Por ejemplo en [Demirtas and Ozden Ustiin, 2008],
los autores describen el problema de seleccionar distintos proveedores al momento de
realizar una orden de compra. Tal problema consiste en determinar las cantidades
de compra de distintos productos (variables continuas) y el proveedor que los sur-
tira (variables discretas binarias, 1 si se elije el proveedor 6 0 si no). En este articulo,
los autores consideran tres funciones objetivo: minimizar tanto el costo total como
la tasa de defectos y maximizar el valor total de la compra, medido en calidad, can-
tidad y costos. Asimismo en [Mavrotas and Diakoulaki, 2005a] se trata un problema
de dos objetivos: minimizar el costo de produccién y las emisiones de CO, durante
la expansion de un sistema de generacion de energia eléctrica en la isla griega Creta.

Este tipo de problemas en los que hay variables de decision tanto discretas como
continuas y varios objetivos en conflicto son parte de la programacion lineal mizta
multiobjetivo (MOMIP). Matematicamente éstos estan descritos por

min F(z) = (fi(z),..., fe(z)T (2.19)

xeQ)
donde ahora el conjunto factible esta definido por Q@ = {z € Z" x R : Az < b}.
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Notemos que las restricciones del problema siguen siendo lineales, por lo que el pro-
blema se representa en forma matricial. En este caso n. y n. representan el niimero
de variables enteras y continuas, respectivamente.

La introduccién de variables discretas en problemas de optimizacion lineal mul-
tiobjetivo hace a estos problemas mucho més dificiles de abordar, pues conlleva las
dificultades de la optimizacién multiobjetivo y la optimizacién mixta. Aunque el
problema sea lineal, el conjunto factible ya no es convexo. Ademas, en la mayoria
de los casos, los problemas no pueden ser manejados por adaptaciones monobjetivo
del problema pues la forma del frente de Pareto tiene ciertas caracteristicas que la
hacen peculiar. Dado que el problema es lineal se pueden encontrar regiones donde
la linea que une dos puntos no dominados pertenece a Py pero ademas dadas las
restricciones de integridad (valores enteros de las variables) también puede haber

regiones que solo consideran un punto. En la Figura 2.5 se muestra un ejemplo del
frente de Pareto de un MOMIP.

Figura 2.5: Ejemplo del Py de un BOMIP.

Por otra parte, existen enfoques multiobjetivo disenados para problemas con to-
das las variables enteras que no pueden aplicarse al caso mixto. Por lo tanto, las
técnicas para hacer frente a MOMIP implican mas que la combinacién de enfoques
de MOLP con técnicas de optimizacion mixta.

Una de las formas mds comunes de obtener una aproximaciéon de P, y Py es a
través del método de suma ponderada. Este consiste en minimizar una combinacion
convexa de los objetivos, estableciendo un vector de pesos A cuyas entradas son
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no negativas y su suma es igual a 1. Asi para cada distinto vector A se espera
obtener un punto de Pareto. Sin embargo, a diferencia de MOLP, no todos los puntos
optimos de Pareto del problema mixto se pueden obtener con tal método. Dado que
la regién factible es no convexa, pueden existir éptimos de Pareto que no se obtienen
por minimizar una combinacion convexa de los objetivos. En particular, tenemos el
siguiente ejemplo cuyo frente de Pareto se muestra en la Figura 2.6. Asimismo se
pueden apreciar los puntos obtenidos al usar el método de suma ponderada. Notese
que éstos no corresponden a todas las regiones del frente sino tnicamente a puntos
extremos de algunas rectas por lo que en el mejor de los casos se obtendran los dos
extremos que definen la recta; como en la parte inferior del frente de Pareto mostrado
en la imagen.

Ejemplo 2.2.1.
min F(z) = <

S. a

8131 - 31,‘2 — 5$3
—6x1 + 39 + 273

161’1 — 211’2 — 17.7}3 < 10

21x1 — 11z + 2423 < 230

—1921 — 229 + 2323 < 75 (2.20)
211‘1 - 23.%2 - 1.%3 S 200

Tx1 — 2429 + 1523 < 200

8x1 + 12z + 1723 < 156

81‘1 — 3$2 — 51‘3 < —-31

xr1, T2 € Z

Este hecho ha llevado a los investigadores del area a distinguir entre las soluciones
obtenidas por una suma ponderada y las que no, lo que da lugar a la siguiente
definicion.

Definicién 2.5. Sea z* € Py y A € R™ tal que Aj,..., A\, > 0, > " A\ = 1. Si
%

r* = mingeq AT F(x), entonces x* se denomina un dptimo de Pareto soportado y
F(2*) un punto no dominado soportado.

De nuevo, la Figura 2.6 nos ayudard a explicar por qué algunos puntos no se
pueden obtener al minimizar una combinacién convexa de las funciones objetivo.
Enfoquemos nuestra atencién en la parte central del frente de Pareto y notemos que
la combinacién convexa del punto A y B; recta que une tales puntos, domina la regién
central del frente. Por ello, cuando usa el método de suma ponderada minimizando
la combinacién convexa sélo es posible obtener los puntos soportados A y B, incluso
si se intenta realizar la parametrizacién completa sobre el vector de pesos .
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32r

Frente de Pareto.
.\ ®  Ppuntos obtenidos con mA©todo de suma ponderada.
30+
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fi(z)

Figura 2.6: Frente de Pareto correspondiente al Ejemplo 2.2.1, donde ademas se
muestran los puntos obtenido a través de la suma de pesos ponderada.

Los primeros intentos por dar soluciéon a los MOMIPs usando el método de su-
ma ponderada no fueron muy exitosos pues unicamente se obtienen puntos de Pareto
soportados y no todas las regiones del frente, lo que es una clara desventaja si el obje-
tivo es tener una amplia gama de puntos del frente de Pareto de los cuales el tomador
de decisiones puede seleccionar el 6 los que mas se adecuen a sus requerimientos y
necesidades. Incluso si se esta satisfecho con obtener solo los puntos soportados, el
problema mixto que se debe resolver se considera un problema que pertenece a la
clase NP [Garey and Johnson, 1990]. Cabe mencionar que este hecho no solo es una
desventaja del método de suma ponderada sino de cualquier método de naturaleza
puntual pues para cada configuracién distinta de los pardmetros se requiere resolver
un problema mixto.

2.2.1. Estado del arte

En la actualidad existen pocos estudios que presenten un algoritmo para encontrar
el frente de Pareto de un MOMIP. La mayoria se basan en la siguiente observacion.
Si consideramos el conjunto S como la proyeccion del conjunto factible €2 sobre el
espacio de variables enteras, entonces podemos fijar las variables enteras a algiin valor
s € Sy transformar el problema MOMIP a un MOLP y asi aplicar con facilidad el
método Multisimplex que se describe en la seccién 2.1.2. Luego denotamos por Py(s)
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al frente de Pareto resultante del MOLP donde las variables enteras se encuentran
fijas al valor s. Es claro, entonces que el P del problema multiobjetivo mixto original
se puede obtener al determinar los puntos no dominados del conjunto |J,cg Py(s).
El siguiente ejemplo nos ayudara a ilustrar la idea de obtener el frente de Pareto a
través del conjunto |J, g Ps(s).

Ejemplo 2.2.2.

, —8x1 — Txo + x3 + x4 — 8x5 — 8xg — 927 — 328
i F(l‘) a ( —2x1 — 99 — 4x3 — 924 — 45 — 326 — 3T7 + 238 )
1521 + 1022 4+ 923 + 1924 + 1925 + 326 + 10z7 + 11xg < 200
18x1 — bao — Tx3 + 1924 + b5 + 1826 — 927 + 11xg < 120
—Tx1 4+ 119 — 2003 — 624 + 1425 + 1426 + 16227 + 1328 < 100
18x1 — 10xo + 623 + 2024 — 625 + 1926 + 1827 + 225 < 134
x1, xo € {0,1}

(2.21)

Como se muestra en la descripcion del problema, las variables x1 y x5 son enteras y
binarias, entonces se pueden considerar cuatro combinaciones distintas de los valores
que cada variable entera puede tomar. Cada combinacién la denotamos como

s1 = {0,0}
sy = {1,0}
s3 = {0,1}
sy ={1,1}

Asi el conjunto de proyeccién queda definido por S = {sy, s9, $3,84}. Para cada
elemento de S se aplica el método Multisimplex pues las variables enteras ya tienen
un valor fijo, de manera que el problema tinicamente tiene variables continuas.

En la Figura 2.7 se observa el frente de Pareto obtenido para cada elemento de
S. Finalmente consideremos la unién de estos conjuntos, es decir, U?:l Pe(s;) y de-
terminemos los puntos que son no dominados. Con este procedimiento se obtiene el
frente de Pareto que se muestra en la Figura 2.8 y que correspondiente a la solucion
del Ejemplo 2.2.2. Vale la pena senalar que las combinaciones s3 y s4 son las tnicas
que contribuyen a la generacion de este frente.

A la fecha la mayoria de los algoritmos desarrollados para MOMIP se han res-
tringido al caso binario. Paternak y Passy fueron los primeros en presentar un articu-
lo sobre optimizaciéon mixta usando variables binarias y examinando dos funciones
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I I I I I I I
-80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10 20
fi

Figura 2.7: Frente de Pareto para cada combinacién de valores en las variables enteras del Ejemplo

2.2.2. El frente de Pareto global del problema se forma con las componentes Pf(Sg) y 'Pf(84).

objetivo [Pasternak and Passy, 1973]. Para solucionar el problema desarrollan un al-

goritmo basado en un enfoque paramétrico combinado con una variante del método
de filtro de Balas! [Egon Balas, 1965].

Después, hasta 1998, Mavrotas y Diakoulaki proponen un algoritmo cuyo obje-
tivo es generar todo el conjunto de Pareto de un problema multiobjetivo mixto con
variables binarias [Mavrotas and Diakoulaki, 1998]. Sin embargo, los autores argu-
mentan que cuando el tamafio del problema es muy grande? la generacién de todo
el conjunto de Pareto es practicamente imposible y se sugiere la incorporacion de
dos técnicas que ayudan al tomador de decisiones a enfocar la bisqueda de acuerdo
a sus preferencias y obtener una adecuada aproximacion del conjunto de Pareto. La
primera técnica consiste en introducir cotas sobre las funciones objetivo con el fin
de descartar soluciones que no son interesantes, la segunda se basa en un proceso de
filtro que permite identificar un subconjunto representativo del conjunto de Pareto.
Si se sigue la recomendacion de los autores el algoritmo se clasifica como uno inter-
activo, pues en cierta etapa se debe consultar al tomador de decisiones para dirigir
la busqueda.

IMétodo usado en optimizacién monobjetivo para resolver problemas mixtos con variables bi-
narias, el cual era el mas usado antes del desarrollo del método de ramificacién y acotamiento.

2Los autores consideran un problema como grande cuando éste tiene mas de 50 variables y/o 50
restricciones.
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Figura 2.8: Conjunto obtenido al seleccionar los puntos no dominados del conjunto

4
U P¢(s:) y que corresponde al frente de Pareto del Ejemplo 2.2.2.
i=1

A pesar de que el método de ramificacién y acotamiento (BBM)? esta diseniado
para problemas monobjetivo Mavrotas y Diakoulaki son los primeros en incorporarlo
a un algoritmo para problemas multiobjetivo. El método examina, con la ayuda de
un arbol, todas las posibles combinaciones de las variables discretas, descartando
aquellas que no son factibles u 6ptimas. Sin embargo, el método convencional esta
disenado para encontrar el éptimo de un problema monobjetivo y no es capaz de
considerar varios objetivos. La nociéon de optimalidad que se usa en monobjetivo se
cambia por la de dominancia para problemas multiobjetivo. Asi el método conven-
cional de ramificacion y acotamiento se modifica para encontrar todos los puntos no
dominados del problema multiobjetivo mixto después de examinar todas las posibles
combinaciones de las variables binarias.

Como en el caso monobjetivo el arbol de biisqueda se construye durante el proce-
so de solucion con tal de representar todas las posibles combinaciones de los valores
en las variables binarias. Cada nodo del darbol representa un subproblema con algu-

3Por sus siglas en inglés Branch and Bound Method.
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nas variables binarias fijas a un valor. Las variables binarias sin un valor asignado
se denominan /zbres. Como se muestra en la Figura 2.9 el nodo raiz corresponde al
problema completamente relajado, donde todas las variables discretas son libres.

Figura 2.9: Frente de Pareto para cada combinacion de valores en las variables enteras
del Ejemplo 2.2.2.

La modificacion principal al BBM esta relacionada con el diferente concepto de
optimalidad entre problemas monobjetivo y multiobjetivo. Mientras en problemas
monobjetivo la solucién es tnica, en multiobjetivo se tiene un conjunto de vecto-
res compromiso o no dominados. Asi en cada nodo del BBM convencional la mejor
solucién encontrada hasta el momento o simplemente solucion titular, se almacena,
actualiza, se usa para podar ramas del arbol que conducen a valores peores o in-
factibles y es finalmente el valor de salida cuando todos los nodos activos se han
examinado. En cambio, en la version multiobjetivo de Mavrotas y Diakoulaki el con-
cepto de solucion titular se cambia por lista titular debido al hecho de que hay més
de un vector no dominado. El propdsito de esta lista es similar pues se actualiza cons-
tantemente al atravesar el arbol y mientras se usa para filtrar soluciones dominadas
ésta consta unicamente de vectores no dominados. Al final del algoritmo la lista ti-
tular debe contener las combinaciones que potencialmente forman parte del frente
de Pareto. Entonces para cada combinacion se resuelve un MOLP, pues las variables
binarias ya tienen un valor asignado. Al final se realiza un filtro para mantener so-
lo soluciones no dominadas por lo que le resultado final debe ser igual al frente de
Pareto o al menos contener un subconjunto que permita construir el frente completo.
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Figura 2.10: Los puntos B y C no dominan por si solos al punto D, sin embargo si
es dominado por una combinacién convexa de ellos.

En el articulo [Mavrotas and Diakoulaki, 2005b], los autores introducen varias
componentes que mejoran el algoritmo descrito en [Mavrotas and Diakoulaki, 1998].
En primer lugar se separa el proceso de busqueda en dos fases con el fin de permitir
al tomador de decisiones acelerar la bisqueda hacia las soluciones con mayor prefe-
rencia. Ademas los autores muestran que su esquema de actualizacién para la lista
titular esta mal formulado, pues sélo toma en consideracion los puntos no dominados
que son extremos. Por ejemplo en la Figura 2.10 los puntos A, B y C son puntos no
dominados y extremos. El punto D es no dominado respecto a los puntos B y C. Sin
embargo la combinacién convexa de éstos si domina al punto D. Esta observacion
muestra que la solucion final obtenida mediante este proceso pudiera contener pun-
tos que no forman parte del frente de Pareto. Para resolver el problema, los autores
proponen un método de filtro que detecte y elimine vectores dominados de la lista
final de soluciones. Sin embargo, a pesar de la introduccién de estas componentes su
algoritmo mejorado sigue teniendo deficiencias.

En [Vincent et al., 2013] se retoma el algoritmo de ramificacién y acotamiento
para MOMIPs con variables binarias de Mavrotas y Diakoulaki. En este trabajo se
observa que aun con las correcciones que hacen Mavrotas y Diakoulaki a su algoritmo
éste deja fuera de la lista de soluciones regiones que pueden ser parte del frente de
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Pareto. Esto porque no consideran todos los casos en que alguna combinacién convexa
puede dominar un punto o parte de otra combinacién convexa. Ademaés el filtro final
que se realiza en el algoritmo es un proceso separado de la enumeracién en el arbol.
De hecho las combinaciones eficientes se deducen después de haber examinado todos
los nodos del arbol. Algunos puntos extremos pueden ser removidos del proceso y sin
embargo cierta combinacién convexa puede formar parte del frente de Pareto. Por lo
que al final se obtiene un conjunto de soluciones incompleto.

fo(x)

fi(z)

Figura 2.11: La linea entre C’ y D’ queda fuera del resultado final debido a que C y
D son descartados con anterioridad por el algoritmo de Mavrotas y Diakoulaki.

Para mostrar el problema, consideremos el ejemplo de la Figura 2.11. De acuerdo
al algoritmo Mavrotas y Diakoulaki, los puntos extremos B y E se mantienen en la
lista titular aunque son dominados por cierta combinacion convexa de los puntos
C y D. El método de filtro de Mavrotas falla, en este caso, porque C y D se han
descartado del andlisis antes debido a que son dominados por A y F, respectivamen-
te. Por lo tanto no estan almacenados en la lista titular y no es posible considerar
su informacién en el proceso de filtro final. Podemos notar ademés que parte de la
combinacion convexa entre C y D que se pierde del andlisis es no dominada. Asi pues
en [Vincent et al., 2013] se propone considerar todos los puntos extremos que surjan
usando una representacion del conjunto de puntos no dominados asociado a un pro-
ceso de actualizacion apropiado para la lista titular.
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Recientemente, en [Boland et al., 2014] se presenté un método que encuentra el
frente y el conjunto de Pareto exactos de un BOMIP. El método se denomina Triangle
Splitting Method.

2.2.2. Triangle splitting method

El triangle splitting method (TSM) es un método, propuesto recientemente en
[Boland et al., 2014], que pretende obtener el frente de Pareto de un BOMIP. El
método resuelve ciertos problemas de optimizacién escalar usando como espacio de
bisqueda el espacio de los objetivos. Por ello, una de sus componentes esenciales es el
uso de algun software para optimizacién lineal mixta como FICO® Xpress|fic, 2016]
[Daniel, 2009], Gurobi® Optimizer|gur, 2015] o 1p_solve®[Berkelaar et al., 2004].

La idea central es buscar puntos no dominados explotando las propiedades lineales
del problema y restringiendo el espacio objetivo a partir de dos puntos no dominados
dados.

Definicién 2.6. Sean F' = (f], f)7, F? = (f, f2)T € Py, dos puntos no dominados
tales que fl < f2, f2 < f; de modo que F' # F?. Se define como R(F', F?)* al
rectangulo formado por F! y F2. Asimismo, T'(F*, F?)° define el triangulo superior
derecho de R(F',F?) y H(F', F?) es la hipotenusa de tal tridngulo, es decir, el
segmento de recta que une los puntos F!' y F2.

El funcionamiento del TSM se basa en restringir el espacio de busqueda dentro
del rectdngulo o tridngulo definido a partir de dos puntos no dominados, F! y F?. El
objetivo es obtener otros puntos no dominados que ain no se conocen 6 determinar
si todos los puntos sobre H(F', F?) son no dominados. Esto da lugar a establecer
dos tipos de bisqueda: en un rectangulo o en un tridngulo. Cada tipo tiene distintos
propositos y realizan diferentes operaciones las cuales se describiran a lo largo de esta
seccion. Sin embargo, es importante mencionar que el método debe mantener una
lista de prioridad, donde cada elemento de ésta el tipo de bisqueda empleada y el
tipo de divisién: horizontal o vertical. El Algoritmo 2.2.1 presenta una descripcion,
un pseudocodigo, del método TSM, donde la lista de prioridad se inicializa con una
bisqueda en el rectangulo definido por los puntos 6ptimos de cada funciéon objetivo

4Formalmente los cuatro vértices del rectangulo R(F1,F?) son (fi,f3),(fi, f2), (f5, f3) v
(f2, f2). Sin embargo, para la notacién sélo se usan los puntos que son parte del Ps.

°Los vértices del triangulo son (f1, f3), (f2, f3) v (f2, f2), pero al igual que en el rectdngulo sélo
se usan los puntos que son parte de Ps.


http://www.fico.com/en/products/fico-xpress-optimization-suite
http://www.gurobi.com
http://lpsolve.sourceforge.net/5.5/
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y con tipo de divisiéon horizontal.

Algoritmo 2.2.1 Descripcién del algoritmo para el método TSM

Salida: Conjunto de puntos no dominados pertenecientes a Ps.

1: Resolver el problema miél fi(z)
TE

Sea x! el vector que minimiza f;(z).
2: Resolver el problema Hll;r)l fa(2)
Te

Sea x? el vector que minimiza fo(z).
F! « Ozt
F? « Cg2?
listaprioridad = (R(F', F?), horizontal)). > Inicializar lista de prioridad
while listaprioiridad # () do
Actualizar la lista de prioridad mediante la exploraciéon de acuerdo al tipo de
busqueda (rectdngulo o tridngulo).
8: end while

La exploracion de un rectangulo consiste en buscar nuevos puntos no dominados.

Supongamos que conocemos los puntos F'' y F? v por lo tanto podemos construir la

1_ 2
recta que pasa sobre tales puntos y cuya pendiente es m, = ! 217?2. Por otra parte,
1

1
esta misma recta se puede ver como una curva de nivel definida como en la ecuacién
(2.22), donde por ejemplo el valor de la curva de nivel que pasa exactamente sobre

Fly F?es z, = (fy = )i + (ff = fi)fz-

2(z) = (fy = )N(@) + (ff = fi) fo(2) (2.22)

En la Figura 2.12 se pueden apreciar los puntos F', F? € Py, la recta que los
une zj, y distintas curvas de nivel z(z). Con ayuda de la imagen se puede observar
que si existe z* tal que minimiza a z(x) dentro de la regién factible y el rectangulo
R(F', F?) y ademds se cumple la siguiente desigualdad

22") < (fe = )+ (= D f (2.23)

entonces x* es un punto éptimo de Pareto y por lo tanto F* = F(z*) forma parte
del frente de Pareto.
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Figura 2.12: Buisqueda de puntos no dominados en R(F*, F?)

Asi pues, la busqueda de tipo rectangulo inicia resolviendo el subproblema

gleifrzl 2(x) = (fy — ) Fulx) + (ff = fi) fal2) (2.24)
s.a F(x)€ R(F' F?)

cuya solucion o bien corresponde a un nuevo punto no dominado o es una com-
binacién convexa de F' y F2. Para distinguir el caso, se verifica si la desigualdad
(2.23) se cumple. Si es asi, entonces z* € Py, ['* € Py y se aplica el método de for-
ma recursiva para buscar ahora sobre dos nuevos rectangulos: R(F'', F*) y R(F*, F?).

Cuando la desigualdad (2.23) no se cumple significa que no existen elementos de
P; por debajo de la linea entre F'' y F?. Formalmente, el conjunto {(F(z)—R2)NP; :
F(z) € H(F', F?)}, donde R? = {z € R? : > 0} representa el cuadrante positivo
de R?, es un conjunto vacio. Entonces la bisqueda continua ahora en el tridngulo
T(F', F?). El Algoritmo 2.2.2 muestra una descripcién con pseudocédigo de como
se realiza la exploraciéon de un rectangulo. Retomando la Figura 2.12 notemos que
aunque la recta que une F'! con F* pertenece al frente de Pareto, la buisqueda sobre
el rectangulo sélo devuelve el punto F™.
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Algoritmo 2.2.2 Descripcion del algoritmo para la busqueda de rectangulo
Entrada: (R(F', F?),direccion)

F(z), funcién objetivo.
Salida: Nueva lista de prioridad con triangulos por explorar.

1: Resolver rmnelgrll 2(x) = (f3 — ) (@) + (ff — fi) fo(2)

Sea z* el vector que minimiza z(z).

2 if 2(a*) < (fy — )i + (ff — f1)f2 then

3: Explorar recursivamente los siguientes rectangulos:
(R(F', F*),direccion) y (R(F*, F?), direccion)

4: else

5: Agregar a la lista de prioridad el siguiente elemento:
(T(F', F?),direccion)

6: end if

Teorema 2.6. [Boland et al., 2014] Sean F', F? dos puntos no dominados en el
espacio objetivo. Si el conjunto {(F(x)—R2)NP;: F(x) € H(F', F?)} = 0 y existen
r € Z™ ya' 2? € R™ tal que (z,2"), (v, 2%) € Q, F((z,2")) < F' y F((z,2?)) < F?,
entonces H(F*', F?)} C P;.

El Teorema 2.6 implica que para el tridangulo T'(F', F?) tal que {(F(z)—R2)NP; :
F(z) € H(F', F?)} = () se puede determinar si H(F'", F?) C P;. Esto con apoyo del
subproblema

max  f1((z,z?))

s.a  F((z,2') < F! (2.25)

a1 fi((z,2%)) + asfo((z,2%)) = an fi + o fy
(5r21), (2,2%) € 6.

donde ay = f} — f2y an = f2 — fl.

Cabe destacar que la segunda restriccion en el problema (2.25) garantiza que el
punto se encuentre sobre la recta imaginaria que une a F'' con F?. Ademds, note-
mos que si el valor éptimo es mayor o igual que fZ, entonces F'' y F? cumplen las
condiciones del Teorema 2.6 y por lo tanto se puede asegurar que todos los pun-
tos sobre la hipotenusa del tridngulo T'(F!, F?) son puntos no dominados, es decir
H(F', F?) C P;.



2.2. OPTIMIZACION LINEAL MIXTA MULTIOBJETIVO 49

Cuando H(F', F?) no es parte de P; el tridngulo se dividird respecto al tipo de

direccion definido en la lista de prioridad, ya sea mediante la divisién del triangu-
1 2 1 2
lo horizontalmente en % o dividiendo el tridngulo verticalmente en % Mas

especificamente, cuando el tridngulo se divide horizontalmente (si se divide vertical-
mente el procedimiento es andlogo), se inicia por calcular F'' a través de la solucion
del siguiente problema®

1 2

e 1exmf3{f1<x>,f2<x> ) < 2R py e T(F%F?)} (2.26)
IS

Si ocurre que F' se encuentra sobre la linea de corte, es decir, F} = %, es

claro ver que F? = F!, por lo que no es necesario calcular F2. En caso contrario
calculamos F? como

F2 = lesmin {fo(2), /i(2)  fi(2) < F, F(a) € T(F', F*)} (2.27)

Una vez que se encuentran los puntos F' y F? se definen dos nuevos rectangu-
los R(FY, F?) y R(F', F?) que se agregan a la lista de prioridad. Sin embargo es
importante notar que cuando F? = F', el rectangulo R(F*', F?) consta tnicamente
del punto F'!' y no es necesario explorarlo (lo mismo ocurre si F'' = F2). Asimismo,
cuando se agregan rectangulos a la lista de prioridad, se invierte el tipo de direccién
con la cual fueron generados. Por ejemplo, si se obtuvieron de dividir un triangulo
horizontalmente, entonces los nuevos rectangulos tendran tipo de divisién vertical.

En el Algoritmo 2.2.3 se muestra una descripcién con pseudocddigo de como se
realiza la exploracion de un triangulo. Primero resolviendo el subproblema definido
por (2.25). Se verifica si la solucién obtenida es mayor o igual a fZ, de acuerdo al
Teorema 2.6. En caso afirmativo se puede concluir que los puntos sobre la hipote-
nusa del tridngulo bajo andlisis pertenecen al frente de Pareto. En caso contrario se
realiza la divisién del tridngulo y se resuelven los problemas (2.26) y (2.27) con el
fin de obtener los puntos F' y F?2, respectivamente. Al final se definen dos nuevos
rectangulos, terminando el proceso sobre el triangulo.

Para complementar el procedimiento en la Figura 2.13 se ejemplifica la bisqueda
del tridngulo. En la primer imagen se muestra que H(F, F?) no es parte del frente

SRecordar que en la seccién 1.1.1 se define el método lexicogrifico donde se usa la notacién
lex min.
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Algoritmo 2.2.3 Descripcion del algoritmo para la busqueda de tridangulo
Entrada: (T(F!, F?),direccion)

F(z), funcién objetivo.
Salida: Lista con puntos no dominados.

1: Resolver el subproblema (2.25). Sea f; el valor éptimo.

2: if ff > f} then

3: Actualizar lista de puntos no dominados, H(F*!, F%) € P;.

4: else

5: Dividir T(F*, F?) de acuerdo a la direccion.

6: Calcular F'y F2.

7 Invertir direccion y agregar a la lista de prioridad los rectangulos correspondientes:
(R(F', F?),direccion) y (R(F', F?), direccion)

8: end if

por lo que se sigue la busqueda hasta encontrar los puntos F' y F?, los cuales se
muestran en la segunda imagen. A partir de ese momento se definen nuevos rectangu-
los que se agregan a la lista de prioridad.

Figura 2.13: Buisqueda de puntos no dominados en T'(F', F?)
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Después de analizar y llevar a la practica este método, experimentando sobre
determinados problemas de prueba, pudimos determinar que posee las siguientes
ventajas:

1. Es un método facil de entender e implementar, pues la idea principal es clara.
Se trata de un método deterministico.

2. En cada etapa del método los puntos que se obtienen son parte del frente del
Pareto.

3. Transforma el problema biobjetivo en varios problemas de optimizacién escalar.

4. En principio deberia ser capaz de encontrar completamente el frente de Pareto,
sin embargo en la practica el resultado depende de las condiciones del problema
y del paquete de optimizacion mixta que se elija.

Ejecucion de TSM Ejecucién de TSM
usando Gurobi Optimizer 7 usando lp_solve

-100 + -100+

-150 + =150+

E 200 —200}
=
-250} 250} \
-300 | -300}
-350 L L L L ) -350 L L L \‘ )
2500 -400 -300 -200  -100 0 2500  -400  -300 -200  -100 0
fi(z) filz)

Figura 2.14: Resultados del TSM usando Gurobi® Optimizer y lp_solve® para el
mismo problema.

Sin embargo las desventajas que se identificaron son:

1. Para mantener la factibilidad de las soluciones enteras y resolver los subpro-
blemas auxiliares de optimizacion mixta se requiere utilizar software especia-
lizado. Esto puede resultar en una desventaja pues el desempeno del método



52

CAPITULO 2. OPTIMIZACION LINEAL MULTIOBJETIVO

dependera del software elegido. Por ejemplo, en la Figura 2.14 se muestran dos
diferentes resultados del método TSM para el mismo problema. En la imagen
de la izquierda se utilizé Gurobi® Optimizer mientras que para la imagen de
la derecha a 1p_solve®. Como se observa, cuando se usa Gurobi® Optimizer
se obtiene todo el frente de Pareto a diferencia de cuando se usa 1p_solve®.
El recuadro encierra las soluciones que 1p_solve® no es capaz de obtener pero
Gurobi® Optimizer si.

. Cada subproblema que se resuelve resulta ser un problema de optimizacién mix-

ta, que como se ha reportado en la literatura pertenece a la clase NP-Completo.
Entonces puede resultar que el método devuelva una solucién subdptima, que
durante la busqueda se pierdan regiones del frente de Pareto o que se consuman
demasiados recursos computacionales y el tiempo de ejecucion sea elevado.

Asi pues, el método T'SM es una heuristica determinista que en la practica presen-

ta mayor potencial que los métodos previamente estudiados. En el siguiente capitulo
presentaremos nuestra propuesta de heuristica poblacional para abordar MOMIPs
basada en computacion evolutiva, y mostraremos de manera empirica que la hibri-
dacion del método TSM con un algoritmo genético produce resultados competitivos
y eficientes para una suite determinada de problemas de prueba.



Capitulo 3

Algoritmo Genético para MOMIP

3.1. Algoritmos Genéticos

Los algoritmos que constituyen la Computacién Evolutiva (llamados algoritmos
genéticos) son heuristicas inspiradas en los mecanismos que guian la evolucién biologi-
ca. Estas técnicas son utilizadas para generar aproximaciones en problemas de op-
timizacon y busqueda. Dado un problema especifico, la entrada del algoritmo es un
conjunto de posibles soluciones. Las soluciones se evaltian considerando valores dados
por una funcién de adaptacién para seleccionar a las mas prometedoras. A partir de
éstas el algoritmo genera nuevas soluciones, comenzando asi un proceso iterativo que
finaliza hasta alcanzar un cierto criterio predefinido[Eiben and Smith, 2010].

Los AGs se llama asf por su inspiracién en la teoria Neodarwinista|Rothlauf, 2002].
Segun esta teoria los fenémenos evolutivos se explican por medio de la integracion de
la teoria de la evolucién por seleccién natural de Charles Darwin[Darwin, 1859] y la
teoria genética de Gregor Mendel[Mendel, 1866][Bateson, 1901]. Es decir, la evolu-
cién se debe a la acumulacion de pequenas mutaciones favorables preservadas por la
seleccion natural. Por consiguiente, la produccion de nuevas especies no seria mas que
la extrapolacién y magnificacion de las variaciones que ocurren dentro de la especies.
En conclusion la filosofia de dicho algoritmo se basa en los siguientes principios:

= Existe una poblacién de individuos con diferentes propiedades y habilidades.
Ademaés hay un limite superior para el nimero de individuos en una poblacion.

= Herencia genética. La naturaleza crea individuos con caracteristicas similares
a los individuos existentes.

53
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= Seleccién del méas apto. Los individuos méas prometedores se seleccionan con
mayor frecuencia para reproduccion por seleccién natural.

= Mutacién genética aleatoria. La mutacion genética se produce de manera alea-
toria. Si las mutaciones mejoran las caracteristicas del individuo éstas se pre-
servan.

Entre 1960 y 1970 varios cientificos estudiaron sistemas evolutivos con la idea
de que la evolucién podria usarse como una herramienta de optimizacion. La idea
era hacer evolucionar soluciones usando operadores de variacion genética y seleccion
natural. Durante el periodo se implementaron 3 diferentes variantes de esta idea
principal. En Estados Unidos, Lawrence Fogel, Owens y Walsh introdujeron el con-
cepto de Programacion Evolutiva [Fogel et al., 1966] al utilizar la evolucién simulada
como un proceso de aprendizaje. Su objetivo era generar inteligencia artificial. Mien-
tras tanto Ingo Rechenberg y Hans-Paul Schwefel crearon las Estrategias Evolutivas
[Rechenberg, 1973, Schwefel, 1995], técnicas para aproximarse a la solucién de un
problema de optimizacién. Finalmente los algoritmo genéticos (GAs) fueron inventa-
dos por John H. Holland [Holland, 1975]. Holland, sus estudiantes y algunos colegas
estudiaron y desarrollaron los GA en la Universidad de Michigan. El objetivo princi-
pal de Holland no era disenar un algoritmo para resolver un problema en particular.
Deseaba estudiar formalmente el fenémeno de seleccién y adaptacion de la naturale-
za con el préposito de encontrar maneras en las que los mecanismos de adaptacion
natural pudieran ser importados a un sistema de computacién. En 1975 presentan el
primer algoritmo genético como una abstraccion de la evolucién bioldgica y dan un
marco tedrico de la adaptacién dentro del GA [Holland, 1975].

El algoritmo de Holland itera de una poblacion a otra a partir de un mecanismo
de “seleccién natural” junto con operadores inspirados en la genética. El operador de
seleccion elige aquellos elementos en la poblacién que seran capaces de reproducirse.
En promedio los que se han adaptado mejor se reproducen con mas frecuencia que el
resto de los elementos. Por mas de 15 anos la Programacion Evolutiva, las Estrategias
Evolutivas y los Algoritmos Genéticos se estudiaron y desarrollaron por separado.
En 1990 surgi6 una cuarta corriente que seguia las mismas ideas de evolucién, la
Programacion Genética creada por Koza [Koza, 1991, Koza, 1994]. A partir de en-
tonces las cuatro vertientes se han visto como parte del campo de estudio llamado
Computacién Evolutiva [Eiben and Smith, 2010].

En la Figura 3.1 se muestra el diagrama de flujo general que sigue un GA. Los
GA inician generando un conjunto de posibles soluciones que se conoce como Po-
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Criterio
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termino?

Generar
poblacion
inicial

Evaluar
poblacién

Selecciéon de
reproduccién

Reproduccion

Reemplazo
de

poblacion

Figura 3.1: Flujo General de los Algoritmos Genéticos

blacién. Con frecuencia la poblacién inicial se genera aleatoriamente, aunque si se
hace de cualquier otra manera se debe garantizar que dentro de la poblacién inicial
se tenga diversidad de soluciones. Cada solucion representa un Individuo dentro de
la poblacién manejada por el GA. Cada individuo se evalia mediante una funcién
de adaptacion definida previamente para determinar que tan buena es la solucion.
Con este paso se mide la adaptacién de un individuo al ambiente (problema). Basado
en su adaptacion se eligen individuos como semilla para generar nuevos individuos.
Con ello se espera que los genes de los buenos individuos pasardn hacia futuras
generaciones. A continuacién se determina qué individuos deben continuar dentro
de la poblaciéon. Se continua evaluando y generando nuevos individuos mediante la
reproduccién hasta alcanzar un criterio que determina el fin del algoritmo.
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Definicién 3.1. Se denomina cromosoma a la estructura de datos que contiene una
cadena de parametros del problema a resolverse.

Definicién 3.2. En un AG se conoce como gen a la secciéon de un cromosoma que
codifica el valor de un solo parametro.

Definicién 3.3. Se denomina individuo a un solo miembro de la poblacion de so-
luciones potenciales a un problema. Cada individuo contiene un cromosoma que
representa una solucién posible al problema a resolverse.

Definicién 3.4. Se denomina Poblaciéon a un conjunto finito de individuos.

3.2. Algoritmo genético para MOMIP

La eleccién de usar un AG entre otras heuristicas se debe a su caracter poblacio-
nal pero sobre todo al uso y manejo de buenos blogques constructores/Holland, 1975].
En la Seccion 2.2.1 se muestra que para resolver un MOMIP basta con obtener las
combinaciones de valores sobre las variables discretas que forman el frente de Pare-
to. A diferencia de los métodos estado del arte, que en cada iteracion analizan sélo
una combinacién, nuestro algoritmo, denominado MOMIPGA, aprovecha su carac-
teristica de algoritmo poblacional y analiza en cada iteracion varias combinaciones.
Ademas, el uso de buenos bloques constructores garantiza que buenas combinacio-
nes (es decir aquellas que posiblemente forman el frente de Pareto) ayuden a obtener
otras combinaciones igual de buenas o mejores. Asi en lugar de resolver varios sub-
problemas 6 analizar una combinacién por iteracion, el algoritmo MOMIPGA usa
las propiedades geométricas que se presentan en los MOMIPs y las caracteristicas
de los AG, para asi explotar al maximo el espacio de bisqueda y obtener el frente
de Pareto. A partir de este momento se consideraran sélo problemas donde hay dos
funciones objetivo. Asi nuestro algoritmo esta restringido a este tipo de problemas
multiobjetivo.

3.2.1. Codificacion de las soluciones

La representacion es una etapa importante en la definicién de un AG. En principio
se da la definicion de lo que para el MOMIPGA es un individuo y como éste se
representa para llevar a cabo el proceso de evolucién (bisqueda).

Definicién 3.5. Un vector X € Z™ x R" cuyas entradas corresponden a una posible
solucion de MOMIP se denomina individuo.
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En MOMIPGA se hace una distinciéon entre las variables discretas y las continuas.
Las posibles soluciones o individuos se representan a través de sus cromosomas; ca-
denas de longitud n.+n. (recordando que n. y n. es el numero de variables continuas
y discretas, respectivamente). Cada posicién de la cadena almacena el valor de una
variable, por lo que la representacion es directa. Esto quiere decir que la variable se
representa con un valor real si ésta es continua o sino con un valor entero. Ademas
las variables enteras aparecen en las primeras posiciones de la cadena. Esto para
facilitar el uso de los operadores de cruza y mutacion que, como se expondra mas
adelante, se realizan de acuerdo al tipo de variable.

Definicién 3.6. Sea X un individuo de MOMIPGA. La cadena que representa a X,
(T4, .. @ Y1,y Yn cOn ; € Zparai=1,...,n.yy; € Rparaj=1...n,
se denomina cromosoma. Asimismo, el valor correspondiente a cada elemento de la
cadena se conoce como gen.

Uno de los parametros mas importantes en la definicién de un AG es el nimero de
individuos que interaccionan a lo largo de las iteraciones. Este pardmetro es conocido
como el tamano de la poblaciéon, y suele denotarse por N.

3.2.2. Etapa de inicializacion de soluciones

Para comenzar la busqueda se deben asignar valores iniciales a cada individuo.
Esto consiste en determinar los genes iniciales de cada uno de los N individuos de la
poblacién, es decir, establecer los valores a cada variable de las primeras soluciones.
Comunmente esta inicializacion se realiza al azar, asignando nimeros aleatorios a ca-
da variable. Sin embargo, la inicializacion puede hacerse a partir de informacién ya
obtenida sobre las variables del problema. En el caso de MOMIPGA la técnica para
inicializar los individuos se basa en la idea usada en los problemas de programacién
mixta. En primera instancia se obtiene una solucién considerando todas las variables
como continuas, para a partir de ésta construir la solucién donde hay n. variables
discretas y n. variables continuas. Asi MOMIPGA hace uso del método bisimplex
para inicializar los individuos.

La poblacién inicial se genera a partir de los puntos extremos no dominados que
se obtiene del método Simplex para multiobjetivo. La finalidad es generar individuos
que se encuentren distribuidos uniformemente a lo largo del frente de Pareto lineal
y del hiperplano utopico. Se calcula primero el nimero de segmentos definidos por
estos puntos. A continuacién se determina el nimero de individuos que deben ge-
nerarse dentro de cada segmento. Asi se generar los individuos como combinacién
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convexa de 2 puntos extremos contiguos, considerando que las combinaciones conve-
xas resultantes queden uniformemente distribuidas. En la Figura 3.2 se muestran los
20 individuos iniciales que se obtienen del frente de Pareto y el hiperplano utépico
para un MOMIP. Como se observa, el frente de Pareto contiene cuatro puntos ex-
tremos por lo que incluyendo el hiperplano utépico existen 4 segmentos. Entonces
se generan en cada segmento 5 individuos para garantizar que la poblacion inicial
(de tamafno 20) esta distribuida de forma uniforme en los segmentos, pero ademas
dentro de cada uno de ellos.

® Individuos iniciales
S~ ®  Puntos extremos

N1

Figura 3.2: Individuos iniciales de acuerdo al frente de Pareto y los puntos extremos
obtenidos del método Simplex multi-objetivo.

Hasta ahora, podemos distinguir que los individuos iniciales corresponden a al-
guna combinacion convexa de dos puntos extremos del frente continuo. Las variables
discretas ain tienen un valor continuo y por lo tanto los individuos iniciales son in-
factibles respecto a las restricciones de integridad. Para que estos individuos iniciales
sean factibles se usa un mecanismo de reparo que modifica las variables que deben
ser discretas pero que por el manejo del AG no lo son. Este mecanismo consiste en
hacer un redondeo tomando la parte fraccionaria de la variable como la probabilidad
de redondear hacia arriba. Supongamos que se tiene un individuo infactible X cuyo
1-ésimo gen x; no cumple las restricciones de integridad. Para que X sea factible se
realiza la siguiente serie de pasos donde frac(z;) es la parte fraccionaria de x;

1. Generar un nimero aleatorio u € [0, 1].

2. 1, :{ L lz;]  si w< frac(z).

x;] +1 en caso contrario.
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Por la tanto, el MOMIPGA inicia su ejecucién con una poblacién generada con
informacion de las soluciones continuas. Primero se resuelve el problema multiobjeti-
vo prescindiendo de las restricciones de integridad y luego se aplica el mecanismo de
reparo sobre aquellas variables que deben ser discretas, garantizando una poblacién
inicial factible y lo bastante buena como para comenzar la bisqueda.

3.2.3. Operadores genéticos

Los operadores genéticos que se usan en MOMIPGA son la cruza o recombina-
cién genética y la mutacion. La cruza genera nuevos individuos a partir de otros
existentes en la poblacién. Sin embargo, no todos los individuos de la poblacién son
capaces de realizar tal operacion. Ya que el AG estd basado en las teorias Neodar-
winianas [Howlett, 1989] de la evolucién, el MOMIPGA cuenta con un mecanismo
de selecciéon que permite a los mejores individuos reproducirse con més éxito que
otros. Es asi cuando la cruza genera nuevos individuos con los individuos elegidos
por el mecanismo de seleccion. Ademas, a los individuos generadores se les denomina
padres, mientras que los individuos que se generan se denominan hijos.

Técnica de cruza

Para cada tipo de variable (continua o discreta) se realiza un tipo de cruza distin-
ta. Esto con el fin de explotar las propiedades convexas del conjunto factible para las
variables continuas y garantizar la factibilidad sobre las variables discretas. Ademas,
a diferencia de los métodos basados en BBM para optimizacién mixta multiobjetivo,
MOMIPGA es capaz de tratar con toda clase de variables discretas; tanto con bina-
rias o como enteras. Para las variables binarias se realiza la cruza de un punto. Esta
consiste en elegir un punto aleatorio entre la longitud del cromosoma de los indivi-
duos padre. A partir de este punto se generan dos individuos nuevos intercambiando
los cromosomas de los padres. En la Figura 3.3 se muestra un ejemplo de cruza de
un punto.

Para las variables que son enteras se realiza el tipo de cruza denominada Laplace
crossover[Deep et al., 2009]. En este tipo de cruza se tienen las primeras n, entradas

de los individuos padres x! = (z1,23,...,2}) y 2% = (23, 23,...,22,). Los individuos
hijo los denotaremos por h! y h2. Primero generamos niimeros aleatorios u;, r; € [0, 1]
y calculamos f3; para i = 1,...,n, usando (3.1), donde a y b son constantes que se

sugiere determinar como a =0y b = 0.35.
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>

Figura 3.3: Recombinacion genética de un punto para las variables binarias. Se realiza
el intercambio a partir del punto 3 del cromosoma.

_ A Coe <&
5, = { a—blog(u;), si r,<0.5 (3.1)

a+ blog(u;), si r;>0.5

Finalmente, después de calcular b;, los hijos se producen de la siguiente manera

Wl =2l + Bla! - 23

hi =x7 + Bz} — 27|

Para las variables que son continuas usamos otro tipo de técnica. Como el con-
junto factible para las variables continuas es una conjunto convexo, surge de manera
natural el recombinar las componentes de los individuos que son continuas como una
combinacién convexa. luego si ! y 22 es un vector con las n. entradas continuas del
los individuos padre y denotamos por h!, h? a la parte continua de los hijos entonces
aplicamos la ecuacién (3.2), donde « es un valor aleatorio en [0, 1].

hl = azl + (1 — a)a? (3.2)

h2 = az?+ (1 — a)z,

c*

Mutacion

La mutacién es el nombre que se da al operador genético que genera pequenas
variaciones en un individuo. Las variaciones son aplicadas a la representacién del
individuo. Asi ésta altera uno o mas componentes del individuo desde su estado ini-
cial. Es claro que la forma en que la mutacion opera depende de la representacion
que se utilice. El operador de mutacion se aplica de acuerdo a una probabilidad de
ocurrencia la cual es definida por el usuario y se recomienda que sea un valor entre
0.01 y 0.1. Esto para evitar la perdida de buenos individuos con rapidez, pues si la
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mutacién ocurre con demasiada frecuencia ésta afectara un gran ntmero de indivi-
duos dentro de la poblacion.

Después del proceso de recombinacion, los hijos se someten a la etapa de muta-
ciéon. Mientras la fase de reproduccion se ocupa de ayudar a la exploracién de todo
el espacio de bisqueda, la mutacién explota la solucién actual para encontrar otras
mejores. La mutacion se ve como un operador para mantener la diversidad genéti-
ca en la poblacion pues se introducen nuevas estructuras genéticas en la poblacién
mediante la modificacion aleatoria de los individuos. El propdsito principal de la mu-
tacion es introducir diversidad. Evita que la buisqueda se atore en un éptimo local,
pues se pretende que los individuos de la poblacién no sean idénticos.

Como ya se menciono, el operador de mutacion depende del tipo de componente
al que se aplica. Para las variables discretas binarias inicamente se realiza un cambio
de valor, por ejemplo si la i—ésima variable de un individuo es z; = 0, al aplicarle la
mutacion su valor se cambia por x; = 1. Para las variables discretas enteras se cambia
el valor actual por un valor aleatorio entre las cotas de la variable. Por ultimo, para
las variables continuas se realiza una mutacion con distribucién normal. Esto quiere
decir que a la varibale que se muta se le suma una valor aleatorio que resulte de una
distribucion normal con media cero y desviacién estandar uno.

3.2.4. Manejo de restricciones y seleccién

Una parte fundamental del funcionamiento de un AG es, sin lugar a dudas, el
proceso de seleccién de individuos a recombinarse. En el algoritmo genético este
proceso de seleccion suele realizarse de forma probabilistica, es decir, ain los indi-
viduos menos aptos tienen una cierta oportunidad de sobrevivir. En la literatura
existen distintas técnicas para llevar el proceso de seleccion. En MOMIPGA se usa
una seleccién por torneo. Esta consiste en elegir de manera aleatoria p individuos y
seleccionar sélo uno con base en comparaciones directas. Para la seleccién de torneo
de MOMIPGA se utiliza p = 2, que cominmente se conoce como torneo binario.

Dadas las restricciones del problema, los individuos pueden ser factibles o infac-
tibles. Por lo tanto se pueden distinguir tres casos cuando se tienen dos individuos:
ambos son factibles; uno es factible y otro es infactible; o ambos son infactibles.
Para tratar estos tres casos y realizar las comparaciones del proceso de seleccion se

asigna a cada individuo de la poblacién un rango de dominancia como se describe en
[Deb et al., 2002].
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Primero consideremos sélo los individuos que son factibles. Con ayuda de la re-
laciéon de dominancia se pueden determinan aquellos que son no dominados. Estos
individuos seran los mejores, pues ademds de ser factibles son individuos no domina-
dos respecto a toda la poblacién. Por lo tanto se les asigna el rango de dominancia
1. Ademas como ya se les ha asignado un rango se omiten del proceso de asignacién
de rangos. El siguiente rango estard comprendido por los individuos factibles que
resulten no dominados sin tomar en cuenta a los individuos de rango 1. El proceso se
sigue hasta asignar a cada individuo factible un rango. Finalmente, a los individuos
que son infactibles se les asigna el rango mas bajo posible, es decir, si r es el ultimo
rango de los individuos factibles entonces r + 1 sera el rango de los individuos infac-
tibles. En la Figura 3.4 se ilustra una poblaciéon de individuos factibles clasificados
de acuerdo al rango de dominancia. El frente de Pareto se muestra como referencia.

9r *
—e— [rente de Pareto
8 * rangol
. v * Y  rango 2
Tr . *  rango 3
6 * Y '
[ ]
ol N ‘
=gl *
[ ]
3r v
2 .
L ]
1 L
0 L L L L L L L J
1 2 3 4 5 6 7 8
fi(z)

Figura 3.4: Frente de Pareto y poblacion de individuos factibles clasificados respecto
a su rango de dominancia.
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Es claro que los rangos de dominancia clasifican a los individuos por subcon-
juntos, por lo que éstos se encuentran ordenados de acuerdo al subconjunto al que
pertenecen. Es decir, siempre que dos individuos pertenezcan cada uno a distinto
subconjunto se puede determinar cual es el mejor (aquel que pertenece al subcon-
junto de menor rango). Sin embargo, los individuos de un mismo subconjunto son
incomparables entre si. Para comparar dos individuos de un mismo rango es nece-
sario establecer las condiciones necesarias para determinar que individuo es mejor
que otro. Para estos casos, MOMIPGA usa la distancia de agrupamiento definida
en [Deb et al., 2002] para comparar individuos factibles y el valor de violacién de
restricciones para individuos infactibles.

7 —
=—&— [rente de Pareto
6L ® rangol
¢  rango 2
5 -
al i—ésimo
Py ¢ individuo
8
N—
[
= 3L
2 [
*
1 -
0 1 1 1 1 1 1 1 J
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 3.5: Calculo de la distancia de agrupamiento para el :—ésimo individuo.

La distancia de agrupamiento se utiliza para obtener una estimacién de la densi-
dad de individuos que se encuentran en los alrededores de un individuo particular en
la poblacién. El objetivo es conseguir que los individuos se encuentren distribuidos a
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lo largo de todo el frente de Pareto. Por lo tanto esta distancia se estima usando el
perimetro del paralelogramo formado por el uso de los dos individuos més cercanos
como los vértices. Para obtenerla se calcula la distancia promedio de dos puntos a
cada lado del individuo para cada uno de los objetivos. En la Figura 3.5, la distancia
de agrupamiento del i—ésimo individuo corresponde a la longitud lateral promedio
del paralelogramo marcado con lineas discontinuas. Notemos que entre mas grande
sea la distancia de agrupamiento el individuo correspondiente estard mas aislado.
Asi es preferible seleccionar (para que se preserve en la poblacién) un individuo cuyo
alrededor este menos denso para asi conseguir que los individuos se distribuyan en
toda la extension del frente de Pareto.

Por otra parte la violacion de restricciones se calcula usando la ecuacién (3.3),
donde X es un individuo infactible y I, representa el conjunto de indices de las
restricciones que X no satisface. Entre mayor sea esta cantidad el individuo se en-
cuentra mas alejado de la regiéon factible. Asi al comparar dos individuos infactibles
se selecciona el que obtenga una menor violaciéon de restricciones.

Z |Ai X — b (3.3)

1€l

En resumen, el proceso de selecciéon compara el rango de dominancia de los indivi-
duos y elige al individuo con mejor rango (tomando en cuenta que un rango menor es
mejor que una mas alto). Cuando ambos individuos tienen el mismo rango se realiza
un desempate. Si ademas de pertenecer al mismo rango los individuos son factibles,
se calcula su distancia de agrupamiento y se elige aquel que tenga el mayor valor de
dicha distancia. Por otra parte si los individuos son infactibles, se calcula su valor
de violacion de restricciones y se elige el que resulte menor. Este proceso garantiza
que los individuos factibles se prefieran a los infacibles pero ademés que entre los
individuos de un mismo rango se seleccione el mejor para preservarse en la poblacién
(el que se encuentre en una regiéon poco explorada o el que se encuentre més cercano
a la regién factible).

Para hacer el cambio de generacion se usa una seleccién +. Esta consiste en unir
la poblacién de padres e hijos y seleccionar los mejores individuos de esta uniéon. Por
lo cual después de realizar la union se debe asignar el rango de dominancia para cada
individuo. Una vez ordenados por su rango la siguiente poblacion se va construyendo
con los mejores individuos. Sin embargo hay que tener en mente que el tamano de
poblacién se mantiene constante, es decir, el niimero de individuos que se procesan en
cada iteracion es el mismo. Entonces la poblacion se construye agregando individuos
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rango por rango. Cuando al agregar los individuos de un rango a la poblacién el
tamano de poblacién se rebasa, solo se agregan los individuos necesarios y de acuerdo
a su distancia de agrupamiento (si son factibles) ¢ a la violacién de restriccién (en
caso de ser infactibles).

3.3. Método hibrido con MOMIPGA

Como se sabe los AGs son algoritmos de aproximacién. El resultado de una eje-
cucién es una aproximacion al resultado buscado. En particular, el algoritmo MO-
MIPGA devuelve una aproximacion del frente de Pareto para el problema dado. Por
ejemplo, en la Figura 3.6 se muestra el frente de Pareto real y una aproximacion
obtenida con MOMIPGA. Como se observa el resultado obtenido con MOMIPGA
se encuentra alejado del frente de Pareto real. Sin embargo, para que MOMIPGA
sea competitivo con los demas algoritmos para MOMIP es necesario que éste pueda
generar el frente de Pareto con certeza. Es decir, el algoritmo debe ser capaz de
generar soluciones sobre el frente de Pareto.

-850 ™ =& Frente de Pareto
\* *  Algoritmo genetico
-900F
&3
/%? —-950F
~—
« *
*
-1000+
—-1050- 9
Il Il Il Il Il Il Il Il
-100 -50 0 50 100 150 200 250
fi(z)

Figura 3.6: Resultado de una ejecucién del algoritmo MOMIPGA vy frente de Pareto
real.
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Durante el anélisis del algoritmo MOMIPGA se encontré que éste tenia la ventaja
de llegar con cierta rapidez a las soluciones de las variables discretas, sin embargo
para las variables continuas era muy costoso determinarlas. Analizando la imagen
anterior se puede observar este hecho. En efecto, se muestra como las soluciones
estan préximas a cada parte del frente de Pareto pero no llegan a él por completo.

El algoritmo MOMIPGA determina las combinaciones sobre las variables discre-
tas. Durante las ejecuciones del algoritmo se encontré que los individuos cercanos a
cierta parte del frente de Pareto tenfan los mismo valores en las componentes discre-
tas. Como se explica en la Seccidén 2.2.1 una vez que las combinaciones en las variables
discretas se han determinado se puede aplicar a cada combinacién el método Sim-
plex Multiobjetivo para obtener las variables continuas y asi determinar el frente
de Pareto. Basados en este resultado, el algoritmo MOMIPGA se complementé con
el método Simplex Multiobjetivo. Después de realizar cierto nimero de iteraciones
(definido por el usuario) MOMIPGA selecciona las componentes discretas y para
cada una de ellas se ejecuta el Simplex Multiobjetivo. Asi el algoritmo devuelve los
puntos extremos del frente de Pareto. Con ellos se puede construir todo el frente al
calcular combinaciones convexas de dos puntos consecutivos. Por lo que MOMIPGA
devuelve los 6ptimos de Pareto, sus correspondientes puntos del frente de Pareto y
un indicador binario que determina si la siguiente solucién esta conectada o no.

-850
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Figura 3.7: Resultado de una ejecucion del algoritmo MOMIPGA con el uso del
Simplex Multiobjetivo y frente de Pareto real.
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La Figura 3.7 muestra el resultado de la ejecucién de MOMIPGA con el uso
del método Simplex Multiobjetivo. Como se explica ahora el resultado corresponde
a los puntos extremos del frente de Pareto. Con esta mejora el algoritmo devuel-
ve soluciones sobre el frente de Pareto y no sélo aproximadas. Sin embargo cuando
MOMIPGA no es capaz obtener todas las combinaciones de variables discretas que
forman el frente de Pareto, el método Simplex no considera estas combinaciones y
por lo tanto el algoritmo devuelve una solucién parcial y no el frente completo. En la
Figura 3.8, por ejemplo, se observa enmarcado con lineas discontinuas dos secciones
del frente de Pareto que MOMIPGA no puede generar.

-5001
= Frente de Pareto
*  MOMIPGA sin simplex
-5501 O  MOMIPGA con simplex
-6001
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«
-7001
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0
-1300 -1200 -1100 -1000 -900 —-800 -700 -600 -500 -400
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Figura 3.8: Resultado de una ejecucion del algoritmo MOMIPGA con y sin el método
Simplex Multiobjetivo y frente de Pareto real.

Para resolver estos casos se incorporé a MOMIPGA el método TSM. La idea
es utilizar el TSM en cada seccion intermedia del frente de Pareto obtenida con
MOMIPGA. Asi después de realizar las ejecuciones tipicas del algoritmo genético y
aplicar el método Simplex Multiobjetivo, MOMIPGA ejecuta el método TSM donde
se detecta un cambio de seccién del frente de Pareto. Para su ejecuciéon se determina
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que la busqueda se inicie en el rectangulo formado por el dltimo punto una seccion y
el primer punto de la seccién subsecuente. En la Figura 3.9 se muestra la ejecucién de
MOMIPGA usando el Simplex Multiobjetivo (para acercar los individuos al frente
de Pareto) y el método T'SM para obtener regiones faltantes del frente. Notemos que
en este caso se obtiene por completo los puntos extremos que construyen el frente de
Pareto. Asimismo se define a MOMIPGA como un algoritmo hibrido pues ademas
de contar con un algoritmo genético se incorpora el uso del Simplex Multiobjetivo y

el TSM.
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Figura 3.9: Frente de Pareto y resultado obtenido de una ejecucién del algoritmo
MOMIPGA usando Simplex Multiobjetivo y TSM.

En el Algoritmo 3.3.1 se presenta un pseudocddigo del algoritmo hibrido propues-
to, el cual como ya se menciono lo denominados MOMIPGA. En la primer etapa se
ejecuta un algoritmo genético cuyo operadores fueron disenados e incorporados es-
pecificamente para resolver problemas lineales multiobjetivo con variables discretas.
Al inicio del algoritmo se inicializan las soluciones o, en términos del algoritmo los
individuos, con ayuda de las soluciones obtenidos del Simplex Multiobjetivo. En la
etapa final se ejecuta el métodos TSM en las secciones del frente que son disconti-
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nuas para determinar si en efecto existe la discontinuidad u obtener soluciones que
el algoritmo genético no logro alcanzar.

Algoritmo 3.3.1 Descripcion del algoritmo MOMIPGA

Entrada: Datos del problema multiobjetivo. Parametros del algoritmo genético
n—Numero de generaciones.
m—Numero de individuos.
p.—probabilidad de cruza.
pm—probabilidad de mutacién.
Salida: Conjunto de puntos no dominados pertenecientes a P y Py.

1: Resolver problema multiobjetivo sin restricciones de integridad, uso de Simplex
Multiobjetivo.
I es el conjunto de individuos actual.

2: for each individuo do
3: Inicializar a partir de las soluciones obtenidas en paso 1.
4: Verificar factibilidad y corregir variables discretas > Seccién 3.2.2.
5: Agregar al conjunto 1.
6: end for
7140
H es el conjunto de individuos hijos.
8: while i < n do
9: H<+ 0 > H se inicializa como el conjunto vacio.
10: forj(—lto%do
11: Seleccionar dos individuos de I,digamos p; y po > Seccién 3.2.4.
12: Generar un nimero aleatorio r entre 0 y 1.
13: if p. > r then
14: Se generan los individuos h; y hjym /.
a partir de p; y po. > Ver técnica de cruza, Seccién 3.2.3.
15: else
16: hj — D1
17: hj+m/2 < Do
18: end if
19: if p,, > r then
20: Realizar mutacion sobre h; y hjipm /2. > Ver Mutacién, Seccién 3.2.3.
21: end if

Continida en la siguiente pdgina.
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22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:

30:
31:
32:

Continuacion del Algoritmo 3.3.1.

Verificar factibilidad de los individuos h; y hjyp /2.
Agregar h;j y hjypm/2 al conjunto H.

end for

Aux =1 U H > Auz es el conjunto unién de I y H.

Seleccionar de Auz los mejores m individuos. > Seccién 3.2.4.

I <+ Aux > Reemplazar el conjunto I.
end while

Se determinan las secciones discontinuas del frente, analizando las variables dis-
cretas de los individuos de rango 1.
for each seccion do

Se ejecuta el método TSM. > Hibridacién con TSM, Seccién 3.3.
end for




Capitulo 4

Resultados y discusion

En este capitulo se muestran los resultados numéricos de la aplicacion del al-
goritmo propuesto MOMIPGA sobre problemas de prueba. Se evalia la eficacia del
método para generar soluciones sobre el frente de Pareto. De igual manera se muestra
la comparacion con respecto al método TSM en términos de:

1. El nimero de vértices calculados sobre Py,

2. El costo computacional en términos del niimero de evaluaciones de la funcion
objetivo requeridos para su célculo, y

3. El tiempo de ejecucion total de los métodos.

Para el estudio experimental que se llevo a cabo se usaron problemas de tipo
académico para los cuales ya se conoce el frente de Pareto. Estos problemas forman
parte de la biblioteca Biobjective Mixed Integer Programs Instances de la
Universidad de New Castle y se pueden encontrar en la siguiente direccién

http://ogma.newcastle.edu.au:8080/vital/access/manager/Repository/uon:
13218

La biblioteca utilizada cuenta con 3 diferentes clases de problemas, las cuales se
describen en la tabla 4.1. Ademads para cada clase se tienen 5 instancias que solo
varian en las funciones objetivo y la matriz de restricciones, por lo que en general su
unica diferencia es la forma del frente de Pareto.

Este tipo de problemas se generaron de forma aleatoria usando los mismos in-
tervalos que Mavrotas y Diakoulaki en su articulo [Mavrotas and Diakoulaki, 1998],
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Nombre | Ndmero de | Ntimero de | Variables Variables
restricciones variables binarias enteras
C20 20 20 10 10
C40 40 40 20 20
C80 80 80 40 40

Tabla 4.1: Descripcion de los problemas usados para el estudio experimental.

donde ademés se consideran las variables discretas como binarias. Hay que destacar
que esta clase de problemas es la mas utilizada en los estudios computaciones de los
algoritmos conocidos para MOMIPs. A continuacién se dan los intervalos utilizados
para cada elemento del problema:

[—10, 10] para los coeficientes de las variables continuas en las funciones obje-
tivo.

[—200, 200] para los coeficientes de las variables discretas en las funciones ob-
jetivo.

[50, 100] para los coeficientes que forman la matriz de restricciones (matriz A).

[—1,20] para los coeficientes que forman el vector de restricciones (vector b).

Cada variable binaria se incluye inicamente en una restriccién con un coeficiente
aleatorio. Ademas la suma de todas las variables binarias se restringe a ser menor
o igual a n./3 (n. es el nimero de variables discretas). Asimismo, la matriz de res-
tricciones es una matriz dispersa al 75%, es decir, aproximadamente 75 % de los
elementos de la matriz A son cero.

Para cada instancia del problema de prueba se realizaron 30 ejecuciones del al-
goritmo MOMIPGA durante 100 generaciones con una poblacién de 100 individuos.
La probabilidad de cruza se establecié en p. = 0,9 y la probabilidad de mutacién
en p,, = 0,1. Al termino de las ejecuciones se obtuvo el peor valor, el mejor valor,
la media y la desviacion estandar de los siguientes datos: puntos extremos obteni-
dos, numero de llamadas a la funcion, tiempo de ejecuciéon, distancia generacional
y distancia generacional invertida. Para cada problema se muestra una tabla com-
parativa del algoritmo MOMIPGA, donde los valores obtenidos para este algoritmo
se encuentran organizados de la siguiente manera: la primer columna corresponde al
peor valor obtenido, mientras que la segunda y tercera son los mejores valores y el
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promedio, respectivamente. Asimismo, enseguida del promedio y entre paréntesis se
muestra la desviacién estandar.

Para poder determinar la eficacia del algoritmo desarrollado es necesario contar
con un criterio que permita evaluar de manera objetiva y cuantitativa el desempeno
del mismo. Esta necesidad ha traido consigo el desarrollo de una serie de indicadores
de desempeno que evalian, entre otras cosas, la precision y la calidad de los resulta-
dos obtenidos. Tal es el caso de los indicadores denominados distancia generacional,
distancia generacional invertida.

Cada indicador trata de describir de forma cuantitativa algin aspecto de interés
en una aproximacién a un P; dado y para lograrlo se realizan diversas operaciones
con los elementos de la aproximacion que se tiene y una discretizacién del frente real.
Una caracteristica importante para usar estos indicadores es el conocimiento previo
del verdadero frente de Pareto para el problema dado. Asi denotamos por PF, al
frente verdadero mientras que PF}, es una aproximacion dada de PF,.

La distancia generacional (DG) es un indicador de desempenio que nos indica que
tan lejos, en promedio, se encuentra F P, de FP, [Coello et al., 2002]. Matemati-
camente la distancia generacional esta definida como

Definicién 4.1. Sea F'P, el frente de Pareto verdadero y F'P, una aproximacion de
FP, con |FP,| =n. La distancia generacional (DG) entre F'P. y F'P, esta dada por

no N\
()
DG = ~=

n

donde d; es la distancia euclidiana entre cada elemento, i, de F'P, y el elemento més
cercano de F'P, a tal miembro.

La finalidad de la distancia generacional es medir la cercania de una aproxima-
cién con el frente verdadero. Notemos que DG = 0 cuando F' P, = F'P,, por lo que
valores cercanos a cero indicarian que F'P, es una aproximacion bastante cercana a
F'P,. Sin embargo la forma en que se calcula la proximidad al frente con este indica-
dor presenta una desventaja importante, pues esta medida no considera la dispersion
de los puntos de F'P, sobre F'P,. Siempre que los elementos de F'P, se encuentren
cerca o sobre el I'P, se obtendra un buen valor. Por ejemplo, si F'P, contiene sélo un
punto y éste se encuentra sobre F'P,, se obtendria el valor de DG = 0, sin embargo
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un punto no es representativo de un conjunto como F'P,.

Con el fin de evaluar la extensién de los puntos obtenidos por la aproximacién
sobre el frente de Pareto real, se utiliza la distancia generacional invertida (DGI).
Este indicador de desempeno es similar a la distancia generacional, solo que aqui las
distancias ahora son medidas de cada uno de los elementos de F'P, hacia el elemento
més cercano de F'P, [Coello and Cortés, 2005]. Formalmente la distancia generacio-
nal invertida esta definida por

Definicién 4.2. Sea F'P, el frente de Pareto verdadero y F'P, una aproximacion de
FP, con |FP,| =m. La distancia generacional invertida (DGI) esta dada por

Yp
j=1
DGl = —~——2+—

m

donde d; es la distancia euclidiana entre cada elemento, j, de F'P, y el elemento méds
cercano a él en F'P,.

Al medir las distancias de cada elemento de F'P, al elemento mas cercano de
PF, es posible identificar si los puntos de la aproximacion se encuentran distribuidos
sobre todo el frente de Pareto real. Retomando el ejemplo anterior, en el cual F'P,
contiene unicamente un punto, podemos notar que el valor de DGI serfa muy gran-
de. Al considerar solo un punto, las distancias que se promedian seran las que hay
entre este punto y cada uno de los elementos del F'P,, asi entre mas alejados estén
estos elementos de nuestro punto, estas distancias seran mayores y en consecuencia
también el valor del indicador DGI. Cuando F'P, no tiene una buena extensién sobre
FP,, el valor de DGI seré grande.

Recientemente se propuso un nuevo indicador que adapta la distancia de Hauss-
dorff para comparar frentes de Pareto. Este indicador puede medir el desempeno
de un algoritmo de busqueda estocéstico, tal como nuestro algoritmo hibrido MO-
MIPGA, pues esta compuesto por ciertas modificaciones de los indicadores DG y
DGI. En lugar de calcular para cada indicador la media de las distancias, ahora se
calcula la media generalizada o también conocida como media de Horen. Asi pues
los indicadores quedan descritos por las siguientes ecuaciones[Schiitze et al., 2012]
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1 m 1/17
= (EZ > (4.1)

Y
DGIp:< Z ) (4.2)

donde, de nuevo, d; es la distancia euclidiana entre cada elemento, ¢, de F'P, y el
elemento mas cercano de F'P, y d; es la distancia euclidiana entre cada elemento, 7,
de F'P, y el elemento més cercano a él en F'P,.

“'B

Definicién 4.3. Sean FP,, FP, C R* con |FP,| = ny |FP.,| = m. Se define el
indicador A, por

m I/P n I/P
1 1
A, = DG, DGI,) = _E d? —E dr
p maﬂ?( Dy p) max (m < J) 5 <n - z)

En las tablas comparativas, ademas de los puntos extremos se muestra también el
total de puntos que cada método genera. Asi por ejemplo, para la tabla del problema
20-1 el método TSM-Lp_solve obtiene 87 puntos de los cuales solo 26 son extremos,
mientras que MOMIPGA obtiene 27 puntos totales y 26 extremos. Por otro lado,
es importante destacar que el algoritmo MOMIPGA es capaz de aproximar todos
los puntos extremos del frente de Pareto, sin embargo en las tablas comparativas se
reportan aquellos puntos que se obtienen con exactitud. Es por esto que a pesar de
obtener buenos valores en los indicadores DG y DGI, los puntos extremos reportados
son menores.

Como se menciond, los métodos se probaron utilizando problemas académicos
de los cuales se conoce la solucién, es decir, el frente de Pareto. A continuacién se
muestra la grafica del frente de Pareto real y el frente obtenido por el algoritmo
MOMIPGA asi como una tabla con los resultados para cada problema. Asimismo
se muestran los resultados que se obtienen al ejecutar el método TSM usando dos
distintas paqueterias de optimizacién lineal mixta como son lp_solve® y Gurobi®
Optimizer. Para hacer la comparacion entre los 3 diferentes métodos se hizo el
calculo del costo promedio por punto, que no es mas que el nimero promedio de
llamadas a la funcién que realiza cada método para obtener un punto del frente de
Pareto, sea o no punto extremo.
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Problema 20-1
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Figura 4.1: Frente de Pareto real y aproximado para el Problema C20-1

Tabla 4.2: Resultados de los métodos MOMIPGA y TSM para el Problema C20-1.

MOMIPGA TSM-Lp_solve | TSM-Gurobi
Peor Mejor Promedio (D. estandar)
P. extremos 26 26 26 (0) 26 26
P. obtenidos 27 27 27 (0) 35 35
# llamadas a | 967 479 837.86 (98.64) 7,415 3,627
funcién
Costo medio | 35.81  17.74 31.03 211.85 103.62
por punto
Tiempo 18.20  16.99 17.25 (0.22) 10.73 11.24
Ao 0.0014 0.0014 0.0014 (0)
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Figura 4.2: Frente de Pareto real y aproximado para el Problema C20-2
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MOMIPGA TSM-Lp_solve | TSM-Gurobi
Peor Mejor  Promedio (D. estandar)
P. extremos 53 53 53 (0) 53 53
P. obtenidos 64 64 64 (0) 78 78
# llamadas a | 8,866 5,420 6,771.3 (952.23) 35,870 12,172
funcién
Costo medio | 138.53  84.68 105.80 459.87 156.05
por punto
Tiempo 17.10 16.65 16.88 (0.11) 11.29 11.93
Ao 0.0023 0.0023 0.0023 (0)

7

Tabla 4.3: Resultados de los métodos MOMIPGA y TSM para el Problema C20-2.
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Problema 20-3
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Figura 4.3: Frente de Pareto real y aproximado para el Problema C20-3

MOMIPGA TSM-Lp_solve | TSM-Gurobi
Peor Mejor  Promedio (D. estandar)
P. extremos 43 43 43 (0) 37 43
P. obtenidos 43 43 43 (0) 38 47
# llamadasa | 8,396 5,949  6,680.9 (484.69) 10,328 7,360
funcién
Costo medio | 195.25 138.34 155.36 271.78 156.59
por punto
Tiempo 16.13 15.70 15.88 (0.11) 10.37 11.22
Ay 0.0012  0.0012 0.0012 (0)

Tabla 4.4: Resultados de los métodos MOMIPGA y TSM para el Problema C20-3.
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Figura 4.4: Frente de Pareto real y aproximado para el Problema C20-4

MOMIPGA TSM-Lp_solve | TSM-Gurobi
Peor Mejor  Promedio (D. estandar)
P. extremos 58 58 58 (0) 58 58
P. obtenidos 61 61 61 (0) 85 85
# llamadas a | 9,107 6,061  7,399.9 (826.14) 37,021 39,765
funcién
Costo medio | 149.29  99.36 121.30 435.54 467.82
por punto
Tiempo 17.11 16.54 16.82 (0.15) 11.67 16
Ay 0.0019  0.0019 0.0019 (0)
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Tabla 4.5: Resultados de los métodos MOMIPGA y TSM para el Problema C20-4.
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Problema 20-5
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Figura 4.5: Frente de Pareto real y aproximado para el Problema C20-5

MOMIPGA TSM-Lp_solve | TSM-Gurobi
Peor Mejor  Promedio (D. estandar)
P. extremos 29 29 29 (0) 16 25
P. obtenidos 31 31 31(0) 26 39
# llamadas a | 2,216 959 1,643.6 (368.23) 3,086 5,279
funcién
Costo medio | 71.48  30.93 53.01 118.69 135.35
por punto
Tiempo 20.24 19.54 19.78 (0.13) 10.49 11.03
Ao 0.0020  0.0020 0.0020 (0)

Tabla 4.6: Resultados de los métodos MOMIPGA y TSM para el Problema C20-5.
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Figura 4.6: Frente de Pareto real y aproximado para el Problema C40-6

MOMIPGA TSM-Lp_solve | TSM-Gurobi

Peor Mejor Promedio (D. esténdar)
P. extremos 242 252 248.36 (3.22) 250 250
P. obtenidos 351 355 353.96 (1.29) 441 450
# llamadas a | 40,313 31,703 36,252.20 (2,258.24) 778,448 225,654
funcién
Costo medio | 114.85  89.30 102.41 1,765.18 501.45
por punto
Tiempo 23.03 20.65 21.22 (0.46) 34.45 36.26
Ag 0.0147  0.0027 0.0070 (0.0040)
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Tabla 4.7: Resultados de los métodos MOMIPGA y TSM para el Problema C40-6.
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Problema 40-7
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Figura 4.7: Frente de Pareto real y aproximado para el Problema C40-7

Tabla 4.8: Resultados de los métodos MOMIPGA y TSM para el Problema C40-7.

MOMIPGA TSM-Lp_solve | TSM-Gurobi
Peor Mejor Promedio (D. esténdar)
P. extremos 95 95 95 (0) 95 95
P. obtenidos 112 112 112 (0) 139 144
# llamadas a | 17,480 12,988 15,268.86 (1,128.65) 212,238 36,695
funcién
Costo medio | 156.07 115.96 136.32 1,526.89 254.82
por punto
Tiempo 18.04 17.39 17.74 (0.17) 18.42 18.02
Ao 0.0021  0.0021 0.0021 (0)
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Problema 40-8
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Figura 4.8: Frente de Pareto real y aproximado para el Problema C40-8

MOMIPGA TSM-Lp_solve | TSM-Gurobi
Peor Mejor Promedio (D. esténdar)
P. extremos 107 112 110.16 (2.45) 111 111
P. obtenidos 131 137 133.46 (2.95) 164 166
# llamadas a | 22,810 16,522 19,823.26 (1,764.83) 257,274 116,675
funcién
Costo medio | 174.12 120.59 148.53 1,568.74 702.86
por punto
Tiempo 18.30 17.38 17.80 (0.26) 14.96 20.22
Ay 0.0068 0.0017 0.0047 (0.0026)

Tabla 4.9: Resultados de los métodos MOMIPGA y TSM para el Problema C40-8.
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Problema 40-9
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Figura 4.9: Frente de Pareto real y aproximado para el Problema C40-9

Tabla 4.10: Resultados de los métodos MOMIPGA y TSM para el Problema C40-9.

MOMIPGA TSM-Lp_solve | TSM-Gurobi

Peor Mejor Promedio (D. esténdar)
P. extremos 100 100 100 (0) 100 100
P. obtenidos 192 192 192 (0) 210 210
# llamadas a | 21,946 14,250 17,923.63 (2,092.78) 513,727 72,272
funcién
Costo medio | 114.30  74.21 93.35 2,446.31 344.15
por punto
Tiempo 17.46 16.35 16.86 (0.32) 15.52 12.61
Ao 0.0022  0.0022 0.0022 (0)
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Figura 4.10: Frente de Pareto real y aproximado para el Problema C40-10

MOMIPGA TSM-Lp_solve | TSM-Gurobi

Peor Mejor Promedio (D. estédndar)
P. extremos 107 107 107 (0) 106 102
P. obtenidos 124 124 124 (0) 155 155
# llamadas a | 19,235 15,432 16,899.6 (1,053.64) 398,700 49,397
funcién
Costo medio | 155.12 124.45 136.28 2,572.25 318.69
por punto
Tiempo 19.20 18.38 18.73 (0.21) 12.91 19.26
Ag 0.0016  0.0016 0.0016 (0)
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Tabla 4.11: Resultados de los métodos MOMIPGA y TSM para el Problema C40-10.
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Problema 80-11
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Figura 4.11: Frente de Pareto real y aproximado para el Problema C80-11

Tabla 4.12: Resultados de los métodos MOMIPGA y TSM para el Problema C80-11.

MOMIPGA TSM-Lp_solve | TSM-Gurobi

Peor Mejor Promedio (D. estindar)
P. extremos 292 296 293.63 (1.18) 290 292
P. obtenidos 1,038 1,079 1,072.36 (7.71) 1,181 1,303
# llamadas a | 144,100 115,292 127,015.80 (8,555.03) 4,101,278 1,149,413
funcién
Costo medio | 138.82  106.85 118.44 3,472.71 882.12
por punto
Tiempo 55.26 48.01 50.94 (1.95) 248.78 254.52
Ao 0.0597  0.0055 0.0086 (0.0109)
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MOMIPGA TSM-Lp_solve | TSM-Gurobi

Peor Mejor Promedio (D. esténdar)
P. extremos 235 242 240.7 (2.43) 241 239
P. obtenidos 707 733 718.8 (4.47) 795 793
# llamadas a | 113,761 90,481 103,593.16 (6,768.44) 1,835,948 613,880
funcién
Costo medio | 160.90 123.43 144.11 2,309.36 772.17
por punto
Tiempo 45.54 40.53 43.07 (1.30) 90.58 135.43
Ao 0.0387  0.0045 0.0071 (0.0089)

Tabla 4.13: Resultados de los métodos MOMIPGA y TSM para el Problema C80-12.
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Figura 4.13: Frente de Pareto real y aproximado para el Problema C80-13

Tabla 4.14: Resultados de los métodos MOMIPGA y TSM para el Problema C80-13.

MOMIPGA TSM-Lp_solve | TSM-Gurobi

Peor Mejor Promedio (D. estindar)
P. extremos 400 415 408.45 (3.81) 411 410
P. obtenidos 921 958 945.46 (9.01) 1223 1260
# llamadas a | 131,423 106,424 119,337.93 (5,832.49) 5,307,692 1,142,143
funcién
Costo medio | 142.69  111.08 126.22 4,339.89 906.46
por punto
Tiempo 58.62 52.27 53.90 (1.29) 406.20 277.03
Ao 0.0716  0.0172 0.0286 (0.0151)
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MOMIPGA TSM-Lp_solve | TSM-Gurobi
Peor Mejor Promedio (D. estédndar)
P. extremos 320 327 325.67 (2.07) 322 322
P. obtenidos 951 961 956.56 (2.92) 1148 1157
# llamadas a | 89,218 70,435 82,626.26 (4,771.67) 3,500,226 971,232
funcién
Costo medio | 93.81 73.29 86.37 3,048.97 839.43
por punto
Tiempo 49.56 42.79 44.92 (1.59) 253.34 231.58
Ao 0.0233  0.0060 0.0117 (0.0054)

Tabla 4.15: Resultados de los métodos MOMIPGA y TSM para el Problema C80-14.
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Tabla 4.16: Resultados de los métodos MOMIPGA y TSM para el Problema C80-15.

MOMIPGA TSM-Lp_solve | TSM-Gurobi

Peor Mejor Promedio (D. estandar)
P. extremos 240 247 245.89 (3.81) 247 247
P. obtenidos 760 768 764.63 (2,3116) 919 954
# llamadas a | 89,099 70,366 78,502.26 (3,956.41) 4,043,379 684,823
funcién
Costo medio | 117.23  91.62 102.66 4,399.75 717.84
por punto
Tiempo 48.77  38.96 40.58 (1.93) 276.09 158.46
As 0.0208 0.0061 0.0107 (0.0047)
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De las 15 instancias que se analizaron se puede ver por los resultados obtenidos
que en 10 de ellas (i.e., C20-1, C20-2, C20-3, C20-4, C20-5, C40-7, C40-9, C40-10,
C80-11, C80-14) el algoritmo propuesto MOMIPGA es capaz de generar en promedio
una mejor solucién (més puntos sobre el frente de Pareto) y con un costo computacio-
nal, en términos del nimero de evaluaciones de la funcién requeridas para obtener
un punto del frente de Pareto, considerablemente més bajo en comparacion con el
método estado del arte. En las cinco instancias restantes (i.e., C40-6, C40-8, C80-12,
C80-13, C80-15) MOMIPGA también gener6 una mejor solucién al problema, en su
mejor ejecucion, y en promedio dio un resultado competitivo con respecto al método
TSM con un nimero mucho menor de recursos en cuanto a evaluaciones de la fun-
cién y con un tiempo comparable de ejecucion. Esto se debe a que para el nimero
de puntos extremos reportados en MOMIPGA se consideran sélo aquellos puntos
que se obtiene con exactitud y no una aproximacién a ellos. Por lo que a pesar de
que en estas instancias el indicador A, reporta un buen valor, los puntos extremos
obtenidos en promedio son menores a los que se obtienen ejecutando el método TSM.
De las instancias donde MOMIPGA es superior se puede destacar en particular la
instancia C80-14, pues MOMIPGA determina en promedio 325 puntos sobre el frente
de Pareto con tinicamente el 8.5 % del niimero de evaluaciones de la funcién objetivo
que tiene que realizar TSM con Gurobi® Optimizer para sélo obtener 322 puntos.
Ademsds, como es de esperarse en este caso, el tiempo de ejecuciéon es menor para
MOMIPGA.

Por otra parte, en términos del tiempo de ejecucién se observa que mientras el
niumero de variables aumenta, MOMIPGA se vuelve mas eficiente. Esto debido al
diseno que se sigui6é para desarrollar MOMIPGA, pues el gran beneficio poblacional
que se hereda de los algoritmos genéticos es capaz de analizar distintas combinacio-
nes sobre las variables discretas en una sola ejecucién mientras que en esa misma

ejecucién TSM debe analizar variable por variable a través de una estructura de
Chall
arbol".

'Recordar que TSM usa una paqueteria para resolver problemas lineales mixtos y que éstas
resuelven el problema usando BBMs.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo se propuso el algoritmo denominado MOMIPGA, el cudl es un
método heuristico para tratar problemas de optimizacién lineal mixta multiobjetivo.
La propuesta que aqui presentamos se enfoca en problemas con dos objetivos, sin
embargo todas las partes del método, salvo el médulo de hibridacién con el TSM,
pueden utilizarse en problemas con mas objetivos. La idea central fue usar el poder
poblacional de los AGs para buscar eficientemente las combinaciones de valores en
las variables discretas que contribuyen al frente de Pareto, en lugar de hacerlo de
manera individual como tradicionalmente ocurre en los BBMs. En la etapa de prue-
bas el algoritmo propuesto mostrd ser capaz de generar el frente de Pareto completo
en un tiempo menor a los algoritmos basados en BBM. Ademds, en comparacion
con el TSM, el algoritmo resolvié el problema utilizando considerablemente menos
recursos computacionales e incluso logré correctamente el resultado buscado incluso
para aquellos problemas donde TSM present6 deficiencias.

Durante la etapa de diseno de MOMIPGA fue necesario adaptar los operadores
tradicionales del AG para lograr la eficiencia, aprovechando las propiedades geométri-
cas del problema. Otra novedad en este algoritmo es el uso del Método Multisimplex.
Esto permitié al motor de busqueda del AG tomar ventaja de la cercania a compo-
nentes conectadas del frente de Pareto, asi como el acercar ciertas soluciones a re-
giones prometedoras de bisqueda, logrando asi un ahorro significativo en los calculos.

Al tratarse de un método heuristico, se llevo a cabo una experimentacion rigurosa
sobre problemas de prueba internacionalmente aceptados. Se analizaron quince ins-
tancias con hasta ochenta restricciones sobre ochenta variables. En todos los casos el
algoritmo MOMIPGA logr6 generar todos los puntos buscados en el frente de Pareto
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de cada problema, de una manera eficiente. En diez de los casos la ventaja eficiente
se mantuvo para el promedio sobre 30 ejecuciones del algoritmo. En los cinco casos
restantes, se obtuvo en el promedio un resultado competitivo con un ahorro conside-
rable de recursos, y el resultado 6éptimo se obtuvo solo en las mejores ejecuciones de
esa instancia. En algunos casos, la reduccion en términos del nimero de llamadas a
las funciones objetivo se observé en mas de un ochenta por ciento, con respecto al
costo con el método TSM. Con estas pruebas se comprobd la robustez del algoritmo
y su eficiencia en esta clase de problemas.

Durante el desarrollo de este trabajo se analizaron previamente 4 algoritmos que
fueron explicitamente disenados para resolver MOMIP’s. Durante el andlisis se en-
contré que los primeros dos algoritmos, cuyos autores son Mavrotas y Diakoulaki,
tienen serias dificultades para encontrar el frente de Pareto e incluso estan incomple-
tos pues no son capaces de obtener todo el frente. En la investigacion se encontré otro
algoritmo que complementa las deficiencias de los 2 anteriores. A pesar de ello, los
3 estan basados en técnicas de ramificacién y acotamiento, lo cual por su naturaleza
combinatoria los hace computacionalmente muy lentos, y por lo mismo se limitan a
problemas con pocas variables. Al final se analiz6 el algoritmo denominado TSM cuyo
objetivo es obtener el frente de Pareto completo. Sin embargo éste también presenta
serias dificultades, pues para su uso es indispensable contar con una paqueteria de
optimizacién mixta, al cual el algoritmo es altamente sensible. Ademas este método
es muy susceptible a errores de redondeo que hacen que el algoritmo pierda ciertos
puntos importantes para la definicién del frente de Pareto completo.

Como trabajo a futuro se plantea la posibilidad de adaptar el médulo de MOMIP-
GA correspondiente al TSM para atacar problemas con tres objetivos. Otro enfoque
es llevar problemas lineales mixtos con mas de dos objetivos a planteamientos equi-
valentes en solo dos objetivos, siguiendo ciertas rutas preferenciales dadas por el
usuario.
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