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Resumen

En los ultimos tiempos han sido varios los esfuerzos por desarrollar teorias de
funciones hiperanaliticas, basados en la aplicaciéon de métodos complejos y analiticos
en el tratamiento de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden
y que constituyen generalizaciones del sistema clasico de ecuaciones de Cauchy —
Riemann del anélisis complejo.

Entre los principales ejemplos de estas generalizaciones y que constituye el con-
texto de la presente tesis, se encuentra la teoria de funciones hiperanaliticas en el
sentido de Douglis, que representa una variante de la clésica ecuacion de Beltrami.
Para una referencia del tratamiento clasico de estas teorias podemos mencionar los
trabajos [1-3].

El objetivo general del presente trabajo es la demostracion en detalle de las propie-
dades de continuidad y acotamiento de los operadores integrales de Cauchy (Integral
singular e Integral del tipo de Cauchy) en el contexto del analisis hipercomplejo en
el sentido Douglis para el caso de curvas rectificables de Jorddn denominadas curvas
a — Carleson y funciones continuas de Holder generalizadas.
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Abstract

In recent times there have been several efforts to develop theories of hyperanal-
ticas functions, based on the application of complex and analytical methods in the
treatment of systems of partial first order partial equations and that constitute gene-
ralizations of the classical system of equations of Cauchy - Riemann of the complex
analysis.

Among the main examples of these generalizations, which constitute the context
of the present thesis, is the theory of hyper-analysis functions in the sense of Douglis,
which represent a variant of the classical Beltrami equation. For a reference from the
classic treatment of these theories can mention the works [1-3].

The general objective of the present work is the demonstration in the detail of
the properties of the continuity and boundedness of the integral operators of Cauchy
(Integral singular and Integral of the type of Cauchy) in the context of the hyper-
complex analysis in the sense Douglis for the case From Jordi’s rectifiable curves
called o — Carleson curves and generalized Holder functions.
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Introduccion

Las funciones analiticas de una variable compleja z = = + iy de la forma f(z) =
u(z,y) + iv(z,y) estan definidas como soluciones suaves de la ecuacion de Cauchy —
Riemann

— —i— =0, (1)
donde u, v son funciones real-valuadas continuamente diferenciables.

Lipman Bears [4] e [lya Vekua [5] extendieron el concepto de una funcion analitica
al considerar en su lugar una ecuacién mas general del tipo

] 2)

de manera analoga se obtiene la teoria de las funciones analiticas generalizadas.

Por otra parte G. N. Polozhii [6] afirma que después de transformar el siguiente
sistema eliptico de ecuaciones diferenciales

Clla bla_’y -+ GQ% + bg ay = Alu + AQU (3)
ou ou ov ov
— +di— d =B B
Ao 18y+628 + 28y 1u + bav,
donde a;, by, ¢;,d;, A;, B; (i = 1,2) son funciones dadas en las variables z,y, que

caracterizan el sistema. Podemos reescribir el sistema (3) en las nuevas variables
caracteristicas como

au_|_ a_u+@— + (4)
pa ay a a1u 9,

ou du Ov
gy TPy oy T At B



donde p, q, a1, g, b1, B2 son funciones en las variables x, y. Ademéas p > 0y aq, as, 81, f2
resultan de combinaciones lineales entre A;, Ay, By, B>.

Para ay = ay = 1 = 2 = 0,9 = 0 el sistema de ecuaciones (4) en su forma
compleja

p—+i—=0 (5)
define conforme a (3) y (4) las llamadas funciones p — analiticas de caracteristica p.

Para a; = ay = f1 = B2 = 0 el sistema de ecuaciones (4) en su forma compleja

Ju .Ov .
054—1%—0 o=p-—iq, (6)

define las funciones (p, ¢) — analiticas de caracteristica p y g.

Otra generalizacion natural de la ecuacion (1) proviene del sistema

of of

——-J==0 7

dy ox (")
para un vector de funciones f = (fi,..., fs) donde J es una matriz constante de

tamano s X s que no tiene autovalores reales. Desde este punto de vista la ecuacion
(7) fue investigada por Avron Douglis bajo la suposicion que la matriz J es un matriz
triangular de Toeplitz, i. e., estas entradas dependen tinicamente de la diferencia de
indices [1].

Douglis [7] introdujo un algebra y una clase de funciones que representan la parte
principal de un sistema de 27 ecuaciones con 2r incognitas y dos variables indepen-
dientes. En el algebra de Douglis este sistema de ecuaciones puede ser representado
por una sola ecuacién “hipercompleja’”.

Los operadores del tipo de Cauchy resultan una herramienta fundamental en el
estudio de los problemas de frontera de la teoria de funciones hipercomplejas. Un
aspecto basico en este sentido resulta el estudio de la conexién entre la continuidad
de la integral del tipo de Cauchy y el acotamiento de la integral singular asociada.

Suponiendo que 7 es una curva cerrada rectificable de Jordan orientada en el plano
complejo C es conocido que la misma lo divide en dos dominios Q~ := C\(Q+ U ~)
y QF = Int(7).



Dada una funcién f continua C-valuada y definida en ~, la integral del tipo de
Cauchy en el anélisis complejo clasico se define en C\y como

1
— —(T) dr.
271 T—2z
¥

C,f(z) =

Mientras que la integral singular asociada a C_ f(z) esta definida como

s.ge = [0 ar ey

en el sentido de valor principal de Cauchy.

La existencia de los valores limites de C_ f estan intimamente ligados con el valor
principal de la integral singular. Relaciéon expresada por el siguiente resultado clasico.

Teorema 1 (Teorema de Privalov [8]). Sea v una curva cerrada rectificable de Jor-
ddn, f una funcion continua sobre ella.

1. Si la integral del tipo de Cauchy C_ f(t) tiene valores limites Cff(t) (cuando z
se aproxima a t desde QF no tangencialmente), casi sequramente con respecto
a la longitud de arco entonces S_ f(t) existe para casi todo t € v y se cumplen
las formulas

(S, £(t) % /(1)) ®)

DN | —

CHf) =

2. Reciprocamente si S_[f(t) existe para casi todot € v entonces la integral del tipo
de Cauchy C_f(t) tiene valores limites Cf no tangenciales casi sequramente
sobre vy y las formulas en (8) se cumplen.

Las férmulas antes mencionadas son denominadas férmulas de Sokhotski— Ple-
melj. Por otra parte el acotamiento de la integral singular resulta dado el siguiente
resultado

Teorema 2 (Teorema de Invarianza). Sea vy un circulo. Entonces, para 0 < a < 1
se cumple

fec™ () =8, fec™ (),

donde CO’”(’y), con 0 < v <1, denota el espacio de funciones Holder continuas en ~y
con exponente v.



El objetivo principal de la presente tesis es demostrar una generalizaciéon de am-
bos resultados al caso de curvas rectificables de Jordan a—Carleson y al espacio de
funciones continuas de Holder generalizadas en el contexto del analisis de Douglis.

El capitulo 1 presentard los preliminares necesarios, el capitulo 2 abordara las
herramientas fundamentales pertenecientes a la geometria de las curvas y al espacio
de funciones conocidos. El capitulo 3 brindara la relacion entre el sistema complejo
de ecuaciones del tipo (7) y una simple ecuacion hipercompleja. Para concluir con las
demostraciones de las propiedades de continuidad y acotamiento de los operadores
integrales del tipo de Cauchy en el contexto a — Carleson y sobre funciones continuas
Holder generalizadas en el capitulo 4.



Capitulo 1

Analisis hipercomplejo.

“Chiertas ecuaciones algebraicas solo tienen
solucion en nuestra imaginacion”
Rene Descartes.

La teoria de funciones hipercomplejas en particular la asociada con el operador de
Douglis en R? (identificando R? con C en la manera usual) ha recibido mucha atencion
porque ofrece una generalizacion natural al anélisis complejo clasico en el plano y
ademas es de uso practico. Para mas detalles se puede revisar el libro de Gilbert
y Buchanan [9]. El sistema Douglis, un sistema de primer orden en dos variables
independientes, puede ser representado por una simple ecuacién hipercompleja.En
[7] se hace un extenso estudio de la teoria de funciones hiperanaliticas.

A continuacion se presentaran definiciones y resultados basicos sobre el algebra
de Douglis extraidas de |7].

1.1. Algebra de Douglis

Consideremos el espacio lineal generado por (i,¢e) con la siguiente regla de multi-
plicacion

i=—-1, =1, ie=ei, € =0,

donde r es un entero positivo.



Los elementos de este espacio son combinaciones lineales con coeficientes reales
de 2r elementos linealmente independientes

ek ie®, k=0,1,...,r—1.

Por lo tanto un elemento arbitrario del espacio lineal generado (denotado por D) sera
un nimero hipercomplejo de la forma

r—1
a:= E ape”,
k=0

r—1

donde cada aj es un numero complejo; ag y Zakek se llaman parte compleja y

k=1
parte nilpotente respectivamente.

Definicion 1. Sean a,b € D y A € C. Serd a = b si, y solo si ap = by para
k=20,1,...,r — 1. Con a,b, A\ asociamos tres nameros de Douglis que escribimos
a + b,a - b, Aa definidos como sigue:

r—1

" a+b:= Z(ak + by)e",

k=0

r—1 k
» ab:= Z Z (ar—iby) €* (tambien podemos escribir ab sin temor a confusiones),

k=0 =0
r—1

" \a = Z (Aay,) er.
m=1

Obsevacion. Denotaremos por

r—1 r—1
1:Zakek & OZZbkek
k=0 k=0

donde a9 = 1,bp = 0y ar = by = 0 para todo k = 1,2,...,7 — 1; 1,0 denotaran la
identidad multiplicativa y aditiva respectivamente y estas son tnicas.

Teorema 3. Las leyes conmutativas, asociativa y distributivas subsisten para las
operaciones de adicion y multiplicacion definidas anteriormente.



Teorema 4. Para todo nimero de Douglis “a” tenemos a+0 = a; al = a; a0 = 0.

Teorema 5. Sia,b,c € D son tales que a + b = a + ¢ entonces b = c.

Teorema 6. Para todo nimero de Douglis “a”, hay uno, y solo uno, “b” tal que
a+b=0. Este numero lo denotamos como —a

Teorema 7. Escribiendo a — b por a + (—b) tenemos
m a—a=0,
» (—a)b=a(—b) = —1ab.
De modo que no hay ambigiiedad si escribimos —ab en lugar de cualquiera de las

expresiones anteriores.

Proposicion 1. Sea a € D con ag # 0 entonces el inverso multiplicativo de a estd
dado por

r—1

al=L (—1)* (éy, (1.1)

Qo Qo
k=0

donde A es la parte nilpotente de a.

Demostracion. Sea a € Dy tomemos

A:=ae+ase® + -+ +a,_1e" "t

como a, # 0 existe ao’l € C, asi pues basta encontrar el inverso multiplicativo de
f=1+aA
Si

d

A\

-~

(Ita'A)(1—a'A+a A% 4 -+ (-1 A ) = fd
tenemos que
fd=1 — a'A+a A%+ +(-1)1A!
+ ao—lA _ aO—QAQ T (_1)7‘—1A7’—1 + (_1)rAr
1

como A" = 0, tenemos que fd =1y el algebra es conmutativa entonces existe a~
y tiene la forma (1.1). O



Obsevacion. Si ag = 0 entonces a no tiene inverso multiplicativo, pues es nilpotente.

Definiciéon 2. Se introduce el conjugado de un ntimero hipercomplejo como
r—1
_ ___k
a = E a.e .
k=0

Con base en el moédulo de los niimeros complejos surge

Proposicion 2. || || : D — R definida como

r—1
lall := ) _ lax
k=0

€S una norma.

Demostracion. Dados a, b € D y A € C tenemos

r—1 r—1 r—1
Lol =" al =Y lllarl = (A D laxl = [Al]lall,
k=0 k=0 k=0
r—1 r—1 r—1 r—1
2. fla+bll =) lan+bil <Y (larl + b)) = D lanl + Y [bx] = llall + ]
k=0 k=0 k=0 k=0
r—1
3. Si ||a|| = 0 entonces Z |ax| = 0 luego a, = 0,Vk € {0,1,...,r — 1} asi pues
k=0
a=20,
4. Ademas si |ag| > 0 para todo k € {0,1, ..., r — 1}, entonces ||a|| > 0.
Debido a 1 — 4 podemos concluir que || || es una norma. O
Obsevacion. En general no se cumple a @ = ||a||*>. Sea a € D tal que a,_; # 0
entonces

a,_1e" a7t =0 (1.2)
este elemento es un factor del producto aa, por otra parte

lall = |ao| + |a1| + -+ |a,—1| = (@o@0)? + (a1@1)* - - - + (ar_171)*.

8



el ultimo factor de la anterior sumatoria es distinto de cero, ademas por (1.2) el no
aparece en aa.

Nota. Todo niimero hipercomplejo puede ser descompuesto de manera tnica en la
forma

r—1 r—1
a= Z Re(ag)e® +i Z Jm(ag)e,
k=0 k=0

donde Re(a),Im(a) son la parte real e imaginaria del nimero complejo a. Abusando
de la notacion denotaremos con

r—1

r—1
Re(a) = Me(w)e® y  Im(a) =) Im(a)e".
k=0 k=0

Proposicion 3. (D, +, ) es un dlgebra.

Demostracion. Sean a,b,c € Dy A € C entonces

CL(b—I—C) = iZak (bkz—l —|—Ck_l)€k (13)

k=0 [=0
r—1 k r—1 k

= Z Z akbk_lek + Z Z CLka_lek
k=0 1=0 k=0 [=0

= ab+tac

r—1 k
(b+c)a = ZZ(bk—I—ck)ak_Zek (1.4)

k=0 (=0
r—1 k r—1 k

= Z Z bkak_ﬁk + Z Z ckak_lek
k=0 (=0 k=0 =0

= ba+ca



a(\b) = i ar, (Ab_;) €* (1.5)

k=0

= i > (Aap)br_ie® = (Na)b

k=0 (=0

r—1 k
= A ) arbpie® = Aab)

k=0 [=0

ya que se cumplen las condiciones (1,3), (1,4) y (1,5), podemos concluir que D es un
algebra. En adelante (D, +, -) sera llamada Algebra de Douglis. O

Hasta aqui, hemos demostrado que los nameros de Douglis con la adiciéon y la
multiplicaciéon dadas en la definicion satisfacen ciertas las leyes aritméticas.

Obsevacion. Podemos identificar el nimero complejo z con un nimero de Douglis de

la siguiente manera
r—1

Z ar ek,

k=0
donde ag = zy ar, = 0, paratodo k = 1,2,...,r—1. Por lo que los ntimeros complejos
estan encajados en el Algebra de Douglis.

1.2. Funciones de Douglis

Existen diversas generalizaciones de funciones dentro del estudio de analisis com-
plejo, en esta secciéon nos enfocaremos al estudio de funciones que toman valores
complejos y las relacionaremos con el objeto de estudio de la seccion anterior la lla-
mada algebra de Douglis.

Definicién 3. Entenderemos por una funcion de Douglis f, a una relaciéon entre el
campo de los nimeros complejos y el dlgebra de Douglis, de la siguiente manera

f:GCcC—D

donde las fi’s son funciones complejo valuadas con dominio en G.

10



Obsevacion. Las funciones de Douglis estan relacionadas con funciones que toman
valores complejos, por lo que se entenderd como un dominio a un conjunto abierto
conexo, como lo es en el analisis complejo clasico.

Nota. Una funciéon Douglis—valuada f sobre un dominio G C C se dice perteneciente
a una clase de funciones sobre G si cada componente f; pertenece a dicha clase. De
donde se tiene el siguiente listado de afirmaciones:

1) f e C(G) si, y solo si las fi son funciones continuas.

2) f € CFQ)si,ysolosilas fi, son funciones k veces continuamente diferenciables.
3) f € B(G) si, y solo si las fi son funciones acotadas en G.
)

4) f e C%"(G) si, y solo si las fi, son funciones continuas de Hélder con expo-
nente v con 0 < v < 1.

5) f € B®¥(G) si, y solo las f;, son funciones acotadas, k veces continuamente
diferenciables de Holder con exponente v con 0 < v < 1.

Sin pérdida de generalidad para el caso de funciones complejo valuadas utilizare-
mos las mismas notaciones.

11
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Capitulo 2

Herramientas del analisis
hipercomplejo.

“Las Teorias vienen y se van,

los ejemplos se quedan”

Izrail Gélfand.

Antes de proceder a la resolucion inmediata del problema planteado en la introduc-
cion, se deben estudiar previamente las propiedades del aparato matematico que se
utiliza para resolverlos. El presente capitulo es de caracter auxiliar. El material seréa
expuesto de manera rapida y concisa, con la finalidad de presentar las condiciones
necesarias para los capitulos posteriores.

2.1. Elementos basicos sobre la geometria y funcio-
nes

Una curva v C C es la imagen de una aplicacién continda 9 : [a,b] — C. A los
puntos ¥(a),¥(b) se les llama punto inicial y punto final respectivamente. Ambos
reciben el nombre de extremos de la curva.

Se dice cerrada cuando sus extremos coinciden, esto es, ¥(a) = J(b). En adelante
solo trabajaremos con este tipo de curvas.

13



Definicion 4. [10] Denotaremos por curva suave, aqui y en lo sucesivo, una curva de
Jordan (es decir, sin puntos multiples) cerrada, cuya tangente cambia continuamente;
ademaés, esta curva no tiene puntos de retroceso.

Denotaremos por d = diam(y) := sup |t; — ta].
t,t2€

Obsevacion. Sea v un contorno cerrado suave en el plano complejo. El dominio dis-
puesto dentro del contorno 7 lo llamaremos interior y designaremos 27, y el dominio
complementario a QT U~, en el cual esta el punto infinitamente alejado, lo llamaremos
dominio exterior y denotaremos 2~.

Dada una curva continua 7 y supongamos que dividimos el intervalo [a,b] en n
subintervalos [11]
[tk—17tk] (k': 1,2,...,71)

introduciendo n — 1 puntos intermedios tq,...,t,_1 que tiene el comportamiento
siguiente
a=ty<t1<---<th,_1<t,=b

El conjunto
P=totn
es llamado una particion del intervalo [a.b] y

|P| == méx{tl — to,tg - tl, e ,tn — tn—l}

es llamada la norma de la particiéon. Con respecto a la particion dada, v se divide en
n arcos

N

Sk =221 (h=1,...,n)
donde
Zk:ﬁ(tk) (k‘:L...,’I‘L),
Py
(entenderemos por AB a una curva que une los puntos A, B). El punto final de cada
arco coincide con el incial del siguiente. Uniendo cada uno de los puntos zg, 21, . . ., 2,

con el siguiente por medio de un segmento de linea recta, obtenemos una curva
poligonal A inscrita en ~. Los segmentos de A son los arcos unidos de los puntos
finales ¢;, y la longitud de A es

n
Z ’Zk - Zk71|
k=1

14



entonces 7 se dice rectificable si
n
sup E |z — zk_1| = L < o0
P k=1

el nimero no negativo L se dice la longitud de la curva 7.
Una caracterizacion de dicha propiedad se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 8. [12|Una curva vy se dice rectificable si posee longitud finita; es decir si
la aplicacion ¥ es de Lipschitz i. e.

|U(z) —I(y)| < Cle—yl|, paratodox,y €. (2.1)

En lo que respecta a las funciones de valores reales y su comportamiento tenemos
las caracteristicas y propiedades de monotonia siguientes.

Definicion 5. [13] Dada una funcion ¢ : [0,d] — R.

= Se dice creciente (decreciente), si p(z) < ¢(y) para todo z < y (0o z > y
respectivamente) donde z,y € [0, d].

= Se dice que es casi—creciente (o casi—decreciente) abreviado c. c. y c. d. Si existe
una constante C' > 1 tal que p(z) < Cp(y) para todo x <y (o x > y, respec-
tivamente).

Teorema 9. (14| Toda funcion no decreciente (no creciente) es una funcion casi—
creciente (casi—decreciente).

Obsevacion. Sean ¢, ¢ funciones R—valuadas no negativas sobre [0, d], son equiva-
lentes si existen c,, ¢, > 0 tal que

¢,0(0) < Y(0) < ¢,0(0).

A menudo resulta ttil considerar las caracteristicas que relacionan los conceptos
anteriores.(ver mas [15])

0:(&) :=mes (t) tey, £€(0,d, (2.2)
0(¢) == sup 0:(€), (2.3)

15



donde 7, (t) ;== {7 € v : |7 —t[} <&} y "mes" se refiere a la longitud del arco.

Las caracteristicas 0(&) y 0;(&) son funciones no decrecientes de £ que satisfacen
0:(04+) = 0,0(0+) = 0 (donde 0 + representa lilgl+ )y € <6,(8) <0(8).
T—

Lema 1. [16] Sea g : (0,d] — R una funcion no creciente entonces

6”

/ g(7 — 1)) ldr| = / o(r) dby(). (2.4)

Vo (t)\"Ys// (t) e

para todo €' " € (0,d] tal que e’ < €".

Demostracion. Sean €’ = ey < &1 <9 < ... < ey = ¢”. Entonces
N-1
[ ostr=irl=Y [ glr-thiar
Ver (t)\’YE,, (t) ZZO'VshLl )\'ye (t)

puesto que g es no creciente tenemos que

=2

-1 N-1 N—

N
Il
<)
Il
=)

= O\, ()

como los €; ‘s forman una particion de (0, d|, entonces haciendo méx (g;41 — &;)
7

tender a cero. Tenemos

5"

N-1
() Oueins) ~ Ou(e) = [ 9(r)dbi(r),
=0 f
cumpliéndose asf la afirmacon deseada. [

En la teoria de integracion a lo largo de curvas rectificables es comtn estudiar
funciones con singularidades dentro de dichas curvas, en este estudio existe un tipo
de integracion impropia que se construye de manera simétrica.

16
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Definicién 6. [10] Sea v una curva cerrada rectificable de Jordan en C, para un
punto fijo ¢ € 7 sea f una funciéon integrable sobre y\{c} con una singularidad en

c, si
lim / flr)ydr
e—0
Ve (£)

existe éste valor se denotarda como el valor principal de Cauchy de la integral con
singularidad en c.

2.2. Curvas «a — Carleson

Dada la clase de curvas rectificables cerradas de Jordan, uno de los intereses
principales del trabajo es tratar con una clase més amplia que la familia de curvas
conocidas como Carleson (o A. D. — regulares descritas a través de la métrica carac-
teristica 0(€) ~ £). A. Brottcher et al en [17, pags.5-6| presenta un ejemplo de una
familia de curvas bastante 1til, en el trabajo se probara que bajo ciertas condiciones
se pueden tener un ejemplo de una curva o — Carleson que no sea Carleson. Por otra
parte se incluye el trabajo construido por Gonzalez y Seifullaev en [18].

Definicion 7. Una curva v se dice a — Carleson con 0 < a < 1 si esta satisface la
condicién
0(¢) < c €%, para € € (0,d),

donde ¢ es una constante positiva que no depende de &.
Obsevacion. Una curva o — Carleson con o = 1 se llamara solo Carleson.

Proposicion 4. [19] Si«y es una curva cerrada rectificable de Jorddn se tiene

§<0(5)  parag € (0,d].

Lema 2. [17] Si
v: ={reClr=x+if(x),a <z <b},

fec(a)nC ([a,bt)ylf(z) <M VYaze(ab)

entonces vy es una curva Carleson.
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2.2.1. Ejemplos de curvas a — Carleson

De los principales ejemplos de curvas a — Carleson propios de esta clase tenemos
los siguientes.

Proposicion 5. [17] Sea >0 y
.8 1
y:={0tu{reClr=x+iz’sen|—|,0 <z <1}
T

entonces
= v es Carleson para § > 2,
s v es Carleson para 1 < § < 2,

= v no es rectificable para 0 < § < 1,

1
Demostracion. Tomemos f(z) = z” sen (—)
x

Por otra parte como

f,<l’> = ﬂlﬁ_l sen <l) — x'g_Q cos (1)
T T

la cual esté acotada sobre (0,1) para f > 2 empleando el Lema 2, entonces tenemos
que 7 es una curva Carleson.

1 1 tal
———— — ] tal que
(n+1)7 nx q

tes desigualdades para algin N > 1

Tomando z,, € (

1 .
sen (—) ’ = 1. Se cumplen las siguien-
Tn

1
N’]TOO (N_ﬂ') ZN’/T Z

O<acn<]\%7T

[e’e] 1 B
B> N -
Tn = ”Z;V ((n—l—l)ﬂ)

en la dltima parte de la desigualdad (de izquierda a derecha) la suma diverge para
£ < 1, haciendo asi v no rectificable.

Por ultimo, fijemos 1 < 8 < 2, por (2.3) tenemos

18



- [
v(t,e)
mfn{l,t+€} 1 1 2
< / 1+ <6$5—1 sen <—> — P2 cos <—)> dx,
méx {0,t—e} X x

para ¢ suficientemente pequeno tenemos

/ Ji+ 2Py

puesto que el integrando es una funciéon decreciente tenemos que

/ \/1+ — 1)z—2(- de</ \/1 1)(t — e)~2C-8)dz,
/t+s \/1 +(B—=1)(t —e)2@Hdx = \/1 + (B —1)(t —e)-22Pe.

Tomando t > 2¢ se cumple

asi

VI (8= 1)t — )22 < /(5 - 1)
entonces

Oi(c) < /(B —1)”

Ahora biensit =0
Oi(c) <e

De (2.3) concluimos

0(e) < V(8- 1)
por lo tanto que 7 es una curva (5 — 1) — Carleson, para 1 < § < 2.
O

Otro ejemplo de este tipo de curvas fue construido por Gonzalez y Seifullaev en

18].
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Sea f =1—a donde 0 < a < 1, se construye la sucesiéon de puntos v, = 27", con
n=1,2,..., la cual esta contenida en el eje real del plano complejo.

Sea N,, = [2_5”}, donde [*] representa la parte entera del ntumero real *.

Por medio de los puntos

k k
ZZ =V, + ('Un - Un-o-l)W =V, (1 + IN )

se divide cada intervalo (A, .., A,) en 2N,, subintervalos y define los puntos

n+17?

BF =2k 1+

n —

dondek =1,2,...,2N,

n417

ahora uniendo por medio de los segmentos derechos los puntos

1 pl p2 .3 2N,—1 pR2N,—1 R2N,
A 2 BBz, 2yt By B Ay

se obtiene una linea poligonal abierta cuyos puntos extremos son A, y A, .. Juntando
/N

las poligonales para n = 0,1,2,... se genera el arco abierto 4,0, donde O denota
el origen del eje coordenado.

Finalmente, definen la curva cerrada v, como

Yo =Ag0 UOC UCD U DA,

donde C'y D pueden ser elegidos por ejemplo C' = —iy D =1 —1.

Afirmacién 1. v, es una curva rectificable.

Demostracion. Si tenemos que

N

L, = mes(A,Ani1)

entonces
2N, 1

Ln - on+1 on+1

de lo cual tenemos

ON, 1 1 1 1\" 1
+ < + <|=) +=

on+1 on+l — 9n(1-5) oantl — \ 2« on
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luego

asi pues 7 es rectificable.

Afirmacion 2. Sea t € vy, cont # 0 entonces
0,(0) < 16 cond € (0,d].
Afirmacién 3. Parat = 0 tenemos que

00(5) < 0%  cond € (0,d]

Demostracion. Dado 6 € (0,d] existe £ € 7 tal que |{] = ¢, tambien es claro que
N
existe n € N tal que £ €A, A,11. Asi pues

k=n+1
donde L’ representa mes(A,11,&) y cumple que
L/ S 03(5

por otra parte

> > 1\* 1 20 1 \¢ 1
> o3 ((5) <3 - (o) +me

como A, <40 < A, tenemos que

00 9a
E L, < @ )

k—2a_16 +0
k=n-+1

de lo anterior podemos concluir que

00(0) < c46%cond € (0, d].
De las afirmaciones anteriores tenemos que

0(6) < cd® cond € (0,d],
donde ¢ unicamente depende de las constantes ¢;s.

Por lo tanto v, es una curva o — Carleson.
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2.3. Espacios de Funciones Holder Generalizadas.

A. Guseinov y H. Muktarov en [14, pags. 49-99] estudiaron las propiedades del
modulo de continuidad de funciones acotadas. Ademaés realizaron un estudio pro-
fundo acerca de las funciones reales positivas confinadas a un intervalo, las cuales
cumplen condiciones que serdan de suma importancia al momento de trabajar tanto
el acotamiento como las propiedades de continuidad de los operadores del tipo de
Cauchy. Asi mismo N. K. Bary y S. B. Steckin en [20] construyen la rectificacion de
la carateristica de continuidad, la cual resulta ser un modulo de continuidad.

A continuacion se describiran y mostrara la relacion de este estudio con el espacio
de funciones continuas generalizadas de Holder.

2.3.1. Mobdulos de continuidad

Una funcion ¢ real valuda que toma valores en [0, d] se llamara modulo de conti-
nuidad si cumple las siguientes condiciones [14]

1. p(0) =0,
2. ¢(o) es una funcién no decreciente de o,

3. ¢(0) es subaditiva, es decir

plo1+02) < p(o1) + ¢(02),
4. (o) es una funciéon continua de o sobre [0, d|. Esta tltima propiedad puede

ser deducida de la anterior.

Dada una funciéon f real valuada acotada que toma valores en v la caracteristica
de continuidad de la funciéon f esta definida como

sup |f(t1) — f(t2)| = w(f,0)  t1,t2 €[0,d],

|t1—t2‘<0’

para todo o tal que 0 < o < d.

Obsevacion. La condicion limw(f, o) = 0 es necesaria y suficiente para que f(t) sea

o—0

una funcién continua.
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Por otra parte consideremos funciones ¢ : (0,d] — R* que cumplan las siguientes
propiedades

1. I =0
lim (o)
2.  sea casi—creciente.
llamemos a esta clase de funciones ® g q.
Obsevacion. La clase de médulos de continuidad se encuentra dentro la clase @ g 4.

Lema 3. Sea una funcion ¢ no decreciente y continiia sobre [0,d] tal que o(t)/t es
no creciente y ©(0) = 0, entonces ¢(t) es un modulo de continuidad.

Demostracion. Tenemos que ¢ cumple las condiciones 1) 2) y 4), pues por el Teorema
9, o es casi-creciente y ¢(t)/t es casi-decreciente ahora bien se probara que si ¢(z)/x
es no creciente entonces ¢ es subaditiva.

Dados o1, 09 tales que 0 < 01 + 0o < d entonces

o1 +0o o1+ o
o0+ o) = 0y P02 | OO
O'1+0'2 O'1+O'2

por lo que ¢ es subaditiva. ]

Obsevacion. Las funciones que satisfacen las condiciones del Lema 3 también perte-
necen a @ g, mas atn esta inmersas en los médulos de continuidad.

2.3.2. La Clase Bari — Stechkin parametrizada

La clase P, es la clase mas abstracta pues pide menos requerimientos sobre el
comportamiento de la funcion, la siguiente secciéon abordaré una clase de funciones
encajada en @, que resulta ser el eje del problema general planteado en esta tesis.

Dada funciéon ¢ € ®@q y 0 < a < 1, entonces ¢ pertenece a la clase Ba-
ri — Stechkin parametrizada en adelante denotado por ®, si cumple las siguientes
condiciones:

1 Soa(t)
B,) su / dt=A, < oo;
) S o) %
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d
C,) sup /%‘ dt = B, < oo;
>0 Spa

p(t)
o
Dentro de las caracteristica de la clase @, tenemos, dado ¢ € D, [14]

donde ¢, =

a) SOaT(t) es casi—decreciente.
b) u
¢) B(t) = —— e

O

Obsevacion. Si o = 1 tenemos P, (en adelante indentificado solo como @) y v, = ¢

la cual es conocida como la clase Bari — Stechkin. Més atiin ® C &, pues si tomamos
3 .

@(z) = 2. Tenemos que ¢ € Py q y la propiedad B; de la clase ® no se cumple,

pues
d 5 d
o
— — = — \/_ \/_>—>oo cuando o — 0.
o3 / / Vit \/_
g
3
Pero si tomamos go%(t) =50 = t6, la cual pertencce a la clase ®,.
t3
Obsevacion. P esta dentro de la clase de moédulos de continuidad.
t
Demostracion. Tenemos que para o = 1, de la condicién C' se sigue que w es
O

casi—decreciente, entonces ¢ € ®1, luego es un modulo de continuidad.

Ejemplos de la clase ® [14]

Lo(t)=t*, O0<a<l

2. o(t) =t In(t)[?, ©(0)=0, conO0<a<l1l p>0,tel0,1/2]

3. p(t) = Y. Kt con K, >0,0<4, <1, lir%5n:5>(),6n >iVn>1y
n—

n=1

YK, < oc.

n=1

24



o s 0<t<df2,
e(t) =4 ., .
t*+1, si d/2<t<d.

La clase @ resulta ser una clase més practica para mostrar ejemplos, ademas a
partir de ella podemos construir algunos ejemplos de la clase ®,.
Ejemplos de la clase @

= Sean 0 < v < 1, ¢(t) := t tomando ¢, (t) := '~ cumple B, y C,
conl <v+a <2, entonces p € P,

= Sip(t) :=tIn|| tomando ¢, (t) := t*In|;| cumple B, y C, para todo « con
0<a<l

A continuacién se presentara la rectificacion de la caracteristica de continuidad
que asegurara que se comporta como un modulo de continuidad. Estos estudios fueron
realizados por Barin y Stechkin en [20].

Para f € C(v) introducimos la caracteristica de continuidad rectificada como

wi@)=dsup  sup [f(t) = f(t)l, &€ (0,d]

§20  t1,ta€n,|t1—t2]<E

Obsevacion. La caracteristica de continuidad rectificada pertenece a la clase .

Sea 7y una curva rectificable cerrada de Jordan y ¢ € ®( 4 se define el espacio de
funciones continuas de Holder generalizadas

H, () :={feCly) : v, (§) < ep(§), £€(0,d] },

donde d = diam(~). Y dotado con la norma

._ w, (§)
[ fll2, = I flle + 521?&} "GR

para todo f € H_(7).

Nota. Sip € & estal que p(t) ;=1 con 0 < v < 1 se reduce al espacio de funciones
continuas de Holder clasico.

Teorema 10. FEl espacio de funciones continuas de Héolder generalizadas es completo.
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Capitulo 3

Sistemas de ecuaciones generalizados
de Cauchy — Riemann.

“FEl camino mas corto entre dos verdades del analisis real,
pasan con frecuencia por el analisis complejo”
Hadamard

Dado un sistema de ecuaciones reales cuyos coeficientes A, B son matrices reales
de orden 27 x 2r y C' un vector columna real valuado de longitud 2r con r € N,

Ale3) 5-Ule.3) + Blawy) 5-U(9) = Clovg) 1)
en la cual
Ut .= (uo,vo,ul,vl, o ,urfl,vrfl)

y las u;’s, v;’s son funciones de R? de valores reales.

Un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden se dice eliptico
en un dominio & C R? si la matriz A~'B no tiene autovalores en ningtin punto de
8.

Obsevacion. Para matrices real-valuadas esto puede pasar solamente si el sistema es
de dimensién par.

Para la parte principal de este trabajo se tomaron las siguientes condiciones sobre
el sistema (3.1):
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1 0 0 0 0 0 0 0.. 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0.. 0 0
a, —b, 1 0 0 0 0 0. 00
b, a 0O 1 0 0 0 0. 00
a, —b, a =D 1 0 0 0.. 0 0
b, a, b, a, 0 1 0 0... 0 0
A= : : : : : : : : :
a, _bz @,y _bzq a,_, _bzfz 0 0 0
bz @, bzf1 a,_, b172 a_, 1 0 0
r—1 _b1-71 a, _b7-72 a,_ 3 _b7'73 a,_ 1 _brflfl 10
1 Gy br72 a, , b'r73 a, 3 br7171 a1y 0 1
0 -1 0 0 0 0 0 0.. 0 O
1 0 0 0 0 0 0 0.. 0 0
b, a, 0 -1 0 0 0 0. 0 0
—a, b, 1 0 0 0 0 0. 0 0
b, a, b, a, 0 -1 0 0.. 0 O
—a, b, a, b, 1 0 0 0... 0 0
B = : : : : : : : :
bz a, bz—1 Ay bz—z a,_, 0 -1 0 0
—a, b, —a,, b_, —a,_, b_s . 0 0 0
br—l a,_, br—Q a,_, br—S a,_ s brflfl .14 0 -1
—a,_4 bv'fl b7»72 by-fz —a, br—3 —a,._,, brflfl 10

donde aygs, bys son elementos en R.

CT = (gm hoa g1ah17 o Gras hrfl) ’

con gy, hy son funciones de R? con valores reales.

En el caso 2-dimensional (r = 1) el sistema (3.1) con las siguientes condiciones

=) m=(0 9)v o= (1)

genera el sistema no homogéneo de Cauchy — Riemman dado por:
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ou Ov

a5 a5 — Y

or 0O

@+a—%—h (3.2)
oy 0ox ¥

el cual es transformado a la siguiente ecuaciéon compleja

%:w, (3.3)
donde
CL=1(8+id).
s f=u+1v,
» W = go+ thy.

La parte principal de (3.3) es el conocido operador de Cauchy— Riemann.

Para el caso de la alta dimension (r > 2) la simplificacién del sistema (3.1), se
dara utilizando el niimero hipercomplejo

r—1
q:= (@ + ibp,) €™
1

3
Il

en combinacion lineal con los operador de Cauchy — Riemann y su conjungado re-
sultando el operador diferencial generalizado de Cauchy — Riemann en el sentido
Douglis:

0 0
D= —+4+q=— 3.4
ERE (34)
r—1
Obsevacion. Tomando f := Z(uk + ivy,) ¥, el sistema (3.1) toma la forma
k=0
r—1
Df =w, dondew := Z(gk +ih, )er. (3.5)
k=0

en efecto,
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Operando (3.4) sobre f y distribuyendo tenemos que

Distribuyendo al operador de Cauchy —

qzau’fquz

Riemann y sustituyendo ¢ en (3.6)

r—1 r—1 r—1 -1
D = . - Z R eR —F

/ oz ¢ 8ye+lz&£€ Za o
k=0 =0 k=0 k=0
r—1 r—1 ou r—1 ou
Z(am+zb )e Za—;ek—zz (@ + iby,) Z LIPS

=1 k=0 m=1 k=0

mZ::aqu@b 2 &Ee —I—mZ: (@ + by e Z@y

Distribuyendo ¢ en (3.7) y agrupando parte real y compleja tenemos que

0 Up — 0 U 0 Vi
Df —_ ek i § am k+m bm k+m
X
k=0 m=1 k=0 m=1 k=0
r—1 r—1 r—1 r—1 r—1
0 Uk 0 U Uk
o ek 4 bm k+m 2 am k+m
k=0 Yy m=1 k=0 m=1 k=0
r—1 r—1 r—1 r—1
8uk 8 k 8 Vk
i bm k+m k T E : am k+m
ox
m=1 k=0 m=1 k=
r—1 r—1 r—1 r—1 r—1
8 Uk 8 8vk
ek o Ay a k+m + bm k+m
k=0 Yy m=1 k=0 m=1 k=0

(3.6)

(3.7)

(3.8)



ya que el producto en el dlgebra de Douglis esta bien definido tenemos

ou A Oup O uy " O vy,
Df = 0 R Y% YUk m .
f ( o+ Zl ( D DL b | €]+ (39)

m=

(91)0 a'Uk i . a'l)k m
<— ay Z ( +me k& ‘|‘ am_ka—y> € ) +
k=0 k=0

m=1

_ v, O vy, i 0 vy, - ovk\
(G E (i *a_>>*

du, A 0 uy, T 0 uy, ovk \
(afZ(a—y—H Gy meka—y e

m=1

(3.9) genera el siguiente sistema de 2r — 2 ecuaciones reales.

'6U0 @UU

ox Jy
8U0+87J0
dy ox
0 uy N 0 up b 0 Vo
or  or ! Jy
81}1 i 8vo+b16uo

ar | ox dy

ou l ou l ov
l Z k Z k
al‘ + az k (9 - bl k a (310)

k;_

3 O zﬁa—j

r—1 r—1

Ju, , 0 uy, 0 v
B +Zar_1_k% ;bw_l_ka—y

k=0

r—1 rjl

ov, , 0 vy, ou,_,
ax + Zarflfk ax + Zbr'flfk ay

\ k=0 =

el sistema (3.10) toma la forma matricial (3.1). A las funciones que satisfacen Df = 0
se le dice hiperanaliticas.
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3.1. Niucleo de Cauchy Generalizado

Gilbert y Buchanan en |9, pags. 7-11] estudia las soluciones de los sistemas de
ecuaciones elipticos, centrandose en el operador diferencial generalizado de Douglis.
A continuaciéon describiremos una de las mas importantes soluciones de este sistema
también llamada solucién generadora del operador D.

Definicién 8. |7] Una funcion hipercompleja w(z) sera llamada solucion generadora
del operador D si

r—1
» w tiene la forma w(z) = z + Z w, (2)e",

m=1

r—1

) w,(2)ef €B(C)y
m=1

= w es hiperanalitica en C.

El Operador de Pompeiu para dominios acotados (&) se define como

J, [f(2)] = / Cf(_gldf dn, donde (=¢&+1in (3.11)
&

Para el calculo de una solucion generadora del operador D son necesarias las
siguientes propiedades [5]

1. Si f € B"(®) para algin 0 < o < 1, n > 0,y f € LP(®) para algin
p,1 <p <2, entonces J,f € B"(&)
0

ST U= 1), ze @

Sean g, € B (&) k=1,...,7—1, para algtin 0 < a < 1, y puede ser extendidas
B%(C) y se anulan fuera de un circulo suficientemente grande.

Sean
w,(z) = z,
k
ow;(z
w,(z) = ZJC(—qk_j é;z( )), k=1,...,r—1
7=0



de la propiedad 1) del operador de Pompeiu tenemos que

r—1
W= wie* € B(C). (3.12)

k=1

Por otra parte de (3.4) se tiene que si

r—1
w=wy+W & q:quek (3.13)

k=1
entonces

ow ow

7= - "o:

z

k=1
k

— 0 8w~(z) o dw;
Ss ( z )+ Y

k=1 j=0

de la propiedad 2) del operador de Pompeiu tenemos

r— k

r—1 k 8 ot
S 3) UL LY 3) PRI R 30

k=1 j=0 1 j=0

—

B
Il

Se sigue de (3.12), (3.13) y (3.14) que w(z) es una solucion generadora del operador
D.

Nota. Si w(z) es una solucion generadora del operador D y E es ntimero hipercom-

plejo nilpotente, entonces w(z) + E es también una solucién generadora del operador
D.

En vista de la existencia de la solucién generadora del operador D estamos en
condiciones de definir el nicleo generalizado de Cauchy
1w (7)

e.(7) == S w(r) = w()’ T # 2, (3.15)

Ow(T)
or

donde w, =
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El nicleo de Cauchy Generalizado posee la siguiente propiedad empleada frecuen-
temente [7]:

Dados z1, 20 € C, 21 # z3 se cumple
lw(z1) — w(z2)| ' < ez — 29| (3.16)

donde ¢ es una constante que solo depende de gq.

La identidad de Green puede ser formulada en la teoria de funciones hipercom-
plejas de la siguiente manera |9

/ Fodw = i / w. (fDg + gDf) dO,
Y

Q+

donde f y ¢ son funciones continuamente diferenciables en Q*, continuas sobre Q+
y dw = wzdz + w,dz. Puesto que wz + qw, = 0, para 7 € v podemos escribir

dw(t) = iw,(7)(n(r) + 7(7)q(7))ds,

donde n(7) representa el vector unitario exterior normal a -y en el punto 7 y ds es el
diferencial de longitud de arco.

Podemos simplificar la notaciéon considerando n,(7) como una funciéon Douglis
valuada la cual cumple n,(7) = n(7) + 7(7)g(7). Més atn |n,(7)| < c.

La identidad de Green podria escribirse entonces como x

/U)Z(T)f(T)nq(T)g<T) dw = z'/wz (fDg + gDf) d+.

R Qt

Sean z € QF, B_(z) la bola cerrada centrada en z con radio ¢ > 0. Tomemos
Q. :=QT\B_(z). Aplicando la identidad de Green y eligiendo

1 1
ST ETe))

se sigue
/ e, (T)ng(r)g(7) ds — / e (7)ng(r)g() ds = / e.(r)Dy(r) d*
R 9B. (2) Q.
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Si e = 0 tenemos

/BZ(T)nq(T)g(T) ds — / e.(T)Dg(7) dQ" = g(2). (3.17)

2l a+

De forma analoga para z € 2~ se cumple

/6Z(T)nq(7')g(7') ds = / e.(1)Dg(T)dQ". (3.18)

v Q+

De (3.17) (3.18) y obtenemos la formula integral de Borel — Pompeiu

/62(T>nq(7)g(7) ds_/ez(T)Dg(T) ds = {9(2), z e Qf

0, z € QO
vy Q+

en el caso particular de considerar ¢ hiperanalitica tenemos la férmula integral de
Cauchy.

q(2) :/GZ(T)nq(T)g(T) ds, z e Q. (3.19)

Y

3.2. Operadores integrales de Cauchy

Puesto que en general los problemas con valores en la frontera se han considerado
hasta ahora en curvas cerradas, el objeto de nuestra investigacion seran los operadores
integrales de Cauchy (llamados asi pues estos operadores estan asociados a un ntcleo
de Cauchy), cuyas integrales se calculan en curvas semejantes. Los trabajos previos a
esta tesis fueron realizados por Bory et al en [217 | entre otros, en los cuales describen
dos tipos de operadores integrales de Cauchy para curvas del tipo Carleson.

3.2.1. Integral del tipo de Cauchy

La integral del tipo de Cauchy ha sido estudiada por diversos autores a lo largo
de la historia pues presenta una solucion a los problemas de frontera. Para funciones
hiperanaliticas (3.19) es conocida como férmula integral de Cauchy, pero si ahora
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tomamos una curva rectificable de Jordan dispuesta integramente en la parte finita
de C, y ademés f € C(v) tenemos

C.f(2) = / e(T)ng(T) f(7)ds, = &7,

Y

llamada Integral del tipo de Cauchy.

Proposicion 6. |? | La integral del tipo de Cauchy C._ f es una funcion hiperanalitica
en C\ v y se anula en infinito.

Denotamos por Cj f(t), t € 7 los valores limite de la Transformada de Cauchy (si

. . +
es que existen) cuando z se aproxima a t desde .

Terminaremos esta seccion con el siguiente hecho, que seré esencial para el curso
del trabajo

Lema 4. Sean ¢ € ®,,0<a<1lyf € H_(v), dondey es la curva a — Carleson.
Dado ¢ € (0,d] se cumple la siguiente estimacion

Demostracion.

[ amina) (1) = @y as| < [l (70) - s(©)] ds

Ve (t) Ve (1)

dadas las condiciones del nicleo de Cauchy hipercomplejo, que |ny(7)] < ¢y
[ € H,_(7) se tiene que

R(e)

/ e (T)ng(7) (F(7) — F(£)) ds| < / w (=),

|7 — ¢
Ve (t) Ve (t)
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por el Lema 1 tenemos que

R() < c / “ <T)d9t(7) <e / p(r) dr

IA
o
—
5
2
Q
\]
IA
o
—
AS)
Q
S
IS
\1

]

Obsevacion. En vista del Lema 4, la familia {R(¢)} .., converge a cero, cuando € — 0,

independientemente de t.

e>0

3.2.2. Integral singular

El Teorema 2 puede ser extendido al caso de curvas suaves [22], pero si a una
curva 7y se le permite tener esquinas, entonces la integral singular S 1 no es una
funcién continua sobre . Ciertamente, si denotamos al salto en el angulo tangente
en el punto de la esquina t € v por w(t), es claro que w(t) # 0. Usando el teorema

w(t)

integral de Cauchy se verifica que S_1(t) = 1— ==,t € 7. La manera de salir de esta

dificultad sera introduciendo una nueva integral singular de Cauchy dada por

F(t) = % / wdw F(). (3.20)

sin embargo se puede notar que para el caso donde v es una curva suave entonces la
integral singular coincide con la definicion usual.

Sea f € C(v), el operador integral singular de Cauchy se define como

S.1() =2 [ a(nnr)(f() - fO)ds+ 1(0), ten  (32)

5
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en donde la integral que se define en el operador S_ tiene que ser tomada en el
sentido de valor principal Cauchy, con las condiciones del Lema 4 la integral singular
S. esta definida para todo ¢ y define una funciéon continua sobre «y, por ser limite
uniforme de funciones continuas.
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Capitulo 4

Propiedades de Continuidad y
Acotamiento

“La esencia de las matemdticas no es hacer las
cosas simples complicadas, sino hacer las cosas
complicadas simples.”

S. Gudder

4.1. Acotamiento de la integral singular

El problema del acotamiento del operador integral singular, ha sido estudiado
por un grupo prominente de matematicos, ente otros, A. P. Calderon, Y. Meyer, R.
Coifman, A. McIntoch, G. David, P. Matitla y S. Semmes.

Siy es una grafica de una funcion de Lipschitz, el acotamiento de operador singular
integral fue probado primero en 1977 por Calderon, para curvas con una constante
Lipschitz pequena y extendido al caso general en 1982 por Coifman, Mclntoch y
Meyer [23]. David |24] demostré que el operador singular integral es acotado si y s6lo
si v es una curva Carleson todo lo anterior en el contexto de funciones LLP.

Por otra parte Bory et al en [21] estudiaron el acotamiento de la integral singular
para el caso de curvas Carleson sobre funciones continuas generalizadas de Holder.
Entre otros estudios realizados sobre curvas no rectificables.
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Tomando las condiciones dadas sobre espacios generalizados de Holder tenemos
la siguientes proposiciones para curvas « — Carleson.

Teorema 11. Sean ¢ € ®,, 0 <a <1y f € H_(y) donde vy es una curva a —

Carleson entonces S_ f es acotado sobre H,,,, ademds

1S, flia,, < ellflla,,

o(t)

tl—a :

donde @, (t) =

Demostracion. Sean f € H_(7) y ti,t2 € I' tal que |t; —t3| = 2v < d, entonces

S, (1) — S, f(ts) = 2 / e (Tng (7) (f(7) = F(t2))ds — / b1y (P)g (r) (f(7) — f(t2))ds

+  f(t) — f(t2).

Puesto que v = 7, (t1) U7, (t2) U\ (7 (t1) U (t2)),

entonces para ¢ = 1,2 tenemos que

N (t1) Vv (t2))

N J/

Por otra parte podemos observar que
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N (t

De donde se tiene

S, f(t) =S, f(t2) = 2

NI

U (t2))

e (T)ng(T)(f(t2) = f(t1))ds.
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Ahora procederemos a realizar estimaciones sobre los sumandos C!s, comencemos
con (' y Cy simultaneamente:

w, (I = 1)

ds, 1=1,2.
T—tk|

T (tk) Tv (tk)

Pues |n,(7)| < ¢y la propiedad (3.16) del nucleo de Cauchy hipercomplejo, por
otra parte

_ |1 Wi, (1) Wi, (1) |t — 1
e () = e (m) = 57 (W(t) — W) W) - W(@))’ =l -l

Por lo que

G5 < / |en (T) = e (T)lIng(MI(f (1) = F(t))lds

N (t1)U7, (£2))

w, (|IT—1
< clti—t| / r=tl)

|T—t1||7'—t2|

N (F1)U7, (82))

si |1 —t1] < |7 — to| entonces

o =t _w, (7=t

|T—t1||7'—t2’ - |T—t1|2

Por otro lado como w; € ®, entonces

w, (T —tal) _ w, (7~ taf)

|T—t1||7’—t2| o |T—t2|2 ’

ademas como Y\(v, (1) U7, (t2)) C v\, (tx) k = 1,2 tenemos:

s (T —til)
|03|<Z/ |T_tk|2 V.

v\% tr)
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Por el Lema 4 obtenemos

cls | |et2<><>||f<f—t1>|ds<cw<|7—h|>§cw,.('““'),

2
Ny (F1)U,, (t2)

puesto que

3
7=t S |7 —ta] + [t2 = ta] < S[t1 —to| para T €7, (t2)

asi pues v, (t2) C v\, (t1), luego

G| = /Ietl(T)llnq(T)llf(T)— f(t)lds

¥ (t2)
S |t2 tll / ’) dT
|t2 — tlHT — t1|
Y (t2)
< |t2 tll / ‘7_ _ t1|2 dT‘
Y (t2)

similarmente ocurre

w, (|IT—1
Col < ¢ |t — 1] / wpllr =),

|T — t2’2
¥, (t2)

finalmente

lg —1
Co| < w, (Jta—t]) < 2w, (’22—1') ,

por lo tanto

2
5.7t =8, < e JIE e T
=1

|7' —tk| |7' — tk|2
'Yu(tk) ’Y\’Yu(tk)

|t — ¢
+ Cw, (T .
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w, (9)
5

Como vy = v,(t) y aplicando el Lema 1 a

Sy f(t1) =S, f(t2)] < ¢ /wa(T)dG(T) + V/wa(QT>

0 v

do(t) + w, (v) |,

como el miembro derecho de la desigualdad anterior representa una funcién no de-
creciente en la variable v tenemos

2v d
S,/ (t1) =Sy f(t2)] < ¢ /WfT(T)dQ(T) + 2”/ WfT(;—) do(t) + w, (2v)

Tomando en cuenta que v es una curva « — Carleson se desprende que

£

ws () <c /wf—md—T +€/dwf(7)d—7+ w, (e) |

T Tl—a 7—2 Tl—a
0 €

ademés dado que f € H_(7), entonces

w, (@) < /1L, =€ (0.,

asi pues

€ d
o(T) dr o(T)dr
oo O <Nl e [ERT + e [ G0+ w6,

0 £

ademaés como

w, () < /SSO"‘T(T)CZT,

entonces
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£

d
ey @ Wl e | [ 2 ar 4 e [20ar)

0

ya que ¢_ € &, obtenemos

we; () < cllf 0. (&),

Por otro lado

T

d
5,501 < clfll, [ 2 dr w151 < el
0

del desarrollo anterior concluimos

1S, flls,, <clflls, — 7€(0,d] (4.1)

Lo que prueba que el operador S_ es un operador acotado sobre H,, (7).

Corolario 1. Dado ¢ € ®, si f € H_(v), donde vy es una curva Carleson, entonces
S. [ es acotado sobre H (7), es decir

1S, fllae, < cllfll,,

mds ain S es un operador invariante, i. e., S_ : H _(v) = H (7). O

Demostracion. Sip € ®_, tomando o = 1 entonces ¢, = ¢. Aplicando directamente
el teorema anterior se obtiene la demostracion del corolario. OJ

4.2. Formulas de Sohotski—Plemelj.

Babaev y Salaev [25] entre otros, realizaron estudios sobre la posible extension
continua del operador integral de Cauchy (desde el interior Q y desde el exterior
27) asi como la caracterizacion entre el acotamiento del operador singular integral
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y la existencia de los valores limite del operador mencionado. Por lo que el estudio
de existencia de los valores limites del operador integral de Cauchy debe ser llevado
a una apropiada forma que garantice la continuidad del valor principal de la integral
singular.

La existencia de los valores limite del operador integral de Cauchy son bien co-
nocidos para el caso donde v es una curva suave a trozos o simplemente suave y la
funcion f € C%%(v)( el espacio de funciones continuas de Holder). Las aproxima-
ciones cléasicas para este tipo de estudio fueron realizados por Muskhelishvili [22] y
Gakhov [10]. Mientras que estudios més complejos sobre curvas rectificable fueron
realizados en [217 | donde analizan funciones continuas generalizadas de Holder sobre
curvas del tipo Carleson, asi como para curvas no rectificables [26].

Comencemos por definir el siguiente operador, dada f € C(7)

C5(fit,2) = C, f(2) - /et(T)nq(T)(f(T)—f(t))d8+(2—k)f(t) k=12,

Y\ve (t)

z € QF respectivamente, ademés t € v, € (0, d].

Lema 5. Sea f € C(7), |z —t| < 5, entonces para k = 1,2

k 0i(c) TG
£4(02) < o | 5w )+ = =l [ 2 dne)

Demostracion. Notemos que en
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LE(f.t2) = C f(z) - / (e(7) = ex(7) + (7)) g () (f(7) — f(#))ds — (2= k) f(#)

’Y\"/e (t)

— C.f(z) - / . (T)ng(7) (F(7) — £(t))ds
/—L
s [ (el - amyn ) - o) - 2= D0,
Y\7e (1)
de donde

B = C.f(z) - / e ()g(7)(f(7))ds + / - (T)ng(7) (£(£))ds
Y\ve (T) Y\ e (t)
- / e (7)ng(7) £ (r)ds + / . (T)ng(7)(F(£))ds

Ve (T) e (1)

J/

-

1

El valor I esta intimamente relacionado con la ubicacion de z, pues si z € W, I =
f(t) y es cero de lo contrario. En ambos casos I + J = 0. Por lo tanto

P

N

LEfitz) = | elTIng(7)f(T)ds + / e(T)ng(T)(f(T) = f(#))ds -

Ye (7) Y\e (1)

Como wy es una funciéon no decreciente y |7 —t| < e parat € v_(t), tenemos

-t
|| <c / Mdsgcwf ()

7= 2|

Te(t)
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ademés ( 0
w T —
LI <Clz—-t I dh, (7).
pl<Cle—i [ e
Y\ve (¥)

Como |17 —t| > €/2 para todo t € v\7.(t) por lo tanto |7 — t| < 2|7 — z| tomando
en cuenta esto y el lema 5 tenemos

d
L] < C |z —t|/“f§§5) do, (7).

Teniendo asi la estimacién deseada.

Obsevacion. Del lema (5),si ¢ € @,y f € H_(v), siendo v la curva o — Carleson,
entonces

d
LM (f.t.,2)| <c iwf (5)—|—€/wf (5)d9t(g) ,

p(z,7) &2
similarmente
d
e w,(e) w; (€)
L) <o | U e [ SR ).
entonces

1Lt 2l < ell fllaw,
ademas ¢ € ®_ tenemos que

3 . wzgf)

LUfote, 2] < cll Fllu, o de

&€

Teorema 12. Sean ¢ € @, sea f € H_(7) donde v es una curva o — Carleson,
entonces, C_ f(t) tiene valores limite Cff(t), y se cumplen las formulas

Cr= (S, f(t) £ f(t) Vtenr.

N | —
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Demostracion. Sea t un punto fijo de v,z € Q. En adelante tomaremos |z —t| = ¢
entonces se cumple la siguiente condicion

C.1() =5 (SO +1(0) = L2~ [ alrng(r) (F(7) = Fie)ds
Ve (¥)

3 (8,76 = ,50) + 5(F(t ),

N | —

entonces

C.1G) = 5 8,00+ 10)] < LU+ | [ (@) (76) - Fwyas

+IS,f(t) =S, FOI+ (1) = ()] (4.2)

En vista de la observaciéon de lema 4, de la continuidad del operador S y que
f € H_(v). Tenemos que

C.1) = 5 5.7+ F)| 0 (43)
cuando z — t. Por lo tanto
lim . f(2) = 5 (8,7(1) + /(1) =€ Q" (4.4
de manera anéloga podemos demostrar que
lin C. 1 (=) = 3 (S,7(6) ~ /(1)) =€ (4.5)

De las ecuaciones (4.4) y (4.5) garantizamos la existencia de los valores limite Cf.

Corolario 2. Sea ¢ € ® tal que f € H_(7) y v es una curva Carleson entonces,
C, f(t) tiene valores limite C*f(t), y se cumplen las formulas

CH= L (S.f( £ (1) Vi e

Demostracion. Si ¢ € ®_ y tomando a = 1 entonces ¢, = ¢. Aplicando directa-
mente el teorema anterior se obtiene la demostraciéon del corolario.

]
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Conclusiones

“St la gente no cree que las matemdticas son
stmples, es solo porque no se dan cuenta de lo
complicado que es la vida.”

John Louis von Neumann.

EL operador de Douglis resulta ser una generalizacion de operador de Cauchy —
Riemann complejo, el cual lleva un sistema de 2r x 2r ecuaciones con 2 variables
independientes a una simple ecuaciéon hipercompleja y no solo eso también permitio
crear la teorfa de los operadores de tipo de Cauchy que pertenecen a la médula de
los problemas de la teorfa de funciones con valores en la frontera.

También cabe aclarar que el estudio de las propiedades de continuidad y acota-
miento de los operadores del tipo de Cauchy es ya de interés tradicional sin contar
todas las aplicaciones que se desprenden de ellos, asi mismo estudiar la clase ® per-
mite llevar las propiedades de continuidad y acotamiento a un ambiente de teoria de
aproximaciones ya conocido.

Es importante notar que en el trabajo se dan tanto ejemplos no triviales de la
clase de curvas a — Carleson como de la clase ®_ que muestran que las clases son no
vacias, pues no basta con crear un conjunto y dotarlo de propiedades.

La metodologia del desarrollo de los teoremas aqui expuestos se basa en los traba-
jos previos de Salaev, llevados al contexto hipercomplejo por Bory et. al., que resultan
de la relacion de la clase ®_ con las curvas o — Carleson. Asi como los trabajos de
Bears, Vekua y Pholozii permitieron a Douglis trabajar con sistemas de ecuaciones
mas complejos.

Finalmente, se explor6 una clase de curvas mas amplia que la clase de Bari—
Stechkin.
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