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Resumen

Consideremos la ecuacion de Schrédinger unidimensional con un potencial ¢ que tiene una parte regular
expresada por una funcién acotada con soporte compacto, v una parte singular expresada formalmente en
términos de distribuciones con soportes puntuales, tales como distribuciones § o ¢’'. A partir de este tipo
de potenciales se obtienen extensiones auto-adjuntas del operador de Schrédinger que incluye tinicamente
la parte regular ademas de ciertas condiciones en la frontera puntuales correspondientes a las interacciones
puntuales, que se pueden representar de forma matricial.

A partir de las extensiones auto-adjuntas v de las condiciones en la frontera puntuales se obtienen opera-
dores no acotados cuyo espectro discreto representa las energias de los estados ligados del sistema cuantico
descrito por este operador. El calculo del espectro discreto del operador unidimensional de Schrédinger con
potencial que involucra una parte regular y miltiples interacciones puntuales se realiza a partir de una
ecuacion de dispersion mediante, la cual se determina por medio de un método matricial recursivo.

Por otra parte, se analizan los estados de dispersion de este sistema cuantico y se obtienen los coeficientes
de transmision y reflexion de las ondas cuanticas que interactiian con potenciales de este tipo. Con el objetivo
de determinar estos coeficientes se introducen las matrices de monodromia y se desarrolla un método matricial
a partir del cual se obtienen expresiones explicitas para los coeficientes de reflexion y transmision, las cuales
involucran el calculo de soluciones de la ecuacién de Schridinger.

Para el calculo de tales soluciones se emplea el método SPPS, el cual conduce a expresiones en forma
de series de potencias del parametro de la energia. Esto da como resultado expresiones explicitas para las
matrices de monodromia las cuales admiten una implementacion computacional directa lo cual da lugar a
métodos numéricos para el cilculo de los problemas de transmisién en barreras de potencial arbitrarias con
interacciones puntuales.

Palabras clave: Ecuacion de Schrodinger, potencial singular, potencial regular, condiciones en la frontera
puntuales, método matricial, matrices de monodromia, método SPPS .






Abstract

Let us consider one-dimensional Schrodinger equation with a potential ¢ having a regular part expressed
by a bounded function with compact support, and a singular part formally expressed in terms of distributions
with point support, such as § or ¢’ distributions. In order to deal with the singular part of the potential,
self-adjoint extensions are obtained from the Schridinger operator which includes only the regular part plus
certain point conditions corresponding to the point interactions, which can be represented in a matrix form.

From the self-adjoint extensions and from the point conditions, we obtain unbounded operators whose
discrete spectrum represents the energies of the bound states of the quantum system described by this
operator. The calculation of the discrete spectrum of the one-dimensional Schrédinger operator with a
potential involving the regular part and multiple point interactions is made by means of a dispersion equation,
which is determined from a recursive matrix approach.

On the other hand, the dispersion states of this quantum system are analyzed, and the transmission and
reflection coefficients of the quantum waves that interact with a potential of this kind are obtained. In order
to determine these coefficients, the monodromy matrices are introduced and a matrix method is developed
from which explicit expressions for the reflection and transmission coefficients are obtained, which involve
the calculation of solutions of the Schridinger equation.

For the calculation of such solutions the SPPS method is used, which leads to expressions in the form of
power series of the energy parameter. This leads to explicit expressions for the monodromy matrices, which
admit a direct computational implementation, and which give rise to a numerical method for the analysis of
transmission problems that include arbitrary potential barriers with point interactions.

Keywords: Schrodinger equation, singular potential, regular potential, matrix method, monodromy
matrices, SPPS method.
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Capitulo 1

Introduccion

En esta tesis se estudia la ecuacion de Schrédinger unidimensional con interacciones puntuales, tales como
d 0 &'. Donde las interacciones puntuales estaran representadas por una una matriz 2 x 2, v se obtendran
los estados ligados y la relacién de dispersion mediante un método matricial para una, dos, y miiltiples
interacciones singulares.

Se abordara el tema de los estados de dispersién ante multiples interacciones singulares y un potencial
regular mediante las matrices de monodromia.

1.1. Estado del Arte

Los operadores diferenciales lineales de segundo grado aparecen frecuentemente en los problemas de mate-
maticas aplicadas a la fisica cuantica, electrodiniAmica y acustica. Los operadores mas ampliamente utilizados
en estas areas incluyen a los operadores de Schriodinger, de Helmholtz, o de Laplace, por mencionar algu-
nos. Estos operadores se estudian en dominios acotados a los cuales se les fijan condiciones en la frontera, o
en dominios no acotados donde se establecen ciertas condiciones asintdoticas en el infinito, con el objeto de
modelar ciertos procesos ondulatorios. Sin embargo, también es frecuente establecer condiciones puntuales
que las soluciones deben satisfacer para modelar ciertas interacciones puntuales. El estudio de operadores
diferenciales con multiples interacciones puntuales que frecuentemente surgen en problemas en la fisica fue
realizado por Demkov y Ostrovskii [9]. La primera investigacién matematicamente correcta para los ope-
radores con interacciones puntuales fue realizada por Berezin y Feddev [§]. El estudio de operadores con
interacciones puntuales en tres dimensiones fue realizado por Albeverio [10]. Posteriormente los operadores
diferenciales con interacciones puntuales unidimensional fueron estudiados por Kurasov [1], donde su objetivo
fue aclarar las relaciones entre las interacciones singulares y las perturbaciones auto-adjuntas para el operador
segunda derivada. Una de estas interacciones permite representar a la distribucién delta de Dirac, la cual es
ampliamente utilizada en la fisica y puede modelar en mecanica cuantica las interacciones puntuales de las
particulas que forman un cristal, o potenciales localizados en regiones bien definidas del espacio. Otro tipo
de interacciones puntuales que también encuentran varias aplicaciones interesantes es la distribucion ¢’ que
corresponde a la derivada (en el sentido de las distribuciones) de la distribucién de Dirac y que representa
interacciones dipolares. Este tipo de interacciones ha sido estudiada por Coutinho [11].

En un trabajo mas reciente [12], Gadella et al. abordan el operador de Schrédinger con un potencial
con interacciones singulares del tipo —ad (z) + 34’ (z) y obtienen los estados ligados usando la técnica de la
funcién de Lippman-Schwinger Green. En este trabajo se estudian las condiciones en la frontera para una
interaccion puntual tipo d, v posteriormente se establece una extension del operador de Schrodinger para
poder trabajar con interacciones puntuales de tipo d 6 4’, esto es con el objetivo de obtener los estados
ligados de un sistema con una o dos interacciones puntuales. Posteriormente en este trabajo se generalizan
las interacciones puntuales en una matriz 2 X 2, y se obtienen los estados de dispersién mediante un método
matricial para una, dos, y multiples interacciones singulares. En este trabajo se discute la influencia de una
perturbacion del tipo —ad () + 34’ (22) en dos modelos unidimensionales. Uno es descrito por una particula
sujeta a un campo eléctrico constante, con Hamiltoniano H = p? — Fa con F constante, y el otro es el
oscilador arménico. Posteriormente, los mismos autores en su articulo [16] realizan un analisis similar pero



1.2. Planteamiento del problema

cuando la perturbacion singular se aplica a un pozo de potencial rectangular infinito.

L. M. Nieto et al. obtiene resultados sobre potenciales con interacciones singulares para el andlisis de los
estados ligados los cuales sirven como un modelo matematico de metamateriales y para modelos de sélidos
reales en fisica del estado solido [14]. Para dicho estudio se necesitaria modelar dichos potenciales singulares
junto con un potencial de corto alcance.

M. Gadella et al. en el trabajo [13] estudiaron la ecuacion de Schriédinger unidimensional con un potencial
de tipo ¢ donde obtuvieron los estados ligados y las correspondientes energias, de igual forma obtienen
expresiones para los coeficientes de reflexién y transmisiéon de este sistema cuéntico. Por otra parte, Fatih
Erman y M. Gadella en su articulo [17] dan una revision del espectro de estados ligados con potenciales que
incluyen N deltas de Dirac unidimensionales convirtiendo la ecuacién de Schrodinger Hi = 1) independiente
del tiempo que describe los estados ligados en un problema de eigen-valores para una matriz Hermitiana de
N x N. Una vez formulado el problema como uno de valores propios de dimension finita, mostraron que existen
como maximo N estados ligados para N interacciones, donde usaron el teorema de Feynman-Hellmann. El
proposito de este articulo fue mostrar que a diferencia de las degeneraciones que aparecen en los estados
ligados, se daba una prueba elemental de que el estado fundamental no es degenerado y que la funcion de
onda del estado fundamental siempre se puede elegir como real y estrictamente positiva.

1.2. Planteamiento del problema

La ecuacién de Schrodinger es una ecuacion fundamental en la fisica-matemética que representa el com-
portamiento de una particula cuantica no-relativista. Ademés del ambito cudntico esta ecuaciéon aparece
frecuentemente en los problemas de propagacion de ondas actisticas, eléctricas y electromagnéticas que se
presentan frecuentemente en las areas de la ingenieria eléctrica tales como la electromnica y el electromagnetis-
mo, v en areas de la fisica como la acustica. Por ejemplo, si se considera la ecuacion de Helmholtz en R?, que
describe la propagaciéon de ondas en el estado estacionario en el espacio, y si se aplica el método de Fourier de
separacion de variables o la transformada de Fourier con respecto a algunas coordenadas espaciales se puede
llegar a una ecuacion unidimensional de Schrédinger. Por lo tanto, las técnicas de solucion que se desarrollen
para los problemas en el ambito cudntico pueden ser utilizados en diferentes problemas, por ejemplo, en los
problemas de propagacion de ondas en guias de ondas electromagnéticas, eléctricas y actsticas; en la pro-
pagacion de ondas cuanticas en estructuras cristalinas tales como los semiconductores; y otros problemas de
interés. Cabe resaltar que la bisqueda de soluciones de la ecuacion de Schrodinger no es un problema trivial
va que incluso para funciones potenciales suficientemente suaves no existen soluciones generales, y s6lo ante
pocos potenciales existen soluciones cerradas exactas.

En este trabajo se considera la ecuacion de Schrédinger unidimensional estacionaria libre de unidades
para una particula masiva que interactiia con un potencial singular con soporte en varios puntos discretos,
as{ como con un potencial regular acotado. Los estados ligados de estos sistemas cuanticos se caracterizan por
las energias permitidas del sistema, las cuales se calculan a partir de los ceros de una ecuacién de dispersion
que se obtiene de forma explicita por medio de relaciones matriciales para el caso donde se consideran N
interacciones puntuales. Por otra parte los estados de dispersion de los sistemas cuanticos que comprenden
tanto potenciales regulares como potenciales singulares puntuales se analizan en la presente tesis por medio
del uso de las matrices de monodromia, las cuales permiten obtener expresiones explicitas para los coeficientes
de transmisiéon y reflexion del mismo sistema cuéantico.

El método abordado se basa en representar las condiciones en la frontera en los puntos de discontinuidad
en forma matricial. A su vez esta representacién matricial permite generalizar las condiciones en la frontera
puntuales. El enfoque matricial permite considerar las interacciones puntuales como extensiones auto-adjuntas
de clertos operadores no acotados con la variable independiente definida en todos los puntos menos en
aquellos donde las interacciones se encuentran localizadas. Esto permite analizar sistemas cuanticos cuando
se consideran potenciales singulares como la delta de Dirac o su derivada por medio de ciertas interacciones
puntuales a las que se someten las soluciones de la ecuacién de Schrédinger. La importancia de los potenciales
puntuales, tal como la delta de Dirac o su derivada, radica en que representa una condicién altamente
idealizada donde el potencial se encuentra localizada en una regién puntual del espacio. El potencial delta
de Dirac conduce a expresiones cerradas de las soluciones de la ecuacion de Schrodinger cuando el potencial
regular es nulo. Sin embargo para potenciales regulares arbitrarios representados por funciones acotadas
continuas a trozos es necesario emplear otras técnicas como el método SPPS [7].
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Capitulo 1. Introduccién

Por lo que finalmente se estudia un potencial de corto alcance con dos interacciones puntuales, donde se
determina la relaciéon de dispersion en términos de series de potencias usando el método SPPS y se logra
generalizar el método para un potencial con multiples interacciones puntuales y un potencial regular mediante
las matrices de monodromia. Nosotros obtenemos dichos coeficientes mediante el método matricial, el cual
estd generalizada para un potencial § o ¢’ 0 una combinacion lineal de ambos.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

El objetivo de esta tesis consiste en estudiar los estados de sistemas cuanticos descritos por la ecuacion de
Schrédinger unidimensional con potenciales que involucran una parte regular asi como multiples interacciones
puntuales. Se analizan los estados ligados y la relacion de dispersion que define las energias de tales estados
mediante un método matricial. Ademaés, se analizan los estados de dispersién v se caracterizan los coeficientes
de transmision y reflexion por medio del uso de las matrices de monodromia. Se considera la implementacion
computacional a partir del uso del método SPPS para el calculo de las soluciones de la ecuaciéon de Schrédinger
con potenciales regulares acotados.

1.3.2. Objetivos particulares

En forma especifica, los objetivos de la tesis son los siguientes:

s Obtener las condiciones en la frontera puntuales que establecen las interacciones puntuales tipo § o &'
en el marco de la ecuaciéon de Schrodinger unidimensional.

= Representar las condiciones en la frontera puntuales en forma matricial.

= Obtener las condiciones que hacen que el operador no acotado de Schrédinger sea auto-adjunto en el

espacio de Hilbert L2 (R).

= Analizar los estados ligados para la ecuacion unidimensional de Schrédinger con potenciales que incluyen
una parte regular y miltiples interacciones puntuales.

= Obtener la ecuacion de dispersion que define las energias de los estados ligados por medio de métodos
matriciales.

= Analizar los estados de dispersion para la ecuacién unidimensional de Schrodinger con potenciales que
incluyen una parte regular y multiples interacciones puntuales.

= Introducir las matrices de monodromia para representar las soluciones de la ecuaciéon de Schrédinger
ante miltiples interacciones puntuales.

= Obtener los coeficientes de transmision y reflexion de la ecuacion de Schrédinger ante multiples inter-
acciones puntuales en términos de las matrices de monodromia.

= Usar el método SPPS para la obtenciéon de soluciones de la ecuaciéon de Schréodinger con potenciales
regulares acotados.

= Representar los coeficientes de transmision y reflexion mediante series de potencias del parametro de
la energia por medio del método SPPS, ante multiples interacciones puntuales y un potencial regular.

= Disenar la implementacion numérica del método matricial y SPPS desarrollado en esta tesis para el
calculo de los coeficientes de transmisién y reflexién.



1.4. Contenido de esta tesis

1.4. Contenido de esta tesis

En el Capitulo 2 primero se consideran algunas notaciones que se utilizaran durante el trabajo, posterior-
mente se obtienen las condiciones en la frontera al considerar potenciales singulares, tales como d o §’ en el
ambito de la ecuacion de Schridinger unidimensional. Finalmente, en este capitulo se justifican las condicio-
nes que hacen que el operador de Schrédinger sea auto-adjunto en L? (R). Con base en las condiciones en la
frontera deducidas del capitulo anterior, en el Capitulo 3 se consideran potenciales singulares atractivos en
el ambito de la ecuacién de Schrodinger unidimensional y se obtiene la ecuacion de dispersién para los esta-
dos ligados que definen sus correspondientes energias. La forma en que se obtiene la ecuacion de dispersion
consiste del uso de un método matricial que puede aplicarse recursivamente cuando se consideran multiples
interacciones puntuales. Por otra parte, en el Capitulo 4 se consideran potenciales singulares repulsivos ambos
singulares y regulares, y se analiza el problema de transmisién a través de una barrera de potencial que incluye
interacciones puntuales, con lo cual se obtienen los coeficientes de transmision y reflexion correspondientes
usando métodos matriciales. Finalmente, en el Capitulo 5 se estudia el problema de transmisiéon ante una
barrera de potencial regular de corto alcance con interacciones puntuales, pero en este caso el analisis se
realiza mediante el uso de las matrices de monodromia. A lo largo de esta tesis, la obtencion de soluciones de
la ecuacion de Schridinger para potenciales regulares se realiza utilizando el método SPPS, lo cual conduce
a un método numérico efectivo para los problemas de transmisién aqui considerados.

1.5. Aportaciones de esta tesis

Dentro de las aportaciones que se obtuvieron en esta tesis se puede mencionar la representacién matricial
de las soluciones, el uso de matrices de monodromia para representar a las soluciones en los problemas
de transmision la representacion recursiva de las matrices para el calculo de los coeficientes de reflexion
y transmisién, y la representacién en series de potencias del pardmetro de la energia de las matrices de
monodromia. Los resultados obtenidos en esta tesis se presentaron en foros especializados en los cuales se
mostraron avances de este trabajo. Los foros mencionados fueron los siguientes:

1. 50 Congreso Nacional de la Sociedad Matematica Mexicana, realizado del 22 al 27 de octubre de 2017, en
las instalaciones de la Universidad Nacional Auténoma de México, Ciudad Universitaria, con la ponencia
presentada: “Cllculo de los coeficientes de reflexidn y transmision ante interacciones puntuales”.

2. XVI Congreso Nacional de Ingenieria Electromecanica y de Sistemas, realizado del 13 al 17 de noviembre
de 2017, en las instalaciones del Instituto Politécnico Nacional, Ciudad de México, con la ponencia
presentada: “Andalisis matricial de los estados de un sistema cudntico con potencial singular”.

Las constancias de participaciéon se anexan al final de esta tesis.



Capitulo 2

Condiciones en la frontera para
potenciales con soporte puntual

En este capitulo vamos a considerar potenciales singulares en el ambito de la ecuacién de Schrédinger
unidimensional y vamos a obtener las condiciones en la frontera que introducen tales potenciales en los puntos
de singularidad. Para obtener tales condiciones en la Subseccion 2.1 introducimos algunas notaciones que
vamos a ocupar a lo largo del trabajo. En la Subseccion 2.3 describimos las condiciones en la frontera para un
potencial singular tipo delta de Dirac a partir de la integraciéon de la ecuaciéon de Schriédinger en una vecindad
que rodea dicha singularidad, posteriormente en la Subsecciéon 2.4 se obtienen las condiciones en la frontera
asociadas a un potencial singular que incluye ademas la distribucién delta prima de Dirac, utilizando la teoria
de las distribuciones y se presenta una extension del operador de Schridinger para trabajar con funciones
discontinuas, lo que nos lleva a la Subseccién 2.5 donde se obtienen las condiciones en la frontera para un
potencial singular con mas de una interaccion puntual localizadas en diferentes puntos. Finalmente en la
Subseccion 2.6 se justifican las condiciones que hacen que el operador de Schrédinger sea auto-adjunto.

2.1. Notaciones

Denotemos por
Do Hlel

R
el operador diferencial de orden |a| := o) +- -+ «,, donde o := (ay, - ,a,,) es un multi-indice. El conjunto
de funciones f junto con sus derivadas D f (x), || < p (0 < p < o0) en una regién §2 C R™ forman una clase
de funciones denotada por C? (£2). Por C*° (€2) denotamos a la clase de funciones continuamente diferenciables
en () C R", mientras que C§° (£) denota al conjunto de funciones continuamente diferenciables con soporte
compacto en £} C R"™.

En la biisqueda de soluciones de la ecuaciéon de Schrédinger se tiene que establecer el espacio funcional
apropiado. Denotamos por L? () al espacio de Hilbert que consiste de funciones medibles f tales que la
integral

[|f<x}\2dx <o
0

existe en el sentido de Lebesgue. Este espacio puede ser usado para describir la densidad de probabilidad
de las particulas cudnticas localizadas en una region de 2 C R?, en cuyo caso la integral anterior tiene que
ser igual a la unidad para que tenga el significado de probabilidad; o la densidad de energia de los campos
electromagnéticos en 2 C R3.

Denotemos por L™ (£2) el espacio de todas las funciones esencialmente acotadas en €, es decir, el espacio
L2 () consiste de todas las funciones f medibles en ), tales que existe un nimero positivo 0 < M < oo,
para el cual casi en todas partes se cumple

f(x) <M, aec ze.



2.2. Ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo

Definimos una norma para f en el espacio L () como el infimo de todos los posibles valores de M que
satisfacen la desigualdad anterior. Esta norma se representa por || f|| (g, 0 por || f||, la cual se llama algunas
veces el supremo esencial de f .

Por otra parte, considere el espacio de Sobolev H™ (Q) := {_f eL*(Q): Dofe L2(Q), |of < m}, donde
2 C R"™ es una region de R™, Resulta que H?(Q) también es un espacio de Hilbert el cual garantiza la
suavidad de las funciones asi como de sus derivadas parciales hasta de segundo orden, por lo cual este espacio
resulta mas apropiado para abordar los problemas que incluyen interacciones puntuales que seran abordados
en esta tesis.

En este trabajo usaremos las notaciones

u(zf) = E1_1’}r(r)1+u(:co+e) =u(zo+0),
u(xy) = lm u(zg—€) = u(zy—0),

e—0t

para representar los limites laterales de una funcion u alrededor del punto .

Denotemos por % = % (R™) el conjunto de funciones de prueba, es decir, el conjunto de funciones
continuamente diferenciables en R™ con soporte compacto. Definiremos la convergencia en % como sigue: la
secuencia de funciones @, pa, - € & convergen a una funcién ¢ € Z (lo cual se denota como ¢, — @ en
% conforme k — o0) si: (a) existe B > 0 tal que suppyy C Ug, donde Uy es una vecindad de radio R con
centro en el origen; (b) para cada multi-indice o = (avq,-- - , ) se cumple que

D%pp () = D¢ (), xeR", k—oc.

A cada funcional lineal continuo en el espacio de las funciones de prueba & se le conoce como funcion
generalizada (también conocida como distribucidn) en el sentido de Sobolev-Schwartz. Denominaremos por
7' = ' (R™) al conjunto de todas las funciones generalizadas en R". Denotaremos como f () al efecto
de la funcién generalizada f sobre una funcién de prueba ¢ € Z. Definiremos la convergencia en %’ como
sigue: sea f1, fz, -+ € %’ una secuencia de funciones generalizadas, decimos que esta secuencia converge a la
funcion generalizada f € 2, si f () — [ () conforme k — oo, para cualquier funcion de prueba ¢ € 2.
Lo anterior se denota como fr — f en %' conforme k — co; esta convergencia es llamada convergencia débil.

2.2. Ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo

Sea una particula cuantica con masa m que se mueve en un campo de fuerza externo con potencial V (z).
Denotaremos por W (z,t) a la funcion de onda de esta particula, tal que |V (z, it)|2 dz es la probabilidad de
que la particula esté en un vecindad dx del punto x, en un instante de tiempo ¢. Entonces la funcion ¥
satisface la ecuacion de Schrédinger dependiente del tiempo

v h?
ih— = ——AV+ VU 2.2.1
ot 2m ( )
donde i = 1,055 x 1073% Js es la constante de Planck reducida, y /A representa el operados Laplaciano.
Otra forma de representar la ley dinamica que gobierna |V (z, t)|2 es por medio de la ecuacidon de conti-
nuidad. Esta ecuacién proporciona informaciéon adicional sobre la dinamica del sistema cuantico, por lo que
es util considerarla como una alternativa a la ecuacién de Schrodinger. La ecuacién de continuidad se lee
como

0 .
5PtV G=00 pywt) = (1), (22.2)
donde

h
j(z,t) = — (¥*VV¥ — 'V~
jt) = 5 )

se conoce como la corriente de densidad de probabilidad. En la expresién anterior W* representa el complejo
conjugado de W, y V corresponde al operador Nabla. La interpretacion fisica de (2.2.2) es la conservacion de
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Capitulo 2. Condiciones en la frontera para potenciales con soporte puntual

la probabilidad, lo que significa que si hay un cambio en la densidad de probabilidad p, en el tiempo, en una
region delimitada del espacio, debe existir una densidad de probabilidad j que fluye hacia adentro o hacia
afuera de la superficie de la regién dependiendo del signo de la divergencia V - j.

Consideremos las soluciones armoénicas en el tiempo de la ecuacién de Schrédinger, es decir soluciones de
energia F fija representadas por

U (,) = () e EN

Sustituyendo esta solucion en la ecuacion (2.2.1), se tiene lo siguiente

2
i O (6 () P = DA (12 B 4 () ()

al hacer operaciones se obtiene la siguiente igualdad

. | .
El,[) (27) 8—1Et/ﬁ — *Q—B_IEHE’A'@/J (33) TV (33) w (.’,U) e—]Et/ﬁ.‘
m
y al cancelar el término exponencial a ambos de la igualdad se obtiene la ecuacién de Schrédinger indepen-
diente del tiempo

th Vv =F
A (@) +V ()Y () = B (@),

En el caso unidimensional, se puede considerar la ecuacion de Schrodinger libre de unidades

2

_WU (ﬁ) +V (T) L (z) — E,w (m) ’

donde se ha tomado h? = 1 = 2m. La ecuacién esta sujeta a las condiciones en la frontera establecidas por
el potencial V. La presente Tesis analiza las soluciones de esta ecuacién cuando la energia E toma valores
positivos, para diferentes potenciales de interés que involucra interacciones puntuales.

2.3. Condiciones de frontera para un potencial tipo delta de Dirac
Consideremos la ecuacién de Schridinger unidimensional estacionaria libre de unidades (ﬁQ =1= Zm)
d*u (x)

dz?

donde g5 representa un potencial singular con soporte puntual, es decir, un soporte con medida de Lebesgue
cero, v E corresponde a la energia del sistema. Supongamos que el potencial singular tiene soporte en el
punto x = hg, v que esta definido por la distribucion de Dirac

+¢s(@)u(zr)=FEu(x), zeR, (2.3.1)

gs () = ad (x — ho), a >0, (2.3.2)

donde « representa la intensidad del potencial. Este potencial establece ciertas condiciones en la frontera en
el punto x = hy sobre las soluciones de la ecuaciéon (2.3.1), que pueden obtenerse al integrar la ecuacion de
Schridinger en una vecindad (hg — €, hg + £) del punto hg, como sigue

U+Ed2“ (r) ho+s ho+e
— / e do + a [ d(x—ho)u(x)de=E / w(z) da.
ho—= ho—¢ ho—¢
Al realizar la integracién se llega a
ho+e ho+e
_d";gf”) tau(hy) = E / u(z) dz. (2.3.3)
ho—e ho—e




2.4. Una extension del operador de Schrédinger con interacciones puntuales

En el limite conforme & — 0 la integral del lado derecho se anula a condiciéon de que u sea una funciéon
continua en x = hy. En efecto, si u es continua en el intervalo abierto (hg — ¢, hg + €) entonces

hote

E [ u(z)de = 2F: sup w(x) =0, =0

. x€(ho—e,ho+e)
hp—e

Por lo tanto, la ecuacion (2.3.3) se reduce a

—u' (hd) +u' (hy) + au(hy) =0, (2.3.4)

que representa un salto en la derivada de magnitud au (hg). La condicién de continuidad en hg se expresa
matemdaticamente como

u (ho_) —u (ha') =0. (2.3.5)

Las condiciones puntuales obtenidas se pueden expresar en forma matricial como sigue

[u (ha*)} _ [1 0] [U(hn)] _ (2.3.6)

u' (hy) a 1 (v (hy)

2.4. Una extension del operador de Schrodinger con interacciones
puntuales

En la Subseccion 2.3 se obtuvieron las condiciones en la frontera para un potencial singular tipo delta de
Dirac a partir de la integracién de la ecuacion de Schrédinger en una vecindad que rodeaba a la singularidad.
Sin embargo, este procedimiento no permite obtener las condiciones en la frontera asociadas con un potencial
como qs () = 3¢’ (x). De hecho, para tales potenciales, se puede demostrar a partir de otros argumentos que
las soluciones de la ecuacion de Schrodinger son discontinuas, pero sus derivadas son continuas. Por lo tanto,
necesitamos trabajar en el sentido de las distribuciones con funciones que pueden ser discontinuas y calcular
sus derivadas hasta de segundo orden. Para esto necesitamos establecer una extensiéon del operador de Schro-
dinger que permita trabajar con funciones discontinuas. Consideremos el operador formal unidimensional de

Schréodinger
d2
Soulo)i= (g3 + 0 (@) +0.(0) | u(o), rER

donde gp € L% (R) es un potencial regular y g5 es un potencial singular representado por una distribucién
de primer orden 2’ (R) con soporte en el punto 0, es decir

qs () = ad (z) + Bd' (x), a,BeR
Definimos la accién del potencial g sobre las funciones uw como

qsu = au (0)d (x) — fu’ (0)§ (x)

Un dominio Dom (Sy) del operador Sy como un operador no-acotado en L? (R) debe ser tal que si u € L? (R)
entonces Spu € L? (R). Esta condicién se cumple si v € C3° (R\ {0}) = {u € C§° (R) : suppu € R\ {0}},
pero no se cumple para toda w. Por lo que tenemos que considerar una extension del operador &, en algtin
conjunto de funciones discontinuas en (). Sea

Do (R) := O (By) & O (RD)

el espacio de funciones discontinuas en 0 cuyas restricciones en R. y en R_ son continuamente diferenciables,
donde Ry :={z e R: z = 0}.
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Para determinar la accion del operador 8y sobre funciones que pertenecen a Dy (R) necesitamos calcular
las derivas ahi indicadas en el sentido de las distribuciones, y considerar una continuacion de las distribuciones
d v & sobre funciones en Dy (R) como sigue

5y =5 (u(0%) +u(07)),
§ () o= — (o (07) 4 (07)).

Se puede ver que si ¢ € C5° (R) entonces 6 (@) = 6 (¢) y ademas &' (p) = &' (¢) . Sea u € Dy (R), entonces

@) = — "y~ ]y~ [uly &

donde {u"} denota la derivada clasica de segundo orden donde existe y
[u]y ==u (07) —u (07),
W)y =’ (0%) o' (07)

representan los saltos de u y u’ en 0, respectivamente. Para el potencial singular g, actuando sobre funciones
u € Dy (R) llegamos a las siguientes expresiones

qsu = ad (u) + 6’ (u) = % [u (U+) +u (07)] §— g [u" (U*) +u (Uf)} 8.
Por lo tanto al agrupar términos se obtiene lo siguiente
Sou () = — {u"} + g0 (&) u (@)
(= [ () = (07)] + 5 [u(0%) +u(07)]) 8
- B . /

; (_ u (0%) —u (07)] ~ & [ (0%) + o/ (0 )]) 5.

Para que Syu (x) € L? (R) se necesita que ambas ecuaciones
— [w (0%) = (07)] + 5 [u (0%) +u (07)] =0,

[0 (07) ~w (07)] = 5 [ (0%) + (07)] =0

| 2

se satisfagan simultdneamente. Estas ecuaciones establecen una relacion entre u (07) y u (07) y sus respectivas
derivadas que puede expresarse en forma matricial como

- o[

donde Ay es una matriz de 2 x 2 definida como

1 (1—%) -8

Ag= ——
YT e a (1—0‘—*3)

De esta forma el operador no acotado asociado con 8 se define a partir del operador
dQ
Hou(o) = (~ oz + 0 @) (@), 2R\ ).

y de las condiciones en la frontera (2.4.1), las cuales definen el comportamiento de las soluciones en el punto
singular 0.



2.4. Una extension del operador de Schrédinger con interacciones puntuales

Si el potencial singular g, consiste solo de la delta de Dirac (es decir, = 0) entonces las condiciones en
la frontera en el punto 0 toman la forma

w(@)] [1 0] [u(07)

w (07)]  |a 1] | (07)]°
las cuales coinciden con (2.3.6). Por otra parte, si el potencial singular ¢, consiste solo de la derivada de la
delta de Dirac (es decir, & = 0) entonces las condiciones en la frontera en el punto 0 toman la forma

w(OF)] (1 =53] [u(07)
W (0F) T |0 1| |u(07)]"
Estas condiciones establecen la discontinuidad de la funcion en el punto 0, pero la continuidad de su derivada.
También se puede introducir un potencial singular g definido por funciones discontinuas u € Dy (R) como

gs = adu+ B'u, «,B€R.

donde du v §'u son distribuciones en %' definidas sobre funciones de prueba ¢ € % como

(SU) (@) = b (up) := % (w(07) +u(07))¢(0),

(S'u) (¢) =& (up) = =6 ((up)') := —% (w(0T) +u(07)) ¢ (0) — % (v (07) +u' (07)) ¢(0).

de modo que la accion de este potencial en el operador se expresa como

Sou (x) = — {u”"} + qo
(- 07) —w (00)] + 5 [w(0%) +u(0)])
. ( [0 (09) ~u ()] - 2 [u (0) 4w (o—)]) .

Entonces se puede verificar que Spu(x) € L% (R) para una funcién u € D (R) si y sélo si se cumple las
condiciones en la frontera (2.4.1) con una matriz Ay definida de la forma

2443 0

2-3 2
AO: Ao 2-81: 6 7&4

4—p2 243

Las propiedades del potencial regular gy asi como de la matriz Ay determinan si el operador no acotado Hg
asociado con & es auto-adjunto, como lo expresa el siguiente resultado.

Teorema 1 ([1]). Sea q € L™ (R) una funcién real-valuada, la matriz Ag = [3“ 312} real y det Ag = 1.
21 02

FEntonces el operador Hy con dominio

I 2 w0t u (D7)
Dom (o) i= {u e 2 @\ 0]+ [ 00] =20 [ 107)
es auto-adjunto en L? (R).
Tener un operador auto-adjunto da como resultado que su espectro sea real. Por otra parte, las soluciones

u de la ecuacion de Schrodinger Sy que pertenecen al dominio Dom (Hy) satisfacen las siguientes condiciones
asintoticas en el infinito

lim w(x)=0. (2.4.2)

|| —o0
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Capitulo 2. Condiciones en la frontera para potenciales con soporte puntual

2.5. Condiciones en la frontera para potenciales singulares con maiil-
tiples singularidades

Con base en la descripcién anterior, las condiciones en la frontera para un potencial singular con soporte
puntual lejos del origen, digamos en z = hg, se pueden escribir en forma analoga como

[u’ (hg) = 4o u’ (h{,) ’ (2.5.1)
donde Ag es una matriz no singular definida como

Ao _ [C‘fu 0!12] )

o1 22

Las entradas de la matriz Ay dependen de los coeficientes o y 3 de la combinacién lineal de distribuciones
tipo delta de Dirac y de la derivada de la delta de Dirac que definen al potencial singular ¢,.
Asi mismo, es posible considerar un potencial singular con mas de una interaccién puntual localizadas en

los puntos © = hy,--- , hy, cada una definida por condiciones en la frontera expresadas en forma matricial
€omo

w (ht () O Tu (ks ho

|:1Li(13+):| _ O!%}) Q%JZ) |:1Li(13):| _ A_;i |:U!( _,l):| , j=1,---,N,

u' (k) af) afy | v (hy) u' ()

donde A; es una matriz no singular asociada con la j-ésima interaccion. El resultado del Teorema 1 permanece
valido para tales potenciales, donde el operador no acotado asociado con la ecuacién de Schrodinger se denota

como Hya, ... ayy, con dominio definido como
—AJ |:uf(hlj—):|" 3_1"1N}

Las soluciones de la ecuaciéon de Schridinger (2.3.1) que pertenecen a Dom (’H{Al,... ,AN}) también satisfacen
las condiciones asintoticas en el infinito

Dom (Hya, . ay}) i= {u € H*(R\ {hy, - ,hn}): [g((};?)

J

lim u(x)=0. (2.5.2)

|| =00

2.6. Operadores de Schrodinger unidimensionales con interacciones
puntuales auto-adjuntos

En esta Subsecciéon se presenta una prueba del Teorema 1 que se enuncia en la Subseccion 2.4, el cual
describe las condiciones para que el operador de Schriodinger sea auto-adjunto cuando se consideran interac-
ciones puntuales. Nosotros lo probamos a partir del célculo del operador adjunto y de las condiciones en la
frontera adjuntas en el espacio del Hilbert L2. Se demuestra bajo qué condiciones ambas condiciones en la
frontera de ambos operadores describen la misma variedad lineal, y se obtiene que esas condiciones coinciden
con det Ay = 1 tal como lo exige el teorema.

Sin perder generalidad asumamos que el potencial regular se anula idénticamente en R, es decir, ¢, = 0.
Consideremos el operador no acotado

d?u (x)
dxz?

el cual actiia sobre funciones que pertenecen al espacio de Sobolev H?(R\ {0}) las cuales satisfacen las
condiciones (2.5.1), que se pueden rescribir como un sistema de ecuaciones

Hu (x) = — x € R\ {0},

u (U*) =a (()7) + ot (Uf) , (2.6.1a)
w' (07) =aziu (07) + agu’ (07). (2.6.1b)
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2.6. Operadores de Schrédinger unidimensionales con interacciones puntuales auto-adjuntos

Estas condiciones estan asociadas con el potencial singular ¢, () en el punto hy = 0. Nos interesa determinar
el operador adjunto de H. Para esto realicemos el producto interno

)= (28 00)) = [ Erlian [ o,

oo o+
Realizando la integracion por partes, tenemos
7 d?v (x) ¥
(Hu,v) = J (u,v) + [ wu(z)|— 0n2 de = J(u,v) + | u(z)Hw (@)de = (u, H*v),
donde los términos de frontera se agrupan como sigue
—d O du(@)|®  du(x dv (z
J(u,v) = —v (ir')M ) —v(x) ?;ECT) . + TZZECT)U(T)‘ Z—S)u (x)

o0 — 0o o+

Por lo tanto, el operador adjunto se identifica como
d?v (x)
v (x) = ga e R\ {0}.

Para que el operador sea auto-adjunto se necesita que (Hu,v) = (u, H*v), por lo que necesitamos que el
término de frontera se anule. Este término se expresa de la siguiente manera

J(u,v) i =—v(0-)u (07) + 11’111 v ()’ ()

— lim v (z)u () + v (0F)u (U*)

T—0C

+0' (07 )u (07) — i o (z)u ()

+ lim o' (z)u(z) — o' (0F)u (07).

T—00

Considerando las condiciones asintoticas (2.5.2), resulta que

J(u,v):=—v(07)u' (07) + lim v () (z)
T—r— 0o
Ve T . o+
TILH;C v(z)u' (z) + v (0F)u (U )
+0 (07 )u (07) =o' (0F)u (07).
Para que los limites indicados se anulen se necesita que v satisfaga las condiciones asintéticas en el infinito
.'I:Erflm 'L! (m) - 0’ ff:ll)II;O ’L‘ (3:) - 0-
Esto reduce el término de frontera como sigue
J(u,v) 1= —v(07)u’ (07) + v (0F)u (0F)
+ 0 (07 )u (07) =o' (0F)u (07).

Ahora al considerar las condiciones en la frontera (2.6.1a) v (2.6.1b) se tiene

J (u,v)

Il
|
=
K
~—
Q‘—
=
~—
+
=
=)
T
Pt
=
N
=
=
~
o
~—
+
=]
[~]
(V)
I~
—
(e}
-
—

+

U (O_) (OJQJ.%' (0+) + v (07) — ap v (0+)) .
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De esto se deduce que

—v(07) + v (07) —apv' (07) =0, vy axv(07)+v (07) —anv' (07) =0,
lo cual conduce a las siguientes condiciones

L) o [olra)],

v (hg)| ~ det Ay |V (hg)

o o
donde Ay = |~ T2,
Q21 (22

Estas condiciones coincidiran con las condiciones en la frontera que satisface u a condicion de que det Ag =
1. Esto implica que el operador H es auto-adjunto, mas aun su espectro es real.
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Capitulo 3

Ecuacion de dispersion para sistemas
cuanticos con potenciales singulares

En este capitulo vamos a considerar potenciales singulares en el ambito de la ecuacién de Schrédinger
unidimensional vy vamos a obtener la ecuacién de dispersion para tales potenciales en los puntos de singulari-
dad. Primero en la Subseccion 3.1 consideramos un potencial tipo delta de Dirac y obtenemos la relacion de
dispersion, y en la Subseccion 3.2 realizamos en mismo procedimiento pero para un potencial con dos deltas
de Dirac localizadas en diferentes puntos. En las dos subsecciones anteriores se obtuvieron las relaciones
de dispersidn para potenciales singulares tipo deltas de Dirac, sin embargo este procedimiento no permite
obtener la relacion de dispersion para potenciales como g, () = 86’ (x), por lo que en la Subseccion 3.3 se
elabora un método matricial para obtener la ecuacion de dispersién para un punto de discontinuidad, lo cual
me permite generalizar las condiciones en la frontera. En la Subseccion 3.4 se elabora el método matricial
para obtener la ecuacién de dispersion pero para dos puntos de discontinuidad, finalmente en la Subseccion
3.5 se generaliza el método matricial para n puntos de discontinuidad.

3.1. Ecuacion de dispersion para potencial tipo delta de Dirac
Consideremos la ecuacion de Schrodinger (2.3.1) con el potencial singular tipo delta de Dirac
Vei=—ad(z—ho), a>0,

el cual establece las condiciones en la frontera (2.3.4) y (2.3.5) en el punto = hg. Nos interesa obtener la
ecuacion de dispersion del problema espectral, donde el parametro de la energia de la ecuacion de Schrédinger
representa ahora el parametro espectral.

Buscamos soluciones del problema que involucra eigenvalores

Hu (x) = Bu(x), u(x) € Dom (H)
donde E = —k?, k > 0, es el parametro espectral. Una solucion general de la ecuacion diferencial

Pulr) o,
I =—k*u(z), xeR\{ho}

€S

(z) Crete=ho)  Dye=ka=lo) - 3 € (o0, hy),
u(xr) =
Coehle=ho) 4 Dye=kle=ho) = 1 e (hy, 00),

donde ', Dy, Cs y D3 son coeficientes arbitrarios. Evaluemos las condiciones en la frontera (2.3.4)-(2.3.5).
Para la condicion (2.3.4) en el punto cuando = = hg se tiene la siguiente relacion

Co+ Dy =C1 + Dy
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3.1. Ecuacioén de dispersion para potencial tipo delta de Dirac

Con respecto a la condicion (2.3.5) en el punto cuando z = hg se llega a la relacion

Cthzza(lf%)fD1@+%).

Ahora tenemos un sistema lineal de dos ecuaciones. Resolviendo el sistema para C y Dy tenemos que

Cy+ D
02:(31_%,

a(Ci+ D
D2=Dl+%.

La pertenencia de las soluciones en el espacio de Hilbert L? (R \ {hg}) implica que se satisfagan las condiciones
asintoticas (2.5.2). Para que la condicion asintotica (2.5.2) se cumpla necesitamos que D1 =0y Cy =0, lo
cual conduce al sistema de ecuaciones siguiente

O{Cl
0=C1— (3.1.1)
CECl
Dy = —.
2%

De la ecuacion (3.1.1) resulta una relacion de dispersion que da el inico valor permitido para el pardmetro k
o

2 b

el cual queda en términos de la intensidad o del potencial singular de la delta de Dirac.

k=

Ejemplo 2. Consideremos el caso cuando hg = 0 y & = 1, entonces la relacion de dispersion para este
problema es

1
ko= =
0 2 2
la cual define un tnico eigen-valor Fy = —kZ = —1/4, y la eigen-funcién correspondiente es

e.’r;/Q, €T e (_OO~O) ’
up () = {e—mﬂ, z € (0,00).

La grafica de la eigen-funcion se muestra en la Figura 3.1.1, correspondiente a un potencial con una delta
de Dirac localizada en x = 0, por lo que si se le da un sentido de probabilidad en el &mbito de la mecanica
cuantica, nos indicaria la probabilidad de encontrar a la particula ante dicho potencial, se puede observar
que donde existe mayor probabilidad de encontrar a la particula es donde se encuentra la delta de Dirac.

~10 -5 ' 5 10

Figura 3.1.1. Grdfica de la eigen-funcion del Ejemplo 2 correspondiente a un potencial delta de Dirac con
intensidad o = 1.
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Capitulo 3. Ecuacion de dispersion para sistemas cuénticos con potenciales singulares

3.2. Ecuacion de dispersiéon para un potencial con dos deltas de
Dirac

Consideremos el potencial singular con dos deltas de Dirac
Vi (z) = —agd (x — ho) — a0 (z — hq), o,y > 0,

el cual introduce condiciones en la frontera en cada punto donde se ubican las deltas de Dirac. En el punto
x = hgy tenemos

u_ (ho) = us (ho); (3.2.1a)
uy (ho) —u” (ho) = —apu (ho); (3.2.1b)
mientras que en el punto = h; tenemos
u_ (h1) =uy (hy); (3.2.2a)
uly (hy) —u’ (h) = —equ(hq); (3.2.2b)

Seguimos buscando soluciones del problema que involucra eigenvalores en el espacio de Hilbert L? (R)
Hu = Eu(r), u€ Dom(H),
donde E = —k?, k > 0, es el parametro espectral. La solucién general de la ecuacion diferencial

d*u (z)
dx?

= —k%u(z), x € R\ {ho, 1}
[S]

Cflek(a:‘fho) T ‘Dleﬂk(:ﬁ:fﬁ’%g)7 re (700‘ h[)) )
w(x) = Crzek:rr: + Dgeikm, T (h():hl) 7
Cgek(th,l) + Dg’efk(:rfhl)’ = (hl’OO) \

donde C4,C2,C3, Dy, Ds, D3 son constantes arbitrarias. Evaluemos las condiciones en la frontera (3.2.1) y
(3.2.2). Con respecto a la condicion (3.2.1a) tenemos

Cy + Dy = CyeMo 4 DyeFho,

por otra parte la condicion (3.2.1b) da lugar a

(1)) (Cgekho + Dge_kho)

Cy— Dy = — -

Ahora consideremos la condicién (3.2.2a) que produce
Cgekhl 4 Dzefkhl — CB + DS;
mientras que la condicion (3.2.2b) produce
. _ (&5
CQBRIII — Dse khy _ _? (C3 —|—D3).
Las ecuaciones anteriores forman un sistema de cuatro ecuaciones lineales con seis incognitas. Ahora
g

resolvemos el sistema para calcular los coeficientes Cs, Cy, Do, D3, en términos de Cy y Dy, lo cual da las
siguientes relaciones
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3.2. Ecuacion de dispersion para un potencial con dos deltas de Dirac

Cay = (01 _ %Gt Dy) Dl)) e~ kho

2k
C D
s~ (b4 IGEDD) o
D 7C O!lekhl D 1 (e%1 khy
3 = (a2 ok + 2( +ﬂ)e
— _ﬂ khy _ﬂ —khq
63702(1 2;;)6 +D9( 2k)e

de modo que consideramos las condiciones asintdticas en el infinito (2.5.2) implican que C3 = Dy = 0. La
condicion C3 = 0 da lugar a la ecuacién

[a5] (8] apq (118 3] 2k(ho—h1) _ 0

2k 2k 4Ak? ak2 -

que relaciona los valores permitidos del parametro k que establecen las condiciones de frontera del problema.
Esta representa la ecuacion de dispersion para el problema con el potencial propuesto. Al hacer manipulaciones
algebraicas se llega a

2
1— egk(h‘l)*hl) - _ 4k + % + %

. (3.2.3)
[a310'5) (e 5] &

Esta es una ecuacion trascendental que debe resolverse numéricamente. Para calcular los valores de k& que
satisfacen la ecuacién, usamos las graficas del lado derecho e izquierdo para obtener una estimacion de los
puntos de interseccion entre las dos curvas, que representan ceros aproximados de la ecuacion de dispersion,
como se ve en la Figura 3.2.1. Esta estimacion puede usarse en conjunto con la instruccién FindRoot de
Wolfram Mathematica para obtener una mejor estimacion del cero buscado hasta la precision establecida en
la instruccion.

Ejemplo 3. Consideremos el caso cuando ay = 1, a3 = 1, ¥y hy — hg = 5. En este caso la relacion de
dispersion es

1—e'% = _4k? + 4k.

La soluciéon grafica de este problema se muestra en la Figura 3.2.1 donde se observan dos intersecciones
entre las curvas 1 — e'%% y —4k? + 4k. En este caso se obtienen dos ceros de la ecnacion de dispersion,
que son ky = 0,534534 v k1 = 0,446322. Los eigen-valores correspondientes son Ey = —kg = —0,285726,
E1 = —k} = —0,199203. Las eigen-funciones correspondientes son

(0,53453(2—5) x € (—oc,0),
ug (z) = ¢ 0,06454¢"-03453(2=5) 1) 93545~ 0:93453(x=5) 1 € (0,5) ,
¢—0,53453 (2 —5) z € (5,00)
0,44632(2—5) r € (—o0,0),
uy (x) = { —0,12032e0-44632(x=5) 4 1 120267~ 044632(==5) 2 € (0,5),
e 0,44632(x=5) z € (5,00),

cuyas graficas se muestran en las Figuras 3.2.2 v 3.2.3.
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Capitulo 3. Ecuacion de dispersion para sistemas cuénticos con potenciales singulares

1.000

0.995 ~

0.990 IR
—7 —4R2 4 4k

0.985"

0.46 0.48 0.50 0.52 0.54 k

Figura 3.2.1. Solucion numeérica de la relacion de dispersidn para el problema del Ejemplo 3.

ug ()

€T
-10 -5 5 10

Figura 3.2.2. Grdfica de la eigenfuncion del Ejemplo 3 correspondiente a ko = 0,534534.

- 1.0

Figura 3.2.3. Grdfica de la eigenfuncion correspondiente a k1 = 0,446322.

3.3. Un método matricial para obtener la ecuaciéon de dispersion
para un punto de discontinuidad

Consideremos formalmente la ecuacién de Schrédinger

d?u ()
dx?

+qs (@)u(z)=FEu(z), xek, (3.3.1)
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3.3. Un método matricial para obtener la ecuacion de dispersién para un punto de discontinuidad

donde E es el parametro espectral. El potencial singular ¢, involucra una interaccion puntual definida por
una distribucién de primer orden con soporte en el punto x = hg. El operador no acotado correspondiente a
la ecuacion formal de Schrodinger (3.3.1) es generado por la ecuacion diferencial

d’u
—@:EU, ﬂ?eR\{hU},

v las condiciones en la frontera en el punto x = hg dadas por

- ] b

uy (ho) az an| [u) (ho) uy (ho)
donde u; es la restriccion de la solucion u de la ecuacion de Schrédinger en el intervalo (—oo, hg), y ua es
la restriccion de la solucion w al intervalo (ho,o0), y A es una matriz no-singular de 2 x 2 que representa a
la interaccién puntual. La forma de abordar un problema con una interaccién puntual consiste en analizar
las regiones (—oc, ho), (ho,o0) de forma individual, y después aplicar las condiciones en la frontera a las
soluciones resultantes. Donde el parametro espectral £ = —k2, k > 0, se toma como real ya que el operador
es auto-adjunto en L? (R). Al analizar esta ecuacion se obtienen las soluciones generales en cada region

() Cie" + Cae ™" —o0 <z < hy,
u(r) =
Cse" + Cue ™, hy <z < o0,

donde C4, Ca, C4 Cy son coeficientes arbitrarios. Para evaluar las condiciones en la frontera necesitamos
calcular las derivadas
Y (@) = {k (Cheke — Cze:‘m) , —o0 <z < hy,
k (Cge“ — Cye "“") , hy <z < oo,

Al sustituir las soluciones generales y sus derivadas en las condiciones de frontera (3.3.2) tenemos
ekhg e*khn Cd ~ [an (g9 ekh() ef.'s:h“ Cl
kekho —ke_kho C4 - 921 (Y992 k&‘kho —ke_kho 02

a partir de la cual se pueden expresar los coeficientes C'3, Cy en términos de Cy, Cy como sigue

. —kh . _
Cs| 1 |eFo ¢ K 2 [ aia] [ eFhe e~ kho Cy
Cy 2 | ekho _“-;0 o] Q9o kekho  _fe—kha Co|”

En la ecuacion matricial anterior el producto matricial se simplifica de la siguiente manera. Al aplicar la ley
distributiva de la multiplicacion se calcula el producto de las matrices internas

o1 12 ekh.o e*k}hg _ allekhg + ale_ekho Oi]_]_eikh'o + O{]Qkfﬁikh‘o
¥a1 (Y29 kekhg *k(’.ikh“ 01218"”:“ + Oi‘zgkekhn a2187kh0 + azzkefkhn

De esta manera tenemos

o f
=3 %Qh

ki 0
Cy 2| efho _eT
En este problema se tienen que satisfacer las condiciones asintoticas (2.5.2) en el infinito. Estas condiciones
implican que Cs y C3 se anulen. Al tomar C; = 0 la ecuacion anterior se reduce

[03} C

Ci (ar1e™™ + aake™) + Co (a1e™ 0 + ke —kho)
Cl aglekhu + Qggkekh’u) + CQ O!Ql&‘ikho + azzkefkho)

= — h : :
Cy 2 | et 2 a1ekho 4 qgpkekho

- —khg
e—kho et ] [allekh.0+a12kekllo:|

Por otra parte al tomar C3 = 0 se llega a la ecuaciéon de dispersion

(cva1 + aaak)

:0‘
k

(11 + ag2k) +
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Capitulo 3. Ecuacion de dispersion para sistemas cuénticos con potenciales singulares

v se obtiene el coeficiente Cy
Cy=—
donde ' toma el papel de un parametro libre

Ejemplo 4. Consideremos un problema que involucra una interaccion puntual caracterizada por la matriz
A definida por

10
=[5 ]
la cual corresponde a una delta de Dirac de intensidad o < 0. Sea « = —1 de modo que la ecuaciéon de
dispersion toma la siguiente forma.
-1+ k
1+ =0,
k
cuyo finico cero es kg = 1/2. Este define un finico eigen-valor £y = —kZ = —1/4, y la eigen-funcién corres-

pondiente es

x/2 _
e/=,  re(—o00,0),
UQ (33) - {e_z/g‘ re (OOO) -

La grafica de la eigen-funcion se muestra en la Figura 3.3.1.

—10 -5 5 10

Figura 3.3.1. Grdfica de la eigen-funcion del Ejemplo 4 correspondiente a un potencial delta de Dirac con
intensidad o = —1.

3.4. Un método matricial para obtener la ecuaciéon de dispersion
para dos puntos de discontinuidad

Consideremos la ecuacion de Schridinger (2.3.1) ¥y un potencial formado por dos discontinuidades cada
una con soporte puntual en £ = hg v £ = h;. Buscamos encontrar a partir de un enfoque matricial los
eigenvalores y las eigenfunciones que se establecen por este potencial.

Las condiciones en la frontera en x = hg y © = hy se especifican por las matrices

] = o o] [ G] =i ewen

ug (h1)| _ [P Prz| |uz o uz (h) N
[u% (hl)] B [521 522] ['u'g } =B [u’g (hl)] Bii €R,



3.4. Un método matricial para obtener la ecuacién de dispersiéon para dos puntos de discontinuidad

donde wuy,us y ug son las soluciones de la ecuacion de Schridinger en las regiones de (—oc, hg), (ho, h1) ¥
(hy,00), respectivamente. Las soluciones generales de la ecuacién de Schrodinger que se establecen en las tres
regiones mencionadas son

up () = C1e™ + Che *, — 00 < x < hy,

o (.CE) = C'ge"”: + 0487&“,}1(] < @X < hl,

wg () = Cse"™ + Cge ™ hy < 2 < 00,

donde C4,. .., C son coeficientes arbitrarios. Para evaluar estos coeficientes es necesario realizar las opera-

ciones indicadas en las condiciones de frontera. Realizando las derivadas de las soluciones se tiene que

Il (.’17) =k (Clek::: o Crze—k':l:) ,
uh (x) =k (Cae** — Cye™*) |
5 (x) =k (Cse® — Cge k).
Al sustituir en las condiciones en la frontera para el punto hg se obtiene la siguiente ecuacion matricial

Cgekh” + C4€—kh[, 1 -5‘511 a9 Clekh“ + Cgefkh”
k (Cgekh'j — C4€_khg) o1 (Y992 k (Clekh‘o — Cge_""h") '

De igual manera, al sustituir en las condiciones en la frontera para el punto h; se obtiene

CseP 4 Coe™™ 1 [Bu Bia| [ Caebfr 4 Cuek
7,{3 (Csekh‘ _ Cge*kh‘)A }921 ﬁzzA 7]6 (C’gekh“ _ 0487‘““)

Ambas ecuaciones matriciales se pueden expresar como
ek‘ho e—khg CS _ 11 12- i ekho e—k}hg Cl
kekh() _ke—kh() C4 - a1 20 k_ekhu _ke—khu 02 1
ekh.l e*khl C5 B ﬁll ﬁlﬂ- ek‘hl e*khl CS
]fﬁkh1 —ke‘k’“ C(,' 521 ,622_ kekh" —ke_kh" C/l ’

Observe que estas ecuaciones matriciales se encuentran acopladas entre si. Al aplicar las condiciones asinté-
ticas en el infinito (2.5.2), resulta que Cs = 0, C5s = 0. Esto conduce a las siguientes ecuaciones matriciales

03 - ekhc‘ eikho -t 1] Q12 Bkh‘o eikho Cl
04 - kekhu _kefkhu a3 oy kekhu _kefkh.u 0

0] ek ek -1 B Pa ekhi e~k Cly
CG B k‘ekhl —keikhl ﬂzl 622 kekhl —keikhl 04

que al acoplarlas entre si, realizar las operaciones matriciales indicadas, e igualar entradas matriciales corres-

=]l

pondientes dan lugar a la ecuacién de dispersion del problema ante dos puntos de discontinuidad

e2Fha=h2) g (kb (k) + e (k) d (k)
4k2

=0, k#0,
donde los coeficientes se definen como
a(k) := asn — k(o — ags + aisk),
b(k) := —Po1 + k(=P11 + Paz + Sr2k) .

c(k) == ao1 + k (a11 + aga + a12k)
d (k) := Pa1 + k (+811 + B2z + Bizk) .
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Capitulo 3. Ecuacion de dispersion para sistemas cuénticos con potenciales singulares

Ejemplo 5. Consideremos el potencial singular
Vi (x) = ad (x — hg) + 86 (x — hy)

compuesto por dos deltas de Dirac atractivas de intensidades a < 0 y § < 0, que establecen condiciones en
la frontera en los puntos ho ¥ h1 que se especifican por las siguientes matrices de coeficientes

s )

Supongamos que hy =0, hs =5y que a« = —1 , § = —1. En este caso se llega a la relaciéon de dispersiéon

1—e 1% — gk + +4k* 0
4k2 B

Esta es una ecuacién trascendente la cual puede resolverse a partir de un método numeérico. Para este
ejemplo las soluciones son kg = 0,534534 v £ = 0,446322 de modo que los respectivos eigenvalores para este
sistema son Ey = —k3 = —0,285726 v By = —k} = —0,199203. La grafica para la primera eigenfuncion ug
correspondiente al estado base del sistema cuantico se muestra en la Figura 3.4.1, mientras que la grafica para
la segunda eigenfuncién u; se muestra en la Figura 3.4.2. Esta eigenfuncion corresponde al primer estado
excitado del sistema cuantico. Las eigen-funciones correspondientes son

£0-33453(x=5) x € (—00,0),
ug (z) = ¢ 0,06454e0:53493(2=5) 4 ( 93545e0:53453(x=5) - 4 € (0, 5),
¢—0.53453(2—5) x € (5,00),
£0:44632(x—5) x € (—00,0),
up (z) = § —0,12032e%44032(==5) 1 120267046325 2 € (0,5),
e 0:44632(2—5) x € (5,00),

~10 5 5 w *

Figura 3.4.1. Grifica de la primera eigenfuncion del Ejemplo 5, correspondiente a ko = 0,534534.
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3.5. Un método matricial para obtener la ecuaciéon de dispersién para n puntos de discontinuidad

- 1.0

Figura 3.4.2. Grdfica de la sequnda eigenfuncion del Ejemplo 5, correspondiente a k1 = 0,446322.

3.5. Un método matricial para obtener la ecuaciéon de dispersion
para n puntos de discontinuidad

Ahora consideramos la ecuacién (2.3.1) con un potencial formado por n discontinuidades con soporte
puntual localizadas en los puntos hi hs,...h,. Entonces las condiciones en la frontera que se establecen en
los puntos de discontinuidad se expresan como

|:“n+1 (h,,,)] _ [’Yu 712} [un (h,,,,)} - N [un( :
),y q (hy) Yor ez |u, (Bn) uy, (

uz (ha) _ B Bz |ue
uy (h2) Bar Baz] |uh
uz (hy) app oaz| |ur (b uy (hy

[ué Un)] [021 aQQJ [u'l (h1) uy (hy) i

Las soluciones de la ecuacion de Schrodinger, ademas de cumplir con las condiciones puntuales también

tienen que cumplir con las condiciones asintéticas en el infinito (2.5.2). Las soluciones generales en cada
region de la ecuacion de Schrédinger con E = —k? toman la forma

wy (x) = Cref + Die ¥ —co <z < hy

us () = Cae™™ + Dae . hy <z < ho

uy, () = Cne®® 4+ Dpe ™™ hp_1 <z <h,
Up 41 (T) = Cn+1€kx + D,,H,leik“r, h, <z <oo

donde C;, D;, i1 =1,2,...n+ 1 son coeficientes arbitrarios. Al evaluar las condiciones en la frontera para
los puntos hq hs, ... h, resultan las ecuaciones matriciales

_ —1 . L B
Cﬂ+1 _ ekh‘” e khn 1 Y12 ekh-n e khy, Cn
D-n+l kekhn 7’(‘.87“1” ~Na1 Yoz ke.’chn *iﬂeikh”i Dn

o] =i ] [ B S5 [5]

D3 kek‘hg _ke—k‘hg ﬂ21 }822 kekhg _ke—khg
. -1 X r

CQ B ekhl e—.’a,hl a1 12 ekzh.l e—khl Cl

Dz kekh; 7kefkh| a1 (a2 kekn‘u 7kefkhx 7Dl
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Capitulo 3. Ecuacion de dispersion para sistemas cuénticos con potenciales singulares

las cuales estan acopladas entre si. Es posible obtener una ecuacion matricial que exprese a C,,11 v Dy
en términos de Cy y Dy, lo cual puede hacerse de forma recursiva. Esto implicaria desarrollar los productos
matriciales indicados de forma consecutiva (y posiblemente de forma recursiva) hasta obtener una ecuaciéon
matricial resultante. Este proceso podria hacerse de forma simbélica o numéricamente con algin software
como Wolfram Mathematica. Por otra parte, si el ntunero de discontinuidades es contable infinito, es posible
realizar estimaciones asintoticas de las entradas de las matrices a partir de las técnicas usuales del anilisis
asintotico. Evidentemente, tal producto matricial no es desarrollado en este trabajo pero las ideas para
calcularlo se plantea en estas lineas. A la ecuacion matricial resultante se le aplican las condiciones asintoticas
en el infinito lo cual implica que Dy =0y C,,41 = 0 con lo cual es posible obtener la relacion de dispersion
del problema que define los valores de energia permitidos en el sistema cuéntico.
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Capitulo 4

Coeficientes de transmisiéon y reflexion
para los estados de dispersion ante
potenciales con singularidades

En este capitulo vamos a considerar potenciales singulares en el ambito de la ecuacion de Schrodinger
unidimensional y vamos a obtener los coeficientes de transmision y reflexién para tales potenciales en los
puntos de singularidad. Primero en la Subseccién 4.1 consideramos un potencial con una singularidad y
obtenemos los coeficientes de transmision y reflexion mediante el método matricial, y en la Subseccion 4.2
mediante el mismo método matricial obtenemos los coeficientes de transmision y reflexion pero para un
potencial con dos singularidades localizadas en diferentes puntos, finalmente en la Subseccion 4.3 se obtienen
los coeficientes de transmision y reflexion para n puntos de discontinuidad.

4.1. Coeficientes de transmisiéon y reflexién para un potencial con
un punto singular

Consideremos la ecuacion de Schridinger (2.3.1) estacionaria con un potencial con soporte puntual en el
punto x = hy. De este potencial resultan las siguientes ecuaciones diferenciales

dzu T

_0517() = Euy (z), x<hy,
dz’LLQ ('L‘)

o = Bua(r). >

donde E € R es un parametro que representa la energia de la particula cuantica, y w1, 12 son las restricciones
de la solucién u en los intervalos (—o0,0) ¥ (0,00), respectivamente. Se consideran ahora los estados de
dispersion y se busca obtener los coeficientes de transmision y reflexion de una onda cuantica interactuando
con un potencial de este tipo. Los estados de dispersiéon corresponden a E > 0, por lo que las ecuaciones
anteriores tienen soluciones generales de la forma

ik

2L1=Cleikx+02€7 x < hy,

Uy = Cgfilkx + 04871}“:, x> hy,
donde C1, ...y son coeficientes arbitrarios y k2 = E. Fisicamente las soluciones exponenciales e'** represen-
tan ondas que se propagan de izquierda a derecha, mientras que las soluciones exponenciales e ~*** representan

ondas que se propagan en sentido contrario. En efecto, si se considera la dependencia en el tiempo con la
frecuencia w las soluciones anteriores toman la forma

ei]k:ne—lwt — eil(r’{?fl::;wt)‘
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4.1. Coeficientes de transmision y reflexiéon para un potencial con un punto singular

donde la fase ¢ = kzFwt representa planos en el sistema de coordenadas (z, 9, z) que se mueven en direcciones
opuestas conforme aumenta el tiempo, con la velocidad de fase uniforme ¢ = w/k.
Como se vio anteriormente un potencial singular V' con soporte puntual en z = 0 establece las siguientes

condiciones de frontera
up (hy)| _ e aaa| Jus (h)
’U,iz (hl) 91 x99 ‘U."l (hl) ’

donde los coeficientes a;; € R se definen a partir del potencial V' especificado. Ahora usaremos la represen-
tacion matricial general de las condiciones en la frontera para el calculo de los coeficientes de reflexion y
transmision de los estados de dispersion para obtener expresiones generales que sean validas para potenciales
de interés.

Sustituyendo las soluciones generales se llega a la ecuacion matricial

Cgeikx + C4e—ikx o e Gleikm + Cge_ﬁm
ik (Cse™™ — Cyekr)| — ik (Creike — Coeike)

Supongamos que existe una fuente de ondas cuanticas (por ejemplo, generadas por particulas cuanticas
masivas) localizada en 2 — —o0, de modo que € representa la amplitud de la onda incidente proveniente
de la izquierda y Co = R representa la amplitud de la onda refleja por el potencial V. Por otra parte
('3 = T representa la amplitud de la onda transmitida. Bajo el supuesto de que existe una tnica fuente de
particulas, el coeficiente C'y debe anularse (esto es debido a que tal coeficiente representaria la amplitud de
una onda incidente proveniente de una fuente localizada en © — oo). Supongamos que €y = 1 de modo

21 (22

que las amplitudes R y T debe satisfacer la condicion |R|* 4 |T|> = 1. Al suponer que h; = 0 y realizando
operaciones matriciales se llega a la siguiente relacién matricial

T[S+ (2 = S5 ) ko (o — S5 i (%2 — 52 k) R
Of = [+ G +i (% + 5) kot (2 + 150 (% + 52 k) R

Que permite obtener expresiones para R y T en funcion de k = E

[ov)
b

2i (o001 — @py0van) b
—agy +i(ony + agg) b+ apk?’
_ —lagy + k(a1 + age — iagak)
ey + k(g + o — lonak)

e

Observacion 6. Observe que los valores de k que estan involucrados en las amplitudes de las ondas transmitida
y reflejada carecen de unidades ya que la descripcion hecha del proceso ondulatorio se derivo de una ecuaciéon
de Schrodinger libre de unidades. No obstante es posible dotar a los resultados de las unidades. Consideremos
la ecuacion de Schridinger con unidades para una particular libre

W2 d?

esta ecuacion se puede escribir como
2

d 7.2
—@u (z) = k*u(x)

donde se ha definido k2 := 2mE/h?, es decir k= 2mkE /h. Las soluciones linealmente independientes de
esta ecuacion son eTF? que representan ondas que se propagan en direcciones opuestas. Considere ahora la
ecuacion de Schrodinger libre de unidades para el mismo caso

d? 3

——u(x) =k"u(x
) = K@)
cuyas soluciones son e*** donde k? = E es el parametro de energia. Se puede ver que en ambos casos las
soluciones son esencialmente iguales tomando en cuanta que si se requieren las unidades se tiene que usar k
en lugar de k = v/ E. Por lo tanto la aparicion de k en los resultados anteriores debera sustituirse por k, la
cual ya involucra unidades, en el caso de que éstas sean necesarias.
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Capitulo 4. Coeficientes de transmision y reflexion para los estados de dispersion ante potenciales con
singularidades

Ejemplo 7. Consideremos un caso particular que consiste de un potencial tipo delta especificado por
Vizg)=ad(z), «a>0.

La matriz que representa las condiciones en la frontera para este potencial es

N

Al sustituir los valores avyy = 1, a3 = 0, oy = @, sz = 1 en las expresiones de los coeficientes de reflexion
v transmision se llega a las siguientes formulas

2ik R— o
—a+2k’ T —a+ 2k

Las graficas de los médulos al cuadrado de estos coeficientes se muestran en la figura 4.1.1. Ahi se observa
que conforme la particula es mas energética atraviesa el potencial con mayor probabilidad. No obstante existe
un valor de energia k3 = Ej en el cual es igualmente probable que se transmita la particula o que se refleje.
Este valor se obtiene de igualar los coeficientes de transmision y reflexion, es decir [T (ko)|> = |R (ko)|?, con
lo cual resulta ko = a/2.

1.0 5

0.8
2
0 |7
\R|?

0.4

0.2

Figura 4.1.1. Grificas de |T (k)|* y |R (k)|* para el potencial delta de Dirac del Ejemplo 7 localizado en x = 0.

4.2. Coeficientes de transmisiéon y reflexién para un potencial con
dos puntos singulares
Consideremos la ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo (2.3.1) con un potencial singular con

dos discontinuidades en los puntos x = hy y x = hs. De este potencial resultan las siguientes ecuaciones de
Schrodinger para particulas libres fuera de las regiones de interacciéon puntuales

d?uy (

_#() — Buy (z), @ < hi,
d?usy (x

_#():Euz(a:), hi1 < x < hs,
d?usg (x

7#() = Eua (.’L‘).\ €T > hz‘

donde wuy, us y uz son las restricciones de la soluciéon v en los intervalos (—oc, hy),  (hy, ha) y (ha,o0) respec-
tivamente. Se busca obtener los coeficientes de transmision y reflexion de una onda cuantica interactuando
con este potencial. Consideremos E > 0, por lo que las ecuaciones anteriores tienen soluciones generales de
la forma
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4.2. Coeficientes de transmision y reflexion para un potencial con dos puntos singulares

Uy = Cleikm + Cge_ikm, x < hy,
Us = C’gt’f”mc + C4e_ikm, hi1 < x < hs,

ug = C5e* 4 Cgee ™ 2> he,

donde C1,...,Cg, son coeficientes arbitrarios. El potencial singular V' establece las siguientes condiciones en
el punto z = hy y x = hs
up (W) _ e awe] [us (RD)] _ , [ua (RT) »
|iuf2 h?—) - g1 (29 u"l (h’l—) =4 u"l h’l_) ’ ij < R’
(753 h;) ﬁll [)’12 -’U,Q h;) (5] (h;
{| =8 <4, i € R.
i) B Bal Ly ()] =7 L ()]0 P

Al sustituir las soluciones generales anteriores en las condiciones en la frontera se tiene que

C3€ikh1 + 046—‘11:}),1 B -5‘511 a9 Cleikhl + CQB—ik-hl
ik (Cselkh-l _ 048—116]1-1) a1 (an ik (Clelkh1 _ Cze—lkh]) ’

Cseikhz + Cﬁe—ikhz _ -ﬂ’-ll 19 Cgeikl.’lg + C4€—ik.'?,2
ik (C5elka-2 _ Cﬁe—lkhz) - a1 (9o ik (0381k:h.2 _ C4e—lk}i,2)

Tomando las mismas consideraciones fisicas que en el caso del potencial anterior con una discontinuidad, es

decir, C1 = 1 y Cg = 0 lo cual fisicamente indica que existe una tnica fuente de particulas a la izquierda de

la discontinuidad en x = hy, se tiene

[T} 1 [ —ifa1 + k (B22 +if12k + 1) —e” 22 (1851 + k (B2 + 112k — ,311))} [CT ,

0| = 2k [e2kh2 (i8y) — k (B2 — iBi2k — B11)) iBa1 + k (B2 — 1812k + B11) Cy
Cs| _ 1| —dagy + k(a2 +iank + a1r) —e Pk (iag) 4 k (g + laigk —an))] [1
04 B 2k ezlkhl (i()zgl —k (CEQQ — ialgk — an)) ia21 + k (QQQ — i(]flgk + 0511) R|-

Al acoplar estas ecuaciones matriciales, tenemos expresiones generales para los coeficientes de transmisién
y reflexiéon para un potencial singular con dos discontinuidades.
4 (app0; — aqiaaz) (BiafBe1 — Biifag) ek E?

E(aoel + E2a12®) + i (a1 T + kay @)
k (a2l + k2a12®) — i (a2 T + kay @) eikh

k (agol + k2a19®) +i (o [ + ka1 @) )

T(k)=—

R (k) =

donde
(k) = —ifarip — k(Brip + 1 (822 — 1P12k)) ,
(k) = —ifain + ik (Bun + p (B2 — iP12k))
v las funciones 7, p, estan definidas a partir de
1 (k) = ekl _ GRikha 1 (k) = etikhn y (2ikhs
Ejemplo 8. Consideremos un potencial con dos deltas de Dirac de intensidades unitarias
V (2) = 6 (x—h1) +6 (s — ha).

Un potencial de este tipo establece las condiciones en la frontera de la forma (2.3.6). Con estos parametros
en la Figura 4.2.1 se muestra los médulos al cuadrado de las amplitudes de las ondas transmita y reflejada de
este ejemplo. Se pueden observar una serie de picos en el coeficiente de transmision que corresponden a las
energias de transparencia de este potencial. Es decir, si un paquete de ondas tiene componentes de energia
con estos valores particulares, entonces el potencial serd transparente ante estas componentes y no habra
onda reflejada.
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Capitulo 4. Coeficientes de transmision y reflexion para los estados de dispersion ante potenciales con
singularidades

—
—

Figura 4.2.2. Grdficas de |T (k)|* y |R (k)|* para el potencial del Ejemplo 9 hy =0 1y ha = 5.

Ejemplo 9. Consideremos un potencial con dos singularidades en los puntos hy y hs como se muestra a
continuacién

Vie)=6(x—h))+8 (x—ha).

Un potencial de este tipo establece las condiciones en la frontera de la forma (2.3.6). Con estos parametros
en la Figura 4.2.2 se muestra los modulos al cuadrado de las amplitudes de las ondas transmitida y reflejada
de este ejemplo. Se pueden observar una serie de picos en el coeficiente de transmision que corresponden a las
energias de transparencia de este potencial. Es decir, si un paquete de ondas tiene componentes de energia

con estos valores particulares, entonces el potencial serd transparente ante estas componentes y no habra
onda reflejada.

Ejemplo 10. Consideremos un potencial con dos singularidades en los puntos hy v hs como se muestra a
continuaciéon

Vir)=68(x—hy)+ 8 (x—ha).
Un potencial de este tipo establece las condiciones en la frontera de la forma (2.3.6). Con estos parametros

en la Figura 4.2.3 se muestra los modulos al cuadrado de las amplitudes de las ondas transmitida y reflejada
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4.3. Coeficientes de transmision y reflexién para un potencial con n puntos singulares

1.0 ~
0.8
0.6 B
Y iy
0.4
0.2
1 2 4 3 5k

Figura 4.2.3. Grdfica de |T (k)|* y |R(k)|* para el potencial del Ejemplo 10 con hy =0 y hs = 5.

de este ejemplo. Se pueden observar que ante este potencial existen dos picos en el coeficiente de transmision,
en los cuales toma su mayor amplitud y conforme aumenta el parametro de la energia la onda comienza a
ser reflejada por el potencial.

4.3. Coeficientes de transmision y reflexién para un potencial con
n puntos singulares

Consideremos la ecuacion (2.3.1) con un potencial con n singularidades puntuales y consideremos las
condiciones generales de frontera en su forma matricial. Esto da lugar al siguiente sistema de ecuaciones
matriciales.

Cg(’.ikihl +D267ik:h,1 _ a1 (g9 Cleik:hl +D187ik.h1
ik (Czelkhl _ Dge—lkhl) Q91 (e ik (Clelkhl _ Dle—lkhl)

Cyelfhz 4 Dge=ikh2 1 T8 Biy] [ Coelbh2 4 Dyeikhe
ik (Cae*2 — Dye=h2) | ™ | By Baa] |ik (Caelthz — Dye=kh2)

[ Clnp1)€*' + Dy ypye i } _ [’Yll 712} [ Cpektn 4 Dyem ki ]
ik (Cingnye™ — Diypaye#im) Vo1 Y22| |ik (Cpe*hn — D, em1khn)

donde C; vy D; (i =1,2,...,n+ 1) son coeficientes arbitrarios. Al considerar que existe una tnica fuente de
particulas en x — —oo se obtienen las relaciones matriciales que al acoplarlas permiten obtener los coeficientes
de reflexion y transmision tal como se hizo en los casos anteriores.

[T_ _ L [ —iya1 + k (y22 +ivi2k + 11) —e "Bk (451 + K (Y22 + iy12k — ’m))} [Dn_
0] 2k [e®"= (iv21 — k (Y22 — im12k —711)) iva1 + k (y22 — 12k + 711) Chr |
Cs ] _ 1 [ —ifn +k (B2 + 1812k + B11) —e72khz (89, + k (Bag + if12k — B11))] [C2]
Ds| = 2k [e®Fh2 (iBa) — K (B2 — iBr2k — B11)) 821 + k (Ba2 — iB12k + B11) D, |
CQ- — i [ ) —i()!gl + k (QQQ + ialgk + au) —e_zikhl (iagl + k (QQQ + i()!lgk — an)) 1-
Dy| = 2k |eP*h (igy — k (rpp — laiok — any)) iy + k (g — gk + any) R|"
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Capitulo 4. Coeficientes de transmision y reflexion para los estados de dispersion ante potenciales con
singularidades

Por lo tanto, al realizar las operaciones matriciales indicadas que resultan de acoplar las ecuaciones anteriores,
se llega a una ecuacion matricial que permite calcular los coeficientes de transmision y reflexion de forma
explicita. Para este fin, conviene usar un procedimiento computacional recursivo que realice las operaciones
matriciales indicadas. En este caso el coeficiente de transmisién también tendra una serie de picos que
representan las energias de transparencia del potencial. Las expresiones generales dependen de los potenciales
especificados en cada caso.
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Capitulo 5

Analisis de los estados de dispersion de
un sistema con potencial de corto
alcance e interacciones puntuales, usando
matrices de monodromia

En el Capitulo 4 se analizo el problema de transmision de una particula cudntica interactuando con un
potencial singular descrito por interacciones puntuales. Este problema consistio en analizar una particula
libre que interactuaba con los puntos singulares y la solucion se obtuvo por medio del uso de las condiciones
de frontera matriciales, lo cual dio como resultado una representacion matricial recursiva que involucra los
coeficientes de transmision y de reflexion.

En este capitulo consideramos un problema ligeramente mas general donde el potencial consiste de una
parte regular con soporte compacto, asi como de una singular la cual es descrita por multiples interacciones
puntuales. De esta manera, la particula solo es libre fuera del soporte del potencial regular, v el problema
consiste en describir la transmision ante este potencial méas general. Con este objetivo se hace uso de las
matrices de monodromia para obtener una representacion matricial de los coeficientes de transmision y de
reflexién y se emplea el método SPPS para el célculo de las soluciones de la ecuacién de Schrédinger cuando
esta involucra inicamente el potencial regular.

En la Subseccion 5.1 se analiza un potencial que consiste de dos interacciones puntuales y un potencial
regular entre éstas v se obtienen los coeficientes de transmision y reflexion mediante un método matricial v
el método SPPS. Posteriormente, en la Subseccion 5.2 se generaliza el problema y se consideran multiples
interacciones puntuales mediante otro enfoque matricial basado en el calculo de matrices de monodromia.
En la Subseccion 5.3 se aplica el método SPPS para el calculo de soluciones del problema de transmision a
través de un potencial regular de corto alcance y se calculan explicitamente las entradas de las matrices de
monodromia y en la Subseccién 5.4 se analiza la implementacién computacional del método desarrollado.

5.1. Potencial de corto alcance con dos interacciones puntuales

Consideremos el operador formal de Schrédinger, unidimensional, estacionario, libre de unidades (h2 =1=
d:z .

Su(xr) = — ;(;:) +g(z)u(z), —oco<z<oo (5.1.1)
x

con el siguiente potencial

q(x) = gs (x) + qo ().

compuesto por una parte regular denotada por gg, el cual es un potencial acotado con soporte compacto
suppgo = (r1,22) y una parte singular g, que incluye dos interacciones puntuales en los extremos del
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5.1. Potencial de corto alcance con dos interacciones puntuales

§(x—x1) d(z — x2)
A A
qo ()
Z
T T2

Figura 5.1.1. Representacidn grdfica de dos inleracciones tipo delta de Dirac en los extremos del potencial reqular
qo. De forma similar, otras interacciones estarian localizadas en los puntos x1 y x2.

potencial regular, como se muestra en la Figura 5.1.1. El potencial ¢g se asume como real-valuado.
Asociado al operador S se tiene un operador no-acotado

d?u (x)
dax?

ademads de las siguientes condiciones en los puntos @ = x| y © = x9 dadas por las ecuaciones matriciales

[ZE Egﬂ - [Zi iﬂ [:E E;i—ﬂ =4 [u' EII)} , aij €R, (5.1.2)

up (z7)

[um (:g;)} _ [[ﬁu ﬁ’lz} [uu (3 )} _B [un (> )], Bi; € R, (5.1.3)

un (23) Por Pz |ufy (2) ujy (7))
las cuales son establecidas por las interacciones puntuales en = x1 y © = x5. Las matrices A y B son matrices
reales que satisfacen las propiedades det A = 1 y det B = 1. En las expresiones anteriores denotamos por urg,
uyp ¥ uppp a las restricciones de las solucion u de la ecuacion diferencial en los intervalos (—oo,x1), (21, 22) v
(z2, oo), respectivamente.
Consideremos la ecuacién que involucra eigen-valores

Hu (x) = —

+qgo()ulz), xeR\{x,x},

Hu(z) = Fu(z), zeR\{x, 2}, (5.1.4)

donde E € R es un parametro que representa la energia de la particula cuantica descrita por el Hamiltoniano
H, v u que representa la funcion de onda satisface las condiciones puntuales (5.1.2) y (5.1.3). De esta ecuacién
resultan las siguientes ecuaciones diferenciales

g (x
—%&r) = Fuy (z), =z <,
d*upy (x
—#() +qo () urr (z) = Buy (z), =1 <z < 73,
d2
7%2(33} = Fuy ($) , T >I9.

A continuacion, se analizan los estados de dispersion de este sistema cuantico y se calculan los coeficientes
de transmisiéon y reflexion de una onda cuantica interactuando con un potencial de este tipo.
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Capitulo 5. Analisis de los estados de dispersiéon de un sistema con potencial de corto alcance e
interacciones puntuales, usando matrices de monodromia

Los estados de dispersién surgen cuando el parametro de energia toma valores positivos. Sean u; v us
soluciones linealmente independientes de la ecuacion (5.1.4) en el intervalo (z1,x2). Si £ > 0 entonces las
soluciones generales uy (x), ur (), wy (x) de las ecuaciones anteriores toman la forma

up =aeFrm) 4 ble_ik($_$’), T <X,
upp =aou () + bous (), ) <2 < 2,

I :aseik(;nf:ng) + bgefik(zf;tg)‘ > 1,

donde k* = F, k > 0, es un parametro, y a1, b1, az, ba, ag v bz son coeficientes arbitrarios. Las derivadas de
estas soluciones estan dadas por

ui (33) Zikaleik(m—ml) o ikble—ik:(:r:—:rl)! <z,
upp (x) =agul) (x) + boub (z), ) < T < 39y

gy () =ikaze*@ =) _jkbgekETm) g s gy,
Sustituyendo las expresiones anteriores en las condiciones puntuales (5.1.2) v (5.1.3) se tiene que

azuy (1) +boua (z1)| _ |an an ar + by
agui]_ (Tl) + bgulz (Tl) o1 (¥99 ikﬂ,l — lkbl ’

[ ag + b3 } _ [[511 [512} [qul (o) + baus (TQ)]
ikas — ikbs Ba1 Paa {lgu"l (TQ) + bgué (Tg) ’

Supongamos que u; y up satisfacen las condiciones de Cauchy

up (r1) =1, wg(w) =0, (5.1.5a)
uy (1) =1, wh(xy)=-1. (5.1.5b)

Observe que la imposiciéon de estas condiciones parece mas bien artificial, sin embargo estas condiciones
resultan de manera natural cuando se emplea el método SPPS (ver Subseccion 5.1.1) para determinar las
soluciones uy y us. Posteriormente retomaremos esta formulacion matricial pero utilizando unas condiciones
de Cauchy mas naturales. Entonces las ecuaciones matriciales anteriores pueden escribirse como

az| _ 1 0 -t *11 12 1 1 a1
bg - i —1 g1 (Yoo ik —ik bl ?

-1
ag| _ |1 1 Bu Pz fur (w2)  uz(w2)] |a2
bg lk’ —lk’ ,621 ,622 u’l (.’1,'2) U‘IZ (.’L‘Q) bg
Estas ecuaciones pueden acoplarse entre si de tal forma que los coeficientes az y bs se expresan en términos
de coeficiente ay y by como sigue

[63] _ [1 1 }1 [1311 ﬁlz} [Ul (x2) ug (552)} [1 0 ]1 [0411 0412:| [1 1 } [a1:|

bs| ik —ik Bor Poz] |ui (x2) wuh(w2)| |1 —1 az1  aoz] |ik —ik| [b1]”
Observacion 11. Esta ecuacién matricial representa una solucion general de la ecuacion de Schrodinger
sometida a las condiciones en la frontera que establecen las interacciones puntuales. Esta solucion es valida
tanto para los estados ligados, como para los estados de dispersién. En el caso de los estados ligados uno debe
considerar aquellas soluciones con energia negativa, es decir aquellos valores k? = E < 0, lo que implica que
k se represente en la forma k& = ik, k > 0. Bajo estas condiciones es posible encontrar la solucién matricial
que describe los estados ligados al sustituir en la ecuacién anterior el parametro & por ix. Una vez hecho
esto se tienen que invocar las condiciones asintéticas en el infinito con el objetivo de que las soluciones de
la ecuacién de Schrédinger que describen los estados con energia negativa pertenezcan al espacio de Hilbert

L (R\ {z1,22}).
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5.1. Potencial de corto alcance con dos interacciones puntuales

§(x —x1) 0 (r — x2)

N /N
1 g ()
\VAVA T
\VAVA
w
xr
X1 €2

Figura 5.1.2. Representacion de la onda incidente, reflejada y transmitide por un potencial con inleracciones
puntuales y un potencial regular.

Notamos que a; representa la amplitud de una onda incidente a la interaccion localizada en 21 proveniente
de —oo, mientras que b; representa la amplitud de una onda reflejada por esta interaccion. De forma similar
b3 representa la amplitud de una onda incidente a la interaccion localizada en x5 proveniente de +o0o, mientras
que agz representa la amplitud de una onda reflejada por esta interaccion.

Supongamos que existe una tinica fuente de particulas localizada en x — —oc, de modo que a; representa
la amplitud de la onda incidente vy by = R representa la amplitud de la onda reflejada por la region de
interacciom, ver Figura 5.1.2. Por otra parte ag = T representa la amplitud de la onda transmitida. En este
caso, by = 0 ya que no hay otra fuente de particulas a la derecha de la region de interaccion. Tomando a1 = 1,
lo cual representa una amplitud unitaria para la onda incidente, se satisface la identidad |R|2 + |T|2 =1.

En este caso la ecuacion que describe el proceso ondulatorio es

-T- o 1 1 -t [)’11 ,812- Ul (Tg) U1 (TQ) 1 0 ! 11 (12 1 1 1
_U_ - ik —ik ﬂgl ,822_ u'l (Tg) u’z (Tg) i -1 o1 k99 ik —ik Rl
Simplificando, la ecuacién anterior se escribe como

7] _1 [1 —ﬂ [[511 [312] [uy (2) s (wz)] [} 0} [an fm} [ L+ 1 ] (5.1.6)

0] " 2(1 ¢ | (B Boz| [w)(z2) wuh(xe)| |1 —1f |21 a2 |ik(1 - R)

Al realizar los productos matriciales y realizar la igualdad matricial correspondiente con el vector columna
de la izquierda se obtienen expresiones para los coeficientes R y T como funciones del parametro k = VE
2k det J
T (k) - B c . ?
(F + ‘I’) ((112 + 10411) - & ((121 - laggk)
(F + ‘I)} ((Xlz — iOtu} + ¢ ((X21 + iaggkj)

R(k) - (F+(I)} (0512 +i(.‘t11) —‘I’((Xgl —i()é'zzk’)‘ (517}))

(5.1.7a)

donde la matriz J se define como

_|ur (wes k) ug (wo3 k) .
T =i (eaik) 1ty (a1 ) (5.18)
y las funciones I' y ® estan definidas a partir
U (k) = uy (wa; k) (B21 — 1811k) + ) (wa; k) (B2 — iB12k), (5.1.9a)
[} (k) = U9 (.1'2; k‘) (1,821 + i[ﬁllk‘) + u’z (.CCQ; k) (lﬁgg + [j’lgk') s (519b)
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donde la dependencia de las soluciones w; v us con respecto al parametro k se ha escrito explicitamente.

Observacion 12. Observe que los valores de k que estan involucrados en las amplitudes de las ondas trans-
mitida y reflejada carecen de unidades ya que la descripeion hecha del proceso ondulatorio se derivd de una
ecuacion de Schriodinger libre de unidades. No obstante es posible dotar a los resultados de las unidades.
Consideremos la ecuaciéon de Schrédinger con unidades para una particula interactuando con un potencial gg
constante

h? d?u (x)
“om e T qou (z) = Eu (),
la cual se puede escribir como
d? ~
— gt (x) = k?u (z)
donde se ha definido k2 := 2m (E —qo) /h?, es decir k= v 2m (FE — qo)/h, E > go. Las soluciones lineal-
mente independientes de esta ecuacién son eF**. Similarmente, consideremos la ecuacion de Schrédinger sin
unidades )
du (x
a c;;gT) + qou (z) = Eu(z),
la cual se puede escribir como
2
— gt (x) = k%u (z)

donde k? = E—qy. Las soluciones linealmente independientes de esta ecuacion son e=** donde k = /E — qq,
E > gy. En ambos casos las soluciones son similares, de modo que si se desean incorporar las unidades, las
apariciones de k en el analisis anterior deben multiplicarse por el factor v/2m/h, el cual ya involucra las
unidades.

Ejemplo 13. Consideremos un caso particular donde las matrices A v B toman la siguiente forma

10 I 0
P R P [

(85)] 1
las cuales representan un potencial singular con interacciones tipo delta de Dirac
gs (x) = 018 (x — 1) + @d (x — x2) ,
entonces los coeficientes de transmision y reflexion son
2k det J
(Ts + ®5)i— Ps () — k)’
— (D5 4+ P5)i+ D5 (1 + ik
Ry (k) = (I's + 5)‘1—}— 5(al+‘1 )’
(1-'5 + CI)(s) i— ®; (041 - lk‘)

Ts5 (k) =

donde la matriz J (k) dada por la expresién (5.1.8) depende de la soluciones u; y usa, las cuales a su vez
dependen del potencial regular qp, y las funciones I's v @5 para este ejemplo se expresan como

Ts (k) =uy (w25 k) (g — ik) + ) (w23 k),

D5 (k) =ua (z2; k) (az + ik) + iug (w5 k) .

Ejemplo 14. Consideremos otro caso particular donde las matrices A y B estan dadas por

R

las cuales representan las condiciones de continuidad de las soluciones y sus derivadas en los puntos =) y 22,
respectivamente. En este caso estamos asumiendo que g () = 0. Entonces los coeficientes de transmisioén y
reflexion se expresan como

2ik det J
Te (k) =— (Te+ @) + k@,
R. (k) - (T + @) + kP,

(Te + ®.) + kP,
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donde la matriz J (k) esta dada por la expresion (5.1.8) y las funciones I'. y @, para este ejemplo se expresan

como
T (k) = — ikuy (wo; k) +uf (225 k),
P, (k) =ikug (w25 k) + iuf (z23 k) .

5.1.1. Solucién SPPS del problema de transmision a través de una barrera de
potencial con dos interacciones puntuales

Note que la solucién general upp de la ecuacion diferencial

d? T
—%2(7.) + qo (T) UrI (T) = Bury (T) s < x<I (5.1.10)

se puede calcular en términos de series de potencias del parametro de energia E. De acuerdo con el método
SPPS [7] supongamos que en el intervalo [z, 2], la ecuacion diferencial

d*ug (z
—%(T)—Q—q(](w)uo(m} =0, m <zx<x9

posee una solucién particular ug tal que las funciones u2 y —1/u2 son continuas en [r1, 2], entonces las
soluciones linealmente independientes wq y ua de la ecuacion (5.1.10) se expresan como
o0 o ]
up(z) =ug (x) > E"XC(2) | up(@) =wug(z) Y E"XEH (a), (5.1.11)
n=0 n=0

con las funciones X (") v X (") definidas por las integrales recursivas

/HX’(”*U (s)u2(s)ds, n impar,
X(“) (3-) — To .
— [ X(=b(s) ﬁds, 7 par,
o 0
4 HH )
—[ X (=1 () 1(21(5)d3, n impar,
XM (z)={ o ’
XM= (s)u? (s)ds, n par,
\ v Tg

donde xy es un punto arbitrario en [xq, z2]. Mas aiin, las series (5.1.11) convergen uniformemente en [z1,x3).
Esto permite diferenciar las series término a término como sigue

o0

W (2) = ——— 3 Erxenn L 0@
ug () — ug ()
uh (x) = 7u01($) Z EnXn) Muz (x).
n=0

Se puede ver que las soluciones w1 y us asi definidas satisfacen las condiciones de Cauchy

uy (w0) = o (wo) , v (o) = ug (20) .
1

ug (w0)

ug (zg) =0, uh(xg) = —
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Para que las soluciones u; v us asi definidas satisfagan las condiciones (5.1.5) se necesita que ug por su parte
satisfaga las condiciones wug (x9) = 1 y ug (z0) = i. Finalmente si se elige x9 = x; el calculo de las integrales
recursivas se simplifica grandemente.

En el problema de transmision a través de una barrera de potencial con soporte compacto y dos inter-
acciones puntuales en sus extremos se llegd a las expresiones (5.1.7) que estan definidas en términos de las
funciones I' y @, y de la matriz .J dadas por (5.1.9) y (5.1.8), respectivamente. Estos términos se calculan
a partir de los valores que toman las soluciones u; vy us y sus derivadas en el punto xy. A partir de la
representacion en series de potencial es posible obtener en forma explicita tales ntimeros como sigue

uy (z2) = up (z2) Z En X (2n) (x2),
n=>0
uz (z2) = up (z2) Z Enx (@ntl) (x2),
n=0
1 . ufy (x2)
! T - Enx(Zn 1) T 0 -
uj (72) wo (22) nz::l (r2) + o (mQ)ul (x2) .
! 1 - n 3 (2n) u"D (‘TQ)
=— ETX ,
uy (r2) = =1 > (e2) + Loy uz (22).

=
Il
o

donde por conveniencia se tomd xg = 1 en el calculo de las integrales recursivas.

5.2. Potencial de corto alcance con miiltiples interacciones puntua-
les

El problema abordado en la Subseccion 5.1 se analiz6 desde una perspectiva matricial y se obtuvieron
expresiones explicitas para los coeficientes de transmisiéon y reflexion. Sin embargo la expresién matricial
(5.1.6) de donde se obtienen los coeficientes no es adecuada para abordar un problema de transmisién con
multiples interacciones. Esto es debido a las varias multiplicaciones matriciales que tendrian que realizarse
para obtener el comportamiento de las soluciones considerando tinicamente dos interacciones a la vez. Con el
fin de obtener expresiones que simplifiquen el célculo de los coeficientes de transmision y reflexion se presenta
en esta subseccién otro enfoque matricial basado en el cédlculo de matrices de monodromia.

Consideremos N interacciones puntuales localizadas en los puntos zy,- - ,xy, ver Figura (5.2.1).

Cada interaccion esta especificada por una matriz A; definida por

4= [a% a%ﬂ )
a1 Qa3
donde las entradas de las matrices son niameros reales tales que se satisface la condicion
detA; =1, j=1,--- N.
El operador no-acotado asociado a la ecuacion formal de Schriédinger (5.1.1) es

d?u ()
dx?

Hu (x) = — +q (®)u(x), zeR\{zy, - 25},

donde g es un potencial regular continuo a trozos, con soporte compacto en el segmento [z, zy]. La solucion u
satisface las siguientes condiciones puntuales en cada punto donde las interacciones se encuentran localizadas

[u (@)] 4, [ (-rj)]? j=1,- N (52.1)

w (33 u' (w;)

J
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d(xr—x1) O6(x—29) 0(z—xN)
N
AN / @ (3:) AN
see
xr
I T9 TN

Figura 5.2.1. Problema con N interacciones puntuales representadas en esta figura por deltas de Dirae, y polencial
reqular qo con soporte en el intervalo (z1,zn).

Denotemos por u; ;11 (z) la restriccion de la solucion de la ecuacion
Hu(z) = Fu(x), zeR\{z1,---,zn} (5.2.2)

en el segmento (z;,z;41) (j=1,--- \N — 1), ysean u_o 1 (z) = u1 (), un oo () = un (x) las restricciones de
las soluciones en los intervalos de (—oo, 21] ¥ [z 5, o), respectivamente. En la notacion usada el primer niimero
del subindice de la solucién u; ;41 representa el punto inicial mientras que el segundo ntimero representa el
punto final del intervalo donde se considera la solucién; en el caso cuando un punto sea +oo tal nimero se
omite en el subindice.

Sean @1 ; y 2 ; dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion

d*uj i1 (@
Lt ) gy @)y (@) = Bug g ()

da?
en el intervalo (x;, z;41) que satisfacen las condiciones de Cauchy en el punto z; (j=1,---,N —1).
e (@) =1, @25 (x;) =0, (5.2.3a)
(1) (2;) =0, (p2) (x;) = 1. (5.2.3b)

Entonces la solucion u; ;41 (z) se puede expresar como una combinacion lineal de estas dos soluciones, es
decir

uji+1(2) = Crypr; (@) + Co 2 (2), o <@ <xjt, (5.2.4)

donde ' j y Cs ; son cocficientes a determinar asociados al segmento (z;, 2 ;41). Estos coeficientes se calculan
evaluando la solucion (5.2.4) y su derivada en el punto x; de la siguiente manera

w1 (25) = Cr 1 (x5) + Co 025 (x5) = C j,
(ujjs1) (x5) = Crj (p15) (27) + Cayj (2,5) (x;) = Ch .

De esta manera la solucion wu; ;11 (z) se representa por la expresion

i
w1 () = w41 (25) o1y () + (ujj+1) (x5) @2, (x), x5 <z <xjqq, (5.2.5)
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la cual es valida para j =1,2,--- N — 1.

Ahora bien, en cada punto z; se tiene una expresion matricial del tipo (5.2.1) que relaciona las soluciones
a la derecha e izquierda de este punto. En términos de las notaciones utilizadas esta expresién matricial toma
la siguiente forma

[(um'ﬂ ST‘;FJ-):| -y [ ujj-1 (2 ))] j=2- N—1 (5.2.6)

J
wj 1) (2] (j5-1)" (=
De acuerdo con (5.2.5), también se tiene una expresion para la solucion u;_ ; (x) localizada en el segmento
(zj_1,2;5), es decir
i1, (%) = i1 (@5-1) 11 (@) + (wj-15) (@5-1) w251 (), @51 <@ < a5,

Ahora consideremos tnicamente el vector columna del lado derecho de la ecuacion matricial (5.2.6) y em-
pleemos la representaciéon de la solucién u;_; ; anterior

[ uj-15 (#7) ] _ [ U1 (ij—l)wl.j—lr(ﬂ?j)+(uj—1.j): (j-1) p2-1 (25) ]
(uj-15)" (73) wj—15 (5-1) (Pr-1) (2) + (uj—1,5) (25-1) (92,-1) (7;)
_ [ eri-1(z;) w21 () ] [ i1 (€j-1) }
( (

o15-1) (25)  (p25-1) ()] [(uj15) (@-1)

U‘—1.'($‘—1)
= M._4 . 1—L3 \"] ,
7= [(“jl,j),(le)}

donde hemos introducido la matriz de monodromia M;_, ; asociada al intervalo (x;_1,z;), la cual se define
por

P RN ) 992,_;.1(:6)} L
M- (p1-1) (25) (p2j-1) ()] 7 2, .

De acuerdo con esto, la ecuacién matricial (5.2.6) toma la forma

[(”“'“E D = a1, [(“«f‘lﬂ (xi-1) ] . j=2,--N-1, (5.2.7)

ujit1) (5] uj-15) (25-1)

que relaciona a las interacciones localizadas en puntos adyacentes x; y x;_1.
Es posible obtener otras relaciones al considerar de forma recursiva la relacién matricial (5.2.7). Por
ejemplo si 7 = 2 la ecuacién que resulta es

[(uz_gg:ﬁg) ] — Ay My s [ 12 (1) ] _ (5.2.8)

Uz z) (x2) (u1,2) (21)

Por otra parte si j = 3 se obtiene

o o] = 2000 [T

ug4) (23 uz,3) (22)

= AsMjy 3 A5 M, 5 [(:jlljg ;)1)]

donde se sustituyd la relacion matricial (5.2.8). Finalmente, si j = N — 1 se obtiene

un-—1,n(Tn—1) | ) UN—2,N-1 (TN—2)
|:('UN1,N),($N1):| = AN My—a.n1 [(UNZ,NI)’ ($N2J

= AN*IA/INfﬂJ\Tfl .. ASA’fQ,BAQA/fLQ [(Sllj)ga(:;)l)} ) (5.29)
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donde se han sustituido todas las relaciones matriciales anteriores. Esta ecuaciéon relaciona a la interaccion
localizada en x; con la interaccién en xzn_1. Para incluir a la interaccién en zy, se puede extender el uso
de la formula (5.2.7) para j = N abusando de la notacién y notando que la hipotética solucion uy y41 ()
coincide con uy () en el punto zy, de esta manera

Un (IN) - ) UN—-1,N ($N—1)
|:“":’V (SCN)] = AvMy-1n (un—1,n) (le)} i (5.2.10)

Al acoplar la ecuacion (5.2.9) en (5.2.10) se tiene una relacién matricial entre la interaccion en x; con la
interaccion en xy, es decir
UN (SCN)] ) ) [ w2 (1) }
=AvMy_ i NAN_1Mn_2n_1 - A3M33A: M ) . 5.2.11
|iui’\f ($N) NMN_]I NAN—-1MN-2 N—-1 3412 34240107 .2 (ul,‘Z) (3:1) ( )
Finalmente, cuando consideramos la interaccion en el punto « = xy definida por la matriz A,
Uy 2 (a:f') ] A [ (751 (a:]_) ]
= s 5.2.12
et R s (0:212)

en la ecuacion (5.2.11) se tiene la siguiente ecuaciéon matricial

uy (zn) uy (1)
=AvMpy_1 Ny AsM2A ,
|:u':’\f (l'NJ NMN-1 N 24Vl 2437 |:ufl ($1)

la cual relaciona a las soluciones a la izquierda del punto z1, con las soluciones a la derecha de .
El analisis anterior permitié obtener una solucion general de la ecuacion diferencial (5.2.2) la cual satisface

las condiciones puntuales (5.2.1) en cada punto z; (j = 1,---,N) donde las interacciones puntuales estan
localizadas. Ahora analicemos los estados de dispersion de la ecuacion
d?u ()

02 +qo(@)u(x)=FEu(z), zeR\{x1,---,an},

donde E = k%, k > 0, es el parametro de la energia. Como se hizo en la subseccion anterior, supongamos
que existe una unica fuente de particulas localizada en ©* — —oo, de modo que las soluciones u; y uy las
podemos representar como

wy (T) _ eik(;x—;x-.) + R(’,_ik(z_$1), T <1
uy () = Teik(‘”f‘”"’), T >IN

donde R representa la amplitud de la onda reflejada por el potencial en x = x, mientras que T representa
la amplitud de la onda transmitida que proviene del potencial en x = x . Por otra parte la onda incidente
¢*(@=71) 56 asume con amplitud unitaria. Bajo esta condicion, se satisface la identidad |R|* + |T)* = 1. Con
base en estas soluciones la ecuacién (5.2.11) toma la forma

1+R } (5.2.13)

T
|:lkT:| = ANA‘INfl,N e Azﬂ'fl,QAl |:lk'.(]_ _ R)

la cual es una expresion matricial general para Ry T, en funcién de k = V'E. Después de realizar los productos
matriciales indicados y de hacer la igualdad matricial con el vector columna del lado izquierdo es posible
obtener expresiones para los coeficientes 7'y R en funciéon del parametro k. Sin embargo la implementacién
de esta formula debe realizarse de forma iterativa por un programa computacional que calcule las matrices
de monodromia para cada intervalo y que realice los productos matriciales indicados.

A partir de la expresion (5.2.13) es posible encontrar aquellos valores del parimetro k = k; para los cuales
las regiones de interaccién son transparentes, lo cual quiere decir que el coeficiente de reflexién es igual a
cero, entonces dichos valores se representan por la siguiente expresion

T 1
[iktT} =AnvMpy_1 N AaM; 24, [ikt] ,

estos valores de k; definen las energias de transparencia F;, = kf
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Ejemplo 15. Consideremos las condiciones de continuidad en cada punto z; definidas por las matrices

1 0 )
PO (R

En este caso, estamos suponiendo que el potencial singular es ¢, () = 0. De acuerdo con la propiedad
asociativa del producto matricial, se tienen los productos parciales

AMi_yy =M1y, i=2--- N
de modo que el problema de transmision se define por la siguiente ecuacion matricial

T _ 1+ R
[ikT] = My-1y- M [ik (1- R)} ’

donde T representa el coeficiente de transmision y R representa el coeficiente de reflexion.

Ejemplo 16. Consideremos interacciones tipo delta de Dirac «;6 (z — z;) en cada punto z;, donde «o; > 0,
las cuales se representan mediante las matrices

Ai—[l 0], =1 N
g 1

En este caso, de acuerdo con la propiedad asociativa del producto matricial, se tienen los productos parciales

Dicra=AiMio1i = [fi (1)] [(53,:_3)5?;1) (;f,f_f)%)]

_ [ ©1,i-1 (23) , P2,i-1 (%;) , ] i=92.... N
o1t (25) + (p1,im1) (23) o1 (2) + (woim1) (m)]° o

por lo tanto el problema de transmision en este caso se representa por la ecuacion matricial siguiente

T 1+R
[ikT} =An_i N DA [ikz (1- R)] ;

la cual se deriva del caso general (5.2.13).
Ejemplo 17. Consideremos la ecuacion de Schrodinger con miltiples interacciones puntuales

d*u (x)
dz?

Hu (x) = — +go(x)u(x), zeR\{z1, - ,zn},

donde cada interaccién estd especificada por una matriz A; definida por
()
A= M1 q12
ol o)
y con un potencial gy (x) constante a trozos definido como

41,2, r <x<Ta,

42,3, T < T < I3,
qo (x) =
gN-1.N, ITN-1<T <ZIn,

donde g; ;41 > 0 representa el nivel constante de la barrera de potencial en el segmento(x;, ;). Constru-
vamos las matrices de monodromia asociadas con este potencial. Para este objetivo necesitamos determinar
las soluciones linealmente independientes ¢ ; v 2 ; de la ecuacion

‘J QJ

d2
— g3 Wit (%) + gt (1) = By (2)
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en el intervalo (xj,x;41), que satisfacen las condiciones de Cauchy (5.2.3). Esta ecuacién se puede reescribir
como

d?
— gz it () = (B = gj541) w541 (2) -

Definamos k?— ‘= I — g j+1, entonces las dos soluciones linealmente independientes de esta ecuacion tienen
la forma e'*% y e~ %57 donde k;j = \/E — q; j4+1. Las soluciones seran oscilatorias si k; > 0, lo que implica
que E > g; j+1- A partir de estas soluciones podemos construir las funciones ¢ ; ¥ w2 ; como combinaciones
lineales de la siguiente manera

1, (x) =C1 ;€M% 4 Cy je 97,
o (1) =Dy ;€97 4 Dy je= %,

Con respecto a 1 j, los coeficientes € ; v (o ; se determinan al evaluar la solucion y su derivada en el
punto x; como sigue

1 (25) =Ch ;6% 4 Cy e = 1,
(p15)" (z;) =ik; (Cy ;™™ — Cp je %) =0,

se obtiene asi un Sistema, de ecuaclones con C]_ q 02 5 como 1mcod Illtab cuya SOluCiéH es
gy JJ g Y
1 . 1.
—ik;jx; ik;x;
Cl.j_§€ %5 02}3;_58 i
De esta manera la solucion gﬂl:j, toma la fOI'mBJ
¢ . = l ik; (z—w;) + ikj(z—2;) ) _ n k—( — 7.
w14 () = 5 € e = cos (kj (x —x;)).

Con respecto a s ;, los coeficientes D; ; ¥y Da ; se determinan al evaluar la solucién y su derivada en el
punto z; como sigue

p2,j () =Dy ;9% 4 Dy je i =0,
('55\2‘1;)’ (’Tj) :Ek’] (D]_jeikjm') —_ DQ‘jE_ikl‘i’"i) = ]_,

se obtiene asi un sistema de ecuaciones con Iy ; y Ds ; como incognitas cuya solucion es

F—ika_j‘ —_

Pra = =g e ™ Do =g
J 3

’1k3:c‘;.

De esta manera la solucion 3 ;, toma la forma

02 (1) = o (B — o)) = Lsin (ky (7 — )
7 7

Entonces la forma exacta que toman las matrices de monodromia se muestra a continuaciéon

contbylezn=5) iy ey

M, i1 = [ (
Jg+l .

—kjsin (B (xjo1 — ;)  cos(kj (x40 — 2;4))
Finalmente, para que las soluciones sean oscilatorias en cada uno de los segmentos se necesita que energia
satisfaga la siguiente condicion

E > méx{gj 41}
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5.3. Soluciéon SPPS del problema de transmision a través de un po-
tencial de corto alcance con miultiples interacciones puntuales

En la seccién 5.2 se abordé el problema de la transmisién de ondas cuénticas a través de potenciales
arbitrarios con interacciones puntuales por medio del uso de las matrices de monodromia. En esta subseccion
abordaremos el calculo explicito de estas matrices empleando el método SPPS.

Consideremos la ecuacion de Schrédinger en el intervalo (x;, xj41),

dz
( goz T Gt (@ )) ujj+1 () = Eujj (5.3.1)

donde ¢; j+1 () es la restriccion de la funcidon potencial go en dicho intervalo. Aqui nuevamente la notacién
empleada denota el punto inicial del intervalo por el primer nimero del subindice y el punto final por el
segundo niimero. Sea ug ; una solucién particular de la ecuacion

( dd22 i (@ )) ug,j (x) = 0

en el intervalo (z;,z;41) tal que las funciones ug ;¥ 1/u0‘j son continuas en [x;,z;41], entonces las dos
soluciones linealmente independientes de la ecuacion (5.3.1) se pueden expresar como series de potencias del
pardmetro de la energia como sigue

>0 ~ (2n > § -1
u i (x) = up; (x) Z E"X; ) (), wus;(z)=1up;(z) Z E”X:’(;2 +) (z), (5.3.2)
n=0 n=0

s (n)

con las funciones X;  ~ y X ;n) definidas por las integrales recursivas

Xj(o) =1 X;U) =1

[. X'j(nil) (s)ug,(s)ds, = impar,
Jag

~J (n) (z) = i (1)
— X; (5) — 1( yds, n par,
IO,] U.O!J S
; B o X(n*]-) (g) 1 d . .
g . m S, T lUnpar,
(n) o '
X.,] (TC) = r Y (n—1) )
X; (8)ug ; (s)ds, n par,
\ Jzq,j

donde xp; es un punto arbitrario en [z;,2;41]. Méas atn, las series (5.3.2) convergen uniformemente en
[, xj41]. Esto permite diferenciar las series término a término como sigue

(ul,j)’ (z) = — i X% Y (UOJ—WULJ (z),

Uo, ( ug,; ()
(uz;)" () = i jl($) > E" X4 (u(;i,)(a(;)uz i ()

Se puede ver que las soluciones uy ; y ug ; asi definidas satisfacen las condiciones de Cauchy

uyj (o) = w0y (woy),  (u1;) (wo) = (uo;) (o),
1

uz; (x0,7) =0, (u2;) (x0) = ug; (woy)
»J “U,7
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5.3. Solucién SPPS del problema de transmisiéon a través de un potencial de corto alcance con multiples
interacciones puntuales

En lo que sigue consideramos que ¢ ; = x; lo cual simplifica grandemente los calculos.

Se puede ver que la soluciones u; ; ¥ s ; no satisfacen las condiciones de Cauchy (5.2.3), sin embargo

pueden ser utilizadas para construir a ¢ ; y a @2 ; como sigue

1,5 (x) = dy jurj (x) +dajuzj(z),

P25 () = e1jur; (x) + e juz,; (7)),
donde dy ;, da j, €14, y ez ; son coeficientes a determinar,
Evaluemos a ¢ ; (x) en x;, lo que resulta
o1y (x5) = dyjur (x;) + dojuz,; (x;)

= dy juo,j (z;) =1,

de esta igualdad de obtiene el coeficiente

. !
Ahora evaluemos la derivada (1 ;) en x;

(£1.5) () = du j (u15)" () + daj (u2,5)" ()
1 / da

~ uoy (x)) (vo3) () = ug,j (x5)

=0,

por lo tanto resulta que
!
daj = (o) (z;).

De esta manera la expresién para i ; en términos de las soluciones uq ; v ua ; es

1

P14 () = s

i (@) + (o)’ (23) 2 (@),

v al considerar la representaciéon en series de potencias (5.3.2) se tiene que

o1 ()= uwuzﬂ @)+ () (a5) w0, ()Y B X (@)

n=0 n=0
Ahora, evaluando la solucion ¢g j en @ = x; se tiene
P25 (75) = e1ju; (z5) + eg jua j (z;)
= e1,juo,; (2) =0,

de lo que resulta el coeficiente
€1,5 = 0.

Ahora evaluemos la derivada de (g ;)" en z;

(802,3‘)’ (33;.") = €2 (Uz,j)f (33;,:}

82!)'
e —— 1_;
uo,; (25)
entonces se obtiene
e, = —uo,; (;)
Por lo que la solucién (5.3.3b) se expresa como
@25 (x) = —uo; () uz,; (x)
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Capitulo 5. Analisis de los estados de dispersiéon de un sistema con potencial de corto alcance e
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y al considerar la representacion en series de potencias (5.3.2) se tiene que

25 (@) = —uo; () uo (2) Y E"X P (). (5.3.5)

n=0

. . . . ! / . . ‘.
Finalmente, es posible derivar expresiones para (@1 ;) (x) ¥ (p2,;) (x) en términos de la representacion
en series de potencias como sigue

(1) (2) =—— )(— ! ZE%””‘”(m)+(uo=j)’<m)ZE“Xj””)(m))

Ho,j ( ©o.; (T) n=1 n=0
+ (UOJ) ( ( o 3:) Z E”’X (2n) (ILOJ‘)I (33) Z ETLXJ(_2ﬂ+1) (.'17))
A n=0 n=>0
o0
((,.92’_7')’ (TC) _ T-l'U:j (.T:, ( - Z E"X 21’1) u(] 7) Z ETEX;2?1+1) (’]’I))
J n=0

Por lo que la matriz de monodrémia queda en términos de estas funciones y sus respectivas derivadas evaluadas
en el punto ;1.
Si la solucion wy ; satistace las condiciones

uo; () =1, (uoy) (x;) =1,

entonces, las expresiones para ¢y j, @2 ; ¥ sus derivadas se expresan como series de potencias del parametro
de la energia E' como sigue

o1 (T) —=ug (T) (Z EnX (2n) ( ) +iZEnX_;(-2n+l) (T)) , (5.3.6&)

n=>0 n=0

>3]
o () = —ug; () Y E" X (2), (5.3.6b)

n=>0
((pl!j).'( ) UU’J (Z En (2"1) )+ iZEnXJ,(-Qn+1) (.'I;)) (536(:}

n=0
_ ZE”X (2r=h) T)+1ZE”X(2” (x) (5.3.6d)
?L[)J n=1 n=0
" n v (2n) ny 2n+1)

(p25)" (@) = @,,,Z;E X§ — (uq ;) ZE (), (5.3.6¢)

a partir de las cuales se puede obtener la matriz de monodromia M;_; ;.

5.3.1. Un método de construccion de la solucién particular

El método SPPS también se puede utilizar para calcular la solucién particular ug ; de la ecuacién

d2
( gl +QJ3+1($))U03—0

en el intervalo [z;,2;41]. Sean vy ; y vo ; dos soluciones linealmente independientes, tales que la solucion
construida en la forma

ug; = v1,j +ivg;

no se anula en el intervalo [z;,x,41], ya que vy ; v vz ; alternan sus ceros segun el teorema de oscilacion de
Sturm [15].
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5.4. Implementaciéon computacional

Sea vp,; una solucion particular de la ecuacion

d2

gz os =0

en el intervalo [, x;41] que satisface las condiciones de regularidad g; j11v5 ;, vy ; € C[r),xj41], entonces
v1,; Y V2,; se pueden expresar en series de potencias formales como

= > (2") > 2n
v (@) =0y 3 Y (@) Yy vy (@) =y Y Y (@) (5.3.7)
n=0 n=>0

donde las funciones };j(n)y Yj(”) estan definidas en forma recursiva como

) /. JYj(nfl) (s)ug; (s)gjj+1(s)ds, n impar,
= [I Y (s) 5L —ds n  par
Fo., 7 vg ;(8) 77 ’
€T
Yj('r»—l) (s) == 1,(5)(15‘ n impar,
v (2) ={ "B
[ Yj(n_l) (s) U&j (s)qj +1(s)ds, n par.
\ /T,

El punto Z, ; es un punto arbitrario en [z, z;41]. En particular se puede tomar a vy ; =1 lo cual simplifica

mucho el trabajo. Més atn, las series (5.3.7) convergen uniformemente en el intervalo [z, x;41]; esto permite

diferenciar término a término las series (5.3.7), lo cual conduce a una representacion en series de potencias
. ! .

formales para ug ; y su derivada (up ;) como sigue

o, = i (ff(zn) () + iy, 20 ($)) : (5.3.8)
n=0

(o) () =5 (?j(z’”” (2) +1¥,%" (). (5.3.8b)
n=0

Sise elige 1y ; = x;, se puede ver que la solucidén ug ; asi construida satisface las condiciones de Cauchy

ugj (z5) =1, (uo;) (x;) =1,

tal como se solicitaba anteriormente.

5.4. Implementacién computacional

En la Secciones 5.2 y 5.3 se abordo el problema de la transmision de ondas cuanticas a través de potenciales
arbitrarios con interacciones puntuales por medio del uso de las matrices de monodromia y se realizé el calculo
de éstas empleando el método SPPS en el caso cuando las funciones potenciales no conduzcan a soluciones
exactas de las ecuaciones de Schrodinger. En esta seccion se muestra la implementacion computacional de la
teorfa previamente desarrollada.

En la Seccién 5.2 se llegd a la ecuacion matricial siguiente

1+R }

T
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la cual relaciona los coeficientes de transmision Ty reflexion R, en términos de las matrices A; asociadas
con las interacciones en los puntos x; y en términos de las matrices de monodromia M;_ ; que estan dadas
por la siguiente expresion

. 01,5-1 (x5) @2 -1 () -
M. L= . :2‘..._/\]_
I (prga1) () (2ge) ()] 7

las cuales se determinan a partir de las funciones @1 ;_1, @2 j—1 ¥ sus respectivas derivadas evaluadas en el
punto x;.

En la Seccion 5.3 se llegd a expresiones para las funciones @1 j, @2 ; ¥ sus respectivas derivadas como
series de potencias del parametro de energia I, las cuales se muestran en forma explicita por las expresiones
(5.3.6). La representacion SPPS de estas soluciones y sus derivadas consiste de series infinitas que para
propositos practicos no pueden ser implementadas en su forma actual debido al nimero infinito de términos
que las componen. Por lo tanto, en su implementacién computancional estas series se tienen que truncar
hasta un m-ésimo término, lo cual significa que a partir de esta representacion truncada ahora tendremos
una aproximacion para los coeficientes de reflexion y de transmision.

Consideremos que las series 1 j, @2 ; ¥ sus derivadas se truncan hasta el m-ésimo término, es decir,

n=0

~ “ n v (2n) . e n n
@1, (z) =ug,j () (Z E"X; 7 (x) +1ZE Xj(-2 ) (x)) ,
n=0

Paj () = —uo () Y E"XE (),

n=0
_ m _ QTL . T .
(?15) (2) = (uo) (x (Z B X" (@) 41y Erx Y (w))
n=0 n=0
1 m (2n—1) m
n v n— . n 2n
’ n=1 n=0

m

Bo) (1) =——— 3" E"XP (1) — (o) (1) 3 E" XD (),

n=0 n=0

donde j =1,---, N — 1. Las expresiones anteriores representan aproximaciones de las funciones 9

J o
y sus respectlva:-, derivadas. Dada la convergencia uniforme de las series ¢ ;. @2 ;, los errores @1 ; — @1 ;|
v |@2,; — $2.;| decrecen uniformemente conforme m — oo. A partir de estas aproximaciones se obtiene una
aproximacion de la matriz de monodromia dada por la expresién

= | Puia(m) By 1(%)} Ly
M [(«;51,;1)’(9:;» Fag) ()] T2

Al considerar las aproximaciones Jrl;fj,l_j de las matrices de monodromia en la ecuacién (5.4.1) se obtienen
aproximaciones de las amplitudes de las ondas transmitida y reflejada, denotados respectivamente por T y
R, de acuerdo con la siguiente expresion

1+ R

Lff ik (1- R)

El calculo de las soluciones @, ;, @2 ; se basa totalmente en la existencia de una solucion wug ;, cuya
expresion exacta fue obtenida en la Subseccién 5.3.1. Para poder desarrollar la implementacién computacional
para la solucién wug ; y su derivada que estan dadas por las expresiones (5.3.8) se tienen que truncar sus
respectivas series de potencias hasta un m-ésimo término. Sean g ; y (ﬁo_j)’ las aproximaciones de la solucién

= ANHN—LN . A2ﬁ1,2A1

o1



5.4. Implementaciéon computacional

up,; y de su derivada, respectivamente, las cuales estan dadas por las siguientes expresiones

ﬁD,j — i (173(214) (.’,U) + i}/j(2ﬂ+1) (.’17)) 1

n=0

(@0, (@) =3 (% (@) + %2 @)

n=0

Dada la convergencia uniforme de la serie ug ;, el error |ug j — up, ;| decrece uniformemente conforme m — oc.



Capitulo 6

Conclusiones y trabajo a futuro

Se analizaron las ecuaciones de Schriodinger que involucran potenciales regulares acotados, y potenciales
singulares tipo d v 4, como extensiones auto-adjuntas de ciertos operadores que incluyen inicamente la parte
regular del potencial, asi como ciertas condiciones de frontera que pueden expresarse en forma matricial.
Para las interacciones tipo ¢ y &' las condiciones en frontera implican el uso de una matriz de 2 x 2 cuyas
entradas se definen a partir de las intensidades de las interacciones y que implican la continuidad o salto de las
funciones o sus derivadas en los puntos singulares. La representacion matricial de las interacciones puntuales
posteriormente se generaliza en matrices arbitrarias cuyas entradas son nimeros reales v que satisfacen la
condicién de que el determinante de la matriz es uno, a efectos de que el operador correspondiente sea
auto-adjunto.

Se abordé un problema que involucra la interacciéon de un onda cuantica con un potencial regular y un
potencial singular representado por interacciones puntuales. Primero se considerd el caso cuando el potencial
es atractivo y se obtuvo la ecuacién de dispersion que define las energias permitidas de los estados ligados.
El método utilizado fue matricial con el objetivo de aprovechar la representacion matricial de las condiciones
en la frontera. Posteriormente se analizaron los potenciales repulsivos y se caracterizaron los estados de
dispersion del sistema a través de los coeficientes de transmision y reflexiéon. La solucién del problema de
transmision de ondas cudnticas utiliza también un enfoque matricial que permite considerar las condiciones
en la frontera puntuales expresadas en forma general. En este caso se hace uso de las matrices de monodromia
para expresar la relacién que existe entre dos interacciones puntuales. Las matrices de monodromia permiten
obtener expresiones recursivas para los coeficientes de reflexion y transmision.

En el problema de transmision el potencial regular se asume como una funcién acotada arbitraria. Para
obtener soluciones de la ecuacion de Schridinger ante tales potenciales es posible aplicar métodos numericos
o utilizar aproximaciones que conduzcan a soluciones aproximadas. Sin embargo, en esta tesis se ocupd el
método SPPS para obtener soluciones exactas como series de potencias del parametro de la energia. A partir de
esta representacion SPPS se obtienen expresiones explicitas para las matrices de monodromia. Los resultados
obtenidos pueden aplicarse a potenciales tipo delta de Dirac, derivada de delta de Dirac, combinaciones
lineales de éstas, u otros potenciales singulares que pueden tratarse en términos de distribuciones de primer
orden. El enfoque matricial permite obtener expresiones cerradas para los coeficientes de transmision y
reflexion, cuyas expresiones permiten el cilculo de las energias de transparencia del sistema cuantico como
funcién de la energia de la particula.

La representaciéon en series de potencias del parametro de la energia conduce a un método numérico
para el calculo efectivo de los coeficientes de reflexién y transmision, el cual consiste en truncar las series de
potencias hasta un nimero finito de términos. Dado que las series de potencias aqui consideradas convergen
uniformemente el error asociado con el truncamiento puede ser reducido uniformemente al considerar méas
términos en las series. De esta manera el calculo de las matrices de monodromia se reduce a evaluar polinomios,
lo cual muestra una alternativa atractiva para el analisis de los problemas de transmisién.

Dado que es posible establecer analogias dpticas—mecanico-cuanticas, los resultados aqui obtenidos pueden
ser aplicables a la ecuacion de Helmholtz que resulta de analizar los sistemas Opticos sometidos a interac-
ciones puntuales. Ademéas, muchos problemas de transmision de senales eléctricas en lineas de transmision
se especifican por ecuaciones diferenciales de segundo orden, por lo cual estos resultados podrian aplicarse
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al calculo del coeficiente de reflexion de la linea de transmisién sometida a discontinuidades. Por ultimo,
la técnica aqui desarrollada puede ser aplicada para el estudio de los estados de resonancia de los sistemas
cuanticos.
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