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Resumen

En 1975 Curzon y Ahlborn (CA) publicaron un articulo, considerado pionero de una rama de la termodi-
namica fuera del equilibrio, llamada termodinamica de tiempo finito (TTF), en ese articulo estos autores
analizaron un ciclo térmico tipo Carnot en el que no hay equilibrio térmico entre las isotermas del ciclo
y los reservorios externos de temperaturas absolutas 77 y 7>. Este hecho permite que un flujo irreversible
de calor ocurra entre los reservorios y la sustancia de trabajo implicando un término de produccién de
entropia. Sin embargo, se deja a la sustancia de trabajo realizar ciclos reversibles.

Los flujo irreversibles agregados constituyen un pequefio paso ligeramente mas realista que un modelo
reversible del ciclo de Carnot. Interesantemente, con este modelo simple, Curzon y Ahlborn calcularon
la eficiencia térmica en el régimen de mdxima potencia encontrando la ahora famosa férmula, ncy =
1 —+/T» /Ty, que da valores razonablemente cercanas a las eficiencias de las algunas plantas de potencia
reales. A posteriori muchos autores publicaron diversos modelos CA modificados agregdndoles algunas
caracteristicas mas reales ligadas a las plantas de potencia. El ciclo CA también fue optimizado por medio
de diferentes funciones objetivo tales como la funcién ecélogica y la potencia eficiente. En la presente
tesis aplicamos el criterio de potencia eficiente a un ciclo tipo CA siguiendo el modelo de Gutkowicsz,
Procaccia and Ross (GPR) que incluyen términos inerciales. Como era de esperarse, la eficiencia del
ciclo GPR bajo el criterio de mixima potencia eficiente es mayor que la eficiencia-CA bajo condiciones
de maxima potencia.
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Abstract

In 1975, Curzon and Ahlborn (CA) published a paper which is considered as pioneering of a branch of
non equilibrium thermodynamics called finite-time thermodynamics. In that article these authors analy-
zed a Carnot-type thermal cycle in which there is not thermal equilibrium between the isotherms of the
cycle and the external heat reservoirs at absolute temperatures 77 and 7>. This fact permits that an irre-
versible heat transfer flux occurs between the reservoirs and the working substance implying a term of
entropy production. However, it is allowed that the working substance performs internal reversible cy-
cles. The irreversible fluxes added constitute a small step towards a slightly more realistic model than the
Carnot cycle. Interestingly, with this simple model Curzon and Ahlborn calculated the thermal efficiency
at the maximum power regime finding the famous formula of the CA-efficiency, which is reasonably
close to efficiencies of actual power plants. Later, many authors published several modified CA models
by adding some realistic features linked to power plants. The CA cycle also was optimized by means of
diverse objective functions such as the ecological function and the efficient power. In the present thesis
we applied the efficient power criterion to a CA-type cycle following the Gutkowicsz, Procaccia and
Ross (GPR) model which includes inertial terms. As expected, the efficiency of the GPR cycle under
maximum efficient power criterion is largest than the CA-efficiency under maximum power conditions.
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Introduccion

En 1975, Curzon y Ahlborn (CA) [1] publicaron un articulo que se considera pionero de la termodindmica
de tiempos finitos (TTF). En este articulo CA propusieron un ciclo térmico tipo Carnot en el que, no habia
equilibrio entre las isotermas del ciclo y los almacenes térmicos correspondientes. Ellos supusieron una
diferencia de temperaturas entre el almacén caliente a temperatura 7] y la isoterma caliente del ciclo a
T1» produciendo un flujo de calor del almacén a la sustancia de trabajo dado por la ley de enfriamiento
de Newton. Para la parte inferior del ciclo hicieron suposiciones equivalentes para T3 y T5,,. De este
modo, integrando la ecuacién de transferencia de calor pudieron estimar la duracién del ciclo (periodo
del ciclo) y por lo tanto pudieron calcular la potencia producida por el ciclo, a diferencia del ciclo
de Carnot que es de potencia nula. CA maximizaron la potencia de este modelo y encontraron que
la eficiencia a potencia mdxima quedaba expresada por Nea = 1 — /T2 /T;. Esta férmula se ha vuelto
célebre apareciendo ahora en algunos libros de texto [2—4]. Es conveniente aclarar que esta expresidn para
la eficiencia llamada de Curzon y Ahlborn ya habia sido reportada desde la década de los 50’s del siglo
pasado [35, 6]; sin embargo, lleva el nombre de Curzon y Ahlborn porque después de estos autores la TTF
inici6 un desarrollo continuo y sistemadtico [7, 8]. El éxito del resultado de Curzon y Ahlborn consistié en
que con datos de varias plantas de potencia en el mundo real mostraron que su simple modelo se acercaba
muy razonablemente a eficiencias reales. Posteriormente en 1978 Gutkowicsz, Procaccia y Ross (GPR)
[9] publicaron un articulo en el que afiadieron algunos efectos realistas adicionales al modelo de CA. Por
ejemplo, tomaron en cuenta la masa de los pistones, la friccidén entre las piezas metélicas del cilindro y
las adiabdticas no instantdneas. Bajo estas consideraciones GPR mostraron que la férmula de CA es sélo
vélida en el limite de altas relaciones de compresidn; es decir el modelo GPR es mas completo que el
simple modelo de CA. En los primeros afios de desarrollo de la TTF después de 1975 el criterio de mérito
mas utilizado fue el de maxima potencia; sin embargo, después se fueron proponiendo otros criterios de
optimizacién, tales como el criterio ecolégico [10], la funcién Omega [11] y la llamada potencia eficiente
[12]. En la presente tesis por primera vez se va a aplicar el criterio de la potencia eficiente para optimizar
el modelo GPR. Para ello he organizado la tesis de la siguiente manera: en el capitulo 1 se hace un
repaso del modelo de Curzon y Ahlborn tanto en la version original como en la version de De Vos [4];
en el capitulo 2 se presenta el modelo de Gutkowicz, Procaccia y Ross [9]; en el capitulo 3 se presenta
la optimizacion del modelo GPR mediante el criterio de la potencia eficiente y finalmente se dan las
conclusiones.

X111



Capitulo 1

Modelo Curzon y Ahlborn

Previé a lo por venir debe mencionarse que emplearemos seglin convenga en el trabajo la notacién de
conduccién de calor @ como,
o=4

- dt ' . . .
En 1975 se publico un articulo por Curzon y Ahlbormn (CA) [1] considerado pionero de una rama de la
termodinamica irreversible (T1), llamada termodindmica de tiempos finitos (TTF) que estudia modelos de
mdquinas térmicas como la ilustrada en la Fig. 1.1. En esta figura se ilustra un proceso termodindmico en
el que una mdquina de dos temperaturas internas 77, > T5,, realiza un ciclo de Carnot que se recibe calor
de un reservorio de temperatura 77 y entrega calor a un reservorio de temperatura 7>, tal que finalmente
se satisface la siguiente desigualdad 77 > T,, > T5,, > T>. En la Fig. 1.1, a; representa una conductancia
térmica tal que impide que 7} = T,,, y a través de ella pasa un flujo del calor Q| que obedece la ley de
enfriamiento de Newton, dada por

01 =0 (Ty —Tiy) >0, (I.1)

de manera similar, hay una segunda isoterma corresponde a una temperatura de trabajo 73, que estda
conectada a través de una conductancia térmica o con el reservorio frio de temperatura 7> y por ella
pasa una cantidad de calor Q; dada por,

0y = (Tay, — Tz) > 0. (1.2)

1.1. Condicion de Endorreversibilidad

Debe decirse que lo expuesto en esta seccion sigue el desarrollo del paper de Curzon y Ahlborn [1].
Como se puede ver de la Fig. 1.1, hay dos temperaturas Ty, y T»,, tal que Tj,, > T5,,, que funcionan como
las isotermas de una mdquina de Carnot (véase el marco punteado en Fig. 1.1), que como es bien sabido
es un modelo reversible. Por otro lado, el trabajo W producido por este ciclo se obtiene de la primera ley
de la termodindmica.

W =101 -0, (1.3)

En esta maquina de Carnot AU = 0, siendo AU el cambio de la energia interna de la sustancia de trabajo,
por lo que de la Ec. (1.3),

02| = |01 = W. (1.4)
Ahora bien, sabemos que el ciclo interno es de Carnot y por lo tanto con eficiencia 1 dada por,
TZW
=1- . 1.5
n Tl w ( )

Dadas estas ecuaciones, podemos obtener la grafica de la eficiencia contra la razén de temperaturas
de la sustancia de trabajo 68 = T»,,/T},,, como se ve en la Fig. 1.2 al cuadro punteado que contiene
a.Tiy y Ta,. También de la definicién general de eficiencia 7 = W /Q; y usando la Ec. (1.3) se obtiene
n=(01[—102]) /|Q1[ = 1—]02|/|Q1| y comparando la Ec. (1.5),

Q9 _ D

01 T (1.0



1.2. Potencia

Ty

| m |

Figura 1.1: Modelo de Curzon—Ahlborn en el lado izquierdo de la figura se ilustra un didgra-
ma de isotermas de la maquina térmica de Curzon y Ahlborn con una conductancia térmica
finita entre el fluido de trabajo y los reservorios de calor, en el lado derecho de la figura se
simplifica la maquina pues, lo expuesto en el marco punteado del lado izquierdo junto con
las conductancias de la figura (sin corto circuito) corresponde con la miquina (que se ilustra
como un circulo) del lado derecho de la figura.

por lo que,
9 = %? (1.7)
Tl w TZw
este resultado se conoce como condicién de endorreversibilidad [13].
1.2. Potencia
Por otro lado, el tiempo ¢ en que le lleva a la maquina realizar el ciclo (ver Fig. 1.1), es.
t o< (t1 +t2) = Y(t1 +t2), (1.8)

v: constante de proporcionalidad.
1 : tiempo para absorber Q.

ty . tiempo para ceder Q5.

La constante de proporcionalidad ¥ da cuenta de la posible duracién de las adiabatas del ciclo interno
de Carnot, aunque se suele tomar como ¥y = 1; es decir adiabatas instantdneas. Sabemos que la potencia
P =W /1, por lo que usando las ecuaciones (1.31.3) y (1.8),

W |01 |0
A _1=al 1.9
! y(h +12) (1)

Tomando las ecuaciones (1.1) y (1.2) se tiene,

o (T] - Tl w)r] — 0 (TQW - TZ)FZ
?’(fl -Hz) '

Ademas, se tiene que Q] ~= Qm y O~ Qgtg tal que, al sustituir (1.1) y (1.2) en (1.7) y usar la condicién
de endorreversibilidad dada por la Ec. (1.7) se tiene,

pP= (1.10)



1.2. Potencia

2}

Figura 1.2: Eficiencia 1 contra la razén de temperaturas 8 = T»,,/T,, tal que Ty, > Do, ¥
n=1-06.

il 0 (Toy — T2) iy

=W AW (1.11)
] Cﬂl(Tl 7TIW)BW
al multiplicar la ecuacidn anterior por fa,
o (T — 1) Ty
LGk D LT (1.12)
o (11 — Tiw) T
o también al calcular el inverso multiplicativo de la ec. 1.11 y multiplicar por 1,
o (T —Tw) Doy
= G T) oy (1.13)
125) (T2w - TZ)TI w
Definimos las variables,
x =T —Ty, (1.14)
y="Ty T, (1.15)
y al sustituir (1.14) y (1.15) en (1.12) y (1.13) se obtiene,
ooyThy
H= f, (1.16)
(I]xTzw
onxTay,
fy — 2w, (1.17)
al}’Tl w

Podemos expresar a la potencia en términos de la variable x e y tal que, tomando los tiempos como en
(1.16) y (1.17), 1a potencia toma la forma siguiente,

Ty
(axGps —oy)t
= Ll : (1.18)
V(e +n)



1.2. Potencia

al factorizar,

aZ}'TI wo_ y
(x gz —0ay)tr

— y(agyﬂu- + l)tz

OS|XT2“.

de las fracciones en el denominador y factorizar,

(72— 1)ony
(R

al arreglar los términos (1.14), (1.15) entre parentesis de (1.20) se tiene

P=

oy opxy (T — T —x—y)
Y(ooy(Ti —x) +oux(y+ 1))’

de lo que obtenemos,

04} Otzxy(Tl -1 —x—y)

Y(O&z}‘ﬂ + o x> + (al — Otz)xy)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

esta es la potencia de la maquina de CA [1], la cual fue optimizada respecto a las variables x e y, es decir

se tiene dyP = 0 que nos da una funcién f(x,y) = 0 de que cumple que,

fxy) = =2 (T +y)on + 0o (T7 +2° + T (T2 +2x+) ) =0,

a su vez dy,P = 0 nos da una funcién g(x,y) = 0 dada por,

glx,y)= —Olgy2 (x — Tl) + Odlx(y2 +26y+ 1D (x+ Tz) -1 T2) =0,

encontramos asi dos ecuaciones con dos incognitas por lo que de la ec. (1.23),

ooy (T1(T1) = T (To +2x +y) +27) — aux*T> — aux’y = 0,

al factorizar y arreglar los términos entre paréntesis llegamos a

0oy (T (T) — T —x —y) —xTy +x%) = aux’ T + a2y,

prosiguiendo con el desarrollo, en el caso de la miltiplicacién por factor comuin,

ooyTi (T1 — Tr —x —y) — 0yxTy + coyx” = aux’Tr + o x%y,

acomodamos los términos a la izquierda del lado derecho de la ecuacién por lo que,

ooyl (T =T —x—y) ) = 1 x° T + aux’y + oyxT) — ayx?,

al factorizar x obtenemos,

ooy (T — T —x—y) = x|[oaxTa + ogxy + oyTy — oyx],

por lo que,

ooyl (Ti — T —x—y) = x[ouxT> + oyTy + (o — o) xy]

similarmente a lo hecho de la ecuacion (1.23) hacemos lo mismo con la ec. (1.24) tal que,

oy (T1 —x) = —oux(T( =Ty + T +x) + Toy + Ty +5°),

observamos de la ecuacion anterior que,

ooy (T) —x) = —ouxTa(— Ty + o+ x) — ayxTay — agxTay — oxy?,

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)



1.2. Potencia

se prosigue que,

062}’2 (T1 —x)+oyxThy + Otlxy2 = axTh (Tl -1 —x —y) . (1.33)
al factorizar,

ylooyTi — aoxy + ouxTs + ouxy| = auxTa (T — Th —x— ), (1.34)
por lo que,

y[ooyTi + i xTs + (04 — o) xy] = o (Ty = T, —x —y), (1.35)

ahora bien al multiplicar por x~ 'y (T} = T» —x — y)_1 en (1.30),

ooy [oaxTh+ opyTh + (0 — o) xy)

= , (1.36)
X (T —Tr—x—Y)
similarmente al multiplicar pory‘1 como a (T] -1 —x— y) ! en (1.35),
o yT] o xT: o — ) o xT
[ooyTh + ouxTa + (o z)xﬂ: 1 (1.37)
(h—T—x—y) y
Por lo tanto,
o vT] o xT
V0 X 2’ (1.38)
X y
al despejar y se tiene,
2 200l
=Xt — 1.39
¥ P (1.39)
de lo que al extraer la raiz cuadrada de la ecuacidn anterior,
o T
y=xy) =2, (1.40)
T
y también,
o1
X=y/ —, 1.41
Wauh (1.41)

al sustituir (1.40) en (1.30) se obtiene,

o1 o o 1> o 1>
o —nN | h—-T—x— — | =x|oqxTr + o —T o —0h)x- —, (142
zx\/ale 1( 1 —Th—x x\’o@ﬂ) X[ 1xT5 + 2x1|fa2Tl 1+ (o0 —o)x x\fale , (1.42)

que implica que,

ol ol a1 2 fouTh
o — N (1 —-Th—x|1 — | | =x|axh+ao —Ti+ (o —)x | —|,
2\ T, 1(1 2 X( +\fa2T1)) X[ nhtoonfo o 1+ (e z)x\fale
(1.43)
multiplicamos por a{ly desarrollamos los términos de la derecha de la tltima ecuacién

o o o o (05) x2 o
A a1+ 22 ) ) =222 +(Z—1) = /22 1.4
T ( e x( Olle)) xOlQTI * T (051 ) iV T (144)

por lo que




1.3. Enfoque de De Vos a la mdquina de Curzon y Ahlborn

o1 o (0] )62
Th—T — 1 — = 1 — ——1] = 1.45
( e x( +V052T1)) x( N 0¢2T1)+(0¢1 )T1’ (143)

al restar ¢l primer sumando de la derecha de la ecuacién anterior en ambos lados obtenemos,

o1 (4] x2
i—T—2x(1 — =—=-1)= 1.46
(l ? (+V0¢2TI)) (0‘1 )Tf (1.40)

y al restar el termino de la izquierda,

[07) JC2 o1
1—— )= - —-2x| 144/ —= =0, 1.47
( 051)T1+(l ’ (+ Oﬂle)) ' (47
multiplicando por 1 /77,
o\ x? x o> B
-2 [ (22 (14,/212 1—2)=o 1.48
( al)T12+[ ( Tl( * agﬂ))]+( Tl) ’ (1.48)

al quitar los parentesis cuadrados se obtiene,

2
o\ x X o> T
l—-—— | = —-2— | 14+4/— +(1——):0. 1.49
( a,) T12 T ( OtQTl) T ( )

Observamos que x/7; es una forma de x normalida por 77 que sustituiremos por xy = x/7} tal que
lim, 7, xy = 1 donde,

(1—%)xﬁ+[—uN(1+,/g;—?)]+(1—%)=0, (1.50)

tal que xy < 1 = x3 << 1 de lo que x% = 0, asi la ecuacién anterior implica que,

1-L
y=—— 0 (1.51)

2(1+,/92)

Al sustituir (1.51) en (1.41)

b
T —_— i
yy =4 A2 Ti . (1.52)
T 2(1+ \/gg—%)

Al retomar las ecuaciones (1.14) y (1.15) en la expresion de la eficiencia Ec. (1.5), que en términos de
las variables x e y, tal ecuacion toma la forma,

y+1
B Tl — JC.
Para las condiciones de mdxima potencia, es decir, al tomar las expresiones en X, COMO V., 1a eficien-
cia a mdxima potencia es

n=1 (1.53)

n=1-y/% (1.54)

La cudl es llamada eficiencia de Curzon y Ahlborn (CA) denotada por 74 la cual puede observarse en
la Fig. 1.3.

1.3. Enfoque de De Vos a la maquina de Curzon y Ahlborn

De Vos [4] usé un enfoque diferente de la maquina CA, que estd basado en una estructura axiomatica
cuyos postulados son:



1.3. Enfoque de De Vos a la mdquina de Curzon y Ahlborn

0.0 ' 0.2 T 04 0.6 ' 0.8 10
T

Figura 1.3: Eficiencia 1 contra T = T /T, la linea continua corresponde a la maquina de Carnot; la linea
punteada corresponde con la eficiencia de Curzon y Ahlborn 1n¢y de la Ec. (1.54).

1.3.1. Conservacion de la energia

El proceso que ocurre entre las isotermas Ti,, y 75, (ver Fig. 1.1) es un ciclo de Carnot, tal que AU =0
cuando se cierra al ciclo por lo tanto, de la primer ley de la termodindmica se tiene

Yo+Yw=o, (1.55)

tal que ZQ es el flujo neto de calor y ZW es el flujo neto de trabajo realizado por el ciclo o potencia P,
pues W = Q, siendo Q el flujo de calor neto y asi obtenemos de la Ec. (1.4) al derivar con respecto al
tiempo respecto al tiempo, obtenemos.

01 =W+0,. (1.56)

Luego incluimos el segundo axioma.

1.3.2. Conservacion de la Entropia

De la primer de la 1a ley de la termodindmica se tiene que,

AU =0, (1.57)

que en su forma diferencial queda como

dU =dW +dQ =0. (1.58)

Y por la segunda ley de la termodindmica, donde no hay cambio de entropia para los procesos reversibles
tal que,

Yoo (1.59)

es decir: la entropia se conserva AS = 0 para el ciclo interior de la Fig. 1.1.
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1.3.3. Endorreversibilidad segun De Vos
Aplicando (1.7) al ciclo interno de la Fig. 1.1

g (1.60)
le T2w
por lo que de (1.1) y de (1.2) en (1.60), se obtiene,
a](Tl_le) _ aQ(TQw_TZ)’ (].61)

que es la asi llamada condicion de endorreversibilidad [4]. En la Ec. (1.5) tenemos la eficiencia 1 del
ciclo reversible entre 71, y T3, que puede escribirse como

T2w = (1 _n)lea (162)
al sustituir (1.62) en (1.41),

ai(Ty —T,)  o((1-n)T, —T2)

— , (1.63)
Ty {l—’f])le
al multiplicar por (1 — 1), obtenemos,
{1 - n)(alTl - alle) = (12((1 - T?)le - TZ): (1-64)
desarrollando al segundo paréntesis del término de la izquierda se tiene,
aTi(1-n)—oT(1-n)=o0(l-n)T,— o, (1.65)
que se puede escribir como
o7 (1 - ?7) +opTh = 062(1 - H)le + ale{l - T?)a (1.66)
al factorizar (1 —17),
aTi(1-n)+ ol = (T, +aTy,)(1-1), (1.67)
al despejar T7,, obtenemos,
o T T
= ——— . (1.68)
ot (a+a)(l-1n)
también de (1.5), se concluye que,
1,
Tiw = , (1.69)
t(I-m)
de lo obtenido en la ecuacién (1.69) al sustituirlo en (1.7)
Tow
on(Th — (liq)) (D 1) (1.70)
TZW - T ’ :
=) 2
de la suma de fracciones del primer término de la izquierda, obtenemos,
o (11— — Ty (T, — T
1((1—mn) 1?_2w aw) _ 0 ;:t 2)3 171
{l—’f])(lin) 2w
lo cual conduce a
a1 ((1=n)T — Taw) = 02(Tayw — T2), (1.72)
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que se puede escribir,

(T —T2) = (1 =) Ti — o Ty, (1.73)
o también al desarrollar del término el paréntesis izquierdo para no necesitar el paréntesis, tenemos,

D — = (1 -0 — D), (1.74)
y asi de ambos términos,

o0y + o Thy :al{l_n)Tl +opTs, (1.75)
por propiedad distributiva en la parte izquierda de la ecuacién anterior,

Ty (o +on) = o (1 =111 + Ty, (1.76)
al despejar la temperatura 75,,, obtenemos,

(l —n)alTl n ol

Ty = , 1.77
? o)+ 0 o+ 0z ¢ )
al sustituir (1.68) en (1.1) se tiene,
. o1y ol
=o (T — — 1.78
O ]( : o+ (Otl-l-az)(l—n))’ ( )
que se puede escribir como,
. Q) (05X 5
= — Ty —oT — 1.79
0 (@ + ) [((XH—OCQ) 1 —onT (1—7?)] (1.79)
y al desarrollar halamos,
. o 00 T
= T — . 1.80
0= o | ) .
Definiendo a g = (o) /(0 + o), se tiene que,
- g
Q= T (1—mn)-T1], (1.81)
=k |
y al desarrollar se obtiene,
O1= 5 [T -, (1.82)
(1-m)

por lo que obtenemos finalmente al calor Q; cuya ilustracién de este en la figura 1.6 concuerda con la
Figura 3.3(a) en [1] y el eje de las abcisas es propiamente de la eficiencia interna 17 y concuerda con
nuestra eficiencia de Carnot de nuestra figura 1.6,

: 8
01 = nh-1-nT|, (1.83)
(I-n) [ |
ahora bien, al definir eficiencia 1 como,
01| — |02 0>
=== =1—|=], (1.84)
L 01| o ‘
Asi de sustituir (1.4) en (1.84),
01| —W
=1-=\ (1.85)
1 01]
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1.0

n

Figura 1.4: Potencia P contra eficiencia 1, tal que la eficiencia i corresponde al eje de las
abcisas es propiamente la interna y la potencia P es unitaria.

W
S (1.86)
” o
asi
w
= — 1.87
T=io (187)

puesto que ) > 0y la eficiencia 1 en forma explicita es independiente del tiempo, la ecuacién anterior
implica,

W =n0, (1.88)
al sustituir (1.83) en (1.88),

W=n—"—[I—T—nT], (1.89)

(1-m)
en la Fig. 1.4 (que concuerda con la Fig. 3.3 (b) de De Vos [4]), observamos el comportamiento de la
potencia W con respecto a la eficiencia 1) para T} y 7> dadas. Como la conduccién térmica de Ty a Ty, es
irreversible.
0,0
L T

Asi de la extensividad de la entropia para estos procesos se tiene que,

> 0. (1.90)

. w0 O O O O

AS=) —==——"F+—— =, 1.91
DO T T TR (oD

lo implica que, por la hipdtesis de endorreversibilidad se tiene,

2, %

AS = ,
T T

(1.92)
al sustituir (1.56) en (1.92),

10
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. O O -W
=4+ = 93
AS T, + - (1.93)
de lo que,
o (L_L)_ 1%
AS=0 (T2 Tl) T (1.94)
y por lo tanto,
AS:QO_E)—”—Q‘. (1.95)
I I I

Ahora bien, en cuanto a la eficiencia, observamos que si decimos que el proceso involucra a Ty, 1o,y ¥
W, tenemos una maquina de Canot.

Dy

Ty ’
Por lo que al tomar en cuenta la eficiencia de circuito abierto [4] en (1.95) es decir con Ty, = T ¥
T>,, — T, dicho de otra forma, al hacer un corto circuito a la miquina de CA en conectar la isoterma T
con la miquina de Carnot y a su vez ésta a la isoterma 7> de seguir la figura izquierda de la figura 1.1, en
que la eficiencia 1 anteriormente redactada a (1.96) por (1.5) se tomo como eficiencia de Carnot 1, pero,
la eficiencia 1) ahora aqui es de la sustancia de trabajo propia a la maquina CA, por lo que de lo dicho
con base a (1.95) y la definicién clésica de eficiencia 1), de Carnot propia de circuito abierto, obtenemos
para la ec. (1.95) que,

Ne=1 (1.96)

§ 0 nQi
S= T Ne o (1.97)
es decir,
S = %(m—n% (1.98)
2
de sustituir (1.83) en (1.98),
. g[Tl fTanT]]
S= c—1n), 1.99
o bien del valor de la eficiencia a circuito abierto,
. g{Tl —Tg—ﬂT]}
= n—T—-Tin), 1.100
§ T (=T —Tim), (1.100)
por lo tanto,
. T\ —T—nT)*
g 8lli— 7] (1.101)

(1-n)D0T

tal que § = ¢ donde o corresponde denota a la disipacién de la mdquina de la que se ilustra la figura 1.5
que concuerda en [1] con la Figura 3.3(c) y el eje de las abcisas es propiamente de la eficiencia.
También de sustituir (1.83) en 1.88,

&n

W= T\ —nT— 1. (1.102)
G=k |
Ahora bien, derivando (1.102) respecto a la eficiencia 7.
d . g d { n }
—W==— h—-—nNh -5, 1.103
an T, dn (1_1”[1 nTi -1, (1.103)

11
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 1.5: ¢ x 7> normalizado conforme a la ecuacion (1.101) con g = 0,66 y temperaturas
h=01°KyTH =1°K.

y asi existe una funcién f tal que f(1)=dW(n)/n, por lo que

f(M =0T —2Tin+Ti+T> =0, (1.104)

se resuelve

27 — \/4T12 FAT (Th—T))

n= o) (1.105)
del denominador
Ty — /T + T T, — T}
= , 1.106
n T , ( )
del término en la raiz
VTiD (VRaEE (%)
T R (1.107)
al hallar que esta 77 al cuadrado
1 fi % 1.108

obtenemos finalmente

/B
n=1-\/7 (1.109)

al comparar (1.109) con (1.54), obtenemos que la eficiencia 1 buscada es la eficiencia 1¢4 de Curzon y
Ahlborn.

12
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n

Figura 1.6: Con el valor de la eficiencia 11 de 0.3 y g = 1, graficamos la transferencia de
calor Q.

13



Capitulo 2

Modelo Gutkowicz, Procaccia y Ross
(GPR)

2.1. Modelo GPR al tomar en cuenta la eficiencia interna

En 1978, poco tiempo después de publicado el trabajo de CA [1], Gutkowicz, Procaccia y Ross (GPR) [9]
tomaron el modelo de CA para una maquina que opera entre dos reservorios térmicos de temperaturas 7;
y T, tal que Ty > 7>, ilustrada en la Fig. 2.1. Conforme a esta figura, el modelo GPR esté en el marco de
las maquinas de reversibilidad interna (endorreversibles), tal que éste en particular, toma el acoplamiento
de un cilindro a los reservorios térmicos de temperaturas 77 > 7> que en su interior tiene un gas que se
mueve en un cilindro con pistén entre los voliimenes ilustrados en la Fig.2.1. El ciclo interno de esta
figura es un ciclo de Carnot con 2 isotermas de temperaturas 77, y T, tal que se cumple la siguiente
desigualdad 77 > T1,, > T»,, > T propia de maquinas endoreversibles.

Con base en la primer ley de la termodindmica tenemos,

AU =Q+W, (2.1)
derivando con respecto al tiempo,

AU =Q+W, (2.2)
para un proceso ciclico AU = AU = 0, ya que U es una funncién de estado y por lo tanto,

0] = |W|, (2.3)

a lo largo de la isoterma Ti,, la temperatura es constante y como la sustancia de trabajo es un gas ideal
entonces, la energia interna U solo depende de la temperatura y por lo tanto AU = 0, lo cual nos lleva a

d d
— 01 =P—V, 24
7 o o (2.4)
de lo que,
dQ, = PdV, (2.5)
correspondiendo la presion a gas ideal
RTy,,
dQ = —2av, (2.6)
v
al integrar y usar la ecuacidn de gas ideal y la ley de enfriamiento de Newton inmediatamente se obtiene
: 1%
01 =RTiin(2). @7)
Vi

y analégamente, se obtiene para la isoterma inferior a 73,,

Q2 = RTy,In (?) : (2.8)

4
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2.2. Procesos irreversibles en la mdquina GPR

Figura 2.1: Diagrama P-V de una méiquina de Curzon y Ahlborn que utiliza a un gas ideal
como sustancia de trabajo.

2.2. Procesos irreversibles en la maquina GPR

Las transferencias de calor son procesos irreversibles como observamos en la Fig. 2.1. De lo que ya
vimos en analogia a la Fig 1.1, Q; corresponde a una conduccién lineal del calor dada por una ecuacién
diferencial de primer orden en el tiempo. Como sabemos ecuaciones de este tipo no tienen el mismo
valor ante inversion temporal (no se revierten asi mismos [9]), véase la Fig. 2.1.

2.3. Procesos adiabaticos

Utilizando la Ec. (2.2) para la primer ley de la termodindmica, inmediatamente podemos incorporar la
condicién de adiabaticidad; es decir, Q = 0 lo que nos lleva a

AU =W, (2.9)
para un proceso infinitesimal el trabajo queda dado por,

SW = —PdV, (2.10)

sin embargo; conocemos también la ecuacién de estado del gas ideal; es decir;

PV =nRT, (2.11)
que en notacién molar queda.
V !
P(=) =P =R, (2.12)
n
al multiplicar por el inverso multiplicativo del volumen moral v/,
RT
P=—, (2.13)
v

al considerar al volumen molar en la Ec. (2.10) y sustituir (2.13) en (2.10), obtenemos,

15



2.4. Relacion de volimenes (previo a relacion de compresion).

RT
SW = —~—dv,
1%

(2.14)

como hemos partido de un proceso cuasiestitico, en una curva proceso en el espacio de estados P-V
une a dos puntos (estados) [3] que también se puede ver como proceso reversible [2] y la diferencial de

energia en expresién molar como,

3
du= ERdT =cydT,

luego, al tomar las expresiones diferenciales y sustituir (2.14) y (2.13) en (2.9),

RT
cydT = ——dv,
v
de lo que al integrar la ecuacién anterior se da,
cyln(T) = —RIn(v) +In(K),
con K constante de integracion pero, R = C, — Cy en que Y = C,,/Cy, tenemos,

Y

— 1 !
v =C

tal que es C’ constante, por lo que para ambas adiabatas del ciclo de Carnot propias de la Fig.

cumple que,
(iS)Yl (jlw)

i2 ]2w '

(b4)?_l (jlw)

i'l ]2w ‘

2.4. Relacion de voliimenes (previo a relacion de compresion).

De las ecuaciones anteriores se tiene que,
V4 ¥-1 V’; y-1
() =()

extrayendo la raiz Y — 1 de la ecuacién anterior,

Vi Vi
Vi a Vi’
al multiplicar por V4 tenemos que,
Vh Vi
Vi=Vi— =V—,
3=y 2V

también del inverso multiplicativo de la ec. (2.22) al multiplicar por V> la ecuacién nos da,

Va Va
Vi=Va-=V—
1 4 V3 2 V3 !
y de la ec. (2.22) al multiplicar por V| a su vez,
Vo =2~y
2=y, =By
finalmente del inverso multiplicativo de la ec. (2.22) al multiplicar por V3 damos,
Vi=V Vs _ |% "1
=Ny =By

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)
2.1 se

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

16



2.5. Trabajo y tiempo de las isotermas

2.5. Trabajo y tiempo de las isotermas

Ahora bien, de la condicién de endorreversibilidad vista en la seccién 1.1 y utilizando como sustancia de
trabajo a un gas ideal; es decir, usando las ecuaciones (1.1) y (2.7), se tiene,

RN, V
f= 7‘1;@(—2), (2.27)
(04} (Tl - T]w) Vl
como en la ecuacién anterior pero, usando ahora (1.2) en (2.8) se tiene,
R, V.
ty = ¢1n(i), (2.28)
o (Tow—Ta)  \V3

evidentemente de las ecuaciones anteriores obtenemos que Q) = 01t y Q) = O»13, entonces aplicando
la primer ley de la termodindmica al ciclo endorreversible obtenemos,
Vs

W :Rleln(
v

1) —RTM”(E). (2.29)

Vy

2.6. Eficiencia interna

Consideremos que la eficiencia 1 del ciclo de Carnot interno de la Fig.. 2.1 es

TZW
=1- 2.30
T] w , ( )
por lo que,
Ty = (1 _n)ler (231)
y dividiendo T7j,, obtenemos,
BH’
=(]— 3
= (=), (2.32)
Al sustituir (2.19) en (2.32),
V-
(1-m)77 =2, (2.33)
Va
y al sustituir (2.22) en (2.29) se tiene,
W = R[Ty,, — Ta) In (74) , (2.34)
de (2.31) y de (2.26) se tiene,
_ V3 %)
W = RnTy. [ln(ﬁ) +in (Eﬂ (2.35)

Al definir, v =1/(y—1) tal que, de (2.19) en (2.35), como al sustituirle (2.32) y del valor de v, ademas
de la Ec. (2.31), el trabajo anteriormente calculado puede escribirse como,

TZ w

W = R[Tiy — T [ln(%) +vin (F)] (2.36)

que corresponde con el trabajo de GPR [9], se mencionard aqui que conforme se ve en la figura 2.1 que
al ser V3 el maximo volumen de expansidn en el que se mueve el piston en el interior del cilindro y V; el
volimen minimo de compresion en el interior del cilindro que, la razén deVs sobre V| es la relacidn de
compresion.

17



2.7. Tiempo de adiabatas y razén de temperaturas exteriores

2.7. Tiempo de adiabatas y razon de temperaturas exteriores

De (2.4) y al estar manejando el gas ideal, se tiene,

RT d

a (7T —Ty) = —— 2.37
{(Th—Thw) v (2.37)
por lo que,
f2 Vs dV
o (T] — le) =/ dt = RT\,, —_—, (2.38)
0 v V
asi
RTyy, V-
h=—"  _n (3) , (2.39)
a (T —=T) \V2
de (2.22) y (2.20) se tiene,
RT,, i~
= —— Iy (—‘) 7 (2.40)
(T —Tow)  \Va
ahora bien, de (2.8), la ecuacién de estado de gas ideal con (2.22) en (2.40), se tiene,
RT>,
th= ——2  _In(1—17)", (2.41)
25) (T2w - TZW)
de la aproximacion en serie de logaritmos para el tiempo t; observamos que,
RTy,,
h=—"_ _yp, (2.42)
ar (T — Thw)
para el tiempo 74 tenemos que,
—RT»,,
= ——2"_yp, (2.43)
[25) (le - TZW)

por lo que el tiempo total #7,, al sumar todos los tiempos de (2.27), (2.39), (2.28) y (2.40) obtenemos,

ITor = —RT]W ln(ﬁ) + —RT]W In (E) + —_RTZW ln(E) + —_RTIW In (n)
“o(hi—-Tny) Wi/ o (hi-Tw) \Va) o(Bw-D) \Va/ @(T—Tn) \Vi)’

(2.44)
y al factorizar en la ecuacion anterior nos da,
RTy, V; % % Vi —RT5,
b = —— [ln(—z)+ln (—3)] + [tn(i)+ln (—‘ﬂ e (2.45)
o (T —T) |\ V2 Vy Vi) | ool —T2)
de lo que por leyes de los logaritmos observamos,
RTy,, V- —RT3, Vi
tror = —— 2 —In (‘) b in (‘) : (2.46)
o (Ty — Th) 4 o (T — T2) V3
por leyes de los logaritmos nuevamente obtenemos finalmente,
RTy, RT>,, V-
ot = ot 2 [ln (—‘)] . (2.47)
o (I —T) oDy —T2) Vi

18



2.8. Procesos Endorreversibles de Maquina GPR

2.8. Procesos Endorreversibles de Maquina GPR

Al definir 7, la razén de temperaturas externas al ciclo de Carnot de la siguiente manera,

T
==, 2.48
T (248)
que al multiplicarla por 77 obtenemos,
=T, (2.49)

para facilidad de comprension conviene observar de (2.49) que para la maquina GPR hay una dependen-
cia lineal del aumento de temperaturas en que, T es la pendiente.
Ahora bien, al sustituir (2.33) en el trabajo (2.35)

W = RNTpy [In(?)Jrln(ln)m]. (2.50)
1

Pero, del valor definido v previamente,

W =Rn T}, [ln(z'?)Jrln(ln)‘i, (2.51)

al darse la maquina GPR en funcionamiento de Carnot como se ilustra en la Fig. 2.1, resulta que se
cumplen las ecuaciones (1.7) y (1.60) de endorreversibilidad por los proceso de la maquina de Carnot,
también Q| = Qi1 y Or &= 0>t en que hallamos,

1t V v
At (2N (B : (2.52)
T]w V[ V4
y asi de la endorreversibilidad y del funcionamiento de la maquina como se ilustra en la figura 2.1
obtenemos,
)t V V
SO (Y2 (B, (2.53)
TQW V4 V4

en que también al sustituir (2.30) y (2.31) en la ecuacién de endorreversibilidad (1.61), ya que como
dijimos hay reversibilidad interna en la mdquina GPR permitiendo el mismo tratamiento que en CA
(pero, aqui o = ¢ = o) de lo que observamos que,

(1 B T?)le — 1T
nh—-T,= 2.54
o (1=n) @4
al multiplicar por (1 — 1) obtenemos que,
(1=m)(T1 = i) = (1 = n)Ty, — 771, (2.55)

y distribuimos multiplicativamente el termino de la izquierda para acomodar términos semejantes, de lo
que obtenemos,

_(l_n)le_(l_n)lez_(l_n'i"r)Tla (256)

al simplificar lo anterior obtenemos que,

(I1-n+7)T =2(1-n)T, (2.57)

al multiplicar por el inverso multiplicativo de 2(1 — 1), obtenemos que,

(I-m+71)

T, = 11,
1y 2(1*7’?) I,

(2.58)
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2.9. Potencia

con base a la ecuacién anterior calculamos,

(1-n+7)
h-Tw=|1—-———|T, 2.59
1 — T ( 20—1) | (2.59)
de lo que al hacer suma de fracciones en el termino entre paréntesis de la izquierda,
2(1—m)—(1—
-7y, = (D) g (2.60)
2(1-m)
también de (2.31), (2.58) y (2.49) con base a la endorreversibilidad,
(1-n+1)
Lw—T=|(1-n)———= )T —1T, 2.61
=T (( n) -y )1 (2:61)
siguiéndose que,
T
Tgw—ngj((l—n-l—’C)—?r). (2.62)

2.9. Potencia

Ahora bien al sustituir (2.58) en (2.51)

(I-n+7) [ Vi }
W =R () 4 vin(i =) 2.63
M50 —n) b v (1-1n) (2.63)
también asi de sustituir (2.31), (2.58), (2.60) y (2.62) en (2.47) obtenemos que,
(1-n+1) (1-n+7)
R 2(11? 7’5 Tl R(l 7”) 2(11111; Tl V3
ITor = PR — + 7 In ? , (2.64)
a]( nz(l_n)ﬂ )Tl ol ((1-n+1)-21) |
prosiguiendo en buscar el expresar en forma sencilla obtenemos que,
R(l-n+1) R(l-n+1) ) [ (l@)]
ITor = + In{ =], 2.65
= (aaor o) [ (7 (262
asf para el tiempo total hallamos que,
o = 2R w In Vs ) (2.66)
o \(l-n—1) Vi

Ahora bien, el tiempo también depende de la eficiencia reconociendo de la definicién de potencia P que,

w o Rn S [ln( )+v1n(1 n)}

P=—= (2.67)
" R ) )
o \ (I-n—1) Vi
por lo que,
w on(l-n-1)7 {ln( ) +vin(1— n)}
P=—= ) (2.68)
T (0)]
tomando en cuenta el tratamiento matemaético usual de las adiabatas del valor de v en (2.68),
oan(l—n—1)7; [!n(v‘) +pin(1 - n)]
P— , (2.69)

- [in(7)]
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2.9. Potencia
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Figura 2.2: Gréfica de la Potencia P vs eficiencia 11 con base a la Ec. (2.71) habiéndose
fijado a la razén de temperaturas Ten 0.3 y A en 0.1.

al definir la variable A tal que,

1 1
A= , (2.70)
—1 Vi
por lo que al sustituir (2.70) en (2.69), la potencia que se obtiene que,
PGPR:aTln(l—n—’f)(1+ﬂ~ln(1—n)). 271

4(1=m)
al fijar 7 a 0.3 y A a 0.1 en esta ultima ecuacién, se obtiene la Fig. 2.2. Ahora, hemos de optimizar
respecto a la eficiencia 1) i.e. con dPgpg/d1n = 0, obtenemos la funcién de optimizacién g(1), por lo que
hacemos a g(n) = 0 en que,

(—1+m(—14+n+nA)+(~1+nA) T+ ((—1+1)* — )Aln(1 - 7))
(4(-1+n)%)

g(n)= , (2.72)

luego,

g =(1+M(=14n+nA)+ (=14 )T+ A((=1+1)* = 1)In(1—1n) =0. (2.73)

Abhora bien, tomando la expresion lineal de (2.72) que viene de la optimizacién de (2.71), dividiendo entre
o1y, recuperamos la Ec. (2.71), puesto que 17 < 1 de los métodos matemdticos garantizamos expresar a 1)
en serie de MacLaurin en que con A < e que es equivalente a una de recurrencia que podemos expresar
esta serie también con la forma de la que denotaremos como 11 — TNgpg tal que,

Nerr = ap < (1+ )D:OI anl”) , (2.74)

n=

tal que A < oo, por lo que al sustituir (2.74) en (2.73),
(—=1+4agp % (1+ E a,,/’t")) (—l+a0>< (1+ E anl”)}u)) +(=14apx (1+ E anl”)l)r
n=1 n=1 n=1
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2.9. Potencia

2
-2 ((1+a0 X (l+ r anl”)) —1T)In (lag X (l+ r an}’u"))) \ (2.75)
n=1 n=1

sin embargo debido a la equivalencia a la recurrencia de los elementos de la serie de la eficiencia; en
forma explicita obtenemos que,

(=14 (agx (1 +aA +a212+a3l3+---)))(—1 + (a0 x (1+ a1 +a212+a313+---))+

+ (a0 x (1+ @A +a@A* +asA® +- ) ) A) + (=14 (a0 x (1 +aid + @A’ +asd’ +--)) A) 1=

—A((=1+ (ao x (1+ a1 +aA® +azA’ +---)))2— T)in(1— (ag x (1+a1A + @A +azA’ +--))).
(2.76)
tal que de lado izquierdo de la ecuacion escrita (2.76) le llamaremos i(A) tal que,

i(A)=1-2ap +a% —agh +a%l —2aga1 A +2a(2,a1?u —agai A*+
Za(z)a];tz +apatA* —2apar A + Za%aglz + aéa?)’f—
apas A’ + 2a8agl3 + 2a%a1a213 —2apazA’ + Za{z}agl3+
2a%a1a2/14 + a%.a%;t4 —apaz At + 2a3a3l4 + 2a%a1a3l4+
a%a%ls + 2a%a1a315 + 2a6a2a315 + 2a%a2a3/16+

a%a%lﬁ +a3a§17 — T+ apAT+ apa A>T+ apaa AT+ agas A T+ - | 2.77)

y como al lado derecho de la ec. (2.76) definimos como d(4) tal que,

d(A)=—Aln(1—apx (1+ad +aA* +asd’ +---)) +2a0Aln (1 —ag x (1 + @A + @A +asA* +--+)) —

a%]tln(l —apx (1+a A +a212+a3l3+---))+2aoa|lzln (1—agx(1 +a|l+a212+a3l3+m)) -

2aga A2 n (1 —ap x (1+aiA + @A +azd’ + ) —agaiA’in (1 —ag x (1 + @A+ aaA* +asd* + ) +

26&0612131!?1(1 —apx (1+a;A +a212+a313+“‘)) _2613612}1,3[”(1 —apx (1+a;A +a212+a313+---)) -

2aiayaxAtin (1 —ag x (1+a A + @A? + a3A> + ) ) +2a0a3A*n (1 —ag x (1 + @A + aaA? +asA® + ) —

2a6a3l4ln (1 —ap X (l+all+a212+a3l3+---)) —a%a%lsln (l —ap X (1+a1l +a212+a3l3+---)) —
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2.9. Potencia

Za%alaglsln (1 —agp X (1 +all+a212+a3l3+m)) —2a%a2a3lﬁln(l —ag X (1 +a A +a212+a3l3+m)) -

a%a%/l?ln(l—aox (1+a1A +a2/12+a3/13+---)) +Atin (1 —ag x (1+a1A +agﬂ.2+a313+---)).

(2.78
observamos de la forma finita de (2.75) al igualar (2.78) con (2.77) que ap y T son coeficiente que no
multiplican A por lo que al ser parte de la solucién de (2.75), tenemos para los términos de la serie que
no multiplican a A,

1 —2ag+a;—1=0, (2.79)

implica que una solucién puede ser

ag=1—/T. (2.80)

Luego para el coeficiente lineal de la serie, propio a los términos que multiplican a A en las ecs. (2,77) y
(2.78) que observa que,

—aph + a%l —2apai A + Za%alit = (—ap +a(2, — 2apa; + Za%al —)A, (2.81)
de (2.80) en (2.81)

—(1=VOA+ (1= V1)L —2(1 = VD) A +2(1 = VT)’a1 A =

(—(1=vO)+(1=v)' =2(1=vD) a1 +2(1 = vV7) a))A, (2.82)

asf al distribuir multiplicativamente el término cuadratico del primer término entre paréntesis de la dere-
cha de la ecuacion (2.82) obtenemos que,

—(1=VOA+ (1= V1)L —2(1 = VD) A +2(1 = VT)’ay A =

(—(1=VT)+ (1 -2vT+217) =2 (1 = VT) a1 +2 (1 = 2/T+27) ay) A, (2.83)
luego por propiedad distributiva de los términos entre paréntesis de la derecha de la ecuacion anterior,
—(1=VT)A+(1=2VT+27) A —2(1 = /T)a1 A +2 (1 = 2/T+27) aj A

=(—(1=v7)+ (1-2v7+27) =2 (1= VT) a1 +2 (1 - 2v/T+27) a1) A, (2.84)

y ya que A estd en ambos términos de la ecuacion anterior factorizamos y distribuimos obtener,

a = —%{1—\/%)2, (2.85)
para el coeficiente de A2 debido a sustituir la serie con el coeficiente de a; en (2.78) y (2.77) obtenemos,
4
1 2 (1-v7)

=-—(1- { - 2.86
a = (1—+/7)"In(7) sV7 (2.86)

y en forma similar de la obtencién de (2.86),

3(vE- 1)+ (vVE- 1) i) (vVE-1) - Vain(n))

as = ) (2.87)

8v/T
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2.9. Potencia
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A

(a) Larazdn de temperaturas 7 fija en 0.075. (b) La razén de temperaturas T variable, al tomar A de
0.1y A de0.738.

Figura 2.3: Grafica de comportamiento de eficiencia 1) con base a la Ec. (2.88).

Sustituyendo (2.86), (2.80) y (2.85) en (2.74) n valor de la eficiencia se obtiene que,

1 1 5 1- T 4
Nepr(T,A) =1-VT- 5= V)R + (Z (1—v/1)"In(1) - (=ve)y NG ) ) A2
3(vE—1)"+ (VT —1)"n(1) ((ﬁ— 1)? —ﬁln(’[))
+ A (2.88)
8vT

Ahora bien para A — 0, finalmente observamos que,

Nerr =1-/7, (2.89)
es decir,

N =Tca. (2.90)

Pero, con los valores de los coeficientes de la serie dados, la Ec. (2.88) y la tltima ecuacion de la potencia
(2.71) hallamos que la maxima potencia es,

A)A—n(t,A) — 1) [1+Aln(n(7,4))]
porE _p— o, 17 . 291
b = = ol A0 h) | @20
para el caso de Ngpgr y para esta con A — 0,
11— 1+ Al
pip = o VDL AV 92)
por lo tanto.
=—|1—-4/= = e , 93
P 1 (1 T]) H_ZM(TI : (2.93)
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Capitulo 3

Ciclo de Curzon-Ahlborn a maxima
potencia eficiente.

3.1. Maxima Potencia Eficiente con base a Curzon y Ahlborn

Como se observd en el capitulo anterior tuvimos el objetivo de encontrar la éptima potencia de salida de
la maquina GPR en funcién de la eficiencia, conforme a esto dicho, optimizaremos la llamada potencia
eficiente definida por Yilmaz [12] la cual estd dada por,

Py =nP. (3.1)

Si en la ecuacidén anterior utilizamos la potencia para el ciclo de Curzon y Ahlborn dada en el capitulo 1
Ec. (1.10), y ademds usamos las variables reducidas 6 = T»,,/T},, y T = T>/T}, entonces obtenemos que,

h{6—-7)(1—06
p= B9 -0)
o(sth)
la eficiencia interna es
n=1-86,
asi que la Ec. (3.1) queda como,
71 (6 —1)(1—6)°
p - TiO—D( -0

1,1
0(x+3)
Para maximizar la funcién objetivo P, procedemos como es usual; es decir,
d
—Py
d6
obteniendo asi que la razén @ de temperaturas internas reducida que méximiza al producto n x P

=(=1+06)(t+6(-20+1)) =0,

BM(T):ZIL(’C—F\E\/S—{—_T),

al sustituir este resultado en la expresion de la potencia eficiente Py, obtenemos:

Pmax = % [8—(1—&—8) \/12+8r—1:(1:—20)] ,

y la eficiencia correspondiente al médximo de Py, es

T+V 712+ 87
—
Esta ultima ecuacién es una eficiencia evidentemente mayor que la eficiencia de Curzon y Ahlborn,
ver Fig. (3.1b). Aunque el criterio de maxima potencia eficiente fue propuesto por Yilmaz en 2006,
en realidad fue Stucki quién en 1982 propuso este criterio entre otros mds para estudiar el desempeiio
energético en la sintetis de la adenosintrifostato (ATP) [14]. Otros autores también han usado el criterio

Nyii = 1— (3.2)
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3.2. Modelo de maquina TTF tipo GPR a Maxima Potencia Eficiente.

0.8

0.6

o=

0.4

0.2

0% 02 04 06 08 10 %35 02 0a 0% 08 o
n T

(a) Potencia eficiente normalizada en funcién de n para  (b) Eficiencia de Curzon y Ahlborn (¢4 ) comparada con
distintos valores de 7. la eficiencia de méxima potencia eficiente (ny;).

Figura 3.1: Comparacion de las funciones caracteristicas del criterio potencia eficiente con las funciones
del modelo de CA.

de optimizacidn de potencia eficiente tales como Arias-Herndndez, et al [15],[16] y Barranco- Jimenez
[16] quienes lo aplicardn a la optimizacién termoecondmica tipo TTF de un modelo méaquina de calor
solar [14] entre otros mas.

3.2. Modelo de maquina TTF tipo GPR a Maxima Potencia Eficiente.

Ahora procedemos a aplicar el criterio de optimizacién de maxima potencia eficiente al modelo GPR
visto en el capitulo 2 [9]. Asi, para el modelo GPR y tomando la eficiencia interna, 1 = 1 —15,,/T1,3 ¥
reconociendo que ya habfamos calculado la potencia P de la maquina GPR conforme a la condicién de
endorreversibilidad de la Ec. (2.71), la potencia eficiente normalizada por la Ec. (3.1) tiene la forma

P;'nax _ n2(l -1 _1;)[1 +)Lln(l —T,f)]
OﬂTl 4(17,”) J

en que A estd definida con base a la Ec. (2.70) y T como la razén de temperaturas de los reservorios exte-
riores con base a la Ec. (2.48), buscamos la 6ptima potencia eficiente normalizada y como en el capitulo
pasado procederemos a obtener la funcién de restriccién de nuestra maxima potencia normalizada que
corresponde con

Pn = (3.3)

dpy _ oo
dn —g(n)—4(_l+n)z(( L+m)(=24n(2+4))+
(=241 +0A)T+A2(2(=1+1)* 4+ (=24+1)7)In(—1+1) =0. (3.4)

Como en el capitulo anterior se obtiene a la funcién de optimizacién g(n) con base a expresar a la
eficiencia 11 como serie de potencias de un valor finito; es decir con A < e podemos expresar a la
eficiencia 1 en serie de recurrencias, como se hizo para llegar a la Ec. (2.88) tal que

Np, = do +a;A +a2}uz+a3}t‘3+'-- , (3.5)

1 8
a0=1—zf(l+ T—: )=

donde,
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3.2. Modelo de maquina TTF tipo GPR a Mdxima Potencia Eficiente.

1 T+8 1 T+8
=l—-|14+7y/— | =1—=|T+4/1? =
4 T 4 T

T+VT2+871
4 7

2+ (10— (10-17),/28) 7+ 16

8(T+8) '

u _l(_lo\/?+‘c%+2\/8+_’c+\/%\/g+_¢)x

T4 VT 4T VEVE D
o (—10VT+172 +2V8+1+VTV8+1) N
((2(3ﬁ+r§_4\/8+r+\/%\/8+1)) 2 (4(4 T ‘/%\/8*‘—’50): (3.8)

y finalmente para el cibico,

a3=m((f+2)(( %SH)r2—4(5\/if—4)r—8\/f—?+64)
2(T+8)(( T:8+1)r2—10( T:S—I)’C-I-m)log(%’c( T:SH))) (3.9)

en forma similar al capitulo anterior, hallamos en este régimen a la eficiencia np, = n(7,4).

Ahora bien, al sustituir la eficiencia ecn (3.5) que es correspondiente de optimizar la potencia eficiente
Pn, obtenemos una expresion la potencia eficiente mdxima (o también llamada médxima potencia eficien-
te), es decir

=1 (3.6)

(3.7

ay) = —

24 (10-(10-7) ”*‘)r+16

o (e Ry P e

Pre(t,A) ~ L x
4 72 —(10—1)4/ =8 ) 1
(r4 VBT - +(10 (1;)(T+)g)/T) +16}L]
: @+ (10— (10-17), /=28 ) £+ 16
x(l—((l—z(’r—k 87+ 12) — o 1)—r)x
2+ (10— (10—1) /22 ) 7+ 16
x(l-l—?uln((l—(l—i(f-i— 87+ 12) — ( e ) /’L))). (3.10)

La figura 3.2 muestra el comportamiento de la expresion anterior comparandola con la potencia obtenida
por GPR.

Esta comparacién se realizé tomando un valor para A = 0,1. Como podemos observar la eficiencia co-
rresponde al modelo de potencia eficiente mayor a la proporcionada del modelo GPR.

Se observa con base de la figura 3.2 con Ppr(np;0,3;0.1) y Py (nyi;0,3;0,1) que al trabajar con
la mdxima potencia eficiente se obtiene mayor eficiencia pues, np, (0,3;0,1) = 0,524288 y la eficien-
cia de potencia de salida Ngpr(0,3;0,1) = 0,441319 de lo que la razén de ganancia de eficiencias
g= npn/ngpg = 1,188, puesto que np, = 1,188 x ngpr, mientras que, Plx(Merr(0,3;0,1);0,3;0,1) =
0,0481109 y Py'**(np, (0,3;0,1);0,3;0,1) = 0,0234969 cuya razon de potencia perdida t = Pgipy /P =
2,04755 tal que, Py (N6pr(0,3;0,1);0,3;0,1) = 2,047551’,}"‘”(7}5 (0,3;0,1);0,3;0.1).

Al comparar la maxima potencia efcientePy"* con la mdxima potencia Pjpgse tiene una perdida de
potencia de aproximadamente 50 %, sin embargo; podemos alcanzar eficiencias mayores, es decir: existe
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3.2. Modelo de maquina TTF tipo GPR a Mdxima Potencia Eficiente.
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Figura 3.2: Comparacion de la mdxima potencia eficiente Pp'™, Ec. (3.10), linea punteada
con respecto a la méxima potencia de GPR Pgp, Ec. (2.93), linea continua. En ambos casos
se tomo valoresde 7 =03y A =0,1

una ganancia de eficiencia de 18. Este comportamiento se puede observar en la figura 3.2. Por otro lado
la eficiencia a méxima potencia eficiente Py“en el limite de A — 0 es decir para sustancias de trabajo
incompresibles esta eficiencia se aproxima a la de Yilmaz, i.e. f{’ion(’r, A) = Nyy la cual evidentemente
es mayor que que la eficiencia CA i.e. Nca < Ny, como se puede observar de la figura 3.3 donde se
exhibe el comportamiento de la ecuacién (3.6), ademads de observarse dependencia con A, en este caso se
utiliz6 7 = 0,783. Donde ademds se compara con la eficiencia a mdxima potencia 15, observindose que
independientemente del valor de 4,1 ﬁ;ax > N&pr ¥ este resultado también se observa con la dependencia
de 7 eficiencias donde ademas se compara la eficiencia de CA, para tener un punto de referencia puede
verse la figura 3.4.

Debe decirse de rapida observacion de la figura 3.5 que la eficiencia carnot 1)¢ es la mayor eficiencia
termodinamica posible que se pueda obtener por debajo a eficiencia mayor a la eficiencia 1y;; de Yilmaz
conforme a la figura y a posterior la maxima potencia eficiente 1py, aun con el parametro A = 0,1 es de
mayor eficiencia que la eficiencia de Curzon y Ahlborn n¢4.
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3.2. Modelo de maquina TTF tipo GPR a Mdxima Potencia Eficiente.

i ™=
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
A

Figura 3.3: Grifica de eficiencias 17 vs A; la linea sélida corresponde a la ec. (3.6), la linea
entre cortada corresponde a la ec. (2.88) y la curva punteada a la ec. (3.5), aqui se uso
7=0,784.

n Prp( T A)

T

Figura 3.4: Grifica de la eficiencia 1) vs T para diferentes valores de A que son A = 0,1
dibujada en linea entre cortada y de A = 0,738 dibujada con puntos.
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3.2. Modelo de maquina TTF tipo GPR a Mdxima Potencia Eficiente.

n(7,A)

00 02 04 06 08 1.0
T
Figura 3.5: Grifica de las eficiencias 1 vs 7. Se observa la eficiencia de carnot 1)¢ con la etiqueta (a), la
eficiencia de Yilmaz ny; con la etiqueta (b), la eficiencia de Curzon y Ahlborn 7n¢4 con la etiqueta (d),
el valor de la serie de eficiencia (2.88) ngpg con las etiquetas (e y (g) al emplear diferentes valores de A

de 0.1 y 0.783 respectivamente y la serie de eficiencia de este capitulo np, con las etiquetas (¢) y (f) al
emplear diferentes valores de A de 0.1 y 0.783.



Por ultimo del capitulo.

Debe decirse de la figura (3.5) que, debido a la dependencia del pardmetro A de las eficiencias en las
ecs. (2.88) y (3.5) basada en coeficientes dependientes de A expresados en las ecs. (3.7) a (3.9) en la
figura dicha, hay temperaturas en que existe un méaximo de eficiencia en que cuando T — 0, se tiene 1c,
Neer, NMyit — 1 pero, ello es con 7] — e algo no posible o también 7> — 0 pero, en éste ultimo caso
no se hablarfa de la existencia de trabajo de dos reservorios térmicos por lo tanto, ello es absurdo, no
asi observado con las étiquetas (c), (e, (f) y (g) de la figura mencionada, correspondientes a diferentes
valores de A.
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Conclusiones.

La termodindmica de tiempos finitos (TTF) nacié con el trabajo pionero de Curzon y Ahlborn en 1975,
aunque el resultado principal de ese articulo; es decir, la llamada eficiencia de Curzon y Ahlborn (CA)
ya habia sido deducida desde los 1950’s por Novikov y Chambadal. Estos resultados, de algun modo
no tuvieron mucho impacto; sin embargo, los resultados de CA provocaron una explosién de trabajos
en TTF. Curzon y Ahlborn maximizaron la potencia de un ciclo tipo Carnot en el que no hay equilibrio
térmico entre los almacenes de calor y las isotermas del ciclo. De hecho, este modelo de ciclo solo
produce entropia en los acoplamientos entre los almacenes térmicos y la sustancia de trabajo. Es decir el
ciclo interno se sigue considerando reversible, por eso a estos modelos se les llama endorreversibles.
Después del criterio de optimizacién empleado por CA es decir el de mdxima potencia, otros criterios de
optimizacién fueron propuestos. Como el de la maxima funcion ecolégica que fue propuestaen 1991 [10]
como un criterio de compromiso entre alta potencia de salida y baja produccién de entropia. Muchos afios
después fue propuesto el criterio de optimizacién llamado el de médxima potencia eficiente (P,) propuesto
por Yilmaz 2007. Esta funcion Py estd formada por el producto de la potencia y eficiencia del ciclo a
optimizar. Aunque Yilmaz publicé esto en 2007, Stucki ya habia propuesto una funcién equivalente
en 1982. Después del articulo de CA en 1975 otros autores mejoraron el modelo de CA proponiendo
atributos realistas adicionales a la modelacién del ciclo. Un modelo particularmente completo fue el de
Dina Gutkowicsz et al. el cudl afiadié la masa de los pistones y la relacion de compresion del ciclo.
GPR encontraron que la férmula de Curzon y Ahlborn para la eficiencia era tan solo un limite superior
para un ciclo operando a la mdxima potencia en el regimen de las grandes relaciones de compresién. Lo
mismo encontraron para la potencia del ciclo. Ladino-Luna analizo de nuevo el ciclo de GPR operando
a maxima funcidn ecoldgica [10]. Por alguna razén este ciclo GPR no habia sido estudiado a maxima
potencia eficiente. En esta tesis hemos analizado el ciclo GPR a mdxima potencia eficiente y encontramos
como era de esperarse que la eficiencia del ciclo a mdxima potencia eficiente es mayor que la eficiencia
a maxima potencia.

En esta tesis podemos comparar el regimen de midxima potencia del ciclo GPR en contraste con el
regimen de maxima potencia eficiente de GPR, resultando que en el régimen de la mdxima potencia
eficiente P se tiene una perdida de potencia de aproximadamente 50 % con con respecto al régimen
la maxima potencia Fpg; sin embargo, en el régimen Py podemos alcanzar eficiencias mayores, de
hecho 18 mds grandes que la eficiencia a maxima potencia 7)735.

Por esta razén, al régimen de médxima potencia eficiente se le puede clasificar entre los criterios de
optimizacién tipo funcién ecologica o tipo funcién Omega [11]. Estos régimenes sacrifican una cierta
cantidad de potencia para dismininuir apreciablemente la produccién de entropia del ciclo y por lo tanto
aumentar considerablemente su eficiencia térmica.
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