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RESUMEN

METODO DE FACTORIZACION DE GREEN EN MECANICA
CUANTICA

Se da una introduccién a la mecanica cuantica supersimétrica (SUSY-QM)
y al método con el cual en SUSY-QM se factoriza un hamiltoniano en una
dimension para construir un hamiltoniano supersimétrico. Posteriormente se
desarrolla la jerarquia de hamiltonianos de Sukumar de los problemas cuanticos
del oscilador armonico y pozo de potencial infinito unidimensionales.

Se muestra el método de factorizacion de Green y se aplica a los problemas
cuanticos del oscilador arménico unidimensional y pozo de potencial infinito
unidimensional. Ademas, se hace una comparacién entre el método de
factorizacion de Green y la forma en la que se construye la jerarquia de
Sukumar.

Se obtienen las soluciones cuanticas del oscilador armoénico 3-D
resolviendo de forma directa la ecuacion radial de Schrédinger. Como una
forma alternativa se encuentran las funciones de onda y el espectro de energia
para este problema usando los operadores de creacién y aniquilacién de Dirac.
También se muestra la factorizaciéon de la ecuacién radial del oscilador
armoénico 3-D mediante el método de Green, usando los operadores de la
factorizacion se encuentran las eigenfunciones

Se obtiene las soluciones cuanticas del atomo de hidrégeno 3-D
resolviendo de forma directa la ecuacion radial de Schrédinger. Se factoriza la
ecuacion radial mediante el método de Green y se obtienen las eigenfunciones
mediante los operadores de la factorizacion

Se muestra la forma en la que actian los operadores de la factorizacion de
Green sobre las funciones de onda del oscilador armoénico 3-D y atomo
hidrégeno 3-D. Se obtienen los operadores que factorizan estos potenciales a
través del método de Infeld y Hull, y se comparan los operadores obtenidos
con los operadores del método de Green. Se muestra que los operadores del
método de factorizacion de Green se reducen a los operadores del método de
factorizacion de Infeld y Hull para los potenciales del oscilador arménico 3-D
y atomo de hidrégeno 3-D cuando se deja a un lado el indice j que se relaciona
con la jerarquia de Sukumar.
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ABSTRACT

FACTORIZATION METHOD GREEN IN QUANTUM
MECHANICS

An introduction is given to the supersymmetry quantum mechanics
(SUSY-QM) and the method with which in SUSY-QM a Hamiltonian is
factored in one dimension to construct a supersymmetry Hamiltonian. Later
the hierarchy of Hamiltonians Sukumar quantum harmonic oscillator problems
and one-dimensional infinite potential well is developed.

The factorization method shown Green and applies to one-dimensional
quantum harmonic oscillator problems and dimensional infinite potential well.
Furthermore, a comparison between the method of Green and factorization
way the hierarchy is built Sukumar done.

Solutions quantum harmonic oscillator 3-D directly solving the radial
Schrédinger equation are obtained. As an alternative form are the wave
functions and energy spectrum for this problem using the creation and
annihilation operators of Dirac. the factorization of the radial equation of the
harmonic oscillator 3-D is also shown by the method of Green, using the
factorization operators are eigenfunctions

Quantum solutions hydrogen atom 3-D directly solving the radial
Schrédinger equation is obtained. the radial equation is factorized by the
method of Green and eigenfunctions are obtained by operators factorization

As operators acting factoring Green on the wave functions of the
harmonic oscillator 3-D and 3-D hydrogen atom shown. operators factored
these potential through Infeld and Hull method are obtained, and the obtained
operators operators Green method are compared. It is shown that operators
factorization method of Green are reduced to operators factorization method
of Infeld and Hull for potential harmonic oscillator 3-D and hydrogen atom 3-
D when left aside the index j it relates to the hierarchy of Sukumar.
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INTRODUCCION

La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo en la presencia de

un potencial V' se puede escribir como
2

hvz +Vy =E
o Y+ VY =Ey,

donde ¥ es la funcién de onda, m la masa de la particula y E la energia. Como
es bien conocido, la ecuaciéon Schrédinger independiente del tiempo puede
resolverse de forma exacta solo para algunos potenciales.

En el presente trabajo se consideran los potenciales solubles del atomo de
hidrégeno 3-D y oscilador arménico 3-D.

El potencial del atomo de hidrégeno es basico en los libros de texto de
mecanica cuantica. Debido a sus caracteristicas al tener un nucleo pesado
formado por un protén y un electrén ligero orbitando alrededor de éste el
nucleo basicamente se considera en reposo, lo cual hace que sea mas facil
solucionar para la mecanica cuantica. El oscilador arménico 3-D tiene varias
aplicaciones importantes, entre ellas, su empleo en calcular propiedades
termodinamicas en solidos y sus aplicaciones en la quimica

La ecuacion Schrodinger representa un problema de eigenvalores. Existe
un método operacional para encontrar las eigenfunciones y eigenvalores de la
ecuacion Schrédinger, este método se conoce como método de factorizacion.
Este método fue propuesto por Schrodinger [1] y Dirac [2], el primero para
resolver algebraicamente el problema del atomo de hidrégeno.

Posteriormente este método fue desarrollado mas afondo para una amplia
gama de diversos potenciales solubles por Infeld y Hull [3], y mas tarde H.S.
Green [4] retomaria el método. El método de factorizacion consiste en separar
la ecuacién diferencial de segundo orden en dos ecuaciones diferenciales de
primer orden, es decir, el método de factorizacion busca escribir al operador
hamiltoniano H como un producto de dos operadores lineales formados por
un operador de derivada de primer orden, donde estos operadores son el
adjunto uno del otro. Una vez que la ecuacién de Schrédinger ha sido
factorizada se pueden utilizar los operadores de la factorizacion para encontrar
las soluciones a esta. A su vez, el conjunto de eigenfunciones normalizadas se
generan mediante la aplicacion sucesiva de los operadores sobre las soluciones
exactas de la ecuacion diferencial de primer orden obtenidas de la factorizacion.
Algunas caracteristicas importantes de este método son:

e Se aplica principalmente para espectros discretos de energfa.

e s posible encontrar simetrfas ocultas del sistema a través de construir
una adecuada algebra de Lie gracias a los operadores de la factorizacion.

Como se ha mencionado los métodos de factorizacion son una herramienta atil
para resolver problemas en la mecanica cuantica. Sin embargo, este método no



se limita solo a problemas mecanico cuanticos sino a problemas que involucran
ecuaciones diferenciales que satisfagan las condiciones del método.

En un intento de crear una teorfa de campos en 1981 Witten [5,6] introdujo
un modelo mecanico cuantico llamado “Mecanica cuantica supersimétrica” o
por sus siglas en inglés SUSY-QM. En este modelo, desarrollado para la fisica
de particulas se postula una simetria entre fermiones (espin semi entero) y
bosones (espin entero), donde a cada bosén y fermion tiene una “super-pareja”
con la misma masa. Es decir, el modelo crea una teoria de campos cuanticos
que contenga multipletes de bosones y fermiones. En teorfa de campos, la
supersimetria es una simetrfa que genera transformaciones entre
bosones y fermiones. A diferencia de los generadores de otras simetrias cuya
algebra implica conmutadores, los generadores de las transformaciones en la
supersimtria son cargas cuya algebra implica anticonmutadores [7,8]. La
supersimetria ha planteado la posibilidad de proporcionar un marco para una
descripcién unificada de bosones y fermiones que son combinados en
multipletes.

En esta tesis se da el formalismo basico de SUSY-QM y se muestra la
aplicacion del formalismo sobre algunos problemas basicos en la mecanica
cuantica, como son, el oscilador arménico unidimensional y pozo de potencial
infinito unidimensional.

La supersimetrfa es un concepto matematico que surgié de argumentos
tedricos y dio lugar a una extension del Modelo Estandar como un intento de
unificar las fuerzas de la naturaleza. Cuando la supersimetria se introdujo en la
mecanica cuantica (SUSY-QM) los fisicos comenzaron a darse cuenta que este
campo era interesante por si mismo y no sélo como un campo de pruebas para
la teorfa cuantica de campos. Se hizo evidente que SUSY-QM da una visiéon
mas profunda en el método de factorizacion introducido por Infeld y Hull [3]
y a la solucién de los potenciales. Ademas conduce al descubrimiento de
nuevos potenciales que tienen solucion.

La SUSY-QM para sistemas en una dimensién muestra que en mecanica
cuantica para cada hamiltoniano H; unidimensional puede tener un socio H,
tal que H; y H; juntos pueden ser vistos como las componentes de un
hamiltoniano supersimétrico H, para esto el hamiltoniano H; tiene que ser
factorizado, y a partir de los operadores de la factorizacion de Hy se construye
el hamiltoniano Hj, estos hamiltonianos son isoespectrales y sus funciones de
onda se pueden obtener a partir de los operadores de la factorizacion. El
término “hamiltoniano supersimétrico” se refiere a que el hamiltoniano se
define en termino de cargas que obedecen la misma algebra que los generadores
de supersimétria en teoria de campos.

La supersimétria nos permite crear hamiltonianos asociados con el mismo
espectro de energfas. De este modo, para un hamiltoniano H; se puede
construir su hamiltoniano asociado H;. Similarmente se puede construir el
hamiltoniano Hjz asociado a H, y posteriormente un hamiltoniano H,4 asociado
a H3. Al repetir esto obtenemos una cadena de hamiltonianos asociados con
casi el mismo espectro, esto se debe a que siempre se pierde el estado



fundamental cuando se construye el hamiltoniano asociado, el espectro se
reduce en un nivel cada vez que se construye hamiltoniano asociado del
asociado. A esta cadena de hamiltonianos asociado se le conoce como jerarquia
[9].

En este trabajo se hara una comparacion entre el método de factorizacion
de Green y la jerarquia. También se comparan los operadores de la
factorizacion de Green y del método de factorizacion de Infeld y Hull para los
potenciales del atomo de hidrégeno 3-D y oscilador arménico 3-D.

Infeld y Hull [2,10] desatrollaron un método para resolver problemas de
eigenvalores en la mecanica cuantica, que es aplicable a todos los problemas
importantes que se pueden resolver de forma exacta. Este método se aplica a
problemas cuanticos en mas de una dimension, siempre y cuando la ecuacion
diferencial se pueda escribir en una sola variable. En el método de IH se pone
en juego la dependencia explicita de un parametro en el potencial, el cual
aparece también en las eigenfunciones. Una caracteristica importante del
método es la construccion de operadores que al aplicarse a los estados
dependientes del parametro, actian como operadores de ascenso y descenso
en dicho parametro.






Capitulo 1

OSCILADOR ARMONICO UNIDIMENSIONAL Y POZO DE
POTENCIAL UNIDIMENSIONAL INFINITO
SUPERSIMETRICOS (SUSY-QM)

En este capitulo daremos una breve introduccién a la mecanica cuantica
supersimétrica (SUSY-QM) y a la jerarquia de hamiltonianos. Se encuentran los
operadores de la factorizacién supersimétrica para el oscilador armoénico
unidimensional y el pozo de potencial infinito unidimensional. Ademas se
encuentran los primeros hamiltonianos de la jerarquia junto con sus funciones

de onda y espectros de energfa.
1.1 Mecanica cuantica supersimétrica (SUSY-QM).

La mecanica cuantica supersimétrica estudia los sistemas mecanico-
cuantico cuyo hamiltoniano H es construido por los operadores Qy Q*

[7, 8], tales que:
H={QQ"}=QQ"+Q'Q

donde los operadores Q y Q* son tales que cumplen las relaciones de

conmutacioén y anticonmutacion

{0.Q}=0, {0} =0, [Q,H] = 0.

El Hamiltoniano H estd construido por coordenadas que se cuantizan por
conmutadores y coordenadas que se cuantizan por anticonmutadores, las cuales
estan relacionadas por transformaciones unitarias.

La forma explicita de los operadores Q y Q* esta dada por:

Q=P +idpx)y", Q=P —-ipxNY,



en donde x y P son los grados de libertad de Bose, que obedecen la regla de

conmutacion:
[x,P] =i, (h=pu=1)

mientras que Yy Y son los grados de libertad de Fermi, que obedecen las

reglas de anticonmutacion:

=1 @yt ={ g} =0.

Con lo anterior se tiene que el Hamiltoniano supersimétrico H toma la

forma

H=(P? + $(x)?) — W Y] (x)".
Usando la representacion matricial (2x2)
v=o=(0 o) w=a=() o) WWl=-o,

Se encuentra que

H=(P? + ¢$(x)?) + 0,p(x)". (1.1a)

Por otro patte, en la construccion de un hamiltoniano supersimétrico H
se introduce un método de factorizacién del operador hamiltoniano en una

dimensién, donde a partir de los operadores de factorizacion se construyen las

cargas Q y QY.



1.2 Factorizacibn de un  hamiltoniano vy

superpotenciales en una dimension.

Consideremos un sistema cuantico en una dimensiéon descrito por un

Hamiltoniano H; independiente del tiempo

del cual facilmente se puede conocer la relacion que existe entre la funcién de
onda del estado base y el potencial. En lugar de partir de un potencial dado
V1 (x) uno puede igualmente comenzar especificando la funcién de onda del
estado base P (x). Una vez conocida dicha funcién de onda se puede conocer

el potencial V; (x) a partir de ésta.

El potencial V;(x) puede ser desplazado por una constante, tal que la

energia del estado base del hamiltoniano sea Eél) = 0. Esto no afecta a las
funciones de onda y propiedades de dispersion del potencial, sélo resulta en un
espectro de energfa desplazado por una constante. Asi, sin pérdida de
generalidad se escoge que

hZ dzlp(l)
"t 0

s + V(0P =0, (1.2)

Hyp$P (x) = —
de donde se obtiene

(1
2y
V1 (X) = _%T
Yy (%)
Esto significa que podemos determinar el potencial a partir de conocer la
funcién de onda del estado base del sistema.

Por otro lado, esto permite factorizar de forma simple el hamiltoniano

[11] como sigue

H, = ATA,, (1.3)



con los operadores

h d+W() At h d+W() (1.4)
=—— x), = ——— X), .
VZmdx 1 VZmdx

sustituyendo la ecuaciéon (1.4) en la ecuacion (1.3) y comparando con el

Aq

hamiltoniano Hy, se identifica al potencial V; (x) como

h
V(%) = W(x)? — \/Z—_mW'(x). (1.5)

La cantidad W(x) es referida como el superpotencial en SUSY-QM. La
solucién de la ecuacion (1.5) en términos de la funcion de onda del estado base

se escribe como

W) = ——22 2 (1.6)

1.3 DPotenciales asociados y degeneracion del

espectro de energia.

La teorfa de SUSY-QM relaciona al hamiltoniano original H; con un
operador Hy. Dado que el hamiltoniano Hy puede ser factorizado segun (1.3),
intercambiando el orden de los operadores A; y AT se construye el operador

H, como
H, = A,AT, (1.7)

a este operador se le conoce como hamiltoniano asociado a Hy. Sustituyendo

los operadores A, y A el hamiltoniano asociado H, se escribe como

H, = he 47 + W(x)? + h W'(x) = he 47 + V, (%)
27 2mdx? x \2m X = T omdne T 2V

donde el potencial V, () esta dado por

h
Vo(x) = W(x)?% + EW'(x). (1.8)

4



Los potenciales V;(x) y V,(x) se conocen como potenciales asociados
supersimétrico y estan relacionados por el mismo superpotencial W(x). No
obstante los hamiltonianos asociados no estan solo relacionados por el mismo
superpotencial, sino también por sus eigenvalores de la energfa y sus funciones

de onda.
Dada la ecuacién de Schrédinger para el primer hamiltoniano Hy se tiene

que
1 1 1), (1
HyplY = ATAS" = ESDpD. (1.92)
Del hamiltoniano asociado H; aplicado al estado All/JT(ll) se encuentra que

1
Ho(A”) = A AT ALY = A (i) = B3 (Ap").  (1.9b)
Haciendo un tratamiento para el hamiltoniano H,
2 2 2 2
Hopy? = A AT = EP Y (1.10a)

implica que para el estado A7 ,(lz) se tiene que

2 2
Hy(ATp?) = ATA AT = AT () = B2 (ATp).  (1.10D)

Las ecuaciones (1.9b) y (1.10b) muestran que Algbr(ll) es eigenfuncién de Hyp
con eigenvalor Ep y AT ,(12) es eigenfunciéon de H; con eigenvalor
E,(lz)respectivamente. Usando estos resultados, las ecuaciones (1.9b)-(1.10b) y

del hecho que Eél) = 0 se sigue que los espectros de energia de H; y Hy son
iguales excepto para el estado base de H;. Las relaciones entre las funciones de

onda y las energfas asociadas a H; y H; son:

EM =, EP =D (1.11)
1
W = Eh] 2 A (112)



1
Yot = [P 2ATp . (1.13)
(n=0123..)

Notese que los operadores A; (A}) convierten eigenfunciones de H; (Hy)
en eigenfunciones de H, (H;) con la misma energfa, excepto para el estado
base ya que All/J(()l) = 0. Con lo anterior se tiene que conociendo las
eigenfunciones de H; podemos determinar las eigenfunciones de H, usando el
operador Ay, y viceversa, usando el operador A] podemos reconstruir todos
los eigenfunciones de Hy. Esto se ilustra en la Figura 1.1.

Finalmente, para el caso general del hamiltoniano supersimetrico se

rescriben los operadores Q y Q* como Q = AyY™,Q* = A*. Por lo que la

ecuacion (1.1) se pude reescribirse como sigue

2
H= (—% + W(x)2>l — [, Pt TW(x)". (1.1b)

A
iy ¥ (2}
E, E%
Ai
{1} {2y
Ez E‘i
{1 25
E, E
(n
EI}

Figura 1.1. En esta fipura se muestra los niveles de enerpia de dos
potenciales supersimétricos asociados Vi (x) ¥ V,(x). Se muestra la

accion de los operadores 4, ¥ At



1.4 Jerarquia de hamiltonianos en SUSY- QM.

En las seccion 1.2 vimos que si la energia del estado base de un
hamiltoniano es cero se puede factorizar como un producto de dos operadores
lineales con un operador derivada, es decir admite una factorizacion de la forma
(1.3). Ademas, se introduce en la mecanica cuantica supersimétrica el
hamiltoniano H; asociado al hamiltoniano Hy, dado por las ecuaciones (1.7) y
(1.8). En esta seccioén se muestra la forma en la que se construye la Jerarquia
[12].

Similarmente podemos ahora introducir un tercer hamiltoniano Hz como

el hamiltoniano asociado a Hy, por lo que:

H, = A,AY + EY = AbA, + EXY, (1.14)

conh=m=1
A =Liw a=—Liw W, () = -0 o’ 1.15
2 = dx Z(X): = dx 2(X), 2(X) = dx ( . )

Para el Hamiltoniano H3 asociado a H; se tiene que

2
Hy = A A++E(1)——d—+V(x) (1.16)
3 = A28 1 T T2 3(X). .

Sustituyendo los operadores A, y A3 se identifica al potencial V3(x) en

términos del superpotencial como

d?Inyg”
_ 2 ’ L _ _ 0
Vi(x) = W(x)* + W (x) + E; = Vo(x) Z—dxz (1.17)
d?In(s” 95"
—_ Vl(x) - 2 dxz .

Ademas, la degeneracion del espectro de energfa y la relacién que existe entre
las funciones de onda de los hamiltonianos Hy, H, y Hj esta dada por las

expresiones



3 2 1
E‘r(l )= E15+)1 = ET(H-)Z (1.18)
1 -1
3 1 1)) 2 1 1)\ 2 1
1(1 ) = (E1S+)2 o E1( )) (E15+)2 o Eé )) A2A1¢1(1+)2' (1.19)

De este modo, si un hamiltoniano H; tiene k estados con eigenfunciones l,b,gl),
con 0<n<k-1  podemos generar una jerarquia de (k—1)
hamiltonianos con el mismo espectro de energias de H; a excepcion de que
los primeros (M — 1) eigenvalores de Hy faltan en el m-ésimo hamiltoniano

de la jerarquia Hy,. En particular se tiene que

d2
1
Hp = Af Ay + ED = — ot V), (1.20)

con los operadores

diny{™
dx

d
Am =—-—+ Wm(X'), Wm(x) =-

e (1.21)

Los eigenvalores de energfa y las eigenfunciones de los hamiltonianos de la

jerarquia estan relacionadas de la siguiente forma:

-1
™ =gV = = (1.22)
_1 _:
m _ (D €Y (€Y €Y @
nm - (En+m—1 - Em—z) ’ (En+m—1 - EO ) ’ Am—l "'Allpn+m—1 .
(1.23)

Asi, conociendo los eigenvalores y eigenfunciones de H; podemos saber
inmediatamente todos los valores propios de energia y las eigenfunciones

propias de la jerarquia de los k — 1 hamiltonianos.



1.5 Factorizacidon supersimétrica y jerarquia del

oscilador armonico unidimensional.

En este capitulo se hara énfasis en los operadores que factorizan el
hamiltoniano del oscilador arménico unidimensional y en la construccion de
los hamiltonianos que forman la jerarqufa de éste. Por consiguiente,
supondremos conocida la funciéon de onda del estado base.

Considerando una particula de masa m que se mueve bajo el potencial
1 o . .
V(ix) = Emwxz’ el hamiltoniano que describe este sistema es

I
T T omaxz T 2Mer

La normalizada funcién de onda del estado base esta dada por

xZ
X A
e 2% con xy= |— (1.24)

Yo(x) =

Vrx,

y la energfa del estado base es
1
E, = Ehw. (1.25)
De acuerdo ala ecuacion (1.2) la energfa del estado base tiene que ser cero, por
lo que sustraemos la energfa del estado base. De este modo, se define el

Hamiltoniano Hy = H — Ey con eigenvalores de energia iguales a

EY = nhw, n=0123.. (1.26)

con las eigenfunciones de onda normalizadas

x2

1 - X
WDix) = ——— ¢ 2434, (—) n=0123.. (1.27)

X
/2”n! VT %, 0



Usando la ecuacion (1.6) se obtiene el superpotencial

W(x) = wa. (1.28)

De las ecuacion (1.8) y de Hy encontramos los potenciales asociados

V(%) = lmcox2 - lhcu Vo(x) = lmcox2 + lhw (1.29)
1 2 2 2 2 2 '

que son iguales al potencial V(x) desplazado por las constante £1/2hw.

A partir de (1.29) se observa que segundo Hamiltoniano H, describe el
mismo sistema fisico que Hy, a excepcion que la energfa del estado base esta
desplazada por una cantidad Eéz) - Eél) = AE = hw respecto al estado base
de Hj el cual corresponde al primer estado excitado de Hy. Con la ecuacion

(1.11) se encuentran los eigenvalores de energia de H,

E® = n + Dho, n=0123.. (1.30)

Haciendo uso de las ecuaciones (1.4) y (1.28) se calculan los operadores de la

factorizacion supersimétrica de Hj

A hd+/m A7 hd+/m 1.31
= — —wx , = - — wX. .

Y V2mdx 2 1 2m dx 2 (1.31)

de la ecuacion (1.12) se encuentran las eigenfunciones del hamiltoniano H,

x2

-~ X

PP (x) = cPe 2x8H, (x—) , n=0123.. (132)
0

donde Cflz) es una constate de normalizacién que depende de los eigenvalores
de la energfa de Hy.

Siguiendo el mismo procedimiento para el hamiltoniano H, podtfamos
obtener un tercer hamiltoniano (H3) con un potencial asociado V3 (x) a V,(x)
el cual estarfa desplazado por una constante, por lo que describirfa el mismo

sistema fisico. Asi, de igual modo el espectro de energias de Hj estarfa
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desplazado por una cantidad igual a Aw trespecto al espectro de energias de
H,, donde la energia del estado base de H3 corresponderia al primer estado
excitado de H; y a su vez al segundo estado excitado de Hj.

Por otra parte, debido a que el hamiltoniano H3 describen el mismo
sistema fisico que Hy y H, las funciones de onda de este serfan proporcionales

a

2

X
G(x) « e 28H, (x—) n=0123.., (1.33)
0

mientras el espectro energfa estaria dado por

E® = (n+ 2)ho. n=0123.., (134

Finalmente, si procediéramos de la misma forma para un cuarto, quinto
o sexto hamiltoniano, estos describirfan el mismo sistema fisico que Hj
(desplazados por una constante). Por lo que de igual forma sus funciones de
onda serfan proporcionales y sus espectros de energfa estarfan descritas por la
ecuacion (1.22), de este modo el k-ésimo miembro de la serie de hamiltonianos

que conforman la jerarquia de Hy esta dado por

Hk =————+4 _mwxz + —h(l), k = 213141 (135)

con eigenfunciones y eigenvalores de energfa

x2

— X

WP ) =cW e gy, (x—) n=0123.., (1.36)
0

E® = m+k—-1Dho, k=234,..

k L .
donde C,(l ) es una constate de normalizacién que depende de los eigenvalores

de la energfa de Hy.
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Notese que al calcular las funciones de onda del estado base de los
hamiltonianos que conforman la jerarquia encontramos que estas funciones de
onda son igual para todos, y estain dadas por

%2

2.2 = |
e 2%, con  xo = |~—. (1.37)

1

Yo(x) =

\/Exo

Ademas, los operadores de la factorizacion supersimétrica estan dados por

A = e <i+ co x ) con Cc¥= ; (1.38)
V2m \dx Xo

Vrx,

De lo antetior se observa que los operadores Ay de la jerarquia son iguales
(quitando el subindice k alos A = A) y la funcién de onda del estado base de
los hamiltoniano de la jerarquia son iguales a Po(x) por lo que podemos
encontrar todas las eigenfunciones de Hy a través de

n () = NP (0). (139)
Los hamiltonianos de la jerarquia y sus correspondientes espectros de energia

se muestran en la Figura 1.2.

Hi H- H; H4
A +
< _____
E4
Es
B,
E4

Figura 1.2. Diagrama ilustrativo de los niveles de energfa de los

Hamiltonianos que forman parte de la jerarquia.
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1.6  Factorizacidén supersimétrica y jerarquia del

pozo de potencial infinito unidimensional.

Veamos ahora un problema en el cual el potencial esta dado de la siguiente

forma:

0, 0<x<a

Vix) = { 0, en cualquier otro lugar (1.40)

Vix)

(&4

Figura 1.3. Pozo de potencial infinito unidimensional

El hamiltoniano para una particula de masa m bajo este potencial es

h? d?

2mdx?’

La normalizada funcién de onda es conocida y esta dada

por

2 X
) = [—si — <x<
0 asm(a), 0<x<a (141
con el correspondiente eigenvalor de energfa

w2 h?

2ma?’

Eq

13



Substrayendo la energia del estado base al hamiltoniano H se define el
hamiltoniano H; = H — Ej, con eigenvalores de energia y eigenfunciones
iguales a

E(l) _ Tl(n + 2) 2

n

s n=012.. (142)

PO () = fsm (@) 0<x<a (1.43)

De la ecuaciéon (1.6) y (1.8) se obtiene el superpotencial y el potencial

supersimétrico asociado V; (x)

W(x) = — \/zi_mgcot (%), (1.44)
w2 h? X
V,(x) = oI [2cosec2 (7) — 1]. (1.45)

Las eigenfunciones de onda de H, se obtienen de la aplicacién del operador

Aja las eigenfunciones de onda de Hy, el operar A; se encuentra a partir de la

(1.4) y (1.44) y esta dado por

A, = \/L_ (i - gcot (Zx)) (1.46)

La funcién de onda del estado base y del primer estado excitado del

hamiltoniano H,

2 X 2 X 21mXx
() _ . @) _ . .
o () 2"3asm2<a)' ! \/asm(a)sm< a )
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Asi, hemos generando dos potenciales diferentes correspondientes a Hy y
H, que tienen exactamente los mismos espectro de energia, excepto por el
estado base de H;. En la Tabla 1 se muestran algunos potenciales
supersimétricos, funciones de onda del estado base y primer estado excitado de
los primeros hamiltonianos de la jerarquia. Ademas se muestran los operadores
de la factorizacién supersimétrica de estos Hamiltonianos.

En la tabla 1 se observa que las eigenfunciones de onda del estado base de

los primeros 4 Hamiltonianos de la jerarquia son funciones que dependen de

una potencia de sin (%x) No es muy dificil ver que la funcién de onda del

estado base del siguiente hamiltoniano (Hs) de la jerarquia es proporcional a
X

una potencia de Sin (;) por lo que podemos intuir que las funciones de onda

del estado base de los hamiltoniano que forman parte de la jerarquia son de la

forma
Wy — ok [ein (TXY] & _
e () = €& [sin . Ve k=123 47
donde los Cg son constantes de normalizacion.

De igual forma se observa que los operadores de la factorizacion supersimétrica

Ay se pueden escribir de forma general como

A =D (d km t(nx)> k=123 1.47
k_\/ﬁdx acoa. =123.. (1.47)

Hagamos algunos comentarios finales a este capitulo. Hemos encontrado
expresiones generales para los operadores de la factorizacion supersimétrica y
para las funciones de onda del estado base de los hamiltonianos de la jerarquia
del pozo de potencial. Esto se logré usando reiteradamente el método de
factorizacion supersimétrica buscando los potenciales y hamiltonianos
asociados de SUSY-QM. Para el caso del oscilador armoénico encontramos que
las funciones de onda del estado base de los hamiltonianos de la jerarquia y
operadores de la factorizacion supersimétrica son todos iguales por lo que

solo necesitamos un solo operador A y su adjunto A* para generar las
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eigenfunciones de los hamiltonianos de la jerarqufa. Ademas, también se
observa que los operadores de la factorizacion supersimétrica tienen una gran
semejanza a los operadores @ y @* de creacion y aniquilacién de Dirac [2]
R mw ()? i ﬁ)
Q= |—(X+—
2h mw /'
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Capitulo 2
METODO DE FACTORIZACION DE GREEN

En este capitulo explicaremos en forma breve en que consiste el método

de factorizacion de Green [4], introducido para tratar el problema de

b
eigenvalores en la mecanica cuantica. Ademas se dara solucion al pozo de
potencial infinito unidimensional y al oscilador armoénico unidimensional a

través de este método.
2.1 Meétodo de factorizacion de Green.

Para resolver el problema de eigenvalores de la ecuacion de Schrédinger,
podemos usar un método algebraico llamado método de factorizaciéon. En este
método el hamiltoniano que contiene una derivada de segundo orden se escribe
como el producto de dos operadores, donde cada operador contiene una
derivada de primer orden. Estos operadores se utilizan para obtener las
eigenfunciones de cada uno de los estados cuanticos y en general se requiere
un nuevo operador para cada estado. El método de factorizacion Green [16]
consiste en encontrar operadores @q,dy,ds, ... y constantes reales

Eq, Ey, E3, ... tales que

afa; +E; =H (2.1a)
aja, + E, = a;af + E; (2.1b)
ajas; + E; = a,ai + E, ... (2.1¢)
y en general
at 1an4q + Epyr = anat + E, n=123.. (2.2)
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Estas ecuaciones relacionan a los operadores a, con las constates reales Ej,.
Ademas se escogen a los operadores a,, de tal manera que las constantes E,
tengan el valor mas grande posible, de este modo las soluciones a las
ecuaciones (2.1) seran unicas. Ademas, se asume que los operadores a,, tienen

un eigenvector |Xy,) con eigenvalor igual a cero

anlxn) = 0. (2.3)

De las ecuaciones (2.1), (2.2) y (2.3) se tiene que el correspondiente eigenvector

no normalizado de H esta dado como
|E,) = afa; ...a;_1lxn) (2.4a)

Multiplicando por una constante de normalizaciéon N, tenemos los estados

normalizados de H
|En) = Npafaz ...an_q|xn) (2.4Db).

donde la constante de normalizacion |Ny| para los estados |E},) se puede
calcular por induccién usando las relaciones de recurrencia (2.2) y de la

condicién (2.3). De modo que:

Nl = [(En — En_1)(En — En_3) . (En — ED] 2.

De las ecuaciones (2.1) se tiene que af @, es igual 2 H méas una constante
esto implica que a; estarfa formado por el operador de momento lineal P. De
las relaciones de recurrencia (2.2) se tiene que cada operador a,, debe tener un

término de momento lineal, con lo cual los operadores a,, se pueden escribir

de forma general

4 = Jzi_m P+ if, (), 25)
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donde f,,(x) es una funcion real que depende de la forma del potencial V(x).

Usando la expresion general para los operadores a,, se tiene que

1 1 hodf
tq = — P2 ——f2 2.
Inln =50 +2mfn +2m dx’ (2.6)
1 1 hodf
‘o p2y__f2_ 2.7
Inln = om +2mfn 2m dx 27)

Solo resta hacer algunas observaciones importantes acerca del método de
factorizacion de Green.

Dado que se asume la existencia de un eigenvector de @, con eigenvalor
cero se sigue que las constantes reales E,, son eigenvalores de H, pero esto
también implica que no existe ningun valor entre Ey,_1 y E},. En otras palabras
el método de factorizacién conduce a un conjunto discreto de eigenvalores de
energfa. Generalmente el método de factorizaciéon de Green aplica a problemas
mecanico-cuanticos de mas de una dimension, siempre que se logre reducir el

hamiltoniano a una ecuacién diferencial de una sola variable.

2.2 Oscilador armonico unidimensional.

En este capitulo se encontraran las eigenfunciones y eigenvalores de
energia del oscilador armoénico unidimensional a través del método de

factorizacion de Green. Por consiguiente, para un hamiltoniano con potencial
V(x) = %mwzxz, de las ecuaciones (2.1a), (2.5)y (2.6) paran =1 se

encuentra la siguiente ecuacion diferencial

1 h df; 1
—f2 —— 4 F =— 2 2_ 2.8
2mf1-|_2mdx+1 mex (2:8)

Esta ecuacion tiene como  soluciones
_1
fi = tmwx con E; = +Ehw. (2.9)
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Debido a que los operadores a, se escogen de tal modo que las constantes

reales E), tengan el valor mas grande escogemos para n = 1 la solucién

1
fi=—-mwx con E;= Eha). (2.10)

Sustituyendo la solucién anterior en la ecuacion (2.5) paran = 1 encontramos
los operadores
1

a, = — (P — imwx), a

o Loy,
T = (P + imwx ). (2.11)

V2m

Usando la ecuacion (2.1b) y sustituyendo (2.10) y (2.11) en esta, se obtiene

la ecuacién diferencial de primer orden

ifz +i%+E =lmw2x2+flw (2.12)
2m’?  2mdx 2792 ' '

donde la solucién a esta ecuacion diferencial con la cual E, toma el valor mas

grande es:
3
fo =—-mwx con E,= Ehw. (2.10)

De la relacién de recurrencia (2.2) se puede calcular f3, fy, fs, ... las cueles
resultan tener el mismo valor, esto implica que la forma general de las

funciones f, y las constantes E, esta dadas como

fn=—-mwx, E,= (n — %) hw, conn=1273.. (2.11)

De esto se tiene que todos los operadores a,, son iguales a

1 .
a, = E(P — imwx). (2.12)

al sustituir en (2.4) se tiene que eigenvectores se encuentran a partir de la

expresion
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|E,,) o< (P + imwx)" |x,), (2.13)

donde de acuerdo a la ecuacion (2.3) y (2.12) |x,) es solucion del a la ecuacion

diferencial
(-in 2 ) bxa) =0 (2.14)
—lin——imwx = U. .
d,x Xn
Con esto, la solucion a la ecuacién diferencial en el espacio de posiciones es

Xn (%) = (x|xn) = e7MO¥/20, (2.15)

Finalmente, las funciones X, (x) = (x|X,) corresponden a funciones no
normalizadas, estas funciones se conocen como funciones auxiliares. Las
correspondientes  eigenfunciones de onda de H se pueden obtener

sustituyendo (2.15) en la ecuacién (2.13).
2.3 Pozo de potencial infinito.

Veamos ahora un problema el cual tiene un potencial de la forma

V(x) = {0, 0<x<L
) =1 o, en cualquier otro lugar °

El hamiltoniano para una particula que se encuentra en este potencial
(0 < x <L) esta dado por

P2

Usando la ecuacién (2.1a) y (2.6) con n =1 para este hamiltonianos

obtenemos la ecuacién diferencial de primer orden pata funcién f;

1+ - + Eq (2.17)

esta ecuacion puede ser integrada de forma directa
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1 dfy

=——|—2 4+,
*TTw) omE, + 7

por lo que:

f1 =+/2mE; cot [—‘Z;nEl (x — c)], (2.18)

donde ¢ es una constante de integracion.

Debido a que f; tiene que ser elegida de tal modo que el operador a4 nos
de el valor mas grande posible de la constante E; y que la funcién f; debe
cumplir con las mismas condiciones del potencial V(x) las constantes € y
E; seran restringidas por el comportamiento de la funciéon cotangente. Esto
implica que fisicamente pedimos que la funcién cotangente tenga valores
finitos en el intervalo 0 < x < L mientras que en X = 0y x = L deben
existir singularidades debido a que el potencial es infinito en estos puntos, ya
que la cotangente tiene singularidades en 6 = nm radiales obtenemos que E;
toma el su valor més grande si las singularidades se encuentraenx = 0y x =

L. Esto significa que

J2ZmE; L

c=0 y T=n,

despejando a la constante E;y sustituyendo en la ecuacién (2.18) se encuentra

que
g =T TR (%) (2.19)
2ml2’ 17 L
y
1 imh X
a, = ﬁ(P +Tcot (T)) (2.12)

Debido a las relaciones de recurrencia entre los operadores a,, podemos

suponer que las funciones f, tienen la misma forma salvo algunas constantes.
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De la forma de la funcién f; se propone la forma general de las funciones f,

y de los operadores a,, como:

1
fn = bycot(cyx), a, = \/ﬁ (P + ib,, cot(c,x)), (2.13)

donde ¢, y b, son constante reales que determinaremos a pattir de las

relaciones de recurrencia (2.2) entre los operadores a,.

De la expresion (2.13) encontramos que

1
afa, = - (P2 = bycyhi + by (b, — cph)cot?cpx), (2.14)

1
apa; = - (P2 + bpcph + by (by, + cph)cot?cpx) (2.15)

Al sustituir estas expresiones en la relaciéon (2.2) obtenemos

1
ﬁ(lﬂ — bpy1Cniin + bn+1(bn+1 - Cn+1h)C0t2Cn+1x) + En+1

1
= ﬁ(lﬂ + bpcyh + by (b, + cph)cot?c x) + Ey,. (2.16)

Igualando los coeficientes de las diferentes potencias de la funcién cotangente
bpi1(bpi1 — Cpirh)cot?cpp1x = by (b, + cyh)cot?cyx,  (2.17)
2UE, 11 — bpiiCpi1h = bycyh + 2mE,,. (2.18)

Para que la igualdad (2.17) se cumpla requiere que el coeficiente y el argumento

de la cotangente coincidan, por lo que
Cn+1 = Cp. (2.19)

bpi1(bni1 — cpy1ft) = bp(by + cph). (2.20)
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Restando la ecuacion (2.20) de la ecuacion (2.18) obtenemos la siguiente

relacién de recurrencia
2mEy 1 — (bpy1)® = 2mE, — (by)*. (2.21)
De esta ecuacion se observa que
2mE, — (by)? = 2mE; — (by)? . (2.22)
Por lo que al sustituir los valores de E; y by obtenemos 2mE, — (b,)? = 0,

por lo tanto

(bn)?
== (2.23)

n

., A .
De la ecuacion (2.19) encontramos que ¢, = ¢; = n sustituyendo este en la

ecuacion (2.20) obtenemos la ecuacion cuadratica

b (brss — %h) = by (ba + % n), (2.24)

con soluciones

by = —by, (2.252)
T
buss = by + 71 (2.25b)

De las dos soluciones anteriores es facil ver que la solucion (2.25b) da el valor

mas grande de Ej,.
Debido a que el cambio Ab = b,y — b, = nTh tenemos que b, = nmh
y por lo tanto sustituyendo en (2.23) se tiene que
E, = ﬂ (2.26)
2ul?

la cual corresponder a los eigenvalores del espectro de energia del pozo de

potencial infinito.
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Por otro lado, la condicién a,|x,) = 0 en la representacion de posicion

Xn (%) = (x|xn) se escribe de forma explicita como

('hd inmh tnx) _0 227
—i dx+ Lcoan(x)—, (2.27)

esta ecuacion se resuelve de forma directa por lo que es facil probar que las

funciones auxiliares X, (x) son de la forma

. mx\™
Xn () = (sin 72 . (2.28)
La eigenfunciones de H se obtienen de la expresion (2.4b)

+ o+ +
lpn xXa;a; .. an—an(x)’
donde el operador a,, esta dado como

" d +in7rh tnx 299
a, =—Iin—-—+——cot—. .

n dx L L (2:29)
De lo anterior se pueden encontrar las correspondientes eigenfunciones de

onda no normalizadas para los primeros estados del pozo de potencial infinito

unidimensional

P10 o xu () = (sin ),

) o ()—('hd irh tnx>(.7tx)2
Y, (x aixz(x) = ldx LCOL smL
_ 3inh(. 27Tx>
=~ sin )

P3(x) < af azxs(x)
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_ ( " d inh tnx)( " d 2inh tnx)( _ T[X)3
=\~ ——cot— )~ —— —cot—|{sin—

5m2h? ;  3mx
=~ (sm L ) (2.30)

Finalmente, si calculamos 14 (x), ¥5(x), Pe(x) ... encontramos que las
. . . ., . hnx
eigenfunciones son proporcionales a la funcion sin— por lo que las

eigenfunciones onda normalizadas para el pozo de potencial infinito

unidimensional se pueden escribir como

Pn(x) = %sinnLLx. (2.31)

2.4 Mcétodo de factorizacion de Green y la mecanica

supersimétrica.

Una de las ideas clave de la factorizacion en supersimétria es la conexion
entre la funcion de onda del estado base y el potencial, esta conexion se
establece a partir de elegir a la energfa del estado base a ser cero. Esto permite
una reconstruccion del potencial y facilita la factorizacion del hamiltoniano en
la forma H; = ATA,. Ademiss, se define el operador H, = A;AT como
hamiltoniano asociado de Hy, los eigenvalores de la energfa y las funciones de
onda de Hy y H; estan relacionadas a través de los potenciales asociados V; (x)
y V5 (x) que estian dados por el mismo superpotencial Wy (x). De tal modo, se
tiene que Hy y H; tienen el mismo espectro de energfas a excepcion del estado
base. Ademis, siguiendo la misma idea podemos obtener un tercer
hamiltoniano Hjz con un potencial V3(x) asociado a V,(x) que estin dados
por un superpotencial W, (x), de igual modo, este nuevo hamiltoniano tiene el
mismo espectro de energfa que H; a excepcion del estado base y a su vez tiene
el mismo espectro de energfa que Hy a excepcion del estado base y su primer

estado excitado, asisi el hamiltoniano H; tiene n niveles de energfa se pueden
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generar N — 1 hamiltonianos isoespectrales, donde el m-ésimo hamiltoniano
H), tiene el mismo espectro de energia que H; a acepcion de los primero
m — 1 niveles de energfa, a este conjunto de hamiltonianos se le conoce en

mecanica cuantica supersimétrica como la jerarquia.

E:j’l . -:1‘_’: - E;:SH:'_ E;:EJ:-_ E:l.‘:.;u_ EI:[]E;:_
E— BP— B — BY— BP—
E:li:l | E;i _ E-iH-ZI_ E[:]IZI_
E.l:,l ) E;‘z: L E[.;]:t;._
E.Il:l:l_ E.ll::-‘_:l:_
EI:[]I ]_
Hy H, H, H, Hy H,

Figura 2.1. Se muestra el espectro de energia de los Hamiltonianos de la Jerarquia

Por otro lado, el método de factorizacién de Green consiste en encontrar
operadores diferenciales de primer orden a4, a,, ds, ... y constantes reales

Eq, E;, E3, ... tales que cumplan la relacion:
+ _ + _
Apns10n41 + Enyr = apay, + E,. n=123..,

Ademas, se asume como condiciéon que los operadores @, tienen un
eigenvector |X,) con eigenvalor igual a cero por lo que implica que las
constantes reales Eq, E;, E3, ... son eigenvalores de H y sus correspondientes
eigenvectores no normalizados estan dados como|E,) = afaj ...a;}_;|xn)-

Notese que la relacién entre los operadores @, en el método de
factorizacion de Green son la forma general de la jerarquia en la mecanica
cuantica supersimétrica ya que desde el punto de vista de SUSY-QM el
operador @;f,1@n4q es el (n+ 1)-ésimo hamiltoniano de la jerarquia y el
operador  a,a; es el n-ésimo hamiltoniano asociado al (n — 1)-ésimo
hamiltoniano de la jerarquia, por lo que las ecuaciones (2.1a — 2.1c) estan

relacionadas con la construcciéon de los primeros tres hamiltonianos de la
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jerarquia. De este modo el método de factorizacion Green esta directamente
relacionado con la supersimetria a través de construcciéon de hamiltonianos
isoespectrales cuyos potenciales son invariantes en forma. Solo resta hacer
algunas observaciones acerca del método de factorizacioén supersimétrica y el
método factorizacion de Green.

Como se dijo antes los operadores a, tienen un eigenvector |X,) con
eigenvalor cero, esto es equivalente en supersimétria a la condicién de tomar a
la energfa del estado base como cero, por lo cual, las eigenfunciones auxiliares
Xn(x) en el método de Green se pueden interpretar como las funciones de
onda del estado base de los hamiltonianos que conforman la jerarquia.

Por ultimo, en la factorizacioén supersimétrica para un hamiltoniano H del
cual se conoce la funcién de onda del estado base se pueden construir los
operadores Ay, v A}, con los cuales se puede generar una sucesién de
hamiltonianos con el mismo espectro de energia que H, mientras que el en
método de factorizacion de Green se encuentran los operadores a4, a;, s, ...,
y las constantes reales Ej,Ey, E3, ..., de forma algebraica a partir de las
ecuaciones (2.1a - 2.1¢) y (2.2) y con ello se encuentran las funciones auxiliares
Xn () resolviendo la ecuacion diferencial (2.3) y asi generar con los operadores
a;; las eigenfunciones del hamiltoniano H.

Por lo tanto, se puede concluir que el método de factorizacion de Green
se enfoca unicamente en descomponer el espectro de energias y sus
eigenfunciones de un hamiltoniano en estados base (funciones auxiliares) de
hamiltonianos con el mismo espectro de energfa (Figura 2.2), mientras que la
jerarquia en SUSY-QM construye todo el espectro de energia y eigenfunciones

Figura 2.1.
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Capitulo 3

EL OSCILADOR ARMONICO TRIDIMENSIONAL

En este capitulo se dan las soluciones cuanticas del potencial del oscilador
armoénico tridimensional. Las soluciones se obtienen mediante tres métodos
distintos, resolviendo directamente la ecuaciéon de Schrédinger, usando los
operadores de creacion y aniquilacion de Dirac y por el método de factorizacion

de Green.

31 Forma directa.

La ecuacion de Schrodinger para una particula de masa m que se mueve

bajo el potencial V(r) = %krz (del oscilador armonico tridimensional) es
2 1
Hy = —%szp + Ema)zrztp = E.
Al rescribir la ecuacion anterior, haciendo el cambio E = ~hA y tomando
la medicion de 7 en las unidades (A/pw)/? esta toma la forma adimensional
Vi + (@A -1y =0. (3.1

En coordenadas esféricas la solucion a la ecuacion diferencial es de la forma

Yi" =R(MY™(6,¢), (3.2)

donde la ecuacién diferencial de R(r) para la parte radial [13] es

1d
2

RN Y P ) PR

dr

Ya que en coordenadas cartesianas la ecuaciéon (3.1) es facilmente
separable, la solucién P es de la forma P = X(x)Y(y)Z(z), donde X(x),
Y(y), Z(z) son las soluciones del oscilador arménico unidimensional en las

direcciéon x,y , .
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-r2/2

De esto se tiene que cada solucién P contiene el factor e , por lo cual, se

propone una solucién de la forma

R(r) = e 2p(r), (3.4)
sustituyendo esta expresion en la ecuacion (3.3) se reduce a

¢"+(§—2r>¢'+(l—3—l(l%1)>¢:0' (3.5)

Esta ecuaciéon se puede resolver por el método de series de potencias

proponiendo a ¢(r) como:

P(r) = Xz Ca™". (3.6)

Sustituyendo esta funcion en (3.5), se obtiene

Z(cn[(n +s)(n+s—1)+2(n+s)-I(l+1)]
+ app[1—3-2(n+s—-2)Pr**ts-2 =0,

donde s = lycy; = 0 sonlos valores que satisfacen las condiciones del sistema.

Esto lleva a la f6rmula de recurrencia
2+ D —A=3)] =cpaln+2+Dn+3+D) -1+ D] (3.7)

De esta féormula de recurrencia se observa que todos los coeficientes ¢y,

correspondientes a valores impares de 1 son cero, ya que ¢; = 0. Por lo tanto,

() =rt Z ConT 2™ = Z cerk, (3.9)
n=0

k=0,2,4,...

donde todas las constantes €5, son proporcionales a Cg.
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Notese, que cuando m — o0 la funcion ¢(r) diverge, por su

comportamiento asinttico como e’ . Para obtener una solucién finita se
requiere que todos los términos de la serie sean cero a partir de un cierto valor
k; por lo tanto ¢ () debe ser un polinomio. Para esto se requiere que Cyip =

0. Asi de la ecuacion (3.7) se obtiene que
cl2tk+1D)—@A-3)]=0. (3.9)

Sustituyendo el valor de A y despejando la energia se encuentra que

3
E = (k Ny E) ho, (3.10)

donde k es un numero par, denotado por k=2N y N=0,1,2,..,

reescribiendo la expresion de la energia como
3
En=(n+3)hw,  (m=0123..), (3.11)

conn =k + L

Las eigenfunciones pare el oscilador arménico tridimensional son

Ynim = e 2PL)Y™(O, d), (n=1), (3.12)

donde n y [ tiene la misma paridad y ¢} (1) es un polinomio en r de grado n,
en el cual el menor potencia de 7 es r!. Estas eigenfunciones pueden ser
clasificadas de acuerdo a n y | como se indica en la Tabla 2. El nimero total de

estados para un valor dado de [ se encuentra facilmente por inspeccion. En

general, son % (n+ 1)(n + 2) para cado valor de n.
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0 1

Tabla 2. Degeneracién del oscilador arménico caracterizada por los

nimeros cudnticos ny |

Ademis, de la ecuacion (3.8) se tiene que ¢ se puede escribir como
bh(r) = rlv(n), (3.13)
donde v(r) es un polinomio de grado k = ~(n = ).
Sustituyendo (3.13) en la ecuacion (3.5) la ecuacion diferencial toma la forma
r2¢p +2(r —r3)¢ + 2nr2 —I(l + 1))¢ = 0. (3.14)

Haciendo el cambio de variable t = 12 en términos de v y t la ecuacion

diferencial anterior se reduce a:

td2v+(l+3 t)dv+k ~ 0 3.15
dt2 2 acr Ve (3.15)

Este es un caso especial de la ecuacion diferencial que satisfacen los polinomios

de Laguerre.
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3.11  Polinomios asociados de Laguerre.

Las soluciones a la ecuacién diferencial

td2v+( t1-0% k=0 3.16
dez ¢ act V=Y (3.16)

con a > —1yk un entero se llaman polinomios asociados de Laguerre
v = LE(b), (3.17)

que son polinomios linealmente independientes de grado k ortogonales en
[0,00) con respecto a una funcién de peso. Los polinomios asociados de

Laguerre se dan de forma explicita a través de la formula

k

a(t) = Z (’;J_’g)(:# (3.18)
v=0

Los primeros tres polinomios son:

() =1 L3O =—-t+a+1,

L5(t) = =[t? = 2(a + 2)t + (a + D (a + 2)].

N =

Derivando la ecuacion diferencial (3.16) respecto a t se encuentra la relacion

dLe

- = -3t (3.19)
Otras relaciones de recurrencia son
dL% a a a a+1l a+1
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Usando las relaciones (3.19), (3.20) y la ecuacion diferencial (3.16) se

muestra que la funcién generatriz

gtk = ) LEOR

satisface las ecuaciones diferenciales

0g 09 _ 99
(1—h)a+ht—0, (1—h)%—ta+(a+1—t)g.
De estas ecuaciones y del hecho que
gt 0)=Lg=1,

se obtiene que g(t, h) se puede esctibir como

9(th) = g jyeme M.

Tomando la funcién

wy, = e_t/zt(““Ll)/zL% (t)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

y sustituyendo en le ecuacion (3.16) se encuentra que esta satisface la ecuacion

diferencial

tdzwk+ k+a+1 t_l_l—a2 — o
dt? 2 4 4 )TV

que no contiene el termino dwy /dt. Sik # k" se sigue que

dz(,l)k dzwk' k—k
Wy — Wk + WWg = O,
dt? dt? t

W Wg-

d( dawy, dwk,)_k'—k
OTar T Y% Tar )T T
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Si esta ecuacion es integrable en [0, 00) el dado izquierdo de (3.28) se elimina

(a > —1), pot lo que se tiene

® dt
(k, - k)f (l)k(l)k'T = 0, (329)
0

es decir
f e St LE(O)LE(t) =0 (k # k). (3.30)
0

Los polinomios son ortogonales en [0, ) con tespecto a la funcién de peso
t*e~". La integral (3.30) cuando k = k puede ser evaluada con ayuda de la

funcion generatriz. Asi, de las relaciones (3.21) y (3.30) se encuentra que

j e 't*g?(h, t)dt = Zj e Ct*[LE(t)])2h? dt, (3.31)
0 =00

usando la funcion generatriz (3.23) y sustituyendo en (3.30) obtenemos

1 foo +@ p=t(1+h)/(A=h) g4 — Fle+1)
(1 — h)2a+2 0 (1 — hZ)a+1
_ Z M(a+1)(* ;{’ k) h?k, (3.32)
k=0

Comparado las series de (3.32) y (3.31) tenemos que

j et [LE(D)dt = T(a + 1) (¥ + k). (3.33)
0 k
De este modo, las funciones de Laguerre
-1/2
10 =[re+n(*F I T erzeerig o (3.34)

son ortonormales en [0, ). Es decir,
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f @ (OAL ()t = Sy (3.35)

De acuerdo con la ecuaciones (3.12), (3.13) y (3.14), las funciones de onda

del oscilador armodnico son
2 1+1/2
Ynim = Ne 722 (r2) Y™ (6, ¢), (3.36)

en donde N es una constante de normalizacién determinada por

(lpn,l,m: lpn,l,m) =1= gfo"oe—ttl+1/2 [L%(t)]zdt- (3-37)

Evaluando la integral se tiene que

1
IN® 3\ (k+1+=
1=r(1+3) 2

k

CINPRG+D +1] [2(k+ D - 1] 31
1= T > : > .. 'E'E‘E‘ (3.38)

Por lo tanto, las funciones de onda para el oscilador armoénico tridimensional

estan dadas por
I+=
Yrim = \EAR 2(r)Y™(6, ¢) [k = %(n -0 ] (3.39)

Las funciones le+1/2 (t) paran =0,1,2,3,4,5 se muestran en la tabla 3
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n=0 1=0 k=0 L =1

n=1 1=1 k=0 L =1

n=2 =0 k=1 L}® =3y
=2 k=0 L =1

n=3 l=1 k=1 II® =§ ¢
1=3 k=0 Lj* =1

n=4 1=0 k=2 Lé’z =-1§5-—-‘it+lt2
l=2 k=1 1{® =% —1
l=4 k=0 IL§? =1

n=5 I=1 k=2 I3 =& 341 1
1=3 k=1 L? =%
1

I1=5 k=0 L% =

tabla 3. Polinomios de Laguerre L‘;:i";:(t)

Ademas, para cada valor de [ hay 2] + 1 estados degenerados, esto se
fundamente y surge de la simetrfa del sistema. Sin embargo, en este problema
se ve que estados con diferentes valotres de [ pueden tener la misma energfa de
modo que la degeneracion total es mayor que 21 + 1. Por ejemplo, el estado

con n = 2 tiene momento angular 0 y 2. Esta degeneracion es asociada con

la especial forma del potencial % kr? y es llamada accidental.
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3.2  Operadores de creacidon y aniquilaciéon de

Dirac.

El hamiltoniano del oscilador armonico unidimensional

2 2.2
_bi mw=q;

H; = m T T parai =x,y 0" z, (3.40)

fue factorizado por Dirac [4] con los operadores de creacion y aniquilacion
1 . 1 .
a; = 5 (Q; +iR), a;t = =(Qi — iR, (3.41)
parai =x,y 0 z,

donde P; = p;/Vmhw, Q; = g;Vvmhw y los operadores de posicién q; y de
momento lineal p; satisfacen el conmutador|q; , p;] = ih.

De esto se sigue, que los operadores creacion y aniquilacion satisfacen el
conmutador

[a;,a;*'] =1, parai=x,y 0 z. (3.42)

Si se sustituye p; y qj en términos de @; y a;* en la ecuacion (3.40), se llega a

que
N 1 1 +

parai = x,y 0 zydonde N; es el operador de nimero o de ocupacion.
Noétese que H; dado por el ecuacion (3.43) conmuta con N; ya que H; es
lineal en N;. Asi, H; y N; tienen un conjunto de vectores propios en comin
dados por |n;):
Ni|n;) = n;|ny), parai =x,y 0 z, (3.44)

H;|n) = Ey,|n;) parai =x,y 6 z; (3.45)
los estados |n;) son llamados valores propios de energia. Combinando las

ecuaciones (3.43) y (3.45) obtenemos los valores propios de energfa

1
En, = (ni + E) hw (parai =x,y 6 z). (3.46)
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Usando el hecho de que la ecuacién Schrédinger para el oscilador
armoénico tridimensional en coordenadas cartesianas es facilmente separable,
podemos encontrar estados que son el producto de tres unidimensionales
estados de oscilador arménico. Por lo que, el hamiltoniano para el oscilador

armonico tridimensional es la suma de tres términos:
H=H, + Hy + H,, (3.47)

P? mw?q?

donde H; = m P (parai=x,y 6 z).

Los eigenvalores propios de H vienen dados por la férmula

3
(n + E) hw con n=n,+n,+mn, (3.48)

n=0,1,2,..)

L1
y estdn ~ (n + 1)(n + 2) veces degenerados. Los observables Ny, N,, y N,
forman un conjunto completo de constantes de movimiento con vectores
propios en comuin |nxnynz) con valores propios Ny, Ny, ¥ N,. Estos vectores

se obtienen a partir de la formula
[nanyn) = (nelmytn,) (@)™ (af)™ (@)™#1000)  (3.49)

del vector fundamental |000), el cual esta a su vez definido (salvo una

constante) por las tres ecuaciones
a,|000) = a,|000) = a, |000) = 0. (3.50)

Por otro lado, en coordenadas esféricas para un potencial central,
H,L? y Ly forman un conjunto completo de observables que conmutan. Por

lo que, existe un conjunto de vectotes propios |nlm;) comunes a estos tres

41



observables, con valores propios (n+ 3/2)hw, l(l+ 1)h* y myh,
respectivamente. Los vectores [nlm;) forman un sistema ortonormal completo
de vectores propios de H; estos se deducen de los vectores |nxnynz> mediante
una trasformacion unitaria.

Ahora bien, se da la solucién a este problema tridimensional en términos
de los operadores de Dirac del oscilador armoénico unidimensional. Usando los
operadores de creaciébn y aniquilaciéon para el oscilador armonico
unidimensional (ecuacion 3.41) se introducen los operadores a;, @y y a_q
definidos como

_ 1 . _ _ 1 .
b; = ﬁ(ax — lay), by=a,, b_,= ﬁ (ax + Lay), (3.51)
y los correspondientes hermiticos conjugados by ", by y b_;*. Estos

operadores satisfacen las relaciones de conmutacion

[bib;] = 0=[bf,b'],  [bib]] =6y (3.52)

donde i, j puedenser 1,0y — 1 [14].
Calculando los operadores de nimero N; y N_; con los nuevos

operadores b; y b}
+ 1o, + L + +
N1 = b1 b1 = E (a1 aq + az az) + E (alaz - a2a1 ), (353)

1 i
Noy=b_,"b_y = E(afal +ajay) — E(aﬂlg — a,ay). (3.54)

Notese que el segundo término del lado derecho de las ecuaciones
anteriores expresado en términos de las coordenadas y de los momentos

lineales corresponde al operador de la componente del momento angular L,

[ 1
E(alazr —ayaf) = ELZ. (3.55)
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Con los operadores (3.51) y la relacién (3.55) encontramos que

H= (N1 +No+N_; + %) hw (3.56)

L, = (N; — N_y)A. (3.57)
De las relaciones anteriores es evidente que Ny, Ng, N_; yH forman un
conjunto completo de observables que conmutan, por lo que existe un
conjunto completo y ortonormal de vectotres propios [nyngn_y). También,
debido a que los operadores b’s y b*’s satisfacen las mismas relaciones de

conmutaciéon que los operadores de creacion y de aniquilacion de Dirac y

aparecen en la misma forma en el hamiltoniano, se tiene que

bii"[Nyp) = /Nuy + 1|Ngy + 1), (3.58)
billNil) = \/N11|N11 - 1)- (3.59)

De forma general los vectores propios [nyngn_,) estin dados por
lninon_q) = (! ng!n_)=2(bi)" (b3 )™ (b%,)"-11000).  (3.60)

Por otro lado, es facil verificar las siguientes relaciones de conmutacion

entre los operadores b’s, b*’s [15] y la componente de momento angular L,

[Lz: bi1+] = ib+1+» [Lz'bil] = +b,y (3.61)

con estas relaciones junto a las relaciones (3.52) se pueden interpretarse a los
+ . . ., .,
operadores bj y b;" como operadores de aniquilacion y de creacion de cuantos

del tipo m, respectivamente. Asi, para el estado base se tiene que

b,1000) = b_,|000) = b,|000) = 0. (3.62)
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Los operadores pueden escribir en forma adimensional y en coordenadas

cartesianas como:

by, = 5 [x +—+i (y + aa_y)]' (3.63)
bi, = > [x ——+i (y — :—y)], (3.64)
b =%(z+%), bg =%(z—%). (3.65)

En coordenadas esféricas se rescriben como

etior 9 cos@d _ i 0
by, = [rsm9+sm05+ " @+rsin9%’ (3.66)
L, eter 0 cos@d _ i 0
bi; = > [rsm@—sm@a— " %-I_rsineﬁ' (3.67)
1 Jd sin6 0
=E[rc059+c0505— 30’ (3.68)
.1 d sinf 0
b0=5[r0059—c050§+ gl (3.69)

Denotando a las funciones de onda para el hamiltoniano del oscilador
armonico tridimensional como @, ;. de las relaciones (3.61), (3.56) y (3.57)

tenemos que

’1
bilq)n,l,m = E (nx m)q)n—l,l',mil' (3.70)

1
bi-th)n,l,m = \/E (Tl + m) + 1q)n+1,l',mi1 ’ (3-71)

si los estados @y, ; ,,, son normalizados. De la relacién (3.62), (3.66) y (3.68) la

funcién de onda del estado base satisface la ecuacién

(r+2-) @ogo = 0 (3.72)
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por lo cual, la funcién de onda normalizada es

1

We—rz/z. (3.73)

Do =

Las funciones de onda para el caso enel quen = [ = 1 se obtienen de la

aplicacién de los bY; y by al estado base @, es decir
@111 = b Pggo,  P110 = b(-)'-q)ooo, Dyy-1 = bX1®go0, (3.74)

Aplicando los operadores en coordenadas esféricas a (3.73) es facil verificar que

)1y = ——sinfe@reT/2 3.75

111—n3/45m ere , (3.75)

110 = ——cosre—T/2 3.76

110—n3/4cos re , (3.76)
1 . 2

Py 4 = msm@e“‘pre‘r /2, (3.77)

Aplicando el operador by n-veces a la funcién de onda del estado base
encontramos las funciones de onda para las cuales n =1 =m ya que el
operador aumenta los numero cuanticos 1y m en una unidad y por lo tanto

l=n

1
Dypn = ﬁ (bf)n(DOOO' (3-78)

Una vez conocidos estos estados podemos obtener los estados para los cuales
n =1l ym toma cualquier valor entte —n < m < n usando los operadores

de acenso y descenso de momento angular L = Ly & iL,,. Expresando estos

operadores en términos de los operadores b’s 'y b*’s tenemos que

Ly = V2(bd bz, — bobi,). (3.79)
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o 1 ,
Por lo tanto, podemos escribir al estado @y g = —=L_®Ppp . Asi por

V2n
virtud de (3.79), (3.78) y del hecho de que by aniquila el estado base, se tiene

que

1
D1 = ——=—=hbg¢ (b )" 1Dy00. 3.80
nn,n—1 m 0 ( 1 ) 000 ( )
Para encontrar los estados @, 5 basta con aplicar el operador L_ al estado

D nn—1. Asi es facil verificar que el estado @y, 5 esta dado por la expresion

_ 1 1 +\2 _ _ + p+ +\n—2
DPypn-2 = N 1\/(211 —1) [(bo) (n— b b7 1(b]) Doo0l-

(3.81)

Por otro lado, los estados con n impar tienen momento angular impar,
mientras aquellos con N par tienen momento angular par. Esto se sigue del
hecho de que bajo una transformacién de paridad las funciones de onda de
estados de momento angular impar cambian de signo, mientras aquellos con
momento angular par permaneces igual.

Facilmente se puede mostrar que, para un valor dado de n, [ toma los
valoresn,n —2,n—4,...,00" 1.

Fijémonos ahora en como obtener los estados pata los cuales | = n — 2s.
Para esto encontremos los estados @, ;; ya que conociendo estos estados se
pueden calcular los estados @y, a partir de la aplicacién sucesiva del
operador L_ ala funcion @y, ;.

A partir del hecho de que | = n — 25 vy las relaciones que existen entre
los numero cudnticos Ny, Ng, N_1,n,m y [, para el estado @, ; ; se tienen que
cumplir las condiciones

[ =m,
N;+Ny+N_; =n, (3.82)
N,— N_i=n-2s

las cuales se satisfacen tomando
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N_;=s-r,

Ni=n—-s-—r,

donde r=2012..,s.

Como existen S posibles valores de 7, hay s estados @ para los cuales se
cumplen las condiciones (3.82) por lo que el estado @, ;; tiene que estar dado
como una combinacion lineal de todos estos estados, asi, existen constantes Cj

tales que

Dy00- (3.83)

N
P10 = [Z ¢ (b)) (1) ()"
r=0

Como | = m se tiene que Ly ®,;; = 0 ya que m se encuentra en su valor

maximo, por lo que la condicién para encontrar las constantes ¢, es

(DOOO = 0 (384)

N
(bgb_1 — boby) [Z ¢y (bg)? (bX)* (b))
r=0

Usando las relaciones de conmutaciéon de los operadotres b_q, by, bf se

tiene

s—1

D als =BT BT TGN B~ (385)

r=0

N

=) G2 BT ) T (BT T Bggg = 0. (385)

r=1

Haciendo un cambio de variable en la segunda sumatoria se encuentra la

relacién de recurrencia para coeficientes ¢, que esta dada por
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_s—r+1

= Tcr_l, (386)

del cual se obtiene

s! 1

€, = ——————=—0,.
T rl(s=—r)i2r °

(3.87)

Finalmente se tiene que

N

sy 1 _ _
i =co Y (5)3am B CVBLY (B dop, (383)

r=0

donde ¢ es una constante de normalizacion y (i) el coeficiente binomial.

De este modo, a través de los operadores de creacién y aniquilacion de
Dirac se han construido las funciones @, ;; del oscilador armonico
tridimensional, partir de estas funciones se encuentran las funciones @y, ; , al

aplicar el operador L_ sobre las funciones ®,, ;; Fig. 3.1.

q)n.!,m=l

(Dn,l,l—z ch,l,l—l q)n,l,m=l

-l<m<l L

7

Figura 3.1. Construccion de las funciones de onda del oscilador armonico para un valor de 7 fijo 2 través de la
aplicacion del operador L _ 2 las funciones ;.
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3.3 Factorizacion de Green.

FEl hamiltoniano del oscilador armonico tridimensional en coordenadas

esféricas es:

1 1
= % LZ + —mO)ZTZ. (384)

H
2mr? 2

p; +

Escrito de esta manera, el hamiltoniano involucra un potencial central
1 o
V(r) = Emwzrz, de modo que hamiltoniano conmuta con el operador de

momento angular, formando asi los operadores H, L[2yL, un conjunto
completo de observables que conmutan. En consecuencia, el momento
angular se conserva, y existen simultineos estados de energia y de momento
angular [nlm;) que tiene como respectivos valores propios myh, (1 + 1)h?
Y Enim,- Asi, el correspondiente problema de valores propios para el oscilador

armonico tridimensional se reduce a:

H|nlm;) = Eypm, Inlm) (3.85)

1, 1 2, 1 2,.2
(5298 + 5 W+ DR +5me?r? ) Inlimg) = By Inlm,). (3.86)

El operador p, depende unicamente de la variable 7, por lo tanto el
problema de eigenvalores tridimensional se reduce a un problema en una
variable, en la variable radial. Haciendo uso del método de factotizacién de
Green se resuelve el problema de eigenvalores, encontrando operadores a,, y

constantes reales E,; tales que satisfacen las relaciones de recurrencia

ajfa; + E; = L + (1 + 1Dh? + 1ma)zr2 (3.87)
1T =y e T o2 2 ' '
api1Qp41 + Expr = agaf +E.. k=123.. (3.88)

Tomando en cuenta que el lado derecho de la ecuaciéon (3.87) tiene una

dependencia en 1/72 y 172 proponemos a los operadores @, como
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e +i(byr + %")] (3.89)

1
.
VZ2m
donde by, ¢ son constantes reales a determinar y p, un operador diferencial
lineal en la variable r dado por p, = (—ih)(d/dr + 1/7) que cumple con la

relacion de conmutacion

af(r)
dr

[f(r),pr] = if (3.90)

Usando (3.89) y (3.90) se muestra que

1 Ck
ayfa, = T [p% +b2r2 + b (2c, + h) + T_Z(Ck — h)] (3.91)

araj; = ——[p2 +bir? +be(2c, — W) + % (e + )| (392)

Sustituyendo a; @, en la relacién de recurrencia (3.87), encontramos que

1 2 2..2 !
ﬂ[pr + blr + b1(2C1 + h) + T_Z(Cl - h)] + El

_ 1 2 4
~om P T oz

1
I(L+ 1)h? + Emwzrz, (3.93)

donde, igualando los coeficientes de iguales potencias de 7 en ambos lados de

la igualdad, se encuentran las siguientes relaciones entre los coeficientes

Cl(cl - h) = l(l + 1)h2, (394)
b? = m2w?, (3.95)

La ecuacion (3.94) corresponde a la ecuacion cuadratica

c2—ch—1(l+1h%>=0,
con soluciones co=h(l+1) y ¢ =-hl
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De las soluciones (3.95) y (3.96) se obtiene que
b, = + g = D1 (2¢c, + h)
1 =tmo y B =-o(2¢ .

Asf, las soluciones que llevan al valor mas grande de la constante E; son:

¢ =+ Dh, (3.97)
b, = —mw, (3.98)
E, = hw (z + ;) (3.99)

Considerando ahora el caso general (3.88) y sustituyendo en esta los

operadores a4 1Qk41 Y Araj se encuentra la relacion:

1 Ck
o [PF 4 DEar? + bra (2o + ) + 57 (Crr = )|+ Ern
1 2 2..2 Ck
= %[pr b2 + b(2e, — h) + 5 (o + |+ Ex. (3.97)

Igualando los coeficientes en cada lado de la igualdad correspondientes a las
mismas potencias de 7 se encuentran las siguientes relaciones entre las

constantes
Cir1(Crapn — 1) = cilex + 1), (3.101)
bz,, = b2, (3.102)
b1 (2¢ksq + ) + 2mEy; = by(2cy — 1) + 2mE,.  (3.103)

Las expresiones anteriores son relaciones de recurrencia entre las constantes
by, ¢ y Eg. Usando las soluciones (3.97), (3.98) y (3.99) las soluciones a estas

ecuaciones para las que se tiene el valor mas grande de la constante Ej son

o = L+ Kh, (3.104)
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by = —mw, (3.105)

1
E;::fuu(z+-2k-z). (3.106)

Para que las constantes Ej sean valores propios de la energfa se debe
verificar que ay|xx) = 0 posee una solucion. Ya que la constante Ej, y los

. . l l
operadotes ay, tiene una dependencia de [ denotamos a estos como E ,E ), a,(()

y Xg) (r) = (rlec) como las funciones auxiliates.

. l . ..
Hallemos ahora las funciones ch)(r) que son soluciones de la ecuacion

diferencial en el espacio de posicion

d 1 L+ k)h
% p’) = [‘m (+7)+ ("”“” ¥ u)] X @) =0.

Agrupando términos la ecuaciéon toma la forma

d mo  (+k=D] g
E-'- 7 r — r lxk (T) - O' (3107)

facilmente se puede demostrar que esta ecuacion diferencial tiene la solucion

no normalizada
XI({Z) (r) = rltk-1g-(mw/2n)r? (3.108)

por lo cual la contante E Igl) = (I + 2k —1/2)hw corresponden al k-ésimo

eigenvalor de la energia con momento angular [. El correspondiente diagrama

de energias se muestra en la Figura 3.2.
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15 k=4 k=73 k=2 k=1
_ﬁm__
2
13 k=3 k=2 k=1
2 ()
11 k=3 k=2 k=1
— few 4
2
E=1
9 k=2
2T
_ E=1
7, k=2
L B
2
E=1
2 h
2T
3, k=1
3 ) 4

Fig. 3.2. Diagrama de los niveles de energia del oscilador tres dimensional.

Las eigenfunciones no normalizadas para el oscilador armoénico

tridimensional estan dadas por la expresion

PO () < aP*aP* L aPiP o), (3.109)
donde
O+ ih d mw (l +k+ 1)
ak = 75— r+ .
V2mldr h r

En la tabla 4 se muestran los primeros estados del oscilador armoénico 3-D
obtenidos a través de (3.109), los estados que se muestran en la tabla estan
degenerados a excepcion del estado base, la degeneracion que se muestra es
respecto al numero cuantico [ sin considerar la degeneracion respecto a m ya

que—l<m<L.
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(1 E:l} N+ (D+ 0+ 0 3]
E |1 |k OO e ea a o a2l @) v ()
3 ¢ Q ( o
Eﬁm 0 1 xl[’:](‘.l") 11!)10)(1") DCXJID)(‘J"} e—l\mm“ﬁ}r!‘
5 Y ( { i
She| 1|1 [0 P e P @) - (mas/2H)3
7 0 2 x; Y (r) ngo} (r) o ﬂioHKg D(r) (g — Tr;mrz) g~ (ma 2k
E hcu @ - -
2 1 o 1;);‘) (r) Xi‘)(r) p2g=(mazE)r
9 1 2 xlz )(T') 1});1} (‘J"} oo a;ﬂ+x;ﬂ(r} (E —_ @T:) e—(mm,"?ﬁ}r"‘
3| 1 (0@ P oy ) rEg(mu/2h)r
0 3 Xg }(?") 1}.'1:5[’}(?“} o aiﬁ}+ag®+x;0}(ﬂ (%_ %r’ + (%) 1,,4] = [man, zhyr?
11 iz
5 haw| 2 2 X () 1,1!)2‘,‘) {r)o ai‘“xi‘}(ﬂ (; _ ?T;lw .rz) o—(ma/jzh)r?
4 1 IE‘E ) 'PF} (r) e Xi‘;}(?“) pip—imae/2h)r

Tabla 4. Funciones de onda no normalizadas para primeros estados degenerados del oscilador armonico

tridimensional obtenidas a traves del Método de factorizacion de Green.

Finalmente, la general solucion radial del oscilador armonico esta dada

por
PP () o K2 (x)e 7, (3.110)

donde x = (mw/2h)r? y le+_11/ 2 (x) son los polinomios de Laguetre ya

mencionados (seccion 3.1.1), la completa funcién de onda es por lo tanto

Wim = Y0, 9)YP (), (3.108)

Noétese que todos los estados son degenerados a excepcion del estado base
(Figura 3.2), para un valor fijo de la energia existen vatios valores de | y k
ademids para cada valor de [ hay 21 + 1 estados con diferente valor de m de

esto se tiene que el nimero total de los estados es Y2(n + 1)(n + 2).
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Capitulo 4

EL ATOMO DE HIDROGENO

En este capitulo se dan las soluciones cuanticas del potencial del atomo
de hidrégeno tridimensional. Las soluciones se obtienen resolviendo
directamente la ecuacion de Schrodinger y por el método de factorizacion

de Green.
4.1 Forma directa.

La ecuacion de Schrédinger para el problema cuantico de dos
particulas cuyo potencial de interacciéon depende solo de la posicion
relativa V(r; —ry) es

22 2y2
h°Vi h°Vi

2my; 2m,

Hy = |- + V(@ — 1) |y =Ey,
donde los subindices 1y 2 denota a cada una de las particulas, V2 y V% son los
Laplacianos con respecto a la particula uno y dos respectivamente.

Ya que el potencial V(r; — ry) depende solo de la posicion relativa entre
particulas, es mas conveniente escribir la ecuacion anterior en las coordenadas
relativas y centro de masa [17],

h2V%  h2V?

2M  2p

+V@)| ¥ = By,

donde M=m;+m; y p es la masa reducida de las particulas. Las

transformacion de (I, Iz) a (R, r) estin dadas por

myr; + myry
M -
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La ecuacién de Schrodinger en las coordenadas de centro de masa y
relativas se resuelve por el método de separacion de variables, se propone una

solucion de la forma

Y(R,r) = d(R)Y(r),

donde ®(R) y ¥(r) son las funciones de onda del centro de masa y del
movimiento relativo. Sustituyendo la funcién de onda ¥ (R, 1) en la ecuacion
de Schrodinger en las coordenadas de centro de masa y relativas lleva a las

ecuaciones

2

h
— 53 VRP(R) = Ex®(R),

hZ
“o VEYP(r) + V(ID)Y(r) = Exp(n),

con la condicién
Er + E. = E,

la energfa del centro de masa, mas la energfa de la energfa de las particulas
alrededor de ¢l. De las ecuaciones anteriores se muestra que el centro de masa
se mueve como una particula libre. Luego entonces, podemos escoger un
nuevo sistema de referencia inercial en el cual el centro de masa se entre en
reposo (sistema de centro de masa). Por esto, el problema cuantico de dos
particulas que interaccionan bajo un potencial central V(I; — Iy) en el sistema
centro de masas, se reduce a resolver la ecuaciéon de Schrédinger para una
particula de masa Ly coordenadas relativa I, que se mueve bajo el potencial

V(r)

hz
Hp(r) = [_Z_H Vi + V(r)l Y(r) = E;p(n).
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Por comodidad se omitira el subindice I de aqui en adelante. Escribiendo
la ecuacion de Schrodinger en coordenadas esféricas y en términos del operador

L2 1a ecuacién toma la forma

1 1
HApCr,0,0) = |7opt + g 12 + V)| 9 0,4) = B 6,0),

2ur?

donde
Si se sustituye Y(r, 8, ¢) = R(r)Y™ (0, ¢) y usando la expresion
L2Y"(8, ) = R?1(1 + )Y (8, d),

la ecuacién de Schrodinger se reescribe como

d dR 2 la+1
(5 [ E-ve) -2 =0 G

Considerando el potencial del atomo de hidrogeno V(r) = —e?/r, y

tomando el cambio de variable y definiendo la constante

_ 2pRE _um
=z R(r) = o

€

la ecuacion (4.1) toma la forma

d2U+ +2ue2 l(l+1)U _o
dr? € h? r r2 () =0.

Haciendo el cambio de wvariable x =2kr, con k=, —2uE/h y

v = (e?/h)/—1/2E, la ecuacién anterior se puede reescribir como

@ 0+ v 1 s
ldxz_ x? +;_Zl () =0. (42)
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Examinando el comportamiento asintético de la funcién de onda de la
ecuacion anterior para valores muy pequenios de X se encuentra una solucioén
de la forma U(x) = Ax'*! + Bx~!, mientras que para valores muy grandes

+x/2

de x U(x) toma la forma U(x) = e . Asi tomando las soluciones que

cumplan con las condiciones del sistema, U(X) debe ser de la forma,
U(x) = x'le™/2d(x),
con la cual, la ecuacién (4.2) se reduce a la ecuacion diferencial para @ (x)

d? d
xﬁ+(2l+2—x)a—(l+1—v) P(x) =0. (4.3)

Esta ecuacion tiene como soluciones a los polinomios asociados de Laguerre

(Seccién 3.1.1) [18]
d(x) = L%/t'—ll—l(x):

con la condiciénde que 2l +1 > —-1yquev—1—-1=0,1,2,...de donde
el nimero cudntico principalv =n=1,2,3,..y1=0,1,2,3,..,n — 1.

Por lo tanto, la funcién de onda radial para el atomo de hidrogeno
tridimensional

Rn,l(x) = Nn,lxle_x/ngzljll—l(x) (4-4)

con X = 2rpe®/nh?y con Ny ; una constante de normalizacién que depende
denyl.
De la definiciéon de v = n, se encuentra que el espectro de energia viene

dado por la ecuacion,

pe*

En =~ 2h2n2

(n=14+1,1+21+3..). (45)
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La funcién de onda completa es

ll}n,l,m (r’ 0, (I)) = Cn,l,mRn,l(r)YIm(e: (I)),

con Cp ;1 la constante de normalizacion.

El principal nimero cuantico n determina la energfa, y para cada nivel
E,, [ puede tomar cualquier valor positivo menor que n. La coincidencia de
las energias de los estados que pertenecen a diferente [ es accidental. La
degeneracion total de los estados de energia E,, es

1+3+5++2n—-1)=n2

4.2 Factorizacion de Green.

Un hecho importantes que conviene recalcar es que al considerar el
cambio de coordenadas al sistema de centro de masa y relativas el problema del

atomo de hidrogeno se reduce a resolver la ecuacion radial

hZ
Hp(r) = [—z—u Vi + V(r)l Y(r) = Exp(r)

en las coordenadas relativas con el potencial V(r) = —e?/r y masa reducida
p. Omitiendo el subindice 7 y escribiendo el hamiltoniano en coordenadas
esféricas

1 e?

Hep2 42— & (4.6)
2u " 2ur? r’ '

Designamos a las funciones Y, ; , como las simultaneas eigenfunciones
de L%, L, y H. Al actuar el operador H sobre las funciones Yn1m podemos
remplazar el operador L? por [(I + 1)A?, con lo cual se obtiene el problema

de eigenvalores para la energfa:

1 I(L+Dhr?  e?

2—qu + 2wz 7 Ynim = E¥nim. (4.7)
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En esta ecuacion se observa tnicamente una dependencia de la variable 7
y del operador P, por lo que el problema 3-dimensional se reduce a un
problema unidimensional en la variable 7.

Usando el método de factorizacion de Green encontramos los eigenvalores
y eigenfunciones de la ecuacion (4.7). Para esto, se encuentran los operadores
Aq1,Az, ey Ajy oo Y las constantes reales Eq, E5, ..., Ej, ... que cumplan con las

relaciones de recurrencia

1, l(l+1)h? e

afa, +E; =2—uPr +T - (4.8)
api1ak41 + Exyqr = agai + Ey. k=123... (4.9
Si se propone el operador ay, de la forma
1 _ Cp
@ =7 [Pr n (bk + 7)] (4.10)

donde by, ¢y constantes reales y P, un operador diferencial lineal dado por
P, = (—=ih)(d/dr + 1/7).
Se calculan los operadores aiay y aj ay a partir de (4.10), facilmente se

puede mostrar que estos operadores estan dados por:

1 Ck Ck
al-:ak = Z_H [Prz + blzc + Zbk? + T_Z(Ck - ﬁ)] (4.11)
y
1 Ck Ck
axai =50 [P + b + 2by = + 5 (ci + ). (4.12)

Si se sustituye @7 @, en la ecuacién (4.8), se tiene

1 ¢, ¢ 1 I(l+1)h%> e?
_~ |p2 2 -1+ _ _ __ p2 —_
Zu[PT +b? + 2b,— + 5 (¢ h)] HE =g B .

(4.12)
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Comparando los coeficientes de las mismas potencias de 7 de cada lado de la
igualdad se encuentran las relaciones

I+ DR ¢

2” = Z_Ll (Cl - h), (413)
bycy 2
— = —e*, 4.14
. (4.14)
by +E; =0 4.15
y 2# 1= " ( " )

De la ecuacion (4.13) se obtiene la ecuacion cuadratica
cz —hc, —I(L+ 1A% =0,
que tiene como soluciones
ca=U+1Dh y ¢ =—hl
Al sustituir estas soluciones en la ecuacion (4.14) obtenemos los valores para
by

2
ue
b, = y b, =

pe?
L+ Dh

I
Sustituyendo los valores de by en la ecuacién (4.15) se obtiene la constante
E;, donde el valor mas grande que puede tomar es:

1 pe? \?
E, = ‘Z(M) ) (4.16)

conc, = (Il+ 1k y by = —pe?/(1 + 1)A.
De Ia relacion de recurrencia (4.9) y de las ecuaciones (4.11) y (4.12)

obtenemos la expresion general:

1 Ck+1 | Ck+1
7 [Prz +biq + 2beyy - toz (Cr41 — ﬁ)] + Ep41 =

1 c C
2 2 k k
Z_H[PT +bk+2bk?+r_2(ck+h)]+Ek

comparando los coeficientes con la misma potencia de 7 en cada lado de la

igualdad tenemos que
Crt1(Crpr — 1) = c(c + 1), (4.17)
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Dit1Cr+1 = brCr (4.18)
1., 1.
2_|,1bk+1 + Ek+1 == Z_U_bk + Ek' (419)

La ecuacion (4.17) es wuna ecuacion cuadratica con las soluciones

Cr+1 = Cx + Ry Cryq = —Cg, con lo cual obtenemos los valores pata Cj,

Con la relacién de recurrencia (4.18) encontramos que byc, = bicy = —pe?,
y por lo tanto by, = —ue?/cy, el cual toma los valores
2 2
pe ue
by = ———— by = — . 4.21
VI TR L ey s Vv By VU e

Por ultimo, de la relacion de recurrencia (4.19) se encuentra que
1 1 . ,
oM bz + E, = ™ b% 4+ E; = 0, por lo que la expresién para la contante Ej, esta

dada como

E, = ——Dbs. (4.22)

Sustituyendo los valores de by, en la expresion anterior se encuentra que el valor

mas grande que puede tomar la constante Ey esta dado por:

Ex = _i(_uez ) , (4.23)
2u\( + k)h

con los valores de las constantes Cxpq = (L + k)R y by = —ue? /(L + k)h.

Para que las constantes Ep sean eigenvalores de la energia se tiene que
satisfacer la condiciéon a|xx) = 0, tomando al niimero cuantico principal
n =1+ k la expresion (4.23) tiene la misma forma de la de los niveles de

energia del atomo de hidrogeno de la seccion 4.1

et

ST

n=123,... (424)

El diagrama de los niveles de energfa se muestra en la Figura 4.1, donde se

observa que los niveles de energia a excepcion del estado base son degenerados.
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Figura 4.1 Diagrama de los niveles de energia del Atomo de Hidrogeno

Por otro lado, de la condicién para los operadores a]((l)b(k) =0 se

encuentran las funciones auxiliares, donde el operador aj tiene la forma

explicita

w1 b ih +i(l+k)h 4,25
“C T ZT T U+ Da r | (%25)

con ay = h?/ue?(radio de Bohr).
Sustituyendo el operador P, = —ih (% + %) y escribiendo la ecuacion

l ., .., . ., . .
a,(( ) |Xx) = 0 en la representacion de posicion se tiene la ecuacion diferencial

d 1 1 C+Or] o, .
E + ; + (l n k)ao - - l)(k (T') =0. (426)

Esta ecuacion tiene la solucidén no normalizada
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chl) (T') — rl+k—le—7’/((l+k)a0)_ (427)

Las correspondientes eigenfunciones no normalizadas para la parte radial

se obtienen de la expresion

l/)l((l) (r) a(l)+agl)+ (l)+rl+k—1e—r/((l+k)a0), (4.28)

1 -1
donde a,(cl)+ es el operador dado por:
1 d 1 ih [+ k)in
NS YL P GO0
[2u dr r/) ((+k)ag r

Usando las expresiones anteriores (4.27) y (4.28) se obtienen las funciones de
onda del estado base y los dos primeros estados excitados los cuales esta

degenerados, estos estados se muestran en la tabla 5.

A i E:j 0+ _(0+ e+ 0 i
EEeV)| 1 k I,;} @) ¥ (Mea a .ax, () (1)
B0 L0 400 ) e/
( (1) (1)
el 1|1 20 ox )
Ty ¢ i ‘ ‘ T -
4 0 2 x;ﬂ'} (T') wzﬁ} (T:) o ﬂ-io}+xi0}(r:) (_1 _ E) o-T/20
i
[id] (T') [¢] (2) s
2 1 A 12 (r) o) (r) rla/3a
( i { { T o
— E 1 2 ;{21) (y:) w':l:](r) IV ﬂj‘_ﬂ+x;ﬂ(‘l‘) r (1 _ _) e ) EED
9 ) ] 6ay
3 © { i i [ 2 2 2
0 2| &) 1,1'13‘0}(?“) [t ai0}+aiﬁ}+xéﬁ}(ﬂ 1— aT + _T_q o-r/3a,
3a, 27a,

Ta’tﬂa 5. Funciones de onda del estado base v de los primeros 2 estados excitados del Atomo de Hidrogeno.

Asi, de la tabla anterior y al calcular los siguientes estados se observa que

la general solucién para la parte radial esta dada por:

d)n,l(r) = Nn,l xle_x/szlljll—l(x)r (4-29)
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donde x = 2r/agn y ag = h?/pe? esel radio de Bohr. Ademis se define
al nimero cudntico principal como n = [+ k vy el espectro de energias se

puede escribir como

E,=— . (4.30)

La funcién de onda completa es

lIJn,l,m = Cn,l,ml/)n,l(r)Ylm(el ¢) >

Con G, una constante de normalizacion.
Como es bien conocido, la degeneracion de los niveles de energfa es n2.
También recordemos que los estados Wy, ; y, del atomo de hidrogeno son de

paridad definida. T.a paridad de estos estados es (—1)".
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Capitulo 5

ANALOGIAS ENTRE LOS OPERADORES DEL METODO DE
FACTORIZACION DE GREEN Y LOS OPERADORES DEL
METODO DE FACTORIZACION DE INFELD Y HULL PARA EL
OSCILADOR ARMONICO Y ATOMO DE HIDROGENO 3-D

En este capitulo se muestra cémo actiian los operadores del método de
factorizacion de Green para construir los estados del oscilador armoénico y
atomo de hidrogeno 3-D. Se da en forma breve el método de factorizacion
desarrollado por Infeld y Hull para resolver el problema de eigenvalores en la
mecanica cuantica. Ademas, se obtienen los operadores de la factorizacion de
Infeld y Hull para los potenciales del atomo de hidrogeno y del oscilador
armonico tridimensionales. Comparando estos operadores con los operadores

obtenidos por el método de factorizacion de Green.

5.1 Operadores afc) del Oscilador armoénico 3-D y

atomo de hidrégeno.

En lo que resta de este capitulo se hara énfasis en los operadores del
método de factorizacion de Green y en la forma en la que actdan estos para
construir los estados para el caso del oscilador arménico 3-D y atomo de
hidrégeno 3-D.

Haciendo el cambio de subindice de k =1,2,3,... a j =0,1,2,3...
podemos reescribir la expresion de las eigenfunciones con la constante de

normalizacién N} de la siguiente forma:

llJ(l)(T) _ Nl (l)+ (l)+ ](l)il'x(l)(r) (5.1)

O+

De la forma de los operadores a; y de las funciones auxiliares X (7‘) es

facil ver que para el atomo de hidrégeno 3-D y oscilador arménico 3-D estos

cumplen con las relaciones
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. =), at = o, (5.2)

donde n puede tomar los valores 0,1,2,3 ....

. . D+ . -
Veamos cémo a partir de los operadores aj{ ) y de las funciones auxiliares

se generan las estados l/J}D (r).
1) El subindice j se puede asociar a la jerarquia de SUSY-QM, las

: l o
funciones XS-)(T) corresponden a los estados base de los hamiltonianos

HO = g0+ 0

;77 a;” que conforman la jerarquia (Figura 5.1). Es decir, para cada

valor fijo de [ existe una jerarquia. Por ejemplo; para el caso de [ = 0 las

funciones )(5-0) (r) son los estados base de los hamiltonianos H](-D) = a](.O)Jra](O)

. , 0)+ . 0
dela jerarquia, los operadores aj( ) convierten los estados de H j( +)1 en estados

0 ,
de Hj( ), por lo que podemos encontrar los estados de H(()O) . Por otro parte, notese

que los Hg) = agl)-"a(()l) son los hamiltonianos a partir de los cuales se

. , . . . l
generan las jerarquias para diferentes valores de [, estos hamiltonianos H ((J ) =

D+ (1 ., . . . L.
ag ) ag ) corresponden a la expresién del hamiltoniano del oscilador arménico

3-D (ecuacién 3.86) o del atomo de hidrégeno 3-D (ecuacion 4.7) segin sea el

caso. Los términos

1 1+ 1Dh? e?
2 20 2.2 -
T I+ 1h* + S MW Ty 2ur? "

se pueden pensar como sucesiones V(7, 1) de potenciales a los cuales para cada

. . , . D+
valor de [ se genera una jerarquia. Asi, aplicando los operadores aj() a los

estados de los hamiltonianos de la jerarquia podemos encontrar los estados de

Hgl) = ag) +agl) que en conjunto son los estados del oscilador armoénico o del

atomo de hidrégeno tridimensionales. En las Figuras 5.1 y 5.2 se muestran los
estados del oscilador arménico 3-D y atomo de hidrégeno 3-D a partir de la

jerarquia de SUSY-QM
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2)  Usando las relaciones (5.2) podemos escribir la expresion (5.1) como
lp(l) (r) = N a(l)+ (()l+1)+a(()l+2)+ . a(()l+j—1)+x(()l+j)(r)' (5.3)

La funcién auxiliar Xo D (r) corresponde al estado l/)é (), por lo que (5.3)

toma la forma

l/)(l)(r) — N a(l)+ (()l+1)+a(()l+2)+ . a(()l+j_1)+1/)él+j)(r). (5.4)

(I+j-1D+

Por virtud de las relaciones (5.2) en (5.1), el término a, D (1) se puede

escribir de la siguiente manera

(l+1 1)+¢(l+1)( )_ a(l+1 -1+ (l+1)( ) _ a(l+] -1)+ (l+} 1)( ) _ Hj_l)(r),

(l+] 1)+¢(l+1)( ): 1(l+j_1)(r),

y asi

l/)(l)(r) — ]l (()l)+ (()l+1)+a(l+2)+ agl+j_2)+lp§l+j_1)(r).

Analogamente, usando las ecuaciones (5.2) y (5.1) el término
a(()l” _2)+¢1(l+j “D(r) se reescribe como

a(()l+j_2)+l/)£l+j_1)(r) — a((]l+j_2)+a(()l+j_1)+l/}él+j)(r) — agl+j—2)+a§l+j—2)+¢2(l+j—2)(r)'
(I+j-2)+_, (I+j-1) _ ., (+j=2)
aO lpl (T) - lpz (T)I
y con esto

IIJ(D(T) _ ]la(()l)+a(()l+1)+ (l+2)+ . agl+j_3)+1/)§l+j_2)(r).

Realizando este procedimiento reiteradamente usando (5.2) encontramos que

el termino de a(l+1)+agl+2)+ a(()l+j_1)+x(()l+j) (r) de (5.3) se transforma en
a(()l+1)+ (l+1)+ (l+1)+)(§l+11)(7") — (Hl)(r)

y asi, (5.3) se esctibe como

PP (r) = NjaP P (o). (5.5)

Usando las expresiones anteriotes la funcién de onda del jth estado de

momento angular [ estada dada por
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PO = NP U @), para j=1 (5.6)

J
., . . D+
La ecuacién anterior nos dice que el operador a;” "~ es un operador de ascenso
O+

en j y descenso en l. Ell operador a,’" desciende al numero cuentico [ a

(I = 1) ypasadelestado j al estado j + 1. Un analisis similar nos muestra que

los operadores a(()l) cambian el numero cantico [ a I + 1 y al estado J al estado

i—1 . d . . O+
Ji , de esto se tiene que es suficiente conocer a los operadores @, " y a las

funciones auxiliares Xgl) (r) para construir las funciones de onda l/)](l)(r). Enla

) , D+
Figura 5.3 se muestra la forma en la que actian los operadores a(()) para

construir las funciones de onda 1/)](1) (r). La figura 5.1 es un caso particular en

el cual los operadores a((,l)+ y a(()l) construyen las funciones de onda para el

mimo nivel de energfa, para el atomo de hidrégeno 3-D este es el caso (Figura

5.3), mientras que para el oscilador armoénico 3-D  los operadores a(()l)+ y a(()l)

construyen las funciones de onda para diferentes niveles de energfa. Esto se
debe a que la expresion de los valores de la energfa para el atomo de hidrégeno

contiene el término lineal [ + j el cual no cambia al aplicatse el operador a((,l)+

sobre las funciones de onda, ya que este pasa a la funciéon de onda l/J]@ ala

funcion l/J](l ) donde el termino " + j =1+]j esel mismo al de la funcion

l . ,
l/J]( ), por lo cual los estados obtenidos a través de a(()l)+ se encuentra en el

mismo nivel de energfa. Para el caso de oscilador arménico 3-D en la expresion

de los valores de la energfa se encuentra el término 2j + [ el cual al aplicar el

D+ ., . . .
operador a(()) a una funcién de onda este término se escribe como 2j + 1 + 1.

La diferencia entre los niveles de energfa del oscilador arménico 3-D es 1, por
o D+ : . L
lo tanto esto nos siguiere que el operador a(()) cambia el nimero cudntico [ a

[ — 1y cambia el nivel de energia n a n + 1(Figura 5.4).
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5.2  M¢étodo de factorizacion de Infeld y Hull.

El método de factorizaciéon de Infeld y Hull es aplicable en general a

problemas de eigenvalores de la forma

dZ
(—W‘FT(X’, m))”/lm(x) = Ay (). (5.7)

A este tipo de ecuaciones diferenciales se les conoce como ecuaciones de
Sturm-Lioville. En este tipo de ecuaciones se pone en evidencia la dependencia
de un parametro m, que es un parametro real que toma valores que se
incrementan (decrementan) en pasos de una unidad de un valor minimo
(maximo).

Es facil verificar que la ecuacion de Schrédinger unidimensional

_ 2 dp(x,m)

2u dx? + V(x, m)P(x,m) = E(x,m)

tomando el cambio de variable V(x,m) = %V(x, m) y definiendo la

2uE
constante A = % toma la forma que de la (5.1), y por lo tanto es un caso
particular de esta.

La ecuacion (5.7) es factorizable por el método de Infeld y Hull si existen los

operadores lineales [19]

0,(m) = —% + k(x,m), 0_(m) = % + k(x,m),
que satisfacen las ecuaciones
0, (m)0_(M)upm (x) = [A — L(M)]uym (x),
(5.8)
0_(m+ 1D0,;(m + Dy (x) = [ — LIm + D)]uym (%),

donde L(m) es independiente de x y 4 es independiente de x y m. De las
ecuaciones anteriores se puede demostrar que O_(M)uy,(x) es una

eigenfuncién de la ecuacion (5.7) con parametro m — 1, y con el mismo
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eigenvalor A (es decit, para la misma energia en el caso de la ecuaciéon de
Schrédinger  unidimensional), de igual modo se puede mostrar que
0, (m + 1)uy,, (x) es una eigenfuncion de (5.7) con pardmetro m + 1,y el
mismo eigenvalor A
O_(M)uym (x) = Ciuym-1)(x),
(5.9)

0,(m+ Dy (x) = C2Urmm+1) (),

donde C; y C; son constantes. De estas ecuaciones se ve que los operadotes
0_(m) y 0, (m) son operadores de acenso y descenso del parimetro m para
el mismo valor de 4 (o de la energia).

Como los operadores 04 (m) factorizan la ecuacion (5.7) cada una de las
ecuaciones (5.8) deben ser equivalentes a ésta, por lo que se obtienen las

expresiones [20]
k%(x,m) — k’(x,m) + L(m) = V(x,m), (5.10)
K2x,m+1D)+k(xm+1)+Lm+1) =V(x,m), (5.11)

de donde se encuentra

1V (x,m—1) +V'(x,m)
2 Vix,m—1)—-V(x,m) "’

k(x,m) = (5.12)

1 2
L(m) = > (V(x,m —1) + V(x, m)) - (k(x, m)) . (5.13)

Facilmente se puede probar que los operadores O_(m) y 0, (m) son el

adjunto uno del otro, es decir,
0_-(m)* =0,(m) y 0,(m)* = 0_(m).

Asumiendo que la funcién Uy, (x) es cuadriticamente integrable sobre un
intervalo (a, b), se tiene que las funciones Uy(m11)(X) son cuadriticamente
integrables si las cantidades [1—L(m+ 1)] y [A — £L(m)] toman valores

positivos o iguales a cero
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b b
fumﬂ(x)* Wim+1(0)dx = [C3|*[A = L(m + 1)] f Upm (X)" Upgn (X)dx 2 0,

a
b

b
f Wi (O U1 () x = [C1 2[4 — L(m)] f Ui (1) U () lx = 0.

a

(5.14)

De lo anterior se tiene que las cantidades [A — L(m + 1)] y [A — L(m) ]pueden

ser negativas para un cierto valor de m, lo cual no puede ser, ya que contradice

la suposicion que la solucion Uy, (x) es cuadriticamente integrable.
Considérense los siguientes casos:

1) Suponiendo que L£L(m) es creciente, es decir, L(m + 1) > L(m),

entonces al suponer que Uy, (X) es cuadriticamente integrable, se encuentra

que existe un valor maximo My de m tal que:

0. (Mo + Dy, (x) =0, (5.15)

lo cual requiere
A=L(my+ 1). (5.16)

De le ecuacion (5.15) se encuentra la funcién de onda Uy, (X) que esta dada

por la expresion

Upm, (X) = Cpp, €XP (f k(x,my + 1)dx) (5.17)

con la constante de normalizacién

Crmp = Ubexp (—2 f k(x,mgy + 1)dx> dxl

De las expresiones (5.14) se tiene que las constantes de normalizacion

-1/2

Cy y C; estan dadas por:

C,=\A-Lm+1) y C =+ 2-L(m).

76



Asi, se tiene que los estados normalizados Uy (m+1) (x) se encuentran mediante

_0_ (Mg (0)
uA(m—1)(x) = W’
(5.18)
0, (m + Dupm (%)

Ur(m+1) (x) = m

Mediante la aplicacion sucesiva del operador O_(m)/4/A — L(m) sobre el

estado Uy, (x) podemos encontrar los estados normalizados para el mismo

valor de A (energia)

O_(m+ 1)0_(m + 2) ... 0_(mg)uym, (x)

" G- £+ D)@ - £+ 2) . (2~ L)

Upm(x) = C (5.19)

2)  Un procedimiento andlogo al antetior para una funciéon L(m)
decreciente, L(m) > L(m + 1) lleva a encontrar que existe un valor minimo
dem = m’y tal que

0- (M’ Yty () = 0,
(5.20)
A= L(m'y),
esto quiete decir que m’y es el valor méds bajo que m puede tomar.

Las eigenfunciones normalizadas para un valor fijo de 4 (energia) estin

dadas por
U (%) = Cp, 0,(m)0,(m—1).. 0,(mg + Dy, (%) (5.21)
\/(,1 —L(m))(A—L(m—2))..(A—L(m, + 1))
donde
Wi, () = Cppr, €XP (f k(x, m'o)dx), (5.22)
con
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-1/2

Crny = Ubexp (—2[ k(x, mfo)dx) dxl : (5.23).

Finalmente, nétese que para la ecuacion de Schrédinger unidimensional,
las ecuaciones (5.15), (5.16) y (5.20) determinan el espectro de energia. Ademas,
el espectro de energfas y las eigenfunciones dependen completamente de la

forma de la funcién L(m) como funcion de m.

5.3 Analogias entre los operadores del método de

Green y los operadores del método de IH.

En este capitulo se usara el método de factorizacion de IH para
encontrar los estados del oscilador arménico 3-D y atomo de hidrégeno 3-D.
Se hara una comparacion entre los operadores obtenidos por el método de
IH y los operadores obtenidos por el método de factorizacion de Green para

estos potenciales.
5.3.1. Oscilador armoniaco 3-D.

Un tratamiento general para potenciales centrales en coordenadas esféricas
es facil demostrar que la ecuacién de Schrédinger se puede escribir como la
ecuacion radial [21]

h? d?U(r)
2m d?
donde U(r) = rR(r).

+ IV(r) + U(r) =EU(r), (5.24)

I(l + 1)h?
2mr?
Escribiendo la ecuaciéon anterior para el particular caso del oscilador
arménico tridimensional en el cual el potencial V(T) es de la forma mw?r? /2.

Tomando la medicién de 7 en las unidades (A/mw)/?y definiendo a

€ = E/hw tenemos que la ecuacion radial de Schrodinger se reduce a

B d?U(r) N Il(l +1)
d? r2

+ rzl U(r) = 2eU(r).
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TomandoaV(r, 1) =r2 + l(l+ 1)/r* +2l+1, 1=2e+2l+ 1y

usando las expresiones (5.12) y (5.13) encontramos que

l
k(r,l)=;—r.

Los operadores de IH estan dados como:

0.(D) = —(?—r-i-;—r). (5.25)

Sustituyendo los operadores O4 (1) en las ecuaciones (5.7) se encuentra que
L+ 1) — L(l) = 4. Esto lleva a escribir
L) =4l-1 (5.26)
y rescribir a A como
A=2e+ 2L (5.27)
La expresion antetrior de A nos sugiere que los operadores 01 (l) son
operadores de acenso ydescensode [y A.
Ya que [ = 0. La funcién L(1) es creciente para todo l. Asi, usando la
ecuacion (5.15), y definiendo el valor maximo que toma [ comon encontramos

que
3
E, = (n + E) ho. (5.28)

La funcién de onda normalizada se encuentra de

(d n+1

et + r) Uy 1=n(r) =0,

donde la ecuacién diferencial de primer orden tienen la solucion

2n+3 -r'z

Up,1=n (1) = mrn+19_7. (5.29)

Como el operador O_(l) desciende al nimero cuentico L a (I —1) y A debe
ser invariante en su forma A = 2€ + 21, esto implica que el nimero cudntico
principal n debe pasaran + 1. Similarmente, O, (L + 1) pasade l — [ + 1

y de esto se tiene que n pasa an — 1.
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0—(l)un,l(7') = Un+1,1-1
(5.30)

0+(l + 1)un,l(7") = Up—1,1+1-

Veamos a la relacion entre los operadores del método de factorizacion de

Green y los operadores de TH.

D+ , . .
Los operadores a((,) y O_(1) actdan del mismo modo sobre las funciones
de onda Y(r) del oscilador armonico 3-D, ambos incrementan el nimeros

cuanticos 1 por una unidad y decrementan el nimero cuantico [ en una unidad.

Las funciones X(()D () del método de factorizacién de Green son iguales a las

funciones Uy ;=p /7 del método de factorizaciéon de IH. Estas funciones
corresponden a los valores de energfa que se encuentran en la diagonal (Figura
5.4) que acota el espectro de energfa. Esto se traduce de las respectivas
condiciones

a}l)Xgl) (r)=0 y A=Llpawx+ D).

. 1 . .
Las funciones de onda ,(l)(r) se pueden obtener aplicando sucesivamente los

operadores a]@-‘- o O_(l) sobre las funciones auxiliares Xgl) (r) o Up=n

respectivamente.

Cabe mencionar que con el método de factorizacion de IH se pueden
encontrar otros 2 operadores 04(l) tomando el caso L(lpin) = A con

L) =—4l+1 y A= 2€e — 2l. Con estos nuevos operadores se pueden

encontrar las funciones l/J,(ll) (r) de igual modo. El operador 0, (1) cambia el
numero cuantico l a [ + 1y el nimero cudntico principal n an + 1 mientras
que el operador O_ (1) pasa el nimero cuantico L a [ — 1y el nimero cuantico
principalnan —1 .

Para el caso de del método de factorizacion Green, al resolver las
ecuaciones de recurrencia de los coeficientes (ecuaciones 3.101 - 3.103) se
encuentra 2 soluciones para cada una de las constantes by y . De las 2
soluciones obtenidas para by y ¢k se tomd solo aquella que da el valor mas

grande de Ej que corresponde al espectro de energfas. Usando las soluciones
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para j = 0 de las constantes by = —mw y ¢; = —lh se encuentran otros 2

operadores a(()l+1)+y af,” que actdan del mismo que los operadores 04 (1) de

IH sobre funciones de onda T(ll) (r) del oscilador armonico 3-D.

Una observacion importante es que los operadores a}m, a]@, 0+(Dy

0. (]) tienen la forma

d C

a=A—+Br+—,
dr r

donde A, B y C son constantes diferentes para cada operador. en el método de

factorizacion de Green se encuentra el indice J el cual se asocia en el método a

la Jerarquia ya que el método de Green descompone a los estado y a los niveles

de energfa en hamiltonianos isoespectrales.
5.3.2. Atomo de hidrégeno 3-D

Usando (5.4) para el potencial V(r) = —e? /1 y tomando la medicién de r
en las unidades aq (radio de Bohr), con las constantes ap = h?/pe? vy
E = (ne*/h?)e, la ecuacion radial adimensional para el 4tomo de hidrogeno

3-D se puede escribir como

( > 2 I(l+1)

)u,u(r) = 2euy (). (5.31)

dr? r r?
Usando (5.12) y (5.13) con V(r,1) = —% + l(lr;zl) encontramos que
k(r,l) = L1 L) = . 3.32
T: - r l ) - lz . ( . )

La ecuacion (5.31) es factorizable a través de los operadores

_d 1 1
o,()=%—+-—-. (3.33)
- dr r 1

La funcion L(l) es creciente, por lo que 26 = A = L(ljpqy + 1), asi

definiendo a 1 = ly;4, + 1 se encuentra el espectro de energias
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1 ne*

E = .
2n? 2h2n?

€ =— (3.34)

La condicién A = L(Lyqx + 1) nos lleva a encontrar las funciones de

onda acotan los estados un nivel de energfa fijo (Figura 5.3)

s (e + Dtggg, = 04 ity = (— b g = 0.
Esta ecuacion tiene la normalizada solucion
Upp-1 = (i)zn+1 ﬁ r”e_% . (3.35)
Aplicando sucesivamente el operador
0_(1) = nt (i+f—1) (3.36)
dr v n

\/(n— Dn+1D)

sobre las funciones Uy, ,_; se pueden encontrar las funciones U, ; para el
mismo nivel de energfa..
Hablemos sobre los operadores del método de factorizacion de Green y

los operadores de TH.

Los operadores a§1)+y 0_(1) actian del mismo modo sobre las funciones

]
de onda Y(r) del oscilador arménico 3-D. Ambos decrementan el nimero
cuantico | en una unidad para el mismo valor de la energia. Las funciones de

onda para el mismo valor de la energia se obtienen de la aplicacion de los

operadores a]@-‘-y O_(1) sucesivamente sobre las funciones X(()D () y Upn—1

: : l :
respectivamente. Las funciones Xg ) (r) y Uppn—1 cotresponde a las funciones

de onda que acotan a los estados para el mismo nivel de energfa, estos estados
se encuentran en la diagonal (Figura 5.3). Abajo de esta diagonal no existen

estados, esto se debe a las condiciones

a]{l)x(()l) r)=0 y A=Lpex+ D).

82



D+ . .
Los operadores a]-( ) y O_(1) tienen la misma forma salvo algunas constantes,

en los operadores a]@el indice j se asocia a la jerarquia de SUSY-QM ya que

descompone el problema en hamiltonianos isoespectrales.

Una observacion importante es que la jerarquia en SUSY-QM se reduce al
método de factorizacién de Green. Esta jerarquia se introdujo en 1985 por C.V
Sukumar y el método de factorizacién de Green en 1968. Es decir, el método
de factorizaciéon de Green ya hablaba de sistemas supersimétricos, la
construccion de hamiltonianos isoespectrales a partir de operadores como en
la jerarquia de Sukumar ya estaba implicita en el método de Green. También
cabe mencionar que el método de Green se reduce al método de factorizacion
de Infeld y Hull desarrollado en 1951. El método de factorizacion de IH es el
método mas general de factorizacion ya que muchos otros métodos se reducen
a este. También existe una relacién con la mecanica cuantica supersimétrica, ya
que un sistema acepta un tratamiento de mecanica cuantica supersimétrica si es

factorizable segin el método de IH.
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Conclusiones

En este trabajo se desarrolla la jerarquia de Sukumar de los potenciales
del oscilador arménico unidimensional y el pozo de potencial unidimensional.

Se mostré el método de factorizacion de Green introducido para tratar
problemas de eigenvalores en la mecanica cuantica. Usando este método en
primera instancia se resolvieron los problemas del oscilador armoénico
unidimensional y pozo de potencial unidimensional. Se compararon los
resultados obtenidos a través de este método con los obtenidos por la jerarquia
de Sukumatr.

Se hizo una comparacién entre el método de factorizacion de Green con
la forma en la que se construye la jerarquia de Sukumar. Una vez hecha la
comparacion se dio la relacién entre estos métodos, se mostré que el método
de Green construye de forma directa los hamiltonianos de la jerarquia. Usando
los estados base de los hamiltonianos que conforman la jerarquia (funciones
auxiliare) y los operadores de la factorizacion el método de factorizacion de
Green se encuentran las funciones de onda.

Ademas se dieron las soluciones cuanticas del potencial del oscilador
armonico 3-D y del atomo de hidrégeno 3-D, en el caso del oscilador armoénico
3-D. Se dio una solucién adicional usando los operadores de creacion y
aniquilacién de Dirac.

Se obtuvieron los operadores de la factorizacion de Green para las
ecuaciones de Schrodinger radiales de los potenciales tridimensionales del
atomo de hidrégeno y oscilador armoénico. Con los operadores y con las
funciones auxiliatles del método de Green se encuentran las funciones de onda

para estos potenciales respectivamente. Se muestra que una forma en la que

. D+ l . .,
actuan los operadores a]( ) y a} ) de la factorizacion de Green para obtener

las funciones de onda es considerandolo desde el punto de vista de la jerarquia,
donde los potenciales del oscilador armoénico 3-D y atomo de hidrégeno 3-D
son considerados como sucesiones de potenciales a los cuales para cada valor

de | se le desarrolla una jerarquia. Por otro lado, los operadores
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a]@+ y aj(l) pata el caso en el que j = 0 los operadores a(()l)+ y a(()l) actdan

como operadotes que incrementan o decrementan los indices [ y; en una

. . . l .
unidad y las funciones auxiliares X(() )corresponde a las funciones de onda con

el maximo valor que puede tomar [ para un nivel de energifa fijo. Para el caso

del atomo de hidrégeno el operador a(()l)+ pasade [ al — 1 manteniéndose en

el mismo nivel de energfa, mientras que para el oscilador armoénico el operador

a(()l)+ pasade lal —1 y pasa del nivel de energianaln + 1.

. ., D+ A ,
Se dio una comparacion entre los operadores a}( ) y a}( ) del método de

factotizacion de Green con los operadores 04 (I) del método de factotizacion
de Infeld y Hull. En esta comparacion se encuentra que los operadores actian
del mismo modo sobre las funciones de onda para el caso en el que j = 0. Para
el caso del oscilador armoénico 3-D usando el método de IH se pueden
encontrar otro juego de operadores que actian de diferente forma que los
operadores O (1) sobre las funciones de onda. Estos operadotes también se
pueden encontrar usando el método de factorizaciéon de Green usando los
valores de las constantes by y ¢; que fueron descartados. Por ultimo, los
operadores del método de IH y Green tienen la misma forma salvo algunos

signos y el indice j el cual se asocia a la jerarquia de Sukumar.
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Figura 1.1

e En esta figura se muestran los niveles de energfa de 2 potenciales
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operadores A; y AT,
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ajgl)+a]§l) de la jerarquia para un valor

fijo de | = 0,1,2 para el caso del oscilador arménico 3-D.

. - l
e Funciones auxiliares )(5-

de los hamiltonianos H j(l) =
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Figura 5.2

l .
O como funciones de onda de los estados base

J
de los hamiltonianos H j(l) = a]gl”a]@ de la jerarquia para un valor

fijo de | = 0,1,2 para el caso del atomo de hidrégeno 3-D.

e Funciones auxiliares X

Figura 5.3

. D+ l
e Se muestra la forma en la que actian los operadores a} ) y a]g )

sobre las funciones l/J](l) par los casos en los que | = 0,1,2,3,4. Los

estados l/)él) x Xgl).

Figura 5.4

, D+
e Se muestra la forma en la que actdan los operadores a} ) sobre los

estados del oscilador arménico 3-D. estos operadores cambian el
numero cudntico [ a l — 1y el numero cudntico principal nan + 1.

Tablas
Tabla 1

e En esta tabla se muestran las funciones de onda del estado base y del
primer estado excitado para los primeros hamiltonianos de la jerarquia
ademds de sus potenciales supersimétricos correspondientes y los
operadores de la factorizacion.

Tabla 2
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e Funciones de onda no normalizadas para los primeros estados
degenerados del oscilador arménico 3-D, obtenidas a través del
método de factorizacion de Green.
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e Funciones de onda del estado base y de los primeros dos estados
excitados del atomo de hidrégeno.
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