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Resumen
En este trabajo de tesis se considera que las metodologias o los modelos existentes para el pronostico de

precios, no son lo mas realistas que se esperaria, incluso esa debilidad técnica es reconocida por economistas
de todo el mundo. Por ejemplo, después de la crisis del afo 2008, en The Financial Crisis and the Systemic
Failure of Academic Economics, se dijo que...“por supuesto que se ha logrado un progreso considerable al
pasar a modelos mas refinados, por ejemplo, impulsados por procesos de Lévy de ‘colas pesadas’...”

(Colander, y otros, 2009) Pues capturan mejor la volatilidad intrinseca de los mercados.

En modelos como el de Black-Scholes (1997) no se refleja la realidad completa del mercado, lo que imposibilita
el considerar los saltos de las variables; por ejemplo, de los precios de activos. Al no considerar dichos saltos,
tampoco se capturan las colas pesadas y los excesos de curtosis. Para mejorar el modelo de Black-Scholes,
se propusieron los modelos de Lévy a finales de la década de 1980, y se han perfeccionado para tener en
cuenta las diferentes caracteristicas de los mercados. Por lo que las investigaciones sobre los procesos de

Lévy logran describir la dinamica de los rendimientos de activos.

Bajo el contexto anterior, el objetivo de este trabajo es capturar la dindmica del mercado de forma realista,
considerando las caracteristicas que presentan las series financieras como excesos de curtosis y colas
pesadas, mediante modelos que de acuerdo con su evidencia estadistica muestren buenas propiedades
analiticas. Una forma de hacerlo fue considerar procesos estocésticos de Lévy dados sus incrementos
estacionarios e independientes que tienen buenas propiedades analiticas y reproducen bastante bien las

caracteristicas estadisticas de los datos financieros.

Con la hipdtesis de esta investigacion se considera que es posible modelar series financieras con problemas
de colas pesadas y excesos de curtosis de una forma mas realista al replicar las propiedades estadisticas y
cumplir con el principio de ergodicidad cuando se incorporan procesos estocasticos de Lévy tipo varianza

gama.

El hecho de incorporar procesos Lévy para variables financieras es una tendencia que ha aportado mayores
beneficios que otro tipo de metodologias que son mas limitadas y aunque existen diferentes procesos de
Lévy, esta tesis considera tinicamente procesos de Lévy de tipo VG porque dentro de los modelos son muy

atiles ya que son méas amplios que el movimiento browniano al considerar la asimetria y curtosis.

En vista de que el supuesto que se asume cuando se emplea la varianza de una variable aleatoria normal no
considera el problema de las colas pesadas al modelar la volatilidad, en el capitulo 1 se analiza la metodologia
de un modelo conducido bajo un proceso varianza gama que si considera ese problema al modelar la

volatilidad.

Por otra parte, el supuesto de Gauss donde distribucion Gaussiana capta bien la distribucion del ruido ya

no es suficiente a la hora de modelar series cuyas caracteristicas en el mundo real no asumen un
1



comportamiento normal, incluso cuando la evidencia empirica muestra la presencia volatilidad no constante
y clusters de volatilidad por lo que en el capitulo 2 y 3 se logra evidenciar que los procesos lineales
impulsados por procesos de Levy pueden mostrar saltos y asi permitir el modelado de cambios abruptos a
través de un modelo de media movil autorregresivo continuo CARMA conducido por un proceso varianza

gama.

Dado que la mayoria de las metodologias en tiempo discreto no permiten dar a conocer en sus prondsticos
cuéntas veces se pueden presentar los saltos abruptos de la volatilidad, ademés de las otras caracteristicas
que presentan las series financieras en su prondstico, incluida la autocorrelacion. En los capitulos 4 y 5 se
aborda dicho desafio, en donde se comprueba si un modelo en tiempo continuo como el COGARCH puede
mejorar los prondsticos obtenidos por las metodologias anteriores y si es mas realista de acuerdo con su

evidencia y las series financieras empleadas.

En la seccion final se describen los hallazgos obtenidos con la investigacion y desarrollo de esta tesis.



Abstract
In this thesis is considered that existing methodologies or models for price forecasting are not as realistic as

one would expect; economists worldwide recognize even that technical weakness. For example, after the
crisis of 2008, The Financial Crisis and the Systemic Failure of Academic Economics said that...“ Of course,
considerable progress has been made by moving to more refined models with, e.g., ‘fat-tailed’ Levy processes
as their driving factors...” Colander, et al. (2009) because such models better capture the intrinsic volatility

of markets.

Models such as Black-Scholes (1997) do not reflect the whole reality of the market, which makes it impossible
to consider the jumps of variables; for example, in asset prices. By not considering such jumps, heavy tails
and excess kurtosis are also not captured. To improve the Black-Scholes model, Lévy models were proposed
in the late 1980, and have been refined to consider the different characteristics of the markets. So researches
on Lévy's processes can describe the dynamics of asset returns.

Conforming to the previous, the objective of this work is to capture market dynamics realistically, considering
the characteristics presented in the financial series such as excess kurtosis and heavy tails, using models
that, according to their statistical evidence, show good analytical properties. One way to do this was to
consider Lévy's stochastic processes given their stationary and independent increments that have good

analytical properties and reproduce the statistical characteristics of the financial data quite well.

With the hypothesis of this research, it is considered that it is possible to model financial series with problems
of heavy tails and excess kurtosis in a more realistically through replicate the statistical properties, complying

with the ergodicity principle when incorporating Lévy stochastic processes like variance gamma process.

Driving Lévy processes in financial variables is a trend with more significant benefits than other
methodologies, which are more limited and although there are different Lévy processes, This thesis considers
only Lévy-VG processes because they are beneficial within the models as they are broader to consider

asymmetry and kurtosis than Brownian motion.

Because the assumption that is assumed when using the variance of a normal random variable does not
consider the problem of heavy tails when is modeling volatility, then chapter 1 analyzed the methodology of

a model driven by a variance process that considers the above problem when modeling volatility.

On the other hand, the Gauss assumption where the Gaussian distribution captures the distribution of noise
well is no longer sufficient when modeling series whose real-world characteristics do not assume normal
behavior. Even when empirical evidence shows the presence of non-constant volatility and clusters of
volatility, so in Chapter 2 and 3, it is achieved to prove that linear processes driven by Levy processes can
show jumps and thus allow the modeling of abrupt changes through a continuous autoregressive moving

average CARMA model driven by a variance gamma process.



Since most discrete-time methodologies do not allow to known in forecasts how many times abrupt volatility
jumps can occur, in addition to the other characteristics that financial series present in their forecast,
including autocorrelation. Chapters 4 and 5 approach this challenge, which shows if a continuous-time model
such as COGARCH can improve the forecasts obtained by previous methodologies and if it is more realistic,

based on its evidence and the financial series used.

The final section describes the findings obtained from the research and the progress linked to the aim of

this thesis.



CAPITULO 1. Revision tedrica y metodoldgica sobre los procesos de Lévy

L.1. Introduccion
Un mejor modelado sobre la dinamica de los precios de los activos en los mercados financieros es una

necesidad constante por parte de inversionistas y autoridades. En los mercados financieros han ocurrido
hechos como la crisis financiera asiatica' de 1997, la crisis hipotecaria que comenzé a mediados de 2007, la
crisis bursatil de enero de 2008, antecedente de la crisis bursatil mundial de octubre de 2008, fueron un
conjunto de caidas violentas en los mercados de valores mundiales que iniciaron a finales del 2007 y todas
son recordatorios constantes para los administradores de riesgos y/o de cartera y reguladores de la

frecuencia con la que ocurren los eventos extremos.

Es interesante saber que las crisis sub-prime y dot.com fueron teorizadas por un economista mucho antes
de que aparecieran (Coulon, 2019), donde los ciclos, la evolucion de los sectores reales de la economia
capitalista y la expansion del sector financiero se interrelacionan, ese economista es Hyman Minsky quien
sostiene que la inestabilidad es consecuencia directa de los procesos dindmicos inherentes a la acumulacion
de capital. Lo anterior significa que los inversionistas tienden a sobrestimar las buenas noticias cuando una
economia de ese tipo se encuentra en una fase de auge, lo que conlleva a una exagerada confianza futura

y a sostener excedentes de inversion y deuda como patrones. (Minsky, 1992)

De acuerdo con Minsky, sobrestimar las buenas noticias implica consecuencias graves para la economia, por
lo que es importante no hacerlo. En finanzas, esas noticias se observan en el comportamiento de los precios
de los activos, cuando se trata de inversiones, el comportamiento de los precios de los activos debe ser
previsto considerando toda la informacion del mercado. Aunque esto muchas veces es complicado, ya que
las metodologias no consideran las innovaciones del mercado por el hecho de no incorporarlas en sus
metodologias para el pronéstico de precios, lo que implica que los precios se sobrestimen o subestimen, y
tiendan a dar informacion erronea a los inversionistas para su toma de decisiones, lo que afecta directamente

a la acumulacion de capital.

El dinamismo que tienen los mercados financieros es importante no solo para sus participantes, sino también
para todos los sectores de la economia que dependen de él. En la historia mundial ha sido posible observar
las consecuencias que han dejado los eventos acontecidos descritos anteriormente, que implican problemas
de liquidez, altos niveles de inflacion que impactan en el nivel de vida de las personas, desempleo, entre
otros.

Las irrupciones como eventos extremos en los mercados financieros han llevado a los investigadores

a aumentar sus esfuerzos para mejorar la flexibilidad y confiabilidad estadistica de los modelos existentes

' Conocida también como la primera gran crisis de la globalizacion, La crisis monetaria y bursatil de economias asidticas como
Tailandia, Indonesia y Corea del Sur en 1997 y 1998. Inici6é con la devaluacién de la moneda bath(TBH) tailandesa seguida por
devaluaciones en Malasia(MYR), Indonesia y Filipinas, también afecté Hong Kong, Taiwan y Corea del Sur.
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que buscan capturar la dinamica de las variables econdémicas y financieras. Incluso si no se puede predecir
una catastrofe, el objetivo de los gestores de riesgos, gestores de cartera y reguladores es limitar los danos

y perjuicios potenciales. (Shin Kim, T. Rachev, Leonardo Bianchi, & J. Fabozzi, 201).

El modelo de precios de activos es un problema relevante en la coyuntura actual de la pandemia de COVID-
19 dada la incertidumbre generada en los mercados financieros que ocasiona caidas abruptas que afectan a
los mercados, los grandes saltos afectan las colas de la distribucion de los rendimientos e influyen en los
precios de los activos. Trabajos como el de Corbet, S., Hou, G., Hu, Y., & Oxley, L. (2020) para el caso de
China donde obtienen que la mayoria de las acciones chinas que se negocian presentan evidencia de flujos
de informacion significativos en una etapa mucho mas temprana que las comparativas que se negocian a
nivel internacional, lo que sugiere que los inversionistas chinos reconocieron los peligros asociados con
COVID-19 mucho antes del resto del mundo, ya que la gravedad de las noticias chinas informadas a nivel

nacional no fue reconocida por inversionistas internacionales.

Existen muchas criticas hacia los modelos financieros y su fracaso al no reflejar de forma realista el
comportamiento de los mercados financieros en el mundo real, esto significa que para la crisis del 2008...“€l
supuesto subyacente con respecto a los rendimientos de los activos y los precios no reflejo los movimientos

reales de estas cantidades.” (Shin Kim, T. Rachev, Leonardo Bianchi, & J. Fabozzi, 201).

El supuesto referido es el que se hace en la mayoria de los modelos financieros al considerar que la
distribucion de los precios y rendimientos se distribuyen normalmente?, lo que se conoce popularmente
como el "modelo normal" el cual se opone a lo que ha sido documentado con respecto al comportamiento

de los precios de los activos y los rendimientos.

En modelos como el de Black-Scholes (1997) donde los activos son conducidos por el movimiento browniano,
no reflejan completamente la realidad del mercado, lo que les imposibilita considerar los saltos de las
variables; por ejemplo, los precios de los activos. En tanto no se consideren dichos saltos. Las colas pesadas

y los excesos de curtosis no se podréan capturar de forma real.

Aunque el modelo Black-Scholes asume que no hubo friccion en el mercado, como impuestos y costos de
transaccion, y que no hubo restricciones en la tenencia de acciones, etc., la evidencia empirica sugiere que
el modelo clasico de Black-Scholes no describe muy bien las propiedades estadisticas de las series de tiempo

financieras.

Los rendimientos logaritmicos no se comportan de acuerdo con una distribucion Normal y las volatilidades

o los parametros de incertidumbre estimados cambian estocésticamente con el tiempo y se agrupan. Lo cual

% Se refiere a el modelo normal, donde la distribucion de probabilidad, también conocida como la distribucion de Gauss o gaussiana
tiene forma de campana, en la literatura francesa se sigue llamando Ley de Gauss-Laplace.
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se puede comprobar observando las estadisticas reales de algunas variables financieras como indices y
rendimientos y se confrontan contra los valores que deberian mostrar segtin la distribucion normal que se

muestran en la tabla 1.

Asi que la mayoria de los activos financieros no siguen una distribucion normal, estédn sesgados y tienen una
curtosis real mas alta que la de la distribucion Normal por lo que necesitan considerar otras distribuciones

més flexibles que se adectien a su comportamiento.

El hecho de considerar una distribucion estatica mas flexible no es suficiente, sino que, para modelar el
comportamiento a través del tiempo, se necesita de procesos estocasticos mas flexibles capaces de

generalizar el movimiento browniano.

Al considerar una generalizacion del movimiento browniano se contempla una distribucion més general que
la normal, aunque seria importante tener un proceso estocastico® similar, que considere incrementos

independientes y estacionarios por lo cual la distribucion debe ser infinitamente divisible.

En finanzas, para que resulten qtiles las distribuciones infinitamente divisibles deben ser capaces de
representar la asimetria y el exceso de curtosis. A fines de la década de 1980 y en la década de 1990, se
propusieron modelos con estas caracteristicas para modelar datos financieros. La distribucion normal

subyacente fue reemplazada por una mas sofisticada infinitamente divisible. (Schoutens, 2003)

Segtin Schoutens, algunas de esas distribuciones pueden ser como ejemplo: la Varianza Gamma (VG), la
gaussiana inversa normal (NIG), la CGMY (llamada asi por Carr, Geman, Madan y Yor), el modelo hiperbélico
(generalizado) y las distribuciones de Meixner. Madan y Seneta (1987, 1990) han propuesto un proceso de

Lévy con incrementos distribuidos de VG.

La propuesta de investigacion respecto a la literatura actual sera retomar la definicion de un proceso CARMA
gaussiano, permitiendo que los procesos de Lévy reemplacen el movimiento browniano como lo ejemplifica
Brockwell. Pero, se vinculard un modelo de media movil autorregresivo continuo (CARMA) conducido por un
proceso varianza gama, lo que no existe en las metodologias aplicadas al mercado accionario mexicano. Con
lo cual se podria evidenciar que los procesos lineales impulsados por procesos de Levy pueden mostrar
saltos y asi permitir el modelado de cambios abruptos, lo que servira de base para la construccion de un
proceso mas general como el COGARCH que también serd conducido por un proceso varianza gama. Y como
ambas versiones son continuas, se realizara una comparacion respecto a los resultados de versiones discretas

ARMA Y GARCH obtenidos en el articulo “Un analisis comparativo entre GARCH-M, EGARCH vy PJ-RS-EV para

3 Tales procesos se denominan procesos de Lévy, en honor de Paul Lévy quien es pionero de la teoria y obtuvo su doctorado en
matematicas en la Universidad Politécnica de Paris.
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modelar la volatilidad de Indice de precios y cotizaciones de la Bolsa Mexicana de Valores.” (Reyes Garcia,

Venegas Martinez, & Cruz Aké, 2018).

1.2. Procesos de Lévy
Son procesos estocasticos que deben su nombre a Paul Lévy quien ha sido uno de los mas grandes

matematicos del siglo XX por sus aportaciones como pionero en la teoria de procesos estocasticos vy la teoria
de la probabilidad, su demostracion mas aclamada es la realizada sobre el Teorema del limite central*
utilizando funciones caracteristicas, independientemente de Lindeberg®, que us6 técnicas de convolucion.
Uno de sus descubrimientos es respecto a la clase de distribuciones estables al estudiar varias propiedades
del movimiento browniano. Se detallaran mas caracteristicas de los procesos de Levy en capitulo dos, debido

a su estrecha relacion con la metodologia de Brockwell.

Levy demostro la ley del arco-seno y también fue el primero en considerar las integrales estocésticas, con la
formula del édrea, sus ideas han sido el origen de una gran cantidad de trabajos posteriores, que ain

contintian desarrollandose.

1.2.1. Caminata aleatoria
El modelo mas basico del precio logaritmico de un activo riesgoso es una caminata aleatoria. Se construye

sumando variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) ¢, ¢,,...para lo cual:

Zon =D, (Ec. 1)
5=0

donde:
z,=0, con n=0,1,2,...

El proceso se escribe en tiempo discreto y se mueve por incrementos (i.i.d.)
-z =cC (Ec. 2)
Lo que implica que los cambios futuros en una caminata aleatoria sean impredecibles.

1.2.2. Movimiento Browniano

El primer enfoque se basa sobre un tipo de resultado del limite central. Nuevamente se supone {c,} es una

secuencia (i.i.d.) cuyos dos primeros momentos existen, entonces la suma parcial

* Es un teorema de probabilidad y estadistica que formalmente se enuncia: Si todas las muestras de un tamafio en particular se
seleccionan de cualquier poblacién, la distribucién muestral de la media se aproxima a una distribucion normal; esta mejora con
muestras més grandes.

* ] W. Lindeberg en 1922, establecié una condicién suficiente para la cual es vélida la aproximacién de la suma de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas por una variable aleatoria normal.
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se define como:
1T
2, (t) =T %Z{cs —E(c,)}, t=0 (Ec. 3)
s=1

donde ¢ representa el tiempo y significa que, en cualquier intervalo fijo para ¢, es decir, el tiempo, el

proceso se compone de sumas centradas y normalizadas de eventos (i.i.d.). Cuando se permite que 7', el

namero de estos eventos en cualquier intervalo fijo por duracion de unidad de tiempo, tiende a infinito (a

menudo se denominan asintéticos de dominio fijo®). Como resultado, z,(¢) obedece a una teoria del limite

central y se convierte en Gaussiana. (O.E. & N., 2002)

6 Se basan en observaciones que se vuelven cada vez mas densas en alguna region fija y delimitada a medida que aumenta su
ntmero, es decir, es donde se recopilan mas datos mediante un muestreo mas denso en un dominio fijo.
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1.2.3. Divisibilidad infinita
Tal como lo muestran en su libro manuscrito Barndorff-Nielsen & Shephard, al suponer que el objetivo es

disenar un proceso en tiempo continuo en el tiempo 1, z(1), que tiene una distribucion D. Puede ser
posible dividir el tiempo desde cero hasta uno en T partes, cada una de las cuales tiene incrementos

independientes de una distribucién coman D tal que la suma:

(T
z2()=Y ¢,”, donde ¢ ijd. DT (Ec. 4)
s=1

Tiene la distribucion D cuando ¢ =1. Entonces, a medida que 7'aumenta, al imaginar que la division del
tiempo entre cero y uno se vuelve mas constante. En respuesta, los incrementos y su distribucion D"
también cambia, pero en la construccion D la distribucion de la suma, se deja sin cambios, un ejemplo de

esto es donde z(1) ~ B, (1) entonces si:
1T
z2(t)=Y ¢, ", donde ¢ ijd. P(1/T) (Ec. 5)
s=1

esto produce una caminata aleatoria valida debido al hecho de que los incrementos independientes de

Poisson se suman a un Poisson. Por lo tanto, este proceso tiene sentido siempre y cuando 7" vaya a infinito
y, por lo tanto, este tipo de construccion puede usarse como un modelo de tiempo continuo—el proceso

de Poisson. La clase de distribuciones para las cuales es posible esta construccion son aquellas para las que

D es infinitamente divisible.

Los procesos resultantes se denominan procesos de Lévy.

Definicion de un proceso de Lévy

Tal proceso estocéstico:
z(1), te[0,»], z(0)=0 (Ec. 6)

es un proceso de Lévy siy solo si tiene incrementos independientes y (estrictamente) estacionarios.
Considere los siguientes supuestos:

e Los choques al proceso son independientes a lo largo del tiempo y se suman por lo que para cualquier
valor el A>0
e La distribucion de z(z+A)—z(t) puede cambiar con A pero depende de ¢. La independencia y la

estacionariedad de los incrementos del proceso de Lévy significan que:



C{01z()} =log| Eexp{ifz(1)} |
= tlog[ Eexp{ifz(1)} ]
=tC{01z(1)}

Se obtiene lo siguiente:

C{01z(t)} =tC{O1z(1)} (Ec. 7)

por lo que la distribucion de z(¢) estd completamente gobernada por los cumulantes de z(1), el valor del

proceso en el momento uno.

Si se utiliza un proceso de Lévy como modelo para el precio logaritmico de un activo subyacente, entonces
los incrementos se pueden considerar como rendimientos. En consecuencia, los modelos basados en
procesos de Lévy proporcionan un marco potencialmente flexible para modelar la distribucion marginal de
los rendimientos. Sin embargo, los rendimientos se medirdn en un valor fijo de A, independientes e
idénticamente distribuidos. Esta importante observacion implicaré que los procesos de Lévy solo pueden ser
un modelo bastante realista de los precios de los activos, ya que los rendimientos de los precios de los

activos tienen importantes dependencias en serie, como el agrupamiento de volatilidad.

1.3. Procesos Gama

Para nameros positivos & y ¥la distribucion Gama I'(8,y) con densidad:

9

7/ -1 _—yx
I'(x)= x7e ", (x), xeR, (Ec. 8)
pr(x) 1_,(5) (o,)()
Tiene la funcion caracteristica:
ol(u)=0—iuly)° (Ec. 9)

F(5,7) es infinitamente divisible, en particular:
F(51’7)*F(52’7/):F(51+52’7) (Ec. 10)

Existe un proceso de Lévy tal que:

ox, =(1-iu/y)” (Ec. N

Y L{Xt} =T(5t,y) por el desarrollo de la siguiente formula:

1l



log(l—iu/ )= _—;”(1 —ius/ ) ds
1 poo . 1 poo .
= jo jo (—iu)e"™ e " dxds = L L (—iu)e" e " dxds

= J.: J: (—iu)e™ ds e dx =J-: (1-e™) eTyx dx

Se obtiene lo siguiente:

© . e
ox, (1) = exp[t jo (€™ 1) 5ex dxj (Ec. 12)

Por lo tanto, b =0, C=0 vy dv/dx(x) =5x_1e_”1{x>0}. El proceso de Lévy X con esas caracteristicas

es llamado un proceso Gama con parametros &,y > 0.

A continuacion, se pueden observar trayectorias de procesos de Lévy, de tipo Gama (GP).

Grafica 1 Trayectorias simuladas de un proceso de Lévy tipo Gama (GP)
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Fuente: elaboracién propia con RGui y paquete YUIMA.

1.4. Procesos Varianza Gama

Un proceso X° = (X,O)te]R+ es llamado un proceso Varianza Gama (VG) VGP’(5,y ,7,) si este tiene una

descomposicion

X' =X"-X, (Ec. 13)



Donde X" =(X/"),ce, ¥ X =(X, ),z son procesos gama independientes con medidas de Lévy

dv,. /dx(x)= ox el y, dv, /dx(x)= 5x_1e_7”1{x>0} respectivamente. Aqui 6 y y £son

{x>0}

constantes positivas.

Por definicion la funcion caracteristica @x’ estd dada por:

—ot
ox"(u) = px’ (u)px, (—u) = 1—(L —Lj iu+ u’ (Ec. 14)
Yo7 Yy
El proceso X’ es un proceso de Lévy con caracteristicas b =0, C=0 vy
dv 1y R .,
d—(x) = 5|x| e I{KO} +ox e 1{x>0} . La parametrizacion:
X
(ﬁ,a,ﬂ)=(5,7‘+7+,7‘+7+], (Ec. 15)
2 2
Que regularmente se usa como (0,7 ,7.)= (/1,0( + p,a —,B) y:
@ —(Brivy? "
0

Para una constante &€ R, el proceso X, = ut+ X, es llamado un proceso normal gama (NGP)

(A,a, B, 1) oun proceso Varianza Gama (VG) (4, e, B, 1) .

Considerando que la funcién de densidad de X, esta dada por:

ar-L
1 ) )\ |x— ,ut| 2

PX = — — K Ec. 17

/() x/;F(lt) (a p ) [ 2a j ﬂt—%(a\x—w\)cxp(ﬂ(x—w)) (ke 17

A continuacion, se pueden observar trayectorias de procesos de Lévy, de tipo Varianza Gama (VG).
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Grafica 2 Trayectorias simuladas de un proceso de Lévy tipo Varianza Gama (VG)
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Fuente: elaboracién propia con RGui y paquete YUIMA.

1.5. Procesos Varianza Gama con Drift

Sea A, €(0,),p € R(a > |,B|) y #€R. Para un proceso Gama S =(S,),5 tal que:
S, ~T(At.(a® = p)/2), (Ec. 18)

Sea X, =ut+pBS,+W, ,entonces X =(X,),; esun proceso de Lévy con:

2 .2 TH
M} (Ec. 19)

¢Xt (u) = eiﬂfu |: az _ﬂZ

Para g eR. Vamos a llamar a X un proceso Varianza Gama VGP (4,«, 8, 1), y la distribucion de X, la

distribucion Varianza Gama VG (4, a, B, i), consistentemente se obtiene la (Ec. 17).

A continuacion, se pueden observar trayectorias de procesos de Lévy, de tipo Varianza Gama (VG) como

subordinador de Wiener.



Grafica 3 Trayectorias de un proceso Varianza Gama (VG) como subordinador de Wiener
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Fuente: elaboracion propia con RGui y paquete YUIMA.

A continuacion, se puede observar una simulacion de X, y su histograma se compara con la funcion de

densidad de VG(At,a, 8, ut), es decir se muestra la distribucion varianza gama tedrica y empirica.
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Grafica 4 Distribucion varianza gama (VG) tedrica y empirica
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Fuente: elaboracion propia con RGui y paquete YUIMA.
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CAPITULO 2. Modelo CARMA conducido por procesos Lévy
2.1.Introduccion

Las metodologias tradicionales de series temporales como lo son modelos autorregresivos y de medias
moviles ARMA’(p,q) o ARIMA%(p,d,q) tienen algunas ventajas como herramientas sobre datos financieros, en
la medida que utilizan Gnicamente el pasado de la serie para predecir, lo cual los hace muy baratos y rapidos
de construir. Sirven de punto de referencia para otro tipo de metodologias mejoradas, como se sugiere en
el trabajo de Reyes (2018), que permiten incorporar la varianza (no constante), como lo es el modelo ARCH.
Ademas, en el trabajo se utilizan otras extensiones de la familia ARCH como lo son el GARCH generalizado
por Bollerslev, donde reduciendo a 2 el nimero de pardmetros a estimar de infinito, igual que el modelo
anterior también considera excesos de curtosis y los clusters de volatilidad. Incluso, el trabajo incorpora un
e-GARCH y saltos estocésticos con cambio de régimen para la volatilidad (SJ)-RS-Vol®) al modelar los

rendimientos de un indice bursatil. (Reyes Garcia, Venegas Martinez, & Cruz Aké, 2018).

Aunque la bondad en el prondstico de las metodologias mencionadas anteriormente es alta, también son de
memoria corta y pobres para predecir en momentos de cambios estructurales y puntos de quiebre o cambios
de régimen, su horizonte de pronéstico es a muy corto plazo, y al trabajar con series no estacionarias con
una distribucion diferente a la normal, se obliga a diferenciar la serie para hacerla estacionaria y asi trabajar
con el supuesto de normalidad. Por lo que no es suficiente para el cumplimiento del objetivo general de
este trabajo que es encontrar una metodologia econométrica que considere caracteristicas que presentan
las series financieras y pueda capturar la dinamica del mercado de forma realista, lo cual no se cumple

asumiendo una distribucién normal.

Se ha observado que los saltos juegan un papel importante en el modelado realista de Precios de activos y
series derivadas como la volatilidad. Por lo que necesita de procesos estocésticos mas flexibles capaces de
generalizar el movimiento browniano. De acuerdo con la revision de la literatura como lo ejemplifica
Brockwell, se encontrd que al permitir que los procesos de Lévy reemplacen el movimiento browniano en la
definicion de un proceso CARMA gaussiano, se podria evidenciar que los procesos lineales impulsados por
procesos de Levy pueden mostrar saltos y asi permitir el modelado de cambios abruptos a través de un
modelo de media movil autorregresivo continuo (CARMA) conducido por un proceso varianza gama, lo que

sera util para el cumplimiento del objetivo especifico nimero dos de este trabajo.

" A la combinacién de procesos autorregresivos y medias moviles se conoce como proceso ARMA o proceso mixto, con p
términos autorregresivos y q términos de medias moviles.
8 Procesos Autorregresivos Integrados de Medias Moviles
% Son las siglas en inglés del modelo regime-switching in volatility of volatility. Ver (Reyes Garcia, Venegas Martinez, & Cruz Aké,
2018)
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Alos llamados modelos CARMA se les otorgd su nombre, debido a que son la version continua de los modelos
autorregresivos de media movil (en inglés Auto Regressive Moving Average models, abreviados (ARMA)), y al

ser la version continua (en inglés Continuous-time Auto Regressive Moving Average (CARMA)).

Las propiedades y el analisis estadistico de los procesos autorregresivos en tiempo continuo (CAR) cada vez
son mas utilizados, aunque en particular los primeros trabajos mas citados dentro de la literatura sobre el
tema son el trabajo de Doob (1944), Bartlett (1946), Phillips (1959) y Durbin (1961) quienes se interesaron en los
procesos generales de media movil autorregresiva en tiempo continuo (CARMA)) de acuerdo con (Brockwell,

2001).

De acuerdo con (Brockwell, 2001), en los Gltimos anos ha habido un resurgimiento del interés en los procesos
de tiempo continuo, en parte como resultado de la muy exitosa aplicacion de modelos de ecuaciones
diferenciales estocasticas a problemas en finanzas, ejemplificada por la derivacion de la férmula de precios

de opcion de Black-Scholes y sus generalizaciones (Hull, )., & White, A., 1987).

Los modelos de umbral ARMA de Tong (1983, 1990), han sido particularmente exitosos al representar
una amplia variedad de conjuntos de datos, y los modelos ARCH y GARCH de Engle (1982) y Bollerslev (1986),
respectivamente, han tenido un gran éxito en el modelado de Datos financieros. Nelson (1990) ha desarrollado

versiones en tiempo continuo de los modelos ARCH y GARCH. (Brockwell, 2001)

En el trabajo de Brockwell (2011) se realiza un analisis de los modelos ARMA de tiempo continuo, sus
propiedades basicas, su relacion con los modelos ARMA de tiempo discreto, la inferencia basada en
observaciones hechas en tiempos discretos y procesos no lineales que incluyen analogos de tiempo continuo

de los modelos ARMA de umbral de Tong.

Brockwell en otro de sus trabajos, examina las propiedades y ejemplos de procesos ARMA en tiempo continuo
(CARMA) impulsados por los procesos de Lévy. Al permitir que los procesos de Lévy reemplacen el
movimiento browniano en la definicion de un proceso CARMA gaussiano, obtiene una clase mucho mas rica
de procesos estacionarios de tiempo continuo posiblemente de colas pesadas, donde tales colas pesadas se
observan con frecuencia en la practica de las distribuciones de variables financieras. También encuentra
que, si, el proceso de Lévy tiene momentos finitos de segundo orden, la estructura de la correlacion del

proceso CARMA es la misma que la del proceso CARMA gaussiano correspondiente.

Por otra parte, Stefano M. lacus y Lorenzo Mercuri, muestran como usar el paquete R YUIMA disponible en
CRAN para la simulacion y la estimacion de un modelo general de Lévy-CARMA. La flexibilidad del paquete

se debe al hecho de que el usuario puede elegir varias distribuciones paramétricas de Lévy para los



incrementos, lo que resulta bastante til para la realizacion de esta tesis, puesto que el tipo de distribucion

que se pretende incorporar sera la que sigue a un proceso Varianza gama VG.

Otros que han trabajado con modelos CARMA son Barndorff-Nielsen y Shephard (2001) que utilizaron un
proceso de Lévy CAR (1) (o Ornstein Uhlenbeck) para construir un modelo de volatilidad estocéstica mientras
que Todorov y Tauchen (2006) y Todorov (2011) aplicaron el modelo Lévy CARMA (2,]) para modelar la
volatilidad del tipo de cambio diario Deutsche Mark / Délar estadounidense. Ademas, Brockwell y Marquardt
(2005) propusieron el modelo CARMA integrado fraccionalmente para capturar la dependencia a largo plazo

que se suele observar en las series de tiempo financieras.

Las bondades del modelo Levy-CARMA son dtiles ya permiten que la distribucion marginal del proceso
CARMA sea asimétrica y de colas pesadas por lo que puede usarse para modelar algunas series de tiempo
con esas caracteristicas que generalmente son observadas en finanzas, pero también es un bloque principal
para la construccion de un proceso més general como el COGARCH" (p, q) visto en Brockwell (2006), pero

introducidos por primera vez por Claudia Kliippelberg.

2.2. Prerrequisitos para el modelo Levy-CARMA

Para la construccion del modelo, primero se necesitan describir algunos hechos fundamentales respecto a
los procesos de Levy. Para lo cual se retoma el trabajo de Peter Brockwell.

Dado un espacio de probabilidad filtrado (Q, F,(F}) P, donde F, contiene todos los conjuntos nulos

0<t<o0 ?

P de Fy (F,)continua por la derecha.

Definicion I: proceso de Levy. Un proceso adaptado {(L(t),t > 0)} se dice que es un proceso de Levy si:

i. L(0)=0 como.

ii. L(t)—L(s)es independiente de F,, 0<s<t<o0,
iii.  L(t)— L(s) tiene la misma distribucion que L(z—s) vy
iv.  L(t)es continua en probabilidad

Cada proceso tiene una modificacion tnica la cual es cadlag" (continuo a la derecha con limites izquierdos)
Y que también es un proceso de Levy Por lo tanto, asumiremos que nuestro proceso de Levy tiene estas

propiedades. La funcion caracteristica de L(¢), ¢,(6):= E(exp(ifL(t))), tiene la representacion Levy-
Khintchine.

$,(0) =exp(t5(0)), OeR, (Ec. 20)

0 Es la version continua del modelo de heteroscedasticidad condicional autorregresiva generalizado por Bollerslev como GARCH.
" Es la denominacion a funciones definidas sobre los nameros reales e indica una clase de objetos para los que se tiene
continuidad lateral por la derecha y simultdneamente existen sus limites por la izquierda en todos sus puntos. Las funciones
cadlag son ttiles para los procesos estocésticos donde se admite la existencia de saltos, en contraste con el movimiento
browniano, que exhibe realizaciones que son trayectorias continuas.
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. 1 0 :
donde E(0) = z@m—gﬁzsz +IR0 (e‘g —1-ixfl, ., )v(dx), (Ec. 21)

para algin m € R,s >0, la medida v en los subconjuntos de Borel R, =R\{0}. v es conocida como la

medida de Levy del proceso L y satisface la condicion JRO min(], u|2)v(du) <00.Si vesla medida cero

entonces {L(¢)! es un movimiento Browniano con E(L(¢))=mt y Var(L(t))=st.Si m=s’>=0
y y

v(R,) <o , entonces L(t)=at+ P(¢t) donde {P(t)} es un proceso de Poisson compuesto con tasa del

salto W(R,) y distribucion del tamano del salto v/v(R,),y a= —J‘Ro%v(du) .
+u

Una gran cantidad de distribuciones para L(¢) es alcanzable por eleccion adecuada de la medida.

Teorema 1Lévy-Itd sea X un proceso de Levy, la distribucion de X, parametrizada por (,B, az,v) ,

entonces X se descompone en X, = ffit+ o Bt +Jt+ Mt donde B es un movimiento browniano y

AX,=X,—X, ,t20 un proceso de punto de Poisson independiente con medida de intensidadv,

J, =) AX Ly (Ec. 22)
y M es una martingala con saltos
AM, = AX1,, 0 (Ec. 23)
Por ejemplo, se tienen que:
720 E(e) = exp{—ﬂ'/l [ @ —e“)v(dx)} (Ec. 24)

De modo que para un proceso gama
L'=0,v(x)= f(x)dx con f(x)=ax" exp{—bx} ,x > 0. Entonces X, ~ Gamma(at,b).

2.3. Modelo Levy-CARMA

La extension de Brockwell (2001) del modelo CARMA Gaussiano por procesos de Lévy con momentos finitos
de segundo orden serd empleado para permitir incrementos asimétricos y de colas pesadas observados en
series temporales como los precios de activos o indices bursatiles. Considerando la revision que se realiza
en M. lacus, S., & Yoshida, N. (2018), se retomara su definicion.

Sean p y g enteros no negativos tal que p>g >0, por lo que el proceso CARMA( p, ¢ )esté definido

como: a(D)Y, =b(D)DL, (Ec. 25)

P P-1
a(z)=z +az  +..+a,

Donde a y b son polinomios
b(z)=b,+bz +..+b, 2"
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Con a,...,a, y by,...,b,  son coeficientes tal que b, #0 y b, =0
Vj>gq y D es el operador de diferenciacion con respecto a ¢.
El modelo CARMA(p,q)tiene la siguiente representacion espacio-tiempo.
Y,=b'x,
Donde X, es solucion al proceso p-dimensional para:
dX,=AX dt+edlL,

Y la matriz A p X p esta dada por

0 1 0 .00
0 0 1 ..00
0 0 0 ..10

-a,-a,,—a,,..—a

e y b son vectores p x 1 definidos como

e=[0,...,0,1]"
b=[byunb, ]

0>+ Up1

Dadas las X la solucion de la Ec. 27 tiene esta forma:

t
X, =e""X, +I e'"edl \Nt>s

t u?’

|
Donde e” es la matriz exponencial e” = Z;Ak
h=o0 Tt

(Ec. 26)

(Ec. 27)

(Ec. 28)

Sila parte real de los valores propios 4,,...,4, de A son negativos, entonces X, en la Ec. 27 tiene una

solucidn estacionaria de covarianza (Brockwell 2001).

d ¢+
X = ijeA(’"”) edL, :'[O e edL,

Con E[X,]zﬁe

a,

Cov[X, ;X ]=0'2eAhJ.0+weA”ee " e du para h>0

t+h> <t

Donde u=E[L]y o =Var[L ]

(Ec. 29)
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CAPITULO 3. Estimacion del Modelo CARMA
3.1. Aplicacion empirica

La aplicacion empirica se realizd con el lenguaje de programacion R, para los modelos ARIMA se utiliz6 el

paquete tseries, también se contrastaron los resultados mediante el software E-views.

Una gran motivacion para considerar los modelos Lévy CARMA, estéd vinculada con el trabajo de Stefano M.
lacus y Lorenzo Mercuri, quienes muestran como usar el paquete R YUIMA disponible en CRAN para la
simulacion y la estimacion de modelos Lévy-CARMA. El paquete es muy flexible en el sentido de que se
puede elegir especificamente una distribucion paramétrica de Lévy para los incrementos, lo que resulta
bastante atil para la realizacion de este trabajo de tesis, puesto que el tipo de distribucion que se pretende

incorporar sera la que sigue a un proceso Varianza gama VG.

Un proceso CARMA (p, q) puede ser impulsado por diferentes tipos de ruido de Lévy, pero tinicamente se

mostrard la modelacion, simulacion y estimacion que sigue a un proceso Varianza gama VG.

3.2. Modelo ARIMA

La teoria de las series temporales se basa en el supuesto de "estacionariedad de segundo orden". Los datos
de la vida real a menudo no son estacionarios: exhiben una tendencia lineal a lo largo del tiempo, o tienen

un efecto estacional.

Con la metodologia Box-Jenkins se puede trabajar con una serie estacionaria o si la serie es no estacionaria

se puede diferenciar.
Los pasos a seguir son:

1. Verificar la estacionariedad de la serie. Si ésta no es estacionaria, diferenciarla hasta alcanzar

estacionariedad.

2. Identificar un modelo tentativo.

3. Estimar el modelo.

4. Comprobar el diagndstico (si no es adecuado, regresar al segundo paso).

5. Usar el modelo para pronosticar.
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Antes de empezar con la aplicacion del modelo ARIMA para el caso del IPC, se revisan algunos estadisticos
sobre otros indices que se refieren en la introduccion de la tesis, con lo cual se observa que la mayoria de

los activos financieros no siguen una distribucion normal, estan sesgados y tienen una curtosis real més alta

que la de la distribucion Normal.

Tabla1 Comparacion de estadisticos contra la distribucién normal

( Rendimientos indice Rendimientos indice Dow | endimientos
L ) Indice IPC U del Indice indice VIX del Indice
Distribucién | Normal (u,62) del indice IPC S&P500 Jones

(1991-2018) | (o019018) | (10502018) |  SEPS00 | (20042008) | qoel o | Dow Jones

(1950-2018) (1985-2018)
Media y 20054.59 0.051429 564.2224 0.029422 18.36912 9273.608 0.034927
Varianza o? 291973087.3 | 2.078735336 | 449006.6703 | 0.930158016 | 78.03383167 | 34075670.73 | 1.208730933
Sesgo 0 0.421863 0.028071 1.320719 -1.017043 2.670432 0.634687 -1.688359
Curtosis 3 1.54885 9.87397 3.911685 30.11144 12.6937 3.004292 45.29759

Fuente: elaboracion propia.

También podemos describir que para el supuesto de estacionariedad no se cumple para el caso del IPC ya
que ni la media y varianza son constantes a lo largo del periodo observado en la grafica 5 de acuerdo con

los datos de la tabla 1.

Grafica 5 Indice de Precios y Cotizaciones 01/2007-09/2019
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Fuente: Elaboracion propia a partir de datos obtenidos de Yahoo Finance.

Entonces, para aplicar el supuesto de estacionariedad se considera después de que se hayan eliminado las

tendencias porque como se puede observar en la grafica 5, el IPC no es estacionario.
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Grafica 6 Descomposicion de serie temporal IPC
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Fuente: Elaboracién propia.

En la gréfica 6 la serie original muestra una tendencia creciente como se observa en el primer panel, ademas
de que se debe eliminar el componente estacional. Por lo que se observa que cuando se trabaja con la
diferencia logaritmica en el segundo panel, la tendencia desaparece y de esta manera se vuelve estacionaria.

Lo que resulta til a proposito del supuesto de la metodologia Box-Jenkins.

Al realizar la prueba de Dickey-Fuller aumentada con un nivel de significancia del 95% se obtiene: en la
transformacion logaritmica del IPC un p. valor= 0.4309 y en la primera diferencia de dicha transformacion
un p. valor= 0.01, con lo que se comprueba que al utilizar un orden de diferencia de uno sobre el logaritmo

del IPC es suficiente para eliminar la tendencia.
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Se observo la funcion de autocorrelacion y en el caso de la serie logaritmica tiene una caida lenta lo que

indica que la serie no es estacionaria, en comparacion con la serie diferenciada podemos observar que la

serie si es estacionaria.

Grafica 7 Comparacion ACF y PACF
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Fuente: Elaboracion propia.

80 100

En la Gréfica 7, en los paneles de residuos, se estimd el modelo ARIMA a través de las funciones de
autocorrelacion (ACF) y autocorrelacion parcial (PACF) tanto de logaritmos del IPC como de sus diferencias.
También se encontré que, de acuerdo con el criterio de Akaike, como se muestra en la tabla 2 el modelo

que mejor se ajusto fue el ARIMA2,1,1)

Al elegir el nimero de parametros que minimiza el valor de los criterios de informacion, se consideran los
tres criterios de informacion mas populares son el criterio de informacion de Akaike (AIC), el criterio de
informacion bayesiano de Gideon E. Schwarz (BIC) y el criterio de Hannan-Quinn (HQ).
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De acuerdo Brooks (2014), ningtin criterio es superior a otros, por lo que al elegir el criterio BIC es consistente
pero ineficiente, AIC no es consistente, pero es mas eficiente, por lo que se muestran los tres criterios en la

tabla 2.

Tabla 2 Criterios de seleccion por modelo

Variable dependiente: Diferencia Log(IPC)

Modelo LoglL AIC BIC HQ
(21)(0,0) 9653.738106462414 -6.030461316539009 -6.020975525775276 -6.02706048605576
(1,2)(0,0)  9653.272303445466 -6.030170189653416 -6.020684398889685 -6.026769359170169
(22)(0,0) 9653.835203172779 -6.029897001982988 -6.01851405306651 -6.02581600540309
(20)(0,0) 9648.740046468654 -6.027962529042909 -6.020373896431925 -6.02524186465631
(0,2)(0,0) 9648.073006364806 -6.027545628978004 -6.01995699636702 -6.024824964591405
(0,1)(0,0)  9646.383472455579 -6.027114670284736 -6.021423195826498 -6.025074171994788
(1,1)(0,0)  9647.194619428562 -6.02699663714285 -6.019408004531866 -6.024275972756251
(1,0)(0,0)  9645.664692486652 -6.026665432804156 -6.020973958345918 -6.024624934514208
(0,0)(0,0) 9636.894301406278 -6.021808938378924 -6.018014622073431 -6.020448606185625

Fuente: elaboracion propia.

Como se puede identificar de una forma mas rapida en la grafica 8, de acuerdo con los resultados, el modelo

que mostré menores criterios AIC, BIC y HQ fue el ARIMA(,11).

Grafica 8 Comparacion de criterios AIC, BIC y HQ por Modelo
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Fuente: Elaboracién propia.
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3.3. Modelo Lévy-CARMA

Para realizar esta aplicacion sobre el Indice de Precios y Cotizaciones, se tomé la version adaptada por

Brouste, A., et al. (2014) en el paquete YUIMA quienes retomaron de lacus, S. M. y Mercuri, L. (2014)

En vista de que el componente X, de la ec. 27 en el modelo en los procesos CARMA no es observable, el

procedimiento para la estimacion con datos reales consta de tres etapas las cuales se pueden realizar de

forma sistematica en el paquete YUIMA.

Primero se simula la trayectoria de un proceso CARMA (2,1) conducido por un proceso varianza gama y
posteriormente se utiliza esa trayectoria para el procedimiento de estimacion. Dado que el modelo es
considerado una mezcla de normales, la estimacion de méaxima verosimilitud se logra mediante un algoritmo
Esperanza-Maximizacion EM” en el trabajo de Karlis, D. (2002) se observa el desarrollo, pero de acuerdo con
lo propuesto por lacus, S. M., y Mercuri, L. (2015) quienes se basan en el trabajo de Loregian A., et al. (2012)

para el caso de varianza gamma.

La causa de emplear dicho algoritmo es porque el problema de maximizacion de verosimilitud se vuelve mas

dificil en la presencia de datos faltantes, en este caso el componente X, en los procesos CARMA.

En contraste con la estimacion mencionada anteriormente, en un proceso CARMA Gaussiano, se puede
realizar la estimacion de maxima verosimilitud como se muestra en Brouste, A., et al. (2014), quienes ademas
realizan una estimacion adaptativa de Bayes y muestran la comparacion entre las estimaciones adaptativas

de Bayes con las estimaciones de QMLE.

Luego de estimar los pardmetros CARMA, se extraen los incrementos del proceso subyacente Lévy tipo VG
y finalmente, con los incrementos, se pueden estimar los parametros de la medida de Lévy, en el paquete

YUIMA se utiliza el enfoque de méaxima verosimilitud.

A continuacion, se muestra en la grafica 9 los rendimientos logaritmicos sobre el IPC del periodo utilizado y

su funcion de autocorrelacion.

12 F] algoritmo EM es un método para encontrar una estimacion de Mixturas Gaussianas, debido a su utilidad, es una
herramienta importante en muchos procesos de aprendizaje automético o Machine Learning por su capacidad para manejar
informacion faltante y observar variables ocultas de acuerdo con McLachlan, G. )., y Krishnan, T. (2008).
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Grafica 9 Rendimientos logaritmicos sobre el IPC y su ACF
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Fuente: elaboracion propia con RGui y paquete YUIMA.

Como ya se sabe que el mejor modelo ARMA que se ajusta a los datos del indice bursatil IPC es un ARIMA(2,1,1),
de acuerdo con lo revisado en la seccion 3.2, entonces se ajustara un modelo CARMA(2,1) a los rendimientos
logaritmicos del IPC utilizando un ruido Varianza Gama VG. y se contrastard con un ruido Gaussiano para
verificar que el mejor ajuste es cuando se consideran los procesos de Lévy, en este caso del tipo VG, a su
vez se puede demostrar que el hecho permitir incrementos asimétricos y de colas pesadas observadas en
series temporales como los precios de activos o indices bursatiles, en este caso el IPC permite obtener

aproximaciones mas realistas en el sentido de dejar de considerar el supuesto de normalidad gaussiano.

Se comienza con la estimacion del modelo CARMA Gaussiano y como se observa a continuacion, las

condiciones de estacionalidad se satisfacen para poder realizar la estimacion de los incrementos.

Empezando la estimacion gmle para carma ...

Condicion de estacionariedad se satisface...

Empezando la estimacion de los incrementos...

Ahora se estiman mediante QMLE y a continuacion se muestra el resumen de la estimacion.

Calcular en dos etapas el estimador de Cuasi Maxima Verosimilitud
Call:

gmle(yuima = Normal. CARMA, start = Normal.start, Est.Incr = "Incr")
Estimacion de coeficientes:

b1 0.1910688

b0 11.4253403

a2 28.2850248

al 62.1404339
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mu 10.5144779

-2 log L:-17723.47

Numero de incrementos: 2948

Promedio de incrementos: 0.000667
Desviacion estandar de incrementos: 0.070140

Resumen de estadisticas para los incrementos:
Min. TstQu. Median Mean 3rdQu. Max.
-1.7013946 -0.0266781 0.0032160 0.0006672 0.0320139 0.5366796

Modelo Carma(2,1): satisface las condiciones de estacionariedad.

Seguidamente, se extraen los incrementos y se puede comprobar mediante el test de normalidad de Shapiro-
Wilk si son gaussianos o no.
Test de normalidad de Shapiro-Wilk

data: as.numeric(inc)

W =0.77955, p-value < 2.2e-16

De acuerdo con las hipotesis estadisticas:

HO: La variable presenta una distribuciéon normal

HI: La variable presenta una distribuciéon no normal

La prueba de Shapiro-Wilk rechaza la hipotesis nula de normalidad para estos datos. También podemos
verificar si el modelo CARMA pudo eliminar la autocorrelacion residual al graficar la funcion de

autocorrelacion de los incrementos.

Grafica 10 Funcion de autocorrelacion de los incrementos
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Fuente: elaboracién propia con RGui y paquete YUIMA.

De acuerdo con la grafica 10, se puede pensar que hay un efecto de autocorrelacion en el rezago 1, 5, 7, 12,
13,32 y 33.

A continuacion, se realiza la alternativa del modelo CARMA conducido por un proceso de Lévy tipo VG.

Empezando la estimacion gmle para carma ...

Condicion de estacionariedad se satisface...

Empezando la estimacion de los incrementos...

Nuevamente se estima mediante QMLE y se muestra el resumen de la estimacion.
Estimacion de coeficientes:

b0 11.3327572

b1 0.1911715

a2 15.1580120

al 61.8421920
mu  10.5589391
lambda 240.7823576
alpha 22.7252920
beta -1.6252881
mu0  1.5993870

-2 log L:-17724.36

Numero de incrementos: 2948

Promedio de incrementos: 0.000297
Desviacion estandar de incrementos: 0.072118
-2 log L de incrementos: -8570.284159

Resumen de estadisticas para los incrementos:
Min. 1stQu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-1.9330528-0.0270902 0.0026186 0.0002972 0.0313899 0.5380362

Modelo Carma(2,1): satisface las condiciones de estacionariedad.
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Ahora se compara la densidad empirica de los incrementos de Lévy con las densidades tedricas gaussianas
y de varianza gama. Para realizarlo se utiliza el método empleado en lacus, S. M., y Yoshida, N. (2017), donde

se considera para cada densidad d como log (1 + d) para graficar y agregan 1 porque la mayor parte de

la estimacion de la densidad regresa a 0, lo que no afecta a la estimacion.

Grafica 11 Densidades Gaussiana y VG estimadas de los incrementos de Lévy
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Fuente: elaboracién propia con RGui y paquete YUIMA.

La grafica 11 muestra las densidades estimadas de los incrementos de Lévy. Cada densidad d se representa
como log (1 + d), anteriormente ya se ha justificado porqué y se aprecia que la linea negra es la densidad
empirica de los datos, la linea punteada roja es la distribucion gaussiana, mientras que la linea azul representa

la densidad ajustada VG y al observar la grafica se puede concluir que la VG se ajusta mejor a los datos que

la distribucion gaussiana.

Con fines comparativos, se realizaron 400 simulaciones de incrementos de Lévy para el modelo VG CARMA,
lo cual se muestra en la grafica 9 y también se hizo el calculo promedio de saltos para determinar lamda=12,
los cuales se obtuvieron dividiendo los 139 saltos entre 11.5 afos que fue el tiempo que sirvi6 de muestra,

para finalmente introducirlos a la simulacion.
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Grafica 12 Modelo VG CARMA (2,1)
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Fuente: Elaboracién propia con el paquete YUIMA en R13,

Se realizo el pronostico de 100 simulaciones con el modelo, de las cuales, por cuestiones de estética,

Gnicamente se muestran graficamente solo cinco de las cien trayectorias que se obtuvieron.

Grafica 13 Simulacion CARMA (2,1) Yo= 43011.27
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Elaboracién propia con base en los resultados obtenidos.

13 Alexandre Brouste, Masaaki Fukasawa, Hideitsu Hino, Stefano M. lacus, Kengo Kamatani, Yuta Koike, Hiroki Masuda, Ryosuke
Nomura, Teppei Ogihara, Yasutaka Shimuzu, Masayuki Uchida, Nakahiro Yoshida (2014).  The YUIMA Project: A Computational
Framework for Simulation and  Inference of Stochastic Differential Equations. Journal of  Statistical Software, 57(4), 1-51. URL
http:/lwww.jstatsoft.org/V57/i04/.
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3.4. Resultados de la estimacion

A través de los graficos de residuos del modelo se pudo corroborar el ajuste de la serie IPC diferenciada de

orden 1, tal como se muestra en la siguiente gréfica.

Grafica 14 Residuos del Modelo ARIMA(2,1,1)
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Fuente: Elaboracién propia.

Con el fin de corroborar los resultados obtenidos con R, también se utiliz6 Econometric View (EVIEWS) y
aunque incorporando mas términos AR y MA se obtuvo que el mejor modelo que se ajustaba a la serie del
IPC era un modelo ARIMA(3,1,4). Se realiz6 un pronéstico con el modelo ARIMA(2,1,1) para diez valores a futuro,

es decir 2 semanas en los mercados financieros y se obtuvo lo siguiente:

32



Grafica 15 Prondstico ARIMA(2,1,1) en Eviews
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Fuente: Elaboracién propia.
Considerando que el promedio de los precios de cierre del IPC del 01/10/2019 al 14/10/2019 fue de 42845.3511721

puntos, entonces se concluye que los valores obtenidos por el pronéstico estan sobrestimados de acuerdo

a los resultados de la tabla 3.

Tabla 3 Resultados del prondstico ARIMA(2,1,1) en Eviews

Dia Precio de cierre IPC | Estimacion del IPC Eviews
01/10/2019 42937.16 43041.16711
02/10/2019 42222.90 43051.49851
03/10/2019 42443.31 43058.69698
04/10/2019 43416.90 43065.36401
07/10/2019 42952.29 43071.92198
08/10/2019 42535.14 43078.4464
09/10/2019 42501.92 43084.95511
10/10/2019 42929.76 43091.45484
11/10/2019 43214.60 43097.94918
14/10/2019 43299.53 43104.44039

Fuente: Elaboracién propia.
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Grafica 16 Pronéstico ARIMA(2,1,1) en R
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Considerando los valores del intervalo obtenidos por el pronéstico en R vistos en la tabla 4, se puede decir

que todos los precios de cierre del IPC del 01/10/2019 al 14/10/2019 ocurrieron dentro del intervalo pronosticado.

Pero si se realiza la comparacion con el promedio del intervalo, se obtiene que los dias 4, 11y 14 de octubre

se subestimaron los puntos del IPC, mientras que los demas dias tuvieron un pronéstico sobrestimado.

Tabla 4 Resultados del prondstico ARIMA(2,1)1) en R

Prondstico del IPC

Dia CPireerféolgg Promedio Intervalo pronosticado
01/10/2019 42937.16 43034.1816 42046.44 44044.6865
02/10/2019 422229 43036.7637 | 41595.6137 | 44527.8449
03/10/2019 42443.31 43036.3334 41281.5109 44866.1997
04/10/2019 43416.9 43035.903 41037.4359 45132.144
07/10/2019 42952.29 43035.903 40833.9858 45356.102
08/10/2019 42535.14 43035.4727 40655.9307 45554.2863
09/10/2019 42501.92 43035.4727 40496.0614 457341243
10/10/2019 42929.76 43035.4727 | 40348.5202 | 45900.8998
11/10/2019 43214.6 43035.0423 | 40211.1661 46057.2285
14/10/2019 43299.53 43035.0423 40081.8944 46205.7718

Fuente: Elaboracion propia.

Realizando la comparacion de estadisticos sobre los datos obtenidos, se encuentran en la tabla 5 donde se

muestra el resumen de todos los pronésticos.
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Tabla 5 Comparacion estadistica sobre los prondsticos

Pardmetros Precio de cierre Prondstico Prondstico Prondstico

IPC ARIMA(2,1,1) Eviews ARIMA(21,1) R trayectorias CARMA
Promedio 42845.351 43074.58945 43035.55873 51815.8471
DiESelE 402.7046475 20.65203519 0.725814337 10462.87983
estandar
Sesgo -0.091810902 -0.144274651 -0.215349736 -0.086870307
Kurtosis -1.289332021 -0.994656373 0.564577259 -0.659214883

Fuente: Elaboracion propia.

3.5. Conclusiones

De acuerdo con la tabla 5, se puede observar que los momentos de sesgo y curtosis se pudieron capturar
como caracteristicas del IPC. El modelo CARMA que se model6 para el caso aplicado al mercado accionario
mexicano estd bien logrado, en vista de que nos permite aprovechar las bondades estadisticas que puede

replicar. Se logr6 mejorar el modelado de forma mas realista al considerar procesos de Lévy tipo VG.

Los resultados que arroja la investigacion son consistentes con la hipotesis inicial del trabajo, lo cual se
comprueba con la grafica 11y la tabla 5 y aunque la asimetria fue mejor capturada que la curtosis, deberian
considerarse otros procesos y modelos mas robustos que se adapten a la realidad de las series financieras,
y no realizar lo contrario, implementando tratamiento estadistico a las series para adaptarlas a modelos.
Conviene mencionar que este modelo es util ya que es capaz de replicar las propiedades estadisticas y

cumple con el principio de ergodicidad.

A pesar de que la tarea de los gestores de riesgo a veces es complicada, debemos considerar que la toma
de decisiones se haga lo més honesta al incorporar las herramientas mas adecuadas para la estimacion de

indicadores que implican tomar decisiones que afectan a muchas personas, sectores o economias.
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CAPITULO 4. Modelo COGARCH Conducido Por Procesos Levy
4.1. Introduccion

Para explicar los modelos COGARCH, se necesita recordar algunos elementos descritos en el capitulo 2 de
esta tesis, en donde se hablé sobre metodologias muy conocidas como son los modelos ARMA y ARIMA. Pero
que tienen limitaciones para modelar de forma realista a las series financieras que presentan caracteristicas
como los hechos estilizados. Algunas de las restricciones, fueron consideradas por modelos mejorados por
Robert F. Engle (1982) quien introdujo los modelos de Heteroscedasticidad condicional autorregresiva ARCH
por su acrénimo en inglés(Autoregressive Conditional Heteroscedasticity) los cuales no consideran la varianza

constante y dependen del cuadrado de las innovaciones pasadas.

Posteriormente, Bollerslev (1986) los generaliza al incluir un término autoregresivo para modelar la varianza
del proceso. Los modelos GARCH por su acronimo en inglés(Generalized Autoregressive Conditional
Heteroscedasticity) permiten la estimacion de la volatilidad y la primera ecuacion explica la evolucion del
rendimiento (variable subyacente) en funcion de rendimientos pasados y la segunda ecuacion modela la

evolucion de la varianza del rendimiento, mediante la varianza se realiza la estimacion de la volatilidad.

La expresion matematica de este modelo es:

Sea {y, } una serie de observaciones diarias, y, esta definido en funcion de los valores pasados de la variable

Ve = ﬂo + ﬂlyt—l +ﬁ2)’z—2 +...t ﬂnyt—n +U, (Ec. 30)
donde

Ut = htvt (EC 31)
v, es un conjunto de variables v, ~i.i.d .N(0,1)

h =E.(u>) lo que implica Heteroscedasticidad condicionada

Un proceso GARCH se define de la siguiente forma:

U, ~ GARCH(r,m) si

h=a,+ah_ +ah ,+.+ah_  +6u >+6u ) +.+5u._ > (Ec. 32)

272 m”t—m

Dado que la varianza condicionada responde de la misma manera a los residuos positivos que a los negativos,
se contradice el comportamiento observado en las series financieras reales y debido a esa limitacion de los

modelos GARCH, Nelson (1990) propuso un modelo GARCH continuo y derivd un modelo GARCH limitante
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(1) agregando innovaciones GARCH. Dicho modelo fue conducido por dos movimientos brownianos

diferentes e independientes, uno como proceso impulsor y el otro en la varianza.

De acuerdo con Brockwell, P. J., & Davis, R. A. (2016) “los hechos estilizados" asociados con series de tiempo

observadas sobre rendimientos financieros son los siguientes:

i.  las distribuciones marginales tienen colas gruesas,
ii.  persiste la volatilidad,
iii.  los rendimientos exhiben una gaussianidad agregada,
iv.  hay asimetria con respecto a las perturbaciones negativas y positivas y

v.  la volatilidad exhibe con frecuencia una dependencia de largo plazo.

Aunque los modelos GARCH son capaces de explicar muy bien las propiedades (i), (ii) y (iii). Incluso, son una
de las metodologias mas utilizadas en series de tiempo financieras debido a que son aplicados en datos
igualmente espaciados. Sin embargo, largos periodos de tiempo presentan dias festivos y fines de semana
que pueden afectar el comportamiento de las series, por lo que es conveniente introducir modelos con

periodos de tiempo continuos o desigualmente espaciados.

4.2. Prerrequisitos del modelo Levy-COGARCH

En los procesos GARCH y COGARCH, la idea es centrarse en una tnica fuente de ruido que afecta tanto al
rendimiento como a los procesos de volatilidad. Para la construccion del modelo COGARCH conducido por
procesos de Lévy, Klippelberg, C., Lindner, A., & Maller, R. (2004) adaptaron la idea de un proceso de ruido
nico y sugieren un nuevo modelo GARCH de tiempo continuo (COGARCH), que captura todos los hechos
estilizados como lo hace el GARCH de tiempo discreto. Como proceso de ruido es posible introducir cualquier

proceso de Lévy.

Es decir que el modelo COGARCH (1, 1) es la contraparte continua del GARCH (1, 1) que fue desarrollado en el
trabajo de Kliippelberg (2004).

Retomando el modelo GARCH (1, 1) de Bollerslev (1986) en donde se considera lo siguiente:

Y =¢0,

2 2 2 (Ec. 33)
O; :ﬁ-’-ﬂ’lY;—l-’-é‘lO—i—l iENo

Donde S, A,, d,son estrictamente positivos y para el caso de &y o, son independientes de los valores

futuros de ¢ y posiblemente aleatorios.
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Como se mencion6 anteriormente, el trabajo de Kliippelberg (2004) realiza la contraparte del modelo, en
tiempo continuo y aunque el propoésito de este apartado no es desarrollar la metodologia que ellos
implementaron, si es importante mostrar de forma general la idea sobre la que fue construido con el fin de
comprender posteriormente como se remplaza cualquier proceso de Lévy por un proceso de Lévy tipo VG
para el modelo COGARCH que se estimara en el capitulo 5.

Lo cual se hizo reemplazando el proceso de ruido de tiempo discreto {¢,, i € N} mediante los incrementos
AL, de un proceso de Lévy {L,,t>0}.

Un modelo COGARCH (1, 1), es el limite de una representacion explicita de un GARCH (1, 1), como lo refieren

lacus, S. M., Mercuri, L., & Rroji, E. (2017). En términos muy generales, primero se considera la representacion

explicita del proceso de volatilidad para el GARCH (1, 1):

i-1 -1 i—1

ol =g [ 6+re)+o [ [(6+2e)). (Ec. 34

k=0 j=k+1 j=0

Extendiendo la ecuacion (34) a tiempo continuo, entonces:

i-1 i-1 i—1
o’=p J. exp{ D log(s+4¢)) }du +o, exp{Zlog@ +Ae?) } (Ec. 35)
e

=0 J=[ul+1 j=0

Donde [u]representa el valor entero de u. Asi que con los incrementos de un proceso de Lévy se remplaza

la secuencia {&,,ie N}y se requiere introducir el siguiente proceso auxiliar {X,,7>0}.

X, =nt— ) log(1+¢#AL)

0<s<t

Para lo cual Ebe ™ =" donde W¥(c)es el exponente de Laplace.

W(c)=-nc+ jR[(l+¢x2)c ~1]v, (dx)

Donde v, (-) es la medida de Lévy del proceso L, entonces para cada u =0y ¢>u, el proceso de varianza

se puede reescribir como:

t
U,-Z = fe X, X,»I e XX gg 4 oK X")aj.
u
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El proceso {02

ot 0} satisface" la siguiente ecuacion diferencial:

do’ = Bdt + o> e d(e™).

Cuya solucion esta dada por:

o} = Bt +log 5]; afds+§ Z ol(AL)) +0;. (Ec. 36)

O<s<t

Al considerar 7=—1logd y ¢ =§ entonces se puede reescribir la ecuacion (36) como:

do? =(B-nol)dt+¢old[L,L] (Ec. 37)
Donde [L,L]fl es la parte discreta de la variacion cuadratica del proceso de Lévy definida como

[Z,L] = (AL (Ec. 38)

0<s<t

Los pasos anteriores conllevan a definir al modelo COGARCH(, 1) como la solucion G=(G,),,, para la
siguiente ecuacion diferencial estocastica.
dG, =0, d,

(Ec. 39)
do? =(f-nol)dt+¢old[L,L]

donde >0, 720, $>0, G, =0, y o, son independientes del proceso de Lévy L.

4.3. Modelo Levy-COGARCH

Para la construccion del modelo COGARCH (p, q) en Brockwell, P., Chadraa, E., & Lindner, A. (2006) plantean
que el proceso {Gt, t> O} es un modelo COGARCH (p, q) si se satisface el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales estocéasticas:

14 £l desarrollo completo de esa condicion es probado en el trabajo de Kliippelberg, C., Lindner, A., & Maller, R. (2004)
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—aGl = \/thLz
V. =ay+aY, +-+ay,
dy,, =Y, dt
dy,_,, =Y, dt
d
dY,, =(bY, —=bY, )dt+Vd[L,L]

donde {L,, t> 0} es un proceso de Lévy de variacion finita de salto puro, la cantidad {[L,L]j 2> 0} es la

parte discreta de la variacion cuadrética del proceso Lévy L.

Y por lo tanto, el modelo se define mediante el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas:

dG, =.vdL,
v, =a,+a'Y_ (Ec. 40)

dY, =AY dt+e(a,+a"Y_ )d[L,L]

donde py g son nimeros enteros tales que g > p >1. El proceso de espacio de estados Y, es un vector

con q componentes:
(Ec. 41)

El vector a € R? es definido como:

T
az[al, cees@y, AL, ...,aq]
con a,,, =--=a,=0.yla matriz A acompanante gxgq es
[0 1 .0
0 1 ...0
A=| @ @ T
0 0 ...1
_—bq —b, ,...=b, |

El vector e € R? contiene cero entradas excepto el Gltimo componente que es igual a uno, y [L,L]:l es

como en la ecuacion (38).



CAPITULO 5. Estimacién del Modelo Lévy-COGARCH
El proceso COGARCH (q, p) de Brockwell et al. (2006) se introdujo con el objetivo de permitir una gama mas

amplia de estructuras de autocorrelacion para el proceso de volatilidad que las permitidas por el modelo

COGARCH (1,1) segtn lo descrito por Brockwell, P. J. (2014).

Como se explicd en el capitulo anterior, en el trabajo de Brockwell et al. (2006) se construyé el modelo
COGARCH (p, q) utilizando la representacion en el espacio de estados de un modelo CARMA (g, p-1) para el

proceso de la varianza.

El proceso de la volatilidad esta definido por (¥ (r)) _~con pardmetros A, b, By un proceso de Lévy M por

t=0
V(t)y=p+bX(t), t=0, (Ec. 42)

donde el proceso de estado X =(X(r)) _ es la tmica solucion de la ecuacion diferencial estocéstica

t=0

dX(t) = AX(t-)dt+e V(i-)d [M’M]:d)
= AX(t-)dt +¢ (B +bX(t-))d [M’M]fd)

Con valor inicial X(0), independiente de M . Si el proceso (¥ (¢)) _, es seguramente no negativo, entonces
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G= (G(t))tzo definido por
G(0)=0, dG(t)=V(t-)dM (¢), (Ec. 43)

es un proceso COGARCH (q, p) con parametros A, b, 8y que impulsa el proceso Lévy M .

De acuerdo con Brockwell, P. J. (2014) se puede demostrar que para p = g =1 esta definicion es equivalente

a la definicion anterior del proceso COGARCH (1,1).

En el trabajo de Brockwell et al. (2006) se garantiza la existencia de una solucion estrictamente estacionaria

(V(1)),., v su positividad, y también muestran que (¥ (¢)),_, tiene la misma estructura de autocorrelacion

t=
que un proceso CARMA (p, q - 1). En condiciones adecuadas, se muestra ademas que los incrementos no

superpuestos de G no estan correlacionados, mientras que sus cuadrados no lo estan. Esto es,

Cov((G,~G,,) (G, =Gy, ) ) = b7V g > >0, (Ec. 44)

donde H, € C” es independiente de /.

4



De acuerdo con Brockwell, P. ]. (2014) al observar que la volatilidad (V) de un proceso GARCH(q, p) se puede
considerar como un proceso ARMA (p, q - 1) "self-exciting' conducido por (V,_&’,)junto con la "correccion
media” B. Lo anterior motiv la definicion del proceso de volatilidad (¥ (¢)) _, de un proceso GARCH (q, p)
de tiempo continuo como un proceso CARMA (p, q - 1) de “autoexcitacion media corregida” impulsado por
un ruido apropiado. De ahi que, en congruencia con el desarrollo de esta tesis, se puede introducir un ruido

de Lévy tipo VG. Incluso cualquier otro tipo como los mencionados en el capitulo 1.

5.1. Simulacion

Aunque Stefano M. lacus y Lorenzo Mercuri, implementaron en su trabajo dos esquemas diferentes para la

simulacion del modelo COGARCH (p, q). Mediante el primer esquema, se muestran dos casos, uno en donde

las condiciones de estacionariedad y no negatividad para el proceso de varianza ¥, no son las del proceso

original, mientras que en el segundo caso el proceso de varianza discretizada ¥, asume valores negativos

n

en tanto que el proceso verdadero es no negativo con probabilidad uno.

El primero se trata de un esquema simple de Euler-Maruyama que se basa en la discretizacion del sistema

de la (Ec. 40) sobre una cuadricula regular en [0, T] con N intervalos de longitud Af.

A continuacion, se enlistan los pasos que siguen los algoritmos:

. Generar la trayectoria del proceso Lévy subyacente L, muestreado en la cuadricula
t=i-At, i=0,1,...,N;

Il.  dadas las condiciones iniciales Y, = y,y G, = 0 se itera la siguiente ecuacion
Y, = (I +BANY,  +e(a, +a'Y, )A[LL]', (Ec. 45)

donde A[LL]j se aproxima como A[LL]j =(L,-L,,);
. vya que se tiene la trayectoria del proceso de estado Y, , el proceso de varianza y el proceso

COGARCH G, se obtienen mediante las siguientes ecuaciones:

V =a,+a'Y, (Ec. 46)

Gn = Gn—l + \/Vin(Ln - Ln—l)‘ (EC 47)
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Lo anterior se muestra en el primer caso y, por otra parte, en cuanto al segundo caso del primer esquema,

se necesita verificar que a, >0 y a, >0, para tener una solucion no negativa para el proceso de varianza

V.

Uno de los modelos en donde se cumple esto y en donde ademés la condicion de estacionariedad estricta
para el proceso COGARCH (I,]) estéd asegurada por E[L’]=1 y a,—b <0 , con ambos requisitos se
garantiza la existencia de la media incondicional estacionaria del proceso de varianza V,, es en el modelo

COGARCH (1,]) conducido por un proceso de Lévy tipo VG de Madan y Seneta (1988, 1990).

A continuacién, se muestra mediante la siguiente grafica, el efecto de la discretizacion en la simulacion de
un proceso COGARCH (1, 1) conducido por un proceso de Lévy tipo VG, de acuerdo con el primer esquema

descrito anteriormente de Euler-Maruyama.

Grafica 17 Modelo VG-COGARCH(1,1) con el esquema de Euler-Maruyama
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Fuente: Elaboracién propia con el paquete YUIMA en R15,

15 Alexandre Brouste, Masaaki Fukasawa, Hideitsu Hino, Stefano M. lacus, Kengo Kamatani, Yuta Koike, Hiroki Masuda, Ryosuke
Nomura, Teppei Ogihara, Yasutaka Shimuzu, Masayuki Uchida, Nakahiro Yoshida (2014).  The YUIMA Project: A Computational
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En trayectoria simulada en la grafica 17, se puede ver como la discretizacion afecta la simulacion, aunque el

proceso de varianza es tedricamente positivo.

Este problema puede evitarse utilizando una discretizacion diferente® de Y aplicando el Lema de It6 para
semimartingalas a la transformacién e *Y, de acuerdo con (Protter 1990), como se muestra en el trabajo de

Stefano M. lacus y Lorenzo Mercuri (2018).

Al reescribir la ecuacion con dicho procedimiento, se tiene lo siguiente:

Y, = a,e”™eA[LL] +e™ (I +eaA[LL]'Y, ,, (Ec. 48)

con A[LL]:[ =[LL]:[ —[LL]:[_1 entonces, en el sistema de la (Ec. 40) se utiliza la Ec. 48 para reemplazarse

en el esquema de Euler original.

Framework for Simulation and  Inference of Stochastic Differential Equations. Journal of  Statistical Software, 57(4), 1-51. URL
http:/lwww.jstatsoft.org/V57/i04/.

16 Lo que hacen es sustituir la definicion de Y, en el sistema de la (Ec. 40).
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Con el procedimiento anterior, se obtiene el segundo esquema de discretizacion al cual Stefano M. lacus y

Lorenzo Mercuri lo nombran como método de argumento="mixto" en el método de simulacion.

Grafica 18 Modelo VG-COGARCH(,1) con esquema Mixto
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Fuente: Elaboracién propia con el paquete YUIMA en RY7.

A diferencia de la trayectoria simulada en la grafica 17, con el esquema Mixto expuesto en la trayectoria

simulada de la grafica 18, se muestra la estabilidad del método.

17 Alexandre Brouste, Masaaki Fukasawa, Hideitsu Hino, Stefano M. lacus, Kengo Kamatani, Yuta Koike, Hiroki Masuda, Ryosuke
Nomura, Teppei Ogihara, Yasutaka Shimuzu, Masayuki Uchida, Nakahiro Yoshida (2014).  The YUIMA Project: A Computational
Framework for Simulation and  Inference of Stochastic Differential Equations. Journal of  Statistical Software, 57(4), 1-51. URL
http:/lwww.jstatsoft.org/v57/i04/.
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5.2. Comparacion GARCH(1,1) y COGARCH(1,1)

Siguiendo el ejemplo que muestran Stefano M. lacus y Lorenzo Mercuri, adaptado de Bianchi et al. (2016),
donde se verifica la relacion que existe entre los modelos GARCH(1,1) y COGARCH(1,]) en las estimaciones a

partir de datos reales.

Entonces, para estos dos modelos se consideran los datos reales del IPC hasta el 28/09/2018. Lo que se hace
es descargar los datos del IPC mediante quantmod, y se trata de ajustarlos a los rendimientos-log sin
tendencia GARCH (1) usando el paquete rugarch (Ghalanos 2015) y luego un COGARCH (1,1) usando yuima

como se muestra a continuacion.

Un hecho notable dentro del comportamiento de los rendimientos-log sobre el IPC, es que exhiben un efecto

de agrupamiento de la volatilidad (clusters de volatilidad) como se muestra en la siguiente grafica.

Grafica 19 Rendimientos-log del IPC 01/2007-09/2018
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Fuente: Elaboracién propia en R.

Una vez que se obtienen los primeros valores, después se usan los valores convertidos como punto inicial

del optimizador QMLE vy se aplica la transformada inversa de COGARCH (1,1) a GARCH (1,1).

getSymbols("*"MXX" from="2006-12-31"to ="2018-09-29")
S <- MXXSMXX Close

X <- na.omit(diff(log(S)))

mX <- mean(X)

X <-X-mX

plot(X, main="Rendimientos-Log del IPC")
require(rugarch)

spec <- ugarchspec(variance.model =
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list(model = "sGARCH", garchOrder = ¢c(1, 1)),
mean.model = list(armaOrder = ¢(0, 0), include.mean = FALSE))
fit_GARCH <- ugarchfit(data = X, spec = spec)

GARCH11_param <- coef(fit_GARCH)
GARCH11_param
omega alphat betal
1.271485e-06 8.045779e-02 9.105472e-01
Delta <-1/252
Par_GarToCog<- function(GARCH11_param, dt, names=NULL){
if(is.null(names))
names <- names(GARCH11_param)
my.omega <- GARCH11_param['omega’]
my.alpha <- GARCH11_param[‘alpha1’]
my.beta <- GARCH11_param['beta1’]
al <- my.alpha/dt
b1 <- -log(my.beta)/dt
a0 <- my.omega/(b1*dt"2)
gmleparInGARCH <- c(a0, a1, b1)
names(gmleparlnGARCH) <- ¢("a0", "a1", "b1")
return(gmleparlnGARCH) }

Par_GarToCog(GARCH11_param, Delta)

a0 al b1
0.003419234 20.275089580 23.614636638
start <- as.list(Par_GarToCog(GARCH11_param, Delta))
modelCog11 <- setCogarch(p=1, g=1, measure =
list(intensity="1", df=list("dnorm(z, 0, 1)")), measure.type="CP")
IP.data <- setData(cumsum(X), delta = Delta)
Cog11 <- setYuima(data = IP.data, model = modelCog11)
Cog11.fit <- gmle(yuima = Cog11, grideq=TRUE,
start = c(start, y1 = 0.1),
aggregation = FALSE, method = "Nelder-Mead")
COGARCH11_par <- coef(Cog11 fit)
COGARCH11_par
a0 al b1
0.003257337 21.688828306 23.135529548
Par_CogToGar<- function(COGARCH11_param, dt, names=NULL){
a0 <- COGARCH11_param[‘a0"]
al <- COGARCH11_param[‘a1"]
b1 <- COGARCH11_param['b1’]
my.omega <- a0*b1*dt"2
my.alpha <- a1*dt
my.beta <- exp(-b1*dt)
gmleparlnGARCH <- ¢(my.omega, my.alpha, my.beta)
names(gmleparlnGARCH) <- c("omega’, "alphal", "beta1")
return(gmleparlnGARCH) }
Par_CogToGar(COGARCH11_par, Delta)

omega alpha1 betal
0.0000011867 0.0860667790 0.9122806035

GARCH11_param

omega alphai betal
1.271479e-06  8.045670e-02 9.105478e-01

Con lo anterior se puede comprobar que después de la reparametrizacion, los pardmetros estimados(en

negritas) para los dos modelos tanto COGARCH (1,1) como GARCH (1,1) son muy cercanos y su diferencia es

minima.
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5.3. Estimacion

De acuerdo con la revision de la literatura descrita en capitulos anteriores, se sabe que existen diferentes

métodos para estimar los parametros del modelo COGARCH(, 1). Por ejemplo, Stefano M. lacus y Lorenzo

Mercuri muestran que es posible emplear los que se describen a continuacion:

1)

Estimacion de verosimilitud cuasimaxima® (QMLE) por sus siglas en inglés, la cual se basa en una
secuencia de aproximaciones de procesos estocasticos discretos al proceso COGARCH y cuando se
obtiene la funcion de pseudo-verosimilitud para el caso del modelo COGARCH (p, q), entonces las
estimaciones QMLE del modelo se pueden obtener como solucion del problema de optimizacion®.

Método generalizado de estimacion de momentos (GMM) por sus siglas en inglés, cuyo procedimiento
de estimacion es similar al caso CARMA (p, q) empleado en el capitulo anterior. Y una vez obtenidas
las estimaciones del vector & mediante el método GMM, es posible estimar los pardmetros en la

distribucion de Lévy utilizando los incrementos estimados.

Ambos métodos se pueden utilizar, pero como se reviso en la seccion anterior de este capitulo. Se tomé

como punto de referencia el ejemplo aplicado a los precios de acciones de Next Plc y el de datos intradia

para el indice S&P500 como se muestra en los ejemplos de los trabajos de lacus y Mercuri; para poder

adaptarlo a los datos del IPC se realiz6 lo siguiente:

1il.

Primero se considerd un conjunto de datos correspondientes a la trayectoria de los precios diarios
de cierre del IPC.

También se requirio el paquete rugarch (Ghalanos 2015) para especificar el modelo GARCH y poderlo
comparar con el COGARCH-VG mediante el paquete YUIMA.

Ya que se obtuvieron los pardmetros del modelo GARCH(1,]), se convirtieron los pardmetros a un
modelo COGARCH(1,1) con un ruido VG.

Posteriormente se utilizaron los valores convertidos del modelo continuo como punto inicial del
optimizador para la estimacion verosimilitud cuasimaxima QMLE.

Mediante la transformacion inversa se pasdé de COGARCH(1,1) a GARCH(1,]) para recuperar nuevamente

los parametros y poder compararlos.

Los resultados obtenidos se resumen en la siguiente tabla, en donde se puede observar que después de la

reparametrizacion de la metodologia aplicada, son tan aproximados que en el caso de beta 1 el valor del

parametro es el mismo.

18 |.a extension del método para el modelo COGARCH (p, g) fue propuesto en lacus et al. (2015)
19 Para ver la solucion completa del problema de optimizacion, se sugiere revisar la ecuacion (58) de lacus, S. M., Mercuri, L., y
Rroji, E. (2018).

48



Tabla 6 Comparacién de Parametros estimados

Estimacion
. reparametrizada de
Pardmetros GARCH (1,1) GARCH(11) a
COGARCH-VG(1,1)
Omega 1.271485e-06 1.271479e-06
Alfa 1 8.045779e-02 8.045670e-02
Beta 1 9.105472e-01 9.105478e-01

Fuente: Elaboracion propia.

Con lo anterior, se podria decir que se cumple el objetivo 3 de esta tesis. Es decir, que es posible mejorar
los pronosticos obtenidos por las metodologias anteriores, empleando un modelo en tiempo continuo como

el COGARCH-VG siendo més realista por sus caracteristicas ya descritas anteriormente.

CONCLUSIONES

Al inicio de este trabajo se contextualiz sobre las crisis ocurridas como consecuencia de caidas en los
mercados financieros. Pero no se habl sobre la reciente crisis econémica de 2020 causada por la repentina
propagacion mundial del coronavirus COVID-19, que sin lugar a duda afect6 a la economia mundial de
acuerdo con datos de la OCDE; atn no se han recuperado las economias del mundo, dado que han sido
afectados diversos sectores. “Pero aunque el PIB mundial ha aumentado ahora por encima de su nivel
prepandémico, la recuperacion sigue siendo desigual y los paises que salen de la crisis se enfrentan a

diferentes desafios.”(OCDE, 2021)

Aunque todavia sigue en recuperacion la economia mundial, se siguen combatiendo los efectos del
desempleo, la caida del PIB, y las presiones inflacionarias que preocupan principalmente a economias como

México y Estados Unidos.

Sigue habiendo fenémenos que son dificiles o casi imposibles de pronosticar como lo fue esta pandemia,
pero que su evidencia del impacto en los mercados financieros como el caso del indice S&P500 el cual
perdi6 un tercio de sus puntos en menos de una semana tras confirmarse el primer caso de COVID-19 en
Estados Unidos, dejo como antecedente su trayectoria a la baja en los mercados, algo similar sucedié para
el caso del IPC en México unos dias después. Que sirve como informacion atil para considerarla al realizar
pronosticos de eventos extremos y aminorar los efectos negativos al tomar decisiones tras un fenémeno

atipico.

El IPC sirve como referencia y subyacente de productos financieros, ademas de ser un indicador clave del
mercado accionario mexicano, utilizado como referencia para comparar desempenos de portafolios de
inversion, etc. Por lo que la responsabilidad de su prondstico atinado es primordial, siendo referencia para

otros productos financieros que implican decisiones de inversion. Recordemos que en el capitulo 1 se
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menciond que de acuerdo con Minsky, sobrestimar las buenas noticias implica consecuencias graves para la
economia, por lo que es importante no hacerlo. Y como en finanzas, esas noticias se observan en el
comportamiento de los precios de los activos, cuando se trata de inversiones, el comportamiento de los

precios de los activos debe ser previsto considerando toda la informacion del mercado.

Para el caso del modelo CARMA, la ergodicidad del sistema es capaz de capturar los efectos de curtosis y
asimetria que suceden dentro del mercado, por lo que el anélisis permite formarse expectativas mas realistas
sobre el comportamiento del precio de cierre del IPC y sus rendimientos futuros ante efectos asimétricos

en su volatilidad, como se pretendia en la hipotesis de este trabajo.

Emplear modelos que incorporen elementos, lo cuales nos permitan considerar caracteristicas reales de las
series financieras, es un gran avance para la investigacion aplicada en este campo de la econometria
financiera. Como en el caso del Modelo COGARCH-VG(1,1) aplicado a el IPC, en donde al ser una serie
financiera con datos espaciados irregularmente debido a los dias inoperables de la Bolsa Mexicana de Valores,
6 interrupciones en su horario de operacion del mercado, incluso fines de semana y dias festivos. Lo que

implican datos faltantes dentro del periodo de anélisis comprendido.

Se hubiese requerido emplear técnicas para omitir los datos faltantes, y aunque en el periodo analizado
fueron 10, parecen no ser muchos. Sin embargo, con los beneficios de ajustar el modelo continuo a nuestros

datos hizo posible que se realizara la estimacion de los pardmetros para poderlos comparar.

Los avances en la investigacion de la econometria financiera atin tienen muchos desafios por resolver y
deberian estar encaminados en encontrar los mejores modelos que sean capaces de considerar en sus
metodologias, elementos que permitan adaptarse a las caracteristicas reales de las series financieras. Se

entiende que muchas veces los impedimentos son requisitos técnicos o computacionales para lograrlo.

Sin embargo, el esfuerzo de muchas dreas como el caso de la computacién y programacion son un elemento
importante como punto de partida. Con investigaciones y la creacion de herramientas como paquetes dentro
de los lenguajes de programacion, o software como los empleados en el desarrollo de este trabajo, hacen
parecer las cosas un poco menos complicadas a la hora de implementar métodos econométricos robustos

como el caso de los procesos de Lévy.

Quedan muchos elementos a considerar fuera de esta investigacion como la aplicacion de procesos
estocasticos de Lévy diferentes a el caso Varianza Gama, utilizando otras fuentes de ruido para el proceso

de Lévy, incluso aplicaciones a modelos de riesgo para el caso de otras variables financieras.
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