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Glosario

Calor: Energia en transito debido a un diferencial de temperatura entre dos sistemas, el
cual siempre fluye del sistema con mas alta temperatura hacia el sistema con més baja

temperatura.

Entropia: Medida de un orden-desorden, cuando un sistema cambia de un estado de

equilibrio a otro estado de equilibrio.

Presion: Magnitud fisica que mide la fuerza por unidad de superficie, y sirve para carac-

terizar como se aplica una determinada fuerza resultante sobre una superficie.

Proceso adiabatico: Proceso en el cual el sistema (generalmente, un fluido que realiza
un trabajo) no intercambia calor con su entorno. El término adiabético hace referencia a

elementos que impiden la transferencia de calor con el entorno.

Procesos irreversibles: Ocurren espontineamente en una direccién determinada con

cambios drasticos del sistema y su entorno lo que hace imposible la reversibilidad.

Proceso isobarico: Proceso que ocurre a presién constante, en él, el calor transferido

estd relacionado con el resto de variables.

Proceso isocorico: Proceso en el cual el volumen permanece constante; dV = 0. Esto
implica que el proceso no realiza trabajo presién-volumen, ya que este se define como:
dW = —PdV, donde P es la presion (el trabajo es positivo, ya que es ejercido por el

sistema).

Proceso isotérmico: Proceso en el que tiene lugar la méxima transferencia de calor,

causando que la temperatura permanezca constante.

Proceso reversible: Es aquel en el que un sistema puede cambiar de un estado inicial
a otro final a través de numerosas etapas de modo que la transferencia de W y ) hacia y
desde el sistema sea tal que en cualquiera de las etapas sucesivas el sistema pueda retornar
hacia su etapa original. Se dice que estas etapas sucesivas estan en equilibrio permanente.
Estos cambios son ideales porque requieren de tiempo infinito, sin embargo en la naturaleza

los procesos reales ocurren a tiempos finitos.
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Propiedades extensivas: Propiedades en las que su valor depende de la masa o volumen
total del sistema (F,S,V, N).

Propiedades intensivas: Propiedades en las que su valor no depende de la masa o

volumen total del sistema (T, P, u).
Temperatura: Cantidad de calor retenida en un cuerpo.

Trabajo: El trabajo en termodindmica representa un intercambio de energia entre un
sistema y su entorno, en donde hay desplazamiento sobre la frontera del sistema y el
entorno. Dependiendo del origen fisico de las fuerzas aplicadas al sistema se distinguen

diferentes formas de trabajo realizado.

Variable de estado: Cantidad que es independiente de la trayectoria, ya que su variacién

solo depende del estado inicial y final.
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Abreviaturas

Abreviatura Palabra que en algunos casos es sustituida por una abreviatura

Energia

Energia libre de Helmholtz
Energia libre de Gibbs
Cantidad de dinero
Ntmero de particulas
Numero de bienes
Presion

Precio

Calor absorbido o cedido
Temperatura

Utilidad

Volumen

Riqueza

Valor del dinero
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Resumen

El caracter interdisciplinario que la ciencia tiene hoy en dia no es una extravagancia
sino una necesidad. Cada vez es mas frecuente que los investigadores requieran una
opinién sobre sus ideas y reflexiones de especialistas entrenados en otras disciplinas
y compartir, cuando asi se pueda, las herramientas y metodologias que utilizan entre

unos y otros.

Aparentemente, la fisica cldsica podria considerarse como una ciencia lejana a
la economia por la naturaleza determinista de la primera y el caracter aleatorio de
la segunda. Un experimento en fisica clasica siempre producira el mismo resultado
en cualquier laboratorio del mundo, es decir, el experimento se puede replicar esen-
cialmente bajo las mismas condiciones, mientras que las observaciones econémicas
no se pueden replicar ni mucho menos generar las mismas condiciones en las que
éstas se generan. Y como consecuencia de lo anterior, se podria pensar que la fisica
clasica y la economia neoclasica no tienen mucho que ver entre si. No obstante, el
intercambio de métodos, técnicas y modelos de otras disciplinas con la economia
es cada vez mayor, esto se puede comprobar con el trabajo de numerosos autores,
entrenados en muchas y muy diversas disciplinas, y sus contribuciones en revistas
cientificas especializadas en economia. Justo por estas razones estd tesis examinara
mas de cerca las relacion entre la fisica, particularmente la termodindmica, y la

teoria econdémica.

Es importante destacar que el concepto de entropia que se entiende como el
grado de desorden de un sistema fisico puede ser extendido a la nocién de entropia
economica o grado de desorden de un sistema econémico. Un hecho fundamental
es que la disipacién de energia y materia que suele asociarse a la nocién de pérdida
y evolucion hacia el desorden, se convierte, lejos del equilibrio en fuente de orden.
De esta manera un agente econémico puede tomar decisiones entrépicas que au-
mentaran el grado de desorden en el sistema econémico o decisiones anentrépicas
que disminuiran el grado de desorden. Un ejemplo muy ilustrativo es cuando la
Secretaria de Hacienda, SH, aumenta impuestos a los ingresos en un ambiente de
crisis, estaria tomando una decisién entropica, ya que los contribuyentes afectados
por esta decision tiene muy distintos perfiles y con intereses incluso contrapuestos;
por ejemplo, las empresas desearian que no hubiera un aumento de estos impuestos

y los pobres y desempleados desearian que estos aumentaran para que el gobierno
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tuviera mas y mejores programas de asistencia social, subsanando los requerimientos

financieros que tiene la SH provocada por las medidas contraciclicas.

Por lo anterior, el objetivo de la presente investigacion, es proponer analogias
entre sistemas econdmicos y termodinamicos, de tal forma que metodologias uti-
lizadas para el estudio de sistemas de esta iltima, se puedan transportar como

herramientas de andlisis a fenémenos econémicos.

En el capitulo 1 se llevé a cabo un analisis de la forma en que la termod-
indmica realiza el estudio de sistemas en equilibrio, y dado que ésta es una ciencia
fenomenoldgica también se estudia la forma en la que encuentra relaciones entre
las variables, obteniendo a partir de ellas ecuaciones fundamentales que describen
el comportamiento del objeto de estudio. Asimismo, se hace uso de las relaciones
de Maxwell, las cuales son un medio para determinar los cambios en funciéon de
variables que de acuerdo al sistema son mas faciles medir. De la termodindmica, se
puede hacer referencia a la termodindmica clasica y a la termodinamica estadistica.
La termodinamica clasica estudia los balances de materia y energia en diferentes
procesos a nivel macroscépico, ejemplo de ello, son cambios en la presion, temper-
atura, volumen, nimero de particulas, etc. La termodinamica estadistica, por su
parte, es un método macroscépico basado en el comportamiento promedio de gru-
pos de particulas, es decir, a partir de consideraciones microscopicas y utilizando
herramientas de la estadistica junto con las leyes mecanicas se obtienen propiedades
macroscopicas de la materia. Una de las variables fundamentales en los estudios
microscopicos es la existencia de la entropia, considerada una medida de orden-
desorden, y se puede interpretar en economia como una medida de la velocidad o

flujo de dinero.

Posteriormente, en el capitulo 2 se explican algunas teorias fundamentales de
la economia neoclésica, expuestas por Jevons, Walras y Menger, quienes centraron
su atenciéon en las preferencias de los consumidores y consideraban que el compor-
tamiento agregado de los individuos describe el comportamiento macroeconémico.
Dentro de sus supuestos consideraban que los consumidores son racionales, los cuales
tratan de maximizar su utilidad con la informacién disponible, Gossen menciona,
al respecto, que toda necesidad disminuye a medida que se satisface. Por su parte,
Marshall desarrollé el concepto de excedente del consumidor y propuso una medida

de la utilidad en funcién del precio.

En el capitulo 3 se construye una analogia con las variables que implican ambos

sistemas, surgiendo de ellas relaciones fundamentales para el desarrollo del modelo
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propuesto. Posteriormente, se establecen analogias de superavit, utilidad y riqueza
definidos en economia con variables termodinamicas, basandose esta propuesta en
conceptos fundamentales como: energia, entalpia, energia libre de Helmhotlz y fun-
cion de Gibbs, ademas de las ecuaciones fundamentales de Maxwell. De esta forma
se pueden obtener representaciones alternativas para describir los estados de equi-
librio. Por otra parte, haciendo uso de las capacidades calorificas en termodinamica
en el modelo termo-econémico se plantea que el cambio en la utilidad en términos
monetarios tiene un impacto sobre el bienestar. Asi mismo, se plantea el cambio
en la efectividad de la politica publica en la funciéon de la utilidad y la tenencia
de saldos reales. También se proponen ecuaciones analogas a las de Slutsky. Por
ultimo, se propone una medida de temperatura econémica en funcion del valor del

dinero, nimero de bienes y tasa de interés.



Abstract

The interdisciplinary nature that science has in this days is not an extravagance
but a necessity. Everyday is more frequent that researchers require an opinion on
their ideas and reflections from other specialists trained in many other disciplines

and sharing, when it is possible, tools and methodologies used by each other.

Apparently, classical physics could be considered a distant science from eco-
nomics by the deterministic nature of the former and the random nature of the
latter. An experiment in classical physics will always produce the same result in
any laboratory on the world, that is, the experiment can be replicated under essen-
tially the same conditions, while economic observations can not be replicated, much
less create the same conditions in which these observations are generated. And as
a consequence of the above reasons, it could be thought that classical physics and
neoclassical economics have little to do with each other. However, the exchange
of methods, techniques and models from other fields with economics is everyday
bigger. This can be seen with the research of many authors, trained in various
disciplines, and their contributions in scientific journals specialized in economics.
Just for these reasons this thesis will examine more closely the relationship between

physics, particularly thermodynamics and economic theory.

It is worthwhile to mention that the concept of entropy which is defined as the
degree of disorder of a physical system can be extended to the notion of economic
entropy or degree of disorder of an economic system. Is a fundamental fact that the
energy and mass dissipation that is used to be associated with the loss and evolution
towards order concept, is converted, far from equilibium in an order source. In this
way, an economic agent can make entropic decisions that will increase an economic
system disorder degree or non-entropic decisions that will reduce the disorder degree.
An illustrative example is when the treasury ministry increases taxes in a crisis
enviroment, then it would be taking a entropic decision, since the taxpayers affected
by this decision have very different profiles and can even have contrary nterests;
firms would like not have a tax increase and the poor an unemployed would like
to have an increase in taxes so that the government can provide more and better

assistance programs.

Becouse the above reasons, the objective of this research is to propose analogies

between economic and thermodynamic systems, so that methodologies used for the
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study of the latter systems can be transported as tools of analysis to economic

phenomena.

Chapter 1 provides an analysis of how that thermodynamics makes the study of
equilibrium systems, and since thermodynamics is a phenomenological science, we
also studied relations among variables, obtaining from them fundamental equations
that describe the behavior of the object of study. Likewise, thermodynamics makes
use of the Maxwell relations, which are the mean to determine changes in variables
that according to the system are easier to measure. From thermodynamics can be
referred to classical thermodynamics and statistical thermodynamics. The classi-
cal thermodynamics studies the material and energy balances in different processes
at a macroscopic level, an example, are changes in pressure, temperature, volume,
number of particles, etc. Statistical thermodynamics, by its side, is a macroscopic
method, based on the average behavior of groups of particles, that is, from mi-
croscopic considerations using statistical tools with mechanical laws. One of the
key variables in microscopic studies is the existence of entropy as a measure of the
order-disorder of a physical system, and it can be interpreted as a measure of flow

or the economic case a measure of the speed or cash flow.

Later, Chapter 2 explains some fundamental theories of neoclassical economics,
given by Jevons, Walras and Menger, who focused on consumer preferences and be-
lieved that the aggregate behavior of individuals describe macroeconomic behavior.
Within its assumptions they believed that consumers are rational, who try to max-
imize its utility subject to the available information, Gossen, in this regarding,
mentioned that diminishes every need increase satisfaction. For his part, Marshall
developed the concept of consumer surplus and proposed as a measure of the utility

function of price.

In Chapter 3 an analogy is constructed with the variables that involve both
systems, arising fundamental relations for development of the proposed model. Sub-
sequently, economic variables such as surplus, utility, and wealth are defined as
thermodynamic variables, this proposal is based on fundamental concepts such as
energy, enthalpy, Helmhotlz free energy, and Gibbs function, in addition to fun-
damental equations known as Maxwell relations. In this way it can be obtained
alternative representations to describe the equilibrium states. In the other side, we
will be applying heat capacities from thermodynamics in a thermo-economic model,
which suggests that the utility in monetary terms has an impact on welfare. It is

also studied the change of the effectiveness of public policy in terms of usefulness

xii



and possession of real balances. Similar equations to that proposed by Slutsky are
proposed. Finally, it is proposed an economic temperature measurement based on

the value of money, number of goods and interest rate.
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Introduccion

En las ultimas décadas, las fronteras en los estudios econémicos rebasan los enfo-
ques tradicionales de esta ciencia. Recientemente, muchos cientificos se han dado
a la tarea de investigar las relaciones entre la Fisica y la Economia. Cada uno de
ellos se ha interesado por aspectos econémicos especificos, por lo que se ha adoptado
el término ” Econofisica” el cual trata de la explicacion de los fendmenos econémi-
cos a partir de los conocimientos de la Fisica, asi como el conjunto de métodos
que se utilizan para investigarlos, asi mismo, se utiliza el término termo-Economia,
que es la explicacién de estos fendmenos a partir de los principios termodindmicos.
Basicamente la termo-Economia analiza los sistemas desagregandolos, ya que la de-
scomposicién ayuda a encontrar como se forman los costos, como se interrelacionan

los componentes y cuales son sus verdaderas eficiencias.

Algunas relaciones que se han establecido son entre la actividad financiera y el
comportamiento de las particulas, las fuerzas y las moléculas (tratados con modelos
cuanticos). Otras de ellas han incorporado teoria avanzada (Econofisica), en la
explicacién de los sistemas complejos de la banca, patrones de comportamiento,
rentabilidad por usuario, lealtad de los clientes, habitos de consumo, sensibilidad
a precios, etc. Entre las principales herramientas y teorias aplicadas son: la teoria
de juegos (evolutivos, equilibrio de Nash, equilibrios estocasticos) y la Economia

experimental (teorias de incitacién, funciones de utilidad, entre otras).

Por otra parte, se han publicado algunos libros cuyo objetivo ha sido establecer
las bases tedricas de la Econofisica, algunos de ellos son: Introduction to Econo-
physics (1999), de Mantegna, Rosario N. y Stanley, H. Eugene e; Introduccién a la
Econofisica (2003), de Ricardo Mansilla, quien es coordinador del Programa de Es-
tudios Interdisciplinarios del Centro de Investigaciones en Ciencias y Humanidades

de la Universidad Nacional Auténoma de México.

Asi mismo, revistas de talla internacional que han publicado articulos en la

materia, incluso algunas de ellas han designado un apartado especial en Econofisica.

Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, cuenta con un apartado
en Econophysics y mas de 1,000 articulos publicados en la materia, siendo 2 en 1996

ano en que se iniciaron estas publicaciones y 110 articulos en promedio desde 2003.

Physical Review E., ha publicado 172 articulos en Econofisica desde 1999.
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Brazilian Journal of Physics también ha publicado articulos en materia de

Econofisica.
Physical Review Letters, ha publicado 20 articulos en Econofisica desde 1999.

Asi mismo, también cada ano, se realiza el ” Econophysics Colloquim”, enfocan-

dose en la dinamica de los mercados financieros, llevandose a cabo desde 2005:

¢ "Econophysics Colloquim” 2010. Taipéi, Taiwan.

¢ ”Econophysics Colloquim” 2009. Erice, Italia.

¢ " Econophysics Colloquim” 2008. Kiel, Alemania.

¢ " Econophysics Colloquim and beyond” 2007. Ancora, Italia.
¢ ”Econophysics Colloquim” 2006. Tokio, Japdn.

¢ " Econophysics Colloquim” 2005. Canberra, Australia.

A continuacién se presentan lgunos programas de posgrado en México y en el ex-

tranjero que cuentan con lineas de investigacion en Econofisica:

Instituto Politécnico Nacional (IPN), Escuela Superior de Fisica y
Matemaéticas (ESFM). Maestria y Doctorado en Ciencias Fisicomateméti-
cas, linea de investigacion; Termodinamica, Fisica Estadistica y Biofisica:
Econofisica. Institucion en el que un grupo de cientificos se estan enfo-

cando en estudios econdémicos.

Universidad Autnénoma de la Ciudad de México, Posgrado en Diné-
mica no lineal y sistemas complejos, cuenta con lineas de investigacién en

Econofisica.

Universidad Nacional de Colombia, Facultad de Ciencias. Posgrado

en Fisica, entre sus materias optativas destaca: Econofisica.

Universidad Politécnica de Cataluna, Departamento de Fisica Apli-
cada. Maestria en Fisica Computacional y Aplicada, entre sus materias

optativas: Econofisica.
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Capitulo 1

Sistema Termodinamico

La Fisica es la ciencia que estudia las propiedades de la materia, los agentes natu-
rales que influyen en ella sin alterar su composicion, los fenémenos derivados de esta
influencia y las leyes por las que se rigen. De esta, se suelen distinguir dos grandes
ramas, la Fisica clasica y la Fisica moderna. La primera, abarca las disciplinas
conocidas hasta principios del siglo XX, como la mecanica, la actstica, la termod-
indmica, la electrodinamica y la éptica. La Fisica moderna, por su parte, incluye
como teorias fundamentales, la mecanica cuantica y la teoria de la relatividad, y

comprende ramas como la Fisica nuclear, la electénica y la astrofisica.

La forma en que se establecen leyes reguladoras de los fenémenos es a partir de
la experimentacion, cuya validez siempre estd expuesta al margen de error que deja
la probabilidad cientifica, un margen variable, ya que el experimento da la medida

circunstancial en que el fenémeno se produce.

Por lo anterior, la presente investigacion inicia con un estudio del sistema termo-
dindmico, a través de las ecuaciones fundamentales, las cuales fijan su atencién en
las propiedades de la materia cuando son afectadas por un cambio en las propiedades
intensivas o extensivas, es decir desde el punto de vista macroscopico. Posterior-
mente, a través de la Fisica estadistica, se establece una relacion entre la naturaleza
macroscopica y la entropia, la cual es proporcional al logaritmo del nimero to-
tal de microestados del sistema por una constante de ajuste. Este puente entre
la naturaleza macroscopica y microscopica se conoce como la funcién de particiéon

molecular.

1.1 Termodinamica

La termodinamica, nacié en el siglo XIX como una necesidad de describir el fun-

cionamiento de las maquinas de vapor y establecer limites a lo que éstas podian
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hacer. Es asi como el nombre mismo significa, potencia generada por el calor; y sus
aplicaciones iniciales fueron las maquinas térmicas. Sin embargo, los principios ob-
servados como validos para las maquinas, pronto se generalizaron en postulados, los
cuales se conocen ahora como leyes de la termodinamica y postulan que la energia
puede ser intercambiada entre sistemas en forma de calor o trabajo. Definiéndose el
calor como la transferencia de energia a través de la frontera de un sistema, debido

a la diferencia de temperatura entre el sistema y su entorno.

La termodinamica es una ciencia fenomenoldgica, es decir, una ciencia basada
en leyes generales a partir de las cuales es posible deducir relaciones entre las
propiedades y cantidades. La aplicacion de esta ciencia a cualquier problema real
comienza con el aislamiento de una region de espacio o de una porcion finita de
materia. La parte aislada (de forma imaginaria o real) sobre la cual se fija la aten-
cién se denomina sistema, y todo aquello exterior que tiene relacién directa con
el comportamiento de éste, se denomina entorno. Elegido el sistema, el paso sigu-
iente es describirlo mediante magnitudes relacionadas con su comportamiento, sus

interacciones con el entorno o ambas cosas a la vez.

Asi mismo, la termodinamica comprende el estudio de transformaciones de
energia y las relaciones entre las diferentes propiedades fisicas de las sustancias que
sufren esas transformaciones. Para hacer predicciones de las propiedades se analiza
el comportamiento a gran escala (macroscopico) de una sustancia o se promedia

estadisticamente el comportamiento de las particulas individuales que la forman.

Para poder llevar a cabo los procesos antes mencionados, se recurre a cuatro

ecuaciones fundamentales representadas en términos de:

o Energia: E=Q+W
¢ Entalpia: H=FE+ PV
¢ Funcién de Helmhotlz: F=FE-TS
¢ Funcién de Gibbs: G=H-TS

Estas ecuaciones describen estados de equilibrio a través de propiedades inten-
sivas o extensivas, dependiendo del grado de dificultad que presente el sistema para

hacer mediciones, estas leyes serdan explicadas a continuacién.
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1.1.1 Leyes de la termodinamica

La primera ley, mejor conocida como principio de conservacién de la energia, es-
tablece que si se realiza trabajo, W, sobre un sistema o bien éste intercambia calor,

@, con otro, la energia interna, ' del sistema cambiara, esto es:

AE=Q+W [1.1]

Una de las consecuencias importantes de [1.1] es que existe una cantidad conocida
como energia interna cuyo valor esta determinado por el estado del sistema. Cuando
un sistema experimenta un cambio infinitesimal en un estado en el que una pequena
cantidad de energia, dF, es transferida por el calor, d@Q, y se realiza una pequena
cantidad de trabajo, dW. Por lo tanto para procesos infinitesimales, es posible

expresar la primera ley como

dE = dQ + dW

Considere un sistema aislado, es decir, aquel que no interactia con su entorno. En
este caso, no tiene lugar transferencia de energia por calor y el trabajo realizado
sobre el sistema es cero; por lo tanto, la energia interna permanece constante. Esto
es Q = W =0, de ello se concluye que la energia interna, F, de un sistema aislado

permanece constante.

Ahora considere el caso de un sistema (no aislado de su entorno) que se lleva a
cabo a través de un proceso ciclico, es decir un proceso que se inicie y termine en
el mismo estado. En este caso, el cambio en la energia interna debe ser de nuevo
cero, ya que la energia, F, es una variable de estado, y por lo tanto, el calor, @,
agregada al sistema debe ser igual al negativo del trabajo, W, realizado sobre el
sistema durante el ciclo. En un proceso ciclico el cambio en la energia interna esta

definido por:

AE =0 Y Q=-W.

Se denomina proceso adiabético! a aquel donde se cumple que dQ = 0. En
estos procesos el cambio en la energia estara definido como trabajo, i.e. AE =W.

En el caso de un proceso que ocurre a presién constante, (proceso isobdrico), en

1 . ;
Proceso en donde no se absorbe ni cede energia en forma de calor.

3
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donde los valores de calor y trabajo son por lo general diferentes de cero, es posible

definir el trabajo realizado como:

W=-PVy—-V;)

Mientras que un proceso a volumen constante se denomina proceso isocorico, en

este, el valor del trabajo realizado es cero, porque el volumen no cambia, esto es:

AW = Q

Esta expresion especifica que si se agrega energia por medio de calor a un sistema
que se conserve a volumen constante, entonces toda la energia transferida permanece

en el sistema como aumento de su energia interna.

En el caso de un proceso que ocurre a temperatura constante, (isotérmico),
cualquier energia que entre al sistema por calor se transfiere fuera del sistema como
trabajo; de tal forma que no ocurre cambio en la energia interna. De lo anterior se

concluye que la energia, () debe ser igual al negativo del trabajo realizado, esto es
Q=-W.

La segunda ley impone restricciones para las transferencias de energia que
hipotéticamente pudieran llevarse a cabo teniendo en cuenta solo el primer principio.
Explica que los procesos termodinamicos se efectiian naturalmente en una direccion,
pero no en la opuesta. Por ejemplo, el calor fluye de un cuerpo caliente a uno mas
frio, nunca al revés. El flujo de un cuerpo frio a uno caliente no viola la primera ley,
pues se conservaria la energia; sin embargo, es un fenémeno que no se presenta en
la naturaleza. También es posible plantear la segunda ley en términos del concepto
de entropia, que es una medida de orden-desorden, lo que significa la existencia
de aleatoriedad en la posicion y energia de las particulas. Aunque existen varias
formas de enunciar la segunda ley, dos de ellas la exhiben de manera mas directa,

a saber:

Kevin-Planck: Toda transformacion ciclica cuya tnica finalidad sea
absorber calor de un cuerpo o fuente térmica a una temperatura dada y

convertirlo integramente en trabajo, es imposible.

Clausius: Toda transformacion ciclica cuya unica finalidad sea trans-
ferir una cierta cantidad de calor de un cuerpo frio a uno caliente, es

imposible.
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Por otra parte, Carnot? demostré que una maquina térmica no puede tener
un rendimiento del 100%, refiriéndose a los limites que existen al utilizar la energia
en diferentes procesos, estas restricciones se establecen de acuerdo al grado de re-
versibilidad. Para todo proceso internamente reversible de un sistema cerrado, [1.1]

puede escribirse en una base extensiva como

TdS = dE — dW 1.2]

en donde el cambio en el calor es igual al producto de la temperatura por el cambio
en la entropia en condiciones de equilibrio, d@) = TdS. Si se agrega calor, @,
durante un proceso isotérmico reversible a temperatura absoluta, 7', el cambio de
entropia, S, estda dado por:

dQ

AS =8~ 5 ==

La ecuacién anterior explica que un proceso endotérmico® implica una mayor aleato-
riedad de movimiento de las particulas, por lo tanto una mayor entropia, S. De
lo anterior se desprende que el cambio en la entropia, dS en un sistema cerrado se

debe a dos efectos:

1. La transferencia de calor, hacia o desde el sistema, medido por dQ/T. Esta
contribucién al cambio en la entropia, d.S se llama término de flujo de entropia.
2. La presencia de irreversibilidades dentro del sistema, recibe el nombre de tér-
mino de produccién de entropia, medidas por (1/7")/(Wyeal/Wrev). Esta con-
tribucion estd relacionada con el trabajo mecéanico, generado por variaciones
en presién-volumen, (P, V). Una variacién en el volumen del sistema, indica

en qué direccién serd afectada la presién y por lo tanto, la entropia?, S.

Es importante aclarar que en el segundo punto, W, denota el trabajo que rea-
liza el sistema en una situacién ideal, esto es en un proceso reversible, dWiea1 = Wiey.
Mientras que Wy ea1 denota al trabajo real que presenta el sistema. En caso de ser

un proceso irreversible, se tiene que dWyear > Wiey. Lo anterior muestra que la

2 Nicolas Léonard Sadi Carnot (1796-1832). Fisico francés, pionero en el estudio de la termod-
indmica, establecié el principio que permite determinar el maximo rendimiento de una méaquina

térmica.

Proceso en el que se absorbe energia en forma de calor, por lo tanto aumenta la temperatura,

ocasionando un aumento de entropia, por lo tanto, la dindmica molecular es creciente

4 A menor volumen, mayor presién, por lo tanto mayor entropia.

5
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presencia de irreversibilidades reducen la producciéon o aumenta el consumo de tra-
bajo, por lo que, para minimizar el trabajo necesario o maximizar la produccion es
necesario minimizar las irreversibilidades internas durante el proceso de un sistema

cerrado.

Con respecto al trabajo, dW = —PdV para una sustancia simple compresible

en condiciones de equilibrio y tomando el diferencial de la energia, E se tiene que

dE = TdS — PAV 1.3]

lo que implica que el cambio en la energia, dE estd en funcién de variables extensivas,

en condiciones de equilibrio.

La tercera ley indica que la entropia de una sustancia pura en el cero absoluto®
es cero. Por consiguiente, la tercera ley provee de un punto de referencia absoluto

para la determinacion de la entropia, denominada entropia absoluta.

La ley cero mide la concentracion de la energia y es aquella que permite conocer
si dos 0 mas sistemas estan en equilibrio; ”Si el termémetro, identificado como el
sistema C entra por separado en equilibrio térmico con los sistemas A y B e indica
la misma temperatura, entonces es posible concluir que A y B estan en equilibrio

térmico y, por lo tanto, que tienen realmente la misma temperatura”.

1.1.2. Energia y potenciales termodinamicos

Al hablar de potenciales termodinamicos se hace referencia a la energia en un sis-
tema en equilibrio, en funcién no sélo de variables extensivas como se demostré con
anterioridad, sino también de variables intensivas, relaciones determinadas por la
energia libre de Gibbs, de Helmholtz y la entalpia. Esto se debe a que en muchos
problemas pueden existir fenémenos termodindmicos para los cuales sea méas facil

medir propiedades intensivas.

Para una sustancia simple compresible, en un sistema de composicién fija, la
funcion de la energia depende de dos variables extensivas e independientes, a saber,
entropia, S y volumen, V. Sin embargo en un sistema abierto, de composicién

variable, también depende del ntimero de particulas, IV, por lo que una variacién

5 Temperatura tedrica mas baja posible, en el que el nivel de energia del sistema también es

el mas bajo, por lo que las particulas, segin la mecanica clédsica, carecen de movimiento.

6
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en el trabajo quimico de una sustancia, se provoca cuando sufre un incremento o
decremento en el niimero de particulas, N. El coeficiente de proporcionalidad, es la
energia por mol de sustancia, (potencial quimico) y se designa por p. Al sustituir

las condiciones de equilibrio en [1.1] y considerar un sistema abierto, se obtiene

dE = TdS — PAV + pdN [1.4]

en donde T'dS representa la energia térmica, es decir, energia asociada con el
movimiento aleatorio de las particulas, PdV es el trabajo mecanico y udN trabajo
quimico. El trabajo quimico también puede variar por un cambio en el potencial
quimico, p esto depende de las condiciones del sistema y de la disponibilidad de

cada particula ante los cambios.

Habiéndose determinado la dependencia de la funcién de estado, F,

E=E(S,V,N), [1.5]
se hace explicito su diferencial
OE OE OFE
E=|— — dVv — dN 1.6
2= (55 ), 35+ (7)1 ¥ (7)., o
comparando los coeficientes de (1.5) y (1.6) se tiene que
OE OE OE
T=|— P=—-|(— == 1.7
(55, (o), #=lov),

ahora se calculan las relaciones cruzadas, las cuales brindan un medio para determi-
nar el cambio en la entropia que no puede medirse directamente (véase el apéndice

B), lo que lleva a

(0PN (9T (Ow\  _ (9T . (0PN _(0u
S V,N_ OV )sn \0S V’N_ ON gy’ ON S’V_ WV )sn
[1.8]

Por su parte la Entalpia®, H, también llamada contenido de calor, expresa una

medida de la cantidad de energia absorbida o cedida por un sistema termodinamico,

6 Heike Kamerlingh Onnes, (1853-1926), fisico francés que fue el primero quien utilizé el tér-
mino de entalpia a principios del siglo XX, sin embargo el concepto tiene su origen con Emile

Clapeyron y Rudolf Calusius (1850).
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en otras palabras, la cantidad de energia que tal sistema puede intercambiar con su
entorno, ya sea por disipacion, resistencia al paso, etc. La entalpia, H, esta dada

por:

H=E+PV [1.9]

en donde el diferencial de la entalpia, H, esdH = dE+ PdV +VdP. Sustituyéndolo

en [1.4] se obtiene

dH = TdS + VAP + pdN, [1.10]

y en la forma de Euler

H=H(S,P,N)=TS+VP+uN. [1.11]

Repitiendo los pasos de [1.6] a [1.8] se obtienen las relaciones cruzadas para la

entalpia, a saber:

oT oV oV o o oT
(57)s = (55),0 (%)= GR), (55),, - (59),
[1.12]
Por su parte, la energia libre de Gibbs-Duhem”, G, definida como una funcién
de estado extensiva, con unidades de energia que da la condiciéon de equilibrio y
de espontaneidad para una reaccion a temperatura, T, y presion, P, constantes,

representa el trabajo minimo que tiene que hacerse sobre un sistema para efectuar

un proceso y se define como

G=H-TS [1.13]

Tomando el diferencial de G, y sustituyendo [1.11] en [1.13] se obtiene

dG = -SdT+VdP+ pdN o  —dG=S8dT —VdP — udN.  [1.14]

7 Josiah Willard Gibbs (1839-1903), fisico y matemdtico estadounidense que contribuyé en
forma destacada en la fundacién tedrica de la termodindmica y profundizo la teoria del calculo

vectorial; Pierre Maurice Marie Duhem(1861-1916), fisico francés, profesor de Fisica tedrica.

8
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El signo negativo indica que el cambio de la funciéon de Gibbs es el maximo trabajo
posible que se puede obtener de un sistema que experimenta un proceso a temper-
atura, T, y presion, P, constantes. Por sus signos, los cambios en la funcién de

Gibbs pueden clasificarse en:

Proceso reversible, dG|; p n =0, el sistema estd en equilibrio.
Proceso espontaneo es posible, dG|; p v <0.
Equilibrio estable, no hay proceso dG|; py > 0.

Un proceso espontaneo significa que es un cambio que se produce irreversiblemente

en una determinada direccion sin importar la velocidad con que este proceso ocurra.

Expresando la funciéon de Gibbs-Duhem en formar de Euler:

G =G(T,P,N)=—ST + PV + uN [1.15]

Se determinan nuevamente las relaciones cruzadas (Apéndice B), obteniendo:

B)-- () @)@ (DG

Considerando lo anterior y teniendo en cuenta que este estudio se basa en un sistema

en equilibrio con proceso reversible, la funciéon G = G(T, P, N) se expresa como:

0= SdT — VAP + pdN 1.17]

Por ultimo, la energfa libre de Helmholtz® o funcién de trabajo, mide la capacidad
de un sistema para efectuar trabajo ttil en un proceso isotérmico?, la cual esta

definida como

F=E-TS [1.18]

Sustituyendo [1.4] en [1.18] y considerando en un proceso reversible infinitesimal se

tiene que

dF = —SdT — PdV + udN,

8 Hermann von Helmholtz (1821-1894). Medico y fisico alemdn, se interesé por el electromag-

netismo, aunque también se interesé por temas como anatomia, psicologia.

9 Proceso a presién constante.
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en donde

dT |T’V’ N=0 por tanto, el sistema esta en equilibrio y el proceso es reversible.

Repitiendo los pasos de [1.6] a [1.8] para obtener las relaciones cruzadas de la
energia libre de Helmholtz, F' = F (T,V, N),, (véase el apéndice B), se tiene:

@) -G -()-@)
oV or )’ ON ov )’ ON oT

Es conveniente hacer notar que la energia libre de Gibbs, G, y la energia libre
de Helmholtz, F', no son equivalentes, ya que se refieren a estados de equilibrio mas
estables en condiciones diferentes. Esto implica que un sistema que se encuentre
en un estado para el cual la energia libre de Gibbs, GG, tenga su valor minimo,
no necesariamente se encuentra es su estado mas estable respecto a cambios en la

energia libre de Helmholtz, F', y viceversa.

A manera de resumen, se presentan las cuatro funciones fundamentales en la

forma de Euler las cuales ayudaran a determinar un cambio en la entropia,

a. E(S,2V,N)=TS— PV + uN ;donde

e Y N R

v
25
N——

<

z

I
32
z

ERSEESS

N— N~
N “ :
=

I
|

N
=

b. H(S,P,N)=TS+VP+ uN ; donde

|
2

> Q

c. G(T,P,N)=-ST+VP+ uN ;donde

SRS

e N~
e
2

Qv Q

d. F(T,2V,N)=—-ST — PV +uN ;donde

Q
=
o))
M~

n
=
PN N

[S—Y
=<
3=z

Las cuatro ecuaciones de la derecha al igual que [1.8], [1.12], [1.16] y [1.19],
son las relaciones de Maxwell y ayudan a determinar relaciones entre magnitudes

medibles y aquellas que no pueden medirse o lo son con mucha dificultad.

1.1.3 Cambios en los potenciales termodinamicos

Antes de establecer los cambios en los potenciales termodindmicos, es necesario

definir un nuevo concepto, la capacidad calorifica, variable mediante la cual se puede

10
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determinar los cambios de energia, F, y entalpia, H, a volumen, V, y presion, P,

constante, respectivamente.

La capacidad calorifica, indica la mayor o menor dificultad que presenta un

cuerpo para experimentar cambios de temperatura bajo el suministro de calor,

- (3), (3,

(), (3,

Las ecuaciones [1.21] y [1.22] determinan la cantidad de calor necesaria para elevar

quedando definida como

un grado la temperatura de una sustancia, a volumen constante [1.21] y a presién
constante [1.22].

1.1.3.1 Cambios en la energia interna

Desde el punto de vista operacional, sélo es posible medir los diferenciales de las
funciones termodinamicas, es decir, los valores absolutos de la energia, F, o de la
entropia, S, siempre quedaran indeterminados hasta la constante aditiva. Su valor
depende el estado de referencia adoptado, no siendo aplicable en algunos estudios
de las propiedades de la materia. Eligiendo la ecuacién de la energia F = E(T,V)

y tomando su diferencial se tiene que

OF OF
dE = (6—T)VdT+ (W)Tdv, [1.23]

sustituyendo en [1.22] en [1.23], se obtiene

OF
E=CypdT + | 5= . .
dE = Cyd —i—(av)TdV [1.24]

Ahora se elije la entropia como S = S(T,V), de tal forma que
oS oS
dS=(—=—| dT — 1.2
(57), 7+ (5, 128
sustituyendo [1.25] en dE = T'dS — PdV produce

11
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08 08
dE =T {(6—T)VdT+ (W)TdV] — PdV

[1.26]
08 08
=T | = T+ |T|=]| —-P :
(@), [ (&), )
Igualar los coeficientes d7" y dV de [1.24] y [1.26], permite concluir que
08 Cv
OE oS
— | =T|=] —-P 1.2
(@), =7 @), " b
utilizando la tercera relacién de Maxwell en [1.27b] se obtiene
dE =CydT + |T oP\  _ P|dv. [1.28]
or ),

Sustituyendo [1.28] en [1.24], se tiene que el cambio en la energia esta dado por:

oprP
dE = CydT + {T (6—T) y — P} dv.

Concluyendo, el cambio en la energia interna de un sistema compresible simple

asociado con un cambio de estado de (71,V;) a (T3, V2) se determina mediante la

integracién de la ecuacion anterior, esto es:

Ty Vo
OP

Ey — F; = /CVdT+/ T — — P|dV, [1.29]

or ),

despejando la capacidad calorifica a volumen constante, Cy de [1.28] se obtiene:
dF oP dV

Cy=——|T|— — P| —. 1.30
Voar { (6T)V ]dT [1.30)

1.1.3.2 Cambios en la entalpia

La entalpia, H, es la cantidad de energia que un sistema termodindamico puede
intercambiar con su entorno. Por ejemplo, en una reaccién quimica a presion con-
stante, el cambio de entalpia del sistema es el calor absorbido o desprendido en la

reaccion. La entalpia juega, para procesos a presion, P, constante, un analogo al de

12
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la energia a volumen, V', constante. Como los procesos a presién, P, constante son
muy comunes en quimica e ingenieria, el uso de la entalpia, H, estda muy extendido

en ambas.

La relacién general para el cambio en la entalpia, dH, se determina de la misma
manera que la energia interna. La entalpia es definida como H = H (T, P), tomando

la diferencial total, se llega a la expresién

OH OH

sustituyendo la capacidad calorifica a presién constante [1.22], en la diferencial total

de la entalpia [1.31], se tiene que

OH
- =2) ap 1.32
dH C}dT+—(ap)Td : [1.32]

ahora se usa la entropia como una funcién de la temperatura, 7', y la presion, P,
S = S(T, P). Diferenciando se llega a:

S S
= | == T — P 1.33
5= (5) a7+ (55, 3
Sustituyendo [1.33] en el diferencial de la energia dE = T'dS — PdV, la difer-

encial de la entalpia toma la forma:

08 08
H=T — T — P P
d KaT)Pd +(aP)Td ]*Vd

08 08
—7( == T T — P
(aT)Pd +{ (aP)T+V]d

igualando los coeficientes asociados a dT"y dP de [1.32] y [1.34], se observa que

9s\  Cp

),

Utilizando las relaciones de Maxwell en [1.35b], se sigue que

OH ov
(a—P)T—V‘T(a—T)P’

13
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sustituyendo en [1.32], se obtiene el cambio en la entalpia, dH, en funcién de concep-
tos medibles como la capacidad calorifica a presién constante, volumen, temperatura
y presion:

oV

dH = CpdT + {V ~T (a_T)J dP, [1.36]

el cambio en la entalpia en un sistema compresible simple asociado con un cambio
de estado de (Th, P,1) a (1%, P,2) se determina mediante la integracién de [1.36],

esto es:

T, P,
Hy, — H, :/deT+/ V-T 6—V dP, [1.37]
or /),
despejando la capacidad calorifica a presién constante, Cp de [1.36] se obtiene
dH oV dP
= — — T — —. 1.
“r=ar {V (6T)P] dT [1.38]

En realidad, sélo se necesita determinar ya sea la diferencia en la energia, Fo— F1, de
[1.29] o la diferencia de la entalpia, Ho — Hy, de [1.37], segtin cudl sea mas adecuada
para los datos disponibles. La otra puede determinarse mediante la definicién de
entalpia, H = F + PV dado que

Hy — Hy = Ey— E1 + (PVo — P V7).

1.1.3.3. Cambios en la entropia

A continuacién se desarrollaran dos relaciones generales para los cambios de entropia
de un sistema compresible simple, utilizando las relaciones desarrolladas anterior-
mente. Para obtener la primera relacién, se sustituye [1.27a] en [1.25], de donde se

obtiene que

C, S
dS = —2dT + (W)T v, 1.37]

se utilizan las relaciones de Maxwell (véase el apéndice B), para obtener el diferencial

en entropia, dS en términos de variables medibles, esto es
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C, oP
dS = —dT + (6—T) ) v, [1.39]

Sy— S = /—dT +7 (g;) av. [1.40]

\%1

La segunda relacién se obtiene al sustituir [1.35a] en [1.33], expresandose como

dS:@dT (6—‘9) dP, [1.41]
oP ) .

Nuevamente se utilizan las relaciones de Maxwell y se tiene

dS:@dT (6—V) dp, [1.41]
ar )

lo cual, después de integrar, conduce a:

Sy — Sy = /—dT+/(g—¥)PdP. [1.42)

Tanto [1.40], como [1.42] sirven para determinar el cambio en la entropia. La eleccién

adecuada dependera de lo apropiado que sean los datos a una relacién particular.

1.1.4. Capacidades calorificas ¢y y Cp

Una de las cantidades mas importantes que se utiliza para estudiar las propiedades
termodinamicas de un sistema dado, es la capacidad calorifica, definida como la
cantidad de calor necesaria para elevar un grado la temperatura de una cantidad
determinada de sustancia. Para una sustancia pura, los calores especificos dependen
del volumen especifico o la presion, asi como la temperatura. Una relaciéon general
deseable es la que implica calores especificos Cy y Cp. La ventaja de esta relacién
es clara, ya que sélo es necesario determinar un calor especifico (casi siempre Cp)
y calcular el otro mediante esta relacién y los datos de presién, volumen y temper-
atura, P —V — T, de la sustancia. El inicio de este desarrollo es la igualacién de las
dos relaciones de cambios en la entropia, dS dadas en [1.39] y [1.41] y la resolucién

para cambios en la temperatura, d7'.
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QdTJF (6_]3) dV = @dT— (6_V) dPp,
T 14 P

oT T oT
dT ov oP
7 (Cp—Cv) = (6—T)Pdp_ (6—T)Vdv’
T (0P/T), T (8V/)IT)
= . 1.4
AT = = oAV + = =2 P [1.43]

Al elegir T'=T(V, P) y diferenciando, se puede expresar como

oT aT
AT = (W)Pdv + (6—P)V dP,

igualando los coeficientes de variacién de volumen, dV, se convierte en

oT\ _ (0P/OT)y
oV), ~ Cp—Cy

oP ov
CP‘Cva(a—T)V (a—T)P

Ahora, al igualar los coeficientes de cambios en la presién, d P, se produce el mismo

resultado que para cambios en volumen, dV, esto es

(8T) F(OV/OT)

oP), = Cp—Cy
ov oP
Cp—Cy=T (_) (_) 1.44)
or ), \or /),
Una forma opcional de esta relacién con la forma ciclica (véase el apéndice C), estd
dada como
oP orT ov
el il — ) =-1 1.45
(57), (), (57), 4

(r), == (7)., v ).

Sustituyendo la forma ciclica [1.45] en [1.44], se obtiene que

ov\? /opP
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Esta relacion se expresa en términos de otras dos propiedades llamadas dilat-

acién volumétrica (o expansibilidad), 3, y compresibilidad isotérmica, «, las cuales

1 [0V oV
=v(or), o (&), o

1 /0V ov
(% : 9y —_ 1.4
« V(aP)T ’ (aP)T Ve (148

Sustituyendo en [1.46] se sigue que

se definen como

T 2
Cp—Cy = —V(f . [1.49]

Esta ecuacion recibe el nombre de relacion de Mayer. A partir de la cual se
puede concluir que:

1. « es una cantidad positiva para todas las sustancias en cualquier fase,
[ podria ser negativa pero su cuadrado es positivo,
T es, en esta relacion, absoluta: C'p > Cy .

2. La diferencia entre las capacidades calorificas C'p y C'y se aproximan a cero a
medida que la temperatura se acerca a cero.

3. Los dos calores especificos son idénticos para sustancias realmente incompresi-
bles, puesto que V' = cte. La diferencia entre los dos calores especificos es muy
pequena y suele ignorarse para sustancias que son casi incompresibles, como

liquidos y sélidos.

1.2 Termometria en termodinamica

La termometria, es la técnica usada para la medicién de la temperatura en cuerpos
o sistemas. En su desarrollo surgieron los termémetros cualitativos basados en la
altura de una columna de fluido que esta apropiadamente calibrado en una escala
de temperatura, T. La ley del gas ideal hace la determinaciéon de la temperatura
absoluta una tarea relativamente simple, pues cuando es aplicable a gases reales a
baja densidad de particulas sobre volumen, N/V, y a alta temperatura absoluta, la
ley del gas ideal, PV = NkpT, hace la termometria relativamente facil (kp es la
constante de Boltzmann). Asi, una medida de la presién, P, y densidad, N/V, da

la temperatura, 7T
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Sera dificil encontrar una analogia econdémica para el termémetro de gas ideal,
puesto que la rapidez de las particulas de un gas ideal no tiene un limite superior
ni inferior, mientras que un agente econémico tiene valores limite para su riqueza y
utilidad. Sin embargo, las sales magnéticas se comportan, para un rango limitado
de temperaturas, como si ellas tuvieran solamente un nimero finito de niveles de

energia, lo que queda como una posible linea de investigacion futura.

Comunmente la termometria envuelve lecturas de la altura de una columna
de fluido o la posicién de un indicador adherido a un rollo de alambre. Ambas
cantidades dependen de un coeficiente de expansién térmica. Otras formas de ter-
mometria, dependen de variables dependientes de la temperatura. Para la temper-

atura de un cuarto esta puede ser calibrada por un termoémetro basado en el gas

ideal.

Para bajas temperaturas es conveniente el uso de un termoémetro basado en
resistencias de carboén; su resistencia eléctrica es una medida de la temperatura. En
el rango de los milikelvins, las calibraciones son hechas con termémetros que usan

ciertas sales magnéticas.

Por otro lado, a muy altas y muy bajas temperaturas, es dificil la realizacién de
la termometria, por lo tanto se considerara el problema general, de como es posible
calibrar una medicién de una cantidad medida (por ejemplo la resistencia eléctrica),

la cual se llamara , de nuevo en una temperatura termodinamica absoluta, T'.

Hay que recalcar que T = 0 para todas las escalas de temperatura termod-
inamicas. Sin embargo, no hay una escala absoluta para la temperatura. Por
iniciar (aproximadamente) en 273 grados para el punto de congelacién del agua, o
usando la temperatura del punto triple de un material 'puro, se determinaré la
escala Kelvin de temperatura Tx. En otro planeta, la escala termodinamica de tem-
peratura debe ser diferente pero solamente por un factor de escala. Si los habitantes
de otro planeta llaman al punto de congelacion del agua 546 grados, debemos saber

que sus temperaturas son todas dos veces méas altas que la escala Kelvin.

En general, la propiedad termométrica 7 depende de la temperatura, presion
y numero de particulas, 7 = 7 (T, P, N). Para este termémetro se debe determinar
la temperatura termodinamica T, como funcién de 7, V' y N. Landau y Lifshits,
consideraron un termoémetro que midiera la cantidad 7 dependiendo solamente de

la temperatura T: 7 = 7(7T).

10" Estado en el que las tres fases del agua coexisten en equilibrio, teniendo un valor de 0.01 C.
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Considérese una cantidad medible, de nuevo el calor d@Q) = T'dS, y como varia
con un cambio en la presién a temperatura, T, y nimero de particulas, N, fijas.
Se encontrara la utilidad de emplear la siguiente relacion de Maxwell (basado en la
energia libre de Gibbs G = (T, P,N) = E — TS + PV), esto es:

(). G9).

A partir de [1.50] se puede escribir

0Q oS oV oV or
— =T — =-T( — =-T| — —
(aP)T,N (8P)T,N (aT)P,N (87)13,1\7 (aT)P,N

La cual puede ser reacomodada para obtener

1 (6T) _ (OV/07) p n = f(r,P,N) [1.51]
PN

T\ or (0Q/0P) 1

La ecuacién [1.51] dice que el cambio fraccional en la temperatura puede ser
expresado en términos de las cantidades medibles f (7, P, N) y d7. En donde, el

lado izquierdo esta a temperatura, T, y namero de particulas, N, fijos, y asi explicar
la notacién f (7, P, N).

Integrando [1.51] se tiene que:

(av/aT)P,N
(0Q/OP) 1

donde d@Q = TdS. De esta forma es posible obtener la escala de temperatura,

lnTEO:/TOTf(T,P,N)dT f(r,P,N)=— [1.52]

T, como T =T (1, P, N) en términos de cantidades medibles. De la misma forma,
usando un volumen, V, fijo y variando el nimero de particulas, IV, es posible obtener

la temperatura, T (7, V, u) via las relaciones de Maxwell, esto es:

g (1, V,p)dr, g(1,V, ) [1.53]

0 (5Q/8M)T,V’

por lo que es posible concluir que hay mas de una forma de obtener una escala de

In— =

. (ON/o7),
To /T

tempe- ratura.

Las ecuaciones [1.52] y [1.53] deben ser consistentes una con la otra. La dis-
cusién anterior sugiere que hay al menos ocho formas de realizar termometria. A

temperatura, T, fija, se medira la dependencia de la diferencial respecto al calor,
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d@, en términos de cambios en el volumen, dV, o de cambios en la presién, dP.
Mientras que, de fijar el nimero de particulas, N o u, se medira la dependencia de
la diferencial en el calor, d@) en términos de la que quede libre, esto es du o AN Dos

pares de estas ocho medidas llevan a 7 como una funcién de lagunas variables fijas.

1.3 Termodinamica estadistica

12

1M Clausius'?,

En la dltima mitad del siglo XIX, gracias al trabajo de Maxwel
Boltzmann!? y otros investigadores, se desarroll6 la funcién de entropia en términos
de parametros microscépicos para un sistema macroscopico, todo ello basado en el
uso de la mecanica cudntica y de diversas técnicas de andlisis estadistico. A este

enfoque microscépico de la termodinamica se le llama termodindmica estadistica.

La utilidad de la termodinamica estadistica consiste en ligar el comportamien-
to microscopico de los sistemas con su comportamiento macroscépico, de modo
que, conociendo el comportamiento de uno se pueden averiguar detalles del com-

portamiento del otro.

Asi mismo, por medio de la Fisica estadistica es posible deducir las leyes termo-
dindmicas que rigen el comportamiento macroscopico de un gas, ya que depende
de tan sélo unas pocas variables macroscépicas (como la presion, el volumen y la
temperatura). Este enfoque particular para estudiar el comportamiento de los gases

se llama teoria cinética de los gases.

11 James Clark Maxwell (1831-1879). Fisico escocés, desarroll6 la teorfa electromagnética
clasica. Las ecuaciones de Maxwell demostraron que la electricidad, el magnetismo y hasta la
luz son manifestaciones del mismo fenémeno: el campo electromagnético. Desde ese momento,
todas las leyes y ecuaciones clasicas de estas disciplinas se convirtieron en casos simplificados de
las ecuaciones de Maxwell. Fue una de las mentes matematicas mas claras de su tiempo, y muchos

fisicos lo consideran el cientifico del siglo XIX que mas influencia tuvo sobre la Fisica del siglo XX.

12" Rudolf Julius Emmanuel Clausius (1822-1888). Fisico alemdn que participé en la elaboracién
de la segunda ley de la termodindmica (1850), afio en el que definié el concepto de entalpfa.

También dio el nombre de entropia y desarrollé el concepto en 1850.

13 Ludwig Edward Boltzmann (1884-1906). Fisico austriaco, pionero de la Mecédnica Estadistica

y autor de la llamada constante de Boltzmann, concepto fundamental en termodinamica.
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Para predecir el comportamiento de un gas, la mecanica exigiria calcular la
trayectoria exacta de cada una de las particulas que lo componen. La termod-
inamica, hace algo radicalmente opuesto, establece unos principios cualitativamente
diferentes a los mecanicos para estudiar una serie de propiedades macroscépicas sin
preguntarse en absoluto por la naturaleza real de la materia de estudio. La mecanica
estadistica media entre ambas aproximaciones: ignora los comportamientos indi-
viduales de las particulas, preocupandose en vez de ello por promedios. De esta se
pueden calcular las propiedades termodinamicas de un gas a partir del conocimiento

genérico de las moléculas que lo componen aplicando, leyes mecanicas.

Asi mismo, se ha usado la Fisica estadistica para deducir la distribucién de
la riqueza, asi la distribucion de Pareto para las rentas altas, puede ser deducida
mediante la Mecanica Estadistica suponiendo un estado de equilibrio estacionario

para las mismas (Econofisica).

1.4 Relacidon estadistica-termodinamica

Boltzmann parte de la idea fundamental de abandonar por completo la dinamica
individual de cada molécula y concentrarse solo en la dinamica de ciimulos o grupos
de moléculas. Para ello fija la atencion en la dindmica instantdnea del sistema a
un tiempo arbitrario, y se congela en ese momento a las moléculas en el punto que
ocupan en el espacio. El espacio es subdividido en pequenas celdas a las cuales se
les asigna arbitrariamente una energia ¢;, bajo la hipdtesis de que las moléculas son

distinguibles entre si, se numeran arbitrariamente desde 1 hasta n.

El resultado de esta operacion es que a un tiempo t en cada celda habra
una cierta poblacién de moléculas, n; cuya identidad es conocida (a través de sus
numeros). Esta descripcién del sistema, que es la més detallada a que se puede
aspirar, se llamard microestado. FEn el microestado, no sélo se conoce cuantas
moléculas (o puntos) estan en la celda €; sino ademads cuales de ellas estan en dicha
celda. Claramente, cuales moléculas determinan la poblacién de las diferentes cel-
das en un instante dado depende tinicamente de las condiciones iniciales que son las
que determinan la unicidad de las trayectorias. En otras palabras, si solo se conocen
los tres atributos macroscépicos (energia, volumen y ntimero de particulas, i.e. FE,
V' y N) habra una infinidad de microestados al tiempo ¢ que sean consistentes con

esta informacion.
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Suponga que en un instante dado, existen:
ny1 moléculas (o puntos) en la celda &;
ng moléculas (o puntos) en la celda e
ng moléculas (o puntos) en la celda e3

.etc.

El niimero total de microestados que corresponde a esta distribucién (n1, no, ..., n;)
se denotara por Wy, .} y se llamard un microestado. Es decir, el nimero de formas
es que se puede distribuir el microsistema, esta dada por las combinaciones de los

microestados, esto es:

N!
Hjnj!

Win;y = [1.54]

donde Wy, 1 es el nimero total de microestados que se pueden obtener de la dis-
tribucién (n1,n2,...,n4,...), y N el nimero total de moléculas o puntos en el

sistema.

Figura 1. Espacio ft subdividido en celdas de tamafio arbitrario en energia F;.

Es necesario aclarar que hay muchisimas distribuciones concebibles, tantas
como condiciones iniciales factibles, su niimero total se denotara como 2 (N, E, V),
y se obtiene sumando el nimero de microestados, Wy, 1, para todas esas distribu-

ciones.

El gran mérito de Boltzmann fue reconocer que todas esas distribuciones de

puntos en celdas, las inicas relevantes son aquellas consistentes con la informacion
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disponible al observador. En otras palabras, solo son relevantes aquellas distribu-
ciones que obedecen a la condicién de niimero de particulas, N, y energia, F, fijas.

Todo lo cual puede resumirse en las siguientes restricciones:
n1+n2+---+nj+---:Zm‘:N, [1.55a]

g1ny +&xng + - +gjny + - :Zm&‘ = E. [1.550]

Por consiguiente 2 (N, E, V) representa el nimero total de microestados consis-
tentes con la informacién que especifica al sistema macroscopico, tinica controlable

por el observador. Por tanto, el nimero total de microestados debe de cumplir con

N!
Hjnj!

Q(Nvav):Z/W{nz}: !
{n;} {ni}

[1.56]

donde ¥’ es la suma sobre todas aquellas distribuciones consistentes con [1.55a].
Notese que es a través de ellas que aparece la dependencia del ntmero total de
microestados, €2, con la energia, FE, y el nimero de particulas, N. Por otro lado,
la dependencia con el volumen, V', puede considerarse una dependencia geométrica

que aparece a través de los valores de la energia dentro de cada celda, ¢;

La ecuacién [1.56] conlleva a una hipdtesis muy profunda. En efecto, al cal-
cular el numero total de microestados, Wy, }, se estd suponiendo que todos los
que aparecen en dicha ecuacién son igualmente probables, de lo contrario, habria
que multiplicar el factor numérico asociado a cada uno de ellos por una probabili-
dad Py, ;. La pregunta seria entonces, Qué valor se le asigna a esta probabilidad,
Py, ;3. Es justo en este punto donde se introducen los elementos de la estadistica
matematica, pues en ausencia de informacién que permitiese discernir entre la fre-
cuencia relativa de estos microestados, se supondra que todos ellos son igualmente
probables, lo cual conduce al ”Postulado fundamental de equiprobabilidad a priori”,

a saber:

”Dado un sistema aislado en equilibrio, el sistema tiene la misma probabilidad

de estar en cualquiera de los microestados accesibles.”

Este postulado afirma que un sistema en equilibrio no tiene ninguna preferencia
por ninguno de los microestados disponibles para ese equilibrio. Si €2 es el niimero

de microestados disponibles para una cierta energia, entonces la probabilidad de
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encontrar el sistema en uno cualquiera de esos microestados estd dada por: Py} =
1/9Q.

El postulado anterior, es necesario para poder afirmar que dado un sistema en
equilibrio, el estado termodindmico (macroestado) que estd asociado a un mayor

nimero de microestados es el macroestado mas probable del sistema.

En resumen para cada instante t posterior al instante inicial de observacion
t = 0 habra un ntmero de microestados disponibles, {2, que se determina a través
de la ecuacién [1.56]. Sin embargo, se supondrd que el sistema se encuentra en
equilibrio, esto es, sus propiedades macroscopicas no varian con el tiempo, por lo
que alguna propiedad adicional deberd tener las cantidades totales de microestados,
Win,1, para mantener el equilibrio del microestado. En efecto, puesto que estas son
una medida de la frecuencia con que aparecen diferentes poblaciones, se supone
que, en equilibrio, va a existir una poblacién o distribucién (nq,n2,...,n;,...) que
tendra una frecuencia abrumadoramente mayor que cualquier otra posible y que,
por lo tanto, dicha distribucion es la tnica que va a contribuir efectivamente al
valor del nimero de microestados disponibles, 2. Matematicamente esto equivale
a preguntarse si para un nimero muy grande de particulas, NV, existe un término

maximo que sea el dominante de la ecuacién [1.56], esto es:

N!
- Hjnj!

t (n) 1.57]

El problema es entonces calcular que valores de n; (el nimero de particulas por
celdilla) hacen a t(n) un maximo. Para pequenas variaciones, on; a los nimeros de

particulas por celdilla, n; pareceria que

ot(n) =) (66;)# on; =0, [1.58]

7

conduce a la soluciéon donde el nimero de microestados no cambia ante movimientos
en el nimero de celdillas, (0t/0n;),,; = 0. Pero este no es el caso pues hay dos
condiciones restrictivas especificas dadas por [1.55a, b]. En efecto [1.58] esta sujeta

a que

Y on; =6N =0 [1.59q]
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Y eibn; =6E =0 [1.59b]

esto es, no todas los nimeros de particulas por celdilla, n; son independientes.

Por lo tanto, si se tienen restricciones de la suma, se puede escoger un parametro
de tal forma que la variacion resulte por conveniencia en variaciones independientes,

y con ello se pueda encontrar la distribucién més probable.

Para resolver el problema, se construye un lagrangeano para [1.58], con las fun-
ciones de restriccién [1.59a] y [1.59b], con pardmetros a y [ respectivamente, siendo
estos diferentes de los utilizados en las capacidades calorificas e independientes a

cualquier otra definicion desarrollada anteriormente, lo que conduce a la expresion:

ot ot ot

ot (TL) =|=—+4a+Pe |dni+| =— +a+ P2 ) dno+-- -+ =— +(l/+ﬁ€j 5TLj
on ona on;

[1.60]

Dado que se estd en un 6ptimo, dt (n) = 0. Por lo que el miembro derecho debe
anularse para un cambio, dn;, arbitrario. Sin embargo, [1.59a] y [1.59b] pueden

considerarse como dos ecuaciones que dan dni y dns en términos de dng, dng,, etc.

Asi se escoge oy [ tales que

ot
4+ a+fe =0,
8%1
ot
—— fa+ feg =0,
6%2

entonces el cambio en el nimero efectivo de estados, dt = 0, en [1.60] sélo contiene
el tercer término en adelante y , ,, etc. son variaciones independientes luego todos

los coeficientes de dngs, dng,, etc., pueden hacerse cero, esto es

ot
+a+ﬁ5i:0 7::3’,,,
8%1'
que junto con las dos ecuaciones anteriores, permite concluir que
ot
+a+ fe; =0, 1=1,... [1.61]
8%1'

lo que constituye la solucién del problema.

En este caso, los parametros, o y (3, son constantes desconocidas que se de-

terminan al requerir que el niimero de particulas por celdilla, n;, satisfagan a la
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ecuacioén [1.61], obedeciendo las dos condiciones de restriccion especificadas por las
ecuaciones [1.55a, b]. A este resultado se le aplica a la expresién explicita para el
numero efectivo de microestados, t(n) en [1.57] o mejor, por facilidad, su logaritmo

(una transformacién monoténica), para obtener
Int(n) =InN!— Zlnnj!
J

De acuerdo con la aproximacién de Stirling!* (véase el apéndice C) y suponiendo

que el nimero de particulas en cada celdilla, es grande (mayor a 10), se sigue que

Int(n) = NlnN—N—Z(nj Inn; —nj)
J
=NInN — an Inn;.

J

Derivando con respecto del niimero de particulas en cada celdilla, n; el 6ptimo toma

la forma

dInt(n) d d

7

si ¢ # j entonces, por independencia, dIn (t)/dn; = 0, pero si i = j entonces

dlnt(n) n‘dlnni +lnn-%
dni N ’ dTLZ Zdni ’

1

= - (m— +1Hi) )
n;

= —Inn; —1

Sustituyendo en [1.61], se sigue que
Inn; =a+ P +1 [1.62]

donde « absorbe a 1, ya que ambas son constantes, por lo tanto

Inn; =a+ G 1=1,2,..

14 James Stirling (1692-1770). Matemadtico escocés. La férmula de Stirling permite calcular el

valor aproximado de N! cuando N es muy grande, mediante la expresion: in N!~NIin N—N.
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donde n} representa el nimero de particulas por celdilla buscado (6ptimo), esto es,
{n;} es la distribucién que hace a t(n) un extremal. Llamando A = e®, el valor

Optimo se convierte en

nt = e“e’,

e [1.63]

que es la llamada distribucién de Maxwell-Boltzmann'®. En donde A es una con-
stante y 7% depende de la energfa. Con esta distribucién, el nimero de particulas

por celdilla, n} estd en el maximo, por lo tanto, en equilibrio.

Claramente los valores del nimero 6ptimo de particulas, n; estan sujetos a

obedecer dos restricciones, a saber:

E TL?SZ‘:E
%

Con respecto a este resultado, se ha visto que intentar describir al sistema a través
de sus microestados, cuales y cuantas moléculas pueden tener una energia deter-
minada es inutil. Mas atin al no poder distinguir entre un microestado y otro, se
ha introducido lo que Bernoulli ' llamé el principio de la razén insuficiente. Este

principio es el postulado fundamental de la mecanica estadistica, a saber.

Postulado 1. ”Todos los microestados distinguibles de un sistema caracterizado por

su energia , volumen y nimero de particulas son igualmente probables.”

En seguida se hizo la pregunta acerca del niimero de microestados que corre-

sponden a una cierta distribucién de moléculas en celdas sin importar cuales, pues

15 Distribucién de un conjunto de particulas en funcién de los posibles valores de la energia.
Esta distribucién se ha aplicado especialmente a la teoria cinética de gases, y otros sistemas
fisicos, ademaés en Econofisica para predecir la distribucién de la renta. En realidad la Distribucién
Maxwell-Boltzmann es aplicable a cualquier sistema formado por N ”particulas” o ” individuos”
que intercambian estacionariamente entre si una cierta magnitud m y cada uno de ellos tiene una

cantidad m; de la magnitud m a lo largo del tiempo se cumple que M=mj+mo+...+my.

16 Jakob Bernoulli (1654-1705). Matematico y cientifico suizo, el cual fue el primero en resolver

ecuaciones diferenciales separables y pionero en la teoria de la probabilidad
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todas son igualmente probables. Esto genera un macroestado que se distinguira
por Wi,y ¥ que contiene tantos microestados como lo indica [1.54]. Como para
cada posible distribucién hay un macroestado, se calcula finalmente el ntimero total
de macroestados, cuyo niimero ya no es general. En efecto, aqui se imponen las

condiciones [1.55a, b].

Este es un paso general: de todas las posibles constantes del movimiento
de Boltzmann, se intuye que las tinicas relevantes para poder hacer predicciones
macroscépicas sobre propiedades del sistema son la conservacion de la masa (mN =
const) y la energia, F. El resto de la informacién microscépica resulta totalmente

innecesaria para tales fines. Asi pues, el macroestado accesibles al sistema esta dado
por Q(E,V,N).

Si finalmente, se asocia el concepto de equilibrio, donde las observables del
sistema no varian con el tiempo, la existencia de una entre todas las posibles dis-
tribuciones o macroestados que es abrumadoramente mayor que el resto, la cual

estd dada por el término que hace un extremal a t(n).

De acuerdo con [1.56], se obtiene

N

E=————
max HZTL;”

Q(B,V,N) =t(n) [1.64]

donde el nimero éptimo de particulas, n; esta dado por [1.63] y [1.55a, b].

La cuestién que surge ahora es como relacionar [1.64] con las propiedades ob-
servables del sistema. Para ello se introduce el segundo postulado de la mecanica
estadistica cuyas bases emanan de la segunda ley de la termodinamica y los postu-

lados basicos de la teoria de las probabilidades.

En efecto, por una parte se sabe que para todo sistema aislado, la entropia
S =S (Er,V,N) es una funcién de la energia interna, Ey, el volumen, V', y cualquier
otra variable extensiva asociada con una restriccion que caracteriza al sistema. Mas
aun, se sabe que para todo proceso que ocurra en el sistema aislado y cerrado
(N = const), la entropia nunca disminuye y por consiguiente el estado de equilib-
rio es aquel para el cual la entropia, S, tiene un maximo consistente con dichas

restricciones.

Por otra parte, se ha visto que el equilibrio de los macroestados posibles,
Q(E,V,N) contiene un mayor nimero de microestados del sistema compatibles

con las mismas restricciones. Si se identifica la energia interna, Ej, con la energia,

28



Capitulo 1. Sistema termodindmico

FE, lo cual es inmediato pues la tnica forma de energia en el sistema aislado es su
energia mecdanica, de donde se ve que tanto el niimero de macroestados posibles, €2,
y la entropia, S, son ambos maximos en el equilibrio y por lo tanto se antoja pensar

que estan relacionados entre si. De aqui surge:

Postulado 2. ”Para un sistema aislado y cerrado que se encuentre en un estado de
equilibrio termodinamico, la entropia es una funcion de los macroestados posibles”,

esto es:

S = f(Q) [1.65]

La forma de f no es dificil de adivinar. Si se tienen dos sistemas aislados e inde-
pendientes cuyas entropias son S; y S2 y sus correspondientes macroestados mas
probables son €21 y €25 que se unen para formar un solo sistema aislado, es evidente

que

S =51+ 5s,
Q=07+ Q.

la segunda ecuacion siendo consecuencia de la naturaleza multiplicativa de la prob-
abilidad. Entonces de acuerdo con [1.65] y estas dos condiciones de f se debe

satisfacer la propiedad

f(Q1022) = f (1) + f(Q2). [1.66]

Derivando respecto del primer microestado, 21, se tiene que

af _ df

240 A9,

multiplicando por £2; ambos miembros, se sigue que

df _ _df
dln©Q  dlnQ;’

y si ahora se deriva respecto a {2 se obtiene
A
dQy \dInQ /) 7
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df ;
= cons
dlnQ ’
al integrarse nuevamente toma la forma
f=kInQ+ Q,

donde k y ¢ son constantes de integracién. La condicién [1.54] implica de inmediato

que Qo =0 y por lo tanto que'”

S(E,V,N) =kInQ, [1.67]

donde k'® es llamada constante de Boltzmann. En el término de la izquierda se
tiene la entropia definida en funcién de sus variables naturales, lo que da una in-
formacion termo- dinamica completa del sistema. A la derecha se observan las con-
figuraciones microscopicas que definen la entropia mediante esta formula. Ademsés,
[1.67] constituye el resultado més grandioso de la mecanica estadistica para sistemas
en equilibrio. La entropia de un sistema aislado y cerrado en equilibrio es propor-
cional al logaritmo del niimero total de microestados del sistema que corresponden
a una distribucién o macroestado que prevalece abrumadoramente sobre cualquier

otra posible.

Esta relacién, fue deducida por Boltzmann en 1872 y esta grabada en su tumba
en el panteén municipal de su ciudad natal, Viena. Los resultados inmediatos a lo

que conduce son obtenidos de [1.64] y [1.67], es decir

N!
S(E,V,N)=klnt(n)_ . =kln——,
max HZTL;”

=k(NInN —-N)—k Zn;‘lnn;‘—n;‘ ,

=k NlnN—Zn;‘lnn;‘ ,

17 Funcién macroscépica de la colectividad Microcanénica. Boltzmann expreso por vez primera

la conexién logaritmica entre la entropia y la probabilidad.

18 Constante termodindmica obtenida experimentalmente que relaciona temperatura absoluta

y energfa, determindndose su valor como k~21.3806504x10~23J/K.
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donde se ha hecho uso de la aproximacién de Stirling. Sustituyendo [1.62] en la

ecuacion anterior se tiene que

S(E,V,N)=k <N1nN—an (a-i—ﬁei)). [1.68]

El pardmetro a se obtiene de [1.55a]. En donde

an = Zeo‘eﬁsi = N,
i i

luego

-1
e*=N <Zeﬁ€i> ,

y por consiguiente,

S(E,V,N)=k | NInN=> nf |InN—In) e’ 45z | |,
i J [1.69]
= NkIn) e’ — kBE,
J
donde se ha usado repetitivamente las restricciones dadas por [1.55a, b]. Puesto

que se ha identificado la energia, E, con la energia interna, E;, se tiene finalmente

S(E1,V,N) +kBE; = NkIn ) _ e’ [1.70].
J

Derivando con respecto a Ej, se obtiene

oS 6ﬁ ) Ej{fjeﬁsj ( 6ﬁ )
— =—kB—kEr | =—=— + kN . 1.71
(aEI)V,N Y ! (6EI V,N Yjelsi \OEr V,N 7]

Si se introduce el valor del nimero de particulas 6ptimo, n} dado en [1.63] en la
restriccién [1.55b] y se hace uso del valor para la constante, A = e“, obtenido

anteriormente, se obtiene que la energia esta dada por,

. oBE;
dje;er

E=N
Zjeﬁsj

[1.72]

31



Capitulo 1. Sistema termodindmico

La ecuacién [1.72] es el promedio aritmético de cada celdilla, €5, luego, la energia
total del sistema estd dada por la energia interna, (E) = E' = Er, pues no hay otra
energia y estd es constante. Asi, los dos ultimos términos de [1.71] se cancelan y

por lo tanto

oS 1
(387) == 7 -

la 1ltima igualdad sigue siendo una consecuencia directa de las leyes de la ter-
mostatica. El resultado obtenido en [1.73], indica que
1
= —— 1.74

que sustituida en [1.70] conduce a la expresién

S(E1,V,N)+kBE; = NkIn» e,

J

1
_ — Be;
S(Er,V,N) kkTEI—Nkln E el

J

1 ,
S(EnV.N) = mEr = Nk:aneﬁsﬂ,
J
TS — F = Nk:Taneﬁsj.

J

Recordando que la energia libre del Helmholtz, F', se define como F' = E — TS se
llega a

F=-NkTln) e </* o  F=-NkTln) . [1.75]

j j
Siendo la primera ecuaciéon conocida como la funcién macroscépica de la Colectivi-
dad Canoénica. [1.75] conjuntamente con [1.70], que expresa a la entropia, S, como
una funcién de la energia, volumen y ntimero de particulas, (E,V, N), constituyen
el resultado deseado, esto es, el puente mediante el cual se puede establecer una
relacién entre la naturaleza microscopica y la macroscépica de un sistema termod-

inamico. La esencia en este puente lo constituye la expresion

Z(T, V)= el [1.76]
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que se conoce como la funciéon de particion molecular y que depende del volumen a

través de los valores de las celdillas, ¢;.

Una forma intuitiva de ver esta dependencia es imaginando que se varia el
volumen del sistema manteniendo la energia y el ntimero de particulas constante.
En este caso, el espacio de configuracién accesible a las moléculas cambiard, lo cual
se traduciria en una variacién en los valores, atin arbitrarios, asignados a las celdas

en el espacio pu.

Lo que es completamente cierto es que para calcular la funcién de particion
molecular, Z(T,V'), se necesita especificar los valores de las energias asignadas a

cada celda.

Reescribiendo [1.75], conduce a

F=-NkThZ,

la funcién de particion molecular, Z es una magnitud que retine las propiedades es-
tadisticas de un sistema en equilibrio termodinamico. La energia libre de Helmholtz,
representada en [1.77], representa la energia del ensemble, es decir un conjunto de

macroestados. En el caso de un solo macroestado, se divide entre N, obteniendo

F=-kThzZ [1.77]

A forma de conclusion, se puede decir que la formulacion moderna de la termo-
dindmica estadistica, se basa en la descripcién de sistemas fisicos por un elenco de
conjuntos o colectividad que representa la totalidad de configuraciones posibles y

las probabilidades de realizacién de cada una de las configuraciones.

A cada colectividad se le asocia una funcién de particién que, por manipula-
ciones matematicas permite extraer los valores termodindmicos del sistema. Segun
la relacion del sistema con el resto del universo, se distinguen generalmente tres
tipos de colectividades, en orden creciente de complejidad, de las cuales sélo se

desarrollaron dos en esta investigacién. Los tres tipos de colectividades son:

Colectividad microcanénica: Describe un sistema completamente aislado, por
tanto con energia constante, no intercambia energia ni particulas con el resto del

universo.

Colectividad canoénica: Describe un sistema en equilibrio térmico, con un foco
térmico exterior. Solo puede intercambiar energia en forma de transferencia de calor

con el exterior.
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Colectividad gran-candnica: Reemplaza la colectividad canodnica para sistemas

abiertos que permiten el intercambio de particulas con el exterior.

TABLA 1.
RESUMEN DE COLECTIVIDADES EN FISICA ESTADISTICA

Colectividades
Microcandnica Canénica Gran Candnica
Variables fijas E, N, VoB T, N,VoB E nVoB
Funcién Ntmero de Fn de particién Fn de particién
microscépica microestados candnica Gran-canénica
0 Z=> ¢ E=5 e—(ei—uN;)/kT
J J
Funcién S =kplnQ) F=—-kKI'Inz F-G=-PV
macroscopica =—kTlh=

Garcfa, Leopoldo y Colin Scherer, 1995, Termodindmica Estadistica, México, UAM.
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Sistema economico

La Economia es la ciencia social que estudia la forma en que las sociedades asignan
sus recursos a la produccién de los bienes y servicios que van a satisfacer sus necesi-
dades infinitas. El estudio de la Economia puede dividirse en dos grandes campos:
La Macroeconomia y la Microeconomia; en donde inicialmente se pretendia guardar
cierto paralelismo a la distinciéon fisica entre el nivel macroscépico y microscopico

de estudio.

El nivel macro estudia las propiedades emergentes asociadas a miles o millones
de componentes auténomos en interaccion, con respecto a la Economia, la Macroe-
conomia, es el estudio del funcionamiento de la Economia en su conjunto, tomando
entre otras variables: el producto total de bienes y servicios de la economia o Pro-
ducto Nacional Bruto, el precio medio de los bienes y servicios, asi como los factores
que lo determinan, inflacién, desempleo, crecimiento, oferta monetaria y de bienes y
servicios, etc.; en el caso de la Fisica, la termodinamica ayuda a estudiar los cambios
en el sistema ante un cambio en las variables que lo definen: la presién, volumen,

temperatura, entropia, etc.

Por la parte Microeconémica, se trata de describir el comportamiento de los
componentes auténomos bajo las acciones a las que estaban sometidos, siendo por
parte de la Economia, la Microeconomia, la cual estd enfocada a la conducta de
los agentes econdmicos individuales, principalmente de las economias domésticas,

empresas, mercados e industrias especificas.

Su centro de atencién son los precios y las cantidades producidas de bienes y
servicios especificos a la manera en que los mercados determinan conjuntamente
la distribucién de los recursos escasos entre los millones de usos posibles. Con re-
specto a la Fisica, la termodinamica estadistica es la rama encargada del estudio
del comportamiento agregado de sistemas macroscépicos, a partir de considera-
ciones microscépicas, utilizando herramientas estadisticas. Entre sus aplicaciones

esta describir la dinamica de las particulas, posibles trayectorias, etc.
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El presente capitulo inicia con la teoria neoclasica, mostrandose posteriormente
el analisis microeconémico en la construccién de la funcién de utilidad, partiendo del
supuesto de comportamiento racional, en el que los individuos gastaran su ingreso
intentando obtener la maxima satisfaccion posible, es decir, trataran de maximizar
su utilidad. Por su parte, los empresarios intentaran obtener el maximo beneficio

posible por sobre sus costos de produccion.

2.1 Economia neoclasica

A partir de la década de 1870, se produjo una ruptura con la linea del andlisis
econémico tradicional, los economistas neoclasicos como William Stanley Jevons!®
en Gran Bretana, Léon Walras?® en Suiza, y Karl Menger?! en Austria, imprimieron
un giro a la Economia, al abandonar las limitaciones de la oferta para centrarse en
la interpretacion de las prefe- rencias de los consumidores en términos psicologicos
al fijarse en el estudio de la utilidad o satisfaccién obtenida con la dltima unidad,
descubrieron casi al mismo tiempo y cada uno por su lado el principio de la utilidad
limite. Sin embargo, diferian de sus métodos, Jevons opto por las pruebas empiricas,
Mengel se acercaba mas a la légica deductiva abstracta y por ultimo Walras aplico

las matematicas.

Jevons consideré que la utilidad sélo puede ser medida en términos ordinales y
que la utilidad proporcionada por un bien es inversamente proporcional a la cantidad
de ese bien previamente poseida. Jevons consideraba una utilidad ordinal, es decir,
una ordenacién légica de las preferencias jerarquizadas entre ellas, (de la forma del

silogismo), esto es:

19 William Stanley Jevons (1835-1882). Economista britdnico, en 1871 publicé la Teoria de la

Economia Politica.

20" Léon Walras (1834-1910). Economista francés, publicé Elementos de Economia Pura en
1874. considerado a menudo el fundador de la Economia matemaética, fue el primero en analizar y
describir el equilibrio general de la competencia perfecta, para explicar cémo los precios se pueden

determinar por las interacciones entre los mercados, para diversas mercancias.
21 carl Menger (1840-1921). Economista austriaco, fundador de la Escuela Austriaca. 1871,

Principios de Economia. Se abocé a estudiar los hechos relacionados con el mercado, se dio cuenta
del marcado contraste existente entre las teorias tradicionales sobre los hechos que las personas de

experiencia practica consideraban decisivos para la determinacién de los precios.
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Si A se prefiere a B, y B se prefiere a C, por tanto A se prefiere a C. No obstante
a las preferencias humanas existe la llamada utilidad cardinal que establece la légica
no ordinal siguiente: Si A se prefiere a B, y B se prefiere a C, no obstante C se
prefiere a A. Desafortunadamente, muchas de las preferencias de los consumidores
caen en utilidades cardinales, y es aqui donde la teoria marginalista no aporta al

respectivo modelo econémico para las preferencias cardinales.

Jevons establecié claramente la diferencia entre utilidad total y lo que llamo
7grado final de utilidad”, que después recibié el nombre de la utilidad marginal.
Ademads afirmé que el valor del trabajo debe determinarse a partir del valor del
producto y no él valor del producto a partir del valor del trabajo, contradiciendo
asi la teoria clasica de la tradicién ricardiana y marxista. Durante su vida en
Inglaterra escribié varias obras de contenido econémico, en las cuales expuso los
principios de la teoria marginalista, ademéas de elaborar una hipdtesis del ingreso,

del interés y de la productividad del capital.

Jevons, Walras y Mengel, descubrieron que la teoria clasica del valor no llegaba
a explicar satisfactoriamente los precios de las mercancias ya que existian excep-
ciones que no podian asumirse adecuadamente. Los tres autores discutian sobre si
los factores creaban el valor de los bienes finales, o si al contrario eran los bienes

finales los que daban el valor a los bienes intermedios.

Los marginalistas explicaban que el valor de los factores era determinado por la
uti- lidad marginal del bien final que se fabricaba con esos factores pero que estos a
su vez no conferian valor alguno a los bienes finales. Ahora resulta sencillo decir que
el error de los anteriores modelos radicaba en que el precio no depende de la utilidad
total ni de la utilidad promedio sino de la utilidad marginal. Usando este concepto,
es mucho mas sencillo explicar las paradojas como la del agua y los diamantes de
Smith, que expresa, que aunque el agua es mas util que los diamantes, estos tienen
un precio mas alto en el mercado, en donde la teoria de la utilidad marginal, hace

un esfuerzo por resolver esta paradoja.

Entre los supuestos del enfoque neoclasico estda que el comportamiento econé-
mico surge del comportamiento agregado de individuos (u otro tipo de agentes
econémicos) que son racionales y tratan de maximizar su utilidad o beneficio medi-
ante elecciones basadas en la informacion disponible, por lo que las familias toman

sus decisiones de consumo con respecto a la utilidad marginal que esperan recibir.

Al igual que los clésicos, los autores neoclasicos afirman que el mercado se
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autorregula por si mismo y que en el largo plazo, todos los mercados tienden al
equilibrio. Lo que es semejante a la teoria clasica termodinamica, ya que esta
estipula que en el largo plazo los sistemas tienden al equilibrio, y esto es cuando
no experimenta cambios al haber sido aislado de su entorno, ademas el sistema
es incapaz de experimentar espontdneamente algin cambio de estado cuando esta

sometido a determinadas condiciones que le imponen sus alrededores.

De lo anterior surge la pregunta, Qué es y como se determina la utilidad?
Jevons, Mengel y Walras, se limitaron a dar por sentada su existencia y a delegar a
los gustos y preferencias la decision de diferenciar entre las utilidades de los bienes,
dando a entender que consideraban la utilidad como un fenémeno psicolégico no
medible, pero que estaba en los bienes de consumo. Ahora bien, para los bienes

intermedios y de intercambio se dio el concepto de utilidad adquirida.

Luego de estas concesiones, pasaron a dar por aceptado el concepto de la util-
idad marginal disminuida que no es otra cosa que la idea de que conforme un bien
es consumido su utilidad marginal disminuye; sin embargo esta afirmacion acepta
que la utilidad marginal puede medirse por lo que se supuso en sus ejemplos la

mensurabilidad cardinal de la utilidad.

Walras y Jevons utilizaron funciones de utilidad continuas ya que con varia-
ciones pequenas en la cantidad y en la utilidad, la igualdad en las canastas de
consumo continia, no asi con las curvas discontinuas donde se maximizaria pero no
habria igualdad, asi mismo, el primero derivé mateméticamente las ecuaciones que
rigen la maximizacién, mientras Jevons y Menguel, con técnicas mas rudimentarias,
expusieron el concepto segin el cual un consumidor maximiza su utilidad si gasta
su ingreso de tal forma que la iltima unidad gastada en un bien le reditie la misma
utilidad marginal que si la hubiera gastado en cualquier otro bien. Este postulado

es conocido como la segunda ley de Gossen??.

Con respecto a la primera ley, el autor explica que toda necesidad disminuye
en intensidad a medida que se satisface, por lo que el principio de utilidad marginal

es decreciente.

En cuanto a las funciones de utilidad que desarrollaron estos pensadores se

debe decir que estaban de acuerdo pese a la diferencia en la metodologia de exposi-

22 Herman Heinrich Gossen (1810-1858). Economista alemdn. Utilitarista y liberal cldsico, se

oponia a la intervencién del gobierno, especialmente en aquellos casos en que la iniciativa individual

y la libre competencia bastaban como principios para la guia del orden econémico.
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cion. Segun ellos, la utilidad que una persona recibia por el consumo de un bien, ,
dependia tinicamente de la cantidad que de ese bien se haya consumido y no de las
cantidades de otros bienes, lo que es similar al fenémeno fisico de la energia, la cual
esta por el calor el trabajo, los cuales son propios del sistema atin si este permanece

aislado.

Dado que la utilidad que un bien le produce al individuo es la causa de la
demanda, entonces debe haber una relacion entre las funciones de utilidad y las
curvas de demanda. Solo Walras pudo solucionar este problema demostrando que
el motor que mueve la demanda es la utilidad marginal, pero finalmente los tres
trataron de hallar las relaciones entre la utilidad marginal, la maximizacién de la

utilidad y el intercambio de bienes.

No se deben pasar por alto las diferencias en la concepcion de causalidad de los
precios, ya que Jevons y Mangler sostenian que el precio de los bienes intermedios
estaba dado por la utilidad marginal de la mercancia final. La diferencia con Walras
radica en que este asumio el andlisis a través de un modelo de equilibrio general
lo que le di6é una gran ventaja en la comprensiéon de la causalidad que lo llevé a

entender que las relaciones eran mucho més complejas.

Walras suponia que todos los mercados en los cuales un bien se demandaba u
ofrecia funcionaban en el marco de la competencia perfecta, si bien su mencién a
este respecto no fue muy explicita. Esos mercados tenian un horario de apertura y
de cierre diario durante el cual se efectuaban las transacciones de compra y venta
del producto. Para dirigir esas operaciones habia un arbitro que de viva voz daba
los precios y cantidades para informacion de productores y compradores. Si en la
jornada no se llegaba a un equilibrio final de igualacién de la demanda y la oferta,
tales transacciones eran postergadas hasta el dia o dias siguientes para lograr el

equilibrio final general, esto es:

Es decir que la sumatoria de los mercados a = 1 hasta la n-ésima transaccion
de la demanda, D, y la oferta, S, se igualaban, para el bien z, asi fuera en la jornada

inicial o en las siguientes.

Walras, sabia que la formalizacién matematica, al aplicarse la interpretacién

econo-mica, significaba que los precios de los productos eran la derivacion de las
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necesidades de los consumidores y a su vez, el valor de los servicios de bienes de
capital y de los factores que se generaban a partir del uso productivo en la creacién
de los bienes de consumo, lo que emula el comportamiento del trabajo quimico tal

y como se explico en la seccién anterior.

Con respecto a la teoria del valor, los neoclasicos propusieron que dada una
oferta, la demanda determina el precio, pero no la complementaron con la versién
contrapuesta, pese a que a través de sus ejemplos pueda entenderse que tanto oferta
y demanda juegan un papel fundamental. Mas adelante, Jevons se retracta que el
valor dependa por completo de la utilidad y demostré que con una oferta fija, (en
un sistema de dos mercancias y dos agentes) los precios y las cantidades que se
intercambian dependen de las utilidades marginales que ambas mercancias tengan
para cada uno de los individuos. En el caso de la oferta variable, elabora la siguiente

linea de causalidad.

1. La oferta esta determinada por el costo de produccion.
2. A su vez la oferta determina la utilidad.

3. Esta utilidad determina el valor de la mercancia.

Los tres desarrollaron el concepto de utilidad marginal (el andlogo en Fisica
seria el cambio margina en la energia del sistema) pero Walras y Jevons aplicaron
el andlisis a la teoria de la empresa. Sin embargo s6lo Walras fue mas alld y formulo
su analisis del equilibrio general, pero ninguno llega a los mercados de los factores ni
desarrollaron la nocién ni las aplicaciones de la productividad marginal. Esto quiere
decir que por haber hecho tanto hincapié en el lado de la demanda cometieron el
mismo error que los clasicos con la oferta. Esta omisién bien puede ser corregida
mediante el enfoque econofisico que parte del supuesto de equilibrios en los sistemas,
mas aun, el enfoque termodindmico del problema puede ser una via para dejar a un
lado los equilibrios de cada individuo y concentrarse en el equilibrio de los mercados
en general, es decir, utilizando los promedios de cada microestado (agente), sin
importar lo que pase con cada agente, y maximizando la energia (utilidad) de todo

el sistema (mercado).

Por otra parte, la optimizacién es la forma neoclasica de la racionalidad, en
donde trata de ponderar entre distintas posibilidades y elegir entre ellas la mejor
opcién. La racionalidad econdémica, consiste en la optimizacion sistemética de las
decisiones econémicas, en donde los individuos, plantean sus objetivos y haran todo

lo que este a su alcance para lograr dichos objetivos. Este concepto, fundamental
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en la Economia neoclasica, tiene su simil en la Fisica, pues en ésta la naturaleza

siempre busca optimizar el resultado del proceso analizado.

En 1988, Hayek??® cuestioné la racionalidad al considerar el comportamiento
instintivo como irracional y sugirié la existencia de una especie de racionalidad
intermedia o semi-racionalidad situada, con sus propias palabras, ”entre el instinto

y la razén”.

Cabe destacar, que las ideas de la escuela neoclasica, se encuentran vigentes
en mayor proporciéon hoy en dia y que esta teoria realiza una gran cantidad de
abstracciones, entre ellas, supone que la Economia se encuentra en un estado de
pleno empleo y el mercado en situacién de competencia perfecta. Ambas, situaciones

que en la realidad no se ven reflejadas.

Para la Economia neoclasica, la determinacién de los precios del mercado, se
convirtié en un problema fundamental, en donde, el andlisis del funcionamiento

124, empezaba con el estudio del comportamiento de los

del mercado para Marshal
productores y los consumidores, ya que consideraba era la clave para analizar la
determinacién de los precios del mercado. Consideraba el concepto de demanda,
como una tabla que relacionaba precio-cantidad, en donde una reduccién de precio
inducia a comprar més y consideraba al precio de equilibrio, como aquél que hiciera
coincidir la cantidad que los compradores quieren comprar con la que los productores

desean vender.

Los consumidores por su parte, tenian que tomar sus decisiones para maximizar
su utilidad, ajustando de tal modo que no fuera posible aumentar su satisfaccién
mediante una distribucién alternativa de los gastos entre diferentes bienes. Sigu-
iendo con los similes econofisicos, el parafo anterior seguiria teniendo sentido si
se plantea que cada punto en el sistema (celdilla) tiene que maximizar la energia
(utilidad) mediante alguna distribucién de cada microestado, es decir, se trata de

problemas analogos.

Marshall, consideraba que en la formacién de precios, influia tanto la demanda,
como las condiciones en que los productores estaban dispuestos a vender sus bienes

y servicios. En donde los empresarios al buscar racionalmente el maximo beneficio,

23 Friedrich August von Hayek (1899-1992). Fildsofo y economista austriaco. Es considerado

padre del liberalismo moderno. Premio Nobel de Economia 1974.
24 Alfred Marshall (1842-1924). Economista britdnico més destacado de su época. Obra prin-

cipal, Principios de Economia, 1890. Antecesor de la Economia del bienestar.
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implicarian minimizar los costos. Por lo tanto, de cualquier volumen de produccién
deseado que pudiera obtenerse con varias combinaciones diferentes de factores pro-
ductivos, el empresario seleccionaria la combinacién de mas bajo costo, esto es con

el minimo gasto de energia posible.

La contribuciéon mas importante de Marshall a la teoria de la demanda, fue
la formulacién clara del concepto de elasticidad precio de la demanda, en el que
precio y la cantidad demandada se relacionan inversamente y el grado de relacién

esta dado por

. A%cantidaddemandada
p = )

AY%precio

Si el gasto o el ingreso total permanecieran sin cambio el coeficiente sera igual
a 1, si el coeficiente es mayor a 1 se dird que el precio es elastico y si el coeficiente

es menor a 1 entonces el precio serd inelastico.

Ademas, planted que los rendimientos de escala crecientes, asociados a la apli-
cacién de tecnologias avanzadas, podian originar que un pequeno ntimero de grandes
productores podia funcionar a costos medios mas bajos produciendo la misma canti-
dad que un gran ntimero de pequenas empresas, quedando en entredicho las premisas
de un mercado competitivo, lo cual esta fuera del alcance de la termodindamica,

quedando como futura linea de investigacion.

En cuanto a la utilidad, Marshall acuné el término ”excedente del consumidor”
para definir la mayor utilidad que un sujeto obtiene en el intercambio de bienes.
Observd que las personas rara vez deben entregar por un bien el precio que realmente
estarian dispuestas a pagar por él, por lo que se produce una diferencia a su favor,

que es lo que él llama excedente del consumidor.

El sobrante entre lo que las personas pagan y lo que estarian dispuestos a pagar
surge por la disminucién que tiene la utilidad que genera un bien en la medida
que su consumo aumenta, que es lo que busca explicar el concepto de ”utilidad
marginal” por un bien. Por ejemplo, una botella con agua, un consumidor puede
estar dispuesto a pagar veinte pesos por la primera botella que adquiere; estaria
dispuesto a pagar sélo quince pesos por la segunda unidad de ese bien, y diez por
la tercera (debido a que la utilidad que va generando es cada vez menor). Pero
dado que los precios se fijan en el mercado de acuerdo a la utilidad marginal, dicho

consumidor podré probablemente comprar cada unidad de ese bien a un precio de
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diez pesos, pagando un total de treinta, en vez de los cuarenta y cinco pesos que
hubiera estado dispuesto a pagar en caso contrario. La diferencia, en este ejemplo
es de 45-30=15, es lo que Marshall llama ”excedente del consumidor”. De esta
forma incursioné en la Economia del bienestar, ya que su objetivo principalmente,

era encontrar la solucion a los problemas sociales.

Para facilitar su trabajo, Marshall supuso que la utilidad era medible a través
del precio, pero también senalé que la principal preocupacion de la teoria de la
demanda era determinar la forma de las curvas de la misma. Acepté la utilidad
marginal decreciente y formulé la condicién de equilibrio que daria el maximo de
utilidad a un individuo que consumiera muchas mercancias. Esto es que, en equi-
librio, el consumidor gastara de modo que la tltima unidad monetaria gastada en
cualquier bien final tenga la misma utilidad marginal que si la gastara en cualquier

otro bien.

De lo anterior se desprende, que la utilidad marginal de un solo bien es igual
a su precio multiplicado por la utilidad marginal del dinero. En efecto Marshall
supuso que el efecto ingreso debido a pequenos cambios en la cantidad de dinero
eran despreciables y no supo distinguirlo del efecto sustitucién ya que no tenia las

herramientas tedricas necesaria.

Sin embargo, el efecto sustitucion si fue abordado por Slusky, el cual explica,
que ante una variacién en el precio de un bien, se observan dos efectos: la tasa
a la que puede intercambiar un bien por otro, denominado efecto-sustitucién; y la
variacién en la cantidad demandada, provocada por una variacién del poder adquis-
itivo, efecto-ingreso. En Fisica, se utiliza un concepto andlogo que posteriormente
se desarrollara, este es la energia libre de Helmholtz, la cual expresa los cambios
en la energia (riqueza), ante cambios en las variables que definen al sistema, como
son: temperatura (tasa de interés), entropia (flujo de dinero), volumen (cantidad
de dinero), presién (inverso del deflactor del PIB), nimero de particulas (nimero

de bienes) y potencial quimico (precios).

Con respecto al efecto sustitucién, se refiere a la variacién que experimenta la
demanda cuando varian los precios, manteniéndose el mismo nivel de utilidad. Este
efecto siempre causa que el consumidor sustituya el producto que ha incrementado

en precio por otro con el cual se estd comparando.

Si es un bien normal (o superior) entonces el efecto renta va a reforzar el efecto

sustitucién. Si el bien es inferior, el efecto renta va a disminuir el efecto sustitucion.
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Si el efecto renta es opuesto y mas fuerte que el efecto sustitucion, el consumidor
comprard mas del bien cuando es mas costoso. Este tltimo ejemplo es generalmente
aceptado como el de un bien Giffen. Haciendo un simil con la Fisica, esto serd similar

a la derivada de la energia respecto al potencial quimico.

Con respecto al efecto renta, la variacion de un precio, es la parte de ajuste de
la cantidad demandada que depende de la variacion del ingreso real. El excedente de
Marshall es un medio vélido para representar las ganancias en la utilidad obtenida
por consumir el bien, pero dentro de los supuestos de su analisis, se encuentra una
funcion de utilidad aditiva que ignora las relaciones de sustituciéon y complemen-
tariedad y que el efecto ingreso es despreciable o sea que la utilidad marginal del

dinero es constante.

En cuanto a los impuestos y el bienestar, utilizé su excedente de los consum-
idores llegando a la conclusién que para empresas con costos constantes, los im-
puestos y los subsidios eran indeseables, sin embargo en el caso de una empresa con
costos decrecientes los impuestos y los subsidios podian contribuir a un aumento del
bienestar y la sociedad se veria beneficiada de gravar estas industrias. El motor de
fondo que se queria mostrar era que los mercados libres no eran del todo eficientes

y que la intervencién podia acercarlos méas al 6ptimo.

La teoria de la demanda de dinero de la escuela de Cambridge consiste en que
la razén principal por la cual los individuos optan por tener una cierta fraccion
de su riqueza en forma de dinero era la facultad que tiene el dinero para llevar a
cabo transacciones. La gente preferia mantener saldos monetarios ya que tiene la
facultad de actuar como medio de pago, la existencia de costos de transaccion en
el intercambio y la necesidad de los agentes econémicos de enfrentar contingencias
de gasto. Entre mayor sea el volumen de transacciones que los individuos desean o
deben realizar, mayor sera la cantidad de dinero demandada por estos. Todo este
razonamiento, tiene también su simil en la econofisica en la analogia del trabajo
mecanico y el superavit a valor corriente explicado més adelante, incluso, al dividirlo

entre la riqueza se obtendra la velocidad del dinero.

Se creia que existia una relacion estrecha y estable entre la riqueza, el nivel
de transacciones y el ingreso de los individuos, lo que llevo a reformular la teoria
cuantitativa, la ecuacién de cambio se interpretaba como una ecuacion de demanda
de dinero expresada en términos de valor nominal del ingreso y no del valor de las

transacciones, esto ultimo, junto con la condicién de equilibrio entre las cantidades
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de dinero ofrecidas y demandadas y a los supuestos de que los valores de equilibrio
de la velocidad-ingreso de circulacion y del nivel de ingreso real eran relativamente
constantes, daba también por resultado una teoria sobre la determinacion del nivel

general de los precios.

La distribuciéon también fue tocada por los escritos de Marshall. En ellos,
solucioné el problema de medir los productos marginales al calcular lo que él llamo
producto neto en el margen, asi que si se necesita un trabajador extra su producto
neto es la adicion del trabajador al ingreso total menos el costo agregado de la

herramienta que usa.

Con su concepto de cuasi renta, no solo ayudé a la comprension del fun-
cionamiento del sistema de mercado sino que resolvié parte de la controversia entre
clasicos y neoclésicos en cuanto a la linea de causa efecto de los precios. Mientras los
clasicos argumentaban que los pagos de los factores de produccién a excepciéon de
la tierra determinaban los precios, Marshall proponia que los precios de los bienes
finales dependian de los costos de produccién en el margen debido a que no hay
renta en el margen los salarios la ganancia y el interés determinaban los precios,
esto es, que los precios se determinaban en el lado de la oferta. Por otra parte, para
los marginalistas, los pagos de los factores de produccion son determinados por el

precio.

Para Marshall, ya sea que un pago del factor de produccién determina el precio
o que sea determinado por el precio, depende del tiempo que se considere y de la
perspectiva que se asuma. Asi que para la tierra, los salarios, la ganancia y el interés
juegan un papel importante las elasticidades y los puntos de vista para determinar

quién determina a quien y bajo qué circunstancias.

En cuanto al equilibrio, se puede diferenciar entre equilibrio estable e inestable
pero lo mas curioso es que Marshall, a diferencia de Walras, tomé como variable
independiente la cantidad y no los precios con lo que él decia que los ajustes se
darian a través de la oferta que se pusiera en el mercado y que el precio dependia de
esta. Los conceptos de estable e inestable dependen de que los puntos de equilibrio
bajo presiones que cambien este estado regresen o no a la posicion de equilibrio o en
un caso mas especial se crea otro equilibrio. Este andlisis es similar al realizado en
Fisica cuando se aplica una fuerza externa al sistema original y se obtienen nuevos
equilibrios los cuales son permanentes en funcién a la reversibilidad del proceso.
Aunque en este trabajo, dado el enfoque termodindmico, el estudio se centrard en

las cualidades macroscopicas del sistema y su equilibrio.
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Pero no importa como se tome, es importante entender que las conclusiones son
las mismas cuando la curva de demanda es descendente y la de oferta ascendente.
No es lo mismo cuando la curva de oferta se sesga hacia abajo y a la derecha la
estabilidad del equilibrio dependera de los sesgos relativos de las curvas de oferta y

demanda y de los supuestos de comportamiento utilizados.

Las sugerencias de Marshall en cuanto a politica econémica de empleo y de-

125 primero sugirié que

presién estaban inscritas en los pensamientos de J.S. Mil
habia que controlar los mercados para que el crédito no se expanda excesivamente
en periodos de confianza empresarial, y la segunda cuando la recesiéon ocurre los
gobiernos pueden ayudar a restaurar la confianza empresarial al garantizar a las

empresas contra el riesgo.

Por lo anterior, Marshall destaca dos problemas: las fluctuaciones del nivel

general de precios, y las fluctuaciones en el crédito.

2.1.1 Fluctuaciones del nivel general de precios

Para que el dinero desempene eficientemente las funciones de: facilitar las transac-
ciones comerciales, ser un medio de cambio claramente definido, facilmente transable
y disponible; ademéas de aceptado de forma general, medida de valor o patrén de

pagos diferidos, la estabilidad de es una condicién indispensable.

La inestabilidad del valor de la moneda influye en la determinaciéon de los val-
ores nominales de tipos de interés y de sueldos y salarios, afectando el bienestar
economico del pais, y especialmente, el bienestar de las clases trabajadoras. De
esta forma, cuando la economia se enfrenta ante una situacién ciclica de aumento
en el nivel general de precios (con una caida de salarios reales), se pueden observar
efectos de importancia sobre el empleo y la actividad a corto o medio plazo. Como
resultado de tales ideas, Marshall defendié la estabilidad de precios frente a tenden-
cias seculares crecientes o decrecientes en el nivel general de precios, si esto no era
posible, recomendaba que se tratase de evitar que las fluctuaciones del nivel general

de precios tuviesen consecuencias reales.

Haciendo uso del herramental tedrico desarrollado en la Fisica (especificamente

en la termodindmica) para comprender el efecto de un cambio en los precios sobre

25 John Stuart Mill, (1806-1873). Economista inglés. En 1863 publicé El utilitarismo. Repre-

sentante de la escuela econémica clésica.
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toda la economia, se propone usar; de nuevo; la analogia entre el potencial quimico,
u, y el nivel de precios, p. Bésicamente se propone obtener la derivada del poten-
cial quimico a través del tiempo (como un mero ejercicio teérico) para simular la

inflacién, calculando después sus efectos sobre el sistema en su conjunto.

El ejercicio puede ser planteado desde un aumento en la masa monetaria, M, la
cual tiene su contraparte termodindmica en el volumen, V', donde un aumento en la
masa monetaria (volumen) provocard una caida en la utilidad (energia) del sistema
tal y como lo indica [1.23]. Si se desea hacer un puente al nivel de precios, serd
necesario definir el cambio en el potencial quimico ante un cambio en el volumen,

d . . . . .
47+ lo cual puede ser visto como un cambio en el nivel de precios ante un cambio en

la masa monetaria, %. Todo ello recordando que el potencial quimico esta definido

como el cambio en la energia del sistema ante un cambio en el niimero de particulas
manteniendo la entropia y volumen constantes, es decir (g—i) oy Este tratamiento
tiene la ventaja de estar mas estudiado en la literatura ademds de permitir varios
enfoques al tratamiento de la inflacién pues de mantener el potencial quimico, pu,
constante se plantea una economia donde la demanda agregada no ha cubierto toda
la oferta agregada, mientras que de permitirse un cambio en el potencial quimico, se
estard planteando una economia sensible a la politica monetaria. Todo este analisis

sera tratado en secciones subsecuentes del trabajo.

2.1.2 Fluctuaciones del crédito

Mill planteaba la importancia del crédito en la economia al percatarse de que el
dinero dota de fluidez al capital real, teniendo una repercusion sobre el tipo de
interés, aunque solo sea a corto plazo, generando procesos de prosperidad y depre-
sién.

Este autor intuyé que un denominador comin de las fluctuaciones econémicas,
es que: en la fase ascendente, el crédito ha sido otorgado un tanto temerariamente,
e incluso a hombres cuya aptitud para los negocios no estd probada. Cuando la
actividad se encuentra animada y se realizan beneficios con facilidad, cualquiera -sin
conocimiento o capacidad especiales para los negocios- puede sacar buen provecho
de las transacciones que realice, por lo que las transacciones especulativas crecen

por doquier.

Una vez que la demanda de productos industriales, y otros en general, aumenta

en gran escala, se instala un proceso acumulativo de expansién del crédito, alzas de
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precios, aumentos de beneficios y salarios, lo que hace crecer la demanda de présta-
mos y por tanto la tasa de interés, lo cual actiia como senal para los prestamistas.
Aparece en ese momento la desconfianza y aquellos que han prestado llegan a an-

helar su propia seguridad, y rehtisan renovar sus préstamos.

Algunos especuladores tienen que vender bienes con el fin de pagar sus deudas,
lo que frena el alza de los precios. Esta restriccion inquieta a los otros especu-
ladores, y muchos se lanzan precipitadamente a vender, ya que los individuos que
mantienen sus negocios sobre la base del crédito no pueden retener por mucho
tiempo sus mercancias, pues podrian llegar a arruinarse. El fracaso y la quiebra
de unos especuladores precipita el de otros muchos, que pudieran ser en realidad
solventes, sin embargo, la causa real de la crisis no debe buscarse en esas pequenas
quiebras, sino en la poca solidez de la base sobre la que se dejé una gran cantidad
de crédito, es decir, se crea una corrida financiera, la cual es un fenémeno que ha
sido estudiado a través de la perspectiva de la Econofisica, pero que sera dejado de

lado en este trabajo.

2.2 Economia neoclasica

Las preferencias de un consumidor son descritas por la funcién de utilidad, la cual
es un instrumento para asignar un nimero a todas las cestas de consumo posibles
de tal forma que las que se prefieren tengan un niimero mas alto que las que no se
prefieren. La tinica propiedad importante de una asignacion de utilidad es la forma

en que se ordena la cesta de bienes, los cuales se clasifican a continuacion.

Uno de sus postulados esenciales es que el comportamiento del individuo se
caracteriza por la racionalidad individual; en donde cada una de las unidades basicas
es movida sélo por el deseo de maximizar su placer o su beneficio, habida cuenta
de sus recursos disponibles. Para lograr tal objetivo, los individuos -es decir, las
unidades basicas de la economia- procuraran efectuar intercambios tanto para el

consumo como para la produccién.

De esta manera, la teoria del consumidor supone que los consumidores eli-
gen entre las mejores cestas de bienes que estan a su alcance, denominadas como
cestas de consumo, de la cual se desprende la idea de preferencia y las siguientes

caracteristicas:
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- Se prefiere estrictamente a. El consumidor elegird la cesta que prefiere

si tiene la oportunidad de hacerlo.

~ Indiferente. Cualquiera de las dos cestas dejaria satisfecho al consumidor
por igual.
- Prefiere débilmente.

Del lo anterior, se desprende que el problema del consumidor podria consider-
arse como el problema matematico de maximizar su funcién de utilidad, dentro del
conjunto representado matematicamente por todas las canastas de bienes (vectores)

que cumplieran con la restriccién presupuestaria

pP1r1 +p2xa < m

donde p; y p2, son los precios del bien 1 y 2, respectivamente, mientras que x1 y x2,
representan la cantidad del bien 1 y 2, dejando a m como ingreso disponible. En
este caso, la funcién de utilidad es puramente ordinal, esto es, sirve para ordenar

canastas, pero no para decir cuanto es mejor una canasta que otra (cardinal).

2.3 Funcion de utilidad

La utilidad es una forma de describir las preferencias del consumidor en base a sus
elecciones. En lo que a eleccién se refiere es si una cesta tiene mayor utilidad que
otra. La magnitud de la diferencia de utilidad entre dos canastas de consumo cua-
lesquiera no importa. Pueden usarse distintas funciones de utilidad para representar

las preferencias, todo dependiendo de las caracteristicas del o los bienes.

Funciones de utilidad més utilizadas:

1. U(x1,22) = axy + Bxe 21y xo son bienes sustitutos a>0
yB8>0

2. U(z1,22) = min{ax, fza} 1y X2 son bienes complementarios « > 0
yB8>0

3. Ul(zy,m2) = 93‘1)‘335 Funcién Cobb-Douglas a>0y
6>0

Hay otros tipos de funciones:
4. U (x1,22) =21 + v (22) v(z2) funcién no lineal (cuasilineal)
5. U(z1,22) =11 El bien 2 es neutral
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6. U(z1,22) = 22 El bien 1 es neutral
7. U(x1,22) = max{awy, fz2} Preferencias céncavas a>0y
6>0

A las representaciones gréficas de estas funciones de utilidad, se les conoce como
curvas de indiferencia, las cuales no pueden cortarse pues eso supondria una inconsis-
tencia en las preferencias del consumidor (véase la introduccién a la Microeconomia

de Varian).

A medida que se alejan del origen representan mayores niveles de utilidad, es
decir contienen canastas de consumo mas preferidas y a través de la curva todas las

canastas representan la misma utilidad.

Dada la ordinalidad de las funciones, es posible realizar transformaciones moné-
tonas de estas para realizar inferencias y optimizaciones sobre ellas. Se define como
trasformacion mondtona a una operacion que transforma una serie de ntiimeros de
tal manera que se mantenga el orden de estos. Esta es representada mediante la
funcién f(u) y tiene el efecto de cambiar cada nimero u por algin otro nimero

f(u), de tal manera que si u; > ug entonces f(uy) > f(u2).

Ejemplos de trasformacion mondétona son la multiplicacion por un niimero pos-

itivo f(u) = 3u, la suma f(u) = u + 2, la potencia impar f(u) = u?, la tasa de
AL _ Jlu)-f(m)

U2—u1

variacion , etc. En el caso de trasformaciones mondtonas siempre

tienen el mismo signo que las utilidades.

Una forma de construir la funcién de utilidad a partir de las curvas de indifer-
encia, consiste en que las curvas mas altas tengan nimeros mas altos, una forma
sencilla de hacerlo consiste en trazar una diagonal y etiquetar cada curva de indifer-
encia en funcién de su distancia desde el origen, medida a lo largo de la diagonal.
No es dificil ver que si las preferencias son mondtonas, la recta que pasa por el
origen debe cortar todas las curvas de indiferencia exactamente una vez. Las curvas

de indiferencia mas elevadas reciben utilidades més altas.

2.4 Tipos de funciones de utilidad

U(x1,22) = azry + fxr — 2 (sustitutos perfecto) en donde o y 5 miden el valor que

tienen los bienes 1 y 2 para el consumidor. Se dice que dos bienes son sustitutos
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perfectos si el consumidor esta dispuesto a sustituir un bien por otro a una tasa
constante. Una caracteristica importante de los sustitutos perfectos reside en que
las curvas de indiferencia tienen una pendiente constante (Ej. Lapices de color rojo
y azul, al consumidor solo le interesa el nimero de lapices). Se caracteriza porque

la RMS?6 es constante e igual a -1.

En el caso del ejemplo, si x; ~ w2, es posible adoptar la funcién u(zi,x2) =
r1+x2, pero si el consumidor esta dispuesto a sustituir el bien 2 por el 1, renunciando

a dos unidades del 2, la funcién adoptaria la forma u(x1, z2) = 2x1 + x2.

U (x1,22) = min {ax1, fr2} (complementos perfectos)

« y [ son nimero positivos que indican las proporciones que se consume de
cada bien. Son bienes que siempre se consumen juntos en proporciones fijas, los
bienes se complementan en cierto sentido (Ej. Zapato del pie derecho y del pie
izquierdo (10, 10) ~ (11,10)). Las curvas de indiferencia tienen la forma de L, cuyo
vértice se encuentra en el punto en el que el nimero de zapatos del pie izquierdo es
igual al derecho. La caracteristica més importante de los complementarios perfectos
radica en que el consumidor prefiere consumir los bienes en proporciones fijas (no
necesariamente la proporcién es 1-1). En este caso la RMS no es més que cero o

infinita.

En el ejemplo de los zapatos, el nimero de pares completos de los zapatos
con que se cuenta, es el minimo del nimero de zapatos del pie derecho y del pie
izquierdo que se tenga. Tenemos una cesta inicial (10,10) si anadimos una unidad
mas del bien 1 se obtiene (11,10), que deberia estar situada en la misma curva
de indiferencia. {10,10} = min{11,10} = 10. En el caso de un consumidor que
siempre consume 2 cucharadas de azicar por una de té, si x1 es el niimero de tasa
de té y z2 es el nimero de cucharadas de azicar. Si x1 = 2z, entonces zo = 1/2z1,

por lo que el nimero de tasas correctamente azucaradas serd min {x1,1/2z2}.

U (x1,22) = x1 + v (x2) (preferencias cuasilineales)

Es una utilidad representada por traslaciones verticales de las curvas de in-
diferencia, en donde k£ es una constante diferente para cada curva. Esta ecuacién
afirma que la altura de cada curva de indiferencia es una funcién de z; + v(z1)

mas una constante k. En este caso la funciéon de utilidad es lineal al bien uno pero

6 Relacién Marginal de Sustitucion, es el ndmero de unidades de un bien a las que estd dispuesto
a renunciar un consumidor a cambio de una unidad adicional del otro bien, manteniendo constante

el nivel de utilidad.
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no en el bien dos; de ahi el nombre de utilidad cuasilineal, que significa utilidad

”parcialmente lineal”. i.e. U (z1,22) = x1 + \/x2 0 U (21, 22) = 21 + Inz».

U(x1,x2) = :Jc‘fxg Preferencias Cobb-Douglas

Aqui a y 3 son ntmeros positivos que describen las preferencias del consum-
idor. Las curvas de indiferencia Cobb-Douglas con transformaciones mondétonas,
representan las mismas preferencias. Tomando el logaritmo natural de la utili-

dad, el producto de los términos se convierte en una suma, por lo que se tendra
U (xi,22) =1n <:Jc‘fx§) =alnz; + flnxs
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Modelo termo-economico

En el presente capitulo se desarrolla un modelo econémico con metodologias de estu-
dio de la termodinamica y termodinamica estadistica, el proceso a seguir es similar
al capitulo 1, sin embargo es objeto del siguiente punto presentar las analogias entre

ambos sistemas y de esta forma seguir con el desarrollo ya conocido.

Entre los resultados obtenidos se muestra la determinacién de la utilidad en
como una medida de la energia del sistema econdémico, asi como de la riqueza
analoga a la funcién libre de Helmholtz y el superavit, en funcién de tres conceptos
importantes: el superavit generado por una mayor movilidad de flujos de dinero;
en funcion del cambio en el valor econémico, y; el producido por los efectos de la

politica monetaria.

3.1 Analogias

Las analogias planteadas en el siguiente modelo se han establecido en funcién del
efecto fenomenolégico que presentan las variables en el sistema, es decir, no sélo se
plantearon con base en las propiedades de las mismas, sino a la reaccion e impacto

que tiene cada una de ellas en el conjunto.

Otro factor que influyé al momento de plantear las analogias fue la inter-
pretacion en cada uno de los potenciales, considerando la congruencia de la in-

formacién reflejada.
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TABLA 2.
RESUMEN DE ANALOGIAS ENTRE SISTEMAS ECONOMICOS
Y TERMODINAMICOS

Termodindmica F —-F TSs —-P V W N
Economia %4 U 14 A M P n

Wayne, Saslow, 1999, An economic analogy to thermodynamics, Texas, E.U., American Journal

Physics, no. 67 (12).

En la tabla enterior se muestran claramente dos analogias principales alrededor de
las cuales gira esta investigacién, siendo la energia libre de Helmholtz, F', analogo
de la riqueza, W, y la energia, E, analogo de la utilidad, U, el porque de este
planteamiento serd explicado a lo largo del capitulo, sentando las bases en este

apartado.

Trabajo calorifico, T'S, contra superdvit por flujo de capitales, 1)

Se podria considerar al producto de la temperatura por la entropia, T'S, como anal-
ogo del superavit ¢ y mediante la termometria calcular una temperatura econémica
para el sistema, que proporcione el efecto deseado, ya que en la Economia no se en-
cuentra definido un analogo para cada una de las variables termodindmicas (7', ).
Sin embargo, a lo largo de esta investigacion se encontré que el producto de la tasa
de interés (en adelante denominada Tg) por la entropia, S, considerada como ve-
locidad del dinero, tienen el efecto necesitado para explicar el superavit con base
en estas variables. Por lo anterior, si no se quisiera considerar estas variables como

un indicativo de temperatura econdmica, se puede recurrir a la termometria.

Trabajo mecanico — PV contra superdvit de valor corriente M.

Un cambio en el sistema termodindmico también estd en funcién del trabajo meca-
nico, generado por el producto de la presiéon, P, por el volumen, V. Cuando un
sistema cerrado sufre de una expansién volumétrica, la presion disminuye, esto
genera una disminucién en la energia, por ello el signo negativo. En caso contrario,
cuando la presion se ve afectada por un cambio positivo y el volumen permanece
constante, el impacto es positivo en la energia, por ello VP es positivo. Por su
parte, AM representa el inverso del deflactor del PIB por la cantidad de dinero, y

el producto es definido como riqueza monetaria. Cuando se presenta un aumento
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en M, genera una variacion positiva en la riqueza o utilidad, sin embargo al haber

un aumento en \ se presenta una disminucion en los conceptos antes mencionados.

Trabajo quimico uN contra superdvit en el bien del consumidor pn.

El producto del potencial quimico, p, por el nimero de particulas, IV, representa el
trabajo quimico. Un aumento en N, manteniendo constante u, genera un aumento
en la energia y viceversa. En la parte econdémica, si el niimero el precio, , se mantiene
constante y el nimero de bienes, n, aumenta genera una variacién positiva en la
riqueza y viceversa, definiéndose asi el trabajo realizado en el mercado, bajo el
supuesto que un aumento en el precio hace que la riqueza aumente ya que son

bienes con que cuenta el sistema y no son bienes por adquirir.

Una vez explicadas las analogias en las variables independientes, a continuacion

se iniciard el desarrollo del modelo.

3.2 Construccion del modelo

Ejemplos de sistemas econémicos de interés, son unos consumidores individ-
uales o un pais, cada uno de los cuales esta encajado dentro de un sistema econémico
mas grande. Una suposicién fundamental en Economia es que el consumidor indi-
vidual emplea una funcion de utilidad, la cual no es directamente medible y por
tanto subjetiva, ya que depende de los gustos y preferencias de cada consumidor.
Esta funcién de utilidad denota la capacidad de satisfacer una necesidad o deseo
que un bien o servicio posee. Para explicar la analogia, es necesario analizar ciertas

variables fundamentales, entre ellas la riqueza, la utilidad y el superavit.

La riqueza es definida como la totalidad de aquellos bienes de que dispone un
sujeto econémico, cuya cantidad es menor que la necesidad del mismo. Primero se

consideran las cantidades econdémicas medidas conocidas como riqueza definida por

W =AM + pN [3.1]

donde \ y M representan el valor y la cantidad de dinero, y p y n representan vec-
tores de precios y ntimeros de bienes. En principio, A y M pueden ser considerados

vectores, si el consumidor tiene valores habidos en més de un tipo de uso corriente.
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De otro modo, se pueden agrupar ambos bienes y dinero dentro de p y n vectores.
Considerando a W = W (M, n), por lo tanto

dW = AdM + pdn [3.2]

Si se hace referencia a [1.20] en donde la energia libre de Helmoltz, F(T,V, N) =
—ST — PV +uN y acorde a la tercera ley de la termodindmica, en la que la entropia
es igual a cero, S = 0, para un sistema que la temperatura es igual a cero, T" = 0,

en un sistema con n particulas (individuos) idénticas, se llega a la ecuacion

F=—PV+uN

esta ecuacién muestra que F(T,V,N) = —PV + uN, y [3.2] expresa W(M,n) =
AM + pn ya que hasta ahora no se ha incluido el efecto del producto de la tem-
peratura por la entropia, T'S en donde el volumen, V', es analogo de la cantidad de
dinero, M, y el nimero de particulas, N, es andlogo al nimero de bienes, n. Por
lo tanto, la analogia mas apropiada para la energia libre de Helmholtz, F, es la

riqueza, W.

Retomando nuevamente a las ecuaciones termodindmicas, en este caso [1.13],

se muestra que F' = F — TS, dado despejando T'S, se sigue que
TS=FE—-F [3.3]

Por otra parte, la economia supone que el valor de la moneda y bienes de
un consumidor individual esta resumido por el valor de la utilidad, U, lo cual
tipicamente excede la riqueza, W. El excedente es conocido como el superavit

(Alfred Marshall), para el cual se introduce la notacion 1. Asi

U=U-W [3.4]

En una primitiva o muy pobre economia, no hay superavit, por lo que ¥ = 0,
En este caso, cada individuo ejecuta la misma funcién econdémica con la misma
eficiencia, y no hay beneficio de especializacién y comercio, por lo tanto, los agentes
son idénticos, con dotaciones idénticas. El superavit ¥ no puede ser negativo; para
un tipico sistema econémico ¥ > 0, esto muestra la analogia con la tercera ley de

la termodinamica ya mencionada. Aunque [3.4] aparece solamente para definir otra
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cantidad desconocida, ¥, en términos de U, esta relacién econémica es 1til ya que

se muestra su analogo termodindmico

=T

sustituyendo lo anterior y [3.1] en [3.4] se genera

U=TS+W =TS+ AM + pn

Una comparacion de [3.5] para la utilidad, U, y la ecuacién [1.6] para la energia,
E, sugiere que es posible establecer que la utilidad es una funcién de la entropia,

los saldos reales y el nimero de bienes, esto es:

U=U(S,M,n) [3.5a]

por lo tanto, el equivalente econémico de [1.5] es

AU = TdS + AdM + pdn [3.6]

oU oU _[(oU
r= (%)M,N’A = (a—M)S,N’p = (a—N)S,M 3.7

Adam Smith distinguié que la palabra valor tiene dos significados distintos:

en donde

valor de uso y valor de cambio. Para ejemplificar lo anterior textualmente se cita

la Paradoja del valor mencionada por Smith?” en la Riqueza de las Naciones:

"Nada es mas ttil que el agua; pero ésta no comprara nada; nada
de valor puede ser intercambiado por ella. Un diamante, por el contrario,
tiene escaso valor de uso; pero una gran cantidad de otros bienes pueden

ser frecuentemente intercambiados por este”.

Por lo que se identifica el valor de uso con la utilidad que brinda el bien, es decir
la utilidad marginal UMg = (0U/On)g ,, y el valor de cambio con el precio, p.
Siguiendo con el ejemplo anterior, se tiene que a bajos niveles de consumo el agua

tiene una UM g mucho mas alta que los diamantes.

27 Adam Smith (1723-1790). Economista escocés, uno de los mayores exponentes de la economia
clasica. Principales obras: 1759 Teoria de los sentimientos morales y en 1776 La riqueza de las

naciones.
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Considere ahora otro conjunto fijo de variables, en el que por simplicidad, se
tomara la masa monetaria, M, como fija, pero no se puede hacer extensivo sobre
la segunda variable, esto es, serd fijada y simplemente se denotard como z. (Quiza
la segunda variable es T'; la incertidumbre sobre cual variable es, sera tomada fija
como una convencion econémica, donde la imprecision de la frase “ceteris paribus”

es comtinmente invocada.) De [3.6] se obtiene la siguiente expresion

oUu oS

Un consumidor comprara bienes sujeto a la condicién de que la razén del valor

de cualquier bien en uso es su precio, p, tomado en un valor comun.

Este enunciado sigue requiriendo que, para un mercado, los valores de los bienes
sean fijos, por lo que la utilidad, U, debe ser maximizada para cada bien. Los valores
fijos medios en el mercado de los bienes 1 y 2 son cambiados en el mercado sujetos

a la condicién

0 = p1dny + padns. [39]

Esta expresién implica que el valor total de la variaciéon del consumo debe ser cero.
La maximizacion de la utilidad, U, requiere que
ou ou

0=—-d ——dno. 3.10
8%1 Lt 6%2 2 [ ]

De la ecuacién [3.10], la maximizacién se aplica por medio de cada uno de los
bienes, n, ya que es una propiedad extensiva, que proporciona la utilidad, U, que
representa el bien. Si se desea expresar el valor de uso, considerando el dinero como
una constante, es decir neutral, se combina [3.9] y [3.10] obteniéndose

10U

DN = constante, [3.11]

para cada bien. El primer cociente 1/p es explicado por los monetaristas, los cuales
se enfocan en analizar en conjunto, la oferta y demanda monetaria, aceptando la
neutralidad del dinero en el corto y largo plazo. Asi, la razén del valor de uso para

el precio es una constante. Usando [3.8] y [3.11] se puede expresar

1 /oU T (0S8
- = | = 1= A2
» (aN)x,M » (6N> " + constante [3.12]
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De la ecuacion [3.12], se desprende la que, para todos los bienes, la utilidad no
depende del precio de los bienes, sino de su relaciéon. El presente formalismo ayuda
a saber cudl es el valor constante, si m representa el valor de uso (utilidad marginal
por bien, a z y M fijo), se deduce que las marginales obtenidas en Fisica serviran

para construir la TMST 28, las utilidades y en general, las condiciones de primer

(S_Z)M 3.13)

De la ecuacion [3.13] se desprende que, el calculo de la utilidad que brinda el

orden, esto es:

m

bien, no depende del precio, por lo que m representa el valor de uso (UMg). Note
que m es especificado en unidades monetarias. De las ecuaciones [3.11] y [3.12], se

deduce que la razén m/p tienen las mismas dimensiones para todos los bienes.

La razén m/p puede ser generalizada para incluir el valor de uso corriente,

permitiendo asi el estudio econémico. Especificamente se define

/oU

Por lo tanto, la razén de valor de uso para el valor de cambio para el dinero,
mx/A toma el mismo valor como m/p para bienes. Se usa [3.7] para relacionar la
riqueza, W, y la utilidad, U, por lo que la analogia para el desarrollo asociado con

la energia de Helmholtz, F, lleva a

dW = SAT + MM + pdn,

lo que es andlogo a sustituir [1.14] en [1.18], aunque ahora se tiene que:

g_ W\ _IW _ow
~or oM T om

Es implicito que dos de las tres cantidades (T, M, n) son tomadas como constantes

[3.16]

en las derivadas parciales. Por otra parte, en principio se definié la entropia, .S,
como una medida de la velocidad del dinero, la idea surge como una conveniencia

para la simplificacién del modelo.

A partir de [3.16] puede surgir otra analogia si se considera §W/0T como una

medida de la efectividad de la politica monetaria, esto, ya que el objetivo de esta

28 Tasa Marginal de Sustitucién Técnica. Proporcién en que un factor productivo debe ser

sustituido por otro a manera de mantener invariante el producto.
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es usar la cantidad de dinero como variable de control para asegurar y mantener la

estabilidad econdmica a través de mecanismos basados en la tasa de interés.

Note que de [3.15] se puede escribir la dependencia funcional

W =W (T, M,n) [3.17]

Otro estandar econémico relaciona estados que, cuando un consumidor individ-
ual interactia con el mercado, el precio (costo marginal por bien) es determinado
por el mercado. Es posible obtener este resultado suponiendo que, en equilibrio, la
riqueza del consumidor y del mercado es maximizada a una temperatura y moneda

fija. Note que la ecuacién [3.1] da la diferencial

AW, = —8,dT} + \dM, + p,dn,.

sujeto a las condiciones de conservacién de la temperatura econémica, dT =
dT, = 0, conservacion de la moneda dM + dM,. = 0, y conservacién de los bienes
dn + dn, = 0. Anadiendo estas restricciones a la ecuacién anterior y [3.15], se

encuentra que

dW +dW, = (A= \.)dM + (p — p,-) dn.

El lado derecho de la ecuacién anterior es cero para variaciones arbitrarias en la
cantidad de dinero, dM, y nimero de bienes, dn solamente si el valor de la moneda

para el consumidor es el mismo que el valor de la moneda para el mercado, esto es:

A=A

Similarmente, para el valor de un bien, se tiene p = p,, esto es, el precio
sombra, definido como el precio de referencia que tendria un bien en condiciones de

competencia perfecta.2’

Note que la ecuacién [3.1] da la diferencial

dW = AdM + pdn + MdA + ndp. [3.20]

La consistencia de [3.20] y [3.15] requiere que los cambios entre el valor de la
moneda, de los precios y la tasa de interés (temperatura econdmica) sean cero, esto

€s

2 . . . . ..
9 Costo de oportunidad de producir o consumir un bien o servicio.
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0 = SdT + MdA + ndp. [3.21]

La ecuacién [3.21] es el andlogo de [1.12], esto es, de la relaciéon de Gibbs-Duhem.
Entre otras cosas, implica que un crecimiento en el precio del bien o en el valor de
la moneda (como cuando el estado econémico desarrolla intereses) es acompanado

por un incremento en la temperatura econdémica.

Este comportamiento es esperado de un razonamiento econémico convencional.
Especificamente, si todos los precios y valores corrientes son incrementados por un
factor comun, entonces el sistema no tiene realmente un cambio ya que la temper-

atura es simplemente aumentada por el factor comun.

Sin embargo, [3.21] es cierta para variaciones mas generales. Note que escalando
en un factor de ¢, una unidad monetaria cualquiera pasa a ( unidades monetarias,

etc.

Para que realmente cambie el valor de la unidad monetaria, se requiere imprimir

mas de ellas, lo cual es un costo real que no puede ser escalado sin cesar.

La ecuacién [3.21] tiene una importante aplicacién, en donde el cambio en el

superavit marshalliano, esta definido por ¥ =TS, como

U = TdS + SdT = TdS — MdX — ndp. 3.22]

Interpretando T'dS como el cambio en el valor econémico, ya que implica una
mayor movilidad del flujo de capitales y permite una mayor utilidad. El término
—ndp es el cambio en el superavit del bien en el consumidor, la cual se llamara
superavit de Marshall. Asi mismo el término —Md\ puede ser interpretado como
un superavit de valor corriente, debido a las eficiencias producidas por la eficiencia

en la politica monetaria, también llamada superdvit smithiano (por el economista
Adam Smith).

Se vera que —ndp es un superavit, note que el costo de incrementar bienes
n

adquisitivos (donde los primeros bienes son escasos y, por tanto, costosos) es [ pdn,
0
donde p(n), el precio del n—ésimo bien, el cual decrece cuando n se incrementa

(esto es, dp/dn < 0.)

Cuando compran todos a la vez el costo actual para el consumidor es np, el

nimero de bienes al menor costo por bien. La diferencia es
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n p(n)
/pdn —np=— / ndp [3.23]
0 p(=0)

De la ecuacién anterior, es posible observar que la diferencia es positiva porque el
limite de la integracion, dp es negativo. Asi —ndp es el cambio en el superavit de

los bienes para el consumidor.

La ecuacién [3.22] demuestra que hay tres tipos de superavit, el superavit gen-
erado por un incremento en el flujo de capitales y el superavit smithiano de la
eficiencia debido a la especializacién y el superavit marshalliano cominmente de-
nominado superavit del consumidor. Estas ideas estan presentes en la Economia,
pero estan ausentes de cualquier proposicién formal previa que relaciona los su-

peravits marshalliano y smithiano.

Las siguientes relaciones de Maxwell son una consecuencia inmediata del hecho

de que el orden de las derivadas cruzadas de la utilidad, U, son iguales, esto es

(@), ().
(3.,
- (g_fl)s,v - (36—]\)\4>s,n' 20

Estas relaciones brindan un medio para determinar el cambio en la entropia,
que no puede medirse directamente. En Economia, estas relaciones son conocidas
como condiciones de Slutsky, ellas garantizan que las integrales sobre la utilidad,
dU, en el espacio generado por la entropia, ntimero de bienes y masa monetaria,

(S,n, M), son trayectorias independientes.

Similarmente las condiciones de Slutsky pueden ser derivadas de la riqueza, W,
para lo cual las variables naturales son la tasa de interés, masa monetaria y niimero
de bienes (T, M, n). Las ecuaciones [3.24] y [3.25] son nuevas; la ecuacién [3.26] es
ya conocida en una forma en donde la dependencia en la entropia no esta hecha
explicitamente. La adicién de las variables de tasa de interés, T, y entropia, .S,

ayuda a hacer més preciso el significado de la frase ”ceteris paribus”.
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3.3 Construccion de los potenciales termo-
econdémicos

Otra forma de deducir las ecuaciones andlogas a los potenciales termodindmicos es

por medio del proceso que se siguié en el capitulo 1.

Se iniciard definiendo a la energia, F, la cual esta representada por la suma del
diferencial de calor, el trabajo mecéanico y el trabajo quimico, en donde su diferencial
se obtiene con la suma de los cambios que presenta el sistema, £ =TS — PV + uN,
pero dado que se trata de una sistema en equilibrio; el diferencial de la energia, F,
estd definido por dE = TdS — PdV + udN.

Este es el punto de partida de la obtencion de los demas potenciales. En
Economia el resultado obtenido coincide con la dependencia de su funcién analoga,
pero el planteamiento es diferente. Se tiene que el superdvit3?, es el monto en el

que la utilidad, U, excede a la riqueza actual, W. Esto es, ¥ =U — W.

El andlogo de este superavit esta representado por TS, el cual en Economia
representa el producto de la tasa de interés por la entropia, siendo esta tltima en
Fisica la dindmica de las particulas y en Economia, la dinamica o velocidad del
dinero, ocasionado por la dindmica del mercado. Si se despeja la utilidad se obtiene
U = ¥ + W, haciendo esta funcion extensiva en forma de Euler, se tiene que la
utilidad es una funcién de la velocidad del dinero, la masa monetaria y el niimero
de bienes, esto es: U = (S, M,n) =TS + AM + pn. Lo cual puede resumirse en el

siguiente cuadro:

Termodindmico

E=F(S,V,N) —dE =TdS — PdV + pudN
Econdémico

U=U(S,M,n) dU =TdS 4+ A\dM + pdn

en donde, la dependencia de las funciones es andloga. El producto 7'dS muestra

que una variacion positiva en la velocidad del dinero, tiene un efecto positivo en la

30" Referida por Marshall como excedente del consumidor.
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utilidad, U. El signo negativo frente al diferencial de la energia, F/, sera comprendido

en [3.66], ecuacién en donde se muestra claramente la naturaleza de los signos.

El siguiente potencial a determinar es la energia libre de Helmholtz, definida

como la energia til o aprovechable en un sistema y su analogo es la riqueza, W.

Termodindmico

F=F(T,V,N) F=E-TS

Econdémico
W =W(T,M,n) W=U-T8 dW =dU — TdS — SdT
=TdS + AdM + pdn — TdS — SdAT
= —=58dT 4+ \dM + pdn

El signo negativo del producto SdT se debe a que ante un cambio positivo en
la tasa de interés, T, impacta en forma negativa la riqueza, por el contrario, una

disminucion en la tasa de interés tiene un efecto positivo en la riqueza.

Con respecto a la entalpia, muestra la energia en forma de calor, que se puede
absorber o ceder en un proceso, la cual no se aprovecha ya que se pierde por disi-
pacioén, fricciones, etc. En Economia representa un tipo de utilidad no aprovech-
able, se puede ejemplificar mejor como el costo de ineficiencia en la efectividad
de la politica publica. Esto es, no todas las acciones de la autoridad publica son
absorbidas por la sociedad en su totalidad, ejemplo de ello son los programas de
apoyo popular, en donde, (considerando que todos los recursos son ejercidos en lo
programado), gran parte se pierden gastos de promocién, de operacién, financieros,

etc. Definida a continuacién como

Termodindmico

H=H(S,PN) H=FE-PV

Econdémico
Hp =Hg(S,\,n) Hgp=U—- M dHg =dU — \dM — MdA
=TdS + AdM + pdn — A\dM — MdA
=TdS — Md\ + pdn.
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Por ultimo, se tiene otra funcién referida a la energia libre, siendo en este
caso la de Gibbs, teniendo una conceptualizacién similar a la de Helmholtz, bajo

diferentes supuestos, esto es:

Termodindmico

G=G(,P,N) G=H-TS

Econdémico
GE:GE(T,)\,TL) GE:HE—TS dGE:dH—TdS—SdT
= TdS — Md\ + pdn — TdS — SdT,
= —SdT — Md\ + pdn.

A continuacién se presenta un resumen de las analogias utilizadas hasta el
momento y de otras que no se necesitaron desarrollar en el texto, sin embargo son
importantes para calcular las relaciones de Maxwell y posteriormente utilizar estas

aproximaciones para determinar los cambios en la utilidad y entropia.

TABLA 3.
RESUMEN DE ECUACIONES ANALOGAS EN FORMA DE EULER,
SUGERIDAS ENTRE SISTEMAS TERMODINAMICOS Y ECONOMICOS

Termodindmicas Termo-econémicas

[1.6] Energia —E(S,V,N)=TS—PV+uN  U(S,M,n)=TS+AM+pn Utilidad [3.5a]
Energia

[1.14] libre de F(T,V,N)=—ST—PV+uN  W(T,M,n)=—ST+AM+pn Riqueza [3.17]
Helmholtz

U (S,A,p)=TS+AM+np Superavit[3.22]

Energia

[1.11]  librede G(T,P,N)=—ST+VP+uN  Gg(T,A,n)=—ST—MA+pn Utilidad
Gibbs Gibbs

[1.15] Entalpia H(S,P,N)=TS+V P+uN Hg(S,A\,n)=TS—MX\+pn Entalpia

Econdémica

Fuente: Elaboracién propia con informacion encontrada en: Garcia, Leopoldo y Colin Scherer,

1995, Termodinamica Estadistica, México, UAM. y el Capitulo 3 de esta investigacion.
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3.4. Cambios en los potenciales termo-
econdémicos

Al igual que los potenciales termodinamicos, los potenciales termo-econémicos
también son ecuaciones de estado, por ello es importante poder realizar una medi-

cion de la magnitud de los cambios,

3.4.1 Cambios en la utilidad

Eligiendo una funcién de utilidad que depende de la tasa de interés y de la

masa monetaria, U = U(T, M) y tomando su diferencial, se tiene que

ou ou
= | = T — M. .
w- (%) e () oo

Por su parte la capacidad calorifica mencionada en termodinamica en [1.21],
se presenta a continuacién en términos de variables econémicas y definida como
la utilidad, U, necesaria para aumentar el crecimiento econémico, medido por un

cambio en la tasa de interés, d7T" en donde

o (U _ (00
M=\eor), —\or),

Siendo C'js la capacidad a cantidad de dinero constante, M. Siguiendo los
pasos de [1.23] a [1.30], el desarrollo en Economia es el siguiente:
Primero se sustituye la ecuacién anterior en [3.27], de dénde se obtiene
ou

= T — M .
dU = Cpd —i—(aM)Td : [1.28]

ahora se elije la entropia como S = S(T, M), ya que en termodindmica S =
S(T,V), siendo la tasa de interés, T', y la temperatura, T', andlogos, al igual que la
cantidad de dinero, M, y el volumen, V. Tomando el diferencial de la velocidad del

dinero, S, en Economia, se obtiene

08 08
== T — M. .
5= () ar+ (25 4 220

Sustituyendo [3.29] en dU = T'dS + AdM produce
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S 8S
dU=T [(6—T)MdT + (6—M)TdM] — M,

[3.30]
a8 a8
—7(Z ol M.
(ar) e (), o)
Igualando los coeficientes dT"y dM de [3.28] y [3.30] se obtiene
65) Cwm
ey [3.31a]
(8T i
ou S
- = - 31
(5M)T T(aM)T-i-)\ [3.310)]

Reescribiendo [3.31b], ya que se desea en términos de variables medibles, se utilizan

las relaciones de Maxwell (véase el apéndice B), se tiene que

(22) ~2(2) - b

Sustituyendo en [3.28] para obtener el cambio en la utilidad, dU, se tiene que

dU = CpdT + {T (Q) + )\} dM. [3.33]
oT )

La ecuacién [3.33] es una propuesta matemética de la teoria del bienestar, en
términos monetarios, ya que permite comparar el efecto de las politicas monetarias
de un tiempo a otro en la utilidad del individuo, cualidad no observable directa-
mente, pero si, en cuanto al cambio en su utilidad, por lo tanto en su calidad de

vida.

Un cambio en la utilidad de un sistema asociado con un cambio de estado de

(Th, My) a (T, M2) se determina mediante la integracion

T Mo
Uy — Uy = /onT + / {T (a—A) + A] dM. [3.34]
aT ) .

En donde el cambio en la utilidad, dU, representa la utilidad asociada a un
crecimiento en la tasa de interés y en la cantidad de dinero. Despejando el potencial

monetario, Cps, de [3.32], se obtiene un anédlogo a la ecuacién [1.38], a saber:

dU oA dM
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3.4.2 Cambios en la entalpia econémica

La relacion general para los cambios en la entalpia econémica, dHg, se determina
de la misma manera que la utilidad. Sin embargo son conceptos diferentes, ya que
la entalpia en un sistema, representa la energia que se pierde en un proceso, definida
en Economia como la utilidad que se pierde por la ineficiencia de la politica piblica,
la cual puede ser definida como: Hg = Hg (T, \). Tomando el diferencial se tiene

que

 (0Hp OHp
dHp = ( 5 )MdT—i-( 5 )Td)\, 3.36]

en donde, la capacidad calorifica ahora se refiere a valor de dinero constante,

oo (9He) _ (%
*\or ), \or),

Sustituyendo en [3.36] se tiene que el cambio en la entalpia econémica puede

C\ definiéndose como

medirse como

dHg = C,\dT + (%) dA, [3.37]
),

ahora se elije la entropia como S = S(T, ), en este caso su andlogo econémico esta

definido por S = S(T', P), tomando su diferencial se tiene que

S S
ds = (6—T)A dT + (5)T dA, [3.38

sustituyendo en el cambio de la entalpia, dHg = T'dS + Md\, se sigue que

dHg =T {(6_5) dT + (8—5) d)\] + MdA,
A T

or O\ 3.30]
S a8 '
=T | — T+ T | = M
(or) o+ [ (&), + 1]
igualando los coeficientes d7" y d\ de [3.36] y [3.38], toma ahora la forma

(or),= 7
or), T’

A [3.40]

OHg\ .. [0S
(—aA )T—T(a)ﬁM'

68



Capitulo 3. Modelo termo-economico

Ahora, se reescribe [3.40] utilizando las relaciones de Maxwell, con lo que se llega a

(), 1)

Sustituyendo en [3.36] se obtiene una expresién para la entalpia econémica en fun-
cion a factores facilmente medibles como la tasa de interés o la masa monetaria,

esto es:

dHg = C\dT + {T (6—M) + M} d, [3.42)
aT |,

lo que es un andlogo (1.39). En donde el cambio en la entalpia en un sistema com-
presible simple asociado con un cambio de estado de (77, A1) a (T3, A2) se determina

mediante la integracién de la ecuacion anterior, esto es:

T> A2
Hp — Hpo = / C\dT + / {T (6—M) + M] dA. [3.43]
aT |,

1 1
despejando la capacidad econémica del deflactor del PIB, C de [3.42], se observa

que

dT oT

En realidad, sélo se necesita determinar ya sea la diferencia en la utilidad,

or =S - 7 (G5) Jan 3.44

Us — U; de [3.34] o el diferencial en la entalpia econémica, de (3.43), segun cual sea
mas adecuada para los datos disponibles. La otra puede determinarse mediante la

definicion de entalpia econémica, Hg = U 4+ AM, lo que conduce a

Hpy — Hp1 = U — Uy + (Ao My — A\ My)

que es un analogo a la conclusién de [1.38] y expresa el cambio de la efectividad de
la politica publica como un cambio en la utilidad de los individuos, mas un cambio
en su tenencia de saldos reales, sus efectos y posibles politicas quedan como una

futura linea de investigacion.

3.4.3 Cambios en la entropia econémica

A continuacién se desarrollaran dos relaciones generales para los cambios de entropia

econémica (velocidad del dinero) de un sistema compresible simple.
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La primera relacion se obtiene al sustituir la primera derivada parcial en la
diferencial total de la velocidad del dinero, dS [3.29] por [3.35] y la segunda derivada

parcial por la relacién de Maxwell, resultando

_ Cum O\
ds = —ZFdT + ( 6T) dM, [3.45]

lo cual, después de integrar, resulta en

Mo
So— Sy = /C—MdT-l—/(Q) dM, [3.46]
or )\,

T My

lo que no es otra cosa sino el mismo procedimiento usado para encontrar la entropia

de un sistema fisico aplicado a un sistema econémico.

La segunda relacién sustituye la primera derivada parcial en la diferencia total
de dS [3.38] por [3.40] y la segunda derivada parcial por la cuarta relacién de
Maxwell, lo que produce

Cx

oM
ds = —2dT + ( 6T) d, [3.47]

a partir de lo cual, mediante una integracién, se obtiene la velocidad del dinero
(entropia econémica) como una funcién de la tasa de interés, del calor especifico del

deflactor y del deflactor mismo (del producto interno bruto), esto es:

Sy — S = /—dT—i—/(%—j\I{)Md)\ [3.48)

Tanto [3.46] como [3.48] sirven para determinar el cambio en la velocidad del
dinero (entropia econémica). La eleccién adecuada dependera de lo apropiado que

sean los datos a una relacién particular.

3.5 Calores especificos econémicos ¢, y ¢,

Para obtener los calores especificos econémicos, se seguira el mismo procedimiento
usado para obtener sus andalogos fisicos, y al igual que sus contrapartes, represen-

taran la capacidad del sistema para experimentar cambios en la tasa de interés ante
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cambios en el valor del dinero (inverso del deflactor del PIB) y la masa monetaria,
lo cual implica la capacidad de la politica monetaria del banco central para afectar

la economia.

Para llegar a estos resultados, es necesario igualar el cambio en la velocidad

del dinero, dS, en [3.45] y [3.47], llegando a la ecuacién
Cnm O\ Oy oM
de donde es posible despejar
dT oM O
S Cu—0y) =[S (<) am.
T (Car =) (6T)>\d)\ (6T)Md

lo que finalmente conduce a una expresiéon referida a la tasa de interés, esto es:

g TOM/OT), \\ TONOT)y 3.4

Car — Ch Oy — Cy

Al elegir una tasa de interés que es funcién de la masa monetaria y del valor

del dinero, T' = T'(M; \) la ecuacién anterior toma ahora la forma
orT T
T=|-— M — | dA 3.50
‘ (6M ) A e (6)‘ ) Mo 0

Igualando los coeficientes del cambio en la masa monetaria, se obtiene el difer-

encial de los potenciales en funcion de variables conocidas, esto es:

oT T (dXAT),,

oM Cy — O\

O\ oM
CM‘C*—T(a—T)M (a—T)A

Igualando los coeficientes de cambio en el deflactor, d\ la ecuacién anterior puede

expresarse como

oT T (9M/IT),
X Cu—Ch

oM [

Una forma opcional de esta relacién con la forma ciclica (véase el apéndice C) esta

dada por
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(), ), (5), = 55

de donde se puede despejar que

(g—;)M - (%—AZ{)A (%)T 3.53]

Sustituyendo [3.52] en [3.51], es evidente que

OM\? [ OX

Esta relacién se expresa en términos de otras dos propiedades llamadas expansion
de la cantidad de dinero (o expansibilidad) # y compresibilidad «, las cuales se

definen como

1 /OM oM
o= (6—T)A ? (6—T)A = M§ 355

1 /OM oM
=" (ﬁ)T ? (W)T = —Ma 1356

Sustituyendo la expansibilidad en [3.53], se producen expresiones de las ca-
pacidades en términos de las expansibilidades y comprensibilidades del dinero, esto

(SN

MTg3?
(6%

Cy—Ch =

[3.57]

en donde (8 es una medida de cambio en la cantidad de dinero con la tem-
peratura a A\ constante y « la respuesta con que un sistema modifica la cantidad
de dinero al someterlo a cambios en el valor del dinero, A\, manteniendo la tasa de

interés, T.

La ecuacién [3.57] representa una entrada natural a valores monetarios en la

teoria de la utilidad a masas monetarias, M y valores del dinero A constantes.

3.6 Termometria en economia

Teniendo descritas algunas de las complejidades de la termometria en Fisica, se

indicard como realizar termometria en Economia. Para hacer esto, es esencial que
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en el modelo se pueda medir el calor econémico, dQQ = T'dS y que se tenga por lo
tanto una cantidad que pueda servir como un termometro de la actividad econémica.

Por la ecuacion [3.6], se tiene que

TdS = dU — A\dM — pdn, [3.58]

de esta forma, si se puede medir el cambio en la utilidad, dU, el deflactor del PIB,
A, la masa monetaria, dM los precios, p y el cambio en el nimero de bienes, dn, es

posible medir el cambio del calor econémico, d@Q) = T'dS.

Se asumird que se tiene algtin indicador econémico 7 que depende de T, \ y n.
Para tal efecto, se propone el inverso de la acumulacién de inventarios, pues cuando
aumenta el poder adquisitivo, A la velocidad del dinero, .S, o la cantidad de dinero
en la economia, M, estos disminuyen (relacién inversa). Al tomar su inverso, la
relacién se vuelve directa y se tiene que aumentara ante cambios en las variables

anteriores, tal y como en sus contrapartes fisicas.

Para emplear la relacién del inverso en el cambio en inventarios, 7(7, A\, n)
se requerira una nueva condicion térmica de Slutsky, obtenida usando el analogo

economico de la energia libre de Gibbs. En donde

V(T,p,M)=U —TS — AM [3.50]

siendo V' = pn, obtenido usando la ecuacién [3.5], la cual representa el valor mone-

tario de los bienes. Su diferencial satisface

AV = (=SdT — Md\ + pdn) [3.60]

la cual se sigue de la sustitucién de la ecuacién [3.6] en la diferencial de la ecuacién

[3.59]. Entonces
0*V 0*V
(6)\6T) o (6T6)\) . 1361

(g_i) o (%—]\1{) . 3.62]

Usando la ecuacién [3.53] y el cambio del calor econémico, dQ = T'dS, se observa

Lo cual lleva a

que
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80 S oM oM or
Y () () —_p(9% l 3.63
(6)\)T,n (6)\)T,n (6T))\,n ( or ))\,n (6T))\,n [ ]

Reorganizando los términos, se obtendra

OM /Ot
! (6T) _ OMIOTn s 13.64]
A,n

T \or (0Q/0N) 1.,

El lado izquierdo de la ecuacién [3.64] esta a valor del dinero, A\, y nimero
de bienes, n, fijos, asi que el lado izquierdo debe ser escrito en términos de las
variables como el inverso del cambio en inventarios, 7, el valor del dinero, A, y el
numero de bienes, n. Lo que explica la notaciéon f (7, A, N). Integrando desde una
tasa de interés inicial, Ty, y la correspondiente medida para el inverso del cambio

en inventarios, 79, la ecuaciéon anterior se convierte en

T 4 o (6M/67-))\,n
Info = /T f(r, A, n)dr, f(r,A\n)= [3.65]

0 (6Q/6)\)T,n ’
donde dQ) = T'dS como es usual.

A partir de la ecuacién [3.65] se puede obtener, en principio, la escala de tem-
peratura T (7, A\, N) en términos de las cantidades medibles (7, A\, N) . Es necesario
poder medir las cantidades que aparecen en la expresién para f (7, A, N) especial-

mente es dificil medir el cambio en el calor econémico, dQ) = T'dS.

Por la ecuacién [3.7], esta cantidad es también el cambio en la utilidad a bienes
y moneda fija. El presente trabajo inicamente trabaja con funciones de utilidad
propias de la literatura neoclasica. Otras formas de la termometria econémica son
quizd mas practicas para implementar son posibles por analogia a la termometria

en termodindamica.

3.7 Analogia para la mecanica estadistica

La mecanica estadistica ha estudiado con éxito, durante més de un siglo las fluctua-
ciones de diversas magnitudes en sistemas complejos y es natural tratar de entender
sus resultados en el mundo de la Economia, que es también un sistema complejo

en el que las magnitudes fluctuan apreciablemente. Esta investigacion se enfocara
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en relacionar propiedades microeconémicas correspondientes a un modelo macroe-
condémico, observable en la vida diaria como resultado natural de la estadistica y la
mecanica. Una herramienta importante es la funcién de particién candnica obtenida
en [1.76]:

Z(T,V)= > ' [3.66]

jestados

en donde al sustituir el andlogo de la energia, toma la forma

Z(T,V)y= Y %/ 3.67]
jestados

Siendo k una constante de ajuste determinada experimentalmente en termo-
dindmica por Boltzmann (por tanto, posiblemente distinta para Economia), pero
en base a la experimentacién en las distintas funciones de utilidad, se puede llegar

a determinarla.
En lo subsecuente, se le denominara a esta constante como constante de ajuste,
k. Por lo que la funcién de particiéon candnica dependerd de la tasa de interés, T,
y la utilidad de cada posible estado del sistema, U;. Lo que conduce a que cada

estado aporta una utilidad de la forma
Ui/ kT

es decir, cada una de ellas es una medida de estados utilitarios de una utilidad
particular que son préximos a ser ocupados a una tasa de interés, T' dada, haciendo

explicita la dependencia de la utilidad con la tasa de interés.

La funcién de particién canénica mostrada por [3.66], suministra una medida
del nimero total de estados energéticos disponibles por el sistema a una tasa de
interés fija, ademas permite la conexién entre el sistema macroeconémico y microe-
condémico, manifestando los cambios a través de este en la energia libre de Helmholtz,

esto es:

F=—-kTlhZz [1.76]
también representado por
Z= > " 3.68]
jestados
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El conocimiento de la riqueza, W, que es analoga a la energia libre de Helmholtz,

F, lleva a las propiedades termodinamicas del sistema fisico.

Para hacer la analogia con la Economia, es importante hacer notar que el
nimero de estados econémicos esta limitado. Ademads, un agente econémico buscara
maximizar la utilidad o riqueza (de acuerdo a que variables se tomen constantes),

mientras que un sistema fisico buscara minimizar la energia o energia libre.

De acuerdo con [3.67] y [3.68], se presentan cuatro posibles estados econémicos:
(1) e U/T: (2) eY/T; (3) eW/T vy (4) eW/T. Si la relacién de la utilidad con la
riqueza, la tasa de interés y la velocidad del dinero, U = W 4+ T'S es mantenida,
entonces eV/T y e=W/T lleva a definiciones indeseables como el que la entropia es

negativa.

U/T aparenta ser el més natural, debido

U/T

De los dos pasos que permanecen, e~
a la analogia termodinamica. Sin embargo la e~ es indeseable ya que favorece
estados de baja utilidad (un principio de minimizacién) y emplea una cantidad que
no esta conservada en intercambios econémicos. Por lo tanto, el peso dado por la
eW/T favorece estados con alta riqueza (principio de maximizacién) y cantidades que
son empleadas en intercambios econémicos. Este paso también es consistente con
la idea de que T' es una medida de la tasa de interés. A baja temperatura (tasa de
interés) la economia se esfuerza por alcanzar altos estados de riqueza, W, mientras
que para alta temperatura (alta tasa de interés) la economia prefiere variar, esto es

los estados econémicos son igualmente probables.

Considere un micro estado T con riqueza Wg ahora se define la funciéon de

particién candnica

Z=">Y VT 3.68]

states

Si se define con base en la utilidad, U, por

7 = VIt 3.70]

se tiene que la utilidad esta dada como el logaritmo de la funcién de particién

multiplicada por la tasa de interés, esto es:

U =TInZ [3.71]
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Haciendo la suposicién usual de que la suma estd dominado por el estado mas

probable (el peso més probable), la ecuacién [3.71] conduce a

Z ~TeV/T, r= > 1, 3.72]

estados
donde la suma es sobre los estados econémicos con riqueza Wg = W. Combinando

las ecuaciones [3.70]-[3.72], se obtiene una expresion de la forma

U=W +TInl' [3.73]

Asi, de acuerdo con la expresiéon usada para el superavit, ¥ = TS que puede
identificarse como

S =Inl [3.74]

La ecuacién [3.74] es el andlogo econémico de la famosa relacién debida a
Boltzmann, la cual relaciona la entropia econémica a la variedad econémica. La

cual es, evidentemente, un analogo a [1.67].

Seria imposible contar los posibles estados econémicos, dada la complejidad que
presenta la manipulacién de informaciéon de tal magnitud, como la determinacién
del ”espacio fase” (recalcando las dificultades asociadas con el conteo de estados
en Fisica después de que la mecanica cuantica defini6 la celda unitaria del espacio

fase.)

De la ecuacion de la energia libre de Helmholtz, F' = E — T'S, se sabe que a
bajas temperaturas se favorece la minimizacién de la energia, F/, mientras que altas

temperaturas favorecen la maximizacién de la entropia, S.

Correspondientemente, del andlogo de la energia libre de Helmholtz, U = W +
TS se sigue que una baja temperatura econémica favorece la maximizacion de la
riqueza W, mientras que una alta temperatura econémica favorece la maximizacién
de la velocidad del dinero, S. Desde el punto de vista de la maximizaciéon, —F y
U son andlogos. Esta analogia esta en contraste con la discusion anterior, donde
la energia, F y la utilidad, U son andlogos desde el punto de vista de variables
naturales. Note que la utilidad, U, calculada mediante la ecuacién [3.71] esta escrita

en términos de la tasa de interés, T' la cual no es una variable natural.

Para esta relacién, W = U — T'S la velocidad del dinero puede ser obtenida
mediante S = fOT (dT/T) X (OU/OT |p N )-
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La ecuacion [3.74] puede ser hecha de las bases de la teoria de fluctuaciones
sobre una economia en equilibrio, lo que resulta en una analogia a la teoria de
fluctuaciones sobre termodinamica en equilibrio. Por ejemplo, las fluctuaciones en

el nimero de particulas, dn satisface

5 . ON
(6N) :T% [3.75]

Anilogamente, el nimero de fluctuaciones on en el nimero de bienes n tiene un

valor medio cuadratico que satisface

(O0N)* = —T— [3.76]

La derivada que aparece en la ecuacién [3.76], la cual aparece en la discusién
anterior de la ecuacién [3.23], es proporcional a elasticidad-precio (p/N) (ON /Op).
Theil asumi6 que, para un agente econémico dado, se satisface una relacién similar
a la ecuacion [3.76]. Aunque no dio el coeficiente de proporcionalidad, su intuicién
economica lo llevé a sugerir que el coeficiente de proporcionalidad debe ser el mismo

para todos los bienes. (No incluyo el concepto de temperatura en este contexto.)

La ecuacién [3.76] va mas alla de la prediccién de que las fluctuaciones se incre-
mentan par 7T fija, si la 9N /Op (semejante a la susceptibilidad o compresibilidad) se

incrementa, y que las fluctuaciones se incrementan cuando 7" se incrementa, cuando

ON /0p es fija. Note que si (8N)2 y ON /Op puede ser medido para un sistema en
equilibrio con fluctuaciones gausianas, entonces la ecuacién [3.76] puede ser usada

para determinar la temperatura econémica.
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Conclusiones

Dado que la termodindmica modela a particulas en base a la fenomenoldgica
de los efectos producidos por una gran cantidad de pequenas particulas, este tra-
bajo estudia a la Economia como una ciencia fenomenolégica, en base a los efectos

producidos por una gran cantidad de pequenas economias.

Suponiendo que la utilidad, U, puede ser dada en unidades monetarias, de
modo que la termometria econémica pueda ser realizada (en principio), se tiene
desarrollada una analogia entre las cantidades econdémicas superavit, ¥ utilidad,
U, y riqueza, W, en cantidades termodinamicas TS, energia, E y energia libre de
Helmholtz, F.

En el capitulo 3, tentativamente, se hizo un lenguaje comin para identificar
la temperatura 7' con la tasa de interés y la velocidad del dinero, S. Atdn cuando
las cantidades T' y S corresponden, en la tltima parte, a variables monetarias, las

cuales son referidas en discusiones econémicas de neutralidad del dinero.

Asi mismo lleva aparentemente a nuevos resultados: una relacién econémica de
Gibbs-Duhem; la ecuacién del superavit marshalliana, W para T'S; la ecuacion T'd.S
para el incremento en la utilidad a bienes, N y moneda, M, fijos. La interpretacion
de T'dS como un superavit, nuevas y mas precisas relaciones de Slutsky; y las
relaciones entre las medidas de la utilidad y el establecimiento de una escala de

temperatura econdémica.

Probablemente la mejor forma de probar esta analogia es desarrollando modelos
microscépicos para el comportamiento de sistemas econémicos especificos. Como un
siguiente trabajo, se intenta realizar descripciones de comportamientos econémicos

reales en base a este modelo.

A finales del siglo XIX, Irving Fisher desarroll6 una analogia mecanica entre la
Economia y la Fisica, envolviendo fuerza y distancia para ser una analogia para el
precio y el nimero de bienes, respectivamente. En el presente trabajo se hizo una
analogia termodinamica, envolviendo el potencial quimico y el niimero de bienes y
especialmente la temperatura y entropia. Tal punto de vista podria ser reconocido

inmediatamente por Fisher.
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Es dificil saber si la suposicion de una economia en equilibrio es correcta ademas
no se sabe si las medidas econométricas son bastante exactas para probar la teoria,
y por lo tanto, también saber si un sistema esta en equilibrio. Sin embargo, si un
sistema no econémico esta de verdad en equilibrio, las analogias propuestas aqui

pueden tener valor para sistemas que estan ligeramente fuera de equilibrio.

Un numero sorprendentemente grande de aparentemente nuevos resultados
tiene que ser obtenido usando razonamientos microscopicos asociados con la ter-
modindmica. De hecho es posible que mejores analogias puedan ser desarrolladas.
Es posible suponer que sistemas econémicos que son permanentes y estan en equi-
librio provocan que la riqueza sea conservada bajo intercambio con precios fijos.

Estas suposiciones no pueden ser literalmente ciertas.

Probablemente la mejor forma para probar la analogia econémica-termodiné-
mica es aplicandola a las medidas econdémicas de un sistema que se piensa esta en
equilibrio econémico, o cerca del equilibrio. Note que la Economia individualmente
aparecera en los micro-aspectos de la analogia econémica-estadistica-mecédnica de la
seccién correspondiente. Es posible que la mejor forma de probar esta analogia es
desarrollando modelos microscopicos para el comportamiento de sistemas econémi-
cos especificos. Igual si la analogia requiere modificacion, ello sugerira direcciones

para futuras investigaciones.
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Recomendacion para futuras
investigaciones

A lo largo de la presente investigacion, surgieron muchas dudas respecto a si era cor-
recto mantener la analogia entre sistemas termodinamicos y econémicos dentro del
equilibrio, sin embargo por simplicidad asi se considerd, de lo que sirgieron conclu-
siones importantes para la Economia en referencia a las ecuaciones fundamentales

analogas a la Fisica.

A consideracion del autor lo siguiente es extender la investigacién en sistemas
fuera del equilibrio, dado a que en los sistemas econémicos hay una multitud de
elementos individuales que influyen de manera no lineal en el estado general del

mismo.

Por lo anterior, se propone el estudio mediante en anélisis de sistemas comple-
jos, siendo ademas utilizado este concepto anteriormente por medio del estudio de
la entropia. La ciencia de los sistemas complejos, permite identificar patrones evo-
lutivos o plantear conjeturas acerca de aspectos cualitativos esenciales en otros pro-
cesos, en donde, aparentemente, el predominio de lo azaroso hace vana la busqueda

de lo estructural.
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Apéndice A

Relaciones de Maxwell

Las ecuaciones que relacionan a las derivadas parciales de propiedades S, T,
P y V de un sistema compresible simple entre si se conocen como relaciones de
Mazwell. Se obtienen a partir de las cuatro ecuaciones fundamentales y representan
igualdades de las segundas derivadas de cada uno de los potenciales termodinamicos
con respecto a sus variables térmicas (temperatura 7'y entropia S) y sus variables
mecanicas (presién P y volumen V'), medio por el que se puede expresar la e-
nergia, energia libre de Helmoholtz, energia libre de Gibbs y entalpia, en funcion de
variables medibles, explotando la exactitud de las diferenciales de las propiedades

termodinamicas
A.1 Relaciones de Maxwell en termodinamica

Considere a la energia como funcion de tres variables S, V' y N, la cual es una
magnitud abstracta que esta ligada al estado dinamico de un sistema cerrado y que
permanece invariante con el tiempo, segin la primera ley de la termodinamica y

representa la capacidad de un sistema para realizar trabajo.

E(S,V,N) =TS — PV + uN,

el cual nos muestra que diferenciando la energia F se obtiene

OF OF OF
_ (o2& oL il N 1.
7= (55),, 05 (50),, 7 (Gw), o o
en donde
OF OF OF
=% ~PFa FEoaw
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y por lo tanto se obtienen tres relaciones de Maxwell. Si se consideran las derivadas

parciales respecto al par Sy V,

0’E  O’E ary _ [(opP
080V ovVos’ WV )sn  \0S/)yn

Las derivadas respecto a V' y N se representan por medio

°E__ PE__(OP\ _(n
OVON — ONOV’ ON)gy \OV /gy

Por 1ltimo con las variables S'y N,

B _ OB (op\ _ (0T
ONOS ~— OSON’ 8S)yn \ON)gy

En forma semejante pueden obtenerse relaciones de Maxwell para los diferentes

potenciales termodindmicos, proceso que se seguird a continuacion.

La energia libre de Helmholtz, por su parte mide la capacidad de un sistema para

efectuar trabajo 1til en un proceso isotérmico, determinandose en funciéon de T, V
y N
F(T,V,N)=—-ST — PV +uN

tomando el diferencial
dF = 8—F dT + 6_F dV + 8_F dN,
oT V.N ov TN ON TV

oF oF oF
= PEH FEaN

Al igual que en el desarrollo para determinar las derivadas cruzadas en la energia, F,

en donde

se realiza ahora con la energia libre de Helmnholtz, F', haciendose de igual manera

en parejas. Determinando en relacién a la T', y V, se obtiene

Pr  0*F a8 _(opP
orov — ovor’ OV )rn \NOT)yy

Las derivadas cruzadas con V' y N muestran que
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°F__ PF - (0P\ _(on
OVON — ONoV’ ON)py \OV )N

Asi mismo, al calcular las relaciones entre N y T, se obtiene

CF _ OF - (op\  _ (08
ONOT ~ OTON’ T )yn  \ON )5,

La energia libre de Gibbs el cual representa el trabajo minimo que tiene que

hacerse sobre un sistema para efectuar un proceso, esta en funcién de

G(T,P,N)=—ST+ VP + uN,

haciendose explicito su diferencial por medio de

oG oG oG
= — dT — dP - dN
1 (aT)P,N * (6P)T,N * (6N)T,p ’

en el cual
0G 0G 0G
S=ar VEap M an
en donde las relaciones cruzadas entre 7'y P se expresan
#G _ oG (os\  _ (v
oToP — OPOT’ OP )y \OT)py

Derivando respecto a Py N

G PG (VN (on
OPON —~ ONOP’ ON)rp \OP)rn'

En relacion a N y T

°G PG (o _ (08
ONOT ~— OTON’ T )pn  \ON);p

De igual forma se determinan las relaciones cruzadas de la entalpia, la cual
expresa una medida de la cantidad de energia absorbida o cedida por un sistema

termodinamico. Estando determinada por
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H(S,P,N) =TS +VP+uN,

en donde su diferencial se expresa por medio de

OH OH OH
= (%)RN a5+ (a—P)S,N P (a—N)S,PdN’

de donde se desprenden las siguientes definiciones

0H 0H 0H
=25 V=ap M=on

las relaciones cruzadas respecto a S y P, muestran

OPH  0°H ar [V
dSoP — 9PdS’ OP)gn \0S)pn

Las derivadas respecto a P y N implican

CH__ OPH (VN (On
OPON ~— ONOP’ ON)sp \OP)gn'

Calculando la relacién entre N y S se obtiene

°H__ M (op\ (0T
ONOS — OSON’ 8S)py \ON)gp
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A.2 Relaciones de Maxwell para Economia

Una vez formulados los cuatro postulados basicos para economia: la utilidad U,
analogo de la energia E; la riqueza W andlogo de la energia libre de Helmholtz F’;
el superavit W con con el trabajo térmico T'S; la entalpia econémica o utilidad no
aprovechabe Hpg, andlogo de la entalpia H; y por ultimo la energia libre de Gibbs
economica G g generada o utilidad no aprovechable por efectos en la tasa de interés
ademas de los representados en la entalpia, analogo de la energia libre de Gibbs
G. Lo que sigue es la derivacion parcial de estos y la obtencién de las relaciones

econ6micas de Maxwell.

Se inicard por determinar las relaciones cruzadas en relacién a la utilidad U,
la cual representa la satisfacciéon obtenida por el consumo de un bien o servicio,

definiendose por:

U(S,M,n)=TS+ A\M + pn.

en forma diferencial de la utilidad U se representa por

oUu oUu oUu
U= (%)M,nd“ (a—M)S,n M+ (%)S,Md”’

ou ou ou
T=%s" *“ar P on

El diferencial de S'y M queda definido por

U PU_ (9T (A
dSOM — OMdS’ OM)g, \9S)y.,

las relaciones cruzadas de M y n muestran

cu__ v (o (o
OMon — OnoM’ on S’M_ oM S’n’

y en donde las relaciones entre n y S

o*U  0°U Ip _(oT
ondS  9Son’ 0S8 M’n_ on S’M'
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Por su parte, la riqueza W definida como la totalidad de aquellos bienes de
que dispone un sujeto, siendo una cantidad es menor que la necesidad del mismo,

queda expresada como

W (T,M,n) =ST + AM +pn

diferenciando la riqueza W,

oW oW oW
— (<X T+ (20} am+ (25) 4
aw (aT)M,nd +(6M)T,n *(an)T,M "

expresando que

oW oW oW
SEST Ao PE G

Determinando las relaciones entre T y M se obtiene

CW__PW - (05\ ()
oTOM — OMOT’ OM )y, \OT )y,

en relacién a M y n

oW ew (Y (o
OMOn — OnoM’ on T’M_ oM T’n’

con respecto a n 'y T implica

*W _ 62W. ap _ (98
ondT — OTon’ oT M’n_ on T’M'

Asi mismo, también se obtendran las relaciones de Maxwell para el superavit,
término econdémico que representa el excedente de la utilidad sobre la riqueza,

quedando definido como

U (S,\,p) =TS+ M\+np

haciendo explicito d¥,
v v v
d\I/:(a—) dS+(6—) dA+(6—) dp,
oS Ap o\ Sp ) s.x
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T

I
|
S
I
|
3
I
|

derivando respecto a S'y A

oY _ 9w (0T (OM
9SO\~ 0ADS’ ox)s, \05),,

las derivadas cruzadas de A y p muestran

Pu_ v (o _ (o
ONOp  OpoN’ Op S)\_ O\ S’p’

por tultimo al calcular las relaciones entre p y S se obtiene

o R on _(or
opdS — 0Sop’ oS )\’p_ p ) sx

Por otra parte, se tiene la entalpia econémica Hp, definida como la utilidad que se

pierde por la ineficiencia de la politica piblica, y representada por

Hg (S,\,n) =TS8+ M\ + pn

mostrandose Hg diferenciado,

Hy = | — ds - d\ — d
e (6S)A,n *(w )s,n *(6n)w "

de lo que resulta

S - = ox’  P=Ton  9Son T oroS

p_0Hp . _0Hp OHp ~ O°Hp  02Hp

Calculando las relaciones entre S y A, se muestra que

0’Hy  0°Hp ar\ (oA
9S0X ~ 9AdS’ oX)s, \9S),,

haciendo lo mismo en relacién a A y n,

O*Hy 0°Hg (oMY  (0p
oNOn  OnoN’ on S)\_ O\ S’n’

88




Apéndice A. Relaciones de Mazxwell

Por dltimo en relacién a la entalpia econdémica, se relaciona n y S, obteniendose

O*Hy 0°Hg  (dp\ (0T
ondS  9Son’ 0S8 )\’n_ on S’A'

La energia libre de Gibbs econémica, Gg, muestra otro tipo de energia util
en el sistema econdémico, ya que es analogo a la energia libre de Helmholtz, F', la
riqueza, W, en economia, sin embargo, la tinica variante es que toma como variable
el deflactor del PIB, A, y no la cantidad de dinero, M, por lo tanto queda definida

CcOomao:

Gg (T, \,n) = ST + MM\ + pn,

diferenciado la ecuacién,

. 6GE 6GE 6GE
dGE a ( or )A,ndT+( OA )T,nd)\+( on )T,)\dn’

lo cual muestra que

Al derivar respecto a T y A,

’Gp  0°Ggp a8 (oM
OTON — ONIT’ ), NOT )y,

y relacionando A y n,

0?°Gg _ 62GE. 6_M _ @
oNOn — OndN’ on T’A_ O\ T’n’

y por dltimo al diferenciar n y T' se obtiene

62GE_62GE. ap _ (98
ondT — OTon’ oT )\’N_ on T’A'
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Apéndice B

Reglas de diferenciacion parcial y
formula de Stirling

B.1 Reglas de diferenciacién parcial

1. Identificar las variables independientes, por ejemplo S y V.

2. Si E = E(S,V), la derivada parcial de E con respecto de S con V' constante,

oF
es (55)y
3. por lo tanto

VN _ (95 _, 95\ _ (VY _,
a5 ), \av ), =" 7 25), \av ), "

4. el orden de las diferenciacién no tiene importancia para las propiedades,

v (35).), = s ().,

5. El cambio en E es resultado de cambiosen S y V,

OF OF
E=(=— - 1
d (as)vds+<av)sdv 1]

6. Se tomaran S y V como variables independientes, con S = S(V, E'). Ahora las

25 95
o), 7 oE ),

note que primero no es requerido para que sea F no S que se mantiene con-

S S
ds = (W)E av + (6—E)V dE. 2]
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7. Comparando [1] y [2] con dV =0,

6E) 1
o) = 3
(33 v (58)y
8. De [1] se tiene
oF oF
- = = 1 E
( 39 ) y ds (8V) ) dv paralaconstante

OF s\  [(9E\ _ vy 17! 1
(5), (v), = ()=~ 1Ge) ] v
(3s), (ov), (5, =~
05 ), \0V ) \OF )¢
[4]
9. En la segunda linea, dividiendo dS por dV da (0S/0V) , no (dS/dV') porque

la primera linea fue verdadera solamente para E constante. Reacomodando [4]

se tiene

(), =~y =

Las ecuaciones [3], [4] y [5] son nuestros principales resultados.
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B.2 Foérmula de Stirling

Esta féormula permite calcular el valor aproximado de In N!, cuando N es muy
grande, mediante la expresion
InN!'~NInN - N

Para demostrar la férmula de Stirling, se comenzara por desarrollar la funcion de

In N!, de manera que

N N
N = [J(N=i+1)=) Im(N-i+1)=InN+In(N—-1)+In(N-2)..
=1 =1
2 — y=In x

Figura 2. Aproximacién de la formula de Stirling.

La suma de los términos del iltimo miembro de esta expresién, corresponde
a la suma de las areas de los rectangulos, indicados en la siguiente figura, todos
ellos de base unitaria, cuyas alturas respectivas son In2,In3,Iln4,...In N. En el
caso de que N sea muy grande, estd area es igual a la comprendida entre la curva
y = Inz y las ordenadas extremas en los puntos x = 1y x = N + 1, ya que en estas
condiciones el drea no considerada (sombreada) es despreciable en comparacién con

el area delimitada bajo la curva. Asi pues, se tiene

N
In N! = / In zdx
1
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que integrada ”por partes” conduce a

InN!'~NInN-—-N+1

y, puesto que estamos considerando valores de N >> 1, puede despreciarse 1

frente a N en la expresion anterior, resultando:

InN!'~NInN - N

que es la formula correspondiente a la aproximacién de Stirling. Resulta ttil en
diversas areas como la mecanica estadistica, donde aparecen ecuaciones que con-
tienen factoriales del ntimero de particulas. Puesto que en la materia ordinaria los
sistemas macroscopicos tipicos tienen en torno a N ~ 10?3 particulas, la férmula
de Stirling resulta muy aproximada. Ademas la férmula aproximante de Stirling es
diferenciable, lo cual permite el calculo muy aproximado de maximos y minimos en

expresiones con factoriales.
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