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Resumen

En esta tesis trabajamos el caso confluente de la mecanica cudntica super-
simétrica a segundo orden, en la cual las dos energias de factorizacion son la
misma. Encontramos cuales son los comportamientos apropiados de las solu-
ciones para evitar nuevas singularidades en el potencial generado. Mostramos
despues que la modificacién al potencial inicial depende del wronskiano de las
dos eigenfunciones generalizadas. Aplicamos nuestro método a la particula
libre, al potencial de Poschl — Teller, al oscilador arménico estdandar y a
la parte radial del a&tomo de hidrégeno. Finalmente, resumimos nuestros
resultados y discutimos algunas posibilidades de trabajos futuros.
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Abstract

In this thesis we address the confluent case of the second-order supersym-
metric quantum mechanics, in which the two factorization energies are the
same. We find the right behavior of the solutions to avoid new singulaties in
the generated potential. Then we show that the modification to the initial
potential depends on the wronskian of two generalized eigenfuntions. We
apply our method to the free particle, Poschl — Teller potential, standard
harmonic oscillator and the radial part of the hydrogen atom. Finally, we
summarize our results and discuss some possibilities of further work.
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Capitulo 1

Introduccion

A principios del siglo 20 la Fisica comenzd a tener una serie de dificul-
tades conceptuales al tratar de entender ciertos fenémenos. Problemas ta-
les como la radiacién de cuerpo negro, el calor especifico de los cuerpos, el
comportamiento Ondulatorio-Corpuscular de la luz, etc., pusieron en entre-
dicho los fundamentos de la Fisica de Newton y la teoria electromagnética de
Maxwell. Dicha problemaética provocod que fisicos de todo el mundo hicieran
la proposicién de nuevos postulados para poder resolver dichos problemas,
asi como otros que en su momento no tenfan explicacién. Fue asi como na-
ci6é la Mecanica Cuéntica. Cabe senalar que algunos de los principios que
la sustentan carecen de sentido comun, como el principio de incertidumbre
donde se establece que no se pueden medir la posicién y el momento de la
particula al mismo tiempo, situacion que en la mecanica Newtoniana resulta
absurda. Las bases de la mecanica cuantica se fueron acumulando poco a
poco hasta culminar con una de las mayores contribuciones en su desarrollo:
la ecuacion de Schrodinger.

Para un sistema caracterizado por un potencial V(x), al resolverse la
ecuacion de Schrodinger se obtienen las funciones de onda que describen a
tal sistema. Al multiplicarse éstas por su complejo conjugado e integrarse en
un cierto intervalo, se obtiene la probabilidad de encontrar a una particula
en la region de integracién. Asi, el médulo al cuadrado de la funcién de onda
es la densidad de probabilidad de la posicién del sistema.

Ademads, de esa ecuacién se obtiene informacién sobre el espectro de
energia de tal sistema. Respecto a esto, es curioso notar que solo se pueden en-

25



26 CAPITULO 1. INTRODUCCION

contrar soluciones analiticas de la ecuacién de Schrodinger para un grupo se-
lecto y reducido de problemas bien identificados en la literatura. Estos inclu-
yen al oscilador armonico, la particula libre, el potencial de Poschl—Teller, el
atomo de hidrégeno, entre otros. Para cada uno de estos problemas se requie-
re un tratamiento matematico especifico, dependiente de las caracteristicas
peculiares que cada uno de los potenciales mencionados le otorga a la ecua-
cion de Schrodinger. De hecho, el aventurarse a resolver tal ecuacion para
potenciales V' (z) que no son del grupo selecto significa, en general, una com-
plicacién excesiva en el intento de encontrar soluciones analiticas de dicha
ecuacion.

La linea de investigacién que sigue este trabajo consiste en generar nue-
vos potenciales, asi como nuevas soluciones de la correspondiente ecuacion de
Schrodinger, a partir de potenciales que tienen soluciones analiticas. Para
conseguirlo, haremos uso de lo que se conoce como mecanica cuantica su-
persimétrica de primero (1-SUSY QM) y segundo orden (2-SUSY QM) [1, 2]
aunque ya existen algunos trabajos relativos al caso de tercer orden. La técni-
ca se basa en la relacién de entrelazamiento operatorial de primero y segundo
orden, segun sea el caso. Histéricamente, las soluciones que se obtienen a pri-
mer orden son analiticas parcial o completamente dependiendo del potencial
de arranque. Sin embargo, suelen aparecer singularidades adicionales en el
nuevo potencial durante el proceso de transformacion. Andrianov, loffe y Spi-
ridionov [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12] fueron los primeros que introdujeron
la mecénica cuantica supersimétrica de segundo orden, primeramente para
evitar las singularidades que surgen a primer orden y posteriormente para
profundizar en el estudio de la supersimetria.

La palabra supersimetria originalmente fue empleada para denominar una
simetria que aparece en teorias de campo, que permite transformaciones entre
campos cuyos espines intrinsecos difieren por i/2 . Es a partir de 1981, con
el trabajo desarrollado por Witten, cuando se reconoce que la supersimetria
podria usarse en mecanica cuantica como un modelo de juguete de teoria del
campo. Por ello, a partir de entonces se le conoce como mecénica cuantica
supersimétrica.

El algebra de la mecénica cuantica supersimétrica estandar involucra dos
generadores (01 y (02, también llamados supercargas, ademéas de comutadores
y anticonmutadores de la forma siguiente:
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{Qj, Q1) = Q;Qr + QrQ; = djnHs, (1.1)
[HSS7Qj] — Hsst - Qszs - 0, j,k — 172, (12)
en donde
Q'+ Q Q' -Q
Q1= N Q2 = 7 (1.3)
con

o-(10) e (h0)

Lo anterior define de manera natural al Hamiltonian supersimétrico:

ATA 0
Ha = ( 0 AA! )

En el caso que A y AT sean operadores diferenciales de primer orden adjun-
tos entre si, se estara trabajando con la mecénica cuantica supersimétrica
estandar, o 1-SUSY QM, en la cual existe una relacion lineal entre el Hamil-
toniano supersimétrico Hy, y la matriz H = diag{ H1, Ho} que involucra al
par de Hamiltonianos tipo Schrodinger Hy, Hy los cuales estan entrelazados
por los operadores A y AT de la siguiente manera:

Hy= 1% Ly (1.5)
U o\Z), .
1 d?
H,y :—§@+Vl<x)a (1.6)
HlAT = ATHO O H()A = AHl (].7)

Para el caso 2— SUSY las expresiones (1.4), (1.5) y (1.6) son las mismas,
sélo que en vez de que A y A sean de primer orden seran ahora operado-
res diferenciales de 20 orden. Lo anterior conduce a tres casos distintos, en
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donde dos energias de factorizacion €; y €5 estan involucradas.Ambas estan
relacionadas con una constante real ¢ en la forma:

d—++/c d—+/c
€1 = 2\/_, €y = \/_ (18)

Cabe senalar que c¢ juega un papel determinante, ya que si ¢ > 0 se tiene
que €; # € € R,asi como ¢ < 0 implica que €; # € € C mientras, si ¢ = 0
se tiene que €; = €5 € R. Este tltimo caso es precisamente el llamado caso
confluente, alrededor del cual gira esta tesis.

En este trabajo se demuestra que en el caso confluente se cuentan con dos
soluciones linealmente independientes, cuyo wronskiano al igual que en el ca-
so real y complejo, permite determinar la modificacién que sufre el potencial
inicial. La primera es solucion directa de la ecuacién de Schrodinger y la
segunda es una eigenfuncién generalizada de segundo orden. Posteriormente
se analizaron el tipo de soluciones que son viables para poder construir el
potencial supersimétrico, no sin antes estudiar con cuidado el dominio del
parametro wy para evitar singularidades. Los resultados obtenidos se ejem-
plificaron con la particula libre, el potencial de Poschl — Teller, el oscilador
armonico y la parte radial del &tomo de Hidrégeno. Cabe notar que esto se
realizé considerando tanto soluciones fisicas como las no fisicas de la ecua-
cién de Schrodinger. Finalmente se expresan una serie de conclusiones y se
comentan algunos trabajos futuros relacionados con 3 — SUSY QM.



Capitulo 2

Antecedentes

2.1. El método de factorizacion

Como es bien sabido, en la literatura existen diversas técnicas para re-
solver los clasicos problemas que admiten soluciones exactas en Mecanica
Cuantica. Una de estas técnicas es el llamado método de factorizacion, el
cual fue introducido inicialmente por Schrodinger y estudiado en gran de-
talle por Infeld y Hull [13]. Este consiste basicamente en descomponer el
Hamiltoniano (que conduce a una ecuacién diferencial de 20 orden) como
producto de dos operadores diferenciales de primer orden. Para ilustrar co-
mo funciona la técnica, consideremos el caso del oscilador armoénico, es decir,
cuando el potencial es V(z) = % La ecuacién de eigenvalores que resulta
para H es:

1d> 1,
H@D— (—5@—’—51’ )@Z)—E@/J. (2.1)
La ecuacién anterior se puede expresar como:
1
(AAT — 5) )= e (2.2)
con
1 d 1 _o2d o2
A= —|— = —e 7 —€72 2.3
2(dx+x) 5¢ Toer (2.3)
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1 d 1 2d _:2
A= — [ = = e7 ¢ 7 2.4
2( dx+m) 26 dz© (24)
es decir, se satisface
1 1
ATA:H—§, AAT:H+§, (2.5)

lo cual implica que [A, AT] = 1 y con ello tenemos que

HA"= AY(H +1), HA=A(H —1). (2.6)

Supongamos ahora que 1(x) es una eigenfuncién de H con eigenvalor e. Usan-
do (2.6) se pueden obtener las eigenfunciones asociadas a los eigenvalores e+1
y € — 1, mediante la accién de AT y A sobre 1(z) respectivamente, ya que:

H(A™W(2)) = ANH + 1)d(2) = (e + 1) ATy () (2.7)

H(Ab(x)) = AH — 1)) = (e — ) Ab(x). (2.8)

Al considerar el nivel méas bajo posible de energia para 1, tendremos que
2

Apo(x) = 0, lo que implica que ¥y(x) = Coe2 . Se puede verificar que el

correspondiente eigenvalor es Fy = % Aplicando el operador A' de manera

subsecuente a 1g(x) se pueden obtener las otras eigenfunciones

_ 22

wo(ﬂf) = C(]e 2

(2.9)

—x —x

bn(x) = Co (Ao (z) = G {ex;die } o (2.10)

Xz

cuyos eigenvalores son E, = n + 1/2. Hasta antes del ano 1984, la aplica-
cion de la técnica previa a los sistemas que admiten solucién exacta parecia
reproducir sélo resultados bien conocidos. No obstante, en 1984 Mielnik [14]
hizo la siguiente pregunta: Acaso los operadores de factorizacién A y A son
Unicos?, para analizar este punto, Mielnik propuso la existencia de nuevos
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operadores de factorizacién:

B % (% +6(x)> C Bi- % (—% —i—ﬂ(:c)) (2.11)

y exigio ademds que se siguiera cumpliendo que

1
H+§=BH. (2.12)
Lo anterior condujo a que
1d 1, 1 1 d? , 9
————+ = —==-|—-—— . 2.13
2d2 T2t T 2(dﬁ+ﬁ+ﬂ) (2.13)

Como consecuencia, es claro que la condicién anterior equivale a pedir que
se satisfaga la ecuacion de Riccati

B(x) + B*x) =1+ 22 (2.14)
Para hallar la soluciéon general a dicha ecuacién, primero se toma en cuenta

que existe ya una solucién particular § = x. Posteriormente se propone que
B =z + ¢(x), lo cual conduce a

¢ +2rhp+ ¢> = 0. (2.15)

Si se introduce una nueva funcién y = 1/¢ podra verificarse facilmente que

—y +2ry+1=0 (2.16)

Y= (7 +/ e_Zde) e (2.17)
0

con v € R.Por lo tanto, si recordamos que §(z) =z + ¢ (z) = z + 1/y, se
tendra que

cuya solucion general es

—z2

e
v+ [y e dz
Una vez obtenida la expresion para ((x), se puede observar que el conmuta-
dor de B y B' no es un ntimero:

Blz) =z + (2.18)

[B,B"] = f'(z) =14 ¢'(z). (2.19)
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Por consiguiente

1 .1
BTB:BBT+[BT,B]:H+§—1—gb’(a:):H—§ (2.20)
donde
H=H-¢@) =L v (2.21)
- v 2 dx? *
con
- 2 d e’
Vig) =~ — — | —— | 2.92
(z) 2 dr |v+ e—z2dz] (222)

Es interesante resaltar el hecho de que para | v [> 11/ el potencial (2,22) no

, . . , . 2
tendrd singularidades y serd semejante a % cuando | x |[— oo. Por tanto, se

obtiene una familia uniparamétrica de Hamiltonianos autoadjuntos en L?(RR).
Ahora bien, como se satisface que

8 1 1
HB' = <BTB + 5) B = Bt (BBT + 5) = B'(H + 1), (2.23)

denotando por ¢,(x) a las eigenfunciones normalizadas de H, tendremos que

Y1 T¢2 :BTE
> Bl T

Los eigenvalores correspondientes seran A\, = n + % ya que

¢1 BT%,% BT 7¢3 (224)

Ho, = %ﬁBW;n_l — %BT(H+ D)tpy_y = <n+ %) bn

conn = 1,2,3.... Dichas funciones son cuadrado integrables y estan

normalizadas ya que las ¢’s tienen un comportamiento asintético apropiado
cuando r — Fo00. Ademas, ellas son ortogonales entre si:

(67, 1) = ﬁ(Bwj_l,Bwk_n (41, BBl y)
= (s, (H 4 3)) =

NI (% 1, Yr-1) = (2.25)

~§\~
BN ES] 5
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si k # j. Para analizar la completitud del conjunto de eigenfunciones {¢,,, n
1,2,3...} supongamos que existe un elemento que no pertenece al conjunto,
denotado por ¢y, que es ortogonal a todos los ¢,:

(¢0; @n) (G0, BMo1) = (Boo, tn—1) =0 (2.26)
paran =1,2,3.... Por lo tanto
Béy = —= | = 4+ B(x)| 60 = 0 (227)
0~ V2 | dx o= ’
lo que conduce a
b0 = Coe e Jo 921 (2.28)

Este tdltimo elemento se debe agregar al conjunto de eigenfunciones ¢,, de H
previamente obtenidas, por lo que se concluye que el conjunto {¢g, ¢1, ¢, . .. }
es completo en L*(R). Ademds, el eigenvalor asociado a ¢g es Fy = % ya que

Hoo = <B*B + %) Py = %%. (2.29)

Notar que estos resultados coinciden con los obtenidos por Abraham y Moses
usando el formalismo de Gelfand-Levitan [19].

Otro trabajo similar al del oscilador fue elaborado por Ferndndez [15], en
donde se sigue el tratamiento previo pero considerando al potencial del ato-
mo de hidrogeno V(r) = —TeZ En este caso, la ecuacién de Schrodinger se
expresa como

e

{_h_Qw _ _2} D) = M. (2.30)

2m r

Si se realiza la separacion de variables estandar en coordenadas esféricas
W(r) =Y (0,¢)R(r), el problema de eigenvalores previo se reduce a resolver
el problema unidimensional siguiente

L[ & (+1) 2

—— ——|rR= AR 2.31
r [ dr? * r? " (231)
donde ¢ =0,1,2,3... es el nimero cuantico azimutal, r es una nueva coor-

denada sin dimensiones y las funciones R = {R(r), 0 < r < oo}, forman
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un espacio de Hilbert H, con el producto escalar definido por

+o0
(R,R') = 47r/0 R(r)R'(r)r*dr.

Podemos definir

Hy=-
"

dr? r2 r

El operador anterior admite un par de factorizaciones de la forma

1{ U+ 1) ﬂr

1
m:gm—ﬁ
.|. 1
Hy= A1 Ay — m>

donde
1{1d ¢ 1
Ay — = |12 =

‘ r[dr r E}T
y

dr+r 14

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

Siguiendo ahora la técnica usada para el oscilador, se puede uno preguntar:
?’Son los operadores Az y A, unicos?. Para encontrar la respuesta, nueva-

mente se propone la existencia de operadores mas generales

B =1 [i + ﬁg(m] .

o |dr

Bl =1 {—i + ﬁg(r)] .

T dr

y se impone el cumplimiento de la relacion

1
@m:m+ﬁ

Esto conduce a la ecuacion de Riccati

e+1) 2 1
r? r o 02

—By(r) + B (r) =

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)
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Como la solucion particular es ahora f — %, la solucion general puede propo-

nerse en la forma 3y(r) = £ — 4 + 1, de lo cual se obtiene

r Xo(r)?
20 2
Xé—i—(———)Xe%—l:O (2.42)
r L
cuya solucion es
X = <W — / T’%e_Qzldr') 2% v € R. (2.43)
0

Finalmente, la solucion general que se buscaba adquiere la forma:

—27r
¢ 1 r2eT

r _2r :
r L W_fo P22 dp'

(2.44)

Como ocurrié para el caso del oscilador, el conmutador de los operadores Bg
y By no es ahora un numero, es decir

[By, Bf] = 28)(r). (2.45)

Entonces, al considerar el producto Bng se obtiene

1 . 1
BBl = BB, + By, Bl] = H, + 5+ 2i(r) = Hea + 5 (2.46)

donde el nuevo Hamiltoniano es

- 1[ & -
Hyy = Hy+26,(r) = — [_ﬁ + V“} r (2.47)
con
- 2 (t-1) d 2o~
V=24 X - ), 4 D | 1=1,23,... (248)
r r dr yp— fOT r20e=25 dy!

Obsérvese que si vy, > (21)! (%)21+1 0 7, < 0 para un / fijo, el tercer término no
tiene singularidades. Més atin, Vi_1(r) — 0 cuando r — oo y de esta forma se
obtiene una familia uniparamétrica de Hamiltonianos autoadjuntos. Ahora
bien, si deseamos encontrar el espectro de Hy_;, primeramente consideremos



36 CAPITULO 2. ANTECEDENTES

la siguiente relacién

. 1 1
Hy 1By = (BgBlT — 5_2) By =B, (B}Bg —~ £—2> = ByHjy. (2.49)
Esta expresion implica que si R, es eigenfunciéon de H, con eigenvalor A,
entonces By R, seréd eigenfuncién de H,_; con el mismo eigenvalor. Ademas,
estas ultimas eigenfunciones son ortogonales debido a que:

62

Es importante resaltar el hecho que el operador By no mapea necesariamente
el espacio H, de funciones de onda radiales en todo H,.. Lo que falta por ave-
riguar es si existe un vector "extra” Rg’g,1 que sea ortogonal a los vectores
del tipo ByR con R € 'H,, es decir

1
(BZRTLZ> BﬁRn/ﬁ) - (B;[BfRnb Rn’f) = <)\n + _) 5nn’ (250)

(Ryg1, BeR) = (BfRyy1, R) = 0. (2.51)
Esto conduce a la ecuacion diferencial siguiente:

~ 17 d 3
BgRg,e_l e ; {—% -+ ﬁz(’/’):| TRg,z_l =0 (252)

cuya solucién es

r
cortlemt

r _2r ’
Yo — [y e dr

Ré,é—l = (2.53)

Esta tltima funcién serd cuadrado integrable si v, > (20)!(£)**! 0 v, < 0,
ademas de definir el estado base del potencial modificado con eigenvalor —g%.
El dominio de 7, previo caracteriza también a una nueva familia de Hamilto-
nianos radiales autoadjuntos Hy_, que tienen el mismo espectro discreto que

H,.

Una situacion interesante sucede en el caso ¢ = 1, para el cual el nuevo
potencial se reduce a

7 2 N d 2rle=2r
0= "= T .
rodr |y —d4e (D 4+

(2.54)
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Se puede observar que si y; > i, dicho potencial tiene la misma singularidad
en 7 = 0 y el mismo comportamiento asintético que Vy(r) cuando r — oc.
Obsérvese también el comportamiento de Vj cuando v, — i que conduce a

~ 2 16r(r + 1)
W) =="+ gerar )

(2.55)
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Capitulo 3

Mecanica cuantica
supersimétrica de primer orden

Lo analizado en el capitulo anterior se puede reformular en términos de lo

que hoy se conoce como mecéanica cuantica supersimétrica de primer orden,
que se basa a su vez en la técnica de entrelazamiento operatorial. En esta
ultima existe un operador de entrelazamiento que transforma las eigenfun-
ciones de un operador (inicial) en las de un operador diferente (final).
El operador de entrelazamiento operatorial puede ser muy general, pero los
casos mas sencillos sugen cuando éste se toma como un operador diferencial
de orden finito. A continuacién vamos a analizar el caso no trivial mas simple
que nos permitira recuperar de manera inmediata los resultados del capitulo
previo y ademads generalizar la técnica alli presentada.

3.1. Entrelazamiento de primer orden

El entrelazamiento de primer orden parte de la existencia de tres opera-
dores, Hy, Hy y AL los cuales satisfacen la siguiente relacién de intercambio
operatorial (conocida como entrelazamiento)

1 d? ,
Hi: —§w+%($), Z:O,l, (32)
1 d
Al = 7 [—% +61(a:)} . (3.3)

39
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Sustituyendo ahora (3.2) y (3.3) en (3.1) y usando la identidad £ f(z) =
f (33)% + f'(x), despues de algunos célculos se obtienen las siguientes dos
relaciones

D Ly @) = V() + Bl Vo), (3.4)

2
Vi(z) = Vo(z) — A1 (). (3.5)

Posteriormente, si de (3.5) se toma Vi(x) y se sustituye en (3.4) obtenemos
ﬁlT(x) + 01 (z)B1(z) = V{(z) que al integrarse genera una ecuacién tipo Riccati

Bi(x) + Bi(z) = 2[Vo(z) — €. (3.6)
Por otro lado, el suponer que () es una funcién real implica que
1 [d
(== o= [+ o). (3.7)
Por tanto
14 1
i /
A Ay = 572 T35 131 (2) + Bi(2)] - (3.8)
Si usamos (3.6) obtendremos que
Hy= A Al + ¢ (3.9)
Por otro lado
1 d? 1 ,
AJAL = — 5 4 5 [A1() + B(2)] (3.10)

Si de (3.5) despejamos Vj y lo sustituimos en (3.6), tendremos

—B1(z) + Bi(z) = 2[Vi(2) — €], (3.11)
la cual al sustituirse en (3.10) conduce a:
Hy = AlA| +e (3.12)

La constante € es conocida como energia de factorizacion y su valor es crucial
para la generacién de potenciales con solucién exacta. Ahora, supéngase que
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Bi(x) = 1n[zp§°) (x)] con lo que

YO (x) = Cel e (3.13)

lo cual transforma a (3.8) en

Hypp(z) = eV (). (3.14)

Obsérvese que, a diferencia de las eigenfunciones de Hy, wéo) no necesita ser
normalizable, ya que no tiene que ser necesariamente una solucién fisica. No
obstante, ¢£0) no debe tener ceros para evitar nuevas singularidades en Vj(z).
Acerca de los ceros de wéo), se sabe que cuando € es mayor que Ey, siendo Ej
la energia del estado base de Hy, las funciones wéo) siempre tendran ceros;
en principio esto omite las soluciones en este dominio de ¢ como candidatas
para generar potenciales apropiados. Sin embargo, cuando € < Ej es posible
que la solucién ¢ de (3.13) no tenga ceros.

Para fines practicos, supongamos que € < FEj y que se han escogido solu-
ciones wéo) de (3.14) sin ceros en los reales. Ahora bien, de la relacién de
entrelazamiento (3.1) y las factorizaciones (3.9) y (3.12) se pueden encontrar
las egenfunciones y eigenvalores de Hj.

Denotemos por E, y ¢£0),n =0,1,2,3,... a los eigenvalores y las eigenfun-
ciones normalizadas de Hy. Con esto las eigenfunciones de H; serdn entonces

Aly0(x)

pO(z) = L 5 =0,1,2,3, ... (3.15)
E, —¢
En efecto,
H. Al (0)(1,> ATH 770(0)(37)
HipD () = =A== = =2 3.16
1wn (‘T) En — En — ¢ ( )
E, Al (z
- % = B (2).
Ademas

W00 = [ B @ e = [0 @ = 00,00 =1
(3.17)
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lo cual significa que las wg)(x) son eigenfunciones normalizadas de H; con
eigenvalores F,. Sabiendo que el conjunto de eigenfunciones {wflo)(x),n =
0,1,2,3...} es base en L?(R), podemos preguntarnos si el conjunto {2/17(11), n=
0,1,2,3...} serd también una base en L*(R). Para poder responder, busque-

mos funciones normalizables wél)(x) ortogonales a cualquiera de los 15" (x),
es decir,

0= (D, pM) o (¥, Alp©®) = (419D, ) (3.18)

lo cual implica que

Al =0, (3.19)

cuya solucién esta dada por:

PO o e S A@d o 1 /0 (1), (3.20)

Ademas, wél) es eigenfuncion de H; con eigenvalor e:
Hyp® = (AJA; + el = eV, (3.21)

Entonces, si @/}él)(x) x 1/ wéo) () es normalizable, se debe anexar al conjunto
{@bqgl)(x), n=0,1,2,3...} para formar una nueva base de L*(R).

Cabe notar que, si en las expresiones anteriores hacemos Vy(z) = %2 ye= —%,
obtenemos nuevamente la fectorizacion generalizada del oscilador armoénico
discutida en el capitulo 2. En particular, las ecuaciones de Riccati (2.14) y
(3.6) son idénticas para esta seleccién de V; y €. Dado que su solucién general
es conocida (ver (2.18)), resulta que el potencial final Vi (z) de (3.5) coincide
(hasta una constante aditiva) con los potenciales de Abraham-Moses-Mielnik
(2.22) alli derivados. Por otro lado, si hacemos Vy(z) = % —lye=—55
se recupera también la factorizacion generalizada del Hamiltoniano radial del
atomo de hidrogeno del capitulo 2. Mediante la identificacién 3y (r) = —5,(r)
es claro que las ecuaciones de Riccati (2.41) y (3.6) son iguales, es decir, el
potencial (3.5) es igual a la mitad del potencial (2.18), derivado mediante
el método de factorizacion. Para otros potenciales y otras energias de facto-
rizacién nuestro método representa una generalizacion del presentado en el

capitulo 2.



Capitulo 4

Mecnica Cuantica
Supersimétrica a 2do orden

4.1. Transf. 2-SUSY a partir de
iteraciones 1-SUSY

En las transformaciones de segundo orden se requiere entrelazar a un
Hamiltoniano inicial conocido con uno final mediante un operador diferencial
de orden 2. Esto se puede lograr mediante dos transformaciones sucesivas de
primer orden, como las usadas en la seccién (3.1). Asi, al denotar H;,i = 1,2
a los Hamiltonianos generados a partir de Hy, y AI a los operadores que
entrelazan al par H;, H; 1 en el iésimo paso se tiene:

1 d?
H;, = —5@4‘%(%); (4.2)
1 d

Hemos de senalar que se ha introducido la notacién §;(z, €;) para resaltar la
dependencia en la energia de factorizacion de la solucion de la ecuacién de
Riccati. Ahora bien, de acuerdo con la seccién (3.1) se tiene:

Bi(x, &)+ Bz, 6) =2[Viii(x) — ], i=1,2. (4.4)
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El potencial V; se puede encontrar si se conoce V;_1, ademas de la solucién
de (4.4), es decir:

Vi(x) = Vii(z) — Bi(z,¢), i=1,2. (4.5)

Un resultado de suma importancia en este tratamiento es que la solucion
Po(x,€5) de (4.4) para i = 2 se puede hallar de manera algebraica si se
conocen dos soluciones (31(x, €1), 01(x, €3) de (4.4) para i = 1, asociadas a las
energias de factorizacion €; y €9, las cuales satisfacen:

i@, &) + Bi(w, &) = 2[Vo(z) — e, (4.6)

Bi(z,€2) + Bi(z, €2) = 2[Vo(z) — €3] (4.7)

En términos de soluciones de la ecuacién de Schrodinger correspondiente
se tiene que:

Hop® = 0, Hpp® = e, (4.8)

PO = Cyelo Arlends’ ) — o ely Prlaea)da’ (4.9)

€2

Deseamos entonces encontrar una solucién a la ecuacion de Riccati

(@, €2) + (. €2) = 2[Vi(2) — ea]. (4.10)

. 0 . ., .
Si recordamos ahora que 1/);) es la eigenfunciéon de Hy con eigenvalor €; que

se usa para implementar la primera transformacion 1 — SUSY', entonces la
eigenfuncion de H; asociada a €; estarda dada por

1

O e u— (4.11)
1 v (@)
Por otro lado, la eigenfunciéon de H; asociada a €5 viene dada por:
1 ’
Dla) = Al (@) = —= [=08) (@) + iz, vl (@) . (412)

V2

Si ademas notamos que

¢$)l(x) = b1 (z, 62)C2€f°m Al e)da’ Br(x, 62)¢£2) () (4.13)
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se obtiene que

(1)$:i T,€1) — P1\T, €2 (O)SL' .
1062() \/5[51(7 ) ﬁ(v )] 62() (414)

Ahora, con el objeto de implementar la segunda transformacién 1 — SUSY
se puede expresar

$D(z) = Cyeld ot a1’ (4.15)

€2

Sustituyendo (4.15) en (4.14)

Celo P2 e2)da’ % By (z, 1) — Bu(z, €2)] 9O (). (4.16)

Si aplicamos logaritmos tenemos

/x Bo(7', €2)dz’ = Y + In[Bi (7, e1) — Bi(7, €2)] + constante.  (4.17)
0

Derivando con respecto a x :

BKI?GI) _BKI?E?)
51(%61) —51(%62)
ﬁi(‘rvel) _ﬁi(‘r7€2>
51(!10,61) - ﬁ1($,€2)'

Debido a que fi(z,€;),i = 1,2 satisfacen las ecuaciones de Riccati (4.6) y
(??), se obtiene que
Piz,e1) — Bi(x, &)
Bz, &) — Bi(z, €2)

Por lo tanto

Bo(w, €9) = [InpD) + (4.18)

= ﬁl(x7€2) +

(€1 — €2)

= —Bi(z,e2) = Bulz, 1) = 251(:76,61) — Pi(z, €)

. (4.19)

(1 — €2
51(113, 61) - 51(1‘, 62)'
Finalmente, después de dos transformaciones 1 — SUSY se obtiene para el
potencial V()

Ba(z, €2) = —F1(x,€1) — 2 (4.20)

2(61 — 62) !

Va(@) = Vale) = ol e2) = Volo) + | g2 =55 0

(4.21)
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Como se puede observar, solo se necesitan dos soluciones de la ecuacion de
Schréodinger para poder construir el nuevo potencial V(z).

4.2. Método directo para la
transformacion 2 — SUSY

Desarrollaremos ahora la teoria para la transformacion 2 — SUSY de tal
suerte que los operadores de entrelazamiento sean directamente operadores
diferenciales de segundo orden, es decir de la forma

Al = % (% - (az)% + 'y(x)) : (4.22)

Se impone nuevamente la relacion de entrelazamiento operatorial

H,AT = ATH, (4.23)

con
1 d? 1 d?
- Hy = -
2 da? +Vol@), 2 2 da?

Suponemos una vez mas que Vy(z) es conocido y que se satisface la re-
lacién (4.23), asi que claramente las funciones a encontrar son Va(x),n(x)
y v(x). Entonces, al sustituir (4.22) y (4.24) en (4.23)y después de realizar
algunos calculos llegamos a las siguientes relaciones

Hy = + Va(a). (4.24)

Va(e) = Vola) — 7/ (z), (1.25)
(@) = /(@) = Valan(a) = 25(@) ~ Vofwhn(a),  (4.26)
Va(e)(e) = 37"(@) = V(@) = n@Vi(e) + 9 @Vola). (12)

2
Desde luego, la intencion es resolver este sistema de ecuaciones por lo que
sustituimos (4.25) en (4.26) y al despejar 7/(x) se obtiene

7 (x) = %’fz”(x) + (@) (z) - 2V5(x). (4.28)
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Si integramos con respecto a x resulta

1 UNED)
=n(r)+

5 (@) +
donde d es una constante de integracién real. Posteriomente sustituimos

(4.25) en (4.27) y al despejar 7"(z) vemos que

v(z) = —2Vp(x) + d, (4.29)

V(@) = 2[n(x) Vo () = V§'(x) — o (2)(2)]. (4.30)
Derivando (4.28) con respecto a x

1

V') = " (@) +n@)n" (@) + 1 (x) = 2V (). (4.31)

Sustituyamos ahora (4.31) y (4.29) en (4.30) para encontrar

%n’"(l’) +n(z)n"(x) 4 2n%(x) = 2[n(z)Vy () + 20 (2)Vo(x)]  (4.32)
—n* () (x) — 2dn'(x).

Multiplicando esta expresién por n(z) y agrupando términos

21[772(:6)%(56)] = %n(w)n’”(fv) + ()" (z) + 2n(z)n?(x)  (4.33)

dz
+n* (@) (x) + 2dn(2)n'(2).
Integrando esta ultima férmula

77(1')727//(517) . nlzx) +n451$) +772(x)77,($)—2‘/()($)772($)+7}2(I)d—1—c —0. (4.34)

Para resolver esta ecuacién diferencial no lineal de segundo orden en 7(x),
proponemos que:

0 (x) = —n*(2) + 2a(z)n(z) + 26 (), (4.35)

donde «a(x) y £(z) son funciones a ser determinadas. Por lo tanto

n'(x) = =2n(z)n'(x) + 20/ (z)n(z) + 2a(z)n' () + 2€'(2). (4.36)
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Entonces

ML) 2l (2) + o (2)rP(a) + (et () + n()E (2), (437

ademas que

- = — +a(z)n’(z) + [E(x) — o®(x)]n’ () (4.38)
—2a(z)¢(x)n(x) — ().

Sustituyendo (4.37) y (4.39) en (4.34) se tiene que

o/ (2)(2) + a(z)n(@)y (z) + n(@)€ (x) + al)n’(z) (4.39)
+He (@) — o®(2)]n*(2) — 2a(2)8(2)n(z) — &¥(x)
—2Vo(z)n*(x) + di* () + ¢ = 0.

Si nuevamente hacemos uso de (4.35) para eliminar 7/(z) de la expresién an-
terior, se llega a:

[/ () + a?(z) — 2Vo(2) + &(z) + d]n?(x) + n(z)E (z) — E2(z) + ¢ = 0. (4.40)

De esta relacién resulta que se debe satisfacer £2(z) = cy £(z) = 0. Ademds
se cumple que

o () + o?(x) = 2[Vo(z) — €, (4.41)

con

d+
€= _£ (4.42)

2
La expresion (4.41) es nuevamente la ecuaciéon de Riccati asociada al po-
tencial inicial. Asi, para hallar n basta con resolver dicha ecuacion, aunque
existe la alternativa de emplear la ecuacion de Schrodinger que resulta del

cambio «a(z) = 11/’;(0;( )) es decir:

1

=0+ Vo(@)p ) = ey, (4.43)
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Desde luego que si ¢ = 0 se tendra sélo una solucién para (4.41). Sin embargo,
si ¢ es distinto de cero entonces & tomara evidentemente dos valores distintos
& =+/c, & = —y/cy en tal caso habrd dos ecuaciones del tipo (4.41) con
energias de factorizacién

AR (1.44)
2
e = _2\/5, (4.45)

A continuacién se presenta una clasificaciéon méas completa de las transfor-
maciones 2 — SUSY.

4.3. Clasificacion de las transformaciones
2-SUSY

1.— Caso real con ¢ > 0.

En tal situacion se tienen dos soluciones €1, €5 € R con €1 # €. Esto impli-
ca tener que resolver dos ecuaciones tipo Riccati y en consecuencia también
dos ecuaciones del tipo (4.35) para n(x) :

0 (x) = —1*(x) + 200 (2)n(2) + 2(er — €2), (4.46)
0 (2) = —n*(x) + 202(2)n(2) + 2(e2 — 1) (4.47)
Al restar (4.47) de (4.46) y despejando 7(x), se tiene que

. —2(61 — 62)
Ya que a(x) = 1/;2;));((;)) resulta que:
(0) (0)
n(x) _ _2<€1 — 62>¢61 (95)1% (‘T) (449)

O (@) (x) — (@) (z)
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Si empleamos ahora la ecuacion de Schrodinger se tiene

" (2)y8 () - w22>”< )Wl (@) _ Wl @), 48 (@)
W()w () = 6P @) () W@ (@), 08 ()

donde W0 (@), ¢0(2)) = v @9 (2)— ' (2)4? () es el wronskiano
de wﬁ?) y 1/16(2). Ahora bien, si uno desea que el nuevo potencial V5(x) no tenga

singularidades, se requiere que el wronskiano previo no tenga ceros. Existen
diversas situaciones, para varias selecciones de €; y €3, en las cuales el wrons-
kiano es libre de ceros. .

Ademas, el espectro de Hs, Sp(H>), dependerd de la normalizabilidad de las
eigenfunciones wzj (z) de Hj con eigenvalor €; que pertenecen al kernel de AT,
cuyas expresiones explicitas estan dadas por

n(r) =

(4.50)

WO, @) e el 0y oy

2.— Caso complejo con ¢ < 0.

En este caso se tiene que €; y €; son numeros complejos tales que €, = €.
Considerando que buscamos que los nuevos potenciales V5(x) sean reales,
asi también deberd serlo la correspondiente 7(x). Notemos que

0 (x) = —n*(z) + 201 (2)n(2) + 2(e1 — €]), (4.52)

0 (x) = —n?(z) + 2a2(2)n(z) + 2(e] — e1). (4.53)

Haciendo la diferencia de (4.52) y (4.53) y despejando 7(x) se obtiene que:

(1 — €7)
n(r) = -2———-"——. 4.54
() o (2) = ) (4.54)
Si elegimos ahora ay(z) = af(x) se garantiza que n(x) sera real y por lo tan-
to, el nuevo potencial también lo sera. Finalmente, si se simplifica un poco
se llega a que

Sle] d

) = __ ¢ (0)* .
) = 25 = g MW ) (1.5
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Como en el caso previo, las singularidades que tenga 7(x) aparecerdn

en los ceros del wronskiano W(wé?), wé?)*). Sin embargo, existen nuevamen-
te casos en los cuales el wronskiano es libre de ceros y consecuentemente
tanto n(x) como el nuevo potencial V,(x) no tendrén singularidades induci-
das ( El lector interesado en conocer estos casos puede consultar [16, 17, 18]).

3.— Caso confluente con ¢ = 0.

En este caso, si ¢ = 0 implica que £ = 0 y, en consecuencia, se tiene que
€1 = € = € € R. Partiendo de que se cuenta con la solucion de la ecuacién
de Riccati ax), para hallar n(x) se tiene que resolver:

0 (x) = —n*(z) + 2a(2)n(2). (4.56)

Al realizar el siguiente cambio de variable y(z) = ﬁ y posteriormente em-

plear el método del factor integrante, después de realizar algunos célculos se
llega a que

e2 Jo a(z')ds’

= 4.57
n($) w0+fx €2foya(x/)dz/dy ( )
Zo
siendo wp una constante de integraciéon. Si hacemos 7,06(0)(95) = elzo 2@ o
la expresion anterior, resulta que
(0) /
e (x) w'(z)
) = —— = T (1.58)
wo+ 7 0 (y)dy
con
we) =uo+ [ o)y (4.59)
o

Ahora, para que V5(x) no tenga singularidades inducidas por w(z) es claro

que esta ultima funcién no debera tener ceros en el dominio correspondiente,
. z (0)2 .. P

es decir, fmo e’ (y)dy # —wp en el dominio de x. Un andlisis detallado de

estas consideraciones y la derivacion de algunas féormulas generales para este

caso, lo cual es el tema de esta tesis, se hara a continuacion.
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Capitulo 5

El algoritmo confluente y
aplicaciones

5.1. El algoritmo confluente

Vamos a analizar de manera mas detallada el caso confluente, que se
mencioné en la clasificacién de la seccién anterior. Si sustituimos (4.58) en
(4.25) se tiene que

Vi) = vito) - [42)] 65.)

con

w(z) = wo + /m PO (y)dy. (5.2)

Es claro que si deseamos evitar singularidades en el nuevo potencial V5(x)

inducidas por w(z), tendremos que hacer uso de soluciones reales 1\” (z) ta-
les que w(z) # 0,Vz en el dominio. Nétese en primer lugar que

w'(z) = PO (x), (5.3)

lo cual significa que w(x) es una funcién mondtona creciente. Por tanto, para
evitar los ceros es necesario analizar primero el comportamiento asintético
de w(zx). Dos situaciones importantes se presentan:

53
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i) Sup6ngase que € = E,, es uno de los eigenvalores de Hy y que la funcién
de transformacion es la correspondiente eigenfuncién fisica normalizada, es
decir

Ve(2) = Y (). (5.4)
Notemos que
tim () = wo+ [ 0wy
= wo — / 0 VO (y)dy

T / GO () dy / B0 () dy

=wy—1l4+vy=v-—1, (5.5)
con
vi= [ ¢ (y)dy. (5.6)
Zo
ademas de que
vV =wy+ V. (5.7)
Por otro lado
lim w(x) = wo + / VO (y)dy = wy + vy = . (5.8)
Zo

Ya que estos valores limite deben ser ambos positivos o ambos negativos pa-
ra garantizar que w(x) no tenga ceros, el dominio de v para el cual n(x) es
no-singular viene a ser:

v e (—o00,0)U(1,00). (5.9)

i1) Supongase ahora que la funciéon de transformacion O (x) es una solucién
no — normalizable de la ecuacién de Schrodinger, con energia de factoriza-
cion real € € Sp(H), tal que se satisface alguna de las condiciones siguientes:
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e Cuando wéo) (x) se anula para x — o0,

tin 0@ =0, vz [ WO@ay<s G0)
o
tenemos que
imw(z) = wo - /xo VO (y)dy = —o0 (5.11)
, —o0
JEEO w(x) =wo + /OO VO (Y dy = wo + vy = . (5.12)
o

Al comparar ambos limites puede concluirse que w(z) no tendra ceros si
v <0, es decir, v € (—00,0].

e Cuando " () se anula para z — —o0,

i 60 =0, vo= [0y <o, (5.13)
tenemos que -
i wle) = wo+ [ U0 )y = o0 (.14
mientras que :
IEerw(x) = wp — /IO WO () dy = wo — v_ = . (5.15)

Resulta que ahora w(z) no tendra ceros si v > 0, es decir, v € [0, 00).

5.2. El Wronskiano

Vimos en la seccién 4.3 que, para los casos cuando ¢ # 0, la transforma-
cion de segundo orden y, en particular, la modificacién al potencial dependen
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del wronskiano del par de soluciones wﬁ?), wﬁg ) de 1a ecuacién de Schrodinger
inicial, asociadas a las dos energias de factorizacién €; # €5. Esto aparente-
mente no sucede en el caso confluente, ya que ahora tenemos sélo una solucién
@Z)EO) de la ecuacion de Schrodinger asociada a €. Sin embargo, seria intere-
sante averiguar si de alguna manera el wronskiano estd oculto en nuestro
tratamiento y sacarlo a la luz para saber también cual es la segunda funcion
involucrada. Con este objeto, consideremos dada la eigenfuncién original de
H, asociada a la energia de factorizacion e, que satisface:

(Ho — () = 0. (5.16)

. . < . (0
Ademas, buscamos a la eigenfuncién generalizada de segundo orden wﬁ )(x)
asociada a la misma e, que cumple

(Hy — €)% (z) = 0. (5.17)
El modo mas natural de escoger tal 1%0) es exigiéndole que obedezca
(Ho = )9 0(w) = v (), (5.18)

lo cual garantiza que se satisface también (5.17). Haciendo uso de la teoria
de ecuaciones diferenciales, se puede mostrar que la solucién 1/16(0) de (5.18)
estd relacionada de la siguiente manera con 1[)9:

dx 0)

30 = el + ) [ g @, 69
€ T

donde los dos primeros términos corresponden a la soluciéon general de la
. , v 7. , . 0 .

ecuacién homogénea (de Schriodinger) y el término wz(, )(x), conocida como

la solucion particular, se puede encontrar a partir de la siguiente ecuacion:

_%%0)”@) + Vo) (2) — e (z) = 0 (x). (5.20)

Haciendo 1/)1()0) (x) = c(x)@be(o)(:p), con ¢(z) una funcién por determinarse, las
correspondientes derivadas resultan:

O (@) = ¢ (@)@ () + () (), (5.21)
O (z) = ()0 (x) + 2¢ (@) () + e() 0" (2). (5.22)
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Al sustituir en la expresién (5.20) y factorizando ¢(z) se obtiene:

5 @0 (@) ~ ¢ @ (@) + (o)~ 500 (0) (5.23)

+Vo(2) 0 (2) — e ()] = O ().
Ya que wéo)(:v) satisface la ecuacién homogénea se tiene:
— (@) () — 2 ()9 (2) = 20 () (5.24)

que al multiplicarse por wéo) (x) y reacomodando términos se reduce a

—[d () (@) = 20" (2). (5.25)

Al integrar lo anterior se obtiene

2[4 (@)de __ 2i(a)

d(z) = > =——0n 5.26
" (@) v () o
donde w(x) = fwéo)Q(x)dx. Por tanto:
),
o(z) = —2 / S (5.27)

Resulta entonces que la expresion final para 1%0) queda :

WO _ . (0) 0) de W ()
00 = etl® + ) | T~ 2 / el 6

que tambien se puede escribir como

OO =0 (x) (q —2 / %dm) (5.29)

con

w(e) = =5 + () = wo+ / U0 () (5:30)
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Una vez que se ha obtenido 1%0), lo que procede es realizar el cédlculo del
Wronskiano, es decir

WO (@), o0 ()] = ¢ (@) (@) = v (@) (x) = 2uw(x).  (5.31)

Notar que
w'(@) W, )
w(z) — wp?, ¢

Por tanto, la transformacién de segundo orden confluente queda determi-
nada una vez mas por el wronskiano de dos funciones, una de ellas siendo
la eigenfuncién estandar de Hy asociada a e, mientras que la otra es una
eigenfuncion generalizada de segundo orden para la misma €. Este resultado
corrige la aparente asimetria que habia entre del caso confluente y los otros
casos del entrelazamiento de segundo orden ([21]).

. (5.32)

n(z) =

5.3. Aplicaciones

Analicemos ahora algunas aplicaciones del algoritmo confluente. Los siste-
mas en los que emplearemos la técnica incluyen la particula libre, el potencial
de Poschl — Teller, el oscilador armonico y el potencial de Coulomb.

e Particula libre

Consideremos primeramente a la particula libre, para la cual Vy(z) = 0.
Tomando la energia de factorizacién negativa e = —k? < 0, la ecuacién de
Schrodinger

Hop (z) = k40 (x) (5.33)

se convierte en

dd_; v () — 262900 () = 0. (5.34)

Es directo mostrar que dos soluciones linealmente independientes de la ecua-
cién previa estan dadas por
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YO(z) = \/2V2ketV?h, (5.35)

donde el factor que acompana a las exponenciales se escogié para simplifi-
car la integral que aparece en w(z) (ver abajo). La solucién general es una
combinacion lineal arbitraria de las dos soluciones previas. En el espacio bidi-
mensional asociado a la correspondiente € < 0, sin embargo, hasta un factor
arbitrario constante existe so6lo una solucién que se anula para r — —o0 y
satisface la ecuacién (5.13), la cual es precisamente

0O () = \/2v2keV?*. (5.36)

Similarmente, existe s6lo una solucién que se anula para r — oo y que
satisface (5.10), la cual esta dada por

YO(z) = \/2v2ke V2", (5.37)

En el primer caso, la expresion general para w(z),

we) =uo + [ 6 O(5)dy (5.38)
x0
se reduce a
w(z) = wo + / [\/2v/2keV?] dy (5.39)
T
= wy — 2V 4 2V2he (5.40)

la cual no tiene ceros para wy — €2Y270 > (. Es conveniente hacer por tanto
wy — e2V2kTo — 2V2ke1 1 que permite factorizar a w(z) en la forma

w(x) = eﬁk(”xl)[eﬂk(“_“) + e_ﬂk(x_“)] (5.41)
o equivalentemente

w(z) = 26V cosh[vV2k(z — 21)]. (5.42)

Al sustituir dicha expresion en

Vala) = Vito) - [22] (5.3
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se obtiene que

2
Va(x) = —% In[2eV2#E 1) cosh v/2k(z — 21)]. (5.44)

Después de algunas simplificaciones algebraicas vemos que

Va(z) = —V/2k |1 + tanhv/2k(z — a:l)], : (5.45)

Finalmente, se llega al llamado potencial de Poschl — Teller, es decir

Vo(z) = —2k%sech?[V2k(z — 1)), (5.46)

el cual tiene un estado ligado en € = —k2.
De manera similar, tomando ahora wio) (x) = 2v/2ke= V2K en la expresién
wla) =uo+ [ 6O (g)dy (5.47)

o

se llega a

w(z) = wo + / ' {\/ﬁe—ﬁ’wrdy

Zo

— w4 e~ 20 _ o~2VIke (5.48)

donde claramente se evitaran los ceros para wg + e~2V2kzo < (), Asi, es conve-
niente hacer ahora wq + e 2V2k70 — _e=2V2ko1 16 que permite expresar w(x)
en la forma

w(w) = —eVata)[pVak(e=e) | o=V2k(a—a)] (5.49)
o de manera equivalente

w(z) = =2 V) cosh[V2k(z — 21)], (5.50)

lo cual conduce a:

Vo(z) = V() — [w’(:c)} = —% In[—2¢ V200 cosh[v/2k(z — 21)].
(5.51)
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Figura 5.1: Algoritmo 2-SUSY confluente aplicado a la particula libre que
genera el potencial de Poschl—Teller con un estado ligado en € = —k? = —4

-12¢

Figura 5.2: Potencial de Poschl — Teller generado mediante el algoritmo
2-SUSY confluente aplicado a la particula libre. Ahora el estado ligado se
encuentra en € = —k* = —9 .
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Después de realizar algunos calculos, nuevamente se obtiene el potencial de
Poschl — Teller:
Va(z) = —2k%sech®[V2k(z — x1)]. (5.52)

Algunas graficas de los potenciales de Poschl — Teller se pueden observar en
las figuras (5.1) y (5.2).
e El potencial de Poschl — Teller

Tomemos ahora el potencial de Poschl — Teller como el potencial inicial,
es decir

Vo(z) = —2k2sech?(v/2koz) (5.53)

cuya energfa del estado base es Fy = —k3 Observence la figura (5.3).

Considérese primero el caso cuando € = Ej y e (x) es la funcién de onda
normalizada del estado base, es decir,

0 = ﬁsec x
z/zﬁ’(x)—\/; h(V2ko). (5.54)

Un célculo directo de

w(z) = wo + / x O (y)dy (5.55)

con (x) dado en (5.54) conduce a

2
T k()

w(z) = wy +/ — sechv2koy| dy
w |V V2

x ko 9
= wp + / —Lsech?(V2koy)dy. (5.56)
w0 V2

Al efectuar la integral se obtiene que

w(x) = wy + %tanh(ﬂkox) — %tanh(ﬂkoxo). (5.57)

Definiendo ] ]
Wo — §tanh(\/§/€0$0) = —§COth(\/§k0I1) (558)
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tenemos que

1 cosh[v/2ko(x — x1)]
w(z) = 2 senh(v/2koz1 )cosh(v/2koz) (5.59)

Al sustituir en la expresion

Va(x) = Vo(z) — [In(w(z))]" (5.60)

obtenemos

Va(z) = —2k2sech?[V/2kox] — [ZJ)((?)/], = —2kZsech?(V2kox)
cosh[v/2ko(x — x1)] !
— (111 [ Cosh[\/ﬁkox] ]) (5.61)

lo cual conduce nuevamente al potencial de Poschl — Teller

Va(z) = —2k2sech®[V/2ko(z — x1)). (5.62)

e Supéngase ahora que € = —k? # Ey v k > ko con k € R, es decir € < Ej.
. Después de resolver la ecuacion de Schrodinger

_1 d?
2 da?

2 zkgsechQ(\/ikox)] PO = — k20, (5.63)

las dos soluciones que tienen el comportamiento asintético apropiado resul-
tan:

O (z) = \/2v2ke™V [kotanh(v2kor) F K. (5.64)

Tomemos en primer lugar

O (z) = \/2v2ke"2 [lgtanh (v 2koz) — K], (5.65)
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con lo que resulta

w(z) = wy + 2\/§k/ 2V [k2tanh? (v 2koy)

o

—2koktanh(v/2koy) + k*|dy.

Desarrollando un poco la expresién previa

w(w) = wo + 2V2Hk; / V2 v anh’ (v 2koy)dy

Zo

—4\/5]’02]60/ eQﬂkytanh(\/ﬁkoy)dy

zo

+2v/2K° / eZﬁkydy.

o

(5.66)

(5.67)

Aplicando ahora cuidadosamente integracién por partes y simplificando

un poco vemos que

w(z) = wy — V22 [k 4 k2 — 2kkotanh(v/2koz)]
+62\@“(k2 + k) — Qkkerﬁkxtanh(ﬁkox).

Si definimos

wo = —2kkotanh(v/2kome)e2V2ro 4 2V (12 4 |2) 4y,

con v = (k — k2)e2V%72 ge llega a

w(z) = v+ V2R L g2 2k kotanh (v 2kyz
0
_ (k;2 . kg)e2\/§kzg + 62\/§kx[k2 +
k2 — 2kkotanh(v/2koz )],

que es equivalente a

w(w) = (k* — kg)e?v2hes 4
e2V2k

cosh(v/2kox)

k? + k2)cosh \/5!{;03: — 2kkgsenh \/§k0x )
0

(5.68)

(5.69)

(5.70)

(5.71)
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Después de algunos ajustes

w(x) = {(K = k§)e™V?He=2) cosh(v2ko)
+6\/§k(w—w2)[(1{;2 + kg)cosh(\/ikof)
e\/ik(x—i-:cz)

_Qkkosenh(\/ﬁkgw)]}m>

(5.72)

lo cual conduce a

26\/§k(x+x2)
- kcosh(v/2kox)

{[(kcosh[v/2k(x — x,)][kcosh(v/2koz) — kosenh(v/2koz)]
—kosenh[v/2k(z — x5)][ksenh(v/2koz) — kocosh(v/2koz)]}

w(z) =

Si sustituimos ahora la siguiente identidad

k cosh(v/2koz1) (5.73)

ko senh(v/2koz:)

es directo mostrar que

2eVZk(@te2)  [2008h[v/2k(x — 25)]cosh[v/2ko(z — x1)]
cosh(v/2kox) cosh(v/2koz1)
_ kgsenh[V/2k(x — xa)]senh[v/2ko(x — 11)]
senh(v/2ko1)

w(zr) =

1 (5.74)

Ademas, si se emplea nuevamente la relacion

k ko
Cosh(ﬂkoxl) B senh(ﬂkoxl)

(5.75)
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llegamos a

2keV2k(z+a2)

cosh(v/2koz1 )cosh(v/2kx)
{kcosh[V/2k(z — x5)]cosh[v/2ko(x — x1)]
—kosenh[v/2k(z — x5)]senh[v/2ko(z — 21)]}. (5.76)

w(x) =

Recordando que V;(x) estd definido por

Va(z) = Vo(z) — In[w(z)]”, (5.77)

tomando en cuenta que el término —2k2sech®(v/2kox) se elimina con la parte
2keV2H(w+ea)

"
n[cosh( okeryoosh( ﬁkox)] , al simplificar un poco tenemos

Va(z) = {V2(k? — k2)senh[v/2k(x — x5)]cosh[v/2ko(z — x1)}/
{kcosh[v2k(z — z5)]cosh[v/2ko(x — z1)]
—kosenh[V2k(z — z5)]senh[vV2ko(z — z1)]}  (5.78)

ahora bien, si multiplicamos y dividimos la expresién entre corchetes por

senh[v/2k(z — x5)]cosh[v/2ko(z — 21)] (5.79)

llegamos a

VI ~ R)

beoth[Vak(z — )] hotanh[Vok (e —a) ) O

Va(z) = —{

Luego de un ultimo célculo, obtenemos los conocidos potenciales de Bargmann

2(k? — k2){k2sech®[v/2k1(x — x1)] + k%csch?[v/2ky(z — 1))}

Vele) == {kotanh[v/2ko(z — 21)] — kcoth[v2k(z — x5)]}?

(5.81)
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-Ahora analicemos la segunda situacion cuando

VO (2) = \/2v/2ke V** [kgtanh(v/2koz) + k] (5.82)

donde también € < FEj, es decir, k > ky. Luego de un calculo sencillo

T

w(x) = wy + 2\/§k/ e~ 2V [2tanh? (v 2koy)

zo

+2koktanh(v2koy) + k2] dy. (5.83)

Si desarrollamos un poco la expresion previa

w(w) = wo + 2V 2kk} / eV tan® (v 2hoy) dy

o

+4\/§k2k‘0/ e_Qﬂkytanh(\/ﬁk:oy)dy

o

+2/2K / e 22y, (5.84)

zo

Ademas, al aplicar nuevamente integracién por partes y simplificando tene-
mos que

w(z) = wo + e 220k 4+ k2 + 2kkotanh(V2komo)]
—e V2R (12 L k2) — 2kkoe 2V tanh(v/2kox). (5.85)

Si se define ahora

wo = —2kkotanh(v/2kgxg)e 2T — =2V2hro (12 4 k2) — v (5.86)

con v = (k2 — k2)e 2V ge llega a

w(z) = —v — e*Qﬁkx[kz + ki + Zkkotanh(\/ik(ﬂ?)]
(k2 — ek 2

+k2 + 2kkotanh(v/2ko)].
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Figura 5.3: Grafica que ilustra al potencial V(z) generado a partir de
Péschl — Teller, con ¢ = —k* = —9/4 By = —ki = —1y z; = 1,19 = 2.

(5.87)
Sustituyendo dicha expresiéon en
Va(x) = Vo(x) — [In(w(x))]" (5.88)
y desarrollando ligeramente tenemos

. V2(K = k3)
kcoth[v/2k(x — 23)] — kotanh[v/2ko(z — ;)]

Luego de un ultimo céalculo llegamos a los ya conocidos potenciales de Bargmann

Va(z) =

V. (5.89)

V(o) = 20k — kglkgsech®[v/2ko(x — 21)] + kPesch?[V2k(x — )] (5.90)
? {kotanh[v/2k(z — x1)] — kcoth[v/2k(x — x5)]}2 S
algunos ejemplos de los potenciales de Bargmann (5.91), generado a partir
de los de Péschl — Teller se ilustran en las figuras (5.3) y (5.4)

e Supongamos ahora que € = —k? # Ey = —k2 k < ko, es decir
Ey < € < 0. Resolviendo nuevamente la ecuacion de Schrodinger
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Figura 5.4: Potencial de Bargmann (5.91) generado partiendo de Péschl —
Teller con € = —k* = —9/4, By = —k2 = —1, pero ahora con x1 = x5 = 0,4.

1 2
{—5@ — 2k§sech2(\/§k0x)} PO = —k2p© (5.91)

se obtienen una vez mas dos soluciones con el comportamiento asintotico
adecuado,

O (2) = \/2v2ke*V [kotanh(v/2koz) F K. (5.92)

Tomando en primer lugar:

O (2) = \/2v2keV? * [kotanh(v/2kox) — K], (5.93)

el correspondiente cdlculo de w(x) es igual al desarrollado en las ecuaciones
(5.66)-(5.68), es decir, resulta

w(z) = wy — V[ 4 k2 — 2kkotanh(v/2koxo)]
eV (12 4 k2) — 2kkoe® P tanh (v 2kox). (5.94)

Definiendo nuevamente

wo = —2kkgtanh(v/2kgxo)e?V2Em0 4 2VRro (12 4 |2y 4y (5.95)
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donde ahora v = (k2 — k2)e2V2k1 se obtiene

w(z) = v+ V(K2 4 k2 — 2kkotanh(v/2ko)]
_ (k(z) B k2)62\/§k11 + e2ﬁkx[k2

+k2 — 2kkotanh(v/2koz)). (5.96)

lo anterior conduce a

PO eI cosh(v/ak

w(x) = — TVeRETIL 2

(@) cosh(ﬂkox){( 0 Je cosh( oz)
eV (K2 4 k2)cosh(V2kox) — 2kkosenh(v/2kox)]}, (5.97)

que se puede reescribir como

26\/§k(z+x1)

w(z) = m{[(k‘ocosh[\/ék(w — x1)][kocosh(vV/2koz) — ksenh(v/2kox)]
+ksenh[v/2k(z — x1)][kcosh(v/2kox) — kocosh(v/2kox)]}
(5.98)
Si sustituimos la siguiente identidad
ko  cosh(v2koxs)
ko senh(v/2kos) (599)
es directo mostrar que
(z) = 2eVh@te) - j2005h[v/2k(x — 21)]cosh[v/2ko(z — x3)] B
o= cosh(v/2koz) cosh(v/2kozs)
_ K*senh[V2k[z — xy)]senh[v/2ko (¢ — )] 1 (5.100)

senh(v/2koxs)
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Empleando nuevamente la relacion

ko k
cosh(v2kozs)  senh(v/2kozs)

(5.101)

llegamos a que

Dhge Pkt

cosh(\/ﬁkoxg)cosh(ﬂkox)
{kocosh[v/2k(z — z1)]cosh[v/2ko(z — 22)]
—ksenh[V/2k(z — x1)|senh[v/2ko(z — x)]}. (5.102)

w(x) =

Calculando nuevamente V,(z) mediante

Va(a) = V() — [In(w(x))]" (5.103)
llegamos una vez mas a los conocidos potenciales de Bargmann

k2 — k?)[k?sech®[v/2k(x — x1)] + k2csch?[v/2ko(x — x5)]

{ktanh[v/2k(z — 21)] — kocoth[v/2ko(z — x2)]}2
(5.104)

V) = 2

-Segunda situacion. Ahora tenemos

¢ (x) = \/2v/2ke”V? kotanh(v2kor) + K (5.105)

con kg > k, es decir € > Fjy. El cdlculo de w(z) es igual al realizado en
(5.84)-(5.86) lo cual conduce a

w((l}) = wy + 6_2\/§kx0 [k‘2 + ]{?g + Qkkotanh(\/ﬁk()xo)]
—e V(12 4 12) — Okkoe V2R tanh (Vv 2ko ). (5.106)
Definiendo

wy = —Qkkotanh(\/ékoxo)e_Qﬂkwo — 6_2*@’”0(%2 + k) —v (5.107)
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donde ahora v = (k2 — k2)e2V2k#1 | se llega a

w(z) = —v — e V2[R 4 k2 4 2kkotanh (v 2kox)]
_ _(kg . k2)6—2\/§kml . e—2\/§km[k2

+k2 + 2kkotanh(v/2kox)).

(5.108)
Después de algunos ajustes
—V2k(xz+x1)
e
w(z) = —————— (k2 — k?)eV2*@—) cogh (V2K
() =~ () (V)

+e_\/§k(m_m1)[(k§ + k?)cosh(v/2kox) + 2kkosenh(v/2koz)]} (5.109)

lo cual conduce a

26—\/§kz(x+x1)
w(z) = —————{kocosh[V2k(x — x)][kocosh(v/2koz) + ksenh(v/2koz)]
cosh(v/2kox)
—ksenh[V/2k[x — 21)][kcosh(vV/2kox) + kosenh(v/2kox)]}.
(5.110)
Si sustituimos la siguiente identidad
ko _ _cosh(\/ﬁkoxg) (5.111)
k SGDh(ﬁko[EQ}
llegamos finalmente a
Qkoe_ﬂk(m+xl)
w(x) = —
cosh(v/2koxs)cosh(v/2kox)
{kocosh[V/2k(x — z1)]cosh[v/2ko(z — x,)]
—ksenh[v/2k(z — z1)]senh[v/2ko(z — 22)]}. (5.112)

ya que

Va(z) = Vo(z) — [In(w(x))]", (5.113)
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al sustituir la expresiéon para w(x) y realizar los ltimos célculos, se llega
nuevamente a los potenciales de Bargmann

2(k2 — k?){k?sech®[v/2k(x — x1)] + kZcsch?[v/2ko(x — 22)]}
{ktanh[v/2k(z — x1)] — kocoth[v/2ko(z — 22)]}2 '

Va(z) = —
(5.114)

e El Oscilador Armodnico

Analicemos ahora al oscilador arménico, el cual estd descrito por un po-
tencial de la forma :

Volz) = % (5.115)
Al sustituir dicho potencial en la ecuacién de Schrodinger
L4 + Vo(z)| 09 = Ey© (5.116)
2 dx? 0 '

se observa que el correspondiente Hamiltoniano tiene un espectro puramente
discreto, compuesto de eigenvalores £, =n+1/2,n=0,1,2,... y eigenfun-
ciones dadas por

Un(z) = (V72" " Ze T Hy(z), n=0,1,2,3,... (5.117)

donde H,(z) son los polinomios de Hermite:

[n/2]
Ho(z) = Z<—1>5(2$)”28@+5>!3!- (5.118)

Considérese primeramente que € = E,,, con m fijo, y sea 1) (x) la correspon-
diente funcién propia normalizada de (5.117). Al sustituir esta tltima en:

w(z) = wo + /x?ﬁ(“)Q(y)dy (5.119)

con xg = 0 se llega a que

w(x) = wo + Y HZ (y)dy. (5.120)
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Sustituyendo ahora uno de los H,,(x) de H2 (), por su expresion correspon-
diente se obtiene:

[n/2]
1 m! L
= - E 1) Y (29)™ % H,,(y)d
w(w) = wo + /72" m! s:O( ) (m—23)!s!/0 ¢’ (2) (y)dy

(5.121)

Haciendo uso de la siguiente férmula integral (Ver [24])

1 2nte exrtetl

A —a2x? n2 a 1
Hopie der = +(—1)"—— —n
/mxe ontc(ax)dr (—1) pN— (6+2)

2¢e +2 1A 1 1A 3

2 F( <t 2n+ : +§+ ;e+§,%;—a2x2) (5.122)

se obtiene finalmente la expresion que estabamos buscando

L ()T Om) (2
w(x)=v+ 5 ZB; 2041/ (my — s)D(6 + 3)(m — 2s)!s!

1
o Fs(my;my — 850 + 5im +1—s;—2?) (5.123)
donde 5 Fy(aq, as; by, by; 2) es una funcién hipergeométrica generalizada dada
por

k

k!

2 Fy(a1, a; by, by 2) = Z %

k=0

(5.124)

ymo=(m—29)/2,m = (m+0d+1)/2,6 =0 sim es par, pero d = 1 si m es
impar. Para v € (—oo0, —1) U (0, 00) la funcién w(z) no tiene ceros si x € R.
Asi, para este dominio de v resulta que V() es isoespectral al potencial del
oscilador, lo cual se ilustra en la fig (5.5) parae =7/2 (m=3)yv = —5/4.

Consideremos ahora que € ¢ Sp(H). En este caso las soluciones a la ecuacién
de Schrodinger adecuadas para implementar el algoritmo confluente, ya que
desvanecen asintéticamente para x — 400, se expresan como:

22 1—2¢ 1 [(3=2%) 3—2 3
ﬂ)(o)(x):@ 2 [1F1 (T;§;$2>i2$ 1,426 1F1 1 ;§§$2) )

(=)
(5.125)
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Figura 5.5: Potencial V5(x) generado mediante 2-SUSY confluente, aplicado
al oscilador arménico con valores de € = 3 y wo = —5/2

donde 1 F(a; b; 2) es la serie hipergeométrica de Kummer dada por:

Fi(asb: 2) b—Z— (5.126)

k=0

La expresién explicita para w(z) resulta ahora demasiado larga y poco in-
teresante para ser mostrada aqui (de hecho en este caso surgen tres tipos de
sumas infinitas similares a la de (5.126) . De manera alternativa realizamos
un célculo numérico de V,(x) para e = 4 partiendo de la solucién anterior con
wo = —by xg = 0en (5.125),( observese la figura (5.6). Entonces, el espectro
del Hamiltoniano asociado a V,(z) estd compuesto de las energias del oscila-
dor £, =n+1/2,n =0,1,2,3... mas un nuevo nivel en € = 4. Ello ilustra
claramente la posibilidad ofrecida por el lgoritmo 2 — SUSY con fluente de
crear un nuevo nivel por arriba del estado base de Hy [20].

e El Potencial Coulombiano

Consideremos finalmente al potencial coulombiano, para el cual el proble-
ma unidimensional equivalente en coordenadas adimensionales, involucra a
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-7 S ﬁ/\v 7

Figura 5.6: Aqui se puede observar el comportamiento del potencial super-
simétrico del caso confluente 2-SUSY, correspondiente al oscilador arménico
con valores de e =7y wo = 7/2

un Hamiltoniado del tipo

=L v (5.127)
7 24r? ot ‘
donde
1 0(0+1)
Vo(r) :_;Jr T 0=0,1,2,3,... (5.128)

endequation Para un /¢ fijo, resulta que el espectro del Hamiltoniano corres-
pondiente es Sp(Hy) = E,, = —1/2n*>, n =+ 1,{ + 2,....Para implementar
el algoritmo confluente, primero encontramos la solucién general a la ecua-
cién de Schrodinger para una energia de factorizacién € < 0. Posteriormente,
escogemos la solucion que satisfaga la condicién

lim ¢ () = 0. (5.129)

r—0
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Entonces, la solucion que se anula en el origen se expresa como

0 (-2 )(€+1+F) 1 ¢
PO (r) = 3 T ~(2rvV/=2¢)" eV (5.130)

1Fr(l+1-— ;20 4 2; 2rv/ —2¢)

1
vV —2€
donde I'(z) y 1 F1(a; b; z) son las funciénes Gama e hipergeométrica confluente
respectivamente. Nétese que (%) (r) se convierte en la eigenfuncién normali-

zada de H para ¢ = E,. Un calculo directo nos conduce entonces a la funcion

w(r) buscada :

© v —2eB( €+1+ﬁ,£+1+m_%)(2m/__26)2€+m+3
“m+§: 220+ m+3) (20 + )Imi B

Az L+ 11— )
1
oF5(20+m+ 3,0+ 14+ — T 20+ m + 4,20+ 2; —2r\/—2¢)
(5.131)

siendo B(z,y) v 2F5(a1, as; by, by; 2) las funciones Beta e hipergeométrica ge-
neralizada respectivamente. Para ¢ = E, = —1/2n? esta serie infinita se
trunca, quedando como:

n—t—1 (—1)m(Z)2t+m+3
w(r) = wo + mzo 20+m+3)(20+m~+1)

oF5(20+m+3,n+ 0+ 1;20+m+4,20 + 2; - %)
2n(20 + 1D)!m!B(n — € —m,20 +m + 1) ’

(5.132)

en donde w(r) carecerd de ceros en [0,00) si wy € [0,00) para € # E, y
wy € (—o0, —1) U (0, 00) para € = E,.

Por tanto, el socio supersimétrico del potencial de Coulomb Vy(r) previo to-
ma la forma :

) 20000 )

r 2r2 w(r) w3(r) (5.133)
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Cabe resaltar el hecho de que 9(*)(r) es obtenida tanto de (5.116) como de
(5.118) y w(r) de 5.119.Vease la figura (5.7).

i) El casocon t =0y n=1

Los socios supersimétricos del potencial Vy(r) = —1/r estdn dados por:

1 8r[l4r+ (wo + 1)(r — 1)e”]
Valr) = T * [1+2r +2r2 — (wo + 1)e?]? (5.134)

Los potenciales Vy(r) y Va(r) son isoespectrales cuando wy € (—oo,—1) U
(0,00) y difieren en el estado base para wy = 0,—1, por que E; = —1/2
estd ausente de Hy en el ultimo caso. Los potenciales en (5.132) coinciden
con una familia derivada hace tiempo mediante el método de factorizacion si
tomamos wy = 47y, en (2.54).

i1) El caso con { =0y n =2

Los socios del potencial Vy(z) = —1/r son ahora :

Va(r) = _1+4r(7’ — 2)[=8 +4r + 612 + 213 + 1t + 2(wp + 1)24 — 6r + 7”2>6T]‘

r [8 + 8 + 472 + 14 — 8(wy + 1)e]
(5.135)
Una vez més, Vy(r) y Va(r) son isoespectrales cuando wy € (—oo, —1)U(0, 00),
y para wg = 0,—1 sus espectros difieren porque el nivel £y = —1/8 no

pertenece al espectro de H,. Hasta donde sabemos, los potenciales en (5.132)
no han sido derivados previamente.



5.3. APLICACIONES 79

-0.5;

0 10

Figura 5.7: Potencial V5(x) generado mediante 2-SUSY confluente aplicado
al 4tomo de hidrogeno (caso radial) con parametros n = 4wy = —0,1y ¢ =1
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Capitulo 6

Conclusiones, resultados y
perspectivas

Hemos efectuado un estudio sistematico general de la mecanica cuantica
supersimétrica de segundo orden confluente para generar nuevos potenciales a
partir de uno dado inicial cuya solucién es exacta. La mencionada confluencia
sucede cuando las dos energias de factorizacion involucradas en los casos de
segundo orden tanto real como complejo tienden ambas a un valor comun
real. Entre los resultados originales que hemos obtenido de este acercamiento
destacan los siguientes:

- Se encontro el tipo de soluciones de la ecuacién de Schrodinger inicial
que deben usarse para que la funciéon w(z) que determina al nuevo potencial
no introduzca singularidades adicionales a las que pudiera tener el potencial
inicial. Tales soluciones deben desvanecerse asintéticamente cuando x tiende
a alguno de los extremos de su dominio.

-Se determiné cual es el dominio del pardmetro wy para que, dada la
solucién con el comportamiento asintético adecuado, la funcién w(z) no tenga
ceros en el dominio de x que induzcan singularidades en el nuevo potencial.

-Se demostré que en el caso confluente la funcién w(z) es proporcional al
Wronskiano de una eigenfuncion estandar y una eigenfuncién generalizada
de segundo orden, ambas del Hamiltoniano inicial y asociadas a la energia de
factorizacion confluente. Este resultado restituyé de algin modo la aparente
asimetria que existia anteriormente, ya que tanto en el caso real como en el
complejo el Wronskiano de dos eigenfunciones del Hamiltoniano inicial es la
funcion determinante del métodolo lo cual aparentemente no sucedia en el ca-
so confluente. Adicionalmente, una gran variedad de nuevos potenciales cuya
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solucion es exacta han sido derivados cuando se aplica la técnica confluente a
la particula libre, al potencial de Poschl — Teller, al oscilador arménico y a
la parte radial del &tomo de hidrogeno. En todos estos casos hemos aplicado
con éxito el método confluente tanto si se usan soluciones fisicas como no fisi-
cas, con la condicion que esta ultimas cumplan el comportamiento asintético
apropiado.

Es importante mencionar que, como resultado de la investigacion lleva-
da a cabo durante el desarrollo de esta tesis, se publicaron tres articulos de
investigacion, dos de ellos en revistas de circulacion internacional y uno de
ellos en memorias de congresos internacionales :

D J Fernandez C. and E. Salinas-Hernandez, J. Phys A: Math. Gen. 36
(2003) 2537.
D J Fernédndez C. and E. Salinas-Hernandez, Phys Lett. A 338 (2005) 13.

D J Fernandez C. and E. Salinas-Herndndez, Inst. Phys. Conf. Ser. 185
(2005) 255.

Finalmente, es importante mencionar que en el futuro se va a analizar
si el caso confluente de la mecanica cuantica supersimétrica de tercer orden,
que involucra un operador de entrelazamiento diferencial de tercer orden,
ofrece también resultados originales adicionales a los aqui presentados para
el caso de segundo orden confluente. Una via adicional de investigacién es
analizar si el caso confluente de segundo orden se puede aplicar con éxito a
potenciales unidimensionales periddicos en x. Ambos temas ofrecen perspec-
tivas interesantes de investigacion a futuro, lo cual sugiere que los resultados
aqui presentados constituyen sélo el punto de partida para el estudio de la
mecanica cuantica supersimétrica confluente de orden arbitrario.
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