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Resumen 
 
 
 
       En la presente tesis se pretende abordar el complicado problema de la materia oscura, 
para lo cual ésta tesis se divide en dos partes principales: la primera consiste de una 
revisión general de la materia oscura, su origen e importancia en el estudio de la 
cosmología moderna; la segunda parte se centra en el análisis de la cosmología de branas 
además del planteamiento de un modelo particular de cinco dimensiones. El propósito de 
esta tesis es dar un panorama general de la cosmología así como sus resultados más 
trascendentes y algunos de los problemas que aún están sin resolver incluyendo el 
paradigma de la materia y energía oscura. Se analiza un modelo de cosmología de branas, 
basado en el modelo de Horava y Witten, el cual consiste de dos branas (donde la materia 
está confinada) inmersas en un espacio 5-dimensional compacto. Uno de los resultados 
principales es que la presión y densidad de energía en una brana están restringidas por la 
energía y presión en la otra, esto es debido a la naturaleza compacta de la quinta 
dimensión. Concretamente, se estudian dos tipos de métrica 5-dimensionales conocidas y 
una propuesta en este trabajo, las cuales satisfacen las ecuaciones de restricción. Además 
se estudia la evolución del factor de escala de nuestro Universo con respecto a la otra 
brana adjunta. Para estos modelos se estudian además las condiciones sobre los 
componentes de energía para las dos branas. La influencia gravitacional de la brana 
adjunta sobre nuestro Universo se plantea como una alternativa al problema de la materia 
oscura y la presente tesis es un paso previo para el estudio de tal fenómeno. 
 
 
 
     In present thesis is pretended to approach the complicated problem of dark matter, and 
in order to address this topic, the thesis is divided in two main parts: the first one consists 
of a general revision of dark matter, their origin and importance on the study of modern 
cosmology; the second part focuses on the analysis of brane cosmology, and besides to 
establish a particular five dimensional brane world model. The purpose of this thesis is to 
show a general glimpse of cosmology, as well as its more transcendent results, and some 
of the still unresolved problems including the paradigm of dark matter and dark energy. A 
specific model of brane cosmology based on the model of Horava and Witten, which 
consists of two membranes (where the matter is confined) embedded in a compactified 5-
dimensional background spacetime, is analyzed. One of the main results is that the 
pressure and energy density in a brane is constrained by the pressure and energy in the 
other one, this is due to the compact nature of the fifth dimension. Concretely, two well-
know kind of 5-dimensional metric and a novel proposal are studied in this work, which 
satisfy the restriction equations. The evolution of the scalar factor of our Universe depends 
on the energy structure of the other brane. For these models it was also studied the 
conditions on the energy components for the two branes. The gravitational influence of the 
adjacent brane on our Universe can be seen like an alternative to dark matter problem and 
the present thesis is a previous step for the study of such a phenomenon.   
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Introducción  
 
 
 
       La cosmología es el estudio a gran escala de las leyes físicas del Universo (su origen, 

composición, límites, estructura y evolución) mediante el establecimiento de las leyes 

matemáticas que rigen el comportamiento dinámico de este sistema. En principio, tal 

estudio puede parecer bastante ambicioso, y la pregunta obligada antes de abordar el tema 

es: ¿son las observaciones actuales capaces de proporcionar suficiente información 

científica acerca de la estructura del Universo a gran escala?, o ¿son los conocimientos de 

las leyes de la naturaleza suficientes para interpretar esta información? A escalas 

cosmológicas, la fuerza dominante que determina la evolución del Universo es la gravedad 

(siendo que las fuerzas débil y fuerte, son fuerzas de corto alcance, además de que el 

Universo es eléctricamente neutro), por lo tanto es útil tomar como punto de partida la 

teoría de la relatividad general.  

       En el contexto de la relatividad de Einstein, el espacio se curva en presencia de un 

objeto masivo, lo que conlleva automáticamente a que la aceleración gravitacional de un 

objeto debe ser independiente de la cantidad de masa y de su composición, siguiendo tal 

objeto una trayectoria geodésica [1]. A partir del principio de equivalencia, se pueden 

construir las ecuaciones de Einstein, 

1 8
2ij ij ijR g R GTπ− = , 

las cuales son el punto de partida para la construcción de la cosmología.  En la anterior 

ecuación  es el tensor métrico y ijg ijR y R  son el tensor de Ricci y escalar de curvatura los 

cuales determinan las propiedades geométricas del espacio y el tiempo.  es el tensor de 

momento energía que determina la distribución de materia-energía de un sistema en 

particular [2]. A partir del principio cosmológico, el cual sostiene que el Universo es 

homogéneo e isótropo a grandes escalas, se deduce que las posibles curvaturas del Universo 

ijT
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son plana (k = 0), positiva (k = 1) o negativa (k = -1); si además se considera que el 

Universo se expande como función del tiempo, la métrica se escribe como [3] 
2 2 2 2 2 2( ) [ ( ) ]kds c dt a t dr S r d= − + + Ω2 , 

( / ) ( 1)
( ) ( 0)

( / ) ( 1).
k

Rsen r R k
S r r

Rsenh r R
κ
κ

= +⎧
⎪= =⎨
⎪ = −⎩

 

     Uno de los problemas más difíciles de resolver por la cosmología actual es la 

determinación de la curvatura del espacio, ya que depende de la contribución de los 

diferentes componentes de la densidad de energía del Universo con respecto a la densidad 

de energía en la época actual.  

 

       Durante años, los cosmólogos han dedicado gran cantidad de tiempo y esfuerzo a la 

determinación de la densidad de materia del Universo, y es que la evidencia teórica y 

experimental sugiere la existencia de materia no compuesta de bariones o leptones (materia 

oscura) en el Universo, la cual aún no ha sido detectada. Esta falta de evidencia 

experimental acerca de la composición de la materia oscura ha sido el punto de partida para 

la introducción de teorías alternas al modelo estándar de partículas que postulan desde una 

nueva familia de partículas supersimétricas, aun no detectadas, hasta teorías de más de 

cuatro dimensiones. Una posible explicación a este fenómeno es que el componente 

dominante de la materia oscura consiste de alguna partícula no relativista, estable y 

débilmente interactuante (WIMP) para la cual el neutralino es un candidato viable [4]. 

Recientemente, la posible existencia de dimensiones extra ha redirigido el estudio de la 

materia oscura al contexto de los mundos brana [5]. En este escenario, los campos del 

modelo estándar se encuentran confinados a una hipersuperficie en un espacio de más de 

cuatro dimensiones. Por consiguiente este trabajo de tesis ha sido motivado por la idea de 

aportar una alternativa de solución al problema de la materia oscura en el contexto de 

mundos brana, donde el fenómeno de la materia oscura puede ser entendido como un efecto 

gravitacional de una brana adyacente sobre nuestro Universo. Para lo anterior, se realizó un 

análisis matemático para cualquier métrica de la cosmología de dos branas (una de ellas 

corresponde al universo observable y la otra adjunta a éste) inmersas en un espacio-tiempo 

de cinco dimensiones, donde la quinta dimensión está compactificada. En particular, se 
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analizaron dos modelos conocidos 5-dimensionales de universos posibles para obtener 

datos sobre el comportamiento físico de la materia-energía contenida en tales universos. 

También se realizó un análisis gráfico, utilizando Mathematica 5, de tales modelos teniendo 

en cuenta el dominio individual de cada una de sus componentes tales como radiación, 

materia bariónica, materia oscura y constante cosmológica. Se plantea un nuevo modelo 

(como contribución novedosa de esta tesis) denominado exponencial, cuya ventaja sobre 

los otros dos modelos es que evita singularidades. La demostración de los resultados 

obtenidos está dada por el supuesto de un Universo en expansión o en contracción, 

dependiendo del tipo de componente que domine en la brana adjunta. El estudio de las 

propiedades de tal brana y sus consecuencias cosmológicas es el propósito y contribución 

de esta tesis.  

 

       El contenido de la tesis está estructurado en cuatro capítulos, un apartado de 

conclusiones, resultados y otro de apéndices. En el primer capítulo se abarcan someramente 

los principios básicos de la cosmología moderna, así como las observaciones y resultados 

más trascendentes. En el segundo capítulo se menciona el desarrollo histórico del problema 

de la materia oscura, la evidencia experimental, los candidatos más populares y las técnicas 

de detección. El tercer capítulo se centra en la descripción de teorías de cuerdas, mundos 

brana y los modelos que de éste surgen. En el capítulo cuatro se estudia con detalle el 

modelo de Horava-Witten [6] para el caso de una dimensión adicional, donde se introduce 

una brana adjunta a nuestro Universo brana, se analizan las constricciones sobre las 

densidades de energía de las branas y se hace un análisis de la evolución del factor de 

escala. En la sección de conclusiones se muestran los resultados de esta tesis así como el 

trabajo a futuro que de ésta se desprende. La sección de apéndices corresponde a la 

demostración ampliada de algunos resultados mencionados en el capítulo cuatro. La 

bibliografía se encuentra enlistada al final del trabajo e incluye la dirección electrónica de 

los artículos consultados.   
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Caṕıtulo 1

Cosmoloǵıa estándar

El estudio de la cosmoloǵıa, aunque amplio y diverso, se basa en una formulación

estándar bajo la cual se entienden y explican todos los fenómenos observados hasta hoy.

La formulación de Einstein de la relatividad general y las ecuaciones fundamentales

que de ésta resultan y que describen el campo gravitatorio son, junto con el principio

cosmológico, la base de la teoŕıa cosmológica actual. En primer lugar, hay que destacar

que las ecuaciones de Einstein tienen, hasta hoy, validez universal y por lo tanto son

aplicables en la misma forma a sistemas locales, galácticos y cosmológicos. En segundo

lugar, es sabido que el principio cosmológico afirma que el Universo es homogéneo e

isótropo a grandes escalas, es decir, que en cualquier lugar y en cualquier dirección las

leyes de la f́ısica tienen la misma forma: no hay un lugar ni dirección preferido en el

Universo [7]. Otro concepto importante a tener en cuenta es la geometŕıa del Universo, y

es que un Universo compatible con el principio cosmológico puede tener tres geometŕıas

distintas: plana, esférica e hiperbólica. Como más adelante se menciona, las mediciones

de contenido de materia y enerǵıa del Universo son factores clave en la determinación

de tal geometŕıa.

El desarrollo de la cosmoloǵıa se ha dado conforme se han obtenido nuevos resultados

observacionales; ejemplo de ello son las observaciones llevadas a cabo por Edwin Hubble

1



CAPÍTULO 1. COSMOLOGÍA ESTÁNDAR 2

(1929), quien encuentra que el Universo se expande, o de Arno Penzias y Robert Wilson

(1965), quienes descubren que el Universo está lleno de una radiación de fondo en todas

direcciones; estos descubrimientos favorecen los modelos de la gran explosión [8].

El modelo estándar actual para el Universo es el modelo de la gran explosión caliente,

el cual establece que el Universo se expande desde un estado inicial denso y caliente

hasta su estado actual relativamente fŕıo y tenue, y que la expansión se está llevando

a cabo hasta hoy. Tal modelo está basado en observaciones fundamentales a partir de

las cuales se ha construido y es el más aceptado.

1.1. Observaciones fundamentales

1.1.1. Noche oscura

Una de las preguntas fundamentales en la cosmoloǵıa tiene que ver con la diferencia

entre el d́ıa y la noche: ¿por qué el cielo nocturno es oscuro y no brillante?, y es que un

cálculo sencillo de la luminosidad total de las estrellas de todo el Universo [7] sugiere

que el cielo nocturno debeŕıa ser infinitamente brillante1 . Lo anterior es conocido como

la Paradoja de Olber. Una solución a este problema viene del hecho que en realidad no

es posible observar todas las estrellas que existen en el Universo pues la luz de estrellas

distantes, más allá de una distancia horizonte, no ha llegado aún a la tierra.

1.1.2. Homogeneidad e isotroṕıa

Si bien, a escalas locales (planeta tierra, sistema solar, grupo local de galaxias) el

Universo es altamente inhomogéneo y anisótropo, es bien sabido que a escalas de los

1 Adviértase que se supone, para éste cálculo, un Universo infinito y con un número infinito de
estrellas uniformemente distribuidas en el espacio y en el tiempo, esto último conlleva a un Universo
eterno.
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supercúmulos de galaxias (≈ 100 Mpc)2 el Universo es homogéneo e isótropo. Con

homogeneidad se entiende que en todo el Universo no hay lugares privilegiados; en

el caso particular de la materia, significa que la densidad de materia es la misma en

cualquier región que se sitúe un observador. Con isotroṕıa se entiende que no importa

en qué dirección se realice una medición, siempre se observa lo mismo. Es importante

recalcar que estos dos conceptos son verdad en el Universo sólo a grandes escalas; en

cosmoloǵıa observacional esto es un hecho, tal y como menciona Einstein: El trabajo de

Hubble revela que esos objetos (las nebulosas espirales) están distribuidas en el espacio

de una forma estad́ısticamente uniforme, por lo que el aserto esquemático de la teoŕıa

de una densidad media uniforme recibe una confirmación experimental. A partir de

aqúı se postula el principio cosmológico: No hay un lugar ni dirección privilegiados en

el Universo [9].

1.1.3. Homogeneidad y expansión

A grandes escalas, donde el Universo es homogéneo, éste se está expandiendo isótropa-

mente. Esto es, la distancia entre cualquier par de galaxias separadas por más de 100

Mpc es proporcional a un factor de escala universal a(t), el mismo para cada par. El

parámetro de Hubble está definido por H = ȧ/a, donde el punto indica derivada en el

tiempo. Un sub́ındice 0 es generalmente usado para denotar cantidades que se evalúan

en la época actual (t = t0), aunque en el modelo de branas puede indicar cantidades

evaluadas en y = 0. Es conveniente utilizar la igualdad a0 = 1, tal que a(t) es simple-

mente el tamaño de cualquier región comóvil (una moviéndose con las galaxias) relativa

al tiempo presente. El valor presente de H, denotado por H0 es llamado la constante de

2 Un Mpc (ó un millón de parsecs) es una medida astronómica para “grandes” distancias. Un
parsec es igual a la distancia a la cual 1 AU subtiende un ángulo de un arcosegundo. 1AU (unidad
astronómica) es la distancia media entre la tierra y el sol.



CAPÍTULO 1. COSMOLOGÍA ESTÁNDAR 4

Hubble. Este es usualmente medido observando el corrimiento al rojo z ≡ ∆λ/λem de

galaxias que se están separando de la nuestra3 . La velocidad de tal galaxia está dada

por v = H0r, y su corrimiento al rojo es simplemente el efecto Doppler para el caso

no-relativista4 , donde para v << c entonces z = v/c, llevando a la ley de Hubble [10]

z = H0r/c. (1.1)

Figura 1.1: Relación distancia-velocidad en la ley de Hubble. Gráfico original (1929)
[11]

La ley de Hubble está bien establecida debido a que las distancias relativas son

“fáciles” de establecer. Lo único que se tiene que hacer es encontrar una candela estándar

(vela estándar), que es un tipo de objeto del cual todos los ejemplares tienen prac-

ticamente la misma lumninosidad. La intensidad luminosa de una candela estándar

vaŕıa con el inverso del cuadrado de la distancia, y aśı se mide la distancia relativa.

3 El término ∆λ = λob − λem indica la diferencia entre la longitud de onda observada en la Tierra
proveniente de una estrella distante, y la longitud de onda con que fue emitida.

4 En realidad este corrimiento es una consecuencia del cambio en la longitud de onda de los fotones
debido a la expansión del Universo.
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Por otro lado, para fijar H0 es necesario conocer la luminosidad del objeto, lo cual es

muy dif́ıcil de saber. Diferentes estimaciones [12] dan el valor de H0 en el rango 40 a

100 km s−1 Mpc−1. Usualmente la constante de Hubble se define en términos de la

variable h como

H0 = h× 100 km s−1 Mpc−1. (1.2)

Aśı, el valor de la constante de Hubble está determinada por h en un rango 0,4 <

h < 1. En 2009, el equipo de Adam G. Reiss [13] estimó, utilizando el telescopio espacial

Hubble, un valor para h de 0,742± 0,036 con una incertidumbre del 5 %.

Siendo que H = ȧ/a, el tiempo que se esperaŕıa que tardó el Universo en expanderse

desde un punto inicial (gran explosión), es del orden del tiempo de Hubble,

t0 ≡ H−1
0 = 9,76 h−1 Gyr. (1.3)

Durante el tiempo de Hubble, la luz recorrió una distancia del orden de la distancia

de Hubble,

cH−1
0 = 2998 h−1 Mpc. (1.4)

Originalmente Hubble aplicó el efecto Doppler no-relativista considerando que las

velocidades de recesión eran muy pequeñas comparadas con c, lo cual restringe su

cálculo a distancias mucho menores que la distancia de Hubble. No obstante, en general

la ley de Hubble se aplica a cualquier distancia.

1.1.4. Teoŕıa de la gran explosión (Big Bang)

El término Big Bang (gran explosión) fue primeramente usado por Fred Hoyle en un

programa de radio (1949) como una forma de referirse a una teoŕıa alterna a la del estado

estacionario. El modelo de la gran explosión sustenta el hecho de que actualmente el

Universo se está expandiendo, mientras que en el pasado estuvo en un estado denso
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y caliente. No obstante que en 1922 Alexander Friedmann [14] mostró que el universo

deb́ıa estarse expandiendo, no fue sino hasta 1929 (con el trabajo de Edwin Hubble) que

surge la primera evidencia observacional que apoya esta idea. De manera adicional a este

descubrimiento, en 1965, Arno Penzias y Robert Wilson descubrieron que el Universo

está lleno de una radiación homogenea e isótropa, la cual se entiende es un remanente

de la época cuando el Universo era muy caliente. El modelo de la gran explosión tiene

actualmente distintos problemas a resolver [7], entre los cuales se encuentran el problema

de inflación y el de la materia y enerǵıa oscura.

Inflación. El modelo inflacionario surge como una explicación de los tres principales

problemas de la teoŕıa de la gran explosión: el problema de la planicidad, del horizonte

y del monopolo [15], [16].

Materia oscura y enerǵıa oscura. En el Universo primigenio, la cantidad de materia

y enerǵıa oscura determina la evolución y formación de estructura a gran escala.

Ahora bien, si las galaxias se mueven alejándose unas de otras, esto implica que

ellas estuvieron muy juntas en el pasado. Si la velocidad relativa de las galaxias fue

constante en el pasado, una sencilla estimación para la edad del Universo es el tiempo

de Hubble, (1.3). Aśı, la observación del corrimiento al rojo galáctico lleva naturalmente

a un modelo de la gran explosión del Universo.

En la época presente el tiempo de Hubble es del orden 1010 años. La época temprana,

donde el Universo era muy denso y caliente y en el cual el tiempo de Hubble era

sólo una fracción de segundo, es popularmente llamada época de la gran explosión

caliente. Siendo que el Universo temprano era aún más homogéneo e isótropo que en

la época presente, una expansión no puede ser originada desde un punto central. Debe

mencionarse que ciertamente no es una explosión, la cual por definición es conducida

por un gradiente de presión. Aśı, el indudable hecho de la gran explosión no explica por

śı mismo la expansión del Universo; este suceso tiene lugar en el “inicio”, remontándose
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a la época de Planck, cuando el tiempo de Hubble es del orden del tiempo de Planck,

tPl = G1/2 = 5,39× 10−44 s. (1.5)

1.2. Ecuaciones de Einstein

Sin duda alguna, no se puede hablar de cosmoloǵıa moderna sin tener en cuenta que

el fundamento de tal disciplina, como punto de partida, son las ecuaciones de Einstein.

En la teoŕıa de la relatividad general de Einstein, el espacio-tiempo se curva debido

a la presencia de una distribución de masa-enerǵıa, dicha curvatura es una propiedad

del espacio-tiempo en śı mismo. De esta forma, la aceleración de un objeto en un

campo gravitacional es independiente de la masa y el estado f́ısico del cuerpo, siguiendo

éste una trayectoria geodésica. No hay, por tanto, una diferencia entre masa inercial y

gravitacional porque la deformación del espacio-tiempo es la misma independientemente

de la part́ıcula de prueba que se use para medirla 5 .

Figura 1.2: En presencia de un objeto masivo, el espacio-tiempo está curvado.

5 Si bien es muy sabido de la mecánica newtoniana, que la masa inercial y gravitacional tienen la
misma magnitud, no fué sino hasta la formulación de la relatividad general, que Einstein ofreció una
explicación satisfactoria, como él mismo refiere, una y la misma propiedad del cuerpo se manifiesta,
ya sea como masa inercial, o bien, como masa gravitacional [17].
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La teoŕıa de la relatividad general establece la equivalencia entre materia y curvatura

mediante las ecuaciones del campo,

Rij −
1

2
gijR = KTij, (1.6)

donde gij es el tensor métrico, el cual describe la geometŕıa del espacio-tiempo (variedad

semiriemanniana cuatridimensional6 ); Rij es el tensor de Ricci7 , el cual describe la

curvatura de la variedad métrica y R su contracción; K es un factor numérico que

depende de la constante gravitatoria de Newton, G, que se obtiene al extrapolar las

ecuaciones al ĺımite newtoniano; Tij es el tensor momento-enerǵıa, que describe el flujo

de enerǵıa y momento y satisface la ecuación de continuidad,

∇jT
ij = 0. (1.7)

Las ecuaciones de campo de Einstein pueden ser deducidas usando la acción Einstein-

Hilbert a través del principio de mı́nima acción,

S =

∫ (
1

2K
R + LM

)√
−gd4x, (1.8)

donde LM es un lagrangiano que describe cualquier campo que esté presente en la teoŕıa.

En [2], [18], [19] y [20], se muestran diferentes soluciones a las ecuaciones de Einstein.

En el caso de un fluido perfecto (como es el caso considerado para el Universo a

escalas cosmológicas) se tiene como tensor momento enerǵıa

Tij = (ε+ p)UiUj + pgij, (1.9)

donde ε, p y Ui son la densidad de enerǵıa, la presión y el cuadrivector velocidad

respectivamente.

6 Estrictamente hablando gij = ∂i∂j i = 0, 1, 2, 3, donde los ∂i son los vectores base del espacio
tangente a la variedad.

7 El tensor de Ricci se define a partir del tensor de Riemann, Ri
jkl mediante la siguiente expresión:

Rij = Rk
ikj . A su vez, el tensor de Riemman se define del śımbolo de Christoffel como Ri

jkl = Γi
jl,k −

Γi
jk,l + Γi

nkΓn
jl − Γi

nlΓ
n
jk, donde Γk

ij = 1
2g

mk(gmi,j + gjm,i − gij,m).
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Para finalizar, es necesario considerar que Einstein, motivado por la idea de un

Universo estático, introdujo en sus ecuaciones un término adicional llamado constante

cosmológica (Λ), el cual modifica las ecuaciones de campo a la forma

Rij −
1

2
gijR + Λgij = KTij. (1.10)

Inicialmente, el término conllevó a un Universo inestable, por lo que Einstein se

refiere a él como un grave detrimento de la belleza formal de la teoŕıa, sin embargo,

actualmente, a ráız de las observaciones, éste término es necesario para describir un

Universo expandiéndose. La naturaleza f́ısica de la constante cosmológica aún es un

misterio, y sólo se le asocia a la densidad de enerǵıa del vaćıo.

1.3. Dinámica del Universo

La forma en que evoluciona el Universo depende de qué tipo de geometŕıa tiene,

además de los componentes que lo conforman. Por geometŕıa se entiende su curvatura

y radio de curvatura, además de la forma en que evoluciona con el tiempo el factor de

escala.

La métrica compatible con un Universo curvado y expandiéndose es llamada métrica

de Friedmann-Robertson-Walker (FWR)[21],

ds2 = −c2dt2 + a(t)2
[
dr2 + Sκ(r)

2dΩ2
]
, (1.11)

donde κ es la curvatura (la cual para un Universo homogéneo e isótropo, puede tomar

los valores +1,−1 ó 0), dΩ2 = dθ2 + sen2θdφ2, el factor a(t) es el mismo introducido en

la sección (1.1.3) y la función Sκ(r),

Sκ(r) =


R sen(r/R) (κ = +1)

r (κ = 0)

R senh(r/R) (κ = −1).

(1.12)
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La solución de las ecuaciones de campo de Einstein llevan a las ecuaciones de Fried-

mann, las cuales se expresan en términos de la densidad de enerǵıa del Universo, su

curvatura y la constante cosmológica.

Ecuación de Friedmann, (
ȧ

a

)2

=
8πG

3c2
ε− κc2

R2
0a

2
+

Λ

3
. (1.13)

Ecuación del fluido,

ε̇+ 3
ȧ

a
(ε+ P ) = 0. (1.14)

Ecuación de la aceleración,

ä

a
= −4πG

3c2
(ε+ 3P ) +

Λ

3
. (1.15)

La ecuación (1.15), se obtiene directamente de la componente (0,0) de las ecua-

ciones de Einstein (1.10); la ecuación (1.14), es consecuencia de la conservación del

tensor momento-enerǵıa (1.7); finalmente, la ecuación de Friedmann (1.13), se obtiene

de combinar la ecuación de la aceleración y la ecuación del fluido. Para deducir estas

ecuaciones, es necesario considerar en las ecuaciones de Einstein, junto con un término

de constante cosmológica, el tensor de momento enerǵıa dado por la ecuación (1.9)

De forma adicional a estas ecuaciones, se requiere una ecuación de estado que rela-

cione la presión con la densidad de enerǵıa. Para efecto de estudios cosmológicos, es

una muy buena aproximación considerar la forma lineal de gases diluidos,

P = ωε, (1.16)

donde ω es un número sin dimensiones 8 . Para un gas de fotones u otras part́ıculas

relativistas, ω = 1
3
, mientras que para part́ıculas masivas no relativistas, ω = 0. En

8 Si bien, la densidad de enerǵıa y la presión son manifestaciones distintas de enerǵıa, ambas tienen
las mismas unidades, [densidad de enerǵıa] = [enerǵıa/volumen] =

[
N ·m/m3

]
=
[
N/m2

]
= [presión].
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general, para materia medianamente relativista (0 < 〈v2〉 < c2) se tiene 0 < ω < 1
3
.

Componentes con ω ≈ 0 se denominan materia no relativista, mientras que componentes

con ω ≈ 1
3

se denominan radiación. Una componente con ω < −1
3

es de gran interés

debido a que provee de una aceleración positiva. 9

Por lo tanto, la evolución cosmológica dependerá del tipo y número de componentes

que dominen el Universo. Para un Universo dominado por componentes múltiples10 se

tienen las expresiones

ε =
∑
i

εi, (1.17)

y

P =
∑
i

Pi =
∑
i

ωiεi. (1.18)

De la ecuación del fluido (1.14), para cada componente por separado, se tiene

εi = εi,0a
−3(1+ωi), (1.19)

con εi,0 el valor de la densidad de enerǵıa del i-ésimo componente en la época actual

(t = t0).

Un caso de particular interés es el de un Universo plano y dominado por una sola

componente (radiación, materia no relativista, quintaesencia ó constante cosmológica).

Usando las ecuaciones (1.13) y (1.19) se obtiene una expresión para el factor de escala

en función del tiempo,

a(t) =

(
t

t0

)q
, (1.20)

con

t0 = q
1

H0

. (1.21)

9 Esto puede verse en la ecuación de la aceleración (1.15), que si ω < − 1
3 , entonces ä > 0. Algunas

veces a este tipo de sustancia se le denomina Quintaesencia.
10 Cada componente se denota εi con i = 1, 2, 3, ... y ecuación de estado Pi = ωiεi.



CAPÍTULO 1. COSMOLOGÍA ESTÁNDAR 12

En las anteriores expresiones, q = 2/(3 + 3ω) y t0 es la edad del Universo, nótese

además que para ω 6= −1 se tiene una solución exponencial.

Como un caso todav́ıa más particular, considérese un Universo dominado solamente

por materia no relativista, es decir, ω = 0; de las ecuaciones anteriores se tiene a ∝ t2/3

y t0 = 2
3
H−1

0 . Para ω = −1, el cual corresponde a un Universo dominado sólo por una

constante cosmológica, de la ecuación (1.13) se tiene

a(t) = e
√

Λ/3(t−t0). (1.22)

Como ya se mencionó anteriormente, el parámetro de Hubble se define como H =

ȧ/a, por lo que la ecuación de Friedmann se escribe como

H(t)2 =
8πG

3c2
ε(t)− κc2

R2
0a(t)2

. (1.23)

Para un Universo espacialmente plano (κ = 0), la ecuación de Friedmann toma la

forma 11

H(t)2 =
8πG

3c2
ε(t), (1.24)

por lo que existe un valor cŕıtico para la densidad de enerǵıa del Universo,

εc(t) =
3c2

8πG
H(t)2, (1.25)

tal que al sustituir en la ecuación de Friedmann (con κ 6= 0) se tiene

κc2

R2
0a(t)2H(t)2

=
ε(t)

εc(t)
− 1. (1.26)

Por lo tanto, de la ecuación anterior se deduce que el valor de la curvatura depende

de la razón ε(t)/εc(t): Si ε(t) > εc(t), se tiene un Universo curvado positivamente; si

ε(t) < εc(t), se tiene un Universo curvado negativamente; si ε(t) = εc(t), se tiene un

Universo plano.

11 En esta ecuación ε(t) es la suma de todas las posibles componentes, incluyendo constante cos-
mológica, ε(t) = εm(t) + εdm(t) + εr(t) + εΛ.
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Es más conveniente expresar la última ecuación en términos del parámetro de den-

sidad, el cual se define como

Ω(t) =
ε(t)

εc(t)
, (1.27)

quedando la ecuación (1.26) de la forma

1− Ω(t) = − κc2

R2
0a(t)2H(t)2

. (1.28)

En términos de los valores actuales: a(t = t0) = 1, H(t = t0) = H0, Ω(t = t0) = Ω0,

donde t0 es el tiempo actual, entonces se tiene

κ

R2
0

=
H2

0

c2
(Ω0 − 1). (1.29)

Y es aqúı donde se centran gran parte de los esfuerzos observacionales, en determinar

el valor del parámetro de densidad. Los ĺımites más conservadores para este parámetro,

establecen que el valor actual se encuentra en el rango 0,1 < Ω0 < 2; no obstante, las

observaciones más recientes arrojan un parámetro de densidad Ω0 ≈ 1, es decir, un

Universo espacialmente plano.

En general, para determinar completamente la dinámica del Universo, se requiere

determinar con precisión diferentes parámetros, llamados parámetros cosmológicos. El

paradigma de la gran explosión, desde el punto de vista teórico, conlleva en śı mismo

distintos parámetros para su formulación [12] los cuales son esenciales para describir

el comportamiento en el tiempo del Universo. Como es mencionado por Liddle [22],

comparaciones t́ıpicas de modelos cosmológicos con los datos observacionales ofrecen

ahora entre cinco y diez parámetros, entre los que se destacan: el parámetro de Hubble,

la densidad total de materia, la densidad de bariones, la constante cosmológica, la

densidad de radiación y la densidad de neutrinos.
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1.4. Edad temprana y componentes del Universo

El Universo, que en sus primeros momentos estaba lleno, homogénea e isótropa-

mente, de una enerǵıa muy densa y que teńıa una temperatura y presión muy altas,

se expandió y se enfrió experimentando cambios de fase análogos a la condensación

del vapor o a la congelación del agua, pero relacionados con las part́ıculas elementales.

Aproximadamente en 10−35 segundos después de la época de Planck, un cambio de fase

causó que el Universo se expandiese de forma exponencial durante un peŕıodo llamado

de inflación cósmica[23]. Al terminar la inflación, los componentes materiales del Uni-

verso quedaron en la forma de un plasma de quarks-gluones, en donde todas las partes

que lo formaban estaban en movimiento relativista.

Figura 1.3: Etapas de la historia térmica del Universo. Tomado de FERMILAB
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Con el crecimiento en tamaño del Universo, la temperatura descendió. A cierta

temperatura, y debido a un cambio aún desconocido denominado bariogénesis [24], los

quarks y los gluones se combinaron en bariones tales como el protón y el neutrón, pro-

duciendo de alguna manera la asimetŕıa observada actualmente entre la materia y la

antimateria12 . Las temperaturas aún más bajas condujeron a nuevos cambios de fase,

que rompieron la simetŕıa, aśı que les dieron su forma actual a las fuerzas fundamentales

de la f́ısica y a las part́ıculas elementales. Más tarde, protones y neutrones se combina-

ron para formar los núcleos de deuterio y de helio, en un proceso llamado nucleośıntesis

primordial [25]. Al enfriarse el Universo, la materia gradualmente dejó de moverse de

forma relativista y su densidad de enerǵıa comenzó a dominar gravitacionalmente so-

bre la radiación. Pasados 300,000 años, los electrones y los núcleos se combinaron para

formar los átomos (mayoritariamente de hidrógeno), la radiación se desacopló de los

átomos en un proceso conocido como desacoplamiento del fotón y continuó por el espa-

cio prácticamente sin obstáculos. Esta es la radiación de fondo de microondas. Al pasar

el tiempo, algunas regiones ligeramente más densas de la materia casi uniformemente

distribuida, crecieron gravitacionalmente, haciéndose más densas, formando nubes, es-

trellas, galaxias y el resto de las estructuras astronómicas que actualmente se observan13

. La formación de estructura a pequeña escala es debido a que en el Universo primigenio

dominó una componente de materia oscura fŕıa14 . Una vez que la materia oscura fŕıa

domina el colapso del Universo gravitacional puede empezar a amplificar las hetero-

geneidades minúsculas dejadas por la inflación cósmica, causando que la materia caiga

hacia las regiones densas y haciendo que las regiones rarificadas lo estén aún más. En

la medida que se vuelven más densas las regiones, es cuando las estructuras, como las

12 Un mecanismo similar llamado leptogénesis es usado para explicar la asimetŕıa entre leptones y
antileptones en el Universo temprano.

13 Para una introducción detallada del tema del Universo temprano, ver [26] y [10].
14 Esto es debido a que la materia oscura caliente tiene problemas al explicar la estructura a escalas

menores que supercúmulos [27].
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agrupaciones galácticas y los halos galácticos se empiezan a formar. A estas escalas, la

fuerza dominante es la gravedad dado que la materia oscura domina sobre la expan-

sión, y es cuando la materia barionica se agrupa densamente, como en las galaxias y

las estrellas [28].

En 2004 Masataka y Peebles [29] publicaron una recopilación de todos los compo-

nentes del Universo hasta hoy conocidos. Es una recopilación de los valores más recientes

arrojados por las observaciones del WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe).

En la tabla (1.1) se muestran tres clasificaciones importantes de componentes del Uni-

verso: El sector oscuro, el cual es debido a la existencia de materia y enerǵıa oscura en

el Universo; el sector de remanentes térmicos, el cual consiste de fotones y neutrinos,

remanentes de la gran explosión; y el sector de materia bariónica, que conforma todo

tipo de materia compuesta de bariones y (por convención) leptones y que en su mayoŕıa

se manifiesta en forma de plasma intergaláctico.

Clasificación Componente Contribución al parámetro Ω
Sector Enerǵıa oscura 0,72± 0,03
oscuro Materia oscura 0,23± 0,03

Remanentes Radiación electromagnética 10−4,3±0,0

térmicos Neutrinos 10−2,9±0,1

Plasma intergaláctico 0,040± 0,03
Plasma intracúmulos 0,0018± 0,0007

Galaxias esferoidales y eĺıpticas 0,0015± 0,0004
Galaxias disco e irregulares 0,00055± 0,00014

Masa Enanas blancas 0,00036± 0,00008
bariónica Estrellas de neutrones 0,00005± 0,00002
en reposo Hoyos negros 0,00007± 0,00002

Objetos subestelares 0,00014± 0,00007
Gas Neutral HI + HeI 0,00062± 0,0001

Gas molecular 0,00016± 0,00006
Planetas 10−6

Materia condensada 10−5,6

Tabla 1.1: Componentes del Universo. Adaptado de Masataka, 2004 [29].
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El modelo ΛCDM (Lambda-CDM es una abreviatura empleada en cosmoloǵıa para

Lambda-Cold Dark Matter) representa al Modelo de concordancia de la gran explosión,

el cual explica las observaciones cósmicas realizadas sobre la radiación de fondo de mi-

croondas, aśı como la estructura a gran escala del Universo y las observaciones realizadas

sobre las supernovas. Es notable el hecho de que éstas tres observaciones (las cuales son

independientes) sean consistentes, por lo que se consideran una fuerte evidencia del

modelo de concordancia que describe la naturaleza detallada del Universo.

1.5. Radiación cósmica de fondo

La radiación cósmica de fondo (en inglés, Cosmic Microwave Background, CMB)

es una forma de radiación electromagnética que llena el Universo. Descubierta en 1965

por los radioastrónomos Arno Penzias y Robert Wilson [30], ésta radiación presenta

un espectro de cuerpo negro a una temperatura de 2,725± 0,001 K y una densidad de

enerǵıa de 4,17× 10−14J m−3. La enerǵıa media de la radiación cósmica corresponde a

una longitud de onda de dos miĺımetros, razón por la cual se le llama en inglés fondo

cósmico de microondas. La existencia del CMB es clave importante en la cosmoloǵıa

moderna, en particular en la formulación del modelo de la gran explosión. La radiación

de fondo es dif́ıcilmente explicable en el modelo del estado estacionario del Universo [31],

mientras que en el modelo de la gran explosión, donde el Universo estaba inicialmente

muy caliente y denso, la CMB surge naturalmente, pues ésta última es el remanente

de la época en que la materia bariónica estuvo completamente ionizada, los electrones

viajaban libres y los fotones llenaban el Universo con un espectro t́ıpico de cuerpo negro.

En esta época, el Universo estaba suficientemente denso y opaco, pero en la medida

que se fue enfriando (≈ 3000K), los iones y los electrones se combinaron para formar

átomos neutros y el Universo se tornó transparente.
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La radiación cósmica de fondo es una evidencia de la época en la cual la materia

bariónica pasó de su estado de plasma ionizado a su estado de gas de átomos neutros,

además como resultado de este proceso el Universo pasó de ser opaco a transaparente.

Existen tres etapas primordiales en la historia del Universo, para las cuales el CMB apor-

ta información importante: la época de la recombinación, la época del desacoplamiento

del fotón y la época de la última dispersión.

Época de la recombinación. Antes del desacoplamiento del fotón, existió un sólo

fluido fotón-barión, consistente de fotones, electrones y protones acoplados. Los fotones

permanecieron acoplados a los electrones mientras su razón de dispersión era mayor

que el parámetro de Hubble, o en otras palabras, que su desplazamiento medio libre

era menor que la distancia de Hubble.

Época del desacoplamiento del fotón. Cuando la razón a la cual se dispersan los

fotones de los electrones es menor que el parámetro de Hubble, entonces los electrones

son diluidos por la expansión más rapidamente de lo que los fotones pueden interactuar

con ellos. Los fotones entonces se desacoplan de los electrones y el Universo se vuelve

transparente.

Época de la última dispersión. Es cuando los fotones sufren su última dispersión

por los electrones. Actualmente, cada observador está rodeado por una superficie de la

última dispersión, donde cada fotón tiene aproximadamente la misma temperatura.

El satelite COBE [32], en 1989, fue el primero en medir el espectro de radiación del

CMB en un rango ancho de longitudes de onda. El proyecto utilizó tres dispositivos:

DIRBE, FIRAS y DMR diseñados para medir radiación en los rangos 0,001mm < λ <

0,24mm, 0,1mm < λ < 10mm y 3,3mm < λ < 9,6mm respectivamente. Los resultados

arrojados son los siguientes:

Resultado 1. En cualquier posición angular (θ, φ) sobre el cielo, el espectro del CMB

es cercano al de un cuerpo negro ideal, con fluctuaciones en el espectro de ∆ε/ε ≈ 10−3.
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Resultado 2. Existe una distorsión dipolar debido al movimiento del COBE relativo

al sistema de referencia en el cual la radiación cósmica es isótropa. El grupo local

de galaxias está siendo acelerado hacia la constelación de Hidra a una velocidad de

≈ 0,0021c.

Resultado 3. La radiación cósmica presenta anisotroṕıas en la temperatura, lo cual

es debido a fluctuaciones en la temperatura promedio, cuya ráız cuadrática media es

aproximadamente 1× 10−5, es decir, alrededor de 30 microKelvin.

En junio de 2001, la NASA lanzó una segunda misión espacial para el CMB, el

WMAP, para realizar medidas mucho más precisas de las anisotroṕıas a gran escala

en todo el cielo. Los primeros resultados de esta misión, revelados en 2003 [33], fueron

medidas detalladas del espectro de potencia angular en las escalas más bajas, acotando

varios parámetros cosmológicos. Los resultados son ampliamente consistentes con los

esperados de la inflación cósmica aśı como otras teoŕıas competidoras y están disponibles

detalladamente en el centro de datos de la NASA para el fondo cósmico de microondas.

Aunque el WMAP proporcionó medidas muy exactas de las fluctuaciones a grandes

escalas angulares en el CMB, no tendŕıan resolución angular suficiente para medir las

fluctuaciones a pequeña escala que hab́ıan sido observadas utilizando interferómetros

terrestres, como el Cosmic Background Imager [34].

Una tercera misión espacial, el Planck Surveyor, fue lanzada en mayo del 200915 .

El Planck utiliza dos radiómetros HEMT aśı como un bolómetro y medirá el CMB a

escalas menores que el WMAP. A diferencia de las dos misiones espaciales previas, el

Planck es una colaboración entre la NASA y la Agencia Espacial Europea (ESA).

15 http://www.esa.int/esaSC/120398 index 0 m.html
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1.6. Fluctuaciones y el Universo temprano

Las anisotroṕıas observadas en el CMB sugieren que el Universo no fue perfecta-

mente homogéneo en la época de la última dispersión. Considerando las fluctuaciones

de temperatura como una función de la posición angular,

δT

T
(θ, φ) =

T (θ, φ)− 〈T 〉
〈T 〉

, (1.30)

y expresando ésta en términos de armónicos esféricos, se tiene

δT

T
(θ, φ) =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

almYlm(θ, φ). (1.31)

La función de correlación,

C(θ) =

〈
δT

T
(n),

δT

T
(m)

〉
n·m=cosθ

, (1.32)

nos da una descripción estad́ıstica de las fluctuaciones de temperatura a diferentes

escalas.

Introduciendo la expansión (1.31) en la expresión para la función de correlación, se

tiene

C(θ) =
1

4

∞∑
l=0

(2l + 1)ClPl(cosθ), (1.33)

donde los Cl son los momentos multipolares de la función de correlación. Éste último

término es una medida de las fluctuaciones de la temperatura a escalas θ = 180/l.

La fluctuación de temperatura, por tanto, se escribe en términos de los momentos

multipolares como

∆T =

(
l(l + 1)

2π
Cl

)1/2

〈T 〉 . (1.34)

En la gráfica (1.4) se observa que se tiene un pico en l ≈ 200 o una resolución

angular de θ ≈ 1, lo cual coincide con el tamaño de la distancia de Hubble en la época

de la última dispersión. Un resultado interesante que surge de este estudio, es que la
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Figura 1.4: Espectro de potencias de las anisotroṕıas del CMB en términos de la escala
angular (multipolos). Tomado de los resultados del WMAP [35].

posición del pico a esa resolución angular, es consistente con un Universo espacialmente

plano (Ω0 ≈ 1) y dominado por materia y enerǵıa oscura.

¿Qué causa las fluctuaciones? Aqúı es donde juega un papel importante la distribu-

ción de materia oscura en el Universo temprano. Considérese dos escenarios, correspon-

dientes a dos resoluciones angulares distintas: θ > 1 (l < 180) y θ < 1 (l > 180).

En el primer caso, las fluctuaciones de temperatura (a grandes escalas) surgen del

efecto gravitacional de la fluctuación en la densidad de materia oscura en la época

de la última dispersión. En esta época, la densidad de enerǵıa de la materia oscura

(≈ 1,8 × 1012MeV m−3), es aproximadamente 4,5 veces la densidad de enerǵıa de la

radiación y 6,5 veces la densidad de la materia bariónica. Supóngase que la densidad

de materia oscura se escribe como

ε(r) = ε̄+ δε(r), (1.35)
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es decir, la suma del valor promedio más un término de fluctuación en la densidad

que depende de la posición. Éste último término está relacionado con un potencial

espacialmente variable, δΦ, por medio de la ecuación de Poisson

∇2(δΦ) =
4πG

c2
δε. (1.36)

Aśı, un fotón caracteŕıstico del CMB que se encuentre en un mı́nimo local del poten-

cial (pozo de potencial), al salir de éste, pierde enerǵıa y por consecuencia su longitud

de onda está corrida hacia el rojo (redshitfted), mientras que un fotón que se encuentra

en un máximo del potencial, gana enerǵıa al “caer” de éste y por eso su longitud de

onda está corrida al ultravioleta (blueshifted). Un cálculo, realizado primeramente por

Sachs y Wolfe [36], muestra que

δT

T
=

1

3

δΦ

c2
. (1.37)

Aśı, las fluctuaciones de temperatura nos muestran un mapa de las fluctuaciones

del potencial debido a la distribución de la materia oscura.

Figura 1.5: Imagen de la anisotroṕıa del CMB registrada por el WMAP. Tomada de
[35].

A escalas menores, θ < 1 (l > 180), el origen de las fluctuaciones se debe al efec-

to de oscilaciones acústicas en el fluido fotón-barión. Inmediatamente antes del desa-

coplamiento del fotón, los electrones, protones y fotones formaban un sólo fluido, cuyo
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parámetro de la ecuación de estado, ωfb, se encontraba entre 0 y 1/3. Primeramente,

éste fluido se mueve bajo la influencia de la gravedad de la materia oscura, pero debido

a la presencia de fluctuaciones de la materia oscura, el fluido “cae” en el centro de un

pozo; debido a la presión ejercida por la gravedad sobre el fluido, éste se expande. Sin

embargo, debido a la expansión, la presión disminuye y el fluido nuevamente cae en el

pozo de potencial. Los fotones liberados del fluido en el momento del desacoplamiento

tendrán más enerǵıa (blueshifted) que el promedio si éstos se encuentran en un punto

de máxima presión; por otro lado, si los fotones liberados se encuentran en un mı́nimo

de presión, entonces su enerǵıa será menor que el promedio (redshifted).



Caṕıtulo 2

Materia oscura

El problema moderno de la materia oscura es conceptualmente muy similar al viejo

problema de los planetas no vistos, debido a que se observan en grandes sistemas as-

trof́ısicos, desde escalas galácticas hasta astronómicas, algunas anomaĺıas que pueden

sólo ser explicadas, o asuminedo la existencia de grandes cantidades de materia que

no se ve (materia oscura), o asumiendo una desviación de las leyes conocidas de la

gravitación y de la teoŕıa general de la relatividad. Por años, se ha dedicado una gran

cantidad de tiempo y esfuerzo para detrminar la densidad de materia en el Universo.

La razón principal de esta búsqueda es conocer de qué está hecho el Universo, es decir,

qué fracción está constituida de estrellas y part́ıculas familiares a la materia bariónica, y

qué fracción está constituida de otro tipo de materia desconocida y de qué está formada.

A continuación se presenta un estudio general del tema de materia oscura y su im-

portancia de estudio en la f́ısica. Para una revisión detallada del tema, ver las ediciones

de Srednicki (1990) [37] y la de Bertone (2010) [38], las cuales son una recopilación

extensa del problema de la materia oscura, además de los art́ıculos [39], [40], [41], [42]

y [43]

24
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2.1. ¿Qué es la materia oscura?

Por materia oscura se entiende todo aquel tipo de materia en el Universo que no es en

general bariónica (en cosmoloǵıa, por convención, la materia bariónica está constituida

por bariones y leptones que es lo que más abunda 1 ) y que no absorbe, emite ni

dispersa radiación. Este tipo de materia hipotética no puede, en su totalidad, observarse

directamente con los medios técnicos actuales, y su existencia se infiere de los efectos

gravitacionales que causa en la materia visible. La abundancia de materia en el Universo,

de acuerdo al modelo más aceptado, se muestra en la tabla (2.1). En el caṕıtulo 1 se

mostró una tabla detallada con todos los componentes de materia y sus contribuciones

a la enerǵıa del Universo.

Componente Parámetro de densidad Porcentaje aproximado
Fotones Ωγ 5× 10−3

Neutrinos Ων 3,4× 10−3

Materia bariónica Ωbary 4
Materia oscura Ωdm 26
Enerǵıa oscura ΩΛ 70

Tabla 2.1: Contribución de los principales componentes a la enerǵıa del Universo.

No obstante la gran aceptación que ha tenido la idea de materia no visible en el

Universo, ésta no es la única explicación a los fenómenos anómalos que la sugieren.

Explicaciones alternativas sugieren desviaciones y modificaciones de las leyes conocidas

de la gravitación y de la relatividad general, de tal forma que podŕıamos estar frente a

un paradigma similar al del éter y, siendo éste el caso, podŕıa vislumbrarse el ĺımite de

validez de las ecuaciones de Einstein.

No hay razón alguna para pensar que lo que se ve es lo único que existe, aśı como

tampoco hay razón para pensar lo contrario. Ejemplo de ello es el descubrimiento del

1 Bariones y leptones son distintos. La materia bariónica por convención incluye también a los
leptones , pero en realidad no es adecuado.
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planeta Neptuno, del cual se conjeturó su existencia debido al movimiento anómalo de

Urano, lo que derivó en el descubrimiento de un nuevo planeta, y en un triunfo más de

las leyes de la gravitación de Newton. Por otro lado, siguiendo el método anterior, fue

evidente el fracaso de éste al intentar explicar el comportamiento anómalo de Mercurio

sugiriendo la existencia del planeta Vulcano. Este fenómeno pudo sólo ser explicado con

la relatividad general.

Independiente de las explicaciones al fenómeno, es un hecho observacional que la

materia conocida de la que están formadas las galaxias y demás objetos en el Universo,

sólo contribuye en un cuatro por ciento a la enerǵıa total del Universo. Los esfuerzos

actuales se centran en la búsqueda de una part́ıcula que, en determinada abundancia,

resuelva tal paradigma, y en nuevos modelos teóricos fundamentales.

2.2. Evidencias de materia oscura

Como ya se ha mencionado anteriormente, uno de los fenómenos que sugiere la

existencia de materia oscura en el Universo es la influencia gravitacional que ésta tiene

sobre los objetos visibles. Históricamente, el primer astrónomo en sugerir la existencia de

una gran cantidad de materia no visible en el Universo fue Fritz Zwicky, en 1933 [44], al

aplicar el teorema del virial al cúmulo de Coma. El teorema del virial es una herramienta

útil para estudiar sistemas galácticos gravitacionalmente estacionarios. Uno de esos

sistemas es el cúmulo de galaxias Coma, cuyo radio es de aproximadamente 3 Mpc y

sus galaxias se mueven a velocidades no relativistas. Debido a esas consideraciones, es

posible tratar el cúmulo de Coma en una manera Newtoniana 2 .

2 Esto puede tener sus inconvenientes, pues aqúı se supone que las leyes de Newton son válidas y
tienen la misma forma a cualquier escala, lo cuál no es necesariamente cierto. En [45] se muestra un
análisis del teorema utilizando MOND (MOdified Newtonian Dynamics).
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Figura 2.1: Cluster COMA de galaxias

El teorema del virial se escribe como [46]

Ï = 2W + 4K, (2.1)

donde I,WyK son el momento total de inercia, la enerǵıa potencial y la enerǵıa cinética

del cúmulo respectivamente. Si el sistema es estacionario, entonces I = cte, esto implica,

entre otras cosas, que el sistema no se expande o contrae y que el centro de masas del

cúmulo está en reposo. A partir de estas consideraciones se tiene

K = −W
2
. (2.2)

Utilizando este resultado es posible tener una estimación de la masa total del cúmulo,

M =
〈v2〉 rh
αG

. (2.3)

La última ecuación indica que es posible estimar la masa en términos del radio y

velocidad promedio y un factor numérico caracteŕıstico del tipo de cúmulo. Una vez

que estos parámetros se conocen, es posible estimar la masa total del cúmulo de Coma,

siendo ésta aproximadamente 2 × 1015M�. Por otro lado, la masa del mismo cúmulo,

calculada a partir de la luminosidad de las estrellas, es 3× 1013M� de materia estelar

y 2× 1014M� de gas interestelar, dando un total de 2,3× 1014M�. De esto se puede ver
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que menos del quince por ciento de la masa estimada mediante el teorema del virial, es

materia visible. Este mismo método de estimación se ha aplicado a otros cúmulos. Si

la masa de todos los cúmulos se contabilizara, ésta contribuiŕıa en un veinte por ciento

a la densidad de enerǵıa del Universo.

Otra evidencia observacional en favor de la idea de materia oscura, la constituye

el estudio de las curvas de rotación de gas ionizado en galaxias espirales. En 1970 los

astrónomos Vera Rub́ın y Kent Ford [47] estudiaron las ĺıneas de emisión de regiones

de gas hasta un radio de 24 kpc (más allá de la región óptica visible de la galaxia)

encontrando que la velocidad orbital no decae como el comportamiento Kepleriano

predice. La velocidad de rotación se obtiene midiendo el corrimiento al rojo de cierto

sector de la galaxia, restado de la velocidad con que la galaxia completa se aleja de

la nuestra y multiplicado por un factor que depende de la inclinación con la que se

observa,

v(R) =
vr(R)− vgal√

1− b2/a2
. (2.4)

Considerando que la distribución de masa de la galaxia es esféricamente simétrica

y que la materia mantiene una órbita circular en cualquier parte de tal galaxia, es fácil

demostrar que

v =

√
GM(R)

R
, (2.5)

de donde podemos inferir que mientras más alejado se esté del centro de la galaxia, la

velocidad radial decaerá como 1/
√
R, lo cuál no sucede.

A partir de este hecho observacional, se ha sugerido que existe una distribución

de materia no visible alrededor de la galaxia, la cual afecta gravitacionalmente a la

materia lejana del centro. Como la misma autora suguiere [48]: la diferencia entre la

distribución de materia deducida a partir de la luminosidad, y la distribución de masa
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Figura 2.2: Curvas de rotación. Análisis de la galaxia M31. Tomado del original [47].

deducida a partir de las curvas de rotación, ofrece fuerte evidencia a favor de que las

galaxias espirales están inmersas en halos extendidos de materia oscura.

Otra evidencia observacional viene del fenómeno de lentes gravitacionales que se

produce debido al doblamiento de la luz proveniente de galaxias lejanas en presencia

de un objeto masivo. Tal como lo predice la relatividad de Einstein, la materia afecta

gravitacionalmente a la luz, desviándola de su trayectoria recta. Aśı pues, si la materia

oscura interactúa con la materia ordinaria por medio de la gravedad, también la luz se

verá afectada por la presencia de materia aunque ésta no se vea. De la misma forma que

la luz se dobla en presencia de una lente f́ısica por medio del fenómeno de refracción,

aśı también en presencia de un objeto “muy masivo” existente entre una fuente de luz y

un observador, los haces de luz emitidos por la fuente y posteriormente deflectados por

el objeto masivo, convergen en el punto donde el observador se encuentra. Los objetos

masivos que producen tales efectos se conocen como MACHOs (MAssive Compact Halo

Objects) y serán estudiados en la siguiente sección.
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Figura 2.3: Fenómeno de lentes gravitacionales observados en el cúmulo de galaxias
Abell 2218

Observaciones recientes (principalmente las llevadas a cabo por los satelites COBE y

WMAP) del análisis de la radiación cósmica de fondo, sugieren que el Universo contiene

sólo una pequeña parte de materia ordinaria como constituyente de enerǵıa.

2.3. Clasificación de la materia oscura

Con base en la naturaleza de sus constituyentes, la materia oscura puede dividirse en

dos tipos llamados: bariónica y no bariónica. Diferentes mediciones de la anisotroṕıa de

la radiación cósmica de fondo predicen un valor de la densidad de bariones de Ωb ≈ 0,04

lo cual es mucho menor que la densidad total de materia predicha por las mismas

observaciones ΩM ≈ 0,30. Lo anterior indica que la mayor parte de la materia en el

Universo es de naturaleza no bariónica. Las discusiones de la materia oscura t́ıpicamente

consideran dos extremos: materia oscura fŕıa (CDM) y materia oscura caliente (HDM).

La materia oscura caliente está compuesta de part́ıculas que se mueven con veloci-

dades ultra-relativistas (como ejemplo, los neutrinos) de tal forma que de acuerdo a la
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teoŕıa cinética de los gases forman gases muy calientes. Por otro lado, la materia oscura

fŕıa está compuesta de objetos suficientemente masivos de tal forma que se mueven

a velocidades sub-relativistas para formar gases muy fŕıos. La diferencia entre materia

oscura fŕıa y caliente es significativa en la formación de estructura debido a que las altas

velocidades de la materia oscura caliente causa la formación de estructura a pequeñas

escalas. La evolución de las perturbaciones en el Universo depende de las propiedades

microscópicas de las part́ıculas de materia oscura. Después de la época en que el Uni-

verso está dominado por materia, las perturbaciones de densidad de materia oscura

empiezan a crecer y conducen a las oscilaciones del fluido fotón-barión alrededor de los

pozos de potencial gravitatorios de la materia oscura. Poco después de la recombinación,

los bariones se desacoplan cinemáticamente de los fotones y permanecen atrapados en

los pozos de potencial. Sus perturbaciones de densidad entonces crecen para formar las

estructuras que actualmente se observan. Como ya se ha visto en el caṕıtulo anterior,

la evolución de la estructura a pequeña escala sólo puede ser explicada si se considera

materia oscura fŕıa3 .

2.4. Candidatos a materia oscura

La naturaleza, composición y abundancia de la materia oscura aún es un misterio,

pero el hecho de que contribuye en una gran parte a la enerǵıa total del Universo, ha

llevado a la constante proposición de candidatos viables que expliquen el fenómeno.

Identificar la naturaleza de la materia oscura es uno de los problemas abiertos más

importantes en la cosmoloǵıa moderna. Si bien explicaciones alternativas han sido

propuestas en términos de gravedad modificada [50], las discrepancias observadas en

3 La diferencia sustancial es que para materia oscura caliente, el derramamiento libre (free-
streaming) afecta su espectro de potencias (power spectrum) en la época de dominación materia-
radiación, lo cual no sucede con materia oscura fŕıa. Para un análisis detallado, ver [49].
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sistemas astrof́ısicos a escala cosmológica parecen ser mejor entendidos en términos

de una componente de materia oscura aún no descubierta. En 2008, Taoso y Bertone

[51] propusieron una prueba de diez requisitos que debe cumplir todo candidato a ser

materia oscura.

El componente de materia visible que se conoce es la materia bariónica, es decir,

materia compuesta por protones, neutrones y (por convención) electrones. De este tipo

de materia están compuestas las estrellas y en general, todo lo que se ve. No obstante,

existe un tipo de materia que no se ve y que abunda en el Universo y que no está com-

puesta de bariones. La materia, como ya se ha mencionado, se clasifica en dos tipos:

bariónica y no bariónica

Materia bariónica

Por materia bariónica se entiende toda aquella materia que está constituida de

bariones, es decir, de part́ıculas subatómicas formadas por tres quarks. Los bariones,

junto con los mesones (compuestos de un quark y un antiquark), conforman la familia de

los hadrones. Existen distintos tipos de bariones, pero los más comunes son los protones

y neutrones, de los cuales está constituida casi toda la materia que se conoce. Como se

ha mencionado en el caṕıtulo anterior, gran parte de la materia bariónica que se puede

detectar, se encuentra en estado de plasma y el restante en estrellas y otros objetos. Los

bariones se han descartado como candidatos a materia oscura debido a que no se ha

detectado observacionalemente en las cantidades que requiere ésta última. No sólo eso,

sino que las predicciones de nucleośıntesis primordial indican que la materia bariónica

contribuye aproximadamente en un 4.5 % a la enerǵıa total del Universo. No obstante lo

anterior, existen objetos constituidos de materia ordinaria (enanas café, enanas blancas,

estrellas de neutrones y hoyos negros) los cuales son masivos y compactos (MACHOS)

y son detectados mediante el fenómeno de lente gravitacional. Aunque se estima que el

20 % de la masa total del halo de una galaxia está formada por MACHOS [52] [53], no
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contribuyen en mucho a la densidad total de materia y enerǵıa del Universo.

Materia no bariónica

Por materia no bariónica se entiende cualquier tipo de part́ıcula no constituida

de bariones y leptones. Esta puede estar formada por especies extrañas de materia

no visible, tales como part́ıculas supersimétricas u otras no pertenecientes al modelo

estándar.

La distinción entre materia bariónica y no bariónica resulta de especial importancia

en cosmoloǵıa, ya que la cantidad de materia bariónica presente en el Universo primiti-

vo determina en gran medida los modelos de nucleośıntesis producidos en el momento

de la gran explosión. La mera existencia de bariones resulta ya un hecho cosmológico

significativo, puesto que se presupone que en la gran explosión se produjo una cantidad

igual de bariones y de antibariones. No obstante, es un hecho observacional que actual-

mente hay una desigualdad entre la cantidad de bariones y antibariones en el Universo.

El proceso mediante el cual el número de bariones supera al de sus antipart́ıculas es

llamado bariogénesis, y se explica suponiendo que el Universo muy temprano fue per-

fectamente simétrico, pero algún tipo de fenómeno produjo la asimetŕıa observada. Un

proceso similar puede ser el causante de la formación de materia no-bariónica en el

Universo temprano.

2.4.1. Remanentes térmicos y no-térmicos

Los remanentes térmicos son evidenciados experimentalmente y se dicen térmicos de-

bido a que en algún punto en el pasado, tales part́ıculas estuvieron en equilibrio térmico

con el plasma primordial. En algún momento se enfriaron, para permanecer constante

el número de part́ıculas y posteriormente cesaron de interactuar con el plasma para

evolucionar solamente mediante gravedad (ejemplos de ello son el fotón y el neutri-
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no). Los remanentes no-térmicos en cambio, nunca estuvieron en equilibrio térmico con

el plasma primordial. Producidos durante transiciones de fase en el Universo tempra-

no, los remanentes no-térmicos evolucionan gravitacionalemente desde el momento de

su creación, interactuando gravitacionalemente con el plasma primordial. Para el ca-

so de remanentes no-térmicos, los modelos más allá del modelo estándar de part́ıculas

proveen varios candidatos, entre los cuales están LSP (Lightest Supersymmetric Par-

ticle) y LKKP (Lightest Kaluza Klein Particle); esas part́ıculas no interactúan ni por

interacción fuerte ni electromagnética, y por lo tanto se clasifican como WIMPs (Weakly

Interacting Massive Particles).

2.4.2. Modelo estándar de neutrinos

Los neutrinos son part́ıculas de tipo fermiónico, se considera que actualmente tienen

masa distinta de cero pero hasta el momento sólo se ha establecido un ĺımite superior.

La contribución a la enerǵıa total del Universo predicha en los modelos cosmológicos es

Ων =
1

h2

3∑
i=1

mνi

93eV
, (2.6)

donde mνi es la masa de cada uno de los tres tipos de neutrino (electrónico, muónico y

tauónico).

Las mejores pruebas de laboratorio en el análisis de decaimiento β establecen un

ĺımite superior para la masa de los tres tipos (sabores) de neutrino de

mν1 ≤ 0,05 eV, mν2 ≤ 0,007 eV, mν3 ≤ 0,007 eV. (2.7)

Usando la ecuación (2.6), se tiene Ων ≈ 10−3, indicando que solamente el 0,1 %

de la enerǵıa del Universo está constituida de neutrinos. Este resultado descarta a los

neutrinos como constituyentes de la materia oscura.
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2.4.3. Neutrinos estériles

En 1993, Dodelson y Widrow [54] propuesieron como candidatos a materia oscura

a los neutrinos estériles, los cuales son neutrinos ordinarios masivos pero con helicidad

derecha. Los resultados experimentales muestran que todos los neutrinos observados

tienen helicidad izquierda (el esṕın es antiparalelo al momento), y todos los antineu-

trinos tienen helicidad derecha (el esṕın es paralelo al momento) siendo que para cada

part́ıcula sólo es observada una helicidad. Es posible que sus contrapartes (neutrinos

con helicidad derecha y antineutrinos con helicidad izquierda) en realidad no existan,

sin embargo, en el caso de existir, su masa seŕıa muy grande (del orden de enerǵıas

de gran unificación ≈ 1015GeV ) y no participaŕıan en la interacción débil, de ah́ı el

calificativo de estériles. Dodelson y Widrow demostraron que el único mecanismo para

producir neutrinos estériles era v́ıa oscilaciones de neutrinos en el Universo temprano,

siendo éstos un fuerte candidato para materia oscura caliente. Investigaciones en el ex-

perimento MiniBooNE [55] anunciaron que aún no se ha encontrado alguna evidencia

soportando la existencia de tal neutrino estéril.

2.4.4. Axiones y gravitones

En f́ısica de part́ıculas, el axión es una part́ıcula hipotética, aún no descubierta,

postulada en la teoŕıa Peccei-Quinn [56] para explicar la conservación de la simetŕıa

CP. La simetŕıa CP es el producto de dos simetŕıas: C, la cual transforma una part́ıcula

en su antipart́ıcula, y P, la cual crea la imagen espejo de un sistema f́ısico (paridad). Las

interacciones fuerte y electromagnética parecen ser invariantes bajo transformaciones

CP, pero su simetŕıa es ligeramente violada durante algunos tipos de decaemiento débil.

En el contexto de la Cromodinámica Cuántica (QCD), se agrega al lagrangiano un

término que corresponde a una part́ıcula bosónica (bosón de Goldstone), la cual resulta
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del rompimiento espontáneo de la simetŕıa Peccei-Quinn. En cosmoloǵıa, el axión es un

fuerte candidato a materia oscura fŕıa, y su abundancia depende del momento en que

se rompe la simetŕıa de Peccei-Quinn (antes o después de la inflación). La masa del

axión, se predice que es del orden de los µeV [57] [58], sin embargo no hay resultados

que avalen su existencia debido a que ésta part́ıcula interactuaŕıa débilmente con la

materia ordinaria.

Los gravitones, los cuales son las part́ıculas mediadoras de la fuerza de gravedad,

aunque dif́ıciles de detectar, son un fuerte candidato a materia oscura. Las implicaciones

cosmológicas, resultado de su posible existencia, revelan que es posible tener un Uni-

verso expandiéndose sin necesidad de una enerǵıa oscura [59]. Observaciones a distintas

escalas, predicen una enerǵıa para el gravitón de aproximadamente 10−57±5g. Estima-

ciones y algunos criterios de detección de gravitones se mencionan en las referencias

[60] y [61]

2.4.5. Part́ıculas supersimétricas

En la f́ısica de part́ıculas, la supersimetŕıa (SUSY) es una simetŕıa que relaciona

part́ıculas elementales de un esṕın con otras part́ıculas que difieren por media unidad

de esṕın y son conocidas como superparejas 4 . Como se verá más adelante, ésta teoŕıa

es una posible solución al problema de la jerarqúıa debido a que reduce el tamaño de las

correcciones cuánticas por medio de cancelaciones automáticas entre las interacciones

de Higgs bosónicas y fermiónicas. Las part́ıculas supersimétricas son los candidatos más

populares, de los cuales, las LSP (Part́ıcula supersimétrica más ligera) son candidatos

viables para ser materia oscura5 [62] [63].

4 Cada fermión tiene un bosón asociado y viceversa.
5 Esto es una consecuencia de la conservación de la R-paridad en el modelo MSSM (Minimal

Supersymmetric Standard Model), lo cual garantiza que la part́ıcula LSP es estable, y si es neutra es
un candidato viable para materia oscura.
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Neutralinos

En la teoŕıa supersimétrica, el neutralino es la combinación de estados higgsinos

con gauginos (Superparejas de los bosones de higgs y de norma respectivamente). Las

propiedades exactas de cada neutralino dependen de la combinación, pero en general

tienen masas en la escala débil (100 GeV - 1TeV). En este sentido, son fenomenológi-

camente similares a los neutrinos, y no son directamente observables en detectores de

part́ıculas. El neutralino es el candidato más popular y fuerte para la materia oscura

fŕıa debido a que sus predicciones a bajas velocidades sugieren que son muy masivos.

Sneutrinos

Los sneutrinos son las superparejas de los neutrinos del Modelo Estándar en modelos

supersimétricos. Modelos teóricos sugieren que los sneutrinos pueden tener importantes

consecuencias cosmológicas si sus masas están en el rango de 550 a 2300 GeV [64]. Sin

embargo, su sección transversal de dispersión con nucleones es mucho más grande que

los ĺımites encontrados por experimentos de detección directa de materia oscura.

Gravitinos y axinos

Estas part́ıculas hipotéticas, superparejas del gravitón y axión, son part́ıculas fer-

miónicas, ligeras y estables que comparten propiedades fenomenológicas. Ambas part́ıcu-

las son candidatos para ser materia oscura caliente, sin embargo son descartadas para

ser detectadas experimentalemente debido a su poca o nula interacción con la materia

ordinaria [65] [66].
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2.4.6. Modelos Higgs-pequeño

Como un mecanismo alternativo (a supersimetŕıa) para estabilizar la escala débil, los

modelos Higgs pequeño se han propuesto y desarrollado con gran interés en la actualidad

[67] [68]. Los modelos Higgs pequeño están basados en la idea de que el bosón de Higgs

es un pseudo-bosón de Goldstone que surge de alguna simetŕıa global que se rompe a

la escala de TeV.

Al menos dos variedades de modelos Higgs pequeño han mostrado contener posibles

candidatos a materia oscura. Uno de ellos, llamado TSLHM (Theory Space Little Higgs

Model) [69], provee una posible part́ıcula escalar la cual puede explicar la densidad ob-

servada de materia oscura. Cheng y Low [70] han desarrollado otra variedad de modelo

Higgs pequeño motivados por el problema de la jerarqúıa entre la escala electrodébil

y las masas de las nuevas part́ıculas que son restringidas por la precisión de las medi-

ciones. Ellos resuelven este problema introduciendo una nueva simetŕıa en la escala TeV

la cual resulta en la existencia de un candidato WIMP estable con una masa ≈ TeV .

2.4.7. Estados de Kaluza-Klein

Los estados excitados de Kaluza-Klein [KK] de los campos del Modelo Estándar,

los cuales aparecen en modelos de dimensiones extra universales, han sido considerados

también como un candidato viable para materia oscura [71] [72]. Como se verá en el

siguiente caṕıtulo, una caracteŕıstica de teoŕıas extra-dimensionales, es que bajo com-

pactificación de las dimensiones extra, todos los campos propagándose en el Universo

de dimensión mayor tienen su momento cuantizado en unidades de

p2 ≈ 1/R2, (2.8)

donde R es el radio de compactificación. El resultado es que para cada campo aparece

un conjunto de modos llamados estados Kaluza-Klein. Desde el punto de vista de nues-
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tro mundo cuatro dimensional, estos estados aparecen como una serie de estados (torre

de Kaluza-Klein) con masas mn = n/R. Debido a que se estima que el radio de com-

pactificación es del orden de 10−33cm, los estados son muy masivos. Un candidato para

materia oscura es la llamada part́ıcula LKP (Lightest Kaluza-Klein Particle) [73], aso-

ciada a la primera excitación [KK] del fotón.

2.4.8. Campo escalar

Como ya se ha mencionado en el caṕıtulo anterior, una componente con ecuación de

estado −1 < ω < −1/3 es llamada quintaesencia, la cual originalmente está asociada

con la enerǵıa del vaćıo [74] y se diferenćıa de la constante cosmológica en que de-

pende del tiempo. En los modelos QCDM, esta componente es introducida en la acción

Einstein-Hilbert (1.8) como un campo escalar Φ asociado a un potencial escalar V (Φ),

S =

∫ (
1

2κ
R +

1

2
(∂µΦ)2 − V (Φ) + LM

)√
−gd4x, (2.9)

de tal forma que las nuevas ecuaciones cosmológicas son [54]

H2 =
8πG

3
(ε+ εΦ) (2.10)

y

Φ̈ + 3HΦ̇ = −∂V (Φ)

∂Φ
, (2.11)

donde ε y εΦ = 1
2
Φ̇ + V (Φ) son las densidades de materia y quintaesencia respectiva-

mente. La presión correspondiente a εΦ es PΦ = 1
2
Φ̇− V (Φ).

Para determinar completamente la solución de este esquema, es indispensable cono-

cer la forma del potencial V (Φ). Una forma del potencial, consistente con la era de

dominación materia-radiación tiene la forma [75]

V (Φ) = V0 [cosh(α
√
κ0∆Φ)− 1]

β
, (2.12)
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donde

α =
−3ωΦ

2
√

3(1 + ωΦ)
, (2.13)

β =
2(1 + ωΦ)

ωΦ

, (2.14)

κ0 = 8πG, (2.15)

y ωΦ es la ecuación de estado de la materia oscura.

Para valores α
√
κ0∆Φ << 1, se tiene un comportamiento potencial, mientras que

para α
√
κ0∆Φ >> 1, se tiene un comportamiento exponencial.

Recientemente, Matos6 y Ureña [76] han propuesto dos potenciales escalares que

están de acuerdo con las observaciones cosmológicas para una componente de materia

oscura (campo escalar Φ)

V (Ψ) = V0 [senh(α
√
κ0∆Ψ)]

β
, (2.16)

y una componente de enerǵıa oscura (campo escalar Ψ)

V (Φ) = V0 [cosh(α
√
κ0∆Φ)− 1]

β
. (2.17)

Este nuevo componente es sugerido para explicar las observaciones cosmológicas a

niveles galácticos [77].

2.4.9. MOND

Una explicación alternativa a la materia oscura es la modificación a la dinámica

de Newton (MOND), la cual es una versión modificada de las leyes de Newton y que

se sustenta en las observaciones astronómicas para su formulación [50]. MOND inicia

con la introducción de una nueva constante fundamental, a0 (≈ 10−10m/s2), con las

6 Tonatiuh Matos y su grupo [75] [76] [77] han trabajado en el problema de materia oscura por
varios años, siendo el campo escalar una de sus principales ĺıneas de investigación.
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dimensiones de aceleración. Esta constante, en caso de existir, marcaŕıa la ĺınea entre

la f́ısica a grandes aceleraciones (régimen newtoniano) y la f́ısica a bajas aceleraciones

(régimen MOND), de la misma forma que lo hace ~ en el contexto de la mecánica

cuántica, y c en la relatividad especial. Aunado a esta hipótesis, se requiere que la

fuerza gravitacional no dependa solamente de la masa m de un cuerpo, sino de la forma

mµ(a/a0), donde µ es alguna función que cumple la condición µ(x) = 1 cuando x→∞

y µ(x) = x cuando x → 0 [78]. De esta forma, la aceleración es sustituida por la

expresión

a→ µ

(
a

a0

)
a, (2.18)

de tal forma que para a >> a0, la aceleración queda inalterada, mientras que para

a << a0, la “nueva” aceleración es a2/a0.

Para explicar el comportamiento anómalo de las curvas de rotación en las galaxias

espirales, uno debe sustituir la expresión anterior en la ley de gravitación universal,

F =
GMm

r2
. (2.19)

Aśı, lejos del centro de una galaxia de masa M , un objeto de masa m experimen-

tará una fuerza,

F =
GMm

r2
= mµ

(
a

a0

)
a. (2.20)

A escalas galácticas se asume a << a0, por lo tanto,

GM

r2
=
a2

a0

(2.21)

ó

a =

√
GMa0

r
. (2.22)

Finalmente, es bien sabido que para una órbita circular,
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a =
v2

r
, (2.23)

y comparando éstas dos últimas ecuaciones,

v = 4
√
GMa0. (2.24)

Consecuentemente la velocidad de las estrellas en órbita circular alrededor del centro

galáctico no depende de la distancia r, explicando el por qué las curvas de rotación son

planas; de esa forma, no es necesario considerar materia oscura en los halos galácticos.

Debido a la falta de sustento teórico, esta propuesta (MOND) es poco popular y en

algunos casos ni siquiera es tomada en serio.

2.5. Técnicas de detección

Las observaciones cosmológicas conllevan sin duda alguna al planteamiento de di-

versas propuestas con respecto a la composición del Universo, esto debido a que el

modelo estándar de part́ıculas es insuficiente para explicar los fenómenos a gran es-

cala del Universo. Bajo el estudio incipiente de la extensa gama de part́ıculas masivas

(WIMP’S), existen diferentes experimentos enfocados a detectarlas. Para tal efecto es

necesario conocer la forma en que las part́ıculas de materia oscura interactúan con la

materia ordinaria. Y es aqúı donde radica el problema, ya que por definición, la mate-

ria oscura no interactúa (o interactúa muy débilmente) con la materia ordinaria, por

lo que es muy dif́ıcil de detectarla directamente. Existen dos tipos de detección de la

materia oscura: directa e indirecta. En la primera, se estudia la dispersión de la materia

oscura fuera del núcleo del material detectante, pero como esta sección transversal es

muy pequeña, la enerǵıa depositada por una part́ıcula de materia oscura sobre el núcleo
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detector es también muy pequeña. En la detección indirecta, se observa el producto de

la aniquilación de la materia oscura. Si una part́ıcula de materia oscura es atrapada

por el campo gravitacional solar [79], entonces puede aniquilarse con otra para producir

una part́ıcula del modelo estándar.

2.5.1. Detección directa

Los experimentos de detección de materia oscura se llevan a cabo en laboratorios

subterraneos profundos con la finalidad de reducir la interferencia de rayos cósmicos.

Algunos de ellos son: Soudan Mine en Minnesota7 , SNOLAB en Canadá8 , el Gran

Sasso National Laboratory en Italia9 , el Boubly Underground Laboratory en el Reino

Unido10 y el DUSEL en Dakota del sur11 .

Tipos de detectores y proyectos

Existen dos tipos de detectores: criogénico y de destello. En el primero, se trabajan

temperaturas por debajo de los 100 mK y se detecta el calor producido cuando una

part́ıcula golpea un átomo del material cristalino detector. Este es quizá el más simple

de todos los métodos de detección y consiste en medir fotones individuales o cuantos

de calor que surgen de la interacción. El segundo tipo de detector observa el efecto

de ionización: La part́ıcula WIMP golpea algunos electrones de los átomos de un gas,

resultando en iones excitados, los cuales eventualmente recapturan un electrón y regre-

san a la normalidad. En algunos materiales éste proceso va acompañado de un pequeño

destello debido a la emisión de fotones; ésta emisión es corta (alrededor de 10 ns).

7 http://www.soudan.umn.edu/index.html
8 http://www.snolab.ca/
9 http://www.lngs.infn.it/

10 http://www.hep.shef.ac.uk/research/dm/boulby/boulby.php
11 http://www.dusel.org/
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Figura 2.4: Tipos de detectores de materia oscura

Entre los experimentos más populares con detectores criogénicos existen: Cryogenic

Dark MAtter Search [80], CRESST [81], EDELWEISS [82] y EUREKA12 . Entre los

proyectos con detectores de destello más conocidos están: ZEPLIN [83], XENON [84],

ArDM [85], LUX [86] y DAMA [87].

El proyecto DAMA/NAI (y posteriormente DAMA/LIBRA) [88] detectó una modu-

lación anual en la razón de eventos, lo cual es atribuido a la materia oscura. Sin embargo,

el problema de DAMA (y que causa gran escepticismo) es que no usa múltiples detec-

tores para discriminar entre las señales y el ruido. Recientemente (2009), el proyecto

CDMS II [89] ha reportado dos eventos, basados en sus estimaciones, probables de

part́ıculas WIMPs.

Teoŕıa de la detección directa

La razón de detección de la materia oscura por unidad de masa detectora, R, se

escribe como13

dR

d |q|2
= NTΦ

dσ

d |q|2
∫
f(v)dv, (2.25)

donde NT es el número de blancos núcleares por unidad de masa detectora, Φ es el flujo

de materia oscura, v la velocidad en el sistema de referencia de la tierra, con f(v) su

12 http://www.ai-lab.it/eureka/
13 Para una discusión detallada del tema de la detección directa, ver las notas de Armengaud [90] y

[91]
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Figura 2.5: Últimos resultados de diferentes proyectos comparados con el proyecto
CDMS II, publicado en 2010 [89].

distribución, y la integración es sobre todas las posibles configuraciones en el proceso

de dispersión. Además |q|2 es el momento transferido al núcleo del material detector,

|q|2 = 2m2
redv

2(1− cosθ), (2.26)

con

m2
red =

mξmnuc

mξ +mnuc

, (2.27)

donde θ es el ángulo de dispersión, mξ y mnuc son las masas de materia oscura y nuclear

respectivamente. La enerǵıa de retroceso es

ER = |q|2 /2mnuc. (2.28)

Ahora expresando Φ en términos de la densidad local ρξ, la velocidad v y la masa

mξ de la materia oscura, y notando que NTmnuc = 1, se tiene

dR

dER
= 2

ρξ
mξ

dσ

d |q|2
∫ ∞
V min

f(v)dv, (2.29)

Vmin =

(
mnucER
2m2

red

)1/2

. (2.30)
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En la ecuación (2.29) la sección transversal diferencial para la interacción escalar

se puede escribir como

dσ

d |q|2
=

σscalar
4m2

redv
2
F 2(ER). (2.31)

En ésta última expresión, σscalar es la sección transversal de la interacción materia

oscura-núcleo y F (ER) es un factor nuclear dado por

F (ER) =
3j1(qR1)

qR1

exp(q2s2/2), (2.32)

R1 = (r2 − 5s2)1/2, (2.33)

r = 1,2A1/3, (2.34)

donde el parámetro de espesor de la superficie nuclear está dado por s ≈ 1 fm, A es el

número de masa del núcleo y j1(qR1) es la función esférica de Bessel de órden 1.

El término dR/dER puede ser calculado para el caso particular de un material

detector. La densidad local total ρξ es generalmente tomada como 0,3 GeV/cm3.

La función de distribución f(v) y v pueden ser obtenidas haciendo la transformación

v = vgal − vtierra, (2.35)

donde vtierra es la velocidad de la tierra con respecto al sistema galáctico en reposo y

está dado por

vtierra = v� + vorb cosγ cos

(
2π(t− t0)

T

)
. (2.36)

En la última expresión T = 1 año, el periodo del movimiento de la tierra alrededor

del sol, t0 es un valor fijo el 2 de Junio 14 , vorb es la velocidad orbital, γ = 60 es el

ángulo subtendido por el plano orbital de la tierra en el plano galáctico. La velocidad

v� del sistema solar se encuentra en el rango (170 km/s, 270 km/s). La ecuación de

arriba indica que anualmente debe existir una modulación, la cual ha sido reportada

14 Corresponde a la fecha en la cual la velocidad de la Tierra relativa al halo de materia oscura es
máxima. Para una revisión detallada, ver [92]
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solamente por el proyecto DAMA y ésta modulación se debe al movimiento de la tierra

alrededor del sol, el cual cambia de direccionalidad cada año. Esto induce una variación

anual de la velocidad de la materia oscura con respecto a la tierra (máxima cuando la

velocidad de la tierra se agrega a la velocidad del sistema solar, y mı́nima cuando éstas

son opuestas).

Figura 2.6: Modulación debido a la rotación de la tierra alrededor del sol.

2.5.2. Detección indirecta

La técnica de detección indirecta es la menos estudiada, debido a que la detección

de part́ıculas tales como rayos gamma, antiprotones, positrones o neutrinos no necesari-

amente es debido a la aniquilación de materia oscura. El proyecto PAMELA (lanzado

en el 2006) [93] ha detectado un exceso de positrones, los cuales podŕıan ser producidos

por la aniquilación de WIMPs, pero también pueden provenir de púlsares.

Una part́ıcula de materia oscura (WIMP) pasando a través del sol es candidato a

perder enerǵıa y, debido a la acumulación de tales part́ıculas dentro del sol, podŕıa

colisionar. Esto puede producir una señal en forma de neutrinos originados dentro del

sol. Existen detectores de neutrinos de alta enerǵıa tales como AMANDA, IceCube [94],

y ANTARES [95] en busca de evidencia indirecta de la materia oscura.
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2.6. La materia y la cosmoloǵıa moderna

Recordando la concepción atomista de la materia (según Leucipo y Demócrito

alrededor del siglo V y VI a.C.), los cuerpos están constituidos de átomos: unas part́ıcu-

las materiales, indestructibles, desprovistas de cualidades y que no se distinguen entre

śı más que por su forma y dimensión. De acuerdo a esta concepción, gracias a la forma

que tiene cada átomo, es que pueden ensamblarse (aunque nunca fusinarse) y formar

los cuerpos. Los átomos de un cuerpo se separan cuando colisionan con otro conjunto

de átomos; los átomos que quedan libres chocan con otros y se ensamblan o quedan

libres hasta encontrar otro cuerpo. No fue sino hasta el siglo XIX (con el estudio de los

modelos atómicos, desde John Dalton hasta Schrödinger) que se demostró la existencia

de tal átomo, pero con el avance de la f́ısica nuclear en el mismo siglo se descubrió que

el átomo puede subdividirse en part́ıculas más elementales.

Figura 2.7: Modelo estándar de part́ıculas

Hoy en d́ıa es por demás sabido que toda la materia conocida está formada de
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protones, neutrones y electrones. Los protones y neutrones a su vez están constituidos de

quarks, de los cuales existen seis tipos (sabores). Los quarks no son las únicas part́ıculas

fundamentales, ya que, a parte del electrón, el cual es un leptón, existen otras cinco

clases de leptones. A cada part́ıcula corresponde una antipart́ıcula. Existen tres tipos

de part́ıculas que median las fuerzas: fotón (fuerza electromagnética); gluón (fuerza

fuerte); bosones W , ±Z (fuerza débil) y bosón de Higgs (aún no descubierto). El modelo

estándar de part́ıculas es, por tanto, la teoŕıa que describe las part́ıculas fundamentales

de la materia y sus interacciones.

Aparentemente todas las interacciones están descritas por éste modelo. Desafortu-

nadamente, la teoŕıa no considera la fuerza de gravedad, y es que hasta hoy no ha sido

posible detectar la part́ıcula mediadora de la interacción gravitacional: el gravitón15 .

Esto da pie a uno de los problemas fundamentales de la teoŕıa cuántica de los campos,

la unificación de las fuerzas, pues hasta el momento no se ha desarrollado una teoŕıa

cuántica de la gravedad completa. La teoŕıa de cuerdas es un intento por describir las

part́ıculas e interacciones considerando éstas como expresiones de un objeto básico fun-

damental (cuerda) y que se manifiesta en forma de un determinado tipo de part́ıcula

dependiendo de su modo de vibración.

En la cosmoloǵıa moderna, uno de los problemas a resolver es el de la composición

del Universo; de la descripción del contenido de materia y enerǵıa, su origen y sus

propiedades. Las teoŕıas más allá del modelo estándar de part́ıculas (supersimetŕıa),

dan cuenta de una nueva familia de part́ıculas, hasta hoy no descubiertas, que podŕıan

conformar la mayor parte de materia en el Universo. Por otro lado, teoŕıas modificadas

de la gravedad de Newton y la relatividad general, aśı como teoŕıas de Universos múlti-

15 Estrictamente hablando, una teoŕıa cuántica de la gravitación requiere que el gravitón opere de
forma similar al fotón, lo cual no sucedeŕıa, debido a que los gravitones experimentaŕıan interacciones
mutuas, creando complejas redes de gravitones virtuales (lazos cerrados) que no admiten renormal-
ización. En este caso, se dice que una teoŕıa cuántica de la gravedad es no-renormalizable.
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ples se están proponiendo como una posible explicación a los fenómenos cosmológicos

observados. Con el tiempo, a medida que los datos observacionales arrojen suficiente

información acerca del Universo, a la vez que se avance en el conocimiento de la f́ısica

de part́ıculas y se desarrolle una teoŕıa completa de los campos, entonces se estará en

posibilidades de establecer con precisión de qué está hecho el Universo.



Caṕıtulo 3

Dimensiones extra, cuerdas y
branas

La posibilidad de que nuestro Universo tenga más de tres dimensiones espaciales ha

sido un tema atractivo y de reciente interés en los últimos años. Una fuerte motivación

para considerar espacios multidimensionales viene de las teoŕıas que consideran a la

gravedad (por ejemplo, teoŕıa de cuerdas y teoŕıa M), pues la mayoŕıa de estas versiones

son naturalmente formuladas en un espacio-tiempo de más de cuatro dimensiones. En

forma paralela al estudio fundamentalemente teórico de estos modelos, existen estudios

fenomenológicos con la finalidad de determinar si los modelos de dimensiones extra

ayudan a resolver los problemas de la teoŕıa de part́ıculas y la cosmoloǵıa (problema

de la jerarqúıa, constante cosmológica, materia oscura, etc.)

3.1. Origen de la idea de dimensiones extra

La idea de dimensiones extra fue propuesta en 1914 por Gunnar Nordstrom1 [97],

quien introdujo una dimensión adicional en el desarrollo de su teoŕıa de gravitación,

la cual fue precedente de la teoŕıa general de la relatividad y la primera teoŕıa de

1 En [96] se ofrece una breve reseña histórica con respecto a las contribuciones de Nordstrom.
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dimensiones extra. En 1921, Theodor Kaluza [98] publica la primera formulación de la

relatividad general extendida a 5 dimensiones. En 1926 Oscar Klein [99] propone que

la cuarta dimensión espacial está enrollada y confinada en un pequeño ćırculo de radio

R, tal que una part́ıcula moviéndose una pequeña distancia a lo largo de este radio,

regresa a donde estaba en un principio.

El mecanismo de Kaluza-Klein asume que nuestro mundo, más que 4-dimensional,

es (4 + n)-dimensional, n ≥ 1, con las dimensiones extra compactificadas2 .

Figura 3.1: Ilustración del Universo conocido (variedadM4) con una dimensión adicional
compactificada en un ćırculo (S1).

Como se muestra en la figura (3.1), donde n = 1, el Universo se representa como el

producto directo del espacio 4-dimensional de Minkowski M4 y un ćırculo S1 de radio

R. Todos los campos del modelo estándar están definidos sobre este cilindro. Un campo

escalar puede escribirse como Φ(xµ, y) = Φ(xµ, y + 2πR), y debido a esa peridiocidad

en la coordenada extra, el campo puede ser escrito en series de Fourier,

Φ(xµ, y) =
∑

k=0,±1,...

φk(xµ)eiky/R. (3.1)

2 Para una revisión detallada de la teoŕıa de Kaluza-Klein, ver [100].
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Los coeficientes de expansión dependen solamente de las coordenadas xµ, y son a

menudo llamados modos. El modo cero corresponde a k = 0. Cada modo cero está acom-

pañado por modos no cero, k 6= 0, los cuales son llamados excitaciones de Kaluza-Klein.

Figura 3.2: Ilustración de los diferentes modos de excitación K-K. Las part́ıculas funda-
mentales no son puntuales, sino modos de vibración de un objeto extendido fundamental
(cuerda).

Desde el punto de vista 4-dimensional, los modos φk(xµ) representan una torre

regular de campos cuatro-dimensionales (torre de Kaluza-Klein).

Partiendo de la ecuación de Klein-Gordon cinco-dimensional y asumiendo que el

campo Φ(xµ, y) no tiene masa, entonces(
∂2
µ −

∂2

∂y2

)
Φ(xµ, y) = 0. (3.2)

Sustituyendo la descomposición de Fourier (3.1) en ésta última se encuentra,

(
∂2
µ +

k2

R2

)
φk(xµ) = 0. (3.3)

El modo cero permanece aún sin masa, mientras que los otros modos son masivos,

con |k| /R jugando el papel de masa,
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mk = |k| /R (3.4)

Cada modo Kaluza-Klein (KK) puede interpretarse como un tipo separado de

part́ıcula con masa mk = |k| /R. Cada campo multi-dimensional corresponde a una

torre de Kaluza-Klein de part́ıculas cuatro-dimensionales con masas crecientes. A bajas

enerǵıas, sólo las part́ıculas menos masivas (en la escala 1/R) pueden ser producidas (a

enerǵıas E ≈ 1/R, las dimensiones extras se manifiestan). Siendo que los equivalentes

K-K de las part́ıculas ordinarias (electrones, fotones, etc.) no se han observado, la es-

cala de enerǵıa 1/R debe estar por lo menos en el rango de cientos de GeV, tal que en

el escenario Kaluza-Klein, el tamaño de las dimensiones extras debe ser microscópico

(R << 10−17cm). Estas propiedades son inherentes en todos los modelos del tipo K-K.

3.2. Problema de la jerarqúıa

En la f́ısica de part́ıculas el problema de la jerarqúıa se refiere a la pregunta del por

qué la fuerza débil es 1032 veces más grande que la gravedad. Ambas fuerzas involucran

constantes de la naturaleza, la constante de Fermi para la fuerza débil y la constante

de Newton para la gravedad. Un problema de jerarqúıas ocurre cuando los parámet-

ros fundamentales de algún lagrangiano son muy diferentes de los parámetros medidos

por el experimento. Esto pasa porque los parámetros medidos se relacionan con los

parámetros fundamentales mediante renormalización. La renormalización determina la

relación entre los parámetros en la teoŕıa cuando los parámetros que describen escalas

grandes difieren de los parámetros que describen escalas pequeñas. Más técnicamente,

el problema es que el bosón de Higgs es mucho más ligero que la masa de Planck

(aproximadamente 17 ordenes de magnitud). Estudiar la renormalización en problemas

de jerarqúıa es complicado, debido a que tales correcciones cuánticas son usualmente
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divergentes en potencias, lo cual significa que la f́ısica cuántica a pequeñas distancias

(teoŕıa cuántica de la gravedad) es necesaria. Este problema tiene dos posibles solu-

ciones: supersimetŕıa y teoŕıas de dimensiones extra.

3.3. Supersimetŕıa

Como es bien sabido, en el modelo estándar de part́ıculas existe una distinción

fundamental entre bosones y fermiones: mientras los bosones son mediadores de las

interacciones, los fermiones son los constituyentes de la materia. Naturalmente surge

la siguiente pregunta: ¿existe una simetŕıa que relacione ambos tipos de part́ıculas,

proveyendo de una especie de unificación entre materia e interacciones? Otra forma de

establecer el problema es preguntarse si existe un grupo de Lie que combine las simetŕıas

internas (isoespines) y las simetŕıas espaciotemporales (Lorentz). De acuerdo al teorema

Haag Lopuszanski Sohnius (1975) [101], las posibles simetŕıas de una teoŕıa cuántica

del campo 4-dimensional, debeŕıan no solo consistir de simetŕıas internas y simetŕıas de

Poincaré, sino de supersimetŕıas cuyos generadores Q transformen part́ıculas bosónicas

en fermiónicas.

Q |fermión〉 = |bosón〉 , (3.5)

Q |bosón〉 = |fermión〉 . (3.6)

Todas las part́ıculas del modelo estándar dan correcciones radiativas a sus masas,

pero mientras las masas fermiónicas crecen logaŕıtmicamente, las masas escalares crecen

cuadráticamente con la enerǵıa, dando correciones de [102]

δm2
s ≈

( α
2π

)
Λ2, (3.7)

donde Λ es una enerǵıa de corte a la cual se espera que la nueva f́ısica juegue un papel

importante. Las correcciones radiativas a la masa del Higgs (la cual se estima que sea
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de la escala electrodébil M ≈ 100 GeV ) destruye la estabilidad de la escala electrodébil

si Λ es del orden de la masa de Planck (≈ TeV ) [103]. Una corrección a la ecuación

(3.7) incluye contribuciones fermiónicas y bosónicas de la forma,

δm2
s ≈

( α
2π

)
(Λ2 +m2

B)−
( α

2π

)
(Λ2 +m2

F ) =
( α

2π

)
(m2

B −m2
F ). (3.8)

En supersimetŕıa, se garantiza que |m2
B −m2

F | < 1TeV , y por lo tanto, la divergencia

cuadrática es cancelada a todos los órdenes de teoŕıa de perturbaciones, resolviendo el

problema jerárquico.

El álgebra de supersimetŕıa garantiza la existencia de nuevas part́ıculas asociadas

a las del modelo estándar con la misma masa y opuesto tipo de esṕın. En el modelo

MSSM (Minimal Supersymmetric Standar Model), se considera el mı́nimo de campos

necesarios de tal forma que se obtengan todos los campos del modelo estándar a través

de un superpotencial.

Para todos los campos de norma: Gluones g, bosones W± y bosones B, se tienen sus

parejas fermiónicas, gluinos (g̃), winos (W̃ i) y binos (B̃) respectivamente. Las parejas

escalares de los fermiones, es decir, quarks y leptones, son llamadas squarks y sleptones.

Se introduce además, un campo adicional de Higgs y se asocia un higgsino a cada bosón

de Higgs.

Como ya se ha mencionado con anterioridad, el neutralino, el cual es una superposi-

ción de los estados binos, winos y higgsinos, es un fuerte candidato a materia oscura.

Los axinos, gravitinos y sneutrinos son considerados como candidatos viables en algunos

modelos [104] y [105].
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Figura 3.3: Part́ıculas del modelo estándar y sus parejas supersimétricas.

3.4. Cuerdas, branas y universos brana

Existe una teoŕıa que logra dar una descripción cuántica de la gravedad: la teoŕıa de

cuerdas. La idea básica de esta teoŕıa consiste en que, lo que se denominan part́ıculas

puntuales son en realidad objetos extendidos unidimensionales (cuerdas) que se propa-

gan en el espacio-tiempo describiedo superficies de mundo bidimensionales. Los modos

de vibración de estas cuerdas representan, o son observados como, las diferentes part́ıcu-

las fundamentales. Esta teoŕıa es consistente y describe la gravedad cuánticamente si

el número de dimensiones del espacio-tiempo es 10.

Originalmente la primera teoŕıa de cuerdas fue formulada sin supersimetŕıa y re-

queŕıa de un espacio-tiempo de 26 dimensiones para su consistencia. Aqúı las dimen-

siones espaciales adicionales eran compactificadas implementando la idea de Kaluza-

Klein. En 1984 Michael Green y John Schwartz [106] y otros autores se percataron de

que cuando se incorporaba la supersimetŕıa a la teoŕıa de cuerdas, la mecánica cuántica

no teńıa problemas con los infinitos. A esta teoŕıa se le denominó de supercuerdas y re-

quirió de un espacio-tiempo de 10 dimensiones para su formulación, donde nuevamente
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las seis dimensiones extras eran compactificadas de acuerdo con la idea de Kaluza-Klein.

A esta serie de eventos suele llamársele la primera revolución de las teoŕıas de cuerdas.

Uno de los obstáculos principales para poner a prueba la teoŕıa de cuerdas consiste

en que la escala de enerǵıa, masa de Planck MPlanck = 1,2 × 1019 GeV (aqúı c = 1),

en la que sus efectos se manifiesten, está abrumadoramente fuera del alcance de los

aceleradores de part́ıculas actuales.

De tomarse en serio esta teoŕıa, debe ser posible explicar el hecho de que sólo se han

observado cuatro dimensiones. Una manera de explicar la manifestación de las otras

seis dimensiones consiste en suponer que se encuentran compactificadas (enrolladas) en

ćırculos de radios muy pequeños (O(1/Mplanck)). Esta visión permite seguir el desarrollo

de la teoŕıa, sin embargo, la consecuencia inmediata es una aparente imposibilidad de

verificación experimental. Recientemente, y con el propósito de replantear algunos de

los problemas fenomenológicos, varios autores han sugerido que la compactificación no

tiene que ser tan pequeña. Concretamente, si uno se imagina que todos los campos

del modelo estándar “viven” sólo en cuatro dimensiones y por ende sólo la gravedad

experimenta todo el espacio de fondo3 , entonces es posible replantear la aparente

debilidad de esta última interacción en términos de un factor de volumen. Aśı, lo que

se tiene por la escala fundamental, MPlanck, ahora es reemplazada por una “verdadera”

escala fundamental M∗ , las cuales están relacionadas por

MPlanck = Mn+2
∗ Vn, (3.9)

donde n es el número de dimensiones extras y Vn es el volumen del espacio extra.

De esta manera es posible ahora tener valores para la escala fundamental muy por

debajo de la escala MPlanck y posiblemente accesibles a experimentación. Más aún, al

3 Por espacio de fondo o bulk, se entiende el espacio (n + 4) − dimensional, n ≥ 1, en el cual se
encuentra inmerso nuestro Universo.
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tener una escala fundamental pequeña se resuelve el problema de la jerarqúıa del modelo

estándar. El valor preciso del tamaño máximo posible es una cuestión experimental al

irse buscando desviaciones a la ley de la gravedad a distancias cada vez más pequeñas.

Figura 3.4: En la teoŕıa de cuerdas, la trayectoria lineal de una part́ıcula puntual,
es en realidad una superficie bidimensional que se propaga en el Universo (4 + n) −
dimensional.

A finales de 1990 Joseph Polchinski y otros autores [107] mostraron que las teoŕıas

de cuerdas contienen además objetos extendidos. Estos son llamados Dp-branas, D por

Dirichlet, y p es el número de sus dimensiones espaciales. Por ejemplo, una 0-brana

es una part́ıcula puntual, una 1-brana es una cuerda y una 2-brana es una membrana.

El interés en las p-branas radica en el hecho de que poseen simetŕıa de norma. Dicha

simetŕıa se origina debido a que uno de los extremos de la cuerda abierta finaliza en

la brana. Consistente con esta idea, Petr Hovara y Edward Witten [108] consideraron

teoŕıas de cuerdas con dos 10-branas encajadas en un espacio tiempo de 11 dimensiones.

A bajas enerǵıas la gravedad se propaga en el espacio-tiempo multidimensional mientras

el resto de los campos se localizan en las branas. Es importante enfatizar que estas

ideas hab́ıan aparecido en años anteriores independientemente de las teoŕıas de cuerdas

en los trabajos de Rubakov y Shaposhnikov [109] y de Akama [110]. En estos casos,

el confinamiento es implementado a través del acoplamiento de la materia a campos

escalares. Motivado por estos trabajos Visser [111] mostró que la materia puede también
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ser confinada debido a la gravedad de la brana.

Inspirados por la teoŕıa de cuerdas, se han propuesto modelos denominados mundos

brana que adoptan la idea de dimensiones espaciales extras. En estos modelos se estudia

la contribución de las dimensiones extras a procesos f́ısicos. Aunque ha sido estudiado

el problema de conectar esos modelos con la teoŕıa de cuerdas, esto aún sigue siendo

un proceso muy complejo. Sin embargo, debido a que aún no es posible obtener predic-

ciones fenomenológicas contundentes de la teoŕıa de cuerdas, es viable explorar estos

modelos como una primera aproximación a la fenomenoloǵıa de cuerdas. Los modelos de

mundos brana resurgieron con gran impacto después de los trabajos de Arkani-Hamed,

Dimopoulos y Dvali (ADD) [112] y de Randall y Sundrum (RS) [113] en 1998 y 1999,

respectivamente. En estos modelos nuestro Universo es considerado como una hiper-

superficie llamada brana cuya dimensión es 3+1, es decir, tres dimensiones espaciales

y una temporal, la cual reside en un espacio-tiempo hiperdimensional de dimensión

D = 4 + n. Aqúı 4 representa la dimensión de nuestro mundo cuatro dimensional y

n el número de dimensiones espaciales adicionales. Una caracteŕıstica de los mundos

brana radica en que la gravedad se propaga en todo el espacio tiempo hiperdimensional,

mientras que los campos del modelo estándar están localizados en ella. Por localización

se entiende que las interacciones electromagnéticas, débiles y fuertes, aśı como la ma-

teria de nuestro Universo deben estar atrapadas en la brana. Únicamente la gravedad

puede escapar de esta superficie y propagarse a través del volumen del espacio tiempo

de dimensión D.

La localización de la materia a lo largo de la brana explica por qué la f́ısica a

bajas enerǵıas es efectivamente cuatro dimensional para todas las interacciones excepto

para la gravedad y por lo tanto estas dimensiones extras no pueden “verse”. Existen

diferentes mecanismos que permiten localizar los campos del modelo estándar en la

brana; también se consideran simetŕıas especiales en las dimensiones extra llamadas



CAPÍTULO 3. DIMENSIONES EXTRA, CUERDAS Y BRANAS 61

Figura 3.5: Nuestro Universo puede verse como una brana o hipersuperficie de cuatro
dimensiones (3-brana) inmersa en un espacio de más dimensiones (bulk).

orbifolio ó se consideran defectos topológicos como tipo cuerdas cósmicas y paredes.



Caṕıtulo 4

El modelo

El modelo a trabajar en esta tesis es el de un Universo de cuatro dimensiones inmerso

en un espacio de cinco dimensiones1 . En el lenguaje de mundos branas, la materia del

Universo está contenida en una 3-brana (tres dimensiones espaciales y una temporal),

es decir, una hipersuperficie inmersa en un espacio de cinco dimensiones donde la quinta

dimensión está compactificada2 ; de tal forma que se estudian las consecuencias cos-

mológicas a partir de este modelo. Dependiendo del número de dimensiones adicionales

(como es el caso de los modelos de Horava-Witten o el de Randall-Sundrum) se tendrán

consecuencias cosmológicas. No obstante, en este trabajo sólo se considera el caso de

una dimensión adicional. El hecho de considerar a la quinta dimensión compactificada

dará pie a la introducción de una brana adjunta a nuestro Universo de tal forma que

sea posible estudiar el fenómeno de materia oscura como la influencia gravitacional de

una brana sobre la otra. El propósito de ésta sección es estudiar el tipo de distribu-

ción de materia que debe existir en la brana adjunta, tal que conlleve a un Universo

expandiéndose y dominado por materia oscura y constante cosmológica.

1 Concretamente las tres primeras secciones de este caṕıtulo están basadas en los resultados y
notación de Langlois [114].

2 Para una revisión detallada de la teoŕıa de cuerdas y branas, ver [115].
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4.1. Ecuaciones G-C y condiciones de juntura

En la presente sección se muestra un análisis formal de la cosmoloǵıa de un Universo

brana de cuatro dimensiones, el cual se describe mediante las ecuaciones de Einstein

para cualquier número de dimensiones. Posteriormente se restringe éste estudio a un

Universo de sólo cuatro dimensiones espaciales.

El propósito de esta sección es dar un análisis de una 3-brana viviendo en un espacio-

tiempo 5-dimensional. Para esto, es útil acudir a una bien conocida técnica en relativi-

dad general, la cual consiste en descomponer las ecuaciones de Einstein en una parte

tangencial a la superficie bajo consideración, una parte normal a esta y finalmente

una parte mixta (siendo que las ecuaciones de Einstein son tensoriales de orden dos).

Esto lleva en particular a las llamadas ecuaciones G-C (Gauss-Codacci). Esta técnica

fué utilizada para estudiar cascarones delgados en relatividad general y es la clave para

estudiar los problemas análogos de branas [116].

Primeramente se define el vector unitario nA normal a la hoja de mundo de la

3-brana (A = 1, ..., 5). Nótese que éste campo vectorial es espacial, es decir,

gABn
AnB = 1. (4.1)

La métrica inducida sobre la hoja de mundo de la brana es definida por

hAB = gAB − nAnB. (4.2)

Una cantidad útil es la curvatura extŕınseca, KAB (también llamada segunda forma

fundamental), la cual es definida por la expresión

KAB = hCA∇CnB, (4.3)

con ∇C la derivada covariante compatible con gAB. Este tensor puede ser interpre-

tado como representando el doblamiento de la hoja de mundo de la 3-brana en el
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espacio-tiempo 5-dimensional. Como se va a demostrar más adelante, las ecuaciones

cosmológicas no convencionales, son una consecuencia directa del hecho que KAB no es

cero en la presencia de materia confinada a la brana, lo cual significa que la métrica

5-dimensional depende necesariamente de la quinta dimensión.

El tensor de Einstein 5-dimensional G̃AB puede ser descompuesto en las siguientes

proyecciones3 :

G̃ABn
AnB = −1/2R(4) + 1/2(K2 −KABK

AB), (4.4)

nAG̃ABh
B
C = DAK

A
C −DCK, (4.5)

G̃ABh
A
Ch

B
D =(4) GCD −KKCD − nE∇EKCD +DCaD − 2n(CKD)Ea

E − aCaD

+(1/2K2 + 1/2KABK
AB + nA∇AK −∇Ba

B)hCD, (4.6)

donde R(4) es el escalar de curvatura 4-dimensional, aB = nC∇Cn
B es el campo vecto-

rial de aceleración, DA es la derivada covariante asociada con la métrica inducida hAB,

K = gABKAB es la traza del tensor de curvatura extŕınseco, y el paréntesis alrededor

de los ı́ndices denota simetrización con peso 1/2. Las ecuaciones de arriba se obtienen

directamente de las relaciones de Gauss-Codacci, de hecho, estas ecuaciones son sim-

plemente una forma de escribir las ecuaciones de Einstein en términos de la curvatura

extŕınseca4 .

El tensor de momento enerǵıa asociado con la brana puede ser escrito en la forma,

TAB (brana) = SAB
δ(y)

b
, (4.7)

donde b es la componente g̃55 en la ecuación (4.14)

Este tensor es regular en la vecindad de y = 0 y es dependiente de y. La métrica

se asume que es continua. Aśı, sólo la segunda derivada de la métrica con respecto a

3 Para una demostración detallada, ver [117].
4 Para una revisión detallada de las herramientas matemáticas de la dinámica de branas, ver [118].
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la coordenada normal y puede contener una distribución de Dirac, considerando que

la curvatura extŕınseca puede a lo más contener una distribución Heavyside. Es claro

de la descomposición del tensor de Einstein (4.4)-(4.6) dada arriba, que sólo el término

nE∇EK
µ
ν − δµνnC∇CK = ∂y(K

µ
ν −Kδµν )/b contiene segundas derivadas con respecto a

la variable y. Esto implica la siguiente ecuación:

[Kµ
ν −Kδµν ] = −κ2

(5)S
µ
ν , (4.8)

donde los paréntesis cuadrados aqúı denotan la discontinuidad entre los dos lados de la

brana. La relación anterior es conocida en relatividad general como las condiciones de

unión o condiciones de juntura de Israel [116]. Esto puede ser reescrito en la forma

[Kµν ] = −κ2
(5)(Sµν −

1

3
Sgµν), (4.9)

donde S ≡ Sµνg
µν es la traza de Sµν .

Si uno asume adicionalmente una simetŕıa y → −y para la métrica, entonces los

ĺımites izquierdo y derecho de la curvatura extŕınseca son necesariamente opuestos, es

decir,

[Kµν ] = 2K+
µν ≡ 2K̄µν . (4.10)

Entonces, la ecuación (4.9) indica que la curvatura extŕınseca de la brana está com-

pletamente determinada por su contenido de materia. Nótese también, excepto para el

término con segundas derivadas, que todos los otros términos en G̃5
5 y G̃µ

ν involucrados

en la curvatura extŕınseca son cuadráticos en Kµν : esto es compatible con tener la mis-

ma materia de fondo sobre ambos lados de la brana si uno tiene simetŕıa K+
µν = −K−µν ,

lo cual es el caso aqúı.

Insertando la expresión expĺıcita de K̃µν dentro de (4.4), lleva a la siguiente expresión

para el escalar de curvatura 4-dimensional:

R(4) =
κ4

(5)

4
(
1

3
S2 − SµνSµν)− 2κ2

(5)Ť
5
5 . (4.11)
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Considérese la parte mixta de las ecuaciones de Einstein, es decir, G̃5
µ, correspondi-

ente a la ecuación (4.5). Alrededor de la brana, esta ecuación implica

DλK̄
λ
µ −DµK̄ = 0, (4.12)

de donde, reescribiendo K̄µν en términos del tensor momento enerǵıa Sµν , de acuerdo

con (4.9), lleva simplemente a la forma usual de la ley de conservación del momento

enerǵıa 4-dimensional, es decir,

DλS
λ
µ = 0. (4.13)

Es importante notar aqúı que no es necesario asumir homogeneidad e isotroṕıa en

la brana. Nótese también que esta aproximación es local y nada fue dicho acerca de la

naturaleza global del espacio-tiempo 5-dimensional.

4.2. Métrica 5-dimensional

La métrica considerada tiene la siguiente forma

ds2 = g̃ABdx
AdxB = gµνdx

µdxν + b2dy2, (4.14)

donde y es la coordenada de la quinta dimensión la cual se va a asumir compacta, esto

es, que el intervalo en que está definida se elige tal que −1/2 ≤ y ≤ +1/2, con los dos

puntos del intervalo identificados.

De acuerdo a la cosmoloǵıa 5-dimensional de Horava-Witten [119], se impone una

simetŕıa y → −y de lo cual se sugiere, a partir de las condiciones de frontera, la

existencia de una segunda brana en y = 1/2 mientras que nuestro Universo brana se

sitúa en y = 0. En particular, es de interés el estudio de una métrica de la siguiente

forma

ds2 = −n2(τ, y)dτ 2 + a2(τ, y)δijdx
idxj + b2(τ, y)dy2, (4.15)
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donde se ha considerado por simplicidad una métrica espacialmente plana en las coor-

denadas xi.

El tensor momento enerǵıa acorde a la acción 5-dimensional se divide en dos partes

principales: una correspondiente a la materia confinada en la brana y otro correspon-

diente al espacio de fondo,

TAB = TAB(Fondo) + TAB(Brana). (4.16)

El término TAB(Fondo) es el tensor momento enerǵıa debido a la geometŕıa del

espacio de fondo y/o materia en ese espacio (y probablemente en otras branas), mientras

que el segundo término, TAB(Brana), corresponde al contenido de materia en la brana

(y = 0). Este último término puede ser expresado en forma general como

TAB(Brana) =
δ(y)

b
diag(−ρ, p, p, p, 0), (4.17)

donde la densidad de enerǵıa y presión son independientes de la posición en la brana,

pues se ha supuesto homogeneidad e isotroṕıa en la brana. Aqúı se ha considerado que

la materia está contenida en una hipersuperficie infinitamente delgada.

4.3. Ecuaciones de Einstein 5-dimensional

La dinámica de la geometŕıa cinco dimensional está gobernada por las ecuaciones

de Einstein.

A partir de la acción,

S(5) = − 1

2k2
(5)

∫
d5x
√
−g̃R̃ +

∫
d5x
√
−g̃Lm, (4.18)

se obtienen las ecuaciones

G̃AB = k2
(5)T̃AB. (4.19)
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Las componentes diferentes de cero de estas ecuaciones, para la métrica (4.15), se

muestran a continuación

G̃00 = 3

{
ȧ

a

(
ȧ

a
+
ḃ

b

)
− n2

b2

[
a′′

a
+
a′

a

(
a′

a
− b′

b

)]}
, (4.20)

G̃ij =
a2

b2
δij

{
a′

a

(
a′

a
+ 2

n′

n

)
− b′

b

(
n′

n
+ 2

a′

a

)
+ 2

a′′

a
+
n′′

n

}
(4.21)

+
a2

b2
δij

{
ȧ

a

(
− ȧ
a

+ 2
ṅ

n

)
− 2

ä

a
+
ḃ

b

(
−2

ȧ

a
+
ṅ

n

)
− b̈

b

}
,

G̃05 = 3

(
ȧ

a

n′

n
+
ḃ

b

a′

a
− ȧ′

a

)
, (4.22)

G̃55 = 3

{
a′

a

(
a′

a
+
n′

n

)
− b2

n2

[
ä

a
+
ȧ

a

(
ȧ

a
− ṅ

n

)]}
. (4.23)

De la identidad de Bianchi, ∇AG̃
A
B, se deduce la conservación local del momento-

enerǵıa,

ρ̇+ 3(p+ ρ)
ȧ0

a0

= 0, (4.24)

donde el sub́ındice cero indica el valor de a sobre la brana.

Para resolver las ecuaciones de Einstein en la vecindad de y = 0 teniendo en cuenta

una geometŕıa bien definida, es necesario que la métrica sea cont́ınua a través de la

brana en y = 0 no obstante que su primera derivada puede ser en general discont́ınua.

Las componentes a(y) y n(y) pueden escribirse en general de la siguiente forma:

a(y) = f1(|y|) + g1(y), (4.25)

n(y) = f2(|y|) + g2(y). (4.26)

Al derivar estas últimas dos veces con respecto a la variable y se tiene

a′′ = â′′ + [a′] δ(y), (4.27)

n′′ = n̂′′ + [n′] δ(y), (4.28)
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donde â′′ y n̂′′, son las partes no distribucionales (cont́ınuas) de la doble derivada de a,

mientras que [a′] y [n′] es el “salto” en la primera derivada através de y, definida por

[a′] = a′(0+)− a′(0−). (4.29)

Sustituyendo las expresiones (4.27) y (4.28) en las componentes (4.20) y (4.21) de

las ecuaciones de Einstein y evaluando en y = 0 con el tensor momento enerǵıa (4.17),

se tienen las siguientes relaciones (ver apéndice B)

[a′]

a0b0

= −
κ2

(5)

3
ρ, (4.30)

[n′]

n0b0

=
κ2

(5)

3
(3p+ 2ρ). (4.31)

De estas últimas igualdades, se observa que el “salto” o discontinuidad en la primera

derivada del factor de escala, a, es debido a la presencia de una distribución de masa

en las vecindades de y = 0. Este resultado es análogo a la discontinuidad del campo

eléctrico en presencia de una distribución superficial de carga

Otra consecuencia importante es que, usando las ecuaciones anteriores en la com-

ponente (5, 5) de las ecuaciones de Einstein, se obtiene una ecuación tipo Friedmann,

ȧ2
0

a2
0

+
ä

a0

= −
κ4

(5)

36
ρ(ρ+ 3p)−

κ2
(5)T̂55

3b2
0

, (4.32)

lo cual indica que el cuadrado del parámetro de Hubble depende del cuadrado de la

densidad de enerǵıa, en contraste con el resultado usual de la cosmoloǵıa estándar

(1.13). Esto conlleva a una cosmoloǵıa no-convencional (ver apéndice A).

De manera análoga al análisis visto en el caṕıtulo uno para un Universo plano y

dominado por una sóla componente (ecuaciones 1.20 y 1.21), se tiene (ver apéndice A)

a(t) =

(
t

t0

)q
, (4.33)
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con q = 1/(3 + 3ω) y

t0 =

(
q − 2q2

1 + 3ω

)1/2
1

H0

. (4.34)

Ahora bien, del electromagnetismo es sabido que no es posible colocar una car-

ga sola en una variedad compacta, de tal forma que se tenga una función de Green

solución de G′′ = δ(y). Esto implicaŕıa que las ĺıneas de campo saldŕıan de la carga

y regresaŕıan nuevamente a la misma carga, lo cual es inconsistente con las leyes del

electromagnetismo5 . Para tener una solución viable, es necesario colocar otra carga

(de signo contrario) a lo largo de la coordenada compactificada, de tal forma que la

nueva función de Green es G′′ = δ(y) − δ(y − y0). Análogamente para el caso de una

brana con una distribución de momento-enerǵıa en una variedad compacta (en y = 0),

es necesario introducir otra brana (en y = 1/2). De esta forma, tenemos una solución

métrica de las ecuaciones de Einstein globalmente definidas.

Aśı, es necesario considerar un término adicional en el tensor de momento-enerǵıa

de la forma

TA∗B(Brane) =
δ(y − 1/2)

b
diag(−ρ∗, p∗, p∗, p∗, 0). (4.35)

De esta manera, el “salto” en la primera derivada de a en y = 0 y y = 1/2 es (ver

Apéndice C)

[a′]0
a0b0

= −
κ2

(5)

3
ρ, (4.36)

[a′]1/2
a1/2b1/2

= −
κ2

(5)

3
ρ∗. (4.37)

La segunda derivada del factor a, considerando la segunda brana, es

a′′ = [a′]0 (δ(y)− δ(y − 1/2)) + ([a′]0 + [a′]1/2)(δ(y − 1/2)− 1), (4.38)

5 Esto es sencillo de demostrar, si aplicamos la ley de Gauss,
∮
E · nda = q/ε0, e integramos sobre

la variedad compacta. El resultado es que q necesariamente es cero, lo cual es erroneo.
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Figura 4.1: Análogamente al caso de una distribución superficial de carga en y=0, en
presencia de una distribución de materia-enerǵıa, el salto en la primera derivada de la
métrica en y=0 es distinto de cero.

y evalúando ésta última expresión en la componente (0, 0) de las ecuaciones de Einstein,

se tiene

[a′]0
b0

= −
[a′]1/2
b1/2

, (4.39)

ó en términos de la densidad de enerǵıa,

ρa0 = −ρ∗a1/2. (4.40)

Esta ecuación indica que la materia existente en una brana está restringida por la

materia en la otra brana. Similarmente para n se tiene

(2ρ+ 3p)n0 = −(2ρ∗ + 3p∗)n1/2. (4.41)

Las restricciones entre las dos branas obtenidas arriba, pueden ser vistas como un

ejemplo particular de restricciones topológicas, las cuales imponen restricciones sobre la

distribución de materia localizada en un espacio que contiene dimensiones compactas.
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4.4. Análisis ω∗ = ω∗(λ, ω)

De acuerdo a las ecuaciones de restricción para dos branas adjuntas,

ρa0 = −ρ∗a1/2, (4.42)

(2ρ+ 3p)n0 = −(2ρ∗ + 3p∗)n1/2, (4.43)

donde se toma el caso más simple de ecuación de estado, p = ωρ y p∗ = ω∗ρ∗ para una

componente en cada brana, se tiene la siguiente igualdad

ω∗ =
1

3

[
(2 + 3ω)

n0a1/2

n1/2a0

− 2

]
. (4.44)

La ecuación anterior indica que para diferentes componentes de nuestro Universo, se

tienen distintas componentes compatibles en la brana adjunta, es decir, la componente

de enerǵıa en la brana adjunta está restringida por la componente de enerǵıa en nuestra

brana y por la geometŕıa del Universo 5-dimensional. Cuatro de las componentes más

comunes son: radiación (ω = 1/3), materia no relativista (ω = 0), quintaescencia (ω =

−1/3) y constante cosmológica (ω = −1).

Ahora, supóngase que las funciones a(τ, y) y n(τ, y) se escriben de la forma sugerida

en la sección anterior6 ,

a(τ, y) = a0(τ)f(λ |y|), (4.45)

n(τ, y) = n0(τ)f(µ |y|), (4.46)

donde se ha supuesto que f tiene la misma forma para a y n (ver Apéndice D).

Es fácil demostrar, por lo tanto, que la ecuación (4.44) se puede escribir de la

siguiente forma

ω∗ =
1

3

[
(2 + 3ω)

f(λ/2)

f(µ/2)
− 2

]
. (4.47)

6 En estas ecuaciones los parámetros λ y µ son adimensionales y, como se verá más adelante,
funciones del tiempo.
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Antes de hacer un análisis profundo de ésta última ecuación para distintos modelos

de f , se verá cómo se relacionan los parámetros µ con λ.

La función f se elige tal que sea una función continua7 y definida en las vecindades

de y = 0, además de que f(0) = 1. De esta forma, al derivar la función con respecto a

la variable y, y aplicando la regla de la cadena se tiene

da(τ, y)

dy
= a0(τ)

df(λ |y|)
dy

= a0(τ)
df(λ |y|)
d(λ |y|)

d(λ |y|)
dy

. (4.48)

Recordemos que la derivada de la función valor absoluto es la función escalón,

d(λ |y|)
dy

= λθ(y), (4.49)

donde θ(y) = 1 si y ≥ 0 y θ(y) = −1 si y ≤ 0. Aśı,

a′ = a0(τ)
df(λ |y|)
d(λ |y|)

λθ(y). (4.50)

La expresión df(λ |y|)/d(λ |y|) es igual a un parámetro, A(|y|), y su valor depen-

derá de la forma que tenga la función f , aśı, se tiene

a′(τ, y) = a0(τ)A(|y|)λ(τ)θ(y). (4.51)

El salto en la primera derivada de la ecuación anterior, considerando A(0+) =

A(0−) = A, es

[a′]0 = a′(0+)− a′(0−) = 2a0(τ)Aλ(τ). (4.52)

Debido a la presencia de una distribución de materia-enerǵıa en y = 0, el salto en

la primera derivada de a(τ, y) alrededor del origen, es distinto de cero,

[a′]0 = −a0(τ)b0(τ)
κ2

(5)

3
ρ. (4.53)

7 Si bien la función f(|y|) es continua y con simetŕıa y → −y, su derivada es, en general, discontinua
alrededor del origen.
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Comparando (4.52) en la última ecuación se tiene,

2λ(τ)A = −b0(τ)
κ2

(5)

3
ρ(τ), (4.54)

ó

λ(τ) = −
b0(τ)κ2

(5)ρ(τ)

6A
. (4.55)

De la misma forma, es posible mostrar que para n(τ, y) = n0(τ)f(µ |y|),

µ(τ) =
b0(τ)κ2

(5)ρ(τ)

6A
(2 + 3ω). (4.56)

Comparando las dos últimas ecuaciones, se tiene la relación entre las constantes,

µ(τ) = −λ(τ)(2 + 3ω). (4.57)

Finalmente, la ecuación (4.47) se escribe como

ω∗(ω, λ) =
1

3

[
(2 + 3ω)

f(λ/2)

f(−λ(2 + 3ω)/2)
− 2

]
. (4.58)

De esta última ecuación, es fácil ver que cuando ω = −1 entonces ω∗ = −1. Lo

mismo sucede con ω = −2/3, para la cual ω∗ = −2/3.

El parámetro λ(τ) está relacionado, de acuerdo a la componente (0, 0) de las ecua-

ciones de Einstein, con el parámetro de expansión de Hubble, y éste a su vez con la

velocidad de expansión del Universo (ver apéndice C)

λ(τ) = −b0(τ)

A

ȧ0(τ)

a0(τ)
= −b0(τ)H(τ)

A
(4.59)

De esta forma (considerando b0(τ)/A > 0), mientras λ sea negativo se tendrá un

Universo que se expande, si λ es cero se tiene un Universo estático y si λ es positivo,

se tiene un Universo que se contrae.

Considerando ahora una dependencia lineal en |y| del elemento b, se tiene,

b = b0 + 2 |y| (b1/2 − b0). (4.60)
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Ahora, el radio de compactificación se obtiene mediante la expresión 2πR =
∮
bdy,

integrado en toda la dimensión compactificada. Finalemente, se tiene,

b0 + b1/2 = 4πR. (4.61)

4.5. Análisis ω∗ para diferentes ω y |λ| << 1

Ahora se analizará el comportamiento de ω∗ en virtud de la componente dominante

en nuestra brana para bajas enerǵıas8 , es decir, |λ| = b0κ
2
(5)ρ/6A << 1. De acuerdo a

lo anterior, es fácil demostrar que la ecuación (4.58) se escribe como9

ω∗ = ω + λ(τ)A(τ)(1 +
3

2
ω)(1 + ω), (4.62)

ó en términos de H(τ),

ω∗ = ω − b0(τ)H0(τ)(1 +
3

2
ω)(1 + ω). (4.63)

Figura 4.2: Gráfica de ω∗ en función de b0H0 para ω entre -1 y 1/3

8 En este ĺımite, parácticamente no hay discontinuidad ni brana.
9 Esta ecuación resulta de expandir la función f en series de Taylor usando la definición del

parámetro A(τ).
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Nótese que ésta última ecuación no depende de la forma que tenga f , sino de la

componente b(τ) de la métrica y H(τ) = ȧ(τ)/a(τ) evaluados en y = 0. Ahora se

consideran diferentes componentes dominantes del Universo.

A. Componente de radiación (ω = 1/3). Para esta componente, la ecuación (4.63)

se escribe como

ω∗ =
1

3
− 2b0H0. (4.64)

De esta ecuación se deduce que un Universo en expansión sólo es viable para ω∗ <

1/3.

B. Componente de materia no relativista (ω = 0). Para una componente dominante

de materia ordinaria, donde ω = 0, es decir, presión nula, se tiene de la ecuación (4.63)

ω∗ = −b0H0. (4.65)

En esta configuración, un Universo en expansión se tiene para ω∗ < 0. Una compo-

nente ω∗ positiva no es una solución viable.

C. Componente de enerǵıa oscura (ω = −1/3). Para esta componente, cuya presión

es negativa y corresponde a la quintaescencia, se tiene la siguiente ecuación

ω∗ = −1

3
(1 + b0H0). (4.66)

Solo para ω < −1/3 se tiene un Universo en expansión.

D. Componentes ω = −2/3 y ω = −1. Si nuestro Universo es dominado por una

componente de constante cosmológica, ω = −1 o una componente con ecuación de

estado ω = −2/3, la misma componente se tiene en la brana adjunta.

En la figura 4.2, se muestra la gráfica de la ecuación (4.63) para valores de ω en el

intervalo (−1,+1/3), y b0H0 en el intervalo (−1/3,+1/3). Nótese que en la medida que

ω toma el valor -1, la componente ω∗ es también -1 para cualquier valor de b0H0. Por

otro lado, mientras ω = 1/3, ω∗ disminuye en la medida que b0H0 aumenta.
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4.6. Análisis gráfico para los tres modelos de estu-

dio propuestos

Ahora analicemos el comportamiento de la componente ω∗, de la brana adjunta a

la nuestra, para los tres modelos que ya se han mencionado con anterioridad: Lineal,

Horava-Witten y Exponencial; para cada uno de ellos, se define la función f(|y|) tal

que cumple con los requerimientos especificados en las secciones previas.

El análisis para cada modelo se hará teniendo en cuenta el dominio individual de

cada uno de los componentes antes mencionados, de los cuales se obtienen, de acuerdo

a la ecuación (4.58), las siguientes expresiones

A. Componente de radiación ω = 1/3,

ω∗ =

[
f(λ/2)

f(−3λ/2)
− 2

3

]
. (4.67)

B. Componente de materia no relativista ω = 0,

ω∗ =
2

3

[
f(λ/2)

f(−λ)
− 1

]
. (4.68)

C. Componente de enerǵıa oscura ω = −1/3,

ω∗ =
1

3

[
f(λ/2)

f(−λ/2)
− 2

]
. (4.69)

D. Componente de enerǵıa oscura ω = −2/3 ,

ω∗ = −2/3. (4.70)

E. Constante cosmológica ω = −1,

ω∗ = −1. (4.71)

Recordemos también que la variable λ depende directamente del negativo del parámetro

de Hubble, por lo que para valores positivos de λ, se tienen Universos en contracción,
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mientras que para valores negativos, se tienen Universos en expansión; para el valor

cero se tiene un Universo estático. El análisis se restringirá a valores negativos, debido

a que nuestro Universo visible actual está en expansión.

4.6.1. Modelo lineal

La solución más simple para la métrica propuesta con anterioridad, es aquella en la

cual a(τ, y) y n(µ, y) se escriben como una forma lineal en |y| [114]

a(τ, y) = a0(τ)(1 + λ |y|), (4.72)

n(τ, y) = n0(τ)(1 + µ |y|), (4.73)

b = b(τ, y). (4.74)

Para estas ecuaciones se tiene f(λ |y|) = 1 + λ |y| y por consiguiente A = 1. En la

figura (4.3) se muestra la gráfica de la ecuación (4.58) para este modelo

Figura 4.3: Gráfica de ω∗ en función de b0H0 para ω entre -1 y 1/3

A. Componente de radiación ω = 1/3,

ω∗ =
1

3

[
9λ+ 2

2− 3λ

]
=

1

3

[
2− 9H0b0

2 + 3H0b0

]
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Figura 4.4: Gráfica de ω∗ en función de b0H0 para ω = 1/3

Para esta configuración, nótese que cualquier componente en la brana adjunta con-

lleva a un Universo en expansión, sin embargo, una componente de materia o radiación

(ω∗ ∈ (0, 1/3)) se tiene en el intervalo 0 ≤ b0H0 ≤ 2
9
.

B. Componente de materia no-relativista ω = 0,

ω∗ =

[
λ

1− λ

]
=

[
−b0H0

1 + b0H0

]

Figura 4.5: Gráfica de ω∗ en función de b0H0 para ω = 0

Nótese ahora, que en este caso, una componente de materia y radiación en la brana

adjunta sólo es posible para un Universo contrayéndose, es decir, −1/4 ≤ b0H ≤ 0.
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Lo anterior indica que si nuestro Universo es dominado por materia no relativista,

y la brana adjunta es dominada por una componente con presión positiva, entonces el

Universo se contrae; por otro lado, si la brana adjunta es dominada por una componente

con presión negativa, entonces el Universo se expande.

C. Componente de enerǵıa oscura ω = −1/3,

ω∗ =

[
λ/2− 1/3

1− λ/2

]
=

[
−b0H0/2− 1/3

1 + b0H0/2

]

Figura 4.6: Gráfica de ω∗ en función de b0H0 para ω = −1/3

Notemos ahora, que una componente con ω∗ ∈ (−1/3, 1/3) está descartado, debido

a que conlleva a un Universo que se contrae. Éste es uno de los principales resultados

de la tesis, debido a que nuestro Universo es, en parte, dominado por materia oscura

y constante cosmológica, lo cual indica que una brana adjunta, en el caso de existir,

estaŕıa dominada por una componente con ω∗ ∈ [−1/3,−1]).

D. Componente de enerǵıa oscura ω = −2/3 ,

ω∗ = −2/3

E. Constante cosmológica ω = −1,

ω∗ = −1
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4.6.2. Modelo de Horava-Witten

Una solución propuesta en el modelo de varias dimensiones de Horava-Witten es

aquella solución en el vaćıo que resuelve completamente las ecuaciones de frontera del

espacio de fondo y preserva la invariancia de Poincaré,

a(τ, y) = a0(τ)
√

1 + λ |y|, (4.75)

n(τ, y) = n0(τ)
√

1 + µ |y|, (4.76)

b = b(τ, y)). (4.77)

Para estas ecuaciones se tiene f(λ |y|) =
√

1 + λ |y| y por lo tanto A = 1/2. En la

figura 4.7 se muestra la gráfica de la ecuación (4.58) para este modelo

Figura 4.7: Gráfica de ω∗ en función de b0H0 para ω entre -1 y 1/3.

A. Componente de radiación ω = 1/3,

ω∗ =

[√
1 + λ/2

1− 3λ/2
− 2

3

]

B. Componente de materia no-relativista ω = 0,

ω∗ =
2

3

[√
1 + λ/2

1− λ
− 1

]
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C. Componente de enerǵıa oscura ω = −1/3,

ω∗ =
1

3

[√
1 + λ/2

1− λ/2
− 2

]

D. Componente de enerǵıa oscura ω = −2/3 ,

ω∗ = −2/3

E. Constante cosmológica ω = −1,

ω∗ = −1

4.6.3. Modelo exponencial

Esta solución, la cual es propuesta en esta tesis, corresponde a una forma exponen-

cial, la cual evita puntos de singularidad para cualquier valor de λ.

a(τ, y) = a0(τ)eλ|y|, (4.78)

n(µ, y) = n0(µ)eµ|y|, (4.79)

b = b(τ, y). (4.80)

Para estas ecuaciones se tiene f(λ |y|) = eλ|y| y por lo tanto A = 1. En la figura 4.8

se muestra la gráfica de la ecuación (4.58) para este modelo

A. Componente de radiación ω = 1/3,

ω∗ = e2λ − 2

3

B. Componente de materia no relativista ω = 0,

ω∗ =
2

3

[
e3λ/2 − 1

]



CAPÍTULO 4. EL MODELO 83

Figura 4.8: Gráfica de ω∗ en función de b0H0 para ω entre -1 y 1/3

C. Componente de enerǵıa oscura ω = −1/3,

ω∗ =
1

3

[
eλ − 2

]
D. Componente de enerǵıa oscura ω = −2/3 ,

ω∗ = −2/3

E. Constante cosmológica ω = −1,

ω∗ = −1

4.7. Discusión final del caṕıtulo

Como se ha visto a lo largo del caṕıtulo, la introducción de una nueva brana adjunta

a nuestro Universo, conlleva a una restricción topológica, la cual indica que la materia en

una brana está determinada por la materia en la otra brana. El estudio hecho muestra

que la forma que debe tener a(τ, y) debe ser igual a n(τ, y) salvo una constante, y

dependiendo de esa forma, será el tipo de materia que se tiene en la brana adjunta. Un

resultado nuevo es que para ω = −1 y ω = −2/3, el tipo de materia en las dos branas es
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igual independientemente de la forma de la función f(λ |y|). Para Universos estáticos se

tiene que el contenido de materia es el mismo. Dependiendo del tipo de materia que se

tenga en ambas branas, se puede tener un Universo en expansión o en contracción, de

tal forma que desde el punto de vista matemático, la restricción topológica indica cómo

es el comportamiento de ambas branas. El estudio se hizo para tres modelos teóricos

de geometŕıas del Universo 5-dimensional, donde en todos los casos los resultados son

muy similares.

Uno de los propósitos de este caṕıtulo fue proporcionar una explicación alternativa

al problema de la materia oscura como la influencia gravitacional de la brana adjun-

ta sobre nuestro Universo brana10 . Esto se explica teniendo en cuenta un Universo

dominado solo por materia no relativista y la brana adjunta con una componente con

presión negativa. Esta idea se sugiere como una alternativa a la introducción de nuevas

part́ıculas adicionales a las del modelo estándar, es decir, que la discrepancia en la

medición de masa en sistemas galácticos (como en las curvas de rotación o en cúmulos

de galaxias) no es debido a materia no visible, sino que es materia y/o enerǵıa exis-

tente en la brana adjunta, la cual interacciona gravitacionalmente con la materia en

nuestro Universo. Esta explicación es bastante razonable en el sentido que dos branas

adjuntas, con algún contenido de materia-enerǵıa deben interactuar debido a que en

el contexto de mundos branas la interacción gravitacional śı puede escapar a la quinta

dimensión. La fenomenoloǵıa del proceso f́ısico mediante el cual una brana interactúa

con la otra, no es tratada en esta tesis y se deja como un proyecto futuro para un

trabajo de doctorado.

10 Esta idea general ha sido propuesta por el Dr. Tonatiuh Matos en el contexto de campos escalares.



Resultados y conclusiones

A lo largo de este trabajo de tesis se realizó una revisión general del tema de cos-

moloǵıa además de las observaciones fundamentales y los problemas que aún están sin

resolver. En particular se estudió el problema de la materia oscura, la evidencia obser-

vacional y los candidatos más viables. Una posible solución a este problema es suponer

que el Universo tiene más de tres dimensiones espaciales, donde las dimensiones extra

son espaciales y compactificadas, siendo nuestro Universo una hipersuperficie donde sólo

la gravedad tiene acceso a las dimensiones extra. En el contexto de mundos brana se

estudiaron las consecuencias cosmológicas de introducir una brana adicional a nuestro

Universo, en particular el tipo de componente que debe dominar en tal brana. Desde

el punto de vista matemático existe una restricción topológica para las componente de

enerǵıa y presión en cada una de las branas, de tal forma que una afectará a la otra en

su evolución en el tiempo. Puede suponerse que las observaciones anómalas asociadas a

la materia oscura son un efecto gravitacional debido a la presencia de materia-enerǵıa

en la brana adjunta. Al respecto de esta última hipótesis, el presente trabajo se cen-

tró en el análisis de la métrica 5-dimensional donde a y n (componentes del tensor

métrico 5-dimensional) son funciones arbitrarias y a partir de ello se determinó cómo

es la dependencia entre las componentes de las dos branas (una situada en y = 0 y

otra en y = 1/2). Se analizaron tres diferentes formas para a y n como funciones de la

coordenada y y del tiempo τ , donde una de estas tiene una dependencia exponencial.
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La ventaja de esta forma es que en la expresión para ω∗, no existen singularidades para

ningún valor de λ. Otros aspectos importantes a tener en cuenta, y que se espera serán

temas para un trabajo posterior de doctorado, son la fenomenoloǵıa del modelo, las

consecuencias f́ısicas a diferentes escalas y la explicación de las observaciones.

Administrador
Text Box
 86



Apéndice A

Cosmoloǵıa 5-dimensional

Como ya se mencionó anteriormente, la ecuación (4.32)

ȧ2
0

a2
0

+
ä0

a0

= −
κ4

(5)

36
ρ(ρ+ 3p), (A.1)

donde se ha suprimido el término T̂55, es una ecuación tipo Friedmann con la diferencia

que depende del cuadrado de la densidad de enerǵıa (recuérdese que el sub́ındice cero

significa evaluado en y = 0). A partir de la ecuación de la conservación de la enerǵıa

(4.24), se tiene

ρ(a) = ρ0a
−3(1+ω), (A.2)

donde ρ0 es constante en el tiempo.

Nótese que cuando p = −ρ, es decir ω = −1, (A.1) puede ser fácilmente integrada

para dar

a0(τ) = eH0(τ−τ0), (A.3)

donde H0 = κ2
(5)ρ0/6 se asocia con la constante de Hubble en el tiempo presente τ0.

Sustituyendo ahora (A.2) en (A.1) para una sola componente y ω 6= −1, se encuentra

ȧ2
0

a2
0

+
ä0

a0

= −
κ4

(5)

36
ρ2

0a
−6(1+ω)(1 + 3ω). (A.4)

La solución de ésta ecuación es de la forma

a0 = ατ q. (A.5)
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Sustituyendo ésta última en (A.4),

τ−2(2q2 − q) = −
κ4

(5)

36
ρ2

0α
−6(1+ω)(1 + 3ω)τ−6q(1+ω), (A.6)

de donde se observa, igualando τ−2 con τ−6q(1+ω),

q =
1

3 + 3ω
, (A.7)

y el factor α es

α =

√H2
0 (1 + 3ω)

q − 2q2

q = τ−q0 , (A.8)

donde τ0 es la edad del Universo. Reescribiendo, la ecuación (A.5) queda como

a0(τ) =

(
τ

τ0

)q
. (A.9)

Para un Universo plano dominado sólo por materia no relativista, se tiene

a0(τ) =

(
τ

τ0

)1/3

, (A.10)

y la edad del universo es

τ0 =
1

3

1

H0

. (A.11)

En los resultados anteriores se ha identificado κ2
(5)ρ0/6 con H0 = ȧ0/a0(τ = 0).

Otra consecuencia cosmológica importante de la ecuación (A.1) es que, si suponemos

de forma generalizada que1

H(τ) =
ȧ0

a0

(τ) =
κ2

(5)

6
ρ(τ), (A.12)

entonces la ecuación (A.1) se escribe como

ä

a
= − ȧ

2

a2
(2 + 3ω). (A.13)

De aqúı es fácil concluir que para 2 + 3ω < 0, se tiene un universo acelerado positi-

vamente, mientras que para 2 + 3ω > 0, se tiene un Universo en desaceleración.

1 Esta ecuación se cumple para el caso de dos branas adjuntas (ver apéndice C)



Apéndice B

Cálculo de
[
a′
]

para una brana

Si escribimos a(y) como la suma de una función de |y| más una función de y

a(y) = f(|y|) + g(y). (B.1)

Derivando ésta última con respecto a y y usando la regla de la cadena

da

dy
=

df

d |y|
d |y|
dy

+ g′(y) =
df

d |y|
θ(y) + g′(y), (B.2)

donde θ(y) es la función escalón. Derivando nuevamente,

d2a

dy2
=

d2f

d |y|2
θ(y)2 +

df

d |y|
dθ(y)

dy
+ g′′(y) =

d2f

d |y|2
+ g′′(y) + 2

df

d |y|
δ(y). (B.3)

Pero df/d |y| = [a′] /2. Notemos que en la ecuación anterior, el término d2f/d |y|2 +

g′′(y) es cont́ınuo y se escribe como â′′.

Aśı, se tiene

d2a

dy2
= a′′ = â′′ + [a′] δ(y). (B.4)

Evaluando ésta última ecuación en la componente (0, 0) de las ecuaciones de Einstein

5-D (4.20), teniendo en cuenta el tensor momento-enerǵıa (4.17)

G̃00 = k2
(5)T̃00 = k2

(5)g00T̃
0
0 = k2

(5)(−n2)(−ρ)δ(y)/b, (B.5)
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entonces,

−3n2

b2

[a′]

a
|y=0 = k2

(5)

n2ρ

b
|y=0. (B.6)

Aśı,

[a′]

a0b0

= −
k2

(5)ρ

3
. (B.7)

Similarmente para n(y) se tiene,

[n′]

n0b0

=
κ2

(5)

3
(3p+ 2ρ). (B.8)



Apéndice C

Cálculo de restricciones topológicas
para las dos branas

Tomando como referencia la ecuación (4.38), una posible solución para a(|y|) es

a = a0 +
1

2
(|y| − y2) [a′]0 −

1

2
y2 [a′]1/2 . (C.1)

Considerando también un comportamiento lineal para b(|y|) como

b = b0 + 2 |y| (b1/2 − b0), (C.2)

es fácil demostrar que sustituyendo estas ecuaciones en la componente (0, 0) de las

ecuaciones de Einstein, (4.20), en y = 0, se tiene

ȧ2
0

a2
0

=
n2

0

b2
0

{
−

[a′]1/2
a0

−
b1/2

b0

[a′]0
a0

+
[a′]20
4a2

0

}
. (C.3)

Ahora, recordando (4.32), donde ȧ2
0/a

2
0 es del orden del cuadrado de la densidad de

enerǵıa y usando (4.30), se mantienen solo los términos lineales para dar

[a′]0
b0

= −
[a′]1/2
b1/2

. (C.4)

De acuerdo a la igualdad anterior, la ecuación (C.3) queda como

ȧ2
0

a2
0

=
n2

0

b2
0

[a′]20
4a2

0

. (C.5)

91
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Usando la ecuación (4.53) y n0 = 1 se obtiene el comportamiento cuadrático en ρ

de ȧ/a sugerido por Langlois para un sistema de dos branas [114],

ȧ0

a0

=
κ2

(5)ρ(τ)

6
, (C.6)

o en términos de λ(τ) usando la ecuación (4.55),

ȧ0

a0

= −Aλ(τ)

b0(τ)
. (C.7)



Apéndice D

Condición para las funciones a(τ, y)
y n(τ, y)

Consideremos la forma de a y n como

a(τ, y) = a0(τ)f(y) (D.1)

n(τ, y) = n0(τ)g(y) (D.2)

b = b0(y). (D.3)

Se desea evaluar estas últimas expresiones en la componente (0, 5) de las ecuaciones

de Einstein 5-dimensional,

G̃05 = 3

(
ȧ

a

n′

n
+
ḃ

b

a′

a
− ȧ′

a

)
= 0. (D.4)

Derivando (D.1) y (D.2), se tiene

a′ = a0f
′(y) (D.5)

n′ = n0g
′(y) (D.6)

ȧ = ȧ0f(y) (D.7)

ȧ′ = ȧ0g
′(y). (D.8)
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Evaluando en la ecuación (D.4), se tiene la igualdad

g′(y)

g(y)
=
f ′(y)

f(y)
(D.9)

dg

g
=
df

f
, (D.10)

cuya solución es

g(y) = α1f(y) + α2. (D.11)

Bajo las condiciones iniciales, f(0) = g(0) = 1, se tiene la siguiente solución final

g(y) = α1(f(y)− 1) + 1. (D.12)

En este trabajo de tesis, se considera α1 = 1.
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