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Resumen

Objetivo: esta tesis tiene como objetivo el mostrar la implementacion de
un algoritmo de factorizacién de nimeros primos. Este problema aunque en
apariencia sencillo, se vuelve complicado cuando la factorizacién se da a nivel
de niimeros muy grandes.

La factorizacion de ntumeros es importante pues de ella dependen diversas
aplicaciones, tales como la implementacién de algoritmos para codificar (algo-
ritmos criptograficos), y algunos otros problemas cldsicos de la matemaética.

El contenido de la tesis se desarrollara de la siguiente manera:

En el primer capitulo se pretende introducir la notacién bésica, asi como los
conceptos necesarios para el entendimiento de la parte escencial de este tra-
bajo, se introduce también la notacion asintdtica, algunos ejemplos en los que
se calcula el concepto de complejidad de un algoritmo y algunos conceptos
bésicos de la teoria de grupos.

El capitulo dos se dedicara al trabajo con congruencias, que aunque es un
tema basico nos ayudara al manejo y/6 entendimiento de la aritmética de la
que se habla en el capitulo tres. Se enunciaran algunos resultados béasicos, en
particular se mostrara el teorema chico de Fermat.

En el tercer capitulo se describe el algoritmo de factorizacion tedricamente
més eficiente (salvo algunas mejoras) que actualmente existe, encontrado en
Agosto del 2002. Posteriormente se hace una demostracién formal de que
el proceso realmente es un algoritmo explicando ademas a que se debe la
complejidad que se menciona y las posibles mejoras, para terminar finalmente
con la programacion en maple del algoritmo original AKS.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se introducen los conceptos basicos para el entendimiento
de este trabajo, asi como también las notaciones bésicas, y se daran algunos
ejemplos que proporcionen un mejor entendimiento.

1.1 Analisis de algoritmos

1.1.1 Notacidon asintdtica

La notacion asintética que se usa para describir un algoritmo de salida de
tiempo asintético se define en términos de funciones cuyo dominio es el con-
junto de los numeros naturales N = {0, 1, 2,...}. Tales notaciones son
convenientes para la descripcién de un algoritmo de salida de tiempo T'(n),
usualmente se define sélo con nimeros que de entrada son enteros; y sin duda
alguna, a veces es posible excederse en el uso de estas notaciones; por ejem-
plo, la notacion O se puede extender al dominio de los niimeros reales, o, de
manera alternativa es posible restringirla a los ntimeros naturales.

Esto es importante, sin embargo, para entender el significado exacto, de tal
modo que cuando se abuse de la notacién ésta no se emplee mal.

1.1.2 Notacion O

Se establece que en un algoritmo de salida de tiempo, en su peor caso el orden
de entrada es T'(n) = ©(n?). Se define ahora lo que significa esta notacion.
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Para una funcién dada g(n), se denota por ©(g(n)) el conjunto de funciones
O©(g(n)) = {f(n) : existen constantes positivas c;, co y ng tales que

0 <cg(n) < f(n) < cag(n) para todo n > ng}.

La funcién f(n) pertenece al conjunto ©(g(n)) si existen constantes positivas
c1 y ¢ tal que se encuentran entre ¢;g(n) y cog(n), para un n suficientemente
grande.

Aunque ©(g(n)) es un conjunto, vamos a escribir “f(n) = O(g(n))” lo cual
indica que f(n) es miembro de ©(g(n)), o “f(n) € O(g(n))”.

De la definicién anterior se tiene intuitivamente a las funciones f(n) y g(n),
donde f(n) = ©(g(n)). Para todos los valores de n que estan a la derecha de
no, el valor de f(n) tiende a estar por encima de ¢;g(n) y por debajo de cag(n).
En otras palabras para todo n > ng, la funcién f(n) es igual a g(n) dentro de
un factor constante. Se dice que g(n) es la frontera asintética estrecha para
#(n).

La definicién de O(g(n)) requiere que cada miembro de O(g(n)) sea asinté-
tico no negativo, esto es, para que f(n) sea no negativo siempre que n sea
suficientemente grande. Consecuentemente, la funcién g(n) en si misma debe
ser asintdtica no negativa, o sino el conjunto ©(g(n)) es vacio. Por lo tanto
se asume que cada funcién usada dentro de la notaciéon © es asintética y no
negativa.

1.1.3 Notacién O maytiscula y o minudscula

La notacién © es una funcion asintética con fronteras por encima y por debajo
de la funcién f(n). Cuando sélo se tiene una frontera asintética superior, se
usa la notaciéon O. Para una funcién g(n) dada, se denota por O(g(n)) el
conjunto de funciones

O(g(n)) = {f(n) : existen constantes positivas ¢ y ng tales que

0 < f(n) < cg(n) para todo n > ng}.

Se usa la notacién O para dar una frontera superior en una funcién, dentro de
un factor constante.
Para indicar que la funcién f(n) es miembro de O(g(n)), nuevamente se escribe

f(n) = O(g(n)). Note que f(n) = O(g(n)) implica que f(n) = O(g(n)),
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puesto que la notacion © es una notacion mas fuerte que la O. Escribiendo
tedricamente como conjuntos, se tiene que ©(g(n)) C O(g(n)).

Se usa la notacion O, cuando se puede describir el tiempo de funcionamiento
de un algoritmo, para esto es necesaria la total inspeccién de la estructura de
los algoritmos.

En el caso de la notacién o mintscula el limite superior asintético provisto
por la notacién O puede o no ser asintéticamente estrecho. Se va a usar esta
notacién para denotar el limite superior que no es asintéticamente estrecho. Se
define formalmente o(g(n)) (“o miniscula de g en n”) al conjunto de funciones

o(g(n)) = {f(n) : para cualquier constante positiva ¢ > 0, existe ng > 0

tal que 0 < f(n) < cg(n) para todo n > ng}.

Las definiciones de la notaciéon O y la notaciéon o son similares. La principal
diferencia es que en f(n) = O(g(n)), el limite 0 < f(n) < cg(n) se tiene para
alguna constante ¢ > 0, pero en f(n) = o(g(n)), el limite 0 < f(n) < cg(n)
se tiene para todas las constantes ¢ > 0. Intuitivamente, en la notacion o, la
funcién f(n) puede hacerse relativamente insignificante a g(n) cuando n tiende

f(n)

a infinito; esto es, lim ——= = 0.
n—oc0 g(n)

1.1.4 Notacién {2 maytuscula y w minuscula

Justo como la notacién O proporciona una frontera asintética por encima de la
funcién f(n), la notacién € proporciona una frontera por debajo de la funcién.
Para una funcién dada g(n), denotaremos €2(g(n)) al conjunto de funciones

Q(g(n)) = {f(n) : existen constantes positivas ¢ y ny tales que

0 < cg(n) < f(n) para todo n > ng}.

Anélogamente se usa la notacién w mintscula para denotar el limite inferior
que no es asintéticamente estrecho. Una forma de definir lo anterior es

f(n) € w(g(n)) siy sdlosi g(n) € o(f(n)).

Se define formalmente w(g(n)) (“omega mintscula de g en n”) al conjunto de
funciones

w(g(n)) = {f(n) : para cualquier constante positiva ¢ > 0, existe ng > 0
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tal que 0 < cg(n) < f(n) para todo n > ng}.

La relacién f(n) = w(g(n)) implica que lim %
n—oo g(n
existe. Esto es, la funcién f(n) puede hacerse relativamente grande a g(n)

cuando n tiende a infinito.

= 00, si es que el limite

1.1.5 Comparacion de funciones

Muchas de las propiedades relacionadas con los niimeros reales se aplican en la
comparacion de funciones asintoticas. Para ver esta similitud se va a suponer
que f(n) y g(n) son asintéticamente positivas.

Transitividad
Si f(n) =0©(g9(n)) y g(n)=0O(h(n)) implica f(n)=0O(h(n))
Si f(n) = O(g(n)) v g(n)=O(h(n)) tmplica f(n) = O(h(n))
Si f(n) = Qg(n)) v g(n) = Qh(n)) implica f(n) = QAh(n))
Si f(n)=o(g(n)) vy g(n)=o(h(n)) implica f(n)=o(h(n))
Si f(n) =w(g(n)) vy g(n)=w(h(n)) implica f(n)=w(h(n)).
Reflexividad
f(n) =06(f(n))
f(n) =0(f(n))
f(n) =Q(f(n))
Simetria

f(n) = ©(g(n)) siy sélo si g(n) = O(f(n)).
Simetria transpuesta

F(n) = O(g(n) si y 5610 si g(n) = A(f(n))

F(n) = olg(n)) si y s6lo si g(n) = w(f(n).

De esta manera se puede ver la analogia (=) que hay entre la comparacion
asintética de dos funciones, f y ¢ y la comparacion de dos niimeros reales, a
y b.

f(n)=0(g(n)) = a<b
f(n) =Qg(n)) =~ a=b
f(n)=0(g(n)) ~ a=b
f(n) =o(g(n)) =~ a<b
f(n) =w(g(n)) ~ a>d.
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Sin embargo la propiedad de tricotomia no se cumple para la notacién asintotica.

1.1.6 Notaciones estandar y funciones comunes

Funciones monétonas: la funcién f(n) es monétonamente creciente si m <
n implica f(m) < f(n). Andlogamente, es monétonamente decreciente si m <
n implica f(m) > f(n). La funcién f(n) es estrictamente creciente si m <
n implica f(m) < f(n)y es estrictamente decreciente si m < n implica f(m) >

f(n).

Funciones polinomiales: dado un entero positivo d, el polinomio n de grado
d es una funcién p(n) de la forma

donde las constantes ag, ai, ..., ag son los coeficientes del polinomio y ag # 0.
El polinomio es asintoticamente positivo si y solo si a; > 0. Para un polinomio
asintGticamente positivo p(n) de grado d, se tiene que p(n) = O(n?). Para
cualquier constante real a > 0, la funcion n® es mondétonamente creciente,
y para cualquier constante real a < 0, la funcién n® es mondétonamente de-
creciente. Por lo que se puede decir que la funcién f(n) es polinomialmente
acotada si f(n) = n°Y lo cual es equivalente a decir que f(n) = O(n*) para
algunas constantes k.

Funciones exponenciales: para todo niimero real a # 0, m y n, se tienen
las siguientes identidades

a® =1
al = a
a”l = 1
a
(am)n — amn
(am no _ (an)m
aa® = a™tm.

Para todo n y a > 1, la funcién a™ es mondétonamente creciente en n. El
valor de crecimiento de las polinomiales y exponenciales esté relacionado por
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el hecho de que para todas las constantes reales a y b tal que a > 1, se tiene
que

nb

lim — =0 (1.1)

n—oo Q"

por lo cual se concluye que n’ = o(a™).

Asi que, cualquier funcién exponencial positiva crece mas rapidamente que
cualquier funcién polinomial.

Se usara e para denotar 2.71828. .., la funcién base del logaritmo natural, por
otra parte se tiene que para todo nimero real x

2 3 00 7

- r o _ L

e—1+x+2f+y+“.—§:“
=0

asi como también se cumple la siguiente desigualdad
e >1+4+ux

donde la igualdad se cumple si y sélo si z = 0. Cuando |z| < 1, se tiene la
siguiente aproximaciéon

l+z<e*<l+az+2?

cuando x — 0, la aproximacién de e” por 1 + = es verdaderamente buena

va que € = 1+ x + O(x?), por lo que se tiene entonces que para toda z,
n
lim (1 + E) =e".
n

n—oo

Funciones logaritmicas: en este caso se usara la siguiente notacion
lgn = logyn
Inn = log.n
lgn = (lgn)*
lglgn = lg(lgn).

Paran > 0y b > 1, la funcién log, n es estrictamente creciente. Para todo
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nimeroreal a >0,b>0,¢c>0yn

a = blogb a
log.(ab) = log.a+log.b
log,a™ = nlogya
| log.a
og,a =
B log, b
1
1 -] = -1
wo(1) = o
| 1
og,a =
B log, b
alogb n o _ nlogb a

Ya que cambiando la base del logaritmo por alguna otra constante solamente
cambiard el valor del logaritmo en un factor constante, a menudo se usara la
notacién “lgn” para no darle importancia a los factores constantes, como en
la notacion O.

Una expansién simple en serie de potencias para In(1 + z) cuando |z| < 1 es:

[ O

In(1 _p_r T
n(l+o)=z—5+5-7+5

en donde también se cumple la siguiente desigualdad para x > —1

T
1+2x

<In(l+z)<z

obteniéndose la igualdad si y sélo si x = 0.

La funcién f(n) se llamard limite polilogaritmico si f(n) = 1g°® n. Se puede

relacionar el crecimiento de una funcién polinomial y una polilogaritmica si

sustituimos lgn por n y 2% por a en la ecuacién (1.1), obteniendo asi que el
. lg’n . lgbn

lim = lim =——

N 00 2algn n—oo N

cualquier constante a > 0. Asi que, cualquier funcién polinomial positiva crece
mas rapidamente que cualquier funcién polilogaritmica.

= 0 de este limite se concluye que 1g°n = o(n®) para

Ejemplo 1.1.1 Estimando el tiempo utilizado para calcular la inversa de una
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matriz A si es que existe, A € M« (R) por el método de Gauss Jordan

a1
21

Q1

L Gn1

A1k Q1n ’ 10 0 --- 07
ok Qo | o1 - 0 --- 0
| ¢ et e
ALk Ak | o0 --- 1 --- 0
I RN
Ank Ann | oo --- 0 --- 1_

en el paso k-ésimo de la eliminacién primero se divide cada entrada ay;, j > k
del renglon k-ésimo por ay lo cual llevara 2n — k operaciones para asi obtener
una matriz de la forma

ay
a21

Q1

ALk

Qn1

Q12
Q22

7%

ALk

Qp2

a1k amm |1 0 0 0
Qg asn | 1 0 0
Co : :

Lo G 00 1 0
ALk Qi Ak ALk ALk
S

ke . ’ 0 0 0 1 |

para cada renglén 1 < j < n, j # k se le suma —ay, veces el renglén k-ésimo lo
cual lleva 2n — k multiplicaciones y 2n — k sumas, asi que en el paso completo
se realizan 3(2n — k) operaciones.

Ahora como 1 < k < n en total se realizan

32n+1)+3(2n+2)+---+3(2n+n)

J

g
n veces

3((2n—1)+2n—-2)4+---+(2n—n))
3((2n)n—(1+2+---+n))
, n(n+1)

es decir, el algoritmo tiene orden O(n?).
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Ejemplo 1.1.2 Ahora suponiendo que se quiere calcular la n-ésima potencia
de un entero z (z").

Se puede intentar calcular "~! y multiplicar por z, siguiendo este algoritmo
se tienen n — 1 operaciones, es decir, el algoritmo descrito es de orden O(n).
En este caso se describirda otro algoritmo llamado algoritmo binario para el
calculo de potencias.

Suponga que n esta expresado en forma binaria, y en ésta expresion binaria se
cambiaran los 1‘s por sz‘s y los 0°s por s‘s, posteriormente se borra la primera
sx e interpretamos la x como multiplicar por z y la s como elevar al cuadrado.
Por ejemplo tomando n = 15, se tiene que su expresion binaria es 1111, y
realizando los cambios antes mencionados se tiene

STSTSTST

STSTST

7 4

:U—>x2—>x3—>:v6—>:v —>33'1 —>$1E:

Vv
6 operaciones

en este caso lo que se hizo fue calcular la representacion binaria del exponente,
lo que quiere decir que para el caso en el que n = 15 se tiene que 15 =
1+2+22+423% (15 = (1111)3), y de una manera més general si se quiere
calcular 2" vy n = ng + 2nq + 22n,, + - - 28"n,_; + 2% se tendrd que

22ng 28 1ng 2k

2n1 . o

n no

r =T T T

en donde se realizan k multiplicaciones para calcular 22, z%, ..., 22" y después,
tantas como unos tenga la expresion binaria del exponente menos una, por lo
que la complejidad de este algoritmo es log, n, es decir, es de orden O(logn).

1.1.7 Complejidad de problemas

Una clase de complejidad es un conjunto de problemas para los que se observa
una determinada propiedad relacionada con su complejidad. El objetivo de
esta seccién es agrupar los problemas de decisién en clases atendiendo a su
dificultad, es decir, a la complejidad computacional del mejor algoritmo capaz
de solucionarlos.

La complejidad de un problema se clasifica en términos del costo de solucionar
las instancias més dificiles con el mejor algoritmo posible (usando una maquina
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de Turing o equivalente).

Alan Turing defini6 un modelo abstracto de computador que permite dotar
de un significado preciso al concepto de algoritmo: la maquina de Turing, un
dispositivo formal consistente en una cinta formada por celdas (cada una de
las cuales puede albergar un simbolo), un cabezal de lectura-escritura capaz de
desplazarse a izquierda y derecha sobre la cinta, un conjunto finito de estados
en los que se puede encontrar la méquina (uno de los cuales es el estado ini-
cial) y una tabla de acciones que dice que simbolo escribir, que desplazamiento
debe efectuar el cabezal, y en que estado debe quedar la méquina en funcién
del simbolo leido y del estado actual. Cada maquina de Turing implementa
una determinada funcién parcial de las cadenas de entrada (configuraciones
iniciales de la cinta) en las cadenas de salida.

La idea es que todo programa escrito en un lenguaje de programacién puede
traducirse a una maquina de Turing y toda maquina de Turing puede codifi-
carse en un lenguaje de programacién suficientemente potente.

A la hora de comparar diferentes algoritmos, interesa estudiar su eficiencia
computacional, esto es, el mayor o menor aprovechamiento de los recursos
disponibles. Los dos recursos habitualmente estudiados son el tiempo y el es-
pacio (memoria).

La primera familia de interés que se encarga del estudio de la complejidad en
los problemas es la familia o clase P: el conjunto de problemas de decisién re-
solubles en tiempo polinémico por una maquina de Turing determinista (esto
es, por un computador convencional). La letra que los identifica es la inicial
de polinémico. La clase P esta cerrada bajo complemento, es decir, los proble-
mas de decision complementarios de problemas de decisiéon en P son también
problemas de P. Otra familia de problemas de interés es la clase NP: pro-
blemas para los que existe una maquina de Turing no determinista capaz de
dar respuesta en tiempo polinémico, pero para los que no se conoce maquina
de Turing determinista que haga lo mismo en tiempo polinémico. Hay una
relacién evidente entre las clases P y NP: todo problema P es un problema
NP, es decir, P C NP: podemos usar el propio algoritmo P como generador
y comprobador de certificados, pues funciona en tiempo polinémico sobre una
maquina determinista.
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Si f(n) es un polinomio a;n'+a;_1n'~'+---+a;n+ap, entonces f(n) = O(n').
Si T = O(n') para alguna constante ¢, se dice que el algoritmo es de compleji-
dad polinomial. Sit = 0, es constante; sit = 1, es lineal; si t = 2, es cuadratico,
etc. Si T = O(t"™), para t constante y h(n) polinomio, el algoritmo es expo-
nencial; este tipo de problemas suelen requerir enormes cantidades de pasos,
por lo que los algoritmos de tiempo exponencial se consideran, en general, de
escaso o nulo interés practico.

Si el algoritmo es polinomial, el problema se define como tratable. A la clase
de problemas tratables se les llama P. A los no tratables también se les llaman
dificiles o duros. A la clase de problemas duros que se les llama N P.

Los problemas NP son de gran interés, pues no se conoce ningin algoritmo
de tiempo polinémico para ellos, pero tampoco se ha demostrado que tal al-
goritmo no exista; estos problemas presentan una interesante propiedad: si se
proporciona un certificado de soluciéon para cada instancia del problema, son
capaces de resolver el problema en tiempo polinémico. La dificultad estriba
en cémo generar eficientemente esos certificados, algo para lo que no se conoce
algoritmo de tiempo polinémico alguno.

Es evidente, como se vio, en el ejemplo 1.1.1 el calculo de la inversa de una ma-
triz cuadrada requiere, al menos, un tiempo O(n?), ya que hay que especificar
el valor de n? celdas. Esto no significa que se pueda construir un algoritmo
O(n?) para resolver el problema; el algoritmo asintéticamente mds eficiente
que se conoce requiere tiempo O(n237). Este es un problema que puede resol-
verse en tiempo polinémico y, por lo tanto, se le puede dar solucién mediante
el uso de computadoras. Otros problemas sé6lo pueden resolverse en tiempo
exponencial, pues expresar la propia soluciéon consume una cantidad de espacio
exponencial (por ejemplo, enumerar las n! permutaciones de n elementos). De
otros problemas se sabe que no es posible disenar un algoritmo que propor-
cione una solucién para toda instancia del problema (por ejemplo, decidir si
cualquier programa se para ante toda posible entrada de datos). Estos ultimos
dos ejemplos son problemas dificiles.
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1.2 La transformada discreta de Fourier

4

La serie de Fourier es algebra lineal en dimensiones infinitas. Los “vectores”
son funciones f(z); éstas son proyectadas sobre los senos y los cosenos. Asi se
obtienen los coeficientes de Fourier a; y bx. A partir de esta serie infinita de
senos y cosenos, multiplicados por ay y by, es posible reconstruir a f(x). Este
es el caso clasico, en el que sonaba Fourier, aunque en los calculos verdaderos
lo que se calcula es la transformada discreta de Fourier.

Estas operaciones estan basadas en la ortogonalidad. La entrada es una
sucesiéon de numeros ¥yo,...,Yn—1, en vez de una funcién f(z). La salida
Coy - - -,Cn_1 tiene la misma longitud n. La relacion entre y y ¢ es lineal, de
modo que debe estar dada por una matriz. Esta es la matriz F de Fourier.

Definicién 1.2.1 La transformada rapida de Fourier denotada por F es la
transformacion lineal F': C* — C" cuya matriz asociada es

(11 1 e 1]
1w w? - wtt
F — 1 w2 w4 . e w2(n_1)
1 ™! w2(n71) w(nfl)Q

en donde w es una raiz n-ésima de la ecuacion w" = 1, w # 1. Mas aun
2r . 27

= CO0s — + 18en—.
n n

27 -
w = 677,"1
En la siguiente seccién se tratard de ver mas a fondo el cédlculo de la raiz
n-ésima de la ecuacion w™ = 1.

1.2.1 Raices complejas de la unidad

Todo polinomio real o complejo de grado n tiene un conjunto completo de n
raices (que pueden ser complejas, reales o reales repetidas). Este es el llamado
teorema fundamental del algebra.

En esta seccién se tiene cierto interés en ecuaciones como z* = 1 ya que son
las que nos llevan al calculo de la transformada réapida de Fourier. Esta tiene
cuatro soluciones: las raices cuartas de la unidad. Las dos raices cuadradas
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de la unidad son 1 y —1. Las raices cuartas son las raices cuadradas de las
raices cuadradas, 1 y —1, ¢ y —i. El ntimero i satisface i* = 1. Para calcular

las raices octavas de la unidad se requieren las raices cuadradas de i, lo cual

141 1+ 20+
( \j;) Al elevar al cuadrado a w se obtiene %, que es 1

porque 1 + 2 es cero. Asi, w® =it = 1.

lleva a w =

Los ntimeros complejos cos § + isenf en la matriz de Fourier son extremada-
mente especiales y de suma importancia para los cdlculos mencionados poste-
riormente. La parte real se traza sobre el eje x y la parte imaginaria, sobre el
eje y. Asi, el nimero w esta sobre la circunferencia unitaria; su distancia al
origen es cos® f + sen?d = 1; el cual forma un angulo 6 con la horizontal.

El cuadrado de w puede encontarse directamente (simplemente duplicando el
angulo):

w? = (cos f + isend)? = cos® f — sen®d + 2isend cos 0 (1.2)

La parte real de cos? — send es cos 20, y la parte imaginaria 2senf) cos es
sen2. Por tanto, w? = cos 20 + isen26. El cuadrado de w sigue estando en la
circunferencia unitaria, pero ahora a un angulo de 26. De manera anédloga w"
cumple w™ = cosnf + isennd.

Hay una mejor manera de tomar potencias de w. La combinacién del coseno
y el seno es una exponencial compleja, con amplitud 1 y dngulo de fase 6:

cos ) + isenf) = ¢* (1.3)

Las reglas para multiplicar, como por ejemplo (€?)(e?) = €°

pliendo cuando los exponentes 6 son imaginarios.

, se siguen cum-

=¥ (1.4)

Con esta férmula es posible resolver w” = 1. Esto se convierte en ¢™? = 1,
de modo que n# debe llevarnos alrededor de la circunferencia unitaria y volver
al principio. Por lo cual la solucién a escoger es = 27n: la n-ésima raiz
“primitiva” de la unidad es:

s 2 2
W, = e = cos T 4 isen—/ (1.5)
n n
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como ya se habia mencionado en la seccion anterior.

La matriz F' juega un papel muy importante en el ahorro del tiempo y de
operaciones para la elaboracion del programa que se tratara de explicar en los
capitulos posteriores, ya que toda la tecnologia del procesamiento de senales
digitales depende de ella.

1.2.2 La matriz de Fourier y su inversa

Una relacién importante que hay entre la matriz inversa de F'y F' conjugada

(F') es la que se menciona en el siguiente teorema.

F —
Teorema 1.2.2 F~! = — donde F es la matriz conjugada de F.
n

Demostracién Realizando el producto F'F se tiene

1 1 1 e 1 1 1 1 e 1
1w w? R VT 1 w w2 R T
1 w2 w? . w2(n71) 1 w2 ik . w2(n71) _
I 1 ™! w2(n71) . U)(nfl)2 1L 1 w*! mZ(nfl) . w(nfl)2 |
n U IR 7y S 7, 2 (o DI 7y (A D
l+w+w 4 4w T B A Sk e SR S )
1 _I_ wn_l _|_ wz(n_l) + e + w(n_1)2 PN n

Ahora (1+w+w?*+---+w" 1) (1—w) = 1 —w" de donde w™ = 1 por lo tanto

AN A .
1—(whHr=1- ((e(zn”> > =1—em=1) =1 171 = 0 por lo tanto

1+ w4+ w2 4.4 w=D* = () andlogamente para cada una de las
entradas se tiene que

n 0 0 0
0 n O 0
FEF=10 0 n 0
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F F

luego F' (—) = [ y por lo tanto F~! = —. O
n n

Por esta razén F~! es invertible y calcularla resulta muy facil asi como también

las multiplicaciones por Iy F~! deben ser rdpidas.

Estas afirmaciones son validas; ya que F' es simétrica y ortogonal (excepto
por un factor y/n), y sélo tiene un inconveniente: sus elementos son ntimeros
complejos. Este inconveniente se minimiza por el hecho de que todos los
elementos de F'y F'~! son potencias de un solo nimero w, el cual se mencioné
anteriormente.

Ejemplo 1.2.3 Asi que la matriz

—_
®
w

tiene como matriz inversa a

1 1 1 1
F ! = 3 1 % %
1 6’45” e’%

En el caso continuo, la serie de Fourier puede reproducir a f(x) sobre todo un
intervalo utilizando una infinidad de senos y cosenos (o exponenciales). Esto
es

f(x) =co+cre™ + - +cpe™™

o de manera analoga

flx)=co+ Z @y, COS NI + Z b,isenn.

En el caso discreto, basta tomar n 4+ 1 valores de f en n + 1 puntos digamos
f(z;), 1 <1< n con x; enteros.

Ejemplo 1.2.4 Sea

f(x) = co + ci(cosx + isenx) + ca(cos 2z + isen2z) + c3(cos 3z + isindx)
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se quieren encontrar cg, c¢1, o, c3 tal que f(0) = 2, f <g) =4, f(n) =

3
6, f g = 8 asi que el problema completo es calcular F'c = y y este se

resuelve si y sélo si

co + C1 + Co + C3 = 2
co + iCl + ’iQCQ + ’ing = 4
co + iQCl + i402 + i603 = 06
co + iSCl + iGCQ + i903 = 8
o de manera analoga
1 1 1 1 Co 2
1 4 % 3 a | |4
1 42 4 4 | |6
1 43 6 ¢ C3 8
es decir _
Co 2
C1 o 4
F Co o 6
C3 i 8
esto implica que i
Co 2 o 2
C1 _ F_l 4 _ E 4
(6)) 6 4 6
C3 | 8 8
lo que significa que
1 1 1 1 2 5
1 1 —i -1 4 41 | 141
411 -1 1 -1 6 | -1
1 ¢+ -1 — 8 —1—2

por lo tanto
f(x) =5+ (—1+1i)(cosz+isenx) — (cos 2z +isen2z) 4 (—1—i)(cos 3z +isen3z)
o lo que es lo mismo

f(z) =54 (=1 +i)e™ —e* 4 (=1 — i)™
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de donde se comprueba que
fO)=54+(-14+4) -1+ (-1—-i)=2

f (5> =54 (—1+9)eF — e 4 (=1 —i)e¥F =4

2
f(m) =5+ (-1+ i)ei7T — e (=1 — i)egm —6
d (7ﬂ> =5+ (—1+i)e'F — ¥ 4 (-1 —i)e” =38,

Para toda n, la matriz que relaciona y con ¢ puede invertirse. Para encontrar

las ¢‘s es necesario invertir . En este caso la matriz fue de 4 por 4, F~! se

construy6 a partir de £ = —i. Esta es la regla general, que F~! proviene del
(2

1

2m
nimero complejo w™ = w. El cual esta en el &ngulo ——, donde w estaba en
n

) 2
el angulo +—.
n

Las multiplicaciones que se realizaron en el ejemplo anterior de F'y F'~! pueden
hacerse de manera extraordinariamente rapida e ingeniosa. En vez de realizar
n? multiplicaciones por separado, que provienen de los n? elementos de la
matriz, para efectuar los productos matrices-vectores Fec 'y F~1y, sélo se re-
quieren %nlogn pasos. Este reordenamiento de la multiplicaciéon se denomina
transformada rapida de Fourier.

1.2.3 La transformada rapida de Fourier

Como vimos anteriormente F'c y F~! pueden calcularse rapidamente. La clave
esta en la relacién de Fy y Fy, o mejor aun, con dos copias de Fs, que van a la
matriz Fy:

1 1 1 1
1 i ¢ 3
Fo=1q 2 g o
1 4 ¢
esta proxima a
1 1
« |1 =1 =%
Fy = N |
* * 1 —1
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Fy contiene las potencias de wy = 14, la raiz cuarta de 1. Fj contiene las
potencias de wy = —1, la raiz cuadrada de 1. La transformada de 2 por 2,
aplicada dos veces, sélo requiere la mitad de trabajo que una transformada
directa de 4 por 4. Si una transformada de 64 por 64 puede sustituirse por
dos transformadas de 32 por 32, entonces el trabajo se reduce a la mitad. Lo
que hace realidad, y posible en la practica y servira para reducir los calculos
en el futuro desarrollo del algoritmo, lo anterior es la simple relacién entre wgy

Yy ws2:

N2 )
. 27 27
(wes)? = w3z 0 bien (e 61 > =es2.

La trigésimosegunda raiz esta dos veces mas lejos en la circunferencia unitaria
que la sexagésimacuarta rafz. Si w% = 1, entonces (w?)** = 1. La m-ésima
raiz es el cuadrado de la n-ésima raiz, si m es la mitad de n:

2 - 1
Wy = Wy 81 M= Zn.

Larapidez de la T'RF', depende de trabajar con nimeros altamente compuestos
como 2! = 1024. Sin la transformada rdpida, se requieren (1024)% multipli-
caciones para obtener F' por c. En contraste, una transformada rapida puede
realizar cada multiplicacién en sélo (5)(1024) pasos. Es 200 veces més réapida,
ya que sustituye un factor de 1024 por 5. En general sustituye n? multiplica-

ciones por in , cuando n es 2!. Al relacionar F), con dos copias de Fu,y luego

con cuatro copias de F=, y finalmente con una F muy pequena, los n? pasos
4

1
de costumbre se reducen a 3" log n.

Es necesario ver como y = F,,¢ (un vector de n componentes) puede calcularse
a partir de dos vectores que s6lo miden la mitad de largo. El primer paso es
dividir ¢ entre si mismo, separando sus componentes con numero par de sus
componentes con nimero impar:

/ /"
C =Cp,C25---,Cn2 Y C =C1,C3,...,Cp1-

Los coeficientes simplemente van de forma alterna en ¢ y ¢’. A partir de
estos vectores, la transformada a la mitad de tamano proporciona 3’ = F,,c y
y" = F,,c". Estas son las dos multiplicaciones por la matriz mas pequena F,,.
El problema central consiste en calcular y a partir de los vectores v’ v y” que

miden la mitad, Cooley y Tukey se dieron cuenta de como hacerlo:
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Las m primeras y las m tultimas componentes del vector y = F},c son

Yirm =Y; —why) , j=0,...,m—1.

3

Por tanto, los tres pasos son: separar ¢ en ¢’ y ¢”’; transformarlos por medio
de F,, en ¢y y y"; y reconstruir y a partir de la ecuacién anterior.

Para comprobar las ecuaciones anteriores (comenzando con la primera), es
necesario separar y; en par e impar:

n—1 m—1

m—1
yj = E wﬁfck es idéntica a E wikjczk + g w,(fk*l”c%ﬂ.
k=0 k=0 k=0

2

1
Cada sumatoria de la derecha consta de m = ke términos. Debido a que w;

es w,y,, las dos sumatorias son:
m—1 m—1
_E:kj/ jE:kj//_/ Y
yj - Wy, Cg, + Wy, Wy, Cp = yj + wnyj'
k=0 k=0

Para la segunda ecuacion, al tenerse el subindice j +m en vez del subindice j
produce un cambio de signo:

. k(j+ , ; .
Dentro de las sumatorias, para wm(] ™) permanecera wr debido a que wk™ =
. . 2wim .
1* = 1. Entonces wi™™ = —wJ ya que w™ =e » = e™ = —1. De este modo

se resolvio el problema de calcular y = F,c.

1.3 Generalidades de grupos

Es bien sabido que al considerar dos enteros a y b, el cociente de a por b no
siempre deja residuo cero, lo que da lugar al concepto de divisibilidad, uno de
los méas importantes en la teoria de niimeros. Por lo que se tienen las siguientes
definiciones y teoremas.

Definicién 1.3.1 Sea p € Z entonces p es primo si cuando p | ab se tiene que
pladplb.
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Definicién 1.3.2 Sean a, b € Z* el mdximo comin divisor de a y b denotado
por (a,b) es d si:

1.dlayd]b.
2. Sie|awyel|b entoncese|d, (e>0).
Teorema 1.3.3 Sid = (a,b) entonces d = ax + by para algunos enteros z, y.

Teorema 1.3.4 [Algoritmo de la division] Dados a, b € Z, a # 0 ezisten
g, r €Z tal queb=uaq+r conr=060<r < |a

Teorema 1.3.5 [Algoritmo de Euclides] Sean a, b € Z, a, b # 0 el siguiente
proceso calcula (a,b) (el med):

1. Suponiendo a, b > 0.
2. Por el algoritmo de la division
b=aq +r
siry =0 se acaba, en este caso (a,b) = a, siry # 0 siga.

3. tome b=a y a =ry y aplique nuevamente el paso uno

b:aq1+r1 a>r; >0
a=71iqs + 12 ry>ry >0
1 =T2q3 + 73 reg > 13 >0

Tpe2 =Tpn_1Qn +Tn Tp_1 > Ty > 0.

1.3.1 Los enteros mdédulo n

Considerando el conjunto de nimeros enteros Z y definiendo la siguiente
relacion en Z.
Dado n € Z fijo.
a~bsiysolosin|a—>b
~ es una relacion de equivalencia pués:

1. ~ es reflexiva, si n | 0 = a — a implica a ~ a.
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2. ~ es simétrica, en efecto a ~bsiy sélosin|a—0bsiysélosin|—(a—
b)=b—asiysblosib~a.

3. ~ es transitiva, sia ~ by b~ centoncesn | a—by n|b— cimplica
n|(a—0b)+ (b—c)=a—cluego a ~ c.

~ entonces induce una particién de Z cuyas clases de equivalencia estan
dadas por 0, 1,..., n— 1.

En donde @ para 0 < a < n denota al conjunto de enteros cuyo residuo al
dividirlo por n es a. Es decir ~ es equivalente a la relaciéon a ~ b si y sélo si
el residuo de dividir a y b por n es el mismo. A saber:

0={..,—n,0,n,2n,3n,...}

1={..,—n+1L,1,n+1,2n+1,3n+1,...}
n—1={..,-n—1,-1,n—-1,2n—-1,3n—1,...}.

Este conjunto de clases serda denotado por Z, y se le llamara el conjunto de
enteros modulo n, o el conjunto de clases de equivalencias médulo n.

Se definen en Z, las siguientes operaciones:
i Loy X Loy — Loy,

+ Ly X Loy, — 1y,

dadas por @-b=aby @+ b = a + b respectivamente.

Note que -, + estan bien definidas en Z,,, es decir, no depende del representante
de clase, en efecto, suponga @ =a; y b = by con a # a; y b # by, entonces

a+b=a+b

Cl_l‘i‘E:al—Fbl

viendo que a + b = a; + b;. En efecto
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por lo tanto n | (a —ay) + (b—b1) = (a+b) — (a1 + b1), luego a + b =a; + by
y analogamente se tiene que

a=a; implican | a — a;

b = by implican | b — by

por lo tanto n | b1(a —a1) y n | a(b — by), luego n | b1(a — a1) + a(b — by) =

—bya; + ab asi que n | ab — byay, es decir, ab ~ bia; y ab = a,b;.

Ay - a1ag =0

apl0™ 4+ -+ -+ a110 + ag

+- 4+ a 10 +a

@, 10" + - - + 110 + @
+-ta-1+a

U + -+ a5 +ag.

Ejemplo 1.3.6 Suponga n = 5 las clases son:

443=4+3=T7
3-2=6
0=1{...,0,5,10,15,...}
1={..,1,6,11,16,...} =11
2={...,2,7,12,17,.. } =17
"::{...,3,8,13,18,...} 8

I={...,4,9,14,19.. } =19.

Y tomando un caso mas especifico; sea n = 3, y sea x el numero cifrado
Gy, - .. a1ag en donde a,, ..., ai, ag son digitos entonces

T=a,10" + -+ a110 + ap =
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ap + -+ +ap+ap

de donde se deduce que x es divisible por 3 si y solo si 3 divide a a,+- - -+a;+aq.

1.3.2 Grupos

Definicién 1.3.7 Un grupo es un conjunto no vacio junto con una operacion
binaria o : G x G — G que satisface:

1. (91 ° 92) ©gz3 = g1 © (92 o 93) para todo g1, g2, g3 € G, es decir, es
asociativa.

2. Existe e € G llamado neutro si cumple gyoe = eogy = g, para todo g, €

G.

3. Dado g € G existe (inverso) h € G tal que goh =hog=e.

Algunas propiedades de los puntos (2) y (3) que se pueden tener es que e es
tinico y dado ¢ también h lo es y por tanto se denota h = g~ .
Unicidad de e: Sie;og=goe; =gV g€ G se tiene en particular

ep=eoe;=eo0e=e¢e

Unicidad de ¢7': Sigoh = hog =ey goh, = hyog = e, entonces,
hi=hioe=hio(goh)=(hiog)oh=eoh=nhluego h = hy y se denota
por h=hy; =g L

Ejemplo 1.3.8
1. Sea R con + (la suma usual) es un grupo (o = +)

(a) (a+b)+c=a+ (b+c) para todo a, b, ¢ € R.
(b) existe 0 € R tal que a +0 =0+ a = a para todo a € R.
(c) dado a € R existe —a € R tal que a + (—a) = (—a) +a =0
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por lo tanto es un grupo.
2. (R\ {0}, 0) forma un grupo.
3. (Z,,+) es un grupo.

4. (Zg,0) es un grupo con

Zy ={0,1}
000=0
0o1=0
100=0
Tol=1

(a) o es asociativa porque se hereda de la asociatividad de Z.
(b) el neutro es 1.

(¢) 0 no tiene inverso.

5. (Z4 \ {0}, 0) no es un grupo

74— {1,2,3)
303=1
ToT=T
2030

ToT=241
203=72.

Proposicién 1.3.9 En general (Z, \ {0},0) es un grupo siy sélo si n es
primo.

Demostracion Para probar la necesidad sea 1 < a < n divisor de n entonces
@€ Z,\ {0} yexiste ]l <z <mn tal que Ta = 1, luego n | 1 — xa, es decir,
1 —ax =ny con y € Z de donde 1 = ny + ax = (as)y + ax = a(sy + x) para
algin s € Z, luego a | 1 y por tanto a = 1 asi que n es primo.

Para probar la suficiencia suponga ahora n = p primo, viendo que (Z, \ {0}, o)

sea un grupo
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1. La asociatividad se hereda de la asociatividad en Z y la forma en como
se define.

2. Existe 1 € Z, \ {0} tal que ao 1 =a para todo a € Z, \ {0}.

3. Dado @ € Z, \ {0}, tomando b =@ tal que 1 < b < p— 1 luego 1 = (b, p)
y por tanto existe z, y € Z tal que 1 = xzb + yp.

Tomando la clase 1 = Tb, més ain por la conmutatividad de Z se tiene
—1
T=b =a'

, es decir, 7 =a L. O
Nota: En la definicién 1.3.7, los incisos 2. y 3. se pueden debilitar usando:
ii) Existe e € G tal que g o e = g para todo g € G.
iii) Dado g € G existe h € G tal que go h = e.

2., 8. implica ii), iii); esta implicacién se sigue de manera inmediata.
Para ver el reciproco suponga que se cumple (i7) y (i7i) y mostrando el siguiente
teorema:

Teorema 1.3.10 Bajo las hipdtesis 1., ii) yiii) si go g = g para algin g € G
entonces g = e.

Demostraciéon Sea g € G tal que gog =gy ¢ € G tal que gog’ = e entonces

gol(gog)=goe=g=go(gog)=(gog)og =gog =e.
Probando ahora que ii) y iii) implican 2. y 3., suponga goe = g y viendo que
cog=yg

(hog)o(hog)=(ho(goh))og=(hoe)og=hog

y por la definiciéon 1.3.7 punto 3. ho g =e.
Ahora si goe = g entonces eo g = g.
Dado g € GG existe h tal que go h = e asi que

ecog=(goh)og=go(hog)=go(goh)=goe=g.

Proposicion 1.3.11 Si g, g1 € G y G es un grupo entonces:

L (g7 =y
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2. (gog)) ' =gitog"
Demostracién Para 1. se tiene que g~' o (¢7!)™! = ¢ asf que
g=goe=go(go(g7) ) =(gog)o(g ) =eo(g ) =(¢)"
Para 2. se tiene que
(gr'og)olgog)=gi o9 og)og =

giio(eogq) =g ogi=e
y por la unicidad del inverso (go g;)™' = g;tog™". O

1.3.3 Subgrupos

Definicién 1.3.12 Sea (G,0) un grupo y H C G tal que (H, o) es un grupo,
diremos que H es subgrupo de G y se denotard por H < G.

Ejemplo 1.3.13

1. (Z,+) es un grupo. Sea H = {...,—4,-2,0,2,4,...} = 7Z(2) entonces
H<7Z.
Observacion: Si (G,0) es un grupo, ¢ € G es el neutroen Gy H < G
entonces e € H es el neutro de H.

2. Sea G = Zo X Z4y con la operaciéon

(@,b)o (¢,d) = (@+7¢,b+d)

Hy = {(0,0)}
H, = {(0,0),(0,1)}
H, ={(0,0),(1,0)}
H; ={(0,0), (1,1)}
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Teorema 1.3.14 Sea (G,0) grupo y H C G entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes

1. H<AG.
2. para todo hy, he € H; hy oh2_1 € H.
3. para todo hy, ho € H

3.1 thhQEH.

3.2 hi'eH.

Demostracion 1. implica 2.. Como H < G entonces para hy € H se tiene
hy' € H (por 3. de la definicién 1.3.7) y como o debe ser operacién en H.
hy o h;l € H. 2. implica 3.. Para demostrar 3.2, sean hy, hy € H entonces
h = hiohy', tomando hy = hy se tiene e = hyoh' € H, luego para hy, e € H
se tiene e o hy' = h;' € H. Para demostrar 3.1, sean hy, hy € H por 3.2
hy' € H luego hy o (hy')™' € H, entonces hy o hy € H, por lo cual 3. implica
1.. Ahora viendo que H sea un grupo y de las propiedades de los grupos se
tiene que la asociatividad se hereda de la asociatividad en G, e € H porque
e=hioh;' € H, H tiene inverso dado el punto 3.2. O

Definicién 1.3.15 Sea (G,0) un grupo. Si g1 0 gs = g2 0 g1 para todo g,
go € G el grupo se dice conmutativo o abeliano.

Ejemplo 1.3.16
1. (Zn,+) es abeliano.

2. (Z,\{0},0) es abeliano (p-primo).
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3. Sea X = {1,2,3}, Sx el grupo de permutaciones de X, o € Sx:

0p: X — X
1—1
22 (1) (1
3—3
o X — X
1—2
21 (;?g) — (12)
3—3
o9 X — X
1—3
e (E)
3—1
o3: X = X
1—1
23 () o)
32

o4 X — X
1—2
23 () (2
3—1

o5: X — X
1—3
34— 2 (é?g) — (132)
21

no es conmutativo ya que oy 0 03 = (213) y 03 0 05 = (123) luego,
0'5:0'200'3#0'300'2:0'4.
Teorema 1.3.17 Sea (G,0) un grupo, entonces la interseccion de subgrupos

de G es un subgrupo.

Demostracién Sea K = ﬂ Hy, I un conjunto arbitrario de indices y sean

Hy\<G

XeT
h1, he € K entonces, hy, hy € H) para todo A € I, de donde h; o h;l € H,
para todo A € I, luego h; o h;' € K de donde K < G. O

Observacién: La unién de subgrupos de un grupo GG no necesariamente es
un subgrupo.
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Ejemplo 1.3.18 Sea G = S3, Hi U Hy = {e, 01,002} £ G.

Definicién 1.3.19 Sea G un grupo S C G un subconjunto, se denota por
< s> al conjunto

o a; € L,9; €S para todo i conn € N}

n

<S>:{g%1o---og

< s >< G llamado el subgrupo generado por S. Sean x, y €< s > entonces
r = gto--ogin Yy = h?l o---ohlm con g, hjy € S, a;, b; € Z para
todo1 < i <mn,1<j < m entonces y~*@ = }z;@bvﬂo---oho_b1 y oyt =

g o--oginhtmo. . ohy™ €< s >, mas ain < s > es el minimo subgrupo

de G que contiene a S. La minimalidad es en el siguiente sentido:

<s>= (| H
H<G
SCH
H<GySCH.
Definicién 1.3.20 Sean (G, 0) y (Gy,*) dos grupos.

Un homomorfismo de G en G1 (homomorfismo de grupo) es una funcion f :
G — G tal que

flgog) = f(g)* f(g1) para todo g, g1 € G.

Si f es ademds inyectiva, se dice monomorfismo (de grupos).
Si f es suprayectiva, se dice epimorfismo (de grupos).
Si f es biyectiva se dice isomorfismo.

Ejemplo 1.3.21

1. Sea T : V — W una transformacion lineal, entonces al considerar los
grupos (V,T1), (W,T3), T es un homomorfismo de grupos.

2. Sea T : R* — R? dada por T'(z,y,2) = (z,y), entonces T es un epimor-
fismo de (R3,T}) a (R?,Ty). En efecto:

T((w1,y1,21) + (T2, Y2, 22)) = T(21 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22) =

(21 + xa,y1 + y2) = (z1,y1) + (22, 92) = T(x1,y1, 21) + T(x2, Y2, 22)

luego T' es homomorfismo y como es sobre es epimorfismo.
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Notaciéon: Si G y GG; son dos grupos isomorfos se denotara por G = (3.

Definicién 1.3.22 Sea ¢ : G — G un homomorfismo de grupos, el kernel de
¢ denotado por ker(y) es el conjunto

ker(p) ={g € G : ¢(9) = ec, }
y la tmagen es
Im(p) ={g1 € G1: g € G con ¢(g9) = g}

Definicién 1.3.23 Sea (G, 0) un grupo se dice que es finitamente generado si
existe gy, ..., € G tales que < g1,...,9, >= G.

Ejemplo 1.3.24
1. S3 =< 01,09 > es finitamente generado.
2. (Z,+) =<1 > es finitamente generado.

Observacién: Si G es finito entonces es finitamente generado.

Definicién 1.3.25 Sea G un grupo g € G el orden de g denotado por o(g) o
por |g| es el minimo entero positivo (si existe) tal que g°9) = e.
Si dicho entero no existe se entenderd que o(g) = +oc.

Ejemplo 1.3.26
1. En (S3,0), o(o1) = 2, o1 = (12); en efecto:
ol = o = (12)
ol =000y = (12)(12) = (1) = e = 0.
2. Para (Z,+), o(1) = +00, 1™ = n; en efecto:
1°=1
P=1lol=1+4+1=2
1°=1lolol=1+1+1=3

1”=lOlolo---oL:1-|—1+1_|_..._|_1:n

n veces n veces

Note que:
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(a) o(e) = 1.
(b) Si (G, o) es finito, o(g) < +oo para todo g € G.
Demostracién Sea G = {go =€, 91, ..., 9, }. Suponga que o(g) no

es finito, entonces g* # ¢!, si k # [ pues g* = ¢' implica ¢* ! = e con
lo que se tendria o(g) < +oo, luego g, ¢%, ..., g", ", g""? e G
y son distintos lo cual es una contradiccién por lo que (b) se cumple.
O

Definicién 1.3.27 Sea (G, 0) un grupo G se dice ciclico si G =< g > para
algin g € G.

Ejemplo 1.3.28
1. (Z,+) es ciclico (abeliano), Z =< 1 >.
2. (Zy,+) es ciclico (abeliano), 1+1 =2, (3)(1) = 3, (4)(1) =4, (n)(1) = 7.
3. S3 no es ciclico (no es abeliano).
4. (Zy X Zsa,+) no es ciclico (es abeliano).
Teorema 1.3.29 Sean H, K < G, entonces KH < G siy solosi HK = KH.

Demostracion Para probar la necesidad, tomando hy € H, k; € K; como
HK < @, entonces (hik1)™' € HK asi que existe k € K, h € H tal que
(hik1)™' = hk, por tanto k~'h™' = (hk)™' = ((hik:)™ )™ = hiky y por
ser K, H < @ se tiene k™! €¢ K, h™! € H, luego hk, € KH de donde
HK C KH. Por simetria HK O KHy HK = KH.

Para probar la suficiencia, sea ¢;, go € HK entonces g = hiky, go = hoks para
algunos hq, he € H, k1,ky € K luego g19o = hik1hoks pero kihe € KH = HK,
por tanto kihy = hk con h € H, k € K,de donde g1go = h1hkky € HK, mas
ain, g; ' = ky'hj' € KH = HK. O

Teorema 1.3.30 Sea H < G, G grupo entonces Ha = Hb si y solo si ab™! €
H.

Demostracion Para probar la necesidad, sea ea € Ha = Hb implica ea = hb,
con h € H, luego ab™* =h € H.

Para probar la suficiencia, note que ab~! € H implica (ab™')™' = ba™' € H
asi que basta probar una contencién por simetria. Tome g € Ha entonces
g = ha con h € H, y como ab~' € H entonces hab™' = h; € H, luego
g=ha = hyb € Hb de donde Ha C Hb. O
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Definicién 1.3.31 Sea (G,0) un grupo, g € G, se le denomina clase lateral
derecha a

Hg={hg:he H}

y clase lateral 1zquierda a
gH ={gh:h e H}.

Teorema 1.3.32 Sea G grupo, el conjunto de clases laterales (izquierdas o
derechas) forman una particion de G.

Demostraciéon Note que G = U H g claramente pues e € H por lo que basta

geG
ver que las clases son disjuntas, suponga

HgNHgy # ¢

y sea a € Hg; N Hgy entonces a = h1g; = hage con hy, ho € H luego glggl =
hflhg € H asi que por el teorema 1.3.30 Hg, = H gs. O
Notacidén: Sea (G, o) grupo, H < G; Ry denota el conjunto de clases laterales
derechas y £y al conjunto de clases laterales izquierdas.

Teorema 1.3.33 Sea (G, o) grupo, H < G entonces |Ry| = |Lyl.

Demostracién Sea f : Ry — £y dada por Ha — a 'H viendo que f estd
bién definida (no depende del representante de clase). Suponga que Ha = Hb
entonces ab™! € H luego (ab™)™' =ba~' € H implicaa'H =b"'H.

Para ver que f es inyectiva se tiene que f(Ha) = f(HbD) si y sélo si a™'H =
b™'H siy sélo si ba™* € H ai y sélo si (ba™!)™! = ab™ € H siy sélo si
Ha = Hb.

Para ver que f es sobre, sea aH € £p entonces a 'H € Ly f(Ha™') =

(a™Y)"'H = aH, luego f es biyectiva y |Rg| = |Lx|. O
Como |Ry| = |Lx| a este valor se le denomina el indice de H en G y se denota
por [G : H].

Teorema 1.3.34 /_fndice de Lagrange] Sea (G, o) grupo H < G entonces

G| =[G : H][H|.
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Demostracién Si [G : H] = 400, entonces |G| = +00 y se tiene la igualdad.

Si |H| = 400 entonces |G| = +o0 y se tiene la igualdad. Note que G = U Hg
geG
(la unién anterior representa una unién disjunta) asi que

Gl = U| = 1Hgl =Y 1] = (G H]lH]
[G:H]

geG [G:H]
geG geqG

O

Corolario 1.3.35 Sea G un grupo finito, g € G entonces o(g) | |G|, en par-
ticular

gl =e.
Demostracién Sea H =< g > (el subgrupo ciclico de G generado por g), por

el teorema 1.3.34

G| =G : H][H|

; ‘Hlo ° G:H
pero o(g) = |H|, asi o(g) | |G| y ¢!l = gl%H)W@) = (g (g))[ ]

— 6[G:H] —e. O
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Capitulo 2

Congruencias

En este capitulo se introducen los conceptos fundamentales de congruencia, asi
como sus operaciones y algunos resultados inmediatos que se cumplen. Esto
permitira entender bién las notaciones y operaciones que se realizaran en el
capitulo tres. En particular se realiza una prueba basica del teorema chico de
Fermat.

2.1 Conceptos fundamentales
Definicién 2.1.1 Sea Z el conjunto de nimeros enteros y m € Z\{0} fijo.
Diremos que a, b € 7 son congruentes modulo m si el residuo de dividir a por

m es el mismo que el de dividir b por m.
La congruencia de los numeros a y b respecto del modulo m se denota por:

a=b modm

y se lee: a es congruente con b respecto del modulo m.

La congruencia de los nimeros a y b respecto del modulo m es equivalente a:
Proposicion 2.1.2
1. La posibilidad de expresar a en la forma a = b+ mt, donde t es entero.

2. La dwisibilidad de a — b por m.
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Demostraciéon En efecto, dado que a = b mod m se deduce que
a=mq+r, b=mq +7r; 0 <r <m,

de donde
a—b=m(qg—q), a=b+mt, t =q— q.

Anélogamente, de a = b + mt, representando b en la forma
b=mqg +7r, 0<r<m

se deduce que
a=mq+r;q=q+1t

es decir,
a=b modm.

Por esto la definicion 2.1.1 se cumple. O

2.1.1 Propiedades de las congruencias

Proposicién 2.1.3

a) Dos numeros que son congruentes con un tercero, son congruentes entre
st.

b) Las congruencias se pueden sumar término a término.
c) Las congruencias se pueden multiplicar término a término.

d) Las propiedades b) y c) (la adicién y multiplicacion de congruencias) se
generalizan mediante lo siguiente: si en la expresion de una funcion
racional entera de coeficientes enteros

J— (6% ap
S = E :Aa1,-~~7akx1 Cr Ty

se sustituyen los nimeros Ay, .. oy, T1,-- -, Tk por los nimeros By, .,
Y1, .-, Yk, los cuales son congruentes con los anteriores respecto del
modulo m, la expresion nueva de S serd congruente con la expresion
anterior respecto del modulo m.

e) Ambos miembros de la congruencia se pueden dividir por su comun divisor,
si este ultimo es primo con el modulo.
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Demostracién

a) La primera afirmacién se deduce de la definicién 2.1.1 y la proposicién
2.1.2.

b) Para la segunda sea

ay =b; modm, ag =by modm, ...,ay =b, modm (2.1)
entonces,
a1 = by +mty, ay = by +mts, ..., a, = by + miy (2.2)
de donde

aj+as+...+ap=by+bo+...+bg+mts +ta+ ...+ tg)

0 sea
ap+as+...+ar=b;+by+...+b, modm

en particular se tiene que a +b = ¢ mod m implicaa =c—b mod my
que como mk =0 mod m entonces a + mk =b mod m.

c) Para la tercera afirmacién, examinando de nuevo las congruencias (2.1) y
las igualdades (2.2) que se deducen de ellas. Multiplicando término a
término las igualdades (2.2), se tiene que

aias . ..ak :blbgbk+mN,
donde N es entero. Por consiguiente,

a1as ...a; = biby... by mod m
En particular ambos miembros de la congruencia se pueden elevar a
una misma potencia. Ademas ambos miembros de la congruencia se
pueden multiplicar por un mismo entero. En efecto, multiplicando la

congruencia a = b mod m por la congruencia evidente £ = k£ mod m,
se obtiene ak = bk mod m.
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d) Para la cuarta afirmacién se tiene que en efecto, de

Aom--wak S Balr--»ak mod m
r1=1y; modm,..., xxy =y mod m
hallando c)
' =y modm,..., z;* =y* mod m

a1 (07 " al (655
Aot 2 = Boy oY1 Y,” mod m

de donde, sumando, se tiene

Z Aa1,...,ak$?l e xzk = Z Bal,...,aky?l te yg’“ mod m.
En particular si
a=b modm, ag=b; modm,...,a, =b, modm
r=x; modm
se tiene

ax”—l—alm"’l—i—...—i—anbe?—l—blx?’l%—...—i—bn mod m.

e) Para la quinta afirmacién se tiene que, si @ = b mod m, a = ayd, b =
bid, (d, m) = 1 resulta que la diferencia a — b, igual a (a; — by)d, es
divisible por m. Por esto a; — b; es divisible por m, es decir, a; = by
mod m. O

2.1.2 Otras propiedades de las congruencias

Proposicién 2.1.4

a) Ambos miembros de una congruencia y el mddulo se pueden multiplicar por
un mismo numero entero.

b) Ambos miembros de una congruencia y el mddulo se pueden dividir por
cualquier comun divisor suyo.
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c) Si se verifica la congruencia a = b respecto de varios mddulos, entonces
se verifica también respecto del maodulo que es igual al minimo comin
maltiplo de estos modulos.

d) Siuna congruencia se verifica respecto de un médulo m, también se verifica
respecto de un modulo d que sea igual a cualquier divisor del numero m.

e) Si un miembro de una congruencia y el mddulo son divisibles por algin
numero, el otro miembro de la congruencia tiene que ser divisible por el
mismo numero.

f) Sia=0b mod m, entonces (a, m) = (b, m).
Demostracion
a) Para la primera afirmacién se sabe que de a = b mod m se deduce que
a =b+ mt, ak = bk + mkt
y, por consiguiente, ak = bk mod mk.
b) Para la segunda afirmacién, sean a, b y d tales que
a=b modm, a=ad, b=>bd, m=md.

Se tiene que
a=>b+ mt, Cle = bld+ mldt

asi que
a] = b1 + mlt

y por lo tanto, a; = b; mod m.
c) Para la tercera afirmacién se sabe que de
a=b modmi, a=b modmsy,..., a=b mod my

se deduce que la diferencia a — b es divisible por todos los moédulos
mi, Mo, ..., my. Por esto, también es divisible esta diferencia por el
minimo comun multiplo m de estos mdédulos, es decir, a = b mod m.
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d) Para la cuarta afirmacién se tiene que en efecto, de a = b mod m se
deduce que la diferencia a — b tiene que ser divisible por m; por esto,
esta diferencia tiene que ser divisible también por cualquier divisor d del
nimero m, es decir, a = b mod d.

e) Para la quinta afirmacién se tiene que de a = b mod m se deduce que
a = b+ mt; si a y m son multiplos de d, entonces también b tiene que
ser multiplo de d, como se afirmaba.

f) Finalmente para la sexta afirmacién la igualdad se deduce inmediatamente
de a = b+ mt. O

2.1.3 Sistema completo de restos

Definicién 2.1.5 Los niumeros que dan un mismo resto, o lo que es lo mismo,
los que son congruentes respecto del modulo m, forman una clase de nimeros
respecto del modulo m.

De esta definicién se deduce que a todos los nimeros de una clase les corres-
ponde un mismo resto r, por lo cual, haciendo recorrer a ¢ en la forma mq +r
todos los niimeros enteros, se obtienen todos los nimeros de clase.
Correspondientemente a m valores distintos de r, se tienen m clases de nimeros
respecto del modulo m.

Definicién 2.1.6 Cualquier numero de la clase se llama resto o residuo res-
pecto del modulo m con relacion a todos los niumeros de la misma clase.

El resto que se obtiene para ¢ = 0, igual al residuo mismo 7, se llama resto no
negativo minimo.
El resto p que es el menor en valor absoluto, se llama resto absoluto minimo.

Evidentemente, si r < 5 se tlene p =1r; s1r > 5 se tlene que p = r — m;

m

finalmente, si m es par y r = 5 %€ puede tomar por p cualquiera de los dos
, m m m

nimeros oy o —m=—_.

Tomando un resto de cada clase se obtiene un sistema completo de restos

respecto del médulo m. Por lo general, como sistema completo de restos
se emplean los restos no negativos minimos 0,1,..., m — 1 o también los
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restos absolutos minimos; como se deduce de lo expuesto anteriormente, estos
ultimos, en caso de m impar, se representan por la sucesién

1 1
me 1001, P2
2 2

y en el caso de m par, por cualquiera de las dos sucesiones siguientes

m m
——+1,...,-1,0,1,..., —
2+7 ) sy Yy oy 72
m m
—— ..., =10, 1,..., — =1
27 ) s Yy oy 72

Definicién 2.1.7 Se dice que un conjunto de m niumeros es un sistema com-
pleto de restos si son incongruentes dos a dos.

Proposicién 2.1.8 Si (a, m) = 1 y x recorre el sistema completo de restos
respecto del modulo m, entonces ax + b, donde b es un entero cualquiera,
también recorre el sistema completo de restos respecto del modulo m.

Demostracion En efecto, hay tantos ntmeros de la forma axr + b como
numeros x hay, es decir, m. Segun la definicion 2.1.7, no queda mas que
mostrar que dos nimeros cualesquiera ax; + b y axs + b, que corresponden a
dos numeros incongruentes x; y xo, son también incongruentes entre si res-
pecto del médulo m.

Pero suponiendo que ax; + b = azs + b mod m, se obtiene la congruencia
ax; = ary mod m, de donde, en virtud de que (a, m) = 1, resulta 1 = x5
mod m, lo cual contradice por completo a la incongruencia de los niimeros x
y To. |

2.1.4 Sistema reducido de restos

Proposicion 2.1.9 Los niumeros de una misma clase respecto del modulo m
tienen con el modulo un mismo mdzrimo comin divisor.

Son de suma importancia las clases para las cuales este divisor es igual a
la unidad, es decir, las clases que contienen niimeros que son primos con el
modulo, ya que estos niimeros van a ser de gran utilidad en la elaboracion del
programa que se expondra en esta tesis.
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Definicién 2.1.10 Sea m € N\ {0} fijo se define la funcion de Euler ¢ : N —
N como la cantidad de enteros positivos a que son primos relativos con m.

Ejemplo 2.1.11
©(2) =1, 9(3) =2, p(4) =2, (6) =2.

Tomando los restos correspondientes en estas clases, se obtiene el sistema re-
ducido de restos respecto del médulo m. Por consiguiente, el sistema reducido
de restos se puede formar de los niimeros del sistema completo que son primos
con el modulo. Ordinariamente, el sistema reducido de restos se extrae del
sistema de restos no negativos minimos: 0, 1,..., m — 1. Como entre éstos
hay ¢(m) ntimeros que son primos con m, la cantidad de nimeros del sistema
reducido, asi como la cantidad de clases que contienen niimeros primos con el
modulo, es igual a ¢(m).

Ejemplo 2.1.12 El sistema reducido de restos médulo 42 es
1, 5, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 37, 41.

Observaciéon 2.1.13 Cualesquiera p(m) nimeros que sean incongruentes dos
a dos modulo m y que sean primos con el modulo, forman un sistema reducido
de restos modulo m.

Demostracion En efecto, estos nimeros, siendo incongruentes dos a dos y
primos con el médulo, tienen que pertenecer a distintas clases que contienen
nimeros que son primos con el médulo, y como en total hay ¢(m) de tales
numeros, es decir, tantos cuantas clases hay del tipo indicado, en cada una de
las clases habra, indispensablemente, un niimero tnico. O

Proposicién 2.1.14 Si (a, m) = 1 y x recorre el sistema reducido de restos
sequn el modulo m, ax también recorre el sistema reducido de restos segun el
maodulo m.

Demostracion En efecto, hay tantos nimeros ax como nimeros x hay, es
decir, ¢(m). Por lo tanto, en virtud de la observacién 2.1.13, no queda més
que demostrar que los nimeros az son incongruentes dos a dos respecto del
modulo m y son primos con el moédulo:

Pero lo primero se demostré anteriormente para niumeros de la forma mas
general ax + b; lo segundo se deduce de que (a, m) =1y (x, m) = 1. O
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2.1.5 Teoremas de Euler y Fermat

Teorema 2.1.15 [Teorema de Euler] Sim > 1y (a, m) = 1 se tiene:
a?™ =1 mod m.
Demostracion En efecto, si x recorre el sistema reducido de restos
T=71, To,..., Te; ¢ =@(m)

formado por los restos no negativos minimos, entonces los restos no negativos
minimos p1, p2,..., p. de los nimeros ax también recorren el mismo sistema,
pero, generalmente, dispuestos en otro orden.

Multiplicando término a término las congruencias
ary =p; modm, arg =py modm, ..., ar. = p. mod m

se tiene que
C N
a‘rire . ..Te = p1p2 ... P mod m

de donde, dividiendo ambos miembros por el producto rirs...7. = p1p2 ... pe,
resulta que
a°=1 mod m.

O

Teorema 2.1.16 [Teorema Pequeno de Fermat] Si p es primo y a no es di-
visible por p, se tiene:
a?'=1 mod p. (2.3)

Demostracion Este teorema es una consecuencia del Teorema de Euler para
m = p.

Al teorema de Fermat se le puede dar una forma mas cémoda, si se multiplican
ambos miembros de la congruencia (2.3) por a, se obtiene la congruencia

a’ =a mod p

la cual es valida ya para todos los valores enteros de a, puesto que también es
valida si a es miltiplo de p. O
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2.2 Congruencias con una incoégnita

2.2.1 Conceptos fundamentales

En esta seccion el objetivo principal es el estudio de las congruencias de la
siguiente forma general:

f(x)=0 mod m; f(z) =apz" +az™ '+ ... +a,.
Si a no es divisble por m, el nimero n se llama grado de la congruencia.

Resolver la congruencia, significa hallar todos los valores de = que la satis-
facen. Dos congruencias, a las que satisfacen unos mismos valores de x, se
llaman equivalentes. Si a la congruencia (2.4) la satisface algin x = x;, en-
tonces a la misma congruencia la satisfacen también todos los nimeros que
son congruentes con x; respecto del modulo m : = = x; mod m. Toda esta
clase de ntimeros se considera como una soluciéon. Por lo tanto, la congruencia
(2.4) tendra tantas soluciones cuantos restos del sistema completo la satisfagan.

Ejemplo 2.2.1 A la congruencia
4+ 2x+1=0 mod?7

entre los nimeros 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 del sistema completo de restos res-
pecto del moédulo 7, la satisfacen dos niimeros: x = 2 y x = 4. Por ello, la
congruencia indicada tiene dos soluciones:

r=2 mod7, z=4 modT7.

2.2.2 Congruencias de primer grado
La congruencia de primer grado, después de trasladar el término independiente
(con el signo contrario) al segundo miembro, se ruduce a la forma:

ar =b mod m. (2.4)

Comenzando a estudiar el problema del nimero de soluciones de la congruen-
cia (2.4), tomando primero el caso (a, m) = 1. En virtud de lo obtenido en la
seccion anterior, la congruencia considerada admite tantas soluciones cuantos



2.2 Congruencias con una incognita 45

restos del sistema completo la satisfacen. Més atin, cuando x recorre el sistema
completo de restos respecto del médulo m, ax recorre el sistema completo de
restos. Por consiguiente, para un valor de z tomado del sistema completo, y
sélo para uno, ax serd congruente con b. Asi pues, si (a, m) = 1 la congruencia
(2.4) admite una unica solucién.

Supongamos ahora que (a, m) = d > 1. Entonces, para que la congruencia
(2.4) tenga solucién es necesario que b sea divisible por d, pues en caso contrario
la congruencia (2.4) seria imposible para algin x entero. Por esta razén,
suponiendo que b es un multiplo de d, hacemos a = a;d, b = byd, m = m.d.
Entonces la congruencia (2.4) (después de haber simplificado por d) resulta
equivalente a a;xz = by mod my, en la cual (a;, my) = 1y, por lo tanto
admite una solucién respecto del médulo m;. Sea x; el resto no negativo
minimo de esta solucién respecto del modulo m; entonces todos los niimeros
x que forman esta solucién seran de la forma

r=x; mod my. (2.5)

Respecto del médulo m los nidmeros (2.5) forman més de una solucién; for-
man precisamente tantas soluciones cuantos nimeros (2.5) haya en la sucesion
0, 1, 2,..., m — 1 que sean resto no negativos minimos respecto del moédulo
m.

Tales nimeros son:

Ty, I1+m1, x1+2m1,..., xl—i-(d—l)ml

es decir, en total d nimeros satisfacen (2.5) y, por consiguiente, la congruencia
(2.4) admite d soluciones.

Haciendo un resumen de todo lo demostrado, resulta el teorema siguiente:

Teorema 2.2.2 Sea (a, m) = d. La congruencia ax =b mod m es imposible
si b no es divisible por d. Si b es maltiplo de d, la congruencia admite d
soluciones.

Para averiguar las soluciones de la congruencia (2.4), se indicard solamente un
método, basado en la teoria de las fracciones continuas; ademas, es suficiente
limitarse al caso (a, m) = 1.



46 Congruencias

Desarrollando en fraccién continua la razén m : a

m
@t
q2 +
g3+

1
+—
dn

y considerando las dos fracciones reducidas tltimas:

Pn—l Pn m

Qui’ Qu a
en virtud de las propiedades de las fracciones continuas, se tiene:
mQn_1—abP,_4 = (—-1)"
aP,_1 = (="' modm
a(—1)""*P,_1b=b mod m.
Asi pues, la congruencia en cuestiéon admite la solucién

r=(-1)""'P,_1b modm

para cuya solucion es suficiente calcular P,_;.

Ejemplo 2.2.3 Resolviendo la congruencia
111z =75 mod 321 (2.6)

Aqui (111, 321) = 3, siendo 75 multiplo de 3. Por esta razén, la congruencia
admite tres soluciones.

Dividiendo ambos miembros de la congruencia y el médulo por 3, obtenemos
la congruencia

372 =25 mod 107 (2.7)

la cual debe resolverse primeramente. Se tiene

107 = 33 + (37)(2)
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37 =4+ (33)(1)
33 =1+ (4)(8)
4=0+(1)(4).

Por lo tanto, en este caso n =4, P, 1 = 26, b = 25, y se obtiene la solucién
de la congruencia (2.7) en la forma

=—-26-25=99 mod 107.
De aqui, las soluciones de la congruencia (2.6) se expresan asi:
x=99; 994 107; 99+ 2-107 mod 321

es decir
xr =99; 206; 313 mod 321.

2.2.3 Sistemas de congruencias de primer grado

En esta seccién se estudiard el sistema mas simple de congruencias con una
incognita, pero con distintos médulos que son primos dos a dos.

xr=b, modmy, xt=0by modms, ..., x =b, mod my. (2.8)

Se puede resolver el sistema (2.8), es decir, se pueden hallar todos los valores
de x que le satisfacen, aplicando el teorema siguiente:

Teorema 2.2.4 Supongamos que los nimeros M y M. vienen definidos por
las condiciones

mims...my = Mgmg, MM, =1 mod m

Yy sea

Entonces el conjunto de valores de x que satisfacen al sistema (2.8) se deter-
mina por la congruencia

ro = M Mbs = b, mod m. (2.9)
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Demostracién En efecto, como todos los numeros M;, distintos de M, son
divisibles por my, para cualquier s =1, 2 ,..., k se tiene

ro = M M!b, = by mod m;
y por consiguiente, el sistema (2.8) es equivalente al sistema
xr=x9 modmy, xt=x9 modms, ..., x =x9 mod my (2.10)

(es decir, a los sistemas (2.8) y (2.10) les satisfacen unos mismos valores de
x). Pero, en virtud de los teoremas y proposiciones que se trataron en las
primeras dos secciones, al sistema (2.10) le satisfacen aquellos valores de x, y

sélo aquellos, que satisfacen a la congruencia (2.9). O
Proposicion 2.2.5 Siby, bs, ..., by recorren independientemente uno de otro
los sistemas completos de restos respecto de los modulos my, ma, ..., my, en-

tonces xg recorre el sistema completo de restos respecto del modulo mims ... my.

Demostracion En efecto, xy recorre my, ms,..., my valores, los cuales,
debido a las proposiciones y teoremas de las dos primeras secciones son incon-
gruentes respecto del modulo my, mao, ..., my. O

Ejemplo 2.2.6 Resolviendo el sistema
r=b; mod4, xr=0b, modbd, x=0b; mod?7
aqui 4-5-7=35-4=28-5=20-7, y ademas,
35-3=1 mod4, 28-2=1 modbH, 20:6=1 mod 7
por lo tanto
o = 35 - 3by + 28 - 2by + 20 - 6b35 = 105by + 56by + 12003

y por consiguiente, el conjunto de valores de x que satisfacen al sistema puede
expresarse en la forma

x = 105b; + 56by + 12003 mod 140.
Por ejemplo, el conjunto de valores de x que satisfacen al sistema

r=1 mod4, =3 modb, z=2 mod?7
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es
z=105-14+56-3+120-2=93 mod 140

y el conjunto de valores de = que satisfacen al sistema
r=3 mod4, =2 modb, =6 mod?7,

es
x=105-3456-2+120-6 =27 mod 140.

2.2.4 Congruencias de cualquier grado respecto de un
modulo primo

Sea p un nimero primo. Se demostraran unos teoremas generales relativos a
una congruencia de la forma

f(z)=0 modp

f(z) = apx" + a1zt + ... +a,. (2.11)

Teorema 2.2.7 Una congruencia de la forma (2.11) es equivalente a una con-
gruencia de grado no superior a p — 1.

Demostracién En efecto, dividiendo f(x) por 2P — x, se tiene
f(z) = (2" = 2)Q(z) + R(x)

donde el grado de R(x) no es superior a p — 1. Como 2?7 — x = 0 mod p,
resulta f(x) = R(x) mod p, de donde se deduce el teorema anterior. O

Teorema 2.2.8 Si la congruencia (2.11) admite mds de n soluciones, todos
los coeficientes de f(x) son maltiplos de p.

Demostracién Supéngase, que la congruencia (2.11) admite al menos n + 1
soluciones. Designando los restos de estas soluciones con las letras xq, o, ...,
Tp, Tpy1 podemos expresar f(z) en la forma
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J@) = a @—an)(@—22) . (@ = Tn)(@ — Ta)(@ — ) +
+ b —x)(r—12) ... (= Ty o)(x —xpq) +
+ clr—x)(x —x2) ... (T —2p2) +
_I_ ........................ _|_
+ k(z—z1)(v —x2) +
+ l(x—x)
+ m. (2.12)

De este modo, transformando los sumandos del segundo miembro en poli-
nomios, elegimos b de tal modo que la suma de los coeficientes de 2"~ en los
dos primeros polinomios coincida con aq; una vez hallado b, elegimos ¢ de tal
modo que la suma de los coeficientes de "2 en los primeros tres polinomios
coincida con as, etc.

Haciendo en (2.12) x = x1, x9, ..., T, Tpy1, Sucesivamente, se comprueba
que todos los ntmeros m, [, ..., ¢, b, a son multiplos de p. Por lo tanto,
también son multiplos de p todos los numeros a, aq, ..., a, (como sumas de
nimeros que son miltiplos de p). O

Teorema 2.2.9 [Teorema de Wilson] Sip es un nimero primo, se verifica la

CONGruencia
1-2...-(p—1)+1=0 mod p. (2.13)

Demostracion En efecto, si p = 2 el teorema es evidente. Si p > 2 se
considera la congruencia

(x—1)(x—-2)...(x—(p—-1)— ("' —=1)=0 modp

ésta es de grado no superior a p — 2 y admite p — 1 soluciones; precisamente
las soluciones cuyos restos son 1, 2, ..., p— 1.

Por consiguiente, segin el teorema anterior todos sus coeficientes son multi-
plos de p; en particular, también es divisible por p el término independiente,
el cual es precisamente igual al primer miembro de la congruencia (2.13). O

Ejemplo 2.2.10 Se tiene que 1-2-3-4-5-64+1=721=0 mod 7.
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2.2.5 Congruencias de cualquier grado respecto de un
modulo compuesto

Teorema 2.2.11 Simq, ma, ..., my son primos dos a dos, la congruencia
f(z)=0 mod (mymsy...mg) (2.14)
es equivalente al sistema
f(x)=0 modmy, f(z) =0 mod my, ..., f(x) =0 mod my.

Ademds, designando con Ty, Ty, ..., Ty los numeros de soluciones de cada
una de las congruencias de este sistema respecto de los modulos correspon-
dientes y con T' el nimero de soluciones de la congruencia (2.14), se tiene

T =TT,...1}.

Demostracion En efecto, la primera parte del teorema se deduce de los incisos
c) y d), de la proposicién 2.1.4. La segunda parte se deduce de que cada una
de las congruencias

f(z) =0 mod my (2.15)

se cumple si y sélo si se cumple una de las T congruencias de la forma
r =b, mod mg

donde b, recorre los restos de las soluciones de la congruencia (2.15); ademaés,
son posibles en total 1175 ... T} combinaciones distintas de la forma

r=by modmy, t=0by modms, ..., x=0b, mod my
que dan lugar a clases distintas respecto del modulo
myms ... M.
Ejemplo 2.2.12 La congruencia
f(z)=0 mod 35, f(z) =2 +22° +8x +9 (2.16)
es equivalente al sistema

f(z)=0 mod?5, f(z) =0 mod 7.
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Facilmente se comprueba que la primera congruencia de este sistema tiene
2 soluciones: = = 1; 4 mod 5, la segunda congruencia tiene 3 soluciones:
r=3; 5 6 mod 7.

Debido a esto, la congruencia (2.16) tiene 2 - 3 = 6 soluciones.
Para hallar estas 6 soluciones, hay que resolver 6 sistemas de la forma

r=b; modb, x=0by mod?7 (2.17)

las cuales se obtienen haciendo recorrer a by los valores by = 1; 4, y a by los
valores by = 3; 5; 6. Pero, como

35=7-5=5-7,7-3=1 mod5, 5-3=1 mod 7

el conjunto de valores de = que satisfacen al sistema (2.17) se expresa en la
forma
z = 21b; + 156, mod 35

por lo tanto, las soluciones de la congruencia (2.16) son:
x = 31; 26; 6; 24; 19; 34 mod 35.
Teorema 2.2.13 La congruencia
f(x) =0 mod (pI'p5*...pL")
es equivalente al sistema de congruencias de la forma
f(z) =0 mod p” (2.18)
la cual se reduce en general a la congruencia
f(z)=0 mod p. (2.19)

Demostracion La primera equivalencia se deduce del teorema 2.2.11. Ahora
cada = que satisface a la congruencia (2.18) necesariamente tiene que satisfacer
también a la congruencia (2.19).

Sea
r=x; modp
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alguna solucién de la congruencia (2.19). Entonces z = z1 + pt;, donde t; es
entero. Poniendo este valor de = en la congruencia

f(r) =0 mod p?

y desarrollando el primer miembro segin la férmula de Taylor, se encuentra
1
(teniendo en cuenta que 7 f) (x1) es entero y despreciando los términos que

son multiplos p?):

f(x1) + ptif'(x1) =0 mod p?, +t1f'(21) =0 mod p.

f(371)
p

Limitandose aqui al caso en que f'(z;) no es divisible por p, resulta una
solucion:
ty =t; mod p; t; =t] + pta.

La expresién de x toma la forma
r =z + pt) + pPty = 29 + Pty
sustituyendo en la congruencia
f(x)=0 mod p*

resulta que
f(z2) + p*tof'(z2) =0 mod p?

f(x2)

p2

+tof'(z2) =0 mod p.
Aqui f’'(z3) no es divisible por p, puesto que
To =x1 mod p;

f'(z2) = f'(x1) mod p

y por lo tanto, la ultima congruencia tiene una sola solucién:
ty =t5, mod p;

ty =ty + pts.
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La expresién de x toma la forma
Tr =Ty + pzté +p3t3 =3+ p3t3;

asi sucesivamente. De este modo, partiendo de la soluciéon dada de la congruen-
cia (2.19) se tiene la solucién congruente con ella de la congruencia (2.18).
En resumen, toda solucién x = x; mod p de la congruencia (2.19), con la
condicién de que f'(x1) no sea divisible por p, proporciona una solucién de la
congruencia (2.18):

T = x4+ pty

es decir
r=ux, mod p~.

Ejemplo 2.2.14 Resolviendo la congruencia

f(z) =0 mod 27
f(x) :x4+7x+4}' (2.20)

La congruencia f(z) =0 mod 3 tiene una solucién =1 mod 3; en este caso
/(1) =2 mod 3y, por consiguiente, no es divisible por 3. Se tiene:

r =14 3t
f(1)+3tf(1)=0 mod 9
3+3t;-2=0 mod 9
2t1+1=0 mod 3

t1=1 mod 3
t1:1+3t2
$:4+9t2

f(4)+ 9t f'(4) =0 mod 27
18 +9¢5-2=0 mod 27
2t +2=0 mod 3

to =2 mod 3
ty = 2+ 3t3

Por lo tanto, la congruencia (2.20) tiene una solucién

=22 mod 27.



Capitulo 3

Algoritmos de factorizacion

En este capitulo se presenta un algoritmo determinista de tiempo polinomial
que determina si un niimero n de entrada es primo o compuesto. En la primera
seccién se describe el algoritmo, para realizar una prueba formal en la segunda
seccion en donde ademas se incluye el cédigo en Maple para el algoritmo.

“El problema de distinguir nimeros primos de nimeros compuestos y de re-
solver el ultimo en sus factores primos se sabe que es uno de los més impor-
tantes y ttiles de la aritmética. Ha mantenido ocupados a la industria y la
sabiduria de antiguos y modernos especialistas en geometria hasta tal punto
que seria estupendo para discutir el problema largamente. ... Ademas, la dig-
nidad de la ciencia en si misma parece requerir que cada uno de los posibles
medios sean explorados para la soluciéon de un problema a tal grado de ser
elegante y célebre.”

Karl Friedrich Gauss, Disquisitiones Arithmeticae, 1801

3.1 Introducciéon

En esta seccién se describe el algoritmo de Agrawal, Kayal y Saxena (AKS).

Uno de los problemas mas estudiados en la historia de las matematicas, ha
sido el determinar si un numero es primo o compuesto: desde la criba de
Eratostenes, pasando por Fermat, Lucas, y ya en nuestros tiempos, Solovay-
Strassen y Miller-Rabin. En 1983, Adleman, Pomerance y Rumely presen-
tan el primer algoritmo determinista, que posee una complejidad en tiempo
O(k log neleslogloen) = Fgte algoritmo es conocido como el método ciclotémico
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por usar precisamente los polinomios ciclotomicos, sin embargo, no es facil de
implementar. En 1986, Goldwasser y Killian proponen un algoritmo basado
en curvas elipticas, corriendo a un tiempo polinomial. Sin embargo es poco
eficiente en la practica. Atkin propone otro algoritmo conocido como Elliptic
Curve Primality Proving (ECPP) que es mas eficiente en la practica. Final-
mente en 1992, Adleman y Huang modifican el algoritmo de Goldwasser y
Killian para obtener un algoritmo probabilistico polinomial que siempre pro-
duce un nimero primo. Hasta agosto del 2002, el mejor algoritmo determinista
era el de Adleman, Pomerance y Rumely con una complejidad superpolino-
mial y algunas modificaciones debidas a Mihailescu. El 6 de agosto del 2002,
M. Agrawal, N. Kayal y N. Sexena encontraron un algoritmo polinomial de-
terminista para certificar que un nimero es primo, cuando en efecto lo es.
Esto quita del camino a la suposicién de mostrar primero la conjetura de Rie-
mann y después encontrar un algoritmo determinista de primalidad. El nuevo
método, conocido como AKS, es simple y no requiere de grandes teorias y se
ha considerado como uno de los grandes descubrimientos en esta drea.

3.2 Algoritmo AKS-2002

El algoritmo AKS, en su primera versién de agosto del 2002, es determinista
y posee una complejidad en tiempo O((logn)'?). Mas al igual que casi todo
método, esta sometido a un periodo de continuo perfeccionamiento. El algo-
ritmo AKS-2002 se presenta a continuacion:

Entrada: entero n >1

1. if( n es de la forma a’, b > 1) sale nimero COMPUESTO;
2. r=2;

3. while(r <n){

4. if(mcd(n,r) # 1 ) sale numero COMPUESTO

5 if(r es primo )

6

dar q factor primo suficientemente grande der—1;

7. if(q > 44/rlogn) y (n% # 1 mod r)
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8. break;
9. rer+1;
10. }

11. for a =1 a 2/rlogn
12. if((r—a)"#(xz"—a) mod (z"—1,n)) sale nimero COMPUESTO;

13. sale nimero PRIMO;

3.2.1 Idea del algoritmo

El siguiente teorema es una generalizacion del Teorema Pequeno de Fermat y
puede tomarse como un criterio determinista.

Teorema 3.2.1 Sean > 2 ya < n un entero tal que med(m, a) = 1. Entonces
n es primo si y sélo si (r+a)" = (2" +a) mod n.

Sin embargo, para nimeros de tamano considerable, el criterio dado por este
teorema no es eficiente, ya que requiere evaluar O(n) coeficientes. Asi, la idea
basica de AKS fue reducir el ntimero necesario de pasos para la verificacion
de la primalidad. La aportacién de AKS es verificar sélo (x + a)" = (2" + a)
mod (2" — 1, n), para potencias r “pequenas”, donde mod (z" — 1, n) sig-
nifica evaluar los polinomios en el anillo cociente Z,[x]/(z" — 1). Resulta que
todos los nuimeros primos cumplen este criterio. Sin embargo también al-
gunos numeros compuestos lo cumplen para pocas parejas (a, r), por lo que
hay que descartar esos casos. El algoritmo elige primero (pasos 3-10) una
potencia r adecuada, es decir, tal que sea un nimero primo y r — 1 tenga
un factor ¢ de valor alrededor de r'/2. Se puede probar que tales potencias
r existen. Finalmente el algoritmo verifica (pasos 11-13) que se cumpla la
igualdad (x + a)” = (2" +a) mod (z" — 1, n) en el anillo Z,[z] = (2" — 1),
para a = 1,..., 2¢/rlogn. En caso que asi suceda, esto es suficiente para
declarar que n es primo. Viendo primero paso a paso algunos detalles de
implementacion del algoritmo. Es importante mencionar que en aplicaciones
criptograficas, donde es necesario generar un niimero primo de cierta longitud,
se procede primero a generar un nimero aleatorio impar n, y éste se somete a
alguna prueba de primalidad. Si se da como salida COMPUESTO, entonces
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se intenta con n + 2, y seguidamente con n + 4, n + 6,... hasta obtener el
primo deseado.

A continuacion se presenta una explicacion mas detallada de los cdlculos que
se realizan en cada paso:

Paso 1 Aqui se descarta que el nimero n sea una potencia b-ésima de un
nimero entero a, es decir, se decide si acaso “n es una potencia perfecta’”.
Para encontrar un posible exponente b > 2, se procede a calcular un entero
c= Ln%J Entonces resultard que n es una potencia perfecta si y sélo si ¢® = n.

Asi pues, el paso 1 se puede verificar con la siguiente rutina:

for b=2a [logn|
if(c =nt) es entero, sale nimero COMPUESTO

Paso 2 En esta etapa del algoritmo se busca un nimero primo r tal que r — 1
tenga un factor ¢ > 4y/rlogn tal que ¢ | 0.(n), donde o.(n) denota al orden
de n médulo r. Este niimero r se busca de manera exhaustiva, es decir, se
comienza desde r = 2 y se detiene hasta que se encuentra el deseado. La exis-
tencia del niimero r estd garantizada por un resultado debido a E. Fouvry en
1985. El segundo propodsito de esta etapa es detectar si acaso n tiene factores
pequenos.

Paso 3 Aqui simplemente se inicializa r = 2. Realmente debe de inicializarse
con r = 3 para verificar s6lo los nimeros impares. Se ha de proseguir en la
busqueda de r en tanto r < n.

Paso 4 Si mcd(n, r) # 1, entonces hay un divisor de n. Por lo tanto, el
resultado del algoritmo ha de ser COMPUESTO.

Paso 5 Sélo se pasa al siguiente paso si r es primo, lo que se puede verificar
mediante el ensayo de divisiones. Realmente se verifica inicamente a aquellos
r impares; esto es, el incremento del paso 9 debe ser +2.

Paso 6 Aqui se localiza el factor primo ¢ mas grande de r — 1. Mediante una
busqueda exhaustiva, se encuentra el factor impar mas grande de r — 1. Se
puede realizar esta bisqueda mediante la siguiente rutina:
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fori=2ar—1
while(r mod i =0)

7’:2;

se produce como factor i

Paso 7 Se verifica si acaso ¢ > 44/rlogn y si ¢ divide al orden de n médulo

r, mediante la prueba nT %1 mod r. Como q es primo y un factor de r — 1,
(r—1)
= o.(n)k.

q

- -1

Por lo tanto n' s = 1 mod r. Es decir or(n) | r—1, pero o.(n) | (r=1)
q

entonces si ¢ no fuese un factor de o,(n) tendriamos que

, por

lo cual ¢ | o.(n).

Paso 8 Es importante notar que es necesario que n posea un tamano al menos
de 15 bits para poder encontrar el nimero r buscado.

Paso 9 Si r no es primo, se contintia buscando. La actualizacién deberia de
ser r = r + 2 que es el siguiente ntimero impar.

Paso 10 Se termina la busqueda de r. Esto queda garantizado por el re-
sultado de Fouvry. En la ultima etapa del algoritmo, se revisa si acaso
(x —a)® = (2" —a) mod (n, 2" — 1) para a = 1,..., 2y/rlogn. Si no se
cumpliera para algin a, entonces n ha de ser compuesto. De lo contrario n,
sera un numero primo.

Paso 11 Se recorren los niimeros a que verifican si acaso n satisface todas las
congruencias. En tal caso, n es primo.

Paso 12 Si se encuentra a tal que (x —a)” # (2" —a) mod (z" — 1, n) en-
tonces n es compuesto.

Paso 13 Si, finalmente, n cumple todas las equivalencias del paso 12, con el
r encontrado, entonces n es primo.

3.2.2 Una versién nueva del algoritmo AKS

Con observaciones de H. Lenstra, se publica por los mismos autores una nueva
version del algoritmo AKS, la cual se muestra a continuacién:
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Entrada: entero n >1

1. if( n es de la forma a’, b > 1) sale nimero COMPUESTO;
2. encontrar el 7 mas pequefio tal que o,(n) > 4log’n;
3. if(1 < gcd(a, n) <n), para algin a <r, sale nimero COMPUESTO;

4. if(n <r) sale numero PRIMO;

5. fora=1a [2y/p(r)logn]

if((z+a)" # (2" 4+ a) mod (2" — 1, n)), sale nimero COMPUESTO;

6. sale nimero PRIMO;

Esta nueva version del algoritmo tiene también tres etapas, la primera revisa si
n es una potencia perfecta. Los métodos aqui conocidos pueden perfeccionarse
hasta lograr un tiempo lineal [5, 6]. La segunda etapa consiste de nuevo en
buscar un r adecuado y también eliminar la posibilidad de que n tenga factores
pequenos. Finalmente la ultima etapa consiste en probar para a = 1 hasta
|2y/¢(r)logn| que se cumpla (z + a)” = (2" + a) mod (2" — 1, n). En tal
caso, se declara que n es primo. Una vez mas el esfuerzo mayor se hace en
evaluar (x +a)” mod (2" — 1) y particularmente, como se observa en el paso
5 del ultimo algoritmo, si n fuese primo es necesario evaluar todos las a‘s
posibles.

3.2.3 Idea de la demostracién del algoritmo AKS

De manera mas formal, el resultado de AKS fue escrito por D. Bernstein, y se
resume en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.2 [Agrawal, Kayal, Sazena] Sea n un entero positivo, sean q, r
dos numeros primos y sea S un conjunto finito de enteros. Suponiendo que:

1. q diwvide a r.

2. "7 mod r, ¢ {0, 1}.
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3. med(n, b—10') =1 para todos los elementos diferentes b, b’ € S.

|S]—{—q—1) )
4. ( > p2lvrl,
5]

5 (x+b)" =a"+b en el anillo Z,[z]/(x" — 1), para todo b € S, entonces
n es una potencia de un primo.

Posteriormente Lenstra propone refinar el resultado reformulandolo de la si-
guiente manera:

Teorema 3.2.3 [Agrawal, Kayal, Saxena, Lenstra] Sean n, r dos enteros po-
sitivos y sea S un conjunto finito de enteros. Suponiendo que:

1. n es una raiz primitiva modulo r.

2. med(n, b—1V) =1 para todos los elementos diferentes b, b’ € S.

3 <|5’ +q- 1) > p2lVil |
S|

4. (x4+b)"=2"+0b en el anillo Z,[x]/(z" — 1), para todo b € S, entonces
n es una potencia de un primo.

Para mostrar que el algoritmo es correcto hay que verificar dos cosas: primero,
si n es primo entonces el algoritmo debe dar como salida PRIMO, pero esto
es claro, ya que n no es una potencia perfecta ni posee factores pequenos
ni satisface el teorema de AKS. La parte dificil es demostrar que si el algo-
ritmo produce como salida PRIMO, entonces en efecto n es primo. Para esto
ultimo, se construye de manera conveniente un grupo ciclico G a partir de
los elementos r, ¢ dados por el algoritmo. G es un subgrupo del grupo mul-
tiplicativo (F,[z]/h(z))*, siendo h(x) un polinomio irreducible. Entonces se
ha de mostrar que necesariamente n es una potencia del primo p o bien n
tiene factores pequenos. Mas como esta segunda posibilidad ha sido descar-
tada previamente, se ha de tener que n es primo. Para ver un bosquejo de la
demostracién del teorema AKS se puede consultar [12]. Para la demostracién
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completa, detallada y presentada de varias maneras diferentes se puede con-
sultar [1, 2, 3, 4, 11, 13, 16].

En la siguiente seccién se hace un andlisis de la demostracin formal del
resultado.

3.3 Demostracién formal del algoritmo AKS

3.3.1 Historia

Desde épocas antiguas, problemas referentes a niimeros primos han fascinado
a los matematicos. Uno de los problemas fundamentales referentes a niimeros
primos esta en determinar si un nimero dado es primo. En tiempos moder-
nos, la prueba de primalidad también ha llegado a ser importante desde una
perspectiva practica debido a sus aplicaciones en criptografia.

Partiendo desde los chinos y griegos antiguos, muchos han trabajado en el
problema de buscar un algoritmo de prueba de primalidad. Como ya se men-
cioné anteriormente, la criba de Eratdstenes (ca. 240 A.C.) es el algoritmo
mas antiguo en el que se basan los trabajos para detectar si un ntimero es
primo, sin embargo, su complejidad del tiempo (= 2(n) donde n es el nimero
de entrada) es exponencial. En el siglo XVII, Fermat prob6 en el Teorema
pequeno de Fermat que para cualquier nimero primo p, y cualquier nimero a
no divisible por p, a?~! = 1( mod p).

Aunque la doble implicaciéon de este teorema no se cumple, este resultado ha
sido el punto de partida para la prueba de primalidad de varios algoritmos.
En 1976, Miller [34] utilizé esta propiedad para obtener un algoritmo deter-
minista de tiempo polinomial para obtener la prueba de Hipotesis Extendida
de Riemann (Extended Riemann Hypothesis o ERH). Su prueba fue modi-
ficada por Rabin [35] para producir un algoritmo de tiempo polinomial sin
condiciones pero aleatorio. Solovay y Strassen [36] obtuvieron otro algoritmo
de tiempo polinomial aleatorio y usando residuos cuadréticos. (Su algoritmo
puede también estar desaleatorizado bajo la suposicion de ERH). Desde en-
tonces, una gran cantidad de algoritmos aleatorios de tiempo polinomial se
han propuesto para la prueba de primalidad.

En 1983, Adleman, Pomerance, y Rumely alcanzaron una brecha importante
dando un algoritmo determinista para la prueba de primalidad que es del
orden (logn)C@Uoslogloen) (todos los algoritmos deterministas anteriores al de
Adleman, Pomerance, y Rumely requieren un tiempo exponencial). En 1986,



3.3 Demostracion formal del algoritmo AKS 63

Goldwasser y Kilian [29] propusieron un algoritmo aleatorio basado en curvas
elipticas que funcionaba en tiempo polinomial en casi todas las entradas que
produce un certificado para la prueba de primalidad (hasta entonces, todos
los certificados producidos por algoritmos aleatorios eran solo para numeros
compuestos). Un algoritmo similar fue desarrollado por Atkin [24].

Adleman y Huang [21] modificaron el algoritmo de Goldwasser-Kilian para
obtener un algoritmo de tiempo polinomial de seleccién aleatoria que produce
siempre una prueba para verificar si un nimero es o no primo.

La ultima meta de esta linea de investigacién es, por supuesto, obtener un
algoritmo determinista incondicional de tiempo polinomial para probar si un
numero es o no primo. A pesar del progreso impresionante hecho al comprobar
si un numero es o no primo que se ha mencionado hasta ahora, esta meta no se
ha podido alcanzar. Sin embargo, al algoritmo AKS es un modelo determinista,
de tiempo polinomial de orden O((logn)'?) en el cual prueba si un nimero es
0 No primo.

3.3.2 Enfoque e idea basica

Este algoritmo (AKS) esta basado en el seguimiento de la identidad de niimeros
primos. Esta misma identidad fue béasica para el algoritmo aleatorio de tiempo
polinomial en [20]:

Proposicién 3.3.1 [Identidad] Suponga que a es coprimo de p. Entonces p
es primo st y solo si

(r —a)? = (2P —a) mod p. (3.1)

Demostracién Para 0 < i < p, el coeficiente de z' en ((z — a)? — (2P — a))
es (—1)° (];) a?~". Ahora si p es primo, (f) =0 mod p y por lo tanto todos
los coeficientes son cero. Si p es compuesto: considerar un nimero primo ¢
que es factor de p y se tiene que ¢* || p. Luego ¢* no es divisor de (z) y

es coprimo de a?~? y por lo tanto el coeficiente de x% no es 0 mod p. Asi
((x —a)? — (2P — a)) no es idénticamente cero sobre F),. O
Asi dando p de entrada, uno puede escoger el polinomio P(z) = z—ay calcular
si la congruencia (3.1) se satisface o no. Sin embargo,en el peor de los casos,
esto lleva un tiempo €(p) porque es necesario evaluar el coeficiente de grado
p. Por lo tanto, para que sea factible se evaluan ambos lados en (3.1) tanto
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en el modulo como en el polinomio de la forma " — 1. Una iteracién en éste
algoritmo consiste en la evaluacion de los siguientes contenidos:

(x —a)’ = (2P —a) mod (2" —1,p) (3.2)

De la proposicién 3.3.1 [Identidad] esto es inmediato para todos los nimeros
primos p se satisface la congruencia anterior para todos los valores de a y
r; sin embargo, algunos nimeros compuestos p pueden satisfacer (3.2) para
algunos valores de (a,r). La congruencia anterior toma un tiempo de ver-
ificacién de O(r?log®p), o ain mejor O(rlog®p) si se usa la Multiplicacién
Répida de Fourier [31]. Este algoritmo primero escoge un r “apropiado”. (Y r
es “apropiado” si es primo = O(log6 p) y contiene r — 1 factores primos y con
un tamafio de por lo menos 7279, para algunas constantes § > 0. [27,25] nos
asegura que tal r “apropiado” existe.). Posteriormente, el algoritmo verifica
la congruencia (3.2) para un nimero “pequeno” (O(y/rlogp)) de a‘s. Poste-
riormente se probara si esta idea funciona; es decir, el algoritmo correcto que
determina si p es un ntimero primo o no.

3.3.3 Notacion y preliminares

Esta seccion declara algunos resultados de teoria algebraica y teoria de ntimeros

los cuales se van a usar en demostraciones posteriores. En el resto del texto

F,a denota un campo finito donde p es primo. Cabe recordar eso, si p es primo

y h(x) es un polinomio de grado d e irreducible en F),, luego F,[z]/(h(x)) es
T

un campo finito de orden p?. En el resto del texto h(x) es un factor de

a menos que se indique de otra manera.

Se usaré el stmbolo O(t(n)) para O(t(n)poly(logt(n))), donde t(n) es cierta
funcién que depende de n. A menos que se indique lo contrario el logaritmo
es de base 2 en lo subsiguiente.

Ahora se mostraran algunos hechos simples de dlgebra que se pueden encontrar
en cualquier texto especializado en ésta materia.

Lema 3.3.2 Dados p y r nimeros primos p # r.

1. El grupo multiplicativo de cualquier campo F: parat > 0, se denota por
E que es ciclico.
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2. Dado f(x) un polinomio con coeficientes enteros. Se tiene que
f(x)? = f(a?) mod p.

3. Dado h(x) cualquier factor de " — 1. Dando m = m, mod r. Se tiene
que
2™ =2™ mod h(x).

4. Dado o,.(p ) el orden p modulo r. Luego en F,, descomponiendo los poli-

nomios

en factores irreducibles cada uno de grado o,(p).

Demostracién
1. Ver ejemplo [33].
2. Dado f(x) = ag + ayx + - - + aqz?. El coeficiente de z' en f(x)? es
i i p!
igttig=p : .
11+2i9+-+dig=1

Note que esta sumatoria es divisible por p a menos que uno de los ¢;‘s
. . . _ . . /i p _

sea p. En el caso siguiente i = pj y el coeficiente de 2 es aj = a;. Estas

son las congruencias que requerimos.

3. Dado m = kr +m,. Ahora

=1 mod " — 1
implica o= 1 mod 27 — 1
implica zF+™ = 2™  mod 2" — 1
implica am o= g™ mod h(z).

r

4. Dado d = o,(p) y Q,(v) =

irreducible, h(x) en F), de grado k Ahora formamos F,[z|/h(z) un campo
de tamaio p* y un subgrupo multiplicativo de F,[z] / h(x) que es ciclico
con un generador llamado g(x). Asimismo, en el campo de Galois, de la
ecuacion mencionada en el lema 3.3.2 punto 2. se tiene:

oy = g
implica  g(x)?

. Supongase que Q,(z) tiene un factor

Il
Q
—~

8

bS]
~—

implica  g(z)*" g(x)  [Lema 3.3.2 punto 3.]

d—1

implica g(z)? = 1
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Puesto que (p* — 1) es del orden g(z), se tiene (p* — 1)|(p? — 1) esto
implica que k|d.
También se tiene que h(z)|(z" — 1) en F), y posteriormente en el campo
F,[z]/h(x) se tiene

=1
Asi el orden de z en este campo tiene que ser r (puesto que r es primo y

x # 1). Posteriormente 7|(p* — 1), es decir, p* =1 mod r. Por lo tanto,
d|k. Luego k = d, por lo que el lema se cumple. O

Ademas de los hechos algebraicos anteriores, se necesitan los dos hechos teéricos
numéricos siguientes.

Lema 3.3.3 [27, 25] Dado P(n) que denota el divisor primo mds grande de
n. Fxisten constantes ¢ > 0 y n tal que, para todo x > ny

2
) < Pp—1) > x3} > .
{p\p es primo, p <z y P(p ) > a3} > Clogm

Lema 3.3.4 [22| Dado w(n), que denota el nimero de primos que son menores
o tguales a n. Se tiene que paran > 1:

n 8n

<m(n) <

~ logn’

6logn

3.3.4 El Algoritmo

Teorema 3.3.5 Fl algoritmo AKS regresa PRIMO si y solo sin es un niumero
primo.

En el resto de esta seccion, se va a establecer este teorema a través de la
sucesion de lemas. Primero note que el algoritmo tiene dos nudos. El primer
nudo intenta encontrar un nimero primo r tal que r — 1 tiene un factor primo
grande ¢ > 4y/rlogn, y que glo.(n), donde o,.(n) es del orden de n médulo r.
Por lo que se limitara el nimero de iteraciones del nudo while después de que
se encuentra tal r.

Lema 3.3.6 FEuxisten constantes positivas c¢; y co para las cuales r es primo
en el intervalo [ci(logn)®, co(logn)®] tal que r — 1 tiene un factor primo q >
4y/rlogn y qlo-(n).
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Demostracién Dados ¢y P(n) segun el lema (3.3.3). Asi, el nimero primo de
r‘s (llamados primos especiales) entre ¢;(logn)® y cy(logn)® tal que P(r—1) >
(c2(logn)®)3 > r3 es (para n suficientemente grande)

v

[1---co(logn)®] —[1--- ¢ (logn)"]
log n)° logn)®
cca(logn) _ 8ci(logn) (Usando el lema 3.3.4)

v

Tloglogn 6loglogn

M(@_f&)

loglogn \ 7 6

Eligiendo constantes ¢; > 4% y ¢y de modo que la cantidad en pares sea una
constante positiva, llamada cs.

Dado z = cy(logn)®. Considere el producto

=

[[=r-D@* -1 @ -1).
Este producto tiene a lo mas x5 log n factores primos.
Note que:

log n)8
3 logn < M
log logn
Posteriormente hay un ntimero primo especial, llamado r, que no divide al
producto [].

Este es el namero primo requerido: r — 1 que tiene un factor primo grande,
2
esto es, ¢ > r3 > 4y/rlogn (puesto que ¢; > 4%), v qlo.(n). O

Una vez que el nudo while se detiene, se puede mostrar el teorema 3.3.5:

Demostracién El nudo while no regresa COMPUESTO ya que el med(n, r) =
1 para todo r < ¢3(logn)®, donde ¢y estd definido como en el lema 3.3.6. Con
el lema 3.3.2 (en el punto 2.), el nudo for tampoco regresa COMPUESTO.
Asi, el algoritmo identificarda a n como PRIMO. O

Ahora es el turno de poner atencion en el caso en donde de entrada n es com-
puesto en el algoritmo. La importancia de establecer a r en el nudo while surge
cuando n es compuesto y llamamos p;, 1 < ¢ < k, como sus factores primos.
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En este caso o,(n)|lmem;{o,(p;)} v por lo tanto existe un factor primo p de n
tal que g|o,(p), donde ¢ es el factor primo mas grande de r — 1.

El segundo nudo del algoritmo usa el valor obtenido de r para hacer operaciones
polinémicas a [ = 2/rlogn binomiales: = —a para 1 < a < [. Con el lema
3.3.2 en el punto 4., se tiene el polinomio h(x) (factor de 2" — 1) de grado
d = o,(p) irreducible en F,. Note que

(x—a)"= (2" —a) mod (z" —1, n)

implica que

(x —a)" = (2" —a) mod (h(z), p).

Son las identidades que se tienen en cada binomio en el campo F[x]/(h(x)).
El conjunto de [ formas binomiales en un grupo ciclico grande en éste campo:

Lema 3.3.7 En el campo F,[z]/(h(z)), el grupo generado por las | binomiales:
(x—a), 1 <a<l, es decir,

G:{ H (x — a)*|a, > 0, para todo 1 §a§l}

1<a<li

a\!
es ciclico y de tamano mayor que (7> .

Demostracion Esta claro que G es un grupo y puesto que es un subgrupo
del grupo ciclico (F,[z]/(h(x)))", es también ciclico.
Ahora considerando el conjunto

S:{ H (z —a)™| Z a, <d—1, ag >0, paratodolgagl}.

1<a<li 1<a<l

El argumento se sigue al demostrar que todos los elementos de S son distintos
en Fy[z]/(h(z)). El nudo while asegura esto una vez que pare el ltimo r tal
que r > q > 4y/rlogn > [. También el paso 4 del algoritmo comprueba que el
mced de 7 y n es 1 si cualquiera de las a‘s son congruentes con el modulo p.

Asi que cualesquiera dos elementos de S son distintos médulo p. Esto implica
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que todos los elementos de S son distintos en el campo F),[x]/(h(x)) puesto
que el grado de cualquier elemento de S es menor que d — el grado de h(x).
La cardinalidad del conjunto S' es:

(l+d—1> (I+d—1)(1+d—2)---(d)

l l!
2\
> -] .
(7)
Puesto que S es justamente un subconjunto de G se tiene el resultado uti-
lizando el teorema 1.3.34. O

Dado que d > 2I, la dimensién de G es mayor que 2 = n>V". Definiendo ahora
un conjunto relacionado con g(x) el cual desempenard un papel importante en
las discusiones restantes.

Loy =: {m|g(z)™ = g(2™) mod (z" —1,p)}.

Se tiene la siguiente propiedad de I (x):
Lema 3.3.8 El conjunto I,(z) es cerrado bajo la multiplicacion.

Demostracién Dados mq,mq € I (x). Se tiene

g(x)™ = g(2™) mod (z" — 1, p)

g(x)™ = g(x™) mod (z" — 1, p).

También se tiene que al sustituir 2™ en lugar de x en la segunda congruencia:

gz )
implica g(z™)™2

g(x™™2) mod (z™" — 1, p)
g(x™™2) mod (z" — 1, p).

De lo anterior se tiene que

glz)mm = (g(x)™)™ mod (z" —1, p)
= g(@™)™ mod (2" — 1, p)
= g(x"™™) mod (z" — 1, p).
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Por lo tanto my,ms € I,(z). 0

Ahora se probara una propiedad de I,(x) que desempena un papel crucial en
la demostracion.

Lema 3.3.9 Sea o el orden de g(x) en F,lx]/(h(z)) y m1, mg € Iy(x). S
mi = me mod r entonces m; = my mod o,.

Demostracion Puesto que m; = ms mod r, mo = my+kr para algun k£ > 0.
Y dado que my € I,(z): (en lo siguiente las congruencias estan en el campo
F,[z]/(h(x)) a menos que se indique lo contrario)

g(x)™ = g(z)™ mod (z" -1, p)
implica glx)™ = g(z™)
implica g(xz)mthr = g(gmithr)
implica g(x)™g(x)* = g(a™) [Por el lema 3.3.2 punto 3.]
implica g(z)™g(z)* = g(x)™.

~—

Ahora g(z) # 0 implica que g(z)™* # 0y por lo tanto se puede eliminar g(z)™!

de ambos lados por lo que

g(z)" =1
Posteriormente,
kr = 0 mod o,
implica my = m; mod o,
por lo que el lema se cumple. O

La propiedad anterior implica que hay “muy pocos” nimeros (< 7) en Iy,
que son menores que 0Ogy.
Ahora es posible demostrar la propiedad mas importante del algoritmo.

Lema 3.3.10 Sin es compuesto el algoritmo regresa COMPUESTO.

Demostracién Supongase que el algoritmo regresa PRIMO (en lugar de
COMPUESTO). Asf, el nudo del for asegura que para todos 1 < a < 24/rlogn,

(x—a)"= (2" —a) mod (z" — 1, p). (3.3)
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Note que g(x) es justo un producto de potencias de [ binomiales (z — a),
(1 < a <) las cuales satisfacen la ecuacién (3.3). Asi,

g()" = g(a") mod (a" — 1, p).

Tomando n, p € Iyy), por el lema 3.3.2 en el punto 2., y trivialmente, 1 €
Iy(z). Se quiere ahora demostrar que el conjunto Iy(,) tiene “muchos” nimeros
que son menores que o4 lo cual contradice al lema 3.3.9.

Considere el conjunto

E={npl0<ij< Vi)

con el lema 3.3.8 E C Iy,). Puesto que |E| = (1+ [/r])* > r, hay dos
elementos np’t y n2p’2 en E con iy # iy 0 j1 # jo tal que np’t = n'2p?(
mod 7) por el principio de clasificacién. Pero por el lema 3.3.9 se tiene
ni'p" = n2p” mod o,. Esto implica que

niti Epj2_j1( mod o,).

Puesto que o, > n*" y pla=izl pli=il < pv" en la congruencia anterior se
tiene una igualdad. Dado que p es primo, esta igualdad implica que n = p*
para algin k£ > 1. Sin embargo, en el paso 1 del algoritmo, los niimeros com-
puestos de la forma p* para k > 2 ya son detectados. Luego se tiene que,
n = p lo cual se contradice. O

3.3.5 Analisis de la complejidad del tiempo

Es posible calcular de forma directa la complejidad del tiempo del algoritmo.

Teorema 3.3.11 La complejidad del tiempo asintotico del algoritmo es
O(log'? n).

Demostraciéon El primer paso del algoritmo toma un tiempo asintético:
O(log® n). Segiin lo observado durante el analisis del algoritmo en la seccién
anterior, el nudo del while hace O(log® n) iteraciones.

Ahora midamos el trabajo hecho en una iteracién del nudo while. En el primer
paso (célculo del med) tomamos un tiempo asintético poly(loglogr). Los dos
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pasos siguientes tomarian a lo mas un tiempo de r%poly(log logn) en la im-
plementacién de la fuerza bruta.

Los tres siguientes pasos tomarfan a lo mas poly (log log n) pasos. Asfi el tiempo
asintotico total tomandose desde el nudo while es O(log®n - 72) = O(log” n).

El nudo del for hace el calculo modular sobre los polinomios. Si la Mul-
tiplicacion Répida de Fourier es usada entonces una iteraciéon en este nudo
toma O(logn - rlogn) pasos. Asi, el nudo del for toma un tiempo asintético
O(r2 log®n) = O(log'? n). O

En la préctica, sin embargo, este algoritmo puede trabajar mucho mas rapi-
damente. La razon es que atin cuando solamente se sabe que hay “muchos”
ntimeros primos r tal que P(r — 1) > r%, una propiedad més fuerte es creer
que es verdad. En realidad esto es verdadero para muchos nimeros primos

r, Plr—1) =
Sophie Germain).

(tales nimeros primos son llamados niimeros primos de

Definicién 3.3.12 Si ambos r y -

son pm’mos, entonces es un

numero primo de Sophie Germain. Llamaremos a los r‘s como nimeros cop-
rimos de Sophie Germain.

La siguiente conjetura es de la densidad de los niimeros primos de Sophie
Germain. Esta conjetura se ha verificado para r < 10%:

Conjetura 3.3.13 [30] El nimero coprimo de Sophie Germain es asintético

1 , donde D es el mismo numero primo constante (estimado con Wrench
og’x’

y otros que son aproximadamente 0.6601618...).

Si esta conjetura es cierta, entonces el nudo while existe para un r “apropiado”
del tamaiio O(log?n):

Lema 3.3.14 Asumiendo la conjetura, existe r “apropiado” en el rango de
641og*n a cslog®n para todo n > ng, donde ng y ¢y son constantes positivas.
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r—1
2
es un numero primo, entonces el orden tnico de n médulo r son {1, 2,q,2q =
r— 1}. Pero el orden de n moédulo r puede ser 1 o 2 para a lo mas 2logn
nimeros primos 7; (esto es porque (n? — 1) puede tener a lo mas log(n? —
1) factores primos). Dejando a un lado estos factores primos de (n? — 1) y
considerando el orden de los niimeros coprimos r de Sophie Germain para el

Demostracion Primero en todo el texto si r es un niimero primo y ¢ =

. Ahora con

) r—
cual el orden de n médulo r es por lo menos

=1 > 4y/rlogn
implica +/r > 8logn
implica r > 64log®n.
Por lo tanto considerando el rango de 641og®n a ¢, log®n y demostrando que
eligiendo a ¢y bastante grande, se encuentra por lo menos un r deseado en

. D., log2 n } .
este rango. Con la conjetura 3.3.13, hay ————— numeros coprimos de
log®(ca log®n)
D64 log”
Sophie Germain menos que ¢, log®n. Fuera de ésto, a lo més 2—0g2n
log®(64 log” n)

son menores que 64log”n (otra vez debido a la conjetura 3.3.13).

De los restantes hay a lo mas 2logn nimeros primos para que el orden de n
modulo r sea 1 0 2. Asi elegimos a ¢y tal que:

D, log*n D64 log®n
5 5 5 5s— + 2logn
log*(ca log®n) log®(64 log” n)
e logn - 1001og® n
(loglogn)? (loglog n)?
07 Co > 100
por lo que tal r existe. O

Esto nos conduce inmediatamente a una complejidad heuristica del tiempo
O(rz(logn)?) (del nudo while) + O(r?(logn)?®) (del nudo for) = O(log®n)
para este algoritmo.

3.3.6 Trabajo futuro y mejoras

En este algoritmo el nudo del for necesita ejecutarse para 1 < a < 2y/rlogn
para asegurar que el orden del tamano del grupo G mencionado en el lema
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3.3.7 es suficientemente grande (> n?v").

El limite superior para a podria ser mejorado si se pudiera demostrar que el
conjunto de las (z —a)‘s genera el grupo del tamano requerido. Lo cual parece
ser muy probable.

Se puede mejorar por mucho la complejidad a 6(10g3 n) si se pudiera demostrar
la siguiente conjetura dada en [26] y verificarla para r < 100 y n < 1010 en
[32]:

Conjetura 3.3.15 Sir no divide an y si
(x—1)"=(2"—-1) mod (2" —1, n) (3.4)

entonces cualquiera de las dos siguientes afirmaciones se cumplen, n es primo
on?’=1 modr.

Si esta conjetura es verdadera, se puede modificar el algoritmo levemente a la
primer buisqueda para un r que no divida a n? — 1. Tal r se puede encontrar en
el rango [2, 4logn]. Esto es porque el producto de niimeros primos menores
que x es por lo menos e* [22]. Posteriormente se puede probar si la congruencia
(3.4) se cumple o no.

Verificando la congruencia (3.4) tomando el tiempo O(r(log?n)) y usando la
Multiplicaciéon Rdpida de Fourier para la multiplicacion nos darfa una com-
plejidad en el tiempo de O(log® n).

3.3.7 Programacion en Maple

El siguiente codigo corresponde a la programacion en Maple del algoritmo
AKS original:

esprimo:=proc(n) local log2n,pison,b,c,fc,r,mcd,cota,q::real,
pisoc,a,potencial,potencia2,evaluadesigualdad,desigualdad,i,siesp,
noesp,t2;

log2n:=log[2] (n):
pison:=floor(log2n):
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for b from 2 to pison do
c:=n"(1/b):
fc:=floor(c):
if ((c-fc) = 0) then;
RETURN (false)
end if;
end do:

r:=3:

while (r<n) do;
mcd:=gcd(n,r);
if (mcd<>1) then;
RETURN (false)
end if;
cota:=4*sqrt(r)*(logl[2] (n));
for i from 2 to floor(sqrt(r)) do
while (r = 0 mod i) do
r:=r/i;
end do;
end do;
if (i>=floor(sqrt(r))) then
siesp:=1;
else
noesp:=0;
end if;
if (siesp = 1) then;
t2:=r-1,;
for i from 2 to t2 do
while (t2 = 0 mod i) do
t2:=t2/1i;
end do;
q:=1;
end do;
desigualdad:=q >= cota:
evaluadesigualdad:=evalb(desigualdad) :
if (evaluadesigualdad=true) then;

if ((n"((r-1)/q) mod r = 1 mod r)) then;
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break;
end if;
end if;
end if;
r:=r+2:
end do;

cota:=2*xsqrt(r)*logl[2] (n):
pisoc:=floor(cota):

for a from 1 to pisoc do

potencial:=Powmod(x-a,n,x"r-1,x) mod n;
potencia2:=Powmod(x"n-a,1,x"r-1,x) mod n;

if (potencial<>potencia2) then;

RETURN (false)
end if;
end do:
RETURN (true)
end proc;

final:=proc(t);
if (esprimo(t)=true) then
print(‘ Es primo‘);
else
print (¢ Es compuesto‘);
end if;
end proc;



Capitulo 4

Conclusion

Finalmente revisando el estado actual de AKS y algunas predicciones hechas.
El problema de primalidad habia sido tratado con teorias complicadas, tales
como curvas elipticas, campos ciclotomicos, etc. Ha sido una gran sorpresa
para muchos, que con métodos de dlgebra bésica se tenga una solucion sa-
tisfactoria a este famoso problema. El algoritmo AKS, sin embargo, en su
forma original [1] no es practico, requiere un tiempo de ejecucién O(logn'®9),
mientras que el algoritmo més usado en la préctica (el de Miller-Rabin) tiene
una complejidad en tiempo O(logn?). Sin embargo, repetimos, como en casi
todo nuevo invento hay una etapa de perfeccionamiento que casi siempre tiene
buenos resultados. En el caso de AKS el primer ajuste lo hizo Lenstra, como
ya se menciond, y fue publicado por los mismos autores, mejorando el tiempo
asintGtico a O(logn®5) [2]. Posteriormente se dan otros perfeccionamientos,
algunos de ellos presentados por D. Berstein en [6], particularmente con el
célculo mejorado de (z 4 a)™ en el anillo (Z,[z]/(x — 1)"). También se puede
usar el método de Berstein para detectar potencias perfectas, lo cual se des-
cribe en [6], en un tiempo de ejecucion lineal. Otra propuesta més, fue hecha
por P. Berrizbeitia y consiste en substituir la comprobacion de la igualdad
(x +a)® = (2" + a) mod (2" — 1) por la de (mx + 1)" = (1 + ma")
mod (2% — a), para valores s, m adecuados. Esto reduce el nimero de evalua-
ciones polinomiales, lo cual, naturalmente es lo mas deseado. La modificacion
da como resultado primos n = +1 mod 4. Por otra parte, se han comparado
los métodos AKS con el que utiliza curvas elipticas [15], y se ha propuesto
combinar los dos métodos para hacer mas eficiente la bisqueda [9]. Otras
propuestas para mejorar el algoritmo se pueden consultar en [14, 17|, asi como
andlisis de su implementacién en [7, 10]. Si se quiere ver la descripcién de
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AKS como una lectura general, se puede ver [8], y para una consulta més com-
pleta y detallada [11, 16]. Finalmente los autores del algoritmo AKS prevén
que si se resuelven algunas pequenas conjeturas, (si n # 1 mod r para algin
r>loglogny (xr—1)" = (z"—1) mod (z"—1, n), entonces n necesariamente
es primo), AKS puede alcanzar un perfeccionamiento O(logn?), lo que seria
una muy buena noticia. Los tiempos préacticamente aceptables son O(logn?),
mas por el momento uno se conforma con un algoritmo de tiempo promedio

O(log n®).
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