INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL

Escuela Superior de Fisica y Matematicas

Algoritmos en Gréficas: Arboles de
Expansion Minima y Caminos Cortos

TESIS QUE PARA OBTENER EL TITULO DE
Licenciado en Fisica y Matematicas
PRESENTA:

José Antonio Gonzilez Mijangos ! 2

Escuela Superior de Fisica y Matematicas
Instituto Politécnico Nacional
Edificio No. 9
Unidad Adolfo Lépez Mateos
07300 México D.F.

ASESOR DE TESIS:
Dr. Adrian Alcantar Torres
ESFM-IPN

Junio del 2006

LCon apoyo de proyecto de investigacién IPN: Reg. 20061075.
2Con apoyo de proyecto de investigaciéon CONACYT: No. 49091.






11T

Dedico esta tesis a mis padres y mis hermanos, por el apoyo y la com-
prension para este logro.

No podria haber obtenido este logro de no ser por su ayuda, carino y
comprension. Para ustedes mi més profundo agradecimiento.

Hago un agradecimiento especial al profesor Adrian Alcantar Torres, por
sus sugerencias y comentarios, y por el tiempo que dedico a trabajar conmigo.






Introduccion

Los problemas de graficas o redes surgen en una gran variedad de situacio-
nes. Las redes de transporte, eléctricas y de comunicaciones, predominan en
la vida diaria. La representacién de graficas se utiliza ampliamente en areas
tan diversas como produccién, distribucion, planeacién de proyectos, locali-
zacion de instalaciones, administracion de recursos y planeacion financiera,
por nombrar solo algunos ejemplos. De hecho, una representacién de graficas
proporciona un panorama general tan poderoso y una ayuda conceptual para
visualizar las relaciones entre las componentes de los sistemas, que se usa casi
en todas las dreas cientificas, sociales y econémicas.

La aparicién de algunos algoritmos ha tenido un impacto importante, al
igual que las ideas de ciencias de la computacion acerca de estructuras de
datos y la manipulacién eficiente de los mismos. En consecuencia, ahora se
disponen de algoritmos y aplicaciones de computadora y se usan en forma
rutinaria para resolver problemas muy grandes que no se habrian podido
resolver hace algunas décadas.

El objetivo de esta tesis es el estudio detallado del diseno de cuatro algo-
ritmos para graficas, los primeros dos seran para el estudio del problema del
arbol de expansion minima en una grafica no dirigida y los otros dos para el
problema de caminos cortos con origen fijo en una grafica dirigida, los cuales
al ser aplicados a una gréfica, nos produciran ya sea un arbol de expansién
minima o un arbol de caminos cortos, segin sea el caso.

Para poder resolver este tipo de problemas con graficas de manera eficien-
te, es necesario analizar y recorrer todos los vértices de la gréfica de manera
sistemaética.

En el primer capitulo definiremos un algoritmo e introduciremos algunas
definiciones bésicas sobre la teoria de graficas. En el capitulo 2, daremos un
algoritmo genérico que sera la base para el estudio de los algoritmos que se
veran en esta tesis, y probaremos dos resultados, que utilizaremos para el
estudio de los algoritmos de Kruskal y Prim del capitulo 3, para el problema
del arbol de expansiéon minima.

En el capitulo 4, abordaremos el problema de caminos cortos con origen
fijo en una grafica dirigida, daremos algunas definiciones y probaremos algu-
nas propiedades sobre caminos cortos, y veremos las consecuencias de aplicar
estas propiedades a una grafica, para que finalmente en el capitulo 5, estu-



VI

diemos los algoritmos de Dijkstra y Bellman-Ford, y probemos que al aplicar
estos algoritmos en una grafica dirigida pesada, se resuelve el problema de
caminos cortos con origen fijo.

Finalmente en el capitulo 6, daremos algunos ejemplos y veremos como
al ser aplicados estos algoritmos se resuelven los problemas del arbol de
expansion minima y el problema de caminos cortos con origen fijo



Indice general

1. Preliminares
1.1. Algoritmo . . . . .. .. ... ... ..
1.2. Gréficas . . . . . . ... ...

2. Arboles de Expansion Minima

2.1. Creciendo un arbol de expansion minima . . . . . . . . .. ..

3. Algoritmos de Kruskal Y Prim
3.1. Algoritmo de Kruskal . . . . . . . ...
3.2. Algoritmo de Prim . . . . ... .. ..

4. Caminos Cortos con Origen Fijo
4.1. Caminos cortos . . .. ... .. .. ..
4.2. Relajacién . . . . . ... ... ...

5. Algoritmos de Dijkstra y Bellman-Ford
5.1. Algoritmo Dijkstra . . . . . ... ...
5.2. Algoritmo Bellman-Ford . . . . . ...

6. Ejemplos
6.1. Conexién telefénica y ruta para tranvias
6.2. Caminos entre zonas de talado para una

maderera . . . . . . .

6.3. Conexién de terminales de una sucursal bancaria . . . . . . .

6.4. La ruta mas corta en un viaje en auto
6.5. La ruta mas corta de un vuelo en avion

A. Representacion de graficas

VII

11
12

19
20
21

27
32
34

43
44
48

55
95
68
73
78
84

91






Capitulo 1

Preliminares

1.1. Algoritmo

Informalmente un algoritmo es cualquier procedimiento computacional
bien definido que toma algunos valores, o conjunto de valores, como entrada
y produce algunos valores, o conjunto de valores, como salida. Entonces un
algoritmo es una secuencia finita de pasos computacionales que transforman
la entrada en la salida.

Cada instruccién tiene un significado preciso y puede ejecutarse con una
cantidad finita de memoria en un tiempo finito. Las instrucciones de un algo-
ritmo pueden ejecutarse cualquier niimero de veces, siempre que ellas mismas
indiquen la repeticiéon. No obstante, se exige que un algoritmo termine des-
pués de ejecutar un ntimero finito de instrucciones, sin importar cuales fueron
los valores de entrada.

También un algoritmo se puede ver como una herramienta para resolver
un problema computacional bien especifico. La declaracién del problema es-
pecifica en términos generales la relacién entrada/salida.

Un algoritmo se dice algoritmo correcto si, para cada entrada, éste ter-
mina con la salida correcta. Decimos que un algoritmo correcto resuelve un
problema computacional dado. Un algoritmo incorrecto puede no terminar
con algunas entradas, o puede terminar con una respuesta no deseada.



2 1.2 Gréficas

Figura 1. Una gréfica dirigida con 6 vértices y 8 aristas.

1.2. Graficas

Definicién 1.1 Una grdfica dirigida G es un par (V,A), donde V es un
conjunto finito y A es una relacién binaria en V. Los elementos de V' son
llamados vértices, asi V' es el conjunto de vértices de G. El conjunto A es
llamado conjunto de aristas de GG, cuyos elementos son llamados aristas.

La figura 1 representa una grafica dirigida sobre el conjunto de vértices
{1,2,3,4,5,6}. Los vértices son representados por circulos en la figura, y las
aristas son representadas por flechas. Note que los lazos, aristas que unen a
un vértice con si mismo, son posibles.

Definicién 1.2 En una grdfica no dirigida G = (V, A), el conjunto de aristas
A consiste de pares no ordenados de vértices, es decir, una arista es un
conjunto {u,v}, donde u,v € V'y u # v.

Por convencién usamos la notacién (u, v) para una arista. En una gréfica
no dirigida no existen lazos, pues cada arista consiste de dos vértices dis-
tintos. Por una g¢rdfica nos referimos a una grafica dirigida o una gréafica no
dirigida.

La figura 2 representa una grafica no dirigida sobre el conjunto de vértices
{1,2,3,4,5,6}. Las aristas son representadas por lineas.

Muchas definiciones para graficas dirigidas y no dirigidas son las mismas,
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Figura 2. Una gréfica no dirigida con 6 vértices y 4 aristas.

aunque ciertos términos tiene significados ligeramente distintos en los dos
contextos.

Definicién 1.3 Si (u,v) es una arista en una grafica dirigida G = (V, A),
decimos que (u,v) es incidente o entra al vértice v y sale del vértice u. Si
(u,v) es una arista en una grafica no dirigida G = (V, A), decimos que (u, v)
es incidente sobre los vértices u y v. Si v es adyacente a v en una grafica
dirigida, escribiremos u — v.

En la figura 1, las aristas que salen del vértice 2 son (2,2), (2,4) y (2,5).
Las aristas que entran al vértice 2 son (1,2) y (2,2). En la figura 2, las aristas
incidentes sobre el vértice 2 son (1,2) y (2,5).

Definicién 1.4 Si (u,v) es una arista en una grafica G = (V, A), decimos
que el vértice v es adyacente al vértice u. Cuando la gréafica es no dirigida,
la relacion de adyacencia es simétrica.

Si la grafica es dirigida, la relaciéon de adyacencia no necesariamente es
simétrica. Por ejemplo, en las figuras 1 y 2, el vértice 2 es adyacente al
vértice 1, puesto que la arista (1,2) estd en ambas gréficas. El vértice 1 no
es adyacente al vértice 2 en la figura 1, ya que la arista (2,1) no estd en la
grafica.

Definicién 1.5 El grado de un vértice en una grafica no dirigida es el niime-
ro de aristas incidentes sobre él. En una grafica dirigida, el grado de salida de
un vértice es el namero de aristas que salen de éste, y el grado de entrada de
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un vértice es el nimero de aristas que entran a él. El grado de un vértice en
una grafica dirigida es el grado de salida més el grado de entrada. El grado
de un vértice v; es denotado por deg v;.

Definicién 1.6 Un camino de longitud k de un vértice u a un vértice v en
una grafica G = (V, A) es una secuencia (v,, vy, ...,v;) de vértices, tal que
U=y, v =0y (v;_1,v;) € Aparai=1,2,..., k. La longitud del camino
es el nimero de aristas que hay en el camino. El camino contiene los vértices
Vo, U1, - - ., U ¥ las aristas (v,, v1), (v1,v2), .. ., (Vg—1, Vg).

Si hay un camino p de u a v, decimos que v es alcanzable desde u via p;
oo p . ..
lo cual escribiremos como: u ~» v, si G es dirigida.

Definicién 1.7 Un camino es simple, si todos los vértices en el camino son
distintos.

Definicién 1.8 Un subcamino de un camino p = (vg, vy, ..., V) €s una sub-
secuencia continua de vértices; esto es, para cualquier 0 < ¢ < 7 < k, la
subsecuencia de vértices (v, v;11,...,v;) es un subcamino de p.

Definicién 1.9 En una grafica dirigida, un camino (v,,...,vx) forma un
ciclo si v, = v y el camino contiene al menos una arista, ademas si vy, ..., vy
son distintos, diremos que el ciclo es simple. Un lazo es un ciclo de longitud 1.
Una grafica dirigida sin lazos es simple. Una grafica es aciclica si no contiene
ciclos.

Definicién 1.10 Dos caminos (vg, v1, Ve, . . ., Ug—1,0) ¥ (U, U}, V), . .., Vf_q, VL)
forman el mismo ciclo, si existe un entero j, talque v; = v(i4;)moar Para
1=0,1,...,k—1.

En la figura 1, (1,2,5,4) es un camino simple de longitud 3, mientras que
(2,5,4,5) es un camino no simple. El camino (1, 2,4, 1) forma el mismo ciclo
que los caminos (2,4,1,2) y (4,1,2,4). El camino (1,2,4,1) forma un ciclo
simple, pero el ciclo (1,2,4,5,4,1) no lo es. El ciclo (2,2), formado por la
arista (2,2) es un lazo.

Definicién 1.11 En una grafica no dirigida, un camino (v,, vy, . . ., v;) forma
un ciclo si v, = v y vy, ..., v son distintos.

En la figura 2, el camino (1,2,5,1) es un ciclo.
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Definicién 1.12 Una grafica no dirigida es conezxa si cada par de vértices
esta conectado por un camino.

Las componentes conexas de una grafica son clases de equivalencia bajo
la relacion “es alcanzable desde”.

La figura 2, tiene 3 componentes conexas: {1,2,5}, {3,6} y {4}. Cada
vértice en {1,2 5} es alcazable desde cualquier otro vértice en {1,2,5}. Una
grafica no dirigida es conexa si tiene exactamente una componente conexa,
es decir, si cada vértice es alcanzable desde cualquier otro vértice.

Definicién 1.13 Una grafica dirigida es fuertemente coneza, si cada par de
vértices u y v € V son mutuamente alcanzables, es decir, u es alcanzable
desde v (v ~ u) y v es alcanzable desde u (u ~ v). En otras palabras, una
grafica dirigida es fuertemente conexa, si ésta tiene solamente una compo-
nente fuertemente conexa.

Las componentes fuertemente conexas de una grafica son clases de equi-
valencia bajo la relacion “son mutuamente alcanzables”.

La gréfica en la figura 1, tiene 3 componentes fuertemente conexas: {1, 2,4, 5},
{3} y {6}. Cada par de vértices en {1,2,4,5} son mutuamente alcanzables.
Los vértices {3,6} no forman una componente fuertemente conexa, porque
el vertice 6 no es alcanzable desde el vertice 3.

Definicién 1.14 Diremos que una grafica G' = (V' A") es una subgrdfica de
G=(V,A),siV' CVyACA

Dado un conjunto V'’ C V, la subgrafica inducida por V' es la grafica
G = (V' A"), donde

A" ={(u,v) € A:u,v e V'}

Dada una grafica no dirigida G = (V, A), la version dirigida de G es
la grafica dirigida G' = (V, A’), donde (u,v) € A’ si, y sélo si, (u,v) € A.
Esto es, cada arista no dirigida (u,v) en G es reemplazada en la versién
dirigida por dos aristas dirigidas (u,v) y (v,u). Dada una grafica dirigida
G = (V, A), la version no dirigida de G es una grafica no dirigida G’ = (V, A4’),
donde (u,v) € A’ si, y s6lo si, u # vy (u,v) € A. Esto es, la versién no
dirigida contiene las aristas de G “con sus direcciones removidas”y con los
lazos eliminados.
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Figura 3. Una gréfica bipartita.

Definicién 1.15 La distancia 6(u,v) entre dos vértices u y v es la longitud
del camino més corto que los une, si éste existe; de otro modo d(u,v) = co.

Para todos los vértices u, v, w en una grafica no dirigida conexa tenemos:
1. §(u,v) = 0con §(u,v) =0 <= u=v

2. §(u,v) = (v, u)

3. 6(u,v) + (v, w) = 6(u, w)

Definiciéon 1.16 Un vértice v de una grafica no dirigida G, lo llamaremos
aislado si deg v = 0 y serd un vértice final si deg v = 1.

Definicién 1.17 Una grdfica bipartita G = (V, A), es una gréfica no dirigida
en la cual V puede ser particionado en dos conjuntos V; y V5, talque si
(u,v) € A, setieneu € Vi yv e Voou € Vo yu eV, es decir, todas las
aristas de A tienen un vertice en V] y el otro en V5.

En la figura 3, la gréfica de la izquierda podemos redibujarla en forma de
la derecha para ver claramente que es bipartita.
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Figura 4. (a) Un drbol. (b) Un bosque. (¢) Una grafica que contiene un ciclo y por lo
tanto no es un arbol ni un bosque.

Proposicion 1.1 Una grdfica es bipartita si, y solo si, todos sus ciclos son
pares.

Demostracion.

=) Si G es bipartita, entonces existe una particion {V;,V5} de V tal que
toda arista tenga un vértice en V] y el otro en V5. Entonces para cada ciclo
(vo, V1, ...,0,) en G, podemos suponer vy € Vi, asi vy € Vo y v; € Vi siy y
solo si, ¢ es par, para 0 < 7 < n, por lo tanto n debe ser par.

<) Es suficiente probar que cada componente conexa de G es bipartita,
asi podemos suponer que G es conexa. Tomemos cualquier vértice v; € V
y sea Vj que consiste de v; y todos los vértices a una distancia par de vy,
mientras Vo, = V — Vj. Se sigue que cualesquiera dos vértices de V; no son
adyacentes para ¢ = 1,2 de otro modo G contendria un ciclo impar, por lo
tanto G es bipartita. B

Definicién 1.18 Un drbol es una grafica no dirigida aciclica conexa. Si una
grafica no dirigida es aciclica pero posiblemente disconexa, diremos que ésta
es un bosque; asi las componentes de un bosque son arboles, la figura 4 ilustra
esto.

Los vértices de grado 1 en un arbol son llamados hojas. Cada drbol no
trivial tiene al menos dos hojas.
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Teorema 1.1 Sea G = (V, A) una grdfica no dirigida. Entonces los siguien-
tes enunciados son equivalentes.

1. G es un drbol.
2. Cada dos vértices de G estdn conectados por un unico camino simple.

3. G es conexa, pero si se descarta una arista de G, el resultado es una
grafica disconexa.

4. G es conexa y |A| = |V| - 1.

5. G es aciclica, pero si dos vértices no adyacentes de G son conectados por
una arista, entonces la grdfica resultante tiene exactamente un ciclo.

Demostracion.

1) =2)

Como un arbol es conexo, cualesquiera dos vértices en G estan conectados
al menos por un camino simple. Supongamos que existe un par de vértices
conectados por dos caminos distintos, entonces la unién de estos caminos
contendrian un ciclo, contradiciendo que G es aciclica, por lo tanto dos vérti-
ces en (G estan conectados por un tinico camino simple.

2) = 3)
Como cada dos vértices en GG estan conectados por un tnico camino simple,
entonces GG es conexa. Sea (u,v) una arista en A, esta arista es un camino
de u a v, y es también el tinico camino de u a v . Si descartamos a (u,v) de
(G, yano hay un camino de u a v, y entonces la grafica resultante es disconexa.

3) = 4)

Por hipétesis G es conexa. Observemos que G es aciclica ya que si supone-
mos que existe un ciclo en G, entonces cada dos vértices en el ciclo estarian
conectados por dos caminos distintos, y si descartamos una arista del ciclo,
G sigue siendo conexa contradiciendo la hipdtesis.

Supongamos que G tiene n vértices. Si se descarta una arista de G, por
hipdtesis se obtiene un bosque de dos arboles. Quitando una segunda aris-
ta, resulta un bosque de tres drboles, por la misma razon; y repitiendo la
operacién n — 1 veces, se obtendra un bosque de n arboles. Pero, por otro
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lado, si se quitan todas las aristas de una vez se obtendrian también n arbo-
les triviales: los n vértices aislados, asi el total de aristas es precisamente n—1.

4)=5)
Veamos primero que G es aciclica. Supongamos que G tiene un ciclo con-
teniendo k vértices vy, vg, ..., v Sea Gy = (Vj, Ax) la subgrafica de G que
consiste del ciclo. Note que |Vi| = |Ax| = k. Si k < |V, existe un vértice

vgpr1 € V — Vi que es adyacente a algin vértice v; € Vi, ya que G es conexa.
Definimos Gyy1 = (Viy1, Agr1) la subgréfica de G con Vi1 = Vi U{vg} y
A1 = A U{(vi,ve11)}. Note que |Viyq| = |Aga| = k+ 1. Sik+1 < n,
continuamos definiendo G5 de la misma manera, y asi, hasta obtener
G, = (V, A,), donde n = |V, V,, = V y |A,| = |V.] = |V|. Puesto que
G, es una subgrafica de G, tenemos A,, C A, asi |A| > |V, lo cual contradi-
ce que |A| = |V| — 1, por lo tanto G es aciclica.

Como G es conexa y aciclica, entonces por definicién G es un arbol. Sean
u,v € V dos vértices no adyacentes en (G, y agreguesele una nueva arista a GG
que conecte a u con v. Como u y v no son adyacentes, segin (2) hay un tinico
camino que los conecta, y con la nueva arista el camino se cierra apareciendo
en la grafica un unico ciclo.

5)=1)
Supongamos que G no es conexa. Entonces existirian dos vértices v, w € G
que no son mutuamente alcanzables, es decir que no hay un camino que los
conecte. Sin embargo, de acuerdo con la hipétesis, si se agrega una arista
con extremos en dichos vértices, aparece un ciclo en la grafica. Eso impli-
carfa la existencia en G de un camino que conecta a v con w, lo que es una
contradiccién, por lo tanto G debe ser conexa.ll

Definicién 1.19 Si la dltima arista sobre el camino de un vértice r de un
arbol T" a un vértice x es (y,x), entonces y es el padre de x y = es un hijo de

Y.

Definicién 1.20 Un drbol enraizado tiene un vértice, distinguido de los
otros; a dicho vértice se le llama raiz del arbol. Nos referimos a un vérti-
ce en el 4drbol enraizado como un nodo® del arbol.

'El término “nodo” es frecuentemente usado en la literatura de la teoria de graficas
como sinénimo de vértice.
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Figura 5. Un arbol enraizado con altura 4.

El vértice raiz es el unico nodo en el arbol que no tiene padre. Si dos
nodos tienen el mismo padre son hermanos. Un nodo que no tiene hijos es
un nodo externo o una hoja. Un nodo no hoja es un nodo interno. La figura
5 muestra un arbol enraizado con 12 nodos, donde la raiz es el vértice 2.

Definicién 1.21 Considere un nodo z en el arbol enraizado T con raiz r.
Cada nodo y sobre el tnico camino de r a = es llamado predecesor de z. Si
y es un predecesor de x, entonces x se llamard un sucesor de y. El subdrbol
enraizado en x es el arbol inducido por los sucesores de z y raiz en x.

Por ejemplo, el subarbol enraizado en el nodo 1 en la figura 5 contiene
los nodos 1, 2, 3 y 5.

Definicién 1.22 El nimero de hijos de un nodo x en un arbol enraizado T’
es llamado grado? de x. La longitud del camino de la rafz al nodo z es la
profundidad de x en T. La profundidad mas grande de los nodos en T es la
altura de T

2Notese que el grado de un nodo depende si T es considerado como un rbol enraizado
o un arbol. El grado de un vértice en un arbol es, como en cualquier grafica no dirigida,
el nimero de aristas incidentes sobre él.



Capitulo 2

Arboles de Expansion Minima

Consideremos la siguiente situacién. Se desea crear una red de carreteras
pavimentadas para interconectar un cierto nimero de comunidades rurales;
pero debido a limitaciones presupuestales, el nimero de kilometros que seran
construidos debe ser el minimo absoluto que permita la interconexion entre
las diferentes comunidades.

Para interconectar un conjunto de n comunidades rurales, podemos usar
un arreglo de n — 1 carreteras, cada una conectando dos comunidades. De
todos estos posibles arreglos de carreteras, el que nos va a interesar es el que
tenga la menor cantidad de kilémetros.

Podemos modelar este problema de carreteras con una grafica conexa no
dirigida G = (V, A), en donde V es el conjunto de comunidades rurales, A es
el conjunto de posibles conexiones entre pares de comunidades, y para cada
arista (u,v) € A, se tiene un peso w(u,v) especificando el costo (cantidad
que serd necesaria para construir la carretera) para conectar u y v. Entonces
queremos encontrar un subconjunto aciclico T' C A que interconecte a todos
los vértices y para el cual, el peso total

w(T) = Z w(u,v)
(u,)ET

sea minimo. Como T es aciclico y conecta a todos los vértices, éste debe
formar un arbol, al cual llamaremos drbol de expansion, ya que éste se “ex-
pande”a la grafica G. Y llamaremos al problema de determinar este arbol T’

11
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Figura 6. Un arbol de expansién minima para una grafica conexa. Cada arista tiene
asignado un peso, las aristas en el drbol de expansién minima son las remarcadas. El peso
total del &rbol es 37. El drbol no es unico, si reemplazamos la arista (b, c) por la arista
(a, h), tenemos otro drbol de expansién con peso 37.

como, el problema del drbol de expansion minima . La figura 6 muestra un
ejemplo de una grafica conexa y un arbol de expansién minima.

La siguiente seccion introduce un algoritmo “genérico”de arbol de expan-
sion minima, que hace crecer a un arbol de expansion anadiéndole una arista
en cada paso.

2.1. Creciendo un arbol de expansién minima

Definicién 2.1 Diremos que una grafica G = (V, A) es una gréfica pesada,
cuando cada arista de G tenga asociado un valor real, es decir existe una
funcién de peso w tal que w: A — R .

Supongamos que se tiene una gréafica G = (V, A) conexa no dirigida pe-
sada, y queremos encontrar un arbol de expansiéon minima para G. Los dos
algoritmos que se veran en el capitulo 3 para resolver el problema del arbol
de expansién minima, usan un enfoque codicioso o avaro, aunque difieren en
como se va a aplicar este enfoque en cada algoritmo.

Esta estrategia codiciosa es capturada por el siguiente algoritmo “genéri-
co”, el cual hace crecer a un arbol de expansion minima anadiéndole una

1La frase “4rbol de expansién minima”es una forma corta de la frase “4rbol de expansién
con peso minimo”. No estamos minimizando el nimero de aristas en T', ya que todos los
arboles de expansién tienen exactamente |V| — 1 aristas por el teorema 1.1.
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Figura 7. Dos formas de ver al corte (S,V — 5) en la gréfica de la figura 6. (a) Los
vértices en el conjunto S son los vértices negros, los de V' — S son los grises. Las aristas
que atraviesan el corte son aquellas que conectan vértices grises con vértices negros. La
arista (d, c) es la Unica arista ligera atravesando el corte. Un subconjunto de aristas B,
estd compuesto por las aristas remarcadas; note que el corte (S,V — S) respeta a B, ya
que no hay aristas de B que atraviesen el corte. (b) La misma gréfica con los vértices en
el conjunto S a la izquierda y los vértices en el conjunto V — S a la derecha. Una arista
atraviesa el corte si ésta conecta a un vértice de la izquierda con un vértice de la derecha.

arista en cada paso. El algoritmo utiliza un conjunto B, el cual es siempre
un subconjunto de algin arbol de expansién minima. En cada paso, se de-
termina si una arista (u,v) puede ser anadida a B sin violar la invariante,
en el sentido de que B U {(u,v)} también es un subconjunto de un arbol de
expansion minima. A una arista (u,v), la llamaremos arista sequra para B,
siempre que ésta pueda ser anadida a B, sin destruir esta invariante, es decir,
B U{(u,v)} es un subconjunto de un arbol de expansién minima.

AEM-GEN(G, w)

1 B+ ¢

2 mientras B no forme un arbol de expansion

3 encuentra una arista (u,v) que sea segura para B
4 B — BU{(u,v)}

5 regresa B

Después de la linea 1, el conjunto B trivialmente satisface la invariante
de que éste es un subconjunto de un arbol de expansiéon minima. El ciclo de
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las lineas 2-4 mantienen la invariante. Por lo tanto, cuando el conjunto B es
regresado en la linea 5, éste ya debe ser un arbol de expansiéon minima. La
parte delicada, serd encontrar una arista que sea segura en la linea 3. Alguna
debe existir, ya que cuando la linea 3 se ejecuta, la invariante nos dice que
hay un arbol de expansién T tal que B C T, y si hay una arista (u,v) € T
talque (u,v) ¢ B, entonces (u,v) es segura para B.

En esta seccién, daremos una regla (Teorema 2.1) para reconocer aristas
seguras. En el siguiente capitulo se describen dos algoritmos que usan esta
regla para encontrar aristas seguras de forma eficiente.

Primero necesitamos algunas definiciones.

Definicién 2.2 Un corte (S,V — S) de una grafica G = (V, A) no dirigida,
es una particién de V.

La figura 7 muestra esta nocién.

Definicién 2.3 Diremos que una arista (u,v) € A atraviesa el corte
(S,V —8), si uno de sus puntos finales estd en S y el otro en V — S.

Definicién 2.4 Diremos que un corte respeta al conjunto B de aristas, si no
hay aristas de B atravesando el corte.

Definicién 2.5 Una arista es una arista ligera atravesando un corte, si ésta
tiene el menor peso de cualquier arista atravesando el corte.

Observe que puede haber mas de una arista ligera atravesando un corte.
En general, diremos que una arista es una arista ligera, satisfaciendo una
propiedad dada, si ésta tiene el menor peso de cualquier otra arista satisfa-
ciendo la propiedad. Nuestra regla para reconocer aristas seguras estara dada
por el siguiente teorema.

Teorema 2.1 Sea G=(V,A) una grdfica conexa no dirigida, con funcion de
pesow : A — R. Sea B un subconjunto de A que estd incluido en algin drbol
de expansion minima para G; sea (S,V-S) cualquier corte de G que respeta
a B, y sea (u,v) una arista ligera atravesando (S,V-S). Entonces, la arista
(u,v) es sequra para B.
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Figura 8. La prueba del teorema 2.1. Los vértices en S son los vértices negros y los de
V' — S son los blancos. Se muestran las aristas en el arbol de expansiéon minima 7' pero
no las aristas en la grafica G. Las aristas en B son las aristas remarcadas, y (u,v) es una
arista ligera atravesando el corte (S,V — S). La arista (z,y) es una arista en el unico
camino p de u a v en T'. Un drbol de expansién minima 7" que contiene a la arista (u, v)
se forma por remover la arista (z,y) de T' y anadirle la arista (u,v).

Demostracion.
Sea T" un arbol de expansién minima que incluya a B, y supongamos que 1T’
no contiene a la arista ligera (u,v).

Construyamos otro arbol de expansién minima 7" usando una técnica de
cortar y pegar, que incluya a BU{(u,v)} y probemos que (u,v) es una arista
segura para B.

La arista (u, v) forma una ciclo con las aristas que estan en el camino p de
uwavenT, como se vé en la figura 8. Como los vértices u y v estan en lados
opuestos del corte (S,V — S), entonces debe haber al menos otra arista en
T que estd sobre el camino p que también atraviesa este corte. Sea (x,y) tal
arista, esta arista no esta en B, porque el corte respeta a B. Como (z,y) se
encuentra en el tinico camino de u a v en T, si la removemos, partimos a 7" en
dos componentes, y si anadimos a la arista (u,v), reconectamos estas com-
ponentes formando un nuevo arbol de expansion 7" =T — {(x, y) } U{(u, v)}.

Ahora tenemos que probar que 7" es un arbol de expansién minima.
Como la arista (u,v) es una arista ligera y ademads atraviesa el corte (S, V —.S5)
y la arista (z,y) también atraviesa el corte, entonces w(u,v) < w(z,y). Por
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lo tanto,

w(T) = w(l) —w(z,y) +wlu,v)
w(T)

N

Pero T es un arbol de expansiéon minima, entonces también se debe cum-
plir que, w(7T") < w(T"), por lo tanto 7" también debe ser un arbol de expan-
sién minima.

Nos falta probar que la arista (u, v) actualmente es una arista segura para
B. Tenemos B C T", yaque B C Ty (z,y) ¢ B; entonces BU {(u,v)} C 1",
y en consecuencia, como 7" es un arbol de expansién minima, la arista (u, v)
es segura para 5.1l

El teorema 2.1 nos muestra de una forma mas clara como funciona el al-
goritmo AEM-GEN en una gréfica conexa G = (V, A). Mientras el algoritmo
estd en ejecucién, el conjunto B es siempre aciclico, porque de otra forma,
un arbol de expansion minima que incluya a B tendria un ciclo, lo cual es
una contradiccion.

En cualquier punto en la ejecucién del algoritmo, la grafica Gg = (V, B)
es un bosque, y cada una de las componentes conexas de Gp es un arbol
(algunos drboles pueden tener un solo vértice, como en el caso, por ejemplo,
cuando el algoritmo inicia: B es vacio y el bosque contiene |V'| drboles, uno
por cada vértice). Mds ain, cualquier arista segura (u,v) para B, conecta
componetes distintas de G, ya que B U {(u,v)} debe ser aciclico.

El ciclo en las lineas 2-4 del AEM-GEN se ejecuta |V| — 1 veces, mientras
cada una de de las |[V| — 1 aristas del drbol de expansiéon minima es deter-
minada de manera sucesiva. Inicialmente, cuando B = ¢, hay |V/| arboles en
Gg, y cada iteracion reduce éste nimero en 1. Cuando el bosque solamente
contiene un unico arbol, el algoritmo finaliza.

Los dos algoritmos del capitulo 3 usaran el siguiente corolario del teorema
2.1.
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Corolario 2.1 Sea G=(V,A) una grifica conexa no dirigida pesada, con
funcion de peso w : A — R. Sea B un subconjunto de A que estd incluido
en algun drbol de expansion minima para G, y sea C una componente coneza
(arbol) en el bosque Gg = (V, B). Si (u,v) es una arista ligera conectando a
C con alguna otra componente en G, entonces (u,v) es sequra para B.

Demostracion.
Consideremos el corte (C,V — C), este corte respeta a B,y (u,v) es por lo
tanto una arista ligera para este corte y entonces segura para 5. Bl
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Capitulo 3

Algoritmos de Kruskal Y Prim

En este capitulo examinaremos dos algoritmos para resolver el problema
del darbol de expansion minima: El Algoritmo de Kruskal y el Algoritmo de
Prim. Los dos algoritmos utilizan una estrategia “codiciosa”’o “avara”. En
cada paso de cada algoritmo, se hace una elecciéon de varias posibles. La
estrategia codiciosa defiende el hecho de que la eleccion es la mejor en ese
momento. Este tipo de estrategia, generalmente no garantiza encontrar las
soluciones optimas globales para el problema. Sin embargo, para el proble-
ma del drbol de expansion minima, veremos que esta estrategia codiciosa si
produce un arbol de expansién con peso minimo.

Los dos algoritmos son producto del algoritmo genérico del capitulo an-
terior. Cada uno usa una regla especifica para determinar una arista segura
en la linea 3 del AEM-GEN. En el algoritmo de Kruskal, el conjunto B es un
bosque. La arista segura que es anadida a B, es siempre la arista con el menor
peso en la grafica que conecta a dos componentes distintas. En el algoritmo
de Prim, el conjunto B forma un tunico arbol. La arista segura anadida a B
es siempre la arista de menor peso conectando el arbol con un vértice que no
esta en el arbol.

19
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3.1. Algoritmo de Kruskal

El algoritmo de Kruskal esté basado directamente en el algoritmo genéri-
co del drbol de expansion minima del capitulo 2. Este encuentra una arista
segura (u,v) para anadirla al bosque, buscando de entre todas las aristas que
conectan cualesquiera dos arboles en el bosque, una arista con el menor peso.

Sean C7 y Cy dos arboles que estén conectados por la arista (u,v). Como
(u,v) debe ser una arista ligera conectando C a algin otro drbol, el corolario
2.1 implica que (u,v) es una arista segura para C;. El algoritmo de Kruskal
se dice un algoritmo codicioso, porque en cada paso, siempre se anade al
bosque una arista con el menor peso posible.

La implementaciéon del algoritmo de Kruskal, utiliza una estructura de
datos de conjuntos disjuntos para mantener varios conjuntos disjuntos de
elementos. Cada conjunto contiene todos los vértices de cada arbol en el
bosque. La operacién REP-CONJ(u) regresa un elemento representativo del
conjunto que contiene a u. De esta manera, podemos determinar si dos vérti-
ces u y v pertenecen al mismo arbol, probando si REP-CONJ(u) es igual a
REP-CONJ(v), la combinacién de los arboles es completada con el procedi-
miento UNION.

AEM-KRUSKAL(G, w)

1 B+ ¢

2 para cada vértice v € V[G]

3 CREA-CONJ(v)

4 ordena las aristas de A, de forma creciente con respecto a sus pesos
5 para cada arista (u,v) € A, ordenada de forma creciente

6 si REP-CONJ(u)# REP-CONJ(v)

7 entonces B «— B U {(u,v)}

8 UNION(u, v)

9 regresa B

El algoritmo de Kruskal funciona como se muestra en la figura 9. Las
lineas 1-3 inicializan el conjunto B como el conjunto vacio y crea |V| arboles,
cada uno conteniendo un vértice. En la linea 4, todas las aristas de A son
ordenadas de forma creciente con respecto a sus pesos. El ciclo para cada
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en las lineas 5-8 del algoritmo, verifica para cada arista (u,v), si sus puntos
finales u y v pertenecen al mismo arbol. Si ésto ocurre, entonces la arista
no puede ser anadida al bosque sin crear un ciclo, y entonces la arista es
descartada. De otra forma, si los dos vértices pertenecen a arboles distintos,
la arista (u,v) es anadida a B en la linea 7 y los vértices en los dos arboles
son fusionados en la linea 8. El tiempo de ejecucién del algoritmo de Kruskal
para una grafica G = (V, A), va a depender de la implementacién que se haga
de la estructura de datos de conjuntos disjuntos.

3.2. Algoritmo de Prim

Como el algoritmo Kruskal, el algoritmo de Prim es un caso especial de
el algoritmo genérico del drbol de expansion minima del capitulo 2. El algo-
ritmo de Prim tiene la propiedad de que las aristas en el conjunto B siempre
forman un tunico arbol. Como se muestra en la figura 10, el arbol empieza
desde un vértice raiz r arbitrario y crece hasta que el arbol se expande a
todos los vértices en V. En cada paso, una arista ligera que esta conectando
un vértice en B con un vértice en V' — B es anadida al arbol.

Por el corolario 2.1, ésta regla anade solamente aristas que son seguras
para B; por lo tanto, cuando el algoritmo finaliza, las aristas en B forman un
arbol de expansién minima. Esta estrategia, se dice codiciosa porque el arbol
es aumentado en cada paso con una arista que contribuye con la minima
cantidad posible al peso del arbol.

La clave para la implementacion el algoritmo de Prim de manera eficien-
te es hacer facilmente la seleccion de la nueva arista que serd anadida al
arbol formado por las aristas de B. En el seudocédigo de adelante, la grafica
conexa (G y la raiz r del arbol de expansion minima que se hara crecer, son
datos de entrada para el algoritmo. Durante la ejecucién del algoritmo, todos
los vértices que no estén en el d&rbol son encolados en @), en base al campo key.

Para cada vértice v, key[v] es el peso minimo de cualquier arista conec-
tando el vértice v a un vértice en el arbol; por convencién keyl[v] = oo si
no existe tal arista. El campo 7[v] es llamado los “predecesores” de v en el
arbol. Durante la ejecucién del algoritmo, el conjunto B del AEM-GEN se
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Figura 9. La ejecucion del algoritmo de Kruskal en la grafica de la figura 6. Las aristas
remarcadas pertenecen al bosque B que se estd haciendo crecer en la grafica. Las aristas
son ordenadas de acuerdo a sus pesos en forma creciente. Una flecha apunta hacia la arista
bajo consideracién en cada paso del algoritmo. Si la arista une dos arboles distintos en el
bosque, ésta es anadida a el bosque, y después son fusionados los dos arboles.
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mantiene implicitamente como

B={(v,nmv]) ;v eV —{r} — Q}

Cuando el algoritmo finaliza, la cola @) esta vacia; y el arbol de expansién
minima B para G es

B=A{(v,wv]) :v eV —{r}}

AEM-PRIM(G,w, )
Q — VI[G]
para cada vértice u € @)
key[u] « oo
key[r] < 0
mlr] — ¢
mientras () # ¢
u — EXT-MIN(Q)
para cada v € Ady[u]
siveyw(u,v) < key[v]
0 entonces 7[v] < u
1 keylv] «— w(u,v)

— = O 00 ~J O U = Wi -

El algoritmo de Prim funciona como se muestra en la figura 10. Las lineas
1-4 inicializan la cola @), que contiene a todos los vértices de G, y se fija el
campo key de cada vértice a 0o, excepto para la raiz r, donde key se fija a
0. La linea 5 inicializa m[r| como ¢, porque la raiz r no tiene predecesor.

Durante la ejecucién del algoritmo, el conjunto V' — @ contiene los vértices
del arbol que se esta haciendo crecer. La linea 7 identifica un vértice u € () en
el que incide una arista ligera atravesando el corte (V' —@Q), Q) (con exepcion de
la primera iteracién, en la cual u = r por la linea 4). Removiendo al vértice
u del conjunto () y entonces anadiendolo al conjunto V — @) de vértices
del arbol. Las lineas 8-11 actualizan el campo key y el campo 7w de cada
vértice v adyacente a u, pero no en el arbol. Esta actualizacién, mantiene
las invariantes de que key[v] = w(v, 7[v]) y que (v, w[v]) es una arista ligera
conectando el vértice v a algin vértice en el arbol.
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Figura 10. La ejecucién del algoritmo de Prim en la gréfica de la figura 6. El vértice raiz
es a. Las aristas remarcadas estan en el arbol que se estd haciendo crecer, y los vértices
en el arbol son los vértices negros. En cada paso de el algoritmo, los vértices en el arbol
determinan un corte de la grafica, y una arista ligera atravesando el corte es anadida al
arbol. En el segundo paso, por ejemplo, el algoritmo puede elegir anadir a el arbol la arista
(b, ¢) o la arista (a, h), ya que son aristas ligeras atravesando el corte.
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Capitulo 4

Caminos Cortos con Origen
Fijo

Un automovilista cuenta con un mapa de carreteras y quiere encontrar
la ruta mas corta posible de Puerto Vallarta a Tampico. Dado el mapa de
carreteras, en el cual se da la distancia entre cada par de intersecciones ad-
yacentes, ; Como podemos determinar la ruta mas corta?.

Una posibilidad seria enumerar todas las rutas que hay de Puerto Va-
llarta a Tampico, y con las distancias asignadas a cada ruta en el mapa,
seleccionar la mas corta. Es facil ver, que incluso descartando las rutas que
contienen ciclos, hay cientos de posibilidades, la mayoria de las cuales sim-
plemente no tendria sentido considerar. Por ejemplo, una ruta de Puerto
Vallarta-Acapulco-Tampico seria una mala consideraciéon porque tendria que
ir hacia el sur y después hacia el norte y eso lo llevaria a recorrer cientos de
kilometros fuera de su objetivo.

En este capitulo, veremos como resolver éste tipo de problemas de forma
eficiente. En un problema de caminos cortos, donde dada una grafica G =
(V, A) dirigida pesada, con funcién de peso w : A — R, mapeando aristas a
pesos reales. El peso de un camino p = (vg, vy, ..., vx) es la suma de los pesos
de las aristas que lo componen.
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Definicién 4.1 Definimos el peso de un camino corto de u a v por

5u0(, 0) = min{w(p) : u - v} si hay un camino p de u a v,

00 de otra forma.

Definicién 4.2 Un camino corto del vértice u al vértice v, se define como
cualquier camino p con peso w(p) = &, (u,v).

En el ejemplo de Puerto Vallarta-Tampico, podemos modelar el mapa de
carreteras con una grafica dirigida: los vértices representan las intersecciones,
las aristas los segmentos de carretera y el peso de las aristas representan las
distancias de las carreteras. El objetivo es encontrar el camino més corto
desde una interseccion dada en Puerto Vallarta a una interseccion dada en
Tampico.

Los pesos de las aristas también pueden ser interpretadas como otro tipo
de cantidades; con frecuencia se usa para representar tiempo, costos, penali-
dades, pérdidas o cualquier otra cantidad acumulada a lo largo del camino,
la cual deseamos minimizar.

Variantes

En este capitulo nos enfocaremos en el problema de caminos cortos con
origen fijo: Dada una gréafica G = (V, A), queremos encontrar el camino més
corto desde un vértice s € V origen dado a cada vértice v € V. Otros pro-
blemas se podrian resolver por el algoritmo para el problema del origen fijo,
incluyendo las siguientes variantes.

Problema de caminos cortos con destino fijo: Encontrar un camino
corto a un vértice destino ¢t dado desde cada vértice v. Si invertimos las di-
recciones de cada arista en la grafica, podemos reducir este problema a un
problema con origen fijo.

Problema del camino corto para una pareja de vértices fijos:
Encontrar un camino corto de u a v para los vértices dados u y v. Si resolve-
mos el problema de origen fijo, con vértice origen u, podemos resolver este
problema también.
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Figura 11. Pesos negativos en aristas de una grafica dirigida. Dentro de cada vértice se
muestra el peso del camino corto desde el origen s. Como los vértices e y f forman un
ciclo con peso negativo alcanzable desde s, tiene pesos del camino corto de —oco. Como
el vértice g es alcanzable desde un vértice el cual tiene como peso del camino corto —oo,
éste también tiene un peso del camino corto de —oo. Los vértices tales como h, i, 7 no son
alcanzables desde s, y asi sus pesos del camino corto son co, aunque estan en un ciclo con
peso negativo.

Problema de caminos cortos para cada pareja de vértices: En-
contrar un camino corto desde u a v para cada par de vértices u y v. Este
problema se puede resolver ejecutando un algoritmo de origen fijo una sola
vez desde cada vértice.

Aristas con pesos negativos

En algunos casos del problema de caminos cortos con origen fijo, pueden
haber aristas que tengan pesos negativos. Si la gréafica G = (V, A) no con-
tiene ciclos con peso negativo alcanzables desde el origen s, entonces para
todo v € V, el peso del camino corto d,(s,v) estd bien definido, incluso si
éste tiene un valor negativo. Si se tiene un ciclo con peso negativo alcanzable
desde s, entonces el peso del camino corto no esta bien definido. Si hay un
ciclo con peso negativo en algin camino de s a v, definimos d,,(s,v) = —oc.

La figura 11 muestra el efecto que tienen los pesos negativos en los pesos
de un camino corto. Como solamente hay un camino desde s a a (el camino
(s,a)), 6u(s,a) = w(s,a) = 3. Similarmente, hay un dnico camino desde s
a b,y asi d,(s,0) = w(s,a) + w(a,b) = 3+ (—4) = —1. Hay una infinidad
de caminos de s a ¢: (s, ¢), (s,c,d,c), (s,c,d,c,d,c), ...Como el ciclo {c,d, c)
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tiene peso 6 + (—3) = 3 > 0, el camino corto desde s a ¢ es (s,c), con
peso 0,(s,¢) = 5. Similarmente el camino corto de s a d es (s,c¢,d), con
peso dy(s,d) = w(s,c) + w(e,d) = 11. Andlogamente, hay una infinidad
de caminos desde s a e; (s, e), (s, e, f,e), (s,e, f,e, f,e) y asi sucesivamente.
Observe que el ciclo (e, f, e) tiene peso 3+(—6) = —3 < 0, sin embargo no hay
un camino corto desde s a e. Recorriendo el ciclo con peso negativo (e, f, e)
muchas veces arbitrariamente, podemos encontrar caminos de s a e con pesos
arbitrariamente chicos, y asi d,(s,e) = —oo. Como g es alcanzable desde
f, también podemos encontrar caminos con pesos negativos arbitrariamente
chicos de s a g,y d,($,g) = —o0. Los vértices h, iy j también forman un ciclo
con peso negativo. Sin embargo, no es alcanzable desde s, y asi d,(s,h) =
0w (8,1) = du(s,j) = o0.

Algunos algoritmos de caminos cortos, tal como el algoritmo de Dijkstra,
suponen que todos los pesos de las aristas en la grafica de entrada son posi-
tivos, como en el ejemplo del mapa de carreteras. Otros, como el algoritmo
de Bellman-Ford, permiten aristas con peso negativo en la grafica de entra-
da y producen una respuesta correcta, siempre que no se tengan ciclos con
peso negativo que sean alcanzables desde el origen. Si hay un ciclo con peso
negativo, el algoritmo puede detectar y reportar esta existencia.

Representando Caminos Cortos

Con frecuencia, no solo se quiere calcular los pesos de un camino corto, si
no también los vértices en los caminos cortos. Dada una gréifica G = (V, A),
mantendremos para cada vértice v € V un predecesor m[v], que también es
otro vértice o el vacio. Los algoritmos de caminos cortos del capitulo 5 fijan
los atributos de 7 y asi el cambio de predecesores originan en un vértice v
recorrerse hacia atrés a lo largo del camino corto de s a v. De esta forma, dado
un vértice v para el cual 7[v] # ¢, el siguiente procedimiento se usara para
imprimir un camino corto de s a v.

IMP-CAM(G, s, v)
siv=s
entonces imprime s
si wfv] = ¢
entonces imprime “No existe camino de”s “a’v
IMP-CAM(G, s, 7[v])

imprime v

S U= W N~
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Durante la ejecucion de un algoritmo de caminos cortos, los valores de m
no necesariamente van a indicar los caminos cortos. Estaremos interesados
en la subgréfica predecesor G, = (V, A;) inducida por los valores de 7.
Definimos el conjunto de vértices V., como el conjunto de vértices de G' con
predecesores no nulos, mas el origen s; es decir,

Ve={veV:nu #¢}U{s}

Asi mismo, el conjunto de aristas dirigidas A, es el conjunto de aristas
inducidas por los valores de 7 para los vértices en V,

Ay ={(n[v],v) € A:v eV, —{s}}

Probaremos que los valores de 7 producidos por los algoritmos en el
capitulo 5, tienen la propiedad de que al finalizar G, es un “arbol de ca-
minos cortos”, un arbol enraizado conteniendo un camino corto desde un
vértice origen s a cada vértice que es alcanzable desde s. Un arbol de ca-
minos cortos, contiene caminos cortos desde el origen, que estaran definidos
en términos de los pesos de las aristas. Para ser preciso, sea G = (V, A) una
grafica dirigida pesada, con funcién de peso w : A — R, y suponga que GG no
contiene ciclos con peso negativo alcanzables desde el vértice origen s € V,
de esta forma los caminos cortos estan bien definidos.

Un arbol de caminos cortos enraizado en s, es una subgrafica dirigida
G' = (V' A"),donde V' CV y A C A, tal que

1. V' es el conjunto de vértices alcanzables desde s en G,

2. G’ forma un arbol enraizado con raiz s, y

3. para todo v € V', el iinico camino simple desde s a v en G’ es un camino
corto desde s a v en (.

Los caminos cortos no necesariamente son tnicos, y tampoco lo son los
arboles de caminos cortos. Por ejemplo, la figura 12 muestra una grafica di-
rigida pesada y dos arboles de caminos cortos con la misma raiz.
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Figura 12. (a) Una grafica dirigida pesada, con los pesos de los caminos cortos desde
el origen. (b) Las aristas remarcadas forman un arbol de caminos cortos enraizado en el
origen s. (¢) Otro drbol de caminos cortos con la misma rafz.

4.1. Caminos cortos

Nuestro analisis va a requerir de algunas convenciones para la aritméti-
ca con infinitos. Para cualquier niimero real a # —oo, tenemos a + oo =
00 + a = oo. También, como al realizar las demostraciones estaremos en pre-
sencia de ciclos con peso negativo, supondremos que para cualquier nimero
real a # 00, se tiene a + (—00) = (—00) + a = —o0.

Para entender los algoritmos de caminos cortos con origen fijo, nos sera ttil
entender las técnicas que utilizan y las propiedades de caminos cortos que
explotan. La técnica principal usada por los algoritmos en el capitulo 5 es
la de relajacion, la cual veremos en la siguiente seccion. Es un método que
de manera repetida decrece una cota superior en el peso actual de un ca-
mino corto a cada vértice, hasta que esta cota superior es igual que el peso
del camino corto. En este capitulo, veremos como funciona la relajacion y
probaremos varias propiedades que mantiene; el lema 4.5 sera la clave para
entender los algoritmos del capitulo 5.

Subestructura éptima de un camino corto

Tipicamente, los algoritmos de caminos cortos explotan la propiedad de
que un camino corto entre dos vértices contiene otro camino corto dentro de
éste. El siguiente lema y su corolario nos plantean la propiedad de subestruc-
tura 6ptima de caminos cortos de manera mas precisa.
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Lema 4.1 (Subcaminos de caminos cortos son caminos cortos) Dada
una grifica G = (V, A) dirigida pesada, con funcion de peso w: A — R, sea
p = (V1,V9,...,0,) un camino corto del vértice vy al vértice vy, y para cual-
quier i y j tal que 1 < i < j < k, sea p;; = (i, Vig1,...,v;) un subcamino
de p del vértice v; al vértice vj. Entonces p;; es un camino corto de v; a v;.

Demostracion.

i . PLi  Pij  Pik
Si descomponemos al camino p como vy ~> v; ~3 v; <> vy, entonces tenemos
w(p) = w(p1:) +w(ps ;) +w(pjr). Supongamos que existe un camino pj ; de v;

’ E P1,i p;,j Pj.k .
a vj, con peso w(p; ;) < w(p;;). Entonces v; ~> v; ~* v; =5 v}, es un camino

de v1 a v, cuyo peso w(py;) + w(p; ;) + w(pjx) es menor que w(p), lo cual
contradice el hecho de que p es un camino corto de v; a v,.H

Corolario 4.1 Sea G = (V, A) una grdfica dirigida pesada, con funcién de
peso w : A — R. Suponga que un camino corto p del vértice s al vértice v

p e 7/ 4 .
se puede descomponer como s ~ u — v para algin vértice u y un camino
p'. Entonces, el peso del camino corto de s a v es 6,(8,v) = 0y(s, u)+w(u,v).

Demostracion.
Por el lema anterior, se tiene que el subcamino p’ es un camino corto de el
origen s al vértice u. Asi que

Ou(s,v) = w(p)
= w(p) + w(u,v)
= Ou(s,u) +w(u,v)l

El siguiente lema, nos da una simple, pero muy ttil propiedad sobre los
pesos de un camino corto.

Lema 4.2 Sea G = (V, A) una grifica dirigida pesada, con funcion de peso
w: A — R y vértice origen s. Entonces, para toda arista (u,v) € A, se tiene
B0 (5,v) < Bu(s, ) + w(u, v).

Demostracion.

Un camino corto p del vértice origen s al vértice v, no puede tener mayor
peso que cualquier otro camino de s a v. En especifico, el camino p no puede
tener mayor peso que el camino particular que toma un camino corto del
origen s al vértice u y que luego toma a la arista (u,v).H
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4.2. Relajacion

Los algoritmos del capitulo 5 usan la técnica de relajacidn®. Para cada
vértice v € V', mantendremos un atributo d[v], el cual serd una cota superior
del peso de un camino corto desde el origen s al vértice v. Llamaremos a
d[v] el camino corto estimado al vértice v. Inicializamos los caminos cortos
estimados y predecesores con el siguiente procedimiento (IOF fijard al vértice
origen)

IOF(G, s)
1 para cada vertice v € V|[G]
2 d[v] < oo
3 T[] — ¢
4 d[s] <0
Después de la inicializacion, w[v] = ¢ para todo v € V, d[v] = 0 para

v = sy d[v] = oo para todo v € V — {s}.

El proceso de relajacién de una arista (u,v), consiste en probar si se
puede mejorar el camino corto a v, viendo que tan lejos se encuentra de
u, y asi entonces actualizar d[v] y w[v]. Un paso de relajacién puede o no
decrecer el valor del camino corto estimado d[v] y actualizar el campo 7[v]
de predecesores de v. El siguiente codigo realiza un paso de relajacién en una
arista (u,v).

RELAJA (u, v, w)

1 sidv] > du] +w(u,v)

2 entonces d[v] « d[u] + w(u,v)
3 T[] «—u

La figura 13 muestra dos ejemplos de relajacion en una arista; uno en
el cual el camino corto estimado decrece y otro en el cual el camino corto
estimado no cambia.

'Puede verse extrano que el término relajacién sea usado para una operacién que res-
tringe a una cota superior. El uso del término es histérico. Viene de que un paso de
relajacién puede ser visto como una relajacién de la restriccién dfv] < dlu] + w(u,v), la
cual por el lema 4.2, se debe satisfacer si d[u] = §,(s,u) v d[v] = 6, (s,v). Esto es, si
d[v] < d[u] + w(u,v), no hay “prisa”para satisfacer esta restriccién, asi que la restriccién
es “relajada”.
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Figura 13. Relajacién de una arista (u,v). El camino corto estimado de cada vértice se
muestra dentro de cada vértice. (a) Como d[v] > d[u] + w(u, v) antes de la relajacién, el
valor de d[v] decrece. (b) Aqui d[v] < d[u] + w(u,v) antes del paso de relajacién, asi d[v]
no cambia por la relajacién.

Propiedades de la relajacion

La correccion de los algoritmos del capitulo 5 van a depender de propieda-
des importantes de la relajacion, las cuales seran resumidas en los siguientes
lemas. La mayoria de los lemas describen el resultado de la ejecuciéon de una
secuencia de pasos de relajacion en las aristas de una grafica dirigida pesa-
da, que previamente ha sido inicializada por el procedimiento IOF. Excepto
por el lema 4.7, estos lemas se aplican a cualquier secuencia de pasos de
relajacion, aunque no producen los valores del camino corto.

Lema 4.3 Sea G = (V, A) una grifica dirigida pesada, con funcién de peso
w:A—=R, ysea (u,v) € A. Entonces, inmediatamente después de relajar
la arista (u,v) por la ejecucion de RELAJA(u,v,w), se tiene d[v] < d[u] +
w(u,v).

Demostracién.

Si justo antes de que se relaje la arista (u,v), se tiene d[v] > d[u] + w(u,v);
entonces después de la relajacién se tendra d[v] = d[u] + w(u,v).

Por el contrario, si antes de relajar la arista (u, v) se tiene d[v] < d[u]4+w(u, v);
entonces los valores de d[u] y d[v] no cambiaran, y después de la relajacién
se seguird teniendo d[v] < d[u] + w(u,v). R
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Lema 4.4 Sea G = (V, A) una grifica dirigida pesada, con funcion de peso
w:A— R, seas eV el vértice origen, suponga que la grifica se inicializa
con IOF(G,s). Entonces, d[v] = d,(s,v) para toda v € V, y ésta invariante
se mantiene sobre cualquier secuencia de pasos de relajacion en las aristas
de G. Mds ain, una vez que se cumple d[v] = d,(s,v), esto nunca cambiard.

Demostracion.
La invariante d[v] > 0,(s,v) es cierta después de la inicializacién, ya que
d[s] =0 = d,(s,s) (note que d,(s,s) = —oo si s esta en un ciclo con peso

negativo y 0 de otra forma) y d[v] = oo, entonces d[v] > d,(s,v) para toda
v € V — {s}. Probaremos por contradiccién que la invariante se mantiene
sobre cualquier secuencia de pasos de relajacién. Sea v el primer vértice para
el cual un paso de relajacion en la arista (u,v) provoca que d[v] < d,(s,v).
Entonces justo después de haber relajado la arista (u,v), se tiene

dlu] + w(u,v)

I
=
=,

V/ANA

dw(s,u) + w(u,v) (Por el lema 4.2)

Lo cual implica que d[u] < d,,(s,u), pero el valor de d[u] no tiene porque
cambiar por la relajacién de la arista (u,v), entonces ésta desigualdad tam-
bién debe ser cierta justo antes de que sea relajada la arista (u,v), pero esto
contradice nuestra eleccién de v como el primer vértice para el cual ocurre
que d[v] < (s, u). Entonces concluimos que la invariante d[v] = d,,(s,v) se
mantiene para toda v € V.

Para ver que los valores de d[v] nunca cambian una vez que d[v] = d,(s, v),
note que una vez que se cumple ésto, el valor de d[v] no puede decrecer, por
que ya hemos probado que d[v] > d,(s,v), y d[v] tampoco puede crecer, por
que los pasos de relajacién no incrementan los valores de d.l

Corolario 4.2 Suponga que en una grafica G = (V, A) dirigida pesada, con
funcion de peso w : A — R, no existe camino que conecte al vértice origen s
con un vérticev € V dado. Entonces, después de que la grdfica es inicializada
por IOF(G,s), se tiene d[v] = d,(s,v), y esta igualdad se mantiene como una
invariante sobre cualquier secuencia de pasos de relajacion en las aristas de

G.
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Demostracion.

Por el lema 4.4, siempre se cumple que d[v] > d,,(s,v) para toda v € V| como
no existe un camino del vértice s al vértice v, entonces d,,(s,v) = 0o, por lo
tanto tenemos d[v] = 00 = d,(s,v)M

El siguiente lema es crucial para probar la correccion de los algoritmos de
caminos cortos del capitulo 5. Este lema, nos da las condiciones suficientes
para que la relajaciéon produzca que el camino corto estimado converja al
peso del camino corto.

Lema 4.5 Sea G = (V, A) una grifica dirigida pesada, con funcién de peso
w: A — R, sea s € V el vértice origen, y sea § ~ u — U un camino
corto en G para algunos vértices u,v € V. Suponga que G es inicializada por
IOF(G,s) y entonces una secuencia de pasos de relajacion que incluyen la
llamada a RELAJA (u,v,w) se ejecuta en las aristas de G. Si se tiene d[u] =
dw(s,u) en cualquier momento antes de la llamada a RELAJA, entonces se
tendrd dv] = §,(s,v) en todo momento después de la llamada.

Demostracién.

Por el lema 4.4, si se tiene d[u] = d,(s,u) en algin punto previo a la rela-
jacién de la arista (u,v), entonces esta igualdad se mantendra después de la
relajacion.

En particular, después de relajar la arista (u,v), se tendrd

dlv] < du] +w(u,v) (Por el lema 4.3)

du (s, u) + w(u,v)
= 0u(s,0) (Por el corolario 4.1)

Por el lema 4.4, se tiene d,(s,v) < d[v], por lo tanto concluimos que
d[v] = 6,(s,v), y esta igualdad se mantiene después. B

Arboles de caminos cortos.

Probaremos que la relajacion produce que los caminos cortos estima-
dos desciendan mondétonamente hacia los actuales pesos del camino corto.
También, probaremos que una vez que una secuencia de relajaciones se ha
ejecutado en los pesos actuales del camino corto, la subgrafica predecesor G
inducida por los valores resultantes de 7, es un arbol de caminos cortos pa-
ra (G. Empezaremos con el siguiente lema, el cual muestra que la subgrafica
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predecesor siempre forma un drbol enraizado en el cual la raiz es el origen.

Lema 4.6 Sea G = (V, A) una grifica dirigida pesada, con funcién de peso
w: A — R y vértice origen s € V, y suponga que G no contiene ciclos
con peso negativo que son alcanzables desde s. Entonces, después de que la
grafica es inicializada por I0F(G,s), la subgrdfica predecesor G, forma un
arbol enraizado con raiz s, y cualquier secuencia de pasos de relajacion en
las aristas de G mantiene esta propiedad como una invariante.

Demostracion.

Inicialmente, el tinico vértice en G, es el vértice origen, y el lema se cumple.
Consideremos una subgrafica predecesor G, que resulta después de una se-
cuencia de pasos de relajacion en las aristas de GG. Primero probemos que G
es aciclica.

Por contradiccion, supongamos que algiin paso de relajacion crea un ciclo
en la gréifica G,. Sea ¢ = (vg,v1,...,vx) tal ciclo, donde v, = vy, entonces
7[v;] = v;_y parai = 1,2,...,k, y sin perdida de generalidad, podemos su-
poner que al relajar la arista (vy_1,vx) es cuando se crea el ciclo en G.

Veamos que todos los vértices en el ciclo ¢ son alcanzables desde el ori-
gen s. En efecto, cada vértice en ¢ tiene un predecesor no nulo, y asi a cada
vértice en c le fué asignado un camino corto estimado finito cuando a éste le
fué asignado un valor de 7 no nulo. Por el lema 4.4, cada vértice en el ciclo ¢
tiene un peso del camino corto finito, lo cual implica que es alcanzable desde
S.

Ahora analicemos los caminos cortos estimados en ¢ justo antes de lla-
mar a RELAJA (v,_1,u, w) y probemos que ¢ es un ciclo con peso negativo,
y de esta manera contradiciendo el hecho de que G no contiene ciclos con
peso negativo que son alcanzables desde el origen. Justo antes de llamar a
RELAJA, tenemos 7[v;] = v;_1 parai = 1,2,..., k — 1, de esta forma, para
i =12,...,k— 1, la ultima actualizacién que se hizo a d[v;] se dio por la
asignacion d[v;] < d[v;_1] + w(v;, v;_1). Si el valor de d[v;_;| cambia, enton-
ces éste decrece. Por lo tanto, justo antes de llamar a RELAJA (vg_1,vp, w),
tenemos

d[vi] = d[vi—1] + w(vi—1,v;) para toda i =1,2,... .k —1 (4.1)
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Como 7[vg] es cambiado por la llamada de RELAJA, inmediatamente
antes de la llamada también se tiene la desigualdad estricta

dlvg] > d[vg—1] + w(vg_1,vk)

Sumando esta desigualdad estricta con las £ — 1 desigualdades de 4.1,
obtenemos la suma de los caminos cortos estimados a lo largo del ciclo ¢:

(d[UZ‘_l] + w(vi_l, Uz))

pero

k k
E d[UZ] = E d[vi_l]
i=1 i=1
yva que cada vértice en el ciclo ¢ aparece exactamente una vez en cada suma-
toria.

Esto implica
k

0> Z ’lU('l}i,l, Ui)
i=1
Entonces, la suma de los pesos a lo largo del ciclo ¢ es negativo, de esta
forma hemos llegado a la contradiccion deseada.

Hemos probado que G; es una grafica dirigida aciclica. Para probar que
ésta forma un arbol enraizado con raiz r, es suficiente probar que para cada
vértice v € V., hay un tinico camino desde s a v en G,.

Primero debemos probar que existe un camino de s a cada vértice en V.
Los vértices en V. son aquellos con valores de m no nulos, més s. Probaremos
por induccién en el numero n de relajaciones, que existe un camino de s a
todo vértice en V.

Por definicién se tiene, V, = {v € V : wt[v] # ¢} U{s} vy Ar = {(7[v],v) €
A:veV,—{s}}
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Figura 14. Un camino en G, desde el origen s al vértice v es uinico. Si hay dos caminos
pr(s~u~x— 2~ 0)ypas~ u~y — 2z~ v), donde x # y, entonces w[z] = x y
7[z] = ¥, lo cudl es una contradiccién.

Para la base, se tiene G, = (V, A;) = ({s}, ¢) y entonces el resultado es
obvio.

Para el paso inductivo, supongamos que después de realizar n—1 relajacio-
nes, existe un camino de s a todo vertice v € V.. Supongamos que en la n-ési-
ma relajacion se relaja la arista (u, v), si se cumple que d[v] < du] +w(u, v),
entonces (G, no cambia y por hipotesis de induccion se tiene el resultado. Si
se tiene d[v] > d[u]+w(u,v), entonces la relajacién de la arista (u,v) provoca
que m[v] = u, luego v € V, y (w[v],v) = (u,v) € A, asi que G, sblo tiene
un nuevo vértice y una nueva arista; ademas, el nuevo vértice es alcanzable
desde s, pues por hipétesis de induccién u lo es.

Para completar la prueba del lema, ahora debemos probar que para cual-
quier vértice v € V,, hay al menos un camino de s a v en la grafica G,.
Supongamos que hay dos caminos simples de s a algiin vértice v; pq, el cual
puede descomponerse como s ~» u ~» & — 2z ~ U, ¥ pa, el cual puede des-
componerse como § ~ u~» y — z ~» v, donde x # y. (véase figura 14). Pero
entonces, m[z] = x y 7[z] = y, lo cual implica que = = y. Por lo tanto existe
un unico camino en G de s a v, y asi G, forma un arbol enraizado con raiz

s.

Ahora podemos probar que, si después de que se ha ejecutado una secuen-
cia de pasos de relajacion, todos los vértices tienen asignados correctamente
sus pesos de camino corto, entonces la subgréfica predecesor GG, es un arbol
de caminos cortos.
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Lema 4.7 Sea G = (V, A) una grifica dirigida pesada, con funcion de peso
w: A — R y vértice origen s € V, y suponga que G no contiene ciclos
con peso negativo que son alcanzables desde s. Llamese a IOF(G,s) y enton-
ces ejecute cualquier secuencia de pasos de relajacion en las aristas de G,
que produzcan que d[v] = d,(s,v) para todo v € V. Entonces, la subgrifica
predecesor G es un drbol de caminos cortos enraizado en s.

Demostracion.

Tenemos que probar que las tres propiedades para arboles de caminos cortos
se cumplen para GG,. Para la primera propiedad, debemos probar que V; es
un conjunto de vértices alcanzables desde s. Por definicion, el peso de un
camino corto d,(s,v) es finito si, y sélo si, v es alcanzable desde s, es decir,
los vértices que son alcanzables desde s son aquellos que tienen valores de d
finitos. Pero un vértice v € V' — {s} tiene asignado un valor finito para d[v]
si, y s6lo si, w[v] # ¢. Asi que, los vértices en V. son exactamente aquellos
que son alcanzables desde s.

La segunda propiedad se sigue directamente del lema 4.6.

Nos resta probar la ultima propiedad de arboles de caminos cortos: para
toda v € V; el tnico camino simple s & v en G, es un camino corto de s a
ven G. Sea p = (vg,vq,...,0x), donde vg = sy vy =v. Parai=1,2,... k,
se tiene d[v;] = 0,(s,v;) y ademas d[v;] = d[v;_1] + w(v;_1,v;), de donde se
concluye que w(v;_1,v;) < 0y (8, v;) —0u(8, v;—1). Sumando los pesos a lo largo
del camino p, tenemos

k
w(p) = Zw(vz‘—lyvi)
i=1
k
< (0w (8, vi) = 0w(s,vi-1))
i=1
= 5u}(37vk¢) - 5w(37U0>
= 5w(3’vk)
La tercera linea viene de la suma telescépica en la segunda linea, y la
cuarta linea se sigue de que d,(s,v9) = 0u(s,s) = 0. Entonces, w(p) <

O (s, vg). Como 0, (s, vx) es una cota minima en los pesos de cualquier camino
de s a v, concluimos que w(p) = d,(s,vx), y asi p es un camino corto de s
av=uyv, B
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4.2 Relajaciéon




Capitulo 5

Algoritmos de Dijkstra y
Bellman-Ford

Los algoritmos de caminos cortos con origen fijo en este capitulo estan
basados en la técnica de relajacion. En el capitulo anterior se proporciona-
ron algunas propiedades importantes de caminos cortos en general y después
algunos resultados importantes. En este capitulo se veran el algoritmo de
Dijkstra, el cual resuelve el problema de caminos cortos con origen fijo don-
de todas las aristas tienen pesos no negativos, y el algoritmo Bellman-Ford,
el cual es usado en casos mas generales, en los cuales las aristas pueden tomar
valores negativos. Si la grafica contiene un ciclo con peso negativo alcanza-
ble desde el origen, el algoritmo Bellman-Ford detecta y reporta su existencia.

Los algoritmos de este capitulo llaman al procedimiento IOF y entonces
repetidamente relajan todas las aristas. Mas aun, la relajacién es la tinica
manera por la cual los caminos cortos estimados y predecesores van a cam-
biar. Estos dos algoritmos difieren en cuantas veces va a ser relaja cada arista
y en el orden en el cual seran relajadas. En el algoritmo de Dijkstra, cada
arista es relajada exactamente una vez; en el algoritmo de Bellman-Ford,
cada arista es relajada varias veces.
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5.1. Algoritmo Dijkstra

El algoritmo de Dijkstra resuelve el problema de caminos cortos con ori-
gen fijo en una gréafica G = (V, A) dirigida pesada, para el caso en el cual
todas las aristas tienen pesos no negativos. Por lo tanto, en esta seccion su-
pondremos que w(u,v) > 0, para toda arista (u,v) € A.

El algoritmo de Dijkstra mantiene un conjunto S de vértices de quienes,
los pesos finales del camino corto desde el origen s ya han sido determinados.
Es decir, para todo vértice v € S, se cumple que d[v] = ,(s,v). El algo-
ritmo repetidamente selecciona un vértice u € V — S con el camino corto
estimado mas pequeno, inserta a u en S, y relaja todas las aristas que salen
de u. En la siguiente implementacién, se mantiene una cola () que contiene
a todos los vértices en V — S, clasificados de acuerdo a sus valores de d.
Esta implementacion asume que la grafica GG es representada por listas de
adyacencia.

DIJKSTRA(G, w, s)
IOF(G, s)
S — ¢
Q — VI[G]
mientras @) # ¢
u — EXT-MIN(Q)
S — SuU{u}
para cada vértice v € Ady[u]
RELAJA (u, v, w)

O 1 O U W N

El algoritmo de Dijkstra relaja las aristas como se muestra en la figura
15. La linea 1 realiza la inicializacién usual de los valores de 7 y d, y la
linea 2 inicializa el conjunto S como el conjunto vacio. La linea 3 inicializa
la cola @), que contiene a todos los vérticesen V — S =V — ¢ = V. Cada
vez que se ejecuta el ciclo mientras de las lineas 4-8, un vértice u se extrae
de Q@ =V — S y se inserta en el conjunto S. (La primera vez que se ejecuta
el ciclo, u = s) Por lo tanto, el vértice u tiene el camino corto estimado més
pequeno de cualquier vértice en V' — S. Después, las lineas 7-8 relajan cada
arista (u,v) que sale de u, y entonces se actualiza el camino corto estimado
d[v] y el predecesor 7[v] si el camino corto a v puede ser mejorado al pasar
por u. Note que los vértices nunca son insertados en () después de la linea 3
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Figura 15. La ejecucion del algoritmo de Dijkstra. El origen es el vértice s. Los caminos
cortos estimados se muestran dentro de cada vértice, y las aristas remarcadas indican
los valores de los predecesores: si la arista (u,v) estd remarcada, entonces w[v] = u. Los
vértices negros estan en el conjunto S, y los vértices blancos estan en la cola Q@ =V — S.
(a) Justo antes de la primera iteracién de el ciclo mientras de las lineas 4-8. El vértice
gris tiene el valor mas pequetio de d y se elige como el vértice u en la linea 5. (b)-(f) La
situacion después de cada iteracién sucesiva de el ciclo mientras. Los vértices grises en
cada parte son elegidos como el vértice u en la linea 5 de la siguiente iteracién. Los valores
de d y 7 en la parte (f) son los valores finales.
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y que cada vértice es extraido de () e insertado en S exactamente una vez,
asi que el ciclo mientras de las lineas 4-8 itera exactamente |V| veces.

Como el algoritmo de Dijkstra siempre selecciona el vértice més cercano
o barato en V — S para insertarlo en el conjunto S, se dice que éste usa
una estrategia “codiciosa’. Las estrategias codiciosas en general no siempre
producen resultados éptimos; pero en el siguiente teorema y su corolario, se
prueba que el algoritmo de Dijkstra realmente produce caminos cortos. La
clave es probar que cada vez que un vértice u es insertado en el conjunto S,
se tiene dlu] = d,(s, u).

Teorema 5.1 (Correccién del algoritmo de Dijkstra) Si se ejecuta el
algoritmo de Digkstra en una grdfica dirigida pesada G = (V, A), con funcion
de peso no negativa w y origen s, entonces al finalizar, d[u] = 6,,(s,u) para
todo vértice u € V.

Demostracion.

Debemos probar que para cada vértice u € V, se tiene d[u] = d,(s,u) en
el momento en que u es insertado en el conjunto S, y que esta igualdad se
mantiene después.

Por contradiccién, sea u el primer vértice para el cual ocurre que dlu| #
dw(s,u) cuando éste es insertado en el conjunto S. Nos centraremos en el
momento en que inicia la iteracién del ciclo mientras del algoritmo, en el
cual u es insertado en S. Se debe tener que u # s, por que s es el primer
vértice insertado en el conjunto S y en este momento d[s| = d,(s,s) = 0.
Como u # s, también se tiene que S # ¢, justo antes de que u es insertado
en el conjunto S. Tiene que haber algin camino de s a u, porque de otra
forma, por el corolario 4.2 se tendria d[u] = d,(s,u) = 00, lo cual contradice
el hecho de que d[u] # 0,(s, u).

Como existe al menos un camino, hay un camino corto p de s a u. El
camino p conecta un vértice en S, llamado s, a un vértice en V — .S, llamado
u.

Sea y el primer vértice a lo largo del camino p talque y € V — S, y sea
x € V el predecesor de y. Como se muestra en la figura 16, el camino p se
puede descomponer como s < z — y Nan
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Figura 16. La demostracion del teorema 5.1. El conjunto S es no vacio, justo antes de
que el vértice u es insertado en él. Un camino corto p desde el origen s a el vértice u, se
puede descomponer como s 2> z — y 2% u, donde y es el primer vértice en el camino que
noestdien V— Sy x € S inmediatamente precede a y. Los vértices x y y son distintos,
pero se puede tener s = z 0 y = u. El camino ps puede o no volver a entrar al conjunto S.

Afirmamos que d[y] = 0,(s,y) cuando u es insertado en S. Para pro-
bar ésto, notemos que x € S. Entonces, como u es escogido como el primer
vértice para el cual d[u] # d,(s,u) cuando éste es insertado en S, se tiene
d[z] = 0u(s,x) cuando z es insertado en S. La arista (z,y) es relajada en
este momento, y asi por el lema 4.5 se tiene la afirmacion.

Ahora podemos obtener la contradiccion para probar el teorema. Como
y se encuentra antes de u en un camino corto de s a u y todos los pesos de
las aristas son positivos (especialmente aquellos en el camino ps), se tiene
0uw(S,y) < 0u(s,u), y asi

dly]

S D

w(8,Y)
w(s,u

d[ul (Por el lema 4.4)

(5.1)

NN

pero como los vértices u y y estan en V' — S cuando u es escogido en la linea
5 del algoritmo, tenemos d[u] < dly]. Asi, las dos desigualdades en 5.1 en
realidad son igualdades, dandonos

dly] = 0uw(s,y) = du(s, u) = d[u]
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En consecuencia, d[u] = d,,(s,u), lo cual contradice nuestra eleccién de u
como el primer vertice para el cual ocurre que dlu] # 0,(s, u).
Concluimos que en el momento en que cada vértice u € V es insertado en
el conjunto S, se tiene d[u] = d,(s,u), y por el lema 4.4, esta igualdad se
mantiene después.ll

Corolario 5.1 §i se ejecuta el algoritmo de Digkstra en una grdfica G =
(V, A) dirigida pesada, con funcion de peso mo negativa w y origen s, en-
tonces al finalizar, la subgrdfica predecesor G, es un drbol de caminos cortos
enraizado en S.

Demostracion.

Por el teorema 5.1, al finalizar el algoritmo de Dijkstra se tiene que d[u] =
dw(s,u) para todo u € V, y por el lema 4.7, la subgréfica predecesor G es
un arbol de caminos cortos enraizado en s.l

5.2. Algoritmo Bellman-Ford

El algoritmo Bellman-Ford resuelve el problema de caminos cortos con
origen fijo en el caso mas general, en el cual los pesos de las aristas pueden
tener valores negativos. Dada una grafica dirigida pesada G = (V, A), con
origen s y funcién de peso w : A — R, el algoritmo Bellman-Ford regresa
un valor booleano indicando si hay o no un ciclo con peso negativo que es
alcanzable desde el origen. Si hay tal ciclo, el algoritmo indica que no existe
solucion. De otra forma, el algoritmo produce los caminos cortos y sus pesos.

Tal como el algoritmo de Dijkstra, el algoritmo Bellman-Ford usa la técni-
ca de relajacién, de forma progresiva se hace decrecer el estimado d[v] en el
peso de un camino corto desde el origen s a cada vértice v € V', hasta que éste
alcance el peso del camino corto, i.e., d[v] = d,(s,v). El algoritmo regresa
VERDADERO si, y sélo si, la grafica no contiene ciclos con peso negativo
que son alcanzables desde el origen.
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BELLMAN-FORD(G, w, s)

1 IOF(G,s)

2 parai« 1 hasta |[V[G]| -1

3 para cada arista (u,v) € A[G]
4 RELAJA (u,v,w)

5 para cada arista (u,v) € A[G]

6 si d[v] > d[u] + w(u,v)

7 entonces regresa FALSO
8 regresa VERDADERO

La figura 17 muestra como funciona el algoritmo Bellman-Ford al ejecu-
tarlo en una gréfica con 5 vértices. Después de realizar la inicializacién usual,
el algoritmo realiza |V| — 1 pasadas sobre las aristas de la gréfica. Cada pa-
sada es una iteracion del ciclo para-hasta de las lineas 2-4 y consiste de la
relajacion de cada arista de la grafica una vez. Las figuras 19(b)-(e) muestran
el estado del algoritmo después de cada una de las cuatro pasadas sobre las
aristas de G. Después de realizar |V| — 1 pasadas, las lineas 5-8 verifican si
hay o no un ciclo con peso negativo y regresa el valor booleano apropiado.

Para probar la correccién del algoritmo de Bellman-Ford, empezaremos
por probar que si no hay ciclos con peso negativo, el algoritmo calcula correc-
tamente los pesos del camino corto para todos los vértices que son alcanzables
desde el origen. La prueba del siguiente lema contiene la intuicion detrés del
algoritmo.

Lema 5.1 Sea G = (V, A), una grdfica dirigida pesada, con funcion de peso
w: A — R, y suponga que G no contiene ciclos con peso negativo que son

alcanzables desde el origen s. Entonces, al finalizar BELLMAN-FORD, se
tiene d[v] = 0,(s,v) para todo vértice v que es alcanzable desde s.

Demostracion.

Sea v un vértice alcanzable desde s, y sea p = (vg,v1,...,v,) un camino
corto de s a v, donde vy = s y v, = v. El camino p es simple, y asi k <
|[V| — 1. Queremos probar por induccién que para i = 0,1,...,k, se tiene
d[vi] = 0w (s,v;) después de la i-ésima pasada sobre las aristas de G’y que
esta igualdad se mantiene después, y como se realizan |V| — 1 pasadas, esto
es suficiente para probar el lema.
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Figura 17. La ejecucién del algoritmo Bellman-Ford. El origen es el vértice z. Los va-
lores de d se muestran dentro de los vértices, y las aristas sombreadas indican los valo-
res . En este ejemplo particular, cada pasada relaja las aristas en orden lexicografico:
(u,v), (u, x), (u,y), (v,u), (x,v), (z,y), (y,v), (y, 2), (z,u), (z,z). (a) Justo antes de la pri-
mera pasada sobre las aristas. (b)-(e) La situacién después de cada pasada sucesiva sobre
las aristas . Los valores de d y 7 en la parte (e) son los valores finales. El algoritmo
Bellman-Ford regresa VERDADERO en este ejemplo.
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Para la base, tenemos d[vg] = 0,,(s,v9) = 0 después de la inicializacién, y
por el lema 4.4, esta igualdad se mantiene después.

Para el paso inductivo, supongamos que d[v;_1] = 0,,(s,v;_1) después de
la (i — 1)-ésima pasada. Después la arista (v;_1,v;) es relajada en la i-ésima
pasada, y asi por el lema 4.5, concluimos que d[v;] = 6,,(s,v;) después de la
1-ésima pasada y todas las subsecuentes veces, y de esta forma queda probado
el lema.l

Corolario 5.2 Sea G = (V, A), una grdfica dirigida pesada, con origen s
y funcion de peso w : A — R. Entonces para cada vértice v € V, hay un
camino desde s a v si, y solo si, BELLMAN-FORD finaliza con d[v] < oo,
cuando éste se ejecuta en G.

Demostracion.
La demostracion es similar a la del lema 5.1.

Sea v un vértice alcanzable desde s, y sea p = (vg, vy, ..., V) Un camino
corto de s a v, donde vy = sy v, = v. El camino p es simple, y asi & < |[V|—1.
Probaremos por induccién que para i = 0,1,...,k, se tiene d[v;] < oo des-

pués de la i-ésima pasada sobre las aristas de G y que esta desigualdad se
mantiene después, y como se realizan |V | — 1 pasadas, esto es suficiente para
probar el lema.

Para la base, tenemos d[vg] = (s, v9) = 0 < 0o después de la inicializa-
cion, y por el lema 4.4, esto se mantiene después.

Para el paso inductivo, supongamos que d[v; 1] < 0o, después de la (i—1)-
ésima pasada. Después la arista (v;_1,v;) es relajada en la i-ésima pasada, y
tenemos d[v;] < d[v;_1]|+w(v;_1,v;), por hipdtesis d[v;_1] < oo y ademas para
toda arista w(u,v) < oo. En consecuencia, d[v;] < oo después de la i-ésima
pasada y las subsecuentes veces.ll
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Teorema 5.2 (Correccién del algoritmo Bellman-Ford) Suponga que
se ejecuta Bellman-Ford, en una grdfica G = (V, A) dirigida pesada, con
funcion de peso w : A — R y origen s. Si G no contiene ciclos con peso
negativo que son alcanzables desde s, entonces el algoritmo regresa VER-
DADERQO, se tiene d[v] = d,(s,v) para todo vértice v € V, y la subgrifica
predecesor G, es un drbol de caminos cortos enraizado en s. Si G contiene
un ciclo con peso negativo alcanzable desde s, entonces el algoritmo regresa

FALSO.

Demostracion.

Supongamos que la grafica G no contiene ciclos con peso negativo que son
alcanzables desde el origen s. Primero probaremos que al finalizar se tiene,
d[v] = 0,(s,v) para todo vértice v € V. Si el vértice v es alcanzable desde s,
entonces por el lema 5.1, esto queda probado. Si v no es alcanzable desde s,
entonces por el corolario 4.2, también se prueba que d[v] = d,(s,v), de esta
forma hemos probado que al finalizar, se tiene d[v] = d,,(s,v).

Ahora usaremos esto para probar que BELLMAN-FORD regresa VER-
DADERO. Al finalizar, tenemos para toda arista (u,v) € A,

dv] = 0u(s,v)
< Ou(s,u) +w(u,v) (Por el lema 4.2)

= du] +w(u,v)

y asl ninguna de las comparaciones en la linea 6 provocan que BELLMAN-

FORD regrese FALSO; es decir, regresa VERDADERO.

Reciprocamente, supongamos que la grafica G' contiene un ciclo con peso
negativo ¢ = (vg, vy, ..., Vx), cON vy = vk, que es alcanzable desde el vértice
origen s. Asi, se tiene

Z w(vi_y,v;) < 0 (5.2)

=1
Por contradiccion, supongamos que BELLMAN-FORD regresa VERDA-
DERO, entonces se tiene d[v;] < d[v;—1] + w(v;—y,v;) para i = 1,2,... k.
Sumando las desigualdades a lo largo del ciclo ¢ tenemos

k k

Z d[vz] < Z d[Uifl] + Z w(vi,l, Ui)

=1 i=1 =1
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al igual que en la demostracién del lema 4.6, cada vértice en ¢ aparece
exactamente una vez en cada una de las primeras dos sumatorias. Asi que,

k k
> o) = 3o
i=1 i=1

Mas atin, por el corolario 5.2, d[v;] es finito parai = 1,2, ..., k. Entonces,

tenemos
0< Zw(vz‘—hvi)
i=1
lo cual contradice la desigualdad 5.2. Por lo tanto, concluimos que el algo-
ritmo BELLMAN-FORD regresa VERDADERO si la grafica G no contie-

ne ciclos con peso negativo alcanzables desde el origen, y FALSO de otra
forma.l
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Capitulo 6

Ejemplos

6.1. Conexion telefénica y ruta para tranvias

En fecha reciente se reservé el area de SEERVADA PARK para paseos y
campamentos. No se permite la entrada de automoviles pero existe un sistema
de caminos angostos con curvas para tranvias y Jeeps conducidos solamente
por los guardabosques. La figura 18 muestra este sistema de caminos (sin las
curvas), en donde O es la entrada al parque; las demds letras representan
la localizacién de las casetas de los guardabosques y otras instalaciones de
servicios. Los numeros son las distancias en millas de estos caminos sinuosos.

El parque contiene un mirador a un hermoso paisaje en la estacién T.
Unos cuantos tranvias transportan a los visitantes desde la entrada a la
estacion T y de regreso.

En este momento el administrador del parque se enfrenta a dos proble-
mas. Uno consiste en que se deben de instalar lineas telefénicas subterraneas
para establecer comunicacién entre todas las estaciones (inclusive la entrada).
Como la instalacion es costosa y ademas perturba la ecologia, se instalaran
lineas que siguen sélo los caminos necesarios para obtener comunicacion en-
tre cualquier par de estaciones. La pregunta es por donde deben tenderse
las lineas para lograr esto, con el minimo niimero total de millas de cable
instalado.

El segundo problema reside en determinar qué ruta desde la entrada del
parque a la estacion T, es la que tiene la distancia total méas corta para la
operacién de los tranvias.

95
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Para este ejemplo aplicaremos primero los algoritmos de Kruskal y Prim
para resolver la primera parte sobre las lineas telefénicas, y después aplica-
remos los algoritmos de Dijkstra y Bellman-Ford para resolver la segunda
parte de la ruta mas corta.

//\
LA

Gréfica para el problema de la operacién de los tranvias.
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Aplicando el algoritmo de Kruskal para el problema del tendido
de las lineas telefénicas en SEERVADA PARK.

Se crea el bosque, en el cual ca-
da arbol tiene un sélo vértice. Se
ordenan las aristas de forma cre-
ciente. Se puede elegir la arista
ligera (B,C) o (D,E); se eligié a
(B,C), y como unia arboles dis-
tintos, entonces se anadi6 a B y
se fusionaron los arboles.

Se eligié a la arista ligera (D,E);
como unia &arboles distintos, se
anadi6 a B y se fusionaron los
arboles. Después, se tenian dos
posibilidades, la arista (O,A) o
(A,B). Se escogié la (O,A), como
unia arboles distintos, se anadié a
B, y se fusionaron los arboles.

Elegimos la arista ligera (A,B);
como unia &arboles distintos, se
anadio a B y se fusionaron los
arboles. Después se considerd la
arista (B,E), como unia drboles
distintos, se anadi6 a B y se fu-
sionaron los drboles.
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Se tenian tres aristas ligeras:
(0,C), (C,E) y (B,D); pero to-
das unian al mismo arbol y fueron
descartadas. Después, se tenian
las aristas ligeras (O,B) y (D,T);
pero la arista (O,B) unfa al mis-
mo arbol y fue descartada; la aris-
ta (D,T) unia &rboles distintos,
se anadié a B y se fusionaron los
arboles.

Después se tenian dos posibilida-
des, la (A,D) y (E,T), pero unian
al mismo arbol y entonces las des-
cartamos. Como ya no se tienen
mas aristas, el algoritmo finaliza
y el arbol de expansiéon minima
queda de ésta forma.

Entonces, para hacer la instalacién de las lineas telefénicas para conectar
todas las terminales, con un nimero total minimo de cable instalado, debe-
mos conectar la entrada con la estacién A, la estacion A con la B, la B con
las estaciones C y E, la estacion E con la D, y finalmente la estaciéon D con la

estacién T; de esta forma queda resuelto el problema aplicando el algoritmo
de Kruskal.
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Aplicando el algoritmo de Prim para el problema del tendido
de las lineas telefénicas en SEERVADA PARK.

Tenemos, Q={0, A, B, C, D, E,
T}, ¥V ueQ key[u]=00 y key[O]=0,
7[O]=¢. En la primera iteracion,
quitamos a O de Q y para todo
vértice adyacente veQ, verifica-
mos si w(u,v)<key[v] y reajusta-
mos valores.

w[A]=0, key[A]=2
7[B]=0, key[B]=5
7[C]=0, key[C]=4

Q # ¢, en el vértice A inci-
de la arista ligera (O,A), quita-
mos a A de Q y para cada vérti-
ce adyacente veQ), verificamos si
w(u,v)<key[v] y reajustamos.

7[B]=A, key[B]=2
n[D]=A, key[D]=7

Q # ¢, en el vértice B inci-
de la arista ligera (A,B), quita-
mos a B de Q y para todo vérti-
ce adyacente veQ), verificamos si
w(u,v)<key[v] y reajustamos.

7[C]=B, key[C]=1
m[E]=B, key[E]=3
w[D]=B, key[D]=4



60

6.1 Conexion telefénica y ruta para tranvias

Q # ¢, en el vértice C incide la
arista ligera (B,C), quitamos a C
de Q, verificamos la condicién pa-
ra cada vértice adyacente y rea-
justamos, no se cumplié la condi-
cién.

Q # ¢, en el vértice E incide la
arista ligera (B,E), quitamos a E
de Q y para cada vértice adya-
cente veQ verificamos lo mismo
y reajustamos.

Q # ¢, en el vértice D incide la
arista ligera (E,D), quitamos a D
de Q y para cada vértice adyacen-
te veQ, nuevamente verificamos
si w(u,v)<key[v], y reajustamos.

m[T]=D, key[T]|=5
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Q # ¢, en el vértice T incide la
arista ligera (D,T) quitamos a T
de Q, no se tiene ningin vértice
adyacente, no se reajusté nada.
Después de esto, Q = ¢ y el al-
goritmo finaliza.

De igual forma que con el algoritmo de Kruskal, para hacer la instalacién
de las lineas telefénicas para conectar todas las terminales, con un nimero
total minimo de cable instalado, debemos conectar la entrada con la estacién
A, la estacién A con la B, la B con las estaciones C y E, la estacion E con la
D, y finalmente la estacién D con la estacion T; de esta forma queda resuelto
el problema aplicando el algoritmo de Prim y generando la misma solucion.
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Aplicando el algoritmo de Dijkstra para el problema del reco-
rrido de los tranvias en SEERVADA PARK.

Después de la inicializacién se tie-
ne, Q={0, A, B, C, D, E, T}, V
veQ d[v]=o0, w[v]=0 y d[O]=0.

Se quité a O de Q, se anadié a S
y se relajo toda arista que sale de
él

d[A]=2, =[A]=0
d[B]=5, =[B]=0
d[C]=4, [C]=0

Q # ¢, el vértice A tiene el
camino corto estimado mé&s pe-
queno, se quité a A de Q, se
anadio a S y se relajé toda arista
que sale de él

d[B]=4, =[B]=A
=9, =[D]=A.
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Q # ¢, los vértices B y C tienen
el camino corto estimado mas pe-
queno, se escogié a C, se quitd de
Q, se anadié a S y se relajé toda
arista que sale de él

d[E]=8, =[E]=C.

Q # ¢, el vértice B tiene el
camino corto estimado mas pe-
quenio, se quité a B de Q, se
anadié a S y se relajé toda arista
que sale de él

|=8, =[D]=B
d[E]=7, n[E]=B.

Q # ¢, el vértice E tiene el
camino corto estimado maéas pe-
quenio, se quité a E de Q, se
anadio a S y se relajé toda arista
que sale de él
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Q # ¢, el vértice D tiene el
camino corto estimado mas pe-
queno, se quité a D de Q, se
anadio a Sy se relajé toda arista
que sale de él

Q # ¢, el vértice T tiene el
camino corto estimado mas pe-
queno, se quité a T de Q, se
anadio6 a S.

Como Q=¢, el algoritmo finaliza.

Finalmente el arbol de caminos cortos queda de esta forma y asi resol-
vemos el problema de la distancia total mas corta para la operacién de los
tranvias en SEERVADA PARK, aplicando el algoritmo de Bellman-Ford.
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Aplicando el algoritmo de Bellman-Ford para el problema del
recorrido de los tranvias en SEERVADA PARK.
Primero consideremos el siguiente orden en que seran relajadas las aristas:
(A7 D>7 (A7 B)’ <B7 D)’ <B7 E)7 (B7 0)7 (C? E)’ (D7 T)’ (E7 D)7 (E’ T)? (O’ A)?
(0,B), (0,0C).

Después de la inicializacién se
tiene, V veV d[v]=o0, 7[v]=¢ y
d[0]=0.

Después de la primera iteracion
del ciclo para-hasta, se tiene

d[A]=2, 7[A]=0
d[B]=5, w[B]=0
d[C]=4, =[C]=0

T Después de la segunda iteracion,
13) se tiene

dD]=9, n[D]=A
d[B]=4, n[B]=A
d[D]=8, [D]=B
d[E]=7, ~[E|=B
d[T]=13, n[T]=D.
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Para la tercera, cuarta, quinta y
sexta iteraciéon ya no se tienen
mejoras (no hay cambios) y el
arbol para la grafica queda de es-
ta forma.

Ahora consideremos el orden de relajacion de las aristas: (O, A), (O, B),
(0.0),(A, D), (A, B), (B,D), (B, E), (B,C), (C,E), (D, T), (E,D), (E,T).

)

Después de la inicializacion se
tiene, V veV d[v]=o0, 7[v]=¢ y
d[O]=0.

Después de la primera iteracion se
tiene

d[A]=2, 7[A]=0
d[B]=5, «[B]=0
d[C]=4, ~[C]=0
d[D]=9, 7[D]=A
d[B]=4, n[B]=A
d[D]=8, =[D]=B
d[E|=7, =[E]=B
d[T]=13, =[T]=D.
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Para la segunda, tercera, cuarta,
quinta y sexta iteracién, ya no se
pueden mejorar los caminos, y el
arbol queda de esta forma.

Después de hacer |V|—1 pasadas, para cada arista de la grafica se verifica
si d[v]>d[u]+w(u,v); si se cumple, el algoritmo regresa FALSO, lo que nos
dice que existe un ciclo con peso negativo alcanzable desde el origen; pero en
este caso el algoritmo regresa VERDADERQO. Entonces el arbol de caminos
cortos queda de esta forma y asi resolvemos el problema para la operacién de
los tranvias en SEERVADA PARK, aplicando el algoritmo de Bellman-Ford.

Note que para este ltimo orden, después de la primera iteracion del ciclo
para-hasta, el arbol producido por los valores de 7 fue el arbol final que
resolvia el problema.
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6.2. Caminos entre zonas de talado para una
maderera

La maderera Wirehouse taladra arboles en ocho zonas de la misma area.
Para esto debe desarrollar un sistema de caminos de tierra para tener acceso
a cualquier zona desde cualquier otra. La distancia (en millas) entre cada par
de zonas es:

Distancia entre pares de zonas

1 2 3 4 5 6 7 8
1 - 1.3 2.1 0.9 0.7 1.8 2.0 1.5
2 1.3 -- 0.9 1.8 1.2 2.6 2.3 1.1
Z 3 2.1 0.9 - 2.6 1.7 2.5 1.9 1.0
o 4 0.9 1.8 2.6 - 0.7 1.6 1.5 0.9
n 5 0.7 1.2 1.7 0.7 - 0.9 1.1 0.8
a 6 1.8 2.6 2.5 1.6 0.9 - 0.6 1.0
s 7 2.0 2.3 1.9 1.5 1.1 0.6 - 0.5
8 1.5 1.1 1.0 0.9 0.8 1.0 0.5 -

El problema es determinar los pares de zonas entre los que deben construirse
caminos para conectar todas con una longitud total minima de caminos.

0.9

La gréfica para el problema de la maderera.
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Aplicando el algoritmo de Kruskal para determinar los caminos
que debe construir la maderera Wirehouse se tiene:

0.9

18

2.6

1.3

[

0.7

0.9

Creamos el bosque, cada arbol tiene so-
lamente un vértice. Se ordenan las aris-
tas de forma creciente con respecto a sus
pesos, escogemos la arista ligera (7,8),
como unia arboles distintos la anadimos
B, y fusionamos los arboles.

Como la arista ligera (6,7) unfa arboles
distintos, se anadi6é a B y se fusionaron
los arboles. Después se tenian dos aris-
tas ligeras, (1,5) y (4,5); se escogié la
(1,5) y como unia arboles distintos, se
anadi6 a B y se fusionaron los arbo-
les. Después, se considerd la arista ligera
(4,5), unia drboles distintos, se anadié a
B y se fusionaron los arboles.

La arista ligera (8,5) unia arboles dis-
tintos, se anadié a B y se fusionaron
los arboles. Después, se tenian cuatro
aristas ligeras, (2,3), (4,8), (5,6) y (1,4).
Primero se consideré a (2,3), como unia
arboles distintos, se anadié a B y se
fusionaron los drboles; después a (4,8),
como unia al mismo arbol fue descarta-
da; lo mismo ocurri6 con (5,6) y (1,4).
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Se tenian dos aristas ligeras, (3,8) y
(8,6). Como (8,6) unia al mismo arbol
fue descartada, después se consider6 a
(3,8), como unia &arboles distintos, se
anadié y fueron fusionados los arboles.
Nuevamente se tenian dos aristas lige-
ras, (2,8) y (5,7), ambas unfan al mismo
arbol y fueron descartadas.

A partir de ahora todas las aristas unen al
mismo arbol y son descartadas.

Entonces el arbol de expansiéon minima para la grafica queda asi, y de
esta forma determinamos qué caminos son los que se deben hacer para tener
acceso a cualquier zona desde cualquier otra por la maderera Wirehouse, con
una longitud total minima, aplicando el algoritmo de Kruskal.
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Aplicando el algoritmo de Prim para determinar los caminos
que debe construir la maderera Wirehouse.

Se tiene, Q={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, V
ueqQ key[u]=oo y key[1]=0, 7[1]=0¢.

Q # ¢, se quité a 1 de Q y para ca-
da vértice adyacente veQ), se verificé si
w(u,v)<key[v], y se reajusté

key[2]=1.3, key[3]=2.1, key[4]=0.9,
key[5]=0.7, key[6]=1.8, key[7]=2.0,
key[8]=1.5

Q # ¢, la arista (1,5) era una arista
ligera atravesando V-Q, quitamos a 5 de
Q y para cada vértice adyacente veQ),
se verifico la condicién y se reajusto

key[4]=0.7, key[3]=1.7, key[2]=1.2,
key[6]=0.9, key[7]=1.1, key[8]=0.8

Q # ¢, la arista (5,4) era una arista
ligera atravesando V-Q, quitamos a 4 de
Q y para cada vértice adyacente veQ), se
verificé si w(u,v)<key[v], no se cumplid.
Q # ¢, la arista (5,8) era una arista
ligera atravesando V-Q, quitamos a 8 de
Q y para cada vértice adyacente veQ),
verific la condicién y se reajusto

key[2]=1.1, key[3]=1.0, key[7]=0.5
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Q # ¢, la arista (8,7) era una arista
ligera atravesando V-Q, quitamos a 7 de
Q y para cada vértice adyacente veQ),
se verificé la condicion y se reajustéd

key[6]=0.6

Q # ¢, la arista (7,6) era una arista
ligera atravesando V-Q, quitamos a 6 de
Q y para cada vértice adyacente veQ),
se verificé la condicién, no se cumplié.

Q # ¢, la arista (8,3) era una arista
ligera atravesando V-Q, quitamos a 3 de
Q y para cada vértice adyacente veQ),
se verificé la condicién y se reajusté

key[2]=0.9

Q # ¢, la arista (3,2) es una arista ligera
atravesando V-Q, quitamos a 2 de Q.
Como @ = ¢, el algoritmo finaliza.

Como @) = ¢, entonces el algoritmo finaliza y el arbol de expansién mini-
ma para la grafica queda asi, y de esta forma determinamos qué caminos de
tierra son los que se deben hacer para tener acceso a cualquier zona desde
cualquier otra en la maderera Wirehouse, con una longitud total minima,
aplicando el algoritmo de Prim.
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6.3. Conexion de terminales de una sucursal

bancaria

Un banco ha decidido conectar terminales de computadora de cada sucur-
sal a la computadora central de su oficina matriz, mediante lineas telefénicas
especiales con dispositivos de telecomunicaciones. No es necesario que la linea
telefénica de una sucursal esté conectada directamente con la oficina matriz.
La conexiéon puede ser indirecta a través de otra sucursal que esté conectada
(directamente o indirectamente) a la matriz. El inico requisito es que exista
alguna ruta que conecte a todas las sucursales con la oficina matriz.

El cargo por las lineas telefénicas especiales es directamente proporcional a
la distancia cableada, en donde esta distancia (en millas) es:

Distancia entre pares de oficinas

Principal Suc.1 Suc.2 Suc.3 Suc.4 Suc.5
Principal -—- 190 70 115 270 160
Sucursal 1 190 -—- 100 110 215 50
Sucursal 2 70 100 - 140 120 220
Sucursal 3 115 110 140 - 175 80
Sucursal 4 270 245 120 175 - 310
Sucursal 5 160 30 220 80 310 -

La administracion desea determinar qué pares de sucursales conectar directa-
mente con las lineas telefénicas especiales para que todas queden conectadas
(de modo directo o indirecto) a la oficina matriz con un costo total minimo.
~ 100~
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La gréfica para el problema de las sucursales bancarias.
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Aplicando el algoritmo de Kruskal para determinar las conexio-
nes entre las sucursales bancarias.

Creamos el bosque, cada arbol tiene solamente
un vértice. La arista (S1,S5) es una arista li-
gera, como une arboles distintos, la anadimos
a B y fusionamos los arboles. Consideramos la
arista ligera (M,S2), como une drboles distin-
tos la anadimos a B y fusionamos los arboles.
La siguiente arista ligera es (S5,53), como une
arboles distintos, entonces la anadimos a B y
fusionamos los arboles.

Ahora consideramos la arista ligera (S1,52) y
como une arboles distintos, la anadimos a B y
fusionamos los arboles. La siguiente arista lige-
ra es (51,53), pero no une arboles distintos y
la descartamos. La siguiente arista ligera es la
(M,S3), pero une al mismo &rbol y la descarta-
mos.

Ahora la arista (S2,54) es una arista ligera y
como une arboles distintos, la anadimos a B
y fusionamos los &rboles. La siguiente es la
(52,S3) pero esta une al mismo érbol y la des-
cartamos.
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De aqui en adelante todas las aristas unen al
mismo arbol y entonces son descartadas.

Entonces, el arbol de expansion minima para la grafica queda asi; de esta
forma determinamos qué sucursales son las que se deben conectar entre si jun-

to con la oficina matriz, con un costo total minimo, aplicando el algoritmo
de Kruskal.
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Aplicando el algoritmo de Prim para determinar las conexiones
entre las sucursales bancarias.

Tenemos, Q={M, S1, S2, S3, S4, S5}, V
ueQ key[u]=o0 y key|[M|=0, 7[M]=0¢.

Q # ¢, quitamos a M de Q y para ca-
da vértice adyacente veQ, se verificd si
w(u,v)<key[v], y se reajusto.

key[S1]=190, key[S2]=70, key[S3]=115,
key[S4]=270, key[S5]=160.

Q # ¢, la arista (M,S2) es una arista lige-
ra atravesando V-Q), quitamos de a S2 de
Q y para cada vértice adyacente veQ, se
verificé si w(u,v)<key[v], y se reajusté

key[S4]=120, key[S1]=100.

Q # ¢, la arista (S2,S1) es una arista li-
gera atravesando V-Q), quitamos a S1 de
Q y para cada vértice adyacente veQ), se
verificé si w(u,v)<key[v], y se reajusté

key[S3]=100.
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Q # ¢, la arista (S1,S5), es una arista li-
gera atravesando V-Q, quitamos a S5 de
Q vy para cada vértice adyacente veQ), se
verificé si w(u,v)<key[v], y se reajusté

key[S3]=80.

Q # ¢, la arista (S5,S3), es una arista li-
gera atravesando V-Q), quitamos a S3 de
Q y para cada vértice adyacente veQ), se
verificé si w(u,v)<key[v], no se cumplié.

Q # ¢, la arista (S2,54) es una arista li-
gera atravesando V-Q, quitamos a S4 de
Q y para cada vértice adyacente veQ), se
verificé si w(u,v)<key[v], no se hizo nada.
Como @ = ¢, entonces el algoritmo finali-
za.

Finalmente, el arbol de expansién minima para la gréafica del problema
de las conexiones entre las sucursales bancarias y la oficina matriz mediante
lineas telefénicas especiales con un costo total minimo, después de aplicar el
algoritmo de Prim queda de esta forma.
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6.4. La ruta mas corta en un viaje en auto

Una persona debe hacer un viaje en auto a otra ciudad que nunca ha vi-
sitado, consultando un plano para determinar la ruta mas corta a su destino.
Segun la ruta que elija, hay otras cinco ciudades (llamadas A, B, C, D, E)
por las que puede pasar en el camino. El plano muestra las millas de cada
carretera que es una conexiéon directa entre dos ciudades sin que otra inter-
venga. Estas cifras se resumen en la siguiente tabla, donde un guién indica
que no hay conexion directa sin pasar por las otras ciudades.

Millas entre cuidades adyacentes
Pueblo A B C D E Destino
Origen 40 60 60 -- —- -=

A 60 -- 70 -- -
B 20 55 40 @ --
C -~ 50  --
D 10 60
E 80

El problema es determinar que ruta debe seguir el automovilista para llegar
a su destino, con la minima distancia total recorrida.

ORIGEN

La grafica para el problema del viaje en auto.
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Aplicando el algoritmo de Dijkstra para determinar la ruta que
debera seguir el automovilista.

ORIGEN

50

Después de la inicializacion se tiene,
S=¢, Q={OR, A, B, C, D, E, DE}, V
ueQ d[u]=o0, wju]=¢ y d[OR]=0.

ORIGEN
Se quité al vértice OR (ORIGEN) de

Q, se anadi6 a S y se relajé toda arista
que sale de é€l, se tiene

d[A]=40, =[A]=OR
d[B]=60, #[B]=OR
d[C]=50, =[C]=OR.

Q # ¢, el vértice A tenia el ca-
mino corto estimado mas pequeno, se
quito de Q, se anadié a S y se relajé to-
da arista que sale de él, se tiene

d[B]=50, ~[B]=A
d[D]=110, n[D]=A.
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ORIGEN Y ,
Q # ¢, los vértices C y B tenian

el camino corto estimado mas pe-
quenos, elegimos a C, se quité de Q,
se anadié a S, y se relajé toda arista
que sale de él, se tiene

d[E]=100, =[E]=C.

Q # ¢, el vértice B tenia el ca-
mino corto estimado més pequeno, se
quito de Q, se anadié a S y se relajé to-
da arista que sale de él, se tiene

d[E]= 90, ~[E]=B
d[D]=105, =[D]=B.

ORIGEN

Q # ¢, el vértice E tenia el ca-
mino corto estimado mas pequeno, se
quité de Q, se anadié a S, y se re-
lajé toda arista que sale de él, se tiene

d[DE]=170, n[DE]=E.

Q # ¢, el vértice D tenia el ca-
mino corto estimado més pequeno, se
quito de Q, se anadié a S y se relajé to-
da arista que sale de él, se tiene

d[DE]=165, =[DE]=D.

@ DESTINO



Ejemplos 81

ORIGEN

Q # ¢, el vértice DESTINO (DE)
tenia el camino corto estimado més
pequeno, se quité de Q y se anadié a
S, no se relaja nada.

Como Q=¢, el algoritmo finaliza.

&) DESTINO

De esta forma resolvemos el problema de determinar la ruta que debe se-
guir el automovilista para llegar a su destino, con la minima distancia recorri-
da; la ruta que debe seguir es: OR—A—B—D—DE, aplicando el algoritmo
de Dijkstra.



82 6.4 La ruta mas corta en un viaje en auto

Aplicando el algoritmo de Bellman-Ford para determinar la ruta
que debera seguir el automovilista.
El orden en que serén relajadas cada arista es: (A, B), (A, D), (B, D), (B, E),
(B,C), (D,E), (D,DE), (E,DE), (OR,A), (OR, B), (OR,(C).

ORIGEN

La situacién justo antes de la prime-
ra iteracion, V veV d[v]=o0, m|[v]=¢ y
d[OR]=0.

ORIGEN

Después de la primera iteracion se tie-
ne

d[A]=40, 7[A]=OR
d[B]=60, =[B]=OR
d[C]=50, [C]=OR.

(e
() DESTINO
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ORIGEN

0 50 . C

d[D]=110, ~[D]=A
d[B]= 50, =[B]=A
d[D]=105, =[D]=B
d[E]= 90, =[E]=B.

165) DESTINO

ORIGEN
50 c

Para la tercera, cuarta, quinta y sexta
iteracién, ya no hay mejoras y el arbol
queda de esta forma.

Después para cada arista de la grafica, se verifica si d[v]>d[u]+w(u,v), no
se cumple y el algoritmo regresa VERDADEROQO, entonces el arbol de cami-
nos cortos queda de esta forma y asi determinamos la ruta que debe seguir
el automovilista para llegar a su destino, la cual es: OR—A—B—D—DE,
aplicando Bellman-Ford.
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6.5. La ruta mas corta de un vuelo en avion

Un vuelo de Speedy Airlines esta a punto de despegar de Seattle sin es-
calas a Londres. Existe cierta flexibilidad para elegir la ruta ma&s precisa,
segun las condiciones del clima. La siguiente grafica describe las rutas posi-
bles consideradas, donde SE y LN son Seattle y Londres, respectivamente, y
los otros vértices representan varios lugares intermedios. El viento a lo largo
de cada arista afecta mucho el tiempo de vuelo (y por ende el consumo de
combustible). Con base en el informe meteoroldgico actual, sobre las aristas
se muestran los tiempos de vuelo (en horas). Debido al alto costo del com-
bustible, la administracién ha establecido la politica de elegir la ruta que
minimiza el tiempo total de vuelo. ;Qué ruta debe elegir el vuelo?.

La gréfica para el vuelo de Speedy Airlines.
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Aplicando el algoritmo de Dijkstra para determinar la ruta que
debera seguir el vuelo de Speedy Airlines.

La situacién justo antes de la pri-
mera iteracion es Q={SE, A, B, C,
D, E, F, LN}, S=¢, V veV d[v]=0o0,
m[v]=¢ y d[SE]=0.

Quitamos a SE de Q, lo anadimos a
S y relajamos toda arista que sale de
SE

d[A]=4.6, =[A]=SE
d[B]=4.7, =[B]=SE
d[C]=4.2, =[C]=SE.

Q # ¢, el vértice C tiene el camino
corto estimado mas pequeno, lo qui-
tamos de Q, lo aniadimos a S y rela-
jamos toda arista que sale de C
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Q # ¢, el vértice A tiene el camino
corto estimado mas pequeno, quita-
mos a A de Q, lo anadimos a S, y
relajamos toda arista que sale de A

Q # ¢, el vértice B tiene el camino
corto estimado méas pequeno, lo qui-
tamos de Q, lo anadimos a S, y rela-
jamos (no hay cambios). Después, el
vértice F tiene el camino corto esti-
mado mas pequeno, lo quitamos de
Q y relajamos cada arista que sale
de F

d[CN]=11.4, =[CN]=F.

Q # ¢, el vértice E tiene el camino
corto estimado mas pequeno, quita-
mos a E de Q, lo anadimos a S y
relajamos las aristas que salen de E

d[LN]=11.3, =[LN]=E.

El vértice D tiene el camino corto es-
timado mas pequeno, lo quitamos de
Q, la anadimos a S y relajamos (no
hay cambios).
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Q # ¢, el vértice LN tiene el camino
corto estimado mds pequeno, quita-
mos a LN de Q, lo afiadimos a S y
relajamos (no hay cambios).

Como Q=¢, el algoritmo finaliza.

Finalmente el arbol queda de esta
forma.

Entonces, de acuerdo con las consideraciones del clima en ese momento,
la ruta que debera hacer el vuelo de Speedy Airlines es, de la terminal de
Seattle a la terminal intermedia C, después a la terminal E y finalmente a la
terminal de Londres, esto es, (SE—-C—E—LN).
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Aplicando el algoritmo de Bellman-Ford para determinar la ru-
ta que debera seguir el vuelo de Speedy Airlines.

Consideremos el orden (A, D), (B, E), (C, F), (E,LN), (SE, B), (D,LN),
(A,E), (B,F), (SE,C), (F,LN), (B,D), (C,E), (SE, A).

La situacién justo antes de la prime-
ra iteracion, se tiene: V veV d[v]=o0,
m[v]=¢ y d[SE]=0.

Después de la primera iteracién, se
tiene

d[B]=4.7, =[B]=SE
d[C]=4.2, 7[C]=SE
d[A]=4.6, 7[A]=SE.

Después de la segunda iteracién, se
tiene

d[D]=8.1, =[D]=A
d[E]=8.0, =[E]=A
d[F]=8.0,  «[F]=B
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Después de la tercera iteracién, se

LN tiene

=

d[LN]=11.3, 7[LN]=E.

Para la cuarta, quinta, sexta y sépti-
ma iteraciéon, ya no hay cambios.
Después, para cada (u,v) € A se
verifica si d[v]>d[u]+w(u,v). No se
cumple, el algoritmo regresa VER-
DADERO y el arbol queda de ésta
forma.

Igualmente que con el algoritmo de Dijkstra, de acuerdo con las considera-
ciones del clima en ese momento, la ruta que debera hacer el vuelo de Speedy
Airlines es, de la terminal de Seattle a la terminal intermedia C, después a la
terminal E y finalmente a la terminal de Londres, esto es, (SE—C—E—LN).
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Apéndice A
Representacion de graficas

Con el fin de procesar gréaficas por medio de un programa de computado-
ras se necesita decidir como representarlas en la maquina. En esta tesis no
se programaran los algoritmos, pero es 1til saber como se podrian hacer las
representaciones de graficas para que sean procesadas por un programa de
computadora, ya que la eficiencia dependard de la implementacion que se
haga.

Hay dos formas estandar para representar una grafica. La representacién
con una lista de adyacencia es usualmente utilizada porque ésta provee una
forma compacta de representar graficas dispersas , cuando |A| es mucho me-

2 - . : .
nor que |V|”. La representacién con una matriz de adyacencia, se prefiere si
’ . 2 . .
la grafica es densa, es decir, |A| es cercana a |V|” o cuando necesitamos decir
rapidamente si existe una arista conectada a dos vértices dados.

La representacion con una lista de adyacencia de la gréfica G = (V, A)
consiste de un arreglo Ady de |V| listas, una para cada vértice en V. Para
cada u € V| la lista de adyacencia Ady[u| contiene todos los vértices v, tal
que hay una arista (u,v) € A. Esto es, Adylu| consiste de todos los vértices
adyacentes a u en GG. Los vértices en cada lista de adyacencia son tipicamente
almacenados en un orden arbitrario.

La figura 1(b) es una representacién con una lista de adyacencia de la
grafica no dirigida en la figura 1(a). Similarmente, la figura 2(b) es una re-

presentacion con una lista de adyacencia de la grafica dirigida en la figura
2(a).
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Figura 1. Dos representaciones de una gréfica no dirigida. (a) Una grifica G con cinco
vértices y siete aristas. (b) Representacién con un lista de adyacencia de G. (c) Repre-
sentacion con una matriz de adyacencia de G.

Si G es una grafica dirigida, la suma de las longitudes de todas las listas
de adyacencia es |A|, entonces una arista de la forma (u,v) es representada
si se tiene a v en Adylu], si G es una gréfica no dirigida, la suma de las
longitudes de todas las listas de adyacencia es 2| A|, puesto que u aparece en
la lista de adyacencia de v y viceversa.

Una desventaja de la lista de adyacencia es que no hay una forma rapida
de determinar si una arista dada (u,v) es presentada en la grafica, es decir,
no hay una forma répida de buscar v en la lista de adyacencia Ady[u|; esto
se puede modificar usando una matriz de adyacencia, pero se utiliza més
memoria.

Para la representacion con una matriz de adyacencia de la grafica G =
(V, A), suponemos que los vértices son enumerados 1,2,...,[V| en forma ar-
bitraria.

La representacién con una matriz de adyacencia de una grafica G = (V, A)
consiste de una matriz A = (a;;) con dimensién |V| x |V] tal que
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Figura 2. Dos representaciones de una gréfica dirigida. (a) Una gréfica G con seis vértices
y ocho aristas. (b) Representacién con una lista de adyacencia de G. (c) Representacién
con una matriz de adyacencia de G.

1 si(i,j)eA
0 si(i.j) ¢ A

La figura 1(c) es una representaciéon con una matriz de adyacencia de la
grafica no dirigida en la figura 1(a). Similarmente, la figura 2(c) es una repre-
sentacién con una matriz de adyacencia de la grafica dirigida en la figura 2(a).

aij =

Obsérvese la simetria a lo largo de la diagonal principal de la matriz de
adyacencia en la figura 1(c). Definimos la transpuesta de una matriz A = (a;;)
como A" = (a;;). Como en una grafica no dirigida, (u,v) y (v, u) representan
la misma arista, la matriz de adyacencia A de una grafica no dirigida es igual
a la transpuesta: A = A,
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