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Capitulo 0

Introducion

En este trabajo se estudia un tema de gran interés tanto para la matematica como para la fisi-
ca, en especial por su gran variedad de aplicaciones: la teoria elemental de las funciones arménicas,
subarmonicas, y superarménicas. En particular veremos que algunos teoremas de esta teoria reprodu-
cen teoremas bien conocidos del andlisis complejo. Ademas también se presentan algunas aplicaciones
del transplante conforme.

A continuacién esbozamos un panorama histérico de la teoria de las funciones arménicas, dentro del
contexto de los problemas que le dieron origen y con un bosquejo biografico de los matematicos que

la fueron sistematizando.

0.1. El problema de Dirichlet

En esta seccién se presenta el problema clasico de la teoria de las funciones armonicas.

Este consiste en determinar todas las regiones G C C tales que, para cualquier funcién continua
f:0G—=R

exista una funcién continua u : G — R, tal que u(z) = f(z) para todo z € G y u sea arménica en G.
Alternativamente, deseamos determinar todas las regiones G C C tales que la ecuacién de Laplace es
resuelta con valores arbitrarios en la frontera. Denotamos este problema como P(f, G).

Desde el punto de vista cldsico, debemos suponer que f € €Y(9G), donde €°(A) es la clase de la

funciones continuas en A.

Definicién 0.1 Dado un conjunto abierto G de R? con frontera G y dada f € €°(0G), llamamos
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a la funcion u una solucion cldsica de P(G, f), si u es armdnica en G y tal que

lim  wu(xz) = f(z), paratoda z € 9G.

r — Z

re G

Veremos como se aplica el problema de Dirichlet para encontrar la distribucién estacionaria de tem-
peratura en un sélido cuando se especifica la temperatura en la superficie, en ausencia de fuentes de
generacién de calor dentro del sélido. Este problema también aparece al calcular potenciales en el
interior de conductores, cuando se especifica el potencial en la superficie del conductor. Otro ejemplo
se tiene cuando en un problema de vibracién estacionaria, especificamos la deflexion en la superficie
del sélido o la membrana o la cuerda vibrante.

El problema de Dirichlet es y ha sido especialmente fructifero para la Matematica, pues intentando
resolverlo se han desarrollado ramas del Analisis como son las Ecuaciones Diferenciales Parciales,
las Ecuaciones Integrales, el Calculo de Variaciones y ultimamente la Probabilidad. Asociado a este
problema estan los nombres de los mas ilustres matematicos de los ultimos dos siglos, como Gauss,
Hilbert, Wiener y Poincaré, por sélo mencionar a algunos de ellos. En la siguiente seccién daremos un
panorama histérico de algunos de los métodos desarrollados para la soluciéon de este problema.

El problema de Dirichlet también es llamado el primer problema de valores a la frontera de la Teoria

del Potencial.

0.2. Panorama Historico

En el siglo XIX y a principios del XX, muchos matematicos atacaron el problema de Dirichlet, ob-
teniendo resultados que se aplican para ciertas regiones, con fuertes restricciones en la forma que
éstas deben tener y cémo debe ser su frontera. En casos muy simples (por ejemplo la bola), se dieron
soluciones explicitas, en otros casos se mostré que la solucién explicita podria ser encontrada, pero
por lo complicado de los célculos no se llegé a calcularla y en otros casos se demostraba tnicamente
la existencia de la solucién sin dar ninguna informacién acerca de su forma explicita.

En todo caso siempre aparecian restricciones sobre la forma de la regién, atin cuando durante mucho
tiempo se pensaba que la soluciéon debia existir para cualquier regién. Un avance importante en el
estudio del tema fue el haber encontrado regiones que no admiten solucién. Apartir de este ejemplo,
el enfoque del problema se modificé considerablemente y se avanzé mucho en la direccién de dar con-
diciones bajo las cuales el problema tiene solucién.

A continuacién se presentan las ideas bésicas de los métodos més importantes. En toda esta seccién

G designars un conjunto abierto, conexo y acotado de R3.
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I. Una de las direcciones en las que se ha desarrrollado la bisqueda de la solucién al problema de
Dirichlet, ha sido en términos de la funcién de Green, la cual se inicié precisamente con los trabajos
de Green sobre electricidad y magnetismo.

Sea G C R® una regién con frontera G “lisa”. Si u es una funcién arménica en una vecindad de G,

se demuestra a partir de la identidad de Green, que

we) = 3= [ a0 () - o Deat)| dat) 1)

~an Joe o —yl) o=yl "
donde dg representa el elemento de drea en G y D,, denota la derivacién en la direccién normal a
dG.
Asi tenemos que el valor de v en un punto interior € G queda expresado en términos de los valores
de u en OG y de sus derivadas normales.
Para eliminar las derivadas normales de u necesitamos una funcién auxiliar llamada funcién de Green
de G:

G(z,y): G x G —> R,

donde R* = R — {0} y estd definida como

donde
i. vy es arménica en G (como funcién de y) y admite derivada normal en 9G.
ii. G(z,-) se anula en 0G.
iii. G(z,-) es arménica en G — {x}.

G(z,y) se llama funcién de Green con singularidad x en G. Si tal funcién existe, podemos mostrar

que satisface la siguiente ecuacion:

0= [ [uw)Dave(y) = valy) Duv(y)] dc(y) @)
oG
De (1) y de (2) obtenemos:

ua) === [ uw)D.Gla.y) dety) 3)

Y asi para v armoénica en una vecindad de G tenemos una representacion de u como promedio de sus
valores en 0G.
Trabajemos por el momento bajo la hipétesis de que la funciéon de Green para G existe.

Sea u : G — R una funcién continua. Definimos 4 : G — R como
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_ﬁ faG u(y)DnG(x,y) dG(y)a sized

u(x), siz € 0G

Nos preguntamos:
1. ; Es @ arménica en G 7

2. ; Escierto que lim a(z) = u(y), para todoy € 0G ?
r—y, c€G

Se muestra que bajo las hipétesis (i) a (iii) las respuestas son afirmativas, con lo cual el Problema de
Dirichlet quedaria resuelto. Pero j es cierto que cualquier regién G tiene funcién de Green ?

Partiendo de consideraciones fisicas, Green queddé convencido de que la respuesta era afirmativa.
Esto se debe a que la funcién de Green como potencial electrostatico es el resultado de lo siguiente:
supongamos que JG es un conductor perfecto de electricidad y que se mantiene con potencial constante
(y nulo). Si colocamos una particula con carga unitaria en el punto x € G, ésta induce una cierta

carga sobre OG. Las cargas en = y en 0G inducen un potencial en G — {z} dado por

1 —
=] + vz(y) = Ga(y)
potencial inducido potencial inducido por
por T la carga que adquiere G.

y es claro que G (y) se anula en 0G.

Refiriéndose a esto Kellogg dice: “Vemos aqui un excelente ejemplo de gran valor y del peligro del
razonamiento intuitivo”. Posteriormente se mostré que una clase amplia de regiones tienen efectiva-
mente funcién de Green, pero no toda regién la tiene. Un caso en que G tiene funcién de Green es
cuando G es una bola:

G=B,(2)={yeR®| [y —z| < p}

y la solucién explicita se di6 en 1820. En efecto, dada u : 0B,(z) — R funcién continua y = € B,(z),
la férmula de Poisson para la solucién del problema de Dirichlet es:

i) = — ple 2 dg(y).

" dmp Jop |y — 2Puly)

Comparando con (3) vemos que
i {/ﬂlwzq

D,Gg(x,y) = ——
5(@.9) pl ly—=z?

Es importante hacer notar que la existencia de la funcién de Green no es mas que un caso particular
del problema de Dirichlet, o sea aquel en el cual

fly) = ! (y € dG, x € G).

z—y
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Encontrar una funcién arménica f en G, continua en G y cuya restriccion a 9G sea f, equivalente a
dar la funcién v, que aparece como segundo sumando de la funcién de Green dada por el potencial

total.

II. Gauss traté de encontrar una solucién minimizando cierta integral. Es una idea parecida a la
que Riemann desarrollé algunos anos mas tarde. Se puede mostrar que si una distribucién de carga
w estd dada en términos de una densidad p € 6§ (R?) con soporte en E, y si u es el correspondiente

potencial electrostético (u = G*), entonces la energfa correspondiente es:

s [ [ [ (2) + () = (1) ] wntonans

Como también se demuestra que u debe satisfacer la ecuacién de Poisson Au + 47p = 0, resulta que
de u podemos reconstruir p via su densidad p. Luego entonces la configuracién del equilibrio queda

determinada si se logra minimizar la siguiente integral:

1
E(u) = 5//G/|gradu|2d3:1da:2d363,

y puede verificarse sin dificultad que la funcién minimizadora es arménica. Esta es la idea de Riemann
que a grandes rasgos consiste en :

Sea JF la siguiente clase de funciones:
F={u:G—-R|ucE*Gq), u es continua en G y ulpg = f },
donde f es una funcién continua definida en dG. Buscamos una funcién uy € F tal que
E(up) = inf {E(u) | u e F}.

Riemann pensé que esta funcién siempre existia, ya que F(u) toma valores positivos y por lo tanto
el conjunto de reales {E(u) | w € F} tiene un infimo. Lo que no tomd en cuenta es el hecho de que el
infimo no necesariamente corresponde a una funcién u € F. Fue Weiesrtrass quien hizo ver este error

en el razonamiento de Riemann. Para ver esto mas claramente consideremos el siguiente ejemplo en R:

F={u:R—R|u escontinua en [0,1], «(0)=0, wu(l)=1},

1
P(u) :/0 u?(z) da.

Claramente inf {P(u) |u € F} = 0. Basta tomar u,, = 2", n = 1,2,... y ver que lim fol " dr = 0;
n—oo

sin embargo no existe ninguna funcién continua w en [0, 1], tal que

/1u2(x) dx =0, u(l) =1.
0
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A pesar del error que habia en este razonamiento, este tipo de ideas han resultado muy fructiferas
(calculo de variaciones) y ademds Hilbert pudo mostrar en 1899 que bajo ciertas condiciones sobre
O0G el minimo es alcanzado y en ese caso el problema de Dirichlet queda resuelto.

Neumann en 1870 fue el primero que logrd dar un teorema de existencia riguroso pero con la hipétesis
de que G sea convexo, lo cual es una condicién muy restrictiva.

También se dasarrollé un método alterno debido a Schwarz, que consiste en resolver el problema para
G sabiendo que G = G U G2 y conocienco la solucién del problema para G; y Gy (la frontera de G

estard formada en parte por la de G y en parte por la de Gs).

III. Un método muy ingenioso para solucionar el Problema de Dirichlet y cuya motivacion es a
partir de consideraciones fisicas es el Método de Barrido de Poincaré.
La idea es encontrar primero una funcién g continua en G y cuya restriccién a G sea la funcién
dada f: 0G — R, e ir modificando esta funcién de manera que se vaya haciendo arménica en un
subconjunto de G cada vez mas grande hasta hacerla armonica en todo G sin modificar su valor en la
frontera, o sea, ir “barriendo” la masa de la region hacia la frontera.

Veamos en qué consiste esta idea:

i. Sea f : OG — R continua, tal que existe g : G — R, donde g es una funcién polinomial en

(x1,29,23) y tal que Ag < 0en G, glagg = f.

ii. Se construye una sucesién de bolas {B,}, n € N tal que U, B,, = G y se reacomoda la sucesién
de bolas en la forma de By, By, Bs, Bi, Bs, Bs, ..., de tal modo que cada una aparezca una
infinidad de veces.

Utilizando el hecho de que en una bola la solucién ya se conoce, se construye la siguiente sucesion
de funciones

" la solucién en B, de F,_1|sp, en B,
Fn—l en G — Bn-

Se muestra que F, satisface AF, <0en (G—A)y F,=0en A=U' B; y Fploc = f.

iii. Se muestra que h’r% F,, existe y es la solucién del problema.
n—

iv. Se quita la restriccién de que Ag < 0 y se prueba (i), (ii) y (iii) para cualquier polinomio g
vy después usando el Teorema de Aproximacién de Wiestrass se demuestra para cualquier F

continua en G
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Con este método Poincaré llega a la conclusién de que el problema tiene solucién siempre que,
para cada punto x € dG, exista una bola B contenida en el complemento de G tal que = € 0B.
Una vez mas aparecen restricciones acerca de Gy vemos como sus propiedades gedmetricas son
determinadas para poder encontrar una solucién.

Todo esto lleva a los matematicos a buscar dominios para los cuales no exista solucién al pro-
blema.

Zaremba en 1911 encuentra un ejemplo muy sencillo, y que tuvo una gran repercucién en el

desarrollo posterior del estudio del problema:

Sea
G ={z e R’|0 <|z| < p} = B,(0) — {0},
3G = {0} U{z € R’ | |z] = p}
y
0, silz|=p
flz) =
1, six=0

f asf definida es continua en 0G. Se prueba en este caso que no existe una solucion.

IV. El anterior ejemplo conduce a replantear el problema y a considerar una solucién generalizada.
Por la misma época (1923) en que realizaba sus estudios sobre el Problema de Dirichlet, Norbert Wie-
ner (matemdtico norteamericano, 1894-1964), exitosamente coronaba una serie de esfuerzos tendientes
a formular una teoria matematica del fenémeno conocido como movimiento browniano, que se refiere
al movimiento perpetuo que tienen las particulas disueltas en un liquido, por ejemplo, raspadura de
roca en agua, movimiento irregular que no parece responder a ninguna ley fisica (se recomienda al
lector consultar [Ne|, en donde encontrard una breve resefia histérica acerca de este fenémeno muy
ilustrativa, pues presenta la evolucién de las teorfas acerca de él). Afios més tarde (1944), Kakutani
descubriria que este modelo matematico costruido por Wiener, nos provee de un método, para prome-
diar adecuadamente los valores de la funcién en la frontera en el Problema de Dirichlet. Asi se obtiene
la solucién de dicho problema en cada punto del dominio donde se trabaje. Es decir, el modelo de
Wiener para el movimiento browniano nos proporciona la familia {u,,2 € G} de medidas arménicas

necesaria para dar solucion al problema en la forma

u(z) = /6 f e

familia cuya existencia se puede establecer independientemente, segtin lo habia hecho ya el mismo
Wiener.

De esta manera se inicié un campo muy rico del Anélisis Matematico que relaciona la Probabilidad
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con la Teoria de Ecuaciones Diferenciales Parciales llamado Teoria Probabilistica del Potencial. El
trabajo de Wiener sobre el movimiento browniano establecié un importante precedente para hallar
aplicaciones en Fisica, Ingenieria y Biologia, y permitié formular un problema de célculo de probabi-
lidades en términos de la medida de Lebesgue, que utilizaria diez anos més tarde Kolmogorov para la

formalizacién del calculo de probabilidades.
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0.3. Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet

Figura 1: Johan Peter Gustav Lejeune Dirichlet

Nacié: 13 de Febrero de 1805 en Diiren, Francia (ahora Alemania)

Murié: 5 de Mayo de 1859 en Gottingen, Hanover (ahora Alemania)

La familia de Dirichlet era originaria de Richelet, cerca de Lieja (Bélgica). Esta es la razén de su
nombre “Le jeune de Richelet” (el joven de Richelet).

Su padre era el cartero de Diiren, un pueblo a medio camino entre Colonia y Aachen.

La pasién por las matemdticas de Dirichlet fue muy temprana. Cuentan que antes de empezar los
estudios en el Gymnasium (con doce aflos) se gastaba su dinero en libros de matemdticas. En el
Gymnasium fue un alumno excelente. Después de dos anos en el Gymnasium, en Bonn, sus padres
decidieron enviarlo al colegio de los jesuitas en Colonia, donde tuvo la suerte de tener como profesor a
Ohm. A los 16 terminé sus estudios e inicié las estudios universitarios en Paris, porque el nivel de las
universidades alemanas no era bueno en aquellas épocas. Curiosamente, anos mas tarde, y en parte
debido a Dirichlet, las universidades alemanas eran las mejores.

Dirichlet llegé a Paris llevando consigo el libro Disquisitiones aritmeticae, de Gauss. Dirichlet siempre
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llevaba este libro consigo. Tuvo la suerte de tener como profesores a los principales matematicos de la
época Fourier, Laplace y Legendre.

En el verano de 1823 Dirichlet fue contratado por el general Maximiliano Sebastian Foy, para la edu-
cacién de sus hijos. Vivia en su casa y era tratado como un miembro de la familia. Foy habia sido un
personaje importante en el ejército durante las guerras Napolednicas. Se retiré después de la derrota
de Waterloo y en 1819 fue elegido diputado, por el partido liberal.

El primer trabajo de Dirichlet que le dio gran fama, el cual estaba concentrado en el iltimo Teorema
de Fermat para n = 5. Para este momento, los casos n = 3 y n = 4 ya se habian resuelto. En 1825
obtuvo éxito en probar que es cierto para el caso donde los nimeros z, y, z eran divisible por 10. Este
documento atrajé mucho la atencién y uno de sus criticos fue Andrien-Marie Legendre. En seguida de
la presentacién Legendre logré acompletar la prueba para n = 5. Dirichlet también llegd a completar
la prueba pero sélo después de que Legendre publicara su solucién completa para n = 5, posterior-
mente realizé la prueba completa para el caso n = 14, también escribié un documento importante
sobre reciprocidad bicuadratica cuyo principal resultado fue extendido por Gauss.

En 1825 murié el general Foy y Dirichlet decidié regresar a Alemania. Dirichlet tenia un problema para
dedicarse a la ensefianza en Alemania, porque no tenia el titulo de doctorado lo que era imprescindible
para obtener la habilidad para ensenar y ademads no sabia latin. El problema lo resolvié la universidad
de Colonia, concediéndole un titulo honorifico de doctor, lo que le permitié obtener la habilitacién

para ensenar. Hubo mucha controversia en la universidad por el nombramiento de Dirichlet.

Desde 1827, Dirichlet ensend en la universidad de Breslau, pero el nivel de esta universidad era
muy bajo y con la ayuda de Alexander von Humboldt (que era su amigo, y ya le habia ayudado en
su traslado desde Paris) consiguié que lo nombrasen profesor del Colegio Militar y poco después lo
propusieron como profesor de la Universidad de Berlin, donde ejercié desde 1828 a 1855. En 1831,
Dirichlet fue nombrado miembro de la Academia de Ciencias de Berlin y le mejoraron el sueldo en la
universidad, lo que le permitié casarse. Se casé con Rebeca Mendelshon (una de las dos hermanas de
Félix Mendelsohn, el famoso compositor).

Dirichlet fue amigo toda su vida de Jacobi que ensenaba en Konigsberg, ambos se influyeron mu-
tuamente en sus investigaciones sobre teoria de nimeros, donde hizo grandes contibuciones a la ma-
temédtica. También trabajé en el uso de series para aproximar funciones.

La definicién de funcién usada comunmente en la actualidad en el calculo elemental, es esencialmente
la dada por Dirichlet en 1837. En ese ano prueba la conjetura de Gauss sobre la proyeccion aritmética
de primos, que aclaré un resultado hecho antes por Legendre. Su trabajo més tarde ayudaria a la
fundamentacion de la teoria del anélisis numeérico y a la teoria algebraica de numéros.

Otro trabajo incluye teoria del potencial, integracién de ecuaciones hidrodindmicas, convergencia de
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series trigonométricas, y series de Fourier.

A la muerte de Gauss en 1855 ofrecieron a Dirichlet su puesto en la universidad de Gottingen. Diri-
chlet no acepté inmediatamente la propuesta, sino que la usé para obtener mejores condiciones en la
universidad de Berlin. Pidié al ministo de Cultura de Prusia que le permitiese finalizar sus clases en el
Colegio Militar, pero la tardanza en la respuesta, animé a Dirichlet a aceptar el puesto en la univer-
sidad de Gottingen. Fernand Eisentein, Leopold Kronecker y Rudolf Lipschitz fueron sus estudiantes.
La tranquilidad de Gottingen agradaba a Dirichlet. Tenfa tiempo para investigar y alumnos para
investigaciones avanzadas. Sin embargo, esa felicidad no le duro mucho tiempo. En 1858, durante
una conferencia en Suiza sufrié un ataque al corazdén. Dirichlet regresé a Gottingen y durante la

convalesencia su mujer muri6é de un accidente. El murié un tiempo después en mayo de 1859.






Capitulo 1

Funciones Armonicas

1.1. Propiedades basicas de Funciones Armonicas

La palabra armoénica se usa para describir una cualidad del sonido. Funciones armonicas son llamadas
asi por la conexién (indirecta) que ellas tienen con la fuente de sonido producida por una cuerda
vibrante. Los fisicos llaman al movimiento de un punto en una cuerda vibrante movimiento armaénico.
Tal movimiento puede ser descrito por medio de las funciones seno y coseno; en este contexto las
funciones seno y coseno son llamadas armoénicas. En el andlisis de Fourier clédsico, las funciones en
el circulo unitario son expresadas en términos de senos y cosenos. A principios de 1900 la palabra
arménica fue aplicada no sélo para polinomios homogénos con Laplaciano cero, sino también a las
soluciones de la ecuacion de Laplace. Ya vimos en la introducciéon la gran importancia que tienen las
funciones armonicas.

En este capitulo veremos varias caracterizaciones de ellas, empezaremos con una definicién de funcién
arménica y sus propiedades elementales, después en la Seccién 1.2 veremos como una funcién arménica
en C queda determinada en cualquier punto z € C por los valores que toma en la frontera de una
bola D de centro 0, y de hecho esta condicién caracteriza a las funciones armonicas en C. Es més, la
integral de Poisson nos dice que podemos conocer el valor de una funcién arménica en C en un punto
cualquiera de la bola, con sélo conocer sus valores en la frontera de dicha bola.

Es por ésto que las funciones arménicas y la ecuacién de Laplace Au = 0 son tan importantes en
la Fisica-Matematica, ya que describen adecuadamente situaciones en equilibrio de fenémenos fisicos,
tales como la distribucion de temperatura de un sélido, la distribucién de carga eléctrica, etc. (en el
Capitulo 2, nos ocupamos de las propiedades de familias de tales funciones).

La integral de Poisson (Seccién 1.2) nos dice ademds que el problema de Dirichlet, que consiste en

encontrar una extencién arménica de una funcién continua, definida en la frontera de un conjunto
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abierto, tiene solucién para el caso de la bola, y nos da la solucién explicitamente.
Por otra parte, otra ecuaciéon que tiene también interés en la Fisica-Matematica, es la ecuacion de

Poisson

Au+ f =0, con f=0.

Las soluciones de clase €2 que satisfacen

Au >0,

son un ejemplo de funciones subarmoénicas. En el Capitulo 2 se dard una definicién precisa de ellas y

ademds se estudiardn sus propiedades, asi como las de las familas de funciones superarmoénicas.

Definicién 1.1 Sea B(a,r) = {z | |z — a| < 7} la bola abierta con centro en a y radio r, B(a,r) =

{z ||z —a|l < r} la bola cerrada y su frontera es denotada por OB.

Definicién 1.2 Si G es un subconjunto abierto de C entonces una funcion
u: G — R es armonica si u tiene derivadas parciales continuas hasta de orden 2, y

ou
ox2  oy2

Esta ecuacion se llama la ecuacion de Laplace.

Definicién 1.3 Si f : G — C es una funcion analitica, entonces u = Re f y v = Im f se llaman
conjugadas armonicas.

Otra forma de definirlas es la siguiente: Sean u, v armdnicas en G. Si u, v satisfacen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann en G, decimos que v es conjugada armdnica de w. Se aplica el reciproco. Las

armonicas conjugadas son unicas salvo alguna constante.

Teorema 1.1 Una condicidn necesaria y suficiente para que una funcién f(z) = u(z,y) + iv(z,y)

sea analitica en un dominio G es que u, v sean funciones armdnicas conjugadas en G.

Ejemplo 1.1 Juega un papel importante la parte real e imaginaria de la funcion

_pe¥ (2~ %)
Cpe — (2~ 2)

f(2)

la cual es analitica en el disco B(z, p). Escribiendo z— 2y = re'?, denotando la parte real e imaginaria

de f(z) en coordenadas polares por u(r,0) y v(r,0), se tiene que
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i i0 ip i0 Lo i
f(Z)Zu(T,9)+iv(r,9):pe tre :(Pe +re'?)(pe re=i)

peir —ret?  (peie — rei?)(pe—ie — re=i0)

_pP =712+ 2iprsen(d — p)
 p2 412 —2prcos(fd — @)

_ pr—=r ; 2r psen(f — )
P2+ r2—2pr cos(d —p) P2+ r2—2pr cos(d — p)

Ambas expresiones tienen el mismo denominador
(pei® — ) (pe® —re™%) = |pei® — 7 O = [pet? — (s~ )P,
igual a cuadrado de la distancia entre el punto z y el punto zo + pe'? en el circulo |z — z| = p.

Lo siguiente en preguntarnos es: jcada funcién u(z,y) arménica en G puede considerarse como la
parte real (o imaginaria) de una funcién analitica f(z) en G? En otras palabras, ; podemos encontrar
siempre una funcién arménica v(z,y) en G la cual es una arménica conjugada de u(z,y); es decir la
cual junto con u(z,y) satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Rieman ? La respuesta a esta pregunta es

afirmativa, como se muestra en el siguente teorema.

Teorema 1.2 Dada una funcion u(zx,y) armdnica en un dominio simplemente conexo G, entonces
salvo por una constante real, la funcion

(@) ou ou
v(z,y) = —dx—|—d),
= [ (G G

0,Y0)

es la unica conjugada armdnica de v en G, salvo una constante real. La integral de linea es evaluada
a lo largo de cualquier curva rectificable L C G que une (zo,yo) con (z,y). Similarmente salvo una

constante imaginaria, la funcion

(I7y) 8 a
F(z) = ulz,y) +iv(z,y) :u(x,ym/ O Oy

(z0,Y0)

es la unica funcién analitica en G, que tiene a u(x,y) como su parte real.

DEMOSTRACION: Sea

v v
dv = —d —d
YT bz T Oy Y
Ast (z,y) (z,y) (z,9)
oy ©y) 9 0 oy 0 0
v(x,y):/ dvz/ —Uda:—&——vdy:/ ——udx—kfudy. (1.1)
(z0,%0) (z0,%0) Oz dy (z0,%0) dy Oz
0Q 0P . . . .
Donde 9% ou es la condicién de independencia de trayectoria en el Teorema de Green.
€T Y

La solucién general puede diferir de la ecuacién (1.1) tan sélo por una constante aditiva. l



16 Funciones Armonicas

Teorema 1.3 Sea u(x,y) una funcién armdnica en G, y v(x,y) una conjugada armdnica de u(x,y).

Sea zy € G, y p(z0) = d(z0,0G). Entonces u(x,y) y v(x,y) tienen un desarrollo trigonométrico de la

forma:
u(z,y) = u(r,0) = ap + Z(an cosnf — G, sen nb) r", (1.2)
n=1
v(z,y) =v(r,0) = Gy + Z(ﬁn cosnb + ay, sen nd) r’, (1.3)
n=1

en el disco B(zp,0) < p(20), donde z — 2o = re®?.

DEMOSTRACION: Sea f(z) = u(z,y) + iv(z,y), z en G. Como z9 € G y f es analitica, representable
en serie de potencias alrededor de zg con radio de convergencia p(zp). Sea
o0
= Z an(z — 20)",
n=0

y ap = an + 18, con Rea, = a,, Ima, = G,. Sustituyendo en la expansién de f(z) se tiene:

f(z)—zan—l-zﬁ neind Zr (an + i Bp)(cosnb + i sen nb)

n=0

= Z " [(an, cosmb — Brsen nb) + i (B, cosnb + aysen nb)]
n=0

= Z ay, cosnl — Bpsen nl]r" + i Z B cosnd + apsen nd]. A
n=0 n=0

Teorema 1.4 Dadas dos series trigonometricas, como en el teorema anterior, sea

R= ! (1.4)

mn—><>o v/ |O¢n +Zﬂn| ,

entonces ambas series convergen absoluta y uniformemente en compactos del disco B(zg, R) a un par

de funciones armdnicas conjugadas entre si.

DEMOSTRACION: Usando el Teorema (B.9), el Teorema (B.10) y el Teorema (B.11) se tiene el resul-

tado. H

pe'? + (z — z0)

. se expresan en forma de series como:
peP — (z — 2o

Lema 1.1 Las partes real e imaginaria de

2 .2
p?—r
=1 25 9 1.5
P2+ 12— 2prcos(d — ) + ( ) cos 2 (1.5)

n=1

0=y $ (Y o, 1o

P2+ 12— 2prcos(6 — p)

n=1
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DEMOSTRACION: Con z — 29 = re'? y r < p se tiene

pere Y
pett+(z—20) _ —[pe — (=)l +2pe® _ | 2pe”
per —(z—z) pe¥ —(z— zp) B per —(z— zp)
1
=142
1— (Z_?O)
per®

|
I
_
_|_
I\
()¢
—
w
S
(=}
N
[
&
3
S

> rno. 0 .
_ inf —ine
=—1+2 E —pn e’e

n=0

oo n o9} r n
142 E ( ) ein(0=0) — 149 § () en(0—¢)
p
n=0

(cosn(f — ¢) +isen n(6 — ¢)),

Il
—
+
\S)
(]
7N
s
~—" =
3

tomando la parte real y la parte imaginaria se obtiene el resultado. B
Proposiciéon 1.1 Siu: G — C es armonica, entonces u es infinitamente diferenciable.

DEMOSTRACION: Fijamos z9 = g + iyp en G y sea ¢ tal que B(zp;5) C G. Entonces u tiene una
armonica conjugada v en B(z;0). Esto es, f = u + iv es analitica y por lo tanto infinitamente
diferenciable en B(zg;4d), de lo que se sigue que u es infinitamente diferenciable. B

La proposiciéon anterior da una propiedad de las funciones armonicas con las funciones analiticas. El

siguiente resultado es analogo con la Férmula Integral de Cauchy.

Teorema 1.5 (Teorema del Valor Medio). Sea u : G — R una funcion armdnica y sea B(a;r) C G.

FEntonces
1

T or

u(a) /o ' u(a+ re') do.

DEMOSTRACION: Sean r < 1’ en B(a;r) C B(a,r’) C G y sea f una funcién analftica en B(a,r) tal
que u = Re f, usando la “Fdérmula Integral de Cauchy” se tiene que

1 2

f(a) f(a+re?)ds.

:% ;

tomando la parte real de la igualdad anterior, se termina la demostracién. B

Definicién 1.4 Una funcion continua u : G — R tiene la propiedad del valor medio(PVM) si siempre

que B(a;r) C G, entonces
1

T o

27
u(a) /0 u(a + re?) df.

En la siguiente seccién mostraremos que cualquier funcién continua definida en una regién y la cual
tiene la PVM debe ser una funcién arménica. Una de las principales herramientas que usamos en este

resultado es el “Principio del Médulo Maximo” para funciones arménicas.
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Teorema 1.6 Principio del Médulo Mdzimo (Primera version)
Sea G una region y supongamos que u es una funcion real valuada continua en G con la PVM. Si hay

un punto a en G tal que u(a) = u(z), para todo z en G entonces u es una funcidn constante.

DEMOSTRACION: Sea el conjunto A definido por
A={z€Glu(z) =ula)}

Ya que u es continua el conjunto A es cerrado en G. Si zg € A, sea r tal que B(a;r) C G. Supongamos
que hay un punto b en la bola B(zg,r), tal que u(b) # u(a), entonces u(b) < u(a). Por continuidad,
u(z) < u(a) = u(zp) para todo z en una vecindad de b. En particular, si p = |29 — b|, y b = 2 + pe'?,
0 < 8 < 27 hay un intervalo apropiado I de [0,27] tal que 6 € I y u(zg + pe?) < u(zp), para toda
0 € I. Por lo tanto, por la PVM

1

u(zo) = Py

27
/ u(zo0 + pe'®) df < u(z),
0

lo cual es una contradiccion. Asi B(zg,r) C Ay A es abierto. Por la conexidad de G, A=G. R

Denotaremos por 0,,G a la frontera extendida de G.

Teorema 1.7 Principio del Médulo Mdzimo (Segunda versidn)
Sea G una region y sean u y v funciones continuas real valuadas en G las cuales tienen la PVM. Si

en cada punto a en 0xG, se cumple

limsup u(z) < liminf v(2),

z—a z—a

entonces u(z) < v(z) para toda z en G 6 u = v.

DEMOSTRACION: Sea a € O D fijo. Para cada § > 0 sea G5 = G N B(a;d). Entonces por la hipdtesis,

0> }ii%[sup {u(z)|z € Gs} —inf{v(z) | z € Gs}]
= }%[sup {u(2) |z € Gs} +sup{—v(z)| z € Gs}]

> limsup {u(z) —v(z) |z € Gs}.
6—0
Asi, el limsup [u(z) — v(z)] < 0, para cada a en 5 G. Luego es suficiente demostrar el teorema bajo
z—a

la suposicién de que v(z) = 0, para toda z en G. Esto es, suponer

limsup u(z) < 0, (1.7)

zZ—a
para toda a en 0,G y mostrar que u(z) < 0 para toda z en G 6 u = 0. Por la primera versién del

Principio del Médulo Méximo es suficiente mostrar que u(z) < 0 para toda z en G.
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Supongamos que u satisface la ecuacién (1.7) y tiene un punto b en G con u(b) > 0. Sea € > 0 elegido
tal que u(b) > ¢, y sea B = {z € G |u(z) > €}. Como a € -G, entonces la ecuacién (1.7) implica
que hay un 6 = §(a) tal que u(z) < € para toda z en G N B(a;d). Usando el Lema de la Cubierta de
Lebesgue ([Co|] Pdg. 21), puede encontrarse un ¢ > 0 el cual es independiente de a, tal que si z € G
y d(z,0,G) < d, entonces u(z) < e. Asi,

B C{z€G|d(z;0G) > d}.

Luego B es un conjunto acotado; ya que B es cerrado, este es compacto. Asi si B # &, hay un punto
zo en B tal que u(z9) > u(z) para toda z en B. Como u(z) < € para toda z en G — B, esto dice que
u alcanza su maximo valor en un punto en G, entonces u es constante. Pero esta constante debe ser

u(zp) la cual es positiva y contradice a la ecuacién (1.7). B

Corolario 1.1 Sea G una region acotada y supongamos que w : G— — R es una funcion continua en

G que satisface la PVM en G. Si w(z) = 0 para toda z en G, entonces w(z) =0 para toda z en G.

DEMOSTRACION: Primero considere w = u y v = 0 como en el Teorema 1.7. As{ w(z) < 0 para toda
z 6 w(z) = 0. Ahora tomamos w = v y u = 0 en el Teorema 1.7; as{ ocurre que w(z) > 0 para toda z

o w(z) = 0. Ya que ambas se cumplen, w = 0. B

1.2. Ntcleo de Poisson

El material de esta seccién estd fundamentado en los trabajos del francés, Siméon-Denis Poisson,
quien vivié de 1781 a 1840. Se le reconoce por haber contribuido a aplicar el anélisis matemaético a las
disciplinas de la electricidad, el magnetismo y la elasticidad. Se puede encontrar su nombre en teoria
de probabilidades (la distribucién de Poisson) o en electrostética (la ecuacién de Poisson).

Sea B(0,1) el disco unitario en el plano complejo centrado en el origen, y sea I' = {e’| t € R} su

frontera (Figura 1.1)

Definicién 1.5 La funcion
P0)= > rinlem? (1.8)

n=—oo

para 0 < r <1, y —oo < 6 < 00, se llama el nicleo de Poisson.
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B(z,1)

Figura 1.1: Circulo unitario

Sea z = rew, 0 <r <1 ;entonces

1+ ret

:1—}—2%2"
n=1

[e.e]
=1+2 Z rhein?,
n=1

Entonces,
R 1+ re? Lo i . ,
el | = r’ cosn
1—re? —~
=1+ Z rn(ein9 4 e—inH)
n=1
= P.(0).
También _ | |
1+re® 147 —re 0 — 2
1—reid |1 — reif|2
Asi
1—7? 1+4re®
Pr 0 = = R P .
© 1—2rcosf + r? e(l_reze)

Proposicion 1.2 FEl nicleo de Poisson satisface lo siguiente:

(a) 5 J7. Pr(6)d0=1;

(1.9)

(b) P.(0) > 0 para todo 6, P.(—0) = P.(0) y P, es periddica en 0 con periodo 2;

(¢) Pr(0) < P.(6) si0 <6 <|0] <
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(d) Para cada 6 >0, lim P.(0) = 0 uniformemente en 6 para 6 < |0] < .
r—1-

Figura 1.2: Nucleo de Poisson (6,r) — P.(6)

DEMOSTRACION: (a) Para un valor fijo de r, 0 < r < 1, la serie (1.8) converge uniformemente en 6.
Asi -

% _: P.(0)do = n;@m% /_: emdg =1,
(b) De la ecuacién (1.9) P.(6) = (1 — r2)|1 — ™72 > 0, pues 7 < 1. El resto de (b) también es una
consecuencia directa de la ecuacién (1.9).
(c)Sea 0 < ¢ < 8 < m y definimos f : [0,0] — R, por f(t) = P.(t). Usando la ecuacién (1.9), un
célculo rutinario muestra que f'(t) < 0 asi que f(d) > f(6).
(d) Mostremos que

lim fsup {P(0) |5 < [0] < 7}) = 0.

Por la parte (c), P.(8) < P.(6) si § < |0] < m, asi es suficiente mostrar que TEI{I_PT(Q) = 0. Pero, de
nuevo esto es una consecuencia inmediata de la ecuacién (1.9). Esto no es el caso para § = 0, donde
el correspondiente limite es oo, ver Figura 1.2. B

Antes de dar una aplicacién del nicleo de Poisson, observemos que en la proposicién anterior P,.(6)

se considera como una familia de funciones de 6, indexadas por r. Cuando r se aproxima a 1, estas
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funciones convergen a cero uniformemente en cualquier subintervalo de [—m, 7] el cudl no contiene

6 = 0 parte (d). No obstante en la parte (a) esto es valido.

Definicién 1.6 Una integral de la forma

1 2 o) 0% — 1?2 ;
27 Jo BP9 p?+ 12 —2prcos(d — ) 4
con “nicleo de Poisson”
2 .2 ip+(z—20)
T —Re—bo (1.10)
p? + 12 —2prcos(f — ) pe — (z — zg)

es llamada la formula integral de Poisson.

Observe que cuando p = 1 se obtiene P,(#). Una caracterizacién importante de las funciones armdnicas

es que ellas se pueden representar como integrales de Poisson:

Teorema 1.8 Sea u(z,y) una funcidn arménica en un dominio G, y v(x,y) una conjugada armdnica
de u(z,y). Sea zg € G y sea A = A(zp) la distancia entre zo y la frontera de G. Entonces u(z,y) y

v(z,y) se puenden representar de la siguiente manera

0 = o [ o) gt (111)
u(r,0) = — u :
’ 27 Jo pe p? + 12 —2prcos( — @) v

o2 — 12

p2+ 12 —2prcos(d —

v(r,0) = %/0 7Tv(,o, ®) ] dp, (1.12)

parar < p < A y 0 arbitrario. Ademds

2prsen(d — @)

o) = o+ 5 / "y ) S do, (1.13)

P2+ 1r2 —2prcos(d — ¢

en término de u(r,6).

DEMOSTRACION: Cambiando r por p (p < A), 6 por ¢ y n por m en la ecuacién (1.2) se tiene

u(p,¢) = 00+ 3 (e cosmp — B senmp)p™ (114)

m=1
Usando la convergencia uniforme de (1.14) en ¢ para cada p < A, multiplicando la ecuacién (1.2) por

cosnyp e integrando término a término con respecto a ¢ entre 0 y 27. El resultado es

1 2m
= — d 1.15
Q=50 | upe)de (1.15)
2m
ay = / u(p, ) cosng dp (n>1). (1.16)
" Jo
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Similarmente, multiplicando la ecuacién (1.14) por senne e integrando término a término con respecto
a @ entre los mismos limites, se obtiene

1 27

~Bn=— | ulpp)sennpdp  (n>1). (1.17)
T Jo

Sustituyendo 1.15, 1.16 y 1.17 en 1.2 y 1.3 se tiene que

u(r,0) = %/o 7ru(p7 ) do + nz::l %/0 7ru(p7 ®) (;) cosn(6 — ) do, (1.18)

v(r,0) = Bo + il % /027T u(p, ) (;)n senn(f — @) dep. (1.19)

Las férmulas (1.11) y (1.13) se obtienen del Lema 1.1 después de multiplicar las series (1.5) y (1.6)

por

1

gum ©)

integrando término a término con respecto a ¢ de 0 a 27 para r fijay p (r < p), y comparando
los resultados con (1.18) y (1.19). Por el Teorema 1.2, v(r,d) es definida salvo por una costante real
Bo. Ademds, como la ecuacién (1.11) es cierta para una funcién armoénica arbitraria en G, se puede
reemplazar u(r,d) por v(r,0) y se tiene la ecuacién (1.12).

El siguiente teorema indica que el Problema de Dirichlet puede ser resuelto en el disco unitario.

Teorema 1.9 Sea G = B(0,1) con frontera T' y supongamos que p: ' — R es una funcidn continua

en el intervalo [0, 27], entonces la funcidn definida por

1

2 2 2
p-—r
0)=— de. 1.20
U(T7 ) QWA M((p)p2+r272pr COS(&*QO) ® ( )

cumple:

(a) u(p, ) = p(p) para ¢ enI';

(b) u(p,p) es armonica en G.

DEMOSTRACION: Primero se probard que la integral (1.20) define una funcién arménica en G. El

razonamiento aqui es esencialmente el inverso del que se utiliza para probar el Teorema 1.8. Segtn el

Lema 1.1, si r < p, al multiplicar las series (1.5) y (1.6) por % e integrando término a término con
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respecto a ¢ de 0 a 27 se tiene lo siguiente

1 2m 2 2

urf) = o | M) T s s = 9)

- 2W#(<P) dso+§:71r/02ﬂu(so) <;)ncosn(9—<p) dep

2 o

de

1 27 [ee] 1 2
~ o9r ) p(p) do + Z { [an/o w(p) cosnp dgp:| ™ cos nb

n=1

1 2m
+ [ / w(p) sennep d@] r’ sen n@}
0

I
=ap+ Z(an cosnf — B, sennf) r", (1.21)
n=1

donde por el Teorema 1.8 y las ecuaciones (1.15) y (1.17), obtenemos

1 2w 1 2 1 2m
a0 = 5 u(e) do, oy, = — p(p) cosnp dp,  —fp = — () sennp dp  (n > 1)
T Jo ™" Jo T Jo (1.22)
En particular,
) 1 27 . 1 2m
nt il = | [T utr e agl < - [T ol a,
o™ Jo " Jo
por lo tanto
nl1 27 |
o ()l de 1
p < lim Jo = = =R

n

ap + i O] Jim {/for, + i B

1 . Asi por la ecuacién (1.21) y el Teorema 1.4 se tiene que u(r, ) es arménica

con R =
en G.
Ahora se probard que la funcién u(r, 6) definida por (1.20) se aproxima a p(yg), cuando el punto (r, 6)
en G se aproxima a un punto fijo (p, o) en I'.

Siu(r,0) =1 en la ecuacién (1.11), se obtiene la férmula

1 2w 0 p2_r2
21 Jo  2m p2 4+ 12 —=2prcos(d — o)

do =1. (1.23)

Usando la ecuacién (1.23) y estimando la siguiente diferencia se tiene que

2

n d 1.24
p2+12 —2pr,cos(b, — @) 7 (124)

1

) = o) = 3= [ o) = )

PP

donde {(r,,6,)} es una sucesién arbitraria de puntos en G que converge al punto en la frontera (p, ¢g).

Como u(p) es uniformemente continua en I', dado € > 0, existe un niimero § = §(¢) > 0 tal que

() — i) < % (1.25)

siempre que

lo — ol < 26. (1.26)
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Tomando 0 tal que (1.26) implique (1.25) y tan pequetio que @g — 20 > 0, g + 20 < 27, se tiene que
1 27
1 po—20
<L / .
2 0

X

[u(rn, 0) — p(po)| =

+ , (1.27)

1 /¢0+25 + 1 /271’
2w po—26 2T po+26

donde en cada caso los puntos denotan el resto de la integral (1.24). Usando (1.25) y (1.23) en el

término de en medio del la ecuacién (1.27), se tiene lo siguiente

1 oot e 1 [ p?—r2 €
27 <§27 ) 2 d(p:* (128)
T Jopo—26 mJo p>H+ri—2pr, cos(f, —p) 2

Para los otros dos téminos, se elige n suficientemente grande tal que |0,, — ¢o| < 6. Entonces

1 ©o—26

1 2m 1 2 .2 po—29 2m
+—/ ~--‘<2M2 L / d<p+/ dy
27 Jpot26 2rp?2+12 —2pr,cosd \ Jy vot+20
2 _ .2
P~ — Ty
<2M , 1.29
p2+12 —2pr,cosd (1.29)
donde
M = max ,
gDemﬂlu(w)l
ahora usando que
cos(f, — @) < cosd
2 _ .2 2 _ .2

p? 41 —2pr,cos(b, — @) < P2+ 12 —2pr,cosd)
si |0, —@ol <dy @€ [0,00—25] 6 ¢ € [0,900— 2d]. El lado derecho de (1.29) se aproxima a cero

cuando r, — p. Por lo tanto, para n suficientemente grande,

1 /@025 1 /271’ ‘
_ . e — .. <
27'(' 0 271' 0o+26

(naturalmente, se asume que n es suficientemente grande tal que |6, —¢g| < ¢). Comparando (1.27), (1.29)

+ (1.31)

N

y (1.31) se encuentra que
[u(rn, 0n) — u(po)| < e

para n suficientemente grande, i.e,

lm [u(rp,60,) — u(po)] = 0, (1.32)

n—oo
donde {(ry,0,)} es una sucesién de puntos en G aproximandose a (p, o). La ecuacién (1.32) es cierta
si todos o algunos de los puntos (1, 0,,) que se encuentran en I', entonces podemos usar la continuidad
de pu(yp), (recordando que u(p, p) = pu(p), por definicién). Es decir, u(r,6) es continua en G. B

La férmula integral de Poisson, dada por la ecuacién (1.20) proporciona el valor de la funcién arménica
u(re’?) en todo punto del interior de un circulo de radio p siempre y cuando conozcamos los valores

u(z) en la frontera de dicho circulo.
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Corolario 1.2 Siu: D™ — R es una funcion continua la cual es armonica en D, entonces

w(re® = 2 [ P pue) dt,

=5 .

para 0 < r < 1 y para toda 0. Ademds, u es la parte real de la funcion analitica

) =5 / ) eitHU(e”)dt.

27 J_,. et —z

DEMOSTRACION: La primera parte del corolario es una consecuencia directa del Teorema 1.9. La

segunda parte se sigue del hecho de que f es analitica y la férmula (1.9).

Corolario 1.3 Sean a € C, p > 0 y h una funcion continua real valuada en B(a,p); entonces existe

una dnica funcion armdnica continua en B(a;p) y con w(z) = h(z) para |z —a| = p. B

DEMOSTRACION: Consideremos f(e%) = h(a + pe'®); entonces f es continua en dD. Si u: D™ — R
es una funcién tal que u es arménica en D y u(e®?) = f(e'?), entonces es ficil mostrar que w(z) =

u (H> es la funcién deseada en B(a; p).
p

Teorema 1.10 Si v : G — R es una funcion continua la cual tiene la propiedad del valor medio

(PVM), entonces u es armdnica.

DEMOSTRACION: Sea a € G y sea p > 0 tal que B(a;p) C G; es suficiente probar que u es arménica
en B(a;p). Por el Corolario 1.3 existe una funcién continua w : B(a;p) — R la cual es arménica en
Bl(a;p) y w(a+ pe?) = u(a+ pe’) para toda 6. Ya que u — w satisface la PVM y (u —w)(z) = 0 para
|z — a] = p, por el Corolario 1.1 tenemos que u = w en B(a; p); en particular, u debe ser arménica. B
En la prueba de este teorema se utiliza el Corolario 1.3, el cual se refiere a funciones armoénicas en un
disco arbitrario, asi es deseable derivar la férmula del nicleo de Poisson en un disco arbitrario. Para
esto solamente es necesario hacer un cambio de variable en la férmula (1.9).

Si R > 0 se subtituye % por r en la ecuacién (1.9). Asi se obtiene

R
R2 _ 7‘2
1.33
R? —2rRcosf +r? (1.33)
para 0 < 7 < R para todo 6. Si u es continua en B(a; R) y arménica en B(a; R), entonces
» 1 (7 R? — 12 ;

0 6
= — dt. 1.34
ula+re”) 27T/,7T |:RQ—27”RCOSQ+T2 ula+ Re™) (1.34)

Ahora la ecuacién (1.33) también se puede escribir como

R2_,r2

|R6it _ rei(’ |2
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y R —r < |Re® —re®| < R+ 7. Por lo tanto

R—r< R%2 — 2 R+r
R+r  R2—2rRcosO+712 - R—7r’

Si u > 0 entonces la ecuacién (1.34) proporciona la siguiente.
Desigualdad de Harnack Si u : B(a; R) — R es una funcién continua y arménica en B(a; R), con
u > 0, entonces para 0 < r < R y para toda 6,

Rfru
R+r

R+r
R—r

(a) < u(a+re?) <

u(a).

Definicién 1.7 Sea G un conjunto abierto en C y (2, d) un espacio mélrico, entonces designamos

por € (G, Q) el conjunto de todas las funciones continuas de G en Q.

Definicién 1.8 Si G es un subconjunto abierto de C entonces Har(G) es el espacio de las funciones

armdnicas en G. Ya que Har(G) C €(G,R) este tiene una métrica heredada de € (G,R).

Teorema 1.11 (Teorema de Harnack)

Sea G una region de C
(a) El espacio métrico Har(G) es completo.

(b) Si{un} es una sucesion en Har(G) tal que uy < ug < ..., entonces un,(z) — 0o uniformemente

en subconjuntos compactos de G d {un} converge en Har(G) a una funcién armdnica.

DEMOSTRACION:

(a) Para mostrar que Har(G) es completo, es suficiente mostrar que es un subespacio cerrado de
€ (G,r). Asi, sea {u,} una sucesién en Har(G), tal que u, — u en (G, R). Entonces por el

siguente lema: Sea  una curva rectificable en C y sean F,, y F' funciones continuas en {v}. Si

/F:h’m/Fn.
¥ ¥

sigue que u tiene la PVM y asi por el Teorema 1.10, u debe ser armdnica.

F =u—1lmF, en {7}, entonces

(b) Se puede considerar que u; > 0 (sino es asi, considerar {u, —u1}). Sea u(z) = sup{un(z) : n > 1}
para cada z en G. As{ para cada z en G una de las dos siguientes posibilidades ocurre: u(z) = oo
ou(z) €ERy u,(z) = u(z).

Se define

A={z € G|u(z) = 0}

B ={z € G|u(z) < >},
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1.3.

entonces G = AUB y AN B = &. Se va a demostrar que A y B son abiertos. Si a € G, sea
R > 0 tal que B(a, R) C G. Por la desigualdad de Harnack se tiene

R—|z—al

R+ |z —al
S il vy , 1.35
Tl una) (1.39)

(a) S un(2) < R_|z—a™
para toda z en B(a,R) y para toda n > 1. Si a € A tenemos u,(a) — oo, entonces por la
ecuacién (1.35) (parte izq.) se tiene que u,(z) — oo, para toda z en B(a, R). Esto es, B(a, R) C
A, asi{ A es abierto. Similarmente si @ € B entonces por la parte derecha de la ecuacién (1.35)
se tiene que u(z) < oo, para |z — a] < R. Por lo tanto B es abierto.

Como G es conexo, A = G o B = G. Supongamos que A = G es decir u = co. De nuevo si
B(a,R) CGy0<p<R,entonces M = (R — p)(R+p)~! >0y de la ecuacién (1.35) se tiene
que M u,(a) < a,(z) para |z—a| < p. Por lo tanto u,,(2) — oo uniformemente para z en B(z, p).
En otras palabras, se ha mostrado que para cada a en G hay un p > 0, tal que u,(z) — o
uniformemente para z en cualquier subconjunto compacto.

Ahora sea B = (. Si p < R, entonces como antes, hay una constante N tal que sélo depende de

ay pecon Mup(a) < un(z) <uy(a) para |z —al] < py para toda n. Asi sim < n

0 < up(z) —um(z) < Nup(a) — M up(a)
<C

[un(a) — um(a)] (1.36)

para alguna constante C. Luego, {u,(z)} es una sucesién de Cauchy uniformemente en B(a, p).
Esto sigue que {u,} es una sucesién de Cauchy en Har(G) y asi por la parte (a), debe de

converger a una funcién arménica. Como u,(z) — u(z), ésta u es una funcién arménica. B

Funciones Armonicas en el Disco Unitario

El problema que discutiremos en esta seccién, parte del trabajo del Francés Simeon Poisson (1781-

1840) y de la funcién P,(6) := 2P(z) (6 en coordenadas polares P(r,6)) que lleva el nombre de Nticleo

Poisson.

Como ya vimos en la Seccién 1.2. Si z = re’

7

1 1 1—r? 1 (1+re
P =2 _Re(:(T
2 (©) 21— 2rcosf +r? Re <2 <1—’I“6“9>>

 — 1+z
— = _. 1.37
Re <2+;z> Re2(172) (1.37)

Como

(1+2)(1-2) 1—r*+2irsent
1—z2  1-—2rcosf+r2’
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entonces P(r,6) es la parte real de una funcién analitica, luego representa una funcién arménica en el

disco unitario. Es més, usando la identidad sen?(¢) = 2 — 1 cos#, se tiene que cos = 1 — 2 sen2(g)

2 272
y se observa que es posible reescribir el nicleo de Poisson como

1—172 1—172

PE) =
21 —2rcosf+r2  2[(1—r)2+4rsen2(6/2)]"

Ahora usando que Div(s7)P = tr(sy o \yP) = AP, es decir de la traza de la matriz es el Laplaciano

(r,0) 2 (rcosf,rsend) — (z,y) il P(z,y)

P(r,0) =Pog(r,0)

(t’LP éi’) cos) —rsenf _ (c'LP ap)
a,- a . *
N Y senf  rcosf

Siz=rcosf yy=rsend, P=P(z,vy)

oP 0P opr
E = %COSG‘F @SGHG (138)
' 0 0 0
P P P
20 = %(—rsenﬁ) + a—yr cos . (1.39)

Ahora /P en coordenadas polares:

%(—rsen@) + %r cos 6

0 or or
P = o | p | e cost9+3y sen 6
% dl;(—rsena) + %1;7" cos 6
oP 9P 9?2
o or ar or o or2 oroo o
vevk= P (OT an )= 2P %P b=
20 oro0 002
aopP oP
55 cost + Fm sen 6

(8% cosf + % sen %E (—rsend) + %r cos 9)
Observamos que

ZQTI; = gj; cos? 0 + 268;§y sen f cos + Zzyl: sen” 0 (1.40)
?)271; = %7’2 sen’ 6 — 28322/1“2 sen cosf + 221237’2 cos’ 0 —r (gl; cosf + gl;senﬂ)
=72 %SGHQG — 28igy sen 6 cos 6 + 22;2’(10820 - % (gi cosf + gPy’seneﬂ ,
entonces
%2?;71; = %serﬁﬁ — 28?23/ sen 0 cos 0 + ZZECOSQH — % (gz cos @ + % ‘en@) . (1.41)
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Sumando las ecuaciones (1.40) y (1.41) se tiene

P 19°P 9P 9P 1 <8P op )

a7t e o Ty v \an 0 gy s

luego por la ecuacién (1.38) es claro que:

o’ 19’ 9P 0°P  10P

o2 "o T o2 T o ror

Por lo tanto, la ecuacién de Laplace en coordenadas polares es:

v Lo oo o
oz r2002  ror 0x2 0y’

Por consiguiente,

o200 T2e000 v or o0 or
0 82P+i82P+187P
or2  r2002  ror

(8P> 0% P 19%20P 10P 0 0P
A o - =

T o9
0
=—(AP)=0
89( )
asi se tiene que la funcién %l; := Py es también arménica en el disco unitario.

o_0 (1 1-p
00 00 \ 2 (1 —r)2 +4rsen? (/2)

(1—72) 87 sen(/2)cos(6/2)
4 [(1—=7)244rsen?(0/2))?

r(1 —1r?) 2sen(/2) cos(0/2)
[(1—7)2+4r sen2(6/2))?

r(1 —7?%) send
[(1—=7)24+47r sen?(0/2)]?

de lo cual se concluye que

h’nﬁ Py(r,0) =0 para cada 6.

Usando la ecuacién (1.37)

1 o0 oo
P(r,0) = 5 + Z r™ cosnb, Py(r,0) = — Z nr" sen nf. (1.42)
n=1 n=1
Sea || w(r,-) ||oo la norma uniforme sobre circulos concéntricos de radio r, i.e.,

() o= s [w(r.0)
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Lo anteriormente desarrollada junto con los siguientes resultados nos permitiran enunciar un teorema

de unicidad para funciones armonicas.

Definicién 1.9 Sea E un subconjunto de C y sean ¢ : E — C y ¢ : E — C dos funciones. Dado
a € E, si eziste U, vecindad de a y A > 0 tal que |o(x)] < Al(x)| para todo © € U,, escribiremos
o(x) = 0((x)), cuando x — a, y si

Q #0 escribiremos ¢(z) = O*((z)).

Definicién 1.10 Sea L un subconjunto de C y sean ¢ : L — C y 1 : L — C dos funciones. Dado
a € L, si existe U, vecindad de a y a(z), tal que o(z) = a(z)Y(z), en una vecindad Uy, x # a, de a

con lima(z) = 0, entonces escribiremos p(x) = o(¢(x)), cuando x — a,

Si Y(x) #0 para todox € U, implica l{m olz) _ =0
z—a Y(x)
A partir de la ecuacién (1.42), veremos que cuando r — 1,
I Pr) o= O (=771 s ([ Po(ry) ls=O((1=7)72). (1.43)

En efecto:

P(?l" ) =1 -7)P@r,)=(1-r) ( +Zr cosn@)
:%(1—r)+(1—r)2r"cosn9.

Como se estima el limite cuando r — 1 y el limite del primer sumando es cero, s6lo se necesita estimar

el limite del segundo sumando.

oo o0 o0
(1-7) Zr"cosn@ <(1-r) Zr”|cosn9| <(1-r) Z r"
n=1 n=1 n=1

luego la constante de la Definicién 1.9 es en este caso A = 1 y se tiene la primera igualdad de (1.43).

Ahora se estima para Py(r,-)

PG(Ta )
1
(1-r)?

:|(1—1")2P9(r )| l—r

< an sen n9>|

<(1—7)? Zn r|sen nf)|
n=1

< (1 fr)22nr".
n=1
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oo oo
r 1
Como g r" = —— entonces g nrtl= ——
. )2
— 1—r (I—7)

n=1

Asi se tiene que

(1-7) an (1—r)? an =(1-7)? 7(1_7ﬁr)2:r,

luego la constante que de la Definicién 1.9 es para este caso A = 1 y se tiene la segunda igualdad
de (1.43).
20
Usando la desigualdad sen § > —, para 0 < 6 < g y también observando que para 20 =1 —r, se
m

tienen las desigualdades equivalentes

[(1_’")2 Hirsen? (1;T)r > [(1—r)2+ 4r(1;72T>2 i
1 1
[(1_7") -1-47“(1 r)? r - [(1—7“)2 + 47“861’12(1*7”)]2
1 N X
(1—7”)4(14-%-1-12722) - [(1_74)2 + 47‘S€n2(1_’°>]2
7t )

> .
(1 —7r)4(rd + 8rw2 +1672) ~ [(1=7)2 + 47 sen? (%)]2

Entonces:
Po(r,0) = — r (1 —r?)sen(52) > r(1—7r?) sen (355) 7t .
[(1=7)2 4 4r sen? (132)] (1 =r)*(r* +8rr? +1672)
Asi
lminf(1 — r)? | Py(r,0)] > liminf |- TM >4

Por lo tanto

liminf(1 — )2 |Py(r,0)| >

r—1

sm:;

Py(r, ) |lao# o((1 = 7)~2) cuando r — 1. Lo anteriormente visto nos sugiere una condicién para
) g p

deducir el siguiente teorema sobre funciones armoénicas en el disco unitario.
Teorema 1.12 Sea w(r,0) una funcion armdnica en D, supongamos que

(i) h’n%w(r, 0) = 0 para toda 6

(ii) || w(r,") [oo= o((1 —7)72), cuando r — 1,
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entonces w(r,0) es idénticamente cero en D.

Este teorema fue probado en 1963 por Victor Shapiro [Sh]. Si se cambia en el teorema el inciso (i)
la frase, “para toda 8”, por “para toda 6 # 0mod 27", la conclusién del teorema resulta falsa, como
Py(r,0) lo muestra. También, si “o” en la condicién (ii) es reemplazada por “O” la conclusién del
teorema de nuevo resulta falsa, como Py(r, ) lo demuestra.

La prueba requiere nociones de topologia y el Teorema de Segunda Categoria de Baire. Especialmente,
se usa el hecho de que un subconjunto cerrado E de la linea real R, no puede escribirse como una

unién numerable de conjuntos cerrados que son densos en ninguna parte en E. A continuacién nos

referimos a este resultado como el Teorema de Baire.

DEMOSTRACION: Como w es la parte real de una funcién analitica en D.

w(r,0) = Re(f(re?)) = Re |co + Z cnr™(cosnd + i sen nd) |,
n=1

o0

donde f(z) = Y. ¢, 2™ es la expansion es serie de Taylor de f en D. Escribiendo ¢, = a,, — i by, se
n=0

obtiene:

w(r,0) = ag + Z(an cosnf + b, sennf)r". (1.44)

n=1

la cual es una serie uniformemente convergente en (r,6), para 0 < r < ro < 1, donde 7y es fijo en

[0,1). Como
h'rri {ao + Z(an cosnf + b, sennb) r”} =0 para todo 6 € 0, 27]. (1.45)
rT—
n=1
Cantor mostré que
k
khl& {ao + Zl(an cosnf + b, sen n@)} =0 (1.46)

( [K1] Pag. 970) excepto para un nimero finito de § con 0 < 6 < 2, lo cual implica que los coeficientes
an y b, son cero para toda n. Si se demuestra que la condicién en la ecuacién (1.44) implica una
conclusién similar para los coeficientes de w(r, ) en la ecuacién (1.44), se habrd probado el teorema.
En otras palabras, lo que debemos hacer es mejorar las técnicas de Cantor (las cuales fueron inspiradas
por un trabajo de Riemann sobre series trigonométricas). Por simplicidad, se asume que w toma el

valor de cero en el origen, i.e.,
w(0,0) =0 para todo 6 € [0, 27]
La cual es una propiedad que también tiene Py(r, 6). Usando la ecuacién (1.44) se tiene que

w(0,0) =ag =0
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y por lo tanto
= Z (an cosnd + by, sennd)r Z (ak cos kO + by, sen k) r*. (1.47)
n=1 k=1
Observando que para 0 < r < 1,

(r,0) cosnf = Z ay cos kO cosnf + by senkf cosnb) .
k=1

Por la convergencia uniforme y la ortogonalidad se tiene que

oo

2m 2m
/ w(r, 0) cosnd = Z / [ax, cos k6 cosné + by, sen kO cos nf] r* do
0 Py

27 27 1 1
= r”an/ cos? nf df = r"an/ ( + —cos2 n9> do

=" an

5
Asi
2m
ra, = 7/ w(r, 0) cosné db.
0

n

Tomando r = (1 — 1) y por la hipétesis (ii) del teorema afirmamos que (1 — +)" a,, = o(n?).

En efecto:

| w(r,0) ||oo = o((1—7)72), cuando r — 1.

Dado € = % > 0, existe > 0, tal quesi 0 < 1—r <, entonces se cumple

0) |l
w00) e _,
(1-r)?
Es decir
(1= |w(r0) |l <€ si 0<1—7r<3d.
Ahora

1

2m 1
[T a,| = ‘/ w(r, 0) cosnd d@’ <
™ Jo

27
7/ lw(r, 6) cos nf db|
0

™

1 2 21
< = [fw(r,8) [l / |cos nf| df <[l w(r,0) oo — =2 w(r,0) [l -
™ 0 ™

Luegopara0 < 1—r <

1
lan] < 55 2 {1 w(r,0) lloo
2e

lanl < 5 T



1.3. Funciones Armonicas en el Disco Unitario 35

1
Paran e€Ncon — < §
n

lan] < 2 € _ 2¢
= a-a-) -0
O sea
|an] 2¢ ) 1 n_l
3 <7(1_%)n y como nhj%o 1 - =
entonces
|Z—g|<2ee:e’,

es decir a,, = o(n?).
Con un argumento similar es posible obtener que b, = o(n?) cuando n — oo. Se define las funciones

w1y a W como sigue

> (a,, cosnf + b, sen nd n
1(r,8) = Z ( p ) r
n=1

>, (ay, cosnd + b, sennd n
W(T,G):Z( 3 )r.
n=1

Nétese que wy y W son funciones arménicas y por lo tanto continuas. (Ver Seccién 1.1 Teorema 1.3).

Ademsés
owy(r,0) 1 ow(r,0) 1

or = ; w(ﬂ 9)1 or = ; ’LUl(T, 9) (148)

De (1.48) y la hip6tesis (i) del teorema, se deduce que ambas wq(r,8) y W (r, 8) satisfacen el Criterio

de Abel, cuando r — 1 y para 6 fijo. En particular, el limite finito
h’rq W(r,0) =W(0) existe para toda 6,
r—

y W (#) es una funcién periédica, de periodo 2. (La funcién —W (r, ) es llamada funcién de Riemann
asociada con w(r, §)). Se establece la prueba del teorema considerando los siguientes tres hechos de la

teoria de series trigonométricas de Riemann [Zy].

Hecho 1.1 Si W () es continua en el intervalo abierto (a, 3), entonces W(0) es una funcion lineal

en (o, B).

Hecho 1.2 Si W () es continua en el intervalo abierto («,3), entonces W(0) es continua por la

derecha de a y por la izquierda de 3.

Hecho 1.3 Si W(0) es una constante, entonces h’rnlW(r, 0) = W(0) uniformemente en 6.
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Juntos los Hechos 1.1 y 1.2, implican que W () es una funcién lineal en un intervalo cerrado [, 3].

Siguiendo con la prueba del teorema, se observa de (1.48) que prevalece la siguiente situacion:

<r <1, entonces

Hecho 1.4 Siw(r,0) es uniformemente acotada para 0 en un conjunto E y para %

linW(r, 0) = W(0) uniformemente en E.

. 0 1
DEMOSTRACION: Usando que —8“}1 = —w(r,0) de (1.48); y tomando r < ¢, < v’ < 1. Por el Teorema
rooor

del Valor Medio existe r < ¢, < 7’ tal que
own (¢, 0)
or

wi(r,0) —wy(r',0) = (r—r")= %w(cr, 0)(r—r")

< r < 1, entonces

y como se tiene por hipétesis que |w(r, )| < M, para todo § € E y %

1
lwi(r,0) —wi(r',0)| = ;\w(cme)(r —7r')| <2M |r — 7’|, paratodo 6 € F,

es decir satisface la condicién de Lipschitz uniformemente y también se cumple la condicién de Cauchy
de existencia de limite uniforme para wi(r,8), uniformemente para 8 € E en el punto r = 1, pues

dadoe>Oexiste5:ﬁtalquesi 0<1—7"<4, 0<1—r <9, entonces

2M
lwy (r,0) —wi(r',0)| <2M|r —r'| <2Mé = 4M€ = % < e, para todo 0 € E. (1.49)

Por lo tanto lirr{ w1 (r,8) = w1(0) es uniforme con respecto de 6.
T—

En la estimacién (1.49) si 7/ — 1, se tiene:
|wy(r,0) —w1(0)] <€, paratodo € E y 0<1—r<ad. (1.50)
Para e = 1, existe § > 0 tal que si 0 < 1 —r < §, entonces
lwi (0)] — |wi(r,0)] < |wi(r,0) —wi(r,0)| <1, para 6 € E.
Ast Jwi(0)] <14 |wi(r,0)].SiR=1— g se tiene que
lw1(0)] < 1+ |wi(R, )|, paratodo 6 € E.

Sea M = gléx w1 (R, 0), entonces |wi(A)| < 1+ M, para todo 6 € E.

S

Por lo tanto w; esta uniformemente acotada en E.

OW (r,0)
or

1
Finalmente usando que = —wi(r,0) de (1.48) y realizando de nuevo el procedimiento an-
r

terior puede concluirse que W(r, ) es uniformemente acotada en £. B

De la ecuacién (1.50) se tiene:

Proposicién 1.3 Si w(r,0) es uniformemente acotada para 6 en un conjunto E y para 5 < r <1,

1
2

entonces lirq wy (r,0) = w1 (0) uniformemente en E.
r—
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Noétese que la demostracién del teorema se completa si se verifica que
W (#) es continua en un intervalo abierto (0, 27). (1.51)

Pues, por el Hecho 1.2, W(6) es entonces continua por la derecha de 0 y por la izquierda de 27 y
por ser periddica, ésta es continua sobre toda la linea. El Hecho 1.1 garantiza que W () = ¢, una
constante, para toda 6 en R y por la definicién de W (r, ) y el Hecho 1.3, cuando r — 1~
1 27 1 2
0=— W(r,@)d9—>—/ W(0) df = c.
2 0 2 0
Por lo tanto W (@) = 0. Consecuentemente,

1 2m

e ; W(r,0) cosné df — 0,

anpr’”

cuando r — 1, asi los coeficientes cumplen a,, = 0 para toda n. Similarmente, b, = 0 para toda n
y el teorema es demostrado, a partir de la verificacién (1.51). Para mostrar que (1.51) es cierta, se
necesita topologia de conjuntos y teoria de segunda categoria que ya se habia mencionado al inicio de

esta seccion. Para m = 1,2, ..., se define el conjunto
F,,={0€]0,2n]| g(6) <m}, (1.52)

donde

g(0) = sup |w(r,0)|.
o<r<1

Porque w(r,#) es una funcién (conjuntamente) continua de r y 6, se ve que g(f) es una funcién
semicontinua inferiormente.

En efecto: se tiene por hipdtesis que }1;11%11)(7’,9) = 0 para toda 0, es decir, dado § > 0 existe
8 (e,0) > 0, tal que si |r — 1] < ¢’, entonces

|0 — 0] <6 =1—¢, donde 0 est4 fijo.

w(r,0)| < § para toda 6. Sean 0 y 6 € [0,2n] con

1900) = 9(@)| = | sup [w(r6) — sup |w<r,é‘>|\
0<r<1 0<r<1
<| s o]+ | s o)l
0<r<1 0<r<1
<€+€
-+ -=e
2 2

Por lo tanto g(#) es semicontinua inferiormente y por consiguiente F,, es un conjunto cerrado para
cada m (es decir si {6,} C F,,, y el lim {0,,} = 0, entonces 0 € F,,). Usando la hipétesis (i) del
n—oo

teorema se tiene que

E= U (ENF,,) para cada subconjunto cerrado E de [0,27]. (1.53)

m=1

Nétese que E C |J°_, (ENFE,,) y la otra contencién E D |J-_, (ENF,,) se debe a que E C [0,2n] =

m=1 m=1

U.°_, Fpn. El siguente resultado llamado Teorema de Baire ayudard a demostrar el Hecho 5.
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oo

Teorema 1.13 Sea M un espacio métrico completo. Si M = J,._,

F,., con F,, cerrado para toda

m € N, entonces existe al menos un indice m con int Fy,, # &.
Aplicando el teorema anterior a la descomposicién (1.53) se tiene:

Hecho 1.5 Si E es un subconjunto cerrado no vacio de [0,27], entonces hay un intervalo abierto J

y un indice mo, tal que ENJ es no vacio y ENJ estd contenido en E N F,,.

Por el Teorema de Baire existe mg € N tal que int(ENF,,,) # &. Sea J = (o, f) y A :=1int (ENE,,,)

JNA= | [int(ENFp,)NJ| #2
mg:l

EnJ= |J (EnF,)nJ

mg:l

JNA+# @ implica JNE # @.
Se afirma que ENJ C EN Fy,

JCint(ENFy,) CJN(ENFy,)

J Cint (ENFy,,) Cint Frpy C Fig-

Por lo tanto  J C Fp,,.
Aplicando (1.52), se observa que w(r, ) es uniformemente acotada para § en EN F,,, v 0 < r < 1.

Por el Hecho 1.4 se tiene que
h’rq W (r,0) = W(0) uniformemente en E N J. (1.54)

Se define a
Z ={6 € (0,27) : Wno es continua en 6}. (1.55)

Notando que si se muestra que Z es vacio, por (1.51) se completard la prueba del teorema.
Supongamos lo contrario, es decir Z no es un conjunto vacio. Primero veamos que el Hecho 1.2 afirma
que Z no tiene puntos aislados. Por el Hecho 1.5 aplicamos (1.54) a E = [«, ], para « y [ arbitrarios

con 0 < o < § < 27 y demostraremos la siguiente afirmacion.
Afirmacién 1.1 Z es denso en ninguna parte en [0,27], es decir que int Z = &.

DEMOSTRACION: Supongase que Z no es denso en ninguna parte, entonces int Z # @, es decir existe
0o € Z y & >0 tal que (§g — 5,00 +38) C Z , entonces I = [0y — 6,00 + 6] C Z. Por el Hecho 1.5,
existe J intervalo abierto tal que INJ # @, INJ C IN F,,,, pero como

IcIcZentoncesINJcCcIcIcZ
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Como @ # I N J es abierto entonces I N J N Z # @& y esto contradice la definicién de Z, por lo tanto
Z es denso en ninguna parte. Por consiguiente, Z es un conjunto perfecto, no vacio, que no contiene
intervalos. Ahora aplicando el Hecho 1.5 y (1.54) de nuevo, esta vez con E = Z, vemos que hay un

intervalo cerrado [a, 3] y 6p en Z con 0 < a < Oy < B < 27 tal que
Wlia,8nz es continua en 6 (1.56)

En efecto, sea § € (Z N [a,3]) C Fp,, entonces lirq W (r,0) = W(0), para todo 6 € [a, 3] N Z.

Es decir, dado § > 0 existe > 0 tal que si 0 < 1 —r < 4, entonces

W (r,0) — W(0)| < % para todo 0 € [, f|NZ (1.57)

Ahora usando que W (r,0) es continua cuando 0 <r <1 y 0<6 <27

Dado § > 0 existe § > 0, tal que si 0 < |r — 7| <6, 0< [0 — 0] < ¢ implica que

W (r.6) = W(r,0)] < . (1.58)
Particularmente si se toman (7, 0), (7,6), si |§ — 8] < § (obs. |7 — 7| = 0), entonces

[W(F,0) = W 0)| < 3. (1.59)
Sea 7=1—2y §>0 como en (1.58). Asf si |§ — 6] < 6, entonces

|W(9) - W(§)| = ‘W(e) - W(Ta 9)‘ + |W(7“7 9) - W(T, é)| + |W(T7 é) - W(é)| <€,
probando que W/, gnz es continua en .
Se demuestra que
W (0) es continua en 6y como una funcién en (o, 3). (1.60)

Por (1.55), esto da una contradicién al hecho de que 6, pertenece a Z. Por lo tanto Z es un conjunto
vacio y el teorema sera probado.

Probemos que de (1.56) se sigue (1.60). Veamos que

W (0) es continua por la derecha de 0y (1.61)

(Un razonamiento similar nos da la continuidad por la izquerda de 6y). Si 6y estd es el extremo
izquierdo de un intervalo abierto en (o, 3)\ Z, entonces el Hecho 1.2 implica que W (#) es continua
por la derecha de 6y. Lo que resta es justificar que W (#) es continua cuando 6y es simplemente un
punto de acumulacién por la derecha de Z.

Sea € > 0. Por (1.56) podemos elegir § > 0 tal que

IW(0) — W (0o)| < e (1.62)
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siempre que 6 esté en Z y 0y < 6 < 0y + §. Después elegimos #; en Z con 0y < 0; < 0y + J. Sea
0, —0y = §. Ahora suponemos que §* es un punto dado en (o, 3)\.Z, tal que 0y < 0* < 6y+3. Entonces
0* esta en algtin intervalo componente de (o, 3) N Z, digamos (62,603), donde 0y < 6y < 03 < 61 y
ambos 3 y 03 estdn en Z. Ademds por el Hecho 1.1 y 1.2, W es una funcién lineal en el intervalo
cerrado [f2,03]. Ya que la desigualdad (1.62) es cierta para 6§ = 65 y 8 = 65 entonces por la linealidad

es también cierta para 6 = 6*, se ha mostrado que
(W(0) — W (o)l <e,

siempre que 6y < 6 < 6y + 4. Por lo tanto, W () es continua por la derecha de 6. Asi (1.60)

esta probada y la prueba del teorema es completa. ll

1.4. El Principio del Argumento para Funciones Armodnicas

El siguiente teorema es uno de los resultados mas importantes de la teoria del analisis complejo
por las importantes aplicaciones que tiene. Se conoce como el Principio del Argumento para funciones
analiticas. Su demostracién es sencilla y lo citamos a continuacién. Sea D un dominio acotado por una
curva C rectificable de Jordan, orientada positivamente, es decir en sentido contrario a las manecillas
del reloj. Sea f una funcién analitica en D y continua en D, con f(z) # 0 en C. El indice 6 el niimero
de vueltas de la imagen de la curva f(C) alrededor del origen estd definido como I = (5-) A arg f(2)
y es el cambio neto en el argumento de f(z) cuando z recorre una vez alrededor de C, dividido por
2. Si N el nimero total de ceros de f en D, contados segiin multiplicidad, entonces N = I.
La prueba de costumbre comienza observando que fl tiene un polo simple con residuo n si f tiene un
cero de orden n, por el Teorema del Residuo tenemos que

1 re,

2m Jeo f(2)

(Ya que la derivada f’(z) no necesita estar definida en C, la curva de integracién debe ser ligeramente

1
z i clog f(z)

contraida.)

El Principio del Argumento es una herramienta para deducir informacién andlitica del comportamien-
to geométrico. Como una tipica aplicacién, puede verse que si f es analitica en D y continua en D y
si C' preserva el sentido en la curva de Jordan I' acotando el dominio €2, entonces f mapea D univa-
lentemente sobre (2. En otras palabras univalencia en la frontera implica univalencia en el interior.
El interés por estudiar el comportamiento del mapeo de funciones arménicas complejo valuadas (uni-
valentes 0 no) que no son necesariamente analiticas, nos da una buena razén para estudiar una ge-
neralizacién arménica del Principio del Argumento. Esta versién generalizada tendra aplicaciones en

mapeos casi conformes armoénicos.
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El propésito de esta secciéon es desarrollar precisamente la generalizacion del Principio del Argumento

para funciones arménicas.

Para poder formular el Principio del Argumento para funciones arménicas, primero tenemos que dar

sentido a la idea del orden de un cero para una funcién arménica. Una funcién arménica f es solucion

de la ecuacién de Laplace si fi; + fyy = 2f + 2°f _ (). Cada funcién arménica f =u+iv tiene una
p TT Yy ox2 Oy2 .

descomposicién local f = h+7g con h y g analiticas, la cual es Unica salvo una constante aditiva.

Esto se ve, observando primero que f, = %(fl — i f,) satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann y

por lo tanto es analitica.

Corolario 1.4 Si G es simplemente conexo y f : G — C es analitica en G entonces f tiene una

primitiva en G.

Si ahora se define h/ = f,, por el corolario anterior e integrando se obtiene h y veremos que g = f —h
también satisface las ecuaciones de Cauchy Riemann.

Calculando el Jacobiano de f = u 4 iv se tiene que

ou ou
dr  dy Ou v Ou Ov

= — — — — — = f
@ @ Or 0y Oy Ox
Jdr 0Oy

como también f = h + g, donde h = hy +iho, g = g1 + i g2, se tiene que

h+g=I[h+ag]+ihy —ga] = f

u=hy+gq v="hy — g2

luego tenemos

Ou  Ohy % Ov  Ohy  0ga

9r oz oz T oy oy oy
ou_ o o ov_oh_og
dy Oy dy Y 0r  Ox Ox
ademas
1y = O Ohe 1y = 99 092
o0 sea
. 6h1 3h2 . Bgl 892
M) = ;221 22 "N2) = —f =22+ 222 1.64
B (z) Zay—l—ay, (2) Zay—l—ay (1.64)
Pues h y g son analiticas. Por (1.63) y (1.64) se tiene que
Ohy _ Ohy  Ohy _ Ohi  Og1 _ Ogo 992 _ _ 9gn (1.65)

9r oy’ ox oy oz oy ° ox dy
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Asi

Jo— (9 091\ (Oha 092\ (O 091 (Oha Oga
=\ on o oy dy Oy Oy ox or
_ Ol Ohy  Ohi gy | g1 Ohy  8g10gz  Ohi Ohy | Ohidgy

f‘%ny ox Jy ox Oy oxr Oy oy dr = Oy Oz
991 0h2 | 991 092
oy Ox Oy Ox

y por (1.65) se tiene:
. 8}11 2 8h2 2 391 ? ahZ 2 12 112
Jf(@a:) <8y “\oz )  \oy W™= 1g
/

Definicién 1.11 Una funcidn armdnica f preserva orientacidn en el punto zg si h'(z) Z0y w = %
es analitica en zy (posiblemente con una singularidad removible), con |w(zp)| < 1.

De acuerdo a esta definicién, se nota que si f preserva orientacién entonces Jy > 0, a menos que
I (zp) = 0. Similarmente, f invierte orientacién (es decir Jy < 0) en zy si f = g + h preserva

orientacion.

Definicién 1.12 Se llama zg punto singular de f, si f no preserva ni invierte el sentido en zg. Es

claro que Jy(z9) = 0 en todo punto singular pero no reciprocamente.

Ejemplos de funciones armonicas que preserven orientacién son todas las funciones analiticas no cons-
tantes, las funciones az™ + z™ para |z| < 1, con n < m y m|f| < n|a|. Cada punto zq es singular
para la funcién f(z) = z + Z, pues si se toma h(z) = z y g(z) = z, entonces se puede escribir
fE)=h(z)+3(z)=c+iy+(x—iy) =2z asi W(2)=1#0 y w= % =1.

Para funciones arménicas que presevan orientacion, el orden del cero puede definirse en términos de
la descomposicién local de f = h +g. Si se tiene que f(zp) = 0 en algtin punto 2o donde f preserva

orientacién se puede escribir la expansion de serie de potencias de h y g como sigue
o0
h(z) :a0+2ak (z—zo)k, g(2) = by +Zbk (z—zo)k
k=1

f(z0) = h(20) +G(20) = ap + by = 0 implica by = —dp. Algiin a;, (k > 1) debe ser no cero porque

K (z) £ 0. Sea a,, el primer coeficiente no cero, as{

oo

h(z) = Z ar(z — 20)% = an(z — 20)" + any1(z — 20)" T+ -

k=n
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Se tiene el desarrollo

9'(2)

RTE
kbi(z = 20)" 1 + (k+ 1) bpya (2 = 20)* + (K + 2)bpya (2 = 20)" T + - - -

(2= 20)" [kbe + (k + 1) brga (2 — 20) + (k + 2)brra (2 — 20)> + - - ]
(2 —20)" Hnan + (n+1) any1(z — 20) + (0 + 2)any2 (2 — 20)* + - -]

na, (z—20)" 1+ (n+ Dant1 (2= 20)" + (n+ 2) apya(z — zo)"H 4 -

es analitica en zg; en tanto Kk — 1 > n — 1 entonces k > n, luego by = by =---=b,_1 =0. Si b, =0,

es claro que |b,| < |ay|

nb, +(n+1)byr1(z—20)+- -
na, + (n+ Dapy1(z—20)+ -

J'(2)
W (z)

<1

Como b, # 0, z — z¢ implica que |b,| < |a,| porque |w(zg)| < 1 luego siempre se tiene |b,| < |ap].

En esta situacién se dice que f tiene un cero de orden n en zy. Similarmente, si f invierte orientacién

en zp, entonces f preserva orientacion en zg con algin cero de orden n y se dice que f tiene un cero

de orden —n en zy. El orden de un punto singular no esta definido.

Una consecuencia inmediata de la estructura de las férmulas que se derivaron, es que los ceros no

singulares de una funcién arménica son aislados. En efecto, si f(z9) =0 y |w(20)| < 1, entonces para

0 < |z — 20| < d es posible escribir la funcién

Ccomao:

oo

f(z) = Zak (z — 20)* + Z b, (2 — z0)*
k=n

k=n

=an(z—20)" + ang1(z — 20)" T+ + by (21— 20)" 4 bpgr (22— 20)" L+ -

(=

a
"L —z) 4

n
= — 1
an(z = 20) + an an (z — z)" an

Se define a 1 (z) como

P(z) = (o= zp) o

by, (z— z0)" n bpy1 (z — 2zp)nt!

an, an (z—20)" an, (2= 2z)"
E Z—Z n bn - ntl
_On ( 0) a +1( 20) bt +1 (2 — 20)
an (2 —20)" an, an, (z2—2z)"

n (2 — 20)" N bpt1 (z — zo)n !
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Finalmente se tiene que

f(z) = h(z) + 9(2) = an (2 — 20)"{1 + ¥(2)}. (1.66)

bn

Ademas |¢(z)| < 1, cuando z — 2o pues < 1. Por lo tanto f(z) # 0 en una vecindad de z.

Un argumento similar se aplica cuando se invierte orientacién en los ceros de f. Los ceros singulares
de una funcién arménica no son siempre aislados. Por ejemplo f(z) = z +Z = 2z se anula en el eje
imaginario. El Principio del Argumento para funciones arménicas puede formularse como una gene-

ralizacién directa del resultado cldsico de funciones analiticas.

Teorema 1.14 Sea f una funcion armdnica en un dominio de Jordan D con frontera C. Sea f
continua en D y f(2) # 0 en C. Supdngase que f no tiene ceros singulares en D y sea N la suma de

los drdenes de los ceros de f en D. Entonces Ac argf(z) = 2w N.

DEMOSTRACION: Considere primero que f no tiene ceros en D, asi N = 0 y el origen estd situado
en el exterior de f(D U C). Un resultado en topologia dice que en este caso A¢ argf(z) = 0, lo cual
prueba el teorema. Para probar el hecho topoldgico, sea ¢ un homeomorfismo del cuadradro unitario
cerrado S sobre DUC con ¢ : 9S — C un homeomorfismo. Entonces F' = f o ¢ es un mapeo continuo
de S sobre el plano sin ceros y se quiere probar que Agg argF'(z) = 0. Primeramente se subdivide a S

en una cantidad finita de pequenos cuadros S; y en donde es cada uno el argumento de F'(z) varia a

us

lo méas por 7. Entonces Ags, argF(z) = 0 y asi

Ays argF(z) = Z Aps, argF(z) =0,
J

la primera igualdad esta relacionada con la cancelacién de la contribucién de 0S; excepto, en 9S.

Sea f con ceros en D. Porque los ceros son aislados y f no se anula en C', hay s6lo un ntmero finito de
ceros distintos en D. Se denotan por z; para j = 1,2, ..., v. Sea «; un circulo de radio > 0 centrado
en zj, donde 0 es elegido como el mas pequeno de todos los circulos v; que estdn en D. Cada circulo v;
se une con un arco de Jordan \; en D. Considerando la parte cerrada de I' formada por el movimiento
alrededor de C en direcién positiva, se hace un desvio a lo largo de cada A; hacia C. La curva I' no
contiene ceros de f, asi Ar argf(z) = 0, por el caso antes considerado. Pero las contribuciones de los

arcos A; a lo largo de I' cancelan, asi que

Acarg f(z) = S A, arg f(2),

Jj=1
donde ahora cada circulo ; es recorrido en direccién positiva. Este analisis reduce el problema global
en uno local.

Suponga ahora que f tiene un cero de orden n > 0 en el punto zy. Entonces como se observé antes en
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la ecuacién (1.66), f tiene la forma local f(z) = an (z — 20)" {1 + ¥(2)}, an # 0, con |P(2)] < 1 en

un circulo suficientemente pequetio  definido por |z — zg| = §. Esto muestra que
Ay arg f(z) =nAyarg{z — 20} + A, arg {1 + ¢¥(2)} = 2mn.

Similarmente, la misma conclusién A, arg f(z) = 27 n se tiene si f tiene un cero de orden n < 0 en

2p. Por lo tanto, si f tiene ceros de orden n; en los puntos z;, la conclusién es que

Ac arg f(2) = Z A, arg f(z) = 27N,

j=1
lo cual prueba el teorema. B

Varios corolarios se derivan del teorema anterior, el primero es una extension del Teorema de Rouché pa-

ra funciones armdonicas.

Corolario 1.5 (Teorema de Rouché para Funciones Armdnicas)
Sean p y p+ q las funciones armdnicas que preservan el sentido en D y son continuas en D. Si

lg(2)| < |p(2)| en C, entonces p y p+ q tienen la misma cantidad de ceros en D.

DEMOSTRACION: Como 0 < [¢(2)| < [p(2)], p(z) # 0 en C, luego p no se anula en C'y se tiene que

p(2) + a(2) = pl2) [1 ; ‘1“} |

p(2)

la(=)]|

Ademas como ] < 1 y preserva la orientacion.

21 N' = arg[p(z) + q(2)] = arg p(z) + arg {1 - I(igz;]

=argp(z) =27 N,

luego N’ = N. Si z € C, como p(z) # 0, si p(z) 4+ q(z) = 0 se tendria que ’;C{S)’ =1 lo cual es una

contradiccién, por lo tanto p(z) + ¢(z) # 0 para z € C, entonces por el Teorema 1.14
Ac arg[p(z) +q(2)] =27 N’

Por lo tanto p y p + ¢ tienen la misma cantidad de ceros en D. B

El siguiente resultado es una generalizacién del Teorema de Hurwitz.

Corolario 1.6 Si {fx} es una sucesidn de funciones armdnicas en una region D que converge local

y uniformemente, entonces su limite, es una funcion armonica.

Corolario 1.7 Teorema de Hurwitz para funciones armonicas.
Si f y fr preservan el sentido, entonces en un punto zg en D es un cero de f si y solo si éste es cero

de cada funcién fir para k suficientemente grande.
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Dicho de otra forma, f tiene un cero de orden n en zg si y solo si cada disco de radio suficientemente
pequetio alredor de zy (de manera tal que no contenga otro cero de f) contiene precisamente n ceros,

contado de acuerdo su multiplicidad, de fi para k suficientemente grande.

DEMOSTRACION: Por ser fi, v f funciones arménicas por el Teorema 1.5 se pueden escribir como

27
fr(a) = % ) fr (a +re®) db,
y
1 271' Z@
f(a):% ; fla+re™?) db.

Luego como preservan el sentido se tiene que f # 0 en |z —a| = r.

Sea p = min|f(z)| > 0, entonces por convergencia uniforme se tiene que
zer

[fe(2) = f(2)] < < [f(2)]-

Por el Corolario 1.5 (con p = fy ¢ = fr — f), se obtiene que fr(z) — f(2) + f(2) = fr(z) tiene la
misma cantidad de ceros que f(z). B

Finalmente las funciones arménicas que preservan el sentido tienen la propiedad del mapeo abierto:
es decir mandan conjuntos abiertos en conjuntos abiertos. En efecto, como en el caso de funciones

analiticas, una afirmaciéon més fuerte puede hacerse.

Corolario 1.8 Si f es una funcién armdnica que preserva el sentido cerca de un punto donde f(zg) =
wo y si f(z) —wo tienen un cero de orden n (n > 1) en 2y, entonces para cada € > 0 suficientemente
pequerio hay un correspondiente § > 0 con la siguiente propiedad:

Para cada o € Ng(wo) = {w| |w—wo| < 6}, la funcion f(z) — « tiene exactamente n ceros, contando

de acuerdo a su multiplicidad, en N¢(2p).
DEMOSTRACION: Sea p = f —wg y ¢ = wg — «, luego
lwo — a] < |f(z) —wo| en Ns(wo)

usando el Corolario 1.5 se llega a que:

p=f—wy y p+qg=[f—wo+wy—a=f— «atienen el mismo nimero de ceros en N.(zp). B



Capitulo 2

Funciones Superarmonicas y

Subarmonicas

El uso de funciones subarménicas y el Método de Perron permitiran determinar una solucién genera-
lizada de P(G, f) para cada conjunto abierto G con frontera G y cada f € ¢°(0G). Se introducen

estas nociones aqui, el desarrollo de este método se tratara en la siguiente seccién.

2.1. Propiedades de las Funciones Superarmonicas y Subarmoni-

cas

Definicién 2.1 Sea G una region y sea ¢ : G — R una funcion continua. Se dice que ¢ es una

funcion subarmdnica si para cada B(a;r) C G, se tiene

2m
o(a) < S / ola+re') do.
0

~
2m
Se dice que ¢ es una funcion superarmdnica si cada vez que B(a;r) C G,

1 27 )
ola) = — / o(a+re') do.
0

~ or

De lo anterior tenemos que, ¢ es superarmonica si y solo si — es subarmoénica. Luego bastara con que
demos los resultados requeridos para funciones subarmonicas. En la definicién de funcién subarmonica
(, es posible considerar solamente que ¢ es semi-continua superiormente. Por lo tanto esto hace
necesario el uso de la Integral de Lebesgue, en la definicién en lugar de la Integral de Riemann.
Asi supondremos que ¢ es semicontinua superiormente cuando ¢ es subarménica.

Claramente cada funcién armonica es simultdneamente subarmonica y superarmonica.
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Si 1 v @2 son subarmonicas entonces también lo es a1 + asyp9 para ay,as = 0
Algunos de los resultados en funciones arménicas también se mantienen para funciones subarménicas.

Es el caso del Principio del Médulo Médximo.

Teorema 2.1 Principio del Mdédulo Mdxrimo (Tercera version)
Sea G una region y sea ¢ : G — R una funcion subarmdnica. Si hay un punto a en G con p(a) = ¢(z),

para todo z en G, entonces ¢ es una funcion constante.

DEMOSTRACION: La prueba es similar a la primera versién del Principio del Médulo Mdximo. La
segunda versién del Principio del Maximo se puede también extender, pero aqui, ambas funciones

subarmonicas y superarmonicas deben usarse.

Teorema 2.2 Principio del Médulo Mdzimo (Cuarta version)
Sea G una region y sean @, 1 funciones de valores reales definidas en G, tales que p es subarmdnica
y Y es superarménica. Si para cada punto a en JsG, se cumple
lim sup p(z) < liminf ¢(2),
z—a z—a

entonces, ¢(z) < ¥(z) para todo z en G ¢ ¢ =1 y ¢ es armdnica.

De nuevo la prueba es idéntica a la del Teorema 1.7, por lo que no se repetira aqui.

Cuando se dice que una funcién satisface el Principio del Médulo Méaximo, nos referimos a la ter-

cera versién. Es decir que, no tiene un valor maximo en GG a menos que sea constante.

Teorema 2.3 Sea G una region y ¢ : G — R una funcion continua, entonces ¢ es subarmdnica si
y solo si toda region G1 contenida en G y cada funcion armdnica vy en Gi, ¢ — u1 satisfacen el

Principio del Mdzimo en Gy.

DEMOSTRACION: Se supone que ¢ es subarmonica y G, u; son como en el teorema. Entonces ¢ — u
es claramente subarmoénica y asi satisface el Principio del Médulo Maximo.

Ahora sea ¢ continua que satisface la propiedad y sea B(a,r) C G. Segin el Teorema 1.9 existe una
funcién continua u : B(a,r) — R, la cual es arménica en B(a,r) y u(z) = ¢(z) para |z —a| = 7,

por hipétesis ¢ — u satisface el Principio del Médulo Méximo. Pero (¢ —u)(z) = 0 para |z —a| = 7.

Asip<uy

1 [ ;
o(a) < ula) = — u(a + re'?) do
2 J_,
_ 1 ! ola+re'®) db
2m '

—T

Por lo tanto ¢ es subarménica. B
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Corolario 2.1 Sea G una region y ¢ : G — R una funcion continua, entonces ¢ es subarmdnica si
y sdlo st para cada region acotada Gy tal que G; C G y para cada funcion continua uy : G; = R y

armdnica en G1 que satisface p(z) < u1(z) para z en Gy, se cumple (z) < ui(z) para z en G.

Corolario 2.2 Sea G una region, p1 y @2 funciones subarménicas en G; si p(z) = max {p1(2), p2(2)}

para cada z en G, entonces @ es una funcion subarmonica.

DEMOSTRACION: Sea G una regién tal que G; C G y sea u; una funcién continua en G la cual es
armoénica en G, con ¢(z) < up(z) para toda z en dG;. Entonces ambas ¢1(2) y w2(2) < ui(z) en 0G.
Por el Corolario 2.1 se obtiene que ¢1(2) y ¢2(z) < u1(2), para toda z en G1. Asi ¢(z) < uy(z) para

toda z en G1, y nuevamente por el Corolario 2.1 ¢ es subarménica. B

Corolario 2.3 Sea ¢ una funcidn subarmdnica en una regién G y sea B(a;r) C G. Sea ¢ una funcidén

definida en G por:
i) ¢(z) = p(z), st z€ G— B(a;r);
ii) @ es funcion continua en B(a;r) la cual es armdnica y coincide con p(2) en |z —al = 7.

Entonces ¢ es subarmonica.

2.2. Meétodo de Perron-Wiener

El método de Perron-Weiner, fue introducido en 1924 para resolver y generalizar el problema clasico
de Dirichlet, como mencionamos al inicio de este capitulo, uno de los propédsitos al estudiar funciones
subarmonicas es que en ellas reposa la solucién al Problema de Dirichlet mediante el método de
Perron-Wiener. Ciertamente, el Principio del Maximo muestra como esto ocurre. Si G es una regién y
u: G~ — R es una funcién continua (G~ = la cerradura en Co,), la cual es armonica en G, entonces
©(z) < u(z) para toda z en G y para toda funcién subarménica ¢ la cual satisface lim sup ¢(z) < u(a)
para toda a en J,G. Ya que u es en si misma una funcién subarménica entonces: o
Para todo a en 0,G.

u(z) = sup {p(2) | ¢ es subarmdnica y limsup p(z) < u(a) }. (2.1)

z—a
Aunque este resultado es inmediato, este es un punto en el camino que nos guia a la solucién del
Problema de Dirichlet. La ecuacién (2.1) dice que si f : 0ooG — R es una funcién continua y si f
puede extenderse a una funcién u la cual es armdnica en GG, entonces u puede obtenerse de un conjunto
de funciones subarmodnicas las cuales estan definidas sélo en téminos de los valores en la frontera de

f. Esto da la siguiente definicién.
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Definicién 2.2 Si G es una region y f : 0soG — R es una funcion continua entonces la familia de

Perron, Z(f,G) consiste de todas las funciones subarmonicas ¢ : G — R, tales que

limsup p(z) < f(a),

z—a

para toda a en OsG.

Como f es continua, hay una constante M tal que |f(a)| < M para toda a en 0,G. Ast la funcidn
constante —M estd en P(f,G) y la familia de Perron nunca es vacia.

Si f = u|0xcG, entonces la ecuacion (2.1) es simplemente

u(z) = sup {p(2) [¢ € Z(},G)}, (2.2)

para cada z en G. Reciprocamente, si f es dada y u estd definida como en la ecuacién (2.2), entonces
u debe ser la solucién al problema de Dirichlet con valores en la frontera f; esto es, siempre que
el Problema de Dirichlet se puede resolver. Para mostrar que la ecuacién (2.2) es una solucién, las

siguientes preguntas deben ser resueltas afirmativamente.
(a) (Es u armoénica en G?

(b) (Es el lim u(z) = f(a) para cada a en Jxo?

zZ—a

La primera pregunta siempre se puede responderse afirmativamente. La segunda pregunta algunas
veces tiene una respuesta negativa y se dard un ejemplo el cual demuestra esto. Sin embargo, esto
impone una restriccién geométrica en G la cual garantiza que la respuesta en (b) sea siempre afirmativa

para cualquier funcién continua f. Esto se dard en la siguiente seccion.

Teorema 2.4 Sea G una region y f : 0cG — R una funcidn continua, entonces

u(z) =sup {¢(2) |¢ € 2(f,G)},

define una funcion armonica u en G.

DEMOSTRACION: Sea |f(a)| < M para todo a € 0xG. La prueba comienza notando que:
©(z) < M para toda z en G, ¢ € Z(},G). (2.3)

Por definicién limsup ¢(z) < M, siempre que p € £ (f;G), asi por el Principio del Médulo Méximo
se tiene (2.3). o

Se fija a en G'y B(a;r) C G. Entonces u(a) = sup {p(a)|¢ € Z(f;G)}; asi existe una sucesion {¢,, }
en Z(f;G) tal que u(a) = lim ¢, (a).

7’ . 7’ . ! (e 7’ .
Sea @, = max {1, ..., pn }; por el Corolario 2.2, P, es subarmdnica. Sea @,, la funcién subarmdnica
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en G tal que @, (z) = &,(z) para z en G — B(a;r) y @, es arménica en B(a;r) (Corolario 2.3). Se

tiene que @; < ¢;’L+1 pues

&, = 2i Po(0 — )P, (e") dt < / Po(0 = )B4y (") dt = @y, (2.4)
TJ—m -7

Yn S QS;L < 43;14-1, (2.5)

o, e P(f:G). (2.6)

De la ecuacién (2.6), @, (a) < u(a). Ahora, de (2.5) y por la eleccién de los {(,,} obtenemos que:

w(a) = lim &, (a). (2.7)

n— oo

De la ecuacién (2.3) &, (a) < M para toda n; asi usando la ecuacién (2.4), el Teorema de Harnack
implica que hay una funcién arménica U en B(a;r) tal que U(z) = nILH;O @, (z) uniformemente para z
en cualquier subdisco de B(a;r). De las ecuaciones (2.5) y (2.6) se deduce que U < u'y U(a) = u(a)
respectivamente.

Ahora sea zyg € B(a;r) y sea {1} una sucesién en Z(f;G) tal que u(zy) = nh;néozbn(zo).

Sea xn, = max{d,, ¥n}, X = max{x1, X2, -, Xn}, ¥ Sea X,/1 la funcién subarmoénica en G, tal que
XT/L (2) =X, paraz€ G—B(a;r) y X;L es armonica en B(a;r). Como antes, esto permite determinar
una funcién arménica Ug en B(a;r) tal que Uy < uwy Up(z0) = u(20). Pero @, < X,,, asi que @;l < X,,l.
De ahi U < Up < uy U(a) = Up(a) = u(a). Por lo tanto U — Uy es una funcién armonica negativa
en B(a;r) y (U —Up)(a) = 0. Por el Principio del Maximo, U = Uy; asi U(zp) = u(zp). Como z fue

arbitrario, w = U en B(a;r). Se tiene que u es armonica en cada disco contenido en G. B

Definicién 2.3 Sea G una region y sea f : 0oG — R una funcion continua. La funcion armdnica u

obtenida en el teorema anterior es llamada la funcion de Perron asociada con f.

El siguiente paso en la solucién del Problema de Dirichlet es probar que cada punto a en 0,,G el
limu(z) es igual a f(a). Como mencionamos antes esto no siempre ocurre. El siguiente ejemplo ilustra
z—a

este fenémeno.

Ejemplo 2.1 Sea G={2]|0< 2z <1}, T ={z] |z| =1}; ast 0G =T U {0}.
Se define f : 0G — R por
0 stzeT

f(z) =
1 siz=0

log ||

Para 0 < e <1 sea uc(z) = .7,

entonces u. es armdnica en G, uc(z) > 0 para toda z en G,
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0 sizeT
uc(z) =
1 silz—¢=1

Se supone que v € P(f; Q); dado que |f] <1, [v(z)] <1 para toda z en G. Si Re = {z | e < |z| < 1},

entonces

limsup v(z) < uc(a) para toda a en OR.;

z—a

por el Principio del Mdédulo Mdzimo, v(z) < uc(z) para todo z en R.. Como € fue arbitrario esto da
que para cada z en G,

v(z) < HII(I) ue(z) = 0.

De ahi la funcién de Perron asociada con f es la funcion idénticamente cero y el Problema de Dirichlet

no se puede resolver en el disco perforado.

Ahora se aplica el Método de Perron para la solucién al Problema de Dirichlet. Se considera un
conjunto G acotado y abierto en R? con frontera I' y ¢ € €°(I), se define

Para todo z en I

ZF_(p) = {v € €°(G) | v subarménica en G y limsup v(x) < p(2) },

r—z

F () = {w € €°(G) | w superarménica en G'y liminf w(z) > p(z) }.

r—z

Por el Teorema 2.2 (Principio del Médulo Maximo):
v<wen G paratoda veE.F_(p)y wen.Z, (p). (2.8)

Ademds, u es solucién cldsica de P(G,p) siy s6lo si u € F_(p) N.F,(p). Se nota que, como .F_(p)

y Z1(¢) son no vacios, por lo tanto ellas contienen
v = mrl’ngo y o w= mlgixgo respectivamente.
La propiedad (2.8) permite definir para toda z en G y para toda ¢ € €°(T') las funciones:

u_(p,z) = sup wv(z), us(p,z)= f w(z).
vEF_(p) wE Fi(p)

El método de de Perron nos permite obtener la solucién generalizada.

Definicién 2.4 Dado G un conjunto acotado y abierto en R? con frontera T y ¢ € €°(T), se llama

a la funcion u(p) armdnica en G, definida por (2.9) la solucidn generalizada de P(G, ).

Se observa que la solucion generalizada de P(G, ) estd definida para toda ¢ € %(I"). Es claro que

si existe, la solucién cldsica de P(G, ¢), coincide con la solucién generalizada. (ver. Definicién (0.1)).
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Teorema 2.5 (Teorema de Weiner)
Sea G un conjunto acotado y abierto en R? con frontera T y ¢ € €°(T). Entonces para toda z en G

se tiene que

u—(p, 2) = ur(p, 2) = u(p, 2);

u(p)(2) = ulp, 2) = u_(p,2) = us(p,2), z€G (2.9)

es armdnica en G. Es decir las funciones u—_(p) y uy(p) son idénticas y armdnicas en G.

DEMOSTRACION: Como las funciones u_ y uy son arménicas por el Teorema 2.4, de la definicién de

u_ y uy se afirma lo siguiente:
(1) u—(p) Sut(p) = —u—(—¢); u—(Ap) = Au_(p) para toda A >0,
(i) u—(p1) +u—(p2) S u_(p1+¢2)
(iil) u—(¢ + ¢) = u1(p) + ¢ para cada constante ¢
(iv) ¢1 < @2, entonces u_(¢1) < u—(p2).
El inciso (i) se demuestra usando las siguentes propiedades:

sup A = — inf(—A)
sup AA = Asup A.

Para (ii) se tiene que Z_(p1) U F_(p2) C F_(p1 + p2), entonces

sup wv(x)+ sup 9(z) < sup o(x)
vEF_ (1) VEF_ (1) V€T _(p1+92)

u—(p1) +u_(p2) < u_(p1+ @2)-

Usando también las propiedades del supremo se demuestra (iii) y (iv).

Como 1 + ¢ — 9 < ¢ 4 sup[p — 9], entonces

© < Y+ suplp — .

Asi
—p = —1 — suplp — Y]

y de la afirmacién (iv) se tiene

u_(—p) = u_(—y —suplp — P]).
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Luego
—u—(—¢) < —u_(—¢ —sup[p —1J])
ademds por (i)
ui () < —u— (= —suplp — ¥]) = uy (¥ + sup(p — ¥)).
Finalmente por (iii)

ut(p) < ug(Y) +sup(p — ). (2.10)

Ahora ¢ + 9 — ¢ < ¢ + sup[v) — ], es decir

Y < ¢ +suply — .
Por otro lado (iv)
u-(¥) < u- (¢ +suply) — ¢]).
Asf por (iii)
u-(¥) < u-(p) +sup[t) — ¢ (2.11)

Por (2.10) y (2.11) se tiene que

uy () +u—(¥) < up () +u—(p) +sup(p — 1) +sup(y — ¢)
Por lo tanto
up(p) —u—(p) Sur(¥) —u—(P) +2 -9 |

Se define el siguiente conjunto:

E={pe?°()|u-(¢) =us(p)}

Observemos que de su definicién se sigue directamente que E es un subespacio cerrado de €°(T).
Para probar el teorema es suficiente mostrar que el conjunto E contiene una parte densa de €°(T).
Se observa que E contiene las trazas en I' de las funciones v € ¥°(G) que son subarménicas en G. En

efecto, cada funcién v con traza ¢ estd en .#(p) con el resultado que
v <u-(p)
De esto se sigue que para toda z € T’
liminf u_ (¢, z) > lim v(z) = ¢(2),
r—z r—z
por lo tanto, como u_(y) es arménica (de lo cual a priori superarménica) en G, u_(p) € Fi(p) y

u—(p) = us ().

Dado u € €%(G), sea u = v; — v con

vi(x) = )\|;1c|27 vy = )\\x|2 —u(x);
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se elige A = 5= supg (Au(z)) T y se observa que
Avy =2 \n 20y Avg =2 n — Au(z) >0

las funciones v1,v2 € 4°(G) subarménicas en G tienen sus trazas en E; por lo tanto E contiene las

trazas de las funciones u € €(G). Por el Teorema de Stone-Weierstrass, el resultado est4 probado. B

2.3. Aplicacién del Método de Perron a Mayorantes Armoni-

COS

En esta seccién se obtendrdn los mayorantes arménicos de una funcién en el espacio de Hardy H?',

aplicando el Método de Perron.

Definicién 2.5 Sea X un espacio métrico. Una funcion u : X — [—00,00) es semicontinua superior-

mente o (scs) si para cada a € R el conjunto
{r € X |u(x) < a}
es abierto en X o equivalentemente si para cada v € X,

limsup u(y) < u(x).
Yy—x
La definicién de funcién subarmoénica, debe ser formulada cuidadosamente para ser congruente con
los ejemplos que surgen en sus aplicaciones. Para ello, serda importante permitir que las funciones

subarmonicas tomen el valor —oo es decir, el ser continuas ya no sera una condicién necesaria para la

subarmoénicidad como se habia definido anteriormente.

Definicién 2.6 Sea G un conjunto abierto en el plano complejo. Se dice que una funcion u : G —

[—00,0), es subarmdnica en G si:
(i) u es scs en G;

(ii) para cada conjunto abierto A con cerradura compacta A C G y cada funcién continua h : A —

(—00,00), la cual restringida a A es armdnica, se tiene que si u < h en OA, entonces u < h en

A.

El siguiente teorema relaciona la vieja y nueva definicién.

Teorema 2.6 Sea u una funcion scs en una region G en el plano complejo. Los siguientes enunciados

son equivalentes:

(i) u es subarmdnica en G ;
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(i) Para cada a € G y para R > 0 suficientemente pequena se tiene

u(a) < — /27r w(a+ Re®) do. (2.12)
0

= or

Proposicién 2.1 Si G es una region en el plano complejo y u es una funcion subarmonica en G
entonces u = —oo en G el conjunto {z : u(z) = —oo} tiene medida de Lebesque cero en R? en G (y

por lo tanto u > —oco en un conjunto denso de G).

DEMOSTRACION: Se supone que u(a) > —oo y D(a, R) C G. Por (2.12),

R R 1 27 ]
/ u(a)rdr < / —/ u(a + re') dordr.
0 0 27 Jo

1
—o00 < u(a <—// u(x +iy) dzxdy
(@) S —5 - )

y la demostracién es ahora inmediata. l

Proposicién 2.2 Si u es una funcion de valores reales en €%(G), entonces u es subarmdnica en G

siy solo si Au >0 en G.

DEMOSTRACION: Veamos la necesidad. Sea u subarménica en G. Se mostrard que cada disco D(0,1) C
G contiene un punto en el cual Au > 0. Por el Teorema 1.9 existe una funcién continua h en 9D la
cual es arménica en D(0,1), tal que h = u en 9D(0,1). Como u es subarmoénica, v = h — u es no
negativa en D(0, 1), y por lo tanto v alcanza su méximo valor en algiin punto en D(0,1). En cualquier
punto tal que, 0 > Av = —Awu. Como Au es continua; Au > 0 en G.

Verifiquemos la suficiencia. Se supone ahora que Au > 0 en G. Sea § > 0y la funcién u+ 15(2? +y?),
es fécil reducir la direccién contraria para el caso en el cual Au > § para algin § > 0. Se considera
A un conjunto abierto con cerradura compacta tal que A C G. Sea h una funcién continua en A,
armonica en A, y satisface h > u en A. Pero si no, entonces v = u — h alcanza su méaximo valor en

algtin punto en A, y en cualquier punto tal que 0 > Av = Au que es una contradiccién. B

Teorema 2.7 Siu es scs en X, K es cualquier subconjunto no vacio de X, y u(x) < M para toda
x € K, entonces existe una sucesion de funciones continuas f, : X — (—00,00), n =1,2,3, ..., tal que

M>2fizfozfs2 - en Ky lim f,(z) =u(z) para cada x € K.

DEMOSTRACION: Si u = —oco en K es trivial. Si u # —oo en K. Para cadan = 1,2,3, ..., se define

fo(z) = suplu(y) — nd(z,y)], 2z€X
yeK
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donde d es la métrica de X. Esclaroque M > fi1 > fo > f3>--->uen K.

Se fija n > 1. Para cualquier 21,20 € X y y € K,
u(y) — nd(z1,y) 2 u(y) — nd(z1, z2) — nd(x2,y).

Tomando el supremo sobre y se tiene que

sup[u(y) — nd(z1,y)] = suplu(y) — nd(z2,y)] — nd(w1,2)]

Al transponer términos se obtiene

+[fn(22) = fu(z1)] < nd(21,22)

con el signo +. Intercambiando los lugares de z1 y x2 se tiene la misma desigualdad con signo negativo.

Por lo tanto f, es continua en X. Se fija z € K. Se supone que u(z) > —oo. Si lim f,(z) # u(z),
n—oo

existe § > 0 tal que u(z) + 2§ < f,(x) para toda n > 1. Por definicién de f,,, para cada n > 1 existe

yn en K tal que u(z) + 6 < u(y,) — nd(z,yn) y por lo tanto
u(z) +6 <ul@) +0+nd(x,yn) < u(yn) < M
para toda n > 1. En particular, d(z,y,) — 0 cuando n — co. Como u es scs.

u(l') +6 < h'rnsup u(yn < u(x))

n—oo

Lo cual es una contradiccién. Asi se sigue que lim f,(x) = wu(z). Si u(zr) = —oo se modifica el
n—oo

argumento y se tiene la misma conclusion. B

Definicién 2.7 Sea u subarmdnica en una region G, u # —oo, y sea h armonica en G. Se dice que
h es un mayorante armonico para u si h > u en G. Diremos que h es el mayorante armodnico mds

pequeno de u Si:
(i) h es mayorante armdnico para u, y

(i) Si f es cualquier mayorante armdnico para u en G, entonces h < f en G.

Lema 2.1 Sea u subarmonica en el disco unitario D(0,1), u # —oo. Para cada nimero r € (0,1) se

toma
ho(2) = / P, (0)u(re®) do, |2| <. (2.13)
T

donde P, ;.(0) es el micleo de Poisson, (ver Seccion 1.2).
Entonces h, es un mayorante armdnico para u en el disco |z| < r y para cada funcion [ continua en

|z| < r, armdnica en |z| < r, y con f > u para |z| < r se tiene que f > h, para |z| <.
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DEMOSTRACION: Por el Teorema 2.7 existen funciones continuas {gn }n>1 en el circulo |z| = r tal que
g1 =292 =93> ... ¥ hm 0 gn = U en cada punto del circulo |z| = r. Para cada n > 1, sea h( ™ 1a tinica
funcién la cual es contlnua para |z| < r, arménica para |z| < ry tal que W™ = g, en el cireulo |z| = .
La existencia de hg«") estd garantizada por el Teorema 1.9 y la féormula explicita para h&") puede ser

dada usando (1.20):
h(”) /PZ/T gn(re®) do, |z| <.

(n)

. Ya que u es subarmoénica y hy ()

Mo p® > > wuen |z| =r, luego hy ' = u para

Claramente h,
|z| < r. Por la Proposicién 2.1, w > —oo en un conjunto denso, as{ por el Teorema de Harnack,

z. n . . . . s . .
lim h£ ) existe uniformemente en subconjuntos compactos del disco |z| < r y es armonica en el disco.
n—oo
(n) _

Por el Teorema de convergencia monétona, lim hy"

n—oo

= h, para |z| < r. Como hl' > u para |z| <Ty
para toda n > 1, h, > u para |z| < r. Por lo tanto h, es mayorante armdnico de u en el disco |z| < 7.
Sea f cualquier funcién continua en |z| < r, armdnica en |z| < r y con f > u para |z| < r. En la
construccién de la primera parte de la prueba se tiene que g,, < f en |z| = r para cada n > 1, pues se
puede obtener esto reemplazando g, por el min(g,, f) y repitiendo la construccién. Por lo tanto para

lz| <rymn>1,

hr(z) - / Pz/7(0) gn(Teie) do

/ z/'r 16) do

= f(z

Por Teorema 1.11. Haciendo n — oo, se llega a que h, < f para |z] <r. B

Teorema 2.8 Sea u subarmdnica en el disco unitario D, uw £ —oo. Existe el mayorante armonico
para u St Yy solo si

1 2m

sup — u(re™) dt < oo. (2.14)
0<r<1 2™

En este caso el mayorante armonico h para u mds pequeno, estd dada por
27
h(z) = lim —/ P,/ (t)u(re’) dt  para toda z € D (2.15)
0

DEMOSTRACION: Supongamos primero que existe un mayorante arménico h para u. Por la propiedad

del valor medio, para toda r € (0,1),

/Fu(re“) dt < /Fh(re”) dt = h(0) < .

Asf (2.14) se mantiene. Inversamente sea (2.14) dada y definida h,. para |z| < r por la ecuacién (2.13)

del lema anterior. Si 0 < r < 7’ < 1, entonces por el Lema 2.1, es claro que h, < h,s para |z| < 7.

Por (2.14), sup hr(O) < 00. Por el Teorema de Harnack (Teorema 1.11), h = h’mhr existe uniforme-
0<

mente en Subconjuntos compactos de D, y h es armonica en D. Ya que h, > u para |z| < r, para cada
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r € (0,1), entonces h > u en D. Sea f cualquier mayorante arménico para u en D. Por el Lema 2.1,
f = h, para |z| < r para cada r € (0,1), por lo tanto f > h en D. Asi h resulta el mayorante armdnico

mas pequeno de u.






Capitulo 3

Regiones de Dirichlet y

Aplicaciones

3.1. Region de Dirichlet

Definicién 3.1 Una region G es una region de Dirichlet si el problema de Dirichlet se puede resolver
en G. Es decir si para cada funcion continua f: 0scG — R, existe una funcion u: G- — R | tal que

u es armdnica en G y u(z) = f(z), para todo z en OxG.

En este capitulo, veremos condiciones suficientes para que una regién sea de Dirichlet. El primer paso
en esta direccion es suponer que hay funciones que pueden ser usadas para restringir el comportamiento
de las funciones de Perron cerca de la frontera.

Dado un conjunto G y un punto a en d,,G. Para r > 0, sea G(a;r) := GN B(a; 7).

Definicién 3.2 Sea G una region y a € 0-G. Una barrera para G en a es una familia {1, |r > 0}

de funciones tales que:
(a) . estd definida y es superarmdénica en G(a;r), con .(z) > 0;
(b) lim, () = 0;
(c) Zh_r)rguwr(z) =1, para wen GN{w| |lw—al =r}.

La siguiente observacién nos serd til: Si v, esté definida por ¢, = ¢, en G(a;r) y ¥, = 1 para z en
G — B(a;r), entonces 1, es superarmonica en G.
Asi las funciones v, se aproximan a la funcién la cual es 1 en todas partes pero en z = a es cero.

La segunda observacién es que si G es una regién de Dirichlet entonces, hay una barrera para G en
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cada punto de 0..G. En efecto, si a € 0.G (a # ) y f(2) = |z —a|(l + |z — a]) 7, para 2z # oo
con f(oo) = 1, entonces f es continua en JoG, asf hay una funcién continua u : G~ — R tal que u
es arménica en Gy u(z) = f(z) para z en d,,G. En particular, u(a) = 0 y a es el tinico cero de u en
G™.

Sea ¢, = Inf{u(z)| |z —a| =7, 2z € G} = min{u(z)| |z —a| =r, 2 € G7} > 0. Se define
¥y G(a;r) — R por 9,(z) = é min{u(z), ¢}

La familia v, es una barrera pues:
(a) 1 estd definida y superarmonica,

(b) lim,(z) = h'mc% min{u(z),c,} =0,

z—a

(¢) lim,.(2z) = lim % min{u(z),¢.} =1 para w en GN{w| |w—a| =r}.

zZ—w zZ—w

El siguiente resultado establece cierto el reciproco.

Teorema 3.1 Sea G una region y a € O5G con barrera para G en a. Si f: 050G — R es continua y

u es la funcion de Perron asociada a f, entonces

lim u(z) = f(a)

DEMOSTRACION: Sea {t,.| r > 0} una barrera para G en a y por conveniencia se considera a # oo;
y fa) =0.

Sea € > 0 se elige 6 > 0 tal que |f(w)| < e siempre que w € JooG y |w — a| < 26; sea ¥ := 5. Sea
¥ : G — R definida por 12(2) =(z) para z en G(a;0) y QZ(Z) = 1 para z en G — B(a;0). Entonces "
es superarmonica.

Sea M > 0 tal que |f(w)| < M para todo w € 95G. La funcién —M1) — € es subarménica. Se afirma

que

—M1) — € estd en 2 (1,G) (3.1)

Siw € 0xG — B(a;d), entonces
limsup[— M (z) — €] = =M — € < f(w).

Ya que

limsup[—Mv(z) — €] < —e para todo w € JwG.
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En particular. Si w € G N B(a;0), entonces por la eleccién de &
h’msup[—M@(z) —¢] < —e < f(w).

Esto prueba la afirmacién (3.1). Por lo tanto

o~

—My(z) —e < u(z) paratodoz € G. (3.2)
Un andlisis similar proporciona

liminf [M(z) + €] > limsup ¢(z),

Fow z—w

para toda ¢ en Z(f,G) y w en 05G. Por la cuarta versién del Principio del Méximo, Teorema 2.2

Cépitulo 2, p(z) < M’LZJ\(Z) +epara g en Z(f;G)y z en G. Por lo tanto
u(z) < M(z) +e. (3.3)
Combinando 3.2 y 3.3,
-M zZ(z) —e<u(z) < M(Z(z) + € paratoda z en G.

Pero h’miE(z) = lim(z) = 0; y como € fue arbitrario, tenemos que limu(z) = 0 = f(a). Esto com-

z—a

pleta la prueba. B

Corolario 3.1 Una region G es una region de Dirichlet si y sdlo si hay una barrera para G en cada

punto de OseG.

El corolario anterior no es la solucién a la caracterizacién de las regiones de Dirichlet, pues éste da
una condicién necesaria y suficiente para que una regién sea una regién de Dirichlet y esta condicién
es formalmente més débil que la definicién. Sin embargo, existen dificultades préacticas con el Corola-
rio 3.1. Una dificultad es que la condicién en el Corolario 3.1 no es facil verificarla. Otra dificultad es
que esta es esencialmente el mismo tipo de condicién que en la definicién; ambas hacen la hipétesis

de la existencia de funciones con comportamiento prescrito en la frontera.

L Qué es lo que se desea?: Una condicién topoldgico-geométrica en G la cual sea necesaria y sufi-
ciente para que G sea una Regién de Dirichlet. Tales condiciones son usualmente faciles de verificar

para una regién dada. A continuacién veremos algunas condiciones suficientes.

Lema 3.1 Sea G una region en C y sea S un subconjunto cerrado de C,, tal que 0o € S y SNOG =
{a}. Si Gy es la componente de Coo — S la cual contiene G, entonces Gy es una regidn simplemente

conexa en el plano.
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Teorema 3.2 Sea G una region en C y a € 0,G, tal que la componente de C* — G que contiene al

punto a no se reduce a un punto. Entonces G tiene una barrera en a.

DEMOSTRACION: Sea S la componente de Co, que contiene al punto a. Mediante una transformacion
de Mé6bius, podemos asumir que a =0y oo € S.

Sea G la componente de Co, — S que contiene a GG. Por el Lema anterior tenemos que GGy es simple-
mente conexo; ya que 0 ¢ Gy, hay una rama [ del log z definida en Gy. En particular ! estd definida
en G.

Para r > 0, sea l,(2) = I(£) = l(z) — logr para z en G(0;7), asi —I.(G(0;7)) es un subconjunto del
semiplano derecho. Ahora sea C,. = GN{z| |z| = r}; entonces C,. es la unién a lo sumo numerable de
arcos -y, abiertos disjuntos a pares en {z| |z| =r}. Si —l(x) = (g, i 0k) = {it| o <t < By} para

k > 1. Entonces

(o)
_lr(cr) = U (Z Qe ﬂk)
i=1
y los intervalos son disjuntos a pares.
La longitud de vy es (Br — o), asi
> (Br — o) < 2. (3.4)

k=1
Ahora si el log es la rama principal del logaritmo, entonces
z—1, ‘ 1825
h = Im 1 Y
(2) = T log (S22
es armonica en el semiplano derecho y 0 < hi(z) < m para Re z > 0.
Més atn
Bk
hi(x +14 :/ —— dt. 3.5
k( y) a z2 + (y — t)2 ( )

Si x> 0, por la ecuacién 3.5 es claro que:

oo

i X
hie(z +iy </ — _dt=n
2 et < |

o0

—b

/ 2# dt = lim arctan 2 ta_ lim arctan 2 =T (—E) =T.
oo T2 (y—t)? a—o00 x b——o0 x 2 2

Como cada hy > 0, por el Teorema de Harnack se tiene que

h = ihk
k=1

es armonica en el semiplano derecho. Asf ¢,.(z) = Lh (—1,(2)) es arménica en G(0;r), ésto mostrard que

{’(/JT} es una barrera en a.
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Fijando r > 0, entonces h’r%Re [~1.(2)] = H4o0, asi es suficiente mostrar que h(z) — 0 cuando
z—

Rez — oo. Usando la ecuacién (3.4) y 3.5 se sigue que para z > 0

h(z+iy) = th x+iy)

Z/gk (}fyt)2 dt

=1"%
1 & 2
. T Sp 2 B <o
k=1

Pues
1
— <1
1+ (1)
Br dt Br
implica / — </ dt
w14 (5 o,
o Br dt e Bk >
y sumando: Z/ — = < Z/ dt = Z (Br — ax) < 27
imiden 1+ ()7 S e k=1
Como cada hy > 0, entonces h > 0, asi lfrf h(x 4+ iy) = 0 uniformemente en y, esto da que
T— 100

HH(I)(/),»(Z) =0.

Para probar que lim(z) = 1 para w en G con |w| = r, es suficiente probar que
Z—w

lim h(z) =msi ar < ¢ < f para algin k. (3.6)

z—ic
Asi fijando k£ > 1y c en (ay, Bk), se mostrara lo siguiente: Existen nimeros a y (§ tales que o < a <

Br < By si

u(z) = Im log ( zola ) (3.7)

zZ—1Qy

v(2) = Im log (’ZZ :f;) . (3.8)

Entonces z >0y ay <y < B implica
0< h(z+iy) —hi(z+iy) <ulz+iy) +v(z+iy). (3.9)
Una vez establecido ésto, la ecuacién (3.6) es probada como sigue:

v(x +iy) = arctan (y_ﬁk) — arctan (y—ﬁ) )
T X

as{siz +iy — ic, ¢ < B <, entonces v(z +iy) — 0.

Similarmente u(x + iy) — 0 cuando x + iy — ic con a < o, < ¢, por lo tanto se tiene que

lim [h(2) — hg(2)] = 0. (3.10)
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iB

hy(2) 2

Figura 3.1: Intervalo (i o, 3;)

Pero
h(z +1iy) = arctan (yak> — arctan <y6k> .
x x

Asi Zlinilchk(z) = m, al combinar la ecuacién (3.6) y (3.10).

Para pr(;bar (3.9), se argumenta geométricamente. Se tiene que h;(z) es el dngulo en la Figura 3.1.
Consideremos todos los intervalos (i v, ;) que estan por encima de (i o, ¢ B) y trasladdndolos hacia
abajo a lo largo del eje imaginario, manteniéndolos por encima de (iay,i ;) hasta que sus puntos
finales coincidan y tal que uno de los puntos finales coincidan con ¢ 8. Como > (8; — «;) < 2, existe
un numero 3 < (B + 27) tal que cada intervalo trasladado caiga en (i fk,i3). Ahorasi z =z + iy,
x>0y o <y < P, entonces el dngulo h;(z) crece cuando en el intervalo (i, 3;) es trasladado

hacia abajo. Por lo tanto o < Im z < (i implica que
> hi(z) < v(z), (3.11)
J

donde v es como en ecuacién (3.8) y la suma es sobre todas las j’s tal que «; > (5. Realizando
una traslacién similar pero hacia arriba de los intervalos (i «;,i ;) con §; < «aj existe un ndmero
a < (ap —2m) tal que cada intervalo trasladado cae en (i o, i o). Asi si u es como en la ecuacion (3.7)
y a < Imz < B implica que

Z hi(z) < u(z), (3.12)

donde la suma es sobre todas las j’s con 3; < ay.

Combinando la ecuacién (3.11) y (3.12) la afirmacién (3.9) estd probada. B

Corolario 3.2 Sea G una region tal que la componente de Coo — G no se reduce a un punto; entonces

G es una region de Dirichlet.
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Corolario 3.3 Una region simplemente conexa es una region de Dirichlet.

DEMOSTRACION: Si G # C el resultado es claro ya que Co, — G tiene sélo una componente.

Si G = C el resultado es trivial. B

3.2. Transplantes Conformes

Los mapeos conformes en el plano son una area del anélisis y de la geometria que se encarga de analizar
y entender aquellas transformaciones del plano en el plano que tienen la propiedad de preservar el
angulo que forman cualesquiera dos curvas que se cortan en un punto. Se verd como se modelan
algunos fenémenos fisicos en conjuntos del plano complejo y se aprovechan las propiedades que poseen
las funciones conformes, para transformar la geometria del modelo, en otra donde éste sea planteado
y se facilite su solucién. Para ello se comenzara con la definicion de Mapeo Conforme, Transplante

Conforme y algunas de sus propiedades asi como algunos ejemplos.

Definicién 3.3 Sean D y 2 dos dominios en el plano complejo y f : D — P una funcion analitica e
inyectiva, entonces diremos que w = f(z) es un mapeo conforme en zo que conserva la magnitud y el
sentido del dngulo de interseccion de dos curvas cualesquiera que se intersecan en zg. Una transfor-
macion que es conforme en todo punto de un dominio D diremos que es conforme en D, que f mapea

D de manera conforme sobre 9, o que 2 es la imagen conforme de D bajo f.

Lema 3.2 Si f mapea a D de manera conforme en 9, entonces f~1 mapea a 9 de manera conforme

en D.

DEMOSTRACION: Debido a que f es inyectiva, por definicién, entonces existe la funcién inversa f~—!
que mapea a Z en D. Para probar el lema es suficiente con que f~! sea analitica en 2, pero esto se
sigue directamente del teorema de la funcién inversa ya que f'(z) # 0 para cualquier punto en D, es

decir se cumple que f~! es derivable y que

—1y/ _ 1 _12 =w
(Y wo) = s, 17 o) = wo. W

Definicién 3.4 Supongamos que f : D — 9 es analitica y mapea un dominio D, de manera conforme
en un doninio 9. Supongamos también que se tiene una funcion de variable compleja a valores reales

definida sobre D la cual denotamos por ¢ : D — RT U {0}. Se define a v : 9 — R, por

Y(w) = o(f~H (W), (3.13)

y se le llama el transplante conforme de v bajo f.
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Definicién 3.5 Definimos el gradiente complejo de ¢ como

0 .0
grad () = 57 (2) +i

Si f(2) =ulz,y) +iv(z,y) y ¢(z) = ¥(f(2)), como en la Definicién 3.4 entonces

(2), z=x+iy.

por la regla de la cadena se tiene

Op 0P ou . O dv
or  Oudxr  Ov oz’

dp Oy Ou Lo oY dv
dy  Oudy vy’

Ahora sustituyendo en la definicién de gradiente complejo, se tiene:

oY . Ou oY v
grad p(z) = M (8x+26y>+ £ (83/ 83:)

Como f es analitica, u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Rieman, asi:

o ou Lo u\ (00 0w\ (du  Ou
grad (=) = 7 (ax“ay)+ v (ax“ay><au+ av) (ax“ay)
ou ov

— grad (w) (3 —8) = grad YT, w=f(z), z€ D,

y se ha probado el siguiente resultado.

Lema 3.3 Sea f una funcion analitica e inyectiva que mapea un dominio D de manera conforme en
un dominio 2, f(z) = w, supongamos también que se tiene una funcién de variable compleja a valores

reales definida sobre D, la cual demotamos por g, entonces el transplante conforme de @ definido por

U(f(2)) = v(z) de D sobre 9, satisface que:
grad o(z) = grad $(@) (), w=[(2), 2 € D.

Definicién 3.6 Sea z = x+iy y w = u+ iv se define el producto interior complejo como

zoew= zu+yv = (z,y) e (u,v).

Definicién 3.7 Dada ¢ definida en ¢ : D — R de clase €%(D), se define el Laplaciano de ¢ como:

0%y 0%
A(p(t) = @ + %

Op _ b0u b ov
ox Ou dx  Ov Ox

Op 81/1 ou 81/1 dv
oy ou By v 8y
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Po _00p 0 (000w, 0000\ _ 0 (00ou) 0 (0000
0x2  Ordx Or \Ou Oxr  Ov Ox Bx u Oz Oz \ Ov Oz
0 [0y Ou [ 0%u  Ou [0%y Ou 0% Ov
oz <5‘u ax) ou 022 | 0z [8u2 9z " Buov oz (8.14)
)
oY v oY 0%v  Ov [ 0% Ou 0% Ov
oz (81} 3:17) v 02 | 0z {31131} oz T 902 9] (8.15)
Sumando las ecuaciones (3.14) y (3.15) se tiene:
Pp o Pu I v Py (Ou\’ 0% Oudv 9% [dv\>
97 " gu o T av o 0w (ax) * 2 5ua0 902 T 007 (ax> - (816
Andlogamente:
2 2 2y 2 2 2 2
O 000w 000w O (Ou +2aw@@+aw . (3.17)
Oy2  Ou Oy v 8y Ou? \ dy Ooudv 0y dy  Ov? 3y
Ahora, sumando las ecuaciones (3.16) y (5.17), implica que
2
Ny = g—z/:(gradu)Q + g—w(gradv)2 + a—| grad u?
0% [Oudv  Oudv 82w 9
2
+ Ou Qv [8:16 Ox oy Oy Gy} oz Bradvl
Como f = u—+iv es una funcion analitica entonces
Ju  Ov ou ov
— == = 1
ox Oy’ Oy ox’ (3.18)
Y
L0 e o _ov oo
=0 T or T Bz Zay_ay ‘or
entonces ) ) ) ) )
I L Tl A S A A
lf'(2)|" = 8x+18x _(896) +<8y =\ay + ) (3.19)

Finalmente por (3.18) y (3.19) se tiene

2o = L0+ LY = (M n M’) PP = Al )P

oy2  Ov?

Asi se ha probado el siguiente lema:

Lema 3.4 Sean D y 2 dominios en C y f : D — 2 una funcion analitica e inyectiva que mapea al

dominio D de manera conforme en el dominio 2. Supongamos también que se tiene una funcion de

variable compleja a valores reales definida sobre D, la cual denotamos por o, entonces el transplante

conforme de ¢ definido por (f(2)) = p(2) de D sobre 9, satisface que:

Be(z) = GEIF P + T OF = (5 + 58 ) IF QP = svlr ()P

(3.20)
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A continuacién se enuncia y demuestra unos resultados de la teoria de funciones analiticas con el fin

de mostrar una consecuencia importante de este lema.

Lema 3.5 Sea D un dominio y f una funcion analitica en zg € D, tal que la primera derivada distinta
de cero en zy es fF), k > 1, entonces existe una vecindad V(z), y una vecindad V(wo), wo = f(20),

tal que cada w € V(wg) tiene al menos una y a lo mds k preimdgenes distintas en V(zp).

DEMOSTRACION: Sea «y una circunferencia con centro en zy y radio p tal que f(z) # wp para cualquier
z € I(y)—{z0}. Tal circulo existe pues si suponemos lo contrario sucederia que para cualquier disco de
radio € y centro zp, éste contiene una infinidad de puntos z tales que f(z) = wp, luego por el teorema
de unicidad para funciones analiticas (Apéndice B, Teorema B.1) se tendria que f(z) = wgy en D, lo
contrario a la hipdtesis de que f'(zg) # 0. Tomamos V(zg) = I(y). Sea I' = f(v). Se define a § como
la distancia entre wg y I', se toma como V(wp) al circulo |w — wp| < 4. Al tomar un punto w € V(wp)
entonces sucede que

|f(2) —wo| = ¢ > |w —wp|, para cualquier z € .

Entonces por el Teorema de Rouché la funcién f —wq y la funcién f —wp+ (wp —w) = f — w tienen el
mismo nimero de ceros en I(y). Aplicando el Teorema de Taylor para funciones analiticas (Apéndice

B, Teorema B.2) a f alrededor de 2y y considerando que f*)(z) # 0 se tiene que

*) (4 (k1)
7)== L8 o s 4 L)

k
o (z—20)"+ -+,
es decir que zp es un cero de orden k, por lo tanto f — w tiene a lo més k ceros. El resultado es

inmediato dado que w es arbitrario. l

Corolario 3.4 Si f es una funcidén analitica e inyectiva en un dominio D, entonces f'(z) # 0 para

cada z € D.

DEMOSTRACION: Con las hipétesis establecidas, témese zo € D, como f no es constante por ser
inyectiva, sea k el orden de la primer derivada que no se anula en ese punto, entonces se tiene, por el
Lema 3.5, la existencia de una vecindad en zy y otra vecindad en wy de manera que cada punto en
esta tultima, tiene una y a lo mas k iméagenes inversas en la vecindad de zg, dado que f es inyectiva

k=11
Corolario 3.5 FEl transplante conforme de una funcidn armonica es armonica.

DEMOSTRACION: Sean D y 2 dominios en C, f : D — 2 una funcién analitica e inyectiva que mapea
al dominio D de manera conforme al dominio Z, y sea ¢ : D — RT U {0} con ¢(w) : 2 — R el

transplante conforme de ¢ bajo f definida por
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Por el Lema 3.20 se tiene que
Dp(z) = Dp(w)| f'(2) . (3.21)

Por hipétesis se tiene que ¢ es armonica, es decir Ay = 0, asf en el lado derecho de la ecuacién (3.21)
también es cero. Como f es analitica e inyectiva por el Corolario 3.4 se tiene que f’(z) # 0 para toda
z en D. Por lo tanto Ay(w) =0. B

Con ejemplos especificos se ilustra la utilidad del transplante conforme.

Ejemplo 3.1 Sea D un dominio en C y acotado por una curva de Jordan I', salvo un niumero finito

de puntos y ¢, una funcién continua (salvo en un nimero finito de puntos)

¢,: ' —= R

z — ¢(2) zel.

El problema es encontrar una funcion ¢ continua en D UT y dos veces continuamente diferenciable

en D tal que:
¢ 0%¢
Y
p=¢, enI. (3.23)

Este es el Problema de Dirichlet para la region D con datos en la frontera ¢,.

Una ilustracion fisica es la distribucion de temperatura estacionaria; es decir que no depende del
tiempo, en una viga de longitud infinita con una seccion transversal D. Si la viga es homogénea y
la funcion ¢, indica los valores de la temperatura (supdngase que es independiente de la coordenada
perpendicular a D) en la superficie de la viga, la temperatura en el interior satisface (3.22) y (3.25).
Con éstas condiciones se mostrd en el Capitulo 1, Teorema 1.9 que ¢ existe; satisface (3.22) y (3.28) y
ademds es unica. Aqui se muestra como esta funcion se puede construir. Supongamos que tenemos un
mapeo conforme f: D — B(0,1) que transforme la viga en un cilindro, y que f puede ser extendido
a un mapeo continuo de OD en B(0,1). Por el Corolario 3.5, el transpante es solucién, y entonces

satisface:

Ny =0 en B(0,1),

y los valores en la frontera son: (w) = Y,(w) = ¢,(f~1(w)), para |w| = 1.
Como se vid en el Capitulo 1, Teorema 1.3, ¢, se puede expresar como una serie de Fourier, es decir
la funcion ¢ puede ser representada por una serie infinita de senos y cosenos.

Ahora se obtiene ¢ por el transplante
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Y \%
f
—  Ta
Lkl b=,
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r Ay =0 ]
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B(0,1)
Plano Fisico Plano Modelo

Figura 3.2: Problema de Dirichlet

Sean los valores de la frontera transplantados y representados por la siguiente serie de Fourier:

Y€)= D ane™  (an =ay) (3.24)

n—=—oo

donde Y |an| < 00. Se mostrard que la solucidn ¢ del Problema de Dirichlet en el plano fisico estd dado

por:

d(2) =ag + 2 Re Z an (f(2)".

n=—oo
En efecto: Como f(z) es un punto en el circulo unitario, entonces es de la forma f(z) = € y por lo

tanto z = f=1(e"?), luego el transplante ¢(z) = V¥(f(2)) se puede escribir de la siguiente manera:
S 1) = ().

Por la ecuacion (3.24) se tiene

o) = v = Y ane?

o0 o0

Z an(ew)n: Z an(f(z))n

n=—oo n=—oo

Como a, = a, se llega a que dp, + a, = 2 Rea, y entonces

(2) = ag +2ReZan (fizN".

n=1

Se da otro ejemplo:
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Ejemplo 3.2 Consideremos la region limitada por las ramas de una hipérbola de focos

+a = v/(asen a)? + (acos )2

Y COM eCUACION:

2 2
( z ) —( 4 ) -1 a>0, 0<a<<™, (3.25)
a sen « aCcos o 2

Se considera que las ramas son electrodos cargados eléctricamente, dicha carga genera un campo y a
su vez un potencial eléctrico. Supongamos que el valor del potencial eléctrico de cada electrodo tiene

magnitud, V = +k y V = —k respectivamente.

=

—~
N

j —
i

Campo eléctrico entre electrodos hiperbdlicos.

Figura 3.3: Problema Fisico.

Con estas condiciones es de interés conocer el campo vectorial E del campo eléctrico generado entre
los electrodos, ver Figura 3.3 Es necesario enunciar la relacion que tiene el campo E y el potencial

eléctrico V. Por definicion se tiene que el potencial entre dos puntos unidos mediante alguna curva -y

es
V=p=-— / E - dr,
¥
y entonces dV = —E-dr y como dV = %—_‘;d:c + %—Zdy = grad V.-dr, por lo tanto E = —grad V.

Debido a la notacion que se ha usado se tiene que V- = . Asi para obtener el campo eléctrico E en la
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y W)

Dvr | v

7

Figura 3.4: Problema Modelo.

region D es suficiente con encontrar la funcion del potencial ¢ en cada punto de D. Para encontrar ¢
es necesario cambiar la region D del problema fisico en una region D mds sencilla y transformarlo en
un problema modelo como lo son dos rectas verticales infinitas equidistantes del origen ver figura 3.4,
aqui se mecesita encontrar una funcion f que transforme de manera conforme D en D

En el plano W de modelacion, la region D : —d < Rew < d se comporta como un condensador de
placas paralelas infinitas, con potencial —k y +k, respectivamente, problema para el cual es sencillo
encontrar el valor del potencial eléctrico ¥ entre las placas.

Dado que el campo eléctrico para dos placas separadas a distancia 2d, estd dado por E = P (u,0),

donde P es una constante a determinar, entonces

0 0 0
w(w):—/E-dr:/Edr:—P/ dr = Pu=PRew

donde w = u + iv. Para encontrar el valor de la constante P es suficiente considerar que ¢(—d) =

—k = P(—d) y por lo tanto P = %, por lo que

P(w) = %Rew. (3.26)

Para mapear la region D de manera conforme hacia D se utilizan cinco aplicaciones conformes. La

primer transformacion f,, normaliza los focos t+a de la hipérbola,

2 2

T 2 y 2 T Y
- ) 5T 55 =1
a sen a cos « a’sen?a  a?cos? a
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lo que equivale al siguiente conjunto
{z=z+iy|y* =2*cot’ a — a®cos® a}
ast que al aplicar f, = %z a la hipérbola (3.27) ésta se transforma en:
2 2
{x +1 y (Q) (f) cot? o — COSQOé}
a a|\a a
= {:c* +iy*|y*? = 2*2 cot? a + cos? a}
T* 2 * 2
() -+ (25) 1)
sena cos &

que es una hipérbola con focos en +1. f, es una funcion analitica y conforme.

Se aplica ahora el seqgundo mapeo f, que es el inverso del mapeo de Joukouski que transforma las

ramas de la hipérbola en rectas que pasan por el origen.

w= () =EV/E -1

que en su forma inversa
_ 1 1
§=1, 1(w):2(w+w). (3.27)

La ecuacion (3.27) es la funcion de Joukoski y transforma las rectas que pasan por el origen en las
ramas de una hipérbola y las circunferencias con centro en el origen del plano, en elipses con focos
sobre el eje real.

Consideremos puntos w de la forma w = re', t = cte. 0 < r < 00, al variar r, se obtiene un segmento

de recta con pendiente tant. Al aplicar la funcion de Joukousky se tiene entonces que
1 ) 1
7T+ —|cost+1|r— —|sent
r r

1
[7‘ + } sent
r

N | =

1 ) 1 .
E=p+iv=_ (re” + e‘”) =
2 r
luego

- 1
H= D

2 2
(ws) — (np) =
cost sent

—it

—|r4+ —|cost, v=
2 r

que es una hipérbola con focos £1. Si se elige el rayo w =re™", con 0 < r < 00, se obtiene la misma

ecuacion, por lo tanto el mapeo f,o f, convierte la hipérbola en dos segmentos de recta que parten del

origen con pendientes + cot cr, lo cual implica que los segmentos obtenidos estdn dados por ire*™.

Dichos segmentos se encuentran en el semiplano superior al eje real.

El tercer mapeo f, se trata de una rotacién de —% sobre la region limitada por los segmentos de recta.
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Asi, los segmentos de recta &€ = ire™ ™, 0 < r < oo, son transformados en
i s S =t 1o A N +ia _ .
fi=i&=u+iv=—i(ire™) =re™* =r(cosa + isena)

que son dos segmentos de recta que parten del origen con pendientes tan «.
La cuarta transformacion f,, cambia las rectas que parten del origen, en dos rectas paralelas al eje
real,
f,(v) = Lonv
+ia

donde v =re y 0<r<oo

f,(v) =u+iv=f,(Ln(ret' ™) =Inr +ia,

entonces u = Inr, v = £a, como a es constante y 0 < r < 0o se tiene que efectivamente son dos

rectas paralelas al eje real con ordenadas £a, ast f, es una funcion analitica y uno a uno.

&) )

T 00
) 7

Figura 3.5: Mapeos Auxiliares.

Finalmente f;(§) = i€ obtiene las placas verticales deseadas en el plano de modelacion mediante una
rotacion de 5 a las rectas obtenidas en f,.

Aplicando f;(n) =in a las rectas n =Inr tica, 0 <r < 00,
fs(m) = f;(lnr £ia) =i(lnr +ia) = +a+ilnr

las cuales son dos rectas paralelas al eje imaginario con abcisas . Realizando la composicion de los
mapeos f,..., f; se obtiene la funcion conforme f que transforma la region D limitada por las ramas
de la hipérbola (3.25), en la region D limitada por las rectas paralelas al eje imaginario en el plano

de modelacion, es decir

f(z) = (fio fofso fofs)(2)
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w=f(z)=iln <z <Z+ (2)21»

. <a+\/22a2>
=4¢In | ——M | .

1 a

Ya que se encontrd f, es posible obtener ¢ con la ecuacion (3.26) y el transplante de ésta, mediante

f dado por la ecuacidn (3.13). Luego el potencial resultante es:

0(2) = ¥ (/) = £ Ref(z) = - Eary <W>

1a

que es el potencial en cada punto z entre los electrodos hipérbolicos. Como ya se conoce a ¢ es posible

obtener el campo eléctrico E = — grad (¢), aplicando el Lema 3.3, entonces
—_— k i
E = — = — . f7 = -,
(2) = —grad (p(2) =~ ¥() - FC) = ~ g s

3.3. Conduccién de Calor y Separacién de Variables

Una de las ecuaciones diferenciales parciales cléasica de la fisica matematica, es la ecuacion que describe
la conducciéon de calor en un cuerpo sélido. El estudio de esta ecuacién se originé por primera vez
alrededor del ano 1800 por Joseph B. Fourier y sigue llamando la atencién de los cientificos modernos.
Por ejemplo, el andlisis de la disipacién y transferencia del calor que se aleja de sus fuentes en la
maquinaria de alta velocidad, con frecuencia es un problema tecnolégico importante.

Consideremos ahora un problema de conduccién del calor para una barra recta uniforme y material
homogéneo. Supongamos que el eje = estd a lo largo del eje de la barra y que x = 0y = = [ son
extremos de la barra, como se muestra el la Figura 3.6. Supongamos ademés que los lados de la barra
estan perfectamente aislados de modo que no pase calor a través de ellos; también, que las dimensiones
de la seccion transversal son tan pequenas que la temperatura u puede considerarse constante sobre
cualquier seccion transversal dada. Entonces, u una funcién de la coordenada axial x y el tiempo t.
La variacién de temperatura en la barra se expresa por una ecuacion diferencial parcial, ésta ecuacién

se llama ecuacion de conduccion de calor y tiene la forma
0%u  Ou
2
—=— 0<z<l, t>0 3.28
ox? Ot (3.28)
Donde a? es una constante que se conoce como disipacién térmica. El pardmetro o depende tinica-
mente del material de la barra y se define por
a® = — 3.29
s (3.29)
donde & es la conductividad térmica, p es la densidad y s es el calor especifico del material de la barra.

Las dimensiones de a son (longitud)?/tiempo. Valores tipicos de a? se dan en la siguiente tabla
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x=0 x=1

Figura 3.6: Barra

Material a?(em? /seg)
Plata 1.71
Cobre 1.14
Aluminio 0.86

Hierro fundido | 0.12

Granito 0.011
Ladrillo 0.0038
Agua 0.00144

Ademids, supongamos que se da la distribucion inicial de temperatura en la barra; asi,
u(z,0) = f(z), 0<ax<]|, (3.30)

donde f es una funcién dada. Por ultimo, supongamos que los extremos de la barra se mantienen a
temperaturas fijas: la temperatura 77 en = 0 y la temperatura Ts en z = [. Se considera el caso

donde T} = T» = 0, por tanto, se supondra que u siempre es cero cuando x =0 o0 z = I:
u(0,t) =0; w(l,t)=0, t>0. (3.31)

El problema fundamental de la conduccién del calor es encontrar u(x,t), que satisfaga la ecuacién
diferencial (3.28), la condicién inicial (3.30) y las condiciones en la frontera (3.31) y por lo tanto es
un problema de Dirichlet, en el plano zt. Ver Figura 3.7. Ademds es lineal, porque, en todo él, u
aparece sélo a la primera potencia. Para encontrar las soluciones que necesitamos, usamos la técnica
de separecion de variables.

Este método se basa en la idea de encontrar ciertas soluciones de la ecuacién diferencial (3.28), de la
forma

u(z,t) = X (2)T(t) (3.32)

Sustituyendo la ecuacién (3.32) por u en la ecuacién diferencial (3.28) da

2X'T = XT (3.33)
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t

x=1

u(0,0 =0 Py ub, =0

u(x ,0) = f(x)

Problema con valores en la frontera
para la ecuacion de conduccion del calor.

Figura 3.7: Plano xt

donde las apdstrofes se refieren a la derivacién ordinaria con respecto a las variables independiente, x

o t. La ecuacién (3.33) es equivalente a

/

XY _ %T? (3.34)
en la cual las variables estan separadas; es decir, el primer miembro s6lo depende de z y el segundo
miembro sélo de t. Para que la ecuacién (3.34) sea vélida para 0 < x < [, t > 0, es necesario que
ambos miembros de la ecuacién (3.34) sean iguales a la misma constante. De otro modo, conservando

una variable independiente (digamos z) fija y variando la otra, uno de los miembros (el izquierdo en

este caso) de la ecuacién (3.34) se transforma en

X// 1 T/
De ahi, obtenemos las dos ecuaciones diferenciales ordinarias siguientes, para X (z) y T'(¢):
X"~ X =0, (3.36)
T —a*0T =0 (3.37)

De esta manera se ha sustituido la ecuacién diferencial (3.28) por dos ecuaciones deferenciables ordi-
narias. Cada una de estas se puede resolver para cualquier valor de la constante de separacién o. El
producto de las soluciones de las ecuaciones (3.36) y (3.37), por cualquier valor de o, da una solucién
de la ecuacién diferencial (3.28). Sin embargo, s6lo estamos interesados en las soluciones de la ecua-

cién (3.28) que también satisfaga las condiciones de la frontera de la frontera (3.31). Como veremos,
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esto restringe mucho los valores posibles de o.

Sustituyendo u(x,t) de la ecuacién (3.32) en la condicién a la frontera en x = 0, obtenemos
u(0,t) = X(0)T(t) =0 (3.38)

Si la ecuacién (3.38) es satisfecha al elegir T'(t) como cero para toda ¢, entonces, u(z,t) serd identi-
camente cero. Esto es inaceptable, puesto que no satisface la condicién inicial (3.30), a menos que la
distribucién inicial de temperaturas f(x) sea cero para toda z. Por lo tanto, la ecuacién (3.38) debe
ser satisfecha requiriendo que

X(0)=0 (3.39)
Similarmente, la condicién en la frontera en x = [ requiere que

X(1) =0. (3.40)

Ahora deseamos considerar la ecuacién (3.36), sujeta a las condiciones en la frontera (3.39) y (3.40).
Deben distinguirse dos casos, dependiendo de sic =06 0 #0 .

Si o # 0, entonces la solucién general de la ecuacién (3.36) es
X(l‘) =kix + ko.

Para satisfacer la condicién en la frontera (3.39) debemos escoger ko = 0 y para satisfacer la segunda
condicién en la frontera debemos tener k1 = 0. De ahf que X (z) es idénticamente cero y por lo tanto
u(x,t) también es idénticamente cero. Como antes, esto es inaceptable y concluimos que o no debe
ser cero.

Si o # 0, es conveniente remplazarla por —A2, donde A es un pardmetro nuevo, no necesariamente

real. Entonces la ecuacién (3.36) se convierte en
X"(x) + \*X =0,
y su solucién general es
X (2) = k1€ 4 kge™ A7, (3.41)
Aplicando las condiciones en la frontera (3.39) y (3.40), obtenemos
k1+ k=0
k1eM 4 kpe™ M =0 (3.42)
El sistema de ecuaciones (3.42) siempre tiene la solucién trivial k;y = 0, k3 = 0; como antes, esto

conduce a la conclusién inaceptable de que u(x, t) es idénticamente cero. Existen soluciones no triviales
de las ecuaciones (3.42) si y sélo si el determinante de coeficientes, es cero; es decir,
1 1 ) )
—e N —eM =0 (3.43)

e7,'/\l 677‘./\1
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Si escribimos ahora A = u + iv, donde p y v son reales, la ecuacion (3.43) se reduce a
e eVl _ ginlgmrl — (3.44)

Usando la relaciéon de Euler

e = cos pul + isen pul, (3.45)
y separando la ecuacién (3.44) en las partes real e imaginaria, encontramos que

l

(e"! — e Y cos pul —i(e”t — e !y sen ul = 0. (3.46)

La ecuacién (3.46) se satisface solamente si las partes reales e imaginarias del primer miembro son

cero por separado; asi

("' —e Y cosul =0, (3.47)

(e"! — e !ysen ul = 0. (3.48)

Puesto que e”! + e~¥! > 0 para todos los valores de v y [, la ecuacién (3.48) requiere que sen ul sea

un multiplo de 7 es decir p = %, donde n es un entero. Para esta eleccién de p, cospul # 0, y la
ecuacién (3.47) se reduce a

e’ — e’ = 2senh vl = 0,

en consecuencia v = 0. Puesto que v = 0, tampoco podemos tener y = 0; de otra manera o = 0, que

ya habiamos rechazado. Entonces

donde n es un entero diferente de cero.

Volviendo a las ecuaciones (3.42), vemos que ks = —k1 y por lo tanto, de la ecuacién (3.41)
X(.’E) — kl(eiu:p o efip,:v)'

Usando la relacién de Euler (3.45) encontramos que X (z) es proporcional a sen pz. Resumiendo los
resultados hasta aqui hemos demostrado que podemos satisfacer las condiciones en la frontera (3.31)

sélo si la constante de separacion o tiene ciertos valores reales y negativos dados por

771271'2

_ 2 _
o=-\= Z

(3.49)

donde n # 0 es un entero. Las funciones correspondientes X son proporcionales a sen (%) Después

de introducir los valores de o dados por la ecuacién (3.49), a la ecuacién (3.37), encontramos que
T(t) es proporcional a exp[—n?m2a?t/I%]. Por lo tanto, despreciando las constantes arbitrarias de

proporcionalidad, las funciones

un(z,t) = e eRt/1% o nlﬂ, n=123,.. (3.50)
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satisfacen las condiciones en la frontera (3.31), asi como la ecuacién diferencial (3.28). Basta considerar
tinicamente los valores positivos de n, porque si n toma valores negativos, las mismas funciones dadas
por la ecuacién (3.50) son generadas por segunda vez. Las funciones u,, a veces se llaman soluciones
fundamentales del problema de la conduccién del calor (3.28), (3.30) y (3.31).

Solamente falta por satisfacer la condicién inicial (3.30).
u(z,0) = f(z), 0<a<l.

Hagamos énfasis en que la ecuacién diferencial (3.28) y las condiciones en la frontera (3.31) son
lineales y homogéneas y que son satisfechas por u,(x,t) paran = 1,2,3,.... Con base en el principio
de superposicién sabemos que cualquier combinacién lineal se las u,, (2, t) también satisface la ecuacién

diferencial y las condiciones en la frontera. Como consecuencia, supongamos que
i = nmwx
2.2 2,52
u(z,t) = E e (z,t) = g cpe At sen —— (3.51)
n=1 n=1

donde los coeficientes ¢, ain no estdan determinados y donde m es algin entero positivo. Puesto que
u(x,t) por (3.51), satisface la ecuacién diferencial (3.28) y las condiciones en la frontera, para cualquier
eleccién de c,, se desea investigar si pueden elegirse los ¢, de modo que también satisfaga la condicién

inicial (3.30). Empecemos por considerar dos ejemplos sencillos.

Ejemplo 3.3 Encontrar la solucion del problema de conduccion del calor

%u  Ou
2= I, t 52
a3 = o O<z<l, t>0 (3.52)

con las siguientes condiciones en la frontera

u(z,0) = f(z), 0< <l

Y
w(0,6) =0, u(l,t) =0, t>0 (3.53)
St,
4
f(z) = 3sen %

En este caso sdlo necesitamos usar una de las soluciones fundamentales (3.50), a saber, la correspon-

diente a n = 4. Supongamos que

—16m* /1 gon drz (3.54)

)

u(z,t) = cqe

la cual satisface la ecuacion diferencial (8.52) y las condiciones en la frontera (3.53), para cualquier

valor de c4. Haciendo t = 0, se obtiene que

4
u(z,0) = cq sen %:c;



3.3. Conduccién de Calor y Separacién de Variables 83

de donde, se debe de elegir c4 = 3 para satisfacer la condicion inicial. Sustituyendo este valor de cy

en la ecuacion (3.54) se obtiene la solucidn del problema completo con valores en la frontera.

Ejemplo 3.4 Encontrar la solucion del problema de conduccion del calor

0%u  Ou
22 - = —
o2 = B O<z<l, t>0 (3.55)

con las siguientes condiciones en la frontera
u(z,0) = f(z), 0<z<l, y

w(0,4) =0, u(l,t) =0, t>0 (3.56)

1,
mnx

f(x)zblsenﬁ+~--+bmsen

z (3.57)

donde by, ...,b,, son constantes dadas.
Si suponemos que u(x,t) estd dada por la ecuacidn (3.51), entonces se satisfacen la ecuacion diferen-
cial (8.55) y las condiciones en la frontera (3.56), para cualquier eleccion de ci,...,cm. Ent =0 se

tiene

X mnx
u(z,0) = ¢y sen — + -+ - + ¢, sS€N ——

l l

T mmx
:blsen7+---+bmsenT

Por tanto, se satisface la condicion inicial si tomamos ¢1 = by, ..., cm = by, La solucion del problema

completo es

m

2.2 2, 72 nmtx

u(x,t) = E bpe T et sen ——.
n=1

Volvamos al problema general de las siguientes ecuaciones

5 0?u  Ou

o2 = B O<z<l, t>0 (3.58)
y

u(z,0) = f(z), 0<z<l, (3.59)

u(0,t) =0, u(l,t)=0, t>0 (3.60)

con una funcién arbitraria f. A menos que f(z) tome la forma dada en la ecuacién (3.57), no es posible
satisfacer la condicién inicial (3.59) por medio de una suma finita de la forma (3.51). Esto sugiere que
formalmente extendamos el principio de superposiciéon para incluir series infinitas; es decir, se supone

que
nmwT

u(zx,t) = Z Cpe T O gon - (3.61)
n=1
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Donde los términos individuales en la ecuacién (3.61) satisfacen la ecuacién diferencial parcial (3.58),
asf como las condiciones en la frontera (3.60) y que cualquier suma finita de tales términos también lo
hard. Supondremos que la serie infinita de la ecuacién (3.61) también satisface las ecuaciones (3.58)

y (3.60). Para satisfacer la condicion inicial (3.59) debemos tener
ch sen@ = f(x). (3.62)
Supongamos ahora que es posible expresar f(z) por medio de una serie infinita de términos senoidales,
nmwx
= bn _—, 3.63
Fa) = busen ™ (363)

y que sabemos cémo calcular los coeficientes b, en esta serie infinita. Entonces, precisamente como en
el ejemplo (3.4), podemos satisfacer la ecuacién (3.62) eligiendo ¢, = b, para cada n. Con los coefi-
cientes ¢, seleccionados de esta manera, la ecuacién (3.61) da la solucién del problema con valores en
la frontera (3.58), (3.59) y (3.60).

Asi para resolver el problema de conduccién de calor propuesta para una distribucién inicial de tem-
peraturas bastante arbitraria, por el método de separacién de variables, es necesario expresar la
distribucién inicial de temperaturas f(z) como una serie de la forma (3.63).

En la siguente seccién se demostrard que los coeficientes en estas series pueden determinarse de una

manera muy sencilla.

3.4. Series de Fourier

En la dltima seccion se demostré como resolver el problema fundamental con valores en la frontera de

la conduccion del calor, siempre que sea posible expresar una funcién dada, definida sobre 0 < x <1

mmx

7£). A continuacién se comienza a considerar una serie un tanto

o0
como una serie de senos, Y. by, sen(
m=1

mas general, de la forma

Z (am cos 0L 4 by, sen @) . (3.64)

Sobre el conjunto de puntos donde la serie (3.64) converge, se define una funcién f, cuyo valor en
cada punto es la suma de la serie para ese valor de z. En este caso, se dice que la serie (3.64) es
la Serie de Fourier para f. Los coeficientes ag,a, y b, se llaman coeficientes de Fourier de f. Los
objetivos inmediatos son determinar qué funciones pueden representarse como una serie de Fourier y
encontrar algunos medios para calcular los coeficientes de la serie. De paso, conviene hacer notar que
el primer término de la serie (3.64) se escribe como 4 en lugar de ao para simplificar una férmula de
los coeficientes que se deducird mas adelante. Ademds de su asociacién con el método de separacién

de variables, las series de Fourier también son 1itiles en otras maneras, tales como en el andlisis de
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sistemas mecénicos o eléctricos sobre los que actuan fuerzas externas peridédicas. Para analizar las series

de Fourier es necesario desarrollar ciertas propiedades de las funciones trigonométricas sen(™7=) y
cos(™7*), donde m es un entero positivo. La primera de ellas, es su cardcter periédico.
Definicién 3.8 Se dice que una funcion es periddica con periodo T > 0 si

[ +1) = (@) (3.65)

para todo valor de x. El valor mds pequeno de T para el cual se cumple la ecuacion (3.65) se llama

periodo fundamental de f.

En este sentido se debe observar que una constante puede concebirse como una funcién periédica de
periodo arbitrario, pero no con periodo fundamental. Para cualquier funcién periédica no constante,

el periodo fundamental se define de manera tnica y todos los deméas son multiplos de éste.

Proposicién 3.1 Si f y g son dos funciones periddicas cualesquiera con periodo comun T, entonces

su producto fg y cualquier combinacion lineal c1f + cog también son periddicas con periodo T'.
DEMOSTRACION: Sea F(x) = ¢1 f(x) 4 cag(z); entonces para cualquier z,
Fla+T)=c1f(x+T)+coglx +T) = c1 f(x) + cog(x) = F(x)

y por lo tanto la combinacién lineal c¢; f + cog también es periddicas con periodo T.

Ahora sea G(x) = f(x)g(x); entonces para cualquier z,
G(x) = f(x)g(x) = f(x+T)g(x +T) = Gz +T)
asi fg también es periddica con periodo 7. B

Corolario 3.6 La suma de cualquier nimero finito o incluso la suma de una serie infinita conver-

gentes, de funciones de periodo T también es periddica con periodo T'.

mmx mmTx

Teorema 3.3 Las funciones sen(™*) y cos (™), m = 1,2,3, ..., son periddicas con periodo funda-

mental T = % Ademds, como todo miltiplo entero positivo de un periodo también es un periodo,

cada una de las funciones sen(™*) y cos (™) tienen periodo comain 21

DEMOSTRACION: Se quiere demostrar que existen valores de T para los cuales

mﬁ(xl—i— T) = sen m;mc (3.66)

para toda x y que el minimo de tales valores de T es % Desarrollando el primer miembro de la

ecuacién (3.66) se tiene que

sen (@) cos (m7er> + cos (@) sen <m7er> = sen (@) (3.67)



86 Regiones de Dirichlet y Aplicaciones

sen (x) cos (x)

Figura 3.8: Grafica de y =senx y y = cosx

La ecuacién (3.67) se satisface para toda z si podemos elegir T' de modo que cos (mf”T) =1y

sen (anT) = 0. Se satisfacen estos requerimentos si se toma mT”T =0, 27, £4mr,.... Para demostrar

que no hay otros valores de T para los cuales se satisfaga la ecuacién (3.66) supongamos que existe

mmTx

x

sen ("5 ) cos (P78 ) = sen (M)

la cual es cierta solamente para los valores de "”;T dados antes. El periodo fundamental de sen (

tal Ty elijamos a « de modo que cos ( ) = 0. Entonces la ecuacién (3.67) se transforma en

mlmc )

es entonces

)
3

2

- m

T =

Puesto que para cualquier miiltiplo entero de un periodo también es un periodo, se deduce que

sen (™) tiene un periodo u para cualquier m. Un argumento similar se aplica a cos (7). B

La segunda propiedad es la ortogonalidad de las funciones seno y coseno, y para describir ésta pro-

piedad se necesitan los siguientes conceptos

Definicién 3.9 El producto interno estindar (u,v) de dos funciones de valores reales u y v, sobre el

intervalo a < x < 3 se define por

(u,v) = /a ’ u(z)v(z) d.

Definicién 3.10 Se dice que las funciones u y v son ortogonales sobre o < x < [ si se anula su

producto interno; es decir, si

/j u(z)v(z) de = 0.

Definicién 3.11 Se dice que un conjunto de funciones es mutuamente ortogonal si cada pareja de

funciones en el conjunto ortogonal.

El siguiente teorema relaciona estos conceptos con las funciones sen (™7£) y cos (7).
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Teorema 3.4 Las funciones sen (™7%) y cos (™7%), m = 1,2,3, ..., forman un conjunto de funciones

mutuamente ortogonal, sobre el intervalo —l < x < I. De hecho, satisface las ecuaciones conocidas

como relaciones de ortogonalidad:

/_ll cos (7 ) eos (777) = ? S,i me (3.68)
, st m=n

/l cos <ﬂ> n (m;rx) =0 para todom,n (3.69)

-1

/ll sen ( zz> n (mzm> o e (3.70)

I, si m=n
DEMOSTRACION: Estos resultados pueden obtenerse por integracién directa. Por ejemplo

! !
mnx nr 1/ [ (m—n)rz (m—i—n)mc}
sen (—— )sen (— ) = = cos — cos dz
/_l ( l ) sen ( z ) 2/, l l

_ 11 sen[(m —n)mz/l]  sen[(m + n)rz/l]
{ }

l

2w m-—n m+n

—1

207

mientras m + n y m — n no sean cero. Puesto que m y n son positivos m + n # 0. Por otra parte, si

m —n = 0, entonces m = n y la integral debe de evaluarse de diferente modo. En este caso,

/l sen (@) sen (nlﬂ) = /l (sen m;rx)Q dx
1 —1

l
}/ {1 — cos 2ml7rx} dx (3.71)
-1

2
1 sen (3mmx /1) !
2 {I  2ma/l } .
=1 (3.72)

Esto establece la ecuacién (3.70); las ecuaciones (3.69) y (3.68) pueden verificarse a través de célculos
similares. B

Férmulas de Euler-Fourier. Supéngase ahora que una serie de la forma (3.64) converge y sea su suma

f(@):

_ag > mmx mmx
f(z) = 5 + Z (am cos — + b, sen o ) . (3.73)

m=1
Los coeficientes a,, y b, pueden relacionarse con bastante sencillez con f(x) como consecuencia de

las condiciones de ortogonalidad (3.68), (3.69) y (3.70). Primero multipliquese la ecuacién (3.73) por

cos(™7*), en donde n es un entero positivo fijo e intégrese con respecto a x desde —I hasta I. En el
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supuesto de que la integraciéon puede efectuarse legitimamente término a término,' se obtiene

! l 0o 1
/ f(x) cos ? dx :%/ cos —mlm dr + Z am/ cos m;rx cos —mlrx dx
B - m=1 -1

oo !
+ n;bm /_l sen m;rx cos @ dx. (3.74)

Si se tiene presente que m es fijo mientras m varia en los enteros positivos, por las relaciones de
ortogonalidad (3.68) y (3.69) se concluye que el tinico término que no se anula en el segundo miembro

de la ecuacién (3.74) es aquél para el que m = n en la primera suma. De donde,

1
/ f(zx) cos ? dr =la,, n=1,23,..
—1

Para determinar ag se puede integrar la ecuacién (3.73) desde —! hasta [ y se obtiene

l l 00 l o l
/ f(z) de = 20 da;—l—Zam/ cos 1% dac—i—me/ sen 2T g
-l 2 J m=1 - l m=1 -1 l

= la() (375)

dado que todas las integrales en que aparecen funciones trigonométricas se anulan. Por tanto,
1/ nmwx
an =7 f(z) cos - de, n=1,2,3,.. (3.76)
-1

Al escribir como % el término constante de la ecuacién (3.73), es posible calcular todos los a,, a partir
de la ecuacién (3.76). En caso contrario, se tendria que usar una férmula separada para ag. Es posible
nmxT

obtener una expresién semejante para los b, si se multiplica la ecuacion (3.73) por sen(™7*), se integra

término a término desde —! hasta [ y se usan las relaciones de ortogonalidad (3.68) y (3.69); por tanto,
1 /! nmx
by = 7 f(z)sen - dr n=1,2,3,.. (3.77)
-1

Definicién 3.12 Las ecuaciones (3.76) y (3.77) se conocen como férmulas de Euler-Fourier para
los coeficientes de una serie de Fourier. En consecuencia, si la serie (3.73) converge hacia f(x) y
si la serie puede integrarse término a término, entonces los coeficientes deben quedar dados por las

ecuaciones (3.76) y (3.77)

Nétese que las ecuaciones (3.76) y (3.77) son férmulas explicitas para los a, y los b, en términos
de f y que la determinacién de cualquier coeficiente especifico es independiente de todos los deméds
coeficientes. Por supuesto, la dificultad para evaluar las integrales de las ecuaciones (3.76) y (3.77)

depende bastante de la funcién particular f de que se trate.

1Esta no es una suposicién trivial, ya que no todas las series convergentes con términos variables pueden integrarse
de este modo. Sin embargo, para el caso especial de las series de Fourier, siempre se puede justificar la integracién

término a término.
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Noétese también que las férmulas (3.76) y (3.77) sélo dependen de los valores de f(x) en el intervalo
—l < z < I. En virtud de que cada uno de los términos de la serie de Fourier (3.73) es periédico, con
periodo 2[, la serie converge para toda x siempre que converja en — < xz < [ y su suma también es
una funcién periédica con periodo 2{. De donde, f(z) queda determinada para toda x por sus valores

en el intervalo -l <z < [.

3.5. Ejemplos Numéricos

Como se mencioné antes, el problema de Dirichlet consiste en encontrar una funcién incoégnita que
sea armoénica en cierto dominio y que ademds tome ciertos valores predeterminados en la frontera de
dicho dominio. En esta seccién se resuelven algunos problemas fisicos del problema de Dirichlet en
donde las fronteras tienen formas geométricas simples, que se resuelven por separacion de variables,
éste método conduce a las series de Fourier, y por el Teorema 1.3, Capitulo 1 son armoénicas asi que

son la solucién al problema de Dirichlet.

Ejemplo 3.5 El Problema de Dirichlet para un rectdngulo en R2.

y
b u(x,b)=0 ()
Pu  0%u B
u(y,0)= (y) 522 T oz 0 u(a,y)=0
u(x,0)=0 a X

Figura 3.9: Problema de Dirichlet para un rectdngulo

Supéngase que la region rectaingular (Figura 3.9) 2 = (a1, a2) X (by,b2) de R? con frontera I' =

I''url,ul,ul),, donde

I'=la;a,] x {b}, I',=la;,a,] x {b.},

F:f:{az} X [bube} , Yy F4:{a2} X [bnbe]a

es una placa delgada en que la temperatura u es funcion de la posicion (x,y) y es un proceso estacio-

nario.
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Sea ¢ € €°(I") cero en los vértices (a,b;) (1,7 = 1,2) de 2, con ¢, = oxri- Si, parai=1,2,3,4,
u, es la solucidon cldsica de P(§2,,), entonces u = u, + u, + u; +u, es la solucion clasica de P(§2,¢).
En otras palabras, se puede reducir el problema a uno en el cual ¢ =0 en T'\{a1} x (b1,b2). Por una

traslacidn podemos suponer que 2 = (0,a) x (0,b).

Tenemos asi el siquiente problema:
dada ¢ € €([0,b]) con p(0) = ¢(b) = 0, es necesario encontrar una funcidn arménica u en 2 =

(0,a) x (0,b) continua en (2 y satisfaciendo

u(0,y) = ¢(y) para y € (0,0)

u(a,y) = u(z,0) = u(x,b) =0 para x € [0,a] y y € [0,b].
Ver Figura 3.9. Resolvemos este problema desarrollando u en series de Fourier.

Por el método de separacion de variables Seccion 3.3 es necesario expresar la distribucion de tempe-

raturas u(zx,y) en la siguiente forma

u(z,y) = Z up()sen nwy con w = T (3.78)
n=1 b
Las condiciones en la frontera pueden escribirse de la siguiente forma
oly) = Z un (0) sen nwy es decir que uy(0) = 5/ sen (nwy)p(y)dy
n=1 0
0= Z un(a) sen nwy es decir que up(a) = 0.
n=1
La condicion de que u es armdnica es:
oo d2 "
nz::l ( d::Q (z) — (nw)zun(x)) sen nwy = 0,
es decir que
d?u,,
T;Q = (nw)?un () ; (3.79)
y usando las condiciones de frontera se obtiene
2senh nw(a —z) [°
() = - ——MMm 3 dy. 3.80
() = F RO [ sen (o) ol (3.50)

En efecto, st la ecuacion
d d?
Up, Unp,

O —
dx dx?

— (nw)*un(z) =0

se puede escribir de la siguente manera

as AN +a, A\ +a,=0. (3.81)
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Donde a, =1, a, =0 y a, = —(nw)?, sustituyendo en la ecuacion (3.81), implica:
N — (nw)? =0 implica que \* = (nw)? entonces \ = +nw.
La solucion de la ecuacion homogenea es: ¢, ™% 4 c,e™ 7"
2 b
un (0) = 3/ sen (nwy)p(y) dy = ¢, + ¢,
0
un(a) =0=c, e 4 c,e "%
Despejando se tiene:
—nwa
c, ™ = —c,e” " %entonces ¢, = —ngnwa (3.82)
c,e” e 2 [t
~—ma te=j3 / sen (nwy)e(y) dy
€ 0
Definimos:
2 b
=y / sen(nwy)e(y) dy
0
luego
efnwa 2
Cs ( enwa + 1) = gk
—c,e WA | oWE _ pnwa gk
2 2 -
b
_ 2
s (—6 nwa 4 enwa) — ewa g k
enwa _ efnwa enwa
, = k
()5
nwa k
¢, senh(nwa) = b (3.83)
Ast se tiene
k,enwa
Cp=—F——
bsenh(nwa)
Sustituyendo en (3.82):
k enwa e—'n,wa ke—nwa

“a= T bsenh(nwa) enwe - bsenh(nwa)

y regresando a la definicion de u,(x) se obtiene:

Up(z) = ¢, €™ + c e "

" b senh(nwa) b senh(nwa)
y (x) B 2k _enw(w—a) + e—nw(w—a)
" b senh (nwa) 2
~ 2senh nw(z — a)
un() = b senh(nwa)
_ 2senh nw(z — a) b
un(z) = b sonh(nwa) /0 sen (nwy)e(y) dy.
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Finalmente se escribe la ecuacion (3.78) como

oo — b
Z %M l/o sen(nwy) gp(y)dy] sen(nwy) con w = (3.84)

Sl

senh nwa

De acuerdo con la ecuacién anterior se calculard la solucién de los siguientes casos particulares:

Ejemplo 3.6 Usando la ecuacidn (3.84) resolvemos el problema de Dirichlet para el rectdngulo for-

mado por a =1, b=2 y la funcion o(y) (Figura 3.10) como sigue:

Y, si0<y<1
e(y) =
2—y, sil<y<?2
o)
1 ]
3 i e}
0 1 2 y

entonces

u(z,y)

I
HMS
0w
e}
=
E o

Il

wn
€]

=
% =
—
=
=N

Integrando por partes fo ysen("5¥) dy, se elige v = y, dv = sen("3%) entonces du = dy, v =

[sen(5¥) dy, haciendo w = “5¥ implica dw = “dy por lo tanto dy = 2dw. Sustituyendo se tiene

U:/OISCII (%> dyZ/Olsen(w)n%r dw = % [—cos (%)} '

que
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Figura 3.11: Solucién al Problema de Dirichlet para un rectdngulo

Calculando ahora: f12(2 —y) sen (%) dy.

nmy nmy

Integrando por partes: Sea u = 2 —y, dv = sen(*3¥) entonces du = —dy, v = ff sen (T) dy,

nmw 2dw
haciendo w = Ty implica —— = dy sustituyendo se tiene que
nm

2
2 nmy. 12 2 nm 2
v=— : senw dw — cos( 5 ) . — cos(nm) — cos( 5 ) —
Asiv=— 2 cos("FL) y se tiene:
2 2
nmy 2 2 nmy
2 (—)d —e-y(=)- [ = (—)d, 3.85
/1 (2—y)sen (== ) dy=(2-y) (m> A S (3.85)
donde la ff %COS (%) dy, se resuelve por sustitucion, haciendo t = “Z¥ implica que % =dy y

sustituyendo se llega a

2 [? 4 2 4
— cos(w> dyzi/ cost dt = — ,
nw J; 2 (nm)? J; (nm)?
entonces al sustituir éste valor en la ecuacion (3.85) se tiene que
2
nmy 2 4
2 (—) dy=(2—y) [ = .
/1 (2—y)sen(—= ) dy =( y)(ﬂﬂ) + o

Luego, la solucion u(x,y) estd dada por

n=1 senh (%) nw - (nm) nmw (nm) 2
— o senh (%5F) (1 —2) [ 4 8 nmw
- 2 senl (%) {m i <mr>2] en (57)

La Figura 3.11 muestra la solucion.
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Figura 3.12: Solucién al Problema de Dirichlet para un rectangulo, con p(y) =1

Ejemplo 3.7 Tomando a=1,b=2, p(y) =1, se tiene:

o0 nim

n=1
2
/ sen <m> dy
0 2

Calculando unicamente la integral

2
Sea u = nry implica du = Edy por lo tanto dy = —du entonces
2 2 nm
2 2
2 2
/ sen (@) dy=— [ senudu=—[—cos(nm)+1]
0 2 nim 0 nm
) 0, st n es par
= ey =
nm 4 . .
= sinesimpar
nm

nm

. senh (2= (1—2x)) [ 2
u(z,y) = Z se(n}21 (n%) ) {

nmw
2 (=)™t + 1)] sen (Ty)
Ejemplo 3.8 EL Problema de Dirichlet para un circulo
Considere el problema de resolver la ecuacion de Laplace en la region circular r < a, sujeta a la
condicion en la frontera
u(a,0) = f(0), (3.86)
donde f es una funcion dada, para 0 < 0 < 2w [Ver Figura 3.15]. En coordenadas polares ver Sec-

cion 1.8, la ecuacion de Laplace toma la forma
v 10% 10u —0

ot oaE e T (3.87)
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u(as )=f@ )

O%u 1 0% 19u

o T ee Tror

Figura 3.13: Problema de Dirichlet para un circulo

Para completar el enunciado del problema, se nota que, para que u(r,0) sea uniforme es necesario
que u sea periddica en 0 con periodo 2w. Es mds enunciamos explicitamente que u(r,0) debe ser finita
en cada punto para el cual r < a, ya que esto resultard importante posteriormente. Para aplicar el

método de separacion de variables a este problema, suponga que
u(r,0) = R(r)©(0).
Al sustituir por u a la ecuacion diferencial (3.87), se tiene

1 1
R'O+ RO+ -RO"=0
7 r2

donde o es la constante de separacion. Asi, se obtienen las dos ecuaciones diferenciales ordinarias

R’ +rR —oR =0, (3.88)
0" + 00 =0. (3.89)

En este problema no hay condiciones homogéneas en la frontera; sin embargo, recordando que las
soluciones deben ser acotadas y también periddicas en 8, con periodo 2m. Es posible demostrar que la
condicion de periocidad requiere que o sea real, se consideran sucesivamente los casos en los que o es
negativa, cero y positiva. Si o < 0, sea 0 = —\2, donde \ > 0. Entonces la ecuacion (3.89) se puede

escribir como ©" — \?0 = 0, por consiguiente,

0(0) = c1e* + e,
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donde, ©(0) puede ser periddica sdlo si c; = ca = 0, luego se concluye que o no puede ser negativa.

Si o =0, entonces la ecuacion (3.89) queda ©" = 0, por tanto,
@(9) =c1 + 629.

Para que ©(0) sea periddica se debe tener ca = 0, de modo que ©(0) sea constante. Ademds, para
o =0, la ecuacion (3.88) queda

r?R" +rR =0.
Esta ecuacion es del tipo Euler y tiene la solucion

R(r) =ki + ko Inr.

El término logaritmico no puede ser aceptado, si u(r,8) debe permanecer finita cuando r — 0; luego,

ko = 0. As? correspondiendo a o = 0, se obtiene la solucidn
ug(r,0) = 1.
Por dltimo, si o > 0, se hace 0 = A2, donde \ > 0, entonces las ecuaciones (3.88) y (3.89) quedan

R’ +rR — \NR =0, (3.90)

0" + )0 =0, (3.91)
respectivamente. La ecuacidon (3.90) es una ecuacién de Euler cuya la solucién viene dada por
R(r) = kyr? + kor ™ (3.92)
mientras que la ecuacion (3.91) tiene la solucidn
O(0) = c1sen Ad + c5 cos M.

Para que © sea periddica, con periodo 2w, es necesario que A sea un entero positivo n. Con A =n se
deduce que debe descartarse la solucién = en la ecuacion (3.92), ya que se vuelve no acotada cuando

r — 0. Como consecuencia, ko = 0 y las soluciones apropiadas de la ecuacion (3.87) son
Up(r,0) = 1" cos nb, v, =7r"sennf, n=1,2,..

Estas funciones, junto con ug(r,0) = 1, forman un conjunto de soluciones fundamentales para el
presente problema.

En la forma acostumbrada, ahora se supone que u puede expresarse como una combinacion lineal de
las soluciones fundamentales; es decir

u(r,0) = %0 + Z r" (¢, cos nb + kpsennf). (3.93)

n=1
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La condicidn en la frontera (3.86) entonces requiere que
c o0
u(a, ) = 50 + Z a"(cy, cos n + ky sennf) = f(6), (3.94)
n=1
para 0 < 0 < 27. La funcion f puede extenderse fuera de este intervalo, de modo que sea periddica de
periodo 27, por tanto, tener una serie de Fourier de la forma (3.94). Puesto que la funcidén extendida
tiene periodo 27, se puede calcular sus coeficientes de Fourier, intengrando sobre cualquier periodo de

la funcion. En particular, es conveniente usar el intervalo original (0,27); entonces,

1 27

ac, = — f(@)cos nf df, mn=0,1,2,3,... (3.95)
T Jo
1 2

a"ky, = — f@)sennf df, n=1,23,... (3.96)
T Jo

FEligiendo estos coeficientes, la ecuacidn (3.93) representa la solucidn del problema con valores en la
frontera de las ecuaciones (3.86) y (3.87). Se nota que, en este problema, se necesitan tanto términos
senoidales como cosenoidales en la solucion. Esto es debido a que los datos en la frontera fueron dados
sobre 0 < 6 < 21 y tiene periodo 2w. Por consiguiente, se requiere la serie completa de Fourier, en

lugar de unicamente términos senoidales o cosenoidales.

Ejemplo 3.9 Usando las ecuaciones (3.94), (3.95) y (3.96) la solucidn cuando f(0) esta dada

1, si0<06<n
f(0) =

0, sim<6<2mw

Asi

u(a,d) = %0 + Z a™ (¢, cos n + k,, sen nd)

n=1
oo

1 T 2 1 T
277[/0 d9+/ﬂ 0d0]+;ﬁ{/0 cos(n) do+
27

/7T 0 cos(nh) dG} cos(nd)+

[/Oﬂ sen (n) df + /:F Osen (nf) dg} sen(nf)

S g COSET”@ { /0 " cos(nf) d&} 4 Senine) { /0 e (nf) dO]

Calculando unicamente las integrales

/07r cos(nd) df = %[sen nd)]5 =0

1 N 0, sin espar
(-1 1) =
2

n’

/O7T sen (nd) df = — %[cos(n@)]g =—

st n es impar
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1////////111111,:::"

7
I

il
IS

IR
IR

Figura 3.14: Solucion al Problema de Dirichlet para el circulo

Finalmente

u(a, ) =

DN | =

>~ sen (nf) [ [7 1 =sen(2n+1)0 2
+277r [/0 S€ﬂ(ﬂ9)d9]=2+z - 1)
n=1 n=0

La Figura 3.14 muestra la solucion a este problema.
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Ejemplo 3.10 Usando las ecuaciones (3.94), (3.95) y (3.96) la solucion cuando f(6)

0, si 0 €0, 3]
f0)=<r-9, si0 €[5,
0, si 0 € [m,2m]
La grifica de f(0) se muestra en la Figura 3.15

f(8)

o
INElS

Figura 3.15: f(6)

1 z T 2m
u(a,@):%[/o 9d9+[r(7r—9)d9+/ 0do| +

i 6087(:19) l /0 : 0 cos(nf) do + / ’ -

(m — 6) cos(nd) db + / 0 cos(nd) df
n=1 3

senﬂﬂ [/0’5 6 sen (nh) db + /W(W — 0)sen (nd) db + /QWOSen (nh) dﬁl .

2
5 T

2

Caculando tinicamente las integrales:

z 2
/29(19:1
; 8

/5 0 cos(nf) db — —— QCOS(%;);FMSGD(%)
0 n

/w(ﬂ — 0) cos(nf) df = sen (HTZT)(—WT cosT(L:T“) + Qsen(g%))

jusy
2

—gnmcos(%E) + sen (%)

/2 0 sen (nd) df = 5
0

n

nm

ncos(%g-) 4 2 sen (%) — 2 sen(nm)

/; (m —0)sen (nd) df = 52

€s

+

(3.97)
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Finalmente sustituyendo en la ecuacion (3.97) se tiene que:

u(a,0) =

o cos(nf) [—2+ 2cos(4F) + nm sen (%)
Dy

ol 3

o~

sen (

)(—nmcos(F) +2 sen(?”f))} 4 sen (nf) [—;mrcos(";) +sen (%)

n2 n2

s

ncos(%r) 4 2 sen (%) — 2 sen(nm)
2n? '

La solucion se puede ver en la Figura 3.16.

Figura 3.16: Solucién al Problema de Dirichlet para el circulo



Apéndice A

Apéndice de Analisis Real

En este apéndice se dan los resultados importantes del Anélisis Real que fuerén utilizados en la tesis.
No se demuestran debido a que las demostraciones se encuentran en los libros cuya referencia se indica

en cada caso.

Definicién A.1 (Medida Producto). [Ro](pag. 264-265). Sea (X, A,n) y (Y,B,v) dos espacios
medibles completos y se considera el producto directo X XY de X y Y. La medida extendida es
llamada la medida producto de p X v. Si y y v son finitas (o o-finita), también lo es p X v.

Si X yY son la linea real y pu y v son ambas medida de Lebesque, entonces u X v es llamada medida

de Lebesgque dos-dimensional para el plano.

Proposicién A.1 (Teorema de la Convergencia Acotada) [Ro] pdg. 81. Sea (f,,) una sucesion
de funciones medibles definidas en un conjunto E de medida finita, si existe un numero real M tal

que | fn] < M para todan y x € E y si ademds f(z) = lim f,(x) para cada x € E, entonces,

/Ef:h'm/Efn.

Teorema A.1 (Teorema de Categoria de Baire) [Ro| pag. 139. Un espacio métrico completo no

es la union de una coleccion numerable de conjuntos densos en ninguna parte.






Apéndice B

Apéndice de Analisis Complejo

En este apéndice se dan los resultados de Anélisis Complejo méas importantes que fueron utilizados en

la tesis. La mayoria de los resultados que aqui aparecen se pueden encontrar en el libro Conway [Co.

Definicién B.1 [Co] pdg.39. Si G es un conjunto abierto conexo en C y f : G — C es una funcién

continua tal que z = exp f(z) para toda z € G entonces f es una rama del logaritmo.
Definicién B.2 [Co| pag. 40. Una regidn es un subconjunto abierto conexo del plano.

Definicién B.3 [Si] pdg. 51. Una funcién definida en un dominio G es analitica en zy € G si es
complejo diferenciable en una vecindad de zg. Diremos que f es analitica en G si lo es en todos los

puntos de G.

Definicién B.4 [Co] pag. 76. Si f : G — C es analitica y a € G satisface f(a) = 0, entonces a es un
cero de f de multiplicidad m > 1 si hay una funcidn analitica g : G — C tal que f(z) = (z —a)™g(z)
donde g(a) # 0.

Teorema B.1 (Teorema de Unicidad para Funciones Analiticas) [Si] pag. 208. Si dos fun-
ciones analiticas, f y g, definidas sobre un dominio D coinciden sobre un conjunto G C D, el cual

tiene un punto limite zg € D, entonces f y g coinciden en D.

Teorema B.2 (Teorema de Taylor para Funciones Analiticas) [Si] pdg. 200-206. Si f es una
funcién analitica en un dominio D y zg es un punto arbitrario de D entonces existe una serie de

potencias
(oo}
n
E an(z — 20)
n=0

y un nimero real p > 0 tal que ésta converge a f(z) en B(zo,p) C D. Los coeficientes a,, de esta serie

estan dados por
IPARICY

P neN

Qn
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A dicha expansion se le conoce como serie de Taylor para funciones analiticas.

Definicién B.5 Ecuaciones de Cauchy Riemann [Co| pag. 40-41. Sea f : G — C una funcién
analitica y sea u(z,y) = Re f(x +iy), v(x,y) = Im f(x +iy) para x + iy en G. Sea el valor del limite

o) — 1 TEEN = SE)

h—0 h

en dos caminos diferentes. Primero sea h — 0 para valores reales de h. Para h # 0 y h real se tiene

flz+h) = f(z) _ flet+h+iy) - flz+iy)

h h
U(I’+hay)7u(l’ay) v(erh,y)fv(:c,y)
= +’L
h h
haciendo h — 0 se tiene
ou ov
! —_ y

Ahora sea h — 0 para valores imaginarios; esto es, para h # 0 y h real,

fletih) = f(z) _ _julzy+h)—u(y)  vl@y+h)—v@y)
ih h h

Por lo tanto,

() = —i g—;‘u,y) + g;@,w (B.2)

Las ecuaciones (B.1) y (B.2) de las parte real e imaginaria respectivamente dan las ecuaciones de

Cauchy Riemann

Ou  Ov ou  Ov

oxr  dy oy Oz

Corolario B.1 [Co| pag. 40. Una rama de la funcion logaritmo es analitica y su derivada es z~*.

Teorema B.3 (Teorema de Weierstrass de Convergencia Analitica).

[Si] pdg. 192. Si la sucesion {fn}nen es uniformemente convergente en todo subconjunto compacto
de un dominio G y si todo término f, es analitica en G, entonces la funcion limite f = lim, . fn
es analitica eb G, mds aun, cuando n — oo cada sucesion de las derivadas {fn(k)}neN, k=1,2,..

converge uniformemente a f(k) para todo subconjunto compacto de G.

Teorema B.4 (Férmula Integral de Cauchy) [Si| pdg. 172. Si f es una funcidén analitica en un

dominio G y si G contiene una curva cerrada rectificable de Jordan L y su interior I(L), entonces

2mt ) z— 29

dz

st zg € I(L). Esta integral es llamada la integral de Cauchy. Por otra parte

f(2)

zZ— 20

dz=0

si zg € E(L), donde E(L) es el exterior de L.
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Teorema B.5 [Si] pdg. 174. Si f es analitica en un dominio G, entonces f tiene derivadas de todos
los ordenes en G y dado 2y € G

f(”)(zo)—i/Ldz, n=0,1,2,..
L

- 2mi J (2 — zo)n !

donde L es una curva cerrada rectificable de Jordan tal que zo € I(L) C G.

Teorema B.6 (Teorema de Liouville) [Co] pdg. 77. Si f es una funcién analitica y acotada en C

es idénticamente una constante.

Teorema B.7 (Principio del Argumento) [Si] pdg. 262. Dada una curva rectificable de Jordan
v, se supone que f es una funcién analitica en W excepto en un numero finito de polos contenidos
en I(y) y se supone también que f no tiene A — puntos en . Entonces el nimero de A — puntos de f
en el interior de v, menos el numero de polos de f en el interior de 7y, equivale al nimero de circuitos

alrededor del punto w = A, hechos por el punto w = f(z) cuando el punto z recorre la curva v una

vez con orientacion positiva.

Teorema B.8 (Teorema de Rouche) [Si] pdg. 262. Dada una curva rectificable de Jordan =, se

supone que f y g son analiticas en I(7y), y se supone que

[F(2)] > 19(2)];

para cada punto z en vy, entonces f y f + g tienen el mismo nimero de ceros en I(7y).

Proposicién B.1 [Co] pag. 68. Sea ¢ : [a,b] x [¢,d] — C una funcién continua y se define a g :
[e,d] — C por

b
olt) = / o(s,) ds

Entonces g es continua. Ademds, si %—f existe y es una funcién continua en [a,b] X [c,d] entonces g

es continuamente diferenciable y

b
g0 = [ st ds

Corolario B.2 Si G es simplente conexo y f : G — C es analitica en G entonces f tiene una

primitiva en G.

Definicién B.6 La funcion definida por

se denomina funcion de Joukowski.
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Lema B.1 Sea f la funcién de Joukowski entonces se satisface que para toda w € C — {£1} existen

21, z9 € C unicos tales que
f(21) = f(22) = w,
2129 = 1
y f es analitica en C — {0}

Lema B.2 Sea f(2) = % (z + %) , Z=2a+ 1y y vy una curva cerrada de Jordan determinada por
el conjunto {z : |z| = 1} entonces se cumple que f(I(y) —{0}) = f(E(v)) = C—[-1,1]. Ademadas f
mapea circunferencias con centro en el origen del plano a elipses horizontales con focos en £1 y mapea

rectas que pasen por el origen del plano z, en ramas de hipérbolas con focos en £1. Ver Figura B.1

Figura B.1: Funcién de Joukowski.

Teorema B.9 (Teorema de Cauchy-Hadamard)

o0

Dada una serie de potencias Y. an(z — 20)", sea R = %, donde A = limsup {/|a,| = Im {/]a,| y
n=0 n—oo n—oo

sea vy : |z — zo| = R. Entonces se cumple:

(a) Si R =0, la serie es divergente para toda z # zg.

(b) Si0 < R < o0, la serie es absolutamente convergente para toda z € I1(vy) y divergente para toda

z € E(v).
(¢) Si R =00, la serie es absolutamente convergente para toda z € C
Teorema B.10 Sea 7 : |z — 29| = R el circulo de convergencia de la siguiente serie de potencias
ag+ar(z—z0)+-+an(z—20)+ .

Entonces la serie es uniformemente convergente en cada subconjunto compacto de I(7)
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Teorema B.11 Sea f(z) una serie de potencias,
f(z) =ao+ai(z —20) + - +an(z —20)" + - (B.3)

con radio de convergencia R, converge a una funcion analitica f(z) en el disco K : |z — z9| < R y los

coeficcientes ag,ai, ..., Gy, ... Son dados por la siguiente formula
ap = fT('O), k=0,1,2,3,...

Ademds, la serie (B.83) puede ser diferenciable término a término cualquier nimero de veces y cada

serie diferenciada

k+1)!
f(k)(z):k!ak—&-%(z—zo)—i—-"—i-

nla,

(nfk)!(

Z—Zo)n_k"i"",

es uniformemente convergente en cada subconjunto campacto de K.






Apéndice C

de Mathematica

Apéndice

En este apéndice se dan las instrucciones para programar en mathematica y obtener las graficas que

ilustran la tesis.

Con la siguiente instruccién se obtiene la Figura C.1

Integrate[Sin[(iPiy)/2], {y,0,2}]
P1ot3D[Sum[(Sinh[((iPi)/2) (1 - x)1/( Sinh[ (i Pi)/2] ))* (£)*

sin[(iPiy)/2], {i,200}1, {x,0,1}, {y,0,2}1;

f =

1

Figura C.1: Solucién al Problema de Dirichlet para un rectdngulo, con ¢(y)
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Con la siguiente instruccién la Figura C.2

f Integrate[tSin[(iPit)/2], {t,0,1}]
g = Integrate[(2-t)Sin[(iPit)/2], {t,1,2}]
Plot3D[Sum[(Sinh[((i Pi)/2) (1 - x)1/( Sinh[ (iPi)/2] ))* (f+g)*

Sin[(iPiy)/2], {i,1000}1, {x,0,1}, {y,0,2}1;

Figura C.2: Solucién al Problema de Dirichlet para un rectangulo

La la Figura C.3
ParametricPlot3D [{r*Cos[6],r*Sin[6],
(1-(r"2))/(1-2xCos[0-1]1 +r"2)}, {r,0,1}, { 6,0,2Pi}];
La Figura C.4
a=Integrate[Cos[ial,{«,0, Pi}]
b=Integrate[Sin[ial,{a,0, Pi}]
ParametricPlot3D[ {r*Cos[f],r*Sin[#], (1/2+Sum[(Sin[i@]/Pi) (b),{i,1,2000}1)}, {r,0,1},
{0,0,2Pi}] ;
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Figura C.3: Nucleo de Poisson

La Figura C.5
a=Integrate[f Cos[i0],{0,0,Pi/2}]
b=Integratel[(w — #)Cos[i0],{0,Pi/2,Pi}]
c=Integrate [0 Sin[if],{0,0,Pi/2}]
d=Integrate[(r — #)Sin[if],{#,Pi/2,Pi}]
ParametricPlot3D[
{rCos[6],rSin[6], ((n/8)+Sum[(Cos[i 6] /Pi) (a+b)+(Sin[i 0] /Pi) (c+d),{i,1,200}1)},
{r,0,1},{0,0,2Pi}];
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Figura C.4: Solucién al Problema de Dirichlet para el circulo

Figura C.5: Solucién al Problema de Dirichlet para el circulo
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