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Introduccion

Este trabajo es principalmente una revisién sobre reciprocidad cuadrética, cibica y
bicuadratica, empleando la teoria desarrollada sobre los caracteres multiplicativos,
las sumas de Gauss y las sumas de Jacobi.

En el primer capitulo se estudiard la reciprocidad cuadratica en Z, iniciando con
conceptos basicos como son los residuos cuadraticos, el simbolo de Legendre y ex-
tendiendo esta definicién al simbolo de Jacobi. Ademas, se presentara el Lema de
Gauss para con ello poder determinar para cuéles primos impares p, —1 y 2 son re-
siduos cuadraticos médulo p. Es un hecho evidente que existe una cantidad infinita
de primos de la forma 4k + 3, entonces se planteara la misma pregunta para primos
de la forma 4k + 1 y 8k 4+ 7. Se presentard ademas una demostracién analitica de
la ley de la reciprocidad cuadratica y mas tarde, en las aplicaciones, se observara la
flexibilidad que esta ley ofrece para el calculo del simbolo de Jacobi.

En el segundo capitulo se comenzara con un ligero andlisis sobre el campo de ntiime-
ros algebraicos y el anillo de enteros algebraicos, después se definirdn y estudiaran
las sumas cuadréticas de Gauss, las cuales seran de ayuda para dar una segunda
demostracion de ley de la reciprocidad cuadratica.

En el tercer capitulo se analisaran los caracteres multiplicativos sobre un campo F, y,
con ayuda de esto, se definiran las sumas de Gauss, las cuales son una generalizacion
de las sumas cuadraticas de Gauss. De forma independiente, se definiran las sumas de
Jacobi determinando mas tarde la relacién que existe entre ambas sumas. También
se tratard de calcular el niimero de soluciones en F,, de las ecuaciones X? +Y? =1
y X3 +Y3 =1, y finalmente se ampliard la nocién sobre las sumas de Jacobi para
calcular el nimero de soluciones en F, de la ecuacion X? + X3 + -+ + X7 = 1, con
leN.

A manera de extension de la reciprocidad cuadratica, en el cuarto capitulo se estu-
diard la reciprocidad cibica en el anillo Z]w], con w = —% + ‘/751', y la reciprocidad
bicuadratica en el anillo Z[i], introduciendo conceptos andlogos al simbolo de Legen-
dre y el de Jacobi, logrando demostrar la ley de la reciprocidad cibica y bicuadratica

sobre elementos primarios.



X Introduccién

Se demostrard también el complemento de la ley de la reciprocidad ctibica y, en
una seccion aparte, se analizara el caracter cibico de 2, es decir, se establecera para
qué primos p se tiene solucién entera para X® =2 (mdéd p). Finalmente, dentro de
la teoria de la reciprocidad bicuadratica se presentara una notable ley de reciprocidad
descubierta por K.Burde.

Ya que en el primer capitulo una de las interrogantes es deducir el caracter cuadratico
de a modulo p, con p primo impar, entonces en el ultimo capitulo se planteara una
pregunta similar, es decir, se tratarda de deducir el caracter cuadratico de a médulo
m, con (a,m) = 1. Determinaremos también las condiciones sobre a,b,c y m para
que la ecuacién Diofantina aX? +bX + ¢ =0 (mdéd m) tenga soluciéon. En este
mismo capitulo se veran otras aplicaciones que se enfocan principalmente en la teoria
desarrollada sobre la reciprocidad cuadratica.



Capitulo 1

Reciprocidad cuadratica

1.1. Residuos cuadraticos

Definicién 1.1.1. Sean a,p € Z, con p nimero primo tal que p t a. Decimos que

a es un residuo cuadrdtico mdédulo p si existe ¥ € 7 tal que v* = a (mdd p).

En caso contrario, se dice que a no es un residuo cuadrdtico modulo p.

De aqui en adelante p y cualquier niimero primo se supondré positivo diferente del
2, al menos que se establezca de otra forma.

Definicién 1.1.2. El simbolo de Legendre, denotado por (a/p) ¢ (2)} adquiere
los siguientes valores: Y

(a) 1 si a es un residuo cuadrdtico mddulo p.

(b) —1 si a no es un residuo cuadrdtico mddulo p.

(¢) 0 sipla.

Proposicion 1.1.1. Sean F' es un campo finito con q elementos, a € F*, n € N
yd = (n,qg — 1). Entonces, la ecuacion X™ = a es soluble en F* si, y solo si
a4 = 1: y en caso de que la ecuacion X" = a sea soluble en F*, ésta tiene
exactamente d soluciones en F*.

DeEMosTRACION: En esta demostracién usaremos el hecho de que F* es un grupo
ciclico.
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Supongamos primero que X" = a es soluble en F*, es decir, existe b € F* tal que
b" = a. Luego, al4=1/4 = prla=D/d = 1 ya que d|n.

Por otro lado, supongamos que a"1/¢ = 1, y tomemos ¢ un generador de F*.
Entonces, existe [ € NU {0} tal que ¢' = a, luego ¢g'9=1/4 = gla=V/d = 1 1o cual
implica que d | [, es decir, existe ¢ € F* tal que ¢? = a. Ademds, debido a que
(n/d,q—1) = 1, tenemos que g"/¢ es un generador de F* y, por lo tanto, existe k tal

que (g™ = ¢; asi, (¢""9)? = ¢? = a, es decir, g"F = a, con lo cual demostramos
que X™ = a es soluble en F™*.

Falta por demostrar que si la ecuaciéon X™ = a es soluble en F™, entonces existen
exactamente d soluciones en F*. Una solucién es ¢*, entonces ¢gF+4a=1/4 con § =

1,2...,d son d soluciones distintas. Supongamos que g™ es solucion, entonces ¢g™" =

g*" = a, lo cual implica que existe r entero tal que mn —kn = r(g—1); por lo tanto,
-1

m—k = nL/d QT donde #i es entero, debido a que (n,q — 1) = d, es decir,

m =k + j(q¢ — 1)/d, con j entero. En consecuencia, g = gFtila=D/d — gk+ila=1)/d

para algin i € {1,2...,d} tal que j =¢ (mdd d). O

Proposicion 1.1.2. Sean a,b € Z, entonces:
(a) a”V72 = (a/p) (mdd p).

(b) (ab/p) = (a/p)(b/p).

(¢c) Sta=0b (mdd p), entonces (a/p) = (b/p).

DemosTRACION: En los tres casos, el resultado se tiene si pla o p|b; asi que podemos
suponer que pfay ptb.

Para la parte (a) tenemos, a®' =1 (mdd p), luego (a®?~1/2 4 1)(a®P~1/2 — 1) =

a?' —1=0 (mdd p), con lo cual a® /2 = +£1 (méd p) y, por la Proposicién
1.1.1, tenemos el resultado.

Para la parte (b) aplicamos el inciso anterior, (ab)®~V/2 = (ab/p) (méd p), luego

aP=V/2pe=1/2 = (gb/p) (méd p), pero como a?" /2 = (a/p) (méd p)ybP~D/2 =
(b/p) (méd p), entonces (a/p)(b/p) = (ab/p).

La parte (c) se sigue de la definicién.

Corolario 1.1.1. Hay tantos residuos como no residuos cuadraticos modulo p.
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DEMOSTRACION: Por la Proposicién 1.1.1, tenemos que a®V/2 =1 (mdd p) tiene
(p—1)/2 soluciones, entonces existen (p — 1)/2 residuos cuadraticos y, por lo tanto,
la misma cantidad de no residuos cuadraticos. 0J

Corolario 1.1.2. (—1/p) = (=1)®Y/2 ¢s decir, la ecuacion X*> = —1 (méd p)
tiene solucion si, y solo si p es de la forma 4k + 1.

DEMOSTRACION: Se obtiene de la parte (a) de la Proposicion 1.1.2. O

Corolario 1.1.3. Eziste una cantidad infinita de primos de la forma 4k + 1.

DEMoOSTRACION: Supongamos que existe una cantidad finita de primos de la forma
4k + 1. Sean py, . .., p; dichos primos, y sea p primo impar tal que p|(p; ---p)? + 1.
Entonces, (—1/p) = 1 lo cual implica que p es de la forma 4k + 1; ademds, p #
p; Vi =1,...,1, lo cual nos lleva a una contradiccion. O]

Definicién 1.1.3. Sea S ={-(p—1)/2,—(p—3)/2,...,(p—3)/2,(p—1)/2}, en-
tonces S es llamado el conjunto de los residuos principales modulo p, y
denota la cantidad de dichos residuos que sean negativos de los enteros a,2a,.. .,

(p—=3)/2)a,((p —1)/2)a.

Damos un ejemplo para la definiciéon anterior con p = 7 y a = 2. En este caso,
S={-3,-2,-1,0,1,2,3}, ademds a =2=2 (méd 7),2a =4=-3 (mdéd 7)y
3a=6=—-1 (mdd 7), por lo tanto p = 2.

Lema 1.1.1 (Lema de Gauss). Sipf{a, entonces (a/p) = (—1)*.

DEMOSTRACION: Sean 4my,...,Em_1y/2 los residuos principales de a,2a, ...,
((p — 1)/2)a respectivamente, donde los m; son positivos. Primero demostremos
que my # my si k # . Supongamos lo contrario, entonces my = my, luego ka = +la
(méd p), y como p 1 a, entonces k = +£1 (mdd p), lo cual es una contradiccién ya
que |k £ 1| < p. Multiplicando todas las congruencias ia = +m; (méd p) obte-
nemos, ((p —1)/2)!la®P=1/2 = (=1)*((p — 1)/2)! (méd p), luego a?~V/2 = (—1)¥
(méd p). Aplicando la parte (a) de la Proposicién 1.1.2 obtenemos (a/p) = (—1)*.

0

Proposicién 1.1.3. (2/p) = (—1)®*~V/8 es decir, (2/p) = 1 si, y sdlo si p = +1
(mdd 8).
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DemosTrACION: Calculemos el valor de p para p =1,3,5,7 (mdd 8). De acuerdo
a la notacién del lema anterior, tenemos {a,2a,..., ((p — 3)/2)a, ((p — 1)/2)a} =
{2,4,....,(p—3),(p—1)}. Sea 0 < m < (p—1)/2 tal que 2m < (p—1)/2 y
2(m + 1) > (p — 1)/2, entonces u = (p — 1)/2 — m; de esta forma tenemos los
siguientes casos:

): Si p = 8k + 1, se tiene que (p — 1)/2 = 4k, luego 2k = m, entonces u = 2k y
/p) =

b): Sip = 8k+3, se tiene que (p—1)/2 = 4k +1, luego 2k = m, entonces u = 2k+1
y (2/p) =

(c): Sip = 8k + 5, se tiene que (p — 1)/2 = 4k + 2, luego 2k + 1 = m, entonces
p=2k+1y (2/p)=—

(d): Sip = 8k+7, se tiene que (p — 1)/2 = 4k + 3, luego 2k + 1 = m, entonces
p=2k+2y (2/p) =1 O

(a
(2
(

Corolario 1.1.4. Eziste una cantidad infinita de primos de la forma 8k + 7.

DEMOSTRACION: Supongamos que existe una cantidad finita de primos de esta
forma; sean py, ..., p; dichos primos. Los divisores primos impares de (4p; - - - p;)? — 2
son de la forma 8%k + 1 y de la forma 8k + 7; pero no todos son de la forma 8k + 1, ya
que se contradiceria el hecho de que (4p;---p;)? —2 = —2 (mdd 8). Por lo tanto
existe un primo p de la forma 8k + 7, tal que p|(4py---p)* — 2, con p # p; Vi, lo
cual lleva a una contradiccion. 0

1.2. Ley de la reciprocidad cuadratica

En esta seccién probaremos el Teorema 1.2.1 que corresponde a las leyes que debe
de cumplir el simbolo de Legendre. Para esto, probaremos los siguientes resultados.

Lema 1.2.1. Sea n € N impar, entonces

n—1

2=yt =[] (¢Fr = ry),

k=0

donde ¢ = e2™/™ es una raiz n-ésima primitiva de la unidad.
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n—1
DemosTRACION: Tenemos que 2" — 1 = H(z — ¢"); sustituyendo z = z/y en la
k=0
n—1
ecuacion anterior, obtenemos que x" —y" = H(:z: —(*y). Ademds, —2+4nZ no es un

k=0
divisor de cero en el anillo Z/nZ, con n > 3, por lo que existe una biyeccién entre

{¢¥k=0,...,n—1} y {¢ %]k =0,...,n— 1}. Por lo tanto,

n—1

2" =yt =]z = ¢*y)
k=0
C 1424+ (n— I)H x_C y
= H ¢ (R — ¢ hy)

—H fr = (ry).

U
Si definimos f(z) = €*™* — ¢7?™% entonces f(z +m) = f(z), con m € Z. Ademés,
f(=2) = =f(2).
Proposicién 1.2.1. Sin € N impar, n > 3 y f(z) = €™ — e"*™* entonces

(n—1)/2
(68
Pl n n

DEMOSTRACION: Sustituimos x = 2™ y y = ¢~ 2™ en la ecuacién del enunciado
del Lema 1.2.1 para obtener

n—1 n—1
] —2miz wk/n 2miz —2nk/n —2miz k
f(nz) = (™ — 2 )H(er/€2 — e Fmk/ng=2 )zf(z)Hf(Z#—ﬁ).
k=1 k=1

n—k

n

Ademas, notemos que f(z + E) =f <z + E — 1) =f <z — ) Por lo tanto,
n
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Proposicién 1.2.2. Sean p nimero primo y a € Z tal que p t a. Entonces,

I (5)-() ()

k=1 p P/ s p
DEMOSTRACION: Sean +my, los valores dados en la demostracion del Lema de Gauss
(Lema 1.1.1), entonces +my = ak (mdd p), con lo cual

()= ()= ()

Por lo tanto,

Aplicando los resultados anteriores, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.2.1 (Ley de la Reciprocidad Cuadratica). Sean p y g nimeros pri-
mos impares. Entonces,

(a) (—1/p) = (=1)®P=D/2.
(b) (2/p) = (—1)®*~V/5,
(¢) (p/a)(q/p) = (1)~ D/D(a=1)/2),
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DEMOSTRACION:

Los incisos (a) y (b) ya han sido probados en la seccién anterior (Corolario 1.1.2 y
Proposicién 1.1.3). Para el inciso (¢), aplicamos la Proposicién 1.2.1 y Proposicién
1.2.2, es decir, utilizando la funciéon f, tenemos que

de manera similar obtenemos

(p—1)/2 (¢—1)/2 m / m I
(2)- [l 11 () (G-1)

l l
Tomando en cuenta que f (— — @) (— — —), obtenemos como resultado
qg P q
(12) <2> _1)(=1)/2)((a=1)/2)
q p

O

Definicién 1.2.1. Sea a,b € 7Z tales que (a,b) =1 yb > 2 impar. Sib = pips -+ P,
donde los p; son primos no necesariamente distintos, entonces definimos el simbolo

de Jacobi como (a/b) = (%) = (a/p1)(a/ps) - (a/py).

Proposicién 1.2.3.

(a) (a1/b) = (ag/b), sia; =as (mbd b).
(0) (ara2/b) = (a1/b)(az/b).

(¢) (a/bib) = (a/b1)(a/bs).

DemMosTRACION: La demostracion se sigue de las propiedades del simbolo de Le-
gendre y de la definicién anterior. O

Lema 1.2.2. Sean r,s € Z impares. Entonces,
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(a) (rs—1)/2=(r—1)/2+(s—1)/2 (mdd 2).
(b) (r*s*—=1)/8=(r*—1)/8+ (s*—1)/8 (mdd 2).
DeMOSTRACION: Probemos el inciso (a). Tenemos que (r—1)(s—1) =0 (mdd 4),

luego rs—1 = (r—1)+(s—1) (mdd 4), por lo tanto (rs—1)/2 = (r—1)/2+(s—1)/2
(méd 2).

Para el inciso (b), se tiene que (r> — 1)(s> — 1) = 0 (mdd 16), luego r?s? — 1 =
(r* = 1)+ (s* —1) (mdd 16), por lo tanto (r?s* —1)/8 = (r* —1)/8 + (s* — 1)/8

(méd 2). O
Corolario 1.2.1. Sean ry,7r9,...,7, € Z impares. Entonces,
(a) (rra-ora —1)/2= Y (r;—1)/2 (méd 2).

i=1

n

(b) (riry?---r2 —1)/8 = Z(rf —1)/8 (mdd 2).

i=1

DeEmMosTRACION: La demostracion se sigue del Lema 1.2.2 al aplicar induccién. [

Proposicion 1.2.4. Sean a,b > 2 enteros impares. Entonces,

(a) (=1/b) = (=1)0-D/2,

(b) (2/8) = (~1)@* D5,

(¢) (a/b)(b/a) = (—1){e=D/2((-1)/2)

DEMoOSTRACION: Supongamos que se tiene la descomposicién b = p;---p, y a =

q1 - ¢m, donde los p; v g, son primos no necesariamente distintos. Entonces, tenemos
que

(=1/b) = (=1/p1)---(=1/p,) = (_1)(P1—1)/2+»--+(pn—1)/2 _ (_1)(p1.,.pn_1)/2
(—1)-b/2

Por lo tanto, se tiene el inciso (a). Para (b), se tiene que

(2/0) = (2/p1) - (2/pa) = (1P D/ERHEENE = ()i D/
(_1)(172—1)/8 .
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Finalmente, para el inciso (¢) tenemos

(a/b)(b/a) I (@/p)wi/a)

1<i<n, 1<k<m
) im1 2 ke ((ri—=1)/2)((2x—1)/2)

i=1 pz_l)/Q)(Zk 1(Qk 1) /2)

1
1) iz (ri=1)/2)((q1--gm—1)/2)

)=
)
1)(22 1(pi=1)/2)((a=1)/2)
1)(6=D/2)(a-1)/2)

(=
(=
(=
(=
(=

Lema 1.2.3. Existe una cantidad infinita de primos de la forma 4k + 3.

DEMOSTRACION: Supongamos que existe una cantidad finita de primos de esta

forma, los cuales son p; = 7,p, = 11,...,p,, todos ellos diferentes de 3. Entonces
existe ¢ primo positivo de la forma 4k + 3 tal que ¢|(4p1ps - - - pn + 3), donde ademads
q # p; Vi. De aqui sigue el resultado. 0

Ahora veremos una aplicacién para el simbolo de Jacobi.

Teorema 1.2.2. Sea a € 7Z tal que a no es un cuadrado, entonces existe una infi-
nidad de primos para los cuales a no es un residuo cuadrdtico.

DemosTrACION: Por la Ley de Reciprocidad Cuadratica y el Lema 1.2.3, el resul-

tado se tiene para a = —1. Por lo tanto, suponemos que a # 0,1, —1. Ahora bien,
supongamos que Iy, (s, ..., 1, (este conjunto puede ser vacio) son todos los primos
para los cuales a no es un residuo cuadréatico y a = £2°7*, ..., p2* donde los p;

son primos distintos impares, ademés supongamos que «,, es impar. Por el Teorema
Chino del Residuo, podemos hallar b > 2 tal que

mod 8),
mod l;), para i=1,2,...,m,

SIS S =]
|
T S SR

(
(
(méd p;), para j=1,2,...,n—1, y
(méd p,), con (r/p,)=—1.

Sea b = q1q2 - - - qi la descomposicién en primos de b. Entonces, por la Proposicién
1.2.4, tenemos
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(a/b) = (2°/b)(p1/b)** (p2/b)* - - - (pn/D)*"
= (b/p1)* (b/p2)** - - - (b/py) ™
= (1/p1)™(1/p2)*2 -+ - (r/pn)"
— 1.

Por otro lado, (a/b) = (a/q1)(a/q2) - - - (a/qx), por lo que existe 1 < j < k tal que
(a/q;) = —1, con g # ly,la, ..., L.

Ahora, supongamos que «; es par Vi, é bien, posiblemente se carece de primos
impares divisores de a. Cualesquiera que sea el caso, tomemos

(@) :b=8ly -l +T7conly, -l #7,sia<0 (notemos que 31 € {l3,...,ln}), ¥
(b) :b=8ly--ln+3conly, - I, #T7, sia>0 (notemos que 11 € {ly,...,l}).

Para el inciso (a) tenemos (a/b) = (—2°/b) = (—1/b)(2/b)® = —1, luego existe
1 < j <k tal que (a/q;) = —1, con q; # 7,l1,1s,...,l,. Para el inciso (b) basta
notar que e es impar y proceder de forma similar. O

Sipy g son primos positivos impares, entonces p=¢q (méd 4) 6 p = —q (méd 4).
En base a esto, daremos una equivalencia para la Ley de la Reciprocidad Cuadratica.

Proposicion 1.2.5. Sean p y q primos distintos impares positivos y a > 1 un nime-
ro entero. Entonces, Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) (p/q) = (g/p)(=1){ - D/DUa=72);
(b) Sip=+4q (mdd 4a), entonces (a/p) = (a/q).

DEMOSTRACION: Supongamos primero que se cumple (a), y tomemos a impar. Si

p=¢q (mdd 4a), entoncesp=¢q (méda)yp+q—2=29—2=0 (mdbd 4), por
lo tanto

(a/p) = (p/a)(—1)((“_1)/2)((p_1)/2) — (q/a)(_1)((a—1)/2)((p—1)/2)
= (a/q)(—1)((“*1)/2)((1’“*2)/2)

= (a/q).

Sip=—q (mdd4a), entonces p = —q¢ (méda)y p+qg =0 (mdéd 4), por lo
tanto
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(a/p) = (p/a)(_1)((a—1)/2)((p—1)/2) - (_q/a)(_1)((a—1)/2)((p—1)/2)
= (q/a)(_1)((a—1)/2)((p+1)/2) _ (a/q)(_1)((a—1)/2)((p+q)/2)

= (a/q).

Si a fuera par, entonces p = ¢ (mdd 8), luego (2/p) = (2/q), por lo tanto (a/p) =

(a/q).

Supongamos ahora que se cumple (b). Tomemos p > ¢ y a tal que 4a = p £ ¢. Si
4a = p + q, entonces

Debido aque p+¢=0 (mdd 4), se tiene que p6¢=1 (mdd 4), de aqui se tiene
el resultado.

Si 4a = p — ¢, de forma similar que el caso anterior, obtenemos

(0)-()- (-

Debido a que p — ¢ = 0 (mdd 4), entonces p = g (méd 4), de aqui se tiene el
resultado. O

Para ilustrar este resultado tomemos p = 223y ¢ = 3, entonces 223 =3  (mod 4(11)),
luego (11/223) = (11/3) = (2/3) = —1.






Capitulo 2

Sumas cuadraticas de (Gauss

2.1. Numeros algebraicos y enteros algebraicos

Definicién 2.1.1. Se dice que un nimero complejo o es un numero algebraico
si existe un polinomio f € Q[X], no cero, tal que v es raiz de f.

Se dice que un nimero complejo w es un entero algebraico si existe un g € Z[X]|
monico tal que w es raiz de g.

Proposicién 2.1.1. Sir € Q es un entero algebraico, entonces r € 7.

C 7’ . J—
DEMOSTRACION: Sea r = p un nimero racional, con (¢,d) =1,y X" + b X" ! +

n n—1
-+ b, € Z[X] tal que <§) + by <§) + -+ b, = 0. Multiplicando por d" la
igualdad anterior, obtenemos que ¢ + by 'd +- -+ +b,d" = 0, luego d | ¢, y como

(¢,d) =1, entonces d = +1, por lo tanto r € Z. O

Definicién 2.1.2. Sea V' C C no vacio. Decimos que V' es un modulo sobre Q,
o simplemente Q-maodulo si existen elementos v1,7vs, ..., € V tales que

!
V= {Zﬁ%‘ | ri,re, ..., 1y GQ}

i=1

Si V' es un Q-mdédulo generado por los elementos 71,7, . .., 7, entonces escribimos
esta condicién por V' = (y1,72,...,7). Notemos que, en estas condiciones, V' es un
espacio vectorial sobre Q de dimensién finita.
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Proposicién 2.1.2. Sea V. = (v1,72,...,m) un Q-mddulo, y sea o € C tal que
ay €V, Vy € V. Entonces, a es un numero algebraico.

DemosTrACION: Como ay; € V, Vi = 1,2,...,1, existen a;1,a;9,...,a; € Q tales

1
que ay; = Z a;j7y;. Luego, det(a;; — d;;a0) = 0, donde 6;; es la delta de Kronecker.

=1
Desarrollando el determinante notamos que « satisface un polinomio ménico de
grado [ con coeficientes en Q. Por lo tanto, a es un nimero algebraico. ([

La siguiente proposicion es un resultado bien conocido.

Proposicion 2.1.3. El conjunto de nimeros algebraicos forma un subcampo de C.
DemosTRACION: [2], Chapter V, Section 1, Theorem 1.14, pag. 238. O

Exactamente el campo de los niimeros algebraicos es la cerradura algebraica de

Qen C.

Definicién 2.1.3. Sea W C C no vacio. Decimos que W es un modulo sobre 7,
o simplemente Z-mddulo, si existen elementos V1,72, ..., € W tales que

l
W= {de | dy,dy,....d ez}.
=1

Proposicion 2.1.4. Sean W un Z-modulo y w € C tal que wy € W, ¥y € W.
Entonces, w es un entero algebraico.

DEMOSTRACION: La demostracion es similar a la de la Proposicién 2.1.2. O]

Proposicién 2.1.5. El conjunto de enteros algebraicos forma un subanillo de C.

DEMOSTRACION: Sean oy 3 enteros algebraicos. Veamos que a3 y v+ 3 son enteros
algebraicos. Sean f, g € Z[X]| polinomios ménicos, con grad(f) = n y grad(g) = m,
tales que f(a) =0y g(8) =0.Si f(X) = X"+ a, 1 X" '+ -+ + ag, entonces
fla) =a"+a,_1a" ' +---+ag = 0. Sea W el Z-médulo generado por los elementos
a3, con0<i<ny0<j<m. Puesto que a" = —a,_1a" ' —a, 20" % —- - —aqg
(una expresién similar se puede obtener para ™ utilizando el polinomio g), se tiene
que afa’f € Wy (a+ B)a’B’ € W. Asi pues, tenemos que el resultado sigue de

la Proposicion 2.1.4. O
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En lo sucesivo, denotaremos por €2 al anillo de enteros algebraicos, el cual es una
extensién de Z. Ademas, si wi,ws,y € (2, entonces decimos que w; es congruente
con w,; mddulo 7, si existe a € €2 tal que w; —ws = ay, lo cual escribiremos wy = wo
(mdéd 7). Es facil verificar, al aplicar la Proposicién 2.1.1, que si wy,wq,y € Zy v # 0,
entonces a € Z.

Proposicion 2.1.6. Sean wi,wy € €2, y sea p € Z un numero primo. Entonces,
(w1 +w2)P =W +wh  (méd p).

DeMoOSsTRACION: Tenemos que

b —i
(w1 +w2)P = (i)w’f Wy -

1=0

hS]

Para obtener el resultado, basta notar que p| (f) parai=1,...,p— 1,y que € es un
anillo. 0

2.2. El caracter cuadratico de 2

En el capitulo anterior, demostramos que (2/p) = (—1)(”2‘1)/ 8 con p € Z primo
impar, en esta parte presentaremos otra demostracion de dicha igualdad.

f f V2 V2
2

Sean ¢ = €*™/8 y 7 = ( 4+ (7! notemos que ( = — + —iy (! = i

entonces 7 = /2. Ademas, podemos expresar
7P — 72A=1)/2) - — 9((p=1)/2)

Puesto que ¢, (7! € Q, se tiene que

P+ P =202 (méd p)
(2/p)7  (méd p).
Supéngase que p = +£1  (mdéd 8). Debido a que ¢® = 1, se tiene que (P + (P = 1.

Por otro lado, si p = +3 (mdd 8), como (3 = —(~! y (73 = —(, entonces tenemos
que (P 4+ (7P = —7. Por lo tanto,

(=)@ =V/82 = (2/p)7  (méd p),

lo cual implica que
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(—1)®* D22 = (2/p)r®  (méd p),

es decir
2(—1)PD/8 =2(2/p)  (méd p)
y, en consecuencia,

(_1)(192—1)/8

(2/p) (méd p).

2.3. Sumas cuadraticas de Gauss

Hagamos ¢ = €2>™/? con p primo impar. Ademés, todas las sumas consideradas seran
de cero a p — 1.

p—1
Lema 2.3.1. Se tiene que Z (“=psia=0 (méd p), en caso contrario tendre-
t=0

p—1
mos que ZC‘” = 0.
t=0

DEMOSTRACION: Sia =0 (mdd p) entonces (* = 1 para todo t, luego Z ¢ =p.
t

Por otro lado, si @ Z 0 (mdd p), entonces (* # 1, ademds (¢* — 1) (Z C“t> =

t

¢"? —1 =0, por lo tanto >, (* = 0. O

Lema 2.3.2. Se tiene que Z(t/p) =0, donde (t/p) es el simbolo de Legendre.
t

DemosTRrACION: Se sigue del hecho de que hay tantos residuos como no residuos

cuadraticos médulo p (ver Corolario 1.1.1). O
p—1

Definicién 2.3.1. Bajo las notaciones anteriores, g, = Z(t/p)(“t es llamada una
=0

suma cuadrdtica de Gauss. Ademas denotemos g := g1 = Z(t/p)(t.
t
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Proposicién 2.3.1. Tenemos que g, = (a/p)g.

DEMOSTRACION: Sia =0 (méd p), entonces g, = 0, por el lema anterior. Por lo
tanto, g, = (a/p)g. Si a # 0 (mdd p) entonces at recorre el sistema de residuos

méd p, luego (a/p)ga = (a/p)) (t/p)¢*" =D (at/p)¢™ = (z/p)¢* = g. Por lo

t t T

tanto, g, = (a/p)g. O

Proposicién 2.3.2. Se tiene la relacion g* = (—1)®=1/2p,

DEmMosTRACION: Para esta demostracion tenemos que desarrollar E Jalg—q de dos

a
formas distintas.

Para el primer desarollo, tenemos que si a = 0, entonces g,9_, = 0. En caso contrario,
tenemos que g.9-o = (a/p)g(—a/p)g = (—1/p)g* = (—1)P~V/2¢2 por lo tanto
> guga = (~1)2(p — 1),

Para el segundo desarrollo, tenemos que

Gag-a = X _(2/P)C Y (/P = > (&/p)(y/p)¢" Y,

T Y

entonces

D Gag-a=Y_> > (x/p)(y/p)¢Y
=> > (z/p)(y/p) [Z C“(”‘y)]

y debido a que x —y =0 (mdd p) siy sdlo si z =y, se tiene que Y, (*@¥ =0 si
z#y,y >, (4" Y =psiz=y. Por lo tanto,

Zgag—a = Z(tQ/p>p = (p — 1)p

a t

Igualando ambos desarrollos, tenemos (—1)®~1/2(p —1)g> = (p — 1)p, y despejando
g? obtenemos el resultado. O

Enseguida demostraremos la ley de la reciprocidad cuadrética, la cual asegura que
(r/9)(a/p) = (—1)((1’_1)/2)((‘1_1)/2), con p y g primos impares.
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(=)= pla=D/2 = 2(@=D/2 g (méd q) (Por la Proposicién 2.3.2)
9

= (¢/p)g (mdd q), (Por la Proposicion 2.3.1)

con lo cual

<_1)((P—l)/Q)((q—l)/Q)p(q—l)/QQQ = (q/p)g2 (méd q),
donde g% = (—1)®=1/2p; luego,

(_1)((1?—1)/2)((q—1)/2) (a-1)/2 = (

p q/p) (mdd g),

en consecuencia,

(—1){ =MD (p/g) = (¢/p)  (md q).
Por lo tanto, (p/q)(q/p) = (—1)(P=1/2a=1)/2)

2.4. Signo de las sumas cuadraticas de Gauss

Si p es un primo positivo impar, por la Proposicién 2.3.2, tenemos g% = (—1)®=1/2p,
es decir,

_)=P 6 D sip=1 (mdd 4);
7= —iy/p 6 iy/p sip=3 (mdd 4),

por lo que en esta seccién determinaremos cudl es el signo de g.

(r—1)/2
Proposicion 2.4.1. Se tiene que H (¢t @R — (L )P=D/2) 0 donde

k=1
C — €2m'/p‘
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p—1
DEMoOSTRACION: Debido a que X? — 1 = H(X — ("), tenemos que
k=0
p—1
prl_i_XP*2_i_..._|_X_|_1:1_[<)(_Ck)7
k=1
el cual es un polinomio irreducible sobre Q[X]. Tomando X = 1, se tiene que
p—1
p = H(l — ¢*). Veamos primero que {£+(4k —2) | k = 1,2,...,(p — 1)/2} es un
k=1

conjunto completo de representantes no cero médulo p. Supongamos que p | £(41—2)
paraalgunl € {1,2,...,(p—1)/2}; debido a que (4l—2) < 2p, se tiene que p = 41—2,
es decir, 2|p lo cual es una contradiccion. Ademsés, si (4/—2) = £(4dm—2) (mdd p),
tenemos los siguientes dos casos:

(a): (4l —2)—(4m—2)=4(l—m)=0 (mdd p)
(b): (Al —2)+ (4m —2)=4(l+m—-1)=0 (mdd p)

Puesto que |l — m|, |l + m — 1| < p, para el primer caso obtenemos que | = m, y
para el segundo caso surge una contradiccion.

Usando lo anteriormente demostrado, obtenemos

p-1 (p—1)/2
p=1[0-¢"= (1= ¢ -
k=1 k=1
(p—1)/2
— H <C7(2k71) . C2k71)<<-2k71 . C7(2k71))
k=1
(p—1)/2
— (_1)(19—1)/2 H (21— C—(Qk—l))2
k=1
O
Proposicion 2.4.2.
(p—1)/2 . .
H (%1 - C—(zk—n) _ VP sip=1 (méd 4);
P iy/p sip=3 (méd4)
(p—1)/2
DEMOSTRACION: Basta analizar el signo de H (¢%=1 — ¢~ Para ello, note-
k=1

mos que
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(p-1)/2 ,
H CQk 1 —(2k— 1)) i(P—1/29(p—-1)/ H sen———— 4k_2)
k=1

T < 2r parak = (p+3)/4,...,(p —

Sip =1 (méd4), entonces 7 <
p

(p—1)/2 (4]{:_2)

1)/2, luego el signo de H sen es (—1)®=D/4 Por lo tanto el signo de

k=1 p
(p—1)/2
jo-D290-02 T cep =T
k=1 p
(Z')Z(p—l)/4(_1)(p—1)/4 — (_1)(p—1)/2 = 1.
. , 4k — 2
Sip =3 (méd4), entonces 7 < T < 2rpara k = (p+5)/4,...,(p —
p
(p—1)/2
4k — 2
1)/2, luego el signo de H senu es (—1)P=3/4 Por lo tanto, el signo de
p
k=1
(p—1)/2
o020 T N C L
k=1 p

(Z')(P—l)/2(_1)(p—3)/4 — i(—l)(p_3)/4(—1)(p_3)/4 =

0
Proposicién 2.4.3. Sean f(z Zan/n‘ 2"y og(z Zb /nl 2" series de
potencias con a, y b, enteros, tales que pla; para i = 1, 2 ..,p — 1. Hagamos

ch 2", entonces parat =1,2,....,p—1, ¢, = p(A;/By), con Ay y By

enteros tales que p1 By.

DeMosTrACION: Notemos que ¢; = Z (ar/r!)(bs/s!), parat = 0,1.... Debido a
r4+s=t

que t < p, entonces r < py s < p, luego pla,, pero p{r!y p1s!. Por lo tanto existe

A; y By enteros tales que ¢; = p(Ay/By) O

Proposicion 2.4.4. Sip es un primo positivo impar, entonces

_ p—1 . _ \/1_9 S p= 1 (méd 4);
(t/p)¢ {i\/p sip=3 (méd 4).

t=0
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p—1 (p—1)/2
DEMOSTRACION: Definamos f(x) = Z(t/p)xt —€ H (=1 — gP= (k=1 donde
t=0 k=1

€ es el signo de g. Por lo tanto, basta demostrar que ¢ = 1.

Notemos que f(1) = 0 y por la Proposicién 2.4.2, f(
oPt 4P 2 4+ ..+ 2+ 1 es irreducible en Q[z] y g(¢
igual forma tenemos que x — 1| f(x). Por lo tanto g(x)(z — 1) = 2P — 1| f(z), ya que
g(x) y x — 1 son primos relativos. Luego existe h(z) € Q[z] tal que,

¢) = 0. Debido a que g(z) =
) = 0, entonces g(x)|f(x). De

f(x) = (2" = Dh(x); (1)

y debido a que f(z), h(z) € Z[x] son ménicos, entonces h(z) € Z. Luego, tomando
x = e€” en (1), tenemos

p-1 (p—1)/2
St/ —e T (0 — @) 2 @7 _ng(e). ()
t=0 k=1

Notemos ademas que,

o2 (2h=1) _ 2(p—(2k-1)) _ Uk —p—2)2+ Z (2k—1)"—(p—(2k—1)) o

n!
n=2

Entonces el coeficiente del término zP~1/2 del lado derecho de (2) esta dado por,

p—1 (p—1)/2
+=1)/2
(t/p) (CE [T @x-p-2)
1=0 k=1

y por la Proposicién 2.4.3 tenemos que el coeficiente del término zP~1/2 del lado
izquierdo de (2) esta dado por, p(A/B), con Ay B enteros, tal que p 1 B. Entonces,

pzi Hr-1)/2 <p1_1[)/ 2
t/p T o — € (4k —p —2) = p(A/B),
= DR

y multiplicando por B((p — 1)/2)!, obtenemos
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p-1 (r-1)/2
St/ =e((p-1)/2)0 [ @k —p—2) (méd p)
t=0 k=1
p—1 (p—1)/2
(t/p)t/p)=e2-4---(p—1) J] (2k—1) (méd p)
=0 k=1
(p—1D=elp-1! (médp)
—1=¢€(p—-1) (modd p)
y finalmente por el Teorema de Wilson tenemos que —1 = —e (mdéd p), por lo

tanto € = 1.
O



Capitulo 3

Sumas de (GGauss y sumas de Jacobi

3.1. Caracteres multiplicativos

Denotemos por [, al campo finito de p elementos.

Definicién 3.1.1. Un caracter multiplicativo en F, es una funcion x : F," —
C* tal que x(ab) = x(a)x(b).

Un ejemplo de este tipo de funciones es el simbolo de Legendre (a/p), y el caracter
multiplicativo trivial definido como €(a) = 1 para todo a € F,".

También, podemos extender un caracter multiplicativo a todo I, de la siguiente
forma: si x # €, entonces x(0) = 0, en caso contrario ¢(0) = 1.

Notemos que x(1) = x(1-1) = x(1)x(1), entonces x(1) = 1. Por otro lado, sia € F,”,
entonces a?~! = 1, y aplicando y obtenemos que x(a)?~' = x(1) = 1, es decir, x(a)
es una rafz p — 1-ésima de la unidad. Ademés, 1 = x(a"ta) = x(a7!)x(a), luego
x(a™t) = x(a)~!. Todo esto se resume en la siguiente proposicién.

Proposicion 3.1.1. Sean x un caracter multiplicativo y a € F,". Entonces,
(a) x(1) = 1.

(b) x(a) es una raiz p — 1-ésima de la unidad.

() x(a™") = x(a)™" = x(a). m
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Proposicion 3.1.2. Sea x un caracter multiplicativo. St x # €, entonces Z x(t) =0.
t

En caso contrario, Z e(t) =p.
t

DEMOSTRACION: Si x # €, entonces existe a € F," tal que x(a) # 1. Denotemos por
T = Z X (1); entonces,
t

W(@)T =3 x(at) = T.

ya que at recorre todo el sistema de residuos méd p. Por lo tanto, T" = 0. No es
dificil demostrar que Z e(t) = p. O
t

El conjunto de caracteres multiplicativos en [F, forma un grupo con la siguiente
operacién: si x y A son caracteres multiplicativos en [F,, entonces xA es tal que
xA(a) = x(a)A(a). Ademss, la identidad es € y x~! es tal que x~!(a) = x(a)™".

Proposicién 3.1.3. El grupo de caracteres multiplicativos en F), es ciclico de orden
p— 1. Ademds, si a € F," y a # 1, entonces existe un caracter multiplicativo x tal

que x(a) # 1.

DEMOSTRACION: Sea g € F," un generador de F,”, entonces definimos el caracter
multiplicativo A tal que A(¢gF) = e2™*/®=1) para k = 1,2,...,p — 1. Asi, notemos
que cualquier caracter y estd unicamente determinado por la imagen de g.

Demostremos primero que A es el generador del grupo de caracteres multiplicativos.
Si x es un caracter arbitrario, entonces existe [ € {1,...,p — 1} tal que x(g) =
e2mil/ (=1 v como A (g) = A(g') = 2™/~ tenemos que y = \; ademds, es facil
notar que \ es de orden p — 1.

Ahora, demostremos la segunda parte de la proposicion. Como a # 1, entonces existe
le{l,...,p—2} tal que a = ¢', por lo tanto A\(a) = A(g') = e2™/(P=1) £ 1. O

Corolario 3.1.1. Sia € F,*, con a # 1, entonces Z x(a) =0, donde la suma es

X
sobre todos los caracteres en [F,.

DEeMoOSTRACION: Denotemos T = Z x(a) y tomemos A dado en la demostracién
X

de la Proposicién 3.1.3, entonces A(a) # 1y A(a)T = Z Ma)x(a) = Z Ax(a) =T.
X X

Por lo tanto, T' = 0. 0]
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Proposicién 3.1.4. Sia € F,", n | (p — 1) y la ecuacion X™ = a no es soluble,
entonces eziste un caracter multiplicativo x tal que x(a) # 1 y x™ = €.

DeMosTRACION: De nuevo, sean g y A dados en la demostraciéon de la Proposicion
3.1.3, entonces existe | € {1,...,p — 2} tal que a = g¢'; ademéds, n { | ya que
de lo contrario la ecuacién X™ = a serfa soluble. Demostremos que A?~D/™ es el
caracter que estamos buscando. Notemos que A?~D/" es de orden n y, ademds,
AP=D/n(q) = \p=D/n(gl) = e2mil/m £ 1 ya que n 1 L.

O

Sia € F, y m € N, denotemos por N(X™ = a) al nimero de soluciones de la
ecuacion X™ = a.

Proposicién 3.1.5. Sia € F, yn | (p — 1), entonces N(X" = a) = Z x(a),

X"=e
donde la suma es sobre todos los caracteres tales que X" = €.
DEMOSTRACION: Denotemos por T = Z x(a) vy sea xy = AP~U/" Entonces,
X' =€
€,% X2, ..., x" ! son todos los caracteres de orden dividiendo a n. Para el caso a = 0,

el resultado el facil de obtener. Para el caso a # 0, y suponiendo que X" = a es solu-

ble, se tiene que existe b € F," tal que b" = a, luego T' = Z x"(a) = Z (") = n,
k=1 k=1
por lo tanto "= N(X™ = a). Ahora, supongamos que X™ = a no es soluble, enton-

ces a # 1; luego, por la Proposicién 3.1.4, sabemos que x(a) # 1 y X" = ¢, entonces
n+1

x(a)T = x(a) Zxk(a) = Zx(a)xk(a) = Zxk(a) =T, por lotanto T'=0. [

Como caso especial, notemos que 2 | (p — 1) y los dnicos dos caracteres de orden
diviendo a 2 son € y (a/p) (simbolo de Legendre). Por lo tanto, N(X? = a) =

1+ (a/p).

3.2. Sumas de Gauss

Enseguida daremos una generalizacion de las sumas cuadraticas de Gauss. Recorde-
mos que las sumas son de 0 a p — 1, y que ( = e2™/P con p primo impar.
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Definicién 3.2.1. Sean x un caracter multiplicativo y a € F,,. Entonces, definimos

ga(Xx) = Zx(t)f‘” la cual es llamada suma de Gauss en F, perteneciente al

t
caracter .

Denotemos gy (x Z x ()¢ por g(x).

Proposicién 3.2.1. Sean x un caracter multiplicativo y a € F,. Entonces,

(a) go(x) =p six =€ ya=0.

(0) ga(x)
() galx) =0six#eya=0.
(€) 9a(x) = x(a™")g(x) si x # € ya#0.

DemMosTRACION: No es dificil demostrar los primeros tres incisos. Asi que nos en-
focaremos en el iltimo inciso. Tenemos que

Por lo tanto, g.(x) = x(a~")g(x)- O

Proposicién 3.2.2. Si x # ¢, entonces |g(x)| = \/p-

DeMOSTRACION: Para esta demostracion, tenemos que desarrollar Z 9a(X)9a(x)

a
de dos formas distintas.

Para el primer desarollo tenemos que si a = 0, entonces go(x)go(x) = 0. En caso
contrario, tenemos que ga(X)ga(x) = x(a~)g(x)x(a")g(x) = 90)g(x) = lg00I*.
Por lo tanto, » ~ ga(x)9a(x) = (p = D]g(0) .

Para el segundo desarrollo tenemos que
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Zx C”Zx C“y—ZZx X()¢re,

con lo cual

> 9a(X)gal ZZX x(y)¢ ey
Y Y @) [z <a<w>] |

Debido a que z —y = 0 (mdd p) si y sélo si x = y, entonces Z(“(r_y) =0 si
TFY,y ZCQ(L” = p si x = y. Por lo tanto,

> 9a(X)gal ZX x(t)p = (p— )p.

Igualando ambos desarrollos, tenemos que (p — 1)|g(x)|> = (p — 1)p, y despejando
|g(x)| obtenemos el resultado. ]

A manera de observacién tenemos:

ZX ‘(va que x(=1) = x"'(=1) = £1)

= x(—l)g(x)g(x‘l)-

Es decir, g(x)g(x™!) = x(—1)p. Ademés, si tomamos Y que sea el simbolo de Le-
gendre, tenemos que g*> = (—1)®~/2p el cual ha sido probado con anterioridad.

3.3. Sumas de Jacobi

Definicién 3.3.1. Sean x y A caracteres multiplicativos en IF,,. Entonces, definimos
J(x,A) = Z X(a)A(D), la cual es llamada suma de Jacob.

a+b=1



28 Capitulo 3. Sumas de Gauss y sumas de Jacobi

Teorema 3.3.1. Si x y A son caracteres multiplicativos no triviales, entonces
(a) J(e€) =p.

(b) J(e, )

(e) J(x ) = —X(—l)-

(

9009\
d) Si x\ # €, entonces J(x,\) = sN)

DemosTtrACION: No es dificil demostrar los primeros dos incisos. Para el inciso (c¢)
tenemos que

Joox™) = D xla)x ') = za:x(a)x‘l(l —a)
= > xla)x (1ia>
- Tal)

a, a#l

entonces

c
Ademas, si c € F),, ¢ # —1 y definimos a = T e = ¢, por lo tanto
c

> (i) = X w@=-x-

a, a#l c, c£—1

Para el inciso (d), tenemos que

= 2 @R M= 3 @M =2 D X

t zt+y=t

Para t =0,

D @AW = D x(@A) =D x(@)A(—x) = AM=1) > xA(x) =

T+y=t z+y=0

Para t # 0, existen x’ y 3/ tales que 2't =z y y't =y, luego

dox@AWCE = > X@HAYHC = xABC Y x(@)A()

Tty=t Tty t=t o' +y'=1

= XA T(x, )



3.3. Sumas de Jacobi 29

Por lo tanto, g(x)g(A) = > _ XA T(x, A) = g(xA) T (x, A)- O

Corolario 3.3.1. Si x y A son caracteres multiplicativos tales que x\ # €, entonces

706 A = v
DemosTrRACION: Del inciso (d) del Teorema 3.3.1, tenemos

~1g0ollgN)]

A= goor VP

Consideremos la ecuacién X2 + Y? =1 en F,,. Entonces,

NX?+Y?=1)= ) N(X*=a)N(Y*=0b)
a+b=1

= > (1+(a/p)(1+ (b/p)

=p+> (a/p)+ ) _(b/p)+ > (a/p)(b/p)

=p+ J(x,x) (donde x es el simbolo de Legendre)
=p—x(=1) (yaquex=x")

=p—(=1/p)

=p— (_1)(1171)/2

es decir,sip=1 (mdd 4), entonces N(X?+Y?=1)=p—1,ysip=3 (mdd 4),
entonces N(X?+Y?=1)=p+1.

Ahora, consideremos la ecuacién X2 + Y3 =1 en F,. Entonces

NX*+Y?=1)= ) N(X’=a)N(Y*=0).

a+b=1

Sip=2 (mdd 3), entonces N(X? = a) = 1 para toda a € F,, ya que (3,p—1) = 1;
por lo tanto, N(X? +Y3 =1)=p. Sip=1 (mdd 3), entonces 3 | (p — 1). Sea
X un caracter multiplicativo de orden 3, entonces e, y, x? son todos los caracteres
multiplicativos de orden diviendo a 3. Por lo tanto,
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+ Z x(a)x*(b) + Z X (a)x*(b)
=p+J0x. x) + 03 X) + 06 + ()
=p+J06x) — X (=1) = x(=1) + J(x*, x*)
=p+Jx.x) — 2+ JO XD,

1

va que x(—1) = x(=1)® = x3(=1) = ¢(=1) = 1; pero como x*> = x~ ! =¥, se tiene

que

NXP+Y?)=1)=p+J00x) =2+ I3 X)) =p— 2+ 2ReJ (X, X).

Por lo tanto [N(X? +Y? = 1) — (p — 2)| < 2[J(x,x)| = 2/p, lo cual nos indica
que para valores muy grandes de p tendremos muchas soluciones de la ecuacién. De
hecho, siempre se tienen al menos seis soluciones debido a que N(X3 =1) =3y
N(z?=0)=1.

Para p > 19, se tienen mds de seis soluciones, ya que N(X3+Y3 =1) > p—2-2\/p=
(VP — 1)2 — 3 > 6. Mds adelante demostraremos que para p = 7 6 p = 13 sélo se
tienen seis soluciones.

Proposicién 3.3.1. Si p =1 (mdd 4), entonces existen enteros a y b tales que
a’>+0?> =p. Sip=1 (méd 3), entonces existen enteros a y b tales que a®> —ab—+b* =

p.

DeMOSTRACION: Para el primer caso, tenemos que 4 | (p — 1), luego existe un
caracter multiplicativo y en I, de orden cuatro, es decir, x(F,) = {0,1, —1,, —i},
asi que existen enteros a y b tales que J(x,x) = a + bi. Por lo tanto, aplicando el
Corolario 3.3.1, tenemos que |J(x, x)|* = a®+b* = p. Para el segundo caso, tenemos
que 3 | (p — 1), entonces existe un caracter multiplicativo x en F, de orden tres, es

. 1 V-3
decir, x(F,) = {0,1,w,w?} donde w = €2™/3 = 3 + ¥ tomando en cuenta

que w? = —1 — w, entonces existen enteros a y b tales que J(x,x) = a + bw. Por lo
tanto, |J(x, x)|* = a®* — ab+ b* = p. O
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Proposicién 3.3.2. Sin | (p— 1) y x es un caracter multiplicativo de orden n,
entonces

g()" = x(=DpJ (x, x)J (0, X% - - T (6 X" 72).

DEMOSTRACION: Por el Teorema 3.3.1, tenemos que g(x)* = J(x, x)g(x?) y, mul-
tiplicando esta iltima igualdad por g(x) y empleando de nuevo el Teorema 3.3.1,

tenemos que g(x)* = J(x, x)9(x*)g(x) = J0x, x)J (0, x*)g(x*)-

Continuando con el proceso anterior, obtenemos que

g)" =TI - TG X T g(T;

multiplicando por g(x) y tomando en cuenta que x"~' = x~!, concluimos que

9" = J0G)T06X) - TG X" g Hg(x)
= x(=D)pJ(x, )T (¢, %) -+ J(x, X" 72).

La ultima igualdad es debido a que anteriormente demostramos que si A # € es un
caracter multiplicativo, entonces g(A\)g(A™!) = A(—1)p. O

Corolario 3.3.2. Si x es un caracter multiplicativo cubico , es decir, un caracter
de orden tres, entonces g(x)* = pJ(x, X)-

DeMosTRACION: Basta reducir el resultado de la Proposicién 3.3.2 para el caso
n = 3, y tomar en cuenta que

O

Proposicién 3.3.3. Sip =1 (mdd 3), x es un caracter multiplicativo cibico y
J(x,X) = a+bw, con a yb enteros, entonces a =—1 (méd 3) yb=0 (mdd 3).

DemosTrACION: Empleando congruencias en el anillo de enteros algebraicos obte-
nemos,

g(x)* = [Z X(t)Ct] = X" =D e(t)* =1 (méd 3).

¢ 140 140
Entonces, g(x)®> = pJ(x,x) = J(x,x) = -1 (mdéd 3), es decir,

a+bw=-1 (méd 3).
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De forma analoga, se demuestra que g(x™')® = —1 (mdéd 3), luego g(x1)? =
pJx ' x) =J(x,x) = -1 (mdd 3), es decir,

a+bw=-1 (mdéd 3).

Restando las dos congruencias, obtenemos b(w —@) =0 (mdd 3), luego by/—3 =0
(méd 3); elevando al cuadrado obtenemos, —3b* =0 (md6d 9), por lo tanto 3 | by,
del hecho que a + bw = —1 (mdd 3), obtenemos que a = —1  (mdéd 3). O

Corolario 3.3.3. Sean A =2a—b y B =b/3. Entonces, A=1 (méd 3) y 4p =
A% +27B%

DeEMoSTRACION: Debido a que a = —1 (mdd 3) y b = 0 (mdd 3), se tiene que
2a—b=1 (méd 3).

Para la segunda parte, tenemos que p = |J(x, x)|* = a® — 2ab + b?, luego 4p =
(2a — )2 + 3b% = A? + 27B2. 0

Teorema 3.3.2. Si p = 1 (méd 3), entonces existen enteros A y B tales que
dp = A% + 27B?, y si pedimos que A =1 (mdd 3), entonces A estd determinado
de forma tinica. Ademds, N(X? +Y3=1)=p—2+ A.

DeMoOSTRACION: La existencia se desprende de la Proposicion 3.3.3 y del Corola-
rio 3.3.3. Si A =1 (mdd 3), entonces la unicidad de A esta determinada por la
Proposicién 4.2.7, por lo tanto A = 2a — b.

Ademds, previamente establecimos que N(X? +Y? = 1) = p — 2 + 2ReJ(x, X),
con y caracter cibico en F,. Entonces 2ReJ(x,Xx) = 2a — b = A, por lo tanto
NX3+Y3=1)=p—-2+ A O

Debido a que 4-7 =12 +27-12, y que 4-13 = (=5)?+27- 13, por el Teorema 3.3.2,
concluimos que N(X? + Y3 = 1) = 6 para p = 7 6 p = 13. Adem4s, previamente
demostramos que N(X? + Y3 =1) > 6 para p > 19.

Tlustremos el teorema anterior con otro ejemplo. Debido a que 4 - 31 = 42 + 27 - 22,
entonces N(X? + Y3 = 1) = 33 para p = 31.
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3.4. Mas sobre sumas de Jacobi

A manera de genaralizar las sumas de Jacobi, se tiene la siguiente definicién.

Definicién 3.4.1. Sean x1,X2,...,X; caracteres multiplicativos en F,. Definimos
la suma de Jacobi (generalizada) como:

T X x) = Y, xa(t)xa(ta) -+ xlh).

t1+to+-+t;=1
Ademds, definimos

Jolxuxa, - x) = Y xa(t)xa(t) - xa(t).

t1+to+-+t;=0

Proposicion 3.4.1. Se tienen las siguientes propiedades:
(a) Jo(e,6,....€) = J(e,€6,...,¢) =pt.

(b) Si algunos pero no todos de los x; son triviales, entonces

JO(X17X27 o 7Xl> = J<X17X27 cee >Xl) = 0.
(c) Sixi # €, entonces

J(X Y X)_ 07 St Xl"'Xl#e;
0 1 X2y -5 X1) — .
xi(=D(@—1)J(x1, X2 -5 Xi-1), i X1 X = €.

DeMosTRACION: Para la parte (a), si tomamos ¢y, ts,...,t,_1 de forma arbitraria,
entonces t; estd unicamente determinado bajo la relacién t; +t5--- + ¢, = 0, por lo
tanto Jo(e,€,...,¢) =p'~t

Para la parte (b), supongamos que y; = €, entonces

Joxtxa -0 = > xat) - xiea(tio)e(t)

t1+--+t;=0
= Z Xi1(t1) - xi—1(ti-1)
= le(t1)> (Z XQ(tQ)) e Z Xi-1(ti-1)

I
o
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ya que no todos los y; son triviales. De forma analoga, se puede demostrar que
J(XbX?) s 7Xl> = 0.

Para la ultima parte, tenemos que

Jo(xs Xas -5 x1) = Y xals) > x1(t1) -+ xa-1(fi-)

tittottt_1=—s

Como x;(0) = 0, el primer término de la suma anterior se anula. Tomemos s # 0,
luego existe t, tal que t; = —st, con i =1,2,...,] — 1. Entonces

Z X1(t1) - xi—1(ti-1) = x1 - - Xi-1(—5) Z x1(ty) - xi—a ()

ti+to+tt_1=—s Btyttt =1
= X1 Xi—1(=D)x1 - xi-1(8) S (X1, - -, Xi—1)-

Por lo tanto

Jo(xt X2 --xa) = D xuls)xa - X (=)xa - xi-1(8) T (xas - - xam1)

s#0
=x1 X1 (=1)J(x1, - xa-1 ZXI “Xi—1xa(8)-
s#0
Sixi---xi # € entonces Y x1---xi—1xi(s) = 0, por lo tanto Jo(x1, X2 - -, x1) = 0.
s#0
Sixi---xi =€, entonces xi - - xi—1(—1) yZX1 “xi—1xi(s) =p—1, de
s#0
aqui se sigue el resultado. 0
Teorema 3.4.1. Sean x1, Xo, - .., X; caracteres multiplicativos no triviales tales que

X1X2 - - X1 # €. Entonces,
9(x1)g(x2) - 90a) = J(xa, xas - - x0)gaxz - xa) -

DEMOSTRACION:
Tenemos,

9(x1)g(x2) - 90x) = (Z xl(tl)(“) (Z XQ(t2)gf2) (Z m(h)(“)
- ZCS< Z Xl(tl)X2(t2)---xl(tl)> )

s t1+to+-+t;=s
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Para s = 0, tenemos Z X1(t1)x2(t2) - - - xi(t;) = 0, por la Proposicién 3.4.1.
t1+to+--+t;=0

Para s # 0, existe ¢, tal que t; = st, con i =1,2,...,[. Entonces,

Yo xalt)xe(t)-xalt) =xxe-xa) D xalt)xe(th) ().

tit+to+-+i=s )t 4t =1

Luego,

9(x1)g(x2) - g(x) = Z ¢ ( Z X1 (t)xz(t2) - 'Xl(tl))

ti+ta+-+t=s

- ZXlXQ---Xl(s)CS Z x1(t)xe2(ts) -+ xa(t)

s#40 1t oot =1

=glaxz - x)J(xa, X2 -5 x0)-

Corolario 3.4.1. Sean x1, X2, - - -, X1 caracteres multiplicativos no triviales tales que
X1X2 -+ X1 = €. Entonces,

9(x1)g(x2) - 9(x) = xa(=)pJ (x1, X2, - - -5 X1—1)-

DeEmMosTRACION: Debido a que x1x2---Xi—1 # €, entonces aplicamos el Teorema
3.4.1 para obtener,

Q(Xl)g(X2) o ‘Q(Xl—l) = J(Xb X2 - aXl—l)g(X1X2 T Xl—l);

multiplicando la ecuacién anterior por g(x;), y debido a que g(x1x2- - xi—1)9(x1) =
xi(—1)p, tenemos

g(x1)9(x2) - 90a-1)9(xi) = J(xa, x2, - - - xim1)9(xaxz - - - xi-1)9(x1)
= Xl(—l)PJ(Xth, . 7lel)-
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Corolario 3.4.2. Tomando las mismas hipotesis del corolario anterior tenemos,

J(X17X27 SR 7Xl) - _Xl(_l)‘](X17X27 B 7Xl—1>‘
(Sil =2 tomemos J(x1) =1.)

DemosTRACION: Desarrollando g(x1)g(x2) - g(x;) de la misma forma que en el
Teorema 3.4.1, obtenemos

g(x1)g(x2) - 9(x) = Jo(x1, X2 x0) + T (X1 xr - xa) D¢
0

Tomando en cuenta la ultima parte de la Proposicion 3.4.1, el Corolario 3.4.1 y que

ZCS = —1, se tiene que
t£0

Xl(_l)pJ(Xb X2y 7Xl—1) - Xl<_1)<p_]-)<](X17 X2 - 7Xl—1)+J<X17 X2 .- 7Xl)<_1)

El resultado se tiene despejando el término J(x1, X2, .-, X1)- Wl
Teorema 3.4.2. Sean x1, X2,..., X1 caracteres multiplicativos no triviales. Enton-
ces,

(@) Six1x2- X1 7 €, entonces

JO(Xl’X2"“’Xl) =0 Yy "]<X1ax27'--7Xl)‘ :p(l_l)Z.

(b) St x1X2 X1 = €, entonces

’JO(Xb X2+ ’Xl)‘ = (p o 1)p(l/2)71 ) |J(X17X27 s JXl)’ = p(l/2)71'

DemosTrACION: El resultado se obtiene combinando la Proposicion 3.4.1, el Teo-
rema 3.4.1, el Corolario 3.4.2 y tomando en cuenta que |g(x)| = /p con x # e.
0

Ahora, apliquemos los resultados establecidos para las sumas de Jacobi, calculando
el niimero de soluciones de la ecuacién X7 + X2+ ---+ X7 =1 en F,.

Denotemos por N al nimero de soluciones de dicha ecuacién y por x al simbolo de
Legendre. Entonces,
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N= > NX7=t)NX;=t) - NX} =t)

t1+to+-+t=1

= > (T xt)(A+x(t2) - (1+ x(1))

t1+to++t=1

=p' '+ Z x(t)x(t2) -+ x(t)

ti+ta+-+t=1
=p TGN - X) -
—_—

| veces

Por el Teorema 3.4.1, tenemos que si [ es impar, entonces

JOGX - x) = g0) ™
—_—

| veces

(9002
12 (D)2

= ((—1)e-V/2p)

— (—1)(@=D/2-1/2)

P02,

Si [ es par, por el Corolario 3.4.2, tenemos que

JOGXs - x) = —x(=1) J(X: X -+ -5 X)
— —_—
| veces I—1 wveces

— _(_1)(17—1)/2(_1)((p—1)/2)((l—2)/2)p(l—2)/2
- _(_1)((p—1)/2)(l/2)p(l—2)/2
— _(_1)((10*1)/2)(1/2)]9(1/2)*1.

Lo anterior se puede resumir en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.4.2. Sil es impar, entonces
N =pi=! 4+ (=1)(@-D/2=1D/2) p(-1)/2
Si 1 es par, entonces

N = =1 — (=1)(=D/20/2) 021,






Capitulo 4

Reciprocidad cubica y
bicuadratica

4.1. El anillo Z|w]

En este capitulo trabajaremos con el anillo D = Z[w|, donde w = — = + es una

2 2

raiz cubica primitiva de la unidad. Este anillo claramente es un dominio entero; mas
aun, veremos en seguida que es un dominio de ideales principales y, por lo tanto, un
dominio de factorizacién tnica, al probar que es un dominio euclideano con norma
N : D — NU{0} dada de la siguiente forma

N(a+bw) = (a+ bw)(a + bw) = a® — ab + b?,
donde la barra indica conjugacién compleja.
Es facil probar que si «, § € Z[w]|, entonces N(a) = 0 si, y s6lo si o = 0; y que
N(apf) = N()N(f).
Proposicién 4.1.1. Z[w] es un dominio euclideano con la norma antes propuesta.

DemosTRACION: La funcién norma es tal que N : D — {0} — N, por lo tanto
demostremos que

(a): N(aB) = N(a) si @, 8 #0.
(b): Si , 5 € D, B # 0, entonces existen p,y € D tales que

a=pB+vy,dondey=0 6 N(B) > N(v)
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El inciso (a) no es dificil de demostrar. Para el inciso (b), hagamos St dw, con

c y d reales. Entonces, tomemos que p = a + bw, donde a y b son los enteros mas
proximos a ¢ y d, respectivamente. De esta forma tenemos que v = a— pf3. Si y # 0,
tenemos

N(v) = N(a—pﬁ):N(ﬁ)N(%_ )

= N(B)N(c+dw — (a+ tw));

1
puesto que |c¢ —al, |[d —b| < 3 obtenemos que

N(3) G + }1 + i) > N(B)N(c+dw — (a+ bw)) = N().

Por lo tanto N(3) > N(7). Con esto concluimos que D es un dominio euclideano.
U

Proposicién 4.1.2. Sea o € D. Entonces, a es una unidad si, y solo si N(a) = 1.
Ademds, las tinicas unidades en D son 1, w,w?, —1, —w y —w?.

DeEmMosTRACION: Hagamos o = a + bw, con a y b enteros. Supongamos primero que
N(«) =1, es decir, aa = 1. Debido a que @ = (a — b) — bw € D, tenemos que « es
una unidad en D.

Ahora, supongamos que « es una unidad, entonces aa~! = 1, con o~ € D, luego
N(aa™) =1, por lo tanto N(a) = 1.

Finalmente, si a + bw fuese una unidad, entonces N(a) = a? — ab + b* = 1, luego
4 = (2a — b)? + 3b?, por lo tanto se tienen dos casos:

20 —b=+1 y b= 41,

20 —b=+2 y b=0.

Después de evaluar todas las posibilidades, concluimos que a+bw = 1, —1, w, —w, 1+
w,—1 —wy, comow?+w+1=0,entonces 1 +w=—-w?y —1—w=w? O

Debido a que los elementos primos en D y en Z son distintos (por ejemplo, 13 =
(44 w)(3 —w)), entonces nos referiremos a los primos en Z como primos racionales
y a los primos en D simplemente como primos.
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Proposicién 4.1.3. Si 7 es un primo en D, entonces N(m) = p 6 p*, con p primo
racional. Si N(m) = p entonces ™ no estd asociado con ningin primo racional. Si
N(m) = p* entonces ™ y p son asociados.

DEMOSTRACION: Supongamos que N(w) = nm = n, con n > 2, entonces existe
p primo racional tal que 7 | p, luego existe v tal que p = 7; esto implica que
p? = N(m)N (7). Por lo tanto, si v fuera una unidad, entonces N () = p?, con 7y p
asociados. Si v no fuera una unidad, entonces N(v) = N(7) = p; ademas, si 7 fuera
asociado con ¢ primo racional, entonces p = N(7) = ¢, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto, m no esta asociado con ningin primo racional. O

Proposicién 4.1.4. Sea 7w € D tal que N(m) = p, con p primo racional. Entonces,
T es primo.

DeEMoOsSTRACION: Si 7 no fuera primo, entonces existirian vy y p tales que m = ~p,
con N(v) > 1y N(p) > 1. Por lo tanto, N(w) = N(y)N(p) = p, lo cual es una
contradiccion. O

Proposicién 4.1.5. Sean p y q primos racionales. Si ¢ =2 (méd 3), entonces q
es primo en D. Sip =1 (méd 3), entonces existe m primo en D tal que N(m) = p.
Ademds, 3 = —w?(1 —w)?.

DEMOSTRACION: Supongamos que ¢ no es primo, entonces existen v y p tales que

q=p,con N(v) > 1y N(p) > 1. Luego, ¢> = N(v)N(p) y, por lo tanto, N(vy) = q.
Ademas, si escribimos v = a + bw, entonces

@ —ab+ 1 = N(y) =g,

lo cual implica que 4q = (2a —b)?+3b?, o equivalentemente, ¢ = (2a—b)> (méd 3).
Luego, necesariamente ¢ = 0, 1 (mdd 3). Lo cual contradice que ¢ =2 (mdd 3).
Por lo tanto, ¢ es primo en D.

Por otro lado, calculemos (—3/p). Tenemos que

<_?3) _ (%1) (g) _ (—1)e-Dr2 (g) (—1)(G=D/2(E-1/2
-(0)-()-

Luego, existe a € Z tal que a> = —3 (mdd p), por lo tanto existe b € Z tal que



42 Capitulo 4. Reciprocidad ciibica y bicuadratica

pb=0a*+3=(a+vV-3)(a—V-3)=(a+1+2w)(a—1—2w).

Si p fuera primo que divide a (a+1+2w) 0 a (a — 1 —2w), entonces 2/p € Z, lo cual
es absurdo. Por lo tanto, existen 7 y «y tales que p = 77y, con N(7) > 1 N(v) > 1; en
consecuencia, N(m) = p. Ademas, por la Proposicién 4.1.4, tenemos que 7 es primo.

Para la tltima parte, puesto que X?+ X +1 = (X —w)(X —w?), sustituyendo z = 1,
obtenemos que

3=(1-w)(1-w?)=1+w)(l-w)?

Tomando en cuenta que w? +w + 1 = 0, se tiene que 3 = —w?(1 — w)? Aplicando
normas en la tltima igualdad, tenemos que 9 = N (1—w)?, por lo tanto N(1—w) = 3.
O

4.2. Anillos de residuos

Sean «, 3,7 € D, entonces tenemos que o« = [ (médd ) si existe § € D tal que
a— [ =n70.

Proposicién 4.2.1. Sea 7 € D primo. Entonces D/nD es un campo con N ()
elementos.

DEMOSTRACION: Sea a € D tal que a@ € wD, entonces demostremos que « +
7D € D/mD tiene inverso. Como (o, ) = 1, entonces existen (3, v € D tales que
af + 7y =1, es decir, af =1 (méd 7), por lo tanto (o + 7D)™' = 3+ 7D.

Supongamos primero que N(m) = ¢, entonces 7 y ¢ son asociados, por lo tanto
7D = ¢D. Demostremos que {a +bw | 0 < a < q, 0 < b < ¢} es un conjunto
completo de representantes de las clases médulo ¢. Sea y = m + nw, entonces
existen r,s,z,y € Z tales que m =rqg+syn =xq+y con 0 < s,y < ¢, luego
m+ nw = rq + xqw + s + yw, por lo tanto m + nw = s+ yw (méd ¢). Ademaés si
a+bw=d+Vw (médq)con0<a,b,ad, b <q,entonces q|(a —a')+ (b—V)wy
debido a que |a —d'|, |b— V| < ¢, entonces a =a’ y b="V".

Ahora supongamos que N(w) = p. Probemos que {0,1,...,p — 1} es un conjunto
completo de representantes de las clases médulo 7. Sea 7 = a + bw y p = m + nw.
Como p = a®—ab+b?, entonces p 1 b, luego existen r, s € Z tales que rb+sp = 1, luego
nrb+nsp = n. Entonces p — nrm = m —nra+ nspw, luego p = m—nra (méd 7).
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Ademés existe 0 < ¢t < ptal quern—nra =t (mdd p), luego m—nra =t (méd ),
por lo tanto g =t (mdd 7). Supongamos que r =1’ (mdd 7) con 0 < 7,7’ < p,
entonces r — ' = 7y, luego (r —7')? = pN(v), por lo tanto r = r’. O

Proposicién 4.2.2. Seaw primo y « tal que 7 { o, entonces V™~ =1 (méd 7).

DeMoOSTRACION: Basta notar que el grupo multiplicativo de D/7D es de orden
N(m)—1. O

Si m es un primo tal que N(m) # 3, entonces 1,w,w? pertenecen a clases distintas.
Supongamos que 1 = w (mdd 7), entonces existe v tal que 1 —w = 77, lo cual
implica que 1 —w y 7 son asociados, es decir, N(m) = 3, lo cual es una contradiccién.
De modo similar se demuestra que 1 # w? (méd 7) y que w # w?  (mdd 7).

Notemos ademds que {1 + 7D,w + mD,w? + mD} es subgrupo ciclico de (D/mD)*,
entonces 3|N(m) — 1.

Proposicién 4.2.3. Si 7 es un primo tal que N(m) # 3 y « tal que 71 «, entonces
aWm=D/3 = ym  (méd 1) con m = 0,1 6 2.

N(m)—1

DemosTrACION: Como 7|a — 1 y tomando en cuenta que

QN1 _ | = (o(N®-D/8 1) (N3 _ ) (q(N@-1/8 _2)

Entonces 7 divide sélo a uno de los tres factores. Esto prueba la proposicion. 0

Definicién 4.2.1. Si N(w) # 3, entonces el caracter ciubico de o« modulo w
estd dado por:

(a) (a/m)s =0 si 7|a.

b) (a/7)3 = N®=D/3  (méd 1) con (a/7)s = 1,w,w?.

Proposicion 4.2.4.

(a) (a/m)3 =1 si, y sélo si 2° = a (mdd ) es soluble, es decir, a es un residuo
cubico.

(b) N1 = (a/m)3  (méd 7).

(¢) (aB/m)s = (a/m)s(B/m)s.
(d) Sia=p (méd 7), entonces (a/m)s = (G/7)3.
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DemosTRACION: La parte (a) se deduce de la Proposicién 1.1.1 y la parte (b) se
obtiene de la definicién anterior.

Para otro lado, para (c), si 71 af (el caso 7|af es evidente), entonces

(aﬁ)(N(w)fl)/i% = oWNm=D/35N(m-1)/3 = (a/7)3(3/m)s  (méd 7)
Entonces (af/7m)s = (a/7)3(f/m)3 (mdd 7). Porlo tanto (af/m)3 = (a/m)3(5/7)3.

Para la parte (d) tenemos que oN™=1/3 = gWWm=1/3  (méd ), luego (a/m)s =
(B/m)s (méd ), por lo tanto (a/m)3 = (5/7)s. O

De aqui en adelante emplearemos la siguiente notacion: x,(«) = (a/7)s.

Proposicién 4.2.5.

2m 2

DeMOSTRACION: Notemos que w™ = w?” com m = 0, 1,2, entonces x.(a) = x(a)
y, por la parte (c) de la proposicién anterior, tenemos que x,(a)* = x,(a?).

Por otro lado, como a™(M=1/3 =y (a) (méd ), entonces a¥N™M=1/3 = y (a)
(mdéd 7), por lo tanto x,(a) = x=(@).

O

Corolario 4.2.1. Sea q primo racional tal que ¢ = 2 (mdd 3) y n € Z tal que
q1n, entonces x,(@) = x4(a?) y x4(n) = 1.

DeMosTRACION: La primera parte resulta de combinar los dos resultados de la
proposicién anterior. De igual forma para la segunda parte, ya que xz(n) = x,(n)?,
y por lo tanto x,(n) = 1. O

Definicién 4.2.2. Se dice que m € D es un elemento primario si es primo y
ademds m =2 (méd 3).

De acuerdo con la definicién anterior, tenemos equivalentemente que si m = a + bw,
entonces m es primario si, y sélo si es un primo tal que a = (méd 3) y b =0
(mdd 3).

Proposicién 4.2.6. Sea m € D primo. Si N(m) # 3, entonces m tiene un sdlo
asociado que es primario. Si N(mw) = 3, entonces ™ no es primario.
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DeMosTRACION: Primero demostremos que por lo menos alguno de los asociados
de 7w es primario. Hagamos m = a + bw, entonces sus asociados son:

Los posibles valores de a y b son a = 0,1,2 (méd 3) y b = 0,1,2 (méd 3). Se
descarta el caso a =b =0 (mdd 3), ya que 3 1 7. También se descartan los casos
a=-b=+1 (méd 3)yaque N(7) =a*—ab+b* %0 (méd 3). Analizando los
casos restantes podemos encontrar un asociado de m que es primario.

Para demostrar la unicidad tomemos a + bw primario, es decir, a = 2 (méd 3) y
b=0 (méd 3), basta analizar los asociados restantes para notar que ninguno de
ellos es primario.

Para la tltima parte. Si 7 fuera primario entoncesa =2 (méd 3) yb=0 (mdd 3),
entonces 3=a?—ab+ 0> =1 (mdd 3), lo que es una contradiccién. O

Proposicién 4.2.7. Sea p =1 (méd 3) un primo racional, entonces existen en-
teros A y B tales que 4p = A% + 27B2%. Ademds, las unicas soluciones para 4p =
X2427Y2 son X =+A,Y = +B.

DEMOSTRACION: Sea T = a -+ bw primario tal que N(7) = a® —ab+b* = p, entonces
hagamos A = (2a—b) y B = b/3 para obtener 4p = A?+27B* con A=1 (mdd 3).

Supongamos ademds que existen enteros C'y D tales que 4p = C? +27D?, entonces
hagamos d = 3D y ¢ = (C + d)/2 para obtener 4p = (2¢ — d)? + 3d?, es decir,
p=c®>—cd+ d? por lo tanto a = ¢ + dw es primo en D con N(a) = p.

Debidoaqued =0 (méd 3), entonces a 6 —a es primario; denotemos este elemento
primario como +a. Por lo tanto, ta =1 =a+bw 6 £a =7 = a — b — bw, luego
C=+Ay D=+B. O
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4.3. Prueba de la ley de la reciprocidad cubica

Sea m primo tal que N(m) = p =1 (mdd 3), entonces existe un isomorfismo ¢ :
D/nmD — Z/pZ tal que o(r + mD) = r + pZ para r = 0,1,...,p — 1. Entonces
podemos considerar a X, como un caracter cibico de Z/pZ =TF,, .

Recordemos ademas que si x es un caracter cubico de IF,,, entonces:

(a)

9(x)* = pJ(x, x)-
(b) Si

J(x,x) = a+bw entonces a = —1 (m6d 3) y b=0 (mdd 3).

Tomando en cuenta que J(x, x)J(x,x) = p, por el inciso (b) tenemos que J(x, x)
es primario.

Proposicién 4.3.1. Sean k € N y p € Z primo tales que p — 1t k, entonces

—_

.
t* =0 (mod p).
t

Il
=)

DEmMosTRACION: Denotemos por 1T' = E t*. Sea ¢ un generador de F,”, entonces

teF,
G*T = Z(gt)k = Zsk =T.
teF, s€lfp
Por lo tanto T' = 0, ya que g* # 1. 0J

Proposicién 4.3.2. Sean m € N y p primo tales que 2m < p — 1, entonces

p—1
W1 -t)"=0 (médp).
t=0

DEMOSTRACION:

Tenemos,
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p—1
Ademds, por la proposicién anterior, tenemos que ZtQm’l = 0 (mdéd p) para
=0
[=0,1,....,m
p—1
Por lo tanto, Z mT1-t)"=0 (méd p). O
t=0

Proposicién 4.3.3. Sea 7 primario tal que N(mw) = p, entonces J(Xx, Xx) =T

DemosTRrACION: Por la proposiciéon anterior tenemos

p—1
Ty X)) = Y ()PDB(1 =)D (méd )
=0
=0 (mod )
Entonces 7|J(Xx, Xx) ¥, por lo tanto, J(xx, Xx) = 7. 0

Como consecuencia inmediata de la proposicién anterior, tenemos el siguiente:

Corolario 4.3.1. g(x.)® = pr. O

Teorema 4.3.1 (Ley de la Reciprocidad Cubica). Sean m y my primarios ta-
les que N(my), N(me) # 3 y N(m) # N(ms), entonces

X1 (7T2) = Xmy (7-(1)-
DemMosTrACION: Dividamos esta demostracién en tres casos.
y To = @2, donde ¢; = ¢ =2 (mdd 3).

=1 (m6d3)ym=qg=2 (mdd 3).
=p1y N(m) = pg,donde p; =ps =1 (mdd 3).

=
(b) ()
1)

El primer caso se obtiene por el Corolario 4.2.1.

Para el segundo caso denotemos m = 7, entonces:
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g0xa)” = g(xa)* TV 3g(xx)
= (pm) @ Vg (xx)
= Xq(pm)g(Xx) (mdd q)
= Xq(m)9(xx) (m6d q) , ya que x,4(p) = 1.

Adems4s
90xx)” —Zx T (méd q).

Dado que ¢> =1 (mdd 3), por la Proposicién 3.2.1, tenemos en el anillo de enteros
algebraicos que

g(XW)qQ = Z Xﬂ(t>cq2t (méd Q>
= X«(q7%)g(xx) (méd q)
= X~(@)9(xx) (mdd q).

Igualando ambas expresiones para g(x,,)q2 obtenemos

Xq(M)g(Xx) = X=(2)g(X=) (mdd q),

lo cual implica que

Xa(M)9(Xx)9(Xx) = Xx(@)9(X=)g(xx) (mdd q),
y de qui que

Xq(m)p = x=(q)p  (méd q).

Asi que, existe ¢+ di entero algebraico tal que (x,(7) — xx(q))p = (c+di)q. Ademés
¢ — di también es un entero algebraico, por lo tanto (¢ + di)(c — di) = ¢* + d? es un
entero algebraico.

Luego,

N(xq(m) = xx(0))P* = N((xq(m) = Xxx(q))p) = N((c + di)q)
=(+d)q¢ .

Debido a que N(x,(7)—xx(q)) = 06 3, entonces ¢?+d? € Q, por lo tanto ¢*+d? € Z.
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Con esto obtenemos que ¢ | N(xq(m) — xx(q)), luego x4(7) = xx(q).

Para el tercer caso, hagamos v; = 7 y 2 = T2, donde 1 y 2 también son primarios.
De forma similar al caso anterior, tenemos que

IO )P = Xmo (0171)9(X,)  (mbd 72)

(X)) = X3 (03)9(x,)  (m6d py)
luego X, (P171) = X (P3).

De igual forma, se tiene que X, (P2m2) = X, (P3)-
Ademds, por la Proposicién 4.2.5, tenemos que X, (p3) = X (D2)-

En consecuencia,

Xt (T2) X (D171) = X, (72) X, (1)
= Xm (72)X7T1 (p2)
= Xm (P2T2) = X (p%) = X, (T1P171)
= Xz (1) Xy (P171)-

Eliminando x,(p171) obtenemos el resultado. O

Teorema 4.3.2 (Suplemento de la Ley de la Reciprocidad Cubica). Sea 7 pri-
mario tal que N(mw) # 3. Sim=a+bw, con a =3m —1, entonces x(1 —w) = w?™.

Para obtener la demostracion de este teorema, se desarrollaran los resultados perti-
nentes para su obtencion.

Definicién 4.3.1. Sea a € D no cero y no unidad tal que 3 1 N(«), con o =
1T+ - T SU descomposicion en elementos primos, y sea 3 € D tal que (o, 5) = 1.
Entonces, definimos

Xa(ﬁ) = Xm (5))(#2 (5) T Xﬂ'n(ﬁ)'

Si v es una unidad, entonces escribimos xo () = 1 para toda € D.
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En base a esta definicién, enunciamos la proposiciéon siguiente que determinan algu-
nas propiedades, las cuales son faciles de obtener.

Proposicion 4.3.4.
(@) Xa(B) = xa(B), st =3 (méd a).

(D) xa(B) = xar(B), si a y & son asociados.
(€) Xa(B7) = Xa(B)xal7)-
(d) Xy (B) = Xa(B)x+(9)- m

Proposicién 4.3.5. Sea a € Z tal que a # 0,1,—1 y 3 { a, entonces a se puede
descomponer en elementos primarios salvo signo.

DEMOSTRACION: Sea a = £pip2 -+ Psqiqa - - - G, con p; y ¢; primos positivos en Z,
tales que p; =1 (méd 3) y ¢; =2 (mdd 3). Entonces,

a = EmT T+ TsTsq1qa "+ Gt
donde 7; es primario tal que N(m;) = p;. O

Para la siguiente proposicién notemos que si a,b € Z, entonces (a,b) =1 en Z si, y
sélo si (a,b) =1 en D.

Proposicién 4.3.6. Sean a,b € Z tales que 31a y (a,b) = 1. Entonces xq(b) = 1.

DemosTRrACION: El resultado se tiene para a = 1, —1. Entonces, supongase que
a==Ep1pa---Psqiqa - - - G, con p;, ¢; primos positivos en Z tales que p; =1 (méd 3)
y ¢; =2 (mod 3). Entonces,

Xa(0) = Xp1 (D) -+ - Xpo (0) X1 (D) - - - X (D)

Por el Corolario 4.2.1, tenemos que X, (b) = 1. Ahora demostremos que x,, (b) = 1.
Dado que p; = m;7;, con m; primo, se tiene por la parte (b) de la Proposicién 4.2.5
que

Xpi(b) = Xﬂ’z(b)xﬂ‘ﬁ(b) = Xm(b)Xm(b) =L
Por lo tanto x,(b) = 1. O
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Lema 4.3.1. Sean ry,ry,...,1ry € Z tales que ry =19 = --- =1, = 1 (mdd 3).
Entonces

rirgeory—1  rp—1  reg—1 ry — 1
3 3 3

(méd 3).

DeEmMosTRACION: Ver el Lema 1.2.2 y Corolario 1.2.1 para demostraciones similares.

Proposicién 4.3.7. Sea m € D primario y a € 7Z tales que N(w) = p = 1
(méd 3), a=2 (mdd 3) y pta. Hagamos a = 3m — 1, entonces

DeMoOSTRACION: El caso a = —1 se obtiene del hecho de que y.(—1) = 1.

De acuerdo con la Proposicion 4.3.5, a = w7y - - - 7., donde los 7; s son primarios.
Ademas, la condicién p t a nos garantiza que N(m;) # p. Aplicando la ley de la
reciprocidad cibica, obtenemos

Ahora demostraremos la parte (b). El caso a = —1 es evidente, entonces expresemos
a = Epip2---Psqiq2 - - ¢, con lo cual

Xa(w) = Xp1 (w) - Xps (W)Xth (w) - *Xa (w).
Ademas p; = m;7;, con m; primo. Luego
X (@) = X, (W)X (W) = W@ DBLE=D/B — (,EI-D/3

Por lo tanto

a(w) = w® D/ B0/ D/3 a1/

PTpiai--ai—1)/3

— =1/
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= =m (méd 3).

Entonces, tenemos que a = 3m — 1, con lo cual a? — 1 = 9m? — 6m; luego,

a?—1

3

=3m*—2m = -2m (méd 3)
=m (méd 3)
0J

Finalizamos la demostraciéon del suplemento de la ley de la reciprocidad cibica con
la siguiente proposicion.

Proposicién 4.3.8. Sea m € D primario tal que N(m) = p =1 (méd 3), 7 =
a+bw, cona=3m—11yb=3n. Entonces:

Q

)(p—1)/3=-=2m+n (mdd 3).

DemosTRACION: Para la parte (a) tenemos,
p=a’—ab+b*=(3m—1)> — (3m — 1)(3b) + (3b)*

=—-6m+3n+1 (méd?9).

Por lo tanto (p —1)/3 = —2m +n (mdd 3).

Para la parte (), aplicando la Proposicién 4.3.6 y Proposicién 4.3.7 obtenemos

= Xa(bw), ya que 7 = bw (mdd a)
= Xa (b)x (w)

Para la parte (c¢), notemos que w(a + b) = —a(l —w) (mdd 7), entonces tenemos
que



4.3. Prueba de la ley de la reciprocidad cibica 53

Xﬂ(w)XTl'(a/ + b) - Xﬂ'(_a)Xﬂ'(l - w)a
que de acuerdo con el inciso (b)

w(Pfl)/?’Xﬂ_(a + b) = meﬂ—(l — w)

pero por el inciso (a)

w2ty (a4 b) = W™ (1 — w).
Por lo tanto,

Xx(a+b) = WX (1 — w).
Para la parte (d), notemos que 7 = a(l —w) (méd a + b), entonces
Xa+b<7r) = Xa+b<a)Xa+b(1 - w)?
aplicando la Proposicién 4.3.6 obtenemos
Xa+(T) = Xats(1l — w),
asi que,
YXaio(T) = Xass((1 —w)?) , por la Proposicién 4.2.5

= Xa—l—b(_gw)

= Xa+b(W)

= ™™  por la Proposicién 4.3.7.
Por lo tanto,

Xa—i—b(ﬂ) _ w2(m+n).
Para la parte (e), ayundandonos de la Proposicién 4.3.7, tenemos
Xr(a+b) = Xats(T) = WQnXﬂ(l —w) = W)

Por lo tanto x.(1 — w) = w*™. O

Para completar la demostracion del suplemento de la ley de la reciprocidad ctbica,

suponemos ahora que m = ¢q € Z, con ¢ = 3m — 1. Entonces
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Xq(1—w) = xq((1 - W)Q)
= Xq(—3w) = Xg(w) = ™.

2m

Por lo tanto x,(1 —w) =w

4.4. Otra prueba para la ley de la reciprocidad
cubica

Emplearemos la teoria sobre sumas de Jacobi para dar una demostracién alterna de

la ley de la reciprocidad ctubica.

Si 7 es primario, tal que N(7) =p =1 (mdéd 3) y ¢ =2 (mdd 3) es un primo
racional, entonces por el Corolario 3.4.1 tenemos

g(Xﬂ>q+1 :pJ( Xy ooy X )

q veces

Empleando el hecho que g(x,)® = 7p, tenemos

(p) Y = pT(Xry -+ Xr)

con lo cual
m DB @DE = J (s Xa)-
Por otro lado, J( Xxy---s Xx ) = =(t1) -+ - xx(ty). Supongamos que t; =
(Xm--sXx ) D> Xalt) - Xalty). Supongamos que ty
q veces tittatttg=1
ty =--- =1, =1/q, entonces

Xr(t1) - Xx(tg) = xx(a7)T = x2(q7")? = x=(0).

Supongamos ahora que t; = to = --- = t;, con 1 < s < ¢, y los restantes sean
distintos a pares, entonces la cantidad de ¢-tuplas que se pueden generar con estos

elementos es (?) (g — s)!, el cual es miltiplo de g.

Si los elementos i, ...,t, fueran todos distintos a pares, entonces la cantidad de
g-tuplas seria ¢!.

Por lo tanto J(Xr, .-, Xx) = X«(¢) (méd q), luego
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Aat1)/3,(a-2)/3 —

p Xx(q) (méd q),

elevando a la ¢ — 1 tenemos que

7_‘_(q2—1)/3p(q_1)(q_2)/3 = X7r<q)q_1 (méd q)

con lo cual

p@-1/3 = Xx(q) (méd q),

vaque p? ' =1 (méd ¢). En consecuencia,

Xq(7) = Xx(q) (mdd g),
es decir, x,(m) = x=(q)-

Si m, mo son primarios tales que N(m) = p1 v N(m) = pa, con p; = po

1

(méd 3) y, ademds, T = 71 y T2 = Y2 entonces, por el Teorema 3.4.1, tenemos que

g(le)m = g(X%)J( Xyis -+ Xm )v
~———

p2 veces

o equivalentemente

9<X71)p271 = J(Xns- - X )-
Un analisis similar al anterior nos muestra que

J(X'yu e 7X71) = X%(p;) (méd po).

Ademas g(x+, P27t = g(xq, )27 Y/3 = (y1p1)P271/3 por lo tanto

()™ = X0, (p")  (méd pa),

Xz (11P1) = X, () (m6d 72).
Por lo tanto,

X (V1D1) = X (p%)

Similarmente se demuestra que ., (Tap2) = X (P?)-

De esta forma obtenemos las mismas dos igualdades que hallamos al final de la
demostracion del teorema de la reciprocidad cubica, obteniéndose asi que x,(m) =

X (1)
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4.5. El caracter cubico de 2

Enseguida veremos para qué elementos primarios , se tiene que x,(2) = 1. Sig =2
(méd 3) es un primo racional, con ¢ # 2, entonces x,(2) = 1.

Proposicién 4.5.1. Sea 7 = a + bw primario, con N(r) =p =1 (mdd 3). En-
tonces, x»(2) =1 si, y sdlo si a es impar y b es par.

DemosTrACION: Por la ley de la reciprocidad cibica tenemos

X (2) = xao(m) = aWVADB =7 (méd 2).

Por lo tanto x,(2) =1si, ysélosimt=1 (méd 2). O

Proposicién 4.5.2. Sea p =1 (mdd 3) un primo racional tal que p = 7T, con
7 = a+bw primario. Entonces, X* =2 (méd p) es soluble en Z si, y sdlo si existen
C y D € Z tales que p = C* + 27D?.

DEMOSTRACION: Supongamos primero que 3 = 2 (méd p) es soluble, entonces
Xx(2) = 1, luego a es impar y b es par. Ademés 4p = (2a — b)? + 3b%, entonces
definimos C' = (2a — b)/2 y D = b/6 para obtener p = C* + 27D?.

Por otro lado, si existieran C'y D € Z tales que p = C?+27D?, entonces 4p = (2C)?+
27(2D)?, luego por la unicidad de la tltima expresién tenemos que b/3 = £2D, es
decir, b es par y por lo tanto a es impar, luego X® = 2 (7) es soluble. Debido a que

{0,1,...,p— 1} es un sistema completo de representantes de D /7D, entonces existe
h € Z tal que h* =2 (méd 7), luego (h® — 2) = 7w\ para algiin A € D; tomando
normas obtenemos que p|(h® — 2), es decir, X* =2 (mdd p) es soluble. O

Por ejemplo, para p = 7,p = 13 y p = 19 no exite solucién para X3 =2 (mdd p).
Para p = 43 tenemos 43 = 4% + 27, luego 20° =2 (mdd 43).

4.6. Reciprocidad bicuadratica

En esta parte trabajaremos en el dominio D = Z[i] el cual tiene una norma dada
por N(«a) = aa. Esta norma hace de D un dominio euclideano y, por lo tanto, un
dominio de factorizacién tnica.
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Proposicién 4.6.1. D = Zl[i] es un dominio euclideano con la norma antes pro-
puesta.

DEMOSTRACION: La funcién norma es tal que N : D — {0} — N, entonces demos-
tremos que

(a): N(0B) > N(a) si 0, 6 £ 0.
(b): Sia,B € D, 3 +#0, entonces existen p,y € D tales que

a=pB+7,dondey =006 N(3) > N(v)
El inciso (a) no es dificil de demostrar. Para el inciso (b), hagamos % =c+di € C,

entonces tomemos p = a + bz, donde a y b son los enteros mas préximos a ¢y d
respectivamente. De esta forma tenemos que v = a — p3. Si v # 0, tenemos

N(v) = N(a—pﬁ):N(ﬁ)N(%_ )

= N(B)N(c+dw — (a+ tw));

1
puesto que |¢ —a, |[d — b| < 3 obtenemos que

1 1

N(B) (Z+Z> > N(B)N(c+dw— (a+bw)) = N(v).

Por lo tanto N() > N(7). Con esto concluimos que D es un dominio euclideano.
U

Proposicién 4.6.2. Sea o € D. Entonces, a es una unidad si, y solo si N(a) = 1.
Ademds, las unicas unidades en D son 1,—1,1 y —i.

DemMosTRACION: Hagamos oo = a + bi, con a y b enteros. Supongamos primero que
N(a) =1, es decir, aa = 1. Como @ = a — bi € D, entonces « es una unidad en D.

1

Ahora supongamos que « es una unidad, entonces aa™! = 1, con a~! € D, luego

N(aa™) =1, por lo tanto N(a) = 1.

Finalmente, si a + bi fuese una unidad, entonces N(a) = a* + b* = 1, por lo tanto
a=1,-1,i,—1i. O

Debido a que los primos en D y en Z son distintos (por ejemplo 13 = (3+2i)(3—21)),
entonces nos referiremos a los primos en Z como primos racionales y a los primos
en D simplemente como irreducibles.
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Proposicién 4.6.3. Sea m € D irreducible, entonces N(m) = p 6 p?, con p primo
racional. Si N(m) = p entonces m no estd asociado a ningin primo racional. Si
N(m) = p* entonces ™ y p son asociados.

DemMosTRACION: La demostracién es similar a la dada en la Proposicién 4.1.3. [

Proposicién 4.6.4. Si w € D tal que N(m) = p, con p primo racional. Entonces
es irreducble.

DeMosTRACION: La demostracion es similar a la dada en la proposicion 4.1.4.  [J

Proposicién 4.6.5. Sean p y q primos racionales. Si ¢ = 3 (mdd 4), entonces
q es primo en D. Sip =1 (méd 4), entonces existe m € D irreducible tal que
N(rm) =p. Ademds, 2 = —i(1 +1)2.

DEMOSTRACION: Supongamos que ¢ no es primo, entonces existen v y p tales que
g = vp, con N(y), N(p) > 1. Luego, ¢ = N(y)N(p) v, por lo tanto, N(v) = ¢.
Ademss si escribimos v = a + bi, entonces

N®)=a*+b"=0,162 (méd 4)
Lo que lleva a una contradiccién, ya que N(y) =¢=3 (mdd 4).

Como p=1 (mdéd 4) entonces (—1/p) = 1, es decir, existe ¢ € Z tal que ¢* = —
(méd p), entonces p|(c? + 1) = (¢ +i)(c — i), peropt (c+1i) y p 1 (c — 1), por lo
tanto p no es primo, luego existen 7 y «y tales que N(m), N(y) > 1y p = 7y; asi,
N(m) =p.

No es dificil demostrar que 2 = —i(1 + 4)?, notemos ademas que N (1 + i) = 2, es
decir, 1 4 7 es irreducible. O

Definicién 4.6.1. Se dice que o € D es primario sia =1 (mdéd (1 +14)3).

Lema 4.6.1. Sea o € D tal que o = a + bi. Entonces o es primario si, y solo si
a=1 (mé6d4) yb=0 (méd4) 6a=3 (méd4) yb=2 (mdbd 4).

DEMOSTRACION: Tomando en cuenta que (1 + )3 = 2i(1 + 7), entonces

a+bi—1 a+bi—1 —a+b+1+—a—b+1,
= = VA
(1+i)*  2i(1+9) 4 4
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bi — 1
GJTZZ,)?)EDSi,yséIO si

—a+b+1=0 (méd4)y —a—b+1=0 (méd 4).

Por lo tanto,

Estas dos equivalencias se cumplen si, y sélosia =1 (méd 4) y b =0 (méd 4)
6a=3 (méd4)yb=2 (méd 4). O

Lema 4.6.2. Sia € D es tal que 1 +i 1 «, entonces sdlo uno de los asociados de «
es primario.

DeMosTrRACION: Tomemos o = a + bi, entonces a,b = 0,1,2 6 3 (mdd 4). Des-
cartamos los casos a,b =062 (m6d4)ya,b=163 (méd4) yaque 1 +1i1a.
Entonces, analizando los casos restantes, podemos encontrar un elemento primario
entre los asociados de a. Dichos asociados son:

a) a+ bi
b) —a — bi
c) —b+ ai
d)b—ai

o~~~

Para demostrar la unicidad, al tomemos a+ bi primario, basta analizar los asociados
restantes para notar que ninguno de ellos es primario. O

Lema 4.6.3. Si a # 1 es primario, entonces a se puede expresar como producto de
elementos irreducibles primarios.

DEMOSTRACION: Sea o = pmym - - - ., la descomposicion de « en factores irreduci-
bles, donde podemos suponer que los 7; ’s son primarios y 4 es una unidad. Tomando
congruencias médulo (1 +4)3, obtenemos

1=p (méd (1+4)%)
Por lo tanto y = 1. 0

Proposicién 4.6.6. Sea w € D irreducible. Entonces D/mD es un campo con N ()
elementos.

DeMosTRACION: La demostraciéon es similar a la dada en la Proposicion 4.2.1. [

Proposicién 4.6.7. Sea m € D irreducible y o € D tal que m 1 «, entonces
aNm=1 =1 (méd 7).
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DemosTRACION: Basta notar que el grupo mutiplicativo (D/7mD)* es de orden
N(m)—1. O

Si 7 es un elemento irreducible tal que N(7) # 2 (esta condicién es equivalente a
que 'y 144 no son asociados), entonces 1, —1, i y —i pertenecen a clases distintas.
Supongamos que 1 = —1 (mdd ), entonces existe 7 tal que 2 = 7y, lo cual implica
que ™y 1 4 i son asociados, es decir, N(7w) = 2, lo cual es una contradiccién. De
modo similar se demuestra para los casos restantes.

Notemos, ademads, que {1,—1,i,—i} es subgrupo ciclico de (D/mD)*, con lo cual
4| N(m) — 1.
Proposicién 4.6.8. Si 7 es irreducible tal que N(m) # 2 y « tal que 7 t «, entonces

aWN™=D/4 =4m  (méd 1) conm =0,1,2 ¢ 3.

DEMosTRACION: Basta notar que 7r|04N(’T)_1 — 1y que

AV = (@O0 1) (qN-D/4 1y (o(N@-D/ iy (o (N@-D/ )

con lo cual 7 divide sélo a uno de los cuatro factores. OJ

Definicién 4.6.2. Sea m € D irreducible tal que N(m) # 2, entonces el caracter
bicuadrdtico de o modulo © estd dado por:

(@) xr(a)=0si7 | «.
() xx(@) = aN®=D/M4(méd 7), con xx(a) =1,—1,i ¢ —i.

Proposicion 4.6.9.

(a) xx(a) =1 si, y s6lo si X* =a (méd 7) es soluble en D.
(b) NV =y () (méd 7).

(€) Xr(aB) = Xx(@)xx(5)-

(d) Sia=p (méd 7), entonces x(a) = x=(0).

DeMoSTRACION: La parte (a) se deduce de la Proposicién 1.1.1, y la parte (b) se
obtiene de la definicién anterior.

Ver la Proposicién 4.2.4 para la parte (¢) y (d). O
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Proposicién 4.6.10. Sea q primo racional tal que ¢ =3 (méd 4) y a € Z tal que
pta, entonces x,(a) = 1.

DEMOSTRACION: Tomando en cuenta que a? ' =1 (mdéd ¢), entonces

U

Definicién 4.6.3. Sea o € D no cero ni unidad y 2 {1 N(«a), sea o = mmy- -7y
su descomposicion en elementos irreducibles y 5 € D tal que (o, 3) = 1. Entonces,
definimos

XOZ(B) = X7T1 (B)XWQ(ﬁ) U Xﬂ'n(ﬁ)'
Si «a es una unidad, entonces xo(5) =1 para toda € D.

En base a esta definicion podemos enunciar las siguientes propiedades.

Proposicion 4.6.11.
(@) Xa(B) = Xa(F), sif=p" (méd a).

(0) Xa(B) = X (B), si a y & son asociados.
() Xa(B7) = Xa(B)xa(7)-
(d) Xar(B) = Xa(B)x+(8).

Para la siguiente proposicién requeriremos del hecho que x,(a) = x=(@), con 7
irreducible.

Proposicién 4.6.12. Sea a € Z impar y b € Z tal que (a,b) = 1. Entonces x.(b) =
1.

DemosTrACION: El resultado se tiene paraa =1y a = —1. Si a no es una unidad,
entonces a = £pip2 - - - Psq1q2 - - - G, CON P;, ¢; primos positivos en Z tales que p; = 1
(méd 4) y ¢; =3  (méd 4). Entonces,

Xa(b) = Xpy (0) - -+ Xp. (0)Xqs (B) - - - X, (D)

Por la Proposicién 4.6.10, tenemos que x4, (b) = 1. Ahora demostremos que x,,(b) =
1. Dado que p; = m;m;, con m; irreducible, entonces

Xpi (0) = X (D)X7(0) = X (0) X, () = 1.
Por lo tanto y,(b) = 1. O
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Proposicion 4.6.13. Sean ry,r9,...,1y € Z tales que ry =19 = -+ =1 = 1
(méd 4). Entonces
rirg--ry—1  rp—1  ry—1 re— 1 ,
= e d 4).
1 1 + 1 +---+ (méd 4)
DemosTRrACION: Ver Lema 1.2.2 y Corolario 1.2.1 para demostraciones similares.
OJ

Proposicién 4.6.14. Sea n € Z tal que n =1 (mdéd 4). Entonces, se tiene que
Xa(i) = (1) =D/

DeEmMosTRACION: El caso n = 1 es facil de demostrar. Supongamos que n # 1,
entonces expresemos n = £pips---Psqiqz2- -G, CON P;, q; Primos positivos en Z
tales que p; =1 (m6d 4) y ¢; =3 (mdd 4). Entonces,

X () = Xpy (1) *+* X (1) X (8) -+ + X, (4)
Ademas p; = m;m; con m; irreducible. Por la proposicién anterior obtenemos,

Xos (1) = Xm, (D)X () = i D/ D/A — j@E-D/4

Por lo tanto

Yoi) = iDL LD/
— ;Ppiai-af—1)/4
_ 1)/

— (D=0 — (DA s quen +1=2  (méd 4).

Proposiciéon 4.6.15. Sea m = a+ bi primario. Entonces, se cumple la congruencia
N(r)—1 a-1 (m6d 2)
= mo :
4 2

DEMOSTRACION: Basta ver quesia=1 (méd 4) y b=0 (méd 4), entonces

Sia=3 (méd4)yb=2
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Proposicién 4.6.16. Si A\ = ¢+ di es primario, entonces xx(—1) = (—1)(c=/2,

DemosTRACION: El caso A = 1 es evidente. Si A # 1, entonces sea A = myma - - - 7,
su descomposicién en irreducibles primarios, entonces

X)\<_1) = Xﬂ'l(_l) o 'Xﬂ’r<_1)
— (_1)(1\7(”1)*1)/4 ... (_1)(1\7(7‘%)*1)/4

= (—1)Wm)-N@)=D/4 “hor la Proposicién 4.6.13.

= (—1)WV=D/A — (_1)(=D/2 por la proposicién anterior.

4.7. Ley de la reciprocidad bicuadratica

Teorema 4.7.1. Sean o,y € D primarios, tales que (a,7y) = 1. Entonces,

Xa(7) = X7<Oé) (_1)((N(a)—l)/4)((N(“f)—1)/4)_

Hagamos a = a+bi y v = c+di. Debido a que se tienen las congruencias

4 2

(méd 2) y N(74)_1 =<1 (mdd 2), tenemos quesia o ¢ =1 (méd 4), entonces

Xa(7) = X5 (@).

En caso contrario, es decir, a =c =3 (mdd 4), tenemos

Xa(7) = =xy(@).

Sea 7 irreducible tal que N(m) =p=1 (méd 4), entonces x, puede ser visto como
un caracter multiplicativo en D/mD = F,. Debido a que x, es un caracter de orden
cuatro, entonces Y2 es el simbolo de Legendre, entonces denotaremos ¢ = x2.
Proposicion 4.7.1. g(x)* = pJ(Xx, Xx)>-

DemosTRrACION: Por la Proposicion 3.3.2, tenemos

9(x=)* = I (Xrs X) 9 ().

Elevando al cuadrado la igualdad anterior, y aplicando la Proposicion 2.3.2, obte-
nemos
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9(xn)t = J(Xr X2)?9(¥)* = DI (X, Xn)*

Proposicién 4.7.2. —x.(=1)J(Xx, Xx) €S primario.
DEmosTRrACION: Notemos que

(p—1)/2

2
XW?XTI’ ZXW X7 1_t) X ( 1) Z 2X7r X7r l_t)

donde e (P50 ) = nal@ P = a7 = 2 = i1 4 12 = ),

Debido a que p =1 (mdd 1 + i) para g unidad, y tomando en cuenta que 2 =
—i(1 +14)?, tenemos que 2x,(t)x-(1 —t) =2 (mdd (1 +4)3), luego

S =2 (P52 ) #elo1) (149

=—-2+x:(—1),yaquep—3=-2 (mdd 4).
Por lo tanto,
X (=1 (Xroxe) = 2Xa(=1) = 1 (méd (1 +4)°).

Si xx(—1) =1 el resultado es claro. Si x.(—1) = —1, entonces notemos que —3 =1
(méd 4), por lo tanto —3 =1 (mdd (1 +1)3). O

De aqui en adelante, supondremos que 7 es un elemento irreducible primario tal que
N(m)=p=1 (mdd4).
Proposicién 4.7.3. —x,(—1)J(m,m) = 7.

DemosTtrACION: Por el Corolario 3.3.1, tenemos que N(J(Xr, Xx)) = P, €s decir,
J(Xx, Xx) e€s irreducible.

Ademas, empleando la Proposicion 4.3.2, tenemos

I
—

p
J(Xms Xa) = Y (P41 —)=D/4 (méd )
t=

0 (méd ).

[e=]
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Luego 7 | J(Xa, Xx). Por lo tanto 7 = —x»(—1)J(Xx, Xx), dado que ambas partes
son elementos primarios. 0

Proposicién 4.7.4. g(x,)* = 7.

DeMosTRACION: Se deduce de la Proposicion 4.7.1, Proposicién 4.7.3 y del hecho
que p = TT. O]
Lema 4.7.1. Sean a« = a+bi € D yq =3 (méd 4) primo racional, entonces
a=a? (mdd q).
DEMOSTRACION:

(a+bi)!=a?+ (bi)! =a?— b (mdd q).

Ademéds, por el Teorema Pequeno de Fermat, tenemos a? = a (méd q) y b = b
(méd ¢), por lo tanto

(a+bi)=a!—bli=a—b (mdd q).
0

Lema 4.7.2. Sean o« € D, [ entero algebraico y p > 2 primo racional, tales que
a = pfB. Entonces, § € D.

DemMosTRACION: Hagamos a = a + bi, con a,b € Z 'y § = ¢+ di. Como [ es un
entero algebraico, tenemos que ( también lo es, luego 3 + 3 = 2c¢ y 2d son enteros
algebraicos.

Debido a que a = pf3, se tiene que a = pe, luego 2a = p(2¢), entonces 2c¢ es un
entero algebraico racional; por lo tanto, 2c es entero y p | a, en consecuencia ¢ € Z,
de igual forma obtenemos que d € Z. O

Proposicién 4.7.5. Seaq =3 (méd 4) primo racional. Entonces xr(—q) = x4(7).

DeEMOSTRACION:

9(xx)" = ZX (£)9¢"  (méd q)
= Zxﬂ ()¢ = Xx (a7 "g(Xx)  (mod q)

= xﬂ(Q)g(Xﬂ) (méd gq).
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Ademas,

g(Xw)q+1 — 9(Xw)4(q+1)/4 — p3lat1)/4=(g+1)/4

= gt/ (1m6d q) | por el Lema 4.7.1.

Por lo tanto,

)it = g @A = v (9)g(Xx)g(xx)  (méd q)

X
— gD/ = (). (—D)7F  (méd q)
— @D/ = ()7t (méd q)
s el (@-1/4 = 7 e (—q)  (méd q)
— 1 o (m) = 1 Xx(—¢)  (méd q)

(X

Por el Lema 4.7.2, 7%y, (7) = 77 x»(—q) (mdd q) es una congruencia en D, por
lo tanto x,(7) = xx(—q). O

Proposicién 4.7.6. Sea q primo racional, tal queq =1 (modd 4), entonces x(q) =
Xq(T).-

DEMOSTRACION: Sea )\ irreducible tal que ¢ = A\. Entonces,

g =D Xa(t)¢"  (méd g)

= X~(¢")9(xx) (méd q).
Ademas

q+3 _ W)4(q+3)/4 — (W37)(q+3)/4 )

9(Xx) g(x

Luego, se tiene que

(7*7) T =y (gg(xx)* (méd q)

lo cual implica que

7 (137) V4 = 27 v (¢)  (méd N);

en consecuencia

7 AT (T) = 7°T xx(¢)  (méd N).
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Por el Lema 4.7.2, tenemos

XA( )X () = Xw—@)

Tomando conjugados en la expresion anterior, obtenemos

XA (T)xx(T) = Xx(q),

es decir

Xq(7) = Xx(q)-

Proposicién 4.7.7. Sean a € Z y X\ primario, tales que a =1 (méd 4) y (a, \) =
1. Entonces xo(\) = xa(a).

DEMoOSTRACION: Para los casos a =1 o A = 1, el resultado es evidente. Entonces
supongamos que a # 1y A # 1.

Sea a = E£p1ps - - - Psq1q2 - - - ¢ su descomposicion en primos racionales, donde p; = 1
(m6d 4) y ¢; =3 (mdd 4). Ademads, sea A =y ---7m,(—¢}) - - - (—¢,) su descompo-
sicién en primarios irreducibles, donde N(7;) =p; =1 (méd 4) y ¢; =3 (méd 4).
Entonces, para i = 1,...,r tenemos los siguientes dos casos:

(a) Sia < 0, entonces t es impar. Empleando la Proposicién 4.7.5 y Proposicién 4.7.6
tenemos,

Xa(Ti) = Xpr (T2) *+ Xy (73) X (T00) -+ X, (73)
= X (P1) X (P3) Xoms (= 1)+ X (—G1t)
_XWZ( pl"'psq1"'Qt)
= X (a).

(b) Para a > 0, basta notar que ¢ es par y se procede de forma similar que el caso
anterior.

Ademds, Xa(—qj) = X—¢/(a) = 1 para j = 1,...,u. Por lo tanto x4(A) = xa(a). O

Proposicion 4.7.8. Sean m y A elementos primarios tales que m = a4+ bi y A =
¢+ di, con (a,b) = (¢,d) = (m,\) = 1. Entonces

(N(m)=1) (N(M)=1)
1 4

Xx(A) = xa(m)(=1)
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DEMOSTRACION: Tenemos que

e = ca+ cbi = ca + (A — di)bi = (ac + bd) + bAi

y
aX = ac+ adi = ac+ (7 — bi)di = (ac + bd) + dmi.
Entonces,
xa(em) = xa(ac + bd). (1)
y
Xr(aX) = xx(ac+ bd). (2)

Tomando el conjugado de la primera igualdad y después multiplicando ambas igual-
dades obtenemos,

xalem)xx(aX) = xx(ac + bd) x - (ac + bd)

con lo cual se tiene que

XA(T)xXx(A) = xa(e)x(a) x5, (ac + bd).

Ademaés, notemos que c(—l)% =1 (mdd 4), de igual forma para a y ac + bd,

entonces

ac+bd—1

X)X () = Xel AN Xa () Xaerba (W) X2 (—1) T X (—1) 7 x5, (—1)

Pero tomando en cuenta la Proposicién 4.6.16, tenemos
(a) a(-1)F = (-5 = (-
(b) x=(=1) (1)
act+bd—1

(€) x5 (—1)*2 = (=1)*7 , yaque bd =0 (mdd 4).

—_

c—1
2 =
a—1
2 g

—1
—1

Por lo tanto,

[un

c—

a(=1)=

DT
ac—1 ac—1

(
=(—=1) z (=1) = , por el Corolario 1.2.1
1

Notemos que

(a) Xe(A) = Xele + di) = xe(d)xe(i) = xc(7)
(b) Xa(T) = Xa(?)
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(C) Xac+bd()\77) = Xac+bd((lc + bd + (—ad + bC)Z) = Xac—i—bd(i)'

Luego

X)‘(W)Xﬂ'()\> = Xa(i)XC<i>Xac+bd<i)
= Xac(ac+bd) (Z) = (—1)

N

- (-1)

ac(ac+bd)—1
4

(N(m)—=1) (N(M)—1)
1 4

O

Ahora, demostremos la ley de reciprocidad bicuadratica para 7w y A primarios tales
que (m,A\) = 1. Entonces, existen m y n tales que m = n =1 (méd 4), 7 =
m(a+bi), A =n(c+di)y (a,b) = (c¢,d) = 1. Luego

XW()\) = Xm(a+bi)(n)Xm<C + di)Xaeri(C + dZ)
. . (a=1) (c=1)
= Xn(m(a + bi))Xerai(m)Xerai(a + bi)(—=1) 2
(a—1) (e=1)
=xa(m)(=1)"z =

y debido a que a =ma (méd 4) y c=nc  (mdd 4), se tiene

(ma—1) (nc—1)

Xr(A) = xa(m)(=1) = 2

W (m-1) (VQ)-1)
= xa(m)(=1) = 1

Sean p, ¢ = 1 (méd 4) primos distintos, 7 y A primarios irreducibles tales que
T =py A = q; ademads, hagamos m = a + bi y A = ¢ + di. Sea a € Z, entonces
denotemos ,(a) = (a/p), donde (a/p) es el stmbolo de Legendre.

Proposicién 4.7.9. x.(q) =1 si, y sélo si X* =q (méd p) es soluble.

DEMOSTRACION: Supongamos primero que X,(q) = 1, entonces existe h € Z tal
que h* = ¢ (méd 7). Luego existe 8 € D tal que h* — ¢ = 3w, tomando normas
obtenemos que p | h* — ¢, por lo tanto h* = ¢ (mdd p).

Supongamos ahora que X* = ¢ (mdd p) es soluble, es decir, X* = ¢ (méd 7) es
soluble, por lo tanto x.(q) = 1. O
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Proposicién 4.7.10. Si1,(q) = 1, entonces xr(q) = £1 y xa(p) = £1.

DEMOSTRACION: Debido a que x2(q) = 1,(q) = 1, entonces x.(q) = £1. Ademss,
por la ley de la reciprocidad cuadratica, tenemos que ¢,(q) = 1¥,(p) = 1, entonces
xa(p) = 1. O

Proposicién 4.7.11. g(x,)* = —(=1)®" Y7 /p.

DemosTRACION: Por la parte (d) del Teorema 3.3.1 tenemos que

J (X X2 )9(Up) = 9(xx)*-
) =

Por la Proposiciéon 2.4.4, se obtiene que g(v
Proposicién 4.7.3, se deduce que

—XW(—l)TF\/ﬁ = g(XW)Qa

\/P ¥, en combinacién con la

con lo cual

(=)D = g(xn)*

De aqui en adelante, supondremos que v,(q) = 1.

Proposicién 4.7.12. 7@ V/2 =y (¢)xA(p) (méd q).

DEMOSTRACION: Tenemos,

g(Xw>q = Z Xﬂ(t)cqt (méd q)

= Xx(¢7)g(xx) (mdd q)
= X«(9)9(xx) (méd q), ya que x(q) = £1.

Ademas, la relacion

)(I+3

92" = X2 (@)9(xx)*  (méd q)

implica que

X« (q)7*p = (x?p)@/* (méd q)
(n?p) D72 (méd q)

= ﬂ(q_l)/zx,\(p)ﬂ p (méd q)
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con lo cual
7@ D252 = i\ (p)xx(g)7%p  (méd g).

Por el Lema 4.7.2, tenemos que 797 1/2 = y,(p)xx(¢) (mdd ¢) es una congruencia
en D 0J

Lema 4.7.3. ¢,(ad — bc) = ¢, (ad + be).

DEMOSTRACION: Debido a que ¢ = —d*> (mdéd q) y a® + b* = p, tenemos

Vg(ad — be),(ab + be) = b, (a*d® — b*c?) = Y (a*d® + b*d?)
= wq(dQP) = wq(p) =1

Por lo tanto v, (ad — bc) = ¢, (ad + be). O

Proposicién 4.7.13. 7@~Y/2 = o, (d)p,(ad — bc) (méd gq)
DeMoSTRACION: Tenemos que dm = ad 4 bdi = ad + b(A — ¢) = ad — bc + b, luego

dr = ad —bc  (méd )

(dm)@=Y/2 = (ad — be)™D/2 (méd N).

Por lo tanto

Yo (d)m V2 =9 (ad — be)  (mdd N). (1)

De igual forma para A = c—di obtenemos que dr = ad+b(c—\), es decir, dr = ad+bc
(mé6d ). Entonces

wq(d)ﬂ(q_l)/z = 1, (ad + be) = ,(ad — be)  (mbd A). (2)

Debido a que A y X son primos relativos, entonces de (1) y (2) tenemos

¢q(d)7r(q_l)/2 = thg(ad —bc)  (mdd q).

Lema 4.7.4. 1,(d) = (—1)=D/4,
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DEMOSTRACION: Debido a que ¢ = ¢?+d?, tenemos que c o d es impar. Supongamos
que c¢ es impar y tomemos ¢y = |¢|. Por la Proposicién 1.2.4, tenemos

Vq(co) = ey (q) = ey (d°) = 1.

Ademés, como 2 = —d? (méd q), obtenemos que ¢ = (—1)@-D/4gla-1)/2

(méd q), luego 1 = (—1)l@=Y /4w (d) (méd q). Por lo tanto 1,(d) = (— 1)la=1/4,
O

Teorema 4.7.2. x,(q)xa(p) = (=1)" /4y, (ad — be).

DeMosTRACION: Se sigue de la Proposicién 4.7.12, Proposicién 4.7.13 y del Lema
4.74. O



Capitulo 5

Aplicaciones

Proposicién 5.1. Sea m > 1 un nimero entero y f(x) un polinomio con coeficien-
tes enteros. Sea m = p’flpg2 ---pkndonde los p;’s son primos distintos y k; > 1.
Entonces, f(z) =0 (méd m) es soluble si, y sélo si f(x) =0 (mdd pi)es soluble

para cada it =1,2,...,n.

DEMOSTRACION: Supongamos que existe a € Z tal que f(a) =0 (mdd m), enton-
ces f(a) =0 (méd pi) para cadai=1,2,...,n.

Reciprocamente, supongamos que para cada ¢ = 1,2,..., n existe a; tal que f(a;) =
0 (méd pf) Por el Teorema Chino del Residuo, existe a € Z tal que a = q;
(méd pf). Ademéds, f(a;) = f(a) (méd pf), por lo tanto f(a) = 0 (méd pi),
entonces f(a) =0 (méd m).

O

Proposicién 5.2. Sea f(x) un polinomio con coeficientes enteros, entonces f(x +
h) = f(z) + f'(x)h + r(x, h)h?, donde r(z,h) es un polinomio en las variables x y
h.

n
DEMOSTRACION: Sea f(z) = @™ + ap 12" + - +ayx +ag = E a;x’, entonces

i=0
flx+h)= zn:a,-(x + h)i = zn:i:ai(?>xi_jhj
i=0 i=0 j=0 J
- Zzai(-)f W
=0 i=j
= Zalxl + Zmlxl 'h + ZZ@Z( >xl Th
=0 =1 j=2 i=j

= f(z) + f'(x)h + r(z, h)h?,
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donde r(z,h) = Z Z a; (Z) IR, O

Lema 5.1 (Lema de Hensel). Sea f(x) un polinomio con coeficientes enteros y
p € Z primo. Si existe x1 tal que

f(z1) =0 (méd p)

f,(l'l) 7_é0 (méd p)>

entonces para cada k > 2 existe x;, tal que

f(zx) =0 (méd p¥)

T = Tp—1 (méd pkil).

DEMOSTRACION: Procedemos por induccién. Como f(z1) =0 (méd p), entonces
hagamos f(x1) = wip y f'(xz1) = vy tal que p { vy, y elegimos y; tal que f(zq +
y1p) =0 (méd p?). Por la Proposicién 5.2, tenemos f(xy + y1p) = wip + v1y1p +
ri(z1, y1p)yip?, luego

fx1 +pp) = wip +viyip = (v +v1y1)p  (méd pQ),

es decir

flzr+yip) = (v +oiyn)p  (méd p?). (1)
Debido a que (v, p) = 1, existen s y ¢ tales que vys+pt = 1, luego vy suj +ptu; = uy,
entonces hagamos y; = —suy, para obtener u; +v17; =0 (mdd p); por lo tanto de

(1) obtenemos

flar+yp) = (w +oiy)p =0 (méd p?).

Haciendo zo = x1 + y1p concluimos que f(x9) =0 (méd p?) y zo =21 (mdd p).

Supongamos construidos s, ..., 7, 1 tales que f(z;) =0 (mdd p') y z; = ;4
(méd p*~1) parai=2,3,...,k— 1.

Debido a que zx_1 = 21 (mdd p), entonces f'(xx_1) = f'(x1) Z0 (mdd p). Sean
U1 Pt = f(zr_1) vy ve_1 = f(zr_1), luego debemos hallar y,_; tal que f(xp_; +

1P ) =0 (méd p*). Aplicando la Proposicién 5.2, obtenemos
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flrg—1 + yk—lpkil) = w1 P oy Pt = (Up—1 + Uk—lyk—l)pkil (méd Pk)7

es decir

flzr—1 + yk—1pk_1) = (up—1 + Uk—lyk—l)pk_l (méd pk)- (2)

Debido a que (vg_1,p) = 1, entonces existe yi_1 tal que ug_1 + vg_1yx_1 = p; por lo
tanto de (2), obtenemos

f@r1 +ye 1P = (w1 F vy )p" P =0 (mod p).

Haciendo xj, = xp_1 + yr_1p" ! concluimos que f(zx) =0 (méd p*) y zp = 71

(méd pF~1). O

Teorema 5.1. Sean a y m > 1 impar, tales que (a,m) = 1 ym = pfiph? ... phn,
donde los p;’s son primos distintos y k; > 1. Entonces, a es un residuo cuadrdtico
modulo m si, y solo st a es un residuo cuadrdtico modulo p; para cadai =1,2,...,n.
DemMosTRACION: Consideremos el polinomio x?
5.1 y Proposicién 5.1, entonces

— a, y consideremos la Proposicion

2

7> —a=0 (méd p;) es soluble Vi <= z?

—a=0 (méd pf) es soluble Vi

2

< 2°—a=0 (méd m) es soluble.

O

Proposicién 5.3. Sean a,b,c € Z y m > 1 impar, tales que (a,m) = 1 y m =

piips -+ pkn, como en la proposicion anterior. Consideremos la siguiente ecuacion,

aX?*+bX +c=0 (méd m). (1)
Supongamos ademds que (b* — 4ac,m) = 1, entonces la ecuacion (1) tiene solucion
st, y solo st (%) =1 para cada v = 1,2,...,n, donde (—) denota al simbolo de
Legendre.

DeMosTrRACION: Debido a que m es impar y (a,m) = 1, se tiene que las siguientes
ecuaciones son equivalentes.
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aX?*+bX +c=0 (méd m),

4a(aX? +bX +¢c)=0 (méd m),

4a*°X? 4 4abX +4ac=0 (méd m) y
(2aX 4+ b)? =b* — dac  (méd m).

Debido a que (2a,m) = 1, entonces 2a es una unidad en Z/mZ, por lo tanto la
ecuaciéon (1) es soluble si, y s6lo si b* — 4ac es un residuo cuadrdtico médulo m.
Aplicando el Teorema 5.1, obtenemos que (1) es soluble si, y sélo si b* — 4ac es un
residuo cuadréatico médulo p;, para cadat=1,2,...,n. 0

Para ilustrar la proposicién anterior analicemos las siguientes dos ecuaciones,

5X2 47X +2=0 (méd 77). (1)

y
5X2+7X+1=0 (méd 77). (2)

Para la primera ecuacién tenemos, (7)? — 4(5)(2) = 3%, luego <i’—i) = (g) =1, por

lo tanto (1) es soluble.

Para la segunda ecuacién tenemos, (7)% — 4(5)(1) = 29, luego (2) = (%) = 1, pero
(%) = (7) =— (E) = — (‘—1) = —1, por lo tanto (2) no es soluble.

11 7 7
Enseguida estudiaremos una aplicacién de las sumas de Gauss y Jacobi para deter-
minar ciertos elementos construibles.

Definicién 5.1. Se dice que o € C es construible si existen campos Q = Ky, Ky, ..., K,
Y g, 0, ..., 01 tales que que o € K;, a € K, y Kiyv1 = Ki(\/ag) para cada
1=0,1,...,n— 1.

Sea m € N, entonces denotaremos ¢, = e2™/™.

Proposicién 5.4. Sin € Z, entonces (an es construible.

DEMosTRACION: Se procede por induccién. Para n = 1, (; = —1 es construible.
Entonces, supongamos que (, (o2, . . . , (ox son construibles; puesto que (Cort1)? = Cor,
tenemos que (yr+1 es construible. O
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Proposicion 5.5.

1 sia=0
Zx(a): p—1 sia=1
X 0 sia#0,1

donde la suma es sobre todos los caracteres en F,.

DeMOSTRACION: Si a = 0, entonces x(0) = 0 para todo y # € y €(0) = 1, por lo

tanto Zx(O) = 1.
X

Sia = 1, entonces Z x(1) = p—1, ya que sélo existen p—1 caracteres multiplicativos

X
en IF,,.

El dltimo caso corresponde a lo probado en el Corolario 3.1.1. 0

Notemos que el producto de elementos construibles es construible, y de igual forma
la suma de elementos construibles es construible.

Proposicién 5.6. Sea p un primo de Fermat, es decir, p = 2" + 1. Entonces ¢, es
construible.

DemosTrACION: Por la Proposicién 5.5 tenemos

Y g0 =D xt)G=1+@{p-1) .

Luego,

G = ﬁ@gm - 1) (1)

Demostremos que g(x) es construible. Debido a que p — 1 = 2", entonces el orden
de x es 2™, con 0 < m < n, de aqui surgen los siguientes casos. Si y = €, entonces
g(€) = 0, entonces g(¢€) es construible. Si x es de orden 2, entonces y es el simbolo de
Legendre, luego g(x)? = (—1)®~1/2p, por lo tanto g() es construible. Por tltimo,
si x es de orden mayor que 2 entonces, al aplicar la Proposicién 3.3.2, obtenemos

g()*" = x(=1)pJ (¢, )T X)) - TG X 73).

Ademds, cada J(x, x*) esta formado por sumas de potencias de (on, luego J(x, x*) es
construible, por lo tanto g()?" es construible, de aqui es facil ver que g(x) también
es construible, concluyendo de (1) que ¢, es construible. 0
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Las siguientes dos proposiciones involucran el residuo cuadratico de 2.

Proposicién 5.7. Sea n > 3 un nidmero natural tal que n = 3 (mdéd 4) y ¢ =
2n + 1 es primo, entonces 2™ — 1 no es primo.

DemosTRACION: Comon =3 (méd 4), entonces ¢ = 2n+1 = —1 (mdd 8), luego
por la Proposicién 1.1.3, 2 es un residuo cuadrético médulo g, es decir, 200-1/2 = 1
(méd q), luego 2" —1 =0 (mdd q) y 2" — 1 # q. Por lo tanto 2" — 1 no es primo.

0]

283

Por ejemplo, con la ayuda de la proposicion anterior, sabemos que — 1 no es

primo ya que 2(83) + 1 = 167 es primo.

Proposicién 5.8. Sea p primo impar positivo, entonces existen x,y € Z tales que
2?2 —2y* =p si, y sélo sip =41 (méd 8).

DEMOSTRACION: Tomemos en cuenta que el anillo Z[v/2] es un dominio euclideano
con respecto a la funcién 6(z + yv/2) = |22 — 2¢?|, la cual cumple que §(a3) =
§(a)8(B) Yo, B € Z[\V?2], y 5(7) = 1 si, y sélo si v es unidad en Z[v/2].

Sip=+1 (mdd 8) entonces, por la Proposicién 1.1.3, existe a tal que a®> —2 = 0
(méd p), luego (@ — v2)(a +v/2) = 0 (méd p), de aqui se obtiene que p no es
primo en Z[v/2]. Luego existen «, 3 € Z[v/2] tales que d(a),56(3) # 1y p = a3, por
lo tanto §(a) = p. Hagamos o = z + y+/2, entonces |22 — 2y?| = p, obteniendo los
iguientes dos casos:

=2y  =p,y a2’ -2y = —p.

Si 22 — 2y? = —p, entonces hagamos o + yov2 = (z + yv/2)(1 + v/2) para obtener
que 3 — 2y2 = p.

Supongamos ahora que existen x, y tales que 22 —2y* = p. Como x es impar, entonces
22 =1 (méd 8); ademds, 2y> = 0,2 (mdéd 8). Por lo tanto, p = 2% — 2y* = +1
(mdd 8). O

Enseguida estudiaremos un test de primalidad probabilistico desarrollado por Robert
M. Solovay y Volker Strassen, mejor conocido como Test de Primalidad Solovay-
Strassen el cual emplea como herramienta principal el simbolo de Jacobi.

Proposicion 5.9. Sean > 1 un entero impar compuesto, entonces existe 1 < b < n
tal que (b,n) =1y b™=V/2 £ (L) (méd n), donde (-) representa el simbolo de
Jacobi.
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DEMOSTRACION: Supongamos que existe p primo tal que p?|n, entonces hagamos
b =1+ n/p. Notemos que (byn) =1, b=1 (médp)yb=1 (méd n/p), por lo

(-6

Ademss, b* = (1 +n/p)* = ( ) debido a que (%)l =0 (mdd n) con
i > 1; luego, b* =1+ (n/p)k (mod n).

Por lo tanto, b»1/2 = 1 + (%) (%51) # 1 (médn) ya que (%) ("77) #£ 0

(méd n). Finalmente hallamos b tal que (b,n) =1y b"=D/2 £ (2)  (méd n).

Supongamos ahora que n es libre de cuadrado, sea p primo tal que p|n. Sea a tal

que <5> = —1. Debido a que (n/p,p) = 1, por el Teorema Chino del Residuo, existe
b tal que

b=a (médp)yb=1 (mdd n/p).

Ademsds, podemos elegir b tal que 1 < b < n, luego

()= G) ) =

Puesto que b =1 (méd n/p), se tiene que b"V/2 = 1+ d(n/p) con d € Z. Supon-
gamos que b"V/2 = —1  (méd n), entonces

1+d(n/p)=—-1 (mdbd n) , es decir, d(n/p) =2 (mbd n)

por lo tanto existe ¢ tal que d(n/p) = 2+ nc, es decir, n(d —cp) = 2p, lo cual contra-
dice el hecho de que n es un entero impar compuesto. En consecuencia, b®~9/2 = 1
(méd n), y por lo tanto b"~D/2 £ (£} (méd n).

O

Proposicién 5.10. Sea n > 1 un entero impar compuesto, entonces al menos la
mitad de los elementos tales que 1 < b < n y (b,n) = 1, cumplen b™~1/2 £ (%)
(méd n).

DEMOSTRACION: Si (Z/nZ)* es el conjunto de unidades del anillo Z/nZ, entonces
(Z/nZ)* ={(a) | 1 <a <n,(a,n) =1} es un grupo multiplicativo de orden ¢(n),
donde ¢ es la funcién de Euler.
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Sea A = {(a) € (Z/nZ)* | a""V/? = (2) (méd n)}y B ={(b) € (Z/nZ)* | b"~V/2 £
() (méd n)}, con AU B = (Z/nZ)*. Entonces, por la Proposicién 5.9, existe b

tal que (b) € B, y para cada (a) € A se tiene que (ab) € B; por lo tanto |B| > |A|.
Es decir, |B| > ¢(n)/2. O

Resta por presentar un algoritmo para calcular el simbolo de Jacobi.

Sean > 1 un entero impar y b tal que 1 < b < n con (b,n) = 1. Sea —”T_l <b < "T_l
tal que b =b; (mdd n), entonces

(2)= ()= (5 ooyt
()2

Sea by = 2Fb3 tal que by es impar, entonces

b\ [£1) (2% (bs
n) \n n n/)
Por los incisos (a) y (b) de la Proposicién 1.2.4, podemos calcular (=) y (2).

n
Si by > 1, entonces aplicamos el inciso (¢) de la Proposicién 1.2.4 para obtener que

(g) _ (%) (%) (= 1)/ (e 1)/2) (b%) _

Finalmente, para calcular <%> se aplica el mismo procedimiento hasta ahora des-

crito.

De aqui surge el algoritmo probabilistico de Solovay-Strassen. Sean by, by, ..., bg, k

elementos elegidos al azar tales que 1 < b; < n y (b;,n) = 1. Supongamos que
bl(»"*l)/ . (%) (mdéd n) Vi, entonces la probabilidad de que n sea compuesto es a
lo més 5.
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Conclusiones

En este trabajo se logré demostrar de forma analitica la ley de la reciprocidad
cuadratica, para luego demostrar que existe una cantidad infinita de primos de la
forma 4k + 1 y 8k + 7, ademas demostramos que si a no es un cuadrado, entonces

existe una cantidad infinita de primos p tales que (%) = —1.

La teoria desarrollada sobre las sumas cuadraticas de Gauss nos permitié realizar
otra demostracién de la ley de la reciprocidad cuadratica de forma maés sencilla que
la prueba analitica. Y ademads, logramos determinar el nimero de soluciones en [,
de las ecuaciones X? + Y3 =1y X?+ X2+ -+ X? = 1.

Ademds, mediante el uso de las sumas de Gauss y de las sumas de Jacobi logramos
demostrar la ley de la reciprocidad cibica y su complemento. Dimos una condicion
necesaria y suficiente sobre p =1 (méd 3) para que X* =2 (mdd p) fuera soluble
en Z. De igual forma se logré demostrar la ley de la reciprocidad bicuadratica y un
resultado debido a K. Burde, el cual establece la relacién que existe entre x,(q) y
xA(p), con 7y A € Z[i] primarios tales que, 77 = p y A\ = q.

Se logré dar condiciones necesarias y suficientes para las cuales a es un residuo
cuadratico médulo m, con m > 1y (a,m) = 1, y con ello determinar condiciones
suficientes sobre a,b,c y m para que la ecuacién aX? +bX +c¢ = 0 (méd m)
tuviera solucion. Demostramos ademas que todo primo de Fermat es construible, y
se determinaron ciertos nimeros de Mersennen (2P — 1) que son compuestos cuando
p es primo, sin embargo no se garantiza que exista una cantidad infinita de nimeros
de Mersenne de esta forma.

Se logré ademds presentar un test probabilistico para determinar la primalidad de
n > 1 impar, basado principalmente en el hecho que si n es compuesto, entonces
al menos la mitad de los elementos 1 < b < n tales que (a,b) = 1, cumplen que
b=V/2 £ (L) (méd n), y de la facilidad que la ley de la reciprocidad cuadrética
brinda para el calculo del simbolo de Jacobi.
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