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Introduccion

La Teoria Matematica de Fiabilidad surgié alrededor de los anos trein-
ta del siglo pasado como respuesta a ciertas demandas de la tecnologia y
posteriormente a raiz de algunas experiencias ocurridas durante la Segunda
Guerra Mundial.

A pesar de que la Teoria de Fiabilidad usa herramientas de Probabi-
lidad, Procesos Estocasticos y Estadistica, no puede ser considerada como
una subdisciplina de ninguna de ellas por contar con métodos que le son
propios y técnicas de trabajo encaminadas a la soluciéon de problemas que le
son caracteristicos.

Un problema de interés en Teoria de Fiabilidad es modelar distintas no-
ciones de envejecimiento. En la préctica, las nociones de envejecimiento se
relacionan con problemas de fatiga de materiales, desgaste de piezas, oxi-
dacion de partes, mortandad infantil, etc. El concepto matematico que mo-
dela apropiadamente estas nociones es el de funcion tasa de falla. Se han es-
tudiado varias nociones de envejecimiento basadas en diferentes propiedades
de la funcién tasa de falla, como son IFR (Increasing Failure Rate), IFRA
(Increasing Failure Rate Average), NBU (New Better than Used), DMRL
(Decreasing Mean Residual Live), NBUE (New Better than Used in Expec-
tation), HNBUE (Harmonic New Better than Used in Expectation), NBUFR
(New Better than Used in Failure Rate), NBUFRA (New Better than Used
in Failure Rate Average) y sus duales, entre otras, las cuales han surgi-
do principalmente de diversas aplicaciones a problemas como el calculo de
la fiabilidad de los sistemas, el desarrollo de politicas de mantenimiento y
reemplazo, problemas de refacciones, obtenciéon de cotas de distribuciones,
ete.

Los érdenes estocasticos han sido una herramienta de gran utilidad tanto
en Teorfa de Fiabilidad como en otras dreas de estudio (vea, por ejemplo, [5]).
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Cuando se tienen dos objetos que envejecen a lo largo del tiempo es natural
plantearse el problema de determinar cual de ellos muestra un envejecimiento
mas acelerado. Es pues deseable contar con algin orden que resuelva este
problema para cada nociéon de envejecimiento distinta. El propdsito de esta
tesis es hacer un estudio detallado del trabajo de Kochar y Wiens [4] donde
se introducen y analizan algunos ordenes entre distribuciones de vida con
respecto a diversas nociones de envejecimiento. En ese trabajo se echa mano
de los 6rdenes convexo, star-shaped y superaditivo, bien conocidos en la
literatura, para definir algunos de dichos 6rdenes.

La tesis se encuentra estructurada en seis capitulos que se detallan en-
seguida. En el Capitulo 1 presentamos una relacién de las herramientas que
emplearemos en el desarrollo de este trabajo, sobre todo aspectos basicos de
Probabilidad y de Fiabilidad. En particular, hacemos referencia a las dis-
tribuciones de clase IFR, IFRA, NBU, DMRL, NBUE, HNBUE, NBUFR y
NBUFRA.

En el Capitulo 2 se discuten el orden IFR, el orden IFRA y el orden
NBU e indicamos las relaciones existentes entre ellos y con la distribucion
exponencial.

En el Capitulo 3 se hace una caracterizacién del orden DMRL: las condi-
ciones que deben cumplir dos distribuciones de probabilidad para estar rela-
cionadas bajo este orden. Se destaca la relacién que guarda con la distribucién
exponencial. Se demuestra que el orden IFR implica el orden DMRL.

Por lo que respecta a los Capitulos 4 y 5 se presenta un tratamiento
similar a lo tratado en el capitulo tercero pero ahora para los érdenes NBUE,
HNBUE y NBUFR, NBUFRA, respectivamente.

El Capitulo 6 esté dedicado a presentar algunas aplicaciones de los érdenes
IFR, IFRA y NBU a los estadisticos de orden y a la obtencién de cotas para
algunas distribuciones de vida.

A lo largo de este trabajo se incluyen ilustraciones y ejemplos de los
distintos conceptos en consideracién. Al final se presentan las conclusiones
generales de la tesis y hacemos una critica de las fortalezas y deficiencias del
orden IFR que pudiera ser de utilidad para futuros trabajos.



Capitulo 1

Preliminares de Probabilidad y
Fiabilidad

En este capitulo daremos una relacion de algunos de los elementos de
Teoria de Probabilidad y de Teoria de Fiabilidad que emplearemos en el
desarrollo del trabajo que nos ocupa.

1.1. Elementos de Probabilidad

Definicién 1.1. Sea (2 un conjunto no vacio. Una familia 2 de subconjuntos
de (2 se llama o-algebra si cumple:

i. Qe
ii. Ay, Ay, --- € Aimplica (J; A; € .
iii. A € A implica A° € A, siendo A° el complemento de A.

Por ejemplo, si A C Q, {0, A, A°,Q} es una o-dlgebra de 2. La coleccién
de todos los subconjuntos de €2, denotada por 2, es una o-algebra de €.
La interseccion de todas las o-algebras de R™ que contienen a los conjuntos
abiertos de R", es una o-algebra de R", denotada por B(R") y llamada la
o-algebra de Borel de R", n > 1.

Definicién 1.2. Una funcién P : 2 — R se llama medida de probabilidad
sobre 2l si cumple:

i. P(A) > 0 para cualquier A € 2.
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ii. P(Q) =1.

iii. Si {A,},>1 es una sucesion en 2 de conjuntos ajenos a pares, entonces

P (U A,,) => P(A,).

v>1 v>1

Definicién 1.3. Un espacio de probabilidad es la triada (2,2, P) que
consta de un conjunto no vacio €2, una o-algebra 2 de €2, y una medida de
probabilidad P.

Teorema 1.1 (Teorema de continuidad). Sea (2,2, P) un espacio de
probabilidad y sea {A,},>1 una sucesion de eventos. Se tiene:

i. Si{A,},>1 es creciente y A =J,5, Ay, entonces P(A) = lim P(A,).

V—00

ii. Si{A,},>1 es decreciente y A=), A, entonces P(A) = lim P(4,).

V—00

Algunas definiciones y resultados

Definicién 1.4. Sea (2,2, P) un espacio de probabilidad. Dados dos eventos
A, B € U se dice que A y B son independientes si

P(AN B) = P(A)P(B).

En general, una familia {4;};c; en A se dice independiente si V J C [ finito

se satisface que:

jeJ jed
Definicién 1.5. Sea (2,2, P) un espacio de probabilidad. Dados dos eventos
A, B € 2 tales que P(B) > 0, la probabilidad condicional de A dado B se
define:

P(AB) = %

Teorema 1.2 (Ley de multiplicacién para probabilidades). Sean Bj,
..., By, eventos tales que P(By N By---N B,,) > 0, entonces:

P(BiN---NB,) =P(BuBiN- N Byu_y)- P(Bs|B)P(By) .
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Definicién 1.6. Sea (£2,2(, P) un espacio de probabilidad. Una particién
por eventos de ) es una sucesién de eventos {B, },>; tal que

i. B,eAy P(B,) >0, Vv>1
ii. B,NB, =0, Yuv.
i, U, B, = .

Proposicién 1.1 (Ley de probabilidad total). Sea (2,2, P) un espacio
de probabilidad. Dados dos eventos A, B tales que P(B) >0, P(B¢) > 0, se

tiene:

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B°)P(B°).

En general, si {B,},>1 es una particion por eventos de ), se cumple que:

P(A) = P(A[B,)P(B,).
v>1
Variables aleatorias

Definicién 1.7. Se le llama espacio medible a la pareja (€2,2(), en donde €2
es un conjunto y 2 una o-algebra de (2.

Definicién 1.8. Sea X una funcién del espacio medible (€2,2() en otro es-
pacio medible (', B). Se dice que X es una funcién medible si

X(B)e, VBeB.

Definicién 1.9. Una variable aleatoria (v.a.) es una funcién medible X :
(Q,2, P) — (R, B(R)). La distribucién de X es la medida de probabilidad
sobre (R,B(R)) dada por

Qx(A)=P(X cA), VAcBR).

Se demuestra facilmente que una funcién X : (Q,%, P) — (R, B(R)) es
una v.a. ssl

(X <2} =X""'(~00,2]) ={we Q| X(w) <z} A, VzeR

Definicién 1.10. La funcién de distribucién de una v.a. X se define
como la funcién Fx : R — [0, 1] dada por

Fx(z)=P[X <z|, VzeR.
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Observe que
Fx(z) = Qx((—o0,2]), VzeR.

Se verifica con facilidad que Fx tiene las propiedades siguientes:

i. Fx es creciente y continua por la derecha para todo punto.
il. limy o Fx(t) =0 vy limy_o Fx(t) = 1.

Definicién 1.11. La funcién de sobrevivencia de una v.a. X se define
como la funcién de R en [0, 1] dada por

Fx(r)=1-Fx(r)=P[X >2], VxcR.

Definicién 1.12. El soporte de una v.a. X se define como cualquier con-
junto C' € B(R) tal que Qx(C) = 1.

Por definicién, una distribucion de vida es la distribuciéon de alguna
v.a. con soporte contenido en [0,00). Como su nombre lo indica, tales v.a.’s
usualmente denotan tiempos de vida. A la funcién de sobrevivencia de una
distribucién de vida se le acostumbra llamar funcién de fiabilidad. Es claro
que si X tiene soporte contenido en [0,400), entonces Qx|[(—o0,0)] = 0,
equivalentemente, Fx(z) =0,Vx < 0,6 Fx(z) =1,V z <0.

Definicién 1.13. Se dice que una v.a. X es continua si P(X = z) =
0, VzxeR.

Observe que X es una v.a. continua si y sélo si su funcion de distribucién
Fx : R — R es continua en todo punto.

Definicién 1.14. Se dice que una v.a. X (o Fx o Qx) es absolutamente
continua (con respecto a la medida de Lebesgue en R), abreviado ab.c., si
existe una funcion fy : R — R tal que

Fx(l‘):/z fx(t)dt, VxeR.

A fx se le llama la funcién de densidad de X (o de Fx o de Qx).

Se pueden construir facilmente ejemplos de distribuciones continuas que
no son ab.c..

Las demostraciones de los dos resultados que siguen requieren de ciertos
conocimientos de Analisis Real fuera del alcance de este trabajo por lo que
las omitimos.
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Proposicién 1.2. La funcion de densidad de una v.a. X tiene las propieda-
des siguientes:

(i) fx(x) > 0, para toda x € R excepto en un conjunto con medida de
Lebesgue cero.

(ii) /_fo(a:) de =1.

Proposicién 1.3. Sea X una v.a. ab.c., entonces

Qx(A) = / fx(t)dt, ¥ AcBR).
Ademds,
fx(z) = Fi(x)

para todo x € R en donde exista F(x), es decir, excepto en un conjunto con
medida de Lebesgue cero.

Ejemplo 1.1 (Distribucién exponencial). Una v.a. ab.c. X con soporte
contenido en [0, 00) se dice que tiene distribucién exponencial con pardmetro
A > 0, si tiene funcion de densidad dada por

fx() =A™, Vt>0.
La funcién de distribuciéon de X esta dada por
Fx(x)=1—e VYa>0.

La distribucién exponencial con pardmetro A > 0 es un caso particular de la
distribucion gama al tomar como parametros @« = 1y A > 0. Por convencién,
diremos que la v.a. constante de valor co es exponencial con parametro A = 0.

De manera analoga a la distribucién geométrica, se puede demostrar que
la distribucién exponencial es la tunica distribucién continua que tiene la
propiedad de pérdida de memoria.

Proposicién 1.4. Si X es una v.a. continua con soporte contenido en [0,00),
entonces X tiene la siguiente propiedad de pérdida de memoria

PX>t+s|X>t)=P(X >s), Vit,s>0

st y solo si X tiene distribucion exponencial con pardmetro A\, para algun
0< )< o0.
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Esperanza

La versién mas general del concepto de esperanza se define primeramente
para v.a.’s simples, luego para v.a.’s no negativas y por iltimo para v.a.’s
que pueden tomar ambos signos, de tal suerte que la esperanza de una v.a.
X (2,2, P) — (R,B(R)) con distribucién arbitraria sobre R, viene a ser
(si existe) la integral de Lebesgue de la funcién medible X sobre el espacio
de medida finita (2,2, P), es decir,

/XdP 0 /QX(W)P duw

Un resultado de teoria de probabilidad demuestra que cuando F(X) existe
su valor coincide con el de la integral de Lebesgue de la funcién identidad
sobre el espacio de medida finita (R, B(R), Qx), es decir,

B(Y) = [ Qxldn), (1.1)
la cual, a su vez, puede ser calculada por medio de la integral de Lebesgue-
Stieltjes siguiente

E(X) :/ rdFx(z). (1.2)
Asi pues, la esperanza hereda las propiedades de la integral de Lebesgue,
como linealidad, teoremas de convergencia, etc.. En particular, se cumple el
siguiente teorema de cambio de variable, el cual generaliza a (1.2) y resulta
ser de gran utilidad para el cdlculo de esperanzas.

Teorema 1.3. Sea X wuna v.a. con distribucion arbitraria sobre R. Si g :
R — R es una funcion Borel medible, entonces g(X) es una v.a. con valores
reales y ademds

Bo(X) = [ g(o)dFx(a)

siempre que la esperanza exista.

Referimos al lector interesado a Ash [1] donde el concepto general de
esperanza y sus propiedades se tratan con mayor amplitud, profundidad y
detalle.

Cuando la distribucién de X es una medida de probabilidad absoluta-
mente continua con respecto a la medida de conteo (con soporte contenido
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en algin conjunto a lo sumo numerable de R) o con respecto a la medida
de Lebesgue de R, es decir, cuando X es una v.a. discreta o absolutamente
continua, el cdlculo de su esperanza es relativamente sencillo de hacer. En lo
que resta de esta seccion discutiremos estos casos.

Definicién 1.15. La esperanza, valor medio o valor esperado de una
v.a. X ab.c. se define como:

E[X] = /_+OO rfx(x)dx

o0

siempre y cuando la integral de Lebesgue exista, pudiendo ser igual a +00 o
—00.

Se acostumbra denotar a E[X] también por px, o por u si no hay peligro
de confusion.

Proposicién 1.5. Se tiene:
(i) Si X >0, entonces E[X] > 0.
(ii) Va,b e R, E[aX +bY]=aE[X]+bE]Y].
(iii) [E[X]] < E(|X]).
El siguiente resultado es bien conocido.

Proposicién 1.6. Si X es una v.a. ab.c. con soporte contenido en [0,00),
entonces

E(X) = /OOOP(X > x)d.

El siguiente resultado es otro caso particular del Teorema 1.3.

Teorema 1.4. Sea X una v.a. ab.c.. Si g : R — R es una funcion Borel
medible, entonces
Bo(X) = [ g(o)fx(a)do

siempre que la integral de Lebesgue exista.

Definicién 1.16. Sea X una v.a. ab.c. y £ > 1. Se define el momento k-
ésimo por p = E[X*] siempre que el momento absoluto k-ésimo E[| X |¥] sea
finito.
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Si la esperanza siguiente existe, se llama la varianza de X:
Var (X) = E[(X — E[X])?] = E[X?] - E[X]>.

Se acostumbra denotar o2 = Var (X). En virtud del tltimo teorema, se tiene:

e}

Var(X):/_Oo(x—u)zfx(x)dfl?:/oo v fx(@)dr = V_

o0 — 00 [e.9]

zfx (@) da:] g

Ejemplo 1.2. Si X tiene distribucién exponencial(\), puesto que es un caso
particular de la distribucién gama con parametros a = 1 y A, se debe tener:

1 1 k!
E(X):X, Var(X):ﬁ y E(Xk)zﬁ>k:1’273""' <

Proposiciéon 1.7. Si X y Y son dos v.a.’s independientes, entonces
E[XY] = E[X]E[Y].
Definicién 1.17. Si X es una v.a. y A es un evento tal que P(A) > 0, se
define la esperanza condicional de X dado A como el ntimero real
E[X14]
P(A)

donde 14 denota la funcién indicadora de A, es decir, la funcién que toma el
valor 1 si el evento A ocurre y cero si no.

E[X|A] =

Ley de grandes nimeros

Definicién 1.18. Se dice que la sucesion de variables aleatorias {X, },>1
converge con probabilidad 1 (o converge casi seguramente), y se abrevia
c.p.1 (0 cs.), auna v.a. X si

PH{w[{X,(w)},>1 no converge a X (w)}) = 0.

En este caso se escribe
lim X, =X c.p.l

V—00

Teorema 1.5 (Ley fuerte de grandes ntmeros). Sea {X,},>1 una suce-
sion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuitdas con
media comun . St S, = X1+ Xo+---+ X,,, Vn > 1, entonces
Sn
lim —=u cp.1

n—oo 1,
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Conceptos adicionales

Definicién 1.19. Una funcién f(x), definida en [0, 00), se llama star-shaped
(también conocida como funcién con forma de estrella) si f(z)/z es cre-
ciente en [0, 00), 6, equivalentemente, g(a-z) < a-g(z) para0 < a < 1,z > 0.

Definicién 1.20. Una funcién f(z), definida en [0, 00), decimos que es su-
peraditiva si f(z 4+ y) < f(x) - f(y) para x,y > 0.

Definicién 1.21. Una funcién real continua f(x) se dice convexa en un
intervalo [a, b], si para todo par de puntos xy,x2 € [a,b] y para todo A\,0 <
A<1:
fIA-ar+ (L= A) @] S A- flan) + (1= A) - flae)

Si f(x) poseé segunda derivada en [a,b], entonces una condicién necesaria
y suficiente para que sea convexa en dicho intervalo es que f”(x) > 0 para
todo x € [a, b]. Si para todo par de puntos x1, 25 € [a, ] la funcién —f(z) es
convexa en el intervalo, diremos que f es concava.

Definicién 1.22. Sean X y Y dos variables aleatorias. Diremos que X =, Y
si X y Y tienen la misma distribucién. También se dice que X es estocasti-
camente mas grande que Y y se escribe X >, Y, si

P[X >z| > PlY >z], Vu.

1.2. Elementos de Fiabilidad

Considérese un sistema (una méquina, un proceso, etc.) de n compo-
nentes. Para indicar el estado del i-ésimo componente, se asigna una variable
indicadora x; de la siguiente forma:

. 1 si el componente i funciona
1 0 siel componente i falla

parai = 1,...,n. Similarmente, la variable binaria ¢ indica el estado de todo

el sistema:
6= { 1 si el sistema funciona

0 si el sistema falla.
Asumiremos que el estado de todo el sistema queda determinado com-

pletamente por los estados de los componentes, de tal forma que podamos
escribir

¢ = ¢(x)
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donde x = (x1,...,x,). El nimero de componentes n en el sistema es llamado
el orden del sistema. Ejemplos de sistemas son: sistema en serie, sistema en
paralelo, sistema k de n, entre otros.

Supongamos que los componentes de nuestro sistema son independientes,
y asumamos que el estado X; del i-ésimo componente es aleatorio con

Definicion 1.23. La probabilidad de que el componente ¢ funcione, p;, es
llamada la fiabilidad del componente i. Similarmente, por fiabilidad del
sistema se entenderd a la probabilidad P[¢(X) = 1] = E[¢(X)], donde
X=(X1,...,Xn).

Funcion tasa de falla

El concepto de funciéon tasa de falla (failure rate) modela matematica-
mente la nocién de envejecimiento para distribuciones de vida (o de falla).
Dicho concepto se ha usado extensamente en actuaria, estadistica y fiabilidad
donde se le conoce también por otros nombres, como “fuerza de mortalidad”,
“funcién de intensidad”, “tasa de riesgo”, etc.

Definicién 1.24. Sea X una v.a. ab.c. con valores reales no negativos, que
usualmente representa el tiempo de vida de algtin objeto, con funcién de
distribucién F, funcién de fiabilidad F = 1 — F y funcién de densidad f. Se
define la tasa de falla de X en ¢ > 0 como

d = fx®) &

= —(—log(F(t))) = =—= si Fx(t) >0, 1.3
a1 FO) =205 s Fx() (1.3
y +oo de otra forma, por convencién. La funcién rg se denota simplemente

por 7 si no hay peligro de confusion.

TF(t)

Proposicion 1.8. La tasa de falla puede expresarse alternativamente como

Pt < X <t+ At|X > {

r(t) = AI?BO A7 . (1.4)
Demostracién. Para t > 0 tal que F(t) > 0, se tiene
d — 1 F(t+ At)— F(t)
t) = —(—log(F'(t))) = lim —=
rt) = (- loslF(1) = lim 575 At
LPlt<X<t+M _ PE<X<t+MX>1
m :

— ]_/ _— —
ACOAL PIX > 4] AP0 At
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Observacién 1.1. Para A > 0 pequeno, r(t) representa empiricamente la
fraccién de objetos que fallan en el intervalo [t,t + A) de los objetos de una
muestra que alcanzan la edad t por unidad de tiempo.

Ejemplo 1.3. Sea
t .
F(t):{l—l—t sit>0

0 sit <0,
entonces
(14+¢t)—t 1
T@)_F’(t)_ (1+¢t)?  (1+0)* 1
R 1.t 1 4]
Ft)  1-1 11 +

En particular, se tiene que r(3) = 1/4, es decir, en una poblacién de tales
objetos, al alcanzar la edad t = 3 fallan a razén de 1 por cada 4 unidades de
tiempo. «

Algunas identidades ttiles se obtienen de (1.3); por ejemplo, integrando
ambos lados de (1.3) se tiene

/Omr(t)dt = —log F'(x) (1.5)

y aplicando la funciéon exponencial, resulta

F(x) = exp {— /Omr(t)dt] . (1.6)

Finalmente, despejando y sustituyendo en (1.3), se obtiene

F(8) = r(t) exp [— /0 mr(t)dt] | (1.7)

Asi pues, la funcién de distribucion de X, determina univocamente a la fun-
cién tasa de falla de X y, viceversa, la funcién tasa de falla de X determina
univocamente a la funcion de distribucién de X.

Se sigue, por ejemplo de (1.6), que X es una v.a. propia si y sélo si

/000 r(t)dt = +o0.
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Definicion 1.25. Se define la tasa de falla acumulativa o funcion de
riesgo R como

R(x) = / r(t)dt = —log F(x). (1.8)
0
Teorema 1.6. La distribucion exponencial(A), X > 0, es la unica distribu-
cion ab.c. con tasa de falla constante.

Demostracién. Sea X una v.a. con distribucién exponencial(\). Se tiene

T(t):%: A:__; —\ V>0

Reciprocamente, si X es una v.a. ab.c. con soporte contenido en [0, 00) tal
que r(t) = X (A > 0), V> 0, entonces, de (1.6)

F(t) = e~ Jorde — oAy s 0l

Definicién 1.26. Sea X el tiempo de vida de algin objeto con funcién de
distribucion F'. La funcién vida residual media del objeto al alcanzar la
edad z > 0 (x en el soporte de F') se define como

pr(z) =EX —z| X >za] = F(la:) /Oof(t) dt.

En particular up(0) = up = E[X].

Clases de distribuciones de vida

Definicién 1.27. Una distribucién de vida F' se dice ser IFR (por sus siglas
en inglés, tasa de falla creciente) si —log F' es convexa en el soporte de F,
esto es, si log F es céncava. De manera andloga se define la clase dual DFR
(tasa de falla decreciente) en ambos casos.

Las distribuciones IFR pueden surgir de una gran variedad de formas,
por ejemplo, envejecimiento natural, oxidacién, fatiga de los materiales, etc.,
mientras que las distribuciones DFR se presentan en situaciones como “mor-
talidad infantil” en organismos vivos, pues estos tienen una tasa de falla
decreciente durante una primera etapa de su vida. También, como ciertos
metales o herramientas que se hacen mas resistentes conforme mas se utili-
cen.
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Proposicién 1.9. Sea X una v.a. ab.c. con valores en (0,+00), entonces X
es IFR (DFR), siy sdlo si su funcidn tasa de falla v(t) es creciente (decre-
ciente).

Demostracién. Suponga que r(u) es creciente. Se sabe que

(1) = % = [T

es decir, F(t) = e~ I rwde ¢ >0, de donde

F(t +$) . e—ftt+z r(u)du

0 " (1.9)

Como r(u) es creciente por hipétesis, para cada x > 0, t +— Lterr(u)du es

creciente, luego t +— e~ [ rwdu o5 decreciente. Por lo tanto, X es de clase
IFR.

Suponga ahora que X es IFR, entonces

1 F(t+ At) — F(t)

= T
P 1 Ft) —F(t+At) o L[ F(t+ At)
A0 At F(t) A0 At F(t) '
Similarmente _( )
N 1 F(t'+ At
rlt) = Jm xp {1 - W] -

De (1.9) se sigue que t — —F(t + x)/F(t) es creciente, por lo tanto 7(t) <
r(t'). La parte DFR se demuestra de manera similar. I

Definicién 1.28. Una distribucién de vida F' se dice ser IFRA (tasa de
falla creciente en promedio) si

—log F(Ax) < —Alog F(z), Y0<A<1, 2>0.

Si F' es ab.c., lo anterior equivale a decir que

1 X
— t) dt
xHx/OTF()

es creciente en el soporte de F', es decir, que la funcién de riesgo R de F es
star-shaped. De manera analoga se define la clase dual DFRA.
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Definicién 1.29. Una distribucién de vida F' se dice ser NBU (mejor nuevo
que usado) si —log F' es superaditiva en (0, 00), es decir,

—log F(s+t) > —logF(s) —log F(t), V¥ s,t>0.
O, equivalentemente:
F(s+t) < F(s)-F(t), Vs,t>0.
De manera andloga se define la clase dual NWU.

Definicién 1.30. Una distribucién de vida F' se dice ser DMRL (vida resi-
dual media decreciente) si pup es decreciente en el soporte de F'. De manera
analoga se define la clase dual IMRL.

Definicién 1.31. Una distribucién de vida F' se dice ser NBUE (mejor
nueva que usada en promedio) si

(i) F tiene media p (finita o infinita),
(ii) Se cumple la desigualdad

/oof(x)da: < uF(t), Vt>0. (1.10)

De manera analoga se define la clase dual NWUE.

Debe notarse que [°(F(z)/F(t))dz representa la vida residual media
condicional de una unidad de edad t. Por lo tanto (1.10) implica que una

unidad usada de edad t tiene una vida residual media menor que una unidad
nueva si F' es NBUE.

Lema 1.1. La funcion de distribucion F' es NBUFE si y solo si
t R— R—
/ F(z)dz > puF(t) Yt>0.
0
Demostraciéon. F' es NBUE si y sélo si

/OO F(x)dr < pF(t) = p(l — F(t)), Vt>0,
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equivalentemente,

W) < - [ Fla)ds
= /Oooﬁ(x)dx_[of(x)da; = /Otﬁ(x)dx, vi>o0.1

Definicién 1.32. Una distribucién de vida F' se dice ser HNBUE (armoénica-
mente mejor nueva que usada en esperanza) si

/ F(t)dt < ,uFe_‘”/"F, Va>0.

De manera analoga se define la clase dual HNWUE.

Definicién 1.33. Una distribucién de vida F' se dice ser NBUFR (mejor
nueva que usada en tasa de falla) si

r(z) >r(0), Ya>0.
De manera analoga se define la clase dual NWUFR.

Definicién 1.34. Una distribucién de vida F se dice ser NBUFRA (mejor
nueva que usada en tasa de falla promedio) si

r(0)<l/xr(t)dt:@ﬁx>0.

De manera andloga se define la clase dual NWUFR.

Los criterios de envejecimiento senalados se relacionan de la siguiente
manera:

Teorema 1.7. Las siguientes relaciones, y no otras, se establecen entre los
conceptos antertores:

IFR = IFRA = NBU = NBUFR = NBUFRA
Y Y
DMRL — NBUE = HNBUE
(1.11)
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Los o6rdenes IFR, IFRA y NBU

Un problema de interés en Teoria de Fiabilidad es modelar distintas no-
ciones de envejecimiento. Cuando se tienen dos objetos que envejecen, en
algin sentido, a lo largo del tiempo es natural plantearse el problema de
determinar cudl de ellos muestra un envejecimiento mas acelerado. Para en-
vejecimientos del tipo IFR, IFRA y NBU se puede echar mano de algunos
ordenes estocasticos existentes en la literatura, como el orden convexo, el or-
den en forma de estrella y el orden superaditivo para dar una posible solucion
a este problema.

En lo sucesivo denotaremos por ( el conjunto de funciones de distribucién
ab.c. F' con soporte contenido en [0,00) tales que F(0) = 0. Se dice que
F.G € ( son equivalentes, y se escribe F' ~ G, si y s6lo si F'y G difieren
en a lo mas un factor de escala positivo, es decir,

G(z) = F(bz), Vuz,
para algun 6 > 0. Denotaremos por § el conjunto de clases de equivalencia
de ¢ con respecto a la relacién de equivalencia anterior.

Recuerde que una relacion > sobre § es un orden parcial si satisface las
condiciones siguientes:

i. (Reflexividad) Dados F, G € (, se cumple F' ~ G implica G > F.

ii. (Antisimetria) Dados F,G € (, se cumple F' > G y G > F implican
F~Q@G.

iii. (Transitividad) Dados F,G,H € (, se cumple F' > Gy G > H
implican F' > H.
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Note que un orden > sobre § debe ser es invariante con respecto a factores
de escala en (, es decir, dados F,G € ¢, F(z) > G(z) implica F(z) > G(6z),
VeyVeo>D0.

2.1. El orden IFR

IFR
Definicién 2.1. Decimos que F' es mas IFR que G, se escribe F' > G, si

G~! o F es una funcién convexa.
.7 IFR 7 . .7
Observe que la relacién F' > G es una auténtica relaciéon de orden sobre

(. De hecho, la definicién del orden F H;R G coincide con la definicién del

orden convexo F < G presente en la literatura (ver, por ejemplo, [2]).

IFR
Proposicién 2.1. Se tiene que F' > G st y solo si la funcion

rp(F 7 (u))
ra(GH(u))

u —

es creciente en (0,1).

Demostracién. Calculemos la derivada de la funcién G o F en [0, 00). Por
la regla de la cadena y por el Teorema de la Funcién Inversa, se tiene

L6 e (@) = (67 (F@)) - F'(@)
P w )
TG Fw)  gG e k@) 120
Haciendo z = F~!(u), se obtiene
M) )/ -
0G0 F@) GG o FF A ()]/(1-w
P @)/ — F(F )
" @ o FE )]/ - GG )]
C FF )/ [F(P w))]
" [9(GTo F(F1(u))/[G(G1(u))]
UEFE )] P
= W@ T w)C@ ()]~ rele @)y €O
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IFR

Asf pues, se tiene ' > G, es decir, la funcién x — G~' o F(z) es convexa
en [0,00) si y sélo si u — rp(F 1 (u))/re(G(u)) es una funcién creciente
en [0,1]. 1

La proposicién anterior proporciona una posible interpretacién intuitiva

del orden IFR. En efecto, los tiempos F~!(u) y G~'(u) corresponden al u-

IFR
ésimo cuantil de 'y G, respectivamente. Asi pues, para que F' > G es

condicién necesaria y suficiente que el cociente rp(F~1(u))/ro(G(u)) se
incremente cuando, al incrementarse v en Au unidades, el tiempo para F se
incrementa de su u-ésimo cuantil F~(u) a su (u+ A)-ésimo cuantil F~!(u+
Au) mientras que el tiempo para G se incrementa de su u-ésimo cuantil
G '(u) a su (u+ Au)-ésimo cuantil G™'(u + Au). Es en tales escalas de
tiempo y en tal sentido que rp crece més rapidamente que rg (o que rp
decrece més lentamente que rg).

2.2. Los 6rdenes IFRA y NBU

IFRA
Definicién 2.2. Decimos que F' es mas IFRA que G, se escribe FF > G,

si G~ o F' es una funcién star-shaped.

< . . . . NBU
Definicién 2.3. Decimos que F' es mas NBU que G, se escribe I > G,
si G7! o F es una funcién superaditiva.

. IFRA NBU L. .
Observe que las relaciones I > Gy F > (G son auténticas relaciones

IFRA
de orden sobre (. De hecho, la definicién del orden ' > G coincide con

la definicién del orden en forma de estrella F < G y la definicién del orden
NBU su
F > (G coincide con la definicién del orden superaditivo F' < G, ambos

conocidos en la literatura .

Los 6rdenes anteriores tienen la propiedad de que si E(z) = 1 — e es
la funcion de distribucién exponencial con pardametro A > 0, entonces:

F3E (2.1)

si y solo si, para o € {IFR,IFRA, NBU}, F tiene la propiedad de enveje-
cimiento p.
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Proposicién 2.2. Las siguientes implicaciones siempre se cumplen

IFR IFRA NBU
F> — F > G — F > G.

Demostracién. Si F' H;R G, entonces G~! o F es convexa, es decir,
G loF(A\zy 4+ (1= Nxg) S AG Lo F(xy) + (1 = NGt o F(xy),

V x1,x9 en el soporte de F' y V A € [0, 1]. Entonces, tomando siempre x5 = 0,
tendremos

G loF(Ax) <AG 1o F(x), YAel0,1]

y V  en el soporte de F, lo cual significa que G~! o F' es star-shaped. Por lo

IFRA
tanto F' > (.

IFRA
Por otro lado, si ' > G, entonces G~' o F es star-shaped en el soporte de
F', o sea,

G loF(\z) <AG'oF(z) YAe[0,1]

y V x en el soporte de F. Sean =,y > 0 en el soporte de F. Como z/(z +
y),y/(x +y) € [0,1], entonces

G loF(2)+G oF (y) = GTloF [x%y (z + y)] +G1oF {%ﬂ (@ + y)]

T

< x_i_yGloF(vay)—l—IL_i_yGlof(x—l—y) =G oF(z+y).

NBU
En otras palabras, G o F' es superaditiva. Por lo tanto > G. |l

En el caso particular G(xz) =1 — e, ¥V & > 0, la proposicién prueba las
implicaciones siguientes entre las clases de distribuciones que se indican

IFR = IFRA = NBU.

Observacién 2.1. Debemos mencionar que, estrictamente, para los 6rdenes
IFR, IFRA y NBU no se requiere que las distribuciones posean una vida
media residual pp(z) finita, pero, dado que se compararan dichos 6rdenes
con otros que si lo necesitan, en el presente trabajo no se abordaran casos de
distribuciones con vida media infinita.
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2.3. Ejemplos
Ejemplo 2.1. Suponga dos distribuciones con tasa de falla como sigue:

1 p
=y v e =y

con 0 < p < 1, respectivamente. Entonces, por lo antes visto,

r xT :Ul
F =1- — tHdt| =1 — — dt
@ =1-ew |- [rea] =1-ew |- [
1 T
=1- —1 N=1- =
exp|—log(w + 1) r+1 x+1’
[T (z4+1)P—1
Glx)=1-— - —dt| = —F—.
0 =1-ex |- [ L] -
Entonces
. U . 1 1/p—1
F (u):—l_u, G (u):(l_u> , Yuel1]
Luego
re(F~'(u) 1
G GT@) 1)
La funcion .
U ——
p(L—wu)»

IFR
es claramente creciente en [0, 1], luego ' > G. <«
Ejemplo 2.2. Sean ahora F', GG funciones de distribucién con funciones tasa

de falla
2

TF(x):l’Sa re(z) =z, Vx>0,
respectivamente. Se tiene
Fz)=1—¢ Jorr®d —q _ c=o"/4 Gx)=1—e*PB V>0
Luego

F~Y(u) = [—4log(1 —w)]Y*,  G~Y(u) = [-3log(1 —u)]*3, Ywuel0,1].
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Entonces

TF(F_I(U)) B [—4log(1 — u)]3/4 B (4)3/4[_ log(1 — u)]1/12
ra(G=1(u)) — [~3log(l —u)]?/3 EDEE , Yue(0,1).

IFR
Esta funcién es claramente creciente en (0,1). Por lo tanto, FF > G. <

Es necesario senalar que los 6rdenes mencionados no son totales, es de-
cir, dadas dos distribuciones, éstas no necesariamente estan relacionadas por
dichos 6rdenes. Sirva el siguiente caso para ejemplificar con el orden IFR.

Ejemplo 2.3. Consideremos las distribuciones que siguen:

{ 2 si0<x<1/2
F(z) = 9/16 .
sy siz>1/2,

Fijs(z) = [F(x)]"3, Va>0.
Tenemos
F~l(u) =

9/16

u/? si0<u<1/4

Ademés F~lo Fy3(z) = F7U1 — (1 — F(z))Y?],V 2 > 0, es decir,

FMl—(1-2)Y3  si0<2<1/2
1/3
1- <x9—i{116/4> ] sixz>1/2.

Se afirma que, mas especificamente, se tiene

(1 — (1 —a?)/3)1/2 si0<az<1/2
' 9/16 \"*]"’
F'o Fy(z) = 1-<x+4/4) si1/2 <2 <13/12

(9/16)23(x 4+ 1/4)Y3 —1/4  si x> 13/12
En efecto, tenemos por una parte que

0<1—(1-2)3<1-(1-1/2)"=1-(3/4)"3<1/4
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1/3
para 0 < x < 1/2. Por otra parte, como la funcién = — 1 — (x+1/4>

1/3 1/3
. 9/16 9/16
es creciente, 1 — (ﬁ) = 1= (3/4)1/3 vy 1-— (13/1/211/0 = 1/4
entonces
3\"° 9/16 \'* 1
1— |- <1—[— < Z
4 - x+1/4 !

para 1/2 <x <13/12 y
X 9/16 \'* 1
x+1/4 4

para x > 13/12. Esto prueba la afirmacién. Se afirma ahora que la funcién
F~'o Fy3 es convexa en [0,1/2]. En efecto, se verifica de inmediato que

T
3(1 — 22)23[1 — (1 — 22)13]1/2

(F o Fi)(z) =

(F~"o Fys)"'(x)

_ 1= (1/3)a? = (1= )] +[(2/3)a” — (2/3)a>(1 — 2°)'/?]
3(1 — 22)5/3[1 — (1 — 22)1/3]3/2 )

V0 <z <1/2. Note que
222 22%(1 — 2?)1/3
3 3
Por otra parte, la funcién x +— 1 — (1/3)z% — (1 — 2%)1/3 tiene como derivada
a la funcion

>0, V0<xz<1/2.

2 n 2
3 3(1— $2)2/3

entonces, r +— 1 — (1/3)2% — (1 — 22)/3 es creciente en [0,1/2]. Como dicha
funcién toma el valor 0 en 0, se debe tener

>0, V0<z<1/2

1,2

-z -(-z )3 >0, Vo<z<1/2

Lo anterior prueba que (F~'o F3)"(z) > 0,V 0 < 2 < 1/2, es decir,
F~' o Fy3 es estrictamente convexa en [0,1/2]. Esto prueba la afirmacién.
Por otra parte, es claro que la funcion

. 9 2/3 1 1/3 1
FloF @ =(—) . ER TR > 13/12
(e} 1/3($) (16> (I+4) 4, VZ'_ 3/ s
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es estrictamente céncava en [13/12, +00). Luego, hemos llegado a la con-

clusién de que F~' o F/3 no es céncava ni convexa en [0,+00), es decir,

IFR IFR
F ?é Fl/gytambién F1/3 ?A F. <

En lo que resta de este trabajo se pretende hacer una andlisis similar al
anterior para los cinco nociones de envejecimiento restantes. En cada caso se
satisface (2.1). Con una sola excepcién (de NBU a NBUE) las implicaciones
de (1.11) también se mantienen.
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El orden DMRL

3.1. Caracterizaciones del orden DMRL

Sean F,G € (. Denotemos por up(x) y ug(x) las respectivas funciones
de vida media residual de F' y G. Sean también

— 1 _ — 1 > _
Fo(z) = — / Ft)dt, Gu(x)= — / G(t) dt
HUF Jg HG Ja

las respectivas funciones de probabilidad de sobrevivencia de equilibrio (o
limite) de F' y G. Este tipo de funciones son utilizadas en teorias para la
prevencion de pérdidas o seguridad industrial, intimamente ligados con la
fiabilidad de los sistemas, la cual depende de la fiabilidad de cada uno de sus
componentes, que, como es natural, no funcionaran eternamente, por lo que
es importante conocer su tiempo de vida 1til para hacer los reemplazos cor-
respondientes en el momento justo. También, son de importancia en Teoria de
Renovacion para estudiar procesos que han funcionado por un largo periodo
de tiempo. Sean ademas

F(z . G(z
TF(fL' :4, Tg(l’):#
:U/FFe(x) ,UGGe(x)
las respectivas funciones de tasa de falla de F, y G.. Note que

p(2) = [pr(@)] ™, 7e(r) = [ne(@)] .

En efecto, se tiene
0 R S ) R C)
AT d - TR d )
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Definamos
Wr(u) = FoF. (u), Wgu)=GoG, (u), Yuel1].

Noétese que Wr y Wi son en si mismas funciones de distribucién en [0, 1].
Por tltimo definamos

alz) =G oF(z) =G ' oF(x),

B(z) = G lo Fu(z) = G. ' o Fu(z).

e

Las igualdades anteriores se derivan del hecho de que G (r) =G (1—-x)
) —-1 1
y, andlogamente, G, (z) = G.'(1 — z).
Tenemos el resultado siguiente.

Proposicion 3.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

. (P () .
t. La funcion u — ———=——=% es decreciente en |0, 1].
.. > Fr(F~(u)) :
1t. La funcion u — = — es creciente en |0, 1].
f TG(G 1(U>> [ ]
1tt. La funcion x — M es decreciente en [0, 00).
coa(r)

. La funcion u — Wit o Wg(u) es star-shaped en (0,1].

Demostracién.

(i) = (ii). En el parrafo anterior se demostraron las identidades

Pr(F 7 (w) = [pr(FH @)™y Fe(GTH () = [pe(G™H(u)] 7

Luego

Fr(F M (w) _ [uF<F1<u>>]‘1
GG W) Lua@Tw)]

Se sigue pues de la hipdtesis que la funcién

debe ser creciente en [0, 1].
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(ii) = (iii). Se sigue de las definiciones dadas antes de la proposicién que

S
Q)
2

G.of(s) GG oFu(x)
Geooals)  Gila ol >> ~ Gla()/lnrala()]
_ F(a)/lurir () _ F(@)/[prre(F o F(x)
GG o F ()

/luaia(G=Lo F(x ))] e ))/[ucfc:(G—loF( )]
)
)

_ peia(GT o F(x)  pe rF( F(a ))}

,uFrF(FloF() pr [Ta(G™' o F(x))

Ya que F~! es creciente, si ponemos x = F~!(u) y usamos la hipétesis de
que la funcién v — 7z (F~1(u))/rg (G~ (u)) es creciente en [0, 1], se concluye
que la funcién o

G. o ((z)

G, oa(z)

Xr —
es decreciente en [0, 00).

(iii) = (iv). Debe mostrarse que la funcién u +— W' o Wg(u)/u es
creciente en (0, 1]. Se tiene

GooBw) __ Flw)  _ F(F
Geoalz) GG '(F

donde 2 = F () y u = Go(G ' (t)). Por hipétesis, la funcién

Geo f()
x = =
Ge o ()
es decreciente en [0,00) y por ser la funcién F decreciente, entonces la
funcion o
o FE @)
GG (1)

debe ser creciente en [0, 1], luego la funcién

1
U — EW;l o We(u)
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debe ser creciente en (0, 1].

(iv) = (i). Se tiene

- EE@)
(W)™ o Wolw) = Z2 = 70 = =

1
u

—1

donde u = G.(G ()). Como la funcién

w (W)™ o Wo(u)

. oA 1 . . .y
es creciente en (0, 1] y la funcién G es decreciente, se sigue que la funcién

(z))
(2))

—1

papr(
H
MFMG(

T

F
ol
debe ser decreciente en [0,1]. 1

Definicién 3.1. Si se cumplen las condiciones equivalentes de la proposicion

DMRL
anterior, decimos que F' es mas DMRL que G, y escribimos F' >

El orden DMRL, al igual que los 6rdenes anteriores, es una relacion de
orden sobre el conjunto de clases de equivalencia § de (. De hecho, tenemos
el resultado siguiente.

Teorema 3.1. Se cumplen las afirmaciones siguientes.

. .. DMRL , , .
i. La relacion > es un orden parcial sobre el conjunto de clases de equi-

valencia § de C.

oo =~ DMRL . , . . . 2
1. St G(x) = e 7, entonces F' > G siy solo si F' es una distribucion de
clase DMRL.

... . _IFR DMRL
1t S1 > G, entonces FF' > @G.
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Demostracién. i. (Reflexividad) Suponga que F ~ G, es decir, F(z) =
G(0x) para algtin # > 0. Se debe probar que F DAéRL G. Se tiene

i = pp(0) = /0 OO% it — /O TRy

= [ Gn i = [ G it = o) = jue.

Luego 6 = pug/pp. También:

F(x) = / W) g / "GO b on)

HF e
y entonces
a(x) = G o F(r) = G o G(0z) = Oz,
Bx) = 6;1 o Fo(x) =G, oG.(0z) =0z
Por tanto o
G. o B(x) _
G, oa(r)
la cual es decreciente para x € [0,00). Usando (iii) de la Proposicién 3.1
resulta F 5 Q.
DMRL DMRL

(Antisimetria) Suponga que F > Gy G > F. Se debe probar que
F ~ G. Note que 3(z) = G,

. 'oF, (x) implica

-1 —

B(@) =[G ) o Fe(x)] - [Fo(2))-

rw= [0 s aw- [y,

HF Ha
el Teorema Fundamental del Célculo y el Teorema de la Funcién Inversa
implican

Como

Fio =50 v (00) (R = gt
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Sustituyendo en la relaciéon de arriba, resulta

)= Lo T _porGoalt)_ ) Goal) )
pr -GG, oF.(z) pr-GopB(x) G o B(z)
Por la hipétesis y por (i) de la Proposicién 3.1 se debe tener
pr(FH(u)
(G ) ~

Por tanto pur(F~!(u)) es un multiplo de pug(G~1(u)), luego, por la parte (iii)

de la Proposicién 3.1, se concluye que G, o B(x) = F, es proporcional a
Ge o ax). Al tomar z = 0, se obtiene

G.op0)=G.(0)=1 y G.oa(0)=G.0) =1,

pues a(0) = 0, B(0) = 0y G.(0) = 1. Asi, la constante de proporcionalidad
es la unidad, por lo que a(x) = (z), V & > 0. De (3.1) se obtiene

):'LL—G, vV >0.
120

X
S

Por tanto
alx) =p(x) =0z, Vx>0,

para algtin 6 > 0. Luego F(x) = G(0x), es decir, F ~ G.

DMRL
(Transitividad) Por (i) de la Proposicién 3.1, se tiene que si F© > @G

DMRL
y G > H, entonces las funciones u — pup(F~ (u))/ug(G7H(u)) y u

pe(GH(u)) /g (H=(u)) son decrecientes en [0,1]. Siendo estas funciones
ademas no negativas se sigue que

. {MF(Fl(U))} _ [uc(Gl(U))} _ pe(F(u)
pa(GH W) | Lpa(HH W) ] pn (H ()

_ DMRL _ .
es decreciente en [0,1]. Luego F© > H, por (i) de la Proposicién 3.1.

_ DMRL
(i) Suponga que G(z) = e~*. Debemos probar que ' > G siy sélo si F
es DMRL. Se tiene

@e(x):/ %dt:i/ e’tdt:i:G(I), Vo >0.
z MG UG Sz 27e; Ha
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Luego

De este modo,
Wit oWe(u) = Wil(u) = Fo F, (u), Yuel0,1].

Por (iv) de la Proposicién 3.1, W' o Wg(u) es star-shaped en [0, 1] si y s6lo
DMRL
si ' > (. Se tiene que

Wito Wa(u) = Wit(u) =FoF, (u)

es star-shaped en [0, 1], es decir, que la funcién

1 = —
ur—>—-FoF61(u)
u

es creciente en [0, 1], si y s6lo si la funcién

wes S F o ) =+ e(F, (W) - pr FelF, ()
1 . —=—1 - =1 HUr
=—-rp(F, (u) pr-u=ppr -r7p(F, () = ——F—
L P E ) = 7 (P ) =

es creciente en [0, 1], siy s6lo si la funcién x +— pp(x) es decreciente en [0, o),
siy sélo si F' es DMRL.

IFR DMRL . _
(iii) Suponga que F' > G. Debemos probar que F' > G. Si F'y G tienen
densidades positivas f y g, entonces a(x) y v(u) = (Wr)~! o Wg(u) son
diferenciables, donde

y(u)=F, o0 FloGo agl(u)
Por regla de la cadena,

V() =[(F.) oF ' 0GoG, (u)]-[(F
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Luego

o (#) = [(F ) 0 Gl)] - (@) (x)]
Entonces
7’(U):Z_j zgﬁii (F )Y oGoG, () [(G) oG, (u)]
_He 4
R

IFR
Como F' > @, entonces a(z) es convexa en [0, 00), luego y(u) es convexa en
[0, 1]. Por lo tanto y(u) es star-shaped en [0, 1]. El resultado general se sigue
del hecho de que las distribuciones con densidad positiva son densas en §. I

3.2. Ejemplos

Ejemplo 3.1. Consideremos las distribuciones siguientes:

_ — 1
F(r)=¢" = .
@=c" vy G0)= o
Por definicion se sigue que
1 o 1 o0 1
==— [ Flt)dt=—" At =— |—(-e )] =1
pete) = g5 | Foar= o [Tt = S [-e)]

y, de igual forma,

pe(z) = @(135) : /ooé(t) dt = (x+1)*- /mﬁ dt
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Por otro lado, es claro que

F'u)=—log(l—u) y G 'u)= 11 -1, Yue(01).
—u
De donde (F 1( )
pe\l W) AT e (0.1).
k(G (w) ’ 0.1)
La funcion

(P )
ey V!

es claramente decreciente en [0, 1]. Por la parte (i) de la Proposicién anterior

podemos afirmar que

DMRL
F > G. «

Ejemplo 3.2. Sean ahora las distribuciones
Flx)=e¢" y G(z)=e",

donde p > 0. Del anterior ejemplo sabemos que pp(x) = 1. Para G se tiene:

1 > 1 1 1
pe(w) = / ePdt = — - (__) (] = .
e—xp - e—xp p p

Luego, la funcion

-1
P w)

pe (G~ (u))
es decreciente en [0, 1], es decir, se satisface el orden

DMRL
>

Obsérvese que en este caso también se verifica el orden inverso, es decir, que

DMRL
>

En efecto, la funcién
pe(G™H(u) 1

U (P ) T p
también es decreciente en [0, 1]. Este hecho ejemplifica la parte (ii) del Teo-
rema 3.1, pues ambas distribuciones F'y G son DMRL (up(z) y pe(z) de-
crecientes), condicién necesaria y suficiente para ordenarse de tal modo. <



Capitulo 4

Los 6rdenes NBUE y HNBUE

4.1. El orden NBUE

De definiciones anteriores y de (3.1) se sigue el resultado siguiente.

Proposicion 4.1. Los siguientes enunciados son equivalentes:

i Mg BE vy e0,1].

" ue(G N (w) T He
0 N
oG ) = e Vel
fF(Fe::l(u)) Z ha Ve [0 1]

% ﬁ(m)Zﬁ’(O):M—g, Va>0
v. B(z) > a(x), Ya>0
1. gezggggl, V>0

Demostracién. (i) < (ii). Recuerde que
(7 w) = [pr(F @)™y 7e(G7H(w) = [ne(G™H(w)] ™' Yuel0,1].

Luego
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Entonces, se cumple (i), es decir,

pr(F M) _ pe
ho(G1(w) =

si y solo si

es decir, se cumple (ii).
(ii) < (iii). Se tiene

Fe(F ') _[F (
7a(GT W) (GG W)/ lue - GG (u

(
_te L= PP )]/ [Fe(F ' (w)]
pr 1=GGEH))/G(ETH )]
_ ke (1=u)G(GTH (W) _pg Ge(GH(w)
pe (= 0F(Fi(w) e F(F1(w)
También,
Fr(F () _ [FEZ )]/ e - Fo(F (W)
ra(Get(w) GG W)/ [ne - Ge(G ()]
_ ke [POEC )]/ = Fo(F (w))]
pe (GG W))/[L = GG @)
e [FE @)/ —u] _pe F(F (W)
pr (GG (W)L —u]l  pwr G(GIH(u))
Entonces, se cumple (ii), es decir,
W) S ey e o]

si y solo si

o0 sea,
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es decir, - -
F(F7'(v) =2 G(GZ'(v), Ywelo1],
equivalentemente
(-1
PO Sy yyep),
G(G:'(v))

es decir, si y sélo si se cumple (iii).

(iii) & (iv). Por (3.1) sabemos que

/ ‘éoa(:c)

Fw0 =00 G50y ez

Asi pues, se cumple (iv) si y sélo si

goa(x)
G o f((x)

Por definiciones anteriores, tenemos

>1, Vaz>0.

Goa(r) G(G'oFw) __ F) V>0
Gof(z) G(G;'oF.(x) G(G;'oF.(x)) B

Haciendo u = F,(x), equivalentemente, x = F."(u), tenemos que se cumple
(iv) si y sélo si B
F(Fw)
GG (w) —

e

Y]

Vu e l0,1].

De acuerdo a la demostracién de la parte anterior, esto tltimo se cumple si
y sélo si se cumple (iii).

(iv) & (v). Por la demostracién de la parte anterior, se cumple (iv) si y sélo
si

F(F ()

———=>1, VYuel0l1],
GGy =0 e
es decir,
F(F ' (w) 2 GG (), Yuelo,1],
o sea,

F(F7 (v) < GG (w), Yue(0,1],
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equivalentemente

o0 sea,

a(z) = G o F(x) < GIN(Fu(x)) = B(z), Yz >0,
es decir, si y sélo si se cumple (v).

(v) < (vi). Tenemos que se cumple (v), es decir,
Blx) = a(z), V=0,

si y solo si

Ge.oB(r) <G.oa(r), Vx>0,

por ser G, una funcién estrictamente decreciente, lo cual se cumple si y s6lo
si

G
GeoB®) 1 yasol
Ge o a(x)
Definicién 4.1. Si se satisfacen las condiciones equivalentes de la proposi-

cién anterior, decimos que F' es mas nueva mejor que usada en espe-

. NBUE
ranza que G, y escribiremos F >

4.2. Propiedades del orden NBUE

El orden NBUE tiene las propiedades siguientes.

Teorema 4.1. Se cumplen las afirmaciones siguientes.

. ., NBUE . . .
t. La relacion > es un orden parcial sobre el conjunto de clases de equi-

valencia § de C.

Coa A NBUE . . ) Ca
5. Si G(x) = e ®, entonces F' > G si y solo si F' es una distribucion

NBUE.
DMRL NBUE

. Si F > G, entonces ' > G.

. . _IFRA NBUE
w. ST F > G, entonces ' > (.
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Demostracién. (i) (Reflexividad) Debe mostrarse que F' ~ G implica

NBUE — _
G > F.SiF ~ G, entonces F(z) = G(0x) para 6 > 0, luego, como en la

demostracién del Teorema 3.1
p="1C
HE

Por lo tanto

NBUE
luego se cumple ' > G.

NBUE NBUE
(Antisimetria) Si ' > Gy G > F, se debe probar que F' ~ G. Se

tiene por la condicién (e) de la Proposicién anterior,
G loF(z) <G 'oF,(x) y FloGx) < F'oG(z), Va>0.

Por lo tanto G~ o F(z) = G;' o F.(x), V z > 0, es decir, a(z) = (z), V .
Se sigue de (3.1) que

Ba)=LC=9, vaxo.
HE
Luego a(r) = B(z) = 02,V x > 0, para algin § > 0. De donde F(z) = G(0x),
Vx>0, es decir, FF ~ G.

(Transitividad) Sean F,G, H € § tales que F NB>UE Gy G NB>UE H. De

nuevo, por (e) de la Proposicién anterior

G loF,(z) > G o F(x) y H'oG.(r)>H 'oG(x), Vx>0

Como

H'oF,(z)=H;'oG,0G. o F,(x)
y

H'oF(z)=H 'oGoG o F(x),
entonces

NBUE
Por tanto ' > (.
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(ii) Sea G(z) = e *, V2 > 0.

Se tiene

o ot 1 o0 1
= = dt=—". “tdt = e =1.
N’G<x> /oc G(m) e—% /:c € e~ T €

En particular pg = 1.
NBUE
Entonces F' > G <

=

r() < Br

(@) = pe Hr

=

con z = F~1(u) > 0, esto por (i) de la Proposicién anterior, <=

pr(r) <pp, Y>>0

<~
Fes NBUE.
(iii) Definamos
“F(y)d
qra(z) = M,V x> 0.
Jo Fly)dy

Notese que

<G, [~Claw)
e (alz)) = / Ty / R dato)

en virtud del cambio de variable t = a(y) y de que a(y) = G o F(y). Luego

Fo) - palale)) = [ “Claly)) doly) = / “Fly) daly).

S I —

lo cual resulta aplicando otra vez la identidad a(y) = G~ o F(y). Asf que

/ Fly) daly) = F(2) - pala()) = %



Capitulo 4. Los 6rdenes NBUE y HNBUE 41

Del mismo modo
/ F(y)dy = pp - Fe(x) = pp - Ge 0 B(x)

Por tanto: _
G. o a(r)

(JF,G(ZU) Sy =
“r Ge Oﬁ(l‘)

_ NBUE
pues a(0) = 8(0) =0y G.(0) = 1. Se sigue que F' > G siy sdlo si

pe Geoalz) _ pe .
LA S ssi x) > O, Yax>0.
ur G.op(z) ~ pr ar.c(x) = qrc(0)
DMRL
Suponga pues que F' > G. Por (iii) de la Proposicién 3.1 | se tiene que
a +— _G—e ° f(z)

G o a(r)

es decreciente en [0, 00), lo cual implica

M_G geoa(x)ZM_G7 V$>0,
e Goof(x) ~ pr
es decir,
qrc(z) > qra(0), V>0
Luego
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Para probar la otra implicacion, note que si a(y) = y-Igy>y,}, para algin yo >

0, donde I es la funcién indicadora, siendo a(y) = G~ o F(y) = G o F(y),
Yy > 0, se seguiria que G(y) = F(y) y G(y) = F(y) para toda y > v, esto
es, a(y) = B(y), ¥V y > yo. Haciendo x = y — ¥, resultaria

G, oa(r)

T2 g
Ge o f((x)

de lo cual se deduciria de inmediato que

_ ke Geoalr) _ po

qr,c\T = = :qF,GO, Va>0.
(@) = G o5 = ar (0)
) .. ) NBUE
Asi pues, en este caso se tendria sin mas que F©° > G.
IFRA
Supongamos pues que F' > G. Entonces G™! o F(z) = a(z) es star-

a(y)
y

entonces la funciéon y — oW debe ser el limite de una sucesién creciente de
combinaciones lineales finitas positivas de funciones indicadoras de la forma
Ity>y,y- Empleando el Teorema de Convergencia Monétona y aplicando el

analisis del parrafo anterior a cada una de las funciones aproximantes se
NBUE
concluye que qrg(z) > qrg(0), V2 > 0, es decir, que F > G.1

shaped, o equivalentemente, que y +— es creciente en [0, 00). Se sabe que

Ejemplo 4.1. Tomemos el Ejemplo 3.1, donde se consideran las distribu-
ciones ]

Recuerde que pp(z) =1,V >0, up =1, pg(z) =2+ 1,V >0,y pug = 1.
Entonces

<

, Yuel0,1].

. . . NBUE
Por la parte (i) de la Proposicién 4.1 se sigue que I > G. <«

Ejemplo 4.2. En el Ejemplo 3.2 se consideraron las distribuciones
F(z)=¢e* y  Gl)=[F@P=e™ Va>0.

Ahf se vi6 que pp(z) = 1,V 2 > 0, pp = 1, pg(z) = 1/p,V o > 0,y

pg = 1/p. Se sigue que

pe(F= ) pr

poG i) S g T
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NBUE
Se concluye que I > G.

NBUE
Notese que también se satisface G > F en el iltimo ejemplo, dada su

condicién de distribuciones exponenciales, verificando la validez de la parte
(ii) del Teorema 4.1. «

4.3. El orden HNBUE

Definicién 4.2. Decimos que F es mas nueva mejor que usada en

. . HNBUE .
esperanza armonica que G, y escribimos F©' > G, si

G 'oF, d
M > _Ge—l OFe(x) |x:0: 'u_G’ Vo >0.
x dx WE
Observe que la tltima igualdad se cumple porque G_ ' o F.(z) = B(x) v,
como se vi6 en (3.1) dentro de la demostracién del Teorema 3.1 ,

'aoa(x) e
/"LF aoﬁ(:ﬁ) =0 ’LLF.

Teorema 4.2. Se satisfacen los siguientes enunciados.

. L HNBUE . .
. La relacion F' > G es un orden parcial sobre el conjunto de clases de

equivalencia § de C.

.o =~ HNBUE . ’ . . . -,
5. St G(z) = e ", entonces F' > G si y sdlo si F' es una distribucion
HNBUE.

... . _ NBUE HNBUE
. Si F > G, entonces F' > G.

G(0x) para @ > 0. Como se hizo en demostraciones anteriores, result
pa/ ey a(x) = B(x), Vo > 0. Por lo tanto

Demostracién. (i) (Reflexividad) Suponga F' ~ G, entonces F(z
a

) =
0 —

Golo F.(x) :H_x:9>,u_g'

x x [P

HNBUE
Luego ¥ > @.
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.. .« .. . HNBUE HNBUE
(Antisimetria) Si F > Gy G > F, entonces
-1 -1
Ge oFel@) s pa 0 B 0Gel) ey
x UF Z Ha
Luego
G.loF,
Ge oFel®) 16y, oy
Z 120
Asf pues B(x) =0 -2,V x > 0, donde 0 = ug/pur > 0. De donde F(x) =

x)
G, o B(x) = G.(0z),V 2 > 0, es decir,

/@dt:/ G(0t>dt:/ GO 4y vaso.

Derivando ambos lados, resulta

= : , YVa>0,

es decir, F'(r) = G(fz) V x > 0, o sea que F ~ G.

HNBUE HNBUE
(Transitividad) Sean F,G,H € § tales que ¥ > Gy G >

Entonces,

H'oF,(z) = H ' oG.(G; o F,(z))

> B (G o R@) 2 P By ez,
Ua K  HF
esto es,
H'oF,
e oFe(x) _ pu V>0
z HF
HNBUE
Por lo tanto FF >
HNBUE

(ii) Sea G(z) = e7®. Se tiene ' > G si y sélo si

-1o F 1
Gelokl) s _ 1y sy
Z KE  HF
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oseca, G;'o Fo(x) > x/pp, ¥V @ > 0, es decir F(x) > Ge(x/pr), V 2 >0,
equivalentemente, F.(z) < G.(x/ur), ¥V x > 0. Ahora notemos que

QMﬁ:L%g@dh:Lﬁf%hzfmzaw)

Ha

NBU

H E . Y .
Por lo tanto I > G siy s6lo si

/ﬂﬁgwawm,
z MF

es decir,

/ F(t)dtgup-e_”/“p7 V>0,

o sea, si y sélo si Fes HNBUE.

NBUE
(iii) Suponga FF' > @. Por (iv) de la Proposicién 4.1, se tiene '(x) >

3'(0) = ug/pr. Integrando a ambos lados, resulta

MG
Bla) z -

es decir,

HNBUE
Por tanto £ > G. 1

Ejemplo 4.3. Consideremos otra vez el Ejemplo 3.2, a saber las distribu-
ciones

Flr)=¢" y Gl =[F@)P=e™ Va>0.
Recuerde que pup(z) =1,V 2 >0, pp = 1, pe(x) = 1/p,V £ > 0,y pg = 1/p.

Calculemos las correspondientes funciones de equilibrio. De lo visto al inicio
del Capitulo 3, se tiene

Fe(:c)——/ F(t)dt:/ etdt=e" Va>0.
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Anélogamente se demuestra que G.(x) = e, V 2 > 0. Entonces

log(1l —
Pl =—log(l—u) vy Giiw=—"20"9" v, e
p
Por tanto
—1 _ _ L,
x xz-p p b HF
HNBUFE

condicién suficiente para concluir que FF > (. <«



Capitulo 5

Los 6rdenes NBUFR y
NBUFRA

5.1. El orden NBUFR

Asumiremos que F' y G son absolutamente continuas, por tanto, que
a(r) = G7' o F(x) es diferenciable.

Definicién 5.1. Decimos que F' es mas nueva mejor que usada en tasa
. NBUFR .
de falla que G, y escribimos F' > G si:

o' (z) > a(0), Vx>0,

es decir,
re(F~H(u) _ rr(0)
> , Yuel0,1],
el G T(w) = 7(0) oy
equivalentemente,
re(z) rr(0)
>
(G @) = re0y " 420
o también,
-1
re(FG) | re0) L

ra(z) ra(0)
El orden NBUFR tiene las propiedades siguientes.
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Teorema 5.1. Las siguientes propiedades se cumplen.

. .. NBUFR , , ,
t. La relacion > es un orden parcial sobre el conjunto de clases de equi-

valencia § de C.

- B NBUFR , L o
1. Si G(x) = e ", entonces ' > G si y solo si F' es una distribucion

NBUFR.

... . __NBU NBUFR
. Si F > G, entonces ' > G

Demostracién. (i) (Reflexividad) Suponga F' ~ G. Entonces F(z) =

G(0x),Vx >0, donde 0 = pug/pr > 0. Luego
a(x):aflof(x) zﬁxz'u—G-x, YV >0.

De donde

NBUFR
Por lo tanto ¥ >

NBUFR NBUFR
(Antisimetria) Si /' > Gy G > F, entonces

(Gt o F)(z) > [G~ o F](0)

De donde
[G'o F)(x) =[G ' o F]'(0), Vax>0.

Pongamos 0 = a'(0) = [G~' o F]'(0) > 0. Integrando resulta
G loF(x)=0x, Va>0,
es decir, F(z) = G(0z), V& >0, o sea, F' ~ G.
. NBUFR NBUFR
(Transitividad) Sean F,G,H € § talesque F > Gy G > H, es
decir,

(G o F)(x) 2 [GT o FI'(0) vy [H ' oGY(z) = [H™! 0 G](0).

Note que
H'oF(r)=[H 'oG]o[G" o F](z),
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luego

BV o F(@) = [(H™ 0G) o (G~ o F)J(2)
=[(H0G) o (G o F)(x)]- (G o F)'(x)
> [H 1oG](0)-[G o FJ(0)
= [(H 0 G) o (G o F)(0)] - (G™1 o F)'(0)

ya que por hip6tesis tenemos [H~ ! o GJ'(y) > [H ' o G]'(0), Vy > 0, que en
y

particular se cumple para y = (G~ 'o F)|(z), y (G"'o F)(0) = 0. Por lo tanto

NBUFR
F > H.

_ NBUFR
(ii). Sea G(z) = e™*. Se tiene que ' > G siy sdlo si

=1 = ——1

G o F)(2) > [G o F(0), Va>o.

. NBUFR
Pero como GG 1(x) = —log(x), entonces F' > G siy sblo si

[~ log F)'(x) > [~log F]'(0), Vax >0.

Sin embargo

—log F(z) = / re(t)dt, Yz >0.
0

NBUFR _ . . .
Luego ' > (G siy sélo si

re(z) > rr(0), Vx>0,
si y so6lo si /' es NBUFR.

. NBU "

(iii). Si F > G, entonces G~' o F(x) = a(z) es superaditiva, esto es,
alz +y) > alz) + ay), V z,y > 0. En particular «(0) = 0. Siendo «
diferenciable en todo punto, resulta

of(z) = hh,m+ alx 4+ h) — ax) > hh,m+ a(h) + ocglx) — a(x)
—0 —0
— i 2 =00 gy w0
h—0+ h

NBUFR
Se concluye que F > G.1
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Ejemplo 5.1. Refiriéndonos de nueva cuenta al Ejemplo 3.1, recordemos
que

_ — 1
F({E):el’7 y G(m):(x+1)2, Vo>0
y que
1
G Hu) = -1, Yuel0,1].
1—u
Entonces
aflr) =G o F(z)=+Vet —1, Vz>0.
Luego
z 1
O
Asi pues,

NBUFR
estoes ' > (. «

Ejemplo 5.2. Consideremos de nueva cuenta las condiciones del Ejem-
plo 3.2. Se tenia

Flr)=¢" y  Gl)=[F@)P=e" Va>0.

De donde

Asi pues

) NBUFR
Concluimos FF > (.
NBUFR

Una vez mas observemos que también G~ >  F' pues

Fl'oGx)=—log[l—(1—€¢")] =ap, Va>0.
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Luego
[F'oG@)] (z) =p> [F ' oG(x)]' (0), Vx>0

Manifestacion del comportamiento tan especial que poseé la distribucién ex-
ponencial (tal como se vio en el teorema anterior) es el hecho mencionado
anteriormente. <«

5.2. El orden NBUFRA

Finalmente consideraremos el orden siguiente.

Definicién 5.2. Decimos que F' es mas nueva mejor que usada en tasa
) . NBUFRA .
de falla promedio que G, y escribimos FF' > G, si

a(z) > zd'(0), Vx>0,

equivalentemente,

G (F(x)) _ re(0)

v 0.
T ~ rg(0)’ v

El orden NBUFRA tiene las propiedades siguientes.

Teorema 5.2. Se cumplen las afirmaciones siguientes.

) » NBUFRA , ‘
t. La relacion F > G es un orden parcial sobre el conjunto de clases

de equivalencia § de (.

R B NBUFRA o o
5. Si G(x) = e, entonces F > G siy sdlo si F' es una distribucion

NBUFRA.

... . NBUFR NBUFRA
wi. ST > G, entonces ' >

Demostracién. (i) (Reflexividad) Suponga F ~ G. Entonces F(x) =

G(0z), Vx > 0, donde 6 = ug/pr > 0. Luego
a(m):@_lof(x)zéx: Z—G-a::x-a’(()), V>0,
F

. NBUFRA
es decir, I >
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(Antisimetria) Suponga F’ NBU>FRA Gy G NBU>FRA F, entonces,
_ 0) - ra(0)
G loF(z >:U-TF( FloGz)>x- , Yax>0.
@za Ty @)z OG0, Vo
Luego
T > G’loF(x' TG(O)) > ra(0) . re(0) =z, Vx>0
rr(0) rr(0)  ra(0)
Asi pues,
G loF(x TG(O)) =z, Vx>0,
TF(())

es decir, F' ~ G.

NBUFRA NBUFRA
(Transitividad) Sean F,G,H € § talesque > Gy G > H.

Entonces
[GroF)(z) > o [G1oF)(0) vy [H 'oG](x) > z-[H 'oG)(0), Vax>0.
Como en el Teorema anterior,
[H o F)(0) = [H oG] (0)-[G* o F](0).
Por hipétesis, se tiene

[H ' o Fl(z) =[H ' o G)(G™ ' o F(2))
> [Gro F(x)]- [H oG] (0)
>z [G o F(0)-[H oG (0), Yaz>0,

es decir,
[H o Fl(z) >ax-[H o F]'(0), Vax>0.

NBUFRA
Por lo tanto, ¥ >  H.

_ NBUFRA
(ii) Sea G(z) = e~*. Se tiene que ' > G siy sdlo si

G o Fl(z) > x- [G

es decir,
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o sea, B
—log F(x) > x-rp(0), Ya>0,
equivalentemente, o
—log F
M >rp(0), Vx>0,
x

es decir, F' es NBUFRA.

vex . - NBUFR
(iii) Si ¥ > @, entonces

NBUFRA
Por lo tanto F > G. 1

Ejemplo 5.3. Otra vez, del Ejemplo 3.2, teniamos

Flr)=e¢" y  Gl)=[F@)P=e™ Va>0.

Y como ya vimos

log[l—(1—-¢7
aw) = G oF(w) = —BLZUZI 2y ), vaso
p p
NBUFRA
O sea F >

Como en los casos anteriores, producto de la parte (ii) del Teorema 5.2 y por
el hecho de que

[F'oG)] (z)=ap>a-[F'o G(a:)]/(()), V>0,

» NBUFRA
tenemos también G > F <



Capitulo 6

Aplicaciones

En este capitulo se presentan algunas aplicaciones a Teoria de Fiabilidad
conocidas en la literatura de los 6rdenes IFR, IFRA y NBU.

6.1. Estadisticos de orden

Veremos primeramente la relacién que hay entre los 6rdenes IFR, IFRA
y NBU y los estadisticos de orden. Empecemos por recordar lo que es un

estadistico de orden ¢ para una muestra de tamano n de una distribucién de
vida F'.

Definicién 6.1. Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria de tamano n de una
distribucién F', y ordenemos dicha muestra de menor a mayor. La variable
aleatoria X;.,, que ocupa el lugar 7 en este ordenamiento es llamada el es-
tadistico de orden i para una muestra de tamano n de F. Por ejemplo,
X1 = min[Xy, ..., X,,] vy Xy = méx[ Xy, ..., X,

Proposicién 6.1. Sea Fj.,, la distribucidn del j-ésimo estadistico de orden
en una muestra de tamano n de F. Entonces

Fin(z) = Bj,[F(z)], Vx>0,
donde

n! /p — i
Bi..(p) = — — - [ W (1l —=u)"du, 0<p<l1,

es el j-ésimo estadistico de orden de una muestra de tamano n tomada de la
distribucion uniforme sobre |0, 1.
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Demostracion. Por definicién,

n

n ANnl n—i
Fyale) = Pl <01 = 3 () IF @) Flo)
i=j
n! F(z) i1 y i
= . (1 —w)" du.
oIy, e
Teorema 6.1. Sean F, G dos distribuciones de vida tales que F H;R G

IFRA NBU IFR IFRA NBU
(F > GoF > G) Entonces Fj., > Gjuy (Fjn > Gjy 0 Fjyy >

Gjm) siendo G, la distribucion del j-ésimo estadistico de orden en una
muestra de tamano n de G.

Demostracion. De la Proposicién anterior,
Gl © Fjn(2) = (Bjin 0 G) ™' 0 (Bjin 0 Flz)) = G~ o F(a).

Luego, se heredan los ordenamientos para Fj., y G;., respecto a los érdenes
IFR, IFRA y NBU. I

Como consecuencia tenemos el resultado siguiente sobre la preservacién
de las clase IFR respecto a la formacion de estadisticos de orden.

Teorema 6.2. Sea F' una distribucion IFR. Entonces Fj.,, es IFR.

Demostracién. Sean F' una distribucién IFR y G(t) = 1 —e™". Por lo men-

. ) . IFR .
cionado en Capitulos anteriores sabemos que F© > (. Ahora, verifiquemos

IFR
que G, > G, es decir, que Gj., es IFR. De la Proposicién primera de este

Capitulo tenemos:

e LG () e

donde p = G(t) = et. Haciendo u = z/p tendremos

rad 1 ‘ . Jj—1
Gjm(1) _ /u"ﬂ (1 up) s
gin(t) 0 I—p
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Como (1 —up)/(1 — p) es creciente en p, 0 < p < 1, y por tanto, decreciente
ent, 0 <t < oo, concluimos que la funcion

Gin(t)
9jmn (t)

IFR
es decreciente en ¢, o sea, G, es IFR. Luego, por ser orden parcial, Fj.,, > G

o, equivalentemente, F}., es IFR. |

6.2. Propiedad de cruzamiento simple

Veamos ahora una propiedad de cruzamiento simple para las distribu-
ciones IFRA.

Teorema 6.3. Si F > rra G, entonces F(t)—G(t) tiene a lo mds un cambio
de signo. Si el cambio de signo se presenta éste serd de + a —, es decir, si
existe to > 0 tal que F(ty) = G(to), entonces

F(t) > G(t), Vte]|o,to, y F(t) <G(t), Vte [ty,o00).
IFRA 1 —

Demostracion. Como F© > G, entonces G o F' es una funcién star-
shaped tal que Glo F(0) = 0. Por otro lado, la funcién é_l(a(t)) = t,
V t > 0, es lineal. Ya que ambas funciones pasan por el origen, entonces
G 'oF cruzaa G oG alo mas una vez. Ademas, si el cruce se presenta es
en direccién de abajo hacia arriba. Se sigue que F cruza a G a lo mas una
ocasién, y si el cruce ocurre, lo hace desde abajo. I

IFRA
Corolario 6.1. 5i F ei]FRA, es decir, para cada X >0, F' > G, donde
G(t) = e, entonces F(t) — e~ tiene a lo mds un cambio de signo. Si el
cambio de signo se presenta éste serd de + a —.

Corolario 6.2. Sea F' una distribucion IFRA cuyo p-ésimo cuantil es &,
(esto es, F(&,) =p). Si o= —1log(l —p)/&,, entonces

F(z)>e™ ™, Vtel0,§)], Y F(z) <e™™, Vtel,o00).

Demostracion. Note que la distribucién exponencial e~** tiene el mismo
p-ésimo cuantil que F'. Entonces, al menos puede haber un cruce entre las
graficas de e®® y F. Tal punto de cruce es t = &p. Pero, por el Teorema
anterior, el cruce es tnico y es en la direccién indicada en el enunciado. I
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6.3. Obtencion de cotas

A continuacién presentaremos algunos criterios sobre cotas basados en
algin momento conocido relacionados con los 6rdenes IFR e IFRA.

Proposicién 6.2. Dadas X,Y dos variables aleatorias con funciones de dis-
tribucion F y G, respectivamente, siendo G estrictamente creciente, se debe

tener
Y E£G o F(X)

Demostracién. Sea H la funcién de distribucién de la variable aleatoria
G~'o F(X). Se tiene

Por lo tanto, Y = G~ o F(X).1

IFR
Teorema 6.4. Si FF > G, F(0)=G(0)=0, y

/0 AR = py = /0 i ac),

para un valor fijo de r > 1, entonces

. - . 1/r
Fz) > { G(t) sit<u',

0 sit>pl"

Demostracion. Sean X,Y variables aleatorias con distribuciones F'y G,
respectivamente. Denotemos por F, y G, las distribuciones de X" y Y7,
respectivamente. Primero veamos que G, ! o F,.(x) es una funcién convexa en
x > 0. Es claro que

G loF.(x) =[G o F(z'/")" (6.1)

T

Ahora, como G~! o F' es diferenciable, se tiene

G loF(

xl/r r—1
26 o F(a)] = { o )} (G o FY (27,



Capitulo 6. Aplicaciones 58

El primer término del lado derecho de la igualdad es creciente en x > 0, pues
G~ o F es star-shaped y r > 1. El segundo término también es creciente en
x dado que ya vimos que G, ! o F, es convexa.

Ahora, sean X7, ..., X); Y/, ..., Y.” muestras aleatorias de F, y G, respec-
tivamente. Puesto que G, ! o F}. es convexa, entonces

G loF, (1/nZXf> < 1/nZG;10FT(X;).
i=1 i=1

Se sigue que

F, (1/71in) <G, <1/niGT1 oFT(X[)> =G, (1/niY[> :

va que G o F.(X7) =Y/ y X7, ..., X" son independientes. Cuando n tiende
a 00, por la Ley Fuerte de los Grandes Nuimeros, se tiene

Fr(pr) < Gy(pr)

y, de (6.1)
Fr(,uvlﬂ/r) < Gr(ﬂi/r)'

IFR | — _
Entonces, como F' > G, F cruza a G exactamente una vez y lo hace de

arriba hacia abajo, luego F(t) > G(t) para t < u}«/r. Para t > u,lﬂ/T se tiene
trivialmente que F'(¢) > 0. I

Corolario 6.3. Sean F' una distribucion absolutamente continua IFR, p, =
JStdF(t) y A\ = /T (r + 1), r > 1. Entonces

1/r

Flz) > exp(—t/\") sit < "
0 st t > pr

Demostracién. Observe que

/ (A M gt = A T(r 4+ 1) = pr
0

IFR N ., . .
yque F' > G,donde G(t) = 1—e %" Entonces, la conclusién es inmediata
del teorema precedente. I
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IFRA
Teorema 6.5. Sean ' > G,

/0 T dF(z) = /0 " dG(),

para algun s > 0 fijo, y ¥ una funcion creciente. Entonces:

/0 (@) -2t Fla)de > /0 W) -2t Gla) da.

i IFRA _ . — — ,
Demostraciéon. ' > G implica que F' cruza a G a lo mas una vez y,

en caso de hacerlo, es desde arriba. Por otro lado [[@* dF(z) = [;@* dG(x)
implica que F cruza a G al menos una vez. Luego, F deberd cruzar a G
exactamente una vez. Sea 0 < t; < oo la solucién de F(r) = G(x). Entonces
27t F(x) cruza a 2°71 - G(x) en ty, y lo hace en la direccién arriba-abajo.
Se sigue que

/OOO‘P(QS) 7 F(a) do — /OOO‘%) 2 Gle) de

/O T F(a)da = /0 e dF(x) = /0 e dG ) = /0 " Gy de

S S

Puesto que las funciones W(x) — W(ty) y 2°~ 1 F(x) —2°~!-G(x) son opuestas
en signo para toda z, se tiene la conclusién deseada. I

Corolario 6.4. Sean F una distribucion IFRA, p, = [Jz"dF(z) y A\, =
i /T(r +1). Entonces A" es decreciente en 1 > 0.

Demostracién. Sean 0 < r < s y notemos que

=1 /0 S () d() = r /0 e exp(—a/ AV d(z),

Aplicando el Teorema anterior con ¥(z) = x°~", obtenemos

— s _ 1 = s—177
M) T /O sut Fz)d(x)

© gpsT!
< oo . /\1/7‘ d :)\s/rl
< | Fog es(ca/ A dw) =
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Teorema 6.6. Para un valor fijo t > 0, la cota inferior exp(—t/)\i/r) del
corolario anterior es decreciente en r > 0.

Demostracidén. Del corolario anterior, tenemos exp(—t/ Y *) < exp(—t/ A ),
para r < s,t > 0, de donde se tiene la conclusién. I

Un caso especial, cuando r = 1 en el Corolario 6.3, que a continuacién se
remarca, tiene gran importancia en aplicaciones de fiabilidad.

Observaciéon 6.1. Sea F' una distribucién IFR con media p4, entonces:

= exp(—t/p1) si t <,
>
F(t) { 0 si t 2> .

Cotas para la fiabilidad de sistemas

En las primeras etapas del diseno de un sistema, es necesario predecir que
tan fiable sera éste a partir del minimo conocimiento, ya sea de la estructura
del sistema, de la vida media de sus componentes, de saber que, por ejem-
plo, cada componente es IFR, que todos los componentes son independientes,
etc. Empleando la desigualdad de la observacién (6.1), podemos hacer una
prediccién conservadora de la fiabilidad del sistema. Concretamente, sea h la
funcion de fiabilidad de un sistema coherente de n componentes independi-
entes y consideremos al componente i con distribucién F; (desconocida) y con
media y; (conocida), i = 1,...,n. Entonces una cota inferior para el valor
de la fiabilidad del sistema h(F,(t),..., F,(t)) para una misién de duracién
t es dada por

h(Fl(t)7 s 7Fn<t)) 2 h(e_t/ul’ e e—t/un)
para t < min(f, ..., fin).

De hecho, se puede hacer una prediccion de la fiabilidad atin cuando no
conozcamos exactamente la estructura del sistema y su funcién de fiabilidad,
de hecho, los componentes no necesariamente deben ser independientes, pero
si estar asociados. Supongamos pues que: (a) Tenemos un sistema coherente
con funcién estructura ® (desconocida) y (b) Las componentes estdn aso-
ciadas, con distribuciones IFR y medias pq,..., i, (conocidas). Entonces,
podemos hacer la siguiente prediccion conservadora de la fiabilidad del sis-
tema:

_ S9!

F(t) > exp [—t : g —] , t<min(pg, ..., fy). (6.2)
— M
=1
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En efecto,

F(t) = P[O(X1(1), ..., Xn(t)) = 1] > H PXi(t) = 1]

n n 1
> H e—t/#i = exp [_tz M_]
i=1 "

i=1

La cota (6.2) resulta tener varias aplicaciones en componentes que: (a) Son
parte de un sistema coherente, (b) Estdn asociados y (¢) Tienen distribuciones
IFR con medias conocidas i1, . .., fin-

Ejemplo 6.1. Supongamos un circuito electrénico formado por diodos, tran-
sistores, resistores y capacitores, cada uno de ellos con vida media pu; =
500000, p; = 100000, p, = 1000000 y p. = 500000 horas, respectivamente.
Entonces (6.2) permite predecir la fiabilidad del sistema:

F(t) > e—0.000lt

para t < 100000 horas, donde 0.0001 representa la tasa de falla y 100 000
indica la vida media minima del total de componentes.

Teorema 6.7. Sea F' de clase IFRA con media p;. Entonces,

— e st >y
<
F(t) { 1 st < .

donde w > 0 es una funcion de t que satisface que
wt

1 —wp, =e”

Demostracién. Fijemos ¢ > p;. Definamos

— e g1 x <t
<
Glo) < { 0 si x>t

t
/ e " dr = uy,
0

lo cual es equivalente a la condicién para w del enunciado. Puesto que t > uyq,
tal valor w existe y es unico. Por el Teorema 6.3, F' cruza G' a lo méas una

donde w > 0 es tal que
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vez en (0,t). Como F y G tienen la misma media, y ' domina a G en [t, o0),
entonces F' no puede dominar estrictamente a G en [0,t]. Por lo tanto, en
[0,¢], F cruza a G exactamente una vez y lo hace de arriba hacia abajo,
6 bien, F se halla enteramente por debajo de G. En cualquiera de los dos
casos concluimos que F(t) < G(t). I



Conclusiones

Las nociones de envejecimiento aqui consideradas (IFR, IFRA, NBU, DM-
RL, NBUE, NBUFR y NBUFRA) indican de modo mas especifico algunas
de las distintas maneras en las que un objeto puede envejecer. Dados dos
objetos que envejecen a lo largo del tiempo, en alguno de los sentidos an-
teriores, se ha dado una posible respuesta a la cuestiéon de cudl de los dos
envejece mas aceleradamente con respecto a la propiedad de envejecimiento
que tengan. Existiendo relaciones naturales entre esas clase de distribuciones,
se ha mostrado que los érdenes correspondientes heredan la mayoria de esas
relaciones. Ademas, cuando se hacen comparaciones con la distribucion ex-
ponencial, resulta que una distribucion es mayor que la exponencial si y sélo
si dicha distribucion pertenece a la clase correspondiente. Este resultado con-
firma la pertinencia de esos 6rdenes ya que la exponencial tiene la propiedad
de no envejecimiento. Los 6rdenes estocasticos con respecto a las propiedades
de envejecimiento IFR, IFRA y NBU echan mano para su definicién de los
conocidos d6rdenes estocédsticos convexo, star-shaped y superaditivo, respec-
tivamente. La idea de extender estos 6rdenes a las clases de envejecimiento
restantes se ha logrado satisfactoriamente estableciendo cierta analogia con
algunas propiedades exhibidas de los 6rdenes IFR, IFRA y NBU.

Por otra parte, a pesar de la patente utilidad de esos érdenes, se debe
mencionar que, en particular, el orden IFR tiene ciertas limitaciones impor-
tantes. Por ejemplo, este orden IFR no posee (o al menos no se conoce) un
andlogo natural para distribuciones discretas, aun reemplazando a las fun-
ciones inversas de la definicion del orden IFR con funciones inversas continuas
por la izquierda. De hecho, parece ser que una distribucién F' sélo podria ser
comparable con distribuciones GG que tuviesen el mismo rango que F'. Esto
serfa muy restrictivo ya que una distribucién IFR discreta arbitraria (diga-
mos, la uniforme sobre {1,...,n}) no serfa comparable con la distribucién
geométrica, como se muestra en el contraejemplo de abajo, lo cual irfa en
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contra del espiritu del orden IFR.

Ejemplo. Considere la distribucién uniforme sobre {0, 1,2,3} cuya funcién
de distribucion esta dada por

0 siz<O
1/4 si0<z<1
Flx)=4 1/2 sil<z <2
3/4 si2<z<3

1 si3< .

Es claro que F es IFR, pues = +— rp(z) = f(z)/F(x) es creciente en [0, c0).
Sea ahora G una distribucién geométrica con parametro p = 1/2; es decir,

[z]
Gx) =) (1/2)*1, V>0,
k=0
donde [z] es la parte entera de x. En particular, G(0) = 1/2 y G(1) =
1/2+1/4 = 3/4, de donde, G™'(1/2) =0y G™*(3/4) = 1, donde G ! es la
funcién inversa continua por la izquierda de G. Resulta que G~' o F(z) = 0,
sil<z<2 yGloF(zx)=1,si2<z< 3. Afirmamos que G™* o F no

IFR »
es una funcion convexa, es decir, que F /i (G, como hubiésemos esperado.
Probemos que

GloF[(1—a)t+as]£(1—a)G oF(t)+aG o F(s)

para algunos t,s > 0y a € [0,1]. Si tomamos t =5/2, s =3/2, y a = 1/4,
se tiene

G Vo F[(1—1/4)(5/2) + (1/4)(3/2)] = G~ o F(9/4) = 1
> 3/4 = (3/4)(1) + (1/4)(0) = (1 - 1/4)G " o F(5/2) + (1/4)G~ o F(3/2).

Esto prueba la afirmacion. <«

Otra limitacion importante del orden IFR es la siguiente. Suponga que
F' es la distribucion del tiempo de vida de un objeto sometido al modelo de
reparacion imperfecta de Brown y Proschan [3]. El tiempo de vida de salida
del objeto a través de ese modelo tiene distribucion

Fyx)=[F@), Yz=0,
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y funcién tasa de falla
rp(z) =pr(z), Ya>0,

donde r es la funcién tasa de falla de F'. Es razonable esperar que F),, 0 <

p < 1, (usando las notaciones de [3]) satisfaga la desigualdad estocéstica

IFR
F > F,, siempre que, por ejemplo, I fuese de clase IFR. El contraejemplo

siguiente muestra que éste no es siempre el caso.

Ejemplo. Considere la funcion de distribucién absolutamente continua, con
soporte contenido en [0, 1], definida como F(t) =%,V 0 <t < 1. La funcién
tasa de falla de F' es

2t

re(t)
La distribucién de vida de salida F, a través del modelo dado en [3] es
FEt)=[FBO]" =1-1-#)P, vo<t<l,

y su correspondiente funcion tasa de falla es

2pt

T V0<t<L

rr,(t) = pr(t) =

Es claro que F'y F, son ambas de clase IFR. Afirmamos que si p = 1/3,
IFR

entonces F' % Fi3, es decir, que F1_/:1), o F' no es convexa. Basta probar

que F~'o Iy /3 es estrictamente convexa en (0,1). Para ver esto, note que
F~Y(u) = u'?, v 0 < u < 1. Luego,
FloF, 5(t) = F'(1—(1-F(t) ) = (1— 1 —))* | vo<i<1.
Se tiene
2 2
[1 — 32— (1- t2)1/3} + [% —Z -y
3(1 _ t2)5/3(1 _ (1 _ t2)1/3)3/2

[F~ o Fy5)"(t) =

Es claro que
2 2
§t2 — §t2(1 )2 >0, VOo<t<I
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Por otra parte, puesto que la derivada de la funcién

t? ,
t'—>1—§—(1—t2)1/3

satisface
2t . 2t -
3 3(1—1t2)23

entonces la funcién de arriba es estrictamente creciente en [0, 1]. Como

0, vVOo<t<l,

t2
l-5 - (1—)3  =o,
t=0
entonces
t2
1—5—(1—t2)1/3>0, VOo<t<l.

Esto prueba que [F~' o Fy3]"(t) > 0,V 0 < ¢t < 1, lo cual implica que la

IFR
funcién F~'oFy 3 es estrictamente convexa en (0, 1]. Por lo tanto, Fi/3 > F,

en contradiccion con el sentido comun. <«

Aunque los 6rdenes estocasticos con respecto a las propiedades de enveje-
cimiento aqui presentados resuelven parcialmente el problema de determinar
cual de dos objetos envejece mas aceleradamente que el otro y resultan ser de
utilidad en varias aplicaciones importantes de Teoria de Fiabilidad, hemos
visto que, por ejemplo, el orden IFR tiene algunas deficiencias importantes.
Una solucién alternativa de ese problema, esencialmente distinta de la ante-
rior, podria ser comparar las derivadas de las funciones tasa de falla de los
tiempos de vida de los objetos como criterio de discriminacién. Al parecer,
esto decidirfa favorablemente, por ejemplo, que F' es més IFR que F}, en el
modelo dado en [3] cuando ambas distribuciones son de clase IFR, como lo
indica el sentido comun. Esperamos poder explorar esta alternativa en un
futuro proximo.
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