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INTRODUCCION

Desde que se comprendié que las ecuaciones de Maxwell', describian a los
campos electromagnéticos en su totalidad desde un punto de vista clasico, es
decir, sin considerar los efectos cuanticos, se interpreto a las ondas de luz como
ondas electromagnéticas , se entendi6 que existia una velocidad de interaccion, a
saber la velocidad de la luz, y se comprendid6 que las interacciones
electromagnéticas se debian describir por medio de los potenciales conocidos
como de Liénard-Wiechert'. Estos Gltimos son potenciales muy parecidos a los
de Coulomb y Biot-Savart', pero con la particularidad de incluir el retraso
debido a la velocidad de interaccion', o sea la velocidad de la luz. Este retraso
implica en realidad la existencia de las ondas electromagnéticas pues de otra
forma las interacciones serian descritas en forma instantdnea.

Por otro lado, si uno utiliza las ecuaciones de Maxwell y realiza un balance de
energia, aparece el concepto de flujo de energia, descrito por el vector de
Poynting'. Cuando se calcula en primera instancia este flujo a través de una
superficie esférica que rodea una carga, encuentra el flujo de energia radiada por
la particula y este resultado es conocido como la formula de Larmor'. Planck'
utilizd esta ultima formula para encontrar una ecuacién de movimiento no
relativista que tomara en cuenta tanto a las fuerzas externas como a la reaccion
de radiacion. Esta tltima intenta describir los efectos sobre la particula debidos a
la pérdida de energia y momento lineal por la radiacion emitida por ella misma.
Por eso se conoce también como la fuerza de auto frenado. Sin embargo, el
resultado no est4 libre de problemas fisicos. En efecto, aparecen soluciones en
ciertas circunstancias conocidas como auto aceleraciones o preaceleraciones
debido a que la ecuacién de movimiento es de tercer orden y no de segundo
orden como es normal en mecanica clasica. El resultado fue encontrado por
Abraham™ ' practicamente al mismo tiempo que lo hizo Planck, pero este altimo
lo obtuvo considerando el tamafo del electrén como finito y en vez de calcular
la radiacion emitida, simplemente sumo las auto fuerzas de cada diferencial de
carga sobre ellas mismas, considerando los efectos de retraso. No obstante su
ecuacion contenia otro término proporcional a la aceleracion, pero inversamente
proporcional al radio del electrén. Cuando se considera al electron como una
particula puntual, el término diverge.

De hecho han existido muchos modelos que intentan darle una dimension finita
al electrén, aunque ninguno ha sido considerado como fisicamente satisfactorio.
En efecto, s6lo por nombrar alguno de ellos, describamos el intento de asemejar
a la masa del electron con toda la energia electromagnética del campo dando
como resultado el radio del electron. Pero se ha demostrado experimentalmente
que el electrén es mas pequefio que tal radio. Ademas de este inconveniente no
se ha podido explicar el porqué de la estabilidad del electron.



La idea mas famosa al respecto fue realizada por Poincaré’. Sin embargo esta
teoria y sus derivados no han sido muy aceptados, pues ademas existe el
inconveniente de que relativisticamente el electron se deformaria. En 1938,
Dirac’ presenté un trabajo donde calcula los flujos de energia-momentum en
forma relativista, encontrando la famosa ecuacion de Lorentz-Dirac que en
esencia coincide con la ecuacion encontrada por Planck y Abraham. Lo
interesante aqui es que las auto aceleraciones y preaceleraciones persisten.
También hay que sefialar que al igual que en el caso de Abraham aparece una
renormalizacion de la masa. Hay que resaltar que en nuestros dias la ecuacion de
Landau- Lifshitz* ha tomado mucha fuerza pues al ser una ecuacion iterada de la
ecuacion de Lorentz-Dirac’, se convierte en una ecuacién diferencial de segundo
orden y por lo tanto no presenta los inconvenientes anteriormente sefialados.
Empero, para pulsos predice una divergencia en la energia radiada. Baylis y
Hulschilt’® han demostrado que para solventar este inconveniente hay que
recurrir a la ecuacion de Lorentz-Dirac’ y calcular la formula de Larmor'. El
hecho es que la teoria se vuelve hibrida e indeterminada. Por otro lado, Ford y
O’Connell® " ® *° " propusieron un modelo de electrén con estructura y
utilizando la mecanica cudntica obtuvieron la ecuacion conocida actualmente
como la de Ford-O’Connell que coincide con el limite clasico de la ecuacion de
Landau-Lifshitz. Hay que resaltar que las dos Ultimas ecuaciones provienen de
consideraciones fisicas distintas pues una considera al electron como una
particula puntual y la otra con estructura. Sin embargo la idea de Ford y
O’Connell nos hace revivir el trabajo de Moniz y Sharp que intenta encontrar
una ecuacion de movimiento de una particula cargada por medio de un limite
clasico. En el capitulo 1, desarrollaremos la electrodinamica clésica necesaria
para entender la deduccion de la ecuacion de Abraham-Lorentz que es el limite
clasico de la de Lorentz-Dirac. Se anexa, en el apéndice, un resumen del trabajo
de Moniz y Sharp”. En el capitulo 2 se expone, en forma breve y heuristica, los
resultados de Ford y O’Connell. Compararemos las ideas de estos ultimos con
las de Baylis y Hulschilt. En particular mostraremos que, siguiendo la teoria de
Ford y O’Connell para el caso de una fuerza stbita, se encontrard una mejor
manera de interpretar la radiacién emitida por una carga. La conclusion
consistira en sefalar que la ecuacion de movimiento de Ford y O’Connell
cumple con todas las especificaciones fisicamente requeridas, junto con la nueva
interpretacion de la razoén de radiacion, para describir el movimiento de una
particula cargada puntual en forma no relativista.



CAPITULO I. LA ECUACION DE ABRAHAM-LORENTZ.

Las ecuaciones de Maxwell seran nuestro punto de partida para encontrar
los potenciales retardados para una distribucidn de carga arbitraria y que se
mueve en el espacio libre. Estos potenciales denotados por ¢ y A, conocidos
como los potenciales de Liénard y Wiechert', los calcularemos para el caso de
una carga puntual acelerada. En este punto serd necesario conocer la potencia de
energia radiada por la carga puntual y obtendremos esto a través del vector de
Pointyng'; tal potencia sera llamada:”Formula de Larmor'”.Al final llegaremos a
la ecuacion de movimiento de Abraham-Lorentz>.

1.1. Potencialesde Liénard y Wiechert.

En electrostatica se trabaja con el potencial eléctrico como herramienta
para calcular con mas facilidad el campo eléctrico. También en la teoria
magnética se tienen potenciales que tienen la finalidad de ahorrar célculos; estos
potenciales son llamados: escalar magnético y vectorial magnético. En este caso
intentaremos describir los potenciales escalar eléctrico y vectorial magnético
para el caso de una carga puntual acelerada, y como hemos mencionado
anteriormente, aplicando las leyes de Maxwell , encontraremos los 1lamados
potenciales de Liénard y Wiechert' para una particula puntual acelerada.

Denotaré con Ay ¢ a los potenciales producidos por la carga puntual

acelerada. Mas adelante encontraremos la forma explicita de estos potenciales y
veremos que son retardados en el tiempo.

Sabemos que la divergencia de Bes cero (no hay cargas magnéticas, una de
las leyes de Maxwell) entonces siempre podemos encontrar un vector , al que se
ha llamado A, tal que su rotacional sea B.Sustituyendo en la ley de induccion
electromagnética de Faraday:

oV x A)

VxE+ =0, y sacando el operador V, obtenemos:

v{agﬂ:o. (1.1)



Como el rotacional del anterior vector es cero, entonces debe existir un campo
escalar tal que su gradiente sea tal vector:

oA . oA
E+E+V(p_0,oblen E_—V(p—a. (1.2)

La ley de Ampere, dice: V x B—Zfz J . Sustituyendo (1.2) y el hecho de que

B=Vx A en esta ley, se llega:

oA
V _
8{ o+ at}

lVXVXAﬁ-Ei:j. (1.3)
7 ot

Considerando la relacion con los operadores VxVx y VVe-V? la
ecuacion (1.3) se transforma en:

2 R

—V2A+e,ua A+VV0A+e,uVaa(tD=,uj. (1.4)

atZ

Si VVeAte /,Naa(tpzo, conocida como la norma de Lorentz, la ecuacion (1.4)

cambia a :

2

0’A
-, (15)

~V?A-¢
ar

que es la ecuacién de onda no homogénea para A.

Por otro lado, si reemplazamos la ecuacion (1.2) en la ley de Gauss, obtenemos:

OA
—€|VeVp+Ve—|=p,
o|veveeve s

e intercambiando el orden de la divergencia , la derivada y la condicidon de
Lorentz, se llega a :

2

Vig-eul?- P, (1.6)

ot? :_e

que es la ecuacion de onda no homogénea para ¢.



Las ecuaciones de onda (1.5) y (1.6) necesitan ser resueltas para encontrar la

r . . - 14 *r 1
forma explicita de los potenciales A ¢ .Se recurre aqui a la funcion de Green' vy,
después de varios calculos, se encuentran la solucion:

T(r,t)=”5(t’+ E/C_t)f(r',t')dr“dt’, (1.7)

r es el vector campo, donde se quiere medir a ¥, t es el instante en que se hace
esta medicidn, t’,el llamado tiempo de retardo, y f(r’,t") es la distribucion de

fuentes (distribucion de cargas o de corrientes); R=|r —r' y r'el punto carga .

La ecuacion (1.7) nos da los potenciales A ¢, dependiendo de si fes una
distribuciéon de corriente o carga, respectivamente. Estos potenciales son
llamados retardados, ya que las ondas electromagnéticas generadas por la
aceleracion de la distribucion de cargas no tienen rapidez infinita y los efectos
de los campos llegan al punto campo, retardados.

Los potenciales que dan razon a esta seccion se encuentran a través de los
potenciales retardados, empero, no sin dificultades. Hasta ahora he tratado de
referirme a distribuciones de carga volumétricas, pero en lo sucesivo trataremos
con cargas puntuales aceleradas. En realidad la parte central de este trabajo gira
en torno a este fendmeno.

Para calcular los potenciales retardados para cargas puntuales partimos entonces

de:

c R (o

Aﬂ(r,t)zlﬂ\]"(r”t)ﬁ[t#R—tjdr”dt’ : (1.8)

donde R=r -r’.Para una carga puntual q que viaja con velocidad instantanea
B(t)c en el punto x(t),su densidad de carga —corriente es:

J,(r,t)=qcs,olr - x(t)] . (1.9)

Sustituyendo en (1.8), la expresion de (1.9), obtenemos:

A#(r,t)zejﬂF;‘Et,'))5(t'+ RS')—tjdt' , (1.10)

(



donde R(t')=|r - x(t") .Si usamos otra propiedad de la funcion delta de Dirac, a
saber:

oLt ()-akx=| S| (111)

dX f (X)=a

en la ecuacion (1.10) y llamamos a f(t'):t'+[ , y calculando

R““}, gﬁ0:=§gg

la derivada:

df 1 dR
dt Todr a (1.12)

donde n:E , es el vector unitario que se dirige de la posicion ocupada por la

carga al punto de observacion, llegamos a los potenciales de Liénard-Wiechert'
para una particula cargada y puntual:

w@ﬂ={l}“R (1.13)

%uk{ﬁle. (1.14)



1.2. Balance de energia-Vector Poynting.

Consideraremos una distribucion continua de cargas y corrientes, el trabajo
que se ejerce por unidad de tiempo en un volumen finito V es:

jJ.Eon .
\Y

Esta potencia representa la transformacidén de la energia electromagnética en
mecanica o térmica. Este ultimo hecho provoca una disminucion en la energia
del campo electromagnético dentro de V. En seguida procedemos a aplicar las
leyes de Maxwell a la ecuacion anterior:

Como VxH=J+ aa? (Ley de Ampere), podemos despejar J:

J=VxH —%?, y sustituyendo se obtiene:
3 aD 3
[JeEd x:I{Eo(VxH)—ant}d X. (1.15)
\%

Utilizando la identidad vectorial siguiente:

Ve(FxG)=Ge(VxF)-Fe(VxG)
y cambiando F por E,G por H, llegamos a:

Ve(ExH)=He(VxE)-Ee(VxH).
Despejando Ee(VxH), se tiene:

Ee(VxH)=He(VxE)-Ve(ExH),

que se puede sustituir en el integrando de la ecuacion (1.15) :



\J/.joEd3X=\J;[H O(Vx E)—VO(EX H)—EOZI?}d3X .

Por otro lado, la ley de Faraday dice queV x E = —aa? , entonces, reemplazando en

la ecuacion anterior, llegamos a:
J.\TOE‘d3X=—J.{F|oaB+V0(ExH)+anD}d3X. (1.16)
J I at ot

Dos suposiciones vale la pena hacer aqui, la primera referente a que el medio
macroscopico es lineal en sus propiedades eléctricas y magnéticas; la segunda
consistente en que la energia electromagnética total es:

U=;@.D+H.m. (1.17)

Sustituyendo (1.17) en (1.16) y, como V es un volumen arbitrario, se llega a la
ley de conservacion:

_Jee-Y iv.s, (1.18)
ot

donde S=ExH, se conoce como el vector de Poynting, y representa el flujo de
energia a través de una superficie por unidad de area. El significado fisico de la
anterior ecuacion es: la variacion de la energia con respecto al tiempo contenida
en un volumen, mas el flujo energético (Vector Poynting) saliente a través de las
superficies limite es igual al trabajo negativo realizado por los campos sobre las
fuentes interiores a dicho volumen.



1.3 Férmula deLarmor.

En la seccion anterior obtuvimos el vector de Poynting que nos
permitira encontrar la radiacion emitida por una particula cargada. A partir de
ahora sélo nos interesard el caso de una particula cargada en el vacio, por lo que
solamente analizaremos los campos E,B. Para obtener tales campos, partamos

de:

7= ] 5[” R(t,)—t}dt' ; A=Ieﬁ‘f)5{t’+ RS')—t}dt’.

c R(t

Asi encontramos a los campos:

E(x,t):{(“‘ﬂxl‘ﬂz)L+ e{ n x{(n_ﬁ)xﬁ}} : (1.19)

KR’ clk’R -
y la induccion magnética viene dada por la ecuacion:B=nxE.

Ya conocidos los campos para la carga puntual, podemos calcular el
vector de Poynting empleando la definicion de la anterior seccion.

S=ExB , donde E viene dado por la ecuacién (1.19) y estad dividido

en campos de velocidades y aceleracion. Si la carga lleva una velocidad pequena
comparada con C entonces E se transforma en:

P L B LI
E(X,t)_e{k3R2L+c{k3R (n 3)L. (1.20)

Entonces S=ExnxE, es:
{nxn} + & nx(nx(nxﬁ)j __e[nxp Juego:
KR ] ¢© kK’R « CLKR],

Z—EannXB —iil x (Nx B)x (Nx [
C{ R } Cz{kﬁRzn (nx )= (n B)L. (1.21)




El segundo término en (1.21) se hace cero pues (nx ,B)x (nx B): 0,y por lo tanto:

2 7 2 s
Sz_e{nxnxﬁ} =ec{nx'8} , y la potencia por angulo s6lido para v=0 es:

c| kR’ k‘R’
2
32249 v'sen’e, (1.22)
7iC

donde @ es el angulo entre n y v.Finalmente la potencia total radiada se obtiene
integrando (1.22) sobre todos los angulos solidos.

2ev
3¢

P (1.23)

Este resultado es conocido como la férmula de Larmor, para una carga
acelerada, no relativista.
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1.4.-Ecuacion de movimiento: Abraham-Lorentz.

La carga acelerada, como ya hemos visto, produce sus propios
campos electromagnéticos, sin contar los producidos por fuentes externas en
movimiento o estaticas, y emite energia por unidad de tiempo de acuerdo con la
férmula de Larmor; pero seria muy importante obtener una ecuacion diferencial
que nos describiera el comportamiento de nuestra carga en movimiento. A
continuacion presento, de manera breve, la forma de llegar a ella y al final
encontramos €sta, conocida como ecuacion de Abraham-Lorentz.

Una particula de masa m y carga e es sometida a una fuerza externa F, , se
mueve segun Newton:

m=F,,, (1.24)

al ser acelerada ,emite radiacion, y su potencia viene dada por la férmula de
Larmor (1.23):

2 ¢’

P(t)=g V2.

C3

Al perder esta energia por la radiacion la particula sufre un cambio en su
movimiento el cual ya no es determinado por (1.24), sino por la siguiente
ecuacion:

mi=F, +F,. . (1.25)

Para determinar F,, consideramos el trabajo efectuado por esta fuerza sobre la

particula en el intervalo de tiempo t,<t<'t, y la igualamos a la energia irradiada
en este tiempo con signo negativo. Si usamos el resultado de Larmor, tenemos:

I [2e 1.26
evdt=—|—~ —-deadt. .
J. fren {':3 C3 ( )

g

Realizando la integral del segundo término (por partes) y suponiendo que el
movimiento es periddico o que es tal que aev=0para t =t, y t=t,, obtenemos:

t 2 .
J (Iff,en - §e3 aj o vdt =0, entonces la fuerza de frenado es:
c

g

11



2e2 . .
lffrm=gc—3a=mra, (1.27)

y sustituyendo en (1.25) a (1.27),obtenemos:
W{é—ré}% , (1.28)

que es conocida con el nombre de ecuacion de movimiento de Abraham-
Lorentz.

1.5. Estudio de la ecuacion de Abraham-Lorentz

En realidad la deduccion de Planck' que acabamos de exponer es simplemente
un resultado intuitivo. En efecto, la problematica principal es que la férmula de
Larmor” no tiene una forma cléasica de lo que debiese ser una fuerza de frenado
regular. Si uno considera la ecuacién de Newton:

ma=F, + f,, entoncessetiene maev=F, ev+f, eV

fren fren

Por otro lado, considerando la formula de Larmor(la potencia) y la ecuacion
anterior tendriamos:

Potencia =P(t)=f
Por lo que no se puede dar una expresion directa de la fuerza de frenado por
radiacion y por ello Planck intent6 expresar la formula de Larmor por medio de
un promedio que lo llevara a una dependencia de la potencia radiada con la
velocidad. Sin embargo el célculo se debe hacer en forma relativista y aunque
Lorentz y von Laue lo habian realizado, nunca quedaron satisfechos de lo
obtenido. En 1938, Dirac, utilizando la electrodinamica clasica, obtuvo la
ecuacion de movimiento para una particula cargada puntual. La ecuacion es:

mat = F“'v, + r(a" +C12a2). (1.29)

ev=mm’.

fren

Sin embargo, para obtener el resultado, tuvo que realizar lo que se conoce en
nuestros dias como el proceso de renormalizacion de la masa, que consiste en
restar un término infinito a la ecuacion obtenida. Dicho término multiplica la
aceleracion y por lo tanto se podria considerar como una masa. Al eliminarlo se
obtiene la ecuacion de Lorentz-Dirac (Eq.(1.29)). Si nos vamos al caso no
relativista la ecuacion de Lorentz-Dirac se reduce a la ecuacion de
Abraham(1.28). La férmula de Larmor desaparece en la ecuacion de Abraham
pues es un efecto completamente relativista y la aproximacion clasica desprecia
tales efectos. Sin embargo subsiste un término que proviene del término de
Schott” * (za*). Pero la formula de Larmor nos indica la energia radiada al
infinito.



Variacion de la energia y e momento angular en la trayectoria de una
particula con fuerza de frenado.

En cuanto a la energia de la particula y su momento angular, al considerar la
fuerza de frenado en el recorrido de su dérbita, encontramos que aunque si varian
(energia y momento) esto sucede en un tiempo muy grande en comparacion al
tiempo caracteristico de la drbita en ausencia de fuerza de frenado. Para calcular
esta variacion primero consideramos el movimiento de la particula en ausencia
de fuerza de frenado y ,segundo, hacemos el calculo del valor medio, en un
intervalo de tiempo, de la energia y el momento. Al final el resultado es una
aproximacion de la energia y el momento para el caso en que se considere
presente la fuerza de frenado. Las ecuaciones siguientes nos muestran estas
variaciones:

2
c;ItE ~ —T<(Ocllvj >, donde V es el potencial del campo conservativo en el que se
m\\ dr

mueve la particula de masa m.

~—_—
~

Las auto aceleraciones de la ecuacion de Abraham-Lorentz y la ecuacion
integr o-diferencial de movimiento.

La ecuacion (1.28) es de tercer orden con respecto al tiempo y salta a la vista la
solucion ae''" que fisicamente no existe a menos que a=0. En mecanica clasica
las ecuaciones son de segundo orden y no de tercer orden. Con todo este
inconveniente valdria la pena tener una ecuacion que sea de orden correcto, o
sea de segundo orden y que no presente soluciones fisicamente inexistentes.

Si consideramos una fuerza externa que depende del tiempo F(t),la ecuacion
(1.28) puede ser integrada y podemos poner:

v(t) =a(t)e'’".

Si sustituimos esta ecuacion en (1.28) y derivamos apropiadamente, obtenemos:

ma = —le’“’lf(t) ,
T

y al integrar, suponiendo que no existen soluciones auto aceleradas, es decir
a=0 para t=—w, obtenemos:

t/r C

rrﬁ(t):eTIe-t'”lf(t’)dt'. (1.30)



La ecuacion anterior es una ecuacion equivalente a la de Abraham-Lorentz, pero
mas util pues hemos incorporado las condiciones asintdticas al imponer a=0
para t=-oo . Si hacemos el siguiente cambio:

S= l(t’ -1),
T
la ecuacion (1.30) se transforma:
rrlv(t)zj'e’slf(tﬂs)ds, (1.31)
0

posteriormente hacemos un desarrollo de Taylor alrededor de s=0, llegamos a :

d"F(t)
dt"

mt)=3 7" (1.32)

La ecuacion (1.31) viola el principio de causalidad. En efecto, la aceleracion de
la particula depende de una fuerza que actia en un tiempo posterior. Es decir, la
particula se acelera cuando aln la fuerza no ha actuado. Por eso conviene usar el
término de “preaceleracion”. Asi se viola el principio de causa y efecto. Aunque
este problema ocurre, debemos decir que en la realidad no es perceptible ya que
esto sucede en tiempos de un rango de 10™s que no es posible medirlo en forma
macroscopica. En la figura 1 mostramos graficamente esto.

14



F(t)
V'(t)
V(t)

Fig.1.Preaceleracion de una particula cargada.
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1.6.Conclusion.

La ecuacion de Lorentz-Dirac describe el movimiento de una particula cargada
sometida a una fuerza. No obstante, presenta dificultades como ya hemos
indicado al existir soluciones divergentes y pre-aceleradas. Las preaceleraciones
se les resta importancia pues son del orden de =10 s para un electrén y como
consecuencia de ello cabe dentro de la mecéanica cuantica, pues el tiempo de
Compton es del orden de 10% s. Por ello creemos que el problema debe verse
como un limite de la mecdnica cuantica. Pero lo relacionado con la parte
cuantica se evita por no ser nuestro objetivo fundamental, pero en el apéndice
hacemos una breve incursion que muestra este punto de vista sumamente
interesante pero que llega a situaciones donde las preaceleraciones persisten.
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CAPITULO Il. LA ECUACION DE MOVIMIENTO DE FORD-
O’CONNELL.

2.1. Introduccion

En el capitulo anterior y en el apéndice vimos que las ecuaciones de Lorentz-
Dirac y de Abraham-Lorentz presentaban soluciones no fisicas, a saber: las auto
aceleraciones y las preaceleraciones. Esto provocd que aparecieran propuestas
alternativas como ya explicamos en la introduccion y en el capitulo 1. Sin
embargo, todas presentan dificultades similares o mayores desde el punto de
vista fisico.

No obstante, la ecuacion de Landau-Lifshitz4, en nuestros dias, es la mas
aceptada pues evita el problema de las auto aceleraciones y preaceleraciones.
Esta ultima ecuacion ha sido considerada por varios autores simplemente como
una buena aproximacion, pero para Spohn'> y Rorhlich'’ representa una solucion
exacta del problema. Baylis y Hulchild’ mostraron que para fuerzas del tipo
pulso, la ecuacion de Landau-Lifshitz* predice que la radiacion emitida por la
particula es muy grande y en el caso limite de un pulso tipo Heaviside'* es
infinita si se considera la formula de Larmor. Ellos interpretan el resultado de la
siguiente manera: la ecuacion de Landau-Lifshitz se debe utilizar para describir
la trayectoria de la particula cargada pero a la hora de analizar la radiacion hay
que tomar la ecuacion de Lorentz-Dirac para calcular la energia radiada. En
muchos casos esto se puede realizar pues las trayectorias descritas por ambas
ecuaciones se parecen mucho y simplemente el error que se comete es minimo y
entra dentro de la aproximacién cuantica.

Pero existen casos donde las diferencias entre las trayectorias predichas por
estas ultimas ecuaciones son muy distintas y pierde sentido considerar la
trayectoria de la particula como la predicha por Landau-Lifshitz y al mismo
tiempo calcular la energia radiada utilizando la teoria de Lorentz-Dirac. Aparece
entonces una problematica asociada a la teoria de Landau-Lifshitz y tenemos
que descartarla.

Por otro lado, considerando un modelo no puntual del electron, Ford y
O’Connell® ™ * * '° Jograron encontrar una ecuacion no relativista que coincide
con la de Landau-Lifshitz en el limite no relativista y que en forma natural
predice un término de potencia de radiacion distinto al del modelo de Lorentz-
Dirac que es la formula de Larmor. En este capitulo desarrollaremos este
modelo, calcularemos la potencia radiada para un pulso de tipo Heaviside,
mostraremos la consistencia de éste y argumentaremos la generalizacion
relativista al modelo puntual del electron.



2.2. Laecuacion deFord y O’ Connell
2.2.1 Obtencion intuitiva de la ecuacion.

Si revisamos el articulo de Ford y O’Connell donde llegaron a obtener una
ecuacion que describa en forma no relativista, el movimiento de una carga finita
(o sea no puntual), vemos que se utilizan argumentos cuanticos para deducir la
ecuacion. Y por ello es una teoria bastante bien aceptada. Sin embargo, aparte de
coincidir con la forma no relativista de la ecuacion de Landau-Lifshitz, posee la
particularidad de proponer una potencia de radiacion distinta a la de Larmor.
Veamos en forma intuitiva como podemos obtener la ecuacion de Ford y
O’Connell.

En realidad Dirac baso su razonamiento para obtener la ecuacion relativista en el
tensor de esfuerzos de Maxwell. Este Gltimo se define a partir de la fuerza de
Lorentz sin considerar una fuerza de frenado. Esto quiere decir que la teoria de
Dirac es valida solo en el caso en que exista una fuerza adicional que obligue a
la particula a moverse bajo la fuerza de Lorentz. Si eliminamos a la fuerza
adicional entonces la fuerza de frenado no tiene contrapartida y por lo tanto la
particula cargada no se movera bajo la ecuacion de Lorentz. Pero como tenemos
una expresion para la fuerza de frenado por el caso anterior podremos proponer
que simplemente se sustituya la aceleracion y la hiperaceleracion en la ecuacion
de Lorentz-Dirac por la fuerza aplicada y en el caso no relativista resulta muy
sencillo como veremos a continuacion.

Partamos de la ecuacién de Abraham-Lorentz (1.28):

ma=F, +mma ,

y sustituyendo la aceleracion por la ecuacion de Newton obtenemos

ldp _da ma:Fext+rde:’<t ,

ma=F, =
T mdt * dt

que coincide con la ecuacion de Ford y O’Connell.

Por otra parte, ;Cual seria la potencia radiada para esta ecuacion? Si regresamos
a la técnica de sustituir dentro de la teoria de Abraham la aceleracion por la
segunda ley de Newton obtenemos que:

F F..
= Py=r—
m

P —ma’ —a=

Larmor

que representa la formula de potencia radiada de la teoria de Ford y O’Connell.
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2.2.2 Laradiacion.

Aunque para problemas donde las trayectorias de la teoria de Abraham-Lorentz
y la de Ford y O’Connell se parezcan mucho y el método de Baylis y Hulchild
sea valido, existen situaciones que por la gran diferencia de trayectorias no se
puede aplicar tal método. Es el caso de una fuerza repentina o tipo salto descrita
con ayuda de la funcion de Heaviside:

F-FHB=-F] '°°
—'o ( )_ 0 1 t>0
La ecuacion de Ford y O’Connell se convierte en:

ma = FOH(t)+rF03tH(t)= FH®) +F,0(1),

donde la & representa la delta de Dirac y se us6 que gtH =5.

Solucionando la ecuacion cuyas condiciones iniciales parat=-0o,x =0y v =0,
obtenemos que:

X(t)=H (t)[;"ntz + rln TFOI} ,

siendo la velocidad:
1 1
vty =—HO[F, ]+ —HOFRL,
m m
y como consecuencia de ello, la aceleracion posee una delta de Dirac, es decir:

a(t) =r1ano5(t)+r1n H)F, .
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Este resultado se puede analizar graficamente:

F(t)

A

Fo

x(t)

=0

20
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V(t)

3 |5

v

t=0 t

a(t)
i

t=0 t

Fig.2.En este grupo de figuras se describe para una fuerza unidimensional de Heaviside el comportamiento de la
posicion x( t) ,la velocidad v(t) y la aceleracion a(t) obtenidas a partir de la ecuacion de Ford-O’Connell.

Podemos ver que si la fuerza no hubiese sido una funcidén de Heaviside, sino
algo mas fisico, hubiéramos obtenido una solucién con una aceleracién muy
grande (ver grafica).

21



F (t)

[=t

X(t)

22

t



V(t)
A

v

a(t)
Fi

Figura3.En este otro grupo de figuras se muestra el comportamiento de la posicion x( t ),velocidad v( t ) y
aceleracion a ( t) para una fuerza fisica unidimensional aceptable al aplicar la ecuacion de Ford-O’Connell.
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Pero en ambos casos la aceleracion presenta una radiacion muy grande si
tomamos la formula de Larmor, pues tendriamos en el caso de Heaviside lo
siguiente:

P=ma’ = i %.8% (1),

que a la hora integrarlo nos daria una energia radiada infinita. Lo cual
obviamente no conserva la energia. Sin embargo si tomamos la Potencia de Ford
y O’Connell, tenemos:

0 t<O0
1 t>0°

P=TiF2=Tl
m m

F,’H 2(ty=7 FOZH(t)zri FOZ{
m m

Este tltimo resultado predice una energia finita, lo cual es fisicamente aceptable.

2.2.3 Conclusion

Hemos demostrado que ademds de predecir resultados con respecto a las
trayectorias fisicamente aceptables, la propuesta de Ford y O’Connell predice
radiaciones finitas y por lo tanto su teoria es aceptablemente fisica. Hay que
hacer notar que uno podria decir que la potencia de Ford y O’Connell debiese
ser el término siguiente:

dF
T—>
dt

sin embargo lo mismo se hace en la teoria de Abraham- Lorentz donde en vez de
tomar a la potencia como:

se toma a la Formula de Larmor. Esto es debido a que si analizamos la teoria de
Dirac veremos que la ecuacioén de Lorentz-Dirac contiene dos términos, uno que
corresponde a los campos unidos a la particula y otro que describe la radiacion
emitida al infinito por la carga. Este Glltimo es el que corresponde a la formula de
Larmor.
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CAPITULO I1l. CONCLUSION DE TESIS.

Hemos demostrado que el método de Baylis no funciona en general, pues para
un caso particular en forma no relativista el método no sirve pues las
trayectorias difieren y no se puede aplicar. Por otro lado utilizando la filosofia
de Ford y O’Connell se encuentran resultados coherentes y nos lleva a pensar
que una generalizacion de esta teoria para particulas puntuales o no, pueda
realizarse en forma relativista. Esto abre un camino nuevo para atacar el
problema, pero se debera encontrar el resultado utilizando mecénica cuéntica tal
como lo hicieron Ford y O’Connell en su teoria no relativista. Esto implicara
revisar arduamente el concepto de tamafio y forma de el electron pues ciertos
aspectos relativistas impiden darle una forma covariante al electron. Empero
creemos haber encontrado una buena propuesta.
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APENDICE

Basaremos este apéndice en el trabajo realizado por Moniz y Sharp'', en forma
de resumen.

Teoria Cuanticadelareaccion deradiacion.

Nuestro plan es primero derivar el operador de Heisenberg de la ecuacion de
movimiento para un electron no relativista, incluyendo los términos de fuerza
uniforme, y entonces analizamos algunas propiedades de sus soluciones. En
otras palabras, queremos estudiar el complemento cuantico de la ecuacion de
Abraham-Lorentz-Dirac .

Ecuacion de movimiento.

Para derivar la ecuacion de movimiento, seguimos el procedimiento Abraham-
Lorentz para derivar la fuerza uniforme en un electron, excepto que debemos
recordar que tomamos en cuenta el hecho que estamos trabajando con
operadores. Para los propositos de la presente discusion, esto justifica que
pongamos atencion en el orden de las cantidades no conmutativas.

Nuestro punto de inicio para estos calculos es el Hamiltoneano:

1 e . ’ 1 2 2
H :m[p_cA(R)} +&,Idr{E (r,t) + [V x A, t)] } , (D)

donde:  ARR)=[drp[r - ROJAr.D) .y

E = EIong + Etrans
Esto describe una particula cargada no relativista de masa mecanica m, y
distribuciéon de carga (simetria esférica) [definida como .[drp(r—l?):l ]

interactuando con un campo electromagnético, calculado en unidades de
Coulomb. P(t) yR(t) son, respectivamente, el operador de momento y de
posicion de Heisenberg de la particula.

Procediendo en forma estdndar, usamos la ecuacion (1) para derivar la ecuacion
de movimiento de Heisenberg y llegar a la forma del operador de la ecuacion de
fuerza de Lorentz:
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d . - -
L MR)=eER + * [RxBR-BRxR], (2)

y el operador usual de la ecuacion de campo para potenciales electromagnéticos
Ay ¢ (aqui se escriben en unidades de Lorentz),

- TA(rt) =4zg(r,1) (3a)
- 1g(r,t) = 47ep(r,t) (3b)
Escribiendo estas ecuaciones, escribimos la siguiente notacion:

1 0A(R)

B(R)=V AR E(R)=-vg(R)- | A

b

J(r,t)= ; [p(r - R(t)), I'?L = Operador densidad de corriente deuna particula

Como en el caso clésico, nuestro objetivo es usar la ecuacién de campo ( 3 )
para eliminar los campos uniformes de la ecuacion de fuerza de Lorentz. Para
hacer esto, primero observamos que la solucién exacta de la ecuacion ( 3 ),
satisfaciendo las condiciones de frontera, puede ser escrita:

Ar,ty=A (r,t)+ j'dr "t A, + Ay ,...(49)

p(rt ra)
r-r

donde el tiempo de retardo es dado por t/,=t-

#(r,t)=g(r.t)+ e dr’ = B+ Boa - (4D)

r;r . Note quelimA_,_, — A

,que es un campo libre.

Podemos relacionar un operador evaluado en el tiempo retardado t’.; por su
valor en el tiempo t por la formula:

—
>

Oftr,)= expli i (1, —o)expl-iH(, —1)]= 3 C

n=0 n!

" anbt) o)

donde (adH)0=[H.0] y (ad*H)o=[H.[H.0] ] .
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En seguida usaremos la expansion ( 5 ) y la ecuacién ( 4 ) para evaluar los
campos uniformes eléctrico y magnético en la ecuacion de fuerza de Lorentz. La
forma resultante de la ecuacion de movimiento de la mecénica cuantica es :

o ERO o g o+ & Reg g Ry 2D
dt? 2c dt dt 3¢® 43 nic”
1 n- n+ (!

xﬁdrdr’z[p(r—l?(t))r—r’ ' (ad 1H)J(r,t)]+ (6)

Escribiendo la ( 6 ), tenemos suprimida las contribuciones del campo magnético.
Estos han sido evaluados y encontrados para ser del orden de R’*/c” veces las
contribuciones del campo eléctrico uniforme, como uno esperaria. Tales
contribuciones seran despreciables para un electron lento. Lo mismo es cierto de
los términos no lineales asociados con el campo eléctrico uniforme. La
declaracion de que estos términos son despreciados significa, en el contexto de
la mecanica cuantica, que hay un subconjunto de estados de Hilbert para los que
los elementos de matriz < m |R’%*c?|n > son “pequenos” y que uno puede
trabajar consistentemente para un nivel dado de precision con este conjunto de
estados. Es una suposicion crucial de estos céalculos que tal conjunto de estados
existan.

La ecuacion (6) es el punto inicial para nuestro estudio de la reaccion de
radiacion en mecdnica cudntica. La labor principal en estos calculos consiste en
evaluar los conmutadores anidados en la ecuacion (6),asi que los podemos poner
en forma usual. Los detalles pueden ser hallados en la referencia 2, y yo no
reproduzco esto aqui. Sin embargo, puede ser instructivo ver que los primeros
pocos términos en la series (6) se parecen.

Después de evaluar [H, j(r, t)], el término con n=0 en la ecuacion ( 6) da:

'R

(mo dtz p(l”)

)n=0 =

2e’ ,
- Qr—r

4>d2R
3¢’

at? ’

con ([r—r'

)= [[drdrp(r)r —r"

Este es el mismo resultado que el resultado clasico. Similarmente, el término
n=1 da:

2 3
(mSF =2 ne)<1> 28

5 que es otra vez la misma que en el caso

clasico. El primer nuevo término cuantico llega cuando n=2 , donde se halla:

d’R 1 AdiR 1 1 L](dRY d’R| [d?R dR dR
M, :“‘«V‘rb 4_47«r_r >3 v (T > o (T
da’> ) ,  3ct dt*  9c dt ) dt dt> dt dt
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Tt ot oo ot 3 (mef

dR_d’R dR| dR d'RdR_dRd'R dR 87 I’ Udr ()| R
dt dt? dt r dt?

L denota al radio de carga de la particula y A = ( mhc) es la longitud de onda del

electron Compton. Vemos que el nuevo término como ( L13 ) cuando L0y es

A2 o , . , . . .
~( n ) “ veces el término de energia uniforme clasica. Esto sugiere una pequefia

correccion a la mecanica cuantica para la energia uniforme si A<< L, pero si A
>>] (limite en carga puntual) , uno tendré la suma de las series.

Esto es como un procedimiento, realizando término por término la evaluacion de
la ecuacion ( 6), hasta que uno ha inferido las combinaciones gobernadas por el
término general. El resultado es ( abandonando todos los términos de orden

dR/dt)’ o .
o comparando los términos principales).

C
dZR e dR - n+2
= )= eE xB, —-B,, x R(t) 7
Mo dt? © '”+2c {dt } Z n! 7
A 0
=11 ~ B
A {+3(n+2)6/1} "
Con

| n=1+2k (V ? )Zk p(l’")

Sl e

d™R(t)

.y h
Nosotros usamos la notacién de que Rm(t)z y ,otra vez ,que A=——
m,c
. . . 27 2 .
Note que cada coeficiente estructural es una serie de potencia en ( A/L") y que si
conservamos Unicamente el término k=0 en la serie para B,, que corresponde a
tomar el limite cuando h —0 de la expresion, recobramos la ecuacion de

movimiento para una carga clasica extendida.
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Evaluacion los coeficientes estructurales.
Energia uniforme electrostatica.
La energia uniforme electrostatica, definida como el coeficiente de la

aceleracion procedente de la fuerza uniforme, es dada por el término n= 0 en la
serie de la ecuacion ( 7). Especificamente, uno obtiene :

2e’ 2e’ A0 0
om= = I+=—1+1—|Q 8
3c? A 3c? ( 6 8&}( a/’t] 0 (8)

donde QO:J' dk (k)zz(_lt)(/lkzjZIJLik.rrzl

o & a2 )

y con ;_) ( k) la transformada de Fourier de p( r ). Haciendo la integral sobre r y
sumando las series obtenemos:

2 o pk)
Q. =—p|ldk—"272— 9
° ﬁso! 1- 2°k* /4 ©)
donde la k-ésima integral impropia ha sido regularizada tomando el principal
valor de Cauchy.

Esta formula para la auto energia electrostatica tiene un nimero de importantes
caracteristicas:

(1) Siuno da A—0 en las ecuaciones (8) y (9) y entonces va al punto de carga
limite, uno obtiene la expresion divergente para dm. Sin embargo, si uno
primero toma el limite de carga puntual [p(k)=1] en (9 ),manteniendo fija A,uno

obtiene 6m=0. Asi, conforme este calculo, uno encuentra que la auto energia
electrostatica de una carga puntual es cero en electrodindmica cuantica no
relativista. Este resultado se suprime. Para mantener estas cosas nosotros
acentuamos que no estd demandado que este calculo muestre que la automasa
del electron es finita. Hay contribuciones para esta automasa otras que las
tratadas aqui, y estas otras contribuciones pueden ser infinitas. Sin embargo, sera
mas interesante ver que un calculo no perturbativo esencial, como es éste, nos
diré sobre estas contribuciones.

(i1 ) Es muy interesante estudiar la auto energia en el caso cuando la particula
tiene un factor de forma convergente, tal como el factor de Yukawa

ﬁ(k)=(1+ k*L? )fl,donde L es el radio de carga efectiva. Usando las ecuaciones

(8) y (9),uno encuentra que el valor madximo para dm ocurre cuando L~A, y que
entonces:
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( 6rn)max ~ 0 m, (10)

donde o es la constante de estructura. Esto parece ser un resultado fisico
razonable. Por ejemplo, llevaria cambios de la masa electromagnética en el
orden de pocos Mevs si m, fue cambiada hasta cerca de cien Mev. Sin embargo,
la ecuacion (10) excluye la posibilidad de un origen puramente electromagnético
para la masa del electrén dentro del marco de la electrodindmica cuantica no
relativista.

(i11) Para 0< L << A, la auto energia electrostatica puede ser actualmente
negativa.

iv) Un conocimiento adicional dentro de estos resultados puede ser obtenido por
transformacion Q, , ecuacion ( 9 ),en coordenadas espaciales. Uno encuentra
que :

Q, = ”drdr’p(r]r—r’I{H/E:Vf}_lp(r’) (11)

El operador integral en esta expresion estd definida por:

(145757 900 = [ &S, (X=)p(3) = pur (9
o dk €T cos(2r/A)
conSﬁ(r)_pj(zn)ﬁ—sz/f A (12)

Asi vemos que en estos calculos, no menos de la fisica comprendida en la
interaccion de la particula cargada con su auto campo cuantizado es sumada en
la funcion spring S; que genera una distribucion de carga efectiva peg (1) que
estd borrada sobre una longitud de onda Compton. Al respecto, nuestros
resultados son muy similares a aquéllos obtenidos muchos afios antes por
Weiskopf. En su trabajo, sin embargo, la difusién fuera de la distribucién de
carga fue causado por el par positron-electron, ya que en nuestro estricto
tratamiento no relativista hay , por supuesto, no positrones.

Finalmente, notaremos que la distribucion de carga p.r genera un potencial
escalar efectivo:

B (1) = [rlr =" pye (7,
desde que la auto energia electrostatica puede calcularse como:
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Q, = Idrp(r) Oerr (1),

L os Coeficientes Restantes.

Simplemente afirmo por causalidad que los otros coeficientes estructurales en la

ecuacion (7) han sido evaluados, y que en el limite de carga puntual uno

encuentra:

A ==z M(Zn—l)!!l”’l,si nesimpar;
3(n+1)(n+2)

(13)

A, =0, nespar.

Asi la ecuacion de movimiento (7) es en verdad similar en estructura a la de una
ecuacion para una particula cargada extendida clésica, con la longitud de onda
Compton A, jugando el rol de parametro.

Soluciones de la ecuacion de movimiento.
Movimiento en la ausencia de fuer zas exter nas.

Ahora quiero discutir algunas propiedades de las soluciones para la ecuacion (7).
Primero discutiré el movimiento de un electron libre, o sea que ninguna fuerza
externa estd actuando. Esta es la situacion en que uno encuentra soluciones auto
aceleradas clésicas, y queremos ver qué sucede en el caso de la mecanica
cuantica.

Para investigar esta cuestion, tomamos la matriz de elementos de la ecuacién de
movimiento entre los estados estacionarios exactos y de la Hamiltoniana (1).
Nosotros asumimos que entre estos estados hay unos para los cuales los
elementos de matriz son insignificantes, y concentraremos nuestra atencion para
estos estados. Esto es posible debido a la linealidad de (7).

Mientras no conozcamos cOmo construir los estados estacionarios exactos del
Hamiltoniano (1),conoceremos que para tales estados uno puede escribir :

<m/R’(t)n>=exp(iEmt/h)<m/R’(0)n> conE,,=E,-E,.
Veremos que si hubo soluciones auto aceleradas para la ecuacion (7 ),entonces

tendremos estados tales que <m /R’ (0 )/ n># 0y para los cuales B=1 E,/ h
tiene una parte real positiva.
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Supongamos que <m R’ (0 )/ n>= 0,y tomando la mencionada matriz de
elementos de la ecuacion (7 ) , resulta una serie de potencias en la variable n=
BA/c

_2 ' noenz =D 20 \(4n+5)Y ) 2
1_30”7 Z( 2 {3(n+lj( n+2ﬂ77 _36”(77)' (14)

n=L,impar n!

Escribiendo la ecuacion (14 ),tengo factorizado la raiz 3= 0.Esto corresponde al
movimiento con velocidad constante y es el resultado esperado para un electron
libre. La cuestion es si hay otras soluciones para la ecuacion
(14),correspondiente a soluciones auto aceleradas o a otros movimientos fisicos.

La serie (14) converge para ‘n | < 1. Dentro de su radio de convergencia ,la
serie puede ser sumada y uno obtiene :

fo) =-(41/3)[(1-2in) = (1 +2in)"] - (7/3n) [ (1-2i)"* + (1 +
2in)"-2/71+(2i/30%) [(1-2in)**—(1+2in)*"] (15)

Asi, para examinar la cuestion de las soluciones auto aceleradas, uno debe
determinar las raices de la ecuacion :

1=2/3 a f(n), (16)
donde a es la constante de estructura fina 'y f(7)esta dada por la (15).

Aqui tienes que encontrar:

1) Para valores fisicos de la constante de estructura fina, de hecho para todo
o <l,Ja ecuacion (16) no tiene raices dentro del radio de

convergencia | n BA

i1)  Para o grandes, interpretados ambos como un limite semiclasico, uno
obtiene una raiz real de la ecuacion (16) para ‘n |< 1. De hecho, que
uno hallard en este caso una pequefia expansion de h alrededor de la
solucion autoacelerada clasica:

B~ (1/7)[1+ (Coeficiente numérico) h>+ ...]= (1/r ) [ 1 + (coeficiente
numérico) (1/a)*+ ...] (17), donde 7 =2¢%/ 3mc’.

i)  Los regimenes de o pequefia o grande estan separados en que hay un
valor critico de a, o> 1, tal que :
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dn/ da |0t—>fxcm —> 0,

Este comportamiento es semejante a una fase de transicion de primer orden, y
expresa que el radio de convergencia de la ecuacion (17) no puede incluir el
valor fisico de a.

Asi el analisis de las raices de la ecuacion (16) muestra que las soluciones auto
aceleradas no estan presentes en la electrodinamica no relativista para valores
fisicos de a..Nuestro conocimiento de este resultado es que la interaccion de una
particula puntual cargada con su campo uniforme cuantizado genera una
distribucion de carga efectiva que se extiende sobre una longitud de onda
Compton (12).Esta estructura esta reflejada en la ecuaciéon de movimiento de la
particula, resultado en una forma para la ecuacion de movimiento de la
mecanica cuantica para una carga puntual [ (7) y (13)]que es similar a una carga
clasica extendida. Un andlisis serio indica que una particula clédsica cargada de
suficiente tamafio ( radio de carga > radio del electron clasico)no exhibe el
aspecto de las soluciones auto aceleradas.

Es también interesante preguntarse acerca del significado de la condicion | n <
%2.Recordando varias definiciones vemos que:

Epm < % m . (18)

Esta condicion representa una restriccion sobre los eigenestados de energia de
particula mas campo, entre que uno puede consistentemente evaluar la matriz de
elementos (17), y expresar el hecho que nuestros resultados estan limitados al
dominio no relativista. Es importante que el criterio (18) esta generado por las
ecuaciones dindmicas mismas.

Fuer zas externas.
Ahora consideraremos como el electrobn se mueve en respuesta a una fuerza
externa dependiente del tiempo t, F( t ). Si otra vez despreciamos el campo

interior, la ecuacidn de movimiento puede ser resuelta por transformada de
Fourier y la solucion puede escribirse en la forma:

mR(t) = Tdt’G(t—t')F(t’) (19)

La funcion G(t—t’) es dada por:
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c/24 . ,
G(t—t’)=i f dw ezp[lw(t—t)] 20)
27 2 l—ga f (iwd/c)

En la ecuacioén (20) la funcion f (iwA/c) esta definida por (15).

Para derivar las ecuaciones (19) y (20) requerimos que F(w) desaparezca para
|w |> ¢/2% . Esto es debido a que la serie definida f (iwA/c) no converge
excepto que |w|< c/2). Esta condicion esta por supuesto estrechamente
relacionada con la derivada anterior, E,,, < 1/2m02,c0m0 requiere el movimiento
no relativista , y también se sigue directamente de la condicion que la fuerza
aplicada cambia por una cantidad pequena en el tiempo requerido por la luz al
atravesar una longitud de onda Compton.

No es dificil ver que la funcidon respuesta (20) no permite observar la
preaceleracion si a<<l. Una evaluacién aproximada de (20) muestra que la
funcion de respuesta cuantica esta extendida alrededor del origen ( t=t’) con una
anchura minima dada por el tiempo caracteristico VT ~ 2A/c. Este tiempo esta
determinado conjuntamente por el principio de incertidumbre y la ecuacion de
movimiento ( a través de la condicion w< c¢/21 ), y el tiempo en que la particula
empieza a moverse en respuesta para que la fuerza aplicada no pueda ser
determinada mas precisamente que AT. La escala de tiempo para la
preaceleracion ,por otro lado, es:

¢ ~(e*/me’) = o Me) << AT.

Si a << 1, asi que ahi puede no estar la violacion de causalidad. Note, sin
embargo, que esta conclusion no se sigue si o~ 1.

Si la fuerza es interrumpida en una frecuencia pequefia comparada con c/A,el
limite correspondiente de (19) puede ser obtenido por expansion del
denominador de la funcion de respuesta (20).Uno encuentra que :

mR(@t) = Ft) + ¢ Ft) +... ZTdse’slf(tJrST) (21)

Asi, en el régimen clésico, las ecuaciones (19) y (20) dan el mismo resultado
que la solucion para la clasica ecuacion de Lorentz-Dirac que resulta cuando las
soluciones auto aceleradas son eliminadas por ley. El punto interesante es que
las ecuaciones (19) y (20) localizan un limite, originado de la teoria cuantica, en
la aplicacion de la solucion clasica .
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La discusién de la correspondencia entre la electrodindmica clasica y
cuantica.

Hemos estudiado la teoria cuantica de una particula cargada no relativista
acoplada a un campo electromagnético cuantizado. Este modelo, que hemos
llamado “electrodindmica cuéantica no relativista”, estd definido por el
Hamiltoniano (1).

Nosotros hemos mencionado que la electrodindmica cldsica no relativista se
manifiesta internamente describiendo el movimiento de particulas cargadas
extendidas. Sin embargo, tomando el limite de carga puntual de la teoria de
carga extendida clasica resulta un conjunto de ecuaciones cuyas soluciones
muestran la conducta de auto aceleradas y preaceleradas. En mecanica cuantica
,de otro modo, la teoria de punto de carga es consistente, mostrando ningun
comportamiento auto acelerado u observable causal. Ademads, el limite de
correspondencia de las soluciones de la ecuacion de movimiento de la mecanica
cuantica reproduce estas propiedades, y unicamente estas propiedades de las
soluciones de la ecuacidn clasica Lorentz-Dirac que son fisicamente razonables.
Asi, una imagen consistente de un electron puntual cldsico emerge como el
limite correspondiente de un electron puntual cudntico, pero no como el limite
puntual de una carga extendida clasica.
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Conclusionesde D.H. Sharp.

En conclusion, quiero mencionar algunas preguntas que supongo en este trabajo.
El modelo estudiado aqui, basado en el Hamiltoniano (1),carece de invariancia
relativista. Consecuentemente, la no completa consistencia para este modelo
puede ser reclamada. Mas aiin, nosotros no conocemos para cuales de nuestras
conclusiones acerca de la consistencia de la electrodindmica cuéntica no
relativista continue dependiendo de la electrodinamica cuéntica relativista. Asi,
un intento para extender nuestros calculos en el dominio de la teoria de campo
relativista completo es claramente importante.

Otro punto concerniente es el hecho que, recordando nuestros célculos, la
electrodindmica cuantica no relativista aparentemente muestra el
comportamiento auto acelerado y preacelerado si la constante de estructura fina
fue menor que 1.Esto sugiere un limite superior sobre a. (Es este limite real, o
desaparece si mas fisica ,tal como la creacion de un par, fuese incluida en el
modelo? ;Si el limite es real, que propiedad general de la teoria esta siendo
revelada?

Finalmente, como ha sido recientemente enfatizado por Grotch y Kazes, es muy
instructivo comprender mas claramente las relaciones entre nuestro método de
calculo y la teoria de perturbacion estandar. Algunos progresos han sido hechos
en esta cuestion. En efecto muy diferentes suposiciones y aproximaciones
fundamentan los dos métodos. Hay, entonces, una razoén no particular porque los
resultados obtenidos de estos dos métodos coinciden en algin orden dado de
aproximacion. No voy a entrar en detalles acerca de este trabajo aqui, ya que es
discutido en otro sitio.

Pero sobre todo notamos que el fenomeno de auto aceleraciones y de
preaceleraciones no fue erradicado pues se partio de la propia teoria de Dirac.
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