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Introduccion

Los origenes de los modelos para la valoraciéon de activos y derivados fi-
nancieros se encuentran en la ecuacion de difusién desde 1807. Luego casi
100 anos despues, el 29 de marzo de 1900, Louis Bachelier defendié exitosa-
mente su tesis "Theorie de la Spéculation”, bajo la supervision de Henri
Poincaré.

En ella proponia un movimiento Browniano como modelo asociado a los pre-
cios de las acciones. El objetivo del modelo de Bachelier era determinar el
valor de opciones accionarias, y aunque fue un buen principio para esa valo-
racion, la férmula que dedujo estaba basada en supuestos no realistas, ya que
asumia la inexistencia de tasas de interés y utilizaba un proceso estocéstico
(movimiento browniano) que permitia que los precios de las acciones tomaran
valores negativos. Posiblemente ésta fue una razén para que ese modelo fuera
olvidado durante mucho tiempo.

Posteriormente, autores como Paul Samuelson y James Boness, se ocuparon
de superar algunos de los inconvenientes del modelo de Bachelier, asumiendo
la existencia de tasas de interés y una distribucién de probabilidad mas real
para los precios de las acciones; ademéds tuvieron en cuenta que los inversores
son adversos al riesgo, y que posiblemente estén dispuestos a asumirlo, pero
a cambio de algiin premio. En particular, en 1960, el economista norteameri-
cano Samuelson (premio Nobel de economia en 1970) propuso el movimiento
browniano geométrico como modelo para los precios que estan sujetos a in-
certidumbre.

En 1964, Boness sugirié una formula més cercana a la de Black-Scholes, pero
que todavia contaba con una tasa de interés desconocida, que Boness incluia
como compensacion por el riesgo asociado con el valor de la accion. Para
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el modelo de Black-Scholes-Merton, el movimiento Browniano geométrico es
el modelo basico asociado a los movimientos de los precios. Pero ademas
estos autores tuvieron en cuenta, y esto fue determinante, que el movimien-
to Browniano estd asociado con la teoria matematica avanzada del calculo
estocastico o calculo de Ito, desarrollado por el matematico japonés Kiyosi
Ito desde 1940, que considera aspectos analogos a los del céalculo clasico de
Newton y Leibtniz, pero en condiciones aleatorias.

Finalmente en 1973 surge la famosa ecuacién de Black-Scholes para calcular
el precio de opciones financieras y con ella la teoria moderna de finanzas,
basada en el principio de no arbitraje. Su desarrollo desato una enorme can-
tidad de alcanzes y revoluciono la practica de las finanzas.

Aunque la teoria matematica que usa la formula de Black-Sholes es con-
siderablemente avanzada, es posible derivar y entender el mismo resultado
presentado usando sélo matematicas elementales.

El principal objetivo de esta tesis es, analizar como se modelan tanto los
precios de una accion como los precios de un derivado de esta, ”las opciones
de tipo europeo”, basados en el arbitraje y cobertura. observando la impor-
tancia y el alcance que tiene la matemaética en finanzas. Y aunque para esto
se hacen supuestos irreales, este contexto nos ayudara a comprender mejor
la teoria mas general.

Este trabajo consta de tres Capitulos; en el Capitulo 1, se analiza el com-
portamiento de los precios de una acciéon y se deducen dos modelos fun-
damentales para estds, uno en forma discreta Lattice Binomial y otro en
forma continua, el modelo de Black-Scholes. En el Capitulo 2 se introduce
la teoria necesaria para la comprensién y el desarrollo de la valuacion de
opciones europeas, y se desarrolla el modelo binomial para valuacion de op-
ciones suponiendo que los precios de la acciéon se modelan como en el Capitulo
1 y finalmente en el Capitulo 3, se analiza y bosqueja como surje y se utiliza
la formula de Black-Scholes para valuar un derivado financiero.

Cabe mencionar que en el Capitulo 1 y 3 no se demuestra sélo se utilizan
resultados de la teoria de Célculo estocastico.



Capitulo 1

Modelos Estocasticos en

Valuacion de Precios

En este capitulo se contempla un estudio de los modelos matematicos
estocasticos que nos permiten analizar la dindmica de los precios
de un activo financiero, los modelos discretos de nuestro intéres
son el Modelo Multiplicativo y el Lattice Binomial que por su sen-
cillez es de gran uso en el ambito financiero. El modelo de Black-
Scholes nos permite analizar los precios de manera continua y
obtener el Proceso de Ito de los precios, el cual es un Movimiento
Browniano geométrico.

1.1. Modelo Aditivo de Precios

Denotemos por (S;)i>o al proceso de precios de una accién, entonces dada
una sucesion de tiempos;

to=0<t; < - <1,

para los cuales los precios estan dados por

St07St17”' 7St

n
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Definicién 1.1.1. Se define el modelo discreto aditivo por la relacion

St :aSti—{—eti 'é:O,l,Q"‘,TL

i+1
donde €, son variables aleatorias mutuamente independientes con la misma
distribucion las cuales causan la incertidumbre de los precios en cada paso y
a es una constante (usualmente a > 1). Para operar este modelo se fija un
precio inicial S(0), entonces una vez dada la variable aleatoria uy se puede
determinar S1 y asi sucesivamente .

Asumamos que las ¢, tienen una distribucién normal con media g = 0y
varianza ¢2. Denotaremos esto por:

€, ~ N(0,0%)

Al resolver el modelo recursivo tenemos

Stl = aS(O) + €9
S, = aS; +e, = a*S(0) + aey + €,

S, = aSy,_, +e,_, = aS0)+a e+ +e,,

7

Se tiene que

por lo tanto Sy, tiene una distribucién normal con media
E[S;,] = a'S(0) (1.2)

El modelo es inconveniente ya que permite valores negativos de los precios,
sin embargo sera de gran utilidad para otros modelos en la dindmica de pre-
cios.
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1.2. Modelo Multiplicativo

El modelo multiplicativo establece la siguiente relacion recursiva.

St

siendo w, variables aleatorias positivas independientes que causan la incer-

i1 — Ut Sti

. . St; -
tidumbre de los precios, (de hecho u;, = ;t“ es la tasa de rendimiento).

Resolviendo la relacién recursiva obtenemos.

St1 = 'LLQS(O)
Stg = Uy St1 = Uy UtOS(O)
Stz‘ = utz‘—1Sti—1 = U Uy o UOS(())

tomando logaritmo natural se tiene:

i—1
In(S;,) = S(0) + Y Inw,
k=0

El logaritmo de precios In Sy, toma la forma de un modelo aditivo, donde las
variables aleatorias w;, = Inw,, son variables aleatorias independientes con
distribucién normal N (v, o?)

Por lo tanto las variables

Uy, = et

2

tienen una distribucion log-normal (ver Apéndice). Analizar el movimiento de
precios nos lleva a estudiar el comportamiento en los logaritmo de los precios.

Sy, — (InSy,)
Ahora bien
i—1
E[InS,) = InS(0) + Y  Elw,] = InS(0) + iv
k=0
y su varianza es
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— 52
Var(inSy,) = io
El proceso (uy,)i>0 es un Movimiento Browniano Geométrico y las v.a. uy,

tienen una distribucion log-normal (ver Apéndice) por lo tanto tenemos:

2

E(u,) = ™7 (1.3)
Var(u,) = >+ (602—1> (1.4)

1.3. Lattice Binomial

Como antes se considera el proceso de precios de una accién (St)i>o, v la
sucesiéon de tiempos.

t020<t1<"‘<tn

Fijemos un periodo de tiempo 7 y supongamos que t; — t;_; = T para
1 =1,...,n, es decir en este caso la duracién entre los tiempos de la sucesion
es la misma.

Ademas en cada periodo de 7 el precio so6lo puede tomar uno de estos dos
valores, uS(t;—1) 0 dS(t;—1) donde 0 < d < 1 < u. Esto permite representar
el comportamiento de los precios por medio de un lattice, asumamos que:

p = P(usti71 | S(tl—l))
q =1 -Pp = P<dSti—1 | S(ti—1>>

COMo;
uFd*S(0) k=0,1,---i i=1,2,,-- (1.5)

son los posibles valores de S;,, entonces la lattice tiene la siguiente forma.
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Diagrama de un Lattice Binomial (de periodo 7)
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En el periodo ¢ tenemos 7 + 1 nodos de precios posibles para la accién.

Para S;, el precio de la accion en el periodo i se tienen que los posibles valores
son:
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uFdFS(0)  k=0,1,---i

(que son las posibles trayectorias, note que k representa el nimero de veces
que el precio de la accién subié en i periodos) con probabilidad de que suceda

i k _i—k
(i—k:)p 1

por lo tanto el valor esperado del precio de la accion después de i-periodos
con valor inicial S(0) es

0

S
2
I
MN.
~

—~ 1 —k
= X (1) et tso
B(S,) = (pu -+ 4d)'S(0) (16)

observamos que

BE(Sy) = (pu+qd)'S(0)
= (pu+ qd)(pu+ qd)’"~"5(0)
= (pu + qd>E(Sti—1)

por lo tanto tenemos la relacion

’ E(Stz) - (pu + qd)E<Sti_1) ‘ (17)

Para conocer completamente el modelo observemos que debemos estimar los
tres parametros que lo definen a saber u,d y p
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1.3.1. Estimacién de los parametros u,d y p del modelo
Binomial

Para llevar a cabo la estimacién se hard un acercamiento (matching) entre el
modelo multiplicativo y el Lattice Binomial[l]. Consideremos un sélo perio-
do y S(0) = 1 esto es valido ya que recordemos que el modelo multiplicativo
solo depende del valor del precio al comienzo y de los valores que tomen las
variables aleatoria responsables de la perturbacién.

uS
v
S
N\

as

luego Sy, es la v.a. con valores posibles uS(0) = u o dS(0) =d
el valor esperado del In S}, es

E(InS;,) =phu+ (1 —-p)lnd

y su varianza

Var(lnS;,) = pln®u+ (1 —p)In®*d — (plnu + (1 — p) Ind)?

simplificando se tiene

Var(InS;,) = p(1 — p)(Inu — Ind)?
definamos U = Inu y D = Ind por lo tanto obtenemos las siguientes ecua-

clones

E(nS,) = pU+(1—-p)D
Var(InS;,) = p(1-p)(U - D)?
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La estrategia es buscar un acercamiento entre el modelo Binomialy el Modelo
Multiplicativo igualando sus valores esperados y sus varianzas.

pU+ (1—p)D = vt .
p(l—p)(U—-D)* = o°r (1.9)

Se tiene un sistema con un grado de libertad, hacemos D = —U (es decir

u = é entonces

2p—-1HU = 7v
d4p(1 —p)U? = 10°

elevando al cuadrado la primera ecuacion y sumando tenemos

U? = 1272 + 102

por lo tanto

U = (P77 + 7'02)%

D = —(Pr+710%):
1 1

p = -+ 2 1
2 (o?/(v’1)+ 1))z

si 7 ~ 0 hacemos la siguiente aproximacién al despreciar el término 72 obte-
niendo las identidades

u = V7 (1.10)
d e VT 1.11)
1 1v
p = —+-—T (1.12)
2 20
Las ecuaciones (1.10), (1.11) y (1.12) dan los valores de los pardmetros en el

Modelo Binomial
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Ejemplo: Un activo tiene un precio inicial S(0) = 100 con pardmetros v =
0-15 y 0 = 0-30 consideremos periodos semanales para desarrollar la dindmica
de precios, los parametros son:

0-30
= evs2 =1-04248
=0-9592

0-15 [1
1+——/— ] =053
<+o.30 52) 0 - 5346

El lattice binomial de precios es:

S
I
M= ]

0 T 2T 37
\ V \ \
113,29

\

108,67

\
/

104,25 104,25

100 100

/N
/NS
/NN

95,93 95,93
92,02

88,27
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1.4. El Modelo de Black-Scholes

El comportamiento aleatorio de los precios de un instrumento fi-
nanciero se puede ver haciendo una analogia con el movimiento
cadtico de una particula (polen) en un medio continuo que esta
sujeta a constante choque con las moleculas, asi los precios de una
accién que estan cambiando por las tendencias en los Mercados
Financieros y las especulaciones; de ahi que en un principio se
proponga un modelo de los precios como un Movimiento Brown-
tano sin embargo vemos que existen algunos inconvenientes, por
ello se propone el modelo de Black-Scholes. Se utiliza lo que es un
Proceso de Ito y el importante resultado conocido como el Lema
de Ito.

1.4.1. Movimiento Browniano Geométrico de los pre-
cios

La independecia en sus incrementos hace del Movimiento Browniano (ver
Apéndice) un candidato ideal para modelar los precios de una accién, ya que
define una familia de incrementos infinitesimales dW;, distribuidos normal-
mente, con media cero y varianza dt. Sin embargo sus trayectorias no tienen
variacion acotada ya que si tg = 0 < t; < ... < t, =t es una particién de
[0,t], donde podemos suponer ¢; —t;_1 = % para cada intervalo, entonces:

E{Z|Wti_Wti—l|} - TLE{|W%|}
i=1

= n\t/nE{|Wi|} (1.13)
la cual va a oo cuando n " oo.
Entonces la integral con respecto a dIW; no existe en el sentido usual. Sin em-

bargo para un tiempo fijo 7', si (X;):>0 es un proceso adaptado (ver Apéndice)
a la filtracién (F ¢)o<t<r del movimiento Browniano, tal que:

By /0 L XRdn < oo (1.14)
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entonces podemos definir la integral estocdstica de X; con respecto al movimien-
to Browniano (W;) como:

0 X dW, = nh'/rgo Z:Xt“(wti — W) (1.15)

Donde el limite es en media cuadrética [2].

Como funcién del tiempo, la integral estocastica posee otras propiedades
tales como la Isometria de Ito y define una martingala, por mencionar algu-
nas. Para un mejor estudio ver [5].

De lo anterior el incoveniente de ver al movimiento de precios como un
Movimiento Browniano. Para evitar estos problemas Black-Scholes proponen
un modelo el cual analiza las tasas de rendimiento instantaneas de los precios.

Consideramos el proceso continuo de precios (S;):>o tal que en una cantidad

ds,
de tiempo infinitesimal dt, el rendimiento infinitesimal ?t tiene media pdt,
t

proporcional a dt con pu la tasa de rendimiento constante y sufre fluctuaciones
que son independientes del pasado. Esas fluctuaciones son modeladas por
odW,; donde ¢ es una constante de volatilidad positiva, y dW; los incrementos
infinitesimales del movimiento Browniano, entonces

d
% — pdt + odW, (1.16)
t

representa el rendimiento infinitesimal de los precios de la accion.

El lado derecho de la ecuacién diferencial estocastica (1.17) tiene la siguiente
interpretacion en finanzas. El rendimiento instantaneo de los precios de una
accién puede verse como un termino de rendimiento determinado més un
termino de riesgo aleatorio, esto suponiendo que no hay pago de dividendos
en el intervalo de tiempo que consideramos.

En su forma integral (1.17) es:

t t
Sy =Sy + ,u/ S.ds + 0/ S,dW, (1.17)
0 0
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donde la segunda integral es una integral estocdstica como en (1.16) y Xy es
el valor inicial, el cual es independiente al movimiento Browniano y cuadrado
integrable.

Observemos, que la ecuacién (1.17) no tiene sentido, pues mencionamos que
el movimiento Browniano no es derivable, sin embargo es una forma repre-
sentativa de (1.18), la cual tiene sentido por la construccién de la integral
estocastica.

Por lo tanto para obtener nuestro modelo de los precios de la accién debemos
resolver (1.17).

X

Observando la ecuacién (1.17) es muy tentador escribir Yt explicitamente
0

como la exponencial de (ut + oW;). Sin embargo esto no es correcto porque

la regla de la cadena usual no es valida para diferenciales estocasticas. Esta
discrepancia es corregida por la formula de Ito la cual se presenta acontin-
uacién, sin embargo se aclara que no se demostrara.

Definicién 1.4.1. Un proceso (X;)i>o es llamado un Un Proceso de Ito si

estd gobernado por una ecuacion diferencial estocdstica de la forma

dXt = a (Xt7 t) dt + b (Xt, t) th

donde (Wy) es un Movimiento Browniano.

Teorema 1.4.1. Lema de Ito. Consideremos un Proceso de Ito (X;)i>0 ¥y
f(z,t) una funcion de dos variables, dos veces diferenciable entonces el proceso

(f( X, 1)) satisface la ecuacion diferencial estocdstica (de Ito).

af af 19°f of

df = (a(:n,t)— + =+ ——bz(:r,t)) dt + 3 b(x,t)dW;

Oor Ot 2022 x
Regresando a la ecuacion diferencial estocastica para la evoluciéon de los pre-
cios de la accién Sy, es natural intuir del calculo ordinario que el log S; podria
satisfacer una ecuacion que podemos integrar explicitamente. Calculamos la
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diferencial de log Sy, aplicando la formula de Ito con f(t,x)=logx, u(t, x) = ux
y o(z,t) = ox, entonces.

1
dlogSy = (u — 502)dt + odW,;

El logaritmo del precio de la accién esta dado por

1
logS; = logSy + (1 — 502)15 + oW,
lo cual produce la siguiente formula para el precio de la accion.
L,
Sy = Soexp((p — 50 )t +oWy).

El rendimiento 5t es lognormal, ya que este es:
So )

g—; =exp((p — %UQ)t + oWy).

(1.18)

es la exponencial de un movimiento Browniano no estandar distribuido nor-
malmente con media (p — 30?) y varianza ot en el tiempo ¢.

El proceso (S;) es llamado movimiento Browniano Geométrico. El precio de
la accion dado por el movimiento Browniano geométrico satisface la ecuacion

(1.17).

Note que si Sy es cero en algun tiempo t, entonces sera cero para todos los
tiempos posteriores. Asi en este modelo, la banca rota es un estado perma-
nente. Sin embargo, %Wt tiende a cero cuando t tiende a infinito con proba-
bilidad 1, entonces se sigue que si Sy no es cero entonces S; no va a cero en
un tiempo finito.
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Capitulo 2

Valuacion de Opciones.

El objetivo de este Capitulo es resolver el problema de valuacion
de derivados financieros en forma discreta en el tiempo para uno
y mas periodos, suponiendo que los precios de los activos subya-
cente pueden tratarse con los modelos desarrollados en el Captulo
1. Aunque en el transcurso se hacen supuestos irreales esto nos
ayudara a identificar las claves para poder analizar y comprender
la solucién de este problema de manera continua la cual tratamos
en el siguiente capitulo.

2.1. Conceptos basicos

Definicién 2.1.1. Un derivado financiero es un contrato, cuyo valor
es funcion -se deriva- del precio de otro objeto financiero, tales como una
accion, una divisa o un producto fisico. En todos los casos el activo del cual
se deriva el precio, es llamado activo subyacente.

Aunque actualmente se utiliza en el mundo una amplisima gama de deriva-
dos financieros y multiples combinaciones entre ellos, los derivados basicos,

y mas conocidos, siguen siendo las opciones, los forwards, los futuros y los
swaps.
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Por ejemplo, si se tiene una opcién sobre una accién, la opcion es el derivado
financiero, y el activo subyacente es la accién.

Los llamados productos derivados financieros han sido utilizados con diversos
objetivos, pero, dependiendo de la intencién que se tenga al utilizarlos, los
agentes u operadores que intervienen en su uso siempre se pueden enmarcar
para alguno de las siguientes objetivos: cobertura, especulacion o arbi-
traje.

El objetivo de la cobertura (hedger) es protejerse del riesgo que se afronta
ante potenciales movimientos en un mercado variable. Los especuladores, uti-
lizan los derivados para apostar acerca de la direccién futura de los mercados
y tratar de obtener beneficio de esas tendencias “previstas”. Para el arbi-
traje se busca tomar posiciones compensatorias sobre dos o mas activos o
derivados, asegurandose un beneficio sin riesgo, y aprovechando situaciones
coyunturales de los mercados.

2.2. Opciones y algunos tipos de opciones

Quizas el méas sencillo de los productos derivados sea una opcion ordinaria
(compra y venta) en este caso el activo subyacente es una accién.

Definicién 2.2.1. Uno puede adquirir la posibilidad de compra de una accion
en el futuro a un precio garantizado. Este derecho sin obligacion de comprar
en el futuro, se conoce como: Opcion de compra (call option). El cual

tiene estas condiciones:

En una fecha especificada, denominada fecha de expiracion (T), el com-
prador de esta opcion tiene dos posibilidades no hacer uso de ese derecho
(dejar que expire la opcion) o hacer uso del derecho (ejercer la opcion).
Si decide ejercer la opcion pagara una cantidad preestablecida de dinero al

vendedor de la opcion, el precio de ejercicio o liquidacion (K).
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El vendedor del contrato asume la responsabilidad de entregar una accion al
comprador en la fecha de expiracion si este decide ejercer la opcion. Por este
derecho el comprador de la opcion paga al vendedor una comision llamada

prima esto al inicio del contrato.

Por lo anterior podemos describir que la ganancia neta (pay-off) posible en
cuanto al precio de la accién al vencimiento, denotado por St, y el precio de
ejercicio K, es:

Ganancia neta de la compra=max{Sr — K, 0}

Esta formula para el maximo es igual a S — K, si S — K es positiva, de otro
modo el resultado es 0. Se dice que la opcién termina en dinero si S > K,
a dinero si St = K o fuera de dinero en el caso St < K. Por lo tanto
el comprador soélo ejercera la opcién si termina en dinero ya que él tendra la
posibilidad de obtener una ganancia de Sy — K si vende en ese instante la
accion. De otra manera el no ejerceria la opcion pues podria comprarla en

el mercado a un precio menor que K. Abreviamos esta ganancia neta como:
(St — K)* (donde z* denota max{z,0})

Existen dos tipos principales de opciones de compra. Hemos explicado una
opcién que tiene la limitacion de que el tenedor puede usarla sélo cuando
vence. A este tipo de opcién de compra se la conoce como opciéon de com-
pra Europea.

La otra, tiene menos restricciones. Se permite al tenedor ejercerla en cualquier
momento previo al vencimiento. Claro una vez ejercida, se liquida el contrato,
esta es una opcion de compra Americana, con este tipo hay posibilidad
de obtener una mayor ganancia que con una opcién de tipo europeo.

Definicién 2.2.2. Es posible comprar una oportunidad de vender una accion
en el futuro a un precio garantizado, incluso si no se es propietario de accion
alguna. Fste derecho a vender en el futuro se conoce como una opcion de

venta (put option), la cual tiene las siguientes condiciones:
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El comprador de la opcién paga al vendedor una prima llamada comision.
En la fecha de vencimiento, el comprador de este contrato puede darle al
vendedor una accién o, en forma equivalente, el precio de mercado de una
accion.

Si el vendedor del contrato recibe del comprador la accién o su precio, el
vendedor tiene que pagar la comisién de ejercicio al comprador en la fecha
de vencimiento.

Casi siempre en este caso no ocurre compra-venta, se liquida el contrato
mediante pago de la diferencia al comprador, entre el precio de ejercicio y el
precio de la acciéon. De modo que podemos describir la remuneracién posible
desde el punto de vista del precio de la accién a su vencimiento, St y el precio
de ejercicio K. Podemos decir que:

Remuneracién = max{K — Sr,0} = (K — Sp)*

Aqui una opcién de venta americana puede tener una remuneracion mayor
que la opcién de venta europea.

2.3. Arbitraje, portafolios y cobertura.

Sorprendentemente el término arbitraje sufre un poco de dicotomia, en un
sentido general no técnico, el término a menudo suele usarse como una condi-
cién bajo la cual un inversionista garantiza tener un beneficio pase lo que
pase.

El uso técnico mas comtinmente adoptado del término es un poco diferente.

Definicién 2.3.1. Una oportunidad de arbitraje es una oportunidad del in-
versionista que garantiza que el resultado no es una perdida y puede (con una
probabilidad positiva) que el resultado resulte una ganancia.

Note que la ganancia no es garantizada sélo la falta de perdida es garantizada.
Ademas nosotros debemos ser muy cuidadosos de como medimos la ganancia.
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Por ejemplo si $100 actuales crecen a $100.01 en un ano. ;Es esto de verdad
una ganancia? jDe otra forma harfamos esta inversion?. Probablemente no,
porque hay indudablemente alternativas libres de riesgo, tal como depositar
el dinero en una cuenta de banco que producird una mejor ganancia.

Como nosotros veremos si una oportunidad de arbitraje existe, entonces los
precios se ajustaran para eliminar dicha oportunidad.

Como un ejemplo simple, suponga que el oro se vende a $380.10 por onza
en New york y $380.20 en Londres, el inversionista puede comprar oro en
New York y venderlo en Londres, obteniendo un beneficio de 10 centavos por
onza (asumiendo que los costos de transaccién no absorben el beneficio). Sin
embargo el comprador de oro en New York manejara el precio més grande
en New York y el vendedor de oro en Londres manejara el precio mas bajo.
Resultado: no mas arbitraje.

Como una consecuencia de esta tendencia de un mercado en equilibrio libre
de arbitraje, asumiremos que no hay oportunidad de arbitraje en nuestros
modelos. Es decir se cumple la siguiente:

Ley del precio tnico: Fs el principio mds importante de la valuacion en
finanzas, establece que en un mercado financiero competitivo, si dos activos
son equivalentes, éstos tenderan a tener el mismo valor del mercado. Esta ley
se cumple al aplicar el principio de no arbitrage.

Definicién 2.3.2. Un portafolio es una eleccion de inversion que consiste en
una cantidad de activos y una cantidad de efectivo. Formalmente, definimos
un portafolio como una pareja o un punto en R* (podemos generalizar a Rn)

denotada por:

(a,b)

Donde a es el numero de unidades de acciones en las que se invierte y b es

el numero de activos libres de riesgo, generalmente bonos.
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Si en cada paso tengo a, unidades de accién y b, unidades de bono, es decir
el valor del portafolio en el periodo 7 esta dado por:

PT — (ZTST + bTLT
Y en el periodo siguiente debido a las fluctuaciones de los precios:
PT+1 = aTST+1 + bTLT+1

entonces decimos que el portafolio es autofinanciante si las tinicas modifi-
caciones permitidas despues de 7 = 0 son cambiar entre L y S, (L denota el
precio del bono). Esta condicién impuesta nos permite vender L y comprar
S (o al revés) de forma que:

PT+1 = aT+IST+1 + bT+1LT+1

Restando obtenemos la condiciéon que debe cumplir un portafolio autofinan-
clante:

(CLT_H — CLT)ST+1 + (b7'+1 — bT)LT+1 =0 (21)

Las opciones fueron usadas primeramente para hacer operaciones compen-
satorias y para especulaciones. Ademas las opciones dan una ventaja signi-
ficativa al dueno o propietario del instrumento financiero es decir permiten
cubrirlo de los cambios que el mercado pueda presentar.

Definicién 2.3.3. Por cobertura se entiende una posicion en un instrumento
financiero que compensa el riesgo asociado con una posicion que se ha tomado

en otro instrumento.

Por lo general para formar una cobertura se busca invertir en combinaciones
de activos riesgosos con activos no riesgosos, es decir por medio de un portafo-
lio. El método consiste en encontrar una estrategia de cartera que reduzca el
resultado de una opcién, utilizando la accién en cuestién y un financiamiento
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libre de riesgo.

En finanzas normalmente se hace menciéon de posiciones largas y cortas.
Cuando se hable de que una parte esta larga en un instrumento se refiere
a que esta parte posee el instrumento. De forma alternativa, un inversionista
tiene posicién larga si se beneficia del incremento en el precio del instrumento
generalmente comprar el instrumento establece una posiciéon larga.

En el contexto de opciones se dice que una parte esta corta cuando ha emi-
tido el contrato. Una posiciéon corta involucra vender el activo subyacente;
el vendedor en corto se beneficia del decline en el precio del activo subyacente.

Ejemplo. Entonces la opcién de compra como proteccion da la posibilidad
al inversionista de comprar en diciembre una accién con precio de ejercicio
$85, la cual el dia de hoy tiene el valor de $88. Asi si el precio de la accién
se derrumba el inversionista se encuentra en una posiciéon cubierta. El precio
pagado por esta cobertura es el precio de la opcién de compra, la cual es
actualmente vendida por $1.50. Asi un costo total de $1,500 de 100 opciones
protegerd una inversion de $88,000 de 100 acciones

2.4. Modelo Binomial Para Valuacién de op-
ciones.

De lo anterior surgen dos problemas que tratamos a continuacién: el prob-
lema de valuacién y el problema de cobertura; en el primero, debemos
determinar a t = 0, el valor (prima) que debe pagar el comprador de la op-
cién por ella, es decir tenemos que evaluar una ganancia (S — K)* disponible
en la fecha de vencimiento; y en el problema de cobertura, tenemos que ver
como el vendedor de la opcién que ha cobrado la prima al instante t = 0,
llegara a producir una ganancia igual a (S — K)* en la fecha de vencimiento.

Para esto en el transcurso de nuestro analisis hacemos algunos supuestos
aunque un poco irreales nos ayudaran a comprender mejor el modelo y a
introducir adelante caracteristicas mas generales.
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Consideremos la duracién de la opcién en periodos de tiempo fijos, es decir
esta puede durar un periodo, dos periodos, o 7 periodos de tiempo.

Primero analicemos el caso cuando la opcion dura sélo un periodo.

Como antes tenemos una accién con precio S donde Sy y S; representa su
precio al inicio y al final del periodo respectivamente, supongamos que los
precios de la accién tienen un comportamiento binomial. Esto es S} s6lo puede
tomar uno de dos valores en el siguiente periodo, S, si tiene un movimiento
ascendente o Sy si hay un movimiento descendente, con 0 < d < 1 < w.

Considere ademas que tenemos un derivado de nuestra acciéon con precio Vj
al inicio y V' al final del periodo. Como el valor del derivado depende de Sy,
diremos que V' valdra U si S sube o V' valdra D si S baja.

Necesitamos definir un concepto mas. La tasa de interes sin riesgo la cual
serd representada por r, suponemos que podemos hacer uso de la consecion
y recepcion de prestamos a corto plazo a esta tasa.

Registremos tales cantidades de dinero en funcién de un bono suponiendo
que éste inicialmente vale 1 peso. Entonces el valor del bono en el periodo
1 es de €.

Para valuar nuestra opcion la estrategia es construir un portafolio autofinan-
ciante de la siguiente manera: consiste de a unidades de acciones y b unidades
de bono. Asi el valor, Py del portafolio al inicio del periodo esta dado por:

PO = CLS() +0b
Nuestro modelo de accion da dos valores futuros para nuestro portafolio:

Estado Superior P, = a5, + be”
Estado inferior P, = aS,; + be"

Ahora realizamos la estrategia mas importante en la valuaciéon de opciones,
replicar la opcion con nuestra inversion, esto es hacer
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aS, +be" =U
aSy +be" =D

de modo que el valor de nuestro portafolio, P, es idéntico al valor del deriva-
do al final del periodo.

Debido a que el valor del portafolio y el derivado tienen el mismo valor en
al final del periodo, hoy deben tener el mismo valor. Despues de todo, son
indestinguibles, en la fecha futura, pues recordemos que podemos aplicar la
Ley del precio tnico , por lo tanto concluimos que:

Vo =aSy+b (2.4)

Esta expresién para V; tiene una forma muy particular una vez que resolve-
mos el sistema (2,2),(2,3) cuya solucién es:

U-D
a_Su_Sd (2.5)
U-D
— U - - 9.
b {U Su—SdSu}e (2.6)

aunque estas expresiones podrian parecer complicadas, generan expresiones
mas simples para los valores del portafolio, al combinar las tres iltimas,
comprobamos que:

U-D
TS, — S

U-D

VO = CLS() + (U - aSu)eir Su _ Sd

So + |:U - Su:| e "

Separamos los terminos U y D para obtener:

So Sd _ SO Su _
_ _ r Dl— r
‘@(4&—& &—&6}+ [&—&+&—&e}

TS S, . S, ¢S,
— T — TD —
¢ U{&,—& &,ﬂ%]+e L%—sd SM—&}
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Ahora si observamos hay algo muy especial. El coeficiente U, al ignorar el
termino exponencial, es:

N GTSO—Sd
Su — S4
el —d
u—d

y el coeficiente de D es:

Su - €TSO
S, — Sy
u—e"

u—d

es s6lo 1 — ¢. De modo que el valor de la cartera se simplifica a:

1—4¢

(2.7)

Vo=e"[gU + (1 = ¢)D]

Esta formula nos establece que se obtiene el valor actual de un portafolio
al descontar (se conoce a e” como el factor de descuento) un promedio de
valores fututos de portafolio.

En efecto, la formula de ¢ serviria como una especie de probabilidad si pudier-
amos verificar la condicién 0 < ¢ < 1.

Si ¢ fuera negativa, esta accion seria una gran compra. El numerador en ¢
seria negativo, de modo que:

e"Sy < Sy

El peor valor futuro de esta accién, Sy, excederia el rendimiento que obten-
driamos mediante la inversion inicial de Sy en el bono. Note que el rendimien-
to del bono seria e"Sy. Es decir tendriamos la posibilidad de una ganancia
segura, pero eso seria demasiado bueno para ser cierto en el mundo real, de
la misma forma en el caso 1 — ¢.
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1— (j . Su - €TSO
Su — S
si el numerador fuese negativo, la accién seria un fracaso pues el mejor valor

futuro de la accién S, no es tan grande como el rendimiento sobre la inver-
sion en un bono inicial de Sy. No habria razén para comprar esa accion.

Por lo tanto, suponemos que ¢ es una probabilidad, dicho esto podemos
expresar (2.7) como:

(2.8)

Vo =¢€e"[qU + (1 — §)D] = e "E;]|Vi]

El subindice de la ecuacion (2.8) indica que estamos usando la probabilidad

2 o9

libre de riesgo "¢”.

Ejemplo Una accién tiene un valor corriente de $60. Despues de un ano su
valor serd de $70 o $50. La tasa de interés anual es de 5 %. Supongamos que
deseamos conocer el precio de dos opciones de compra: una con un precio de
ejercicio de $58; y la otra de $63.

Solucién Segun la formula para ¢ tenemos:

GTS() - Sd

1= 75 "3,

obtenemos:

0,05
€60 — 50
q=———7"=20,65
70 — 50
Ahora si una opcién de compra tiene un precio de ejercicio de $58, entonces
U=12 y D=0, Por lo tanto el precio de la opcién de compra en este caso es
de:

e~ 95[(0,65)(12) + (0,35)(0)] = 7,42

Por el contrario si el precio de ejercicio es de $63 tenemos U=7. El precio de
la opcién de compra es:
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e=93[(0,65)(7) + (0,35)(0)] = 4,33

Empleamos una mezcla de inversién entre acciones y efectivo que reproduce
el comportamiento de un derivado. Como veremos este enfoque permite que
nuestra ecuacion se aplique a varios pasos.

2.4.1. Modelo Binomial para mas de un periodo.

En la seccion anterior resolvimos un sistema 2x2 sin embargo de haber tenido
el activo S tres valores posibles (o més) resultarian tres ecuaciones para dos
incognitas, lo que en general resulta incompatible (sin solucién). En este caso
se dice que el mercado es incompleto, y la opciéon no se puede replicar.

Ahora veamos que podemos extender nuestra valuacién a mas de un periodo.

La siguiente figura representa una opcién de compra de dos periodos.

U

/
/\
\/

\

D

Como antes asumamos que Sy representa el precio inicial de la accion, vy d
los factores que modifican el precio de la acciéon segun si hay un movimiento
ascendente o descendente respectivamente y K el precio de ejercicio entonces:
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= maz(u’Sy — K, 0)
maz(udSy — K, 0)
= max(d®*Sy — K, 0)

o= o
[

Recordando que:
e’ —d
u—d

entonces podemos encontrar el valor de X y Y como en el caso de un sélo
periodo, esto es:

q= (2.9)

X = e7[gU+ (1—§)M] (2.10)
Y = e[gM+(1—¢)D] (2.11)

y finalmente encontramos Vj aplicando nuevamente la formula de descuento
neutral al riesgo.

Vo =e"[GX + (1 — Y] (2.12)

Para una lattice con més periodos se usa un procedimiento analogo. Y se
encuentra una formula general:

(2.13)

V1 = G_TEQ [VT]

Ejercicio Considere una accién con volatilidad ¢ = 0,20. El precio actual
de la accién es de $62. La accién no paga dividendos . Una cierta opcién de
compra sobre esta acciéon tiene una fecha de expiracién en 5 meses apartir de
ahora, con un precio de ejercicio de $60. La tasa de interes actual es de 10 %
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calculada mensualmente.

Deseamos determinar el precio tedrico de la opcion usando la aproximacion
binomial.

solucién

Primero debemos determinar los parametros del lattice binomial para las
fluctuaciones del precio de la accién. Tomamos el periodo de longitud de un
mes, lo cual significa At = 1—12 Los parametros son encontrados apartir de las
formulas del capitulo 1.

u = e"VAL = 1,05943
d = e"VAL = 943901
er/12 = 1,00833

Entonces la probabilidad neutral al riesgo es:

(er/12 o d)
u—d
Ahora formamos el lattice binomial correspondiente a los precio de la accion
de los siguientes 5 meses. Este lattice se muestra en la siguiente figura.

El lattice binomial de precios es:

= = 55770 (2.14)
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82,75

78,11

73,72 73,72

\
/N
NN

69,59 69,59

65,68 65,68 65,68

62

/\
/ \@/ \
/N
NV
/N

28,52 98,52 58,52

95,24 55,24

/N
SN/
SN SN

52,14 52,14
49,21

46,45

Acontinuacion calculamos los precios para la opcién de compra.

Comenzamos del tiempo final. Este es el maximo de 0y Sy — K. Por ejemplo,

la entrada para el nodo mas alto es de 82,75 — 60 = 22,75

Los valores para los periodos previos son encontrados por la relacién de pre-

cios de un periodo simple.
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Vo=e"[gU+ (1 —-¢)D] (2.15)

El valor de cualquier nodo es el valor esperado descontado, de dos valores
sucesivos. El valor esperado es calculado usando la probabilidad neutral al
riesgo ¢ y 1 — ¢, por ejemplo los valores en los nodos mas alto son 22,75 y
13,72 entonces el valor para el nodo anterior es:

(1,00833)[(,5577)(22,75) + (1 — ,5577)(13,72)] = 18,60

y asi sucesivamente hasta que finalmente el valor inicial es alcanzado.

En este caso concluimos que el precio de la opcion calculado es $5.85.

Note que el proceso entero es independiente de la tasa de crecimiento de la
accion. Este valor sélo depende de p a través del lattice binomial pero esa
probabilidad no es usada en el calculo del valor de la opcion. Verdaderamente
la probabilidad neutral al riesgo es la que se utiliza .

Note sin embargo que esta independencia resulta de que At es pequeno en
el acercamiento de los parametros del lattice binomial. Y en la practica esta
aproximacién es casi invariante (aun para At igual a un ano).

En la siguiente figura mostramos el lattice formado al calcular el valor de
nuestra opcién.
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Lattice de precios de la opcién :

22,75
/
18,60
7 N
14,71 13,72
7 N 7
11,19 10,08
7 L 7 N
8,21 6,96 5,68
e L 7 L e
5,89 4,61 3,14
N 7 L 7
2,97 1,74 0
N

/N
N\

(@]
]
(aw]

/NSNS

e}
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Capitulo 3

Formula de Black-Scholes.

La formula de Black-Scholes nos proporciona otra manera para valuar una op-
cién de compra, y aunque el método anterior nos permite resolver una inmen-
sa cantidad de problemas sobre derivados financieros estos sélo se analizan
en forma discreta, sin embargo existen derivados financieros més complejos
para los cuales es mejor analizarlos en forma continua.

Ademas esta alternativa nos proporciona nuevos métodos computacionales y
nos prepara para poder entender la teoria moderna de finanzas que surgio
con su aparicion.

Aunque esta formula se basa en el principio de no arbitraje y en la suposi-
cién de que los precios de los activos pueden ser desarrollados por procesos
de Ito, conceptualmente su funcionamiento es andlogo al del lattice binomial.
Es decir con el lattice en cada periodo dos activos disponibles son combina-
dos para construir un portafolio que reproduzca el compotamiento local del
derivado, con la formula de Black-Scholes buscamos la combinacion de dos
activos pero no en cada periodo sino en cada instante.

Para comenzar la presentacion de la formula de Black-Scholes supongamos
que S representa el precio de un activo financiero, el cual es gobernado por
un movimiento Browniano geométrico en el intervalo de tiempo [0,T] descrito
por
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dS = pSdt + o SdW (3.1)

como en el Capitulo 1 donde W es un proceso Browniano.

Y sea B el valor de un activo libre de riesgo (bono) que satisface:

dB = rBdt (3.2)

con r la tasa de interes libre de riesgo en el intervalo.

La idea principal del trabajo de Black-Scholes es, que es posible construir un
portafolio libre de riesgo compuesto de opciones y acciones, en la ausencia
de oportunidades de arbitraje.

La formacion de tal portafolio es posible porque en cada instante de tiempo
el precio de la opcién f(S,t) esta correlacionado con el activo subyacente.

Esta dependencia esta dada por A = 79 por supuesto es una funcién del

tiempo. En otras palabras, ambas la acciéon y su derivado dependen de la
misma fuente de incertidumbre y por ello del mismo proceso estocastico da-
do por (3.1). Por lo tanto el proceso estocdstico puede ser eliminado por una
combinacion lineal conveniente de ambos activos.

Para hacer esto mas preciso, tomamos la posiciéon del vendedor de la opcion
de compra Europea. Formamos un portafolio compuesto de:

1. Una posicién corta en una opcién de compra.

0
2.-Una posicion larga en A = % unidades del activo subyacente. Note que

A cambia con el precio de la accién y un ajuste continuo en su posicion es
requerido.

No conocemos el proceso estocéstico que sigue el precio de la opcién. Sabemos
sin embargo que este depende del precio de la accion y por lo tanto, podemos
usar el lema de Ito, entonces;
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of of |1, P f of
df = (as S+at+ 58$2>dt+85 oSdW. (3.3)
El valor de nuestro portafolio es:
of
II=- —5
RIS
y este sigue el proceso estocastico:
_ of of 1, 2P f
dll = df+aSS ( % 3 S@SQ)d (3.4)

Note que el proceso estocastico dW que es la fuente de incertidumbre en la
evolucion de ambos el precio de la accion y el precio de la opcién, no aparece
ya en la ecuacién. Mas aun el termino de la tendencia p del precio de la accion
ha desaparecido tambien. Eliminando el riesgo del portafolio y asi tambien
las posibilidades de arbitraje,( un inversionista aceptaria poner su dinero en
un activo riesgoso sélo si el rendimiento es mas grande que en un activo libre
de riesgo), luego

of

dIL = rlldt = r(~f + 52S)dt (3.5)
de (3.4) y (3.5) obtenemos:

of  of LPf 5o

ot T a5 T g5 P =TT (3.6)

La ecuacion diferencial de Black-Scholes. Esta es una ecuacién diferen-
cial parcial lineal de segundo orden de tipo parabolico.

El logro importante de Black, Merton y Scholes fue mostrar que en mercados
ideales, el riesgo asociado con una opcién puede cubrirse siempre completa-
mente por una posiciéon en una cantidad adecuada A del activo subyacente,
(por eso esta estrategia es llamada cobertura A) y asi el vendedor de una
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opcion no tiene un riesgo adicional. La cobertura puede mantenerse dinami-
camente y es autofinanciable, ademas no genera costos para el vendedor.

Considere un derivado (no necesariamente una opcién de compra) de nue-
stro activo, lo cual significa que su precio es una funcién de Sy t. Si f(S,¢)
representa la funcién de precio de este derivado al tiempo ¢ cuando el activo
vale S, afirmamos que esta debe satisface la ecuacion de Black-Scholes.

Antes de probar lo anterior veamos algunos ejemplos:

Ejemplol. Consideremos f(S,t) = S, pues el activo es un derivado en si
mismo, entonces por lo anterior f(.S,t) debe satisfacer la formula de Black
-Scholes. En efecto con esta eleccion de f tenemos

0 0 0?

0f _,O0f P

ot S ot?
sustituyendo en nuestra ecuacién obtenemos rS = rS por lo tanto f(S,t) = S
es una solucién para nuestra ecuacion.

Ejemplo 2. Si f(S,t) = €™ es la funcién del precio de un bono el cual
es tambien un derivado del activo entonces f(S,t) = e debe satisfacer la
ecuaciéon de Black-Scholes, tenemos que

of _
ot

af 0 f
rt ~J ZJ
' 59 0, 0

re
ot?

luego resulta que al sustituir obtenemos re™ = re’ lo cual muestra que ver-
daderamente f(S,t) = e es solucién de la ecuacién.

Teorema 3.0.1. Suponga que el precio de un activo esta gobernado por los
procesos de Ito y denotemos por r a la tasa de interes libre de riesgo. Si el
derivado del activo tiene una funcion de precio dada por f(S,t), entonces

esta debe satisface la ecuacion diferencial parcial:



38

of of . 10°f
o T o5 T apg” S =1t (37)

Solucion:
Segun el Lema de Ito tenemos que:
of JOf 1 0%f of

_ () ~J -2 J 2qQ2 ~J
df*(at+05“S+285205)dt+8505dw (3.8)

el cual es un proceso de Ito para el precio del derivado. Este precio fluctua
aleatoriamente de la misma manera que el precio del activo S y el movimien-
to Browniano (W).

Formamos un portafolio de acciones y bonos que repliquen el comportamiento

del derivado. En particular en cada tiempo t seleccionamos una cantidad x;
de la accién y una cantidad y; de bonos, dando un valor total al portafolio de:

G(t) = 2,5(t) + yB(1). (3.9)

deseamos seleccionar x; y y; de tal manera que G(t) replique el valor del
derivado f(S,t).

El cambio instantaneo en el valor de este portafolio debido a los cambios en
el activo es:
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Observe en esta expresién que segun el calculo usual, como x; y y; tambien
son funciones de ¢, entonces harian falta el termino, S(t)dz, + B(t)dy; sin
embargo podemos interpretar dx; como el cambio del nimero de acciones en
un instante de tiempo, (necesarias para replicar la opcién) lo cual no tiene
sentido fisico real pues no cambiamos el niimero de acciones en un instante
de tiempo pequeno, lo mismo para dy; por lo tanto podemos eliminar ese
termino.

sustituimos (3.1) y (3.2) obteniendo

dG = 2,dS + ydB
x(uSdt + o SdW') + y,r BdB
= (z¢uS + yerB)dt + x,0SdW (3.11)

como queremos que el beneficio del portafolio G(t) se comporte justo igual al
beneficio de f realizamos un acercamiento entre los coeficientes de dt y dW
de las ecuaciones (3.5) y (3.8), para dW tenemos:

of

= A2
T oS (3.12)
Luego como G = x;S + y, B y requirimos que G = F, entonces:
1 af
1

subtituyendo las expresiones (3.9) y (3.10) en (3.8) y haciendo el acercamien-
to con el coeficioente de dt en (3.5) obtenemos

of af or S+—82—f 257 (3.14)

af 9B
oS T ot 85 2052

Erl wS + — [f(St) S—=
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o finalmente:

af of LPf 5o
5 + 8STS+ 28520 S (3.15)

La formula de Black-Scholes. [J

Por lo tanto podemos decir que si f(S,t) es la funcién del precio de algun
derivado esta debe satisfacer como condicién la formula de Black-Scholes.
Ademas si para S, B se buscan valores para los cuales no se cumpla la
ecuacién de Black-Scholes, siendo f(S,t) la funcién de precios de un deriva-
do, se dice que hay alguna oportunidad de arbitraje.

Otra manera de ver a la ecuacién de Black-Scholes, es realmente como un
instrumento para encontrar la funcién de precios de varios derivados fi-
nancieros.

Para esto sélo necesitamos especificar las condiciones de frotera segun el
derivado con el que se este trabajando y resolver la ecuacion diferencial par-
cial para encontrar su funcién de precios.

Los siguientes ejemplos son casos triviales para esta utilidad:

Ejemplo 1. Si la condicién de frontera fueran f(S,7T) = S(T) es decir el
precio del derivado al tiempo T debe ser igual al precio del activo, entonces
obtenemos que f(S,t) = S(t) es la funcién de precio para nuestro derivado
tal como intuimos.

Ejemplo 2. Si f(S,T) = e es la funcién de nuestro derivado, es decir el
derivado sera un bono entonces, f(S,t) = e".
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3.1. Formula para opciones de compra.

Un ejemplo no trivial es considerar, el precio V(.5,¢) de una opcién de com-
pra europea sobre una accién que no paga dividendos. Segun lo anterior esta
debe satisfacer la ecuacién de Black-Scholes y las condiciones

V(0,t) =0 (3.16)
V(S,T) = méx(S — K,0) (3.17)

Igual que en fisica tratamos con un problema de valor final, ya que en el
tiempo de maduracién t = T' conocemos el precio de la opcién de compra.
Aunque es usualmente imposible encontrar una soluciéon analitica para la
ecuacién de Black-Scholes con cualquier derivado, es posible encontrar una
solucién analitica para una opcién de compra Europea, esta solucion analitica
es de gran uso practico y tedrico.

La siguiente solucion de la ecuacién de Black-Scholes se sigue esencialmente
del articulo original de los autores.

Consiste en reducir nuestro problema a una ecuacién diferencial parcial de
difusion con condiciones a frontera especiales.

Sustituimos:
f(S,t) = e T Dy (u, v) (3.18)
"= %(ln% + [T —1]) (3.19)
v = %pz(T —1) (3.20)
p=r— %2 (3.21)
]Sl;togzes las derivadas parciales 2—:7;, % y ?9_{ son expresadas atraves de

, etc. v y(u, v) satisface la ecuacién diferencial parcial de difusion.

ou’ v

Oy(u,v) _ Oy(u,v)
S = A (3.22)
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Las condiciones de frontera para una opcién de compra en funcion de u y v
se traducen en:

y(u,0) =0si u<0
2

K(e2 —1)siu>0

Las ecuaciones de difusién son resueltas por la transformada de Furier en la
variable espacial

y(u,v) = / dge™y(q, v).

o0

reduciendo (3.23) a una ecuacién diferencial ordinaria en v con la solucién:

y(q,v) = y(q,0)exp(—q*v)

y(q,0), formalmente esta dada por la transformada de Fourier de las condi-
ciones de frontera en funcién de u y v la cual sin embargo no se debe seguir
explicitamente.

El truco es transformar la solucién y(gq,v) como funcién de u por medio de
una convolucién integral.

vtue) = 5o [ duyton,0) =) con fi) = | [Tern()
w—u)
V2v

haciendo cambio de variable: z = obtenemos:

K 2 o?
y(u,v) = E/dW@ 2 [exp(%\/%—i—u) —1]
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solo falta completar el cuadrado en la exponencial y sustituir todas las canti-
dades. Esto nos da la ecuacion de Black-Scholes para una opcién de compra
Europea.

f(S,t) = SN(dy) — Ke " T=YN(d,) (3.23)

d

1 u?
N(d) / e~z dy es la distribucién normal acumulada:

" Ve

y sus dos argumentos son dados por:

dlz

g
In (%) + (T —1)
dy = =dy—oVT — ¢
2 ovVT —1 e

Los diferentes terminos de la ecuacién tienen las siguientes interpretaciones.
Si el termino e~"("=* se factoriza:

7 N
i

Nlq

N——

1.N(dy) es la probabilidad de ejercer la opcién, P(Sr > K) en el mundo
neutral al riesgo.

2.K N(dy) es la cantidad esperada de dinero para pagarse bajo el contrato de
opcion.

3. SN(d;)e """ es la ganancia esperada bajo el contrato de la opcién.

4. La diferencia de estos terminos con K'N(dz) es la ganancia esperada de
la opcién. El factor e "(T~* descuenta esta ganancia, realizado al tiempo de
maduracién T, bajo el presente dia t. El precio de la opcién es precisamente
la diferencia de estos descuentos.
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Esta interpretacion es consistente con el modelo de precio de un activo el
cual nos da la relacion de riesgo y retorno en un mercado en equilibrio.

Hay algunos casos limites interesantes de nuestra formula (3.24) Si S > K
la opcién se ejerce casi seguramente, ademas si, d; y do— 00, entonces
N(dy,2) — 1y la ecuacién se reduce a:

f(S,t) =8 — Ke =Y (3.24)

Note que S debe ser exponencialmente mas grande comparado con K para
que nuestro resultado se cumpla.

Si 0 — 0, la accidén tiende a reducir su riesgo. En la ecuacion (3.24) deben
considerarse dos casos. Si In 2 + r(T —t) > 0, di,dy — 00, N(d;) — 1
i =1,2y (3.25) sigue cumpliendoce.

Por otro lado si ln% +r(T—t) <0, dy,2 — —oo,N(d;) — 0,i = 1,2
entonces f(S,t) — 0. Considerando ambos casos juntos tenemos:
V(S,t) = maz(S — Ke "7, 0).

Finalmente consideremos un ejemplo que fue considerado en el capitulo 2 con
el lattice binomial y veamos la diferencia entre los resultados.

Ejemplo: Consideremos el ejemplo del capitulo 2. La opcién de compra es a
5 meses sobre un activo subyacente con precio actual de $62 y una volatilidad
de 20 %. El precio de ejercicio es de $60 y la tasa de interes es de 10 %. Como
S=$62, K=$60, 0 = 0,20 y r = 1,1, al aplicar la formula tenemos que:

dy = 0,641287

/5
dy —0,2 7= 0,64128 — 0,129099 = 0,512188
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Los valores correspondientes de la distribucion normal para estos resultados
son.

N(0,641287) = 0,739332

N(0,512188) = 0,695740

Por lo tanto el valor de la opciéon de compra obtenido por medio de la formula
de valuacion de Black-Scholes es:

V, = 62(0,7393) — 60(0,959)(0,695740) = 5,805

este valor es muy cercano al obtenido con el modelo binomial, V = 5,85

Con lo anterior corroboramos que los dos distintos enfoques para valuacion
de opciones arrojan resultados cercanos.
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Conclusiones

En el transcurso de este trabajo, modelamos el comportamiento de los pre-
cios tanto de una accion como de una opcién de compra de tipo europeo,
con distintos modelos, en particular en el Capitulo 1 el Lattice Binomial y el
modelo de Black-Scholes.

Apesar de que estos modelos en la practica arrojan resultados similares, ob-
servamos que para el modelo de Black-Scholes se necesita una teoria més
general y por ello con mayor dificultad. Entonces podriamos preguntarnos,
Cuadl es la ventaja del modelo de Black-Scholes?. En respuesta a esta pre-
gunta observamos que en el transcurso de este trabajo se hacen suposiciones
irreales tales como; eliminar el pago de dividendos, considerar una tasa de
rendimiento y una volatilidad constante, lo cual hace que nuestros resulta-
dos no se apeguen a los de la realidad, entonces, el modelo de Black-Scholes
permite eliminar estas limitaciones y en lugar de considerar a la volatilidad
y a la tasa de rendimiento constantes con este modelo podemos considerar-
las como funciones del tiempo. Por lo tanto concluimos que con este modelo
pueden mejorarse los resultados.

Sin embargo en la practica aun se utiliza mas el Lattice Binomial quiza sea
por su sencillez, o por el desconocimiento de otro modelo alternativo.

De manera andloga para la valuacion de opciones de tipo europeo concluimos
que si se buscan resultados cercanos a la realidad bajo condiciones no lim-
itadas, la formula de Black-Scholes es la mejor Opcion. Por otro lado si lo
que se busca es un modelo practico se opta por el modelo binomial, pero se
sugiere que sea por periodos cortos.

Finalmente cabe mencionar que esto es sélo una pequena parte del enorme
mundo de problemas reales que pueden modelarse por medio de la teoria
matematica.
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Apéndice A

Procesos de Wiener o

Movimiento Browniano

El Proceso de Wiener es el Modelo Matematico que explica el
fenémeno fisico llamado Movimiento Browniano, el cudl ha sido
utilizado con éxito en el ambito financiero al analizar el compor-
tamiento de los precios de los instrumentos financieros.

Definicién A.0.1. El Proceso Continuo (W (t);>o es llamado un Proceso de

Wiener (Movimiento Browniano) con volatilidad o > 0 si satisface:
» W(0)=0 c.s.
= W (t) tiene una distribucién normal con media cero y varianza o2t

W (t) ~ N(0,0%)

= Es un proceso de incrementos estacionarios es decir si s < t entonces
W (t) — W(s) tiene una distribucién normal con media cero y varianza
o%(t — s)
W(t) ~ N(0,0%(t — s))

= Es un proceso de incrementos independientes es decir

Sit1<t2<"'<tn
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entonces
Witz) = W(t), Wits) = W(ta), - W(tn) = W(tn-1)
son v.a. independientes

Si denotamos por (€2, F, P) al espacio de probabilidad donde definimos a
nuestro movimiento Browniano.

La familia creciente de o-algebras F; generada por (Ws)s<; (la informacién
de W hasta el tiempo t) y todos los conjuntos de probabilidad cero en f es
llamada la filtracion natural del movimiento Browniano.

Un proceso estocdstico (X;)i>o es adaptado a la filtracion (F )¢>g si la variable
aleatoria X; es F ;-medible para cualquier t. Decimos que (X;) es f -adaptado

[2].

El Movimiento Browniano es la base de construccion fundamental para una
conexion propia de procesos mas generales. Estas generalizaciones son obtenidas
insertando ruido blanco[5] en ecuaciones diferenciales ordinarias.

La extencién mas simple de este tipo es el proceso de wiener generaliza-
do, el cual es de la forma.

dr(t) = adt + bdW (A1)
(A.2)

Donde z(t) es una variable aleatoria para cada ¢, W es un proceso de wiener
a y b son constantes.

Un proceso de wiener generalizado es especialmente importante por que este
tiene una solucién analitica (la cual podemos encontrar integrando estocas-

ticamente ambos lados.)

Especificamente la solucién esta dada por:

() = 2(0) + at + bW (t) (A.3)
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Un proceso de ito es algo a un més general. Tal proceso es descrito por una
ecuacion de la forma.

dz (t) = a(z,t)dt +b(z,t) dW.

Como antes W denota un proceso de wiener . Ahora sin embargo los coefi-
cientes a (z,t) y b(z,t) puden depender de = y de ¢, y en general su solucién
no puede escribirse en forma analtica .

A.1. Distribuciéon Log-normal

Definicién A.1.1. La variable aleatoria’Y tiene una distribucion Log-Normal

st la v.a. X = LnY tiene una distribucion Normal.

X =LnY «——Y =¢~

es decir una v.a. es log-normal st es la exponencial de una v.a. nornal

su funcion de densidad es:

[

fly) = oy\l/ﬂeﬁ(lny_u)z) y>0
0 y<0

donde la v.a. X tiene una distribucién normal con media v y varianza o>

X ~ N(xz,,v,0%)

La funcién generatriz de momentos de la normal es

o2t
m(t) = B(e!*) = e"'T2

tenemos que Y = ¥ por lo tanto dado que E(Y) = E(e*) = m(1) entonces

el segundo momento de Y es E(Y?) = E(e?X) = e2vt20°

por lo tanto

2

Var(Y) = e+ (¢
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