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Resumen

El proposito de este trabajo es aplicar el principio de absorcion limite a las ecua-
ciones de Maxwell como una forma de asegurar la existencia y unicidad de la solucion
y garantizar que dicha solucién sea fisicamente significativa.

A partir de la definicion del operador de Moisil-Theodoresco se construye el opera-
dor (D8&®) cuya propiedad de factorizar el operador de Helmholtz nos permite obtener
sus soluciones fundamentales Ksg, las cuales se utilizan para aplicar el principio de
absorcion limite al operador (D 8 ®):

A continuacion, se normalizan las ecuaciones de Maxwell, partiendo de la forma
armonica en el tiempo, y se reescriben como dos ecuaciones cuaternionicas empleando
el operador de Moisil-Theodoresco. El uso de dos funciones cuaterniénicas auxiliares *
y A permite representar el sistema de ecuaciones normalizadas de Maxwell mediante
dos ecuaciones cuaternionicas en funcion del operador (D 8 ®):

Posteriormente se aplica el principio de absorcién limite a la relacion obtenida de
los vectores I':‘ y I!I en funcion de las funciones cuaternionicas auxiliares como se
expuso con el operador (D 8 ®):

Finalmente, se obtiene la forma del campo electromagnético en dominios no aco-

tados partiendo de la formula de Borel-Pompeiu.



Abstract

The aim of this work is to apply the limiting absorption principle to the Maxwell’s
equations as a mean to ensure the existence and uniqueness of the solution as well as

guarantee that this solution has a physical sense.

Starting from the definition of the Moisil-Theodoresco operator, the operator
(D 8 ®) is constructed whose property of factorize the Helmholtz operator allows
us to obtain its fundamental solutions Kge, which are used to apply the limiting

absorption principle to the operator (D 8 ®):

After that, the Maxwell’s equations, starting from the time-harmonic representa-
tion, are normalized and they can be rewritten in two quaternionic equations using
the Moisil-Theodoresco operator. The use of two quaternionic auxiliary functions *
and A allows us to represent the Maxwell’s normalized equations system by means of

two quaternionic equations in terms of the operator (D 8 ®):

Afterwards, the limiting absorption principle is applied to the obtained Ig and I!I

vectors expression as it was exposed with the operator (D 8 ®):

Finally, the integral representations for vectors of the electromagnetic field in un-

bounded domains is obtained starting from the Borel-Pompeiu formula.



0.1 Objetivo

Aplicar el principio de absorcion limite a las ecuaciones de Maxwell para medios ho-
mogéneos como una forma de asegurar la existencia y unicidad de la solucion para
garantizar que dicha solucion sea fisicamente siginificativa, asi como para obtener la

forma del campo electromagnético en dominios no acotados.

0.2 Justificacion

El estudio de las ecuaciones de Maxwell para las telecomunicaciones reviste una gran
importancia ya que los fendbmenos que son objeto de estudio de esta &rea se pueden
explicar mediante dichas ecuaciones.

La aplicacion del andlisis cuaternionico en la reformulacion de las ecuaciones de
Maxwell permite obtener resultados que no se obtienen con el método empleado en
problemas con valores en la frontera para dominios no acotados, y se pueden obtener
representaciones de las soluciones que muestran hechos que con otros métodos no seria
posible conseguir.

Es necesario garantizar la existencia y unicidad de las representaciones integrales
para dominios no acotados imponiendo restricciones al comportamiento en el infinito
como la condicion de radiacion de Sommerfeld o empleando el principio de absorcion

limite, cuya aplicacion a las ecuaciones de Maxwell es la finalidad de esta tesis.



Capitulo 1

Introduccion

El uso del analisis cuaterniénico ha sido una herramienta poderosa en el estudio de
problemas de electrodinamica [6], [7], [9], [14], [15]. La reformulacion cuaterniénica
de las ecuaciones de Maxwell permite un manejo mas comprensible de los problemas
a considerar [9], [13], [7]. En el caso particular del problema de extendibilidad para el
campo electromagnético se busca una solucién, en un dominio acotado o no acotado,
cuando se conocen los valores de tal campo a lo largo de la frontera del dominio acotado
[3] y es necesario garantizar la existencia y unicidad de dicha solucion del problema
de extendibilidad imponiendo una condicién de radiacion o utilizando el principio de
absorcion limite, que es el objetivo del presente trabajo.

Esta tesis se inicia obteniendo las soluciones fundamentales del operador (D & ®)
partiendo del hecho de que tal operador tiene la propiedad de factorizar el operador
de Helmholtz. Posteriormente se aplica el principio de absorcién limite al operador
(D&®) .

De forma subsecuente se presenta la reformulacion cuaternidnica de las ecuaciones
de Maxwell, a partir de su forma normalizada. Con la ayuda de dos funciones auxiliares
cuaterniénicas I y 5« es posible representar el sistema de ecuaciones de Maxwell

mediante dos ecuaciones cuaternionicas en funcion del operador (D8®) . Las funciones
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I y 5\ nos permiten construir una relacion con los vectores I!_‘ y I'—"| del campo
electromagnético, dicha relacion es aprovechada para aplicar el principio de absorcion
limite a las ecuaciones de Maxwell.

Y finalmente, se expone cdmo se obtienen las representaciones integrales para los
vectores del campo electromagnético utilizando la formula de Borel-Pompeiu.

A continuacion se describe brevemente el contenido de los capitulos 2, 3y 4.

En el capitulo 2 aparecen los conceptos de funciones de prueba D’, asi como algunas
de sus propiedades tales como adicion y multiplicacion por un nimero y por una
funcion, algunas tranformaciones lineales; se incluye también la definicion de derivada
de una funcién generalizada y sus propiedades.

Se introduce el espacio de funciones generalizadas de lento crecimiento S° y la
definicion de la transformada de Fourier para dichas funciones.

En el capitulo 3 se exponen brevemente algunos conceptos sobre soluciones funda-
mentales de operadores diferenciales lineales que seran Utiles posteriormente cuando
se analice el operador (D 8§ ®):

En el capitulo 4 se exponen conceptos del algebra de cuaterniones complejos que
serviran para introducir el operador de Mosil-Theodoresco, a partir del cual se contruye
el operador (D 8 ®), el cual es utilizado en la reformulacion cuaternidnica de las
ecuaciones de Maxwell, donde aparece el vector complejo I':‘ +iI!I que fue introducido
por Lanczos en 1919 en su tesis doctoral y utilizado en [18] para obtener las ecuaciones
de Maxwell a partir de la forma propuesta por Lagrange en 1895. EI principio de
absorcion limite es aplicado al operador (D 8 ®) y posteriormente a las ecuaciones
de Maxwell aprovechando las relaciones obtenidas de la reformulaciéon cuaterniénica.
Finalmente se obtienen las férmulas de Stratton-Chu para el campo electromagnético
en forma vectorial.

Como capitulo final se presentan las conclusiones obtenidas de este trabajo.



Capitulo 2

Funciones Generalizadas

Las formulaciones de problemas con valores de frontera se caracterizan por el hecho
de asumir que sus soluciones son suficientemente suaves y satisfacen la ecuacion en
cada punto dentro de la region de definicion de estos problemas. Dichas soluciones
se llaman soluciones clasicas y la formulacion del correspondiente problema con valo-
res de frontera se llama formulacion clasica. En este sentido, la formulacion clésica
de un problema asume, por ejemplo, la “suavidad” del término independiente (lado
derecho) de una ecuacién dentro de su region de definicion. Sin embargo, para muchos
problemas, como el problema de extendibilidad para el campo electromagnético, estos
términos independientes, que caracterizan las perturbaciones externas, tienen singula-
ridades considerables. Por lo tanto, para problemas de ese tipo, la formulacién clasica
no es suficiente. Para formular dichos problemas, es necesario olvidarse por un mo-
mento de la “suavidad” de la solucion dentro de la region de definicion, e introducir las
Ilamadas soluciones generalizadas. Para encontrar las funciones que son solucion de los
problemas planteados es necesario generalizar la idea de derivada y de funcién. Es por
eso que es necesario intorducir el concepto de funcion generalizada. En este capitulo
se presentan algunos conceptos y caracteristicas de las funciones generalizadas.

En diferentes cuestiones del analisis resulta necesario interpretar el término “fun-
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cion” con diferente grado de generalidad. A veces se consideran funciones continuas,
en otros casos es preciso suponer que se trata de funciones diferenciables una o varias
veces, etc. Sin embargo, en muchos casos el concepto clasico de funcion resulta insu-
ficiente, aun en el sentido mas general, esto es, como una regla cualquiera que a todo
valor de x del campo de definicion de esta funcidén pone en correspondencia un nimero
y = f(x). Al aplicar el analisis matematico, tropezamos con situaciones cuando no se
puede efectuar alguna operacion del analisis, por ejemplo, una funcién que no tenga
derivada, en varios o incluso en todos los puntos, no se puede derivar, si por derivada
se entiende una funcion comudn y corriente. Las dificultades de este orden se podrian
evitar limitandose a considerar solamente las funciones analiticas. Sin embargo, tal

restriccion del conjunto de funciones admisibles no es, en muchos casos, deseable.

El uso de funciones definidas de acuerdo a la teoria clasica de funciones en la
solucion de problemas concretos de fisica presenta una serie de complicaciones que
pueden ser superadas con éxito no restringiendo sino ampliando sustancialmente el
concepto de funcién, introduciendo las asi llamadas funciones generalizadas. Las fun-
ciones generalizadas fueron introducidas como resultado de las investigaciones de Dirac
en mecénica cuantica, donde sistematicamente utilizaba la funciéon %(x), que se define

mas adelante en la pagina 17.

Una funcion generalizada es una generalizacion del concepto clasico de funcion.
Esta generalizacion nos permite expresar en forma matemética conceptos tales como
la densidad de un material puntual, la intensidad de una carga puntual o un dipolo, la
intensidad de una fuente instantanea puntual, la intensidad de una fuerza aplicada a un
punto, etc. Por ejemplo, no es posible medir la densidad de un material en un punto;
solamente podemos medir su promedio de densidad en una vecindad suficientemente
pequefia de este punto y llamarla la densidad en el punto dado. En general, una

funcion generalizada esta definida por sus “valores promedios” en la vecindad de cada
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punto.
Sea T una funcion fija definida sobre la recta e integrable en cada intervalo finito

y sea " una funcion continua que se anula fuera de un intervalo finito, tales funciones
se llamaran funciones terminales. A cada funcion * de este tipo se puede poner en

correspondencia mediante la funcion fija £ el nimero

il
debido a que "(x) se anula fuera de un intervalo finito, la integral se toma respecto
a este intervalo finito. En otras palabras, la funcién f se puede considerar como un
funcional definido sobre el espacio de funciones terminales.

El conjunto de funciones * se puede escoger de diversas maneras de tal forma que

sean adecuadamente “buenas”, sin embargo, conviene sujetar las funciones admisibles

no solo a las condiciones de continuidad y terminalidad sino tambiéen a condiciones

suficientemente rigidas de diferenciabilidad.

2.1 Espacio de funciones de prueba D

Debemos definir primero el conjunto de aquellas funciones suficientemente “buenas”
sobre las cuales actian ciertos funcionales. Consideremos el conjunto de funciones de

prueba D =D(R") formado por todas la funciones terminales * infinitamente dife-
renciables en R" con soporte compacto?!, lo cual significa que la funcién se desvanece
fuera de alguna region limitada. Las funciones pertenecientes a D, constituyen un
espacio lineal con las operaciones habituales de adicién de funciones y multiplicacién

de éstas por nimeros. La convergencia de funciones de prueba se define de la siguiente

LEI soporte de una funcion continua "(x) es la cerradura del conjunto en el cual "(x) & 0. Se

representa como supp " (X) .
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forma:

La sucesion T*,g de elementos de D se llama convergente a la funcion = 2 D si

1. Existe un nimero R > 0 tal que supp ", ¥2 Ugr. Donde Ugr es una esfera de

radio R, es decir, existe un intervalo fuera del cual se anulan todas las =, .

2. ﬁara%alda ® = (®;®;::®,) D®" (x) 29 D®"(x); k §¥ 1. Lasucesion

- (k®) de derivadas de orden ® converge uniformemente en este intervaloa *(®

donde D®f(x) significa la derivada de la funcion f de orden j®j = ®;+®,+(tt+®y;

@ (X X5 1 Xn)
CAXTEX32 ¢ 0 ¢ @X8n

Un ejemplo de una funciéon que se desvanece para

D®f (x) D f(x) = f(x)

A><—
r=jxj= X2 _ &
es 3 -
ex i 2 r <a,
“(x:a) = f P 1322 ;
0 r_a

2.2 Funcionales

Supongamos un espacio T compuesto de funciones, las funciones definidas sobre el
espacio T que asocian cada funcion en T con un namero se llaman funcionales.
Algunos ejemplos de funcionales de funciones x, definidas sobre el intervalo [0; 1]

son:
1. Fi(X) = sup Xx(t);
2. Fy(x) = inf x(t);
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3. F3(X) = X(ty); donde t; 2 [0;1];

R, . .
4. Fy(x) = OIA[t; x(t)]dt; donde A(t;s) estd definida y es continua para todo

0-1t-1ytoda s real
5. F5(xX) = X'(ty); donde t, 2 [0; 1]
R, Pp——
6. Fg(x) = 01p1+x02(t)dt:

Los funcionales Fi;F,;F3 y F, estan definidos sobre el espacio C de todas las
funciones continuas sobre el segmento [0;1]; F5 esté& definido sdlo para las funciones
diferenciables en el punto t, y Fg para aquellas funciones para las cuales la expresion
lerT”(t) es integrable.

Un funcional F definido sobre un espacio T se llama continuo cuando para todo

">0 ytodo Xy 2 T existe una vecindad U del elemento X, tal que

JF(X) i F(Xg)j<"™ parax2U:

2.3 Espacio de funciones generalizadas D'

Cada funcional lineal continuo en el espacio de funciones de prueba D se conoce
como una funcion generalizada en el sentido de Sobolev-Schwartz. Denotaremos como
(f; ™) el efecto del funcional (funcion generalizada) f sobre la funcion de prueba *:
Denotaremos también la funcion generalizada f como f(x) entendiendo que X es el
argumento de la funcién de prueba sobre la cual el funcional f actua.

Toda funcion f(x) integrable en un intervalo finito cualquiera de R" (localmente
sumable) genera una funcion generalizada, podemos asociar tal funcion con cada *(x)

en D mediante la expresion

(f;") = T (x) " (x)dx; (2.1)
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donde la integral se toma realmente sobre la region limitada donde *(x) no se desvanece.

Se puede verificar que la expresion (2.1) satisface las siguientes condiciones

1. La funcion generalizada f es un funcional sobre D ; es decir, un nimero (f; *)

esta asociado con cada " 2 D:

2. La funcion generalizada f es una funcion lineal sobre D esto es, si A;A 2D,

y .;1t 2R, entonces

(F, A+1A) =  F(X)[LAX) + TA(x)]dx
YA VA
= f(X)AX)dx +1  F(x)

E3

p2!

(x)dx
= _(F;A)+2(FA):

3. La funcion generalizada f es un funcional continuo sobre D; es decir, si la

secuencia ", tiendea " cuando k §¥ 1 en D, entonces

La convergencia en D' se define de la siguiente forma: la secuencia de funciones
generalizadas f;;f,; fs;:::; que pertenecen a D' converge a la funcion generalizada
f2D"si, 82D

(f;™) i¥ (F;"); k¥ denD"

Esta convergencia se llama convergencia débil.

El espacio D' es completo; es decir, si la secuencia de funciones fi; f,; fs;:::; que
pertenecen a D’ es tal que para cualquier funcion de prueba " 2 D existe el limite
de la secuencia numérica (fy; ¥); (fa; ™); ::1; entonces existird una funcion generalizada
unica f 2 D', tal que

kh-ni (f;")=(F"); =2D:

14



La prueba de lo anterior se puede encontrar en [5].

Existen otro tipo de funcionales sobre D, por ejemplo, el funcional que asocia con
cada "(x) su valor en x, = 0, es lineal y continuo. Sin embargo este funcional no
puede ser escrito en la forma (2.1) con cualquier funcion localmente sumable f(x).
Este funcional se llama funcion delta, aunque este término es inadecuado puesto que
la funcion delta no es una funcion en el sentido clasico, y la denotaremos como *(x),

asi

donde #(x) se entiende como una funcion que es igual a cero para todo x 6 0 y se

convierte en el infinito en el punto x = 0 de manera que

A veces es necesario utilizar la funcion delta trasladada, o el funcional (X j X)

definido como

(£(X i X0); *(X)) = " (Xo):

Consideremos ahora la funcion % que no es integrable en ningun intervalo que

contenga el punto cero, sin embargo para cada = 2 D, la integral
Z
1 1 )
—"(x)dx
i1 X

existe y es finita en el sentido del valor principal. En efecto,

Zyoo . Z,.
" (X)—dx = '(x)idx: bde+ b%dx:

il X a X a X a
el intervalo (a;b) es el intervalo fuera del cual * se anula. En la primera de estas

integrales bajo el signo de la integral aparece una funcion acotada, mientras que la
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segunda integral es finita. De esta forma, % es un funcional sobre D, es decir es una
funcion generalizada.

Aquellas funciones generalizadas que pueden ser representadas de la forma (2.1) se
llaman regulares, y todas aquellas en las que no es posible se llaman singulares (por

ejemplo la funcién delta).

2.4 Soporte de una funcion generalizada

Ya hemos establecido que a una funcion generalizada no se le pueden asignar valores
en puntos aislados. No podemos decir, por ejemplo, que una funcion generalizada f
es igual a cero en el punto X, sin embargo si podemos decir que la funcién f es igual
a cero en la vecindad U de Xq

La funcion generalizada f se convierte en cero en la region G si (f; ") =0 para
toda * 2 D. Una region es un conjunto abierto conectado, es decir un dominio [21].
Se representa este hecho como: f =0 para x 2 G. De acuerdo con esta definicion, se
dice que las funciones generalizadas f y g sonigualesen laregion G si T jg =0 para
X 2 G, en este caso representamos la igualdad f = g para x 2 G. Especificamente,

las funciones generalizadas T y g son iguales si para toda " 2 D se cumple

Una funcion generalizada f pertenece a la clase CP(G) si en la region G;

(0 < p< 1), ésta coincide con la funcion fy(x) de la clase CP(G); esto es, para
cualquier * 2 D(G) 7

(F; %)= fo(x)"(x) dx: (2.2)

Lema 1 Lema 2 Sea el espacio R" cubierto con un sistema contable de vecindades

U (Xk;rk) con centro en Xy y de radio ry; k =1;2;::; y en cada vecindad U (X; ry)
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la funcién generalizada f coincide con la funcién generalizada fy. Entonces f esta

definida de forma uno-a-uno mediante sus elementos locales fy:

Demostracion. Sea " 2 D. EIl conjunto cerrado del soporte de * esta cubierto

por un numero finito de vecindades U (xy;rk); k = 1;2;:;;N; N = N(7): Existen

funciones ", 2 D tales que
D ¢
"(X) = “k(X);  supp "y ¥ U(Xk; rk)
k=1
consecuentemente,
X X
5= FE7D= (™) (23)
k=1 k=1

esto es, la funcidn generalizada f esta definida por sus elementos locales f,. Ahora
probemos la unicidad de f. Sea g otra funcion generalizada con los mismos elementos

locales fx. Entonces, de acuerdo con (2.3), para cualquier = 2 D

b
9= (i =0")

k=1
yasi f=g: m

Del lema anterior se desprende que para que una funcion generalizada f se vuelva
cero en la region G, es necesario y suficiente que esta se vuelva cero en en la vecindad
de cada punto de esta region.

El conjunto de puntos que no estén en la vecindad de cada punto que hacen que

T 6 0 se conoce como soporte de la funcion f. Se denota como

supp T

Si el soporte de f es un conjunto acotado, se dice que la funcién f tiene un soporte
compacto. Silafuncion f no se desvanece en ninguna vecindad del punto X, entonces
el punto X, es un punto esencial del funcional f: Si F es un conjunto que contiene el

soporte de una funcion generalizada, entonces se dice que T estd concentrado en F:
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2.5 Adicion y multiplicaciéon por un numero y por

una funcion

Consideremos dos funciones generalizadas f y g. Definimos su suma como un fun-

cional en D mediante
(F+g ") =(F")+("):

De acuerdo con esta definicion f+g es también un funcional continuo. En particular
si T y g son funcionales regulares que corresponden a las funciones f(x) y g(x),
entonces T + g es también un funcional regular y corresponde a f(Xx) + g(X).

El producto de una funcion generalizada f por un nimero ® esté definido por
@®F, ") =0(f; ") = (F;®"):

Claramente se observa que este funcional es también continuo y lineal. Si T es un
funcional regular que corresponde a la funcion localmente sumable f(x), entonces esta
operacion corresponde a la multiplicacion de f(x) por ®.

No hay una forma natural de definir el producto de dos funciones generalizadas
arbitrarias. Sin embargo, es posible definir el producto de una funcion generalizada
T por una funcion infinitamente diferenciable a(x). Una funcion *(x) 2 D es una
funcion A(x) = a(x)"(x) en D. Mas adn, si la secuencia de funciones ", (x) converge
a "(x) cuando k ¥ 1, entonces la secuencia a(x)",(x) cuando k ¥ 1 converge a

a(x)"(x). Definamos el funcional af como
(af; ") = (f;a"):

Para el funcional regular f correspondiente a la funcion f(x), la multiplicacion
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por a(x) corresponde a la multiplicacion de f(x) por a(x). Para este caso tenemos

2.6 Desplazamientos, rotaciones y otras transfor-
maciones lineales en el espacio de variables in-

dependientes

Para h > 0, la funcion f(x j h) se llama el desplazamiento a la derecha de f(x)
una distancia h. Para el caso de funciones de n variables, sea u una transformacion
lineal no singular en el espacio de R" y sea ui! su inverso. Entonces la operacion

correspondiente u sobre la funcion f(x) esta definida como
uf(x) = f(ui'x): (2.4)

Este concepto se puede extender a las funciones generalizadas. Observese que si
"(x) estden D, entonces también " (ux) lo esta. Asumiendo que f(x) sea localmente

sumable y que "(x) 2 D obtenemos

z
(UF(x); " (x)) = (Futx); " (x)) = Fut'x)"(x) dx:

Haciendo la sustitucion y = ui'x, entonces x = uy, y en la integral podemos
escribir dx = juj dy, donde juj es el valor absoluto del determinante de la matriz de

transformacion. Entonces
z
(uf(x); *(x)) =juj  F(y)"(uy)dy = juj (F(x); " (ux)):
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De esta ecuacién definimos la operacion u aplicada a una funcién generalizada de la

siguiente forma. Definimos uf como un funcional tal que
(uf; ™) = juj (f; " (ux)): (2.5)

podemos escribir (2.5) de la forma
Z Z

fuitx)"(x)dx =juj F(x)"(ux)dx:
donde T es cualquier funcion generalizada. Podemos obtener una ecuacion particular
para transformaciones unimodulares, como aquellas con determinante 1, en particular
para rotaciones
(Fui'x); = (x)) = (uf; =) = (f; " (ux)):
Ejemplos.

1. Desplazamiento por el vector h. Aqui ux = x + h. EIl desplazamiento de la

funcién generalizada f por el vector h esta dado por
(uf; ™) = (f; " (ux)) = (f; "(x+ h)):
Esta formula puede ser escrita también en la siguiente forma
(F(x i h); ™) = (F " (x+h));

o de la forma 7 7
f(xih)"(xX)dx= f(x)"(x+ h)dx:

2. Reflexion en el origen. Aqui ux = jX. La reflexion de una funcién generalizada
T estd dada por
(F(ix); "(x)) = (uf; ")

I
—~
b
|
—~
-
X
~—
—
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3. Transformacién semejante. Aqui ux = ®x. La transformacion semejante de una

funcion generalizada esta dada por

(F(ui'x); " (x)) = (uf; ") = @"(F(x); " (@x)):

La funcidn generalizada f es invariante con respecto a la operacion u si uf = .

2.7 Funciones de prueba complejas y funciones ge-
neralizadas

Definamos ahora las funciones de prueba complejas como funciones infinitamente di-
ferenciables con soporte compacto que toman valores complejos. Asi las funciones
generalizadas complejas son funcionales lineales que, en general, toman valores com-
plejos en el espacio de funciones de prueba complejas.

Con cada funcion compleja localmente sumable f(x) asociamos el funcional

donde la barra denota el conjugado complejo.
Como anteriormente se hizo, denotaremos el espacio de funciones de prueba como
D =D (C") y el espacio de funciones generalizadas como D’ = D'(C"):

La adicion y multiplicacién por un nimero complejo en D’ esta dada por

(Fi+F57) = (F;7)+(Fy; 7);

@®Ff,7) = ®(f, ") =(f,®"):

La multiplicacion por una funcion infinitamente diferenciable a(x) esta dada por
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Por cada funcion generalizada f existe una funcion generalizada T definida me-

diante

(F7)= (")

2.8 Diferenciacion de una funcion generalizada

No todas la funciones son diferenciables en el sentido usual, sin embargo, las funciones
generalizadas tienen siempre derivadas de cualquier orden, las cuales también son
funciones generalizadas.

Sea f(x) una funcidn continua con derivada de primer orden en el sentido usual,

la derivada de la funcion generalizada f se define como
YA 1
(f% ") = (%)™ (x) dx:
il
Integrando por partes y teniendo en cuenta que *(x) 2 D, esto es, fuera de algin

intervalo [a;b], esta se desvanece, obtenemos
Z 1
() =F00"ifa i F00™00 dx= (F; §*);

De acuerdo con la notacion utlizada anteriormente podemos escribir f° en la siguiente
forma 7 7

F'x)"(x)dx = § F(x)""(x)dx:
0 en una forma més general podemos decir que si f 2 CP, y para cualquier ®;j®j - p,

y " 2 D la derivada de orden ® de una funcién generalizada f esta dada por

Z Z
(D®F; ") = D X)"(xX)dx=(j1))¥ F(x)D®"(x)dx = (§1)®(f;D®");

donde D®f(x) significa la derivada de la funcién f de orden j®j = ®; +®; + ¢+ ®p;
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@ (X, X035 Xn)

D®f(x) = ;
X) = T ax® te1 gxen

Df(x) = f(x):

2.9 Propiedades de la derivada de una funcion ge-

neralizada

1. Cualquier funcion generalizada es infinitamente diferenciable. Si £ 2 D'; entonces

f'2 D' y también % 2 D y asi sucesivamente.

2. El resultado de una derivada no depende del orden de diferenciacion. Por ejemplo

e Mer g Mor
Ox;  @xo Oxy  0X

=DV (2.6)

donde DY significa la primera derivada con respecto a X; y Xo:

Para cualquier * 2 D, obtenemos

. | T 9
ID(I;l)f; .¢ _ I"lf’ @2 _ u& I"l_ , _ H ef
@0X1@%2 0x;  @X, @xy 0%

De la ecuacion (2.6) tenemos en general que
D® f=D®D f)=D (D®f):
donde j®j =®; +®, +(t¢+®, Yy j j= |+ o+ 0tt+

3. Formula de diferenciacion de Leibnitz'. En el producto de una funcién infinita-
mente diferenciable a(x) con una funcion generalizada f , la formula de diferen-
ciacion de Leibnitz’

(af) = &f + af’
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y asi

(@f)s") = (@) =i(fa™) =i(f@") ia")
= i(f@))+(fa") = (fa")+@F ")
= (af’; ")+ (@'F; ") = (af’ +- &'F; 7):

4. Si la funcién generalizada f = 0 para x 2 G, entonces también D®f = 0 para

X 2 G. Esto es supp D®F % supp f:

De hecho, si * 2 D(G) entonces D®" 2 D(G) Yy asi
(D®F; ") = (i Y9(F;D®")=0; " 2D(G):
lo cual muestra que D®f = ( para x 2 G:

5. La operacion de diferenciacion es continua de D’ a D’ Esto es, si para toda

fc ¥ f cuando k ¥ 1 en D', entonces D®f, ¥ D®f cuando k ¥ 1 en D"

En efecto, de acuerdo con la definicion de convergencia en el espacio D°, para toda

" 2 D tenemos
(D®F; ") = (§ 1)!®(Fi; D®") ¥ (1)Y9(F;D®") = (D®F; "); k¥ 1
lo cual muestra que D®f, ¥ D®f cuando k ¥ 1 en D"
Ejemplo.
Consideremos la funcion

1 para x _ 0;

e

0 para x<O:

24



esta funcién define el funcional lineal

[e=]

De acuerdo con la definicion de la derivada de una funcion generalizada, tenemos
Z 1
(F(x); " (%) = i (F(x); "'(x)) = i "'(x) dx = *(0):

puesto que " es igual a cero en el infinito. Por consiguiente, la derivada de la funcion

escalon, es la funcion delta.

2.10 Funciones generalizadas de lento crecimiento

2.10.1 Espacio de funciones de prueba S

Definamos el conjunto de funciones de prueba S = S(R") como el conjunto de to-
das las funciones de la clase C1(R") infinitamente diferenciables que, junto con sus
derivadas, decrece mas rapido que cualquier potencia de % cuando jxj ¥ 1. La
secuencia de funciones ",; ",;::; que pertenecen a S converge a la funcion * 2 S,

"< Y Acuando k ¥ 1 en S, siparatoda ® y —
X D®" (x) 29 x D®"(x); k¥ 1: 2.7

Podemos ver que S es un espacio lineal, y mas aun D 2 S y de la convergencia
en D tenemos la convergencia en S. De hecho, si ", ¥ " cuando k ¥ 1 en D,

entonces puesto que los soportes de =, estan limitados independientemente de k,
el resultado (2.7) es valido para toda ® y , lo cual significa que ", ¥ * cuando
k¥ 1 enS.

Sin embargo, S no coincide con D ; por ejemplo, la funcion gibd® pertenece a S

pero no pertenece a D.
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2.10.2 Espacio de funciones generalizadas de lento crecimiento
SO

Cada funcional lineal sobre el espacio de funciones de prueba S se conoce como
funcién generalizada de lento crecimiento. Denotemos por S” = SY(R") el conjunto
de todas las funciones generalizadas de lento crecimiento. Asi como en las definiciones
anteriores, una secuencia de funcionales f;;f,;:::; que pertenecen a S’ convergen a
la funcion generalizada f 2 S', f, ¥ f cuando k ¥ 1 en S°, si para cualquier
=2S; (fi;") ¥ (f;7), cuando k ¥ 1. De esta definicion podemos observar que
S'% D" y de la convergencia en S° tenemos la convergencia en D°.

Si £ 2 S’ entonces f 2 D, a partir de que D% S y la convergencia en S,

tenemos la convergencia en D.

Ejemplos de funciones generalizadas de lento crecimiento

1. Si f(x) es una funcion integrable polinomial de lento crecimiento en el infinito,

es decir, para un cierto nimero m _ 0
VA
FOj (1 +jx)TMdx < A

entonces ésta define un funcional regular que pertenece a S°.

Sin embargo, no todas las funciones localmente integrables definen una funcion
generalizada de lento crecimiento, por ejemplo, €< 2 S'(R!): Pero por otro lado, no
todas las funciones localmente integrables que pertenecen a S' tienen un crecimiento
polinomial . Por ejemplo, la funcién (cos eX)’ = je*sin e no es de crecimiento
polinomial, no obstante define una funcion que pertenece a S’ de acuerdo con la
formula _ 7

¢
'cose¥)’; " = 1§ coseX™(x)dx; " 28:
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2. Si T es una funcién generalizada finita que pertenece a D" con soporte com-
pacto, entonces ésta es continua sobre S en forma Unica como un elemento que

pertenece a S" de acuerdo con:
(F;")=(F%""); "2S

donde " 2D y “~ =1 en la vecindad del soporte de f: De hecho, el funcional
lineal (f;” "), que esta del lado derecho en la ecuacion anterior, es continuo en
S:Si ", ¥ "cuando k ¥ 1 en S,entonces " ", ¥ "7 cuando k ¥ 1 en
D vy asi

(f;"") ¥ (F;,77); k T 1:

3.Si f 2 S entonces cada derivada D®f 2 S'. Puesto que la operacion de

diferenciacion D®" es continuade S a S, el lado derecho de la ecuacion
(D*F; ) = (i 1)¥(F; D7)

es un funcional continuo en S:

2.10.3 Transformada de Fourier de funciones de prueba S

Puesto que las funciones de prueba S son integrables en R"; la transformada de
Fourier para estas funciones esta definida como:
Z
FIAI») = A(x)e'™dx; A2S
La transformada de Fourier F[A] de la funcion A2 S es una funcién integrable y
continuamente diferenciable sobre R", entonces la funcién A(x) puede ser expresada
en términos de su tranformada de Fourier F[A](») mediante la transformada inversa
de Fourier Fil:
A(x) = FTL[F [A]] = F[F THA] (2.8)
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donde

Z
FURN = o Ab)eHC =
1 A -
= (21/4)n [A](IX):

- (21})#\( i»)e'"™d» =
4

1 .
= —xF[A(I»): 2.9
(2%)I’l [ ( 1 »)] ( )
Podemos ver de las ecuaciones (2.8) y (2.9) que cada funcion A 2 S es una trans-
formada de Fourier de la funcion A = Fi'[A] que pertenece a S, A = F[A], y si
F[A] = 0, entonces A = 0. Esto significa que la transformada de Fourier F mapea

de S a S de uno a uno mutuamente.

2.10.4 Transformada de Fourier de funciones generalizadas S’

Sea f(x) una funcidn integrable sobre R", entonces su transformada de Fourier

z z
FIfl) = fx)e®™dx;  jF[flj - jF(x)jdx< 1

es una funcion continua en R" y define una funcién generalizada que pertenece a S°;

Z
(F[f];A) =  F[f]»)A»)d»; A2S: (2.10)

Haciendo un cambio en el orden de integracion, podemos transformar la integral
(2.10):
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Z Z -Z .
FIF](»)AP)d» = £(x)e'C¥dx A(»)d»

= f(x) A»)e'™d»rdx

= f(X)F [A](x)dx

es decir,

(F[F;A) = (F;FIA]); A2S; f2sh (2.11)

Introduzcamos ahora la transformada inversa de Fourier en S' denotada por F il :

Fil[f] = ﬁli[f(ix)]; f2s" (2.12)

Demostremos ahora que la transformacion Fi! es la operacién inversa de la trans-

formada de Fourier F , es decir:

FilF[f]=f  FFif]=Ff f2s" (2.13)
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De las ecuaciones (2.8)-(2.12) tenemos que para toda A 2 S se obtiene la ecuacion

"EREFRAT = L (FFf(i0)):A
FIFA" = o (FFIFIG)EA
= L FiF (i) FIA
= o FIG)FIA)
~ L FELFAG
- (21/4)n( [ ]’ [ ](l»))

i ¢ i .. C o
= F[LFVA = FFFUA] = (FA)

i . A U i <
= fFIFA] = FIUFFA] = FIFHFLA

De la ecuacion (2.13) podemos observar que cada funcion generalizada f 2 S es
una transformada de Fourier de la funcién generalizada g = F i'[f] que pertenece
aS', f=Fg],ysi F[f] = 0, entonces también f = 0. Esto significa que las

transformadas de Fourier F y Fi! mapean de S" a S' mutuamente de uno a uno.

2.10.5 Propiedades de la transformada de Fourier

1. Diferenciabilidad de la transformada de Fourier. Si f 2 S?, entonces

D®F [f] = F[(ix)® f]: (2.14)

2. Transformada de una derivada. Si f 2 S°, entonces

F[D®f] = (ji»)® F[f]: (2.15)
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Capitulo 3

Soluciones fundamentales

En este capitulo la teoria de funciones generalizadas es aplicada a la solucion de pro-
blemas con valores de frontera incluyendo condiciones iniciales que involucran fuentes
actuando momentaneamente. La solucion puede ser encontrada sumando las perturba-
ciones producidas por cada punto de la fuente distribuida de tal forma que la solucién
se da en como una convolucion de la solucion fundamental con el término independiente

de la ecuacion dada.

3.1 Solucion fundamental de operadores diferen-

ciales

La transformada de Fourier se aplica para construir la solucion fundamental de los
operadores diferenciales cuando tienen coeficientes constantes. Naturalmente, sola-
mente las soluciones fundamentales de lento crecimiento pueden ser obtenidas de esta

forma.
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3.1.1 Soluciones generalizadas de ecuaciones diferenciales li-

neales

Sea
X
ap(X)D%u =f(x); F2D (3.1)

j®=0j
una ecuacion diferencial lineal de orden m con coeficientes ag 2 C1(R").

Introduzcamos el operador diferencial

>
L(x;D) = ag(x)D®
j®j=0
donde
e o g

podemos reescribir esta ecuacion en la forma
L(x; D)u = f(x): (3.2)
Cada funcion generalizada u 2 D' que satisface esta ecuacion en la regiéon G en

el sentido generalizado, esto es, para cualquier * 2 D; supp " 2 G

(L(x;D)u; ") = (F; 7) (3.3)

se conoce como la solucion generalizada de la ecuacion (3.1) en la region G. La

ecuacion (3.3) tiene el mismo efecto que la ecuacion

(U L(x;D)") = (F; 7); " 2D(G) (3.4)
donde
X -
L°(;D)" = (il)D%@ae") (3.5)
j®j=0
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de hecho,
O 1
> >
(L(x;D)u; ") = @  agD®u; "A = (agD®u; )
i®j=0 i®j=0
> X .
= (D°u;ae™) = (i)™ (u;D® (ae™))

Ef)j':o i®j=0 1
X -
= @u; (i 1) D®(ag™)A = (u;L(x;D)"):
i®j=0

Queda claro que cada solucion clésica es también una funcién generalizada.

Lema 3 Si la funcion generalizada u(x) de la ecuacion (3.1) en la region G pertenece
alaclase C"(G) y f 2 C(G), entonces es también la solucion clasica de esta
ecuacion en la region G:

Demostracion. Puesto que u 2 D'\ C™(G), las derivadas clasicas y genera-
lizadas de la funcién u de orden m o mayor coindicen en la region G. Ya que u
es la solucion generalizada de la ecuacion (3.1) en la region G, entonces la funcion
L(x;D)u j f lacual es continua en G se desvanece en la region G en el sentido de
las funciones generalizadas. L(x;D)u(x) j f(x) =0 en todos los puntos de la region

G, por lo tanto u satisface la ecuacion (3.1) en la regiéon G en el sentido clasico. m

3.2 Soluciones fundamentales

Sea L un operador con coeficientes constantes ag(X) = ag :

>
L(D) = apD®; L*(D) = L(iD): (3.6)
i®j=0
La funcion generalizada G 2 D° la cual satisface la ecuacion

L(D)G = *(X) (3.7)
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en R" se llama la solucion fundamental del operador diferencial L(D).

La solucion fundamental G(x) del operador L(D); generalmente, no es Unica; esta
definida aproximadamente como el término Gy(X), el cual es una solucién arbitraria
de la ecuacion homogeénea L(D)Gy = 0.

De hecho, la funcion generalizada G(x)+Gy(x) es también una funcion fundamental

del operador L(D);
L(D)(G 4+ Gg) = L(D)G + L(D)Gy = £(x):

Lema 4 Para que la funcion generalizada G 2 S' sea la solucion fundamental del

operador L(D), es necesario y suficiente que su transformada de Fourier F[G] satisfaga

la ecuacion
L(ji»)F[G] =1 (3.8)
donde
- ¢
L(») = a®»®
i®j=0

Demostracion. Sea G 2 S'la solucién fundamental del operador L(D). Apli-

cando la transformada de Fourier a ambos lados de la ecuacion (3.7), obtenemos
FIL(D)G]=F[x] =1 3.9

Considerando las propiedades de la transformada de una derivada, tenemos

2 3
> >
FIL(D)G] = F4  a,D®GS = apF [D®G]
j®j=0 j®j=0
>
= a(ii»)°F[G] = L(ii»)F[G]: (3.10)
i®j=0

De esta ecuacion y de la ecuacion (3.9) se desprende que F[G] satisface la ecuacion
(3.8).
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Por el contrario, si G 2 S? satisface la ecuacion (3.9), entonces por la ecuacion
(3.10), G satisface la ecuacion (3.9), de donde se desprende que G satisface la

ecuacion (3.7); esto es, la solucion fundamental del operador L(D). =

3.2.1 Ecuaciones con término independiente (lado derecho)

Mediante la solucion G(x) del operador L(D) es posible construir la solucion de la

ecuacion

L(D)u = f(x) (3.11)

con una funcion arbitraria en el lado derecho.

Teorema 5 Sea f 2 D' tal que la convolucion G o f existe en D°. Entonces la

solucion de la ecuacion (3.11) existe en D’ y esta dada por
u=Gaof (3.12)

Esta solucion es Unica en la clase de funciones generalizadas pertenecientes a D’ para
la cual la convolucion con G existe.
Demostracion. Utilizando la formula de diferenciacion de una convolucién y

tomando en cuenta la ecuacion (3.7), obtenemos

>
L(D)(Gaf) = agD®(G o f)

g~ 1
- ¢
= @ agD°GAcf=L(D)Gaf=tof="f
i®j=0

Asi la formula u = G & f nos da la solucidén de la ecuacion (3.11). Ahora debemos
probar la unicidad de la solucion de la ecuacion (3.11) en la clase de funciones gene-

ralizadas pertenecientes a D" para la cual la convolucion con G existe en D'. Para
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esto es suficiente establecer que la ecuacién homogénea correspondiente
L(D)u=0
tiene solamente una solucidén cero en esta clase. Aunque de hecho
u=usrt=uelL(D)G=L(D)ueG=0
Asi, el teorema esta demostrado. m
Corolario 6 Si u 2 D' y la convolucion ur G existe en D', entonces la ecuacion
u=L(D)urG
es valida.

Observacion 7 Significado fisico de la solucion u=Gof.

Representemos la fuente F(x) en la forma de una suma de fuentes puntuales
F(»)x(X § »); 7
f(x)=tof = f(»)t(xj»)d»

En virtud de (3.7), cada fuente puntual f(»)x(x j ») define la influencia de
f(»)x(x j »): Asi la solucién
VA
ux)=6ef=f(»)G(Xj»)d»

es la superposicion de estas infiuencias.
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Capitulo 4

Analisis cuaternionico y principio

de absorcion limite

4.1 Analisis cuaternionico

4.1.1 Cuaterniones reales

Un cuaternion puede ser considerado como un nimero en R* que esta representado

como una combinacion lineal de los elementos de una base ortonormal.
0 = Qolo + Qriy + Qai2 + O3is: (4.1)

Donde o, Qi, 02 Y Q3 son las componentes del cuaternion g y son ndmeros
reales. Podemos decir que dos cuaterniones son iguales si y solo si tienen exactamente

las mismas componentes:
p=4q si y solo si Pk =0x; k=1;2;3:

La suma de dos cuaterniones p y ¢ esta definida como la suma de las componentes
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correspondientes:
X )
P+a= " (P + )ik (4.2)
k=0

Sin embargo, la diferencia entre un cuaternion y un vector en R* es la definicion
de la multiplicacion cuaternidnica. El elemento i, es considerado como la unidad,
esto es Ip = 1. Los otros tres elementos de la base ortonormal son considerados como
unidades imaginarias:

i2=i2=i2=jl. (4.3)

Los productos de elementos diferentes de la base estdn definidos de la siguiente

forma:

i1¢i2 = i|2¢|1 = i3, (44)
i2¢i3 = i|3¢|2 = il, (45)
i3¢i1 = i|1¢|3: i2. (46)

Asi, las igualdades (4.3)-(4.6) definen completamente la multiplicacion de dos cua-

terniones. De esta forma

Ptq = (Poio+ Pii1 + Paiz + P3i3) (doio + G1i1 + Gaiz + Gsiz) =

( (

(Podo i P101 & P20 i P3Gs) o +

(P10o + Pol1 + P20s i Padz2) i1 +

(P2Go + Pot2 + Pst i P1ds) iz +

(P3Go + Pods + P12 i P2d1) is. (4.7)

En la representacion vectorial de un cuaternion, si q = ,_, 0kik, entonces qo €s

P
la parte escalar de q y es indicada como Sc(q) y ﬁzl Okix es la parte vectorial de
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q Yy se denota como Vec(q) o ﬂ . Cada cuaternion g es una suma de un escalar g

y de un vector ﬁ :
q = Sc(q) + Vec(q) = qo + ﬁ :

Utilizando las definiciones de los productos escalar y vectorial se puede reescribir

el producto cuaternionico en forma vectorial:

ptag=podo i NP; Rivpl +Pa+Pel (4.8)
Donde
B 8 =pig +page + psos
y : :
PR PR
Bell=Cp popst
O G2 O3

Obsérvese que

Sc(pta) =pogo i hB; i

Vec(p“l):poa + ECI0+[B EG]:

Un importante corolario de (4.8) es que el producto de dos cuaterniones puramente
vectoriales es un cuaternién completo cuya parte escalar no es cero sino es igual al

producto escalar de los dos vectores con el signo menos

Pel—anb;hir(Pel).

Definamos el conjugado del cuaternion q = qo+ 5 como el cuaternion @ = Qo i ﬁ .

De la definicion anterior se desprende una importante propiedad de la conjugacion
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cuaternionica:

prg=gqep:

De (4.7) obtenemos la siguiente propiedad:

q¢T =02 +q7+03+03 = jgj°. (4.9)

Asi, Sc(ﬁ ¢ ﬁ) = 0 si y solo si los vectores B y ﬁ son otrogonales, y

Vec(ﬁ ¢ ﬁ ) =0 si y solo si son colineales. Obsérvese que
P=PBeb=inh;Pi=ijbi (4.10)

La expresion (4.9) es un numero real y representa el cuadrado de la distancia desde
el origen al punto con cordenadas (qo;01;02;093) en el espacio Euclideano de cuatro
dimensiones. Asi, para factorizar la distancia al cuadrado en dos dimensiones necesi-
tamos la unidad imaginaria compleja i. En tres o cuatro dimensiones necesitamos las
tres unidades imaginarias iq; i, € i3:

Otra importante conclusion que se puede obtener de (4.9) es que para cada cuater-
nion ¢ diferente de cero, existe su inverso y esta dado por

1 G
2

gt = —.
Jq)

Obsérvese que jptqj = jpjtjaj, y que

jptaj® =pq¢pg = pqqtp = pjai*p = pp¢jai® = jpi” ¢joi’:

Es importante mencionar que todas las leyes del &lgebra son validas en el caso cua-
ternionico con un sola excepcion: la multiplicacion cuaterniénica no es conmutativa.

Asi el conjunto de los cuaterniones reales se denota como H(R).
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4.1.2 Cuaterniones complejos

Un cuaternion complejo se define de la misma forma que en el caso de los cuaterniones
reales (4.1), solo que todas las componentes son nimeros complejos, un cuaternion

complejo q tiene la siguiente forma:

0 = Qolo + 01i1 + Goiz + 0si3

donde o, Q1, Q2 Y Qg3 son nameros complejos. Los cuaterniones complejos son lla-
mados también bicuaterniones. La unidad imaginaria i por definicion conmuta con
las unidades imaginarias cuaternionicas ix; k = 1;2;3 y esto se define de la siguiente

forma

itik=10cti; k=1;2;3.

El conjunto de los cuaterniones complejos se representa como H(C) y cualquier
cuaternion complejo q 2 H(C) se puede representar como q = Req + iImq, donde
Req = Pizo Reqkixk ¥ Imq = P‘EZO Imqxix pertenecen a H(C).

Si el producto de dos cuaterniones complejos a y b es cero pero a y b no son
cero, entonces a y b se llaman divisores de cero. Denotemos el conjunto de todos los

divisores de cero en H(C) como G:

G:=fa2H(C)ja6&0;9960:ath=0g (4.11)

Si un cuaternion a es divisor de cero, entonces ai! no existe. La demostracion
de esto es muy simple. Asumamos que a 2 G, esto es, existe tal h 60 que ath =0
y asumimos que ai' existe. Entonces ai'a = 1: Multiplicamos esta igualdad por
b: ailab = b, de donde obtenemos inmediatamente la contradiccion 0 = b. Asi, los
divisores de cero no son invertibles. EI siguiente lema proporciona una descripcion

mas detallada de G.
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Lema 8 (Estructura del conjunto de divisores de cero). Sea a2 H(C) y a& 0. Las

siguientes relaciones son equivalentes:

1. a2G.
2. ata=0.
3. aﬁzﬁz.

4. a2:2a0a:2ﬁa.

Las demostraciones de lo anterior se pueden encontrar en [13].
Si a2 Gy a 6 0 entonces de acuerdo con el punto 4 del lema anterior, el

cuaternion complejo ¢ := %a es idempotente, esto es ¢ =c.

En el caso de los cuaterniones complejos el modulo definido por (4.9) no nos da
informacion sobre los valores absolutos de sus componentes, es por eso que se utliza

frecuentemente otro tipo de mddulo.:

q
jaic == j0oi” + jou” + jooi” + jasj” (4.12)

donde jouj® = Ok0e Y “*” significa conjugacion compleja.

4.1.3 EIl operador diferencial de Moisil-Theodoresco

Sea 2R3y f2CHQH(C)), donde Q es un dominio abierto acotado en R? con
frontera I' := @€). El operador de Moisil-Theorodesco se define de la siguiente forma:
X
Df = ik@kf

k=1

donde @k := @J;(—k . Consideremos la accion del operador D en forma mas explicita
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Df = (i101 + 1202 + i303)(Fo + F1iy + Faoiy + F3i3) =
= (i10:F + 202 + i3@5F)) i (@1F + @2F, + @3F3) +
+((@2F5 § @sF2)iy + (@sF; § @1F3)ix + (01T § @2F)is).

La expresion en el primer paréntesis es precisamente el gradiente de la funcion fy:

grad Ty = (1101 + 1202 + i5@5)To.
El segundo paréntesis contiene la divergencia del vector F X
diV F = @1f1 + @2f2 + @3f3-

Finalmente el tercer paréntesis representa el rotacional de f X

rot F = (@213 i @sF2)iy + (OsF, § O:F3)ix + (O.F: § 0:2F)is.

Por consiguiente,
Df = j div ; + grad fy + rot F . (4.13)

El resultado de la accién del operador D sobre la funcién bicuaterniénica f es un
cuaternion complejo cuya parte escalar es igual a j div F y cuya parte vectorial es

la suma grad f, + rot
Sc(Df) = jdiv g

Vec(Df) = grad fy+ rot F

Los tres operadores diferenciales principales del calculo vectorial estan contenidos

en el operador cuaternionico D.
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La ecuacion

Df =0 (4.14)

es equivalente al sistema
div F - 0; (4.15)
grad Ty + rot F =0: (4.16)

llamado sistema de Moisil-Theorodesco.

Utilizando (4.10) se obtiene la siguiente propiedad del operador D
D? = jA; (4.17)

donde A = @? + @3 + @2 es el operador de Laplace usual. Esta propiedad garantiza

gue cada componente de la funcion f que satisface (4.14) es una funcién armdnica.

Teorema 9 [9] (Regla generalizada de Leibniz) Sea ff;gg % C!(Q;H(C)), donde

es un dominio en R3?. Entonces
D[ftg] = D[f]tg+F¢Dg] + 2(Sc(fD))[g],

donde
>

(Sc(fD)[g] == i  T@kg:

k=1

Si Vec(f) =0, es decir T =T, entonces
D [fo¢tg] = D[fo] ¢ g + fo ¢ D[g].

Notese que el operador de Moisil-Theodoresco fue introducido actuando por la

izquierda. EIl operador correspondiente que actta por la derecha se denota como D, :

>
Df =  @Fix. (4.18)
k=1
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En forma vectorial la aplicacion de D, se puede representar como
D, f = jdiv ¥ + grad fy  rot ¥:

y toda la teoria correspondiente puede ser desarrollada para D, exactamente como

para D.

4.1.4 EIl operador D + ®lI

Consideremos ahora el operador D := D + ®1 , donde ® es una constante compleja
arbitraria e | es el operador identidad. La adicion de ® permite ampliar el espectro

de aplicaciones de las técnicas del anélisis cuaternionico. Asumiremos que Im ® _ 0:

4.2 Factorizacion del operador de Helmholtz y solu-
ciones fundamentales

El operador Dg esta relacionado con el operador de Helmholtz A +®2?1 mediante la

siguiente factorizacion
A+® =j(D+®)(Dj® = iDeD;e (4.19)
La igualdad (4.19) significa que cualquier funcion que satisface la ecuacion

Def =0 (4.20)

D,ef =0 (4.21)

también satisface la ecuaciéon de Helmholtz

i ¢
A+® =0 (4.22)
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Otro corolario importante de (4.19) es la posibilidad de calcular las soluciones
fundamentales de los operadores Dg ¥ D;e. Supongamos que # es una solucion

fundamental del operador de Helmholtz:
A + ®2¢# ="
Entonces, utilizando la factorizacion (4.19) obtenemos que la funcién
Ke:=i(Dija# (4.23)

es una solucion fundamental de Dg Yy la funcion

Kie:= i (D+a)# (4.24)

es una solucion fundamental de D;e, €s decir
DgeKge = * (4.25)

Normalmente, la eleccion de una solucion fundamental Unica esté relacionada con
su significado fisico. En el caso del operador de Helmholtz asumimos que Im® _ 0 y
la solucién fundamental tiene la siguiente forma
pi®ixj

#X) =1 55

(4.26)

y representa una onda que se aleja (que decrece en el infinito) generada por una
fuente puntual situada en el origen. Otra posible solucion es jei'®>=(4%jxj), pero si
Im® _ 0, ésta crece exponencialmente en el infinito y por esta razon no sirve para de-
scribir campos en una parte finita del espacio. Como se vera mas adelante el problema
es distinguir el comportamiento en el infinto de estas dos soluciones fundamentales
en el caso cuando Im® = 0. Esta dificultad es salvada con la ayuda de la llamada

condicidén de radiacion que se discutira con mas detalle posteriormente. Seleccionamos
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la solucion (4.26) debido al significado fisico para la construccion de soluciones fun-
damentales para los operadores Dg y D;e: Substituyendo la funcion (4.26) en la

igualdad (4.23) obtenemos que
H N x il
Ke(X) = i grad#(X) + ®#(X) = ®+ — j I®— (#(X); (4.27)
X X
F)
donde x := ﬁzl Xkik . Substituyendo (4.26) en la igualdad (4.24) encontramos la
solucion fundamental del operador D;e :

Vi 11
Kio(X) = i grad#(x) i @#(X) = 10+ — j i@ t#(X). (4.28)

4.3 Condicion de radiacion

Consideremos la ecuacion de Helmholtz
(A + ®*)u(x) = £(X); x 2 R (4.29)

gue define matematicamente la solucién fundamental del operador de Helmholtz. De-
bido a que (4.29) describe una onda monocromatica producida por una fuente situada
en el origen, es necesario que u(x) decrezca en el infinito para que tenga un sentido
fisico. Suponiendo que Im® > 0 no es dificil ver (aplicando la transformada de Fourier
a (4.29) que la unica solucion de (4.29) que satisface este requerimiento es la funcion
generalizada u = # definida por (4.26). La situacion cambia cuando Im® = 0. En
este caso hay dos soluciones de (4.29) que decrecen en el infinito

ei®jxj gi i®jXj

ut(x) :

NV gxge
Sin embargo, la unicidad de la soluciéon fundamental es crucial para asegurar que la
unicidad de las representaciones integrales y de las soluciones de problemas con valores

de frontera sean fisicamente significativas.
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Para obtener una solucion unica de (4.29) en el caso cuando Im® = 0 se impone
la conidicion de radiacion en el infinito. Para la ecuacion de Hemlholtz, ésta fue
propuesta por Sommerfeld y tiene la siguiente forma, se requiere que u satisfaga la

igualdad asintdtica

pooT
Qu(x) _ . 1 .
— jI®U(X)=0 — ; cuando jxj ¥ A: 4.30
Bix; | (x) i ixi (4.30)
Se puede verificar que esta condicion es cumplida por u™ pero no por ui:
En el caso del operador Dg se tiene una situacién similar. Cuando Im® = 0 la

ecuacion

DaK(X) = +(x); x 2 R?

admite dos soluciones (de acuerdo con (4.27)) obtenidas mediante la aplicacion del
operador jD;, a las soluciones fundamentales del operador de Helmholtz u* y uf

respectivamente

H X x T
KS(x)= ®+ X7 o i®N ¢ uS(x):

Para omitir una de esas posibilidades se impone la siguiente condicién de radiacion

H X X 1 H 1 K
®j—5+i®= t(K(XX)=0 — ; cuando jxj ¥ 1: (4.31)
1Xj X X

Veamos qué sucede con la funcién K+*. Consideremos

H X . X Twu X . X 1 e!®
i ®ij—|—l®ﬁ ¢ ®+jil®ﬁ U oor
jXj X iXj X] 4%
H x M1 i i®jxj‘”‘IT H x M1 i i®jxj‘”‘IT R
- . - - - ®+ e . = . —
X X T JX] JX] T 4)X]
1iiepx)2" emd M o1 o eimk

iX] wixj Vi + X Ax

48



La funcién decrece en el infinito como O(1=jxj*) y de esta forma (4.31) se cumple
con K*: El mismo procedimiento muestra que Ki no satisface (4.31).

Las notaciones o(g) y O(g) se usan para describir el comportamiento de una
funcion deseada f(x) con respecto a una funcion conocida g(x) cuando x ¥ 1.
Cuando f(x) = g(x) ¥ 0, decimos que T es de orden menor que g, decir T decrece
més rapido que g cuando x ¥ 1,y se denota como f(x) = o(g(x)): Y cuando
jf(X) = g(x)j es acotado, entonces decimos que f es de orden no mayor al de g,

ésto es, T decrece a la misma velocidad que g cuando x ¥ 1,y se escribe como
F(x) =0(g(x)).

4.4 Principio de absorcion limite

Otra posibilidad para tratar la unicidad de la solucion fundamental de la ecuacion
(4.29) asegurando que es fisicamente significativa, es la relacionada con el principio de
absorcion limite. Este principio consiste en suponer que existe una pequefia absorcion
en el medio, caracterizada por un parametro pequefio 2.

Aplicando este principio a la ecuacion (4.25) para el caso (D + ®)Kg = t, ésta

tiene la forma

(D+®+i?)U =+ (4.32)

donde U es la solucién fundamental para esta ecuacion y ademas es Unica.
Demostracion. Supongamos que U; y U, son soluciones fundamentales de la
ecuacion (4.32) en el espacio de las funciones de lento crecimiento.
Para que la solucion U sea Unica en el espacio de las funciones de lento crecimiento,
es necesario y suficiente que la correspondiente ecuacion homogénea tenga solamente

una solucion cero en dicho espacio. Si aplicamos la transformada de Fourier a la
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ecuacion homogeénea
(D+®+i2)U =0

tenemos

FKD+®+PMH=Ui§+®+PWﬂu:o

La parte vectorial de ii; + ® + 12 al cuadrado no es igual a la parte escalar al

cuadrado, esto es

F26 @+i22
por lo tanto no es un divisor de cero y su inverso existe

3 -

ii§+®+P 2G

Como la transformada de Fourier mapea de uno a uno, entonces F[U] = 0 puede

tener solo una solucion, por lo tanto la solucion U = 0, es la Unica solucion.
Si aplicamos la transformada de Fourier a las ecuaciones (D + ® + i2)U;

(D + ® + i2)U, = £; obtenemos

1+

(i te+iFU] =
(i to+iFU,) =

1+

y la linalidad de la transformada y su dominio implica que

y como el inverso de ji ; + ® + 12 existe

F[Ul i Ug] =0

50



por lo tanto

con lo que queda demostrada la unicidad de la solucion. =

Sin embargo nos interesa aplicar el principio de absorcion limite para la ecuacion

(4.32) pero no solo para *; sino para cualquier funcion. Entonces para la siguiente

ecuacion

(D+a)f =g

(4.33)

la solucion f existe en S’ para cualquier funcidon generalizada g y puede ser repre-

sentada como

f:K®°g

aplicando el principio de absorcion limite a la ecuacion (4.33) tenemos
(D+®+i3)f:=g¢g

cuya solucion tiene la siguiente forma

f. = Keiiz @ Q:

Esta convolucion puede escribirse como
Z

f2(x) =  Keyiz(X iYy)ag(y)dy

z .
- i @tizp 1Y

xiypP

Xiy ei(®+i2)jxiyj

Xiayi xiyi

i(i®j2) ) ¢g(y)dy:

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)
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Aplicando el limite a (4.37) cuando 2 ¥ 0, obtenemos la solucién de (4.33). Por lo
tanto la solucion de la ecuacion (4.33) es el limite de la solucion de la ecuacion (4.35)

cuando se considera la absorcién 2, cuando 2 ¥ (
(D+®+i?)f. =g:

Ademas es unica y cumple con las condiciones de radiacion.

4.5 Ecuaciones de Maxwell

Toda la enorme diversidad de fendmenos electromagnéticos se reduce a las cuatro

ecuaciones de Maxwell, las cuales son axiomas de la teoria electromagnética:

.

rot H = ﬁ +J; (4.38)
eB

div D = ¥; (4.40)

div B = 0; (4.41)

donde E es la intensidad del campo eléctrico en Volt/m, H es la intensidad del campo
magnético en Amper/m, D es el vector de induccion eléctrica en Coulomb/m?, B
es el vector de induccion magnética en Tesla = Volt ¢ s/m?, % esla densidad de
carga volumétrica en Coulomb/m? y j es la densidad de corriente en Amper/m?2:
Las ecuaciones de Maxwell son consideradas también junto con las llamadas ecua-
ciones materiales, las cuales describen las relaciones entre los vectores de induccion y

los vectores de campo. Podemos decir que tienen la siguiente forma
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D="¢"E (4.42)

B =1,1,H (4.43)

donde ", es la permitividad del espacio libre medida en Farad/my %, es la permeabi-
lidad del espacio libre medida en Henry / m; las cantidades adimensionales ", y 1, son
Ilamadas permitividad y permeabilidad respectivamente. Los coeficientes " := """, y

1:= 2,1 son respectivamente la permitividad y la permeabilidad absolutas.

4.5.1 Ecuaciones de Maxwell armonicas en el tiempo

Usando la transformada de Fourier cualquier campo electromagnético puede ser re-
presentado como una superposicion infinita de campos armonicos. Un campo electro-

magnético armanico en el tiempo tiene la siguiente forma

E(x;t) = Re(l’:‘ (x)eit't (4.44)

H(x;t) = Re(lgl (x)ei''h) (4.45)

donde los vectores I!_‘ y I'—"| dependen solamente de las variables espaciales
X = (X1;Xg;X3) Yy toda la dependencia del tiempo se expresa en el factor ei''t, I’:‘
y I!I son vectores complejos y son llamados amplitudes complejas del campo electro-
magnético; ! es la frecuencia de las oscilaciones.

Substituyendo (4.44) y (4.45) en las ecuaciones de Maxwell (4.38)-(4.41) obte-

nemos las ecuaciones para las amplitudes complejas I':‘ y I!I (las cantidades % y
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J que caracterizan a las fuentes se asumen, también como armonicas en el tiempo:
1 (x;t) = Re(%(X)ei!'t), j(x;t) = Re(j(x)eii't):

rotlg|: ii!"I’:‘+f; (4.46)
ot £ —irafh. (4.47)
div é = % (4.48)

div B — o (4.49)

Aplicando la divergencia a (4.46) y usando (4.48) obtenemos una relacion entre %

v i

div § 5ite—o: (4.50)

El medio se supone homogéneo y cominmente " y 1 se consideran cantidades com-

plejas.

Consideremos ahora las siguientes notaciones

E = plEE; (4.51)
H = plﬁﬁ; (4.52)
i- el (4.53)

aplicando el rotacional a (4.52) tenemos
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rot H = pﬁrotlglzié}ﬁ ii!"é—i—f

— itPTE 4 (4.54)
y haciendo lo mismo con (4.51)
1 . .
rothﬁ)Elrz'zl!p"Ilﬁzl!p"IH: (4.55)
4.5.2 Reformulacion cuaternidnica de las ecuaciones de Maxwell
Denotemos ® := !p"I, cuya raiz cuadrada se escoge de tal forma que Im ® _ 0.

Entonces podemos escribir las ecuaciones de Maxwell normalizadas de la siguiente

forma

rotH = j{IGE + j (4.56)
rotE = i®H (4.57)
div E = —g; (4.58)
divH =0 (4.59)
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Las ecuaciones (4.56)-(4.59) se pueden reescribir como dos ecuaciones cuaternioni-

cas empleando (4.13):

1
DE = i6H i p: (4.60)

DH = jIi®E + j: (4.61)
Introduzcamos las siguientes funciones bicuaterniénicas cuya parte escalar es cero

P

P ik ol i P 0P (4.62)

B ik L8 —ivPze 0P (4.63)

Aplicando (4.13) a T obtenemos:

p? _ 5irPpe i ePDH-ePrH 1its g irePe 1 0P

"
_ ot timrof
Por lo tanto 1 satisface la ecuaciéon
oio) P —aiv | 1ol (4.64)

Analogamente 5« satisface la ecuacion
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(D+®)ﬂ:i(mff+®f (4.65)

Estas dos ultimas ecuaciones son equivalentes a las ecuaciones de Maxwell (4.56)-
(4.59).

Para las ecuaciones de Maxwell dependientes del tiempo en el vacio

D
rotH:@@—t;
B
rot E = i@@—t;
div D = 0;
divB=0

es posible encontrar un par de soluciones duales E' y H’ cuya relacion con los campos

originales E y H es la siguiente:
H' +iE’ = e"(H+IE)

donde p es un angulo de rotacion, de tal manera que los campos duales E" y H’
tienen la siguiente forma

E’ = Hcosp + Esenp

H' = Hcosp j Esenpt:

Esta operacion no representa una rotacion ordinaria en el espacio de tres dimen-
siones, como en el caso de una onda polarizada, sino que significa que cada componente
del tensor de energia permanece invariable. Esto es, la energia del campo electromag-

nético se conserva. A esta rotacion se le llama rotacion de dualidades [17] y [19].
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4.6 Condiciones de radiacion de Silver-Muller

Asi como para la ecuacion de Helmholtz existe la condicién de radiacion propuesta por
Sommerfeld para garantizar la unicidad de la solucién y que ésta decrezca en el infinito,
para caracterizar el comportamiento de las soluciones de las ecuaciones de Maxwell en

el infinito se imponen las llamadas condiciones de radiacion de Silver-Muller
. - T
Ee X swhoo L. xra (4.66)
X X

- R o1
X 1
|!|£— 'WEZO — ixj ¥ A; 4.67
! i ix] (4.67)
donde W es la impedancia intrinseca de onda del medio definida como W = Pr_Pn

y estd dada en ohms. En [3] se muestra que si el campo I’:‘ , I!| satisface (4.66)
entonces la otra forma de la condicion de radiacién de Silver-Muller también es valida.

Consideremos ahora la condicion de radiacion [9]
T SO
1+ X 0~
JXJ JXJ

aplicada a I ya 5« . Tenemos

M | (VR ||
X 1
1§ — X)) =0 — , X
i3 () i iXj
y
H ix‘IT ul‘IT .
1+ — (X)=0 — ; xXjp T A

X X
De (4.62) y (4.63) podemos construir las siguientes relaciones para I’:‘ y IEI
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y obtener

oy g Mt e x gt T
BRI ixi 'T1Ujxj2e iXj
YO |
X] JX)
de donde obtenemos (4.67). Haciendo lo mismo para |E| obtenemos (4.66):
RS T S RS LN U S T WL
T oWwjx " ixi ®2i1"jxj ! iXj
Coaxp MV
W jxj i

De lo anterior podemos observar que si el campo I!_‘ , I!| satisface las condiciones de
radiacion de Silver-Miuiller, también satisface las condicion de radiacion de Sommerfeld.
Para determinar el comportamiento en el infinito de las soluciones de las ecuaciones

de Maxwell es suficiente con imponer una de las condiciones (4.66)-(4.67).

4.7 Principio de absorcion limite para las ecuaciones

de Maxwell
Consideremos la absorcién 2 para las ecuaciones de Maxwell (4.56)-(4.59)

rot B2 = i(®+i2)H- (4.69)
cuya equivalencia en forma cuaternionica utilizando ahora las siguientes funciones

59



bicuaternidnicas

P — jE+iH (4.70)
y
R _eiim (4.71)
es la siguiente
D i@+i2) ¥ =ij+divj (4.72)
(D + (® + i2)) R ijiavj (4.73)

La solucion de las ecuaciones (4.72) y (4.73) se puede expresar de la siguiente forma

b — Koo (ij+div j) (4.74)

5\ =K;eo(iJjdiv]j): (4.75)

Si consideramos la absorcion 2 en las soluciones anteriores tenemos

1 2 = K®+i2 o) (lj+d1V j) (476)
5\2 = Ki(®+i2) el (lj i div j) (477)
Las convoluciones (4.76) y (4.77) se pueden escribir en forma integral como sigue:
VA
b= [(Kewi) (i +div )] dy (4.78)
i z Ei ¢ .. ."
2 = Ki@+izy (iJidiv j) dy: (4.79)
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Las cantidades % y j que caracterizan las fuentes se asumen como armonicas en el
tiempo, por lo que solo dependen de la variable espacial X = (Xi; Xa; X3) .

Entonces substituyendo (4.27) y (4.50) en (4.78) obtenemos

ZH X i X i L
Loy = [e+ie+ 2 G022 0Y wxiy)
XiYy])

u 1
(X i y)+P=hX i y) Jdy

y en forma analoga para (4.79) tenemos

Z M . i
R = | 0 i 2 082 A ki y)
V1 1T

(X i y)+ DA i y) Jdy

donde # (x) esta definida por (4.26).
Nos interesa que la parte escalar de las integrales anteriores sea cero, puesto que

esto nos permite aplicar el limite a I, ya 5\2 cuando 2 ¥ 0 y obtener lo siguiente

z H X1 X1 ﬂ
im ¥, = lim [ ®+ 02+ - 'y_2i i® j2)- !y' #XiY)
20 200 inylﬂ JX.yJ

(X i y)E kX i y) dy

Resolviendo los limites anteriores, cuando 2 ¥ 0, obtenemos las soluciones I y

5\ de las ecuaciones (4.72) y (4.73) respectivamente.
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A partir de las expresiones (4.70) y (4.71) se puede determinar una relacion con

los vectores E y H mediante las siguientes combinaciones

TR I | (4.80)
21
E = i% 'i/& : (4.81)

Sin embargo nos interesa aplicar el principio de absorcion limite al campo electro-
magnético. Ya establecimos anteriormente que el limite, cuando 2 ¥ 0, de L y 5\2
es igual a f ya /& respectivamente. De esta forma, utilizando las relaciones (4.80)

y (4.81) podemos decir lo siguiente

3 - 3 -
1 1
21 21 2vo 21 21
3 - 3 -
1 1
mE:— i~ im P jumh. =1 F; R —k
210 2 2190 210 2

Proposicion 10 (Principio de absorcion limite para el campo electromagnético). Las
soluciones E y H de las ecuaciones de Maxwell (4.56)-(4.59) son el limite de las
soluciones E- y H: de las ecuaciones (4.68) y (4.69), cuando 2 ¥ 0.

Es decir, los vectores del campo electromagnético E y H cuando se considera la

absorcion, son los mismos vectores que cuando no se considera.

2E0
210

El principio de absorcion limite permite obtener una solucion de las ecuaciones de
Maxwell, considerando su comportamiento en el infinito. Es posible demostrar que el
principio de absorcion limite es equivalente a las condiciones de radiacion de Silver-
Muiller.
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Para poder asegurar la unicidad de las soluciones de las ecuaciones de Maxwell
es necesario determinar primero que la parte escalar de dichas soluciones es cero.
Para ésto regresemos a las ecuaciones (4.64) y (4.65) que son equivalentes al sistema
de ecuaciones (4.46)-(4.49). EIl proceso de diagonalizacion de las ecuaciones (4.64) y

(4.65) puede ser escrito de la siguiente forma

O 10 E 1 O 1 O |!_‘ 1
t  I®T D;i® 0
@ o A@ A:Bél@ 1 AB®@ A’
il!" rot |!| 0 D+® |!|
donde
(@) 1 (@) 1
it ® il=ire 1=
B®::@ ! A V4 Bélzl@ !
i1 a 2 1= 1=

Para obtener las representaciones integrales para los vectores del campo electro-

magnético es necesario utilizar la formula de Borel-Pompeiu.
Teorema 11 (Férmula cuaternionica de Borel-Pompeiu).
Sea f 2 C'(Q;H(C))\ C(Q;H(C)). Entonces

Teorema 12

Ko [F](X) + TeDa[f](X) = F(X); 8x 2 O

Asi como también de los siguientes operadores integrales

Z
Tse[f](X) : = Kse(X iy)f(y)dy; X 2 R3; (4.82)
Q
Z
Kso[f]X) : =i Kso(Xiy) A (y)F(y)dTy; X2 R3nT: (4.83)

63



Las ecuaciones (4.64) y (4.65) se pueden reescribir de la siguiente forma utilizando

la formula de Borel-Pompeiu

I _ Ti®(divf +®f)+Ki®'; (4.84)

| . Tdidwf<+®fy+K®£: (4.85)

Reescribiendo (4.84) y (4.85) para el campo electromagnético obtenemos:

iR el - Toav el ike(iinE Lo,

i of - o §rel) kil el

0, de forma equivalente

E o ke KB rerke i Ko

i (To+Tio)div ] +@Te i Ty0) b (4.86)
i o_ %(@(K®+Ki®)lgl+i!"(K® i Koo E

i(T@ i Ti®) lef +®(T® i Ti®)f ): (487)

Para comparar las dos ultimas igualdades con algunas férmulas conocidas de la
teoria electromagnética, (4.86) y (4.87) deben ser reescritas en términos vectoriales.

Recordemos que
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Z D
K§®F(x) = f( f8®#(xjy)

r

E D

E
Ry o) i leadexiye by Fo

h i
~etxiy) By by i heradsxi v Bwi Fo)

h i
 gad#x i y) £ Ry £ Fy) gary:

De esta forma explicita de la integral cuaternionica obtenemos las siguientes com-

binaciones necesarias

Z D
Kot Ki)F 0 = 2 Fi [gradtxiy) £ Aoy By

r

E

i harad, #(< 1 v); B )i Fy)

h i
T mad #x i y) £ Ay £ Fy) gary;

Z D
Kei Kio)F 0 = 20 Foxiy) Ay F)

r

E

h i
itxiy) by e by gy

Razonando de forma similar obtenemos las representaciones explicitas para las

combinaciones necesarias de los operadores Te ¥ T;0:
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Z
(Te+ Tie)fo(x) = i2 grad, #(X i y)fo(y)dy;
Q

Z
(Te i Tie)fo(X) = i20 #(x jy)fo(y)dy;
Q
Z
TotTioOFx = 2 faad #xi v F )i i farad #x i y) £ Flogy;
Q
Z
ToiTi b0 = 120 #xiy)Fyoy:
Q

Usando todas estas combinaciones obtenemos las siguientes representaciones inte-

grales para el campo electromagnético

Z
Ex) = fitfgrad,#xiy) £ Ayl B

r

i hgrad, #(x IE + [[grad, #(X § y) £ P"I(y)] £ E(y)]gd].“y

Z
vivr firoch v o) A By £ By,
z 1
b feead 20 y)div § ) 1 v v § o)gdy:
Q
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B = finlgrad #x i y) £ By Ay)i
i hgrad, #(X IIEI + [[grad, #(X § y) £ P"l(y)] £ Igl(y)]ng‘y
Z

v Fisoca o) B+ yihy) £ yor,
r
z
i RO y)div ] () 0 herad#0c i v) § )i+ erad#0c i y) £ Tgay:
Q
Separando las partes escalar y vectorial en las ultimas dos igualdades obtenemos

las siguientes cuatro ecuaciones.

Z
frlzrad, #(x i y) £ R (y): E )i i i12#0< i A v); A yigdr, —0;  (4.88)

Z
folgrad, #(x i y) £ Ayl By +ireeci yhh iy B y)igar

r

. (4.89)
— i fx i y)div ) i hgrad, #x i y); T (y)igdy;
Q
E(X) = f.hgrad# Ié
Hlgrade#x i y) £ By £ By i ivrex i vl B y) £ B y)lgdry
R )
i e a0 y) div Py ity § ooy
(4.90)
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B - f.hgrad #(x )iy + [lerad #x i y) £ R £ B y)

FIH(X £E )gdly j grad #x iy ET )
(4.91)

Las ultimas dos igualdades representan uno de los hechos teoricos centrales de
la electrodindmica moderna, las férmulas de Stratton-Chu, las cuales tienen muchas
aplicaciones utiles en diferentes tipos de problemas con valores de frontera para las
ecuaciones de Maxwell . Las igualdades (4.88) y (4.89) aseguran que cualquier vector
I’:‘ y |E| gue satisfaga tales condiciones, sera solucion de las ecuaciones (4.46)-(4.49).
Estas condiciones pueden ser obtenidas precisamente debido a que la multiplicacion de
dos cuaterniones puramante vectoriales es un cuaternion completo cuya parte escalar

es distinta de cero.
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Capitulo 5

Conclusiones y recomendaciones

El uso del analisis cuaternionico en el estudio de los problemas de electrodinamica ha
sido una herramienta muy poderosa. Sobre todo cuando los problemas a considerar
no pueden ser reducidos a dos dimensiones, lo cual es una de las ventajas del analisis
cuaternidnico, ya que por un lado, nos permite obviar las dificultades que implica el
analisis vectorial, y por otro, es posible obtener representaciones analogas a las del
analisis complejo y con el mismo alcance, con lo que es factible conseguir resultados en
forma més clara o poder reescribir el problema considerado de un modo més sencillo
para llevarlo a la forma de problemas conocidos donde ya se tienen las soluciones.

Dependiendo de la naturaleza del fendmeno a estudiar es posible utilizar un con-
junto diferente de elementos del andlisis hipercomplejo como los octoniones, siempre y
cuando el algebra de este conjunto satisfaga las necesidades requeridas para el anali-
sis de dicho problema. Por ejemplo la no conmutatividad de la multiplicacion esta
presente en muchos casos de la fisica matematica, hecho que para el caso del campo
electromagnético es representado mediante el algebra de cuaterniones.

Otra ventaja del analisis hipercomplejo es la factibilidad de poder establecer un
vinculo entre las diferentes areas de la ciencia en cuyo estudio sea posible la aplicacion

de dicho andlisis, como por ejemplo la relacion que existe entre el sistema de ecuaciones
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de Maxwell y la ecuacién de Dirac.

Para la resolucion de las ecuaciones de Maxwell existen diferentes procedimientos,
sin embargo la aplicacion del andlisis cuaternionico simplifica el problema ya que es
posible reformular dichas ecuaciones en dos ecuaciones cuaternidnicas cuya solucion es

mas simple y permite establecer una relacion sencilla con los vectores I':‘ y I!I .

El estudio de problemas con valores de frontera es importante dentro de la inge-
nieria en Telecomunicaciones debido a que dentro de éstos se encuentra una amplia
gama de aplicaciones, es por eso que es importante establecer restricciones que permi-
tan garantizar la existencia y unicidad de las soluciones. La aplicacion del principio de
absorsion limite es una forma de condicionar el comportamiento de las soluciones en
el infinito, y para el caso de las ecuaciones de Maxwell, la reformulacién cuaternionica
de éstas permite ver de una manera mas sencilla que la solucién de las ecuaciones de
Maxwell sin considerar la absorcion es el limite de la solucién considerando la absorcion
cuando esta tiende a cero. Se puede observar en las representaciones integrales de los
campos I!_‘ y IEI gue es mucho mas complejo la aplicacion del principio de absorcion
limite en esta forma.

Y finalmente, se recomienda extender el resultado obtenido a las ecuaciones de

Maxwell para medios no homogéneos.
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