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Objetivo

Obtener nuevos resultados y formulas para el efecto Doppler y el campo
electromagnético en plasma mediante el analisis de la propagacién de ondas
producidas por una fuente en movimiento uniforme. Considerando problemas

dinamicos en medios dispersivos.



Justificacion

El plasma es un ejemplo excelente de cémo leyes fisicas muy sencillas
pueden dar lugar a comportamientos extremadamente complejos. En un gas
sin ionizar, los a&tomos o moléculas interaccionan entre si sélo mediante cho-
ques individuales al azar. Entre ellos no existe otra fuerza atractiva que la
gravitatoria, tan débil en este caso, debido a la pequena masa de los obje-
tos involucrados, que resulta despreciable. La mayoria de estas colisiones son
elasticas, es decir, atomos y moléculas rebotan unos contra otros como si
fueran bolas de billar. En tales choques, en general, las particulas no cam-
bian: no se rompen, ni se deforman, ni se pegan entre si. En un plasma, por
el contrario, existen multitud de particulas libres con carga eléctrica, y este
simple hecho tiene un profundo efecto en el comportamiento del “gas”.

Actualmente se dispone de una gran variedad de sistemas alternativos de
comunicaciones para ser utilizados como soporte en los sistemas de transmi-
sion tales como la fibra Optica, las comunicaciones por radiofrecuencia con
antenas convencionales de microondas en radio enlaces terrestres, las comu-
nicaciones moviles y satelitales, etc. El problema de la propagacion de ondas
electromagnéticas producidas por fuentes en movimiento, es un problema de
interés en muchas areas de la ingenieria y la fisica. Resaltan entre éstas las
telecomunicaciones satelitales, las comunicaciones aeroespaciales, la teoria de
radares, la fisica nuclear y la relativista. Debido a los comportamientos co-
lectivos en el plasma por los campos electromagnéticos, se pueden desarrollar
una amplia gama de oscilaciones y ondas en las frecuencias actsticas, de ra-
dio y Opticas. Estas ondas se pueden dividir en dos grupos. El primer grupo
se relaciona con las oscilaciones de los iones. El segundo grupo depende de
la oscilacion de los electrones. Estas ondas electromagnéticas se propagan en
el plasma. Aunque existen resultados que describen dichos procesos de pro-
pagacion, la mayoria de las investigaciones referentes a este tema consideran

VI



fuentes en medios no dispersivos. La radiacién electromagnética de fuentes
en movimiento es un problema clasico de electrodinamica. Para medios no
dispersivos e isotropicos la solucion de este problema estd dada por los po-
tenciales de Lienard-Wiechert. Para medios dispersivos los potenciales de
Lienard- Wiechert no son aplicables. La representacion de campos con una
fuente en movimiento es una herramienta nueva y efectiva para problemas
dindmicos en la propagacién de ondas electromagnéticas. Lo anterior sirve
como argumento para justificar lo que busca este trabajo, que es desarrollar
a partir del método de fase estacionaria en medios dispersivos un modelo con
el que se pueda determinar y analizar la propagacion de ondas producidas
por una fuente en movimiento en el plasma, sin importar la concentraciéon de
electrones. Para ello se hace necesario el uso de los parametros del plasma
que representan propiedades importantes para analizar el medio.
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Resumen

Para el analisis de la propagacion de ondas electromagnéticas producidas
por una fuente en movimiento en plasma se muestran férmulas asintéticas
empleando el método de fase estacionaria en términos de los tiempos de re-
tardo y corrimientos Doppler, las cuales tienen un significado fisico explicito
y son muy convenientes para calculos computacionales del problema. El plas-
ma depende de la concentracion de electrones aunque no todos los plasmas
tiene la misma. Para considerar la propagacion de ondas, se analizaron los
parametros del plasma para cierta concentracion de electrones ya que no to-
das las ondas son propagadas en el medio. Por ello se utilizé un rango de
concentracion electrones y se observd qué frecuencias se transmitian en el
medio. Mediante el uso del software Mathematica se resolvié un sistema de
ecuaciones para el tiempo de retardo 7 y la frecuencia de retardo w. Se mues-
tran los resultados numeéricos en los cuales se obtiene el comportamiento de
los campos en el plasma.
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Abstract

For the analysis of the the propagation of electromagnetic waves produced
by a source in motion in plasma asymptotic formulas using the stationary
phase method are shown in terms of time delay and Doppler shifts, which
have an explicit physical meaning and are very convenient for computational
calculations of the problem. The plasma depends on the electron concentra-
tion but not all plasmas have the same one. In order to consider the wave
propagation, the plasma parameters were analyzed for certain concentration
of electrons, since not all waves are propagated in the medium. For this
purpose, an electron concentration range was used and we observed which
frequencies were transmitted in the medium. Using the Mathematica softwa-
re a system of equations for time delay 7 and frequency delay w was solved.
Numerical results are shown where the behavior of the fields in the plasma
is obtained.
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Introduccion

En el estudio de la propagacion de las ondas electromagnéticas, las leyes
de Maxwell ocupan un lugar primordial para justificar dicha propagacién.
Partiendo de las leyes de Maxwell, y dependiendo de las caracteristicas del
medio en él que se encuentren las ondas, se derivan diferentes leyes para
describir su propagacion. El concepto de plasma fue usado por primera vez
por Irving Langmuir (1881-1957).

La propagacion de ondas electromagnéticas producidas por una fuente en
movimiento es un problema de interés en muchos campos de la ingenieria, la
fisica tedrica y aplicada. Los resultados de dichas investigaciones hallan apli-
caciéon practica en muchas areas cientifico-tecnologicas entre las que podemos
destacar las siguientes:

= Comunicaciones Aeroespaciales
= Radares

= Comunicaciones Satelitales

= Ingenieria de plasma

= Radioastronomia

= Fisica Nuclear

» Fisica Relativista

Existen numerosas investigaciones referentes al tema de estudio. entre las
primeras, se encuentran aquellas relacionadas con la radiacién producida por
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particulas cargadas en movimiento, particularmente en los bien conocidos
resultados de Liénard-Wiechert los cuales describen los campos producidos
por una particula cargada moviéndose con velocidad relativista y los resulta-
dos de Larmor para movimiento no relativista, ver [18],[19]. En ambos casos,
los campos en el punto r para un instante ¢ producidos por una particula
cargada con trayectoria ry y velocidad v, dependen de los campos generados
por la particula en el instante anterior a ¢ conocido como tiempo de retardo
t=1t— T—c/ debido al tiempo que toma la propagacién entre la fuente y el
punto donde interesa el campo, donde 1’ =| r — ro(t’) |. Asi los potenciales
Lienard-Wiechert son conocidos también como potenciales retardados. Sin
embargo, estas investigaciones se basan en el movimiento de una fuente en
todo el espacio vacio.

Otra de las investigaciones de las fuentes en movimiento analiza el efecto
Doppler, el cual es una de las aplicaciones mas importante en los radares. El
efecto Doppler consiste en el cambio de frecuencia de acuerdo al movimiento
relativo entre la fuente y el observador. Este movimiento puede ser de la
fuente, del observador o de los dos. Podriamos decir que el efecto Doppler
asume la frecuencia de la fuente como una constante pero depende de las ve-
locidades de la fuente y del observador. Por la medida del efecto Doppler es
posible determinar la velocidad de aproximacion o alejamiento de un objeto
con respecto al observador. La radiaciéon de una fuente con una frecuencia
wp, de manera general, si w > wy la fuente se acerca al receptor y w < wy la
fuente se aleja del mismo. La frecuencia con que se percibe la radiacion de la
fuente depende directamente de la velocidad. Entonces es posible determinar
la velocidad con que ésta se mueve. Esto ha sido aplicado ampliamente en el
disefio de radares para la deteccion de objetos modviles, en astronomia para
determinar el movimiento de objetos astronémicos distantes (corrimiento al
rojo), en los sistemas de navegacién de los vehiculos espaciales, etc. Parti-
cularmente en el A&mbito de las comunicaciones satelitales, el efecto Doppler
es de suma importancia pues es bien sabido el hecho de que la senal que
transmite un satélite no geoestacionario difiere en frecuencia con respecto a
la sefial que recibe una estaciéon terrena, por lo tanto dicho fenémeno de-
be ser considerado en general siempre que exista movimiento con grandes
velocidades por parte de una fuente de radiacién.

Otro fendmeno muy interesante, también relacionado con las investigacio-
nes referentes a fuentes con movimiento es el fenémeno de Vavilov-Cherenkov
(ver [6], [17], [25]), el cual establece que cuando una particula cargada se mue-



ve con velocidad constante v a través de un medio transparente, emite ondas
electromagnéticas con un espectro continuo y una distribucién angular espe-
cifica. Sin embargo, la radiacién con una frecuencia ciclica w ocurre sélo si la
rapidez de la particula v supera a la velocidad de la luz en un medio transpa-
rente dado, esto es v > ¢/n(w), donde c es la velocidad de la luz en el vacio, y
n(w) es el indice de refracciéon para dicho medio, vy = ¢/n(w) es la velocidad
fase. Dicho fenémeno particularmente es la radiacién emitida por un medio
bajo la influencia del campo producido por una particula que se mueve en
él. Algunas aplicaciones practicas de este fendémeno son las deteccion de par-
ticulas cargadas de alta energia, detectores de intensidad de rayos cosmicos,
detectores de neutrinos, etc. Cabe mencionar que dicho fenémeno es de mu-
cha actualidad como lo demuestran las numerosas publicaciones referentes al
tema (ver, por ejemplo [2], [8], [32], [38]).

En lo que respecta a las investigaciones en cuanto a fuentes en movimiento
en plasma, cabe mencionar que existen trabajos cldsicos, [1], [17], [22], los
cuales tratan el problema de la propagacién de ondas electromagnéticas en
dicho medio pero consideran sélo el problema estacionario. Algunos trabajos
de actualidad en torno al tema son [12], [21], [29], [30], [33], los cuales tratan
temas como oscilaciones en plasmas complejos, fenémeno que se refiere a
la radiaciéon producida por un plasma cuando la velocidad de la carga en
movimiento excede la velocidad del sonido en el medio (un fenémeno similar
a la radiacién Cherenkov pero para el caso actustico). Debe notarse que el
efecto de Vavilov-Cherenkov no puede presentarse en un plasma dado que
la velocidad de fase de la luz en dicho medio es mayor que la velocidad de
fase de la luz en el vacio y entonces, la fuente tendria que viajar mas rapido
que c. Las aplicaciones del analisis de los mecanismos de propagacion en
plasma van desde la propagacion ionosférica, la comunicacién con vehiculos
aeroespaciales y el diseno de antenas de plasma, hasta la radioastronomia y
la fisica nuclear.

Aunque, como se puede observar, existen numerosas investigaciones en
cuanto al tema de fuentes en movimiento debido a su importancia, la mayor
parte de ellas trata los fenémenos aislados, o bien medios simples con fuentes
en movimiento o medios complejos con fuentes estacionarias.

Por lo tanto el tema de investigacion que aborda esta tesis, el cual consiste
en el estudio de la propagacion de ondas electromagnéticas producidas por
una fuente en movimiento en plasma, resulta muy interesante desde el punto



de vista cientifico-tecnolégico.
La tesis se desarrolla de la siguiente manera.

En el Capitulo 1, dado que el plasma es uno de los materiales mas comple-
jos en el analisis de sus propiedades y caracteristicas, se describe de manera
general y se presentan las propiedades que lo caracterizan y se comenta so-
bre la importancia que estos materiales tienen, asi como su aportacion al
conocimiento.

En el Capitulo 2 se presenta la teoria usada en esta tesis: Las ecuaciones de
Maxwell para medios dispersivos, se describe de manera general la dispersion,
se analiza la ecuaciéon de onda en este medio considerando una fuente en
movimiento y se desarrollan las ecuaciones para dicho medio.

En el Capitulo 3 se describe el campo generado por una fuente en mo-
vimiento. Se menciona de manera general el efecto Doppler. Se hace una
pequena descripcion del andlisis asintético a considerar de nuestra fuente en
movimiento y por dltimo se presentan las férmulas del campo producido por
una fuente en movimiento.

En el Capitulo 4 se describen las propiedades y se muestran los compor-
tamientos graficos del plasma; se considera la concentracién de electrones
del medio y se analiza que tipos de frecuencias se propagan en el medio. Se
muestra el resultado del sistema de ecuaciones de la fase estacionaria para
tiempo de retardo y frecuencia de retardo de una fuente en movimiento. Se
presentan las expresiones del campo eléctrico y magnético en dicho medio.

Por ultimo se presentan una valorizacion de los resultados obtenidos teo-
ricamente y las conclusiones correspondientes a las que se han llegado.



Capitulo 1

Fisica de Plasma

Para nuestros mas primitivos antepasados, tanto el Sol en el cielo diurno
como las estrellas o la claridad difusa de la Via Lactea de noche eran objetos
claramente diferentes a la tierra que pisaban, desprovista de toda luminosi-
dad propia. Incluso tras comprender con el paso del tiempo la naturaleza de
la Tuz reflejada por la Luna y los planetas, la aparente inmutabilidad de las
restantes luces celestiales era un misterio. Por contraste, todos los prodigios
luminosos que tenian lugar al alcance de la mano, resultaban ser fenémenos
transitorios. Era el caso del relampago, la aurora boreal, el fuego de San
Telmo o la llama de una hoguera (descarga de efecto corona electroluminis-
cente provacada por la ionizacion del aire dentro del fuerte campo eléctrico
que originan las tormentas eléctricas). Fenémenos todos ellos caracterizados
por su calidad efimera, su movilidad, su imprevisibilidad y su color, que nos
han intimidado y fascinado por igual desde hace milenios, pero que, aunque
también inexplicables, parecian tener poco en comin con los fenémenos ce-
lestiales. Es tan sélo en nuestra historia reciente cuando todos estos portentos
luminosos, tanto los astronémicos como los terrestres, pueden ser descritos
con un nombre comun, ese nombre es plasma. Un plasma es un estado de la
materia dinamico, regido por leyes fisicas relativamente sencillas pero que,
aplicadas a ingentes cantidades de particulas en movimiento, conducen a
una serie de complejos comportamientos que no son faciles de develar. Cier-
tamente, no hay resultados faciles que desentranar para el ser humano, quiza
porque el plasma no es nuestro entorno natural. Sobre nuestro planeta, con
la excepcion de las capas superiores de la atmoésfera, que también pueden



ser consideradas un plasma, las condiciones necesarias para ponerlo de ma-
nifiesto ocurren sélo en situaciones muy concretas y generalmente de corta
duracion. Son situaciones en las que, de forma local, se proporciona a la ma-
teria, natural o artificialmente, la energia necesaria para alcanzar ese efimero
cuarto estado. Una forma de suministrar esta energia es a través del aumento
de la temperatura, pero altisimas temperaturas son necesarias para arrancar
electrones de los atomos. La investigacion de fenémenos eléctricos. Llevo a
entender el mecanismo que hace brillar a la aurora boreal.

Figura 1.1: El sol, una inmensa bola de plasma

Dentro del tubo de una lampara hay plasma que contiene iones de ar-
gén y de mercurio (y también muchos dtomos neutros de esos elementos).
Cuando se enciende la lampara, un alto voltaje entre los electrodos de cada
extremo del tubo hace que fluyan los electrones. Esos electrones ionizan al-
gunos atomos y forman plasma, que suministra una trayectoria conductora
que mantiene fluyendo a la corriente eléctrica. De igual modo, el gas neén
de un letrero luminoso se transforma en plasma cuando un bombardeo de
electrones ioniza sus atomos.

Las auroras boreal y austral son plasmas brillantes en la atmosfera su-
perior. Las capas de plasma de baja temperatura rodean a toda la tierra. A
veces llegan lluvias de electrones del espacio exterior y de los cinturones de
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radiacién entran por las "ventanas magnéticas” cerca de los polos terrestres,
chocando con los estratos de plasma y produciendo luz.

Las capas de plasma, que se extienden unos 80 kilometros hacia arriba,
forman la ionosfera y funcionan como espejos de ondas de radio de baja
frecuencia. Las ondas de radio de mayores frecuencias, y las de TV, atraviesan
la ionosfera. Es la razén por la que se puede captar estaciones de radio de
grandes distancias en la radio AM de baja frecuencia. Esto se debe a que las
capas de plasma se asientan y se acercan entre si, en ausencia de la energia
de la luz solar, y en consecuencia son mejores reflectores de las ondas. El
estado plasmatico todavia lo podemos subdividir en algunos cuantos grupos
mas:

= Plasma comun: las capas de electrones de los atomos son parcialmente
deterioradas (debido a una alta temperatura o presion). Los electrones
libres son responsables de las caracteristicas plasmaticas de la sustancia
en cuestion.

= Plasma termonuclear: Las capas electronicas de los atomos no exis-
ten, la sustancia es una mezcla de niicleos "pelados” y electrones libres.
En este estado se encuentra el plasma en los nicleos de las estrellas,
donde se da lugar la sintesis termonuclear.

= Plasma de nucleones: Debido a muy altas temperaturas o presio-
nes, los mismos nucleos atémicos son despedazados. La materia es una
mezcla de electrones, protones y neutrones. Los plasmas nucleénicos
se manifestaron a los 10-5 s después del comienzo del Universo, don-
de los quarks crearon los primeros protones y neutrones. Encontramos
también este tipo de plasma en las capas exteriores de una supernova
explotando, donde su comienzo desarrolla una onda de choque de gas
presionado. En esta capa por un corto tiempo tienen lugar disturbios
en las reacciones termonucleares, que dan lugar a elementos pesados.

» Plasma de Quarks-gluones: en altas energias los nucleones mismos
se desmenuzan en sus constituyentes: los quarks y los gluones. En ese
estado se encontraba la materia quiza hasta el primer décimo de micro-
segundo después del comienzo del Universo y artificialmente se logrd
reproducir este estado de la materia en el CERN (Consejo Europeo
para la Investigacién Nuclear) en el ano 2000.



1.1. Propiedades y parametros

El plasma es un ejemplo excelente de cémo leyes fisicas muy sencillas
pueden dar lugar a comportamientos extremadamente complejos. En un gas
sin ionizar, los a&tomos o moléculas interaccionan entre si sélo mediante cho-
ques individuales al azar. Entre ellos no existe otra fuerza atractiva que la
gravitatoria, tan débil en este caso, debido a la pequeinia masa de los objetos
involucrados, que resulta despreciable. La mayoria de estas colisiones son elas-
ticas, es decir, &tomos y moléculas rebotan unos contra otros como si fueran
bolas de billar. En tales choques, en general, las particulas no cambian: no se
rompen, ni se deforman, ni se pegan entre si. En un plasma, por el contrario,
exiten multitud de particulas libres con carga eléctrica (iones y electrones), y
este simple hecho tiene un profundo efecto en el comportamiento del gas. Dos
particulas cargadas experimentan una fuerza entre ellas proporcional al pro-
ducto de sus cargas, que disminuye proporcionalmente al inverso del cuadro
de la distancia que las separa (d%) Por otra parte, las corrientes eléctricas
creadas por las cargas al moverse ocasionan intensos campos magnéticos que
interactian con las demas cargas, con una intensidad que decrece también
con d%. El efecto combinado de estas fuerzas se manifiesta en el movimiento
de las particulas. Las particulas neutras en el seno de un plasma se despla-
zan siguiendo trayectorias rectilineas entre choque y choque (Figura 1.2a),
mientras que las particulas cargadas seguiran un recorrido determinado por
las fuerzas de atraccién y repulsiéon a distancia, intercalado de vez en cuando
por lo choques individuales (Figura 1.2b).

@) (o)

Figura 1.2: Trayectoria de particulas en plasma

Los electrones son los verdaderos protagonistas del plasma, y deben ese
protagonismo a un hecho muy simple: tienen la misma cantidad de carga
en negativo que un i6n en positivo, pero una masa mucho menor. Esto tie-
ne dos repercusiones vitales para el comportamiento del plasma. El primer
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punto clave es que las particulas eléctricas reaccionan al campo eléctrico
s6lo en funcién de su carga. Es decir, la fuerza eléctrica que empuja (en di-
recciones opuestas) tanto al i6n positivo como al electrén negativo tiene la
misma magnitud, pero debido a su poca masa, los electrones experimentan
una aceleracion mucho mayor, y con ello aumentan su velocidad. El segundo
punto clave es qué hacen los electrones con ese exceso de energia cinética. Al
considerar el conjunto de electrones y particulas pesadas en un plasma, se
entiende que sea dificil establecer el equilibrio entre las respectivas distribu-
ciones de energia. El nimero de impactos aumenta al aumentar la densidad
de particulas, es decir, la presién [11]. Estas dos ideas anteriores permiten
establecer una primera clasificacion, atendiendo a la temperatura, que englo-
ba buena parte de los plasmas existentes: los plasmas térmicos y los plasmas
frios. Los plasmas térmicos poseen mayor grado de ionizacion y se producen
a mayor presiéon, de forma que el gran ntimero de impactos entre electrones
y particulas pesadas (o sea, todo lo que no son electrones) hace que ambas
temperaturas se igualen [11]. Los plasmas frios son, en general, plasmas a
baja presion y poco ionizados, donde los electrones se caracterizan por tener
una temperatura mucho mayor que las particulas pesadas, lo que produce
una clara situacién de desequilibrio térmico [11]. Pese a la elevadisima tem-
peratura de los electrones, se podria tocar un plasma frio con el dedo sin
experimentar siquiera una ligera quemadura. En el siguiente grafico se puede
ver el paso paulatino de una situacién a otra en funcion de la presion.

10° 100
2 :
g 10 o
8 ¥
a @
E B
a2 ]
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Presion {atmdsferas)

Figura 1.3: Temperatura y presién en plasma.

Esto es lo que hace de estos plasmas un medio muy excitado desde el
punto de vista quimico. El plasma en condiciones naturales o en equipos
de laboratorio se caracteriza por parametros que difieren en varios 6rdenes
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de magnitud en diferentes casos. Asi, la concentracion de electrones en un
medio interestelar generalmente varia en el intervalo de 1072 < N < 10
electrones/cm? (el valor N ~ 10 se aplica a las nubes de gas interestelar).
En la corona solar 10* < N < 3-108; en el espacio interplanetario N ~
1—10* (este tiltimo valor se aplica a las corrientes mas poderosas de particulas
expulsadas por el sol). En la ionosfera de la tierra 10> < N < 3-10° En
un aparato para la utilizaciéon controlada de reacciones termonucleares N ~
10*?, mientras que para un ntimero de dispositivos de descarga de gas tipica
el valor es N ~ 10'2. Finalmente, para la concentracién de conduccién de
electrones en metales N ~ 3 -10%? y es precisamente esta concentracién la
que es pertinente cuando los conceptos de plasma se aplican a los metales
[6]. El segundo parametro que caracteriza al plasma es la concentracién de
particulas neutras N, o el grado de ionizacién r = N/N,,. En la ionosfera
de la Tierra: en la capa inferior D, N,, ~ 10 y r ~ 107 — 107'2; en
la capa E, N, ~ 102 y r ~ 1077; y en la capa F, N,, < 101 y r <
10~*. Es importante sefialar que a pesar de que estdn sin consolidar, estas

EXQOSFERA \\
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~
]
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45 km4-
} ESTRATOSFERA
12 km4
\ TROPOSFERA
3Eu GED 950 1%00 1éuu ' 100 ad
Temperatura (K) Densidad electrénica

(ami®)
Figura 1.4: Comparacion entre el perfil de temperatura y la concentracién de
electrones en funcion de la altura.

particulas no son "libres”. Cuando las cargas se mueven generan corrientes
eléctricas con campos magnéticos, y como resultado, se ven afectadas por los
demés campos. Esto rige su comportamiento colectivo con muchos grados de
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libertad. Los principales parametros del plasma son los siguientes:

1. Neutralidad y especies presentes: el plasma esta formado por igual ni-
mero de cargas pisitivas y negativas, lo que anula la carga total del
sistema. Los plasmas méas comunes son los formados por electrones e
iones. En general puede haber varias especies de iones dentro del plas-
ma, como moléculas ionizadas pisitivas y otras que han capturado un
electron y aportan una carga negativa.

2. Longitudes: la longitud de Debye o de apantallamiento electromagnéti-
co representa la distancia maxima a la cual pueden separarse las cargas
en el movimiento térmico de las particulas. Es decir, permite determi-
nar las dimensiones espaciales tipicas en las que es posible la desviacion
de la neutralidad eléctrica. La longitud de Debye esta determinada por
la densidad electrénica (n) y la temperatura electrénica (1) y viene
dada por la relaciéon:

Ap = (kT /4mne®)V? = 7,43 x 102°T?n~2cm.

k es la constante de Boltzman.
e es la carga del electron.

3. Frecuencia de plasma: describe sus tiempos caracteristicos. Supongase
que en un plasma en equilibrio y sin densidades de carga se introduce un
pequeno desplazamiento de todos los electrones en una direccién. Estos
sentiran la atraccion de los iones en la direccién opuesta, se moveran
hacia ella y comenzaran a oscilar en torno a la posicién original de
equilibrio. La frecuencia del plasma de los electrones es:

4rn.e? /2

wp = ( m
e

m. es la masa del electron.

e es la carga del electron.

n. es la densidad del electrones. Fisicamente w, define una frecuencia
minima por debajo de la cual las ondas electromagnéticas no pueden
propagarse en un plasma.
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1.2. Generacién de energia

En las tres dltimas décadas, la investigacién sobre la fusién termonuclear
ha estado intimamente ligada al estudio y entendimiento de los plasmas, y
en cierto sentido han formado necesariamente una unidad. Se ha tenido que
ir desarrollando la fisica de los plasmas necesaria para avanzar en el diseno y
entendimiento de los experimentos de fusion. Un plasma a gran temperatura
es lo que escapa de los motores a reaccién (los motores cohete). Es un plasma
débilmente ionizado pero, cuando se le agregan cantidades pequenas de sales
de potasio o de cesio metalico, se vuelve muy buen conductor, y cuando se
dirige hacia un imén genera electricidad. Es la energia MHD, interaccion
magnetohidrodinamica entre un plasma y un campo magnético. La energia
MHD, poco contaminante, esta ahora en su etapa de desarrollo, y funciona ya
en algunos lugares del mundo. Cabe esperar que aumente més la generacion
de energia eléctrica con MHD.

Carga

Flujo

de gas Corriente

Campo
nagnético B

Pared
aislante

Figura 1.5: Fundamentos de la generaciéon de energia magnetohidrodinamica
MHD.

Los plasmas no suelen existir en la naturaleza, salvo en los relampagos,
que son trayectorias estrechas a lo largo de las cuales las moléculas de aire es-
tan ionizadas. Los plasmas pueden crearse aplicando un campo eléctrico a un
gas a baja presion, como en los tubos fluorescentes o de neén. También puede
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crearse plasma calentando un gas neutro hasta temperaturas muy altas. En
general, las temperaturas son demasiado altas para aplicarlas externamente,
por lo que se calienta el gas internamente inyectando en ¢l iones o electrones
de alta velocidad que pueden colisionar con las particulas de gas y aumentar
su energia térmica. Los electrones del gas también pueden ser acelerados por
campos eléctricos externos.

Los iones procedentes de estos plasmas se emplean en la industria de los
semiconductores para grabar superficies y producir otras alteraciones en las
propiedades de los materiales. En los plasmas muy calientes, las particulas
adquieren energia como para producir reacciones nucleares al colisionar entre
si. Estas reacciones de fusion son la fuente de calor en el ntcleo del Sol, y
los cientificos intentan crear en los laboratorios plasmas artificiales donde las
reacciones de fusion puedan producir energia para generar electricidad.

1.3. Propagacion de ondas

La propagacion de ondas electromagnéticas en el plasma, es decir, en
gases total o parcialmente ionizados, se encuentra en varios casos. Entre ellos
los méas importantes son los siguientes:

= Propagacion de ondas de radio en las capas superiores de la atmosfera
de la tierra (en la ionosfera).

= Propagacion de ondas electromagnéticas de baja frecuencia en la ionos-
fera y en las regiones del espacio interplanetario adyacentes a ella.

= Propagacion de las ondas radioeléctricas de origen césmico en la atmos-
fera solar, en las nebulosas y en el espacio interestelar e interplanetario
investigado por los métodos de la radioastronomia. Esto también puede
incluir la propagacién de las ondas de radio cuando se toma un punto
de referencia en la luna y los planetas, asi como en la comunicacion con
los distantes satélites artificiales de la tierra, los cohetes césmicos, etc.

» Propagacion de baja frecuencia (magnetohidrodindmica y actstica) es-
to tambien puede incluir ondas en el espacio.
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» La propagacion de ondas de plasma en el espacio (corona solar, etc.),
asi como en la ionosfera.

= La propagacion de diversos tipos de ondas electromagnéticas en el plas-
ma creado en condiciones de laboratorio (en el estudio de las cargas de
gas, en un aparato para investigar reacciones termonucleares controla-
das, etc.)

Dado que la materia en el espacio estd casi siempre en un estado de
plasma, toda la astronomia 6ptica también se ocupa de saber la propagacién
de ondas electromagnéticas en plasma. Sin embargo, en la parte éptica del
espectro las propiedades bésicas especificas del plasma no se manifiestan
en las densidades encontradas en las atmodsferas estelares. Por esta razon,
naturalmente, no investigan ondas en las regiones del espectro de longitud
de onda més corta que los infrarrojos [19].

El concepto de plasma es aplicable y fructifero no sélo con respecto a los
sino gases también para para el estudio de ciertas propiedades de los sélidos
(6ptica de metales, las pérdidas de energia discretas en solidos, resonancia de
ciclotrén en semiconductores). No obstante no nos detendremos en este grupo
de fendémenos, ya que pertenecen mas al campo de la fisica de los sélidos.

Del mismo modo que en otros medios anisotropicos, incluso en el plasma
se manifiestan ondas electromagnéticas O (ordinaria) y X (extraordinaria).
La onda ordinaria se propaga solamente a frecuencias superiores a la frecuen-
cia de plasma de los electrones. A frecuencias mas bajas, el plasma es opaco
a la luz (radiacion electromagnética). Esto es debido a que los electrones en
frecuencias mas bajas llegan a percibir y seguir los estimulos externos, vi-
bran y absorben la energia de la onda electromagnética. Este fendmeno es
muy conocido para las ondas de radio en nuestra ionosfera. Las ondas de
frecuencias més altas penetran en la ionosfera, para ellas es "transparente”,
mientras que las ondas de baja frecuencia no penetran en modo alguno. Para
las ondas extraordinarias el estudio de la penetrabilidad y la transparencia en
el plasma es aiin mas complicada. Para la propagaciéon de ondas en plasma,
se espera que los electrones estén libres, es decir, que no haya ninguna fuerza
de recuperacion debido a ntucleos atémicos cercanos.
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Figura 1.6: Propagacion de onda ordinaria (onda O)

1.4. Aplicaciones

Nuestra vida actual se encuentra rodeada de tecnologias que involucran
este cuarto estado de la materia altamente energético, caracterizado por tem-
peraturas muy elevadas y con un alto grado de disociacion y de ionizacién
[16]. A nivel macroscépico da la sensacién de que su comportamiento es
estatico. Sin embargo, a nivel microscépico existe una notable actividad, su-
cediendo reacciones de todo tipo como colisiones entre electrones e iones,
electrones y particulas neutras, absorcion de fotones, etc. Esta actividad ha-
ce de un plasma un medio en el que es posible conseguir la realizacién de
determinadas reacciones que no serian posibles, o no suficientemente efica-
ces, si se utilizaran medios convencionales para su produccién, con un menor
coste energético y un tiempo de respuesta menor.

Asi, el trabajo de investigacion en plasmas abarca tanto la fisica funda-
mental como las diferentes aplicaciones de tipo cientifico e industrial de los
mismos. Entre las diferentes aplicaciones de los plasmas se encuentran el po-
der simular en laboratorios las reacciones que tienen lugar en el Sol y en las
estrellas; también como fuente de &tomos de nitrégeno induciendo reacciones
quimicas en superficies (nitruracién por plasma) y deposicién de peliculas
de diamante, dando lugar al endurecimiento de las superficies tratadas; en
iluminacion, el desarrollo de dispositivos de bajo consumo energético (com-
patiias Philips y Osram, principalmente); como detectores en la identificacién
de sustancias quimicas; como medio esterilizador de instrumentacion cientifi-
ca (endoscopios y catéteres) provocando la inactivacion de microorganismos
adheridos a dicho material; como medio para generar hidrogeno el cual pue-
de ser utilizado, posteriormente, en las denominadas pilas de combustible; y
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otras muchas aplicaciones que pueden encontrarse en la literatura. Algunas
de las aplicaciones del plasma a las telecomunicaciones son las siguientes:

= Antena de plasma: es un tipo de antena de radio actualmente en desa-
rrollo en donde el plasma se utiliza en lugar de los elementos metalicos
de una antena tradicional. Se puede utilizar tanto para transmision y
recepcion [3]. Los primeros ejemplos practicos utilizaron tubos de des-
carga para contener el plasma y se conocen como antenas de gas de
plasma ionizado. Estas antenas de gas ionizado se pueden encender y
apagar y son buenas para el sigilo y resistentes a la guerra electrénica y
ataques cibernéticos. Las antenas de plasma de gas ionizado utilizan la
fisica del plasma para formar y dirigir los haces sin la necesidad de arre-
glos de fase. El ruido térmico de la antena de plasma de gas ionizado es
menor que en las antenas metalicas correspondientes a las frecuencias
mas altas. El plasma tiene muy alta conductividad eléctrica y por ello
es posible que las senales de radiofrecuencia viajen a través de el para
que actien como un elemento activo para irradiar las ondas de radio,
o para recibirlas. Algunas de las ventajas que poseen las antenas de
plasma son las siguientes:

e Cuando se apaga el generador de plasma, se vuelven no conducto-
ras de gas y por lo tanto se hacen efectivamente invisibles al radar
3].

e Se pueden ajustar dinaAmicamente y configurarse para frecuencias,
direccion, ancho de banda, ganancia y ancho de haz [5].

e A frecuencias de satélites, exhiben mucho menos ruido térmico y
son capaces de velocidades de datos més rapidas [4].

» Impulsar naves espaciales a velocidades lo bastante altas como para,
por ejemplo, reducir de forma drastica el tiempo de viaje de una na-
ve tripulada a marte, facilitando de igual manera su regreso. Ademas,
proyectando a distancia chorros de plasma de esta clase seria factible
expulsar satélites inservibles y deméas chatarra de las 6rbitas que ahora
ocupan, y sin necesidad de instalarles ningin dispositivo a esos objetos
molestos. De este modo, se podria barrer las 6rbitas mas congestiona-
das, haciendo mucho més segura y facil la circulacién por ellas de los
vehiculos espaciales en uso. En su modalidad para expulsar fuera de
sus Orbitas a satélites inservibles y otros objetos molestos, la estacion
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orbital equipada con un canén seria capaz de utilizar un flujo de io-
nes enfocados para empujar satélites muertos y otros desechos hacia la
atmosfera terrestre, donde se quemarian durante la reentrada.

Una fuente de sonido de plasma, también llamado chispas de fuente de
sonido o generador de chispa, es un medio que hace sonar pulsos de baja
frecuencia bajo el agua. La descarga de chispas bajo el agua produce una
burbuja de plasma de alta presion y vapor, que se expande y contrae,
haciendo un sonido fuerte. La mayor parte del sonido producido es
entre 20 y 200 Hz. Esta fuente se ha usado para sonar (navegacién
por sonido). También hay planes para utilizarla como un arma no letal
contra los buzos [31].
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Capitulo 2

Ecuaciones de Maxwell en
Medios Dispersivos

En este capitulo se considera el problema de la representacion de las ecua-
ciones de Maxwell en medios dispersivos. Dicha representacion tiene aplica-
cion en muchas areas de la ingenieria asi como también en la fisica tedrica y
aplicada. En este capitulo se obtienen las formulas del campo electromagné-
tico en funcién de la frecuencia, tomando en cuenta las integrales oscilatorias
y las transformadas de Fourier. Se obtienen las ecuaciones de movimiento
para el medio. Estas investigaciones tienen un significado muy importante
en el area de telecomunicaciones. Los medios de comunicacion que tienen tal
propiedad se denominan medios dispersivos. Los medios dispersivos juegan
un papel importante en una amplia variedad de aplicaciones, por ejemplo
guias de onda, estructuras de antena, circuitos integrados, aplicaciones bio-
electromagnéticas.

2.1. Dispersion

La dispersion es el fenémeno de separacion de ondas de distinta frecuen-
cia al atravesar un material. Todos los medios materiales son mas o menos
dispersivos. Las diferentes longitudes de onda son refractadas a diferentes
angulos. De esta manera la luz blanca (que es una mezcla de diferentes lon-
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gitudes de onda) puede ser separada en los colores que forma el arcoiris. En
general los indices de refraccion dependen de la longitud de onda de la luz
transmitida. La dependencia del indice de refracciéon en la longitud de onda
es llamada dispersion. En general, el indice de refraccion de una sustancia
disminuye con la longitud de onda incidente.

La Luz blanca
se descom pone
al pasar por

un prisma

Rojo

Maranja M

Amarillo

Verde W
Luz blanca Azul

Violeta

Prisma de cristal

Figura 2.1: Refraccién de la luz a través de un prisma.

La dispersién es consecuencia de la estructura atéomica del medio dieléc-
trico. Los atomos en el medio dieléctrico contienen una carga positiva en
el centro y una carga negativa distribuida en el exterior en una regiéon de
dimensiones lineales de 0.1 nm.

Si un paquete de onda mantiene su forma mientras viaja, todas las com-
ponentes de onda que hacen el paquete deben viajar con la misma rapidez.
Esto ocurre si la rapidez de las componentes de onda en un medio dado es
independiente de la frecuencia o la longitud de onda. Tal medio es llamado
medio no dispersivo.

Cuando la rapidez de onda en un medio dispersivo depende de la frecuen-
cia, un paquete de ondas cambia su forma muy lentamente cuando viaja,
cubriendo una considerable distancia como una entidad reconocible. Pero la
rapidez del paquete, llamada velocidad de grupo (vy) no es la misma que la
velocidad promedio de las componentes armoénicas individuales de las ondas,
llamada velocidad de fase (vy). La velocidad de fase estd dada por:

c

Uy = n<w)

donde n(w) es el indice de refraccion en el medio.
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Figura 2.2: Pulso en un medio no dispersivo.

La relacion entre la velocidad de fase y la velocidad de grupo esta dada
por:

donde:

vy =velocidad de grupo

c¢= velocidad de la luz en el vacio
A=longitud de onda en el vacio.

La velocidad de grupo es frecuentemente considerada como la velocidad
a la cual la energia o informacién es transmitida a través de la onda. En
muchos casos esto es cierto y la velocidad de grupo puede ser pensada como
la velocidad de la senal de la forma de onda [14].
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2.2. Ecuacion escalar de onda en medios dis-
persivos

La permitividad, la permeabilidad y la conductividad pueden ser funcio-
nes de la frecuencia, es decir, en algunos materiales el indice de refraccién
depende de la frecuencia; son los llamados medios dispersivos. Entonces la
ecuacion de onda ya no es valida tal como se conoce generalmente y es ne-
cesario volverla a deducir. Para ello es conveniente hacer una transformada
de Fourier a las ecuaciones de Maxwell y operar en el dominio de la frecuen-
cia w. Para conocer la naturaleza de las ondas, se puede considerar un gran
volumen del espacio vacio. Como en el espacio vacio no puede haber fuentes
J = p =0, las ecuaciones de Maxwell conducen a que el campo eléctrico E y
el campo magnético B satisfacen la ecuacion de onda, que se puede escribir
genéricamente como:

1 O%u(w,t)
2 ot?
donde u representa cada una de las componentes de E o B y f(x,t) es una
fuente.

Au(z,t) = — Au(x,t) = —f(z,1) (2.1)

El movimiento de las ondas en medios no dispersivos, se refiere al mo-
vimiento de la onda donde la perturbacién de onda no cambia cuando se
propaga. En el caso de las ondas armonicas en el medio no dispersivo es

u(a, t) = e to(a), fla,1) = e olt)

donde v(z) y ¢(t) son las amplitudes de las ondas que se propagan. La
ecuacion exceptua la forma

(A —Ev(x) = p(x), k=— (2.2)

Cc

Para el caso de medios dispersivos, la velocidad de la luz depende de la
frecuencia (w) y el nimero de onda k estd en funcién de la frecuencia w,
w_

que es k(w) = 7 En este caso la ecuacion de onda (2.1) pierde su forma
diferencial y puede escribirse en la forma llamada pseudodiferencial

(K*(Dy) — A)u(z, t) = f(z,1) (2.3)

21



donde Dy es el operador diferencial y A, es el laplaciano de u(z,t). Aplicando
la definicion de operadores diferenciales y la transformada inversa de Fourier
tenemos:

k2(D,)0 / k2 (w e, teR
donde
N 1 )
t) = — t iwt
bat) = o [ vl e tar
es la transformada de Fourier de .

La ecuacion (2.2) después de la transformada de Fourier con respecto al
tiempo, viene dada por la ecuaciéon

(A = K (W)a(z,w) = f(z,w).

Es decir, g,(z,w) es la soluciéon fundamental del operador A,, — k*(w) en la
dimensién n que satisface el principio de absorcién limite para la bisqueda
de soluciones a las ecuaciones andlogas a la ecuacién de Helmholtz [36] si
k*(w) es una funcién real valuada. Por lo tanto la solucién de la ecuacién
(2.1) esta dada como

—jwt £
27?/ / In(x —y,w [y, w)dydw.

Considerando casos particulares de esta férmula tenemos

1. n=3

w)|z—yl—iwt
) // w)dyd
)= oo [ fo S Fdu

/ | Ho(k()le = y)e™" [y, w)dyde

donde H}, es la funcién de Henkel.

w)|z—y|—iwt
u(z,t) 47T// ——— f(y, w)dydw
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2.3. Ecuaciones de Maxwell en medios dis-
persivos

Se considera la propagacién de ondas electromagnéticas generadas por
una fuente en movimiento con velocidad variable en un medio dispersivo e
isotropico con permitividad electrica € y permeabilidad magnética p, donde
estas variables dependeran de la frecuencia w, esto es € = e(w), p = p(w)[11].
Esto significa que en la representacion en el dominio de la frecuencia es posible
establecer otras relaciones entre los campos que simplifican la solucién. Estas
relaciones se denominan leyes o relaciones constitutivas y dependen del medio
en el que se desarrollan los fenémenos y de la frecuencia

]E](x,w = 6(w)]?(x,w
H(z,w) = p(w)B(z,w)

donde D es el campo de desplazamiento y B campo de inducciéon magnética.
Esto significa que las relaciones constitutivas en medios dispersivos tienen la
forma del operador

donde €(D;), u(D;) son los operadores pseudodiferenciales

e(Dy)u(z,t) = L /Oo e(w)u(r,w)e” ' dw

™ J—o00

w(Dy)u(x,t) ! /Oo plw)u(z, w)e “dw.

")

Las ecuaciones de Maxwell conducen a ecuaciones de onda acopladas para
las amplitudes de los campos eléctrico y magnético. A estas soluciones, que
describen la propagacion en el espacio de campos variables en el tiempo se les
conoce con el nombre de ondas electromagnéticas. Todos los fenémenos elec-
tromagnéticos (no cudnticos) se pueden describir a partir de las ecuaciones
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de Maxwell [19]:

V. -D(r,t) = p(rt), .
V- -B(r,t) = 0, (2.5)

V x E(rt) + aatB(r, t)y = 0, (2.6)
V x H(r,t) + aatD(r, t) = j(rt). (2.7)

Se llama fuentes de campo a los sistemas fisicos que crean campos en el espa-
cio. En el caso electromagnético, cargas y corrientes eléctricas crean campos.
En las ecuaciones de Maxwell las fuentes de campo son entonces:

= p: Densidad de carga eléctrica (C'/m?)

= j: Densidad de corriente (A/m?)

donde generalmente las incégnitas son los campos vectoriales:

E: Campo Eléctrico (V/m),

D: Campo de desplazamiento (C/m?),

H: Campo Magnético (A/m),

B: Campo de Induccién Magnética (T).

Estos campos conforman el campo electromagnético. Las dos ecuaciones del
rotacional (Faraday (2.6) y Maxwell-Ampére (2.7)) aseguran que hay depen-
dencia mutua entre campos eléctricos y magnéticos variables en el tiempo,
de manera que en este caso ambos campos estan interrelacionados. Sélo en
el caso de campos estéticos (que no varian en el tiempo) el campo eléctrico
y magnético son independientes entre si.

Todas las cantidades que intervienen en las ecuaciones de Maxwell son,
en general, funciones de la posicion y del tiempo.

Las ecuaciones de Maxwell en medios dispersivos son obtenidas por el
reemplazamiento de la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética
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e, i por los operadores (D), u(D;). Las ecuaciones de Maxwell en este caso
aceptan la siguiente forma

E
VxH = €<Dt)86t +3J, (2.8)

H
VxE = M(Dt)&at’ (2.9)
&D)V-E = p, (2.10)
V-H = 0, (2.11)

con la relacion entre p y j
. Op _

Después de la transformada de Fourier, el sistema de ecuaciones (2.8)-(2.11)
queda de la siguiente manera:

VxH = ic(w)wk + hatj, (2.13)
VxE = iu(w)wH, (2.14)
ewV-E = p, (2.15)
V-H = 0. (2.16)

La ecuacion de continuidad queda de la siguiente manera
V.j—iwp=0, (2.17)

donde -

X(z,w) = / X(x,t)e " dt (2.18)

es la transformada de Fourier con respecto al tiempo que se entiende en el
sentido de las distribuciones. En la forma estandar el sistema de ecuaciones
(2.13)-(2.14) se reduce a un par de ecuaciones independientes

VX VXE—-EWE = iwuw)j, (2.19)

VxVxH-EwH = Vxj (2.20)

donde k(w) = ﬁ y c(w) = ﬁ es la velocidad de fase que depende de
e(w)p(w

w. Consideremos la ecuacién (2.19) y a continuacién la identidad vectorial
VxVxE=-VE+V(V- E)
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y podemos ver que

A

V- -E=c¢Yw)p (2.21)

La ecuacién (2.19) la podemos escribir como

A

VZE + BP(wE = ¢ w)Vp— iwp(w)j
= pw)(c*(w)Vp — iwj)

= F,(x)
y la ecuacién (2.20) puede escribirse como
VH 4 F(w)H = =V x j = $,(x) (2.23)

Las ecuaciones (2.22) y (2.23) son muy parecidas a la ecuacién de Helmholtz
no homogénea; son independientes y pueden ser utilizadas para E y H. Es
decir que la solucién a la ecuacion de Helmholtz estd dada de la siguiente
manera

k(@)X

X)) =
9o (%) 47 |x|
Esta es la funcién de Green de espacio libre, donde x es un vector de po-
sicién en 33, Fisicamente, esta funcién representa el alejamiento de ondas
esféricas radiando siempre desde la fuente en el origen [36]. g,, es la solucién

fundamental de la ecuacion escalar de Helmholtz en la dimensién del espacio
n=3.

Ag(x,w) + k*(w)g(x,w) = —§(x)

(0 es la funcién delta de Dirac) la cual satisface el principio de absorcion
limite. Por lo tanto las soluciones de la ecuacién (2.22), (2.23) se dan como

E(x,t) = 871r2 /o:o e (g, * Fy,)(x)dw (2.24)
H(x,t) = 871T2 /_o:o e g, * By, (z)dw

donde la convolucién * se entiende en el sentido de la distribucién.
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Capitulo 3

Campo generado por una
fuente en movimiento

El problema bajo consideracion es de interés en muchos campos de la
ingenieria, la fisica tedrica y aplicada, tales como las radiocomunicaciones, la
teoria de radares, comunicaciones satelitales, radioastronomia etc. Los pro-
blemas relativos a la propagacion de ondas generadas por particulas cargadas
en todo el espacio, son ya clasicos en la fisica. En este capitulo se conside-
ra el problema de la propagaciéon de ondas producidas por una fuente en
movimiento.

3.1. Analisis asintotico

Se experimenta una fuente en movimiento siempre que haya movimiento
relativo entre una fuente de ondas y un observador. Cuando se mueven uno
hacia el otro, el observador escucha un sonido a una frecuencia méas alta que
la de la fuente en ausencia de movimiento relativo. Cuando la fuente y el
observador se alejan uno del otro, el segundo escucha una frecuencia mas
baja que la de la fuente. Para el andlisis se consideran las ecuaciones de
Maxwell en la forma:
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VxH = 5(Dt)5 +J, (3.1)
VXE = M(Dt)aal;l, (3.2)
e(Dy)V-E = p, (3.3)
V-H = 0. (3.4)

En el caso cuando las fuentes se encuentran en movimiento, la densidad de
carga y la densidad de corriente estan dadas por las siguientes expresiones
(ver [19])

jx,t) = A(t)v(t)o(x — xo(t)), (3.5)
p(x.t) = A(t)S(x —xo(t))

en donde la velocidad de la fuente es v(t) = @o(t), lo cual es la derivada de
la posicién de la fuente en movimiento, ¢ es la funcién § estandar, A(t) es
la amplitud de la fuente considerada (infinitamente diferenciable delimitada
con todas las amplitudes derivadas), z es el vector que describe la posicién del
punto de observacién del campo y xq es la trayectoria que describe la fuente
en movimiento. Como podemos ver j y p estan conectadas por la ecuacion
de continuidad.
. Op
V-j+ T 0

la cual nos dice que solo podra haber flujo de corriente si la cantidad de
carga varia con el paso del tiempo, ya que estd disminuyendo o aumentando
en proporcion a la carga que es usada para alimentar dicha corriente.

Haciendo uso de la definiciéon de convoluciéon para resolver las ecuaciones
(2.24), la convolucién denotada como g, * Fy, y g, * ®,, queda de la siguiente
manera

A(T)(I + k2 (w)V,.V,)

47 —0 |z — zo(7)|

(90 * Fu) (%) =

—j 0 i(k(w)|X—=Xo (1) |[+wT)
—iwp(w) / ¢ v(T)dr.

o 1 00 A v ei(k(w)|XfX0(‘r)|+wT) p
(g @) = - [ AEIVex ()
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Sustituyendo estos resultados de la convolucién a la ecuacion (2.24) se obtiene
lo siguiente

et (k(W)|X=Xo(7)|—w(t—7))

Hirt) — — [ vex v(r)dwdr (3.6

82 x — xo(7)]

et (kW) X=Xo(7)|—w(t—7))

1 w(w
E@@:gﬂ/&mﬂ“” v(r)dwdr. (3.7)
Para evaluar la analiticidad del integrando con respecto a w en el medio plano
superior C; hacemos la deformacion de la linea de integracién (—oo, co) con
respecto a w en el contorno I', = (—oo, —r)UI"U(1’, +00),r > w donde I esta
situado en el medio plano complejo superior y evita todas las singularidades
del integrando en la recta real. La fase de las integrales dobles es de la forma

[x = x0(7)]

S(w, 7) = k(w)|x — xo(7)| + wr (3.8)

El término de fase en esta funcién S es estacionario cuando:
oS (w, T X — Xo(T
@1) _ x-xe()l

Ow vy (w
dS(w, 1)
5 = —k(w)v(r,x) + w.

3.2. Representacion del campo electromag-
nético

Con objeto de obtener una representacion para los campos producidos
por una fuente en movimiento, es necesario considerar el problema dinamico.
En lo que sigue se suponee que
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a es infinitamente diferenciable limitada con todas las derivadas de la funcion,
wo > 0 es una eigenfrecuencia de la fuente, A > 0 es un parametro pequeiio
adimensional que caracteriza la lentitud de las variaciones de la amplitud a,
y simultaneamente la lentitud de la aceleracion. Suponemos que

es un vector de posicion de la fuente en movimiento, donde el vector funcién
Xy (t) tiene un nimero suficiente de derivadas delimitadas. Es decir ¢ = £
donde |T'| < Ty, y Tp es el tiempo escalar del problema, z = %, donde |X| < L
y L es la escala espacial del problema. Si derivamos la ecuacién (3.9) se puede
ver que se obtiene la velocidad de nuestra fuente quedando de la siguiente

manera:
v(t) = %o(t) = Xo(T), IT| < T.

La velocidad es limitada con respecto al tiempo, pero al hacer una segunda
derivada se obtiene la acelaracién de la fuente, de la forma siguiente

. . |

(1) = %o(t) = 1 Xo(T),
la aceleracién es pequena para una A > 0 suficientemente grande. Para redu-
cir las integrales (3.6) y (3.7) a una forma que contenga el pardmetro A > 0
en la fase, se hace en estas integrales un cambio de escala en las variables
siguientes:

x = AX, t=M\T, T = AL

Después de este cambio se obtienen las siguientes féormulas: para el campo
magnético se tiene

_ l)\S(TXuJL)
HA(X,T) = 87{2)\/ 2 VX X mV( )a( )dUJdL

donde V(1) = Xg(1). Para el campo eléctrico se tiene

B AT X w,0)
E,)(z,t) = =] //%2 mV(L)dwdb (3.10)
donde
S(T,X,w,t) = k(W)X — Xo(t)] —w(T — 1) — wot (3.11)
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es la fase de las integrales del campo eléctrico y magnético. Para el calculo
asintético de Hy (7T, X), Ey(T,X) se emplea el método de fase estacionaria
(ver apéndice A). Los puntos de la fase estacionaria S(X, T, w, ¢) con respecto
a (w,t) para (T,X) fijo, son soluciones del sistema

8S(T7 X,W, L) — |X B XO(L)| _ (T _ L) — 07 (312>
Ow vy(w)
S(T,X
W = —k(w)e(X,1) V(1) + (w—wpy) =0,
donde vy(w) = ﬁ es la velocidad de grupo del medio,
R X — Xo(¢)
8(X, 1) = 20l
T X X0)

es un vector unitario dirigido desde Xg(¢) a X. Note que
V() =e(X,1) - V(1) = [V(t)] cos p(1)

donde (1) es el dgulo formado entre los vectores e(X,¢) y V(¢). Es decir

Wi = Wj (T, X), Ly = 1Lj (T, X)

es un punto estacionario no generado de la fase S. Es decir (w;, ¢;) es solucion
al sistema de ecuaciones (3.12) si

detS"(T, X, w;, 1) # 0,
donde

25(T,X,we)  92S(T,Xw,t)
Ow? OwoT

ST, X, w, ) =
0?2S(TXw,) 02S(T,X,w,t)
OwdT 02

es la matriz de Hess de la fase S. La contribucién del punto estacionario
(wj,t;) en el comportamiento asintético del campo electromagnético viene
dada por las siguientes férmulas

I:I T X 1 v ei}\S‘(T,X,wJ‘,LJ‘)
Mi(T,X) = FISTAD G (m
e%’SgDS’”(T,X,wj,Lj) 1

_ a(1;) + O
Aot (T, X, oy, ey () + O

V(i) (3.13)

)
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_ o 1 ei/\S(T,X,wj,Lj)
)\J( ’ ) 47T>\wJM(wJ)G(LJ) |X—X0(L])|

e%sgné’”(T,X,wj,Lj) 1

. V(i) + 0
et ST, X,y 1) O

(3.14)

el

donde sgnS” es la funcién signo, que obtiene el signo de cualquier niimero
real que se tome por entrada de S”. O(3) es una funcién de admision de

estimacion |O(5)| < CA™! para una A > 0 grande.

Si la fase S tiene un conjunto finito de puntos estacionarios, el término
principal asintotico del campo electromagnético es la suma de las contribu-
ciones de cada punto estacionario.

Las ecuaciones (3.13) y (3.14) se pueden simplificar si estan limitadas por
los términos de orden de O(3) [7]. Volviendo a las variables (x,t), tenemos
las siguientes féormulas asintéticas

S(X,tw;,7j) ZirsgnS”(X,t,wj,’rj)

a(rj)e
|detS” (x,t,wj, 7;)|?

e’L

[x = %o(7;)]

(3.15)

H(x,1) ~ Vi x o(7))

wju(wj)a(Tj)ei(S(t,X,wj-,Tj)—i-%sgnS(t,X,wj ,T3))

Ami|x — xo(7;)||det S" (¢, x, wj, ;)|

E;(x,t) ~ (3.16)

y la fase de los campos electromagnéticos es
S(x,t,w, T) = k(w)|x —xo(7)| — w(t = 7) — wo,
donde los puntos estacionarios (wj, 7;) son soluciones del sistema

OS(x,t,w, ) [x—xo(7)| _
T = P - =0 (3.17)
850(’87“;’“}’7) = k(w)ve(x,7) + (w—wp) =0

donde

=(x,7 7X_XO(T) - Xo(T
T = om0

= |v(7)|cosp(T).
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3.3. Efecto Doppler

/

/

e,

Figura 3.1: Efecto Doppler de una fuente en movimiento

El efecto doppler es un fenémeno en el cual se observa un aparente cam-
bio de la frecuencia cuando hay un movimiento relativo entre la fuente de
emision y el receptor. La diferencia entre la frecuencia emitida y la frecuencia
observada, cuando existe un movimiento relativo entre emisor y receptor, es
lo que se denomina cambio de frecuencia Doppler o simplemente frecuencia
Doppler. Este cambio depende de la velocidad con que se muevan la fuente
de emision, el receptor o ambos, es decir que un incremento en la velocidad
relativa entre fuente y receptor causarda un mayor cambio en la frecuencia
observada. Las ondas sonoras exhiben el efecto Doppler cuando el observa-
dor, la fuente, o ambos se mueven con respecto al medio de propagacion. En
el efecto Doppler la frecuencia observada de la onda es mayor o menor que
la frecuencia emitida por la fuente de la onda. Se presenta también un efecto
Doppler para las ondas electromagnéticas, pero difiere del efecto Doppler pa-
ra las ondas sonoras en dos aspectos. El primero: en el efecto Doppler para las
ondas sonoras el movimiento respecto al medio es lo mas importante porque
las ondas sonoras requieren un medio en el cual propagarse. Por el contrario,
el medio de propagacion no desempena ninguna funcién en el efecto Doppler
para las ondas electromagnéticas porque las ondas no requieren de un medio
para propagarse. El segundo: la rapidez del sonido que aparece en la ecua-
cién del efecto Doppler para el sonido depende del marco de referencia en el
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cual se mide. La tnica ecuacién que describe el efecto Doppler de las ondas
electromagnéticas esta dada por la expresion aproximada

f’:f(li%) siou<c

donde f’es la frecuencia observada, f es la frecuencia emitida por la fuente,
c es la rapidez de la luz en el vacio, y u es la rapidez relativa del observador
y la fuente. El efecto Doppler es un fenémeno de gran importancia en los
campos de la fisica y la ingenieria. Es bien sabido que el efecto Doppler
para las ondas electromagnéticas consiste en un corrimiento en frecuencia
debido al movimiento relativo entre una fuente de ondas electromagnéticas
y un observador, de manera que las frecuencias, la emitida por la fuente y
la detectada por el observador no son iguales. El observador detecta una
frecuencia mayor que la emitida si él y la fuente se acercan y al contrario si
se alejan. Este efecto tiene innumerables campos de aplicacion. Entre estos
se tiene, la teoria de radares, la radioastronomia, fisica relativista, etc.

Considerando un punto fijo z, las formulas del campo eléctrico y magnéti-
co (3.15) y (3.16) obtenidas en el Capitulo 3 pueden escribirse de la siguiente
forma [7]

W;(t) = Aj(t)e'i® (3.18)

donde A;(t) es una funcion vectorial, F; es una funcién real-valuada tal que
lim, . Fj(t) = oo Por lo tanto de acuerdo con la teoria de procesamiento
de senales[19] Fj(t) es la fase de proceso de la onda W;(t). La frecuencia
instantanea w? (t) del proceso de onda W(t) es definida como

wl,(t) = —FI(t). (3.19)

Para nuestro caso

Fi(t) = S(t,z,w;(t), () (3.20)
= k(w;t))|r — 2o(7;(t))| — wi(t)(t — 75(t)) — wor;(t)

donde (wj(t), 7;(t)) es el punto estacionario de la fase S. Por diferenciacién
de F; [24] obtenemos

0S(t,x,wj(t), ;(t)  OS(t,z,w;(t), 7;(t)) Ow,(t)

—H0 = ot - O ot
_08(tz,w;(1), 7(1) 07 (1)
or ot
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Teniendo en cuenta que (w;(t),7;(t)) es el punto estacionario de la fase S,
obtenemos que

esto implica que la frecuencia instantinea w? (t) de los modos Hj(z,t),
E;(x,t) para z fijo coincide con wj;(t). Por lo tanto el efecto Doppler ins-
tantaneo para la frecuencia es

AL (1) = wi(t) — wo = k(w;(t))ve(z, 7(t)).

Esta féormula implica que si ve(z,7;(t)) > 0 (la fuente se mueve hacia el
receptor) w;(t) > wo, v si ve(z,7;(t)) < 0 (la fuente se aleja del receptor)
w;(t) < wp. Veamos también que 7;(t) es el tiempo de retardo de los modos
H;(z,t), E;(z,t), es decir el tiempo de excitacion del modo j-ésimo que llega
al receptor en el punto z en el tiempo t. Por lo tanto el modo del efecto
Doppler para el tiempo es

Bt = t=rtt) = ),
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Capitulo 4

Aplicaciones a analisis del
plasma

Debido a su estado como libre flujo de particulas cargadas eléctricamente,
los plasmas tienen varias caracteristicas tinicas. El niimero de protones y elec-
trones en un plasma es par, por lo que es eléctricamente nuetro, pero debido
a que estan en un estado de flujo libre, los campos eléctricos y magnéticos
tienen efectos tinicos en el plasma.

4.1. Permitividad en plasma

En el vacio, la velocidad de fase de una onda electromagnética es:

w 1
k \/EO,LLO'

Esto puede ser generalizado para la velocidad de fase de las ondas en la
materia:

En el plasma p = g, pero € # €



En la mayoria de los casos, la permitividad dieléctrica del plasma € y
su conductividad o estan totalmente determinados por el movimiento de
los electrones y de los iones. Las contribuciones de € y o asociadas a la
presencia de particulas neutras (4tomos, moléculas) se necesitan considerar
solo si el gas es débilmente ionizado. Para calcular € es suficiente con analizar
el campo eléctrico en un plasma homogéneo. Si es posible limitar el andlisis
a un campo homogéneo, es decir, si la dispersion espacial es crucial, entonces
sera imposible confinarse a usar sélo las caracteristicas locales del medio. En
el caso general, en los célculos para obtener los parametros constitutivos del
plasma se debe considerar como base la ecuacion cinética, es decir considerar
la reaccién del medio bajo condiciones variables como la concetracion de
electrones o la temperatura [27]. Considerando la constante dieléctrica de un
medio gaseoso se tiene

ne’

e=1+

eome(wd — w?)

La formula anterior es muy util para los gases diluidos [16]. Considerando
que el plasma es muy similar a un medio gaseoso, se puede obtener la expre-
sion para la constante dieléctrica del plasma haciendo wg = 0 y n= n.. Para
la densidad de electrones, se obtiene

donde w, es la frecuencia del plasma, la cual es la frecuencia caracteristica.
Para frecuencias superiores a la frecuencia del plasma, la constante dieléctrica
de un plasma es menor que la unidad. Por lo tanto, el indice de refraccion
n = /€ es también menor que la unidad, la cual nos determina la velocidad
de la luz al propagarse por un medio. De forma mas precisa, el indice de
refraccién es el cambio de la fase por unidad de longitud, esto es, el niimero
de onda en el medio (k) serd n veces mas grande que el niimero de onda en
el vacio (ko).

La Figura 4.1 muestra el comportamiento de la permitividad en funcién
de la frecuencia; en un rango de concentraciéon de electrones N, = 10% —
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3 x 10% e/cm?, con una frecuencia de fuente de 300MHz. Para frecuencias
donde la permitividad fuese positiva y se llevase a cabo la propagacién fueron
considerados de 50 KHz a 300 GHz. Los valores permitividad no varia mucho.

(i)
1.000 ¢

{103, 0.999849}

0.998

0.996
3 x 10%,0.991727}
0.994 -

e b e e e N electrones
500000 1.0x10° 1.5x10% 20x10% 2.5 %100 3.0><10¢I’\

Figura 4.1: Permitividad eléctrica.

Se puede ver en una parte de la grafica como si se tuviera valores negativos,
esto se debe a que el promaga ajusta los ejes coordenados.

4.2. Relacién de dispersién

La velocidad de fase de las ondas de plasma:

w 1
vV = — = _—

k /L€
1 1
c

Vi-3
En el plasma, ¢ depende de w y por lo tanto la velocidad de fase depende
también de w. La onda en este caso es dispersiva. Una onda cuadrada contiene

la frecuencia fundamental y sus armoénicos mas altos. Si la velocidad de fase
depende de la frecuencia, se extenderd hacia fuera mientras que se propaga.
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Figura 4.2: Velocidad de fase en funcion de la frecuencia.

La dependencia de w en k es llamada relacion de dispersion. Resolviendo la
ecuacion (4.1) para w

w? c?
B9
w2
2
Yoy _ 272
w( —E)—ck
w? =Wl + Pk (4.2)

La relacién de dispersion de las ondas electromagnéticas en el vacio es
una linea recta (no dispersiva) con una pendiente tana = ¢, en el plasma
debe estar por encima de la linea w = ck

w
w = J/w?+ c?k? > ck, cuando k> 2.
c

pero se acerca a la linea w = ck cuando k llega a ser grande porque
w = \Jwi+ 2k? =~ ck.

Esto pareceria implicar que la alta frecuencia de las ondas electromagné-
ticas se puede propagar a través de un plasma con una velocidad ¢/n que es
mayor que la velocidad de la luz en el vacio.
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Figura 4.3: Oscilacién de los electrones

4.3. Velocidad de fase

Para frecuencias de excitacién w por encima de la frecuencia de plasma
wp, la ionosfera es un medio dispersivo, y entonces las ondas electromagné-
ticas son sinusoidales. De acuerdo con la relacién de dispersion anterior, la
velocidad de fase de ondas de alta frecuencia que se propagan a través de un
plasma esta dada por

2 w2
2 _ _ 2 P
TR TR
por lo que la velocidad de fase en plasma queda de la siguiente manera:
c

vp(w) = ﬁ

La Figura 4.4 muestra la velocidad de fase dependiente de la frecuencia en el
plasma. Aqui w,=8.98x10%/N,, donde el rango de concentracién utilizado
fue N, = 10 e/cm?, en un intervalo de frecuencia 30 KHz a 30 MHz.

Como podemos ver, la velocidad de fase excede a la velocidad de la luz en
el vacio ¢ y la de todas las demés ondas electromagnéticas; pero es diferente
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Figura 4.4: Velocidad de fase en plasma.

para distintas frecuencias, esto implica que la forma del pulso se modificara
a lo largo de su movimiento. Por lo tanto cumple con la teoria de la fisica
moderna de ser un medio dispersivo [35].

La velocidad de fase realmente excede a ¢, pero esto no significa que esté
en conflicto con la teoria de la relatividad ya que la teoria de la relatividad
no prohibe esto. Lo que teoria de la relatividad dice es que la informacién
no puede viajar a una velocidad mayor que c. Por lo que las ondas de plas-
ma pueden acelerar electrones que se mueven con velocidad casi igual a la
velocidad de fase de la onda.

La Figura 4.5 muestra la velocidad de fase dependiente de la frecuencia en
el plasma. Con w,=8.98x10%\/N,, donde el rango de concentracién utilizado
fue N, = 10%¢/cm?; en un intervalo de frecuencia de 200 THz a 300 THz.

El comportamiento de la velocidad de fase es constante para diferentes

frecuencias. De acuerdo a la teoria de fisica moderna; se dice que es no dis-
persivo[35).

41



Vg (ew)
5 x108

5x108 |

1x108 [

Velocidad de fase v; [w)

2x108 [
1x108 |

14 x1019 15 x

1019 18 x1013

1015 16 x1013 17 x

Frecuencia (rad/s)
Figura 4.5: Velocidad de fase en plasma (no dispersivo).

La onda se propaga a la velocidad de fase, transportando con ella una
densidad de energia. Asi que la energia se lleva a una velocidad superior a
c. La solucién es que no se puede utilizar para enviar informaciéon o energia
mas rapido que la velocidad de la luz.

4.4. Velocidad de grupo

Ahora se tiene que considerar como poder transmitir informacién a través
de un plasma por medio de ondas electromagnéticas. La forma mas sencilla
seria la de enviar una serie de breves pulsos discretos de onda a través del
plasma, que puede codificar informaciéon en una especie de coédigo Morse.
Para construir una onda de pulso de una superposicion adecuada de infinitos
planos de ondas de diferentes frecuencias y longitudes de ondas, por ejemplo

E.(z,t) = / F(k)e® dk,

donde ¢(k) = kx — w(k)t y w(k) se determina a partir de la relacién de
dispersién (4.2). Ahora, resulta que una onda de pulso relativamente corto
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solo puede ser construida a partir de una superposiciéon de ondas planas con
una gama relativamente amplia de diferentes valores de k. Por lo tanto, para
una onda de pulso corto, el integrando en la férmula anterior consiste en el
producto de una funcién variable bastante lenta, F'(k), y una funcién rapi-
damente oscilante, exp[i¢(k)]. Esta funcién es rapidamente oscilante porque
la fase ¢(k) varfa muy rapidamente con k, relativa a F'(k) [16]. Se espera que
el resultado neto de la integracion del producto de una funcién lentamente
variable y una funcién rapidamente oscilante sea pequena, ya que las oscila-
ciones generalmente supondran una medida de cero. De ello que la integral
estd dominada por las regiones del k- espacio para las cuales ¢(k) varia me-
nos con k. Por lo tanto, el pico de la onda corresponde muy probablemente
a un maximo o minimo de ¢(k): es decir,

dﬁ_ dw

Por lo tanto, se deduce que la velocidad de la onda de pulso esta dada por

_dw
dk

Vg

Esta velocidad se denomina velocidad de grupo, y es diferente a la velocidad
de fase en medios dispersivos, para lo cual w no es directamente proporcional
a k [14]. El resultado de la discusién anterior es que la informaciéon viaja
a través de un medio de dispersion en la velocidad de grupo, en lugar de
la velocidad de fase. Por lo tanto, la relatividad exige que la velocidad de
grupo, en lugar de la velocidad de fase, siempre debe ser inferior a c¢. Ahora
bien, para el plasma la velocidad de grupo de ondas de alta frecuencia que
se propagan en el plasma se obtiene de la siguiente manera:

w dw 9
E%:vagzc .

Para ondas no dispersivas, por ejemplo ondas electromagnéticas en el vacio,
tenemos

w=ck Vf = Vg = C.

Por lo tanto, en el plasma la onda es dispersiva

d [ w?
vgzizc l—w—g<c.
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La Figura 4.6 muestra el comportamiento de la velocidad de grupo en plasma,
donde el rango de concentraciéon de electrones es N, = 10® e/cm?, con un
intervalo de frecuencia 300 KHz a 3000 KHz. Cumple con la condicién de ser
menor a la velocidad de la luz ¢; a frecuencias menores no hay propagacion
y a frecuencias mayores v, es una constante.

vg (W)

7

{1.884955592 x 107 ,2.99966 x 10%}

2998 x108 |
2996 x 108 |

2994 %10

2992 x 108

2.990 108 7 {1884955.59,2.96576 % 10%}
/' . .

1.0 x 107 15 %107

7 Frecuencias (rad/s)

Figura 4.6: Velocidad de grupo en plasma.

La velocidad de grupo es menor que ¢ y por consiguiente, la relacion de
dispersiéon es consistente con la relatividad. La propagacion de ondas elec-
tromagnéticas a través del gas ionizado ha recibido atencién considerable
durante muchos anos. En particular, la reflexiéon de las ondas de radio y la
transmision desde y a través de la ionosfera se han estudiado ampliamente. La
ionosfera se postulé como la capa Kenelly-Heaviside en 1902, y la férmula pa-
ra su indice de refraccién, ahora conocida como la férmula Appleton-Hartree
fue obtenida en 1930. El problema de la entrada de vehiculos de alta velo-
cidad, tales como misiles y cohetes ha generado un considerable interés en
los problemas de plasma. Cuando vehiculos de alta velocidad entran en la
atmosfera, a altas temperaturas y presion en la parte delantera del vehiculo,
ionizan las moléculas de aire y producen la llamada envoltura de plasma. Los
problemas caracteristicos de la antena, la propagacion a través del plasma, y
la seccién transversal del radar son de considerable importancia. También, la
antena y las caracteristicas de propagacion de una onda del satélite artificial
en la ionosfera son importantes en la comunicacién entre el vehiculo y la es-
tacion en la tierra. Si un campo magnético de dc estd presente, se convierte
en plasma anisotropico y éste normalmente se llama magnetoplasma. En la
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ausencia de campos magnéticos de corriente, el plasma es isotropico. Todo
plasma tiene una frecuencia caracteristica que delimita su comportamien-
to como conductor de su comportamiento como dieléctrico: la frecuencia de
corte o frecuencia de plasma [4]. Esta frecuencia aumenta proporcionalmente
con la raiz cuadrada de la densidad de particulas cargadas. La frecuencia del
plasma juega un papel muy importante en la teoria. De la formula anterior
de w, y sustituyendo los valores de m, e y €y obtenemos [14]:

1/2
- { 8,98 N (4.3)

P 8,98 x 103N)/2

La Figura 4.7 muestra el comportamiento de la frecuencia del plasma con
una concentracién de electrones (N,) que va desde 10 e/cm? - 3 x 10° e/cm?

0w o
1 —I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ‘\.u [El.'l]n }
500000 10 x10% 15 x10% 2.0 x10% 25 x10% 3.0 x10%°

Figura 4.7: Comportamiento de w, variando la concentracién de electrones
N..

Estas ondas pueden llegar a frecuencias de radio u 6pticas y se relacionan
con las ondas electromagnéticas que se propagan en el plasma. La frecuencia
del plasma sé6lo depende de la densidad de electrones N.. La densidad de
electrones libres en la ionosfera terrestre, varia con la altura y con el tiempo.
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La recombinacién de iones y electrones para formar moléculas neutras conti-
nua después de la puesta del sol, pero la formaciéon de nuevos iones cesa. La
densidad de electrones, en consecuencia, decrece por la noche.

De acuerdo con la relacién de dispersién (4.2) el nimero de onda estd

dado por
Vw? — w3

Co

= Siw > wy,, (como en el vacio) k es real y las ondas se propagan sin
decaimientos,

» Si w < w,, (como en un conductor) k es imaginario, las ondas decaen
y las ondas seran reflejadas,

. ~ iWp 1
» Siw<Lwy,  k=itP =iy,

donde ¢ fisicamente nos quiere decir que la distancia de atenuaciéon de los
campos de RF en el plasma estd dada por el "espesor pelicular” (skin-depth)
sin colisiones, definida de la siguiente manera

c _L7em
w, VN,

donde N, es la concentraciéon de electrones en unidades de 10'"m 3. Para
nuestro caso se consideraron ondas de alta frecuencia electromagnética a
través de un plasma. Debido a que cuando la frecuencia de onda w es menor
a la frecuencia del plasma w,, tanto la velocidad de fase como la de grupo
se convertirian en resultados imaginarios. Esto indica que la onda se atenua
cuando se propaga. Considere, por ejemplo, una onda plana de frecuencia
w < wp. De acuerdo a la relacién de dispersiéon el nimero de onda asociado

esta dado por
Vw? — w?
k(w) =i+— = i|k|. (4.5)

Co

5:

La Figura 4.8 muestra el comportamiento del niimero de onda en el plasma;
con una concentracién de electrones de N, = 3 x 10® e/cm?®, con un intervalo
de frecuencia de 30 MHz a 300 GHz.
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Figura 4.8: Comportamiento del nimero de onda k(w) en plasma.

Como podemos ver, una onda electromagnética de frecuencia menor que la
frecuencia del plasma, que es incidente en un plasma no se propagara a través
del plasma; en su lugar, se refleja totalmente. Podemos estar seguros de que la
onda incidente es reflejada por el plasma, en lugar de absorbida, considerando
el flujo de energia de la onda en el plasma. El hecho que la onda se refleje
sin trasmitirse implica que ejerce una presién sobre el plasma (presion de
radiacién). Esto se utiliza para confinar plasmas a altisimas temperaturas,
usando la presién de radiacion como un “envase” de plasma; de otra manera,
el plasma caliente vaporizaria cualquier objeto cercano [26].

El indice de refraccién n del plasma puede ser real o complejo, dependien-
do del valor de la frecuencia w de la onda; para ondas de alta frecuencia, en
que w > wy, el indice de refraccién es real, y las ondas se propagan libremente
a través del plasma refractdndose; el fendmeno es completamente analogo a
la propagaciéon de la luz a través de un cristal; como lo mencionamos ante-
riormente, en el Capitulo 2, n esta definido como el cociente de la velocidad
¢ de un fenémeno ondulatorio como la luz o sonido en el de un medio de
referencia respecto a la velocidad de fase (vf) en dicho medio:

C
n = —
Uy
2
_ e
_ ;
w

La Figura 4.9, muestra el comportamiento del indice de refraccion con una
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concentracién de electrones N, = 3x10® e/cm?, con un intervalo de frecuencia
30 MHz a 30 GHz

Hi ()
1000000 ¢

/

0999995 f1.88 = 10,1}
0.999990 -
0.999985
(999980-¢ {1.88 = 10%,0.561715,}

+ Frecuencias (rad/s)

50x1010  10x101  15x1011
Figura 4.9: Indice de refraccién en plasma

El comportamiento de la curva en la Figura 4.8 es un resultado muy
importante dentro del limite de alta frecuencia, que va acompanado de muy
poca absorcion, lo cual es el caso para ¢ < 0. Entonces

n ~ e =i\/|le| = no hay propagacién

Entonces la onda se refleja, y esto ocurre para una densidad electronica cri-
tica, o bien, dada la densidad, para una frecuencia critica (w,). Es por ello
que se considera el caso de frecuencias altas w > w,, porque para frecuencias
w < w, la onda electromagnética no tendrd incidencia en el medio, es decir
que no se propagara en el plasma y por lo tanto la fase S(z,t,w, 7) no tendra
puntos estacionarios.

4.5. Campo electromagnético en plasma

Considerando la fase de las integrales vistas en el Capitulo 3, se aplica al
plasma considerando el niimero de onda quedando de la siguiente forma

S(z,t,w,7) = k(w)|x — zo(7)| —w(t —7) — wor. (4.6)
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Cabe recordar que el término de fase en esta funcién es estacionario cuando
cumple con las derivadas parciales en (3.17). Sustituyendo los valores de la
velocidad de grupo correspondiente al medio (v4(w)) y el nimero de onda
(k(w)), se aplican las derivadas parciales del método de fase (3.17) nuestra
ecuacién de fase (4.6) queda de la siguiente forma

|z — $o(w)2’ —(t—1) = 0, (4.7)
1%
VT WPU(:U, t)+(w—-wy) = 0 (4.8)

Co

donde x es el vector de posiciéon del receptor

x0(7) es el vector de posicién de la fuente

v(x,t) es la velocidad de fuente

7 es el tiempo de retardo con que llega la senal al receptor
co velocidad de la luz en el vacio

w es la frecuencia que llega al receptor.

Despejando los puntos estacionarios de nuestro sistema de ecuaciones y
considerando que v es un vector constante y v(z,t) = £|v|. Para este caso el
sistema queda de la siguiente manera

pogo s ’”0(2}' (4.9)
Co — ;g
wZ — 2
w=wy + 2ol

Resolviendo ambas ecuaciones para 7 y w; mediante el software Mathe-
matica tenemos

1 w3
@ = Topp et MJ = % 1
te?(w? — w?) — \/—w?(h%2 — (h? + t20?) 2wt (h? + t20%) c2w?
Ts = 2 _ 2\, 2 4 2,2
(V2 = ?)w? + c2w?
donde M = | | < 1 es el nimero de Mach, que define una medida de velocidad

relativa entre la fuente y la velocidad de la luz. Para w = w, la primera
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p

ta = (v, 0, H)

Figura 4.10: Representacién de una fuente en movimiento

ecuacion de (4.10) tiene una unica solucién 7,. Es facil ver que

detS" (z,t, ws, 7)) = —(1 + )2 (4.11)

sgnS” (x, t, ws, 75) = 0. (4.12)

La expresion para el campo eléctrico y magnético, queda de la siguiente
manera

i(S(X,t,ws,Ts))
E(x,t) = Watto(Ts)e GV (4.13)
Amifx — xo(7,)|(1 + —¥—)
co 1—%
iS(X,t,wS,Tj)
H(x, t) = —V x (- “(Ts‘), (4.14)
dm x —xo(m)| " (1 + "2)
co l—z—g
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Capitulo 5

Ilustraciones numeéricas y
graficas

Las expresiones definidas en las ecuaciones (4.11) permiten obtener un
conjunto de resultados, en los cuales se muestran el comportamiento de 7
y ws que son frecuencias y tiempos de retardo como se habia visto anterior-
mente. Para calcular el comportamiento de las frecuencias w, en el plasma,
se consideraron los siguientes parametros

v =4 x 10° m/s, velocidad de la fuente.

co = 3 x 108 m/s, velocidad de la luz.

w,=8.98x10%v/103 rad/s, frecuencia del plasma.

wp=314159.27- 1884955.59 rad/s, frecuencia de fuente.

La Figura 5.1 muestra que el comportamiento de wy es proporcional a las
frecuencias de la fuente. Se puede ver parte de la grafica como si se tuviera un
rango de frecuencias negativas, esto se debe a que el programa ajusta los ejes
coordenados debido a las frecuencias que se utilizaron. A partir del rango de
frecuencias 50 KHz - 300 KHz se pudieron calcular las frecuencias de retardo
en plasma. A frecuencias menores del rango, w, es imaginaria, debido a la
concentracion de electrones utilizada.
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Figura 5.1: Comportamiento de w, variando la frecuencia de la fuente en un
rango de 50 KHz-300 KHz
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Figura 5.2: Comportamiento de wy con variacién de velocidad en la fuente

La Figura 5.2 muestra el comportamiento de w, considerando los siguien-
tes parametros

» v; =4 % 10° - v;=2.5%10% m/s), velocidad inicial (v;) y velocidad final
(vy) de la fuente.

» w=1884955.59 rad/s = 300 KHz, frecuencia de fuente.

= w,=8.98x10%/103 rad/s, frecuencia del plasma.

= co =3 x 10® m/s, velocidad de la luz.
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Podemos ver que el comportamiento de la Figura 5.2 nos dice que la fuente
se acerca al observador debido a que cumple con las condiciones del efecto
Doppler para la frecuencia instantanea, mencionada en la seccién 3.3.

La Figura 5.3 muestra el comportamiento del tiempo de retardo 7, de la

fuente con una trayectoria xo = (v, 0, h) considerando los siguiente parame-
tros

v=4x10°% m/s, velocidad de fuente.

h=T700 m, altura de la fuente al observador.

w,=8.98x10%v/103 rad/s, frecuencia del plasma.

wp=1.91014x10° rad/s = 304.01 KHz, frecuencia de la fuente.

Entre mas grande sea el intervalo de tiempo, el tiempo de retardo ird
incrementando.

100 {100, 98.6696}

{80, 78.9357}

(60, 59 2018}/

[=)] co
[=] o
—r

Tiempo de retardo1(s)

i
o

2

{10, 9.86696}

L
40 60 80 100

Tiempo t(s)

Figura 5.3: Tiempo de retardo 7, variando el tiempo de 10 a 100 s.
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Conforme el sistema avanza, el tiempo de retardo (7) aumenta, entre mas
tiempo de recorrido serd mayor el tiempo de retardo.

La Figura 5.4 muestra el comportamiento del tiempo 74 considerando los
siguiente parametros

» v=4x10° m/s, velocidad de fuente.
= Ah=700 m, altura de la fuente al observador.
» w,=8.98x10%v/10? rad/s, frecuencia del plasma.

s wo=1.91014x10° - 1.12918770x 107 rad/s = 304.01 KHz - 1.8 MHz,
frecuencia de la fuente.

» t=200 s, tiempo de recorrido de la fuente.

A diferentes frecuencias que emite la fuente conforme se mueve, habra dife-
rentes tiempos de retardo.

197.365 -

197.360

Tiempo de retardo 1(s)

197.355

4%108 6x 100 8x 100 1x107

Frecuencias (rad/s)

Figura 5.4: Tiempo de retardo 7, con variacién en la frecuencia de la fuente
(304.1 KHz - 1.8 MHz).

Las siguientes graficas muestran el comportamiento del campo electro-
magnético de las expresiones (4.13) y (4.14). Se observa que el campo depen-
de de la trayectoria, la cual estd descrita por zo = (v, 0, h).
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La Figura 5.5 muestra el comportamieto del campo eléctrico considerando
los siguientes parametros:

» 2=(0,0,0), posicion del receptor.

» v =4 x 10° m/s, velocidad de fuente.

» ¢ =3 x 10® m/s, velocidad de la luz.

» o =4m x 1077 Tm/A, permeabilidad magnética del vacio.
" w,=8.98X% 1034/103 rad/s, frecuencia del plasma.

» wy = 1,91014 x 10° rad/s, frecuencia de la fuente

E{w/m)

1 L 1 1 L 1 1 | 1 1 1 1
400 000 600000 800000 1.0 % 100 1.2 x 108

Distancias (m)
Figura 5.5: Campo eléctrico con variacién de la distancia para una fuente en
movimiento en un plasma.

Las Figuras 5.6 y 5.7 muestran el comportamiento del campo magnético
considerando las siguientes parametros

» 2=(0,0,0), posicion del receptor.
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v =4 x 10° m/s, velocidad de fuente.

c =3 x 108 m/s, velocidad de la luz.

» s = 4w x 1077 Tm/A, permeabilidad magnética del vacio.

w,=8.98x10%v/10% rad/s, frecuencia del plasma.

wo = 1,91014 x 10° rad/s, frecuencia de la fuente

0.040 |
0.035 |
E 0.030 |
z -
T [
0025 F
0.020 |
E {500, 0.00836701}
D015 F
: | 1 1 | 1 1 L 1 L L 1 I\\H‘]
- 200 300 400 500

Tiempo(s)

Figura 5.6: Campo magnético con variacion en el tiempo para una fuente en
movimiento en un plasma.

Las graficas muestran el comportamiento del campo electromagnético que
capta un receptor cuando la fuente estd en movimiento. Se observa que el
campo depende de la trayectoria de la fuente, la cual esta descrita por una
ecuacion de movimiento. Se tiene un campo que decae conforme la fuente
se mueve uniformemente, de acuerdo al efecto Doppler para campos electro-
magnéticos, entre mas se aleja la fuente del observador, menor es el campo
electromagnético que recibe nuestro observador en el plasma.
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Figura 5.7: Campo magnético con variacion en la distancia para una fuente
en movimiento en un plasma.
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis se ha abordado el problema de calcular los campos elec-
tromagnéticos producidas por una fuente en movimiento en el plasma. El
plasma tiene propiedades similares al estado gaseoso, no posee equilibrio
electromagnético, es un buen conductor y sus particulas responden a las in-
teracciones electromagnéticas. Tiene areas de aplicacion muy importantes
como descargas de gas, fusion termonuclear contralada, fisica del espacio,
astrofisica moderna, conversién de energia MHD y propulsiéon idnica, plasma
de estado sélido y laseres de gas.

En este caso se hicieron estudios de propagaciéon. Para ello se empled el
método de fase estacionaria con el principio basico del andlisis asintético.
Los resultados obtenidos demuestran que el método de fase estacionaria es
apropiado para la propagacion de onda en plasma considerando un transmisor
y un receptor. Es posible ver que para la propagacién de ondas fue muy
importante aplicar la teoria de medios dispersivos debido a que el plasma
tiene el comportamiento de un medio dispersivo. Las propiedades del plasma
en funcién de la frecuencia fueron muy importantes para analizar y conocer la
propagacién en dicho medio, ya que se ven muy influenciadas por la frecuencia
del medio y por la concentracion de electrones. La propagaciéon de ondas
electromagnéticas producidas por una fuente en movimiento en el plasma
tiene muchas aplicaciones en el area de la ingeniera que ain se estan dando a
conocer, por ello el analizar el medio como dispersivo con el método de fase
estacionaria fue de gran importancia para observar los comportamientos de
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los parametros y campos electromagnéticos en el plasma.
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Apéndice A
Método de Fase Estacionaria

El método de la fase estacionaria [7] o aproximacién de fase estaciona-
ria es un principio basico del andlisis asintotico, se aplica a las integrales
oscilatorias, una clase de integrales de Fourier del tipo

/g(x)is(z)dx (A.1)

definidas en el espacio n-dimensional R", donde 7 es la unidad imaginaria,
g es una amplitud y S es una funcién escalar llamada fase. Aqui g y S son
funciones continuamente diferenciables que toman valores reales y satisfacen
las siguientes condiciones. La amplitud g es tal que para cada indice a existe
C, tal que

0%g(x)| < Cala)®, () = (1+ ). (A.2)
La fase S es de tal manera que

1. S(z) es real para un |z| lo suficientemente grande,
2. Para todo |a| > 2 exite C, > 0 tal que [0*S(z)| < Cy,

3. Existe C' >0y p> 0 tal que
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IVS(z)| = Clz|”
para |z| suficientemente grande.

Note que si k& > —n la integral (A.1) no existe como absolutamente
convergente y se necesita su regularizacion. Es decir, xeC*(R") y x(x) =1
en una pequena vecindad del origen. Se propone xr(x) = x(x/R).

Proposiciéon Vamos a estimar (A.2) y mantener las condiciones (1)-(3).
Entonces existe un limite

F = lim Yr(x)g(x)e¥ X dx (A.3)

R—o0 Jpn

independiente de la de la funcion y.

Demostracion Se introduce el operador diferencial L
Lu(x) = (1+ |[VSx)))™" (I —iVS(x)- V)u(x), xeR". (A4)
Puede verse que

LeiSGY) _ iSX,Y), (A.5)

Es decir que L™ es la transpuesta del operador diferencial L. Entonces susti-
tuyendo esto en (A.5) y por integracién por partes se obtiene

Fr= /éR" XR(X)g(X)eiS(X)dx = _/%n(LT)j(XR(X)Q<X))€iS(X)dX. (AG)

Las condiciones (1) — (3) producen que

(L7) (xr(x)g(x))] < Cj(x)"~" (A7)

con la constante C; > 0 independiente de R >0. Es decir j > HT”

integral de la parte derecha de (A.6) es absolutamente convergente, uniforme
con respecto a R >0, y podemos ir al limite para R — oo en (A.6). Por lo
tanto el limite en (A.3) existe, es independiente de x, y

. Entonces la

F = lim FR ; (L") g(x)e X dx (A.8)

R—o0
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k+n

donde j > =

La integral definida en (A.8) es llamada oscilatoria. Se considera una
integral que depende del parametro A > 0 de la siguiente forma

I, = / g(x)e™ M dx,
§Rn

donde g, S satisfacen la condicion (A.2), (1)-(3), y S es una funcién real
valuada. Queremos decir que X es un punto estacionario no generado de la
fase S si

VS(X()) = 0,

detS" (xg) # 0,

donde 5" (x) = (?91%?)?4:1 es la matriz de Hess de la fase S.

Proposicion (ver [13], [28]) No existe un conjunto finito de {xy, ....,xy}
aislados no degenerados de puntos estacionarios de la fase S. Entonces

L= 3 F(0), (A.9)

donde

o ﬂe(MS(xj)Jrifsgns"(xj))

)= 0 garsi e

g)(140(;))  (A10)

donde sgnS” es la diferencia entre el numero positivo y negativo del eigenvalor
de la matriz S"(x;).
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