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Funciones cognitivas: un analisis cualitativo sobre el

aprendizaje del calculo en el contexto de la ingenieria

Resumen

En esta tesis se reporta un estudio de caracter cognitivo en relacion a aprendizagje de los
conceptos de funcion de dos variables y de derivada parcial, en €l contexto de laingenieria,
realizado con un grupo de estudiantes de calculo multivariable de la carrera de Ingenieria

Industrial y de Sistemas del Tecnol6gico de Monterrey, Campus San Luis Potosi, México.

El estudio se enmarca en la linea de investigacion de la matematica en el contexto de las
ciencias (Camarena, 2000) y los andlisis cognitivos realizados se basan en la teoria
cognitiva de Reuven Feuerstein, en particular sobre su propuesta de funciones cognitivas y
de mapa cognitivo (Feuerstein, 1977), asi como en el modelo tedrico del tridngulo
fenomenol ogias-generali zaciones-notaciones para €l andlisis de significados en el

aprendizaje de conceptos matemaéticos, de Godino y Recio (1998).

En investigaciones antecedentes realizadas en la linea mencionada, asi como en la teoria
que soporta a la misma, se sostiene que en escenarios didacticos contextualizados se
propicia un aprendizaje con significados de interés para € estudiante, con sentido en €
ambito de su situacion escolar. Esto motivé a investigar sobre o que sucede a nivel
cognitivo en los aumnos en este tipo de ambientes didéacticos.

De esta forma, la investigacién tuvo como objetivo analizar € funcionamiento cognitivode
estudiantes sujetos a una experiencia de aprendizaje sobre contenidos del calculo disefiada

especificamente en el contexto dela ingenieria.



Primero se hizo un estudio didéctico preliminar €l cual consistio de dos partes: i) un andlisis
sobre el plan de estudios de la carrera mencionada, asi como de los programas analiticos de
los cursos y de los libros de texto utilizados en ellos, a fin de determinar los contenidos de
cdculo que se emplean en areas de especididad de la ingenieria; ii) un estudio sobre las
funciones cognitivas de estudiantes de cdlculo en una situacion problema tipica del sistema
didéctico tradicional, con e proposito de caracterizar los elementos de orden cognitivo
implicados & resolver un problema matemético desde la teoria utilizada, y que sirviera
como referente inmediato para €l desarrollo de la experiencia en contexto dado que no se
tenian antecedentes sobre € uso de la teoria (a menos no en €l area de célculo, en € nivel

superior de ensefianza, y en una experiencia de aprendizaje en contexto).

Enseguida, en base a los resultados obtenidos en € estudio didéactico preliminar
mencionado, se disefid un escenario didactico que involucraba una situacién problemaética
end contexto de la ingenieria, en donde se usa e método de minimos cuadrados para la
determinacion de la recta de regresién en una coleccion de datos experimentales. En €

proceso de resolucion de esta situaci én problematica se analiza €l funcionamiento cognitivo
de los estudiantes respecto a la conceptudizacion de una funcion de dos variables y la

derivada parcial desde lateoria de las funciones cognitivas sefidl ada.

Finamente, se lleva a cabo un andlisis global de la experiencia'y se ofrecen conclusiones,

observaciones y sugerencias.

El trabgjo redlizado contribuye a la Matematica Educativa en varios aspectos, entre ellos.
ofrece una forma de estudiar y explicar o que sucede en el aspecto cognitivo en €
estudiante cuando el aprendizaje se da en un escenario en contexto; en particular, se
propone una forma sistematica de analizar 10s procesos cognitivos en un acto mental de
aprendizaje, en base a la teoria de funciones cognitivas de Feuerstein, la tripleta conceptual
(fenomenologias, generalizaciones y notaciones) de Godino y Recio, y un recurso teorico
propio que surgi6 como necesidad en e desarollo de la investigacion: los actos

matemati co-cognitivos de aprendizaje.



Cognitive functions: a qualitative analysis about

learning calculus in engineering context

Abstract

This thesis is a report of a study of cognitive character in regard to learning two variable
function and partial derivative concepts, in engineering context, performed with a team of
multivariable calculus students in Industrial Engineering and Systems at Tecnol égico de

Monterrey, Campus San Luis Potosi, México.

This study is embraced within the line of investigation of mathematics in sciences context
(Camarena, 2000) and performed cognitive analysis is based on Reuven Feuerstein
cognitive theory, particularly about his proposal about cognitive functions and cognitive
map (Feuerstein, 1977), and the theoretica model of the triangle phenomenologies-
generalizations-notations as well, for the mathematic concepts learning significance
analysis, by Godino & Recio (1998).

In prior investigatiors performed in the above mentioned line, and the theory supporting
this as well, it is maintained that in contextua didactical scenarios, learning with meanings
of interest for the student is favored, with a sense in the scope of his school condition. This
has caused to investigate about what happens to a cognitive level in students in this type of

didactical environments.

This way, the investigation had as a goal analyzing cognitive functioning of students subject
to a learning experience about calculus contents designed specifically in the engineering
context.



First, a preliminary didactical study was performed, which was comprised of two parts: i)
an analysis about the mentioned career study plan, and courses analytical programs and the
text books used on them as well, with the purpose of determining calculus contents used in
areas of engineering field of studies; ii) a study about calculus students cognitive functions
in a typical problem situation of traditional didactical system, with the purpose of
characterizing cognitive order elements involved in solving a mathematical problem from
the point of view of the used theory, and useful as an immediate reference for the
experience development in context since there wasn’t any background about the theory in
use (at least, not in the caculus area, in the higher level of teaching, and a learning

experience in context).

Next, based on the results obtained in the preliminary didactical study above mentioned, a
didactical scenario was designed involving a problematic situation en the engineering
context, where least squares method is used to determine the regression straight line in a
collection of experimental data. In the resolution process of this problematic situation
cognitive functioning of students is analyzed in regard to the conceptualization of a two
variable function and partial derivative from the theory of cognitive functions aready point
out.

Finaly, a globa anadysis of experience is carried out and conclusions, comments and

suggestions are presented.

Work carried out contributes to the Matemética Educativa in several aspects, among them:
it offers a way to study and explain what happens in the student cognitive aspect when
learning is given in scenario in context; particularly, it is proposed a systematic form of
analyzing cognitive processes in a learning mental act, based on Feuerstein’s cognitive
functions theory, Godino and Recio conceptual tripkt (phenomenologies, generalizations
and notations), and an own theoretical resource emerging as a need in the development of
investigation: learning mathematical-cognitive acts



CAPITULO 1

INTRODUCCION

Se describe |o referente a los antecedentes, problema, justificacion, objetivo, hipotesis,

marco tedrico y método de la investigacion.

1.1 Antecedentes

Es bastante conocido en € ambito de la Matematica Educativa que diversos estudios
muestran cdmo la enseflanza habitual del clculo se basa en la transmision de
conocimientos con un énfasis muy marcado en e desarrollo de habilidades algebraicas, es
decir, se centra € aprendizaje en la préctica de métodos algoritmicos y procedimientos que
mecanizan €l saber, y se desatiende € discernimiento intelectual en la comprension de
ideas, nociones y conceptos, asi como sus relaciones y gque son necesarios, por gemplo, en
la resolucion de problemas. Més aln, el conocimiento generalmente se trata fuera de todo
contexto del mundo real, a lo mas que se llega en este sentido en un curso comin de
calculo, es a resolver los "problemas de aplicacion” que se proponen en los textos, los
cuales cas nunca corresponden a la redlidad. Esto tiene importantes consecuencias
(negativas) cuando los que aprenden son estudiantes que en el gercicio de su profesion
requieren de conocimientos y habilidades que les permitan resolver problemas de verdad.
Tal es el caso, por ejemplo, de quienes se preparan en carreras de ingenieria. Camarena
(1990, p. 24) establece que: "...parte de la problemética en ingenieria es que la matematica
se encuentra totalmente desvinculada de las asignaturas de la ingenieria, y la realidad del

ingeniero reclama esta vinculacién que en materia de educacion esté en tierra de nadie...".



Esta situacion, en € ambiente del aula, tiene implicaciones de suma importancia que
afectan la didéctica, por gemplo, sucede muy frecuentemente en clases comunes de
mateméticas en nuestro sistema educativo, que a proponer un problema tipico a resolver
(inmediatamerte después de estudiar 1os contenidos, definiciones, conceptos, etc., pero sin
ofrecer geemplos similares), los estudiantes reclaman porqué pretendemos que o resuelvan
s no les hemos dado un gemplo antes. Que eso no es posible. Desde su perspectiva, €
profesor debe primero explicar los procedimientos y métodos (paso a paso, con todo
detalle) para resolver un problemay después ellos "practicar” con otros similares. Algunos
de los dumnos, incluso, llegan a hacer comentarios como "sélo expliqueme, por favor,
como se hace (haciendo alusion a procedimientos, métodos o algoritmos), no me ponga a
pensar cOmo hacerlo". Situaciones como esta son comunes en |las ingtituciones educativas

de nivel superior en nuestro pais.

En particular, en e Sistema Tecnol 6gico de Monterrey, donde se realizo esta investigacion,
se imparte € calculo en los cursos (de tronco comin) denominados de "Matemaéticas para
Ingenierid' los cuales van del primero a tercer semestre, es decir, en e primer semestre,
Matematicas para Ingenieria | (cllculo diferencia de una variable), en & segundo,
Mateméticas para Ingenieria Il (calculo integral de una variable y series) y en € tercero,
Matematicas para Ingenieria 111 (célculo en varias variables e introduccion a célculo
vectorial).

Es importante sefidar que ain cuando estos cursos llevan e nombre explicito de "para
ingenieria’, realmente no hay diferencia alguna con otros cursos de calculo similares, es
decir, € contenido matematico y los objetivos de aprendizaje son los mismos. En los
programas de estudio correspondientes se puede leer, por gemplo, que el objetivo es
"proporcionar al alumno los conocimientos fundamentales del calculo diferencial de una
variable real que seran utilizados en la interpretacion, planteamiento y resolucién de
problemas especificos de su carrera” (para el caso de Mateméticas para Ingenieria l), sin
embargo, ni en dichos programas, ni en los textos que se sugieren para los cursos, se

mencionan o tratan esos "problemas especificos de su carrera’. Y mas todavia, en
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comunicaciones informales con los profesores que imparten estas materias, comentan que S
bien tienen alguna idea, en realidad no conocen problemas o situaciones especificas de las
carreras profesionales y, por tanto, se limitan a ensefiar, cuando mucho, el tipo de

aplicaciones que aparecen en los textos que ellos usan.

De manera similar, en plé&ticas con profesores que imparten cursos de especialidad en
ingenieria (Industrial y de Sistemas y en Sistemas Computacionales, para este caso en €
Campus San Luis Potosi del Tecnolédgico de Monterrey), donde se supone se emplean los
conocimientos de calculo estudiados en los cursos mencionados lineas arriba, ellos
comentan que realmente necesitan muy poco de estos conceptos, debido a que no se
involucran con las deducciones de métodos o formulas, solo las usan. Y como € tipo de
"problemas’ que se abordan no van mas ala de los rutinarios (los gercicios tipicos que se

presentan en los libros de texto de uso comun), no se necesita mas.

Estas situaciones, producto de la experiencia, creencias y costumbres de los profesores, que
a su vez resultan de su inmersion en e sistema didactico tradicional’, repercuten
directamente en €l aprendizaje de los estudiantes creando ideas falsas sobre o que se debe

(quéy cdmo) gorender y sobre la importancia de la matemética misma en su formacion.

En diversos trabgjos se mencionan las consecuencias negativas de estas situaciones, por

gemplo, Artigue (1995, p. 97) sefiadla que "...numerosas investigaciones realizadas
muestran, con convergencias sor prendentes, que si bien se puede ensefiar a los estudiantes
arealizar de forma mas o menos mecanica algunos calculos de derivadas y primitivasy a

resolver algunos problemas estandar, se encuentran grandes dificultades para hacerlos

! seentiende por sistema didactico tradicional aguél en que el profesor tiene € rol principal en €l proceso de
ensefianza aprendizaje mientras que los estudiantes asumen una actitud pasiva. El aprendizaje sucede

principal mente por repeticidn, no por descubrimiento, 1o que conduce a un aprendizaje producto del énfasisen
la mecanizacién del saber (esto no significa que el aprendizaje por repeticion sea erréneo o inadecuado, sino
que resulta insuficiente). Ademas, la didactica empleada esta determinada por el discurso de los libros de
texto. Las sesiones de clase se disefian en funcion del cumplimiento de los programas de estudio (que en

muchos casos estén elaborados en funcién de la estructura de contenidos de los libros de texto). En buena
medida, estas situaciones se deben a que los profesores no tienen una capacitacion profesional en docencia (y
mucho menos en didéctica de las matematicas), lo cua provoca que su trabajo como profesores de
matematicas se guie casi exclusivamente por las experiencias vividas como estudiantes, su percepcion de lo
que significa ser un buen profesor, y lo que dictan los programasyy libros de texto oficiales.
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entrar en verdad en e campo del célculo y para hacerlos alcanzar una comprension
satisfactoria de los conceptos y métodos de pensamiento que son €l centro de este campo
de las matematicas. Estos estudios también muestran de manera clara que, frente a las
dificultades encontradas, la ensefianza tradicional y, en particular, la enseflanza
universitaria, aun si tiene otras ambiciones, tiende a centrarse en una préctica algoritmica
y algebraica del calculo y a evaluar en esencia las competencias adquiridas en este
dominio. Este fendmeno se convierte en un circulo vicioso: para tener niveles aceptables de
éxito, se evalla aquello que los estudiantes pueden hacer mgor, y esto es, a su vez,
considerado por los estudiantes como lo esencial, ya que es lo que se evalGa...". Edas
situaciones condicionan € ambiente en e aula, la disposicion de los estudiantes para
aprender, su actitud ante los nuevos conocimientos. Saber matematicas significa, para los
alumnos, tener alguna habilidad para resolver ecuaciones, desarrollar procedimientos,
aplicar formulas y métodos, etc. Rara vez un estudiante concibe a las matematicas como
algo que le pueda ser Gtil més adla de eso, y cuando llega a suceder, no es del todo claro €
porqué es importante su estudio. ¢Qué se puede hacer?, ¢Coémo vincular los contenidos
mateméticos con las areas que puedan interesar a estudiante? Al respecto, Camarena
(2000, p. 5) menciona que: “...La matematica en contexto: ayuda al estudiante a construir
Su propio conocimiento de una matematica con significado, con amarres firmes y no
voldtiles; refuerza e desarrollo de habilidades matematicas, mediante €l proceso de

resolver problemas vinculados con los intereses del alumno...”

De esta manera, atendiendo la idea de que los estudiantes de ingenieria seran (en su futura
vida profesional y en e meor de los casos) usuarios de la matemética, y que lo que
requieren en su formacion es de situaciones que les muestren la utilidad de los
conocimientos mateméticos en su &ea de especididad, es que este proyecto de
investigacion se basa en la linea de estudio de la matemética en contexto, abordando la
problematica especifica de la fata de contexto en e aprendizaje del clculo en € nivel

superior de ensefianza.

La idea basica consiste en dotar de significado a los objetos y procesos mateméaticos

propios del calculo mediante el disefio de situaciones problema en contexto real de la
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ingenieria para estudiar €l impacto en e aprendizaje de los estudiantes en €l aspecto
cognitivo. Es importante sefialar que entre los antecedentes de trabajos sobre matematica en
contexto realizados en México, se cuenta con el Disefio de un Curso de Ecuaciones
Diferenciales en € Contexto de los Circuitos Eléctricos, Camarena (1987), € Analisis de
Fourier en el Contexto del Andlisis de Sefales Eléctricas y Electromagnéticas, Camarena
(1993) y La Serie de Fourier en e Contexto de la Transferencia de Masa, Muro (2000).
Sin embargo, para los fines de esta investigacion, es elemental considerar que
précticamente no se ha realizado trabajo sobre e calculo en contexto ingenieril respecto a
las funciones cognitivas involucradas en el aprendizaje de los estudiantes. Entendiendo a
las funciones cognitivas como los prerrequisitos basicos para que se den en forma
satisfactoria las operaciones mentales y en general el procesamiento de la informacion en
situaciones de aprendizaje, por ejemplo, a resolver un problema (esto se describe a detalle

més adelante en la seccion sobre el marco tedrico de este reporte).

En los trabajos mencionados lineas arriba, se proponen argumentos teoricos, se estudia el
impacto del disefio y puesta en escena de situaciones problemaéticas en contexto y se hacen
propuestas didécticas, pero no se redliza investigacion especifica y detallada sobre lo que
sucede en el aspecto cognitivo enel que aprende. Todo parece indicar en esos trabgos que
cuando el aprendizaje se da en situaciones contextualizadas se obtienen mejores resultados.
Particularmente por la enorme motivacion que se provoca en los dumnos y el significado
especifico, en el area de interés, que se supone adquieren las nociones, ideas y conceptos
matematicos. Sin embargo, S esto es asi, ¢qué es lo que sucede en la mente del estudiante

al respecto?, ¢qué elementos de orden cognitivo estan implicados en el aprendizaje?

1.2 Dé€finicion dd problema.

Como se ha sefidado, tanto profesores como estudiantes de carreras de ingenieria estan
generamente inmersos en e sistema educativo tradicional, en el que se ha perdido

significado en los principales conceptos y nociones mateméticas. Por tanto, se considera

necesario realizar investigacion a fin de proponer estructuras didécticas alternativas que
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posibiliten un mejor aprendizaje, un aprendizaje, en este caso, con significado en los
procesos ingenieriles reales, cercano a interés ce los estudiantes, donde el estudio del

célculo tenga sentido.

Para esto, resulta indispensable indagar sobre el funcionamiento cognitivo®> en los
estudiantes a enfrentarse a un escenario de aprendizaje del calculo contextualizado en
ingenieria, para poder contar asi con elementos que den luz sobre la forma en que sucede el
aprendizaje de nociones y conceptos mateméaticos en este tipo de escenarios. Esto permitiria
también estar en posibilidad de estudiar a futuro (no es un propdsito de este trabajo) los
posibles contrastes respecto a otras experiencias de aprendizaje y determinar, o a menos
explorar, el porqué de esos contrastes y sus implicaciones didécticas.

De estaforma, se define el problema de investigacion en los siguientes términos.

¢Qué sucede en e aspecto cognitivo en los estudiantes de
calculo cuando el proceso de aprendizaje £ realiza en
escenarios contextualizados dela ingenieria?

1.3 Justificacion

El problema de investigacion que se aborda surge como respuesta a la necesidad de
investigacion sobre los aspectos cognitivos mencionados en experiencias de aprendizaje en
el contexto de la ingenieria, y se reconoce que la situacion en la préctica educativa que
reclama esa investigacion esta marcada por un hecho que revela la experiencia en las aulas,
al menos en los primeros niveles de educacion superior: la creencia generalizada (o a
menos una duda constante) en los estudiantes, de que las mateméticas poco les serén Utiles

en su futuro &mbito profesional.

2 Se entiende que el funcionamiento cognitivo en un acto de aprendizaje esta determinado tanto por las
operaciones mentales (comparaciones, sintesis, andlisis, etc.) que posibilitan la interiorizacién y codificacion
de conocimientos, como por las funciones cognitivas (se describen en el marco tedrico de este trabajo) que
subyacen a nivel operativo, es decir, las funciones que posibilitan la maniobrabilidad para transformar y
adecuar las representaciones mentales en juego en dicho acto de aprendizaje.
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Se sabe que un antecedente directamente ligado a esta situacion, es que el proceso de
aprendizaje que han vivido los estudiantes en los niveles basicos, estd caracterizado
generalmente por |as tendencias de |a ensefianza tradicional, en este sentido, su experiencia
con las matematicas en la escuela no ha sido tal vez la mas conveniente. Y uno de los
factores més importantes. se cree que influye decisivamente el hecho de que tanto los
programas de estudio como el discurso matematico escolar, que se plasma en los textos de
cdculo, en particular, se basan en una estructura que propicia diversos conflictos en €

aprendizaje como se sefiala, por gemplo, en Cantora & Mirdn (2000), elos dicen que
"...la enseflanza habitual del andlisis matematico logra que los estudiantes deriven,
integren, calculen limites elementales sin que sean capaces de asignar un sentido mas
amplio a las nociones involucradas en su comprension. De modo que aun siendo capaces
de derivar una funcién, no puedan reconocer en un cierto problema la necesidad de una
derivacion...".

Estas situaciones provocan que se forme en los estudiantes una imagen conceptual
restringida, y en muchos casos errénea, sobre € estudio y la utilidad de las matematicas. En
particular, parece ser que € célculo para ellos no es més que una serie de formulas, reglas,
métodos, etc., que practicamente no tienen utilidad alguna. Evidentemente, es ésta una
situacion que resulta como consecuencia del sistema educativo a gque han estado expuestos,
sobretodo a sistema didactico imperante en la ensefianza y aprendizaje de las mateméticas.
Y es que en e sistema didéactico tradicional, por gemplo, cas nunca se muestran a
estudiante situaciones problematicas cercanas a su interés, donde se pueda observar la
utilidad de los conocimientos mateméticos. Esto predispone su funcionamiento cognitivo.
La actitud de los estudiantes hacia el aprendizaje de las mateméticas no es la misma cuando
no hay motivacion, cuando no hay interés por estudiar algo que, desde su perspectiva, no

les resulta dtil ni en su formacion profesional, ni en su futuro campo laboral.
Asi, en este sentido, resulta de sumaimportancia tratar |os fendmenos didacticos desde una

perspectiva que considere no solo el como ensefiar, sino también el qué ensefiar. Esta

preocupacion implica e andlisis tanto de los programas curriculares de las carreras
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profesionales, en este caso de ingenieria, como de los procesos didactico del profesor y los
cognitivos de los estudiantes, como sefiala Camarena (1984) en su metodologia para €
disefio de programas de estudio en carreras de ingenieria, en donde deja en claro las
necesidades del qué ensefiar de mateméticas en carreras de ingenieria'y su relacion con los

procesos didéacti cos.

Ademés, especificamente en relacion al aspecto cognitivo, se considera que éste constituye
un aspecto fundamental en la investigacion didactica actual porque puede ofrecer
informacién respecto a lo que sucede en la mente del que aprende. Se hace necesario
investigar como es que un sujeto se hace de conocimiento cuando se enfrenta a una
situacion problemética nueva, en un escenario de su interés, e interacttia con los recursos de
gue dispone en su memoria, tanto de orden cognitivo funcional y operativo (lo concerniente
al estado de sus capacidades en términos de funciones cognitivas y operaciones mental es)
como |os correspondientes a sus conocimientos matemati cos previos.

En particular, como se ha indicado, interesa € estudio del aspecto cognitivo cuando €

aprendizaje ocurre en escenarios en base a planteamiento de situaciones problematicas en
contexto. Existe evidencia (ver, por gemplo, las referencias en los antecedentes) y la
creencia en profesores de que en este tipo de escenarios se propicia un mejor aprendizaje,
por gemplo, en Rios, J. G. (2002) se sefidla “Creo que un recurso importante (entre otros)
en la ensefianza-aprendizaje de este tipo de cursos (matemdticas) es la realizacion de
proyectos por parte del estudiante, es decir, €l analisis y la solucion de un problema real
en donde es necesario la aplicacion de métodos matematicos. Tienen la ventaja de que los
estudiantes se involucran en problemas reales relacionados con su area de estudio, viven
en carne propia las dificultades de este tipo de tareas y les dgja la sensacion de que lo que
estan estudiando es Util .

Es menester entonces atender la situacion y estudiar 10 que sucede a nivel de funciones y
procesos mentales respecto a aprendizaje, porque finalmente, aunque intervienen factores
como habitos, creencias, costumbres y otros factores sociales y culturales (y que por su

importancia, por supuesto, no pueden ser ignorados), éste sucede como resultado de
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procesos y operaciones mentales internas que dependen de un funcionamiento cognitivo
individual.

Por otra parte, cabe sefialar que como un producto a futuro de los resultados obteridos en
este trabgjo (considerando € impacto que todo trabajo de investigacion debe tener en el
medio en que se desarrolla), se puede llegar a proponer una estructura alternativa al actual
discurso escolar del calculo (que se plasma en los libros de texto) que posibilite un mejor
aprendizagje de sus contenidos en base a disefio e implementacion de escenarios didéacticos

en el contexto especifico de las &reas de interés en ingenieria.

1.4 Supuestosdeinvestigacion

En este marco, la idea genera de investigacion que motiva este proyecto de investigacion
se apoya en e supuesto general que plantea que una buena aproximacién para aprender
significativamente calculo en carreras de ingenieria, es a partir del enfrentamiento de los
estudiantes con experiencias de aprendizaje en € contexto de su especiaidad, sustentado
por (Camarena 2000).

En particular, consideramos el supuesto de que en escenarios contextualizados en la
ingenieria, e funcionamiento cognitivo de los estudiantes propicia un aprendizaje
significativo de los conocimientos de calculo en € ambito del area de especiaidad de su

interés.

Como se ha sefidado, e funcionamiento cognitivo en una experiencia de aprendizaje
involucra tanto las operaciones mentales que posibilitan la interiorizacion y representacion
mental de conocimientos (y en consecuencia el aprendizaje), como las funciones cognitivas
gue subyacen a nivel operativo. Pero no sblo esto, sino que se ve afectado también, en
forma importante, por factores de carécter sociocultural. En particular por los factores

asociados a las formas de ensefianza a las que los estudiantes han estado expuestos en su
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historia escolar, sus creencias sobre las matematicas y su importancia y la actitud que

tienen, en genera, hacia el aprendizge.

Entonces, en un andlisis cognitivo sobre procesos de aprendizaje en situaciéon escolar, se
deben considerar, de alguna manera, todos |os elementos que intervienen; desde las propias
funciones y operaciones mentales, hasta los factores externos que afectan, modifican e
incluso condicionan el funcionamiento cognitivo de quien esta sujeto a las experiencias de

aprendizaje.

Preguntas de investigacion:

Delo anterior se desprenden las siguientes preguntas que estan directamente relacionadas a
los objetivos particulares de la investigacion: ¢Cudles son las funciones cognitivas
involucradas en el proceso de aprendizaje de ideas, nociones y conceptos matematicos?,
¢QUE caracteristicas tiene & funcionamiento cognitivo (en e sentido ya descrito) respecto a
la conceptualizacion de nociones mateméticas en una experiencia basada en le sistema
didactico tradicional de aprendizae del cdculo?, (Qué caracteristicas tiene €
funcionamiento cognitivo respecto a la conceptualizacion de nociones mateméticas en una

experiencia de aprendizaje del cllculo en el contexto en la ingenieria?
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1.5 Objetivos
Dado € problema de investigacion, se define €l objetivo general como sigue:

Analizar las funciones cognitivas® de estudiantes de célculo en

experiencias de aprendizaje dd concepto de funcion de dos
variablesy laderivada parcial en el contexto dela ingenieria.

Se debe sefidar que se asume, de acuerdo a los supuestos de investigacion planteados, que
los estudiantes tienen un mejor aprendizaje cuando los contenidos se tratan en contexto y
por consiguiente, se entiende a su vez, que los estudiantes logran un mejor aprendizaje s

éste es significativo (Ausubel, 1978), es decir, si 0s nuevos conocimientos se tratan en un
proceso consistente en que los pensamientos, expresados simbdlicamente de modo no

arbitrario y objetivo, se unen con los conocimientos ya existentes en el sujeto para producir
un verdadero aprendizaje. El disefio de experiencias didécticas debe permitir una relacion
intencionada (no arbitraria) y sustancial (no a pie de laletra) con los conocimientos e ideas
del alumno, es decir, € individuo debe desarrollar una serie de estrategias que le permitan
adquirir un conocimiento, amacenarlo y recuperarlo cuando sea necesario. Por
consiguiente, la eficacia de este aprendizaje esta en funcion de su significatividad, no, por
giemplo, de las técnicas memoristicas, situacion que se ve fortalecida con la matematica en

el contexto de laingenieria (Camarena, 2000).

De esta forma, resulta esencial investigar coOmo se logra ese aprendizaje significativo en
términos de los elementos cognitivos implicados en el proceso en que se adquiere €
conocimiento, de ali € interés en abordar € andisis de las funciones cognitivas que
soportan los procesos de pensamiento y que posibilitan e nivel de operatividad mental

adecuado para que suceda el aprendizaje.

3 De acuerdo alateoria de funciones cognitivas utilizada en la investigacion. Se describe en la seccion sobre
€l marco tedrico en el siguiente Capitulo.
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L os objetivos especificos de la investigacion son |os siguientes:

1. Determinacion de los contenidos del calculo que se usan en el area de especialidad

académica de la carrerade Ingenieria Industrial y de Sistemas.

2. Andizar las funciones cognitivas que intervienen en la resolucion de un problema
matematico en una experiencia desarrollada bajo € sistema didactico tradicional de

aprendizgje del cdlculo en ingenieria.

3. Anadlizar e funcionamiento cognitivo de estudiantes de calculo en una experiencia de

aprendizgje en €l contexto de la ingenieria.

Es preciso sefidar que € objetivo particular 2 se plantea con e proposito de obtener
informacion previa a disefio de la situacion poblema en contexto (objetivo general del
trabgjo y relacionado directamente a objetivo particular 3) sobre las funciones cognitivas
que intervienen particularmente al abordar un problema matemético en el dreadel célculo®;
en este sentido, ese objetivo particular constituye un referente preliminar en la

investigacion.

4 Considerando que no se cuenta con antecedentes de investigaci ones realizadas sobre | as funciones cognitivas
en el aprendizaje del clculo en el nivel superior de ensefianza, como se explicaen el siguiente Capitulo.
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1.6 Marcotedrico

El problema que se pretendia abordar y |os estudios realizados consecuentemente, se ubican
en € area cognitiva, dentro del marco de la matematica en contexto. Esto reclamaba una
fundamentacion del trabajo en referentes tedricos que ofrecieran los elementos para
analizar lo que sucede en el aspecto cognitivo durante todo € proceso de resolucién de
problemas en contexto, esto es, desde € planteamiento del mismo, hasta la propuesta de
solucién. Interesaba investigar sobre e aprendizagje de nociones del calculo mediante
situaciones problemédticas contextualizadas de la ingenieria, partiendo de la conviccion,
como se ha sefialado, de que esta contextualizacion posibilita un mejor aprendizaje, con
significado, perdurable, no pasgero, con sentido para e que aprende. Entonces,
evidentemente, uno de los aspectos de mayor relevancia en € trabgo era € de investigar
sobre lo que pasa en la mente del estudiante respecto a aprendizaje de conceptos, pero,
¢cOmMo se podria estar |0 mas seguro posible de observar, recoger, interpretar y analizar

objetivamente |0 que se ve 0 se cree ver en un sujeto que aprende?

Si € interés hubiera sido € de investigar solamente sobre la adquisicién de un concepto, tal
vez hubiera resultado suficiente con recurrir a alguna teoria cognitiva que ofreciera un
marco especifico para andizar los elementos implicados en e aprendizaje de una nocién
matemética en algun escenario comin de ensefianza, por jemplo, en base a los trabajos de
Piaget como (Piaget, J., 1972), la teoria de los campos conceptuales de G. Vergnaud
(1990), u otras similares, sn embargo, la intencion de estudiar e aprendizge
especificamente en situaciones contextualizadas, obligo a realizar la busgueda de referentes
tedricos que soportaran € andlisis de todos los factores implicados en e desarrollo del

proceso de implementacion de experiencias de aprendizaje del calculo en contexto, y por
ende, en e propio proceso de conceptuaizacion de nociones mateméticas. Es decir, €

soporte tedrico debia considerar, como una componente central, €l andlisis de los aspectos
cognitivos que se suceden en cada una de las etapas del proceso de resolucion de un

problema contextualizado, a saber (Camarena, 2000):
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1. Planteamiento del problema

Determinacion de las constantes y variables del problema

w

Incorporacion de los temas y conceptos matematicos necesarios para abordar el
problema

Obtencion del modelo matematico del problema

Solucién matematica del modelo matematico

Solucién

N o g b

Interpretacion de la solucion en términos del problema

Las perspectivas tedricas de los trabgjos de los investigadores sefidados lineas arriba, no
cubren completamente los elementos necesarios para analizar desde el punto de vista
cognitivo, por gemplo, todo e proceso de resolucién de una situacion problemética en
contexto, entendiendo que este incluye la comprension de tal situacion, el propio proceso
de resolucién y la emision de la respuesta. Y un aspecto muy importarte: ninguna de estas
teorias considera en su estructura, al menos como una componente central, €l estudio de las
funciones cognitivas que subyacen a las operaciones mentales en un acto de aprendizaje
(como la resolucién de un problema). De hecho, no se encontrd ninguna teoria cognitiva en
el ambito de la Matemética Educativa, que incorpore € andlisis del funcionamiento

cognitivo en este sentido.

Por otra parte, cabe sefidar que teorias como la de los campos conceptuales han sido
pensadas (al menos en su aigen) para € estudio de los procesos de conceptualizacion
progresiva de estructuras matematicas. Esto implica un andlisis en funcion de las etapas de
desarrollo mental, como indica Vergnaud (1990) cuando explica el objetivo de su teoria:
“Su principal finalidad es la de proporcionar un marco gque permita comprender las
filiaciones y las rupturas entre conocimientos, en los nifios y los adolescentes...” Y aclara
que “Las ideas de filiacion y de ruptura se refieren igualmente a los aprendizajes del
adulto, pero estos ultimos se efectlian bajo restricciones que son mas del orden de los
habitos y de sesgos de pensamiento adquiridos, que relativos al desarrollo del aparato

psiquico”.
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Y precisamente, € interés en esta investigacion estuvo directamente relacionado con lo que
sucede respecto alos efectos, a nivel cognitivo, de tales hdbitos y sesgos de pensamiento en
situaciones de aprendizaje. Sobre todo considerando que el presente trabajo se realizd con
estudiantes de calculo en carreras de ingenieria, es decir, con personas en edad adulta, en

gue se supone han alcanzado la madurez cognitiva.

Asi, en lo que resta de esta seccidn primero se reflexionara y externaran puntos de vista,
aunque en forma global, sobre las diferentes aproximaciones de la psicologia en la
direccion que interesa en la investigacion, y posteriormente se tratard sobre la eleccion de
los referentes tedricos en términos de las consideraciones sefidladas lineas arriba, y se
realizara una descripcion detallada de los mismos.

En relacion a la psicologia, partimos de la idea de que - siguiendo a destacado pensador
francés Gastén Bachelard- la ciencia construye su objeto de estudio como un objeto
tedrico. Luego, de esa construccion debera instrumentarse una operatoria que transforme lo
real. Es decir, que si bien € objeto es una construccién hipotética, no debe ser un mero
idealismo, debe poder operar transformaciones en la realidad. Esta construccién surge con
una pregunta. Es justamente el modo de preguntarnos, e modo de interrogarnos, |o que va
ha constituir un determinado campo. Este sera un campo tedrico y del mismo se deberan

derivar sus reglas de aplicacion, es decir, sus modos de operar en |o real.

Haremos a continuacion un breve recorrido por las principales posturas en relacion a las

preguntas basicas que han orientado el desarrollo de la Psicologia.

La pregunta por el aprendizaje A fines del siglo XIX, la naciente Psicologia se separaba

de la Filosofia y lo hacia bgjo € fuerte influjo de la fisica y la quimica, ademés de la
fisologia demana y e empirismo inglés. Centraba su interés en los procesos de la
conciencia y les estudiaba por medio del método llamado introspeccion, o sea, la
observacion de los propios fendbmenos mentales. Su enfoque era elementdista y
asociacionista, es decir, que reducian los fendmenos mentales humanos a sus elementos

ultimos y buscaban las leyes que permitieran comprender como se asociaban unos con
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otros. Buscaban entender como se percibia, sentia, recordaba etc. Su idea central,
proveniente de las ciencias naturales, era que primero es e sistemay luego hay que realizar

el gercicio artificial de desglosar sus elementos.

Es, a principio del siglo XX, en las Universidades de los Estados Unidos donde surge €
interés por una Psicologia que rechazara las especulaciones y que tuviera un fuerte apoyo
en la observaciéon objetiva de los hechos. Surge asi la demanda por una teoria que fuera
capaz de ser mensurable, verificable por un observador externo y que sus experimentos
fueran repetibles, para que de esta manera, constituyera un campo cientifico y objetivo.
Esta corriente que se llamara Conductismo, estara influenciada por el "Positivismo" en su
busqueda de regularidades, es decir leyes del comportamiento; por €l "Pragmatismo” en su
requerimiento de aplicaciones Utiles y por € "Evolucionismo" en su jerarquizacion del
concepto de adaptacion. La cuestion central sera referida a cdmo hace un organismo (ya
que de eso se trata la forma en que consideran a lo humano) para adaptarse a medio y asi
poder sobrevivir. Debe poder aprender de la experiencia para tener mejores posibilidades

de sdlir victorioso en lalucha por la vida.

Por lo tanto, la palabra clave en € conductismo es adaptacion, y ésta es una forma de
aprendizaje La cuestion central en esta concepcion es lograr explicar como se realiza esa
modificacion del comportamiento que se llama aprender. La respuesta vendra del lado de la
idea de conexién y es por eso que serén denominados conexionistas. Se asume que en toda
nueva conducta, el aprender se logra por nuevas conexiones que se establecen a partir de las
escasas conductas que cada organismo trae a nacer. Para esta linea de interrogacion, la
mayor parte de la conducta humana es aprendida - de ahi |o de nuevas conexiones 0 sea que
no es innata y s es, por lo tanto, alimentada por influencias ambientales antes que por

causas internas. En sintesis, podemos decir que este enfoque se caracteriza por: 1) el énfasis
en el aprendizaje humano andlogo a animal, 2) énfasis en las sefiales o estimul os presentes
en lasituacion de aprendizaje y no en causas internas de la conducta, 3) mecanicistas en sus
leyes del aprendizaje, 4) énfasis en la descripcion objetiva de los eventos del medio

ambiente, 5) control experimental sobre el objeto de estudio, es decir, en relacion a cudles
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son los acontecimientos que efectivamente ocurren en e medio, que posibilitan que &

organismo responda apropiadamente a | os aspectos rel evantes del mismo.

Vemos que la pregunta por €l aprendizaje esta sostenida fundamentalmente por las ideas de
individuo, organismo, ambiente, adaptacion, conexion, condicionamiento, reflejos y en
dltima instancia, en movimientos musculares y secreciones glandulares, entendidos como

procesos fisicos y quimicos, en que se manifiesta toda conducta.

Proveniente de un territorio distinto, la teoria psicoanalitica del vienés Sigmund Freud,
marco no solo un enfoque novedoso del psiquismo, sino que desarrollé también un modo
de abordar € tema de su interés: el sufrimiento humano. La Ilamada Teoria 'y Clinica del
Psicoandlisis nace en e campo médico y como consecuencia de la necesidad de poder
enfrentar de alguna manera €l dolor que traian los pacientes que en ese entonces
demandaban una respuesta a joven medico austriaco. Dirigian su pedido a profesiona
para que &te diera una respuesta a porqué eran asaltados por las ideas y miedos que
brotaban en sus mentes, o porqué no podian beber agua, caminar, tener sensibilidad, etc.,

sin ninguna lesion neurolégica que lo justificara

Esta teoria responde a la pregunta por € saber, e intenta dar respuesta a la dindmica de la
psique humana, estudiar € inconsciente y la influencia de un sujeto cuando habla a otro d
grado de provocar cambios en su conducta. Por las caracteristicas de este campo

psicologico y los fines de este recuento, no iremos mas alla en esta pregunta.

La pregunta por € conocimiento. La "pregunta por € aprendizge’ limitaba e campo
tedrico a los métodos publicos de observacion, rechazando la construccién de hipotesis y
excluyendo, ademés, todos los conceptos referidos a mente, pensar, imaginar, plan, deseo,
intencion, etc. La creencia en la supremacia del poder determinante del medio modeld un
individuo que actuaba como reflector pasivo de fuerzas y factores presentes en su ambiente,
en donde no habia lugar para una accion sostenida por ideas o propdsitos. Este estado de
C0Sas No Se sostuvo por mucho tiempo, ya que & estudio de los procesos cognitivos -

ligados a desarrollo filosofico de Occidente- como e pensar, la resolucion de problemas y
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la naturaleza de la conciencia, volvieron a tener protagonismo en la psicologia académica
norteamericana arededor de la década del 50. Asimismo, en Europa a principio de siglo,
surge la propuesta llamada "Gestalt", teoria centrada en estudios sobre lo
intersubjetivamente constante en la percepcion, tanto humana como de los animales
superiores. Se interesa por los procesos mentales. La pregunta por la forma en que
conocemos nuestro mundo, apelando a conceptos mentalistas los asocia y a su vez los
enfrenta con el campo del conductismo. Por otra parte, en Suiza, un bidlogo, Jean Piaget,
plasma su objetivo basico de elaborar una teoria epistemol 6gica (estudiar |a produccién del
conocimiento humano), interesdndose por la psicogénesis del conocimiento. Retoma los
clasicos problemas de la filosofia occidental, como: ¢que es € conocimiento?, ¢como es
posible el conocimiento?, ¢qué pertenece a sujeto y que a objeto en el acto de conocer?, y
los sustituye por una pregunta englobante: ¢cOmo se pasa de un estado de menor
conocimiento a otro de conocimiento mas avanzado? Construyo la categoria de sujeto
epistémico en donde incluye lo que es comin a todos los sujetos en el proceso del

conocimiento, es decir, describe un modelo universal. Su preocupacion por el desarrollo va

de lamano con e uso de categorias |6gicas, simbdlicas, es decir, mentalistas.

Este campo psicoldgico, en donde podriamos nombrar muchos mas autores igualmente
significativos (Bruner, Vigotsky, Wallon, Bartlett, etc.), es el que algunos han |lamado
cognitivo en sentido amplio, ya que si bien estudia los problemas pertinentes ala cognicion
humana (percepcion, memoria, pensamiento, etc.), debe ser diferenciado de aquél otro -lo
cognitivo en sentido estricto- que pretende estudiar los procesos mentales mediante un
andlisis cientifico, utilizando la analogia de la mente con la computadora, y que a su vez

se hallamado las Ciencias Cognitivas.

El objetivo de las Ciencias Cognitivas es € andlisis cientifico de los procesos mentales y
estructurade la memoria con € fin de comprender |a conducta humana (Gardner, 1988). Su
componente psicolégica € sostiene en un modo de abordar la cognicion que recurre a
eventos interiores, es decir mentales, que construye un modelo conceptual de las estructuras
y de los procesos internos, que pone énfasis en la comprension y en la explicacion, que

utiliza como metodologia la modelacion y la programacion, y que fundamentalmente se
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apoya en laidea de representacion mental, que es definida como la forma o la estructura
gue adquiere la informacion codificada en la mente humanay los procesos mentales son las
maniobras mediante las cuales se manipulan y transforman esas representaciones mentales.
Determina que la actividad cognitiva humana debe describirse sobre la base de simbolos,
esquemas, imagenes, ideas, proposiciones, etc. Interesa entonces, estudiar a los individuos
gue enfrentan de manera activa y con estructuras y procesos mentales propios, los

problemas que aparecen en su vida.

Es evidente que el campo que se define desde b "pregunta por €l aprendizge”, entra en

permanente colision con esta propuesta representacional de la " pregunta por el conocer”.

La ciencia cognitiva se ha constituido en la nueva ciencia de la mente En su desarrollo, s
destaca la presencia de investigadores provenientes del campo de la matematica, fisica,
cibernética etc., los que van conformando un nuevo territorio, principalmente de orden
conceptual, que se cristaliza en un entrecruzamiento interdisciplinario. Se reconoce que es
un campo que trata con aspectos de la cognicién compleja, con modelos de los procesos
cognitivos, sistemas inteligentes y la conducta emergente de los sistemas interactivos en
gran escala. Toma prestado de una amplia variedad de disciplinas, incluida, como se ha
visto, la psicologia, las ciencias de la computacion, la linglistica, las matematicas, la
filosofia, la neurociencia y otras. Sus metas incluyen una mejor comprension de la mente

humana, de la ensefianzay €l aprendizaje y de las habilidades mentales.

En general, se mnsidera que las Ciencias Cognitivas, comparte con la Psicologia su base
empirica, su interés por los procesos mentales, la formacion de simbolos, las estructuras
mentales, la inteligencia -signifique esto lo que signifique-, pero discrepan en que la
Psicologia -como conjunto difuso de preguntas- no ha dgjado de interrogarse por 1o que
[lamamos |la experiencia humana, es decir, un hombre que desea, que sufre, que depende de
una crianza, gque crece, que se sabe mortal, que vive en una sociedad, en una cultura y en
una historia.
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De esta manera, en funcion del objetivo general que se persigue en este trabgo, y
considerando que e hombre no puede ser reducido a un mero procesador de informacion,
se decidid basar los estudios en la idea cientifica del campo de bs Ciencias Cognitivas,
pero con dos consideraciones importantes. (1) incluir aspectos del comportamiento
psiquico; es decir, para el andlisis del funcionamiento cognitivo, se recurrira a laidea de la
analogia entre mente y ordenador como una base cientifica de estudio, pero se incorporaran
elementos tedricos que nos den luz sobre los factores internos en que se basan |os procesos
mentales y que influyen en las conductas de aprendizaje de los estudiantes; (2) implementar
una forma sistemética de analizar especificamente lo concerniente a la conceptualizacion de

nociones mateméticas en una experiencia de aprendizaje en contexto.

Entonces, atendiendo estas ideas y con el objeto de redizar el estudio cognitivo enlos
términos en que se ha descrito, tomaremos para la primera consideracion lateoria del mapa
cognitivo y, en particular, la teoria de las funciones cognitivas como las concibe R.
Feuerstein (1977), y para la segunda, e modelo tedrico de la tripleta conceptua

fenomenol ogias-generalizaciones-notaci ones de Godino y Recio (1998).

1.6.1 El mapay las funciones cognitivas de Reuven Feuerstein®

El mapa cognitivo es un instrumento que hace posible la representacion de una serie de
conceptos con un significado y unas relaciones, enmarcado todo ello en un esquema.

Desde una perspectiva cognitiva e mapa nos ayudaria a conocer cOmo se aprende o, como
dice Novak: “el mapa cognitivo es una técnica mediante la cual podemos exteriorizar
conceptos, también ayuda a aprender con significado, explicitar y relacionar al
aprendizaje adquirido recientemente con € gue ya se poseia, permitiendo la comprension

de los conceptos y sus relaciones jerarquicas’ (Novak, 1984; pag. 17).

® Todas | as definiciones que se presentan en esta seccién sobre el mapa cognitivo y lasfunciones cognitivas
fueron tomadas de (Feuerstein, R., 1977).
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El modelo de Feuerstein incluye siete pardmetros que pretenden reflgar amplias
dimensiones cognitivas, todas ellas susceptibles al cambio. A través del mapa cognitivo
podemos localizar los puntos especificos en donde aparecen dificultades u obstaculos en €

aprendizaje.

1. Parametros de mapa cognitivo

El modelo se basa en pardmetros a través de los cuales se puede analizar el acto mental.
Este término se utiliza para describir cada funcion alo largo del proceso de pensamiento, es
decir, cuando se rediza un acto menta —como por gemplo resolver un problema-, €
pensamiento progresa a lo largo de tres fases que tienen una estrecha relacion y se
sobreponen a lo largo del proceso. Los parametros del  mapa cognitivo nos permiten
analizar y categorizar € acto mental.

1.1 Contenido

Cada acto mental se ha de describir de acuerdo con la materia que trata; ésta se ha de
analizar en funcion del universo de contenido sobre € que se opera. El contenido de
cualquier material, test o problema ha de estar en consonancia con la competencia de la
persona, por tanto, cuando se pretende estudiar una operacién cognitiva especifica el

contenido juega un importante papel.

Ademés, e contenido es una de las areas de funcionamiento cognitivo que mejor reflgjalas
diferencias individuales en la educacion, ya gque segun la procedencia sociocultural del
individuo éste presentard una competencia relativa en ciertas areas.

Esta es la razon por la que en € terreno educativo se debe cuidar e contenido que se

pretende ensefiar a estudiante, no cayendo en los extremos de suma facilidad o extrema

dificultad. La excesiva familiaridad con un contenido puede provocar en e alumno una
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falta deinterés, de la misma manera que un contenido educativo extrafio puede producir un

rechazo.

1.2 Modalidad del lenguaje

La modalidad, forma de presentacion de la informacion, es e segundo parametro del mapa
cognitivo, y hace referencia a la variedad de lenguajes en los que se puede expresar un acto
mental. Estas formas de presentacion pueden ser: figurativa, numérica, simbdlica, verbal,
gestual, kinestésica, 0 muchas otras que expresen o transmitan la informacién, facilitando la

elaboracién de la misma.

Laimportancia de ese pardmetro radica en el hecho de que el rendimiento manifiesto de un
individuo depende de la clase de modalidad empleada, puesto que no todos los individuos
son capaces de aprender con la misma facilidad y en la misma forma. Para Feuerstein y sus
colaboradores, la modalidad en la presentaciéon y planificacion de tareas educativas ha de
ser cuidadosamente considerada por el profesor o por €l experto en educacion, tanto para la

investigacion como para el disefio de materiales de instruccidn (Feuerstein y otros, 1980).

1.3 Operaciones mentales

El tercer parametro del mapa cognitivo hace referencia ala operacion mental, conjunto de
acciones interiorizadas, organizadas y coordinadas, en funcién de las cuales realizamos la

elaboracion de la informacion que recibimos.

¢Qué relacion tendrian el acto mental y la operacion? Sencillamente, la exigencia que tiene
todo andlisis del acto mental de definir la naturaleza precisa de la operacion implicita. Es
decir, la actividad mental puede fluctuar desde niveles muy simples a niveles muy
complgos, de ahi que la operacion que se necesita para resolver una actividad pueda oscilar
desde &l simple reconocimiento o identificacion de objetos hasta niveles méas compleos que
exijan operaciones tales como clasificacion, seriacion, multiplicacion légica vy

comparaciones.
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Junto con la operacion, es importante definir y concretar los prerrequisitos o funciones
necesarias para su aplicacion. El proceso del pensamiento implica diferentes clases de
operaciones: por gemplo; laclasificaciony el andlisis son buenos gjemplos de operaciones
mentales. Dichas operaciones se desarrollan a través de las relaciones que e individuo
establece entre las cosas y € medio ambiente. El uso de las funciones cognitivas permite al
sujeto una cierta flexibilidad para procesar la informacion necesaria para la operatividad
mental. Consecuentemente, esto hace posible comprender los procesos implicitos en €

procesamiento de la informacion, o, lo que eslo mismo, € andlisis de la cognicion.

1.4 Fases del acto mental

El cuarto parametro del mapa cognitivo se refiere a las fases en las que tiene lugar €l acto
mental: input (entrada), elaboracion y output (salida). Estas tres fases estan
intercorrelacionadas y cada una de €ellas tiene sentido en la medida en que esta en estrecha
relacion con la otra. La fase es un parametro fundamental en el andlisis del acto mental de
un sujeto puesto que posibilita € estudio sistematico del proceso de pensamiento, por

giemplo, en laresolucion de un problema.

A lo largo de las tres fases del acto mental ocurren una serie de funcionesy de disfunciones
cognitivas, disfunciones que interfieren en el aprendizaje, impidiéndole a sujeto aprender

deformaeficaz.

Una disfuncién cognitiva es una cierta incapacidad para redlizar € acto mental. Las
funciones deficientes o disfunciones ayudan a identificar los prerrequisitos del pensamiento
y nos indican las deficiencias de aguellas funciones que permanecen interiorizadas en el
pensamiento, que no deben confundirse con las operaciones o contenidos propios del

pensamiento.
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1.5 Nivel de complejidad.

El nivel de complgidad ha de ser entendido como la cantidad y calidad de unidades de
informacion necesarias para que se produzca € acto mental.

Una “unidad de informacion” es la cantidad minima de conocimientos que ha de tener un
sujeto para que se produzca un acto mental especifico. La complgjidad vendria determinada
por € nimero de unidades de informacion y la calidad de éstas, en funcion del grado de
innovacién y de la familiaridad que e sujeto tenga con el problema. De ahi que cuanto més
familiar es la informacién, menos complejo sera e acto mental y, por € contrario, cuanto
méas novedosa sea la informacién, mas complejo serd el acto mental.

El pardmetro de complejidad, basado en e nimero y la innovacidn, tiene una especial
relevancia, tanto para el disefio de materiales de apoyo en investigacion como para la

evolucion de un proceso de instruccion.

1.6 Nivel de abstraccion

Es la distancia que hay entre un acto mental y el objeto o suceso sobre € cua se opera, de
tal forma gque e contenido puede oscilar desde la pura percepcion sensoria hasta el nivel
mas elevado de abstraccion y representacion mental. Por jemplo, una actividad como la de
clasificar blogues o separarlos de acuerdo con un sistema de clasificacion previamente
fijado, puede variar desde gecutar la separacion con las manos hasta representar
mental mente dicha clasificacion aplicando algun principio (Prieto, S. D., 1992). Todavia es
mas abstracta la aplicacion de operaciones a proposiciones puramente hipotéticas sin
referencia a objetos reales, de tal forma que, utilizando la operacion mental y € universo de
objetos 0 sucesos a los cuades se aplica, puede establecerse una jerarquia de niveles de

abstraccion.
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Por elo, por gemplo, un falo en la clasificacion no implica necesariamente una

incapacidad para clasificar, sino més bien una dificultad para operar en un nivel dado de

abstraccion.

1.7 Nivel de€ficacia

El acto mental también puede ser descrito y analizado de acuerdo con el grado y nivel de

eficacia con que se produce.

Como criterio de eficacia se usa el complejo rapidez/precision, y/o la cantidad de esfuerzo
proyectado objetiva y subjetivamente por e sujeto en la actividad presente.

El nivel de eficacia se puede concebir como una dimensién que difiere cualitativa y
cuantitativamente de los otros seis pardmetros, aln a pesar de que puede quedar
determinado y afectado por uno de dlos o por la combinacién de los mismos. Por gemplo,
un nivel de complejidad bajo —por el contenido demasiado familiar a sujeto- puede hacer
eficaz el acto mental que opera sobre esta actividad. Sin embargo, ala hora de la evaluacion
es muy dificil separar |a eficacia de la verdadera capacidad del sujeto, ya que intervienen
otras variables como son |las destrezas e informaciones que posee (Prieto, S. D., 1992).

Es precisamente esta confusion entre eficaciay capacidad la que, en muchas ocasiones, trae
como consecuencia un diagnostico erréneo de la informacion y puede provocar

interpretaciones y conclusiones falsas.

Por tanto, la eficacia para una tarea siempre depende de una variedad de factores
intrinsecos y extrinsecos que afectan a individuo —taes como la ansiedad o baga
motivacién que pueden quebrantar nuestra eficiencia para una actividad particular. Por €
contrario, e grado de cristalizacion del acto menta y la automatizacion del mismo pueden
determinar la naturaleza y magnitud el impacto de estas variables en la eficacia del sujeto.

Es decir, cuanto més recientemente se haya adquirido un modelo de conducta, menos

33



resistente serd la actividad a otra nueva y, por tanto, més vulnerable a factores nuevos que

puedan aparecer.

Precisemos pues que la eficacia de un sujeto esta determinada, al menos en buena parte, por

lafamiliaridad, las operaciones involucradas en la actividad y € grado de motivacion.

Hablemos ahora de otra dimension importante en e desarrollo de la eficaciai la
automatizacion. La automatizacion progresiva de algunas conductas es un proceso que
lleva a la reduccion de la cantidad y nivel de esfuerzo necesario para generar un acto
mental. El proceso de automatizacion conduce a una familiarizacién con ciertos
componentes de la tarea y a una cierta capacidad para invertir parte de la energia en

aquellas tareas que exigen mayor precision y rapidez.

Por e contrario, la ineficacia también se puede dar cuando un sujeto esté excesivamente
familiarizado con la tarea, intentando buscar relaciones o soluciones que realmente no
existen. Esto se observa, a veces, en sujetos inteligentes que, a enfrentarse con actividades
demasiado faciles, pasan buen rato, mucho més de lo que realmente necesitan, buscando

soluciones mas complgjas de las que realmente existen.

2. Lasfunciones cognitivas

Las funciones cognitivas son consideradas como los prerrequisitos basicos de la
inteligencia. Son las funciones que subyacen a las operaciones mentales, sirven para la
interiorizacion de la informacion y permiten la autorregulacion del organismo. La
interiorizacion es el pilar basico del aprendizaje y de la adaptacion y, por tanto, de la
inteligencia. ‘Las funciones cognitivas como actividades del sistema nervioso explican, en
parte, la capacidad del individuo para servirse de la experiencia previa en su adaptacion a

nuevas situaciones’ (Feuerstein, 1979).
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2.1 Funciones cognitivas en lafase de entrada

Estas funciones se refieren ala cantidad y calidad de los datos acumulados por el individuo

antes de enfrentarse a la solucion de un problema.

1) Percepcidn clara: Conocimiento exacto y preciso de la informacion. El sujeto ha de
recibir la estimulacion de acuerdo con los parametros de simplicidad y familiaridad, de
manera que pueda enfocar su atencion para captar todo tipo de informacion a través de los
sentidos. Por €l contrario, la estimulacion novedosa y compleja le incapacitara para

indiscriminar de forma adecuada |os estimul os convenientes.

La disfuncién cognitiva percepcion borrosa consiste en un proceso pobre e impreciso de
los datos de la informacion. Esta deficiencia implica percibir los estimulos de forma
incompletay sin detalles. Lafalta de claridad lleva a los sujetos a definiciones imprecisas.

2) Exploracién sistematica de una situacion de aprendizaje: Es la capacidad que muestran
algunos individuos para organizar y planificar la informacion cuando se les presenta, bien

en lavidaordinaria o bien en el aprendizaje sistematizado.

La disfuncion de la exploraciéon sistematica es la impulsividad ante una situacion de
aprendizaje consistente en una incapacidad para tratar la informacion de forma sistemética

y planificada. Esta es una de las disfunciones cognitivas mas faciles de observar.

“La impulsividad es una de las principales causas de los fallos en la solucion de
problemas. Feuerstein la clasifica en tres tipos. En primer lugar, existe un tipo de
impulsividad que parece tener un origen biorritmico o constitucional y se manifiesta por la

rapidez inapropiada con la que una persona responde a una serie de estimulos.
Un segundo tipo de impulsividad implicaria un control sobre la conducta motora, como

una funcion del proceso mismo de la inhibicidn. A veces sucede que algunos sujetos, que

en un tiempo previamente determinado, deben resolver tareas que exigen una cierta
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rigurosidad, se debaten entre realizar la tarea rapidamente o realizarla con precision,

aungue inviertan en ello mas tiempo del convenido.

El tercer tipo de impulsividad, cuyo origen no es ni constitucional ni biorritmico ni incluso
conductual, se observa en la falta de control, que junto con la limitada consciencia de
datos relevantes hace que e sujeto llegue a dar respuestas inapropiadas. A este tipo de
impulsividad Feuerstein la llama epistémica, en el sentido de que e estudiante muestra su
incapacidad y falta de atencién al incorporar los datos que ya previamente habia
contemplado” (Prieto, S. D., 1992).

No siempre ni necesariamente la impulsividad es el resultado de una incapacidad para
atender, aungue bien es verdad que en la mayoria de los casos es €l producto de una falta de

objetivos en € acto mental, como resultado de la incapacidad para definir un problema.

La impulsividad afecta a los tres niveles del acto mental. En € input se manifiesta en la
incorporacion fragmentaria, incompleta'y confusa de los datos; en €l nivel de elaboracion
la impulsividad hace que € sujeto carezca de procesos internos de presentacion; por tanto,
la conducta se manifiesta a través del ensayo-error, respuestas a azar y motdricas; y en la
fase de output, la conducta impulsiva se traduce en las elecciones imprecisas, respuestas
absurdas y erroneas, aun cuando la respuesta correcta pueda estar en € repertorio
conductual del sujeto (Prieto, S. D., 1992).

3) Habilidades linglisticas a nivel de entrada: Capacidad para discriminar y diferenciar
objetos, sucesos, relaciones y operaciones a través de reglas verbales. Ello implica una
cierta habilidad para establecer € significado de simbolos y signos. También incluye la
codificacion y decodificacion.

La disfuncion consistiria en la incapacidad para entender palabras y conceptos, o en la
dificultad para utilizar con precision y entender adecuadamente las palabras y conceptos
que son necesarios en €l aprendizagje. Cuando se presenta esta disfuncion hay que dar a

gue aprende la informacion muy limitada, es decir, pequefias unidades de informacion para
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que no se le acumule la tarea, y a continuacion pedirle que intente relacionar pequefias
unidades de informacién. La ausencia de codigos verbales especificos afecta no sdlo a la

fase de entrada sino también a la de elaboracion y respuesta.

Asi, por giemplo, en la ensefianza de analogias € aspecto mas importante que se valora es

la deduccion de la relacion, que permitira establecer la analogia compl eta.

En definitiva, los cddigos verbales permiten utilizar todo tipo de relaciones y facilitan la

comprensiéon y comunicacion de los niveles abstractos de pensamiento.

“La falta de instrumentos verbales adecuados se manifiesta de forma evidente en las
respuestas de |os sujetos que presentan déficit cognitivos. Al igual que la impulsividad, la
insuficiencia de recursos linglisticos afecta a las distintas fases del acto mental: en la fase
de input, la ausencia de codigos verbales reduce la cantidad y calidad de la informacion;
en la fase de elaboracion, la capacidad para establecer generalizaciones se vera
disminuida cuando el sujeto carezca de los términos de relacion propios para establecer la
analogia en aquellas tareas referidas a la comparacion y clasificacion, y en la fase de
output, la existencia de codigos verbales permite el uso de relaciones complejas y facilita
la comprension y comunicacioén de operaciones y relaciones abstractas. Por tanto, la
ausencia de las operaciones de codificacion y decodificacion haréan imposible la
comunicacién de la respuesta” (Prieto, S. D., 1992).

4) Orientacion espacial: Capacidad para establecer relaciones entre sucesos y objetos

situados en el espacio.
La disfuncion sera la falta o deficiencia en la orientacion espacial consistente en la
dificultad para identificar la relacion que guardan en €l espacio los sucesosy las cosas, ala

vez que implica una ciertaincapacidad, por parte del alumno, para orientarse en el espacio.

La deficiencia, e incluso la ausencia de los concepbs y sistemas de referencia espacio-

tempora incapacita a que aprende para llegar a establecer, representar, proyectar y
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conceptuar las relaciones entre objetos y sucesos. Asi, es muy frecuente encontrar sujetos
gue no mangan bien las relaciones espaciales a nivel proyectivo ni euclidiano, ya que

carecen del nivel de representacién mental que dichos niveles exigen.

5) Orientacion temporal: Implica la incapacidad para identificar la relacion entre sucesos
pasados y futuros. Las relaciones temporales aparecen muy deficitarias, por g emplo, en los
sujetos con problemas de rendimiento y en los deprivados culturales, debido a que €
tiempo es un concepto abstracto que requiere un pensamiento de tipo representativo
relacional, siendo un concepto dificil de ensefiar, incluso mas que algunas relaciones

espaciales.

La incapacidad para establecer relaciones temporales hace que € sujeto no pueda ordenar,

resumir, comparar ni secuenciar los sucesos tal y como acontecen en la realidad.

“ Tanto los conceptos espaciales como |os temporales son necesarios para definir nuestras
percepciones. La percepcion individual tiene un significado en la medida en que unos

sucesos se insertan dentro del espacio y e tiempd” (Feuerstein, 1979).

6) Conservacion, constancia y permanencia del objeto: La estabilidad perceptiva depende
de la capacidad para conservar la invariabilidad de los objetos por encima de posibles
variaciones en algunos de sus atributos y dimensiones. Asi, e tamafio, la forma, la
orientacion y la cantidad, entre otras caracteristicas, permanecen estables, a pesar de

algunas transformaciones en otros atributos.

Precisamente la operacion mental, como funcion interiorizada reversible y coordinada con
una estructura, es la que permite llegar a la reversibilidad, proceso mental que subyace en
la conservacion. La reversibilidad de pensamiento es la capacidad para gjecutar una accion

en los dos sentidos del recorrido, sabiendo que se trata de una misma accion (Piaget, 1924).
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La disfuncion cognitiva de la conservacion y de la reversibilidad es la irreversibilidad o
rigidez del pensamiento que, asociada a la percepciéon episddica de la realidad, impide

establecer relaciones de |os objetos entre si.

“ Los sujetos que muestran una cierta dificultad en la conservacion también manifiestan
una capacidad muy limitada para categorizar ” (Prieto, S. D., 1992).

7) Organizacion de la informacion: Capacidad para utilizar diferentes fuentes de
informacién a la vez. Esta funcion es la base para establecer relaciones entre objetos y
sucesos. La capacidad para encontrar coherencia o incoherencia a diferentes informaciones
es una condicion necesaria para establecer el principio de “equilibrio” que exige la solucién
de problemas. Es decir, ante la resolucion de un problema el sujeto se plantea como utilizar
las diferentes informaciones que tiene a mano, por tanto necesita una minima capacidad de
relacion para conectar éstas entre si y encontrar una cierta coherencia que de sentido a su
respuesta.

Por €l contrario, la disfuncion se manifiestaen la incapacidad del sujeto para relacionar y
considerar dos 0 mas fuentes de informacion a la vez. La fata de utilizacién simultanea de
una o mas fuentes de informacién se puede dar en las tres fases del acto mental, en la de
input se observa esta deficiencia cuando el sujeto sblo toma en consideracion una de las
diversas alternativas o dimensiones del item.

Esta incapacidad también se manifiesta durante la fase de elaboracion en el hecho de que €
alumno no puede utilizar toda la informacion disponible porque no la ha organizado

previamente.
En la fase de sdlida (output) € uso y mangjo de dos fuentes de informacion es un

prerrequisito indispensable para la descentracion o capacidad para aceptar € punto de vista
de los demés (Piaget, 1924; Pain, 1976; Feuerstein, 1980).
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8) Precision y exactitud en la recogida de la informacion: Consiste en la capacidad para
percibir la informacion con una cierta rigurosidad. Este proceso cognitivo implica una

seleccion cuidadosay esmerada de todos |os datos que |levaran a la respuesta correcta.

Por € contrario, la impresién hace que e sujeto solo se fije de forma parcia en la
informacion, lo cua le llevard a una elaboracion pobre de la misma y a una solucién

inexacta del problema.

2.2 Funciones cognitivas en lafase de elaboracion.

Las funciones que se suceden en esta fase estan relacionadas con la organizacion y
estructuracion de la informacién en la solucion de problemas. De ahi que las funciones de
esta fase incluyan factores que permiten a sujeto hacer un uso eficaz de la informacion

disponible.

9) Percepcion y definicion de un problema: Consiste en la habilidad para delimitar qué pide

el problema, qué puntos hay que acotar y como averiguarlos.

Todo problema produce en € sujeto un cierto desequilibrio hasta que éste lo asimila
correctamente y lo acomoda a sus esquemas. En principio, este desequilibrio llevara a
sujeto a pensar reflexivamente sobre e problema intentando buscar una definicion
conveniente, descartando aguellos puntos que sean incompatibles e incongruentes,
utilizando todo tipo de informacion previamente almacenada que tenga cierta relacion con

el problema presente.

La incapacidad para percibir un problemay definirlo se manifiesta en la imposibilidad de
elaborar la informacion; consecuentemente, las definiciones no tienen sentido para €
sujeto, ya que éste muestra una incapacidad para reflexionar, comparar y combinar los

elementos del problema.
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10) Seleccién de informacion relevante: Capacidad para elegir la informacion previamente

almacenaday relevante parala solucién del problemade que setrate.

Lainformacién adquirida por el sujeto es almacenada en la memoria a largo plazo; asi pues,
cuando éste necesita utilizarla sdlo tiene que redlizar un esfuerzo relativo para recordar

todos aquellos objetos, sucesos o conceptos que le son Utiles para resolver € problema.

Este proceso cognitivo lleva a sujeto a establecer comparaciones y relaciones entre los
sucesos ocurridos en diferentes actividades y momentos. Consecuentemente, esto lace que

el que aprende se perciba como verdadero procesador de informacion y no como mero
receptor pasivo.

Por el contrario, la incapacidad para utilizar la informacién adquirida previamente afecta a
la actitud de la persona con respecto al aprendizaje, ya que entonces el sujeto se percibe

como recipiente pasivo de informacion.

Ademés, “ .. larelevancia eirrelevancia de los datos guardan una estrecha relacion con la
capacidad para procesar la informacién. La relevancia exige establecer metas especificas,
por tanto es necesario definir bien las metas y objetivos de la intervencién que determinen
el conocimiento que € estudiante tiene de los estimulos y el grado de concentracién que
exigen los mismos’ (Prieto, S. D., 1992).

Asi pues, la relevancia de los estimulos es una funcion directa de la intencionalidad y del
grado de concentracion hacia la meta, 1o cual impone una cierta actividad mental por parte
del individuo.

A veces la fata de discriminacion entre las diferentes unidades relevantes de informacio n
puede darse junto con la definicion inapropiada del problema, 1o cua indica la inexistencia
del proceso perceptivo.
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11) Interiorizacion y representacion mental : Capacidad para utilizar simbolos internos de

representacion.

La falta o deficiencia de la interiorizacion se manifiesta en la conducta demasiado concreta
y sin generalizacion apropiada; ademés, implicaun bajo nivel de abstraccion debido a uso
restringido de simbolos, signos y conceptos. La interiorizacion deficiente impide usar y
manipular activamente toda la informacién almacenada previamente, razén por la cua la
deficiencia en la interiorizacion afecta seriamente a la representacion de hechos futuros e

impide la transformacién de |os mismos.

12) Amplitud y flexibilidad mental: Capacidad para utilizar diferentes fuentes de
informacién, estableciendo entre ellas una coordinacién y combinacion adecuada para

llegar a pensamiento operativo.

En muchos casos e sujeto se limita a seguir una serie de informaciones sin establecer
ningun tipo de coordinacion; més bien considera las diferentes informaciones como
unidades independientes, o cual hace que a intentar resolver un problema que exige la
consideracion de varias fuentes de informacion a la vez, sea incapaz de abrir su campo
mental y considerar otras posibilidades. Su enfogque se limita a un solo punto de vista, por
lo que su pensamiento queda limitado y reducido a una informacion parcializada, como s
se hubiese bloqueado la mente. No es un sujeto incapaz de recordar o memorizar, Sho mas

bien de utilizar de forma espontanea toda la informacion que poseen (Feuerstein, 1979).

La estrechez o cerrazdn del campo mental implica la deficiencia en la manipulacion y €
procesamiento de varias unidades de informacion simultaneamente. Esta estrechez mental
hace que se pierda una serie de informaciones adquiridas previamente, 1o que demuestra

que € sujeto habia adquirido el aprendizaje de forma repetitivay sin interiorizacion.

13) Planificacion de la conducta: Capacidad para prever la meta que se quiere conseguir

utilizando la informacion adquirida previamente. La conducta de planificacion consiste en
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establecer un plan que incluya todas |as etapas hasta alcanzar |a meta o solucion. Los pasos

se han de disefiar con un cierto orden y seguin una secuerciacién temporal.

Por el contrario, la deficiencia en la conducta de planificacién consiste en una incapacidad
para organizar los datos en la direccion més adecuada. Consecuentemente, se utilizan los
estimulos en forma ineficaz y e sujeto manifiesta una predisposicion a responder a un

estimulo de manera episodica y fragmentada.

14) Organizacion y estructuracion perceptiva: Consiste en la capacidad para orientar,

establecer y proyectar relaciones.

La percepcion episddica es la dificultad para agrupar y organizar relaciones de objetos y
hechos de la vida cotidiana. Asi, los sujetos con necesidades educativas especiaes
manifiestan una ausencia en la coordinacion y estructuracion mental, sus reproducciones
carecen, la mayoria de las veces, de relaciones bésicas de orientacion y las formas aparecen
desarticuladas (Rey, 1954; Feuerstein, 1979).

“Se han disefiado mlltiples estrategias para analizar este tipo de deficiencias. La
intervencion para eliminar y corregir la percepcion episddica de la realidad consiste en
desarrollar procesos de “insight” que permitan el andlisis de los errores realizados”
(Prieto, S. D., 1992).

15) Conducta comparativa Consiste en la capacidad para redizar todo tipo de
comparaciones y relacionar objetos y sucesos anticipandose a & situacion. Este proceso
esta estrechamente relacionado con el mangjo de la informacién en la medida en que €
sujeto necesita utilizar la informacion adquirida previamente. Esta capacidad también

implica poder resumir lainformacion de forma automaética.
La percepcion episddica de la realidad —carencia absoluta de conducta comparativa- afecta

a la interaccion del sujeto con la tarea, limitandole su cognicién a los procesos mas

elementales del pensamiento, ya que € sujeto no puede trascender su experiencia
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perceptiva inmediata. Consecuentemente, no podra realizar inferencias |6gicas que le lleven

a pensamiento abstracto e hipotético.

La deficiencia en la conducta comparativa consiste en la incapacidad para establecer
relaciones de semejanza y diferencia entre objetos y sucesos. La conducta comparativa
afecta'y se ve afectada por los procesos de input y output. En la mayoria de los casos, la
pobreza misma de vocabulario y de conceptosy e uso restringido de las relaciones espacio-
temporales limita la comparacion. Esto también afecta las funciones de la organizacion

sistemética, conducta sumativa, precision y exactitud.

16) Pensamiento hipotético: Capacidad para establecer hipdtesis y comprobarlas aceptando

o0 rechazando la hipétesis previamente establecida

“Los fallos en € pensamiento |6gico no siempre se deben a una deficiencia a nivel de
operaciones logicas, sino que son mas bien € producto de una cierta incapacidad para

expresar susresultados” (Prieto, S. D., 1992).

La deficiencia para razonar hipotéticamente y la fata de estrategias para relacionar
hipétesis se reflgja en una cierta incapacidad para intuir varias alternativas a explicar un
hecho. El pensamiento hipotético deductivo requiere la presentacion y anticipacion del
hecho futuro; incluso exige la validacion del mismo, de tal forma que € sujeto, ante

diversas dternativas, ha de elegir lamés vdiday rechazar las otras (Feuerstein, 1979).

17) Evidencia l6gica: Consiste en la capacidad de demostrar las respuestas a través del
razonamiento l6gico, de ahi que @ estudiante haya de formular y razonar con argumentos
|6gicos la validez de su respuesta.

La deficiencia en e razonamiento 16gico se caracteriza por una formulacion inadecuada de
las razones del alumno a exponer sus argumentaciones; ademas, éste no se da cuenta de

cuando éstas son incongruentes. Asi, “ ...los sujetos que muestran un déficit en la evidencia



I6gica no se inmutan en absoluto por la relacién ilégica entre las soluciones que dan y las

instrucciones de la tarea” (Feuerstein, 1979).

18) Clasificacion cognitiva: Es la capacidad para organizar datos en categorias inclusivas y
superiores. La clasificacion incluye en el “input” las funciones de percepcion, conservacion
y constancia, uso de conceptos, instrumentos verbales y el manegjo simultdneo de dos o més
fuentes de informacion. En la fase de elaboracién precisa de la conducta comparativa,
sumativa, del uso de las dimensiones relevantes y del establecimiento de relaciones

virtuales. En la fase de “output” exige la atencidn yla precision de larespuesta.

“La dificultad para la elaboracion de categorias cognitivas se puede presentar en la falta
de repertorios conceptuales y de reglas a la hora de explicar la transformacion exigida por

la clasificacion” (Feuerstein, 1979).

2.3 Funciones cognitivas en lafase de “output”.

Las funciones y procesos que se suceden en esta fase estan relacionados con la

comunicacion exactay precisa de larespuesta o solucién del problema presente.

19) Comunicacion explicita: Consiste en utilizar un lengugje claro y preciso que responda
al problema formulado en la tarea. Esto supone un cierto nivel de comprension por parte del

sujeto.

La disfuncion es la comunicacion egocéntrica. Esta deficiencia seria € resultado de una
fata de diferenciacio n entre el sujeto que hablay € que escucha, ya que éste no percibe a
aquél como diferente. “El egocentrismo se reflgja en una falta de precision, explicacion e,
incluso, de argumentacion por parte del sujeto que habla, de forma que cree que su
interlocutor comprende bien y acepta su punto de vista. Este tipo de conducta trae como

consecuencia problemas de irreversibilidad de pensamiento y de disciplina. También
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influye en la representacién y relacion espacial (Wallon, 1976, 1979; Piaget e Inheler,
1977; Feuerstein, 1980)” (Prieto, S. D., 1992).

La comunicacion explicita exige la descentracion y la reversibilidad de pensamiento.

20) Proyeccién de relaciones virtuales: Capacidad para ver y establecer relaciones que
existen potencialmente pero no en realidad. Esta funcién cognitiva exige la reestructuracion

y configuracion de relaciones ante situaciones nuevas.

La incapacidad para establecer y proyectar este tipo de relaciones se manifiesta en la
dificultad que presentan algunos sujetos para deducir y proyectar relaciones de tipo

diferente.

21) Reglas verbales para comunicar la respuesta: Es la capacidad que se manifiesta en €

uso, manegjo y deduccion de reglas verbales para la solucién de un problema.

La fata de vocabulario, conceptos y operaciones mentales hace que € sujeto no pueda

comunicar sus soluciones y respuestas de manera correcta.

22) Elaboracion y desinhibicién de la en la comunicacion de la respuesta: Capacidad para

expresar larespuesta de forma répida, correctay sistemética.

El bloqueo es la disfuncion cognitiva que lleva a estudiante a no emitir ninguna respuesta,
ya que se siente fracasado. ‘El sujeto puede tener repertorios verbales, pero el problema
surge al emitir la respuesta; por ello, € bloqueo se puede considerar como una
incapacidad del sujeto para participar en la actividad, ya que ésta le puede llevar al

fracaso. Este es un aspecto cognitivo y emotivo-motivacional” (Prieto, S. D., 1992).
El bloqueo puede variar desde una falta de iniciativa para responder hasta una evasion para

enfrentarse con la realidad; asi pues € alumno prefiere no responder para no fracasar de

nuevo.
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23) Respuestas por ensayo-error: La conducta por ensayo y eror tiene un valor muy
limitado para aquellas personas que no siempre sistematizan la busgueda de la meta final;
por consiguiente, no conservan las metas u objetivos establecidos por ellos mismos.
Ademés las deficiencias en la percepcidn precisay completa, en la conducta comparativa 'y
sumativa, en e pensamiento reflexivo y en la busqueda de relaciones causales reducen al

minimo la eficacia en las conductas de ensayo-error (Feuerstein, 1979).

24) Precision y exactitud en las respuestas: Capacidad para pensar y expresar la respuesta

correcta a un problema o situacion general de aprendizaje.

La impresion lleva al sujeto a no poder responder de forma clara y precisa. Esta
incapacidad se manifiesta en una cierta inflexibilidad y falta de fluidez verbal; aspectos que
setrabgjan en lastres fases del acto mental. La ausencia de codigos verbales especificos no
solo afecta a la fase de entrada de la informacion, sino que, ademés, también afecta a las

bases de elaboracion y “output”.

25) Transporte visual: Capacidad para completar una figura y transportarla visuamente. A
veces, la figura se cierra mentalmente, y el problema surge a tener que llevar ese “cierre”

en lamente para completar y solucionar €l problema. Es un cierre gestaltico.

La incapacidad de dicho transporte se manifiesta en la manipulacion mental. “El sujeto
deficiente puede cerrar y transportar la figura a nivel motoérico-visual, teniendo problemas
en la representacion mental del “ cierre” , partedela figura se pierdey carece de la forma

propiay dela orientacion adecuada” (Prieto, S. D., 1992).

Hay dos factores que influyen en ese tipo de deficiencias del transporte visual: uno de ellos
es la inestabilidad de la percepcion en si misma, debida a la naturaleza vulnerable de los
sistemas de referencia que sirven de soporte paralos elementos percibidos; € otro se refiere

aladificultad misma que manifiesta €l individuo por la estrechez de su campo mental, que
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le lleva a reparar y considerar los datos irrelevantes, desechando los datos relevantes de la

informacion. El fracaso se manifiestaa no poder conservar laimagen (Feuerstein, 1979).
La falta de un sistema de referencia estable puede ser también considerada como una de las

razones principales de esta disfuncion, ya que el sistema de referencia es un soporte para el

transporte visual de estimulos.
26) Control de las respuestas: Consiste en la capacidad para reflexionar antes de emitir
cualquier tipo de respuesta. El control y la autocorreccion implican procesos

metacognitivos.

La incapacidad para e autocontrol o impulsividad se manifiesta en las respuestas
imprecisas.

Resumiendo, € mapa cognitivo incluye siete parametros por medio de los cuales se puede

andlizar un acto mental:

1.- Contenido: Se refiere alamateria o a objeto de un acto mental.

2.- Modalidad: Es el modo de presentacion; por giemplo, verbal, figurativo,

numérico, pictérico, etc.

3.- Operacion: Serefiere ala clase de actividades exigidas de unatarea; por

giemplo, clasificacion, analogia, seriacion, etc.

4.- Fase: Son los aspectos de entrada, elaboracion y salida de informacion.

5.- Nivel de complgjidad: Estaen funcion de la cantidad y la cualidad de las

unidades de informacion.
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6.- Nivel de abstraccion: Es ladistancia entre € acto mental y €l objeto o evento

sobre el que se aplique.

7.- Nivel de eficiencia: Se refiere a grado de cristalizacién y automatizacion en la
giecucion de un acto mental.

El mapa cognitivo representa un modelo en funcion del cua € acto mental puede ser
analizado de acuerdo con los parametros ya mencionados. Este marco tedrico, e mapa,
en conjuncion con € inventario de funciones eficientes/deficientes, explica €l
comportamiento cognitivo analizando sus componentes y localizando e interpretando

cualquiera de las deficiencias que puedan ocurrir.

Asi, a través de un enfoque orientado a proceso, € mapa cognitivo y € repertorio de
funciones implicadas permiten una evaluacion dinamica del funcionamiento mental del
estudiante en todo e proceso, en este caso, del aprendizaje de nociones matematicas en

contexto.

Se debe aclarar que, atendiendo los objetivos de esta investigacion, los estudios se
centran sobre el elemento del mapa cognitivo Ilamado fases del acto mental, dado que
este contiene, precisamente, las fases del procesamiento de la informacion en un acto
cognitivo de aprendizaje y que congtituyen a su vez las &eas de interés en una
experiencia contextualizada. Los demas pardmetros del mapa cognitivo de Feuerstein
son utilizados sdlo como referencia del ambito (contenidos, espacio, tiempo) vy
caracteristicas particulares (modalidad y niveles de complejidad, abstraccion vy
eficiencia) tanto de la experiencia basada en € sistema didéctico tradicional de

aprendizaje, como de la correspondiente al escenario didéctico contextualizado.
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1.6.2 Modelo tedrico fenomenol ogias-gener alizaciones-notaciones

Para el andlisis especifico del aprendizaje de |os conceptos matematicos involucrados en
la experiencia que se redliza en el contexto de la ingenieria (objetivo general de la
investigacion), se empleard como apoyo un modelo tedrico particular para €l estudio de
las relaciones diaécticas entre pensamiento, lenguaje matemético y situaciones-
problema, mismo que se basa en una interpretacion del triangulo epistemoldgico de
Steinbring (1997). Este triangulo incluye los elementos concepto, signo/simbolo y

objeto/contexto.

Esbozo del modelo tedrico (Godino & Recio, 1998).

Entidades basicas:
Fenomenologias considerando como tales las situaciones-problema, aplicaciones,
tareas especificas y en genera, las entidades extensionales que inducen actividades
matematicas.
Notaciones, esto es, todo tipo de representaciones materiales ostensivas usadas en la

actividad matematica (términos, expresiones, simbolos, gréficos, tablas, diagramas,
etc., en general, entidades notacionales).

Generalizaciones, ideas matematicas, abstracciones (conceptos, proposiciones,

procedimientos, teorias, esto es, entidades intensionales).

Es esta una esquematizacion de la relacion entre los signos usados para codificar €l

conocimiento y los contextos que sirven para establecer e significado del mismo.
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El estudio matemético tanto de los fendmenos del mundo real como del matematico mismo
coloca a que aprende ante situaciones-problema. Las generalizaciones matematicas en esas
situaciones son los productos resultantes de los procesos de generalizacion de las acciones
realizadas, es decir, de la generalizacién de esquemas o invariantes de sistemas de acciones,
asi como de las condiciones de redlizacion y los resultados de tales acciones, apoyados por
€l uso de sistemas de signos. Por su parte, las entidades notacionales peden ser cadenas de
letras 0 nimeros, pero también gréficos, diagramas o incluso, objetos fisicos, y no tienen
solo una valencia semidtica sino que también son instrumentos ostensivos para la actividad
matemética (Godino & Recio, 1998).

Por otra parte, dado el problema de investigacion que nos ocupa, se requiere la nocion de
contexto para describir y explicar los procesos de interpretacion y comunicacion en un

estudio didactico como € que se rediza:

El contexto es e conjunto de factores del mundo extra e
intralingliistico que soporta y determina la actividad
matematica, y por tanto, la forma, la adecuacién y el significado
de los objetos puestos en juego en la misma (Godino & Recio,
1998).

Finalmente, es importante precisar la concepcion de problema que se maneja dado que es
un elemento central en los andlisis redizados a largo de la investigacién: un problema
matemético representa un reto o dificultad que no tiene resolucion inmediata y que
posibilita la busqueda de procedimientos por parte del alumno a partir de sus conocimientos
previos. Esta concepcion de problema (Vergnaud, 1983) implica la novedad, tanto en €l

sentido de unatarea que tiene elementos nuevos que no se comprenden, como en laidea de

construir procedimientos o estrategias para la resolucién del mismo.
En este sentido, se concibe la resolucion de problemas no como la aplicacion de los

conocimientos estudiados previamente, sino, por e contrario, como el punto de partida o

gje rector, que motiva e discernimiento intelectual y la toma de decisiones sobre las
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acciones a readlizar, para lograr apropiarse del conocimiento necesario a fin de proponer
soluciones. Después de todo, un problema debe ser aguella situacion en la que no se sabe
qué hacer, pues si se supierg ya no habria problema. De la misma forma, se entiende que
resolver un problema es hacer 1o que se hace, precisamente, cuando no se sabe como
afrontar la situacion.

En contraste, un gercicio se refiere a la tarea que requiere solo e empleo de métodos,
algoritmos o procedimientos ya conocidos y donde el objetivo principal es adquirir
habilidad en su uso. Cabe sefialar que este tipo de tareas (llamadas problemas) son las que
predominan en e discurso matemético escolar que se plasma en los libros de texto
tradicionales, y con las que se pretende fijar los conocimientos tratados en e mismo.

1.7 Método deinvestigacion

Dado € problema de investigacion que se aborda, en € método empleado se consideraron
tanto los estudios previos que se redlizaron para ubicar los contenidos de célculo que se
usan en areas de especiaidad en ingenieria, y que fueron la base para € disefio de la
situacion problema en contexto, como el procedimiento mediante el cua se trabajo con los
estudiantes para anaizar cudlitativamente los elementos involucrados en e aspecto

cognitivo en las experiencias de aprendizaje.

Toda la investigacion se realizd en el ambito de la carrera de Ingenieria Industrial y de
Sistemas que se ofrece en el Ingtituto Tecnoldgico y de Estudios Superiores de Monterrey
(ITESM), Campus San Luis Potosi. Se trabg6 con dos grupos de estudiantes de nivel
socioecondmico medio-alto (los estudiantes en este Instituto pagan su colegiatura, pero en
el Campus San Luis Potosi en particular, un 25% de ellos esta becado, razon por la que no
todos se consideran de un nivel socioecondémico ato) que habian cursado y acreditado dos
cursos de célculo, uno de calculo diferencial y otro de calculo integral, ambos en una
variablereal.
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Serealizé € trabajo de acuerdo atres fases. la primera se refiere alos estudios preliminares
necesarios para € andisis de las funciones cognitivas en e contexto de la ingenieria; la
segunda, a la puesta en escena del disefio y a propio andlisis de tales funciones cognitivas,
y la tercera, se constituye con las conclusiones, sugerencias y reflexiones finales. Cabe
sefidlar que, dado el objetivo de lainvestigacion, el trabajo realizado en la segunda de estas

fases es el que constituye el centro de latesis.

En la primera de estas fases, |a parte que se refiere al andlisis cognitivo preliminar, se llevo
a cabo con uno de los grupos mencionados lineas arriba, € cua estaba conformado por 13
estudiantes. La segunda fase se realizd con € grupo restante, mismo que estaba integrado
por 12 estudiantes. Ambos grupos con edades entre 19 y 21 afios de edad.

Fasel.

1. Primero se realizd un estudio de caracter didéctico, en €l que se ubicaron las areas
de especiaidad en ingenieria donde se usan conocimientos de cdculo. Este estudio
se llevé a cabo mediante € ardlisis de los textos en que se basan los cursos de esas
areas (Camarena 1984), asi como consultando a los profesores responsables y
revisando e plan de estudios (con especia atencion en los programas analiticos) de

la carrera de Ingenieria Industrial y de Sistemas.

2. Una vez redizado € estudio anterior, se llevé a cabo otro estudio preliminar,
también de carécter didactico, respecto a las funciones cognitivas de estudiantes de
cdculo en una situacion problema tipica del sistema didactico tradicional. Esto con
el proposito de caracterizar los elementos de orden cognitivo implicados
recopilando informacion mediante € andlisis, especificamente, de las funciones
cognitivas particulares que se presentan al resolver un problema matematico. Cabe
sefialar que en esta parte de la investigacion se abordd un aspecto importante en el

proceso, dado que no se contaba con antecedentes referencial es sobre investigacion,
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en base a las funciones cognitivas como se definen en la teoria de Feuerstein, acerca

del aprendizaje de contenidos del calculo en el nivel superior de ensefianza.

3. Seredizaron entrevistas tanto individuales como en pargjaalavez que sereaizo la
experiencia a que se refiere el punto 2, pero con estudiantes no sujetos a esa
experiencia. Aqui, es importante aclarar dos aspectos: primero, se decidio realizar
entrevistas porque es un recurso en la investigacion que permite estudiar de cerca
los procesos cognitivos en un acto de aprendizgje a la luz de los modelos mentales
tedricos utilizados. Las entrevistas permiten indagar sobre 1o que piensa un sujeto
en e momento mismo en que sucede un acto mental de aprendizaje (en este caso la
resolucion de un problema matematico); y segundo, tales entrevistas se realizaron
con estudiantes distintos a los de la experiencia en el aula porque era necesario
llevar a cabo todo e proceso de resolucion del problema en el sentido sefialado por
Camarena (2000) —ver la seccion sobre € marco tedrico-, y ademas, atendiendo un
principio bésico de la matematica en contexto, los sujetos a la experiencia no debian

tener contacto previo con el calculo diferencial eintegral en dos variables reales.

Fase 2

En base a la informacion obtenida tanto en e andlisis de textos y programas analiticos
como en € estudio didactico cognitivo preliminar, y atendiendo e objetivo general de la

investigacion, se procedié como sigue:

1. Se disefié la situacion problema en contexto que se presento a los estudiantes y se
determinaron las actividades especificas del proceso tanto en € aula como en las
entrevistas que se realizaron (estas actividades se describen a detalle al inicio de la

seccion 4.1).

54



2. Se redizd la experiencia de aprendizaje mediante la situacién problema
contextualizada a que se refiere e punto anterior, con € grupo de 12 estudiantes
referido anteriormente del curso de Matemdticas para Ingenieria Il (calculo
multivariable y célculo vectoria). Se formaron equipos para trabajo colaborativo y

se abordo la situacion problematica.

3. Sellevé acabo e andlisis cognitivo cualitativo en e proceso de implementacion del
punto anterior desde la perspectiva de R. Feuerstein, asi como respecto a modelo
tedrico del tridngulo fenomenologias- generalizaciones notaciones de Godino y

Recio.

4. Serediza una entrevista individual, en dos sesiones, sobre el trabajo de resolucion
de la situacion problema en contexto, a un estudiante de 19 afios de edad que sblo
ha cursado formalmente materias de calculo diferencia en una variable, pero que
nunca ha tenido contacto con contenidos del calculo diferencial multivariable. Se
aclara esto porque a diferencia de los estudiantes sujetos a las experiencias en
grupo, este alumno no ha cursado la materia de calculo integral del plan de estudios
de la carrera (situacion que no afecta las condiciones ni objetivo del estudio puesto
que lo necesario era haber aprobado € curso de Mateméticas para Ingenieria I,
correspondiente al calculo diferencial de una variable). El propésito de la
realizacion de esta entrevista es € mismo que se ha planteado en € punto 3 de la
fase 1. La diferencia es que aqui se lleva a cabo en un escenario didactico

especificamente en € contexto de laingenieria

5. Se andlizaron en términos cualitativos las funciones cognitivas de la experiencia a
gue se refiere e punto anterior de acuerdo a marco tedrico que soporta esta

investigacion.
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Fase 3.
Serealizé un andlisis cualitativo global de los resultados obtenidos en las fases anteriores y

se ofrecen conclusiones, sugerencias y reflexiones finales sobre el trabgo realizado y sus

alcances.
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CAPITULO 2

ANALISIS DE LOS CONTENIDOS DE CALCULO EN LA CARRERA DE INGENIERIA
INDUSTRIAL Y DE SISTEMAS

Se describe €l trabajo realizado respecto a andlisis de textos, planesy programas de
estudio, el andlisis cognitivo preliminar de la experiencia de aprendizaje en € sistema

tradicional y algunas consideraciones y resultados previos.

2.1 Analisisdetextos, planesy programas de estudio

Como se ha mencionado en e primer capitulo de este reporte, €l objetivo en esta fase del
trabajo fue contar con elementos que permitieran determinar e empleo que se hace de los
conocimientos matematicos, y en particular los del célculo, en la formacion de los futuros
ingenieros y tener asi la posibilidad de disefiar y llevar a aula un escenario didactico en
base a los resultados en este punto, poder realizar los andlisis cognitivos, y a la vez, por
supuesto, identificar los contenidos especificos donde se emplea el calculo en las areas de
especialidad de la Ingenieria Industrial. Ademas, como se ha explicado en la seccion sobre
el método de investigacion, se realiz6 un estudio preliminar de carécter didactico-cognitivo
en una experiencia de aprendizaje tradicional, con €l objeto de contar con los elementos
respecto a las funciones cognitivas que permitan, por un lado, tener un referente acerca de
las funciones cognitivas involucradas en la resoluciéon de un problema matemético
particular, y por otro, disefiar la experiencia de aprendizaje en € contexto de la ingenieria
para el andlisis cognitivo de los estudiantes en actos especificos de aprendizaje del calculo

en términos de la teoria de las funciones cognitivas de Feuerstein y la interpretacion del
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tridangulo conceptua de Godino y Recio, ya descritos en la seccién de este documento sobre

el marco tedrico.

Se explica enseguida tanto el trabgjo como los resultados obtenidos en esta fase de la
investigacion.

2.1.1 Revisodn del plan de estudios

Esta revision se realizé consultando los documentos oficiales de la carrera de Ingeniero
Indwstrial y de Sistemas del Sistema Tecnol6gico de Monterrey. Se describe e perfil del
egresado, la perspectiva laboral, las ventgjas de formarse como ingeniero en este Sistema,
el plan de estudios de la carrera y las observaciones realizadas en € marco de la

investigacion.

Perfil del egresado:

En este aspecto se sefida que:

“ La tendencia actual a la competitividad y globalizacion aunada a los constantes cambios
en los ambitos sociales, econdémicos y tecnoldgicos, entre otros, que caracterizan e medio
ambiente dinamico por € que pasa nuestra sociedad, hacen necesario que las
organizaciones busguen nuevas opciones y formas de operar, que les permita optimizar la
utilizacion de sus recursos, de tal manera gque puedan ofrecer bienes y/o servicios de clase
mundial y asi lograr los objetivos que persiguen, tales como generar riqueza, tener un

crecimiento sostenido, ser lideres en su area, incrementar su participacion en los mercados

globalesy contribuir al desarrollo de la sociedad.

El Ingeniero Industrial y de Sstemas (11S) es un profesionista que trabaja con gente para
hacer las cosas mejor, mas rapidas y mas seguras, a fin de buscar que cada érea de la
organizacion trabaje de la megjor manera posible hacia €l logro de los objetivos comunes.

El 11Stiene la capacidad de:
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* Diseflar sistemas integrados de manufactura.
* Administrar la ingenieria de sistemas y de procesos oper ativos en las organizaciones.
* Analizar €l control estadistico de la calidad en las empresas.

* Contribuir a los sistemas de soporte para la toma de decisiones” .

Perspectiva laboral:

Se considera que:
“El 11S puede laborar tanto en la industria de la transformacion como en empresas de

servicio. Su formacién le permite ocupar puestos en las siguientes areas.

* Sstemas productivos y de soporte administrativo en una organizacion, tales como
administracion de la produccion y de proyectos.

* |ngenieria econdmica y de planta, planeacion estratégica y operativa, manufactura, y
aseguramiento de la calidad.

* Consultoria profesional, iniciando su propio negocio” .

Ventajasdel 11S egresado del Tec de Monterrey:

“EINS

* Emplea |os conocimientos de optimizacion de recursos de la ingenieria industrial y los
incorpora a la ingenieria de sistemas con € fin de lograr las metas de la organizacion.

* Desarrolla valores, actitudes y habilidades para aplicar en forma eficiente y humana los
conocimientos propios del area de su especialidad que adquiere a lo largo de sus estudios.
* Cuenta con la posibilidad de realizar estudios en las universidades extranjeras con las
que €l Tec de Monterrey mantiene convenios. De esta manera adquiere una ventaja

competitiva en su desempefio profesional” .
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Plan de estudios

Cursos Remediales:

Cb00801 Introduccién a la computacion
FO0801 Fisicaremedial

H00801 Inglés remedial |

HO00802 Inglés remedial Il

HO0803 Inglés remedial 111

HO00804 Inglés remedial 1V

H00809 Inglés remedia V

H00806 Redaccion en espafiol

Ma00801 M ateméticas remediales

Primer Semestre:

FO0811 Fiscal

H00810 L engua extranjera

HO00808 Andlisis de lainformacion
Ec00821 Economia

IN00811 Introduccién alaingenieria
Ma00815 Matematicas para ingenierial
Q00811 Quimica

Segundo Semestre:

Cb00821 Computacion paraingenieria

Ri00801 Sociedad y desarrollo en México

FO0812 Fisicall

Op00091 Curso sello optativo |
M 00822 Estatica
Ma00816 Mateméticas paraingenieria ll
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Tercer Semestre:

M 00823 Dinamica

M 00831 Dibujo computarizado

1s00831 Ingenieria de sistemas en las organizaciones
Ma00817 Mateméticas paraingenierialll

Ma00835 Probabilidad y estadistica

Op00092 Curso sello optativo Il

Cuarto Semestre:

Ma00843 Algebralineal

Ma00841 Ecuaciones diferenciales
Cf00810 Contabilidad financiera
1s00841 Andlisis de regresion
F00813 Fisicalll

Op00093 Curso sello optativo 111

Quinto Semestre:

INn00852 Control estadistico de calidad
Cf00855 Sistemas de costeo

IN00851 Disefio ddl trabgjo
IN00841 Investigacion de operaciones |
IS00851 Dinamica de sistemas
1s00852 Andlisis y disefio de experimentos

Sexto Semestre:

INn00842 Investigacion de operaciones |1
IN00861 Evaluacion de proyectos

INn00862 Planeacion de plantas industriales
1s00861 Metodol ogia de sistemas

M 00863 Procesos de manufactura
VaD0801 Tépicos |
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Séptimo Semestre:

1s00872 Sistemas de informacion

INn00875 Administracion de proyectos
IN00893 Investigacion de operaciones |11
IN00881 Administracién de la produccion |
1s00871 Modelacién estructural de sistemas
Va0D0802 Tépicos 1

Octavo Semestre:

IN00882 Administracion de la produccion 11

IN00884 Sistemas integrados de manufactura

INn00981 L aboratorio de prodiccidn

In00984 L aboratorio de sistemas integrados de manufactura
1S00881 Disefio de sistemas

0Or00801 Desarrollo de emprendedores

Va00803 Topicos ||

Noveno Semestre:

IS00895 Proyectos de ingenieria

IN00874 Sistemas de calidad

IN00894 Factibilidad de proyectos

Is00891 Sistemas de planeacion

Or00803 Vaores en €l gercicio profesional
Va00804 Topicos IV

Observaciones

Como se puede ver, tanto en € perfil del egresado como en la perspectiva labora del plan
de estudios de la carrera, se menciona como un aspecto de importancia central, la capacidad
del 11S para optimizar la utilizacién de los recursos, para analizar € control estadistico de la
calidad en las empresas y para contribuir en los sistemas de soporte para la toma de

decisiones.
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El desarrollo de estas capacidades involucra la componente cientifica en la formacién del
futuro ingeniero, y por consiguiente, € lugar propicio para indagar sobre e papel de los

conocimientos de célculo en ese desarrollo.

De acuerdo a plan de estudios de lacarrera, esas capacidades se adquieren en |os cursos de
especialidad de la ingenieria, es decir, los cursos que aparecen del cuarto semestre en
delante (en este caso, de los cursos del cuarto semestre, los de Algebra lineal, Fisica lll y
Ecuaciones Diferertiales, pertenecen a tronco comin, pero los de Contabilidad financiera

y Andlisis de regresion son ya de la especididad).

En particular, después de revisar los contenidos de los programas analiticos, se pudo
establecer que la adquisicion de las capacidades mencionadas se ha de realizar en los cursos
siguientes: del cuarto semestre, Andlisis de regresion; del quinto semestre, Andlisis y
disefios de experimentos, Control estadistico de la calidad e Investigacion de operaciones
(que se estudia en quinto, sexto y séptimo semestres en serie, es decir, Investigacion de
operaciones|, 1 y I11); del sexto semestre, Evaluacion de proyectos, Planeacion de plantas
industriales, Metodologia de sistemas y Procesos de manufactura; del séptimo semestre,
Modelacion estructural de sistemas; del octavo, Sistemas integrados de manufactura,
L aboratorio de produccion, Laboratorio de sistemas integrados de manufacturay Disefio de
sistemas; del noveno, Proyectos de ingenieria, Sistemas de calidad y Factibilidad de
proyectos.

De estos cursos, se pueden distinguir tres grupos, cuya clasificacion se establece segun los
conocimientos matematicos que requieren: un primer grupo compuesto por los cursos de
Sistemas de calidad, Factibilidad de proyectos, Planeacion de plantas industriales, Procesos
de manufactura y Sistemas integrados de manufactura, que practicamente emplean sdlo
conocimientos elementales de matemdticas como aritmética, dlgebra y geometria. Un
segundo grupo integrado por los cursos de Investigacion de operaciones, Evaluacion de
proyectos, Metodologia de sistemas, Modelacion estructural de sistemas y Disefio de
sistemas, que ademés de los conocimientos mateméticos sefidlados en € grupo anterior,

requieren de conocimientos de Algebra Lineal. Y e tercer grupo, con Andlisis de regresion,
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Andlisis y disefios de experimentos, Control estadistico de la calidad, Procesos de
manufactura, Sistemas integrados de manufactura, Laboratorio de produccién, Laboratorio
de sistemas integrados de manufacturay Proyectos de ingenieria, que son los que, en teoria,

requieren conocimientos de célculo.

Es entonces este Ultimo grupo e que interesa. Aqui, e curso de Control estadistico de la
calidad, requeriria conocimientos de calculo solo por la definicion de algunos de los
conceptos que se tratan, por eiemplo en (Walpole, R. & Myers, R., pag. 83) se indica que
“La media de una distribucion de probabilidades es una medida de su tendencia central.

Mateméticamente se define la media (simbolizada por m) como:

L), ¥ (V) dy paray continua
m={ _

i a YP() para y discreta

|

today

De forma similar se presentan conceptos como la media en términos del valor esperado a
largo plazo de la variable aeatoria, la varianza, que mide la dispersion de una distribucion
de probabilidad, etc. Sin embargo, en la préctica se recurre, a lo més, a uso de agunas
formulas de integracion para hallar la solucién a problemas tipicos de los textos y que
nunca se relacionan a situaciones donde se requiera mayor profundidad en e conocimiento

de laintegral.

Por otra parte, de ese mismo tercer grupo, los cursos de Procesos de manufactura, Sistemas
integrados de manufactura, Laboratorio de produccion, Laboratorio de sistemas integrados
de manufactura 'y Proyectos de ingenieria, se supone, emplearian conocimientos adquiridos
en los cursos de Andlisis de regresion y Analisis y disefio de experimentos, que a su vez,
son los que requieren conocimientos de calculo, como hemos podido establecer después de
analizar los contenidos de sus programas de estudio. Lo cual se describe en el siguiente

apartado.
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2.1.2 Andlisisde programas analiticos de estudio

Se presentan a continuacion los programas de estudio de los cursos de Andlisis de regresion
y Andlisis y disefio de experimentos, asi como las observaciones que se hacen a respecto

en funcién del propdsito de este estudio.

1s00841. ANALISIS DE REGRESION.
(3-0-8. Requisito: Haber aprobado Ma00835 y cursar Ma00843).

OBJETIVO GENERAL DE LA MATERIA
Que el alumno conozca, comprenda y utilice diferentes herramientas estadisticas para la optimizacion de
procesos, que le sirvan como el apoyo alatoma de decisiones.

OBJETIVOS GENERALES DEL CURSO
Que el alumno conozca, comprenday utilice los conceptos relacionados con andlisis de regresion y de series
de tiempo, en el contexto de la optimizacién de procesos.

TEMASY SUBTEMAS DH. CURSO

1. INTRODUCCION A LOS MODELOS DE PRONOSTICOS

1.1 Definicion de prondstico y de model o.

1.2 Caracteristicas de los model os de prondsticos.

1.3 Clasificacion de los model os de prondsticos.

1.4 Marco conceptual de un modelo de prondsticos.

1.5 Criterios de desempefio de |os model os de prondsticos.

1.6 Usos y aplicaciones de |os model os de prondsticos.

2. MODELOS DE REGRESION

2.1 Definicion de regresion, correlacion, ecuacion de prediccion, optimizacion, model os lineales, modelos no
lineales.

2.2 Usos de los model os de regresion.

2.3 Regresion lineal simple.

2.3.1 Modelo deregresion lineal simple.

2.3.2 Estimacion de parametros por |os métodos de minimos cuadrados.

2.3.3 Andlisis de varianza, explicacion de los elementos que lo componen y determinacién @ usos y
aplicaciones.

2.3.4 Prueba de hipotesis parala ecuacion de regresion.

2.3.5 Prueba de hipétesis para los parametros individual es.

2.3.6 Intervalo de confianza de los pardmetros de la ecuacion de regresion.

2.3.7 Interval o de confianza de |a respuesta media de la variabl e independiente.

2.3.8 Interval o de confianza de |a prediccion de nuevas observaciones de la variable independiente.

2.3.9 Coeficiente de determinacion, coeficiente de determinacion ajustado y coeficiente de correlacion.

2.3.10 Supuestos de laregresion lineal.

2.3.11 Pruebas de normalidad de los residuos: gréfica de los residuos en papel probabilistico normal, prueba
de bondad de g uste, prueba Smirnov-K olmogorov.

2.3.12 Prueba de independencia de | os residuos mediante el estadistico Durbin-Watson.

2.3.13 Andlisis grafico de residual es para probar |a homocedasticidad.

2.3.14 Identificacion de "outliers" mediante errores estandarizados y PRESS.

2.3.15 Transformacién de variables.
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2.4 Regresion lineal maltiple.

2.4.1 Modelo deregresion lineal mdltiple

2.4.2 Estimacion de parametros por |os métodos de minimos cuadrados.

2.4.3 Prueba de hipotesis parala ecuacion de regresion.

2.4.4 Prueba de hipétesis paralos parametros individual es.

2.4.5 Prueba F parcial.

2.4.6 Interval o de confianza de | os parametros de la ecuacion de regresion.

2.4.7 Interval o de confianza de |a respuesta media de la variabl e independiente.

2.4.8 Interval o de confianza de |a prediccion de nuevas observaciones de la variable independiente.
2.4.9 Coeficiente de determinacion, coeficiente de determinacion gjustado y coeficiente de correlacion.
2.4.10 Supuestos de laregresion lineal.

2.4.11 Pruebas de normalidad de los residuos: gréfica de los residuos en papel probabilistico normal, prueba
de bondad de ajuste, prueba Smirnov-K olmogorov.

2.4.12 Prueba de independencia de | os residuos mediante el estadistico Durbin-Watson.
2.4.13 Andlisis grafico de residuales para probar la homocedasticidad.

2.4.14 | dentificacion de "outliers' mediante errores estandarizados y PRESS.

2.4.15 Definicién de multicolinealidad.

2.4.16 Fuentes de multicolinealidad.

2.4.17 Efectos de la multicolinealidad.

2.4.18 Diagnéstico de la multicolinealidad.

2.4.19 Métodos paratratar la multicolinealidad.

2.5 Regresion polinomial.

2.5.1 Modelos polinomal es en unavariable.

2.5.2 Estimacién de pardmetros por el método de minimos cuadrados.

2.5.3 PruebaF parcial paraevaluar la contribucion de los términos polinomiales.

2.5.4 Posibles problemas al utilizar regresion polinomial.

2.6 Seleccion devariables.

2.6.1 Problema de elaboracion de model os.

2.6.2 Procedimiento de todas las posibles regresiones.

2.6.3 Busgueda dirigidaen t.

2.6.4 Regresion por pasos.

2.6.5 Seleccidn hacia adel ante.

2.6.6 Seleccion hacia atras.

3. MODELOS DE SERIES DE TIEMPO

3.1 Definicion de una serie de tiempo y clasificacion delos diferentes patrones de series de tiempo.
3.2 Model os de prondsticos para series de tiempo.

3.3 Metodol ogia Box-Jenkins para series de tiempo no estacionales.

3.3.1 Series de tiempo estacionaria u horizontales.

3.3.2 Transformaci6n a una serie de tiempo estacionaria.

3.3.3 Identificacion del modelo.

3.3.4 Estimacién de pardmetros del modelo.

3.3.5 Verificacién del modelo.

3.3.6 Utilizacion del modelo para pronosticar.

3.4 Metodol ogia Box-Jenkins para series de tiempo estacional es.

3.4.1 Identificacion del modelo.

3.4.2 Estimacion de parametros del modelo.

3.4.3 Verificacién del modelo.

3.4.4 Utilizacion del modelo para pronosticar.

OBJETIVOS ESPECIFICOS DE APRENDIZAJE POR TEMA
1. Conocer las bases de |os model os de prondsticos.
2. Conocer, comprender y utilizar |os diferentes modelos de regresion.

3. Conocer, comprender y utilizar los diferentes model os de series de tiempo.
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LIBRO(S) DETEXTO
Douglas C. Montgomery y Elizabeth A. Peck

Introduction to linear regression analisys
Wiley, 2a. edicién, 1992.

LIBRO(S) DE CONSULTA

Bruce L. Bowerman y Richard T. O'Connell

Time series forecasting: unified concepts and computer implementation
Duxbury Press, 2a. edicion, 1987.

1s00852. ANALISISY DISENO DE EXPERIMENTOS.
(3-0-8. Requisito: Haber aprobado Ma00835 o 1s00841.).

OBJETIVO GENERAL DE LA MATERIA
Que el alumno conozca, comprenda y utilice diferentes herramientas estadisticas para la optimizaciéon de
procesos, que le sirvan como el apoyo alatoma de decisiones.

OBJETIVO GENERAL DEL CURSO
Que € aumno conozca, comprenda y utilice los conceptos relacionados con andlisis y disefio de

experimentos, en el contexto de la optimizacién de procesos.

TEMASY SUBTEMAS

1. INTRODUCCION AL ANALISISY DISENO DE EXPERIMENTOS

1.1 Definicion de experimento, disefio de experientosy andlisis de experimentos, variable de respuesta, factor,
niveles, tratamientos, réplicas.

1.2 Caracteristicas de los model os de entradas y salida en el contexto de |os procesos productivos.

1.3 Comparacion de diferentes metodol ogias de experimentacion (Montgomery, Hicks, Centro de Calidad).
1.4 Consideraciones practicas de la experimentacién: evaluacion econdémica, medicion de la respuesta
(metrologia), calibracién.

1.5 Requerimiento de al eatorizacion de |os experimentos.

2. EXPERIMENTOS CON UN SOLO FACTOR

2.1 Prueba de hipétesis paralamediade unay dos muestras.

2.2 Prueba de hip6tesis parala media de k muestras: Andlisis de varianza.
2.3 Modelo estadistico de efectos fijos.

2.4 Hip6tesis aevaluar.

2.5 Célculo de las sumas de cuadrados, caso balanceado y desbalanceado.
2.6 Tablade Andlisis de varianza.

2.7 Criterio de rechazo de la hipdtesis nula.

2.8 Estimacion de lavariable de respuesta.

2.9 Comparacion de medias de tratamientos individuales.

2.9.1 Contrastes ortogonal es.

2.9.1.1 Definicién de combinacion lineal.

2.9.1.2 Definicion de contraste.

2.9.1.3 Definicion de ortogonalidad.

2.9.1.4 Comparacion de medias con contrastes ortogonal es.

2.9.2 Método de Scheffé.

2.9.3 Método de laminimadiferenciasignificativa.
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2.9.4 Método de Duncan.
2.9.5 Método de Dunnett
2.10 Supuestos del Andlisisde Varianza.

2.11 Pruebas de normalidad de los residuos: gréfica en papel probabilistico normal, prueba de bondad de

gjuste.

2.12 Pruebas de independencia de los residuos: grafica de residuos contra secuencia de experimentacion,

prueba Durbin-Watson.

2.13 Pruebas para varianza constante de los residuos:. gréfica de los residuos contra valores ajustados, prueba

de Bartlett.

2.14 Transformacion de la variable de respuesta.

2.15 Seleccion del tamafio de muestra para un disefio con un solo factor.
3. EXPERIMENTOS CON UN SOLO FACTOR POR BLOQUES
3.1 Definicion de bloque.

3.2 Necesidad de utilizar un disefio por bloques.

3.3 Disefio aleatorizado por bloques completos.

3.3.1 Modelo estadistico.

3.3.2 Hipdtesis aevaluar.

3.3.3 Calculo delas sumas de cuadrados.

3.3.4 Tablade andlisis de varianza.

3.3.5 Criterio de rechazo de la hipoétesis nula.

3.3.6 Estimacion de la variable de respuesta.

3.3.7 Comparacion de medias.

3.3.8 Verificacion de los supuestos del andlisis de varianza.
3.4 Disefio de cuadrado latino.

3.4.1 Modelo estadistico.

3.4.2 Hipétesis aevaluar.

3.4.3 Célculo de las sumas de cuadrados.

3.4.4 Tablade andlisis de varianza.

3.4.5 Criterio de rechazo de la hipoétesis nula.

3.4.6 Estimacion de la variable de respuesta.

3.4.7 Comparacion de medias.

3.4.8 Verificacion de los supuestos del andlisis de varianza.
4. DISENOS FACTORIALES.

4.1 Definicién de disefio factorial.

4.2 Ventgjas de | os disefios factorial es.

4.3 Definicién de interaccion.

4.4 Disefio factorial de dos factores.

4.4.1 Modelo estadistico.

4.4.2 Hipdtesis a evaluar.

4.4.3 Célculo de las sumas de cuadrados.

4.4.4 Tablade andlisis de varianza.

4.4.5 Criterio de rechazo de la hipoétesis nula.

4.4.6 Estimacion de la variable de respuesta.

4.4.7 Comparacion de medias.

4.4.8 Verificacion de los supuestos del andlisis de varianza.
4.5 Disefio factorial detresfactores.

4.5.1 Model o estadistico.

4.5.2 Hipdtesis a evaluar.

4.5.3 Calculo de las sumas de cuadrados.

4.5.4 Tablade andlisis de varianza.

4.5.5 Criterio de rechazo de la hipétesis nula.

4.5.6 Estimacion de la variable de respuesta.

4.5.7 Comparacion de medias.

4.5.8 Verificacion de los supuestos del andlisis de varianza.
4.6 Disefio factorial general.

4.7 Coeficiente de determinacion'y coeficiente de determinacion ajustado.
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5. DISENO FACTORIAL 2k

5.1 Definicién de disefio factorial 2k

5.2 Ventajas del uso de disefios factoriales 2k

5.3 Disefio factorial 22.

5.3.1 Modelo estadistico.

5.3.2 Codificacion de las sumas de la variabl e de respuesta en combinaciones entre factores.
5.3.3 Representacion grafica del las sumas de la variable de respuesta.

5.3.4 Efectos promedio de factores e interacciones.

5.3.5 Contrastes de factores e interacciones.

5.3.6 Hipotesis a evaluar.

5.3.7 Calculo de las sumas de cuadrados utilizando contrastes.

5.3.8 Tablade andlisisde varianza.

5.3.9 Criterio de rechazo de la hipoétesis nula.

5.3.10 Estimacion de la variable de respuesta.

5.3.11 Comparacion de medias.

5.3.12 Verificacion de | os supuestos del andlisis de varianza.

5.4 Disefio factorial 23.

5.4.1 Modelo estadistico.

5.4.2 Codificacion de las sumas de la variable de respuesta en combinaciones entre factores.
5.4.3 Representacion grafica del las sumas de la variable de respuesta.

5.4.4 Efectos promedio de factores e interacciones.

5.4.5 Contrastes de factores e interacciones.

5.4.6 Hipdtesis aevaluar.

5.4.7 Céculo de las sumas de cuadrados utilizando contrastes.

5.4.8 Tablade andlisis de varianza.

5.4.9 Criterio de rechazo de la hip6tesis nula.

5.4.10 Estimacion de la variable de respuesta.

5.4.11 Comparacién de medias.

5.4.12 Verificacion de los supuestos del andlisis de varianza.

5.4.13 Algoritmo de Y ates para sumas de cuadrados.

5.5 Disefio 2k con unasolaréplica.

5.5.1 Efectos promedio de factores e interacciones.

5.5.2 Andlisis de efectos significativ os mediante la gréfica en papel probabilistico normal.
5.6 Disefios factoriales fraccionados de 2k.

5.6.1 Definicion de | os disefios factorial es fraccionados.

5.6.2 Ventajas de | os disefios factorial es fraccionados.

5.6.3 Fraccion un medio del disefio 2k.

5.6.3.1 Definicion de generador, relacion definitoria, alias, fraccion principal y resolucion de un disefio.
5.6.3.2 Aplicacion de los conceptos de generador, relacion definitoria, alias, fraccion principal y resolucién de
un disefio.

5.6.4 Fraccion un cuarto del disefio 2k.

5.6.5 Disefios de resolucién 111.

5.6.6 Disefios de resolucion 1V y V.

6. METODO TAGUCHI

6.1 Filosofia de Taguchi.

6.2 Método de Taguchi parael disefio de parametros.

6.3 Ventajas y desventajas del método Taguchi.

OBJETIVOS ESPECIFICOS DE APRENDIZAJE POR TEMA

1. Conocer las bases del andlisisy disefio de experimentos.

2. Conocer, comprender y utilizar el disefioy el andlisis de modelos con un solo factor.

3. Conocer, comprender y utilizar el disefio y el andlisis de modelos con un solo factor por blogues
aleatorizados, cuadrados latinos y disefios relacionados.

4. Conocer, comprender y utilizar los disefios factoriales.

5. Conocer, comprender y utilizar el disefio factorial 2k objetivo. Conocer |os conceptos de Taguchi respecto
al disefio de experimentos.
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LIBRO(S) DE TEXTO

Douglas C. Montgomery y Elizabeth A. Peck

Disefio y andlisis de experimentos

Grupo Editorial Iberoamérica, 1a. edicion en espafiol, 1991.

LIBRO(S) DE CONSULTA

George E. P. Box, William G. Hunter y J. Stuart Hunter
Estadistica para investigadores

Editorial Reverté, la. edicion en espafiol, 1988.
CharlesR. Hicks

Fundamental conceptsin the design of experiments
Holt, Rinehart & Winston, Second Edition, 1973.

Observaciones

Lo primero que llama la atencién es € hecho de que ninguna de las materias de
Matematicas para ingenieria (I, Il y Ill, cuyos contenidos son todos de calculo) son
requisitos para estos cursos. Para Analisis de regresion se requisita “haber aprobado
Ma00835 y cursar Ma00843", es decir, haber aprobado e curso de Probabilidad y
estadistica y cursar el de Algebra lineal. Para Andlisis y disefio de experimentos se
requisita “haber aprobado Ma00835 o 1s00841”, o sea, haber aprobado Probabilidad y
estadistica 0 Andlisis de regresion. Entonces, tiene sentido cuestionarse ¢qué papel juega el
estudio del calculo en la carrera?, ¢se considera sdlo como un conocimiento del tronco
comun a manera de cultura general en la formacién del futuro ingeniero? Estas son
cuestiones que asaltan en € estudio pero que bien pueden ser objeto de otra u otras

investigaciones.

Por otra parte, resulta que los objetivos planteados en ambos cursos, son exactamente los
mismos. La optimizacion de procesos es la meta central. Al respecto, por gemplo, en €l
libro de texto del curso de Analisis y disefio de experimentos (Montgomery, Douglas C.,
1997), en uso en € Sistema Tecnoldgico de Monterrey, e autor sefida que “ Experimental
design methods have found broad application in many disciplines. In fact, we may view
experimentation as part of the scientific process and as one of the ways we learn about how

systems or processes work. Generally, we learn through a series of activities in which we
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make conjectures about a process, perform experiments to generate data from the process,

and then use the information from the experiment to establish new conjectures, which lead

to new experiments, and so on.

Experimental design is a critically important tool in the engineering world for improving
the performance of a manufacturing process. It also has extensive application in the
development of new processes. The application of experimental design techniques early in
process development can result in

Improved process yields.

Reduced variability and closer conformance to nominal or target requirements.
Reduced devel opment time.

Reduced overall costs..

A 0w DN

Experimental design methods also play a major role in engineering design activities,
where new products are developed and existing ones improved. Some applications of
experimental design in engineering design include

1. Evaluation and comparison of basic design configurations.

2. Evaluation of material alternatives.

3. Selection of design parameters so that the product will work well under under a
wide variety of field conditions, that is, so that the product is robust.

4. Deermination of key product design parameters that impact product

performance.
The use of experimental design in these areas can result in products that are easier to
manufacture, products that have enhanced field performance and reliability, lower product

cost, and shorter product design and development time” .

En este marco, seredizo latarea de analizar los programas de los dos cursos mencionados

lineas arriba y se encontré que ambos se basan en conocimientos de métodos numeéricos y
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estadistica. Uno de los métodos de mayor uso es € Ilamado de minimos cuadrados. En €
curso de Analisis deregresion se emplea en laUndad 2 del programa analitico de estudios,
titulada “modelos de regresion”, en los temas de regresion lineal simple, regresion lineal
multiple y regresién polinomial. En el curso de Analisis y disefio de experimentos es la base
para determinar parametros de gjuste en diversos temas: en la Unidad 2 “experimentos con
un solo factor” se usa en e tema “modelo estadistico de efectos fijos’; en la Unidad 3
“experimentos con un solo factor por blogue’, en el tema de “disefio aeatorizado por
bloques completos’; en la Unidad 3 “disefios factoriales’, en €l tema de “ disefio factorial de
dos factores’.

Larazdn de laimportancia del método de minimos cuadrados en estas &reas de la ingenieria
industrial, es sencilla: es uno ce los métodos mas elementales (en varios de los temas
mencionados es referencia para deducir otros métodos) y de los que mgor funcionan para
modelar un fendbmeno con datos empiricos en el que las variables deatorias estan

distribuidas en forma normal.

Y para e caso que concierne a la investigacion, su importancia radica en que para la
construccion del método se necesitan conocimientos de calculo multivariable.
Especificamente, conocimientos de funciones de dos variables y de derivadas parciales.
Que mas gue simples conocimientos de uso comun, constituyen e fundamento matemético
del método.

Sin embargo, en cursos como € de Andlisis de regresion y Andlisis y disefio de
experimentos, cuando se requiere del método, ssmplemente se usan las formulas Ultimas
producto del mismo, es decir, é método como tal, no se utiliza, solo las férmulas -con
propiedades cas mégicas ante la vista de los estudiantes que permiten gjustar una tabla de

datos numeéricos a una recta, a una pardbola, etc.
Y es que hay un hecho sumamente importante: en el plan de estudios no se encuentra curso

alguno de la carrera de I1S donde se estudie e método de minimos cuadrados como tal,

como un conocimiento matematico. Y es que este método se considera un contenido de
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Andlisis numérico, un &ea de la matemética que ni siquiera esta en la curricula de la

carera

De esta forma, cuando més, los profesores “deducen” e método la primera vez que
necesitan de €, sin otorgarle mayor importancia pues, como ellos mismos dicen a sus
estudiantes “a fin de cuentas lo que se va a emplear son las férmulas que resultan”. Y en el

mejor de los casos, remiten alos alumnos a consultar algun libro de M étodos Numéricos.

Se hace nencion de que este hecho resulta de suma importancia porque normalmente se
esperaria que en algun curso de Matematicas se incluya este tema y que entonces, €l
problema fuera, en todo caso, su desvinculacion con las &reas de especialidad, es decir, su
descontextualizacion, pero resulta que ni siquiera ocurre eso; el estudio del método de
minimos cuadrados aparece hasta los cursos de especiaidad en Ingenieria Industrial y de
Sistemas y se aborda suponiendo (en € mejor de los casos) que los estudiantes no tienen

problema alguno con &l conocimiento matemético de la diferenciacion parcial.

Pues bien, siguiendo con el propdsito de esta parte del trabajo, se realiz el andlisis de los

textos en uso sobre estas areas de interés, como se describe a continuacion.

2.1.3 Andlisisdelibrosdetexto

En este aspecto, se debe aclarar primero que tanto la revision de programas de estudio
como € andlisis de textos, se redlizaron practicamente a la par. De hecho, parte de los

resultados ya se han comentado en los parrafos anteriores.

Primero se realiza una revision general sobre los contenidos de los textos (se indican a
final de este escrito, en la bibliografia) de todas |as materias de la carrera que tienen que ver
con matematicas. El objetivo es determinar los cursos donde se usa el calculo. Una vez

obtenido esto, se estudia en forma particular sobre €l concepto, nocion o tema elegido.
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De acuerdo a los resultados ya mencionados en la seccion anterior, se ha determinado
continuar € trabajo en torno al método de minimos cuadrados, dada la importancia en €
area de especiaidad de la Ingenieria Industrial y de Sistemas'y a su directa relacion con €l

céalculo diferencial de dos variables.

De esta forma, € andlisis se enfoca sobre |o que se ha encontrado especificamente en
relacion a método de minimos cuadrados en los textos de los cursos de Analisis de
regresony Andlisis y disefio de experimentos, asi como también en un libro de Métodos

Numeéricos.

Se estudiaron los textos siguientes: en Analisis de regresion, el texto del misno nombre de
(Montgomery & Peck, 1992); en Analisis y disefio de experimentos, e texto “Design and
andlisis of experiments’ de (Montgomery, Douglas C., 1997) y de Métodos Numéricos, €l
texto de (Nieves, 1996).

De acuerdo a los resultados previos ya comentados, € primer encuentro de los estudiantes
con e método se daen e curso de Analisisderegresion. En € texto base (Montgomery &

Peck, 1992) se presenta como Ssigue:

“ Se desea determinar la relacion entre una sola variable de regresion x y la respuestay.
Usualmente se supone que la variable de regresion x es continua y controlable por el
experimentador. Entonces, si el experimento esta disefiado se eligen los valores de x y se

observan los valores correspondientes de y.

Supongamos que la relacion real entre x e y es una linea recta y que la observacion y a
cada nivel de x es una variable aleatoria. Ahora bien, el valor esperado de y para cada

valor dex es

E(y/X)=b,+b, X

en donde los parametros de la recta, b, yb,, son constantes desconocidas. Se supone que

cada observacion, y, puede describirse mediante el modelo
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y=b,+b, x+e 2

en donde e esun error aleatorio con media cero y variancia s ?. También se supone que
las {e}constituyen un conjunto de variables aleatorias no correlacionadas. A menudo, el

modelo que contiene una sola variable de regresion, se conoce como modelo de regresion

lineal simple.

Los parametros del modelo b, yb,, pueden estimarse mediante minimos cuadrados si se

tienen n pares de datos (Y,,X,),(Y,,X%,),--(Y,,X,) . Usando la ecuacion 2 se obtiene la
siguiente expresion

y; =by+b, x; +e, 1=12..,n

y la funcién de minimos cuadrados es

L:éef=é(yj-bo-blxj)2 3)
j=1 =1

La minimizacion de la funcion de minimos cuadrados puede simplificarse si e modelo,
ecuacion 2, se expresa mediante

y=b,+b, (x- x) +e (4)
en donde

X=@ma",x vy by =by+b,X.

En la ecuacion 4 simplemente se corrigié la variable de regresion mediante su promedio.
El resultado es una transformacion de la ordenada en el origen. Con frecuencia la
ecuacion 4 se denomina modelo de regresion lineal simple transformado, o simplemente
modelo transformado. Ademas de simplificar e problema de la estimacién, € modelo

transformado permite que otras tareas de inferencia se realicen con mayor facilidad.
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Empleando el model o transformado, la funcién de minimos cuadrados es

L = [yj_b(')_bl(xj_i)]z

1

. QJOJ

]

Los estimadores de minimos cuadrados de b, yb,, esdecir, b, y b, deben satisfacer

L g o _
~-=-2 - b,-b. (X - =0
b, e.l[y, o= bi(X; - X)]
L g — — - _
f :'Za[yj'bo' bl(Xj'X)](Xj'X):O
ﬂbl j=1

Después de simplificar estas dos ecuaciones se obtiene
— 8
nb,=a Yi
j=1
b_lé (Xj' 7()zzé yj(Xj_;()
j=1 j=1

Estas expresiones se conocen como ecuaciones normales de minimos cuadrados. Su
solucion es

Por lo tanto, b, y b, son los estimadores de minimos cuadrados de la ordenada en el

origeny la pendiente de la recta, respectivamente” .
Como = puede observar, € método de minimos cuadrados se explica en este libro en un

contexto del uso de la estadistica en € disefio de experimentos (aunque no es la materia de
estudio), pero, dada la presentacion, podemos inferir que se supone un conocimiento previo
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por parte del estudiante sobre e método. Este se menciona y se usa sin mayor explicacion

sobre los fundamentos mateméticos que |o soportan.

Por otra parte, en el texto base de Andlisisy disefio de experimentos (Montgomery, Douglas
C., 1997), laprimera ocasion en que se hace referencia al método, ocurre, como ya se habia
sefidlado, en el tema de “experimentos con un solo factor”, subtema “model o estadistico de
efectos fijos’, y se trata en el proceso de resolucion de un gercicio a manera de gemplo,

como sigue:

“...we could try fitting a quadratic model to the data, say

y=b,+b, x+b,x*+e
where b,, b, andb, are unknown parameters to be estimated and € is a random error
term. The method often used to estimate the parameters in a model such as is this is the
method of least squares This consists of choosing estimates of the b's such that the sum of
the squares of the errors (the e’s) are minimized. The least squares fit in our exampleis

y=- 39.9886 + 4.596 x- 0.0886 x”

(If you are unfamiliar with regression methods, see Chapter 13)” .

En e mencionado Capitulo 13 del texto se ofrece una introduccion a andlisis de regresion.
Aparece hasta entonces porque en € Capitulo 14 se necesita para abordar un tema
denominado “ Response Surface Methods and Other Approaches to Process Optimization” ,

que por cierto, no esta en e programa de estudios del curso en cuestion.

Finamente, se revisO también e texto de Métodos Numéricos (Nieves, 1996) que
frecuentemente |os profesores sugieren a los estudiantes para consulta cuando |o consideran
pertinente. Alli, e método se trata asi:

“A veces, la informacién numérica tiene errores significativos;, por eemplo cuando

proviene de medidas fisicas; en estas circunstancias no tiene sentido pasar un polinomio de

aproximacioén por los puntos dados, sino solo cerca de ellos. Sn embargo, esto crea un
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problema, ya que se puede pasar un nimero infinito de curvas entre los puntos. Para
determinar la mejor curva se establece un criterio que la fije y una metodologia que la

determine. El criterio mas comuin consiste en pedir que la suma de las distancias
calculadas entre el valor de la funcion que aproxima p(x ) y € valor delafuncion f(x )

dada por o datos numéricos, sea minima (ver figura), es decir, que

g. | p(x)- f(Xi)|=ém d. = minimo
=1 i=1

Para evitar problemas de diferenciabilidad, se acostumbra utilizar las distancias d,

elevadas al cuadrado, es decir

d.* = minimo

- Qos

'u‘

S s quiere aproximar mediante una recta, se usa p(x) = a, +a,x. Entonces & problema

es e de minimizar

a [a,+ax- f(x)]’
i=1

Asi, del nimero infinito de rectas que pasan entre los puntos, se escoge aquella cuyos
coeficientes a, ya, minimicen la suma anterior. En este caso tenemos una funcion por

minimizar de dos variables, entonces € procedimiento consiste en determinar las

derivadas parciales con respecto a cada una de las variables e igualar a cero cada

derivada, con o que se obtiene un sistema de ecuaciones en lasincognitas a, ya,; 0 sea

1 e

- f —0
Ta, &4 )" u
1 eg —O
ﬂa1€|1
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Derivando tenemos
o 1 2,
aﬁghmam-fuﬂ =a 2[a, +a,x - F(x)|®=0

éﬂia[ao'i'alxi' f(X|)] :é_ 2[ao +ax - f(xl)](x|):0

y desarrollando las sumatorias se tiene

[ag +ax - f(x)]+[ap +ax, - f(x)]+...+[a, +ax, - f(x,)]=0
ax, +ax’ - X f (xl)]+ [a0x2 +ax,” - X, f (xz)]+...+ [aoxm +ax - x f(x)|=0

gue simplificadas quedan

rra0+alé X :é f(x)
i=1 i=1

a,ax +taax’ =a fox)x

i=1 i=1 i=1

se resuelve este sistema y se tienen los parametros a, ya, ...”

Que es una presentacion similar ala que se indicd lineas arriba sobre e texto de Andlisis de
regresion, con la diferencia de que ésta Ultima estd sdlo en e contexto del andlisis

NUMErico.
Considerando los diversos elementos encontrados, se puede concluir que:
1) Los conocimientos de céculo que se contemplan en los cursos de
Matematicas para Ingenieria en e Sistema Tecnolégico de Monterrey, se

encuentran totalmente desvinculados de los procesos académico-formativos

en las &reas de especiaidad en la Ingenieria Industrial y de Sistemas.
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2) Existen areas de especialidad de la ingenieria industrial, como es € caso del
Analisis de regresion y @ Andlisis y disefio de experimentos, donde se

emplean conocimientos de calculo.

Esta situacion permite continuar con las fases planeadas en la investigacion. Se ha
identificado un conocimiento de especialidad, € método de minimos cuadrados, donde se
usan conocimientos de calculo: funciones de dos variables independientes, la derivada
parcia y e céculo de extremos de funciones.

De esta forma, la fase correspondiente a los estudios en e contexto de la ingenieria en €l
desarrollo de lainvestigacion, se enfocard sobre el disefio de una experiencia de aprendizaje
en € contexto de la Ingenieria Industrial y de Sistemas, en particular sobre el método de

gjuste de curvas llamado de minimos cuadrados.
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CAPITULO 3

LAS FUNCIONES COGNITIVAS EN UN PROBLEM A DE CALCULO DE DOS
VARIABLES

Se describe el andlisis cognitivo preliminar de las experiencias de aprendizaje en base a
sistematradicional y algunas consideracionesy resultados previos.

3.2 Estudios cognitivos preliminares

Una vez redizada la primera parte de la fase | del método de investigacion es decir, €
estudio didéctico sobre la ubicacion de conocimientos de célculo en areas de
especialidad de la carrera de Ingenieria Industrial y de Sistemas, se procedio aredlizar el
estudio didactico preliminar, en términos del mapa y las funciones cognitivas de
Feuerstein, a fin de obtener elementos de referencia sobre los factores cognitivos
involucrados en el uso de las ideas, nociones y conceptos que atafien d método de
minimos cuadrados en una situacion de ensefianza tradicional, asi como del estado de
aprendizaje de los conceptos de funcion de dos variables y la derivada parcial, para
posteriormente realizar |a experiencia de contextualizacion sobre los minimos cuadrados

en fendmenos de regresion lineal y su andlisis correspondiente.

Es importante sefidlar que el objetivo en esta parteera contar con un referente a nivel de
andlisis cognitivo, entre lo que ocurre en la mente de los estudiantes en relacion a su
aprendizgje en una situacion de ensefianza no contextualizada en la ingenieria y otra
donde el proceso se da en un contexto especifico de la misma. Sin perder de vista que
este Ultimo, como se ha indicado en € objetivo general de la investigacion, es la meta
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central del trabgjo. Es decir, se considera conveniente tener un referente sobre o que
sucede con los procesos cognitivos de los estudiantes en una experiencia de aprendizaje
tradicional, que involucre la derivada parcial, y que posibilite contar con mas elementos
sobre los factores implicados en la problematica que propicia la total desvinculacion de
las mateméticas, y en particular del calculo que se ensefia en carreras de ingenieria, y las
areas de especialidad en las mismas. Esto se volvid necesario dado que no se tienen
investigaciones antecedentes a las que se pueda recurrir en términos de esa problematica,
misma que ya sefialamos desde la introduccion y justificacion de este trabgo. No se han
realizado estudios sobre las funciones cognitivas (como las define Feuerstein) de
estudiantes en situacion de aprendizaje respecto a método de minimos cuadrados, ni en
contexto ni en alguna otra forma de ensefianza.

Entonces, la experienciay € andlisis redlizado y que se presenta a continuacion, sobre
las funciones cognitivas de alumnos en una experiencia de aprendizaje sin contexto en
la ingenieria, se llevd a cabo con € fin de contar con un apoyo referente en la
investigacion, que posibilitara, como se ha sefialado, contar con los elementos para
caracterizar los factores de orden cognitivo implicados y recopilar informacion a fin de
analizar, especificamente, las funciones cognitivas particulares que se presentan a

resolver un problema matemético particular.

De estaforma, se aclara que no fue un objetivo € redizar una confrontaciéno estudio de
contraste entre los andlisis cognitivos sobre € aprendizaje de conceptos del calculo de
un escenario comun en la ensefianza, no contextualizado, y otro que si se disefia en un
contexto especifico de la ingenieria. Més bien esta fase de la investigacion se reaizo a
fin de contar con un estudio de caracter didactico preliminar en el proceso, que ademas
de poder ofrecer luz sobre el disefio de la experiencia en contexto en relacion a

funcionamiento cognitivo de los estudiantes, permitiera tener elementos ¢ referencia
acerca de lo que sucede en la mente del que aprende, especificamente a resolver un
problema matemético en € &readel cdlculo y en base alateoria cognitiva de Feuerstein.
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Esta parte de la investigacion se llevd a cabo mediante dos actividades. una experiencia

en el aula con un grupo de estudiantes y la realizacion de dos entrevistas.

32.1 Laexperiencia en € aulay analisisde resultados

La experiencia se realiz en un escenario de ensefianza comun en e sistema tradicional,
esto es, mediante clases tipicas donde € profesor asume € rol principal, expone los
temas y propone gercicios y problemas a resolver a los estudiantes. Esto, siempre
siguiendo € programa de estudios oficiad y en base d libro “Caculo: conceptos y
contextos (Stewart, 1999)”, mismo que es € texto que se emplea en € curso de
Matematicas para Ingenieria |1, donde aparecen los contenidos relacionados a la
derivada parcial.

Este estudio se realizd con un grupo de 13 estudiantes con edades entre 19 y 21 afios, del
curso sefidado, en la carrera de Ingenieria Industrial y de Sistemas del ITESM Campus
San Luis Potosi.

Para los fines de la experiencia, primero se reviso € libro de texto respecto a las partes
dd mismo donde aparece 0 se menciona € méodo de los minimos cuadrados. El
resultado fue e siguiente: solo aparece en dos lugares; 1) a inicio (Stewart, 1999, pag.
77), en una seccion de la primera unidad (correspondiente a tratamiento de funciones en
una variable rea) donde e autor escribe sobre la importancia de los modelos
matematicos en genera y, 2) en la seccidn de gjercicios propuestos del tema de maximos
y minimos de funciones de varias variables (Stewart, 1999, pég. 820). Aqui es donde
aparece e Unico problema referente a los minimos cuadrados y que es, precisamente, €l
gue se decide emplear en la experiencia. Cabe enfatizar que los minimos cuadrados se
mencionan, como se ha indicado, Unicamente en la seccidn de gercicios propuestos; no
aparece en ningln momento en e desarrollo de las presentaciones respecto a los
contenidos de |os temas que se abordan en € texto.
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El problema

Suponga que un cientifico tiene razones para creer que dos cantidades, X y y se
relacionan en forma lineal; es decir y = mx + b, cuando menos de manera aproximada

para algunos valores de my de b. El cientifico lleva a cabo un experimento y recopila
datos en la forma de los puntos (X, Y;), (X,, ¥, ),--( X,,Y,) Yylosgrafica. Los puntos
Nno se encuentran exactamente en una recta, asi que el cientifico desea determinar las
constantes my b de modo que larecta y = mx + b se “ parezca” a |los puntos tanto como
sea posible (véaselafigura). Sea d, =y, - (mx; +b) la desviacion vertical del punto (X, y)
con respecto a la recta. EI método de los minimos cuadrados determina a my a b, de

o

e 2 . . .
modo que minimiza g in:ldi gue es la suma de los cuadrados de dichas desviaciones.

Muestre que, de acuerdo con este método, la recta que mas se“ parece” se obtiene cuando:

Q Q
ma X +bn=g VY,
i=1 i=1
n n n
o 2 o _ 0
ma X +ba X =a %Y,
i=1 i=1 i=1
Por lo tanto, la recta se determina resolviendo estas dos ecuaciones con las dos incognitas

my b.
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La experiencia se rediz0 de la siguiente forma: primero se presentd el problema a los
estudiantes, distribuidos en tres equipos de tres integrantes y uno de cuatro, en una sesion
de clase de 30 minutos y se les pide que realicen lo que se indicaen é. Después, a término

de la sesion se les plantearon las siguientes preguntas para realizar en trabajo extra clase:
Contesten y argumenten en la forma mas amplia posible, las preguntas siguientes.
a) ¢En qué consiste & método de |os minimos cuadrados?
b) ¢Qué significa minimizar y qué conocimientos matematicos se requieren
paralograrlo?, ¢Porqué?

c) ¢Quéesladerivada parcial?

Se les pidio entregar por escrito, en la clase siguiente, la solucion a problemay respuestas

alas preguntas.
La finalidad, como se ha indicado, fue estudiar las funciones cognitivas de los estudiantes

en el marco del mapay las funciones cognitivas de Feuerstein y explorar ademas, sobre el

estado de sus conocimientos matemati cos.

3.2.1.1 Resultados sobrela experienciaen el aula

El mapa cognitivo.

Primero, se describe a continuacion lo referente a las especificaciones generales del mapa
cognitivo como es concebido por Feuerstein, para el problema planteado:

Contenido: funcién de dos variables y derivadas parciales a nivel operativo.

Modalidad: verbal, smbdlicay gréfica.
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Operaciones: analogias, comparacionesy relaciones.

Fases: en la fase de entrada, se requiere que el estudiante perciba que en el enunciado se
describe en qué consiste la idea basica del método de minimos cuadrados y entonces 1o

o

que se pide es solo minimizar 3 " d, ? para llegar a las ecuaciones propuestas. En la

=1 i
fase de elaboracion, primero es necesario que los alumnos, una vez que tienen claro lo

gue se pide en & enunciado, sean capaces de acotar lo que se debe realizar a nivel

o

operativo (por giemplo, sudtituir d, =y, - (mx; +b) en § i”zldi ’ para enseguida derivar

parcialmente respecto alas variables my b) y, en su caso, averiguar |0 que sea hecesario.
Deben tener la capacidad de recordar sus conocimientos sobre sumatorias e identificar
gue en la informacion aparece una funcion de dos variables. Después, se debe recurrir a
los conocimientos previos sobre la forma de determinar un minimo y emplear la
simbologia adecuada en e proceso de diferenciacion. Finamente, en la fase de salida,
los estudiantes sdlo deben verificar las ecuaciones que se proponen en € propio

enunciado y externarlo verbalmente.

Nivel de complejidad: medio-alto (los conocimientos y operaciones requeridos no

requieren por completo de altos niveles de abstraccion).

Nivel de abstraccién: medio-dto (intervienen varias nociones y simbolos de

matemaéticas avanzadas, tanto del curso en cuestion como de otros precedentes).

Nivel de eficiencia: medio. No es un nivel alto porque es considerable el grado de
automatizacion requerido.
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El andliss

Se observaron dificultades para comprender [0 que se plantea en el enunciado. A pesar
de estar familiarizados con la smbologia que se usa, se manifestaron conflictos en la
comprension. Estos conflictos van desde dudas sobre lo necesario para minimizar la
sumatoria 'y que se reflgjan, por ggemplo, en preguntas como “ ¢lo que debemos hacer es
derivar?”, hasta otros mas profundos y observables, como por gemplo, cuando alguno
de los equipos no entendid la explicacién que se da sobre el método de minimos

cuadrados ni lo que se pide redlizar.

En términos de las funciones cognitivas de Feuerstein, se puede inferir que la funcion de
percepcion clara se ve afectada en los estudiantes debido a la aparicion de estimulacion
novedosa en e enunciado del problema, por gemplo, con € término “minimos
cuadrados’; también a nivel de complgjidad, que e estudiante percibe en la ssmbologia
empleada, e incluso, a la amplitud del texto, o que repercute en un conocimiento
impreciso de los datos de la informacién. Esta situacion estd estrechamente relacionada
con la pobre exploracion sisteméatica observada. La impulsividad aparece en forma
notable, por eiemplo, cuando los estudiantes advierten que se debe derivar, intentan

hacerlo aln antes de tener claro cudl es la funcién a tratar y las variables involucradas
(esto se presenta incluso después de trabagjar extra clase, como se describe mas adelante),

al grado de que en dos de los equipos de trabgo empiezan a derivar parciamente

respecto a x. y y; (cuando las variables independientes en el problemason my b).

Es importante sefialar que estas funciones cognitivas se ven afectadas también en forma
considerable por otros dos aspectos fundamentales. la falta de motivacion y la
consecuente falta de atencion a abordar e problema. Aqui, es importante considerar
gue en & aspecto motivacional, intervienen directamente sesgos de pensamiento como
los determinados por la creencia (0 ad menos duda permanente) de que las matematicas

no les son Utiles en su futuro ambito profesiona. Es decir, intervienen de manera
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decisiva factores de carécter sociocultural. Muchos estudiantes realizan la actividad que
se les pide (resolver e problema) sdlo por la motivacion de obtener una nota, de
acreditar un curso. Cuando se enfrentan a un problema, predomina una actitud esquiva,
tratan de evitar d enfrentarlo lo més posible, privilegiando aspectos superficiales del
planteamiento por encima de los datos relevantes. Por gjemplo, durante la sesion en
cuestion, a momento de iniciar la lectura del enunciado del problema, un alumno
pregunta “¢Y esto para qué nos puede servir a nosotros?..., aqui dice que le interesa a

un cientifico...no es para un ingeniero”.

Es evidente que estos problemas en la fase de entrada no son consecuencia de factores
asociados a desarrollo cognitivo de los alumnos, sino a “vicios’ de pensamiento
adquiridos a lo largo de su vida escolar. Situacién que concuerda con lo sefidlado por
Vergnaud (1990) cuando habla de su teoria de |os campos conceptual es aplicada a nifios
y adolescentes, en € sentido de que los elementos teodricos que la estructuran serefieren
también a los procesos de aprendizgje del adulto, pero que estos Ultimos suceden “ bajo
restricciones que son mas del orden de los habitos y de sesgos de pensamiento
adquiridos que relativos al desarrollo del aparato psiquico’, y que a la vez, se puede
soportar en las ideas de Piaget sobre las etapas de desarrollo intelectual, considerando
gue este trabajo se realiza con estudiantes de 19-21 afios de edad.

Por otro lado, se observa que los alumnos tienen dificultades también con la funcion de
organizacion de la informacion, aunque se puede decir que éstas no se deben a una
incapacidad para redlizarla, sSno, més bien, a la incertidumbre en que se cae como
producto de las situaciones ya mencionadas, asi como a las caracteristicas de la
recuperacion de informacién en la memoria a largo plazo respecto a prototipo que
tienen los estudiantes de lo que es una funcion de dos variables (y cudles son las
variables) y a la nocion de sumatoria. Por giemplo, en dos de los equipos, en forma
explicita, aparecen inquietudes en torno a esta Ultima: de su conocimiento previo, lo que

aflora'y predomina es e significado sobre los simbolos. Asocian €l simbolo é alas

series numéricas infinitas 1o cua implica € uso de la funcién cognitiva de conducta
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comparativa, perdiendo de vista la informacién en € enunciado de problema y en
consecuencia, la necesidad o conveniencia del uso de este simbolo en € planteamiento.
Aparecen comentarios como “ solo debemos derivar la serie, ¢no?” , y“ ¢coOmo se deriva
una serie?...ha... eso lo vimos en Mate Il (aludiendo a curso previo de célculo integra

en una variable y series numericas infinitas)”.

En la fase de elaboracion, como consecuencia de los conflictos observados en la parte
inicial, se ven afectadas las funciones de percepcion y definicion del problema,
seleccion de informacion relevante, interiorizacion y representacion mental, y la

clasificacion cognitiva.

Las funciones de percepcion y definicion del problema, y la de seleccion de informacion
relevante, estén directamente relacionadas a las de percepcion clara y exploracién
sistematica, y afectadas por €ellas en términos de las observaciones indicadas

anteriormente.

Respecto a la interiorizacion y representacion mental, se puede inferir su afectacion en
algunas acciones de los estudiantes, por gemplo, cuando perciben que la funcion
involucrada es de dos variables independientes, pero les causa conflicto el que no
aparezca en forma explicita la variable dependiente (alguien comentd que “la funcion no
tiene nombre”), ademés aparecen dudas respecto a si la sumatoria es 0 no unafuncién (y
por tanto, susceptible de diferenciacion o no). Esto provoca que a momento de derivar
no usen una ssimbologia apropiada, por gemplo, no indican qué cosa van a derivar, solo
escriben el resultado.

Laclasificacion cognitivaes una funcion que a su vez depende de otras funciones, entre
ellas las de percepcion clara uso de distintas fuentes de informacidn, conducta
comparativa y distincion de informacion relevante, todas ellas afectadas desde la fase de
entrada. Pero ademas, se presentan dificultades en ella debido a que los alumnos tienen
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deficiencias conceptuales respecto a las nociones previas necesarias tales como
sumatoria, funcion de dos variables, derivada parcia, valor minimo de una funcién de

dos variables, etc.

Finalmente, en la fase de salida, sdlo se observaron conflictos en la funcion de
comunicacion explicita y en la de precision y exactitud de la respuesta. Algunos
estudiantes llegan a las ecuaciones indicadas pero no escriben la respuesta en forma
explicita. Es decir, de acuerdo a la teoria, presentan una comunicacion egocéntrica: no
consideran necesario mayor explicacion sobre la solucion, creen que cuaquier otra

persona que vea su trabajo |o comprende bien.

3.2.1.2 Resultados sobrelosreportes escritos

Algunos de los conflictos y deficiencias observadas prevalecen alin después del trabajo

extra clase que realizaron los estudiantes.

Respecto ala primera pregunta:

Ningun equipo contesta (recordemos que la pregunta era, ¢en qué consiste el método de
los minimos cuadrados?) haciendo referencia explicita al enunciado del problema.
Todos los estudiantes se dieron a la tarea de investigar al respecto y presentan en su
reporte resimenes, partes e incluso copias exactas de libros donde se trata el método.
Esta es una situacién esperada puesto que, de acuerdo a lo observado durante la sesion
en el aula, el enunciado del problema resultd no ser suficiente para la comprension del

método.
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Respecto a la segunda pregunta:

No interiorizan adecuadamente, como ya se sefial6 antes, debido a factores conceptuales
sobre sus conocimientos previos, por gemplo, uno de los equipos, como parte de su
respuesta a la pregunta ¢Qué significa minimizar y qué conocimientos matematicos se
requieren para lograrlo?, ¢Porqué?, escribe, “Minimizar significa reducir a su minimo
volumen, en este caso especifico se refiere a buscar e minimo de una funcion, es decir
hallar el limite inferior al que puede reducirse. Para encontrar dicho minimo se utiliza
la derivada ya que es €l Unico procedimiento por €l cual se encuentran minimos ya que

al integrar se encuentra € maximo pues es esta se suman las diferenciales”.

Parece ser que la concepcion de minimizar en estos estudiartes gira en torno ala nocion
de volumen. Asi, minimizar significa buscar e minimo de una funcién o determinar el
limite inferior a que puede reducirse (6 volumen). Esta concepcion se hace més
evidente cuando escriben que “Para encontrar dicho minimo se utiliza la derivada ya
gue es el unico procedimiento por €l cual se encuentran minimos ya que al integrar se
encuentra e maximo pues es esta se suman las diferenciales’. Parece ser que €l
conocimiento que tienen respecto a derivar e integrar, quedo codificado en la memoriaa
largo plazo como quitar y agregar, respectivamente, y es eso o que recuperan de los
conceptos implicados a pensar sobre la pregunta. Derivar, entonces, significaria reducir
a minimo un volumen (restar) e integrar, por € contrario, permitiria encontrar el

mMaximo (sumar).

Por otra parte, respecto a laidea del procedimiento analitico para determinar e minimo
escriben que “ ...a partir de las raices de la derivada podemos apreciar en la grafica los
puntos criticos que en ella existen, entonces encontramos el minimo relativo o absoluto
y por ende se encuentra el error minimo posible. Se hallaré la derivada parcial de
primero orden, en este caso con dos variables, se derivara con respecto de ambas
variables, seiguala € resultado a cero con € fin de encontrar lasraicesy asi los puntos

criticos y se resuelve para encontrar los valores’. Se puede observar aqui que €l
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elemento central en estas ideas queda oonstituido por las raices de la derivada. Los
estudiantes asumen que la funcion derivada tiene raices y entonces solo es cuestion de
encontrarlas. No es posible determinar con precision si 1os estudiantes tienen claro que
la funcion del problema, por sus caracteristicas, siempre tiene un minimo y por eso €
derivar parcialmente, igualar a cero y resolver el sistema, funciona siempre. Sus
argumentos pueden deberse a esto, pero también (y se cree que es lo méas probable)
pueden ser consecuencia de que e algoritmo derivar-igualar a cero-resolver es el
conocimiento que ha quedado en su memoriay que es aplicable a toda funcién de dos
variables sin necesidad de considerar otras posibilidades de valores extremos (por

gemplo & minimo en € “pico” de un cono que “abre’ hacia arribg.

Por otra parte, es evidente que para estos estudiantes la posibilidad de hallar un punto
critico correspondiente a un maximo queda descartada (es seguro, desde la perspectiva
de elos, que con ese procedimiento lo que se determina es un minimo dado que se esta

derivando; integrar corresponde a maximo).

Se cebe aclarar que estas observaciones y reflexiones son un intento de explorar las
causas de los aspectos conceptuales que intervienen en los procesos cognitivos a
abordar un problema, en particular sobre las funciones cognitivas como las concibe
Feuerstein, pero no se pretende realizar un estudio exhaustivo en este sentido (tal vez se
requeriria emprender un nuevo proyecto). Lo que si se puede decir en relacion a los
objetivos de la investigacion es que estas concepciones previas de los estudiantes
influyen decisivamente en su funcionamiento cognitivo, en particular sobre las funciones

deinteriorizacion y representacion mental y laprecision y exactitud en la respuesta.

Respecto a latercera pregunta:

El resultado mas importante aqui fue € que todos los equipos inician su respuesta a esta
pregunta (¢qué es la derivada parcial?) describiendo la forma de calcular una derivada
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parcial. No contestan de entrada qué es, sino, como cacularla operativamente.
Posteriormente mencionan la definicion en términos de limites (copiada de libros) y solo
tres de los equipos, a finad de su respuesta, presentan la interpretaciéon geométrica.
Evidentemente, del manegjo conceptual que tienen los alumnos sobre la derivada parcial,
la parte operativa es la que predomina. En sus esgemas, primero esta el registro
algebraico, laforma de determinar una derivada (laidea de que a derivar una funcién de
dos variables respecto a una de dllas, la otra se trata como constante), y después las

definiciones e interpretaciones geométricas.

Finalmente, es importante comentar que en las entrevistas se intentara profundizar sobre
los aspectos que en esta etapa solo se han podido estudiar parcialmente, a fin de contar
con elementos para determinar con mayor precision las causas de las conductas de los
estudiantes, en particular respecto a las dificultades y/o deficiencias cognitivas que
enfrentan en el proceso de resolucion del problema.
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3.2.2 Lasentrevistas

El propdsito de esta actividad era € de obtener informacion respecto a las funciones
cognitivas y analizar cudles de ellas se presentan, en qué momentos del proceso y en qué
forma. Esto es, estudiar las funciones cognitivas implicadas en € procesamiento de la
informacién en el acto mental de resolver un problema matemaético, sobre todo las que se

presentan y provocan dificultades en el estudiante.

En este sentido, este estudio constituye un complemento del ya descrito en la parte

inmediata anterior de esta fase de la investigacion.

El problema que se usa con los entrevistadoses e mismo de la experienciaen €l aula

Se presenta a continuacion una relacion de las preguntas disefladas previamente para €l

desarrollo de la entrevista, asi como una breve explicacion sobre 1o que se desea conocer

por medio de cada una de €llas.

Paralafase de entrada:

¢De quétrata el problema?

Con esta pregunta se pretende obtener informacion del sujeto respecto a la situacion de las

funciones cognitivas a nivel de entrada. En particular sobre la funcién de percepcién clara.

¢Qué informacion s da?

Se intenta saber s e sujeto tiene clara la informacion respecto a los datos que se

proporcionan, Si organiza esa informacion en forma efectiva'y si explora sisteméticamente

el enunciado del problema.
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Para la fase de elaboracion:

¢Coémo piensas que deberia ser el procedimiento para resolver el problema?

La respuesta a esta pegunta da luz para analizar propiamente e proceso de resolucion del
problema. Desde la percepcion y definicion del problema por parte del sujeto, hasta la
seleccion de informacion relevante, la planificacion de su conducta, la interiorizacion y
representacion mental; s aparece 0 no una conducta comparativa, e pensamiento hipotético
y la evidencia l6gica (méas abajo se describe una serie de preguntas de apoyo para obtener
informacion especifica en esta fase).

Paralafase de sdida:

¢Cuél esla solucion del problema?

Se desea obtener informacién acerca de la forma en que € sujeto externa su respuesta a

problema.

¢Cuéles son los alcances de la solucion? (describe para qué puede servir la solucion).

Se pretende indagar s € sujeto percibe la utilidad de la solucion encontrada.

Para € proceso de resolucion, en la fase de elaboracion del acto mental a abordar el
problema (inmediatamente después de la pregunta ¢cémo piensss que deberia ser €
procedimiento para resolver el problema?), se contemplan las siguientes preguntas como

auxiliares en la busqueda de informacion sobre las funciones cognitivas y las operaciones

mentales usadas por € sujeto.

95



¢En qué consiste e método?

¢la sumatoria es una funcion?, ¢Qué tipo de funcion? , ¢Cuales son las variables?, ¢Como
estan relacionadas?

¢Tu crees que siempre tendra un minimo (la funcién)?

¢Porquéderivar?

¢Porquéigualar a cero las derivadas?

3.2.21 Entrevistal.

Transcripcion de la grabacion en video.

M.- Mario (sujeto entrevistado)
L.- Leopoldo (entrevistador)

L.- Bueno, entonces vamos a empezar. Mira, primero te voy a pedir que leas el problema,
que lo veas, y ahorita que ya termines de verlo, te voy a hacer una serie de preguntas y lo
gue quiero es nada méas que...que vayas contestando una por una. A ver, entonces te doy
tiempo para que lo leas, luego vemos las preguntas.

(Mario lee e problema)

L.- ¢Listo Mario?

M: Ya

L: Este lo puedes dejar para referencia (refiriendose a texto del problema).

L: Entonces, dime, ¢de qué trata el problema?, ¢cémo describirias de qué se trata?

M: ¢De qué se trata?...se trata...de aproximar una recta a una serie de...de puntos aeatorios
y esta recta de..implica una caracteristica de que se debe acercar lo més posible a
ellos...aproximar.

L: Ok.

M: Bueno, pero dentro del problema nos pide que pues, demostremos que esa recta se

obtiene a partir de estas dos ecuaciones (sefiala €l sistema de ecuaciones), entre otras
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cosas,...que la distancia del punto a la recta es ésta,...y que..estd la sumatoria de las
distancias de los puntos a larecta, al cuadrado.

L: Bien, digamos que esa es la situacion, eso es lo que se pide y es, este,...el contexto del
problema. Y para eso, ¢qué informacién se da?

M: Mmm...para empezar,...todo o que se da es informacion, pero yo lo primero que
recalcaria seriala distancia.

L: ¢Quédistancia?

M: La distancia de cualquier punto a la recta...es un primer dato, el segundo,..dice (lee €l
enunciado del problema) usando e método de los minimos cuadrados, dice que...este
método determina € valor de la pendiente y de la..de la ordenada a origen, este,
caracteristicos de la...de la recta que estamos buscando y que la sumatoria de las distancias
de cada uno de los puntos a la recta a cuadrado,...que hay que minimizar la sumatoria de
esas distancias a cuadrado,...y qué mas seria?...como datos, creo que son esos, aparte que
te dan...te dan las rectas o te dan las ecuaciones a las que tienes que llegar,...y la gréfica

L: Bien entonces con...teniendo lo que trata € problemay la informacion que se da, ¢me
puedes describir por favor, como crees o cOmo piensas que deberia ser € procedimiento
pararesolver el problema?

M: Hay cosas que no <6,... por gemplo, dice que € método de los minimos cuadrados
minimiza la suma de todas estas distancias a cuadrado, ¢porqué es a cuadrado?, no lo sé,
pero asi dice que es e método y bueno, lo voy a obedecer. Este,...dice que la sumatoria de
esas dist,.... este...que a andizar esas distancias al cuadrado, este, que es como se
determinan los valores de my b. Dice que la distancia de cada punto a la recta esta dado
por,...por esta ecuacion (se refierea d, =y, - (nx; +b) ). Al empezar, esta ecuacion, seria
cosa de sudtituir y de ahi,...que sea un minimo, eso solo viendo la ecuacion,...yo diria
que...solo graficandola, dandole valores a las incognitas my b. Pero s ahi mismo me dice
gue se minimiza, este,...que debe dar un minimo, cuando yo derive esta ecuacion de la
distanciadel i-ésimo punto a la recta,...y por e método, derivando parciamente, igualando
a cero y encontrando puntos criticos. De alguna manera se quiere verificar que se
puede,...se quiere saber que es un minimo, se puede sust...de alguna manera,...

L: O seq, ¢un criterio para determinarlo?

M: Si.
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L: Bueno, de acuerdo a lo que dices sobre el método, se trata de minimizar la expresién de

O n

esta sumatoria (sefiadla la expresion g ~d ’ ) Yy que entonces operativamente seria cosa,

por gjemplo, de sustituir esta ecuacion dada paralad aqui (indicala misma expresion de la
sumatoria) y luego trabajar con ella ¢no?, derivarlay demés...Este, ¢porqué crees que...o
porqué dudas que pueda tener un minimo?

M: ¢Porqué dudo?...pues no seria tanto dudar sino verificar. De hecho, esta distancia...de
estaecuacion,...

L: Si, ¢delad?

M: Si, la distancia para,...para,...cualquier cosa que estemos graficando, siempre va a ser la
misma, es la distancia de un punto a una recta, esto no varia. Esto debe ser una funcion
(sefida la ecuacion para d) todo esta en funcion,...o depende de dos variables,...es una
funcidn en tres dimensiones. Habria que graficarla a ver qué tipo de funcion es y esa
funcion es la que siempre vamos a derivar,...entonces, dependiendo de esa funcién sabemos
S slempre va a ser un minimo o un maximo relativo...

L: Terefieresala sumatoria o ala otra (sefiala la ecuacion parad).

(Mario lee la parte del problema donde se describe sobre la ecuaciéon de las d y la
sumatoria)

M: d cuadrada,...las distancias al cuadrado (sefidla la sumatoria).

L: De la sumatoria

M: Aja

L: La formulita de la distancia (sefiala la ecuacion de la d),...es para cada una de las
distancias, pero por separado.

M: Aja

L: Entonces, ¢tiene sentido que uno diga que s suma todas esas distancias y luego las
quiere minimizar,...que se pueda lograr eso?, ¢0 no?

M: ¢Si tiene sentido?

L: Si, tratar de minimizar eso.

M: No,... no entiendo la pregunta.

L: Si, es decir, e método se basa en la construccion de esas diferencias (sefiala la ecuacion
dela d y € dibujo en € texto del problema), de esas distancias ¢no?, entre los puntos

experimentales y la recta que andamos buscando.
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M: Aja

L: Este...la pregunta es s tU crees que, bueno, la idea del método es minimizar eso, 0 sea,
¢tiene sentido minimizar? Porque entonces s si tiene sentido pues es como responder a la
duda que tienes, ¢n0?,...0 sea, esa funcion, ¢deberia tener un minimo?, o més, ¢endria
sentido preguntarse s podria haber un maximo ali?,... ¢Qué significaria maximizar las
distancias?

M: No, en ese caso no tendria sentido,...pues un maximo de esas distancias seria...infinito.
L: ¢Podria ser infinito? Estamos hablando de distancias.

M: Aja

L: Entonces, ¢Cual es laidea del mé&odo? O sea, la idea bésica,...olvidate de las distancias
y los puntos y eso,...|aidea es, - ya me la habias dicho, pero retomandola,...€s,...

M: Dada esta serie de puntos.

L: Aja Construir,...dada esa serie de puntos...

M: Construir...

L: Si.

M: Construir, deducir...una ecuacion lineal...la ecuacién o unarecta, la recta Optima,...

L: ¢Cudl seria?

M: Que se asemeje mas a estos puntos.

L: Eso, ¢gqué significa en términos de las distancias?,...¢Qué significa que se asemejen?

M: Que se acerquen, que,...que la distancia de la recta a los puntos sea minima.

L: Entonces, ¢como hacer eso?

M: Como lo plantea ahi,..minimizando,..0 bueno, no tanto minimizando, sino encontrando
puntos criticos que van a ser minimos, que ya vemos que se minimizan,...que van a ser
minimos, este,... de esas distancias.

L: Ok.

M: Bueno, de la gie viene de la,...de la derivada de esas distancias,... derivar la ecuacion,
igualarlaa cero,...en términos analiticos,...

L: Bueno, a ver, entonces, se trataria de derivar la ecuacion, ¢no?, la ecuacion... ¢cua
ecuacion?, o sea ¢cud es la que vamos a tratar,...la que vamos a tratar de minimizar?

M: Lade las distancias a cuadrado.
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L: Ok. La de distancias a cuadrado. Que es una ecuacion,...bueno,...primero, ¢es una
ecuacion esa?

M: Pues, unafuncion,...podria ser.

L: ¢Es unafuncién?, ¢como la,..

M: Pues s, §i,...

L: Asi como esta...

M: Si, si,...tiene un igua ahi (sefidala ecuacion de lad),... pues si es unaecuacion.

L: No, pero merefiero alade las sumas, no aladelad.

M: Mmm,...no indep...independientemente de la sumatoria, no; d cuadrada si,...

L: Es que me dices que laque vas a derivar esla de la sumatoria, ¢no?, ¢olad?

M: No, si, la sumatoria

L: Laque hay que minimizar es la sumatoria.

M: Si.

L: Ok. Me refiero a eso, la pregunta es, ¢esa sumatoria es una funcion, es una ecuacion, o
qué es?,...asi como esta ahi.

M: Asi como esta ahi...

L: Claro, a sabiendas de que lad es esa (sefialala ecuacion de la d).

M: Pues si, es una ecuacion.

L: A ver, ;porqué crees que es una ecuacion?

M: Porque d cuadrada es una ecuacion,...y la sumatoria de esa ecuacion...me quedaria una
serie de ecuacion.

L: La d es una ecuacion. En eso estoy de acuerdo, pero cuando tu evallas,...eso que dijiste
de que podias sustituir en la sumatoria,...a la hora que sustituyes,...ya no sustituyes toda la
ecuacion, sustituyes la equivalencia, en este caso la equivalenciade la d.

M: Aja

L: Nada mas. Imagina que ya hiciste eso, 0 hazlo si quieres, no sé...eso que quedo,..¢es una
ecuacion?,

M: A ver (escribe).

L: Sudtituyela d, s gustes.

(redliza la sutitucion)

M: Listo. M mm,...entonces, si todo esto (encierra con su boligrafo lo que escribid)...
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L: Exactamente, si esa expresion es una ecuacion, es unafuncion, es,..o, ¢qué es?

M: ¢Todo esto?

L: Si, todo. Incluyendo la sumatoriay la expresion que sustituiste.

(Observa la expresién que escribi6)

M: No, bueno, ecuacion no,...creo que me queda claro porqué no es,...esto es la distancia
(sefida lo que sustituy6 en la sumatoria) de un punto a la recta, d cuadrado. Si yo sumo
estas distancias no tiene ninguna relacion con,...una funcién, no,..una ecuacion,...una
ecuacion,...no, yo creo que tampoco.

L: Pero, ¢porqué crees que no?,...cqueé te hace pensar que no es una ecuacion?

M: Para tener una ecuacion necesito un igud, ¢no?

L: Ok.

M: Que esto seaigual a:...eso no lo tengo en ninguin lado,...no $&,...n0 S ,...una expresion.

L: Ok. Entonces no seria una ecuacion. ¢Crees que eso represente una funcion?

M: ¢Lasumatoria de (sefidlala sumatoria)...?

L: Esa, esa misma expresion que tienes (sefida la sumatoria).

M: No.

L: ¢Y porqué?, ¢(Porqué crees que no representa una funcion?

M: Si yo lo veo asi,...esto,...viene siendo la distancia de un punto, cualquier punto, alarecta
gue estamos buscando,...que sea a cuadrado, pues no,...deja de ser lineal, cambian las
cosas, vamos a tener otra cosa,...alguna otra funcidn,...no Sg,..pero como yo sumo todas
estas distancias a cuadrado,...no tiene porqué darme una funcion.

L: Ok. Bueno, entonces, hace rato me dijiste que la idea del método, asi como lo entiendes
de acuerdo a lo que esta planteado ahi (sefidla e enunciado del problema), es sustituir, eso
que ta hiciste ahi, la equivalencia de las d's, ¢verdad?, de las diferencias, en la sumatoria
gue se propone en e método. Eso es lo que tienes ahorita. Y luego me dices que esa
sumatoria es la que hay que trabgjar, que esa es la que hay que derivar, igualar a cero, para
ver dénde tiene sus puntos criticos. Qué, seglin me dijiste también, pues van a depender de
las variables ¢no?, que serian lamy lab.

M: Si.

L: Ok. ¢Se vae derivar algo que no es funcién?

M: Mmm,...muy buena pregunta,...¢se vale derivar...?, no, espérame,...
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L: Porque de acuerdo atodo esto que me estés diciendo, eso es |o que harias,...derivarias.
M: Si, escierto.

L: Entonces, esta cosa (sefida la sumatoria) es funcién ¢o no?

M: Si, deberia ser.

L: Y en todo caso, s fuera funcion, ¢gue tipo de funcion seria? Ya me dijiste que las
variables serian m y b, pero, ¢qué variables?, ¢dependientes?, ¢independientes?, ¢como
estarian relacionadas lamy la b?,...¢O hay alguna otra?

M: Mmm,...x, bueno, X yy,...son los puntos, este,...estos que tengo aqui,...¢como se dice?,...
L: Estu coleccion de puntos.

M: Aj4..m y b son,...son desconocidos para mi,..son variables,..que pueden tomar
valores,...|os vaores que yo ando buscando,...¢de que tipo de funcion...?

L: Si, me refiero a que tipo porque dices que my b son las variables, pero ¢qué variables?,
¢son independientes las dos?, ¢una es dependiente de la otra?, porque a fin de cuentas eso
me va a decir qué tipo de funcion es. Si es funcion yo tengo que tener claro cudl o cudes
son dependientes, cud o cuales son independientes, ¢verdad?

M: Pues, yo diria,...(piensa e iguala a ‘z” la expresion que habia escrito) que son variables
independientes.

L: ¢my b serian independientes?

M: Si.

L: Y estaz aque tu iguaas ahi (sefidla la ecuacion),...¢ahora si es una ecuacion, también?
M: Si.

L: Ok. Esaz, ¢qué seria?

M: La funcién como tal.

L: En e problema de nosotros, ¢qué significaesa z?

M: ¢Esa Z?,....mmm,...es la funcion que obtenemos a elevar a cuadrado esta distanciay que
nos va a determinar e que sea un minimo, Maximo,...y entre ese minimo 0 maximo, que
tipo es,...relativo,...este,...absol uto, etc.

L: Ok. Entonces, ¢es como ponerle nombre a la funcién?

M: Si.

L: O seq, es unaformade llamarle a la funcion

M: Si, zdem, b (escribe z(m, b)).
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L: Ok. Si es zde mcoma b, entonces ¢qué tipo de funcion es?, cuantas variables hay?

M: Son dos.

L: ¢Dependientes?, ¢independientes?, o ¢cOmMo?

M: Independientes.

L: ¢Y laz?

M: Dependiente de estas variables (sefidamy b).

L: Bien, ¢entonces la z seria una variable que depende de my b?

M: Aja

L: Entonces tenemos una funcion de dos variables independientes.

M: En tres dimensiones.

L: ¢En tres dimensiones?

M: Si.

L: Ok. Bien, entonces, volviendo a problema, esa seria la funcién que habria que trabgjar,
éno?

M: Si.

L: Entonces, de acuerdo alo que se plantea en € problema, ;qué seguiria?

M: Pues, S yo quisiera ser estricto,...yo graficaba esto (sefiala la funcion),...no es por
desconfiar del libro (se refiere a enunciado del problema),...pero pues me interesaria saber
porqué esta funcion, este,...se repite [lo mismo, aqui 1o Unico que va a cambiar es €l valor de
,...este,...y y de x en un principio y los valores que tengamos findmente de m y b,...
entonces me interesaria saber esta,...conocer esta funcion graficamente y saber porqué
siempre es un minimo.

L: Ok.

M: Yaahi pues entro alo analitico. Lo que seguiria seria derivar esta funcion, parcialmente
porgue tengo dos variables independientes, igualar a cero, encontrar puntos criticos, etc.

L: ¢£TU crees que siempre tendria un minimo?

M: Yo creo que si,..si porque, este,...s te dice € problema “minimiza esto”, quiere decir
gue siempre habra un minimo, y nada mas uno, sino a método,...0 no s&,...me darian algin
punto para el cua seria el minimo de esta funcidn,... no s,...otra cosa,...

L: O seq, ¢tu crees que la gréfica, 0 sea, la funcidn ésta, tiene un valor extremo minimo y

gue no depende de los valoresde xy y?
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M: Si.

L: O sea que, ¢independientemente de los valores que te den, por gemplo, en una tabla, a
ponerlos, esa funcién debe tener un minimo?

M: Si.

L: Ok. Entonces, ¢qué es lo que seguiria para hallar ese valor extremo minimo?

M: Los puntos criticos. Los valores paramy b.

L: ¢Qué eslo que harias?

M: Este,...derivar,...todo esto, lo que estd adentro de la sumatoria. Derivando, este,
parcia mente.

L: A ver, si, haz eso, por favor, nada mas eso,...es un renglén o dos,...bueno, depende cémo
lo hagas...

(Mario realiza el clculo de las derivadas parciales)

L: Listo.

M: Si. Analiticamente pues este es el primer paso.

L: Ok.

M: Bueno, aqui derivé esto (sefiaa la expresion dentro de la sumatoria) pero me faltarian
las sumatorias,...pero es cosa de agregarlas,...asi...(escribe los simbolos de sumatoria en las
derivadas que obtuvo).

L: O seq, las propiedades de la sumatoria te permiten hacer esa derivada directamente...

M: Si. Degjo la sumatoria de la serie y derivo lo de adentro...y derivar....De aqui lo que
seguiriaesigualar a cero...

L: ¢Porquéigualar a cero?

M: ¢Porqué?, porque en este caso es un minimo, pero independientemente de eso, de s
haya un mé&imo o un minimo relativo o absoluto, 1o que sea, ahi siempre va a haber un
plano tangente, y habrd un plano tangente porque esta en tres dimensiones y un plano
tangente... que va atener una pendiente igual a cero...

L: Ok. ¢Y eso ocurre siempre?

M: ¢Qué cosa exactamente?

L: Si, que en un méximo o en un minimo, indistintamente, va a haber un plano tangente con
pendiente cero

M: Ah, claro.
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L: No hay posibilidad de que ocurra otra cosa,...

M: Que en un méximo o un minimo,...no siempre la pendiente,..o hay un plano,...

L: Que e plano tangente no tenga pendiente cero,...u otra cosarara,...no sé,.

M: No.

L: ¢No es posible?

M: Hasta donde yo he visto, no.

L: S td tuvieras un cono abriendo hacia arriba, un cono hacia arriba -es como los de tomar
agua, ¢no?-, con el vértice justo en e origen, dirias que esa funcion,...s tuviéramos la
funcidn que modela esta cosa, ¢tiene un minimo, o no?

M: No...cahi?...A ver...

L: La pregunta es s tiene minimo o no, no s tiene derivadas 0 no,...visuamente, hay un
minimo o no hay.

(Mario dibuja el cono)

M: ¢S agui hay un minimo? (se refiere a dibujo del cono, € cua ha dibujado sin sistema
de referencia)

L: Si, puede estar de entrada donde sea (se refiere a dibujo del cono), pero supongamos
que €l pico éste (sefidla sobre el dibujo) estd en el origen, en el sistema tridimensional,
cverdad?

M: Si.

L: Es un cono, es un sdlido,...en e sistema tridimensional (insiste para ayudar a que Mario
dibuje los ges coordenados).

M: A ver, si, ¢qué fue lo que me preguntaste?, ¢qué s aqui hay un minimo? (encierra con
su boligrafo el area del dibujo arededor del origen)...

L: Si, que s lafuncion que esta representada por ese cono, tiene o no tiene un minimo.

M: Mmm...se supone que Si,...no $E,...

L: ¢Si deberia tener un minimo o no?

M: Si deberia tener...porque aqui hay un punto,..donde aqui la pendiente puede ser
cero,...si. Yo diria que hay un minimo.

L: ¢Y qué pasa conlas derivadas ahi?, ¢Hay un plano tangente con pendiente cero ahi?

M: A ver...seria verlo analiticamente,...no, creo que no, creo que en clase ya habiamos visto
esto...
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L: A ver, te lo pregunto porgque hace rato ti me comentaste que en un solido suave (hace
indicaciones con sus manos) como un paraboloide, es logico que s yo trazo planos
tangentes justo en e valor més pequefio, ahi se va a hacer horizontal, va a ser pendiente
cero, porgue es natural asociarle planos tangentes ahi, ¢pero en un pico?

M: Si ese es el problema...Si hubieras dicho aqui (sefiala un punto sobre uno de los “lados”
del cono) luego te diria que no...yo te diria que no hay unarecta,...

L: O un plano...

M: ¢Que togque nada més ese punto?

L: No,...en este caso tocaria todos...¢pero es tangente?

M: ¢Es tangente? Pero que toque un solo punto,...que sea,...que sea la pendiente en ese
punto,...no seriala pendiente,...porque estas son rectas (remarcalos “lados’ del cono)...

L: ¢Qué es un plano tangente?

M: ¢Un plano tangente?

L: ¢Qué significa?,...en idea, en concepto, no formulas,...cuando hablas de plano tangente,
¢Aaqué terefieres?, ¢Qué significa que sea tangente?

M: Es un plano que,...que toca a una funcién en un solo punto...Digo,...n0 s& como
explicarle todo...que togque por afuera (sefela sobre el dibujo).

L: Si lo tocara en més, ¢ya no seria tangente?

M: No...no yano.

L: O sea, en términos de lo que estés diciendo, s tuviéramos aqui un cono rea (hace
simulaciones con sus manos) y tuviéramos un plano y se lo pegdramos a un lado,...¢€se no
seria tangente?

M: No. Hasta donde yo sé debe tocar un solo punto de la funcion.

L: Ok. Bueno, volviendo a problema, este,...nos quedamos en que ta tienes esto (sefida la
funcion que Mario escribio) que es una funcidn tridimensional, la derivas parciamente,
aplicas las propiedades de la sumatoria, pero nada més,....cOmo puedes tU garantizar que
igualandola a cero y sin fijarte en alguna otra cosa, te va a dar la solucion?, ¢No crees que
la gréfica de esta cosa (sefida la funcion) pudiera ser tal que tuviera una cosa asi (sefida el
pico del cono en €l dibujo)?

M: ¢Asi con solo verla?...esto estd a cuadrado (sefida sobre la funcion),...

L: ¢Quéteindicad cuadrado?
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M: De alguna manera,... (hace un dibujo como € de un paraboloide),...asi.

L: ¢TU crees que la gréfica de esa funcidén deberia tener esas caracteristicas?, ¢No
esperarias que tuviera un pico?

M: No, porque,...

L: ¢Como te imaginas una funcion que pudiera tener pico?, ¢que haria la diferencia con esta
(sefida la funcion)?

M: Mmm...por giemplo, s yo desarrollara esta funcion,...digo,...me refiero a desarrollar
esto a cuadrado,...tendria varios términos a cuadrado,.y a la hora que yo quiera
graficar,.en tres dimensiones,...entonces para poder graficar eso,...yo tengo dos variables
independientes,...entonces tendria nada mas que encontrar esos puntos....

L: ¢Como?

M: Por,...para hallar esos puntos (indica los planos de interseccién de los ges coordenados
en € dibujo),...¢como se llama?,...cuando omites una variable independiente.

L: ¢Trazas?

M: Trazas....gracias. Este,...pues mango trazas, y a la hora que omita una variable
independiente me va a quedar otra variable independiente que voy a graficar y me quedan
unas parabolas,...como éstas (dibuja pardbolas sobre € dibujo que ya tenia de
paraboloide),...esta para el caso de,...este,...y, z (sefida una pardbola que dibuj6 en e plano
yz), otrade z, de X, y debe haber otra por aca,...para el caso del plano xy,..son trazas (indica
circulos paralelos a plano xy).

L: Ok. Entonces esas trazas te indican que la figura deberia tener formas tipo parabola,...

M: Si.

L: Formas parabdlicas. Entonces no tiene picos.

M: No.

L: Ok. Entonces, por eso entonces tiene sentido que,...derivando e igualando a cero, ya eso
te da la respuesta.

M: Si. Bueno,...ahi si hay un minimo,...sacando la derivada confirmo eso,...y si igualando a
cero me da igual,...bueno,...un conjunto,...donde mi funcién nada mas tiene un,... punto

critico, que es un minimo.
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L: Ok. Eso seria para,...digamos,...una posibilidad, respecto a los planos tangentes que
decias, ¢no hay ninguna otra posibilidad de que igualarla a cero no sea suficiente?, ¢O que
vayaasalir algo que no es e minimo que andas buscando?

M: No s£....

L: por giemplo, esta funcion (sefiala la expresion que tiene Mario anotada),...

M: Aja..

L; ¢Es continua o no?

M: Si.

L: Porque tal vez pueda ocurrir que a la hora de iguaar a cero tengas un plano tangente,
como tu dices, pero en ago que ahi se acaba (hace smulacion con las manos), digamos,
¢no?,... 0 que tiene un salto, una especie de asintota, este, o o que sea lo andogo a una
asintota de las funciones de una variable.

M: Aja..

L: Una especie de abismo, no <8,...

M: No,...por su forma.

L: Ok. Tiene forma,...cde qué?, ¢qué tipo de funcion es?,...¢raciona ?, scuadratica?,...

M: Cuadrética.

L: Cuadrética. ¢Tiene formade... polinomio?

M: Si.

L: ¢Eso te indica que no hay problemas en ese sentido?

M: Si.

L: ¢Es continua?

M: Si. Por definicion debe ser continua.

L: Ok,...bien, entonces, -esto ya no lo hagas- pero, ya derivaste, ya igualaste a cero, ¢qué
seguiria?

M: Buscar puntos criticos.

L: ¢Como se encuentran los puntos criticos?

M: Este,...despgjando. Son los valores paraby m.

L: Ok. El objetivo seria despejar my b.

M: Este, para hdlar,...

L: Puntos criticos.
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M: Si.

L: Ahora, supongamos que eso ya lo hiciste,...

M: Bueno...

L: Si, dime...

M: Otra cosa, para poder encontrar se debe necesitar sustituir,...|os valores de xi y de vi,...

L: Sustituir los valores.

M: Si, porque,...si, si tendria que hacer eso porque sino tuviera cuatro incognitas y dos
ecuaciones,...soluciones infinitas.

L: Y dijimos que lo que habia que sustituir ahi es,...¢cudles valores?

M: Ah, los puntos que me habian dado a principio.

L: Entonces, necesitarias sustituirlos y yatrabgjar conlamy lab.

M: Un valor correspondiente de x paray.

L: Ok. Ya que resuelves estas ecuaciones, ¢a donde esperas |legar?

M: ¢A donde espero llegar?,...A encontrar,...a,...(traza un dibujo de puntos y una recta
“entre ellos’ en e plano xy),...cqué voy a encontrar?..yo quiero encontrar,...la
pendiente....y laordenada al origen,...que mas se aproximen a estos datos (sefiala los puntos
que acabade dibujar).

L: Esos valores,...esos valores de my b, tu los encontrarias después de 1o que ya me dijiste,
cno?

M: Aja

L: Deresolver estas ecuaciones (sefiala sobre |o que ha escrito Mario) paramy b.

M: Si.

L: Entonces ya tendrias esos valores, para my b de la recta que se anda buscando, la recta
que se menciona en € método, ¢no?

M: Si, ya con eso, pues yatengo losvaoresdexyy.

L: ¢Dexyy?

M: Perddn,...paramy b.

L: Entonces, ¢qué seguiria?

M: ¢Qué seguiria?,..pues encontrar las gréficas (sefida e dibujo de los puntos y larecta),...

L: ¢Paraqué?
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M: Pues para,... no sg,...este,...de manera visual,...tendria s esa recta pasa por 1os puntos.
No podria determinar S esa recta es correcta 0 no,... S yo en e planteamiento hice lo
correcto, yo creo que si, esa es la que més se aproxima,...y este,... y los vaores que yo
asigne,...porque finalmente voy atener unarecta,...

L: De acuerdo,...entonces, con todo esto que me has dicho, ¢cud es la solucion del
problema?

M: ¢Cud eslasolucion?

L: Aja

M: Aqui dice que....(Iee &l enunciado del problema), pues segiin dice que debo llegar a estas
dos ecuaciones (sefiala sobre el enunciado).

L: Entonces tu respuesta, ¢cud es?

M: O sealasolucion a...

L: Si, ta tienes € problema, te lo plantean, ya le entendiste a donde quieres llegar, etc.,
entonces, ¢tU qué respondes?, ¢cudl es tu respuesta después de todo o que hiciste?

M: Quesi,...si es cierto, aunque no haya seguido todo e procedimiento,...

L: Pero s tu resuelves esto que me decias (sefiada las ecuaciones que escribid Mario)...para
myb,...

M: Tengo que llegar a esto (sefidla € dSistema de ecuaciones sobre e texto del
problema),...y si llego a esto,...ya pues |o demas es por inercia, ya seria despgjar,...

L: &Y paraqué quieres despegar?

M: No, en este caso no,...no me interesa,...no me piden, nada més me dice que demuestre
es0,...ni siquiera me dan puntos,..s quisiera resolver un problema de alguna variable
fisica,...

L: Entonces de acuerdo a todo esto que me estas diciendo, ¢Cudl seria tu respuesta de este
problema?, ;Cémo terminarias?, ¢Qué diriasa final?

M: Ah, que esto es cierto (sefidla el sistema de ecuacionesen el texto del problema),...que a
través de estas dos ecuaciones determino los valores de my b, este,...que corresponden ala
recta que mas se asemeja,... que Mas se acerque.

L: Ok. Una ultima pregunta: ¢cudles son los acances de la solucion?, o sea ¢t como

describirias para que puede servir la solucion?
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M: Pues, mira, lo que pasa es que hasta ahorita, que yo haya utilizado el método,...pues no,
¢C0mMo se podria decir?,...de una manera seria, todavia no.

L: ¢Qué significa que sea seria?

M: Bueno,...mmm.,...de una manera seria para resolver un problema.

L: Un problema....¢qué seria un problema?

M: ¢Un problema?

L. Si. ¢Quétipo de situaciones?,...

M. Ah, ¢para que situaciones?, uuuh,...

L: Si.

M: Hasta donde yo sé creo que esto se usa en economia, exactamente donde,... no s, o en
un proceso, este,...no sg,...la temperatura,...|a temperatura de un,...de una caldera,...todos
estos puntos me representan las diferentes temperaturas,...s yo grafico la temperatura
respecto al tiempo,...este, a través de esa recta yo puedo buscar un valor nomina de la
temperatura...pero no sg,...se me ocurre,...estoy suponiendo pero creo que para algo han de
savir ¢no?

L: Ok. Este tipo de situaciones, ¢no las has usado con el método?

M: Analiticamente no,...no.

L: Bien, Mario, esto es todo,...calgo més que quieras agregar?

M: Mmm,...No.

L: Bien, pues muchas gracias.
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3.2.2.2 Entrevista 2

Transcripcion de la grabacion en video.

E: Edith (sujeto entrevistado).
V: Verenice (sujeto entrevistado).

L: Leopoldo (entrevistador).

L: Bueno, vamos a empezar. Les voy a pasar € problema para que lo lean y luego vemos o
de las preguntas.

L: ¢Listo?

E: Si.

V: S, ya

L: Entonces, la primera pregunta: ¢Como describirian de qué trata el problema?

V: Este...como encontrar...encontrar una distancia en la que se aproximen estos puntos
(sefidla sobre € enunciado), porque estos puntos...o sea,...estan dispersos, entonces quiere
encontrar Mas 0 menos una recta que esté entre estos puntos.

L: ¢Entre los puntos?

V: Aj4, si, encontrar entre esos puntos...una...

E: Pues si, una...como una ecuacion que le ayude a describir el comportamiento...como
que...

L: Bien, ¢es0 eslo que trata el problema?

E: Si.

V: (asiente con la cabeza)

L: ¢Qué datos se dan para lograr eso?, o sea, ¢qué informacién se da?

E: Los puntos, 0 sea, 1o que ya e cientifico investigo, los puntos, este, que estén dispersos.
L: ¢:Qué més?

V: También dan laformula de |a distancia que hay entre, o sea,...bueno, entre los puntos,
entre un punto y otro,...para encontrar...

L: ¢Entre los puntos o entre los puntos y la recta?

E: Los puntosy larecta.
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V: Si, entre los puntos y la recta.

(Silencio)

L: ¢Qué mas?, ¢Se da més informacion?

E: Pues yalo que se supone que se conoce, o de la pendiente de larectay la ordenada a
origen...

L: ¢Se conoce la pendiente?

E: Bueno, no, pero se puede conocer con los puntos ¢no?

L: ¢Ese seria entonces €l objetivo del problema o como es?

E: Pues es que larecta que queremos que se parezca al comportamiento, pues responde un
poco alodey = mx+ h.

L: Tiene esaforma

E: Aja

V: S

L:Y parahdlaresamylab ...

V: Se utiliza,...es 1o que nos,...bueno, eslo que dice agui que se utiliza el método de los
minimos cuadrados, 0 sea, mediante ese método encontrar la pendiente y la ordenada de
modo que minimiza,...0 seq,...

E: Aja

L: Entonces en lainformacion se dan los puntos, 0 seax, \i,...x, Y1, %, Yz, €tcC., sedala
formulita de la distancia entre los puntos y la recta que se anda buscando...

E: Aja

V: Aj4 si.

L: ¢Y nada mas?

(Edith y Verenice asienten con la cabeza)

L: ¢Como creen ustedes, 0 cOmo piensan, que deberia ser e procedimiento para resolverlo?
E: Bueno, pues se supone que, hay que buscar que, .que esas, este...esas distancias (sefida
sobre &l enunciado del problema) sean minimas... 0 sea, para que se parezcan mas ala
recta...

L: &Y eso como se haria?
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V: Se haria de...derivando...derivando esas distancias, 0 sea las distancias que hay entre los
puntos a la recta, derivando se va encontrando un valor minimo...que se aproxime ala
recta...
E: Si.
L: &Y porqué derivar?
V: Derivar porque....
E: Porque cuando derivas e igualas a cero...puedes obtener un minimo 0 un maximo.
L: Bien, digamos que ese es un procedimiento, derivar e igualar a cero, pero lo que
pregunto es ¢porqué?, ¢porgqué derivar?,...¢porqué no integran o hacen otra cosa?
V: Porgue integrar es...es una sumatoria...|a integracion es una sumatoria...
L: ¢Y laderivada?
V: Laderivada es...es como reducir...a un...como a un min...bueno no como a un minimo,
pero...
E: A ago més sencillo.
V: A dgo...aunaformula..
. ¢Reducir?, ¢en qué sentido? Dices que integrar s una sumatoria...
: Como juntar...
: Aja
.Y derivar... ¢qué seria?

L

E

\%

L

V: Lo contrario.

L: ¢Lo contrario?
E: Si, bueno...
L: ¢Qué serialo contrario?
E: Redtar.

L: ¢Restar? Aqui (sefida el enunciado del problema) como relacionarian esa idea de
restar... ¢cOmo seria eso?

V: Restar...0 sea de donde estén los puntos...a lalinearecta, ¢no?

L: Ok. Pero ese restar mas bien es como una diferencia, o sea, no es restar de “quitar”, ¢0
si?

E: Como una diferencia, si.

L: Porque puede haber varias interpretaciones...
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E: Aja

L: ¢Restar en el sentido de la distancia que hay entre una cosay otra (sefialalaférmulade d
en & enunciado), entre los puntos y la recta?

E: Si

V: Si.

L: No es que le quitemos algo...

E: No, no...

V: No.

L: ¢Oesasi?, yo silodigo...

E: No, esuna diferencia...

L: Ok. Bien, entonces, me dicen que e procedimiento consiste en derivar eiguaar a
cero...pero, derivar.... ¢derivar que?

V: Lasdistancias a cuadrado...o seala...la...no...

E: S, ¢no?

V: Lasdistancias, si,...estas...lade di (sefidala ecuacion en e enunciado del problema).
L: O seq, estad (sefida la ecuacion de di en e enunciado) al cuadrado.

V: dd cuadrado, si.

E: Si, esa ecuacion.

L: ¢Esa ecuacion?

V: No,...no, la sumatoria (sefiala la expresion de la sumatoria) de todas esas distancias d
cuadrado.

E: Aja

V: De todas las distancias que hay de cada punto que encontr6 e cientifico alarecta...
L: Entonces derivariamos ésta (sefiala la expresion de la sumatoria).

E: Aja

V: Si.

L: Y... ¢sevale derivar eso?

E: ¢COmo que s sevale?...

V: Aaa..

E: Puessi, ¢no?...

(Se hace un silencio prolongado)
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L: A ver, les ayudo tantito. Ustedes me dicen que hay que derivar esta sumatoria (sefidla
sobre el enunciado del problema), pero esta sumatoria, ¢es unafuncion?,... ¢esuna
ecuacion?

. Es una...ecuacion.

: Es una ecuacion...estamos hablando de la sumatoria, ¢verdad?

Si.

: ¢Porqué crees que es una ecuacion?, ¢qué la hace ser ecuacion?

: No,...seria mas bien una funcion.

: Bueno, la misma pregunta, ¢por qué crees gque es una funcion?

: Porque,...va a depender de,...de,...puesde X y dey ¢no?

s Aja

: Es una funcidn que va a depender de x y dey, dices...

E: Aja

V: Si.

L: Entonces, ¢cual eslafuncion?

(Silencio)

L: ¢Si me explico? Porque me dices que es la“que va a depender”,... ¢de qué eslo quevaa
depender?

E: Delas d’s, ¢no?

L: Bueno, lasd’s (sefiala sobre el enunciado) dependen dexy y,...y demy b, ¢no?

E: Aja

V: Si, también...hay variables.

L: Si decimos que es una funcién (sefidla la sumatoria en e enunciado), exactamente, como
dices, debe haber variables,... ¢cOmMo estan rel acionadas esas variables?, scudes serian?

V: Unade las variables dependientes podria ser la pendiente, lam...

L: Una de las variables independientes, ¢0 dependientes?

V: No, dependientes.

L: Dependiente,...lam.

V: Aja

E:Y la..lab.

V: Lab, si.
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L: ¢Por qué creen que son dependientes?, ¢de qué dependen?

E: Dex y dey, ¢no?

L: my b van adependerde xy dey,...cy qué son X y y?

E: Los puntos...los datos de |os puntos...

L: ¢De los puntos experimental es?

E: Si.

(Verenice asiente)

L: OK,... ¢tu estas de acuerdo? (pregunta a Verenice)

(Se hacesilencio)

E: Bueno, todavia no tengo clara la idea pero,...0 sea, vaa ser unafuncion,...que vaa
depender de los puntos, dex y de'y...

L: De los puntos datos experimental es.

E: Aja

(Silencio)

L: A ver, en esta ecuacion de lad (sefiala sobre el enunciado), que como dicen dala
distancia entre los puntos y larecta que andamos buscando, este,...hay X, y, hay my b,
V:Si

E Aja di.

L: De esas cuatro “letras’, cuatro simbolos que aparecen ahi,... ¢son variables las cuatro?
V: No, las Unicas que varian son yy X.

E: Aja

L: ¢Lamy lab no varian?

V: Lamy lab no porque esas serian las de la ecuacion de larecta,... de la que queremos
encontrar.

E: Si, asi.

L: ¢Entonces los valores “que cambian” son losde Xy y?

V: Si.

E:Si

L: A ver,..x yy como datos, asi como empieza el problema (sefida el enunciado), ¢son

datos conocidos?, ¢0 son cosas que no sabemos qué son?
Vixyy?
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L: Si.

V: No, son valores que ho conocemos,...solo sabemos que son X, Yi,...bueno asi como nos
dan el problema,... (Silencio)

L: A ver, segin € enunciado del problema, como esta escrito, que hay una serie de datos,
X1, X2, €tC., NOS estén dando a entender que este cientifico conoce estos valores, que tiene esa
coleccion de datos, ...

E: Ah,... g4,...

L: No lostiene explicitamente, es cierto, pero son conocidos, si |0s tuviéramos, ¢serian
valores constantes, datos conocidos?

E: Serian variables.

L: ¢Por qué crees que serian variables?

V: Porque si fueran constantes, si fueran,....0 sea son variables porque estén dispersos,...o
seano,...no,...

(Silencio)

E: No, pero yateniendo este (sefida € punto (x, y:) sobre el enunciado), ya es ése ¢no?, o
L: Esun dato...

E: Yalo tienes.

L: Yanovaacambiar...

E: No.

V: Ah, ya,...

E: O sea, cambian porque obviamente no se comportan igual, porque si se comportaran
igual seria unalinea,... mas fécil.

L: O sea, ¢carbian en e sentido de que no son los mismos puntos?

 Ajg 4.

: Todos tienen diferentes posiciones, diferentes coordenadas. ..

Aja

: En ese sentido varian los datos....

: Pero yo pregunto en otro sentido.

. Ah, ok, ya entendi.

: O sea, son datos gue nosotros conocemos.
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E: Aja

\Y

S

L: Ok. En la ecuacion de la recta aparecen X, y, my b, y ya dijimos que X y y son nimeros,

son datos conocidos, fijos, entonces ¢cudles son las variables?

\Y

L:

V:

L

E:

L

: Serian my b, pero,... (Duda)
Recuerden que variable o incdgnita...
: Son lo mismo...por eso entonces son lasd’s.

: ¢Cudles son las incognitas?

s Lasd's.

: Pero las d"sdependen de x, y, my b,...
Aja,...

Aja
. ¢Ustedes conocen my b?
No.
: No.
. ¢Entonces?
. Son incognitas.
: Cuando las encontramos, a final, dgjan de serlo,..
. Si es cuando ya sabemos,. ..
: Pero en este proceso, son las incognitas.
S
: Las que no son incognitas son Xy y. Son |los datos numéricos.
Aja
S
: Ok. Entonces my b son incognitas.
Si.

. ¢Jndependientes o dependientes?

(Silencio)

: O seq, esasd’s son, en cierta forma incognitas, pero estan dependiendo de las otras, ...
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L: Estamos pensando que esto es una funcion (sefiala sobre el enunciado). ¢my b son las
Unicas incognitas?, si es asi, ¢cud es independiente y cudl dependiente?, y s no es asi,
Jgataaguna?, ¢como estarian relacionadas?, ... ¢qué dicen ustedes?

E: No, si son las Unicas, no?

L: Estés de acuerdo Vere?

V: Si.

L: ¢Y cOmo estan relacionadas? ¢Son independientes las dos, o dependientes, o una y
una,...como?

E: Son las Unicas,...

L: ¢Entonces?

E: Una debe depender de la otra, no?

(Silencio)

E: ¢Laindependiente no seria b?

L: ¢Porqué?,... ¢entonces m es la dependiente?

(Silencio)

V: La pendiente depende de la ordenada a origen, ...

L: Por gemplo, las rectas que pasan por € origen,...

E: Notienen b...

L: ¢Entonces?, ¢Su pendiente depende de que pasen por € origen?

V: No.

E: No,...pueden estar inclinadas como seay pasar por cualquier punto en b.

(Silencio)

L: Bien. ¢Algo esta raro, no? Piensen en la Situacion general del problema, no sdlo vean a
mYy ab como elementos de unarecta,...porque s fueran las Unicas variables de la situacion,
a fuerza una deberia depender de la otra, pero segin lo que dicen parece que no,...

E: Si, estararo, como que faltaago,...

L: Esta expresion (sefida la sumatoria en €l enunciado) s es que es una funcion,... ¢qué
funcion es entonces?

(Silencio)

L: La pregunta es por esto: estoy considerando |o que me decian sobre que la derivan (se

refiere ala sumatorid), laigualan a cero y ya veremos qué mas,...ali nos quedamos,...
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E: Si.

L: S ustedes me dicen que la van a derivar, es porque es una funcion, ¢no?, ¢O uno puede
derivar lo que sea?

E: No. Sdlo las funciones.

V: Si, tienen que ser funcion,... my b son las variables y dependen de la distancia,...no, la
distancia depende de la pendiente y de la ordenada a origen.

L: Ladistancia depende de esas (my b) aqui (sefialala expresion que define di), pero la que
estamos analizando es ésta (indica la sumatoria).

V: Aj4,...

L: A ver, supongamos que ya vanaderivar,... ¢qué harian,...como, que derivarian?

E: Pues la sumatoria

L: ¢Como?

V: Asi no se puede,...es unafuncidn,... ¢como se llama?,.. las variables estan revueltas,...
L: ¢mplicita?

V: Ajg eso.

L: ¢Por qué crees que esimplicita?

V: Porque cuando es una funcién explicita es cuando ya te dicen que un valor es igua a
esteotrovalor,...

L: ¢Como?

V: Debe haber unaigualdad,...ladi si es explicita pero esta (la sumatoria) no tiene igualado
nada,...porque si ya estuvieracon igual,... es cuando ya se deriva parcialmente respecto ax
YA

E: Escierto, Si.

L: A ver, entonces estan pensando derivar parciamente.

E: Si.

L: Entonces ¢qué tipo de funcion debe ser?, ¢se puede derivar cualquier funcion
parcia mente?

E: No,...debe de tener dos 0 més, ...

L: ¢Variables?

E: Si,...
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L: ¢Dependientes, independientes? Piensen en algin gemplo particular del tipo de
funciones que ustedes conocen,...
(Silencio)
L: Cuando ustedes derivan una funcion, por gemplo de una variable, y = f(x), respecto a
quéderivan?
E: Respecto ax,...porquey es la funcion,...
L: Entonces, en nuestro problema,...
E: Ah, ya, aqui hay dos variables independientes,..., y la funcién es la que depende de
: Escierto...
: ¢Y cud eslafuncion? Debe haber una variable dependiente, ¢no?
Si
: Claro...la dependiente es la distancia, ...
. ¢Cudl distancia?
Esque...
: No...
: Pues la variable dependiente debe ser y, no?
: ¢Cud y?
: No, pero estay (sefidlayi en e enunciado) es de los puntos,...
s eCud?...
. Lay delarecta,..., de la que queremos encontrar, ...
: No pero esta es aparte, es solo de larecta, no de la sumatoria.
Si,...
(Silencio)
L: A ver, ustedes dijeron que iban a derivar esto (la sumatoria),...
E: Aja
V: Si.

L: Haganlo, por favor. Escriban la derivada,...

m< m< mmr m<m?rHr<mrmHDZ<<

E: Esualan,... entonces seria....(escribe)

L: Ok. Yaesta ¢Porqué escribes :]T—f =?, ¢Quéesf ?, ¢porqué d igua?
11
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E: ¢f ? Es que asi se escriben las derivadas, ¢no?...es mecanico....

L: ¢Pero porquéf ?, estas derivando la sumatoria,...

E: Ah, si, es que esa eslafuncidn,...deberia estar desde aca (sefidla a final de la expresion
de lasumatoriay escribe “ =f )

L: Entonces, ¢es como ponerle nombre ala funcion?

E: Si, g&

V: Claro, debe tener nombre porque ésa es lafuncion, o sea,...el simbolo para decir que ésa
€s...

E: Ah, pues si, escomo en Mate |, lavariable independiente eralax y y la funcion...

L: Entonces, aqui, ¢cud es la variable dependiente?

V: Laf, si.

E: Si, porque es la que vaa depender de my b.

L: De acuerdo, entonces, regresando a lo que habian dicho: laderivany... ¢{Juego, qué mas?
E: Laderivamosy laigualamos a cero.

L: &Y porqué laigualan a cero?

E: Porque...se supone gue la derivada como tal es la pendiente y bueno, entonces, s la
pendiente es igua a cero, pues entonces quiere decir que hay un minimo o un...

L: Pero porqué, ¢qué caracteristicas tiene la pendiente ahi?, ¢Porqué cero?

E: Porque esta asi (con sus manos hace como s hubiera una superficie con un plano

tangente horizontal e inmediatamente dibuja una curva con un valor minimo y una recta
tangente horizontal endl)

L: Ok. Por eso igualas a cero, porgue la pendiente es nula.

E: Si.

L: Bien,...esta funcion, ¢es una de éstas, planas (sefida @ dibujo que acaba de hacer

Edith)?

V: ¢CO6mo?

E: El dibyjo...

L: Si, me refiero por gemplo a que s hicieran € dibujo,...como,... gueé caracteristicas
tendria?

(Silencio)

L: ¢Esunafuncién de las de Mate 1?, ... ¢En qué sistema coordenado estaria?
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E: En xyz no?

L: O sea que seria un dibujo tridimensional.

E: Si.

L: ¢Cuéntas variables hay?

V:Lamylab.

E Y laf.

V: Si.

E: Si, laf escomo la z, esla que depende de las otras.

L: Ok. Entonces e dibujo no seria éste (sefiala e dibujo Ultimo) sino una situacion
parecida,..

E: Si.

V: Claro, es como muchas pardbolas asi (hace con su mano derecha como un
paraboloide),..¢Coémo se llama?

L : Como un paraboloide.

V: Ajg eso.

L: Bueno, entonces me dicen que igualan a cero porque ahi ocurren cosas como estas
(indica sobre €l dibujo), donde hay una pendiente cero.

E: Si.

V: Aja

L: &Y porgué estan seguras de que hay algo asi?, ¢no hay posibilidad de ocurra otra cosa?
E: ¢:Como?

L: Por gemplo, ¢no sera posible que esta funcion (sefiala la sumatoria) tenga un minimo o
un maximo donde haya pendientes que no sean cero?

(Silencio)

L: ¢O siempre, cualquier funcidn, igualdndola a cero se encuentra su minimo, 0 su
maximo?

E: Que las pendientes no sean cero...

V: Si puede tener otro valor la pendiente...

L: Piensen en un giemplo.

(Silencio)
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L: La pregunta es por esto: s no hay posibilidad de ocurra un vaor extremo, un maximo o
un minimo, en otras situaciones que no sean donde las derivadas son cero, entonces si tiene
sentido solo derivar e igualar a cero sin cuidar cualquier otra posibilidad.

E: Aja..

L: Pero, ¢es0 escierto?

E: Habria que sacar los puntos criticosy...

L: ¢De ddnde se obtienen los puntos criticos?

E: Al igudar a cero.

L: Bueno, entonces, € iguaar a cero ¢seguro te van a salir los puntos criticos del minimo o
maximo?

E: Bueno, puede ser que no, y por eso...es que si me imagino como podria ser pero no
puedo explicar asi como que...

(Silencio)

L: A ver, dinos lo que estas pensando, no importa como...

E: ¢No es eso de los picos? (hace un dibujo de una gréfica con “pico” hacia abgjo)

L: A ver como es eso de los picos...

E: Pues que eso no es un minimo.

L: ¢No es un minimo?

(Silencio)

L: ¢Qué es un minimo?

V: Puesese vaor,...el minimo a que llega esa funcidn,.. esa...

L: Por gemplo s vemos esta funcion (sefiala el dibujo ultimo) ese pico, como dicen,

¢observan ahi un valor minimo, o no?

E: ¢Aqui? (sefida e pico sobre la gréfica)

E: Lo que pasa es que...que si, pero la pendiente no es cero.

L: Eso es precisamente |0 que estoy preguntando,...0 sea ¢hay minimo o no?
E: Si.

V: S, s hay.

E: Pero la pendiente ahi no es cero, entonces...

L: Lapendiente no es cero...

E: No.
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L: ¢Porqué?

E: Porque....

(Silencio)

L: ¢Ta quedices, Vere?, ¢Estas de acuerdo en que no es cero la pendiente?

V: Si,noes...

L: ¢Porque?

V: Porque tiene muchas (dibuja rectas con diversas pendientes sobre €l pico),...puede haber
muchas rectas...

L: O sea que las pendientes ahi no son cero.

E: No, no es como aqui (sefiadla el dibujo de la curva suave con su recta tangente horizontal)
L: De acuerdo, entonces si puede haber otras posibilidades de méximos o minimos ademas
de aguellas en las que derivar e igualar a cero es suficiente...

E: Si.

V: S hay.

L: Bien,...lafuncion que estamos tratando (sefiala la sumatoria), ¢es de caracteristicas tales
gue no le puede ocurrir eso? (sefida la grafica con € pico).

E: No, porqgue....bueno, no s4,....porque al...porque a derivarla ya la conviertes en,...no
espérame. ..

(Silencio)

L: Piensen en la estructura que tiene (sefida la funcion de la sumatoria).

(Silencio)

V: Yo creo que no porque esta elevada a cuadrado y deberia tener la forma como de un
paraboloide,...0 sea, que esta asi como un tazon...y no podria ser como pico...

L: Por que estaal cuadrado...

V:Si,...

L: Las cosas que estan a cuadrado, ecuaciones funciones en este caso, ¢no pueden tener
picos?

V: Aja s

L: ¢Podrias explicar, argumentar més sobre eso?

(Silencio)
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L: ¢Qué tipo de funcién es esa? (indica la sumatorid). Con tipo me refiero a si es una
funcion polinomial, es una funcion racional, es una funcion trigonomeétrica... ¢De qué tipo
es esa funcion?

L: ¢Tiene formade division?

E: No.

L: ¢Entonces?, ¢De qué tipo es?

E. Es polinomia ¢no?

V: Si espolinomidl...
L:¢Como seria el mostrar que es polinomial?...Lo que habias dicho del cuadrado (se refiere
aVerenice).
: Pues seria elevandolo a cuadrado.
: ¢ComMo?, ¢Desarrollas?
Si.
: ¢Qué seria? Un trinomio....
: Si, trinomio al cuadrado.
: Esa es una expresion polinomial.
Si.
: Si.
: Las funciones polinomiales, entonces, ¢no pueden tener picos?
(Silencio)

E: Es que aqui si le influye el cuadrado, ¢no?

L: Si, e hecho de que esté a cuadrado y que sea un trinomio a cuadrado, implica que es
una funcion polinomial, que se puede “desarrollar”, y entonces se tendria una expresion
polinbmicacon m, b, xXyy.

E: Aja Por eso no le pasa eso, 0 sea, no tiene picos porque las de forma de polinomios no
tienen...

L: ¢Por quée?, ¢Coémo explicas eso?

(Silencio)

L: A ver, si derivamos esta funcion (f(m,b)), ¢qué tipo de funcién queda?, ¢Sigue quedando

una polinomial?, es decir, ¢Ja derivada también tiene forma de polinomio?
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E: Si.

V: Si, debe quedar otra polinomial.

L: Bueno, entonces, |as funciones polinomiales, al igualarlas a cero, nos dan respuestas, ...
E: Si.

V: Aj4 siempre.

E: Puede ser que sean raices negativas, pero si hay respuesta,....cuando no se vale es
cuando queda dividido entre cero, pero esta no es divisiéon (sefida la funcién de la
sumatoria).

V: Si, es por eso, siempre se puede resolver un polinomio.

E: Claro, por eso no puede tener picos, ahi no se podriaresolver,...

L: Bien, entonces,....pasemos a otra cosa, ¢Como explicarian que significa minimizar?

E: ¢Minimizar?,....pues es como reducir,...

L: Reducir,.... ¢qué?

V: En este caso, la funcion.

L: Reducir lafuncién ¢a qué o como?

(Silencio)

L: La pregunta es por lo siguiente: aqui dice (sefidla en €l enunciado del problema) ‘El

método de los minimos cuadrados determinaamy a b, de modo que minimiza § i":l d, ’ que

es la suma de los cuadrados de dichas desviaciones” . Entonces, en este sentido, ¢qué
guiere decir minimizar?

: Esminimizar las distancias de estos puntos (sefida sobre €l enunciado), ...
. Si, todas las distancias,....es la sumatoria la que se minimiza.

: Ok. Unavez que ya derivaron e igualaron a cero, ¢qué seguiria?

: Pues encontrar los,....

: Los puntos criticos...

: ¢COmo, que harian?

. lgualas a cero y despgjas,..., pues,..., my b.

:my b, ¢porqué my b?

: Porque son las variables.

: &Y qué significa despejarlas?,....porque son dos derivadas.

< mrmmomMPe < mrmD-m<

: Si,...se despgjala pendiente (M) deunay b delaotra,...
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E: No pero, estan revueltas,...hay que despejarlas para que ya queden solas,...

(Silencio)

E: Ah si, es un sistema de ecuaciones. Entonces hay que resolverlo.

L: Ok. Suponganos que yalo hicimos. Yaresolvimos el sistema. ¢Qué seguiria?

V: Bueno, ya tenemos la pendiente,...y la ordenada a origen y entonces ya tenemos la
recta que se aproxime entre esos puntos,... que esté mas cercana a los puntos.

L: Ok. ¢Y qué mas? Estamos resolviendo €l problema...

E: Aj4...pues ya encontramos larecta, pero,...si, ... ahora si seriala funcion que estdbamos
buscando, no?

L: Ah,...no sé. A ver, ¢de qué se trata d problema?

E: De encontrar, de encontrar la,...

(Leen e enunciado)

V: No, es que,...no, tenemos que demostrar esto (sefiala el sistema de ecuaciones en el

enunciado). Entonces tenemos que hallar todas las sumatorias de todas lasx y ...

E: Si, hay dos ecuaciones,...

(Silencio)

L: ¢Qué se pide en el problema?

V: Pues a estas dos ecuaciones,...comprobar que estas dos son las que,...para encontrar
esta recta (sefiala sobre €l enunciado). Se pide encontrar my b,...

L: ¢Encontrar my b?, ¢Donde dice? (Serefiere ad enunciado).

V: Pero por ése método (se refiere a los minimos cuadrados),...por ese método determinar
myb,...

L: A ver, Edith, ¢t0 estas de acuerdo en que ahi se pide determinar my b?

E: No, dice que e método hace eso, que determinamy b,....pero,...

L: A ver, segin lo que hemos estado platicando, ya tenemos € procedimiento para

determinar my b.

E: Si.

V: Aja

L: Entonces, ¢ya terminamos e problema, ya lo resolvimos?

V: No.

L: ¢Qué fataria?
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E: Pues sustituir aqui, no? (sefiala el sistema de ecuaciones en el enunciado).

L: ¢Sustituir qué?

E: Puesmy b.

L: A ver, pero s sustituyes my b, una vez determinadas, ¢Para qué?

E: Si, no, ya tendria puros nimeros,...

L: A ver, volvemos a la pregunta ¢Qué se pide en el problema?

(leen & enunciado)

E: Dice que se muestre que con este método se obtiene la recta que més se parece,...cuando
se cumple esto (sefida & sistema de ecuaciones en e enunciado) como quién dice, ...
(Silencio)

E: Ah pues no queda,...el chiste es nada mas que esto seaigual,...0 sea que se cumplan
estas dos formulas (el sistema de ecuaciones en el enunciado), si se cumplen, entonces la
recta que obtuvimos con esab y con esam,...quiere decir que si se,.. que si este, que si esla
recta que més se parece, la que andamos buscando.

L: Entonces, de lo que hemos dicho, ¢ya acabamos?

V:Ya

L: ¢Cudl eslarespuesta? ¢;Qué decimos como respuesta a problema?

E: Larespuedta,...

V: Conlamy laordenadaal origen, al sustituir en estas (sefiala el sistema de ecuaciones en
el enunciado),...no,...no...

L: A ver, ¢para qué son estas ecuaciones?, ¢qué dice en el problema?

V: Son las derivadas de,...una con respecto a m y otra con respecto a b. Después de
igualarlas a cero.

L: Bueno, entonces, ¢cud es larespuesta del problema?

(Silencio)

L: ¢Cémo terminarian ustedes?,...La respuesta debe estar en funcion de lo que se pide,
¢no?

E: Si.

(Vuelven aleer el enunciado)

L: ¢Qué eslo que les piden mostrar en e problema?
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E: Ah, solo se pide mostrar que con el método se llegaa estas ecuaciones, jde veras, no se
pide hallar my b!

L: Entonces, ¢Coémo contestan al problema?

E: Entonces decimos nada mas que con este método si se determinan m y b con estas
ecuaciones, porque son las que salen de derivar e igualar a cero aca (sefidla sobre 1o que
estaban escribiendo).

L: Bien, entonces ya tenemos la solucién. Una Ultima pregunta, ¢Qué acances puede tener
la solucion de este problema en cuanto la utilidad que puede tener para ustedes?

V: Bueno,...es que s0lo se deriva 'y se dgja lo que queda de igualar a cero,...no $8,...yo
creo que podria tener més utilidad si se resuelve completo y se usa para aplicarlo,...pues no
se, aalgo préactico,...0 algo asi,...0 s alguien vaaser cientifico...

E: Si, yo también creo eso porque € problema asi como esta solo nos estan diciendo como
funciona el método este de,... ¢como...(buscaen el enunciado del problema).

L: Minimos cuadrados.

E: Aj4, de minimos cuadrados,...no nos dice reda mas, es solo la forma matematica,...pero
creo que nos podria servir si un dia tenemos unos datos asi (sefiala sobre los supuestos
datos experimentales en el problema).

L: Ok. ¢Algo més que quieran agregar?

E: No.

V: No, tampoco.

L: Bien, entonces agui terminamos, esto es todo lo que queria preguntarles sobre €l

problema. Y pues, muchas gracias.
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3.2.3 Anédlisisdelasentrevistas

Como ya se ha sefialado, €l objetivo de estas entrevistas es complementar el estudio
preliminar previo y profundizar sobre las funciones cognitivas que aparecen y explorar sus
causas. Entonces, es un andlisis de caracter cualitativo donde se busca caracterizar las
funciones cognitivas de los estudiantes en su intento de resolucion de un problema no

contextualizado en laingenieria.

Dado que € problema utilizado en las entrevistas es e mismo que se empled en la
experiencia en € aula, € mapa cognitivo de referencia para e andlisis, es también €
mismo, a saber:

Contenido: derivada parcial anivel operativo.
Modalidad: verbal, smbdlicay gréfica
Operaciones: analogias, comparacionesy relaciones.

Fases: en la fase de entrada, se requiere que € estudiante perciba que en & enunciado se
describe en qué consiste la idea bésica del método de minimos cuadrados y entonces |o

o

. P e 2 .
que se pide es solo minimizar 3 i”:ld. para llegar a las ecuaciones propuestas. En la

I
fase de elaboracion, primero es necesario que los alumnos, una vez que tienen claro lo

gue se pide en e enunciado, sean capaces de acotar |0 que se debe redizar a nivel

o

operativo (por glemplo, sustituir d; =y, - (mx; +b) en g " d, * para enseguida derivar

parcialmente respecto alas variables my b) y, en su caso, averiguar |o que sea hecesario.
Deben tener |la capacidad de recordar sus conocimientos sobre sumatorias e identificar

gue en la informacién aparece una funcion de dos variables. Después, se debe recurrir a

los conocimientos previos sobre la forma de determinar un minimo y emplear la
simbologia adecuada en € proceso de diferenciacion. Finamente, en la fase de salida,
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los estudiantes sdlo deben verificar las ecuaciones que se proponen en € propio

enunciado y externarlo verbalmente.

Nivel de complejidad: medio-alto (los conocimientos y operaciones requeridos no

requieren por completo de altos niveles de abstraccion).

Nivel de abstraccion: medio-alto (intervienen varias nociones y simbolos de

matematicas avanzadas, tanto del curso en cuestién como de otros precedentes).

Nivel de eficiencia: medio. No es un nivel alto porque es considerable el grado de

automati zacion requerido.

Se debe recordar que por la naturadeza del estudio que se rediza, € andlisis se basa
fundamentalmente en el elemento del mapa cognitivo correspondiente a las fases del acto

mental, es decir a las fases en que se desarrolla, en este caso, la resolucién del problema.

3.2.3.1 Andlisisdelaentrevistal

Redlizada a Mario (el sujeto), estudiante de tercer semestre de la carrera de Ingenieria
Industrial y de Sistemas. 19 afios de edad.

Fase de entrada

De acuerdo a las respuestas del sujeto ante la pregunta ¢de qué trata €l problema?, se puede
observar que tiene algunas dificultades con la percepcion del problema que se le plantea
ademés de que no hace explicito 1o que se pide en é. Aparece entonces una percepcion
borrosa, disfuncién asociada ala funcidn cognitiva de percepcion clara de una situacion de
aprendizaje La estructura del problema y la cantidad de informacién provocan que el

sujeto hable tanto de lo que trata e problema, como de parte de la informacién que se

ofrece. El sujeto comenta:
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“¢De qué se trata?...se trata...de aproximar una recta a una serie de..de puntos aleatorios
y esta recta de...implica una caracteristica de que se debe acercar 10 mas posible a

ellos...aproximar” .

Se observa que lo que esta diciendo corresponde a la informacion que se ofrece en €
enunciado sobre e méodo de minimos cuadrados, no sobre € problema mismo. Y

prosigue,

“ bueno, pero dentro del problema nos pide que pues, demostremos que esa recta se obtiene
a partir de estas dos ecuaciones (sefiala € sistema de ecuaciones en e enunciado del
problema), entre otras cosas,...que la distancia del punto a la recta es ésta,...y que...esta la

sumatoria de las distancias de los puntos a la recta, al cuadrado” .

El sujeto no tiene completamente claro e problema, de hecho no redliza la definicion del
problema funcion cognitiva bédsica en e transto entre la fase de entrada y la de
elaboracion. Mezcla la informacién sobre lo que se pide y 10 que respecta al propio método
de minimos cuadrados. Entiende 1o que se debe (pide) mostrar en e enunciado pero lo
concibe como parte del problema no como e problema. En otras palabras, e sujeto
comprende en forma global la situacion que se le presenta, pero no delimita con precision e

problema especifico en términos de la meta a la que se quiere llegar.

Su respuesta a la pregunta ¢qué informacion se ofrece?, indica que € sujeto identifica
completamente todos los datos proporcionados, realiza una adecuada organizacion de la
informacion y hace una exploracion sistematica inicial de la situacion. No se observan
dificultades en este aspecto. Sin embargo, se puede ver que su imprecision inicial sobre €l
problema, en la fase de entrada, afecta su interpretacion como “dato” sobre €l sistema de

ecuaciones a que se pide llegar en el enunciado. Su respuesta fue:
“La distancia de cualquier punto a la recta...es un primer dato, €l segundo,..dice (lee €l

enunciado del problema) usando € método de los minimos cuadrados, dice que...este

método determina e valor de la pendiente y de la...de la ordenada al origen, este,
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caracteristicos de la...de la recta que estamos buscando y que la sumatoria de las
distancias de cada uno de los puntos a la recta al cuadrado,...que hay que minimizar la
sumatoria de esas distancias al cuadrado,...y qué mas seria?...como datos, creo que son
esos, aparte gue te dan...te dan las rectas o te dan las ecuaciones a las que tienes que
llegar,...y la gréfica” .

Fase de elaboracion

A la pregunta expresa: ¢me puedes describir por favor, como crees o como piensas que
deberia ser el procedimiento para resolver el problema? El sujeto contesta:

“hay cosas que no sé,... por gemplo, dice que e método de los minimos cuadrados
minimiza la suma de todas estas distancias al cuadrado, ¢porqué es al cuadrado?, no 1o S8,
pero asi dice que es el méodo y bueno, lo voy a obedecer. Este,...dice que la sumatoria de
esas dist,.... este,...que al analizar esas distancias al cuadrado, este, que es como se
determinan los valores de my b. Dice que la distancia de cada punto a la recta esté4 dado
por,...por esta ecuacion (serefierea d; =y, - (mx; +b) ). Al empezar, esta ecuacion, seria
cosa de sustituir y de ahi,...que sea un minimo, eso solo viendo la ecuacion,...yo diria
gue...solo graficandola, dandole valores a las incognitas my b. Pero s ahi mismo me dice
que se minimiza, este,...que debe dar un minimo, cuando yo derive esta ecuacion de la
distancia del i-ésmo punto a la recta,..y por € método, derivando parcialmente,
igualando a cero y encontrando puntos criticos. De alguna manera se quiere verificar que
se puede,...se quiere saber que es un minimo, se puede sust...de alguna manera,...”

En este punto, aparentemente, € sujeto tiene la idea general del procedimiento a seguir,
aparece la funcidn cognitiva de planificacion de la conducta. Sin embargo, la forma de
presentacion de la informacion sobre el método de minimos cuadrados le crea conflictos. Se
puede inferir que piensa que es incompleta la explicacion que se da sobre el método en €
enunciado.
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Por otra parte, la descripcion que ofrece se limita a uso de un procedimiento para
minimizar, pero pierde de vista lo que se pide en €l problema. El centrar su atencion en
proceso a seguir, le provoca conflicto con el objeivo. La percepcion borrosa inicia del
problema (en la fase de entrada) se hace presente debido a esquema que € sujeto tiene
respecto a método que describe, es decir, la idea de que € método para minimizar no
termina hasta determinar puntos criticos y clasificarlos, actividad que no es necesaria en €
problema. Todo esto tiene como consecuencia gque la funcion cognitiva de percepcion y
definicion de un problema permanezca afectada. El sujeto, en este momento no tiene claro a

dénde se quiere llegar, es decir, ha perdido de vista la meta.

Por otra parte, el sujeto parece comprender la idea del método de minimos cuadrados pero

confunde la expresion aminimizar, € dice,

“ ... derivar la ecuacion, igualarla a cero,...en términos analiticos,...

L: Bueno, a ver, entonces, se trataria de derivar la ecuacion, ¢no?, la ecuacion...écual
ecuacion?, o sea ¢cual esla que vamos a tratar,...la que vamos a tratar de minimizar?

M: La delasdistancias al cuadrado.

L: Ok. La de distancias al cuadrado. Que es una ecuacion,...bueno,...primero, ¢es una
ecuacion esa?

M: Pues, una funcion,...podria ser.

L: ¢Esuna funcion?, ¢como la,..

M: Puesdi, di,...

L: Asi como esta...

M: S, si,...tiene un igual ahi (sefiala la ecuacion dela d),... pues si es una ecuacion.

L: No, pero merefiero aladelassumas, noaladela“d’.

M: Mmm,...no indep...independientemente de la sumatoria, no; d cuadrada si,...

L: Esque medices que la que vas a derivar esla de la sumatoria, ¢no?, ¢o lad?

M: No, si, la sumatoria.

L: La que hay que minimizar esla sumatoria.

M: S.
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Es probable que esta confusion sea provocada por la evocacion en la mente del sujeto del
tipo de expresiones que se pueden derivar, es decir, ecuaciones, “cosasiguaadas’. El sujeto
est4 utilizando la funcién cognitiva de conducta comparativa. Una expresion simbdlica sin
un signo de igua (la sumatoria del enunciado) es una expresion extrafia, que no tiene
significado asociado en sus esquemas mentales presentes. Por eso es gque su atencion se
desvia hacia la expresiéon simbdlica que representa una ecuacion. El proceso cognitivo del
sujeto implica una comparacion (operacion mental) entre la informacién del problemay sus
esquemas sobre € tipo de expresiones a las que es aplicable € procedimiento para calcular

un minimo (segun su perspectiva), y entra en conflicto.

Este conflicto permanece ain a hacerse una pregunta explicita sobre la naturaleza de la

expresion con sumatoria:

L: Ok. Me refiero a eso, la pregunta es, ¢esa sumatoria es una funcion, es una ecuacion, o
quées?,...asi como esta ahi.

M: Asi como est4 ahi...

L: Claro, a sabiendas de que la d es esa (sefiala la ecuacion de la d).

M: Pues si, es una ecuacion.

L: A ver, ¢porgué crees que es una ecuacion?

M: Porque d cuadrada es una ecuacion,...y la sumatoria de esa ecuacion...me quedaria

una serie de ecuacion.

. - - - 7 n e - - 7
El sujeto visudiza la expresion 3 ¢, como una ecuacion debido a una concepcion
=1

erronea de la sustitucion, en sus propias palabras: ...y la sumatoria de esa ecuacion... Como
S la sustitucion fuera no solo de la equivalenciade d;, sino de la ecuacion misma. Esto

implicaun pensamiento hipotético respecto a lo que resulta a relacionar la expresion para

di con la de la sumatoria, en este caso, € sujeto readliza transferencia de propiedades de

una expresion a otra. Por otra parte, de su frase “...me quedaria una serie de ecuacion” , se
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puede inferir que € sujeto esta interpretando la expresion én d, como una serie funcion

=1

cognitiva de conducta comparativa).

Hasta é momento en que se le pide redlizar la sustitucién en el papel, advierte que no hay
un signo de igual, y que entonces la expresion de sumatoria no es una ecuacion, argumenta
que “para tener una ecuacion necesito un igual, ¢no?”. Recurriendo nuevamente a su

concepcion previa sobre |0 que es una ecuacion.

Por otra parte, respecto a concepto de funcion, € sujeto explica que esa expresion (con
sumatoria) no representa una funcion, esto con base en argumentos sobre su origen, pero no
lo relaciona con su nocién de ecuacion (no aparece aqui una conducta comparativa) y
pierde de vista, ademas, e momento en que se encuentra respecto a proceso de resolucion
del problema que @ mismo considerd al principio, como podemos ver en esta parte de

entrevista:

L: Ok. Entonces no seria una ecuacion. ¢Crees que eso represente una funcion?

M: ¢La sumatoria de (sefiala la sumatoria)...?

L: Esa, esa misma expresion que tienes (sefiala la sumatoria).

M: No.

L: ¢Y porqué?, ¢Porqué crees que no representa una funcion?

M: S yo lo veo asi,...esto,...viene siendo la distancia de un punto, cualquier punto, a la
recta que estamos buscando,...que sea al cuadrado, pues no,...deja de ser lineal, cambian
las cosas, vamos a tener otra cosa,...alguna otra funcion,...no sé,... pero como yo sumo
todas estas distancias al cuadrado,...no tiene porgué darme una funcion.

L: Ok. Bueno, entonces, hace rato me dijiste que la idea del método, asi como o entiendes
de acuerdo a lo que esta planteado ahi (sefiala el enunciado del problema), es sustituir, eso
que tu hiciste ahi, la equivalencia de las d's ¢verdad?, de las diferencias, en la sumatoria
que se propone en € método. Eso es o que tienes ahorita. Y luego me dices que esa

sumatoria es la que hay que trabajar, que esa es la que hay que derivar, igualar a cero,
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para ver donde tiene sus puntos criticos. Qué, segun me dijiste también, pues van a
depender de las variables ¢no?, que serianlamy lab.

M: S.

L: Ok. ¢Sevalederivar algo que no es funcién?

M: Mmm,...muy buena pregunta,...;se vale derivar...?, no, espérame,...

Es muy probable que e sujeto, sin la intervencidn del entrevistador, hubiera realizado €
proceso que tenia en mente sin siquiera preguntarse si la expresion en cuestion representaba

o no una funcion. Es decir, hubiera derivado parcialmente la expresion

g [y, - (mx, +b)]? . igualado a cero los resultados y resuelto para my b, tal como

i=1
sucedi6 en la experiencia en €l aula ya descrita en la seccion anterior de este capitulo. No
aparece reflexion alguna sobre la naturaleza de las expresiones que se estdn manipulando,
solo se aplican los “pasos’ que se deben redizar para determinar un valor extremo. La
utilizacién de métodos y procesos algoritmicos por encima de la comprension de conceptos

se hace presente.

En este momento el sujeto se da cuenta de que la expresién en cuestion deberia
considerarse como una funcion, recupera su idea inicial de que m y b son variables,
relaciona su nocion de funcién con la notacion simbdlica que é conoce (conducta
comparativa), z = f(x, y), y advierte que solo necesita igualar la expresion con z Como

darle un nombre a la funcion. Este acto |o acepta en forma natural, no le crea conflicto.
Enseguida se e cuestiona sobre |0 que sigue para resolver e problema:

L: Entonces, de acuerdo a lo que se plantea en €l problema, ¢qué seguiria?

M: Ya ahi pues entro a lo analitico. Lo que seguiria seria derivar esta funcion,

parcialmente porque tengo dos variables independientes, igualar a cero, encontrar puntos

criticos, etc.
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El sujeto sigue sin tener una percepcioén clara de la meta, vuelve a repetir e procedimiento
que conoce. En sus esquemas mentales predomina ese procedimiento como lo importante
en e problema, no reflexiona sobre lo que fata en funcion de lo que se plantea en €
enunciado. Se puede interpretar esta situacion como una consecuencia de que €l estudiante
ha aprendido que dicho procedimiento se aplica siempre hasta determinar y clasificar 1os

puntos criticos, que no se puede interrumpir antes.

Por otra parte, € sujeto considera que la funcion que esté tratando tiene un minimo porque
asi se sefiala en € enunciado del problema, sin tener ninguna otra opcion para explicarlo.
Para él es mas importante considerar las aseveraciones que se hacen en tal enunciado, que
el tener claridad sobre la naturaleza de la funcion. De hecho, no es ago que & sujeto
considere necesario. A la pregunta ¢TU crees que siempre tendria un minimo?, é responde:
Yo creo que si,..si porque, este,...si te dice el problema “ minimiza esto” , quiere decir que
siempre habra un minimo, y nada mas uno, sino al método,...0 no s&,...me darian algun

punto para el cual seria el minimo de esta funcion,... no sé,...otra cosa,...

Esta es una situacion provocada por la propia presentacion del problema. En la explicacion
que se da sobre e méodo de minimos cuadrados se asume que € estudiante no tiene
dificultades con los conocimientos involucrados. Esta situacion predispone la actitud y las

acciones del sujeto.

El proceso de derivacion no le causa problema. Redliza la derivada de la expresién
simbolicamente en forma correcta aungue se basa en sus conocimientos previos sobre series
(conocimientos estudiados en € curso antecedente de calculo, Mateméticas para Ingenieria
1), lo cua implica, nuevamente, una conducta compar ativa respecto a sus conocimientos
previos. Textualmente dice:

M: Bueno, aqui derivé esto (sefiala la expresion dentro de la sumatoria) pero me faltarian
las sumatorias,...pero es cosa de agregarlas,...asi,..., (escribe los simbolos de sumatoria en
las derivadas que obtuvo).

L: O sea, las propiedades de la sumatoria te permiten hacer esa derivada directamente...
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M: Si. Degjo la sumatoria de la serie y derivo lo de adentro...y derivar....De aqui lo que

seguiria esigualar a cero...

Continuando, cuando se le pregunta porqué igualar a cero, contesta:

M: ¢Porqué?, porgue en este caso es un minimo, pero independientemente de eso, de s
haya un maximo o un minimo relativo o absoluto, o que sea, ahi siempre va a haber un
plano tangente, y habra un plano tangente porque esta en tres dimensiones y un plano
tangente... que va a tener una pendiente igual a cero...

L: Ok. ¢Y eso ocurre siempre?

M: ¢Qué cosa exactamente?

L: Si, que en un maximo o en un minimo, indistintamente, va a haber un plano tangente con
pendiente cero.

M: Ah, claro.

L: No hay posibilidad de que ocurra otra cosa,...

M: Que en un maximo 0 un minimo,...no siempre la pendiente,..o0 hay un plano,...

L: Que € plano tangente no tenga pendiente cero,...u otra cosa rara,...no sé,.

M: No.

L: ¢No es posible?

M: Hasta donde yo he visto, no.

El sujeto esta recuperando su conocimiento interiorizado respecto a la concepcion de
funcién de dos variables, en particular sobre las posibles formas gréficas de superficies, y
no hay en sus esgquemas, al menos en un status relevante que le permita recordar en ese
momento, formas de superficies en donde ocurra que en algun punto no exista un plano
tangente con pendiente cero pero que si corresponda a un valor extremo. Esto provoca que

no considere necesario andlizar € tipo de funcion que esta tratando en el problema.
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Fase de sdlida

Seinsiste en lo que falta por realizar en laresolucion del problema:

L: Ok,...bien, entonces, -esto ya no lo hagas pero, ya derivaste, ya igualaste a cero, ¢qué
seguiria?

M: Buscar puntos criticos.

L: ¢COmo se encuentran los puntos criticos?

M: Este,...despejando. Son los valores paraby m.

La percepcion borrosa respecto ala meta, permanece, el sujeto no se percata de que lo que

pretende hacer es innecesario de acuerdo a lo que se pide en e problema.

Mas adelante, cuestiondndosel e sobre a donde quiere llegar, dice:

¢A donde espero llegar?,...A encontrar,...a,...(traza un dibujo de puntos y una recta “ entre
ellos’ en e plano xy),...¢qué voy a encontrar?,...yo quiero encontrar,...la pendiente....y la
ordenada al origen,...que mas se aproximen a estos datos (sefiala los puntos que acaba de
dibujar).

Todo esto tiene como consecuencia que no sea capaz de readlizar una comunicacion
explicita de la respuesta y por esta razon, carece de control sobre la misma. Estas son
funciones cognitivas que se ven afectadas en la fase de salida, como se puede observar en la

siguiente fraccion de la entrevista:

L: De acuerdo,...entonces, con todo esto que me has dicho, ¢cual es la solucion del
problema?

M: ¢Cual esla soluciéon?

L: Aja
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M: Aqui dice que....(lee € enunciado del problema), pues segun dice que debo llegar a
estas dos ecuaciones (sefiala sobre e enunciado).

L: Entonces tu respuesta, ¢cual es?

M: O seala solucién a...

L: S, ta tienes e problema, te o plantean, ya realizaste un proceso de resolucion, etc.,
entonces, ¢tU qué respondes?, ¢cuél estu respuesta después de todo o que hiciste?

M: Quesi,...si escierto, aunque no haya seguido todo €l procedimiento,...no s§,...

L: Pero s tu resuelves esto que me decias (sefiala las ecuaciones que escribio
Mario)...paramy b,...

M: Tengo que llegar a esto (sefiala e sistema de ecuaciones sobre e texto del
problema),...y si llego a esto,...ya pues o demas es por inercia, ya seria despgar,...

L: &Y para qué quieres despejar?

M: No, en este caso no,...no me interesa,...no me piden, nada mas me dice que demuestre
€s0,...Nni siquiera me dan puntos,...si quisiera resolver un problema de alguna variable
fisica,...

L: Entonces de acuerdo a todo esto que me estas diciendo, ¢Cual seria tu respuesta de este
problema?, ;Como terminarias?, ¢Quédiriasal final?

M: Ah, que esto es cierto (sefiala el sistema de ecuaciones en el texto del problema),...que a
través de estas dos ecuaciones determino los valores de my b, este,...que corresponden a la

recta que mas se asemeja,... que Mas se acerque.

Finalmente, cuando se le pregunta sobre la utilidad que podrian tener estos conocimientos,

el sujeto contesta:

M: Pues, mira, |0 que pasa es que hasta ahorita, que yo haya utilizado € método,...pues
no, ¢cOMo se podria decir?,...de una manera seria, todavia no.

L: ¢Qué significa que sea seria?

M: Bueno,...mmm,...de una manera seria para resolver un problema.

L: Un problema....¢qué seria un problema?

M: ¢Un problema?

L. Si. ¢Quétipo de situaciones?, ...
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M. Ah, ¢para qué situaciones?, uuuh,...

L: S.

M: Hasta donde yo sé creo que esto se usa en economia, exactamente donde,... no sé, o en
un proceso, este,...no sg,...la temperatura,...la temperatura de un,...de una caldera,...todos
estos puntos me representan las diferentes temperaturas,...si yo grafico la temperatura
respecto al tiempo,...este, a través de esa recta yo puedo buscar un valor nominal de la
temperatura...pero no sé,...se me ocurre,...estoy suponiendo, pero creo que para algo han

deservir ¢no?

Aungue esta parte de |a entrevista tiene como objetivo indagar sobre aspectos que no entran
en la teoria cognitiva de Feuerstein, se puede observar un hecho relevante en esta
investigacion: la concepcidén que un estudiante tiene respecto a la importancia de los
contenidos matematicos que estudia. Para este estudiante, tales contenidos no se abordan
con seriedad en los cursos comunes de calculo porque no se utilizan en la resolucion de
problemas. Se puede interpretar, desde la perspectiva de este estudiante, que no es serio (0
no tiene sentido) estudiar contenidos matematicos s no se aplican. Esta observacion es
importante porque reflegja el tipo de creencias que tienen los alumnos respecto al estudio de
contenidos matematicos en su formacién profesional y es congruente con las

argumentaciones ofrecidas en laintroduccion y justificacion de este reporte.

3.2.3.2 Andlisisdelaentrevista2

Realizada a Verenice (sujeto 1) y Edith (sujeto 2), ambas estudiantes del tercer semestre de
la carrera de Ingenieria Industrial y de Sistemas, de 19 y 20 afios de edad, respectivamente.

Fase de entrada

En general, se observan las mismas dificultades que en la entrevista 1 respecto ala funcion
cognitiva de percepcion clara. Las estudiantes entrevistadas otorgan prioridad €l proceso

para determinar un valor extremo sobre la comprension de ideas y conceptos y entonces
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aparece una percepcioén borrosa de lo que trata en forma global el problema. Esta situacién

prevalece hasta e fina de la entrevista

Ademés, se aprecia una disfuncion sobre la organizacién de la informacién, la cua es
provocada, se infiere, tanto por la estructura del enunciado y la cantidad de informacion,
como por & hecho de que no es clara para las estudiantes la explicacién que se da sobre €l
método de minimos cuadrados, como se puede observar en la siguiente parte de la
entrevista:

L: ¢Qué datos se dan para lograr eso?, o0 sea, ¢qué informacion se da?

E: Los puntos, 0 sea, lo que ya e cientifico investigo, 1os puntos, este, que estan disper sos.
L: ¢Qué mas?

V: También dan la formula de la distancia que hay entre, o sea,...bueno, entre los puntos,
entre un punto y otro,...para encontrar...

L: ¢Entrelos puntos o entre los puntos y la recta?

E: Lospuntosy la recta.

V: S, entrelos puntosy la recta.

(silencio)

L: ¢Qué mas?, ¢Se da masinformacion?

E: Pues ya lo que se supone que se conoce, lo de la pendiente de la recta y la ordenada al
origen...

L: ¢Se conoce la pendiente?

E: Bueno, no, pero se puede conocer con |os puntos ¢no?

L: ¢Ese seria entonces €l objetivo del problema o como es?

E: Pues es gque la recta que queremos que se parezca al comportamiento, pues responde un
pocoalodey= nmx+ b.

L: Tiene esa forma.

E: Aja

V: S.

L: Yparahallar esamylab...
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V: Se utiliza,...es o que nos,...bueno, es o que dice aqui que se utiliza el método de los
minimos cuadrados, o sea, mediante ese método encontrar la pendiente y la ordenada de
modo que minimiza,...o sea,...

E: Aja

L: Entonces en la informacion se dan los puntos, o sea X, V,..X1, Y1, X3, ¥, €fC., Se dala
formulita de la distancia entre los puntos y la recta que se anda buscando...

E: Aja

V: Aj4, si.

L: ¢Y nada mas?

(Edith y Verenice asienten con la cabeza)
Se observa ademés que las estudiantes no redizan una exploracion sistematica de la

informacion, consideran las expresiones simbdlicas sdlo como datos, sin entender su origen
y significado con claridad.

Fase de elaboracion

Las situaciones conflictivas observadas en la fase de entrada, prevalecen aln a preguntas
explicitas sobre la fase de elaboracion. Cuando se les cuestiona sobre el procedimiento para
resolver e problema, contestan todavia reflexionando sobre la informacion que se da en

enunciado:

L: ¢Coémo creen ustedes, 0 cOmo piensan, que deberia ser € procedimiento para
resolverlo?

E: Bueno, pues se supone que, hay que buscar que, .que esas, este...esas distancias (sefiala
sobre el enunciado del problema) sean minimas... 0 sea, para que se parezcan mas a la

recta...

Esto tiene como consecuencia que no se perciba y defina con precision un problema.

Nuevamente, como en la entrevista 1, las argumentaciones de | as estudiantes giran en torno
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al procedimiento que conocen para determinar un valor extremo, derivar, igualar a cero y

resolver. A pregunta explicita sobre ¢por qué derivar?, ellas responden:

V: Derivar porque....

E: Porque cuando derivas e igualas a cero...puedes obtener un minimo 0 un maximo.

Continuando,

L: Bien, digamos que ese es un procedimiento, derivar e igualar a cero, pero lo que
pregunto es ¢porqué?, ¢porqué derivar?,...¢porqué no integran o hacen otra cosa?

V: Porque integrar es...es una sumatoria...la integracion es una sumatoria...

L: ¢Y la derivada?

V: La derivada es...es como reducir...a un...como a un min... bueno no como a un minimo,
pero...

: A algo més sencillo.

: Aalgo...a unaformula...

¢Reducir?, ¢en qué sentido? Dices que integrar es una sumatoria...

: Como juntar...

Aja.

: Y derivar... ¢que seria?

: Lo contrario.

. ¢Lo contrario?

: S, bueno...

: ¢Quéserialo contrario?

Restar.

mrr m”roO< hmn< m’rmMh.PB< m

Aparece la misma situacion que en la experiencia en el aula, respecto a sus concepciones
sobre la derivada y la integral: integrar es sumar, derivar es restar. Desde la perspectiva de
estas estudiantes, como ya estd dada una sumatoria, y ésta es una integral, entonces para
resolverla 1o que se debe hacer es lo contrario, 0 sea, derivar. Se da entonces, un

pensamiento hipotético en funcidn de una concepcion erronea: € considerar toda sumatoria
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como una integral. Ademas, el término minimizar tiene dos acepciones, por una parte, se
asocia a proceso para halar € vaor extremo (como hemos visto en preguntas anteriores),

y por otra, a una imagen conceptual que se refiere a una resta como una operacion de
reduccion a “ago mas sencillo”.

Por otro lado, cuando se les cuestiona sobre la naturaleza de la expresién con sumatoria,
ellas dicen que es una funcion porque existen variables, m y b dependientes, x y y
independientes. Larazén esque my b van a depender de los valoresquetomen x y y. Tanto
X COMo Yy son variables porque varian, toman distintos valores numéricos en la tabla
Atribuyen a my b un carécter estético mientras que a x y y un carécter dinamico. Esta
situacion implica € uso de la funcidn cognitiva de evidencia légica. Estas estudiantes
reflexionan y dirigen su conducta de acuerdo a su interpretacion (l6gica) sobre la
informacion del problema y su concepcion de variable. Sus argumentos no estan sobre €l
concepto de variable en una funcion, sino que se basan més en una idea intuitiva de lo que

significavariar.

Esta problemética se diluye cuando aparece el término “incognita’:

. ¢Ustedes conocen my b?

No.

No.

. ¢Entonces?

: Son incognitas.

: Cuando las encontramos, al final, dejan de serlo,..
. S, es cuando ya sabemos,...

: Pero en este proceso, son las incognitas.

S

: Las que no son incognitas son x y y. Son los datos numericos.
Aja.

S.

Ssmeocmeomeome < moe
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Se les cuestiona entonces sobre la forma en que estan relacionadas esas incognitas
considerando su idea de que la expresion en estudio es una funcién, y lo primero que
aparece es la idea, -producto del funcionamiento cognitivo de la conducta compar ativa- de
gue una debe depender de la otra. Sin embargo, intentan despgjar y ante la imposibilidad,
reflexionan y consideran que tanto m como b son de la misma naturaleza, las dos deberian

ser incognitas independientes.

Entonces se retoma la idea de derivar la expresion en cuestion y se les pide lo realicen en

papel:

E: Esualan,... entonces seria... (Escribe).
L: Ok. Ya esta. ¢Porqué escribes ;T_f =7, (Quéesf?, ¢porqué el igual?
18

E: ¢f? Esque asi se escriben las derivadas, ¢no?...es mecanico....

L: ¢Pero porquéf?, estas derivando la sumatoria,...

E: Ah, si, es que esa es la funcidn,...deberia estar desde aca (sefiala al final de la expresion
delasumatoriay escribe” =f”")

L: Entonces, ¢es como ponerle nombre a la funcion?

E: S, ga

V: Claro, debe tener nombre porque ésa es la funcion, o sea,...el simbolo para decir que
ésa es...

E: Ah, pues si, es como en Mate |, la variable independiente erala x y y la funcion...

L: Entonces, aqui, ¢cudl esla variable dependiente?

V: Laf, si.

E: S, porgue esla que va a depender demy b.
Se observa que una vez que han considerado a my b como “incognitas independientes’,

realizan la derivacion utilizando los simbolos que ellas acostumbran y advierten entonces

que de acuerdo a su notacion, necesitaban un simbolo mas (f) para indicar la funcion.
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Nuevamente aparece la conducta comparativa, en este caso, regpecto a la forma en que se

denota una funcion de una variable.

Respecto al cuestionamiento sobre porqué se iguala a cero la derivada, se encontraron aqui
resultados muy similares a la entrevista anterior: las estudiantes aplican esta idea (iguaar a
cero) sin reflexionar sobre la naturaleza de la funcidn, es decir, dan por hecho que eso

funcionay es suficiente.

Fase de sdida

Por otra parte, e igual que en la entrevista uno, permanece durante todo el proceso la
percepcion borrosa inicial sobre la meta, aplican e procedimiento que conocen para
determinar un valor extremo y como consecuencia se pierde de vista o que se pide en
enunciado del problema. De hecho, todo lo que resta de la entrevista (a excepcion de la
Ultima pregunta) es una discusion sobre la respuesta a problema. Si aparece la funcion
cognitiva de comunicacion explicita de la respuesta e incluso la de precision y exactitud en
la respuesta, pero en términos de una respuesta equivocada. No hay entonces realmente, un
control sobre la respuesta, dado que no se tiene claridad sobre la meta en la resolucion del

problema.

Finamente, cuando se pregunta sobre la utilidad de la solucion a problema, €llas
contestan:

V: Bueno,...es que solo se deriva y se dgja lo que queda de igualar a cero,...no sg,...yo
creo que podria tener mas utilidad si se resuelve completo y se usa para aplicarlo,...pues
no sé, a algo préctico,...0 algo asi,...0 s alguien va a ser cientifico...

E: S, yo también creo eso porque el problema asi como esta solo nos estan diciendo cémo
funciona el método este de,..., ¢como...? (busca en el enunciado del problema).

L: Minimos cuadrados.
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E: Aja, de minimos cuadrados,...no nos dice nada mas, es solo la forma matematica,...pero
creo que nos podria servir si un dia tenemos una tabla de datos asi (sefiala sobre el

problema). No sé, tal vez en alguna materia después.

Lo que indica concepciones similares a las encontradas tanto en la experiencia en el aula
como en la entrevista 1. es un problema que involucra conocimientos mateméticos,

métodos, procedimientos, etc., pero que no es Util sino se aplicaen “algo practico”.

Finalmente, es preciso aclarar que para poder indagar sobre el funcionamiento cognitivo en
los términos en que se planed la investigacion, es decir, tratando de cubrir las tres fases del
procesamiento de la informacion en la resolucion del problema, fue necesario que €l

entrevistador interviniera con preguntas y comentarios a manera de guia en € proceso. De
otra forma no se hubiera podido obtener la informacion de tal funcionamiento (al meros no
con €l detalle que se logrd) porque a aparecer una disfuncidn cognitiva, los estudiantes se
limitaban a tratar de resolver € problema en base al uso del método que ya conocian para
determinar un valor extremo minimo de una funcion de dos variables, sin considerar la
naturaleza de los objetos matematicos que operaban. Esta situacion no permitia observar o
gue sucedia respecto a uso de las funciones cognitivas a tratar las nociones y conceptos
involucrados, simplemente porque los estudiantes no abordaban tales nociones 'y conceptos.
De hecho, la intervencion del entrevistador tenia como finalidad motivar a estudiante a
tratar los contenidos mateméticos desde su significado conceptual porque lo que interesaba
en la investigacion era, precisamente, la observacion de los factores de caracter cognitivo
implicados en los procesos de aprendizaje, y no la simple resolucion operativa del

problema.

151



3.3 Resumen deresultados previos

Se presenta a continuacion una breve argumentacion tedrica de los resultados sobre las
funciones cognitivas en relacion a los andlisis cognitivos preliminares presentados en la

seccion inmediata anterior.

En lafase de entrada:

La comprensién implica tener una percepcion clara tanto de los datos que se
ofrecen en & enunciado, como del estado final o0 meta a la que se quiere llegar (los
datos proporcionan una descripcion completa del contexto del problema y de los

parametros bajo |os cuales se debe operar).
A su vez, para € logro de la percepcion clara es necesario que las funciones

cognitivas de exploracion sistemdtica de una situacion de aprendizaje y la de

organizacion de la informacion, aparezcan en forma eficiente.

En la fase de elaboracion

Laresolucion del problema implica la busqueda de una via de solucién (una via que
conecte el estado inicial con el estado meta), pero antes de esta blsgueda, es
necesario que €l sujeto sea capaz de percibir y definir con precision el problema, 1o
cual implica que su funcién cognitiva de percepcién y definicién de un problema
aparezca en forma eficiente. Este es un momento crucial en € proceso porque
constituye € enlace entre la comprension de la situacion problemética 'y 1o que es

propiamente la resolucion del problema.
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En €l estudio cognitivo se pudo observar que alin cuando los estudiantes muestran
capacidad para comprender (en e sentido explicado lineas arriba) la situacién
problematica en la fase de entrada, tienen dificultades en la fase de elaboracién
cuando no definen con precision € problema en términos de la meta a b que se

quiere llegar.

La bisqueda de una via de solucion implica la planificacion de la conducta (una
funcién cognitiva que esta presente en todo el proceso de resolucion), asi como la
recuperacion de esquemas en la memoria a largo plazo que involucran
conocimientos matematicos, y la cua a su vez requiere de una conducta

comparativa.

El proceso de pensamiento para € uso, adecuacién o modificacion de esquemas
previos en la construccion de las nuevas ideas, nociones 0 conceptos mateméti cos,
involucra a menos, la capacidad de pensamiento hipotético y la conducta

compar ativa.

La construccion de conocimiento requiere para la codificacion de la informacion

correspondiente a las nuevas ideas, nocionesy conceptos, de la funcién cognitiva de
interiorizacion y representacion mental, que es de hecho, una de las funciones més
importantes. Como se sefida en (Prieto, 1992), “La interiorizacion es el pilar

basico del aprendizajey de la adaptaciony, por tanto, de la inteligencia”.

En lafase de sdlida

La respuesta ha de emitirse utilizando un lenguaje claro y preciso en funcion de la
meta final del problema formulado, es decir, se debe observar una comunicacion

explicita de tal respuesta.
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Se debe observar capacidad para pensar y expresar la respuesta correcta al
problema, asi como para reflexionar antes de comunicarla, es decir, debe haber

precision y exactitud en larespuestay un control en la emision de la misma.

De esta forma, se determina que el modelo de procesamiento de la informacion, entrada-

elaboracion-salida, tiene los siguientes elementos basicos:

Entrada ? Comprension de la situacion problemaética.
Elaboracion ? Proceso de resolucién del problema.
Salida ? Respuesta al problema.

Las funciones cognitivas que emergieron en el proceso de resolucion del problema de

célculo de dos variables ya analizado en |as secciones anteriores, son las siguientes:

A nivel de entrada:

- Percepcionclara.
- Exploracion sistematica de una situacion de aprendizaje.

- Organizacién de la informacién.

A nivel de eaboracion:

- Percepciony definicidn de un problema.
- Interiorizacién y representacion mental.
- Planificacion de la conducta.

- Conducta comparativa.

- Pensamiento hipotético.

- Evidencia l6gica.
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A nivel de salida
Comunicacion explicita.

Precision y exactitud en la respuesta.
Control de la respuesta.
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CAPITULO 4

LAS FUNCIONES COGNITIVAS EN LAS EXPERIENCIAS DE APRENDIZAJE EN
CONTEXTO

Se describe a continuacién el disefio de la situacion problematica en € contexto de la
Ingenieria Industrial y de Sistemas, la experiencia en € aula, la realizacion de la entrevista
y el andlisis de resultados.

4.1 El disefioy lasactividadesen € aula

Atendiendo los objetivos de lainvestigacion y los resultados previos del andlisis preliminar
respecto alas concepciones de los estudiantes en cuanto a que no encuentran sentido al
estudio del cdlculo s no esta vinculado a la resolucion de algun problema, se tomé la
decision de disefiar un escenario en el contexto de la Ingenieria Industrial, que estuviera
relacionado con alguna situacion real en el @ambito socioecondémico y geogréfico regiona en
que se ha desarrollado esta investigacion.

De esta manera, y dadas las caracteristicas (descritas en la primera parte del estudio
preliminar) de la carrera de Ingenieria Industrial y de Sistemas, se decidié aprovechar una
situacion que desde hace afios es un problema ambiental en ciertas zonas aedanias a la
ciudad de San Luis Potosi: la contaminacion por residuos de sustancias quimicas de algunas
empresas. De hecho, algunos casos han sido documentados y dados a conocer a la opinion
publica en medios informativos como la prensay la television. Incluso, investigadores de la
Universidad Autonoma de San L uis Potosi, han realizado estudios experimentales (toma de
muestras y su andlisis) que han sido tema para estudios de postgrado —referencias de

comunicaciones personales-.
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Esta problemética se dio a conocer y se discutio con los estudiantes previo a desarrollo de
la experiencia, y constituyd, de hecho, uno de los factores (de acuerdo a la nocién de
contexto que empleamos y que se explica en la seccion sobre e marco tedrico) que dieron
sentido a problema matematico estudiado en & aula y que situd e escenario didactico

global en e contexto especifico de la Ingenieria Industrial.

Ademés, para e disefio, se consideraron los resultados previos del estudio didactico
preliminar sobre el plan de estudios y los programas analiticos de la carrera en cuestion —o
cual constituye otro de los factores esenciales que conforman e contexto en la ingenieria-,
es decir, se pensd en una situacion problemaética que permitiera tratar e método de minimos
cuadrados y entonces analizar e funcionamiento cognitivo cuando se abordan los
contenidos matematicos necesarios tales como el concepto de fincién de dos variables
independientes y la derivada parcidl.

El disefio producto de esta situacion es el que se presenta enseguida.

El problema

Uno de los problemas mas desafiantes para el control de la contaminacion del
agua lo presenta la industria del curtido de pieles. Los deshechos de esta industria
son quimicamente complejos. Se caracterizan por valores elevados en la demanda

de oxigeno bioquimico, los sdlidos volatiles y otras mediciones de contaminacion.

Actualmente se tiene un problema serio con este tipo de contaminacion en las
cercanias de la ciudad de San Luis Potosi y se les esta invitando a contribuir en la
solucién del problema. De acuerdo a los estudios realizados, 10 que se necesita en
estos momentos es determinar un modelo matematico para € comportamiento de
este fendmeno y poder entonces estimar elementos en relacion a la contaminacion

producida.
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Considérense los datos experimentales de la tabla de abajo los cuales se obtuvieron
de 33 muestras de desperdicios que se tratan guimicamente en un estudio realizado
en la empresa potosina Pieles Naturales del Centro, durante el periodo
comprendido entre agosto de 2001 y enero de 2002. Se presentan las lecturas de la
reduccion porcentual del total de sdlidos (x) y de la reduccion porcentual de

demanda de oxigeno quimico (y) para esas 33 muestras.

¢Qué modelo matematico propondrian para €l comportamiento de estos datos

experimental es?
Reduccién de Demanda de
sélidos, oxigeno
X (%) quimico, y (%)
3 5
7 11
11 21
15 16
18 16
27 28
29 27
30 25
30 35
31 30
31 40
32 32
33 34
33 32
34 34
36 37
36 38
36 34
37 36
38 38
39 37
39 36
39 45
40 39
41 41
42 40
42 44
43 37
44 44
45 46
46 46
47 49
50 51
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La experiencia se realizd con un grupo de 12 estudiantes con edades entre 19 y 21 afios, del
curso de Mateméticas para Ingenieria lll de la carrera de Ingenieria Industria y de Sistemas
del ITESM, Campus San Luis Potosi.

Se organizd a grupo en 4 equipos de 3 estudiantes cada uno y se realizo € trabgo en 6
sesiones de 75 minutos cada una.

Es muy importante mencionar que, a diferencia de la experiencia realizada en el ambito del
sistema didéctico tradicional, en este estudio presentamos a los estudiantes e escenario
disefiado antes de abordar cualquier contenido de calculo diferencia en varias variables. El
objetivo es que la situacion problemética motive y dé sentido a estudio de los
conocimientos mateméticos necesarios para resolverla, como se establece en la matematica

en contexto (Camarena, 2000).

Secuencia de actividades para la resolucién del problema

1ra. Sesion

Presentacion de la situacion problemética (por escrito).

L os estudiantes leen y discuten sobre ella (en trabajo colaborativo).

Se les pide que describan (por escrito) lo que se pide, 1o que conocen y 1o que
desconocen asi como € planteamiento de una estrategia de solucion.

Se les pide investigar sobre |0 que desconocen de la situacion (extra clase).

22 Sesion

Se discute sobre |o investigado y en base a ello se induce a los estudiantes a trabajar

con laidea basica de método de minimos cuadrados.
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Se deduce en interaccion grupa (y por equipos) la expresion matemética® que
resulta del uso de laidea mencionada en € punto anterior.

Se cuestiona a los estudiantes sobre qué es lo que se debe hacer ahora para
continuar con el proceso de resolucion.

Se discute sobre la naturaleza de la expresion dltima (*).

Se les pide redlizar un gercicio particular con solo cuatro datos numéricos (extra

clase).

3ra. Sesion.

Se discute sobre € trabgjo realizado en latarea extraclase y la expresion (*).

Se dedicala sesion a estudio de funciones de dos variables.

42 Sesion.

Se discute sobre las condiciones para que ocurra un valor extremo (en términos de
pendientes de rectas y planos).

Se estudia @ concepto de derivada parcia y laformade calcularla

52 Sesion.

Se continda con la ultima actividad de la sesion anterior.
Se deduce €l criterio para determinar valores extremos.

Se les pide analizar la expresion (*) ya escrita como funcion y en términos de todo
lo estudiado hasta e momento.

6_5? [yi - (mxi"'b)]2
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62 Sesion.

Se determina en forma general, el sistema de ecuaciones para determinar la
pendiente y la ordenada al origen y se resuelve.

Se pide a los estudiantes que entreguen por escrito todo el proceso de resolucion del
problema.

Es importante recordar aqui que parte del interés en la investigacion esta sobre la
significacion de los objetos matematicos para los estudiantes en su proceso de aprendizaje
en una situacion en contexto y que, como se explico en e primer capitulo de este reporte, se
decidié apoyar € trabgjo en la teoria especifica de la tripleta conceptual interpretada por
Godino y Recio para este fin, misma que constituye un referente tedrico de apoyo
especifico para la interpretacion de significados respecto a la relacion entre ideas
matematicas, € sistema de signos y la situacion problematica particular, para € andisis de
las funciones cognitivas especificamente en la fase de elaboracion. Ademas de que es un
elemento tedrico que complementa (0 a menos orienta) el marco genera de las funciones
cognitivas, en funcion de los objetivos de la Matematica Educativa, en particular sobre o
que respecta a estudio de la ensefianzay €l aprendizaje especifico de nocionesy conceptos
matemati cos en situacion escolar.

Ademés, antes de presentar e desarrollo de la experiencia y € estudio cognitivo
correspondiente, es muy importante mencionar un hecho que resultoé fundamental durante el
proceso de implementacion de las actividades disefiadas. la necesidad de definir los
elementos tedricos en base a los cuales se habria de redlizar € andlisis cognitivo respecto a
los actos de aprendizaje en todo € proceso de resolucion de la situacion problema en

contexto. Para el disefio particular en cuestion, era necesario precisar € papel que jugaban

m
. - 2
actos corcretos como los de reconocer o interpretar laexpresion g [yi - (mx + b)] como
i=1

un ente matematico susceptible de diferenciacion, las ideas y nociones mateméticas

involucradas en la conceptualizacion de la derivada parcial, y e acto de aprendizaje del
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método para calcular un extremo de una funcion de dos variables. Y resulta fundamental
porque no habia un término, ni en la teoria de Feuerstein ni en la tripleta conceptua de
Godino y Recio, con € que se pudieran ubicar dentro del marco tedrico taes &tos de
aprendizaje. Entonces, para vertebrar los elementos centrales del andlisis cognitivo, es
decir, las funciones cognitivas implicadas, los conceptos mateméticos de estudio y sus
relaciones en términos de las generalizaciones, fenomenologias y notaciones, se tuvo la
necesidad de asignarle nombre a dichos actos y definir lo que significan en € andlisis
realizado. De esta forma, se definio € término acto matemético-cognitivo, y se preciso ala

vez |o que se entiende por escenario didactico y procesos interpretativos, como sigue:

El escenario didactico esta constituido por todos los elementos que conforman el contexto
de la situacion problemética (en este caso en la ingenieria), y es € que determina 'y da
sentido al estudio de las ideas, nociones y conceptos matematicos necesarios para la
resolucion del problema que se plantea en tal contexto. Esto incluye también los factores
extra matematicos y extra escolares que dan origen a disefio de la situacién problema en
contexto real. Por ejemplo, para el escenario ya descrito lineas arriba 'y € cua es la base
para esta parte de la investigacion, tales factores estdn conformados por el problema de
contaminacion ambiental que se tiene en las cercanias de la ciudad de San Luis Potosi.
Entonces, en este caso, €l contexto en la ingenieria queda determinado tanto por los
resultados del estudio didactico preliminar sobre e uso de conocimientos mateméticos
dentro del ambito académico de la formacion de los estudiantes en ingenieria, como por la
situacion socia del problema de contaminacién mencionado, € cua esta relacionado al

area de especiaidad de la Ingenieria Industrial.

Por otra parte, con acto matematico-cognitivo nos referimos a hecho concreto del acto
mental en que sucede e aprendizaje de una idea, nocién o concepto matemético (0 incluso
un proceso agoritmico) y que esta congtituido por a menos un proceso interpretativo que a
su vez contiene las tres entidades basicas del modelo conceptual de Godino y Recio (ya
descrito en la seccion sobre € marco tedrico): fenomenologias, notaciones vy

generalizaciones. Un proceso interpretativo es cada elemento simbdlico que interviene en

162



el acto menta de resolver un problemay esta conformado tanto por la notacion simbdlica,

como por lo que representa en el ambito de ese problema.

El uso de estos elementos tedricos en lainvestigacion es como se presenta enseguida.

Procesos interpretativos para el andlisis de las funciones cognitivas

Las palabras y expresiones mateméticas que aparecen tanto en el enunciado del problema
en contexto como en € proceso de resolucién del mismo y que desencadenan procesos
interpretativos, son las siguientes:
Modelo matematico, %, X, y, los nimeros (de la tabla), gréfica, puntos coordenados,
funcion de una variable, funcion de dos variables, superficie, diferencia de ordenadas,
pendiente, ordenada al origen, variables, constantes, sumatoria, igualdad, cuadrado (de
potencia), derivada parcial, ecuacion, solucién de un sistema de ecuaciones lineales.
Procesos interpretativos:
1. Sobre el enunciado.
1la. Modelo matemético significa funcién.
1b. % representa porcentgje.

1c. Lasletras X, y designan va ores numéricos (datos experimental es).

1d. Los nimeros en las tablas representan valores porcentuales.
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2. Sobre € proceso de resolucién:

2a. d. representa las diferencias verticales entre la recta que se buscay los datos

numéricos. Se coloca junto a segmento de recta que une un punto con la

representacion grafica de la recta que se busca.
2b. X,y representan los datos numericos.

2c. myb representan la pendiente y la ordenada al origen de la recta que se busca,

respectivamente.

2d. y= mx+ b traduce la expresién “forma de unafuncion lineal” (también puede
interpretarse como “la ecuacion pendiente-ordenada al origen de unarecta’).

2e. Y, - (mX, +b) representa la diferencia entre la ordenada Y, de cada punto

dato numérico y la ordenada de un punto de larecta y = mx +b.

2f. d. =y - (Mmx +b) representala equivalencia entre los procesos interpretativos

2ay 2e

20. é representa una suma de términos. Del primero a n-ésimo.

n
o]

2h. a [yi - (mx +b)] representa la suma de todas las diferencias entre los
i=1

puntos, datos experimentalesy la recta buscada.
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m
2. é [yi - (mx; + b)] ? determina una forma vélida y conveniente para e trabajo
i=l

en el registro algebraico y representa la suma de las diferencias entre los puntos
datos experimentales y larecta, a cuadrado.

%
2j. f(m,b):a[yi - (mx +b)]2 representa una funcion en las variables
i=1

independientes m y b (f(m, b) resulta de una extensién —generalizacion de la
notacion f (x)).

o 11D | Tf(mb)

simbolizan las derivadas parcialesde f respectoa m y
m 1b

ab.

g, THmD) o 1f(mb)
fm b

pendiente nula de f respecto a b.

=0 son la pendiente nula de f respecto a my la

2m. g [2yi - 2(mx, +b)](- X;) esladerivadaparcia respectoam, y

i=1

g [2yi - 2(mx; +b)](- 1) esladerivadaparcial respecto ab.

i=1

2n, ér{ [2y. - 2(mx, +b)](- %) =0

i=1

& [2y, - 2mx +b)|(- =0

i=1

es € sistema de ecuaciones que permite determinar my b (bajo e conocimiento de
que la igualacion a cero proporciona los valores de my b donde f(m, b) toma su
valor extremo minimo.
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En cada proceso interpretativo se puede reconocer la diaéctica entre las ideas
(generalizaciones), e lengugje simbdlico (notaciones) y la situacién matematica en que

sucede (fenomenologias).

Por ejemplo, en 2c la idea (generalizacion) de incognita o variable estd “encapsulada’ en la
notacion “m’, “b”, y e hecho fenomenoldgico, en este acto, lo constituye la

representacion geométrica donde se ubica (plano cartesiano).

Otro gemplo: en 2e laidea de diferencia (como una distancia en € registro gréfico) esta
representada por la expresion Y, - (MX. +b) y e hecho fenomenoldgico es la situacion

geométrica en que se enmarca.

Actos matemético-cognitivos

El andlisis se centra sobre los actos matemati co-cognitivos de aprendizaje fundamentales en
el proceso de resolucién del problema en estudio, a saber:

1 Lainterpretacion de § [yi - (mx; +b)]2 como una funcién de dos variables.
i=1

2. Laconceptuaizacion de la derivada parcial.

3. El proceso para determinar un valor minimo de una funcién de dos variables.
En este dltimo acto, es preciso sefidar que e andlisis se redliza considerando los
conocimientos matematicos que entran en juego, es decir, se analiza en funcion de las

ideas, nociones y conceptos en que se basa el proceso a que se refiere, y no sdlo en

términos del proceso como tal.
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4.1.1 Andlisisdelaexperienciaen e aula

Fase de entrada.

12, Sesion.

Al inicio no se observan dificultades con la comprension de lo que plantea € enunciado, sin
embargo, en el transito al proceso de resolucion, aparecen dificultades en la funcién
cognitiva de percepcién y definicion de un problema: los aumnos comprenden lo que trata
la situacion problematica pero no es inmediata la percepcion del problema debido a la
aparicion de desequilibrios:

- Desequilibrio causado por € enfrentamiento con “cosas que no se conocen”.

- Las condiciones en que se aborda la situacion problematica provoca un
desequilibrio respecto a sus concepciones sobre las formas de ensefianza-
aprendizaje a las que han estado expuestos (primero se han de estudiar los

contenidos matematicos y después las aplicaciones).

Estos desequilibrios se van superando en la medida que los sujetos piensan reflexivamente
sobre e problema y discuten intentando buscar una definicién conveniente, descartando
aguellos aspectos que son incompatibles e incongruentes, utilizando todo tipo de
informacién previamente almacenada que tenga cierta relacion con el problema presente, 10
cual implica € uso de las funciones cognitivas de exploracion sistematica de una situacion

de aprendizajey de organizacién de la informacion.

En particular, los estudiantes recuperan sus esquemas sobre € concepto de funcién, su
representacion simbdlica, gréfica 'y sobre todo la idea de “ 1o que hay que hacer cuando lo
que se tiene es una coleccion de puntos (en una tabla)” : graficar los puntos en un plano
coordenado. Esta es la primera idea que aparece en précticamente todos los equipos de
trabgo.
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Estos esquemas previos de representacion de funciones de una variable les permiten contar
con la confianza para una definicion precisa del problema y crea un sentimiento de
competencia para abordarlo.

Por otra parte, se observa un aspecto de suma importancia en esta fase de entrada: una gran
motivacion en € grupo por tratar con un problema real y en € &rea de su formacién
profesional y que se manifiesta en la conducta de los estudiantes. Se percibe en € aula un
ambiente propicio para € aprendizaje; se observa disposicion en cada participante para
abordar e problema y colaborar con los compafieros de equipo. Cabe sefialar que esta es
una situacion ya esperada (dados los resultados de investigacion con gque se cuenta en este
aspecto, mismos que se mencionaron en la seccion sobre antecedentes), sin embargo se
considera importante comentarla ahora porque condiciona la conducta ce los estudiantes
para las fases siguientes en € desarrollo de la experiencia (aunque no se puede presuponer
el éxito en cuanto al aprendizaje de los contenidos de calculo involucrados solo porque se

observa motivacion y disposicion de los alumnos pararedlizar las actividades disefiadas).

Fase de elaboracion

(12 Sesion)

Una vez que los estudiantes graficaron los puntos en € plano xy, aparecen ideas diversas
sobre la estrategia a seguir para determinar el modelo que se pide en e problema. Sin
embargo, en todas se observan patrones de comportamiento muy similares: planifican lo
gue van a hacer, siguen hipotesis, realizan comparaciones y utilizan la evidencia légica. Por
giemplo, un equipo de estudiantes, luego de discutir, escribe: “intentamos graficar los
datos dados en € problema y nos dimos cuenta que la gréfica no correspondia a una
funcion, puesto que se repiten varios valoresen el ge x”.
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Al platicar con €llos a respecto, comentan que planearon (planificacion de la conducta)
graficar para ver s podian determinar la forma de la funcion, lo cua implica la suposicion
(pensamiento hipotético) de que los datos numéricos representan, precisamente, una
funcién; luego, aparecieron ideas tales como unir los puntos con segmentos de recta 'y uno
de los estudiantes comentd que eso se parecia a una gréfica como las de “codigos de
barras’, que no recordaba cdmo, pero se hacian con funciones trigonométricas, lo cua
implica una conducta comparativa; findmente, advierten que la coleccién de puntos no
representa una funcion porque hay pares ordenados donde se repite la abscisa. Esto
significa que recurren a su conocimiento previo sobre e concepto de funcién y usan la
evidencia l6gica para describir e comportamiento de los datos y descartar la posibilidad de
una funcion, como habian supuesto iniciamente.

Otro de los equipos escribe: “ Primero vimos que es bidimensional, después graficamos
para darnos una idea de la tendencia que tiene la gréfica de la funcion, al verla se nos
ocurre trazar dos lineas paralelas entre las que se encuentran todos los puntos y después

trazar una nueva recta paralela y exactamente entre las dos primeras rectas’

Nuevamente, se planea graficar y se supone que los datos representan una funcion. Sin
embargo, la estrategia que usan para tratar de hallar el modelo que se pide, es diferente.
Estos alumnos suponen que es una buena idea, dado € comportamiento de los puntos,
dirigir sus esfuerzos a encontrar una recta que pase entre los datos numéricos. Esta
conductaimplicael pensamiento hipotético y el uso de la evidencia |6gica. Suponen que es
una buena idea pensar en un modelo lineal, considerando la evidencia de la forma en que se

comportan los datos.

Es en esta parte donde se invita a los estudiantes a reflexionar sobre o que conocen y 1o
gue desconocen de la situacion problemética que estén tratando. En discusion, primero en
equipos y después grupal, se reflexiona sobre la posibilidad de existencia de métodos para
realizar |0 que se pide y se acuerdainvestigar a respecto.
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22 sesion.
Se presentan por equipo los resultados de la tarea encomendada |a sesion anterior.

Los estudiantes presentan como posibles, diversos métodos numericos (el nombre y aguna
idea de como funciona) tanto de correlacion, como de interpolacion y extrapolacion, entre
otros. El profesor entonces, dentro de todas las posibilidades, induce a uso del método de
minimos cuadrados, explicando sobre las ventgjas en relacion a problema que se esta
tratando y a los objetivos del curso. Se decide intentar hallar un modelo lineal para los
datos, como un proposito del disefio y recuperando, ademas, la idea de uno de los equipos,
como ya se explicd lineas arriba

Entonces, una vez que se han estudiado las ideas basicas en que se fundamenta € método,

es decir, minimizar e cuadrado de la suma de las diferencias entre cada punto dato

experimental y la mejor recta de guste, y se ha determinado que la expresion que
g

representa estas ideas es [yi - (mx, +b)]2, se prosigue en & andlisis de las funciones
i=1

cognitivas en términos de los actos matematico-cognitivos y 10s procesos interpretativos

descritos anteriormente.

Andlisis para el acto mateméatico-cognitivo 1

Acto mateméti co-cognitivo:

m
Lainterpretacion de é [yi - (M + b)]2 como una funcién de dos variables
i=1
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Procesos inter pretativos involucrados:

m
2. é [yi - (mx + b)] ? determina una forma véliday conveniente para el trabajo

i=1
en el registro algebraico y representa la suma del cuadrado de las diferencias entre

los puntos datos experimentales y larecta.

2. f(mb)=aly - (mx +b)]? represnta una funcion en las variables

i=1
independientesm y b (el simbolo f(m, b) resulta de una extension —generalizacion

de la notacion f (X)).

En 2i se tiene una expresion agebraica pero no tiene un significado corceptual (como
funcién) para los estudiantes ni estd enmarcada en una situacion fenomenolégica (que no

sea el propio registro grafico que la origing).

En 2}, se establece una representacion simbdlica funcional en las variables my b. Se tiene
entonces un poceso interpretativo con los tres componentes del modelo: una expresion
simbdlica (notaciones), una idea matematica (nocion de funcién de dos variables) y una
fenomenologia implicita: € espacio (sistema tridimensional) y la situacion que le dio origen

(los puntos datos experimentales y la idea basica del método).

Andlisis.

Se observan dificultades en algunos estudiantes con la interiorizacion de la expresion en 2i
como una funcion de dos variables debido a concepciones previas tales como:

- Las variablesson x y y: conocimiento fijo en la memoria como producto del abuso

en el uso de estas letras para denotar variables en € sistema comun de ensefianza.
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- No eslo mismo incognita que variable. Para los estudiantes, las variablesson x y y
porque “varian en los datos de la tabla’. Esto es, x y y “toman diversos valores’; m
y b, por su parte, son incognitas porque “no toman distintos valores, simplemente
no sabemos cuanto valen”.

Estas concepciones constituyen un obstéculo para la interpretacion en 2j porque una
funcion tiene, por eemplo, variables independientes no “incognitas independientes’.
Ademés “son muchas (4) variables e incognitas’. Se privilegian los simbolos en juego en
la expresion, sobre laforma en que se denota una funcion. Esto es una consecuencia de que
el proceso interpretativo 2i, en este momento, no tiene una generalizacion ni una
fenomenologia implicita asociadas.

Ademas, aparece impulsividad (disfuncién asociada a la funcion cognitiva de exploracion
sstemdtica de una dStuacion de aprendizajd ante la pregunta, ¢Qué es

é [yi - (M, +b)]2, es decir, qué tipo de expresién matemética es?
i=1

Ofrecen respuestas inmediatas tales como “ es la suma de las diferencias entre los puntos y
la recta que se busca”, es decir, se observa tendencia a contestar sin reflexionar sobre la
pregunta, solo en términos de los aspectos previos en la deduccion de la expresion
(procesos interpretativos anteriores). Entonces se insiste y se les invita a pensar sobre lo
que representa como objeto matemético, es decir, Si la expresion representa una ecuacion,
una funcion, unaidentidad, etc.

Por gemplo, algunos estudiantes contestan (impulsivamente) que la expresion representa
una ecuacion, otros, que una funcion. Se puede inferir que en su razonamiento subyacen
hipétesis particulares sobre la naturaleza de la expresion y que los motiva a ofrecer esas
respuestas. A su vez, ese razonamiento implica comparaciones con sus esguemas previos
sobre €l tipo de expresion en cuestion. Las funciones cognitivas de conducta comparativa'y
pensamiento hipotético entran asi en juego, en forma implicita, en esta situacion de
aprendizaje.
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Es importante sefidar que la impulsividad que se observa en algunos estudiantes, ocurre en
ciertos casos, porque no realizan una exploracion sistematica y reflexiva sobre las
caracteristicas de la expresion en estudio, y no porgue no tengan € conocimiento para
identificar los simbolos asociados a las notaciones cominmente usadas para una ecuacion o
unafuncion.

Ademas, y también muy importante, esta impulsividad se debe al deseo de participar en el
proceso de aprendizaje. Algunos estudiantes que comunmente no colaboran en € grupo
aportando ideas, ofreciendo respuestas, discutiendo, etc., lo hacen ahora. La motivacion que
subyace a la experiencia de aprendizaje a abordar € problema, crea un ambiente propicio
en el que estos estudiantes encuentran sentido a lo que se esta estudiando, ponen toda su

atencién y estan dispuestos a participar en las discusiones.

Se debe aclarar que |as situaciones de disfuncion cognitiva observadas no son generalizadas
en el grupo, puesto que tanto los conflictos iniciales respecto a conocimiento previo como
la impulsividad, aparecen sélo en agunos estudiantes en los equipos de trabgjo. Otros, de
inicio proponen que la expresion no es una ecuacion “porgue no esta igualada con nada’”, o

que si representa una funcion “pero le falta el nombre”, etc.

En esta parte, para situar las caracteristicas involucradas en el transito del proceso

interpretativo 2i al 2], necesario para la conceptualizacion de é’? [y, - (mx, +b)]2 €como

una funcion de dos variables, se propuso a los estudiantes considerar € siguiente gercicio
particular:

Considera los puntos coordenados (2, 2), (4, 11), (6, 28) y (8, 40). Aplica la
idea del método de minimos cuadrados vista en la sesion de clase (sustituye
estos valores en la expresion que estamos estudiando), desarrolla la sumatoria,
simplifica y grafica en Maple la expresion resultante. Imprime una per spectiva

gréfica donde se aprecie lo megjor posible el valor extremo quetiene.
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Observamos gue los estudiantes comprenden, una vez que han simplificado y obtenido la

expresion 120m® + 4b” + 40mb- 1072m - 162b + 2509, que ésta es siempre la forma que se
obtiene y que no depende de los nimeros en los pares ordenados. Ademas, cuando se les
cuestiona sobre la forma geométrica de esta expresion, algunos de ellos recuperan sus
conocimientos sobre graficacion de funciones en una variable y ofrecen argumentos como
gue “ es una cuadratica general que tiene sus términos cuadraticos positivos y entonces
debe abrir para arriba,... como una cosa tipo parabola” . Una vez que se trabga con este
tipo de analogias y comparaciones, los estudiantes no observan dificultad en aceptar que

entonces, este tipo de expresion siempre tendra un valor extremo minimo.

Cuando los alumnos capturan la expresion en cuestion en Maple, reflexionan sobre su
natural eza considerando que lainstruccion plot3d en este software, grafica funciones (parte
del trabajo extra clase consistia, precisamente, en investigar como utilizar Maple para
graficar este tipo de expresiones). Y de hecho, algunos escriben (en su reporte de la tarea)
sin dudar, S=120m? + 4b* + 40mb - 1072m- 162b+ 2509, donde S representa la
sumatoria de donde se obtuvo la parte derecha de la ecuacion. Los demas estudiantes del
grupo aceptan esta notacion sin dificultad. Entonces se les pregunta ¢de cuantas variables
depende esta expresion?, y préacticamente todos estan de acuerdo en que depende de dos: m

y b. Aparecen explicaciones como que* la sumatoria depende de my de b”.

Entonces, en cierta forma, los estudiantes descubren que estan trabgjando con una
expresion que representa un nuevo tipo de funcién y que su representacion geométrica es

unagréfica en € sistema coordenado rectangular tridimensional.

En este momento, €l trabajo de transito entre los procesos interpretativos 2i y 2j esta en una
etapa en la que la expresién matemética en 2i tiene una notacion explicita asociada, la
ecuacion S =120m? + 4b? + 40mb - 1072m- 162b + 2509 , y una fenomenologia que la
soporta, la situacion que le dio origen y €l registro geométrico tridimensional. Sin embargo,
no se ha acanzado la generalizacion, puesto que si bien los estudiantes intuyen aspectos de

las caracteristicas de este nuevo tipo de funcidn, aun no cuentan con una definicion.
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32 Sesion.

Se dedica esta sesion para estudiar e concepto de funcion: su definicién, notaciones,
representaciones graficas y numéricas. De manera que a término de esta actividad, los
estudiantes, en €l proceso interpretativo 2j, tienen ahora también una generalizacién para el

concepto de funcion de dos variables, y en particular para la expresion
f(mb)=a [y, - (mx +b)]>.
i=1

42 Sesion.

En esta sesion se abordan las actividades que propician € aprendizaje de las nociones, ideas

y definiciones que conforman el concepto de derivada parcial.

El acto matemético-cognitivo local y los procesos interpretativos en juego agui, son los

siguientes:
Acto mateméti co-cognitivo:
La conceptualizacion de la derivada parcial.

Procesos inter pretativos invol ucrados:

o, 11 1 f(mb)

0 simbolizan las derivadas parcialesde f respectoamy b.
m

g, 1fmb)_o  Tfmb)
im b

pendiente nula de f respecto a b.

=0 son la pendiente nula de f respecto a my la
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2m. é [2yi - 2(mx +b)](- X.) esladerivadaparcial respectoam, y

i=1

é [2yi - 2(mx, +b)](- 1) esladerivada parcial respecto ab.

i=1

n A2y, - 2Amx +b)(-x) =0

i=1

& [2y, - 2m, +b)](- D=0

i=1

es & sistema de ecuaciones que permite determinar my b (bago el conocimiento de
que la igualaciéon a cero proporciona los valores de my b donde f(m, b) toma su

valor extremo minimo.

En 2k se tiene una notacion asociada a una idea, la nocion de derivada parcia como
pendiente, y una fenomenologia constituida por e espacio (tanto € sistema coordenado
tridimensional en papel, como e espacio red en que se desarrolla la experiencia, por
giemplo, considerando las paredes y € piso del aula como los planos que conforman el

primer octante del sistema coordenado).

En 2I, estd encapsulada la idea de pendiente nula, que implica la idea de recta tangente
horizontal, respecto amy respecto a b. La componente fenomenol dgica es la misma que en
2k.

Para 2m, hay una notacién explicita para las derivadas parciales de g [y, - (mx, +b)]?,

i=1
misma que esta asociada a la idea de pendiente de | as rectas tangentes en las direcciones de
mYy b en algun punto arbitrario. La componente fenomenol égica es la misma que en los dos

procesos anteriores.
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En 2n se tiene una notacion genera asociada a pendientes nulas de rectas tangentes a la

superficie f. La componente fenomenol 6gica es la misma que en |0s otros procesos.

Andliss.

Se retoma €l gercicio particular usado en la sesién anterior y se cuestiona a los estudiantes
sobre qué estrategia 0 procedimiento seguirian para determinar e punto (m, b) que
corresponde a valor mas peguefio de la superficie. Se discute en los equipos de trabgjo y se

of recen respuestas tales como:

“ Derivando la ecuacion con respecto a my b. Como es de estilo parabdlico y abre hacia
arriba, no tiene maximos, por lo cual al derivar resultara € valor mas pequefio de la
superficie. Después de derivar se iguala a cero. El valor obtenido serd € mas pequefio

porque es la tangente, es decir, en ese punto la inclinacion es cero” .

Se observa que estos estudiantes asumen una conducta comparativa sobre la nueva
situacion respecto a sus conocimientos previos del cdculo diferencial en una variable, en
particular los de su nocién de derivada como pendiente y la tangente. Aun y cuando en este
momento no saben como derivar la funcidn, suponen que su procedimiento se puede

redlizar, lo cua implica un pensamiento hipotético.

Otros estudiantes van més ala en sus hipétesis:

“ Creemos que una opcion es derivar la funcion e igualar la derivada a O para obtener los
valores extremos demy b.

Después podemos sacar la segunda derivada para saber si los extremos son minimos o
maximos. Un resultado (+) revela una concavidad hacia arriba, es decir, un minimo. Lo
contrario sucedera con un resultado negativo.
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Por otro lado podemos tomar valores cercanos a |os puntos que obtuvimos de la primera
derivada (un valor a la izq y uno a la derecha) y sustituirlos en la 12 derivada. Con €llo

veremos si |a pendiente crece- decrece (+, -) = maximo, o lo contrario (-, +) = minimo” .

Los supuestos que asumen estos estudiantes los llevan a transferir caracteristicas de las
funciones en una variable a las de dos, pero sin reflexionar sobre las implicaciones propias
del sistema tridimensional. Aparece implicita entonces una percepcion borrosa de la
stuacion, no se reflexiona, por ggemplo, sobre e significado de izquierda o derecha en €l
espacio. Aungue parecen claros sus conocimientos sobre los criterios para determinar
valores extremos en funciones de una variable, en la nueva situacion que enfrentan realizan
una exploracion sistemética deficiente. Este hecho puede ser consecuencia de la
impulsividad producto de los desequilibrios provocados por el desconocimiento sobre el
significado de la derivada para funciones en e espacio y la forma de cacularla
algebraicamente.

En esta parte interviene € profesor y explica sobre la interpretacion geométrica de la
derivada parcia, la smbologia que se emplea, y € uso de las reglas de diferenciacion,

interactuando con |os estudiantes en funcion de sus conocimientos previos.

Se logra sin dificultad la interpretacion de ﬂféﬂ:o y WZO como la
m

situacion geométrica de agquellos puntos (m, b) donde la pendiente de las rectas tangentes a

lasuperficief, en ladireccion del e my en ladireccion del geb, regectivamente, es nula.

Se discute sobre posibles situaciones geométricas de superficies donde pueda ocurrir que

ﬂféﬂ =0 % = 0 pero que no exista un valor extremo (puntos silla). También
m

se trata sobre superficies con valores extremos en puntos donde las derivadas parciales no

existen (un cono, por gemplo).

Inmediatamente después de este tratamiento de la derivada se regresa a la resolucion del

problema de contaminacion y se pide a los estudiantes nuevamente que describan, en
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funcién de todo lo que se ha tratado sobre funciones de dos variables y la derivada parcial,
m

el tipo de funcion que es f(m,b) = é [yi - (mx + b)] ? y e procedimiento a seguir para
i=1

determinar sus valores extremos. Sus descripciones son muy similares, por jemplo:

“La funcion esuna cuadratica como una hoja doblada hacia arriba, por eso tiene un punto
minimo solamente y se puede saber ademéas porque al derivar una cuadratica siempre
guedan ecuaciones lineales, entonces al resolverlas, cuando se iguala a cero, nada mas
gueda un solo valor de my b que es € critico donde esta e minimo. No se necesita checar
nada mas de las derivadas parciales porque esta funcidn no tiene picos ni puntos de silla.

Ademéas es continua siempre” .

Se observa entonces gue los estudiantes interaccionan sin dificultad en las componentes
conceptuales de notacion, generalizacion y fenomenologias. Las ideas, nociones y
definiciones hacen que los conceptos sean significativos en el ambito en que se han
estudiado. En este momento los estudiantes han aprendido tanto € método de minimos
cuadrados como los conceptos de funcion de dos variables y la derivada parcia, desde la

perspectiva tedrica que se esta manejando.
Fase de sdlida

Es claro para los estudiantes que o que resta por hacer es obtener las derivadas parciaesy
averiguar para qué vaores de my b se anulan. Se discute en los equipos de trabgjo y

advierten que de seguir el procedimiento realizado con el gercicio particular de los cuatro
puntos, tendrian que trabgjar demasiado en € desarrollo de la sumatoria'y que entonces se
debe tratar de encontrar las derivadas parciales en forma general, aplicando las formulas de
diferenciacion, y dejando indicados todos los simbolos gue involucra f(m, b), paraigualar a
cero y resolver el sistema para my b. De manera que se determinan las ecuaciones del

proceso interpretativo 2n y los equipos de trabagjo resuelven e sistema con € método que
ellos consideran mas adecuado. Finamente, y después de algunas dificultades algebraicas,

se llegan a establecer las ecuaciones que permiten determinar las variables my b.
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4.2 Laentrevista

Realizada a Eduardo, estudiante de 2° semestre de |la carrera de Ingenieria Industrial y de
Sistemas del ITESM Campus San L uis Potosi.
Edad: 19 afios.

Es importante sefidlar que el estudiante sujeto a esta entrevista recién habia terminado
primer semestre de su carrera a momento de realizarse la experiencia. Esto significa que
habia concluido sus estudios sobre célculo diferencial en una variable (Matematicas para
Ingenierial) pero nunca habia tenido contacto con los contenidos del calculo diferencia en
varias variables (Mateméticas para Ingenieria 111). Este aspecto es importante porque de
acuerdo a la planeacién y disefio del problema, éste debe ser abordado antes del estudio de
contenidos del cdlculo multivariable. Entonces, en teoria, podria ser abordado por todo
estudiante que ha acreditado su primer curso de cédlculo de la carrera en cuestién, sin
necesidad de haber cursado |la materia de Matematicas para Ingenieriall, correspondiente al

cculo integral en unavariable real.

Laentrevista se realizd en tres sesiones con un dia de diferencia entre cada una. Se siguio €
mismo esguema que en la experiencia con € grupo en e aula, es decir, se uso € mismo
problema, |os actos matematico-cognitivos, y |os procesos interpretativos parael andlisis de

resultados.

Se presenta enseguida la trascripcion en tres partes, correspondientes a las sesiones

mencionadas.
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Primera parte

E: Eduardo (sujeto entrevistado)
L: Leopoldo (entrevistador)

L: Bien, Eduardo, vamos a iniciar. Te presento € problema, lédlo por favor y luego

continuamos con las preguntas (le proporciona una hoja donde esta escrito € problema).

E: Si.

(Eduardo lee e problema)

E: Ya yalo le.

L: Bien, entonces, ¢me podrias decir de qué trata el problema?

E: Se trata de deshechos de,...que surgen del manejo de quimicos para,...en € tratado de
pieles y entonces,...que esta sucediendo en las cercanias de San Luis Potosi y entonces se
da la informacion de diferentes tipos de residuo y para cada uno se dan datos huméricos
(lee @ enunciado) para la reduccion porcentual del total de solidos, que son los valores en
“X" y,..y larelacion porcentual de demanda de oxigeno quimico, que representa los valores
en “y”, 0 seq, hay unarelacion entre los tipos de muestra, de la reduccion de solidos con la
demanda de oxigeno quimico, pero por g emplo, se puede ver que (sefidla sobre la tabla de
datos numéricos en le problema) se incrementa conforme se obtienen las muestras,...no sg,

no sé como se determinarian,... pero hay un incremento, entonces se esta pidiendo que se
determine un modelo matemético para ver cdmo se comportan estos datos de forma
experimental.

L: ¢Qué es un modelo matemético?

E: Es una expresion de matematicas, 0 sea, con simbolos matematicos, para modelar algo, o
sea, una ecuacion o funcion para saber como se comporta algo, como en este caso (sefialala
tabla de valores numéricos).

L: Ok. Paralo que trata e problema, ¢qué informacion te dan?

E: La informacion,...pues este,...esta més bien sobre las muestras que se hicieron y se dan

en los valores numéricos de la tabla.
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L: Y, pensando en el planteamiento del problema,... ¢qué sabes para resolverlo y qué no
sabes?

E: Ahorita,...lo que sabemos es solamente los datos de la tabla y como estén relacionados
los datos (sefida sobre la tabla y se refiere a la forma de pargas de nimeros) de la
reduccién de porcentaje de solidos con la demanda de oxigeno. Tendria que ver en una
gréfica como se ven,...para ver la forma en que se comportan,...pero no s& mas,...tendria
que ver lafuncion de los puntos,...de aguna manera, no s2...

L: Haz por favor lo que estés pensando,...aqui hay hojas para que escribas.

E: A ver,...primero hay que graficar en xy (se refiere a plano coordenado cartesiano).

L: Adelante, por favor.

(Traza un plano, observa los nimeros en la tablay decide una escala numérica en |os ges)
E: Son bastantes (se refiere ala cantidad de puntos).

L: Si, trata de graficarlos con lamayor precision posible,...s te tardas un poco no importa.
(Grafica los puntos en € plano)

L: Bien, ya que tienes graficados los puntos, ¢qué seguiria, qué mas puedes hacer para
resolver el problema?

E: Estoy pensando,...si |0 que se necesita es la funcion, podria juntar los puntos con rectas,
0 Seq, unirlos,...asi (une con segmentos de recta cada punto con el siguiente).

Ah, pero agui ya no se puede (sefiala e segmento de recta entre los puntos coordenados
(30, 25) y (30, 35)), yano es funcién, de hecho tampoco en estos que siguen,...no,...asi no
se vaa poder.

L: ¢Por qué dices que ya no es funcion?

E: Es que estas son rectas verticales y,...y no son funciones,...tienen lamisma “x”.

L: Ok. ¢Entonces?

E: Es que yo pensaba que podia sacar |a ecuacion de cada rectita,...con la pendiente,...y ya
tener unas funciones,...pero entonces eso no se va a poder...

L: Bien, ¢gué més se te ocurre?

E: ¢De esto? (sefidalo que ha hecho en la gréfica),... ¢0 pensar en otra cosa?

L: No, de lo que sea. Puedes seguir intentando con esta idea o pensar en otra.

E: Bueno,...no s£,... ¢Ja funcion tiene que pasar por los puntos?,...o0 sea, ¢pasar

exactamente?
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L: Considera que son puntos datos experimentales,...alguien fue a sitio contaminado y

tomo muestras.

E: Pero son nUmeros exactos, enteros.

L: Por eso,... ¢qué significa?, ¢como lo puedes interpretar,...considerar?

E: No pues,...estdnredondeados, supongo,...no creo que hayan salido asi,...bueno, en todo
Caso Creo que son aproximaciones...

L: Bueno,...entonces, ¢qué otra forma se te ocurre para encontrar 1o que se pide?

E: ¢Y s lafuncion, o sea, la gréfica, nada mas pasa por,...entre los puntos?, o sea, aunque
no los togque a todos,...pero que tenga la forma como de recta asi como estén los puntos
(sefida la gréfica que hizo).

L: Como... e recta?, crees que seria una buena idea tratar de hallar una recta que los
modele?

E: Lo que pasa es que estdn muy juntos y son muchos puntos,...Si queremos gque pase por
todos estaria muy dificil,...no sé...Pero me imagino que todos los puntos estéan adentro de
una recta asi como muy ancha, en esta franja (sefida sobre la gréfica una “franja’ diagonal

gue incluye todos los puntos)...

L: Aj& ¢y qué mas se te ocurre?

E: Es que si tengo estas dos rectas (las que delimitan su “franja’) ya nada mas encuentro la
recta que esta en medio (se refiere a la recta que pasaria paraéela justo a la mitad entre las
otras dos que limitan la“franja’).

L: &Y porgué crees que esarecta es una buena opcion como modelo de los datos?

E: Pues porque es la que esta en medio,...es como hacer un promedio entre las rectas. Si

escogiera otra (recta) que estuviera por gemplo, méas pegada para aca (indica la recta
imaginaria que limitaria la franja por arriba de los datos) entonces tendria muchos puntos
abajo pero muy lgos,...no seria un buen modelo,...no,...creo gue como le digo,...es mejor
la de en medio.

L: Ok. ¢Y como le harias para encontrar las rectas estas (sefiadla sobre la grafica) que
limitan la franja que dices?

E: ¢Paraencontrarlas?

L: Si, parahalar sus ecuaciones...
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E: Pero,...a pues si, ¢verdad? Tengo que halar las ecuaciones...sino como,...no puedo
saber cud eslaque estéd en medio...

L: ¢Entonces?

E: Mmm,...no pero,...si ésta de arriba pasa por estos puntos (sefidla los dos puntos que
estdn més arriba en su “franja’),...ya no me van a quedar derechas (se refiere a que no
tendria rectas pardélas),...no,...tendria que halar una recta més o menos,...a tanteo,...no
S8, probando més o menos con la forma que tiene esto (sefida e grupo de puntos en la
gréfica)...¢Si se podria, no?

L: Bueno, claro que se podria, pero ¢cudl seria €l criterio para decidir cudl de todas las
posibilidades que tendrias seria la megjor? ¢Al tanteo?,...no le puedes decir eso a las
personas que te piden ayuda para hallar € modelo...

E: ¢A las personas?,...ah si, los que estén viendo e problema de contaminacion.

L: Asi es.

E: No pues no,...tengo que justificar,...no sg,... ¢si verdad? No puedo decir que es a
tanteo.

L: No claro. Pero tu idea es buena, €l problema es que no se pueden encontrar las
ecuaciones de las rectas con un procedimiento 0 método seguro, que se pueda aplicar en
base a conocimientos establecidos...y que funcione siempre...

E: Si, no,...no se puede.

L: Bien Eduardo,...pues mira,...ya existen métodos para encontrar 1o que se te pide en €l
problema, de hecho hay varios métodos que se basan en distintas idess,...

E: ¢Ah si?, no pues eso estd muy padre porque ya no sabia qué hacer, ...

L: Si, laintencidn era ver 1o que se te ocurria, nada mas, no te preocupes por eso.

E. Aja

L: Bueno, mira, dentro de los posibles métodos que se podrian utilizar, a nosotros nos va a
interesar uno en particular, se llama minimos cuadrados, método de minimos cuadrados.
Entonces, yo te voy a explicar en qué consiste laidea en la que se basa este método y luego
continuamos con otras preguntas que deseo hacerte, ¢esta bien?

E: Si, claro.
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(Se le explica la idea central en que se basa € método hasta llegar a la expresion que

representa la suma de las diferencias a cuadrado)

Segundaparte

L: Bien, entonces continuamos con las preguntas. Ya revisamos las ideas basicas del
método y determinamos esta expresion matematica. ¢Qué crees tu que seguiria?

E: Bueno,...este,...s & método se trata de minimizar estas diferencias, entonces,...si

gueremos que sea un minimo (iguala la expresién con la palabra minimo),...de esta
ecuacion, lo mas féacil seria derivar para encontrar sus puntos criticos y,...no s,...con

alguna forma,...usando la primera derivada o la segunda, darnos cuenta dénde esta su
punto minimo,...porgque podria tener también maximos o puntos de inflexion,...picos,...no
L: Bien. ¢Por qué iguaas la expresion con la palabra minimo?

E: ¢Porqué?...bueno,...es que es la que queremos que sea minimo,...0 Sea,...que esas
diferencias sean las més pequefias.

L: Ok. Esta expresidn, ¢qué tipo de expresion matemética es?

E: ¢Quétipo?

L: Si, merefiero as es una ecuacion, una funcion u otra cosa

E: Ah, no pues,...es una ecuacion porgue hay variables relacionadas,...conel igual.

L: ¢Representa una funcion?

E: ¢Unafuncion?,...bueno, € minimo va a depender de lamy dela b,...si, s hay funcion,
lo que se quiere minimizar depende demy b,...bueno, eso creo, 10 que pasa es que depende
de dos variables,...no s&, es como una funcién implicita.

L: La pregunta es porque me dices que hallarias el minimo derivando esta expresion.

E: Si.

L: Entonces, s es una funcion, ¢como estan relacionadas las variables?, es decir, ¢cud o
cuales son independientes y cudl o cudles dependientes?

E: Mmm, bueno, como m del minimo depende de my b, entonces estam (del minimo) es la

variable dependiente de m y b, que serian las independientes,...si, es como en los
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problemas donde e volumen de ago depende del radio y de la atura. Bueno, pero,... es
que tengo dos emes, ...

L: Bueno, lldmale de otra forma a minimo, no deberia haber problema, escoge otra
letra,...t0 ya sabes que simbolizaria € minimo,...es una sumatoria,... ¢S?

E: Pues si, es el minimo de la sumatoria S (cambiala m de minimo por S). Si, es que esto es
como una funcién de Mate I,...como f(x), sblo que tengo una variable de mas,... ¢eso se
vale?

L: Si, claro, sblo que es una relacion funciona que, como dices, tiene una variable mas
respecto a las que conoces de tu curso de Mate |. Precisamente quisiera preguntarte, ¢qué
hay que hacer ante esta situacion?

E: No s&, necesito saber como son estas funciones. Porque s se grafican igua que las que
tienen sdlo X, no hay mucho problema, pero si no... no sg, tendria que ver...

L: Bien, Eduardo, precisamente lo que vamos a hacer ahora es estudiar un poco este tipo de
funciones, € concepto, sus representaciones graficas, su derivada, etc. Y luego

continuamos con las demés preguntas que quiero hacerte.

(Se trata e concepto de funcion de dos variables, definicién, smbologia, gréficas en €
espacio, la interpretacion geométrica de la derivada parcial y la forma de calcular —en el
registro algebraico- derivadas parciales)

Terceraparte

L: Bueno, dijimos que € méodo de minimo cuadrados consiste en minimizar esta
expresion (sefida S= g [y, - (mx, +b)]?).

i=1
E: Si.
L: ¢Es unafuncion?
E: Si, de dos variables independientes (sefidla my b) y una dependiente (sefida S). De
hecho, la puedo escribir como es (escribe S(m, b)). Lo demas es constante.

L: Bien, entonces Eduardo, ¢Que fata por hacer para resolver € problema?
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E: Tengo que derivar parcialmente respecto a my a b, por separado y luego igualar a cero
para ver donde coinciden las pendientes que no tienen,...este,... ¢gue no tienen
pendiente?...no, espérame,...no,... las rectas tangentes de la superficie de la funcién que no
tienen pendiente, 0 sea, donde la pendiente es cero. Si, ahi donde coincidan debe estar e

punto del minimo.

L: ¢Doénde coincidan?, ;cOmo es eso?

E: Si, es que puede ser que una de las derivadas si me de valores a iguaar a cero pero la
otra no, no s, depende de la funcion que se trate, tiene que cumplirse que las dos
pendientes sean cero a mismo tiempo.

L: Bien, ¢y paralafuncion que estamos tratando?

E: Bueno, es una sumatoria con un binomio a cuadrado...no hay nada que divida,...ni

raices,... N0 S&,... no tiene cosas que puedan hacer que las derivadas no existan y que
entonces ya no sean cero las pendientes.

L: Aja..

E: Esque si desarrollo el binomio me quedaria una cosalineal asi (indica con sus manos en
un renglon de una hoja),...bueno,...no lineal, s no que es como una ecuacion de una recta
0 una parabola,...no tiene divisiones ni nada.

L: ¢Como un polinomio?

E: jEso!, si, como un polinomio. De hecho siempre es un polinomio, de grado dos.

L: Ok. ¢Es posible, como me decias a principio, que esta funcién tenga picos u otro
comportamiento donde exista un minimo pero las derivadas no sean cero ali?

E: Mmm, no,... las funciones de polinomios no tienen picos y ademas es una
cuadrética,...entonces tampoco tiene puntos de inflexion ni asintotas,...ninguna otra cosa.

L: Bien, ¢quieres calcular las derivadas, por favor?

E: A i, claro.

(calcula correctamente |as derivadas parciales respecto amy b)

L: Bien, ¢qué falta paraterminar de resolver € problema?

E: A bueno, nada mas hay que igualar a cero y resolver las ecuaciones, 0 sea,... para
despegjar my b.

L: De acuerdo, entonces,... supongamos que ya hiciste eso, que ya despgjaste my b. ¢Cudl

eslasolucion al problema?

187



E: Este,... bueno, yaterminamos,... si yatengo my b despejados de aqui (sefiala el sistema
de ecuaciones), ya hada més fataria sustituir todos los valores de latablaen las x'sy lasy’s
para ver cuanto valen,...

L: Aja..

E: Y puesya,... como empezamos € método, m es la pendiente y b la ordenada a origen,
este,... ce larecta megjor para los datos. S6lo hay que sustituir esos valores aqui (sefida la
ecuaciony = mx + b),...esta es la funcion que se pedia,...o sea, d modelo matematico que
se pediaen e problema.

L: Bueno Eduardo, una Ultima pregunta, ¢Qué alcances o ventgjas le ves tu a la resolucion
de este problema?, 0 sea, no tanto a esta ecuacion (sefiala y = mx + b) como solucién, si no
a hecho de resolver problemas como este?

E: Bueno,... pues que con todo lo que vimos es como se puede hallar |a recta esta que
modela mejor los datosy que,... eslo mejor porque asi se resuelve el problema, o sea, tiene
uno gue saber todas las cosas, las definiciones, no sg,...saber cOmo se deriva parcia mente,
la pendiente como la derivada, 0 sea, |0 que quiere decir la derivada en tres dimensiones, ...
todo.

L: ¢Qué opinas de | as cosas nuevas que tuviste que aprender pararesolver el problema?

E: A pues que esta muy padre, es como Mate |, 0 seq,...en lostemas, las mismas cosas pero
ahora en tres dimensiones, no s, es como mas real,... y pues, mas que nada, sirve para
resolver un problema,...un problema que si salié de algo real, y no sé, ha de servir para
resolver otros, donde halla datos asi (sefidla la tabla en e enunciado), de muestras como
numeros de cosas real es.

L: Bien, Eduardo, pues esto es todo, muchas gracias.
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4.2.1 Andlisisdelaentrevista

Igual que en la experiencia con e grupo en e aula, € andisis se centra en la fase de
elaboracion, es decir, sobre los actos matemati co-cognitivos fundamentales en el proceso

de resolucion del problema, a saber:

m
4. La interpretacion (reconocimiento) de [yi - (M, +b)]2 como una funcién de
i=l

dos variables.
5. Laconceptuaizacion de la derivada parcial.

6. El estudio del proceso para determinar un valor minimo de una funcion de dos

variables.
Sin embargo, se realizatambién el andlisis de las funciones cognitivas en la fase de entrada

y de sdida en la resolucion del problema, para contar con elementos sobre el
funcionamiento cognitivo en todo el proceso.

Fase de entrada.

(Primeraparte de la entrevista)
El sujeto, una vez que haleido & enunciado del escenario, tiene unapercepcion clara sobre

la situacion problematica, e incluso, se observa precision en la definicion del problema,

como podemos observar cuando se le cuestiona sobre lo que trata dicho problema:
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“ Se trata de deshechos de,...que surgen del manegjo de quimicos para,...en € tratado de
pieles y entonces,...que esta sucediendo en las cercanias de San Luis Potosi y entonces se
da la informacién de diferentes tipos de residuo y para cada uno se dan datos numéricos
(lee el enunciado) para la reduccién porcentual del total de solidos, que son los valores en
“X’ y,.y la relacion porcentual de demanda de oxigeno quimico, que representa los
valores en “y”, 0 sea, hay una relacion entre los tipos de muestra, de la reduccion de
solidos con la demanda de oxigeno quimico, pero por gemplo, se puede ver que (sefiala
sobre la tabla de datos numéricos en le problema) se incrementa conforme se obtienen las
muestras,...no sé, no s& como se determinarian,... pero hay un incremento, entonces se esta
pidiendo que se determine un modelo matematico para ver como se comportan estos datos
de forma experimental.

L: ¢Qué es un model o matematico?

E: Es una expresion de matematicas, 0 sea, con simbolos matematicos, para modelar algo,
0 Sea, una ecuacion o funcion para saber como se comporta algo, como en este caso

(sefiala la tabla de valores numéricos)”.

De hecho, ademés de contar con una percepcion clara del problema, e sujeto ya estad
observando caracteristicas del comportamiento de los datos numéricos que aparecen en €
enunciado, conducta atribuible al inicio del trabajo en la fase de elaboracion. Esta actitud
implica una planificacion de la conducta en vias de iniciar propiamente la resolucion del
problema. Ademés, se observa que se hace una adecuada exploracién sistematica de la

situacion de aprendizajey se organiza la informacion eficientemente.

Los esquemas previos de representacion de funciones de una variable con que cuenta el
sujeto, hacen que aparezca un sentimiento de competencia para abordar € problemay €
sujeto piensaya, antes de que se le cuestione, en laformade iniciar con la resolucion:

“L: Y, pensando en €l planteamiento del problema,...¢qué sabes para resolverlo y qué no
sabes?
E: Ahorita,...lo que sabemos es solamente los datos de la tabla y como estan relacionados

los datos (sefiala sobre la tabla y se refiere a la forma de pargjas de nimeros) de la
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reduccion de porcentaje de solidos con la demanda de oxigeno. Tendria que ver en una
gréfica cOmo se ven,...para ver la forma en que se comportan,...pero no s€ mas,...tendria

que ver la funcién de los puntos,...de alguna manera, no se..”

Nuevamente se observa una gran motivacion para abordar € problema. El sujeto muestra
disposicion, interés por la actividad que esté realizando. Esto es muy importante y adquiere
una relevancia mayor porgue en esta experiencia no hay una evaluaciéon de por medio que
implique, por gemplo, una calificacion en un curso. El sujeto estéa motivado por e solo
hecho de estar tratando una situacion que involucra un problema en su area de especialidad

en ingenieria.

Esta motivacion que experimenta, propicia que el sujeto conteste més alla de 1o que se le
pide. Es importante aclararlo porque, en otras condiciones, esta conducta podria
interpretarse como una disfuncion de impulsividad. Esta disfuncion aparece cuando un
sujeto, ante una pregunta, contesta sin pensar, sin reflexionar, sin realizar una exploracion
sistematica de la situacion y, como consecuencia, responde en forma errénea (o pudiera

contestar correctamente pero sin ser capaz de explicar o justificar 1o que dice).

En este caso, por la claridad observada en la comprension del problema por parte del sujeto,
No es necesario que se le cuestione sobre cOmo piensa que debe ser el proceso de resolucion
(pregunta que resultd esencial en las experiencias anteriores), porque, de hecho, ya lo ha
iniciado. SOlo se aprovecha esto para continuar con los objetivos de la entrevista. La
conducta posterior del sujeto confirma que no se encontraba en una situacion de

impulsividad en este momento.

Fase de elaboracion

Igual que en la experiencia con @ grupo en € aula, @ sujeto inicia graficando los puntos
datos experimentales en el plano cartesiano y su primera estrategia es unir 1os puntos con

segmentos de recta, sin embargo, enfrenta dificultades inmediatamente:
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“ Ah, pero aqui ya no se puede (sefiala el segmento de recta entre los puntos coordenados
(30, 25) y (30, 35)), ya no es funcion, de hecho tampoco en estos que siguen,...no,...asi no
seva a poder.

L: ¢Porqgué dices que ya no es funcion?

E: Es que estas son rectas verticalesy,...y no son funciones,...tienen la misma “ X" .

L: Ok. ¢Entonces?

E: Es que yo pensaba gque podia sacar la ecuacion de cada rectita,...con la pendiente,...y

ya tener unas funciones,...pero entonces eso no seva a poder...”

El intento de encontrar ecuaciones para la forma de los datos, con esta estrategia, implica la
suposicion (ensamiento hipotético) de que los datos numéricos representan una funcion;
sin embargo, advierte que la coleccién de puntos no representa tal, porque hay pares
ordenados donde se repite la abscisa. Esto significa que recurre a su conocimiento previo
sobre e concepto de funcion y usa la evidencia légica en la observacion del

comportamiento de |os datos.

L uego piensa en otra estrategia, que ya habia aparecido en la experiencia con e grupo en €l
aula: ubicar todos los puntos dentro de una franja limitada por dos rectas y encontrar una
recta que esté justo entre las otras dos. Sin embargo, no encuentra una forma de halar las

ecuaciones de esas rectas; solo puede realizar “tanteos’ de acuerdo ala grafica que tiene.

En esta parte es donde €l entrevistador hace saber a sujeto de la existencia de métodos para
tratar €l problemay que se estudiara uno en particular: e método de minimos cuadrados.

Entonces se tratan las ideas centrales en que se basa e método hasta llegar a la expresion de
la suma de los cuadrados de las diferencias entre los puntos datos experimentales y la recta

gue se busca.
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(Segunda parte de la entrevista)

Andlisis para el acto matemético-cognitivo local 1.

Acto matemético-cognitivo local:
. . & » ., .
Lainterpretacion de q [yi - (Mx + b)] como una funcién de dos variables.
i=1l

Procesos inter pretativos involucrados:

[yi - (mx + b)] ? determina una forma vélida y conveniente para € trabajo

' Qos

1l
-

2.

en e registro algebraico y representa la suma del cuadrado de las diferencias entre

los puntos datos experimentales y larecta.

. f(mb)=Q [yi - (Mx +b)|? representa una funcion en las variables
i=1

independientesm y b (el simbolo f(m, b) resulta de una extension —generalizacion

de lanotacion f (x)).

Recordemos que:

En 2i se tiene una expresion algebraica pero no tiene un significado conceptua (como
funcidn) para el estudiante ni esta enmarcada en una situacion fenomenol égica (que no sea

€l propio registro gréfico que lo origina).
En 2j, se establece una representacion simbdlica funcional en las variables my b. Se tiene

entonces un proceso interpretativo con los tres componentes del modelo: una expresion

simbdlica (notaciones), una idea matematica (nocién de funcién de dos variables) y una
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fenomenologia implicita: el espacio (sistema tridimensional) y la situacion que le dio origen

(los puntos datos experimentales y laidea basica del método).

Andliss.

En esta experiencia, a diferencia de las cuatro anteriores (incluyendo los estudios
preliminares), €l sujeto no presenta problemas para interpretar la expresion en cuestion, de
entrada, como una ecuacion. Esto ocurre de manera natural: €l sujeto interpreta la idea de

determinar d minimo de la suma dd cuadrado de las distancias, como

d . . -
a [yi - (M +b)] ’= minimo. Esto le permite reconocer una ecuacién en forma
i=1

inmediata. Cuando se le cuestiona porque escribe “ = minimo” , contesta:

¢Porqué?...bueno,...es que es la que queremos que sea MiNiMo,...0 Sea,...que esas

diferencias sean las mas peguefias

Se puede inferir que € sujeto ha comprendido las ideas basicas del método y que entonces
le es natural hacer esa relacion. Este es un aspecto relevante porque deja entrever las
consecuencias a nivel cognitivo en e que aprende, de la forma en que se presenta una
experiencia de aprendizaje. Evidentemente, la situacion problema en contexto empleada y
la secuencia de actividades planeada, |levan implicita en el disefio laintencionalidad de que
el que aprende cuente con los elementos que le posibiliten este tipo de conductas. Es un
aspecto central en la teoria de la matematica en contexto y concuerda con las ideas de los
supuestos de investigacion.

Por otra parte, respecto a lainterpretacion de la expresion en cuestion como una funcion, €
sujeto responde:
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“ ¢Una funcion?,...bueno, € minimo va a depender delamy delab,...si, si hay funcién, lo
que se quiere minimizar depende de my b,...bueno, eso creo, lb que pasa es que depende

de dos variables,...no s& es como una funcién implicita.”

Interpreta la expresion como una funcién aln sin conocer la definicion de funcion de dos
variables (lo cual, obviamente, le genera dudas). Esta es una observacion importante porque
el sujeto otorga prioridad a laidea de hallar e minimo de la suma de la distancias, es decir,
en su razonamiento, € punto central es la reflexion sobre de qué depende ese minimo. No
desvia su atencion € que haya muchos simbolos en la expresién Su respuesta implica

también que no tiene dificultades con laidentificacion de xi y yi como constantes.

Mas aln, € sujeto no duda en decir que “ como m del minimo depende de my b, entonces
esta m (del minimo) es la variable dependiente de my b, que serian las independientes’ .
Pone en juego su conocimiento previo sobre el tipo de expresiones que tratd en las
aplicaciones del calculo diferencial de unavariable: su razonamiento sobre las variables es,
en cierta forma, natural, porque “es como en los problemas donde el volumen de algo
depende del radio y de la altura”. Esto pone en evidencia € tratamiento operativo sobre la
expresion en cuestion, por parte del sujeto, en base a la atribucién y transferencia de
propiedades mediante su pensamiento hipotético sobre esta situacion particular y en

relacion a acto matematico-cognitivo en andisis.

En este momento, dicho acto matematico-cognitivo, esta en un nivel en que para el proceso
interpretativo 2j se tiene la componente notacional en la ecuacion que establece €l sujeto y
una fenomenologia implicita congtituida por las situaciones (tanto los datos numeéricos
experimentales como las ideas basicas del método) que originan esa notacion, pero no hay
todavia una generalizacion asociada porque no se tiene una definicion para la relacion de
dependencia que & sujeto observa en su ecuacion. Sélo hay ideas intuitivas que le hacen

pensar que existe una relacion funcional .

Es aqui donde se interviene para tratar el concepto de funcion de dos variables, definicién,

simbologia, gréficas en € espacio, la interpretacion geométrica de la derivada parcia y la
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forma de calcular —en € registro algebraico- derivadas parciales (todo esto tanto en
pizarron y papel como con el uso del software Maple) para finamente realizar la Ultima

parte de la entrevista.
(Tercera parte de la entrevista)

Unavez que se harealizado el estudio de las funciones de dos variables, se completa el acto
” i : - _g 2 .
matemético-cognitivo de la interpretacion de S=g [yi - (mx. + b)] como una funcién
i=1
de dos variables, por parte del sujeto. Es decir, se ha transitado satisfactoriamente por los
procesos interpretativos 2i y 2j. Cuando se le cuestiona nuevamente sobre si esta expresion

representa una funcion, € contesta:

“d, de dos variables independientes (sefiala m y b) y una dependiente (sefiala S). De

hecho, la puedo escribir como es (escribe S(m, b)). Lo demas es constante”

Que por si sola, esta respuesta no nos daria e ementos para inferir que eso ha ocurrido, sin
embargo, el episodio siguiente en la entrevista nos muestra que €l sujeto ha realizado €
acto matematico-cognitivo en forma satisfactoria, sin dificultades respecto a la expresion
que se esta tratando:

L: Bien, entonces Eduardo, ¢qué falta por hacer para resolver el problema?

E: Tengo que derivar parcialmente respecto amy a b, por separado y luego igualar a cero
para ver doénde coinciden las pendientes que no tienen,...este,... ¢que no tienen
pendiente?...no, espérame,...no,... las rectas tangentes de la superficie de la funcion que no
tienen pendiente, o sea, donde la pendiente es cero. S, ahi donde coincidan debe estar el
punto del minimo.

L: ¢Donde coincidan?, ¢cOmo es eso?

E: S, es que puede ser que una de las derivadas si me de valores al igualar a cero pero la
otra no, no s, depende de la funcién que se trate, tiene que cumplirse que las dos

pendientes sean cero al mismo tiempo.
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L: Bien, ¢y para la funcién que estamos tratando?

E: Bueno, es una sumatoria con un binomio al cuadrado...no hay nada que divida,...ni
raices,... no sé,... no tiene cosas que puedan hacer que las derivadas no existan y que
entonces ya no sean cero las pendientes.

L: Aja

E: Esque s desarrollo e binomio me quedaria una cosa lineal, asi (indica con sus manos
en un renglén de una hoja),...bueno,...no lineal, s no que es como una ecuacion de una
recta o una parabola,...no tiene divisiones ni nada.

L: ¢Como un polinomio?

E: jEso!, si, como un polinomio. De hecho siempre es un polinomio, de grado dos.

L: Ok. ¢Es posible, como me decias al principio, que esta funcién tenga picos u otro
comportamiento donde exista un minimo pero las derivadas no sean cero alli?

E: Mmm, no,... las funciones de polinomios no tienen picos y ademas es una
cuadratica,...entonces tampoco tiene puntos de inflexion ni asintotas,...ninguna otra cosa.

De hecho, € sujeto no sdlo tiene una imagen conceptua en términos del acto matemético-
cognitivo y los procesos interpretativos involucrados, sino que hace uso de las
caracteristicas del comportamiento de las funciones de dos variables que ha estudiado.
Particularmente, en relacién a valor de las pendientes en un valor extremo de una funcién
como la del tipo en cuestion. Sin embargo, es importante mencionar que s bien estas
conductas son propiciadas por las caracteristicas del disefio didéctico, también son
resultado del nivel de conocimientos previos del sujeto entrevistado, situacion que le

facilita el trdnsito en el proceso.

Los dos primeros procesos interpretativos correspondientes al acto matemético-cognitivo
de la conceptualizacion de la derivada parcial, a saber,

simbolizan las derivadas parcialesde f respectoam yb

 THmb)  9f(mb)
fm b
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4 Tfmb) _ 1fmb)
im b

pendiente nulade f respecto a b,

=0 son la pendiente nula de f respecto a my la

ocurren sin que sea necesaria una intervencion del entrevistador. El sujeto simplemente usa
el saber que posee respecto a comportamiento de las funciones en cuestion y la derivada

parcial.

Los dos procesos interpretativos restantes se observan, de igual forma, sin dificultades. Es
decir, € sujeto ha interpretado geométricamente las derivadas parcides y las ha

determinado en el registro algebraico:

De forma tal que para 2m, hay una notacion explicita para las derivadas parciaes de

g [y, - (mx, +b)]?, misma gue esta asociada a la idea (generalizacion) de pendiente de

las rectas tangentes en las direcciones de my b en algin punto arbitrario. La componente
fenomenol dgica esta constituida por € espacio -tanto e sistema coordenado tridimensiona
en papel, como e espacio real en que se desarrolla la experiencia, por eemplo,
considerando las paredes y € piso del aula como los planos que conforman € primer
octante del sistema coordenado-, y ademas, por las situaciones que le dio origen (los puntos

datos experimentales y las ideas basicas del método de minimos cuadrados).

En 2n se tiene una notacion general asociada a pendientes nulas de rectas tangentes a la

superficie f. La componente fenomenol égica es la misma que en € proceso anterior.
Cuando se le cuestiona a sujeto sobre cud es entonces la solucion a problema, contesta:

“ Este,... bueno, ya terminamos,... si ya tengo my b despegjados de aqui (sefiala el sistema
de ecuaciones), ya nada mas faltaria sustituir todos los valores de la tabla en las X's y las
y' sparaver cuanto valen,...

L: Aja...
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E: Y pues ya,... como empezamos €l método, m es la pendiente y b la ordenada al origen,
este,... de larecta mejor para los datos. S6lo hay que sustituir esos valores aqui (sefiala la
ecuacion y = mx + b),...esta es la funcidn que se pedia,...o sea, e modelo matematico que

se pedia en el problema.”

Lo cual hace evidente que €l sujeto tiene claridad, después de todo e proceso, sobre la meta
ala que se queria llegar; realiza una comunicacion explicita de la respuesta 'y con pleno

control sobre la misma.

Finalmente, observamos que e sujeto conserva la motivacion inicial y después del proceso
valoralos acances de una experiencia de aprendizaje como ésta:

“L: Bueno Eduardo, una ultima pregunta, ¢qué alcances o ventajas le ves tu a la
resolucion de este problema?, o sea, no tanto a esta ecuacion (sefiala y = mx + b)) como
solucion, si no al hecho de resolver problemas como este?

E: Bueno,... pues gque con todo lo que vimos es como se puede hallar |a recta esta que
modela mejor los datos y que,... es o megjor porque asi se resuelve € problema, o sea,
tiene uno que saber todas las cosas, las definiciones, no sg,...saber cdmo se deriva
parcialmente, la pendiente como la derivada, o sea, |0 que quiere decir la derivada en tres
dimensiones,... todo.

L: ¢Qué opinas de las cosas nuevas que tuviste que aprender para resolver € problema?

E: A pues que estd muy padre, es como Mate |, o sea,...en los temas, las mismas cosas pero
ahora en tres dimensiones, no s&, es como mas real,... y pues, mas que nada, sirve para
resolver un problema,...un problema que si salié de algo real, y no sé, ha de servir para
resolver otros, donde halla datos asi (sefiala la tabla en e enunciado), de muestras como
numer os de cosas reales”
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4.4 Reflexiones sobrelosandliss deresultados

La descripcion que se realiza en este apartado se hace en base a la informacion que se
presenta en tablas que resumen las principales observaciones realizadas en las experiencias
de aprendizaje, respecto a la forma en que aparecen las funciones cognitivas en cada fase

del proceso de resolucion de los problemas.

Es importante sefidlar que solo se describe en forma general sobre las reflexiones entre los
dos tipos de experiencias de aprendizaje abordadas en la investigacion y en términos del

andlisis ya descrito, a fin de redizar un estudio exploratorio (no es un objetivo de la
investigacion), de carécter cualitativo, sobre € funcionamiento cognitivo entre la
experiencia basada en €l sistema didactico tradicional y la que se disefid en € contexto de la
ingenieria. Asi mismo, la descripcion se lleva a cabo en términos de las caracteristicas
propias del tipo de problemas abordados, es decir, considerando que el problema sin

contexto en la ingenieria se tomé de una modalidad instrucciona tipica basada
esencialmente en e aprendizagje por recepcion y conservando tanto el programa oficial de
estudios como € libro de texto utilizado en € curso de Mateméticas para Ingenieria lll de
la carrera de Ingenieria Industrial y de Sistemas en €l ITESM Campus San Luis Potos,
mientras que e problema en contexto se disefié a partir de los resultados del andlisis
preliminar de esta investigacion y de la situacion real de contaminacion del agua en €

ambito regiona de la ciudad de San Luis Potosi ya descrita a inicio de este capitulo.

Debe ser claro entonces que la intencion no es realizar un estudio comparativo como un
propésito formal de la investigacion sobre las experiencias de aprendizaje, sino reflexionar
sobre las caracteristicas propias de cada una en términos exclusivamente de la teoria de las

funciones cognitivas de Feuerstein.

Se presentan entonces las tablas correspondientes a cada fase del acto mental en & proceso

de resolucion de los problemas y enseguida se describen las reflexiones sobre € andlisis.
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Fase de entrada

Tablas de funciones cognitivas a nivel de comprension de los problemas:

Tabla 1: sobre la experiencia en base ala didactica tradicional.

Funcion cognitiva

Resultados

Percepcion clara.

Aparece percepcion borrosa debido a estimulacion con
infformacién novedosa, nivel de complgidad, vy
cantidad de simbolos mateméticos.

Exploracion sistemética
de wuna dtuacion de
aprendizaje.

Aparece impulsividad.

Organizacion de la

informacion.

No sucede en primera instancia debido a que no hay
precision sobre los datos.

Tabla 2: sobre |a experiencia en contexto.

Funcion cognitiva

Resultados

Percepcion clara.

Se observa una percepcion clara de la Situacion
problematica.

Exploracion sistematica
de wuna dtuacion de
aprendizaje.

Sucede eficientemente.

Organizacion de la

informacion.

Se observan dificultades Unicamente respecto a la
importancia en €l problema de las sustancias
contaminantes a que se refiere.
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En esta fase de entrada destaca que los conflictos observados en la experiencia basada en la
didécticatradicional, son provocados por la estructura del enunciado, no por deficiencias, a
menos permanentes, en las funciones cognitivas de los estudiantes. Es decir, las dificultades
que enfrentan son consecuencia de la forma en que se presenta el enunciado del problema,
principamente por € exceso de informacién (el enunciado incluye, de hecho, la
explicaciéon del método de minimos cuadrados). Entonces se presentan disfunciones

cognitivas temporales como la percepcion borrosa y laimpulsividad.

Ademés, es importante sefialar que esta situacion se acentlia debido a la escasa mativacion
hacia e aprendizaje observada en los estudiantes. El aspecto afectivo es fundamental.
Como se ha indicado en e andisis preliminar, la ausencia de motivacion tiene como
consecuencia una considerable falta de atencion a las actividades de aprendizaje. Los
estudiantes tratan de eudir lo méas posible las situaciones que demanden esfuerzo
intelectual y se busca resolver el problema tratando de identificar 1o que se ha de realizar
operativamente aunque no se comprendan plenamente las ideas, conceptos y métodos

involucrados.

Por el contrario, en la experiencia en contexto se observa una gran motivacién tanto en la
experiencia en e aula como en la entrevista, a tratar con una situacion problematica real,
cercanaasu redlidad y en el ambito de su interés. Este resultado es muy importante porque
hace una diferencia sustancial sobre la actitud de los estudiantes respecto a la experiencia
preliminar: agui se observa una predisposicion para aprender, se crea un ambiente propicio
para que los estudiantes estén dispuestos a esforzarse, a colaborar activamente en la
resolucion del problema. Se tiene entonces un espacio didactico donde los estudiantes
verdaderamente centran su atencion en la actividad que realizan.

En relacion a Unico punto en que se observo dificultad en esta fase de entrada sobre €
problema en contexto, 0o sea, sobre la importancia de las sustancias contaminantes,
inmediatamente después de que los estudiantes realizan la lectura del enunciado, se aclara

gue esa informacion se ofrece a fin de que ellos cuenten con datos especificos sobre la
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situacion problema real, Unicamente. Se les invita entonces a pensar y discutir sobre la

utilidad que puede tener esa informacion considerando o que se les pide redlizar en €

enunciado. No se observa mayor dificultad en este aspecto.

Fase de elaboracion

Tablas de funciones cognitivas a nivel del proceso de la resolucion de los problemas:

Tabla 1: sobre la experiencia en base a la didactica tradicional.

Funcion cognitiva

Resultados

Percepcion y
definicion de un
problema.

No se delimita con precison e problema especifico en
términos de la meta a la que se quiere llegar.

Interiorizacion  y
representacion
mental.

Aparece sin dificultades aungue la codificacién de informacion
es afectada por los conflictos iniciales y los conocimientos
previos.

Planificacion de la
conducta.

Se observa afectada por la percepcion borrosa inicial.

Conducta
comparativa

No se aprecian dificultades.

Pensamiento
hipotético.

Aparece eficientemente pero las concepciones previas

provocan conflictos con las interpretaciones de los nuevos
objetos de conocimiento.

Evidencia | gica.

Aparece sin dificultades aungue se usa en base a concepciones
previas equivocadas.
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Tabla 2: sobre |a experiencia en contexto.

Funcion cognitiva Resultados

Percepcioén y definicion de un problema. Se observan conflictos provocados por
conocimientos y formas de ensefianza y
aprendizaje previos.

Interiorizacion y representacion mental. Sin dificultades.

Planificacion de la conducta. Aparece eficiente durante toda la fase. Las
condiciones en algunos momentos del
proceso de resolucion inducen a modificar
lo planeado originalmente.

Conducta comparativa Sin dificultades. Es una funcién basica en
todo € proceso de resolucion del
problema.

Pensamiento hipotético. Se observa eficiente. Los supuestos e

hipétesis aparecen siempre en funcion de
los conocimientos previos (aunque esto
provoca inferencias y generaizaciones sin
una exploracion sistematica de la situacion
de aprendizgje).

Evidencia | gica. No se aprecian dificultades.

Respecto a la experiencia sin contexto en la ingenieria, se pudo observar que la percepcion

borrosa (sefidada en la fase de entrada) permanece, de alguna manera, durante todo el
proceso de resolucion. Esto afecta directamente la percepcion y definicion del problema.

De hecho, esta situacion fue comuan tanto en la experiencia con e grupo en €l aula, como en
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las entrevistas realizadas. Los estudiantes actlan mecanicamente a poner en practica €
método que conocen para cacular un vaor extremo de una funcion de dos variables, y

pierden de vistala meta en laresolucion del problema.

Ademés, las operaciones cognitivas de los estudiantes aparecen siempre determinadas por
el conocimiento previo que poseen. Por gemplo, de las experiencias de aprendizaje en €

curso antecedente de calculo multivariable, estos estudiantes han interiorizado que las
funciones de dos variables importantes en €l proceso para determinar un valor extremo
minimo (sin importar su origen), son aquellas que tienen en e punto critico
correspondiente, un plano tangente horizontal. Otros tipos de funciones de dos variables
(por gemplo, con puntos silla o picos), aln interiorizadas, quedan en la memoria del

estudiante en un nivel de esquemas mentales secundario, debido a que se le da prioridad al
estudio de las primeras. Este hecho influye decisivamente en los actos observados. Sin la
mediacion del profesor, los estudiantes resuelven el problema en base a la automaticidad,
esto es, emplean el procedimiento que conocen para determinar un valor extremo (derivar,
igualar a cero y resolver e sistema de ecuaciones), sin reflexionar sobre la naturaleza de la
expresion que estan tratando, es decir, sin considerar el tipo de objeto matemético ni el

comportamiento que tiene. La propia estructura del enunciado del problema provoca esta
conducta puesto que se asume due los estudiantes no tienen dificultades con los
conocimientos del calculo diferencial en dos variables independientes y que entonces sblo
se hade entender |o que se pide pararesolverlo.

Este tipo de situaciones no se presentan en las experiencias en contexto. Las caracteristicas
propias del disefio hacen que el problema sea un elemento didactico que motiva los actos de
aprendizaje de las ideas, nociones, conceptos y métodos del célculo que son necesarios para
su resolucion. Entonces, € nuevo conocimiento es resultado de la interaccion entre los
nuevos objetos matematicos de estudio y e conocimiento previo sobre e caculo
diferencia de una variable rea. El funcionamiento cognitivo esta orientado hacia la
obtencion de nuevas metas, hacia € aprendizaje de las herramientas matematicas que
posibiliten dar solucion al problema planteado. Por esto es que, por eemplo, la

planificaciéon de la conducta en los estudiantes, aparece con caracteristicas muy distintas
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respecto a las experiencias basadas en la didéctica tradicional. Mientras que en la
experiencia en contexto los esfuerzos estan dirigidos a la obtencién del nuevo
conocimiento, en la otra se limitan a la localizacion de lo que se pide redizar en €

enunciado del problema, para entonces Unicamente usar un conocimiento que ya poseen.
Algo similar ocurre con € uso de la funcidn cognitiva del pensamiento hipotético: los
supuestos que los estudiantes asumen en sus procesos de pensamiento para resolver los
problemas, son también de caracteristicas muy diferentes. En la experiencia en contexto
tales supuestos aparecen cono un elemento de enlace entre € saber previo y la nueva
situacion de aprendizaje, parala construccion del conocimiento necesario paralaresolucion
del problema. Por su parte, en la experiencia sin contexto en la ingenieria, los supuestos de
los estudiartes giran en torno a la viabilidad de emplear lo que ya conocen, a la expresion

gue se pide minimizar en el enunciado del problema.

En la experiencia de los estudios preliminares, |os procesos cognitivos de los estudiantes
estdn influenciados y determinados por las caracteristicas de la ensefianza tradicional.

Resolver un problema significa aplicar un procedimiento, un algoritmo o método ya
utilizado previamente en alguin gjemplo que ha presentado € profesor. No hay distincion
sobre redlizar un gercicio o resolver un problema. Esto condiciona €l funcionamiento

cognitivo del que enfrenta la situacion de aprendizaje. Por g emplo, en esta experiencia, los
estudiantes consideran que la situacion que se les presenta si es un problema, pero esto es
debido a la estructura del enunciado, aunque finalmente lo que se requiera para resolverlo
sea un procedimiento que ellos ya conocen y que han practicado en innumerables
giercicios. El problema entonces (desde la perspectiva de estos estudiantes), es localizar 1o
gue se pide redlizar en e enunciado, sin importar que no se comprenda en qué consiste €

método de minimos cuadrados que ali se explica. De esta forma, e funcionamiento

cognitivo involucrado en la conducta que se asume, se limita a la obtencidn de ese logro.
No se presenta mayor esfuerzo cognitivo porque ademas de que no se necesita, a

estudiante no le interesa.

La forma en que se presenta una situacion de aprendizaje es determinante en el logro de los

objetivos sobre 10 que se pretende aprendan los estudiartes. Los recursos didacticos (en
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cuanto a la estructura de los materiales) usados para tratar una situacion de aprendizaje,
influyen decisivamente en los formas de conducta que asumen los sujetos a la experiencia.
Esto condiciona, definitivamente, su funcionamiento cognitivo. Por gemplo, en la
entrevista realizada sobre la resolucién del problema en contexto, a abordar €l proceso

m
interpretativo de la interpretacion o reconocimiento de la expresion é_ [yi - (mx, +b)]2
i=l

como una funcién de dos variables, el sujeto, de manera natural, interpreta la idea de

determinar @ minimo de la suma de cuadrado de las distancias, como

m

o s - . .,

a [yi - (M +b)] ’=minimo. Esto le permite reconocer una ecuacion en forma
i=1

inmediata y se facilita entonces € transito en dicho proces interpretativo. Se puede inferir
que esta conducta ocurre como producto de la forma en que se desarrolla la experiencia de
aprendizaje en contexto. Se propicia ali que los estudiantes tengan las condiciones para
realizar este tipo de acciones que involucran funciones y operaciones cognitivas
especificas, en un nivel de eficiencia que no se observa en las experiencias sin contexto en
la ingenieria. Este es un aspecto relevante porque nos deja ver las consecuencias a nivel
cognitivo en e que aprende, como se ha sefidado, de la forma en que se presenta y
desarrolla una experiencia de aprendizaje. Las palabras (y €l lengugje en general), simbolos
(mateméticos y de otra indole), la forma en que se estructuran las ideas y los momentos en
gue se presentan en el proceso de aprendizagje, influyen decisivamente en las conductas e

interpretaciones de |os receptores de la informacion.
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Fase de salida

Tablas de funciones cognitivas a nivel de respuesta a los problemas:

Tabla 1: sobre la experiencia en base ala didécticatradicional.

Funcién cognitiva Resultados

Comunicacioén Aparece eficiente en general, una vez que los estudiantes

explicita. tienen claridad sobre lo que se pide en e problema, sin
embargo, se oObservan casos de comportamiento
egocentrico.

Precision y exactitud | No ocurre sin lamediacion del profesor.
en la respuesta. (como consecuencia de la disfuncion en la percepcion y
definicién del problema)

Control de la| Aparece, savo agunas excepciones, sblo con la
respuesta. intervenciondel profesor.

Tabla 2: sobre |a experiencia en contexto.

Funcion cognitiva Resultados

Comunicacién explicita. Aparece sin dificultades cuando es
resultado de una pregunta directa, pero
algunos estudiantes no redactan su
respuesta en términos de o que se pide
realizar en € problema.

Precision y exactitud en la respuesta. Se observa sin deficiencias.

Control de la respuesta. Sin dificultades.
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En esta fase de sdlida se puede sefidar que en la experiencia basada en la didactica
tradicional, ninguna de las funciones cognitivas involucradas se manifiesta en forma
inmediata. Esto, como consecuencia de la percepcion borrosa y de la disfuncion en la
percepcion y definicion del problema que se observé durante todo el proceso de resolucion.
Estas disfunciones cognitivas impidieron que los estudiantes tuvieran claridad sobre la meta
ala que se tenia que llegar. Nunca tuvieron dominio sobre € punto en que debian terminar
el procedimiento de caracter cognitivo automatico que usaron en la resoluciéon. Como ya se
ha explicado, los estudiantes realizaban los pasos que conocian para calcular un valor
extremo (derivar, igualar a cero y resolver) sin reflexionar sobre el momento en que ya
contaban con los elementos para contestar |0 que se pedia.

Cabe sefidar que estos hechos no son producto de actos de descuido o de incapacidad para
reflexionar sobre €l propio proceso de resolucién que realizaban estos estudiantes (aunque
pudiera haber dificultades en este sentido), sino del efecto de las disfunciones mencionadas.
Y también se debe aclarar que tales disfunciones son locales, es decir, suceden en un acto
mental especifico y son provocadas por la forma en que se abordan y desarrollan las
experiencias de aprendizaje. En ninguin caso se pueden atribuir a un estado de disfuncion

permanente ni a factores propios del desarrollo psiquico.

Estas dificultades no aparecen en la experiencia en contexto. La razon principal es que en
este caso, si se requiere realizar todo el proceso que involucra e método de minimos
cuadrados. De hecho, esa es la idea central en el disefio del problema, como ya se ha
explicado. Entonces, la propia estructura del escenario propicia que la percepcion del
problema sea clara de inicio y los estudiantes conservan la meta en todo € proceso de
resolucion.

Finalmente, es importante sefialar que las funciones cognitivas tratadas en estas reflexiones
son las gque se observaron en las experiencias de aprendizaje ya descritas en las secciones

anteriores, no se seleccionaron en forma arbitraria (de hecho no se establecieron

209



previamente) o por disefio (no se determinaron porque hubiera algun interés particular
sobre algunas de ellas), sino porque son las que surgieron en el proceso de resolucion del
problema. Esto no significa, por supuesto, que sean las Unicas funciones cognitivas que
aparecen en la resolucion de un problema matematico, sin embargo, para los fines de esta
investigacion se consideré importante delimitar e estudio a las funciones cognitivas
implicadas en el proceso de resolucién del tipo de problemas’ involucrados en las
experiencias de aprendizaje analizadas (sobretodo considerando que este trabajo constituye
una primera aproximacion a uso de la teoria cognitiva de Reuven Feuerstein en
investigacion en Matemética Educativa; a menos en lo que se refiere a aprendizaje del
cdculo en € nivel superior de enseflanza y en una situacion contextualizada). En este
sentido es que &l andlisis cognitivo preliminar sirvio para este proposito.

El hecho de que haya funciones cognitivas que no aparecen en los analisis cognitivos de las
experiencias tratadas, se debe principalmente al nivel de desarrollo cognitivo natural de los
estudiantes sujetos a la investigacion (considerando su edad como principal parametro). Por
giemplo, en la fase de entrada | os estudiantes sujetos a la experiencia no observan dificultad
o deficiencia alguna con la funcidn cognitiva de habilidades linguisticas a nivel de entrada,
es decir, no muestran incapacidad para entender las palabras y términos usados en €
problema en cuanto a su estructura lingiistica o reglas verbales. Las dificultades estén, més

bien, en relacion a significado conceptual de agunas palabras y simbolos como

2

“desviacion vertical”, “minimos cuadrados’, “minimiza’, d, =y, - (™, +b), § nd,

etc.). Tampoco aparecen disfunciones asociadas a la orientacion espacial o a la orientacion

temporal.

De igua forma, en la fase de elaboracion, por gemplo, no se observaron conflictos en el
andlisis en contexto, sobre la funcidn cognitiva de seleccion de informacion relevante,
porque es una funcion que de acuerdo a la definicion de Feuerstein, se refiere a la

informacion que ya posee € estudiante en su memoria a largo plazo, y las dificultades

” Problemas en los que para su resolucion se requiere del conocimiento (para el caso de la experiencia basada

en la didactica tradicional) o del aprendizaje (experiencia en €l contexto de la ingenieria) de un método
matemético particular, €l [lamado de minimos cuadrados y que a su vez involucra contenidos especificos
(funcion de dos variablesy la derivada parcial) del cdlculo diferencial de dos variables real esindependientes.
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observadas se presentaron sobre todo en relacién a la informacion ofrecida en € enunciado
del problema, es decir, en la informacion novedosa para los estudiantes. Ademas, los
conflictos observados asociados a los conocimientos previos de los alumnos, se presentaron
en relacién a procedimientos o agoritmos parcialmente olvidados® o a concepciones
erroneas (como las asociadas a significado del simbolo & ), pero no en relacion a su
capacidad cognitiva para recuperar tales conocimientos. De la misma formg, tampoco se
observaron disfunciones asociadas a la funcion de organizacion y estructuracion
perceptiva, es decir, no aparecen deficiencias asociadas a la orientacion y establecimiento
de relaciones entre las ideas y nociones matemdticas en juego en la resolucion del
problema. Las dificultades en este sentido se presentaron mas bien respecto a las relaciones

conceptuales’ de tales ideas y nociones, pero no como una incapacidad cognitiva.

Respecto a la fase de salida, tampoco se observaron, por gjemplo, las funciones cognitivas
de reglas verbales para comunicar |la respuestay respuestas por ensayo-error. La primera
de €llas porque las dificultades observadas no se referian al uso de reglas verbales, sino a
disfunciones como la impulsividady d bloqueo producto de la no definicion del problema
desde la fase de entrada y la consecuente pérdida de la meta final en e proceso de
resolucion. La segunda funcion, porque implica una conducta que no se requiere en €l tipo
de problemas empleados en estas experiencias de aprendizaje (y no porque los estudiantes

sean capaces 0 no de hacer pruebas de ensayo-error).

8 Como el procedimiento para determinar un valor extremo minimo de una funcién de dos variables reales.
% Por ejemplo, las relaciones entre las ideas previas de | os estudiantes sobre |0 que significa“ minimizar” y el
significado matematico asociado a este término.
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CAPITULOS

CONCLUSIONES, OBSERVACIONES Y SUGERENCIAS

Se describen las conclusiones del trabajo de investigacion asi como algunas observaciones

y sugerencias sobre posibles investigaciones futuras en base a los resultados obtenidos.

5.1 Conclusiones

Dd andlisis e interpretacion de la informacidn obtenida en las observaciones a la luz de las
teorias cognitivas utilizadas, se obtuvo una amplia descripcion del funcionamiento
cognitivo del grupo de estudiantes sujetos a las experiencias de aprendizaje.

En particular, respecto a problema de investigacion planteado mediante la pregunta ¢qué
sucede en €l aspecto cognitivo en los estudiantes de calculo cuando el proceso de
aprendizaje se realiza en escenarios contextualizados de la ingenieria?, se concluye que se
ha encontrado evidencia (véanse los apartados sobre andlisis de resultados del Capitulo 4)
de que cuando los conceptos y métodos del clculo diferencial en dos variables
independientes se tratan en escenarios del contexto de la ingenieria, e estudio de
contenidos mateméticos adquiere sentido para los estudiantes y sucede, en términos
generdes, un aprendizge con significado particular en el &mbito de su formacién
profesional. De la misma manera, todo parece indicar que las funciones cognitivas y los
procesos mental es operativos™ que permiten una adecuada codificacion e interiorizacion de
la informacion tratada, aparecen en forma eficiente como producto de la atencion y
esfuerzo que los estudiantes brindan a las actividades de aprendizaje, y que a su vez

resultan de la motivacion observada al abordar el problema en un contexto de su interés.

10 Clasificacion, andlisis, sintesis, etc.
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Respecto a los supuestos de investigacion planteados, los resultados del trabajo realizado
muestran que en e escenario contextualizado en la ingenieria que se utilizo, €
funcionamiento cognitivo de los estudiantes propicié un aprendizgje significativo de los
contenidos de céalculo abordados, en el abito de su area de especididad en ingenieria. Tal
aprendizaje significativo se logré tanto por las caracteristicas de la situacion problematica
utilizada (que resulté una tarea potencialmente significativa), como por la actitud positiva
de los estudiantes ante esa situacion, lo cua es concordante con lo que se sefiala en
Ausubel, D., Novak, J. y Hanesian, H., (1978) en e sentido de que un aprendizaje es
significativo s e estudiante tiene“ una disposicion para relacionar de manera significativa
el nuevo material de aprendizaje con su estructura existente de conocimiento”, y s la tarea
de aprendizaje “ consiste en si de un material razonable o sensible y si puede relacionarse
de manera sustancial y no arbitraria con la estructura cognoscitiva del estudiante
particular” .

Se debe remarcar ademas, que la eficiencia observada en € funcionamiento cognitivo de
los estudiantes en las experiencias en contexto, se debe también, en una parte importante, al
propio disefio del escenario empleado y sus implicaciones didacticas, en particular alaidea
basica de presentar e problema a los alumnos antes de cualquier contacto con los

contenidos del cdculo diferencial de dos variables involucrados, como se establece en la
teoria de la matematica en el contexto de las ciencias (Camarena 2000). Esto permitid que
la situacion problemética, ademéas de proporcionar un contexto especifico de interés,

fungiera como e elemento rector de las acciones a redlizar a fin de resolver la propia

situacion y representara también, un verdadero problema.

La implementacion de esta idea congtituye un elemento didactico de una gran riqueza en la
teoria de la matemética en contexto. Como se explicod en la descripcion de los resultados
(Capitulo 4), el escenario didactico contextualizado resulté un factor de notable motivacion
hacia el aprendizaje. Las caracteristicas propias del disefio (y principalmente la idea en
cuestién) motivaron los actos de aprendizaje de las nociones, conceptos y métodos del

cadculo que fueron necesarios para su resolucion. Asi, el nuevo conocimiento fue resultado
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de la interaccion entre los nuevos objetos matematicos de estudio y € conocimiento previo
sobre e caculo diferencial de una variable real que los estudiantes poseian. El
funcionamiento cognitivo estuvo siempre aientado hacia la obtencién de nuevas metas,
hacia el aprendizaje de las herramientas matematicas que les permitieran dar solucién al

problema planteado.

Ademéds, e texto del escenario didactico hace explicito € tema (en este caso la
contaminacion provocada por una empresa industria) que proporciona, en parte, €
contexto en la ingenieria. Este es uno de los factores més importantes sobre e aspecto
afectivo en los estudiantes, principalmente cuando abordan una experiencia de aprendizaje
y tratan de comprenderla, situacion cuya importancia es reconocida por varios autores, por
egjemplo, Schunk (1997) sefiala que “‘Uno de los factores dirigidos conceptual mente mas
importantes de la comprension es el tema general del material. La expectativa del que
comprende sobre el tema de un pasaje puede servir como un sistema para la comprension
del material. El tema global de un pasaje puede afectar notablemente a cas todos los
aspectos de la comprension”. Y como se ha sefidlado, cuando e tema global es ademas del
area ce interés de los estudiantes, se puede lograr satisfactoriamente la comprension del
problema y se propician las condiciones para que suceda e aprendizaje de las idess,

Nociones y conceptos matemdaticos necesarios para encontrar la solucion.

Por otra parte, se puede afirmar que se logré e objetivo genera de la investigacion de
analizar las funciones cognitivas de estudiantes de calculo en experiencias de aprendizaje
de la derivada parcial en € contexto de la ingenieria (ver Capitulo 4). Este objetivo
implicaba, necesariamente, e andisis de todo e proceso para tratar un problema en
contexto en los términos en que lo establece Camarena (2000). A su vez, esto condujo a
realizar el andlisis cualitativo globa del aprendizaje en base alos procesos interpretativos y
los actos matemético-cognitivos, en relacién a método de minimos cuadrados. Cabe
sefidar que aln y cuando €l objetivo general se planted en relacion a concepto de funcién
de dos variables y ala derivada parcia como conocimientos mateméticos de interés, debido
a la implicacién mencionada de analizar todo €l proceso de resolucion del problema, fue

necesario también estudiar un algoritmo: el correspondiente al método empleado en célculo

214



multivariable para determinar un valor extremo, el cual constituyd de hecho, € tercer acto

matemético-cognitivo de aprendizaje analizado en lainvestigacion.

De la misma forma, se lograron los objetivos particulares de (1) determinar los contenidos
de célculo que se usan en €l area de especialidad académica de la carrera de Ingenieria
Industrial y de Sistemas. Se establecid que tales contenidos aparecen en las éreas de
especialidad sobre analisis de regresion y d analisis y disefio de experimentos, y que los
conocimientos matematicos de mayor relevancia son los que conciernen a método de
minimos cuadrados para correlacion de datos experimentales; (2) analizar las funciones
cognitivas de estudiantes de calculo en una experiencia de aprendizaje basada en €l sistema
didéctico tradiciona (se describe en & Capitulo 3); y (3) andlizar las funciones cognitivas
de estudiantes de cdlculo en una experiencia de aprendizaje en el contexto de la ingenieria
(descritas en e Capitulo 4). Las funciones cognitivas que aparecieron y fueron objeto de
andlisis en la resolucion de los problemas mateméticos estudiados, fueron las siguientes: a
nivel de entrada: percepcion clara, exploracion sistematica de una situacion de aprendizaje
y, organizacion de la informacion; a nivel de elaboracion: percepcion y definicion de un
problema, interiorizacién y representacion mental, planificacion de la conducta, conducta
comparativa, pensamiento hipotético y evidencia légica; a nivel de salida: comunicacién

explicita, precision y exactitud en la respuesta y control de la misma.

Se debe resdltar que la teoria cognitiva de Reuven Feuerstein permitio redlizar el andisis
cognitivo en términos de las funciones que subyacen (como prerrequisitos para €l
aprendizaje, en el sentido en que se definen en lateoria) alas operaciones mentales, en todo
el procesamiento de la informacién a resolver el problema en e contexto de la ingenieria,
gue era el principal propodsito de la investigacion. De hecho, sin este soporte tedrico no se
hubiera podido abordar el problema de investigacion en la direccion deseada. La
explicacion de algunas conductas como la impulsividad, la exploracion sistematica, €
pensamiento hipotético y la conducta comparativa, no se hubieran podido estudiar sin esta
teoria, @ menos no con los eementos necesarios para justificar las observaciones
realizadas.
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A su vez,  modelo tedrico para € andisis de significados locales en cada proceso
interpretativo, que se empled como un soporte de apoyo en |as experiencias de aprendizaje,
resulté fundamental en las interpretaciones sobre las observaciones realizadas en relacion,
especificamente, a proceso de aprendizaje de las ideas, nociones y conceptos involucrados

en cada acto matematico-cognitivo basico en laresolucion del problema.

En & estudio previo (y durante el propio disefio) de las caracteristicas didécticas de la
experiencia de aprendizgje en € contexto de la ingenieria, se detectd la necesidad de
organizar € andlisis en torno a los actos mentales de aprendizaje que involucran los
principales conceptos y procesos matematicos centrales en la comprension y desarrollo del
método de minimos cuadrados, a saber: e concepto de funcién de dos variables, €
concepto de derivada parcial y € proceso para determinar un valor minimo. Dadas sus
caracteristicas, se llamd actos matemdtico-cognitivos de aprendizaje a dichos actos
mentales. Los cuales, como se explico en la descripcion de la experiencia en el contexto de
laingenieria de este reporte (Capitulo 4, Seccién 4.1), consisten de los hechos concretos del
acto mental en que sucede € aprendizaje de una idea, nocidén 0 concepto matemético (o
incluso un proceso agoritmico) y que estd congtituido por a menos un proceso
interpretativo (cada elemento simbdlico que interviene en e acto mental de resolver un
problemay esta conformado tanto por la notacion simbdlica, como por lo que representa en
el dmbito de ese problema) que a su vez contiene las entidades basicas del triangulo
epistemoldgico  fenomenol ogias-notaciones-generalizaciones. Este elemento  tedrico
permitié la orientacion de las observaciones en la investigacion y la descripcion de los
elementos de aprendizaje involucrados en la experiencia. Los procesos interpretativos para
el andlisis de las componentes conceptuales, es decir, las nociones e ideas mateméticas
(fenomenologias), las definiciones conceptuales (generalizaciones) y el sistema de simbolos
(notaciones), resultaron, en cierta forma, insuficientes por si solos para € tipo de estudio
gue se queria redlizar. En particular, se necesitaba de un recurso tedrico que permitiera
identificar, definir y analizar los puntos medulares en el proceso de resolucion del
problema, tal y como se concibié en e disefio. Esto es, considerando que ése proceso de

resolucion implicaba el aprendizaje de los conocimientos necesarios del cdculo diferencial
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en dos variables independientes, o que a su vez implicaba €l disefio de la secuencia de
actividades a redlizar en las experiencias de aprendizaje con ese fin. El recurso tedrico que
hubo necesidad de definir en & proceso, como se ha sefidlado, es e que constituyen los
actos matematico-cognitivos de aprendizaje. Para € caso particular de la investigacion, los

actos objeto de estudio estuvieron constituidos por (1) lainterpretacion (reconocimiento) de

m
é [yi - (mx, +b)]2 como una funcién de dos variables (2) la conceptualizacion de la
i=1

derivada parcia y (3) e estudio del proceso para determinar un valor minimo de una

funcién de dos variables.

Respecto a las funciones cognitivas en particular, es muy importante mencionar que los
conflictos observados en la experiencia basada en la didactica tradicional, no son producto
de incapacidades atribuibles a factores propios del desarrollo cognitivo, ni a un estado de
disfuncién permanente, sino a efecto de las disfunciones locales que aparecieron en actos
mentales especificos y que fueron provocadas principalmente por la forma en que se
abordaron y desarrollaron esas experiencias de aprendizaje. Es decir, tales disfunciones se
observaron como consecuencia de la exposicion de los estudiantes a escenario comun de
ensefianza utilizado (clases tipicas donde el profesor asume el rol principal, primero expone
los temas y después propone gjercicios y problemas a resolver a sus alumnos) 1o que
provoco que afloraran sesgos de pensamiento adquiridos en ellos a lo largo de su historia
escolar, como la idea de que los conocimientos matematicos que aprenden no les seran de
utilidad y que e saber mateméaticas se reduce a la aplicacion de formulas 0 a uso de
procedimientos y métodos.

De hecho, en la investigacion se emplea la teoria cognitiva de Reuven Feuerstein
considerando que las funciones cognitivas (como parte del aparato psiquico) estan ya
desarrolladas en cuanto capacidades mentales en |os estudiantes (dada su condicion de edad

adulta) y entonces los esfuerzos se dirigieron a andisis de las mismas en términos de los
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factores que las inhiben'! o provocan un funcionamiento cognitivo deficiente. Este es un
aspecto importante porque la teoria en cuestion fue elaborada primeramente para dar cuenta
del estudio del funcionamiento cognitivo en nifios y adolescentes, susceptibles (como
sujetos en desarrollo psiquico) de observar ciertas incapacidades para realizar determinadas
funciones cognitivas (Feuerstein, R. 1977). Entonces, €l uso de la teoria desde la
perspectiva de eda investigacion, implica la consideraciéon de que la madurez mental no
garantiza la eficiencia de las funciones cognitivas en un acto mental de aprendizaje. Sobre
todo cuando ese acto mental es afectado por el sistema de creencias, costumbres, habitos de
estudio y otros factores socioculturales respecto a conocimiento que se aborda; en este

caso, €l conocimiento matemético.

5.2 Observacionesy sugerencias

Se ofrecen a continuacién a gunas observaciones y sugerencias sobre el trabgjo realizado.

Respecto a los elementos tedricos utilizados en la investigacion para el andlisis de las ideas,
nociones y conceptos mateméticos, se considera que los actos mentales de aprendizaje
ocurren cuando e estudiante transita adecuadamente por los procesos interpretativos
involucrados en cada uno, es decir, cuando € estudiante tiene la capacidad de interactuar
entre las fenomenologias, notaciones y generalizaciones que constituyen cada proceso

interpretativo en e acto mental.

De esta forma considerando la teoria cognitiva de Feuerstein utilizada para € andlisis de
un acto mental de aprendizaje especifico en la fase de elaboracion de la resolucion de un
problema, se debe establecer el acto matematico-cognitivo de interés, identificar los

procesos interpretativos involucrados y definir las fenomenologias, notaciones y

1 Por ejemplo, se observé que la funcién de percepcion y definicién de un problema se inhibia en la
experiencia basada en €l sistema didéctico tradicional, en el transito de |a fase de entrada a la de elaboracion,
porque prevalecia en los estudiantes el impulso de iniciar el trabajo analitico de resolucién del problema,
antes de definir con precision lo que se pedia realizar en el mismo. Se inhibia entonces, en el sentido de que
esta funcion no aparecia (como consecuencia del impulso mencionado) en el proceso, pero no debido a una
incapacidad mental de |os estudiantes.
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generalizaciones para cada uno de ellos. Una vez que se redliza la experiencia de
aprendizaje, se debe andizar e funcionamiento mental operativo (uso de anaogias,
comparaciones, andisis, sintesis, etc.) en términos de las funciones cognitivas que le
subyacen. Para €l caso particular en la investigacion (fase de elaboracion), las funciones de
percepcion y definicion de un problema, interiorizacion y representacion mental,
planificacion de la conducta, conducta comparativa, pensamiento hipotético y evidencia

l6gica.

Estas observaciones son importantes porque muestran la forma en que se integraron los
elementos tedricos especificos para € estudio de contenidos matematicos con los
correspondientes a la teoria cognitiva de Feuerstein en el desarrollo del trabagjo. Este uso de
las teorias que soportaron la investigacion permitio, como se ha sefialado, andizar €
funcionamiento cognitivo de los estudiantes sujetos a las experiencias, desde las funciones
cognitivas que permiten la operatividad mental en cuanto a capacidades, hasta la forma en
que ocurre €l aprendizaje concreto de conceptos matematicos. Y son importantes ademés,
porque esta investigacion no tenia como objetivo estudiar € logro del aprendizaje en si
mismo, sino mas bien, e andlisis especifico del funcionamiento cognitivo. Sin embargo,
aunque no era un objetivo en la tesis, esta forma de integracién de los elementos tedricos
utilizados, posibilita € estudio y a la vez ofrece los referentes para interpretar y explicar,
aunque sea en forma incipiente, sobre las capacidades que debe mostrar un sujeto cuando
ha realizado satisfactoriamente un acto mental de aprendizaje; lo cual implica & logro del
aprendizaje mismo dado que € acto menta tiene ese fin: & acto mental de aprendizaje
implica un proceso cognitivo y € aprendizaje en si mismo, es una consecuencia de ese

proceso.

Por gemplo, se puede decir que un estudiante ha interpretado o ha logrado reconocer la

m
expresion é [yi - (mx, +b)]2 como una funcion de dos variables (acto matemético-
i=1

cognitivo), lo cual implica aprendizaje de las ideas y nociones en juego, cuando es capaz de
(1) establecer una representacion simbdlica funcional (notacion) en las variables my b, (2)

puede asociar la idea matemética de la nocion de funcion de dos variables (generalizacion)
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y (3) muestra competencia en las representaciones geométricas en el sistema tridimensional
(fenomenologia). La situacion que dio origen a esta expresion (los puntos datos
experimentales proporcionados en € enunciado del problema y la idea bésica de método
de minimos cuadrados) también es parte del aspecto fenomenoldgico de este acto mental. Y
para € logro de esta interpretacion es necesario que aparezcan en forma adecuada las
funciones cognitivas de conducta comparativa, pensamiento hipotético, evidencia logica e
interiorizacion y representacion mental. Cuando aparecen disfunciones en el acto mental de
aprendizaje, los sujetos muestran cierta incapacidad para realizar 1os puntos sefialados. Uno
de los giemplos més claros de esta situacion es la presencia de la impulsividad cuando se
intenta describir qué representa la expresién de sumatoria en cuestion como objeto
matematico.

Los actos matematico-cognitivos de aprendizaje juegan un papel central en este tipo de
interpretaciones del funcionamiento cognitivo porque representan los puntos medulares
respecto a aprendizaje de nociones 'y conceptos mateméaticos en el proceso de resolucion de
un problema. Por esto, se enfatiza que la definicion propuesta para “acto mateméatico-
cognitivo” y su uso en e andlisis de tal funcionamiento en una situacion de aprendizaje en
los términos en que se empled en esta investigacion, constituye una contribucion a la

disciplina de la Matemética Educativa.

Cabe aclarar que independientemente de las posibilidades que este recurso pueda tener
como elemento tedrico de apoyo en este tipo de investigaciones (considerando que es un
elemento que surgio y se definid en la investigacion como necesidad en e proceso de
disefio y andisis de la experiencia contextualizada), en ésta en particular resultd ser muy
valioso para e logro de un andlisis mas completo del funcionamiento cognitivo de los
estudiantes en esta experiencia de aprendizaje en €l contexto de laingenieria.

Otro aspecto importante que se desprende de esta investigacion, es la observacion de la
importancia que tiene en este tipo de experiencias, la mediacion del profesor en el proceso
de aprendizaje. Por gemplo, se pudo observar que algunos estudiantes enfrentan

disfunciones cognitivas que, sin la intervencion del profesor, probablemente no serian
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superadas y como consecuencia, los estudiantes tal vez no reflexionarian, por gemplo,

sobre la importancia de comprender la naturaleza de los objetos que estan tratando. Un

estudiante bien podria, como se observd en e andlisis preliminar, derivar la expresion
m

é_ [yi - (mx + b)] ? (unavez que conoce la forma algebraica para determinar una derivada
i=1

parcial) y proseguir con el proceso de resolucion en términos operativos, sinreparar en la

naturaleza de tal expresiony sin considerar, en particular, s representa una funcion o no.

Situacion que de acuerdo al modelo tedrico y proposito del trabgjo, resultd en uno de los

actos matematico-cognitivos de aprendizaje basicosen e andlisis.

De hecho, se puede indicar como resultado del trabgjo, que e disefio de una situacién
problemédtica en contexto (y de todo € escenario didactico y la secuencia de actividades a
realizar), con fines de aprendizaje en e sentido en que se ha concebido en esta
investigacion, implica necesariamente la mediacion del profesor. Requiere de su
intervencién para guiar €l proceso, para explicar sobre aspectos particulares de las ideas,
nociones y conceptos que se tratan cuando es necesario, y sobre todo, para ayudar a
estudiante cuando se enfrenta a una situacion de disfuncion o ineficiencia de alguna funcion

cognitiva en los actos de aprendizaje.

La mediacién fue necesaria incluso en la redlizacién de las entrevistas (como se sefia6 al

final del andlisis de las mismas, Capitulo 3, Seccidn 3.2.3), sobre todo en la experiencia del
estudio preliminar, la cual fue basada en la didactica tradicional. Y fue necesario debido
principalmente a las caracteristicas del problema empleado: |a extensién del enunciado, €l
exceso de informacion (incluia la explicacion del método de minimos cuadrados) y su

completa desvinculacion con las areas de interés de |os estudiantes sujetos a la experiencia;
lo cuad propicié la aparicibn muy temprana —en la fase de entrada de disfunciones
cognitivas como la impulsividad y la percepcion borrosa, mismas que blogueaban el

desarrollo del proceso de resolucion e impedian la observacion del funcionamiento
cognitivo en las fases posteriores. Entonces, sin la intervencion del entrevistador como guia
en ese proceso, los sujetos no superaban € bloqueo mencionado y se volvia imposible la

obtencion de la informacién buscada.
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Por otra parte, respecto a las sugerencias que se pueden desprender del trabago, se

consideran las siguientes:

En relacion alafase de entrada en € proceso de resolucion de un problema:

De acuerdo a la teoria de las funciones cognitivas y a los resultados obtenidos en la
investigacion, se puede indicar que comprender lo que trata un problema desde un
enunciado escrito, significa explorar sistematicamente la situacion, organizar
eficientemente la informacion dada y como consecuencia, lograr una percepcion clara del
problema. Sin embargo, esta apreciacion de lo que significa comprender, surge en el ambito
de la teoria y las experiencias de aprendizaje tratadas, y los resultados del trabagjo son
parciales en este sentido porque no era un objetivo de lainvestigacion el centrar los andlisis
sobre esta fase del procesamiento de la informacion. Entonces, este es un aspecto que
requiere de estudios particulares orientados a precisar 1o que entendemos por comprension,
desde la perspectiva de la Matematica Educativa y en particular desde la matemética en
contexto, porgue es un elemento basico cuando se aborda un problema matemético en base
a las etapas'? de esta linea de investigacion (el planteamiento del problema por parte de

quien lo aborda, por gjemplo, requiere de la comprension sobre lo que trata € mismo).

En relacién ala fase de elaboracion:

Si bien selogré realizar e andlisis propuesto de las funciones cognitivas involucradas en €l
proceso de resolucién del problema matemético en e contexto de la ingenieria, quedan
pendientes de investigacion algunos aspectos que se desprenden de los resultados de este
trabgjo, entre ellos. (1) profundizar en el andlisis de las relaciones entre el funcionamiento
mental operativo (respecto a los esquemas mateméticos ya establecidos en la memoriay los
nuevos conocimientos) y las funciones cognitivas subyacentes, considerando que este

trabajo congtituye en realidad una primera aproximacion sobre el uso de la teoria cognitiva

12 Ver la seccion sobre el marco tedrico de este reporte (paginas 13y 14).
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de Feuerstein en el calculo diferencia de dos variables; (2) investigar sobre las funciones
cognitivas que no emergieron en esta experienciay que podrian aparecer en la resolucion
de problemas que involucran otros contenidos matematicos del cdlculo u otros escenarios
didacticos; y (3), redlizar estudios de reproducibilidad de la experiencia en contexto. Por
gemplo, implementando el disefio didéctico utilizado en este trabajo con otros estudiantes,

con otros profesores y de otras instituciones educativas.

En relacion alafase de sdida:

Investigar sobre los factores cognitivos (funciones y operaciones) implicados en las formas
en que un sujeto ofrece una respuesta a un problema planteado y las posibles disfunciones
asociadas a la incapacidad para dar una respuesta explicita y con precision, como las
observadas en este trabgjo respecto a los efectos de no percibir y definir € problema desde
la fase de entrada, mismas que permanecieron en e desarrollo de las experiencias

estudiadas durante todo el proceso de resolucion.

Finalmente a manera de reflexion general sobre e trabajo realizado, se puede sefidar que
este condtituye un esfuerzo por entender y explicar el funcionamiento cognitivo de
estudiantes sujetos a una experiencia en € contexto de la ingenieria, considerando no sélo
el aspecto mental operativo sino también las funciones cognitivas subyacentes, las cuaes
conforman los prerrequisitos basicos en e procesamiento de la informacion a resolver un
problema. Esta Ultima consideracion mas la definicion y uso de los actos matemético-
cognitivos de aprendizaje, los procesos interpretativos y la tripleta conceptual
fenomenol ogias- generalizaciones- notaciones, posibilitdé un andisis cognitivo més completo
en las experiencias de aprendizgje realizadas. Este cuerpo tedrico ofrece una opcion en la
Matematica Educativa para realizar estudios cognitivos sobre el aprendizaje de las

matemati cas en contexto.
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