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Resumen

En el presente trabajo se introduce una derivada de grado real y una familia de

espacios de Hilbert de funciones suaves HR definidas sobre una esfera unitaria S. Para

este caso se escoge los espacios de Hilbert por tener las caracteristicas necesarias que

modelan una esfera unitaria.

Los polinomios esfericos son funciones que definen nuestra función de onda y

que son resueltos con los harmonicos esféricos, es por esta razón que los primeros dos

caṕıtulos explican detalladamente las caracteŕısticas de cada cual y el porque estos

fueron elegibles para trabajar dentro de un espacio de Hilbert que a su vez permite

definir las coordenadas de un sistema unitario.

Un polinomio esférico de grado n representa una combinación lineal de polinomios

esféricos homogéneos de grado k (0 ≤ k ≤ n). En su turno cada polinomio homogéneo

de grado k es una combinación lineal de los armónicos esféricos Y m
k (x) de grado n y

número zonal m (−k ≤ m ≤ k).

Un producto interior 〈·, ·〉 definido en un espacio de Hilbert genera una norma

‖·‖.

El parámetro r, de la familia de los espacios de Hilbert Hr(S) determina el nivel

de suavidad de funciones. El espacio de Hilbert esta asociado con un armónico esférico

que esta asociado a un espacio, por lo que existe una relación directa y lineal entre cada

grado de polinomio con un espacio o subespacio del mismo grado. El grado de cada

armónico determinará la suavidad con que la función de onda puede encontrarse dentro

de nuestro espacio. Por lo que existen relaciones de ortogonalidad en los polinomios de

Legendre que nos permiten hacer la relacion entre el espacio de Hilbert y el armónico

esférico.

Se estudian las principales relaciones entre dichos espacios, y se estima la rapidez

de la convergencia de la serie de Fourier de los armónicos esféricos para una función de
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Hr(S). En este caṕıtulo se estudia la rapidez de la corvengencia de la serie de Fourier

la cual determinará que tan suave es nuestro espacio y principalmente que número de

truncación es mejor para un espacio dado, ya que la mayoŕıa de los problemas implican

espacios no suaves, donde definir un determinado numero de truncaión puede significar

ignorar parte del polinomio o establecer demasiados subespacios para un estudio. Por

lo que es importante elegir un número de truncación adecuado, el cual gracias a la

rapidez de la corvengencia de la serie de Fourier puede ser mejor determinado.

Finalmente se expresa una aplicación de los conceptos matemáticos anteriormente

explicados al Problema Espectral en el Estudio de Estabilidad Lineal de Flujos sobre

una Esfera, asumiendo una ecuación de vorticidad en una esfera con valores coordena-

dos conocidos y se establece una solución para resolver el modo normal por medio del

operador espectral.

Estos resultados teóricos tienen diversas aplicaciones, especialmente en el uso del

método espectral para estudiar la dinámica y estabilidad de flujos sobre una esfera, y

en particular flujos atmosféricos.



Summary

In the present work a real grade derivative is introduced and a soft functions

family of Hilbert Hr, defined on a unitary sphere S. for this case, Space of Hilbert are

chosen for having the necessary characteristics that model a unitary sphere.

The spherical polynomials are functions that define our wave function and, they

are solved by harmonics spherical. So that is why the first two chapter explain in detail,

the characteristics of each one and this is the reason why they were eligible to work

with, in a space of Hilbert which, at a time allows to define the coordinate in a unitary

system.

A grade n spherical polynomial represent a lineal combination of homogenous

harmonics spherical of grade k 0 ≤ k ≤ n. In its place, each homogenous polynomial

of grade k is a lineal combination of spherical harmonics Y m
k (x) of grade n and zonal

number m (−k ≤ m ≤ k).

An interior product 〈·, ·〉, defined in a space of Hilbert generates a norm ‖ · ‖.

The parameter r of the family of Hilbert’s spaces Hr(S), determines the level

of softness in functions. The Hilbert space is associated a spherical harmonic which is

associated to a space, therefore exists a direct and lineal relation between each grade of

polynomial with a space or sub-space of the same grade. The grade of each harmonic

will determine the softness that the function might experience inside our space. thus,

exist relation of orthogonality in the Legendre polynomials that allow us to do the

relation between the Hilbert space and the spherical harmonic.

The main relation between the refered spaces, are studied, the speed is estimated

of the convergence in Fouirier’s series of the spherical harmonics for one function of

Hr(S). In this chapter, the speed of the convergence in the Fourier’s series is studied,

which will determine how soft our space is and mainly, what number of truncation

it is better for a given space, because most of the problems implicate no-soft spaces,
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where to define a determined number of truncation may signify to ignore part of the

polynomial or to establish too many sub-spaces for one study. For this cause, it is

important to choose a proper number of truncation, which thanks to the convergence

of the Fourier’s series, can be more properly determined.

Finally, an application of the mathematical concepts previously explained to the

spectral problem in the stud of Lineal stability of flows on a sphere, it is expressed,

assuming that an equation of vorticity in a sphere with coordinates values known and

a solution to solve the normal mode by means of the spectral operator is established.

These theorical results have several application, specially in the use of the spectral

method to study the dynamics and stability of flows on a sphere and, in particular,

atmospheric flows.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La base de este trabajo trata principalmente sobre dos familias de espacios de

funciones sobre una esfera unitaria bidimensional S: espacios de Hilbert de funciones

generalizados Hr(S) (r ∈ R) y espacios Banach de funciones continuas Er(S) (r ≥ 0).

El ı́ndice real r indica el grado de suavidad de una función en la esfera y significa que la

derivada de grado fraccional r de una funcioń de espacio Hr(S) (de espacio Er(S)) es

representado por su propia serie de Laplace-Fourier, que converge en una norma media

cuadrática (converge uniformemente y absolutamente).

Espacios de funciones escalares que tienen derivadas fraccionales en una esfera son

definidos principalmente por dos caminos: o a través de los módulos de continuidad de

una función [8], [14], [19], [30] o por medio de la concepción del operador multiplicador

usando propiedades geométricas de una esfera [16], [26], [59]. Nosotros usamos aqúı el

segundo método, el cual es una aproximación más simple y constructivo.

El caṕıtulo 1 y 2 estudian brevemente las propiedades principales de harmónicos

esféricos y funciones de Legendre asociadas. Para más detalles ver [1], [5], [21], [49],

[59].

En la sección 2.1 consideramos mapas con coordenadas geográficas para una

esfera y el bien conocido teorema sobre la partición de la unidad que es una impor-

tante herramienta en teoŕıa de integración de funciones sobre variedades compactas

de suavidad [21]. En detalle diferentes mapas sobre la esfera son estudiados para los

casos en [21]. Algunas propiedades estructurales de la familia de los espacios de Hilbert

HS son discutidos en el caṕıtulo 3. De acuerdo al bien conocido fenómeno de Gibbs,

la convergencia de la serie de Fourier-Laplace es deteriorada en vecindades de fuertes
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cambios de una función continua. En el caṕıtulo 5 consideramos algunas caracteŕısticas

de convergencia uniforme de series de Fourier-Laplace de funciones continuas.



Caṕıtulo 2

Polinomios Esféricos

2.1. Funciones de Legendre Asociados

En esta sección estudiamos las funciones de Legendre asociadas que forman parte

importante de los armónicos esféricos, las funciones básicas para presentar una función

continua sobre la esfera. Las funciones de Legendre asociadas [1] se definen en el inter-

valo [−1, 1] como:

Pm
n (µ) =

(1− µ2)
m/2

2nn!

dn+m

dµn+m

(
µ2 − 1

)n
(2.1)

donde µ ∈ [−1, 1].

Por causa de brevedad introducimos el multi-́ındice α = (m,n) = (mα, nα) para

el número de onda. Además usamos la siguiente notación:

α = (−m,n) = (mα, nα) ,

Aśı,

Yα ≡ Y m
n , χα ≡ χn = n (n+ 1) (2.2)

definen el armónico esférico, las funciones de Legendre asociadas y el eigenval-

or correspondiente, respectivamente. También definimos las sumatorias que tienen la

notación anteriormente definida;
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∑
α(k)

≡
∞∑
n=k

n∑
m=−n

,
N∑
α(k)

≡
N∑
n=k

n∑
m=−n

.

2.2. Propiedades

Estudiamos ahora las propiedades básicas de funciones de Legendre asociadas.

Sean N, Z, R conjuntos de números naturales, enteros y reales respectivamente;

R+ = {x ∈ R : x > 0};

R0 = {x ∈ R : x ≥ 0};

Z0 = {n ∈ Z : n ≥ 0}.

Sean m y n numeros enteros. Tenemos [1], [49], [59].

1. Pm
n (µ) = 0 si m > n

2. Existen relaciones entre números de onda complejos conjugados α y ᾱ; los poli-

nomios de Legendre son antisémitrico o simétricos, tal que:

Pα = (−1)mα Pα, Yα = (−1)mα Y α. (2.3)

3. La función Pm
n (µ) es igual a cero en puntos del intervalo (−1, 1).

4. Se deduce de

Pm
n (−µ) = (−1)n−m Pm

n (µ) (2.4)

que las funciones Pm
n y Y m

n son simétricas (antisimétricas) en µ con respecto al

ecuador µ = 0, si (n −m) es numero par (impar) (ver Figura 3.3). En los polos

de una esfera una función Pm
n no es igual a cero sólo si m = 0, es decir, sólo para

los polinomios de Legendre Pn(µ) ≡ P 0
n(µ) : Pn(1) = 1.

5. Las siguientes relaciones de ortogonalidad son validas para Pm
n :

∫ 1

−1

Pm
n (µ)Pm

` (µ) dµ =
(n+m)!

(n−m)!

2

2n+ 1
δnl, (2.5)
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(n, l ≥ m ≥ 0) ,

además,

∫ 1

−1

(Pm
n )2

1− µ2
dµ =

(n+m)!

2m (n−m)!
,

(n ≥ 0, 1 ≤ m ≤ n) .

6. La desigualdad |Pn(µ)| ≤ 1 se mantiene para todo n ∈ Z0. Esta estimación sigue

de la fórmula

Pn (µ) =
1

2π

∫ 2π

0

(
µ+ i

√
1− µ2 sinλ

)n
dλ (2.6)

[59]. La siguiente igualdad es valida para todo m ∈ Z y n ∈ R [59]:

(−1)Pm
n (µ) =

(−n)m (n+ 1)m
m!

(
1− µ
1 + µ

)m
2
∞∑
j=0

[
(−n)j (n+ 1)j

(m+ 1)j j!

(
1− µ

2

)j]
(2.7)

donde (a)0 = 1 y

(a)j = a (a+ 1) . . . (a+ j − 1) (2.8)

para todo j ∈ N.

2.3. Fórmulas de Recurrencia

7. Las funciones de Legendre asociadas satisfacen (m,n) a las formulas recurrentes

siguientes [59]:
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Pm+1
n =

1√
1− µ2

[
(n+m)Pm

n−1 − (n−m)µPm
n

]
(2.9)

(n−m+ 1)Pm
n+1 = (2n+ 1)µPm

n − (n+m)Pm
n−1 (2.10)

Pm
n+1 = Pm

n−1 + (2n+ 1)
√

1− µ2Pm−1
n (2.11)√

1− µ2Pm+1
n = 2mµPm

n − (n+m) (n−m+ 1)
√

1− µ2Pm−1
n (2.12)(

1− µ2
) d

dµ
Pm
n = −nµPm

n + (n+m)Pm
n−1 (2.13)(

1− µ2
) d

dµ
Pm
n = mµPm

n − (n+m) (n−m+ 1)
√

1− µ2Pm−1
n (2.14)√

1− µ2Pm+1
n = mµPm

n +
(
1 + µ2

) d

dµ
Pm
n (2.15)

d

dµ
(Pn+1 − Pn−1) = (2n+ 1)Pn (2.16)

donde Pn(µ) son polinomios de Legendre. Se muestra fácilmente que la (2.15)

sigue de (2.9) y (2.13), pero las igualdades (2.12) y (2.16) son validas debido

a (2.14), (2.15) y (2.11), (2.15) respectivamente. En particular, para calcular

funciones Pm
n para enteros m, n (0 ≤ m ≤ n) podemos usar igualdades

Pm
m (µ) =

(1− µ2)
m/2

2mm!
(2m)!; Pm

m+1 (µ) = µ (2m+ 1)Pm
m (µ)

Y la fórmula de recurrencia (2.10). Si m < 0 entonces es necesario aplicar las

igualdades (2.3).

8. Nosotros usamos a menudo funciones de Legendre normalizadas.

Qm
n (µ) =

[
2n+ 1

4π

(n−m)!

(n+m)!

]1/2

Pm
n (µ) (2.17)

que satisfacen las siguientes relaciones de recurrencia para todo entero m, n [59]

Qm
n =

µ

Dmn

Qm
n−1 −

Dm,n−1

Dmn

Qm
n−2 (2.18)(

1− µ2
) d

dµ
Qm
n = (2n+ 1)DmnQ

m
n−1 − nµQm

n (2.19)
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donde los coeficientes Dmn son definidos como

Dmn =

(
n2 −m2

4n2 − 1

)
(2.20)
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Caṕıtulo 3

Armónicos Esféricos

3.1. Propiedades Básicas de los Armónicos Esféri-

cos

Los armónicos esféricos forman una base natural ortogonal para funciones reales

definidas sobre una esfera. Por eso, es muy importante conocer sus propiedades.

Sea S = {x ∈ R3 : |x| = 1} la esfera unitaria en un espacio Euclidiano de tres di-

mensiones. Denotamos por C∞(S) el conjunto de funciones diferenciables infinitamente

en S y tomamos como producto escalar y norma en C∞(S) las expresiones

〈f, g〉 =

∫
S

fgdS (3.1)

‖f‖ = 〈f, f〉1/2 (3.2)

Aqúı dS = dλdµ es un elemento cuadrado de una superficie esférica, µ = sinϕ;

µ ∈ [−1, 1], es una latitud, λ ∈ [0, 2π] es una longitud y ḡ es una función conjugada

compleja para g.
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Figura 3.1: Ejemplos de coordenadas geográficas para λ y µ

Es conocido [49], que los armónicos esféricos

Y m
n (λ, µ) =

[
2n+ 1

4π

(n−m)!

(n+m)!

]1/2

Pm
n (µ) eimλ (3.3)

(m, n son números enteros,) son eigenfunciones del operador de Laplace simétrico

en S:

−∆Y m
n = − ∂

∂µ

[(
1− µ2

) ∂

∂µ
Y m
n

]
− 1

1− µ2

∂2

∂λ2
Y m
n = χnY

m
n (3.4)

donde

χn = n (n+ 1) (3.5)

es el eigenvalor correspondiente para Y m
n si |m| ≤ n.
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Los armónicos esféricos forman una base ortonormal en el espacio C∞ [49]:

〈
Y m
n , Y

k
l

〉
= δmkδnl (3.6)

donde

δmk =

{
1, si m = k;

0, si m 6= k.
(3.7)

Es la delta de Kronecker. Para cada número entero n ≥ 0 el eigenvalor tiene

multiplicidad 2n+ 1, y los armónicos esféricos Y m
n (λ, µ), donde −n ≤ m ≤ n, forman

un eigenespacio Hn (2n + 1)-dimensional correspondiente al eigenvalor χn de la Fig.

3.3.

Los números de onda de armónicos esféricos que representan una base de sube-

spacios H0, H1, H2 y H3 son denotados por śımbolos ©, 4, ♦ y � respectivamente.

Los śımbolos negros corresponden a los armónicos esféricos antisimétricos (con respecto

al ecuador).

Comentario 3.1 El subespacio Hn en conjunto invariante con respecto no solo al

operador de Laplace pero también muchas transformaciones del grupo de rotación de

una esfera alrededor de éste eje arbitrario [21], [49]. La última declaración significa

que un armónico esférico Y m
n de Hn puede ser representado en un nuevo sistema de

coordenadas (λ
′
, µ
′
) por

Y m
n

(
λ
′
, µ
′
)

=
n∑

k=−n

αk

(
m,n,N

′
)
Y k
n (λ, µ) (3.8)

donde los números complejos ak(m,n,N
′
) dependen de los números de onda m,

n y el polo N
′

del nuevo sistema de coordenadas.

En el Comentario 3.1 conclusión presentamos el teorema de adición para armónicos

esféricos que es realmente usado con frecuencia.

Teorema 3.1 ([21]) Sea ω un ángulo entre dos radio vectores unitarios ~x1, ~x2 corre-

spondientes a los puntos x1, x2 ∈ S.

Entonces
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Pn ( ~x1 · ~x2) =
4π

2n+ 1

n∑
m=−n

Y m
n (x1)Y

m

n (x2) (3.9)

Donde ~x1 · ~x2 = cosω es el producto escalar de vectores ~x1 y ~x2.

En particular, si x1 = x2 entonces Pn(0) = 1 y de (3.9) se deuce una relación

importante

n∑
m=−n

|Y m
n (x)|2 =

n∑
m=−n

[Qm
n (µ)]2 =

2n+ 1

4π
(3.10)

De la igualdad (3.10) tenemos

|Y m
n (x)| = |Qm

n | ≤ C
√
n (3.11)

3.2. Mapas de Coordenadas Geográficas y Sepa-

ración de la Unidad

Introducimos una métrica interna en una esfera unitaria S. Podemos convertir

la esfera S en un espacio métrico si definimos la distancia entre dos puntos arbitrarios

x, y ∈ S por

ρ (x, y) = arc cos (~x · ~y) = ω. (3.12)

Aqúı usamos la misma notación que en el Teorema 3.1. La esfera S es un conjunto

convexo en la métrica (3.12). Notemos que en la esfera existe el único camino más corto

entre dos puntos x, y ∈ S si y 6= −x. Si y = −x entonces un semi ćırculo arbitrario

conectando los puntos x y −x es el camino más corto entre estos puntos. Por ejemplo

hay numero infinito de meridiano, que conectan el polo Norte con el polo Sur, además

todos tienen la misma longitud de onda.

Denotado por un conjunto abierto en métrica (3.12) en la esfera S. Con un sistema

de coordenadas local denotamos un dominio coordenado Ω ⊂ S.

Definición 3.1 ([21]) Una pareja (Ω, f) consistiendo en un dominio Ω y una in-

yección f : Ω 7→ R2, f(x) = (x1, x2), es llamado un mapa en la esfera S. Además
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mapeando f : x 7→ f(x) casi siempre es un homorfismo. Denotaremos el mapeado

inverso f−1 por

τ : (x1, x2) ∈ R2 7−→ x ∈ S ⊂ R3

El mapa de coordenadas geográficas es a menudo usado como mapa sobre una

esfera. Sea N y P polos norte y sur de la esfera S en el sistema coordenado (λ, µ).

Las coordenadas geográficas son validas sólo fuera del conjunto cerrado Γ = {x ∈ S :

|λ(x)|} = π, µ(x) ∈ [−1, 1] llamado dato lineal. Los mapeos en f no son únicamente

valuados en Γ. De hecho, la longitud λ puede tener dos valores +π y −π en Γ si |µ| < 1.

Además para los polos N y P e simposible tener algún cierto valor de λ de intervalo

[−π, π].

Definición 3.2 Dejamos que Ω sea un conjunto abierto S/Γ. decimos que una pareja

(Ω, f) es un mapa de coordenadas geográficas, si f : x 7−→ (λ(x), µ(x)) es un isomorfis-

mo entre un elemento x de R3, perteneciendo a Ω, y un punto (λ(x), µ(x)) de R2. Como

imagen f(Ω) tenemos el conjunto abierto (rectangular) Π = (−π, π) × (−1, 1) ⊂ R2.

El mapeo inverso está definido por

x = τ (λ, µ) =
(√

1− µ2 cosλ,
√

1− µ2 sinλ, µ
)
∈ R3

Figura (3.4). El elemento plano dλdµ en R2 corresponde al elemento de superficie

dS en R3. El Jacobiano de transformación τ es igual a la unidad (ver por ejemplo, [?],

Secciones 18.3.5 y 18.3.7). Las coordenadas geográficas son definidas casi en todos

lugares en S. Por consiguiente∫
S

ψ (x) dS (x) =

∫ 1

−1

∫ π

−π
ψ (τ (λ, µ)) dλdµ (3.13)

Consideremos dos mapas de coordenadas geográficas (Ω1, f1) y (Ω2, f2) corre-

spondientes a los polos N1 y N2 de la esfera S respectivamente. Si tomamos el polo

N2 para que tuviera coordenadas (π/2, 0) en sistema coordenado (λ1, µ1) entonces el

Datos ĺıneal Γ2 es una parte del ecuador del sistema coordenado (λ1, µ1) (Figura 3.5).

En este caso la intersección Γ1∩Γ2 en un conjunto vaćıo y la unión Ω1∩Ω2 de conjuntos

abiertos Ω1 y Ω2 es una cubierta abierta de la esfera S

La esfera S es un ejemplo de variedad compacta diferenciable. Por tanto el teo-

rema sobre partición de unidad es valido para S.
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3.3. Partición de la Unidad

Teorema 3.2 ([21]) Sea {Ω1} será una cobertura finita abierta de la esfera S por

dominios coordenados Ωi. Existe una partición de unidad {ϕi(x)} subordinado a la

cobertura {Ωi}, es decir una colección finita de funciones diferenciables infinitamente

ϕi(x) ∈ C∞(S) con las siguientes propiedades:

1. supp ϕi(x) ⊂ Ωi para todo i,

2. 0 ≤ ϕi(x) ≤ 1 para todo i y para cada x ∈ S,

3.
∑

i ϕi(x) = 1 para cada x ∈ S.

Aqúı supp f(x) es el soporte de f , i.e. la cerradura del conjunto de todos los

puntos x ∈ S con f(x) 6= 0.

Debido al Teorema 3.3 cualquier función continua f(x) puede ser representada

en S por

f (x) =
∑
i

fi (x) (3.14)

donde f1(x) = f(x) · Yi(x) y Yi(x) es una partición de unidad. Note que un valor

de integral ∫
S

f (x) dS (x) =
∑
i

∫
Ωi

fi (x) dS (x) (3.15)

no depende de la elección de una cobertura {Ωi} de S [21].

Podemos obtener la relación entre las coordenadas (λ, µ) y (λ1, µ1) de cualquier

punto en la esfera:

µ1 = µµ0 +
√

1− µ2
√

1− µ2 cos (λ− λ0), (3.16)

µ = µ1µ0 −
√

1− µ2
1

√
1− µ2

0 cosλ1, (3.17)√
1− µ2

1 sinλ1 =
√

1− µ2 sin (λ− λ0). (3.18)

Aqúı (λ0, µ0) son coordenadas del polo N1 del segundo sistema en un sistema

coordenado (λ, µ). La ecuación (3.16) da el valor de µ1 en terminos de λ, µ, λ0 y µ0. La

ecuación (3.17) es la fórmula correspondiente para la transformación inversa. Una vez
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µ1 es calculado de λ, µ, λ0 y µ0 por medio de (3.16), λ1 puede ser obtenido de (3.17)

y (3.18). Estas ecuaciones dan cosλ1 y sinλ1 respectivamente, que juntos determinan

λ1. Rećıprocamente, una vez que µ es calculado de λ1, µ1 y µ0 por medio de (3.17),

λ− λ0 puede ser obtenido de (3.16) y (3.18).
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Figura 3.2: Ejemplos de armónicos esféricos de grado m distinto que indican el grado

de complejidad del armónico esférico utilizado, aplicado al modelo de una esfera
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Figura 3.3: Plano de los números de onda de armónicos Y m
n (λ, µ) con numero zonal m

y grado n. Im es el span de Y m
n (λ, µ) con n ≥ |m|.

Figura 3.4: Mapa de Coordenadas Geográficas
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Figura 3.5: Cobertura abierta de una esfera por dominios coordenados



Caṕıtulo 4

Espacios de Hilbert Hr(s) sobre una

Esfera

4.1. Espacios L2(S) y Proyectores Ortogonales

En esta sección introducimos los espacios de Hilbert Hs de funciones general-

izadas (distribuciones) en una esfera cuyas derivadas fraccionales de grado s pertenecen

al espacio L2(S) [16], [26], [54], [59].

Definición 4.1 Denotamos por Φ el espacio de sucesión Ψ̂ = {Ψm
n } = {Ψα} de

coeficientes de Fourier

Ψm
n = 〈Ψ, Y m

n 〉 (4.1)

todas las funciones Ψ ∈ C∞(S).

Debido a la identidad de Parseval [49], el mapeo C∞(S) 7→ φ es un isomor-

fismo isométrico y de transformación unitaria del espacio L2(S), conservando nor-

ma y producto escalar de elementos. Identificaremos C∞(S) y Φ. Subsecuentemente

(−∆)kΨ ∈ C∞(S) y cada k ∈ N, entonces debido a la fórmula

(−∆)k Ψ = (−1)k
∞∑
n=0

n∑
m=−n

[n (n+ 1)]k Ψm
n Y

m
n (4.2)

cuando n→∞ los coeficientes de Fourier Ψm
n para cada secuencia Ψ̂ ∈ Φ tienden

a cero más rápido que la sucesión 1/nk.
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Definición 4.2 Definimos Φ∗ como dual al espacio Φ de series de Fourier formales

h ∼
∑

α hα · Yα tal que la la secuencia ĥ de coeficientes de Fourier hα satisfaga la

condición

∑
α(0)

Ψαhα <∞ (4.3)

para todo Ψ̂ ∈ Φ. Aqúı el signo ∼ no afirma nada sobre la convergencia de las

series.

Aśı el espacio Φ∗ de funcionales ĺıneales continuas

h (Ψ) ≡
(

Ψ̂, ĥ
)

=
∑
α

ψαhα (4.4)

sobre Φ puede ser identificado (debido al isomorfismo) con el espacio de tales

secuencias ĥ = hmn , que sus elementos hmn incrementan no más rápido que de algunos

de grado n.

Definición 4.3 Denotamos la cerradura de C∞(S) en la norma (3.2) como el espacio

de Hilbert L2(S) de funciones generalizadas en la esfera S:

L2 (S) = {Ψ ∈ Φ∗ : ‖Ψ‖ <∞} .

El espacio L2(S) es una suma ortogonal directa de subespacios Hn [49]:

L2 (S) = ⊕∞n=0Hn (4.5)

Definición 4.4 Para funciones arbitrarias Ψ ∈ L2(S) y cualquier función zonal Z(~x ·
~y) que depende sólo de la distancia ρ(x, y) entre dos puntos x, y ∈ S (ver (3.12) y [49])

definimos las convolución de Ψ y z por

(Ψ ∗ Z) (x) =
1

4π

∫
S

Ψ (y)Z (~x · ~y) dS (y) (4.6)

Definición 4.5 Sea n ∈ Z0. Introducimos el proyector ortogonal yn : L2(S) 7→ Hn

por

Yn (Ψ;x) = (2n+ 1) (Ψ ∗ Pn) (x) (4.7)
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(por causas de brevedad algunas veces escribiremos Yn(Ψ) en lugar de Yn(Ψ;x).

De hecho,

(2n+ 1) (Yn (Ψ) ∗ Pn) (x) = Yn (Ψ;x) (4.8)

esto es, Yn(Yn(Ψ)) = Yn(Ψ) para toda función Ψ ∈ L2(S). Es fácil mostrar que

Yn (Ψ;x) =
n∑

m=−n

Ψm
n Y

m
n (x) (4.9)

De hecho, debido a la definición 4.1 y el Teorema 3.1 tenemos

Yn (Ψ;x) =
n∑

m=−n

Y m
n (x) 〈Ψ (y) , Y m

n (y)〉 =
n∑

m=−n

Ψm
n Y

m
n (x)

En particular,

Definición 4.6 Introducimos subespacios de dimensión finita PN y PN0 de polinomios

esféricos de grado n ≤ N(N ∈ Z0) por

PN = ⊕Nn=0Hn, PN0 =
{

Ψ ∈ PN : Y0 (Ψ) = 0
}

Aśı, Y0(Ψ) = 0 para todo Ψ ∈ PN0 .

Definición 4.7 El proyector ortogonal TN : L2(S) 7−→ PN es definido por

TNΨ (x) =
∞∑
n=0

Yn (Ψ;x) = (Ψ ∗ SN) (x) (4.10)

donde la convolución kernel es [74]

SN (~x · ~y) =
N∑
n=0

(2n+ 1) Pn (~x, ~y) (4.11)

Aśı, para cada función Ψ(x) ∈ L2(S) el elemento TNΨ es la truncación triangular

de las serier de Fourier-Laplace de Ψ.

Note que hay la existencia de las identidades Parseval-Steklov’s

‖Ψ‖2 =
∑
α(0)

|Ψα|2 =
∞∑
n=0

‖Yn (Ψ)‖2
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〈Ψ, h〉 =
∑
α(0)

Ψαhα =
∞∑
n=0

〈Yn (Ψ) , Yn (h)〉 (4.12)

para todos los elementos Ψ, h ∈ L2(S) [49]. Debido a (4.12) cada función Ψ ∈
L2(S) puede ser representada por su propia serie de Fourier-Laplace

Ψ (x) =
∞∑
n=0

Yn (Ψ;x) (4.13)

esto es

4.2. Derivadas de orden real y espacios Hr(S)

Definición 4.8 ([16], [59]) Sea una función Ψ(x) ∈ C∞(S) y S ∈ R. Introducimos

un operador multiplicador ΛS = (−∆)S/2 por

Yn (ΛsΨ) = χs/2n Yn (Ψ)

para todo n ∈ Z0. El operador ΛS es completamente definido por el multiplicador

{χS/2n }∞n=0 (ver (3.5) y [59]). Consideraremos ΛS como un operador de diferenciación

fraccional de Ψ.

En particular, si s = 1 entonces el operador Λ puede ser interpretado como una

ráız cuadrada del operador de Laplace no negativo (3.4). Aśı,

ΛsΨ (χ) =
N∑
n=1

χs/2n Yn (Ψ;χ) ≡
∑
α(1)

χs/2α ΨαYα (χ) (4.14)

Definición 4.9 Sea r ∈ R y Ψ ∈ C∞(S). Definimos el operador multiplicador Dr ≡
(E −∆)r/2 [59], por

Yn (DrΨ) = dr/2n Yn (Ψ) (4.15)

para todo n ∈ Z0.

En otras palabras,

DrΨ (x) =
∞∑
n=0

dr/2n Yn (Ψ;x) ≡
∑
α(0)

dr/2α ΨαYα (x) (4.16)
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para todo Ψ(x) ∈ C∞(S). Usamos aqúı

dα ≡ dn = 1 + χn = 1 + n (n+ 1) (4.17)

Los operadores ΛS y DΓ (aśı como proyectores Yn y TN) son invariantes con

respecto a cada operador del grupo SO(3) de rotaciones de una esfera [34]. Podemos

considerar los operadores ΛS y DΓ como una generalización de los operadores (−∆)n

y (E − ∆)n en el caso cuando n no es sólo natural pero tampoco cualquier número

real. La aplicación de operadores ΛS y DΓ nos permite definir el grado de suavidad

de una función sobre una esfera. Actualmente, el grado de suavidad de una función

es completamente determinado por la proporción de descenso de los coeficientes de

Fourier (4.1) en (4.13) (ver [59]).

Definición 4.10 Introducimos el subespacio C∞0 (S) por

C∞0 (S) = {Ψ ∈ C∞0 (S) : Y0 (Ψ) = 0}

Comentario 4.1 Ya que cada función de C∞0 (S) es ortogonal a constante, el operador

Λs puede ser definido por la igualdad (4.14) para todo s ∈ R.

Definición 4.11 Introducimos en C∞0 (S) en producto interno 〈·, ·〉s y norma || · ||s
por

〈Ψ, h〉s = 〈DsΨ, Dsh〉 =

=
∞∑
n=0

dsn 〈Yn (Ψ) , Yn (h)〉 ≡
∑
α(0)

dsαΨαhα, (4.18)

‖Ψ‖s = ‖DsΨ‖ = 〈Ψ,Ψ〉1/2s =

=

{
∞∑
n=0

dsn ‖Yn (Ψ)‖2

}
≡

∑
α(0)

dsα |Ψα|2


1/2
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Es evidentemente que

〈Ψ, h〉s =
∑
α(1)

dsαΨαhα, ‖Ψ‖s =

∑
α(1)

dsα |Ψα|2


1/2

(4.19)

se sostiene para todo Ψ, h ∈ C∞0 (S).

Definición 4.12 Los espacios de Hilbert obtenidos por medio de cerraduras de C(S)

y C∞0 (S) en norma (4.18) los denotaremos como Hs y Hs
0 respectivamente.

Aśı, H0 = L2(S). Por causa de brevedad guardaremos los śımbolos 〈·, ·〉 y

|| · || para producto escalar y norma en espacio H0 respectivamente (ver (3.1), (3.2)).

Identificaremos los espacios de Hilbert Hs(Hs
0) con el espacio, obtenido por realización

del espacio Φ(Φ0) en norma (4.18). Aqúı Φ es el espacio introducido en la definición

4.1 y Φ0 es el espacio de secuencias de coeficientes de Fourier de funciones de C∞0 (S).

Se mostrará en el Lema 4.2 que las inclusiones

Φ = C∞ (S) ⊂ Hr ⊂ Hs ⊂ H0 ⊂ H−s ⊂ H−r ⊂ Φ∗ (4.20)

son continuas si 0 < s < r [54], [59].

Además, probaremos que el espacio dual (Hs)∗ = H−s para todo s ∈ R (ver

Lema 4.2).

Sea s, r ∈ R. El operador Dr : C∞(S) 7→ C∞(S) es simétrico:

〈DrΨ, h〉s = 〈Ψ, Drh〉s

y por tanto permite una extensión para elementos de Hs.

Definición 4.13 La distribución z ∈ Hs es llamada por derivadas r-ésima DrΨ del

elemento Ψ ∈ Hs, si

〈z, h〉s = 〈z,Drh〉s (4.21)

sostenido para todo h ∈ C∞(S).

Note que la definición 4.2 idénticamente coincide con la definción (4.16) para

todo h ∈ C∞(S).
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Comentario 4.2 La extensión del operador Dr : Hs 7→ Hs es cerrado. En efecto, si

existe {Ψn} ⊂ C∞(S) tal que ‖Ψn −Ψ‖s y ‖DrΨn − z‖s, entonces

〈z, h〉s = ĺım
n→∞

〈DrΨn, h〉s = ĺım
n→∞

〈Ψn, D
rg〉s = 〈Ψ, Drh〉s

Por la definición 4.2 Ψ ∈ D(Dr) y z = DrΨ. Aqúı D(Dr) es un dominio del

operador Dr : HS 7→ HS.

Similarmente los operadores simétricos cerrados Λr : HS 7→ y Λ−r : Hs
0 7→ Hs

0

son introducidos para r ∈ R+ y s ∈ R.

Las siguientes afirmaciones establecen la estimación de operadores intercalados

por familias de espacios Hs y Hs
0 (ver (4.20)).

Lema 4.1 ([59]) Sea s ∈ R, r ∈ R+. Entonces

1. Ψ ∈ Hs para todo Ψ ∈ Hs+r y

‖Ψ‖s ≤ ‖Ψ‖s+r , (4.22)

‖Ψ‖s+r = ‖DrΨ‖s ; (4.23)

2. para todo z ∈ Hs+r
0

‖z‖s ≤ 3−r/2 ‖z‖s+r (4.24)

Demostración 4.1 Primero sea Ψ ∈ C∞(S) y h = DSΨ. Es obvio que (4.23) es

válido. Para (4.18) tenemos

‖Y ‖2
s+r =

∥∥Ds+rΨ
∥∥2

= ‖Drh‖2 =
∑
α(k)

drα |hα|
2

≥ minα {drα} ‖h‖
2 = minn≥k {(1 + χn)r} ‖Ψ‖2

s

.

Por consiguiente, obtenemos (4.22) ya que k = 0. Si Ψ = z ∈ C∞0 (S), entonces

k = 1 y la desigualdad (4.24) sostenida. Ahora consideramos el caso común cuando

Ψ ∈ Hs+r. Existe la secuencia Cauchy {Ψn} de funciones Ψn ∈ C∞(S) tales que
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‖Ψn −Ψ‖s+r → 0. De {Ψn} y {DrΨn} son sucesiones Cauchy en Hs y (4.22), (4.23)

son válidas para estas, tenemos

‖Ψ‖s+r = ĺım
n→∞

‖Ψn‖s+r = ĺım
n→∞

‖DrΨn‖s = ‖DrΨ‖s

Usamos aqúı que Dr : Hs 7→ Hs es un operador cerrado. Las desigualdades

(4.22), (4.24) son probadas similarmente.

Comentario 4.3 La igualdad (4.23) es válida para todo r ∈ R.

Corolario 4.1 Sea r ∈ R+ y s ∈ R. El operador D−r : Hs 7→ Hs es limitado por

‖D−rΨ‖s ≤ ‖Ψ‖s. La igualdad es realizada a Ψ = const, esto es, la norma espectral

del operador D−r igual a la unidad y no depende de s y r. La restricción del operador

D−r : Hs 7→ Hs tiene una norma espectral que es igual a 3−r/2, y es independiente de

s.

Debido a (4.23) y el Comentario 4.2 tenemos

Corolario 4.2 Permitimos s, r ∈ R. El mapeo D−r : Hs 7→ Hs es isométrico e

isomorfico. En particular, a r = −2s, el operador D−2s : Hs+r 7→ Hs es un isomorfismo

isométrico.

Lema 4.2 (Desigualdad de Poincare [59]) Para todo Ψ ∈ H1
0

‖Ψ‖ ≤ a0 ‖∇Ψ‖ (4.25)

donde a0 = 1/
√

2.

Demostración 4.2 Sea Ψ ∈ C∞0 (S) y dejamos Ω1∪Ω2 es un cubrimiento de la esfera

S por dominios coordenados Ωi = S/Γ (ver Definición 3.2). Debido al Teorema 3.3

ah́ı existe una partición de la unidad {ϕ1} suboordinada a la cobertura {Ω1} (i = 1, 2).

Usando mapas de coordenadas geográficas y Teorema 3.3, obtenemos

‖∇Ψ‖2 =

∫
S

∇Ψ · ∇ΨdS =
2∑
i=1

∫
Ωi

∇Ψ (x) · ∇
(
Yi (x) Ψ (x)

)
dS (x) =
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=
2∑
i=1

∫
S

∇Ψ (τ (λi, µi)) · ∇
[
Yi (τ (λi, µi)) Ψ (τ (λi, µi))

]
dλidµi =

=
2∑
i=1

∫
Π1

[−∆Ψ (τ (λi, µi))]Yi (τ (λi, µi)) Ψ (τ (λi, µi)) dλiµi =

=
2∑
i=1

∫
Ωi

[−∆Ψ (x)]Yi (x) Ψ (x) dS (x) =

∫
S

(
2∑
i=1

Yi

)
[−∆Ψ] ΨdS =

= 〈−∆Ψ,Ψ〉 =
〈
Λ2Ψ,Ψ

〉
= ‖ΛΨ‖2 ≡

∑
α(1)

Xα |Ψα|2 ≥ 2 ‖Ψ‖2 .

La inferencia de densidad común concluye la prueba.

Aśı, también probamos que para todo Ψ ∈ H1
0

‖∇Ψ‖ =
∥∥∥(−∆)1/2 Ψ

∥∥∥ = ‖ΛΨ‖ (4.26)

Note que el lema 4.2 dado en esta sección generaliza las desigualdad de Poincare

para espacios Lp(S) (1 < p < ∞). La desigualdad de Poincare para difeomorficos

manifolds compactos a la esfera es probado en [1].

De hecho la afirmación más común que el Lema 4.2 es válido:

Lema 4.3 [59] Sean r, s, t,∈ R+, r < t, a =
√

2.

Entonces para todo Ψ ∈ Hs+t
0

‖ΛrΨ‖s ≤ ar−t
∥∥ΛtΨ

∥∥
s
. (4.27)

La prueba del Lema a s = 0 es similar a (4.22) y (4.24). Ya que Λr y Ds son

operadores conmutativos, el Lemma 4.2 se sostiene para números reales arbitrarios s.

El siguiente Lema afirma la equivalencia de algunas normas inducidas por medio

de los operadores Λr y Ds.

Lema 4.4 [59] Sean s ∈ R+ y b =
√

3/2. Tenemos las siguientes afirmaciones:

a) para todo Ψ ∈ Hs

1

2
(‖Ψ‖+ ‖ΛsΨ‖) ≤ ‖Ψ‖s ≤ bs (‖Ψ‖+ ‖ΛsΨ‖) ; (4.28)
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b) para todo Ψ ∈ Hs
0

‖ΛsΨ‖ ≤ ‖Ψ‖s ≤ bs ‖ΛsΨ‖ ; (4.29)

c) para todo Ψ ∈ H−s0

bs
∥∥Λ−sΨ

∥∥ ≤ ‖Ψ‖−s ≤ ∥∥Λ−sΨ
∥∥ . (4.30)

Demostración 4.3 Probamos el caso a). Los otros casos se prueban similarmente. Si

Ψ ∈ Hs. Entonces la parte derecha de la desigualdad (4.28) sigue de las estimaciones

‖Ψ‖2
s =

∑
α(0)

dsα |Ψα|2 = |Ψ0|2 +
∑
α(1)

χsα
(
1 + χ−sα

)s |Ψα|2 ≤

‖Ψ‖2 +

(
3

2

)s
‖ΛsΨ‖ ≤ b2s (‖Ψ‖+ ‖ΛsΨ‖)2

Ahora mostramos la validez de la parte izquierda de (4.28):

‖Ψ‖2
s = |Ψ0|2 +

∑
α(1)

(1 + χα)s |Ψα|2 ≥

1

2

∣∣Ψ0
0

∣∣2 +
1

2

∑
α(1)

|Ψα|2 +
1

2

∑
α(1)

Xs
α |Ψα|2

 ≥
1

2

(
‖Ψ‖2 + ‖ΛsΨ‖2) ≥ 1

4
(‖Ψ‖+ ‖ΛsΨ‖)2 .

El lema es probado.

Es fácil probar algunas desigualdades para funciones de espacios Hs. De hecho,

debido a (4.18), para funciones bastante suaves Ψ y h tenemos

〈Ψ, h〉s =
∑
α(0)

(
d
s+r
2

α Ψα

)(
d
s−r
2

α Ψα

)
; desigualdad de Schwartz (4.31)

y por tanto generalizamos la desigualdad de Schartz

|〈Ψ, h〉s| ≤ ‖Ψ‖s+r ‖h‖s−r ; cuando h = Ψ (4.32)
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Cuando h = 4, se deduce de (4.32)

‖Ψ‖2
s ≤ ‖Ψ‖s+r ‖Ψ‖s−r (4.33)

se sostiene ∀Ψ ∈ Hs+r y ∀h ∈ Hs−r, donde s ∈ R y r ∈ R0. En particular tenemos

|〈Ψ, h〉| ≤ ‖Ψ‖s ‖h‖−s (4.34)

para todo Ψ ∈ Hs y para todo h ∈ H−s (s ≥ 0).

Ahora obtenemos para espacios Hs dos desigualdades interpoladas bien conocidas

en teoŕıa de funciones periódicas [6], [30]. Sean s, r, t ∈ R; t ≤ r < s; a, ρ > 0 y

sea Ψ ∈ Hs. Si tomamos a = ρ1/(s−r) en la desigualdad 1 ≤ as−r + at−r (dα es el

multiplicador (4.17)) entonces tenemos

drα ≤ ρdsα + ρp/(p−1)dtα.

Aqúı

p =
r − t
s− t

< 1. (4.35)

Tomando en cuenta la Definción 4.2, obtenemos primero la desigualdad interpo-

lada (ρ es un número positivo arbitrario, ver también [2], formula (4.18)):

‖Ψ‖r ≤ ρ ‖Ψ‖s + ρp/(p−1) ‖Ψ‖t (4.36)

Si tomamos ρ = ‖Ψ‖p−1
s · ‖Ψ‖1−p

t en (4.36) entonces obtenemos la segunda de-

sigualdad interpolada

‖Ψ‖r ≤ 2 ‖Ψ‖1−p
t ‖Ψ‖ps . (4.37)

Ahora le damos la forma común de funcionales lineales continuos en Hs (ver,

para instancias, [54]).

Lema 4.5 Sea s ≥ 0. Entonces para toda h ∈ H−s una forma sesquilineal G(Ψ) =

〈Ψ, h〉 es una función lineal continua definida en Hs con una norma

‖G‖ = ‖s‖−h = ‖Ψ, h‖sups = 1 (4.38)
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Rećıprocamente, cada funcional lineal continua en Hs tiene la forma 〈Ψ, h〉 donde

el elemento h ∈ H−s es únicamente determinado.

Demostración 4.4 Sea G(Ψ) un funcional lineal continua en Hs. Entonces existe un

elemento g ∈ Hs tal que G(Ψ) = 〈Ψ, g〉s y ‖G‖ = ‖g‖. Tomamos h = D2sg. Debido al

Corolario 4.2 el elemento h ∈ H−s. Esto sigue de (4.23) que ‖h‖−s = ‖g‖s y

G (Ψ) = 〈Ψ, g〉s =
〈
Ψ, D2sg

〉
= 〈Ψ, h〉 .

Ahora mostramos la unicidad de tal representación. Suponemos que G(Ψ) =

〈Ψ, h〉 = 〈Ψ, z〉, donde h, z ∈ H−s. Entonces tenemos 〈Ψ, h− z〉 = 0. Tomando Ψ =

D−2s(h− z), conseguimos ‖h− z‖−s = 0 y por lo tanto h = z.

Comentario 4.4 Para cada s ∈ R las funciones

Ws,α = D−sYα = d−s/2α Yα (4.39)

forman bases ortonormales en Hs y para todo Ψ ∈ Hs

Ψ =
N∑
α(0)

qs,αWs,α =
N∑
α(0)

ΨαYα, (4.40)

donde dα es determinado por (4.17) y Yα son eigenfunciones del problema espec-

tral (3.4).

Teorema 4.1 [54] Sea s ∈ R, r ∈ R+. Entonces los operadores limitados D−r : Hs 7→
Hs y Λ−r : Hs

0 7→ Hs
0 son operadores compactos a r > 0, operadores Hilbert-Schmidt a

r > 1 y k-operadores a r > 2.1

Demostración 4.5 Los multiplicadores χ
−r/2
α y d

−r/2
α en expansiones canónicas (4.14)

y (4.16) de operadores Λ−r y D−r tienden a cero si el ı́ndice α incrementa. Debido al

teorema de [49] los operadores D−r y Λ−r son compactos. Además, ambas series

1Permitimos Yi y Ψj sean bases ortogonales duales y 〈Yi,Ψj〉 = δij . El operador compacto A

definido por

Ag =
∑

j

〈Yj , g〉αjΨj (4.41)

es llamado k-operador (αj > 0 para todo j) si
∑

j αj <∞.
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∑
α(1)

∥∥Λ−rYα
∥∥2

=
∑
α(1)

χ−rα =
∞∑
n=1

2n+ 1

[n (n+ 1)]r

y

∑
α(0)

∥∥D−rYα∥∥2
=
∑
α(0)

d−rα =
∑
α(0)

(1 + χα)−r = 1 +
∑
α(1)

∥∥Λ−rYα
∥∥2

divergen si r ≤ 1 y convergen a r > 1. Se sigue inmediatamente de la comparasión

de estos con las series
∑

n n
−r [?]. Aqúı usamos la relación

2n+ 1

[n (n+ 1)]r
=

1

nr−1 (n+ 1)r
+

1

nr (n+ 1)r−1 .

ambas series
∑

α(1) X
−r/2
α y

∑
α(0) d

−r/2
α convergen a r > 2. Como resultado, la

validez de las otras afirmaciones del teorema siguen de [49].

Comentario 4.5 Aśı, podemos definir normas máximas (Schmidt’s)

∥∥D−r∥∥∗ =

∑
α(0)

d−rα


1/2

y
∥∥Λ−r

∥∥
∗ =

∑
α(1)

X−rα


1/2

(4.42)

a r > 1 y trazos de matrices

Spur
(
D−r

)
=
∑
α(0)

d−r/2α , Spur
(
Λ−r

)
=
∑
α(1)

X−r/2α (4.43)

a r > 2 de operadores D−r : Hs 7→ Hs y Λ−r : Hs
0 7→ Hs

0 respectivamente. Los

valores (4.42) y (4.43) son independientes de la base ortonormal elegida en Hs y Hs
0

[28].

El siguiente enunciado es el corolario del Teorema 4.2.

Lema 4.6 Sea s ∈ R y r ∈ R+. Entonces cada conjunto M limitado en la norma de

Hs+r es compacto en la norma de Hs.

Demostración 4.6 Consideremos una sucesión {Ψn} ⊂M que débilmente converge

en Hs+r, y mostramos que {Ψn} es la secuencia Cauchy en Hs. De hecho, debido a

(4.23) tenemos
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‖Ψn −Ψm‖s =
∥∥D−r (Ψn −Ψm)

∥∥
s+r

.

Pero por el Teorema 4.2 la sucesión {D−rΨn} converge en Hs+r-norma. Por tanto,

{Ψn} es la secuencia Cauchy en Hs. El lema queda demostrado.

Comentario 4.6 Es suficiente para probar que el encaje Hs ↪→ H t es compacto para

t < s. Entonces la estimación (4.37) implica que el encaje es compacta para todo

r ∈ (t, s). El Lema 4.2 es un caso particular del lemma de Rellich [7].

Lema 4.7 Sea s > 1. Entonces el espacio Hs es un ćırculo normalizado, es decir, si

Ψ, h ∈ Hs entonces f = Ψ· ∈ Hs y

‖f‖s ≤ C ‖Ψ‖s ‖h‖s , (4.44)

donde la constante C depende sólo de s.

Ahora damos un simple lemma sobre un orden de aproximación de una función

Ψ ∈ Hs para una suma finita TNΨ ∈ PN [54].

4.3. Rapidez de Convergencia de las Series de Fouri-

er

Lema 4.8 Sea s ∈ R y r ∈ R+. Entonces para todo Ψ ∈ Hs+r tenemos la siguiente

estimación de mejor aproximación en Hs-norma:

‖Ψ− TNΨ‖s ≤ N−r ‖Ψ‖s+r . (4.45)

En efecto, para todo Ψ ∈ Hs+r

‖Ψ− TNΨ‖2
s =

∑
α(N+1)

dsα |Ψα|2 ≤

≤ d−rN+1 ·
∑

α(N+1)

ds+rα |Ψα|2 ≤ N−2r ‖Ψ‖2
s+r .

La teoŕıa de mejor aproximación de funciones sobre una esfera en espacios Banach

Lp(S) (1 ≤ p ≤ ∞) es desarrollado en [25], [27], [40].
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Comentario 4.7 ([59]) Para cada polinomio esférico Ψ ∈ PN y para todo s ∈ R y

r ∈ R+ las desigualdades de Bernstein’s (ver [?]).

‖Ψ‖s+r = ‖DrΨ‖s ≤ 3r/2N r ‖Ψ‖s (4.46)

son válidas. Las estimaciones (4.46), (4.22) demuestran la equivalencia de || · ||s-
norma y || · ||s+r-norma en un espacio de dimensión finita PN . La prueba de la estimada

(4.46) es trivial.

4.4. Espacio C(S) de funciones continuas sobre una

esfera

Sea C(S) un espacio de Banach de funciones continuas en una esfera S equipada

con la norma

‖Ψ‖C(S) = maxx∈S |Ψ (x)| . (4.47)

Es conocido (ver [21], Teorema 3.4, pp. 36) que si una función Ψ ∈ C∞(S)

entonces para cada s ∈ R+ las series de Fourier-Laplace de Ψ convergen absolutamente

y uniformemente. Entonces∥∥∥∥∥
∞∑
n=N

ds/2n |Yn (Ψ)|

∥∥∥∥∥
C(S)

→ 0; cuando N →∞ (4.48)

Ahora, sea Ψ una función que pertenece a un espacio de Banach X. Introducimos

las sumas lineales

UN (Ψ;x) =
N∑
k=0

akNYk (Ψ;x) , (4.49)

donde {akN} es una matriz triangular:

a0N = 1, akn = 0 si k > N ;

k = 0, 1, 2 . . . N ; N ∈ Z0

En el problema de aproximación de funciones de un espacio Banach X por

sumas lineales (4.49) una de las principales preguntas es la próxima: si la cantidad
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‖UN(Ψ;x)−Ψ(x)‖X tiende a cero para cada función Ψ ∈ X) o no si N tiende a ∞?

Los criterios más comunes de convergencia se basan en el teorema de Banach-Steinhaus

sobre convergencia débil de una sucesión de funciones lineales continuas sobre X (Ver

[29], Teoremas 1*, 2*, pp. 197,198). Para funciones sobre una esfera de un espacio de

Hilbert Hs la respuesta es positivo, si UN(Ψ;x) = TNΨ(x) (que es, akN = 1∀k,N).

Sigue inmediatamente de las identidades de Parseval-Steklov’s (4.18). En espacios de

Banach tales identidades no son válidas y el problema de convergencia es esencialmente

complicado.

Ahora consideramos en caso cuando X = C(S) estudiado en algunas investiga-

ciones (ver por ejemplo, [74]). Funciones (4.49) pueden ser representadas en forma de

convolución

UN (Ψ;x) = (Ψ ∗KN) (x) , (4.50)

donde la función zonal KN esta dada por

KN (~x · ~y) =
N∑
k=0

akN (2k + 1)Pk (~x · ~y) . (4.51)

Teorema 4.2 ([74], pp. 82) Sea una función Ψ ∈ C(S). Entonces una sucesión

UN(Ψ;x) converge en el punto x ∈ S a Ψ(x), es decir,

ĺım
N→∞

UN (Ψ;x) = Ψ (x) , (4.52)

si y solo si las siguientes dos condiciones son satisfechas:

ĺım
N→∞

akN = 1, (k = 1, 2, 3, . . .) , (4.53)∫ 1

−1

|KN (µ)| dµ ≤ C0, (4.54)

donde la constante C0 no depende de N y µ,donde µ = sin Ψ = (~x, ~y) es coorde-

nada geográfica con el punto x como su polo.

Demostración 4.7 Si x ∈ S es fijo entonces los elementos UN(Ψ;x) y Ψ(x) pueden

ser considerados como funciones lineales continuas sobre C(S). Acordando un crite-

rio Banch-Steinhaus tenemos que (4.52) es válida si y solo si (4.52) se sostiene para
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todos los harmóminos esféricos Yα(x) (que son bases en C(S)) y normas de las fun-

ciones UN(Ψ;x) se limitan uniformemente para todo N . Pero la validez de (4.52) para

cada armónico esférico implica (4.53). Además, calculamos la norma de las funciones

UN(Ψ;x):

‖UN‖C = ĺım sup
‖Ψ‖C(S)≤1

|UN (Ψ;x)| = 1

4π

∫
S

|KN (~x · ~y)| dS (y) =
1

2

∫ 1

−1

|KN (µ)| dµ. (4.55)

De, los limites uniformes de normas de UN(Ψ;x) en N significa que (4.54) se

satisface. El teorema es probado.

Es fácil ver que (4.52) implica convergencia uniforme de UN(Ψ;x) a Ψ(x) sobre

la esfera S. De hecho (ver [74], pp. 82), para cada función Ψ ∈ C(S) y ε > 0 arbitrario

existe un polinomio esférico F =
∑M

α(0) bαYα ∈ PM tal que ‖Ψ− FM‖C(s) < ε. Seguimos

de (4.54), (4.55) que

‖Ψ− UN (Ψ)‖C(S) ≤ ‖Ψ− FM‖C(S) +

+ ‖FM − UN (F)‖C(S) + ‖UN (Ψ− FM)‖C(S) ≤

≤ (1 + 2C0) ε+
M∑
∞(0)

|| ‖Yα − UN (Yα)‖C(S) ,

donde debido a (4.52), (4.53) el ultimo término del lado derecho puede ser menor

que ε para un numero N suficientemente grande.

Aśı, las condiciones (4.53) y (4.54) completamente resuelven el problema de con-

vergencia uniforme de sumas lineales (4.49) a funciones continuas Ψ sobre una esfera.

Si usamos en (4.49) la suma Cesaro (C, α) (α > −1; ver [59]) de las series (4.13)

entonces el kernel kn en (4.51) tendrá la siguiente forma

Kα
N (~x · ~y) =

1

Cα
N+α

N∑
n=0

(2n+ 1)Cα
N+α−nPn (~x · ~y) . (4.56)

Aqúı Cα
k es el coeficiente binomial. El próximo teorema da estimados de kN para

valores diferentes de α.

Teorema 4.3 (de Gzonwall [59]) Sea
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LαN =

∫ 1

−1

|Kα
N (µ)| dµ. (4.57)

Entonces

LαN � N
1
2
−α a α <

1

2
,

LαN � lnN a α =
1

2
,

0 < LαN < C a α >
1

2
.

Aqúı � es el simbolo de equivalencia. La prueba del Teorema 4.4 para el caso

común de una esfera multidimensional esta dada en [74] (Teorema 3.3).

Si seguimos del Teorema 4.4 que la secuencia de sumas finitas TNΨ de series de

Fourier de Ψ no convergen a Ψ para una función arbitraria Ψ de espacio C(S). De

hecho, este caso el kernel SN(~x · ~y) = k0
N(~x · ~y) y debido al Teorema 4.4 la condición

(4.54) del Teorema 4.4 no se satisface. Por el teorema de Banach-Steinhaus existen

funciones tales Ψ(x) en C(S) que TNΨ(x) que no hacen converger a Ψ(x) en la norma

(4.47). Es más, las normas (4.55) de funcionales UN(Ψ) no se limitan ahora. Por tanto

para cada punto x ∈ S existe una función Ψ ∈ C(S) cuya serie Fourier-Laplace diverge

en el punto x. Sin embargo, debido al Teorema 1.5, la suma principal arimética o sumas

de Cesaro (C, 1)

UN (Ψ;x) =
1

N + 1

N∑
n=0

TNΨ (x) =
(
Ψ ∗K1

N

)
(x) (4.58)

de series (4.13) convergen a Ψ(x) uniformemente para todo Ψ ∈ C(S).

En conclusión daremos tres definciones y una declaración sobre la relación entre el

grado de suavidad de una función sobre una esfera y el orden de su mejor aproximación

por sumas esféricas (ver [8], [33]).

Definición 4.14 Para cada función Ψ ∈ C(S) un operador de traslación esférica S

por un ángulo h es definido por

ShΨ (x) =
1

2π sinh

∮
ρ(x,y)=h

Ψ (y) dy. (4.59)
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Aqúı ρ(x, y) es la métrica interna (3.12) sobre una esfera, y la integración es

llevada a acbo sobre el conjunto de puntos tales que y ∈ S que el ángulo entre dos radio

vectores unitarios ~x y ~y son iguales a h.

Definición 4.15 Llamamos una cantidad

ωΨ (γ) = suph≤γ ‖Ψ (x)− ShΨ (x)‖C(S) (4.60)

un modulo de continuidad de una función Ψ (x) ∈ C(S).

En conección con propiedades de módulos de continuidad ver, para instancias,

[14], [30].

Definición 4.16 Decimos que una función continua Ψ pertenezca a una clase de

Lip(α) de funciones Lipschitz sobre una esfera (0 < α < 2) si

ωΨ (γ) ≤Mγα (4.61)

Si α = 2 entonces

ωΨ (γ) ≤M sin2
(γ

2

)
ln
(

1/ sin2 γ

2

)
. (4.62)

Si α > 2 entonces ∆Ψ = 0 y Ψ = constante.

Teorema 4.4 ([33], Teorema 4-6) Sea p ∈ Z0 y Ψ(x) ∈ C(S). Entonces ∆pΨ ∈
Lip(α) si y solo si existe una suma esférica UN(Ψ;x) de PN tal que

‖Ψ (x)− UN (Ψ;x)‖C(S) ≤M ·N−(2p+α). (4.63)

La mejor teoŕıa de aproximación de funciones continuas sobre una esfera es de-

sarrollada en [8], [14], [27], [41].
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Caṕıtulo 5

Dinámica de Fluidos Ideales sobre

una Esfera

Los movimientos de fluidos incompresibles no viscosos sobre una esfera rotando

en dos dimensiones son descritos por la ecuación de vorticidad que toma en cuen-

ta importantes procesos dinámicos tales como interacciones no lineales, dispersión y

rotación de la esfera. Las soluciones satisfacen infinito número de leyes integrales de

conservación. Debido a su simplicidad relativa es un modelo matemático para el estudio

de la dinámica de fluidos no lineales.

Un gran número de trabajos de investigación fueron llevados a cabo en el contexto

de este modelo en tales problemas importantes como:

a) el mecanismo de interacción no lineal [9], [10], [15], [17], [26], [32], [44];

b) la construcción de soluciones exactas tales como ondas de Rossby-Haurwitz [20],[24],

[42], [50] y modons [37], [46];

c) la estabilidad de las soluciones con respecto a perturbaciones infinitésimales [18],

[23], [42], [62]-[67] y pequeñas perturbaciones finitas ([3], [4], [11], [12], [13]);

d) el mecanismo de propagación de trenes de onda de Rossby estacionarios a lo largo

del rayo de velocidad de grupo ([22]);

e) las dinámicas de ondas solitarias ([37], [38], [68]) y otros.

Este caṕıtulo es principalmente dedicado al estudio de soluciones de la ecuación

de vorticidad, a la dinámica de perturbaciones de tales soluciones, y a las leyes de
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conservación principales para la dinámica de fluidos no viscosos sobre una esfera. son

considerados en la Sección 1. El teorema de existencia y unicidad de una solución

egneralizada esta dado en la Sección 2. El teorema toma en cuenta las fuentes de

vorticidad externa. Además, la bien conocida clase de soluciones de onda diferenciables

infinitamente incluyendo todas las ondas de Rossby-Haurwitz, son descritas.

5.1. Las Leyes de Conservación Principales

Sea que consideremos el problema de la dinámica de un fluido incomprensible no

viscoso sobre la esfera unitaria S:

∂

∂t
∆Ψ + J (Ψ,∆Ψ + 2µ) = 0, (5.1)

∆Ψ (0, x) = ∆Ψ0 (x) . (5.2)

La ecuación (5.1) expresa la conservación de vorticidad absoluta ∆Ψ + 2µ. El

problema (5.1), (5.2) posee un infinito numero de integrales de las leyes de conservación

[11] [43] [59]:

∂

∂t

∫
S

µ∆ΨdS = 0, (5.3)

∂

∂t
K =

1

2

∂

∂t
‖∇Ψ‖2 = 0, (5.4)

∂

∂t
ξ =

1

2

∂

∂t
‖∆Ψ‖2 = 0, (5.5)

∂

∂t

∫
S

G (Ω) dS = 0, (5.6)

donde G(Ω) es una función diferenciable arbitraria de Ω,

Ω = ∆Ψ + 2µ (5.7)

es la vorticidad absoluta, K(t) es enerǵıa cinética total y ξ(t) es la integral de

entroṕıa. Por tanto

∫
S

µ∆ΨdS = −
∫
S

∇µ · ∇ΨdS =

∫
S

u
√

1− µ2dS, (5.8)
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la ecuación (5.3) es la integral de la ley de conservación de la velocidad de rotación

angular de un fluido sobre el eje Polar. La validez de (5.1) las forman las ecuaciones y

(2.2.14) de [59]:

〈J (ψ, f) , h〉 = 〈J (f, h)ψ〉 = −〈J (ψ, h) , f〉 (5.9)

J (ψ,Λrψ) = 0 (5.10)

〈J (ψ, µ) ,Λrψ〉 = 0 (5.11)

∂

∂t

∫
S

µ∆ΨdS = 〈∆Ψt, µ〉 = −〈J (Ψ,∆Ψ + 2µ) , µ〉 =

〈J (µ, 2µ) ,∆Ψ〉+ 〈J (Ψ, µ) ,∆Ψ〉 = 0.

La ecuación (5.4) sostiene que debido a

〈
J (ψ, h) , ψ̄r

〉
= 0 (5.12)

de [59]

∂

∂t
K = −〈∆Ψt,Ψ〉 = 〈(Ψ,∆Ψ + 2µ) ,Ψ〉 = 0.

La existencia de la ley (5.5) sigue de (5.12), (5.11):

∂

∂
ξ = 〈∆Ψt,∆Ψ〉 = 〈J (Ψ,∆Ψ + 2µ) ,∆Ψ〉 = 0.

Debido a (5.12) la ley (5.6) es también válida. De hecho,

∂

∂t

∫
S

G (Ω) dS =
〈

Ωt, G
′
(Ω)
〉

=
〈
J (Ω,Ψ) , G

′
(Ω)
〉

= 0.

Usando las leyes de conservación (5.4), (5.5) para enerǵıa y entroṕıa, Fjortoft

muestra que el intercambio de enerǵıa siempre da lugar a perdidas entre tres subespacios

diferentes Hn [15]. Además, si ` ≤ m ≤ n entonces existen solo dos caminos para el

intercambio de enerǵıa:

o H` → Hm ← Hn ni H` ← Hm → Hn,

donde las flechas muestran la dirección de transferencia de la enerǵıa cinética

de un subespacio a otro. La interacción resonante no lineal de triadas de armónicos



52 Dinámica de Fluidos Ideales sobre una Esfera

esféricos es caracterizado por los coeficientes de interacción no lineal. Los estimados

estad́ısticos muestran que alrededor del 70 % de eventos de triadas interectuando, la

mayor parte de la enerǵıa es transmitida a ondas más grandes [44]. La situación es

una casi conversión del flujo de entroṕıa: en alrededor del 60 % de eventos de triadas

interactuando la mayor parte del flujo de entroṕıa es dirigido a ondas más cortas.

De

K =
∞∑
n=1

Kn, ξ =
∞∑
n=1

χnKn, (5.13)

donde Kn es la parte de la enerǵıa cinética distribuida en el subespacio Hn, las

ecuaciones (5.4), (5.5) implican la conservación del numero espectral principal chia:

χa (t) = ξ (t)K (t) = const. (5.14)

De acuerdo a esta ley la enerǵıa K(t) no puede ser redistribuida, aśı que para

estar totalmente concentrada solo en un grupo de ondas de escala pequeña (esto es, en

el subespacio Hn con χn > χa) o solo en un grupo de ondas de gran escala (esto es, en

subespacios Hn con χn < χa).

Teorema 5.1 [15] Sea K la enerǵıa cinética total y N ∈ N. Sea χa el numero espectral

principal de una solución del problema (5.1), (5.2). Definimos a(t) y b(t) por

a (t) =
N∑
n=1

χnKn (t) /
N∑
n=1

Kn (t) ,

b (t) =
∞∑

n=N+1

χnKn (t) /
∞∑

n=N+1

Kn (t) (5.15)

donde Kn(t) es la parte de enerǵıa cinética distribuida en Hn. Entonces una parte

de de la enerǵıa cinética distribuida en el subespacio ⊕∞n=N+1Hn es igual a

RN (t) ≡ 1

K

∞∑
n=N+1

Kn (t) =
χa − a (t)

b (t)− a (t)
. (5.16)

Note que el limite superior en (5.16) son alcanzados cuando a(t) y b(t) son iguales

a sus valores admisibles mı́nimos. Por tanto, en el importante caso particular cuando

χa ≤ χL ≤ χN (esto es, la enerǵıa cinética es principalmente distribuida en una parte
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de gran escala del espectro) una parte de la enerǵıa la cual puede ser concnetrada en

pequeñas escalas esta limitada por:

RN (t) ≤ χL − a (t)

χN+1 − a (t)
. (5.17)

Por ejemplo [59], si la enerǵıa ttal de una solución es distribuida en el momento

inicial en H2 (K2 = K, L = 2) entonces a = χ2 y la enerǵıa será concentrada solo en

H2 para todo t > 0.

5.2. Soluciones de Onda Diferenciables Infinitamente

de la Ecuación de Vorticidad

En esta sección describimos la clase de soluciones exactas de la ecuación (5.1).

Pero previamente obtuvimos el teorema de existencia y unicidad del problema gener-

alizado

∂

∂t
∆Ψ + J (Ψ,∆Ψ) = F, Ψ (0, x) = Ψ0 (x) (5.18)

que es equivalente al problema de Euler para un fluido bidimensional sobre una

esfera.

Teorema 5.2 (Szeptycki [72]) Asumimos una función inicial Ψ0(x) ∈ H2
0 ∩ L∞(S) y

una fuente de vorticidad externa F (t, x) ∈ L2(0, T ;H1
0 ) ∩ L∞(Q). Entonces existe la

solución única Ψ(t, x) del problema (5.18) tal que

Ψ ∈ L∞
(
0, T ;H2

0

)
, ∆Ψ ∈ L∞ (Q) , Ψt ∈ L∞

(
0, T ;H1

0

)
(5.19)

y

−
∫ T

0

[〈∆Ψ, ht〉+ 〈J (Ψ, h) ,∆Ψ〉] dt =
〈
∆Ψ0, h (0, x)

〉
+

∫ T

0

〈F, h〉 dt (5.20)

se sostiene para todo h ∈ L2(0, T ;H2
0 ) satisfaciendo las siguientes condiciones:

h(T, x) = 0 y ht ∈ L2(0, T ;H1
0 ).

La demostración del Teorema 5.2 se basa en el método de viscosidad [72].



54 Dinámica de Fluidos Ideales sobre una Esfera

Comentario 5.1 Las únicas soluciones del problema (5.1), (5.18) siguen inmediata-

mente del Teorema 5.2 porque el termino 2Ψλ describiendo la rotación de la esfera S

puede ser excluido por una elección de un sistema coordenado rotado, donde

Ψ
(
t, λ

′
, µ
)

= Ψ (t, λ, µ)− µ. (5.21)

La clase más común de soluciones periódicas exactas de la ecuación de vorticidad

(5.1) fue, obtenida en [73]:

Ψ (t, λ, µ) = y
(
λ
′
, µ
′
)
− ωµ+ Ψ0. (5.22)

Aqúı, Ψ0 es una constante arbitraria, Y (x) es una eigenfunción del operador

Laplace-Beltrami:

−∆Y = χY,

χ es el eigenvalor correspondiente, el termino −ωµ representa la rotación de un

cuerpo sólido del fluido sobre el eje polar del sistema coordenado (λ, µ) y las coorde-

nadas primas se refieren a un sistema coordenado, cuyos polos N
′
= (λ0, µ0) se mueven

a lo largo de un ćırculo de latitud µ = µ0 con velocidad angular constante C, dada por

la relación de dispersión

C = ω − 2 (ω + 1) /χ. (5.23)

La solución (5.22) describe una configuración en cuya estructura Y (λ
′
, µ
′
) se

mueve con rapidez constante y sin cambio de tamaño y forma a través de un flujo

zonal Ψ = −ωµ.

Ahora probemos que la función (5.22) es una solución de la ecuación (5.1) (la

demostración detallada de esta declaración se puede ver en [75]). En efecto, tenemos

(ver (3.16)-(3.18))

λ
′
= λ

′
(λ, µ, λ0, µ0) , µ

′
= µ

′
(λ, µ, λ0, µ0) (5.24)

donde el polo N
′

movido tiene coordenadas

λ0 = ct, µ0 = const. (5.25)
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Note que

∂λ
′

∂λ0

= −∂λ
′

∂λ
,

∂µ
′

∂λ0

= −∂µ
′

∂λ
(5.26)

y

∆
′
Ψ
(
λ
′
, µ
′
)

= ∆Ψ (λ, µ) (5.27)

para cada punto x = (λ, µ) = (λ
′
, µ
′
). Aqúı ∆

′
esta dada por (3.4) pero con λ y

µ reemplazado por λ
′

y µ
′
. La validez de (5.26) sigue de la estructura de las formulas

(3.16)-(3.18), donde λ ocurre solo en la forma λ − λ0. En el momento que ∆ es un

operador diferencial, este tiene la misma forma en todos los sistemas coordenados que

tienen la misma estructura métrica, esto es (5.27) es también valida. Aśı, tenemos

∂

∂t
Ψ = −C ∂

∂λ
Ψ (5.28)

para cualquier función Ψ(λ
′
, µ
′
) cuya dependencia del tiempo se debe solo a la

dependencia del tiempo de λ
′

y µ
′

como se implica por (5.24) y (5.25). De hecho,

∂Ψ

∂t
=
∂Ψ

∂λ′
∂λ
′

∂t
+
∂Ψ

′

∂µ′
∂µ
′

∂t
. (5.29)

Usando (5.25) obtenemos

∂λ

∂t
=
∂λ
′

∂λ0

∂λ0

∂t
= −C∂λ

′

∂λ
,

∂µ
′

∂t
= −C∂µ

′

∂λ
. (5.30)

Las formulas (5.29), (5.30) implican (5.28). Debido a (5.27), (5.28) tenemos

∂

∂t
∆Ψ = Cχ

∂

∂λ
y, (5.31)

J (Ψ,∆Ψ + 2µ) = [2 + ω (2− χ)]
∂

∂λ
y. (5.32)

Aśı, la función (5.22) es una solución de la ecuación (5.1), si la condición (5.23)

es satisfecha.

Comentario 5.2 La solución exacta de la ecuación de vorticidad (5.1), si la condición

(5.23) es satisfecha en por
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Ψ (t, x) =
1∑

k=−1

bk (t)Y k
1 (x) +

n∑
m=−n

am (t)Y m
n (x) (5.33)

puede ser también reducida a la forma (5.22) para elegir un sistema coordenado

conveniente. Note que las relaciones

J
(
Y 0

1 , Y
m
n

)
= −im

√
3

4π
Y m
n , (5.34)

J
(
Y k

1 , Y
m
n

)
= i

√
3

8π
AkY

m+k
n , (k = ±1) (5.35)

son validas para armónico esférico arbitrario Y m
n (|m| ≤ n). Aqúı las constantes

A1 y A2 son determinadas por

A1 = [(n−m) (n+m+ 1)]1/2 , A−1 = [(n+m) (n−m+ 1)]1/2 . (5.36)

Estas formulas siguen de (3.3), (2.14), (2.15) y (2.1.3). Aśı, sustituyendo (5.33)

en la ecuación no lineal (5.1) obtenemos el sistema lineal de ecuaciones diferenciales

ordinarias encontrando los coeficientes de Fourier am(t) y bk(t).

Se ve fácilmente que la combinación lineal de cualquier solución exacta Ψ̃ y Ψ̂ de

la ecuación (5.1) también sera solución si y solo si la ecuación

J
(

Ψ̃,∆Ψ̂
)

= J
(

∆Ψ, Ψ̂
)

(5.37)

se satisface. Note que para una solución Ψ de la forma (5.5) las relaciones

∆Ψ = −χΨ + (2− χ)ωµ+ χΨ0, (5.38)

J (Ψ,∆Ψ) = (2− χ)ωΨλ = − (Cχ+ 2) Ψλ (5.39)

se sostiene debido a (5.23) y (5.32). Por tanto, para las soluciones (5.22) la

condición (5.37) tiene la forma

(χ̃− χ̂)Y
(

Ψ̃, Ψ̂
)

+ (2− χ̂) ω̂Ψ̃λ + 2 (2− χ̃) ω̃Ψ̂λ = 0 (5.40)

donde χ̃, ω̃ y χ̂, ω̂ son parámetros de las soluciones Ψ̃ respectivamente.



5.2. Soluciones de Onda Diferenciables Infinitamente de la Ecuación de Vorticidad 57

Proposición 5.1 La combinación lineal de cualquiera de dos soluciones de la ecuación

de vorticidad (5.1) de la clase (5.22) es también una solución de (5.1) si por lo menos

una de las siguientes condiciones es satisfecha.

1. ω̃ = ω̂ = 0 y χ̃ = χ̂,;

2. χ̃ = χ̂ = 2, esto es, Ψ̃, Ψ̂ ∈ H0 ⊕H1;

3. Ψ̃(µ) y Ψ̂(µ) son flujos zonales arbitrarios.

Obviamente, todos los tres casos son triviales y no de gran interés.

Note que cualquier onda Rossby-Haurwitz

Ψ (t, λ, µ) = −ωµ+
n∑

m=−n

amn Y
m
n (λ, µ) e−imCnt (5.41)

en el caso particular de la onda (5.22) bajo las restricciones siguientes [59]:

a) El polo N
′

del sistema coordenado primo coincide con el polo N , esto es, µ0 = 1;

b) La eigenfunción Y (λ, µ) representa un polinomio esférico uniforme de Hn (combi-

nación lineal de armónicos esféricos de grado n), esto es, χ = χn, donde n es

entero;

c) La constante Ψ0 = 0 en (5.22).

Sigue de la relación de dispersión (5.23) esto si la rotación del cuerpo solido

es igual a −ωµ entonces la velocidad angula de las ondas de Rossby-Haurwitz Cn =

ω − 2 (ω + 1)χn varia discretamente dentro del intervalo [−1, ω]. Note que Cn es la

función incrementada con respecto a n si ω > −1 y con respecto a ω si n > 1. Además,

si n es fijo entonces oscilaciones a bajas frecuencias corresponden a m numeros de onda

zonales más pequeños.
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Figura 5.1: Onda de Rossby-Haurwitz t́ıpica



Caṕıtulo 6

Sobre el Problema Espectral en el

Estudio de Estabilidad Lineal de

Flujos sobre una Esfera

6.1. Estabilidad de modo normal

Como se sabe [59], la dinámica barotrópica de gran escala de la atmosféra puede

ser aproximadamente descrita por la ecuación de vorticidad barotrópica no lineal (EVB)

para un fluido ideal sobre una esfera unitaria rotando:

∂∆ψ

∂t
+ J (ψ,∆ψ + 2µ) = 0 (6.1)

donde ψ(x) es la streamfunction, y x = (λ, µ) es un punto de S.

Brevemente se describirá el método de modos normales usados para el estudio de

inestabilidad normal de flujos continuos en dos dimensiones en un fluido incomprensible

sobre una esfera unitaria rotando S.

El movimiento de tal fluido es descrito por la ecuación de vorticidad no dimen-

sional no lineal [54]

∆ψt + J (ψ,∆ψ + 2µ) = −σ∆ψ + ν (−∆)s+1 ψ + f (6.2)

escrito en coordenadas geográficas (λ, µ), donde λ es la longitud, µ = sin θ (θ es

la latitud), ∆ψ(x, ) es la vorticidad relativa, ψ(x, t) es la streamfunction, ∆Ψ + 2µ es

la vorticidad absoluta, f(x, t) es la fuerza
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J (ψ, h) = (~n×∇ψ) · ∇h = ψλhµ − ψµhλ (6.3)

es el Jacobiano, ~n es el vector unitario normal a la superficie de la esfera S, y

∇h =

(
1√

1− µ2
hλ,,

√
1− µ2hµ

)
(6.4)

es el gradiente de la función h. Los términos J(ψ, 2µ) = 2ψlambda, σ∆ψ y ν(−∆)s+1

describen la rotación de la esfera, el arrastre lineal (fricción Rayleigh) y viscosidad tur-

bulenta, respectivamente (σ > 0, ν > 0). El orden s = 1 corresponde al termino de

viscosidad en las ecuaciones de Navier Stokes [34], mientras el orden s = 2 fue usa-

do en [12],[13], [53], [54]. Los numeros naturales s fueron introducidos por Lions [39].

Consideraremos el caso general de un orden real s : s ≥ 1.

Después asumimos que ambas la fuerza f(x, t) y la solución ψ(x, t) del problema

(6.1) son ortogonales a una función constante sobre la esfera S [59]:

∫
S

f (x) dx = 0,

∫
S

ψ (x) dx = 0. (6.5)

Sea ψ(x, t) = Ψ(x) + φ(x, t), donde Ψ(x) es la streamfunction de un flujo básico

y φ(x, t) es su perturbación. Las dinámicas de perturbación infinitesimal es descrita

por la ecuación linealizada.

ζt = Lζ, (6.6)

donde

Lζ ≡ J
(
Ω,∆−1ζ

)
− J (Ψ, ζ)− [σ + ν (−∆)s] ζ; ζ = L (ψ) (6.7)

es el operador lineal definido sobre funciones complejas valuadas suficientemente

suaves, Ω = ∆ψ + 2µ es la vorticidad absoluta del flujo básico, y ζ(x, t) ≡ ∆φ(x, t) es

la vorticidad relativa de la perturbación.

El método de modo normal sugiere para (6.6) una solución de la forma

ζ (x, t) = G (x) exp {ωt} , (6.8)

donde ω y G(x) son el eigenvalor y la eigenfunción del problema espectral.
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LG (x) = ωG (x) (6.9)

para el operador (6.7). El modo (6.8) se dice que es estable si Reω ≤ 0, inestable

si Reω > 0, y neutral si Reω = 0.

El producto interno y la norma de funciones sobre S esta definido como

〈f, g〉 =

∫
S

fḡdx =

∫ 1

−1

∫ 2π

0

fḡdx (6.10)

y

‖f‖ = 〈f, f〉1/2 , (6.11)

respectivamente, donde g(x) es el complejo conjugado de g(x). Usamos el método

espectral [43], [52], [53] cuando ambos, la solución ψ̃ y la perturbación ψ son expandidas

em series infinitas de los armónicos esféricos ortonormales Y m
n (λ, µ) = Pm

n (µ)eimλ de

grado n y numero de onda zonal m [21], [74]. Aqúı Pm
n (µ) es la función de Legendre

asociada de grado n y numero de onda zonal m. Sin perder generalidad, suponemos

que una solución de la ecuación (6.1) es ortogonal a una constante sobre la esfera S:

〈ψ, 1〉 =

∫
S

ψ (x) dx = 0. (6.12)

Denotamos por PN un subespacio de polinomios esféricos de grado N generado

por armónicos esféricos N(N + 2) con −n ≤ m ≤ n y n = 1, 2, . . . , N . En orden para

construir la matriz representando el operador L del problema (9)-(10) en el subespacio

PN , asumimos que ψ̃(x) pertenece a PM , y ψ(x, t) y ζ(x, t) = ∆ψ(x, t) pertenece a

PN(M < N), esto es,

ψ̃ =
M∑
β

ψ̃βYβ, ψ = ∆−1ζ = −
N∑
α

X−1
α ζαYα, ζ =

N∑
α

ζαYα. (6.13)

Por causa de simplicidad, después usamos las siguientes notaciones ampliamente

usadas por Platzman [47]: α = (mα, nα). Aśı, con k = mα y j = nα tenemos

Yα = P k
j (µ) eikλ, Xα = j (j + 1) , ζα = ζkj (6.14)

y
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N∑
α

=
N∑
j=1

J∑
k=−J

. (6.15)

Sustituyendo (6.13) en (6.6) y tomando el producto interno de la ecuación obteni-

da con un armónico Yα, tenemos

d

dt
ζα = 〈Lζ, Yα〉 =

∫
S

(Lζ)Yαds =
N∑
γ

Lαγζγ, (6.16)

donde

Lαγ = 〈LYγ, Yα〉 (6.17)

es el elemento de la matriz L representando el operador L en el subespacio PN .

Lζ = −J
(
ψ̃, ζ

)
− J

(
∆−1ζ, Ω̃

)
(6.18)

Sustituyendo (6.18) en (6.17) obtenemos

Lαγ = −
〈
J
(
ψ̃ +X−1

γ Ω̃, Yγ

)
, Yα

〉
. (6.19)

Aśı, en subespacio PN , el problema (6.6) es reducido a

d

dt
~ζ = L~ζ. (6.20)

El elemento de la matriz (6.19) puede ser escrito como

Lαγ =
M∑
β

(
X−1
β −X

−1
γ

)
Bβαγ ζ̃β + i2mγX

−1
γ δαγ, (6.21)

donde δα,γ es la matriz identidad [59], donde

Bβαγ = 〈J (Yβ, Yγ) , Yα〉 (6.22)

es la triada no lineal del coeficiente de interacción [43]. Buscando una pertur-

bación infinitesimal en la forma de un modo normal

ψ (x, t) = Ψ (x) eωt, ζ (x, t) = ∆Ψ (x) eωt (6.23)

sigue al problema espectral
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LV = ωV. (6.24)

para el operador L donde ω = ωr + iωi es el eigenvalor, y V (x) = ∆Ψ(x) es

la eigenfunción correspondiente. La streamfunction de modo normal puede ser escrita

como

ψ (x, t) = |Ψ (x)| eωrtei(θ+ωit), (6.25)

donde

Ψ (x) = Ψr (x) + iΨi (x) = |Ψ (x)| eiθ (6.26)

es la amplitud, y θ ≡ θ (x) = arg Ψ(x) es la fase inicial del modo. Aśı, un

modo (6.23) [o (6.25)] es inestable si ωr > 0, decayendo si ωr < 0, neutral si ωr = 0,

y estacioanrio si ωi = 0. El tiempo de e-plegamiento τe y periodo T del modo son

determinados (en d́ıas) como τe = 1/2π|ωr| y T = 1/|ωi|, respectivamente.

El problema espectral diferencial (6.24) es reducido al problema espectral discreto

L~v = ω~v

en el subespacio PN con el eigenvector ~v = {Vγ} = {−XγΨγ} cuyos componentes

son coeficientes de Fourier Vγ de la eigenfucnión V con nγ ≤ N .

Note que

Ω̃ = ∆Ψ̃ + 2µ = −XnΨ̃ (6.27)

para una onda de RH estacionaria [63], y elementos de la matriz (6.19) son

Lαγ =
(
X − nX−1

γ − 1
) 〈
J
(

Ψ̃, Yγ

)
, Yα

〉
. (6.28)

6.2. Operador Espectral para un Fluido Viscoso

Ahora mostraremos que para un fluido viscoso, la resolvente del operador (6.7)

del problema espectral (6.9) es compacto.
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Teorema 6.1 ([71]) Sea s ≥ 1, ν > 0 y sea Ψ(x) un flujo básico sobre la esfera S tal

que

máx
x∈S
|∇Ψ (x)| ≤ C1, máx

x∈S
|∇Ω (x)| ≤ C2. (6.29)

Entonces L : H0 → H0 con el dominio H2s es el operador con una resolvente

compacta y de, su espectro consiste enteramente de eigenvalores isolados con multipli-

cidad finita. El único punto de acumulación si existe, tiende a infinito.

Demostración 6.1 El problema espectral (6.9) puede ser escrito como

νΛ2sG+ σG+ J (Ψ, G)− J
(
Ω,∆−1G

)
= −ωG. (6.30)

Es la formulación generalizada para encontrar una solución no cero ζ ∈ Hs tal

que

ν 〈Λsζ,Λsh〉+M (ζ, h) = − (ω + σ) 〈ζ, h〉 (6.31)

se cumple para cualquier función h ∈ Hs donde

M (ζ, h) = 〈J (Ψ, ζ) , h〉 −
〈
J
(
Ω,∆−1ζ

)
, h
〉
. (6.32)

Una solución suficientemente suave de (6.31) es también una solución del prob-

lema (6.30).

Por la desigualdad de Schwarz,

〈Λsζ,Λsh〉 ≤ ‖Λsζ‖ ‖Λsh‖ = ‖ζ‖s ‖h‖s . (6.33)

Aśı, para un ζ ∈ Hs fijo, la forma sesquilineal 〈Λsζ,Λsh〉 es una funcional lineal

limitada de h ∈ Hs, y por el teorema de Riesz [28],

〈Λsζ,Λsh〉 = 〈Tζ, h〉s , (6.34)

donde T : Hs → Hs es el operador no negativo autoadjunto y limitado.

Tomando en cuenta (6.29), los lemas 4.2 4.2 y a la demostración 4.2, y el hecho

de que s ≥ 1, obtenemos

|M (ζ, h)| ≤
(
C1 ‖∇ζ‖ ‖h|+ C2

∥∥∇∆−1ζ
∥∥) ‖h‖

=
(
C1 ‖Λζ‖+ C2

∥∥Λ−1ζ
∥∥) ‖h‖
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=
(
C1 ‖ζ‖+ C2 ‖ζ‖−1

)
≤ C ‖ζ‖s ‖h‖ ≤ K ‖ζ‖s ‖h‖s . (6.35)

Aśı para un ζ ∈ Hs fijo, la forma sesquilineal (6.32) es una funcional lineal

limitada de h en Hs y por teorema de Riesz,

M (ζ, h) = 〈Fζ, h〉s , (6.36)

donde el operador F : Hs → Hs esta limitado.

Ahora mostramos que el operador F : Hs → Hs es compacto. Sea {un} una

secuencia de elementos Hs que converge débilmente a un elemento u. De F : Hs → Hs

es el operador limitado, {Fun} también converge débilmente a un elemento Fu en

Hs. Debido al Corolario 4.2, ambas secuencias convergen en H0 : ‖un − u‖ → 0 y

‖Fun − Fu‖ → 0 como n→∞. Usando (6.35) y (6.36) obtenemos

‖Fun − Fum‖2
s ≤ C ‖un − um‖s ‖Fun − Fum‖ .

Aśı {Fun} es la secuencia Cauchy en Hs; esto es, F : Hs → Hs es compacta.

Finalmente, de

〈ζ, h〉 ≤ ‖ζ‖ ‖h‖ ≤ 2−s/2 ‖ζ‖ ‖h‖s ,

la forma sesquilineal 〈ζ, h〉 es continua con respecto a h ∈ Hs para cada ζ ∈ H0

fijo, y por el teorema de Riesz,

〈ζ, h〉 = 〈Rζ, h〉s , (6.37)

donde el operador R : H0 → Hs es limitado. Además, su restricción R : Hs → Hs

es autoadjunto no negativo (debido a (6.37)) y compacto como el producto RΛ−s

del operador compacto Λ−s : Hs → H0 (ver Teorema 4.2) y el operador limitado

R : H0 → Hs ([28], Teorema 4.8).

Debido a (6.34), (6.36) y (6.37), la identidad (6.31) es equivalente a

v 〈Tζ, h〉s + 〈Fζ, h〉s = − (ω + σ) 〈Rζ, h〉s (6.38)

o a la ecuación operador

(vT + F) ζ = − (ω + σ) Rζ. (6.39)
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Mostramos que el inverso al operador B = vT + F + ω0R : Hs → Hs es limitado

si el numero positivo ω0 es suficientemente grande. De hecho, sea Bv = w. Tomando en

cuenta que 〈Tv, v〉s y 〈Rv, v〉s ambos son no negativos y usando (6.39), (6.34), (6.35),

(6.37) y desigualdad-ε, obtenemos

‖w‖s ‖v‖s ≥ |〈w, v〉s| = |〈Bv, v〉s| ≥ v 〈Tv, v〉s + ω0 〈Rv, v〉s − |〈Fv, v〉s|

≥ v ‖Λsv‖2 + ω0 ‖v‖2 −K ‖v‖2
s

≥
(
v −Kε2

)
‖v‖2

s +

(
ω0 −

K

4ε2

)
‖v‖2 .

Poniendo ε2 < v/K y entonces escogemos ω0 tal que ω0 > K/(4ε2), obtenemos

el estimado requerido:

‖v‖s ≤ C ‖w‖s = C ‖Bv‖s .

Aśı,

Bζ = (ω0 − ω − σ) Rζ (6.40)

o

Aζ = (ω0 − ω − σ)−1 ζ, (6.41)

donde el operador A = B−1R : Hs → Hs es compacto siendo el producto del

operador limitado B−1 y operador compacto R. Note que si s > 1, entonces ambos

R : Hs → Hs y A : Hs → Hs son los operadores Hilbert-Schmidt.

Concluimos que ω es un eigenvalor del problema (6.31) si y solo si (ω0−ω−σ)−1

e sun eigenvalor del operador compacto A. Por tanto, existe a lo sumo un conjunto

contable de eigenvalores isolados del problema (6.31), y de, del problema (6.30), etso

es, el operador L. Cada eigenvalor limitado es de multiplicidad finita. El único punto

de acumulación de los eigenvalores podŕıa tender a infinito. El teorema es demostrado.

Para el caso de un dominio limitado sobre el plano y s = 1, este resultado

demostrado en [35]. La integridad del sistema de eigenfunciones y eigenfunciones gen-

eralizadas del operador A : Hs → Hs sigue del teorema Naimark [45].
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Teorema 6.2 Variedades inestables en una vecindad de un flujo estacionario Ψ(x) es

de dimensión finita.

Demostración 6.2 Sea W = −L. Entonces (6.30) y (6.35) siguen a

|〈Wζ, h〉| ≤ C0 ‖ζ‖s ‖h‖s , (6.42)

donde C0 = v+σ2−s+K. Tomando en cuenta (6.32), ecuación Re〈J(Ψ, h), h〉 = 0

y estimamos (6.35) y (4.24) obtenemos

Re
〈
J
(
Ω,∆−1h

)
, h
〉
≤ C2 ‖h‖−1 ‖h‖ ≤ C0 ‖h‖2

o

Re 〈Wh, h〉 = v ‖h‖2
s + σ ‖h‖2 −Re

〈
J
(
Ω,∆−1h

)
, h
〉

≥ v ‖h‖2
s − C0 ‖h‖2 . (6.43)

Aśı, el operador W = −L satisface todas las condiciones de la afirmación de

Sattinger ([51], Lema 3.1), y todos los eigenvalores del operador L (o problema espectral

((6.9)) tienden dentro del dominio parabólico

Reω < −K1 (Imω)2 +K2, (6.44)

donde K1 y K2 son algunas constantes positivas fijas. Seguimos de (6.44) y el

Teorema 7.2 que el operador L : H0 → H0 puede tener solo un numero finito de los

eigenvalores con parte real positiva, esto es, múltiplos inestable en una vecindad del

flujo estacionario Ψ(x) es de dimensión finita. El teorema es demostrado.

6.3. Operador Espectral para un Fluido Ideal

Hemos mostrado que para un fluido viscoso (v > 0), el espectro del operador L

es discreto, además los eigenvalores pueden agruparse únicamente al infinito. Considere

ahora la estabilidad de modo normal de un flujo de un fluido ideal sobre una esfera

rotando (v = 0, σ = 0, f = 0). La dinámica de fluidos es entonces gobernada por [51],

∆ψt + J (ψ,∆ψ + 2µ) = 0, (6.45)
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y al contrario de un caso viscoso, el operador L tiene un espectro continuo no

vaćıo también [71]. De hecho, para un flujo zonal Ψ(µ), este operador acepta la forma

Lζ ≡
(
Ψµ − Ωµ∆−1

)
ζλ, (6.46)

y la solución de (6.6) puede ser encontrada en la forma de un modo normal

ζ (t, λ, µ) = G (µ) exp (im (λ− ωt)) (6.47)

o como streamfunctions

φ (t, λ, µ) = B (µ) exp (im (λ− ωt)) = A (λ, µ) exp (−imωt) .

La sustitución de (6.47) en (6.6) sigue al problema espectral

(L1 + L2) ζ = ωζ,

L1ζ = −Ψµζ, L2ζ = Ωµ∆−1ζ. (6.48)

Note que L = im(L1 + L2) y

Lζ = %ζ, % = imω.

Note también que junto con una solución ω, ζ, el problema (6.48) tiene una

solución compleja conjugada ω̄, ζ̄. El operador L1 tiene un espectro puramente continuo.

∑
(L1) =

[
mı́n
−1≤µ≤1

{−Ψµ} , máx
−1≤µ≤1

{−Ψµ}
]
. (6.49)

Por definción, el espectro esencial de un operador contiene todos sus eigenvalores

excepto para los eigenvalores isolados con multiplicidad finita. Por tanto, el espec-

tro esencial
∑

e(L1) de operador L1 coincide con
∑

(L1). Por otro lado, el operador

L2 es compacto como el producto del operador limitado L3u = Ωµu y el operador

compacto ∆−1. Del espectro esencial de un operador es conservado bajo una pertur-

bación compacta ([28], Captulo IV, Teorema 5.35), obtenemos que el espectro esencial∑
e(L1 + L2) de operador L1 + L2 coincide con

∑
(L1) y contiene solo eigenvalores

reales. Aśı la siguiente afirmación es válida:
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Teorema 6.3 ([71]) Sea Ψ(µ) un flujo zonal, además |Ψµ(µ)| ≤ C1 y |Ωµ(µ)| ≤ C2.

Entonces para cualquier eigenvalor del espectro esencial del operador (6.46), el modo

normal (6.47) correspondiente es neutral. Un modo inestable, si existe, corresponde a

un eigenvalor isolado ω con multiplicidad finita.

Ejemplo 6.1 Consideremos un flujo superrotacional

Ψ (µ) = −Cµ (6.50)

sobre la esfera (C es la velocidad de rotación). El espectro esencial del operador

L1 + L2 consiste de un punto único ω = C. De acuerdo a la condición de inestabilidad

lineal Rayleigh-Kuo [31], [48] los modos normales inestables pueden existir solo si la

derivada de vorticidad absoluta (d/dµ)Ω ≡ 2 + (d/dµ)∆Ψ cambia su signo en el in-

tervalo (−1, 1). En nuestro caso, (d/dµ)Ω = 2(C + 1), y de, flujo (6.50) es linealmente

estable, además todos los modos (6.47) son neutrales.

Los eigenvalores isolados y modos correspondientes (6.47) pueden ser fácilmente

obtenidos usando la onda Rossby-Haurwitz [59].

ψ (λ, µ, t) = −Cµ+
n∑

m=−n

amY
m
n (λ− ωnt, µ) . (6.51)

De hecho, la onda (6.51) es la solución exacta a la ecuación de vorticidad (??)

para valores arbitrarios C y am con tal que

ωn = C − 2 (C + 1)

n (n+ 1)
, n = 1, 2, 3, ... (6.52)

Podemos considerar cada termino amY
m
n (λ − ωnt, µ) en (6.51) como una per-

turbación de flujo (6.50), además esta perturbación es también solución exacta de la

ecuaicón linealizada (6.6) y el problema espectral (6.48) con ω igual a (6.52). Por tanto,

para cada n, el numero (6.52) es el eigenvalor con multiplicidad de modos normales

2n+ 1, y 2n+ 1 linealmente independiente (harmónicos esféricos)

ζ (t, λ, µ) = Y m
n (λ− ωnt, µ) , −n ≤ m ≤ n. (6.53)

forman la base del eigenespacio correspondiente que coincide con el subespacio

Hn de los polinomios esféricos homogéneos de grado n (ver (4.9)). En una vecindad del

flujo (6.50), la unión de tales modos normales para todo numero (n( forman las bases
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para perturbaciones infinitésimales del espacio de Hilbert H0. Aśı, el espectro discreto

de L1 + L2 consiste de los eigenvalores isolados reales (6.52) perteneciendo al intervalo

[−1, C) para C > −1 y el intervalo (C,−1] para C < −1. El punto único ω = C del

espectro esencial es el único punto de acumulación de los eigenvalores isolados.

El Ejemplo 6.1 muestra que, al contrario de un fluido viscoso (Teorema 6.1), el

operador espectral para un fluido ideal puede tener puntos de acumulación limitados.

Ejemplo 6.2 Considere ahora el flujo zonal

Ψ (µ) = −Cµ+ aPn (µ) , (6.54)

donde a es la amplitud del flujo, y Pn(µ) es el polinomio de Legendre de grado

n(n = 1, 2, 3, ...). Este flujo es linealmente estable si n = 1 (Ejemplo 6.1) y n = 2 [64].

Sea n ≥ 3. De acuerdo a la condición de inestabilidad de Rayleigh-Kuo [31], [48] modos

normales inestables (6.47) puede existir solo si la derivada de la vorticidad absoluta

(d/dµ)Ω = 2(C + 1) − an(n + 1)(d/dµ)Pn del flujo (6.54) cambia su signo al menos

en un punto del intervalo (−1, 1). Aśı, la inestabilidad puede ser desarrollada solo si

|a| > acr; esto es, cuando la amplitud del flujo a excede un valor critico

acr = 2 |C + 1|
{
N (n+ 1) máx

µ

∣∣∣∣ ddµPn (µ)

∣∣∣∣}−1

. (6.55)

La amplitud critica acr incrementa con |C + 1|, desciende cuando el grado n del

flujo básico crece, y es ausente cuando C = −1. Para la otra condición de inestabilidad

innecesaria [71], amplitud A(λ, µ) de cada modo inestable debe satisfacer

χA = n (n+ 1) , (6.56)

donde
√
χA =

√
η(A)/K(A) es el numero espectral promedio de Fjrtoft de

A(λ, µ) [15], y K(A) = (1/2)‖∇A‖2 son la enerǵıa cinética y entroṕıa de A(λ, µ),

respectivamente. Debido a (6.56), el numero de onda zonal m de cualquier modo in-

estable (6.47) debe satisfacer la desigualdad 0 < |m| ≤ n [59].

Sustituyendo (6.54) en (6.48) y usando otra vez la onda (6.51) obtenemos el punto

ωn = C − 2 (C + 1)

n (n+ 1)

es el eigenvalor del operador L1 + L2 con multiplicidad 2n + 1, que puede ser

isolado o pertenece a su espectro esencial dependiendo de los valores C, a y n. Los modos
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correspondientes 2n + 1 (6.53) son neutrale sy forman y forman bases ortogonales en

el eigenespacio Hn (ver (4.9)); esto es, cualquier disturbio de Hn es estable a pesar del

hecho de que (6.56) se satisface. Por tanto, además de (6.56), la amplitud de cada modo

inestable debe tener proyecciones no zero sobre subespacios Hk con k > n y k < n a la

vez [63].

En ambos ejemplos, el espectro esencial del operador L1 + L2 es real, coincide

con el espectro
∑

(L1) y es limitado debido a (6.49). Ahora mostramos que todos

los eigenvalores correspondientes a los modos inestables del flujo (6.54) son también

limitados. De hecho, en términos de la perturbación de la streamfunction, (6.48) acepta

la forma

−Ψµ∆φ+ Ωµφ = ω∆φ. (6.57)

Tomando el producto interno (6.10) de cada término de (6.57) con φ y usando

(4.24) y condiciones de inestabilidad (6.56), obtenemos

|ω| ≤ máx
−1≤µ≤1

|Ψµ|+
n (n+ 1)

4
máx
−1≤µ≤1

|Ωµ| , (6.58)

donde (d/dµ)Ψ = a(d/dµ)Pn − C y (d/dµ)Ω esta dada en el ejemplo 2. Aśı, la

proporción de crecimiento de modos inestables para el flujo (6.54) caracterizado por

Imω es limitado. Para C = 0 este resultado se muestra en [63]. Si seguimos de (6.58) que

un múltiplo inestable en una vecindad del flujo (6.54) es de dimensión finita siempre

que eigenvalores con Imω > 0 no tengan puntos de acumulación.

6.4. Matriz de Estabilidad

Ahora discutimos brevemente el papel del arrastre lineal, difusión turbulenta y

rotación de la esfera en el estudio de la estabilidad de modo normal. Sea M y N numeros

de truncación triangulares para el flujo básico y disturbancia, respectivamente. La

matriz de estabilidad representada en el operador (6.7) en el subespacio de polinomios

esféricos de grado ≤ N puede ser escrito como [59], [64]

Lαγ =
M∑
β

Bβαγ +Dαγ, (6.59)

donde
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Bβαγ =
(
χβχ

−1
γ − 1

)
Ψβ 〈J (Yβ, Yγ) , Yα〉

es el coeficiente de la interacción no lineal de los tres armónicos esféricos Yα, Yβ

y Yγ,Ψβ es el coeficiente de Fourier de la estreamfunction de flujo básico Ψ(x), y

Dαγ =
{
−
(
σ + vXs

γ

)
+ 2imγX

−1
γ

}
δαγ (6.60)

es la matriz diagonalizada. Hemos usado aqúı las notaciones Platzman [47]: un

ı́ndice complejo α = (mα, nα), χα = nα(nα + 1) y

M∑
β

≡
M∑

nβ=1

nβ∑
mβ=−nβ

.

Las partes reales −(σ + vχsγ) de las entradas diagonales de (6.60) representan el

arrastre lineal y difusión turbulenta. Si se sigue de (6.60) que el arrastre lineal resulta

solo cambiando todos los eigenvalores de la matriz (6.59)a lo largo del eje real a la

izquierda a través del valor σ. Aśı, la estabilidad de todos los modos normales uni-

formemente incrementa con σ. Para un fluido viscoso (v > 0), los términos diagonales

vχsγ = v[nγ(nγ + 1)]s sube con v y s y nγ incrementando la distancia entre eigenval-

ores debido al teorema de Gerschgorin [36]. Este hecho es favorable para resolver el

problema espectral (6.9) con alta exactitud.

Los Ejemplos 6.1 y 6.2 muestran que la esfera en rotación en general estabiliza

un flujo barótropico. Por ejemplo, la amplitud critica acr para la inestabilidad del flujo

zonal debe su origen a la rotación de la esfera. De hecho, de acuerdo a la condición

Rayleigh-Kuo [31], [48] un flujo zonal es exponencialmente estable si su amplitud es

suficientemente pequeña (o, esto es lo mismo, si la esfera en rotación es suficientemente

fuerte). En la matriz de estabilidad (6.59), la rotación es representada por las partes

imaginarias 2imγχ
−1
γ de las entradas diagonales de (6.60) que son pequeñas para un |mγ|

pequeño. Tomando en cuenta que los armónicos esféricos Yγ(x) con un numero fijo mγ

forman un subespacio invariante de perturbaciones infinitésimales (ver (6.47)), ahora

podemos explicar el bien conocido resultado numérico, de acuerdo al cual el numero

de onda zonal m de los modos más inestables (6.47) de un flujo zonal es comúnmente

pequeño (1 ≤ |m| ≤ 3) [71].
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Figura 6.1: Viento Zonal (figura superior) que corresponde al flujo ψ(µ) = P5(µ) y el

modo normal más inestable (figura inferior) u ∼ P4(µ)
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Figura 6.2: Perfil del flujo zonal asociado con un polinomio de Legendre de grado n = 6

(A) La parte real de la amplitud del modo más inestable m = 2 (B) Streamfunction

de la onda de Rossby-Haurwitz con m = 4 y n = 5 (C) La parte real de la amplitud

del modo más inestable m = 1 (D)
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Figura 6.3: El perfil de velocidad ũ(µ) de la onda zonal Rossby-Haurwitz (14) con

n = 5 y a = 0,0052 (Fig. 6.3a), e isoĺıneas de Ψr(λ, µ, t) para los modos más inestables

(ω = 0,0268) al momento t = 0 (Fig. 6.3b), t = T/8 (Fig. 6.3b) y t = T/4 (Fig. 6.3d).
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Figura 6.4: Onda Rossby-Haurwitz básica Ψ̃(λ, µ) = −ωµ + aP 2
3 (µ) cos 2λ, en las am-

plitudes a = 0,011, 0,012, 0,014, 0,016, respectivamente.
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Figura 6.5: Modos más inestables para la onda de Rossby-Haurwitz Ψ̃ = −ωµ =

aP 2
3 cos 2λ; a) Aqúı no hay modos inestables, es modo neutral que corresponde al

armónico esférico Y 2
3 (λ, µ)
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Esfera
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Apéndice A

Lista de Śımbolos

R Números reales

RN Espacio eucĺıdeo N -dimensional

R3 Espacio eucĺıdeo 3-dimensional

R2 Espacio eucĺıdeo 2-dimensional

R2
+ Semiplano con segunda coordenada positiva

RN+1
+ Semiespacio con la última coordenada positiva

Q Números racionales

C Números complejos

N Números naturales

Z Números enteros

A×B Producto cartesiano de A y B.

C∞ Funciones indefinidamente diferenciables

C∞0 Funciones indefinidamente diferenciables y con soporte compacto.

C Funciones continuas

C1 Funciones con primeras derivadas continuas

C2 Funciones con segundas continuas

C3 Funciones con terceras derivadas continuas

Ck Funciones con k derivadas continuas

Cα Funciones Holderianas

L2 Funciones de cuadrado integrable

< Parte real

〈, 〉 Producto escalar canónico en RN .
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Apéndice B

Análisis Vectorial

Identidades Vectoriales

En las siguientes fórmulas, φ es cualquier escalar y a, b, y c son cualquier vector.

∇×∇φ = 0

∇ · (φa) = φ∇ · a + a · ∇φ
∇× (φa) = ∇φ× a + φ (∇× a)

∇ · (∇ · a) = 0

(a · ∇) a = 1
2
∇ (a · a)− a× (∇× a)

∇× (∇× a) = ∇ (∇ · a)−∇2a

∇× (a× b) = a (∇ · b)− b (∇ · a)− (a · ∇) b + (b · ∇) a

∇ · (a× b) = b · (∇× a)− a · (∇× b)
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