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Resumen 
 
En diferentes áreas de la Ingeniería  el proceso de transferencia de Calor, toma un papel 
muy importante, ya que debido a este, el equipo diseñado puede sufrir daños considerables. 
La importancia de la transferencia de Calor en el desarrollo tecnológico por ejemplo en el 
diseño de aletas,  aisladores de calor para tener menos pérdidas entre otras. Al tener este 
tipo de problemas es bueno realizar un prototipo, el cual será evaluado por técnicas 
numéricas, las cuales deben de ser confiables y tener una solución al problema  
rápidamente,  en este caso se analizan las técnicas de elemento finito y elemento frontera,  
para resolver la ecuación no lineal del calor.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Abstract 
In different areas of engineering the Heat Transfer process, takes a very important place, 
since, due to it, the designed equipment can suffer considerable damages.     
The importance of Heat transfer in the technological development, for example in the 
design of fins, heat insulators that reduce losses, among others. When this kind of problems 
present, it is good to carry out a prototype, which will be evaluated using numerical 
methods, which should be reliable and have a quick solution to the problem, in this case the 
techniques of finite element and element frontier are analyzed, to solve the non lineal 
equation of the heat.   
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Introducción 
 
En la transferencia del calor como en otras ramas de la ingeniería la solución optima de un 
problema, requiere no únicamente de leyes y mecanismos físicos del calor, si no también de 
fenómenos de transporte que comprenden el comportamiento de los flujos, de la masa y de 
la energía. 
Por otro lado, la importancia de los métodos numéricos en la solución a problemas sobre el 
fenómeno de la transferencia de calor ha sido relevante en las ultimas dos décadas con el 
avance computacional y la algorítmica que ha permitido prácticamente realizar análisis, 
diseño, y simulación computacional de un fenómeno físico a una realidad virtual del 
fenómeno, tal como ha ocurrido en particular del Método del Elemento Finito y elemento 
finito frontera que representan dos de los métodos mas sofisticados  y completos en la 
actualidad en la solución a problemas complejos de la física y de la ingeniería, en particular 
la solución de la ecuación de calor para fenómenos no lineales y dominios estructurados de 
una manera compleja como en el caso que nos ocupa. 
 
Antecedentes: el fenómeno de la transferencia de calor ha sido estudiado rigurosamente 
desde el año 1750 por I. Lomonosov, quien estableció las bases Físicas fundamentales de la 
transferencia de calor, y fue con los trabajos  científicos de J. B. Fourier (1800) con la 
teoría analítica del calor establece la teoría matemática de las leyes de propagación del 
calor y los trabajos de Sadi Carnot en 1824 Reflexiones sobre la fuerza motriz del calor y 
sobre las maquinas capaces de desarrollar esta fuerza. Posteriormente los trabajos de 
Claypeyron en un trabajo publicado utilizo la representación grafica de los procesos 
teóricos. Las curvas exotérmicas y adiabáticas conocidas hasta hoy son el resultado de estos 
trabajos. La ley más importante de la naturaleza que es sobre la ley de conservación de la 
energía fue establecida hasta 1843 por Mayer  conocido como el primer principio de la 
Termodinámica. De esta manera tanto el desarrollo de la teoría del calor como la 
termodinámica constituyen aspectos  fundamentales en el desarrollo científico y 
tecnológico. Los resultados de las diversas investigaciones desarrolladas durante 150 años 
muestran que el fenómeno de la transferencia del calor es un proceso complejo. 
Actualmente la tecnología  moderna contempla un conocimiento, análisis y profundo 
interdisciplinarias de Termodinámica, Transferencia de calor, Mecánica de Fluidos, 
Ciencias de los materiales, procesos Metalúrgicos, entre otras, exigiendo un mayor dominio 
de Técnicas sofisticadas, como Métodos Numéricos y de simulación computacional, 
modelación Matemática sofisticada, como las Técnicas de descomposición del dominio 
como son los Métodos del elemento finito y elemento finito frontera. 
 
Justificación. Es un  hecho de que el desarrollo de  tecnologías en la fabricación de nuevos 
materiales, o de materiales compuestos, de la transferencia de calor ,del conocimiento, nos 
ha llevado a que los fenómenos físicos sean mas difíciles de comprender  tal como ocurre 
con el fenómeno de la transferencia de calor lo que nos ha llevado a desarrollar lo que nos 
ha llevado a desarrollar nuevas técnicas numéricas y computacionales en la solución de 
estos problemas como es el caso de la ecuación de calor  general sobre todo en dominios 
polimateriales y de geometría arbitraria. 
El método del elemento frontera  es un método numérico que permite resolver ecuaciones 
diferenciales parciales  no lineales en dominios polimateriales y geometrías complejas, con 
un gran ahorro de cómputo y económico. 

 x



Siendo esta  la razón  por la cual se propuso formular esta técnica híbrida para la solución 
numérica de la ecuación general del calor. 
 
Objetivos. El objetivo de este trabajo es el de desarrollar  una formulación Variacional 
híbrida del método del elemento  frontera para la solución de la ecuación de calor general 
(n+1)- dimensional. Hacer un cálculo comparativo de la solución  con la obtenida por los  
métodos clásicos tradicionales como son: el Método de las diferencias finitas, el Método 
del elemento finito, los métodos variacionales clásicos  como el de Ritz-Rayleigh, Galerkin, 
y  Kantorovich, la investigación a realizar es plantear  nuevas formulaciones variacionales 
híbridas en la solución de las  ecuaciones diferenciales parciales en particular la ecuación 
del calor. 
 
Resultados esperados. Hasta donde se sabe se [77], [78], [79], se han propuesto algunos 
métodos de solución numérica o analíticos de la ecuación general de calor. 
Transformada integral finita [82], [83], nuestro propósito es de establecer  una formulación 
hibrida del método del elemento frontera basándonos en ventajas que ofrecen algunos 
métodos como el TIF, MDF, MEF. Y de esta manera tener la ventaja de resolver este tipo 
de ecuaciones con solo discretizar la frontera del dominio de la solución. Evitando la 
descomposición de todo el dominio como fue realizado por el método del elemento finito. 
Cabe mencionar que han aparecido publicados trabajos recientes, sobre este tema utilizando 
el método DRM (dual reciprocal  Method) y el BEM (boundary element Method). En la  
solución del calor transitoria y para la ecuación sobre materiales con propiedades no 
lineales publicados en [80], [81], Masaka Tanaka, R. Cholewa resultados con los cuales  
comparar.  
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CAPITULO  1 

 
GENERALIDADES 

 
 

 
1.1  ESTADO DEL ARTE 
 
Las partículas que constituyen la materia, se encuentran en movimiento continuo. Este 
movimiento se percibe como calor. Calor es la energía total contenida en los movimientos  
moleculares de un determinado cuerpo[1]. La temperatura mide la intensidad del calor, 
pero no su cantidad. La temperatura, se define como   la energía promedio del movimiento 
de las partículas. Cuando se ponen en contacto dos cuerpos a diferentes temperaturas, se 
transfiere calor. El proceso por el cual tiene lugar el transporte de la energía se conoce 
como flujo o transferencia de calor. Y al análisis del principio de transferencia de energía, 
se le conoce como Teoría del Calor[2]. 
 
La transferencia de energía  forma parte de la teoría del calor. Está  teoría  fue publicada 
en 1824 en París en un estudio de Sadi Carnot, [3] , “Reflexiones sobre la fuerza motriz 
del calor y sobre las máquinas capaces de desarrollar esta fuerza”. Sin embargo, este 
trabajo pasó inadvertido, debido a que la comunidad científica de esa época no concedió la 
importancia que correspondía a esta publicación y nadie prestó atención a las palabras en él 
contenidas:  “  Para analizar el principio de la obtención de movimiento a partir  del 
calor en toda su extensión, es necesario estudiarlo independientemente de cualquier 
tipo de agente, así al  utilizar razonamientos aplicables no sólo a las máquinas de 
vapor sino a cualquier máquina térmica imaginable, cualquiera que sea la sustancia 
puesta en acción y el medio por el cual se actúa sobre ella “. Carnot murió  en el año 
1836 sin haber despertado el menor interés a su trabajo. 
 
 
Posteriormente, en 1834 el trabajo de Carnot, fue reelaborado y publicado por Clapeyron  
[ 2 ]  en la revista de la Escuela Politécnica de París. Esta exposición tuvo un carácter 
matemático más riguroso, Clapeyron utilizó la representación gráfica de los procesos 
térmicos. Las curvas isotérmicas y adiabáticas conocidas hoy, son el resultado de estos 
primeros esfuerzos de Clapeyron. 
 
En la década de 1840 fue formulada la ley que es considerada como la más importante de la 
naturaleza, la ley  de la Conservación de la Energía, conocida como Primer Principio de 
la Termodinámica. 
 
En esos mismos años, cuando Mayer [ 2 ]  trataba de convencer a el mundo científico sobre 
la conservación de la energía en calor, en Inglaterra fueron desarrolladas ideas semejantes 
por Joule  [ 2 ], cuyo primer trabajo se dio a conocer en 1841. En este mismo año Mayer 
calculó por primera vez el  Equivalente mecánico  de calor. 
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En 1847, las ideas sobre la conservación de energía recibieron nuevos desarrollos en los 
trabajos de Hermann Von Helmholtz [2]. 
 
Aún cuando Mayer y Joule descubrieron la relación entre el calor y la energía en la década 
de 1840. Carnot ya había analizado la transformación del calor en trabajo en 1824. 
 
A principios de los años 1850, las ideas de Carnot fueron plenamente comprendidas. Estas 
ideas, así  como la Ley de la conservación de la Energía, descubierta por Mayer en 1843, 
sirvieron de base a las investigaciones de Thompson   y   Claussius, [ 2 ]  en las cuales tiene 
su fundamento la termodinámica. 
 
Y. Lomonósov  [4] , a mediados de 1750, trabajó extensamente en la teoría del calor, y es 
quien establece las bases teóricas fundamentales de la transferencia de calor. 
 
Con el desarrollo de la teoría del calor se perfeccionaron sus postulados generales. A 
principios del siglo XIX la atención principal se dedicó a la transformación del calor en 
trabajo. En la segunda mitad del siglo XIX los científicos  e ingenieros comenzaron a 
prestarle más atención a los procesos del intercambio térmico. Y es en este periodo que se 
pública el trabajo de Osborne  Reynolds [2]: Teoría hidrodinámica del intercambio 
térmico  ( 1874 ), en el que se establece la relación entre los procesos de transferencia de 
calor y la cantidad de movimiento. 
 
La teoría del calor se constituyó definitivamente como una asignatura científica 
independiente a principios de 1900. Hoy en día la termodinámica  y la transferencia de 
calor son aspectos fundamentales en el desarrollo científico y tecnológico. 
 
Los resultados de las diversas investigaciones desarrolladas a lo largo de más de 150 años 
muestran, que la transferencia de calor es un proceso complejo. En la tecnología moderna, 
actualmente se aplican ideas cada vez más sofisticadas, para la solución a la problemática 
de la transferencia de calor, la cual genera  nuevos problemas, cuya solución analítica es 
complicada,  esto conduce al uso cada vez más generalizado de la computadora como una 
herramienta de trabajo aplicada a procesos de solución mediante el uso de métodos 
numéricos.          
 
1.2  RELACIÓN ENTRE LA TRANSFERENCIA DE CALOR  Y 
TERMODINÁMICA. 
 
La termodinámica, es la ciencia que estudia la relación entre el calor  y otras formas de 
energía. Está ciencia se basa en leyes establecidas experimentalmente. Así la primera Ley 
de la Termodinámica, establece que la energía no se crea ni se destruye, solamente se 
transforma de una forma a otra.  
Por experiencia se sabe que no es posible un proceso de transferencia de calor de un 
sistema de menor temperatura a otro de mayor temperatura, es decir, que la transferencia de 
calor se                                                                              realiza desde un sistema de mayor 
temperatura hacia otro de menor temperatura. Este enunciado se conoce como la  Segunda 
Ley de la Termodinámica. 
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Por lo que, a primera vista se podría pensar que los principios de transferencia de calor se 
derivan de las leyes básicas de la termodinámica, esta es una conclusión errónea, porque la 
termodinámica, no esta relacionada con los detalles de un proceso, sino más bien, con los 
estados de equilibrio y las relaciones entre éstos. 
 
Desde un punto de vista termodinámico, la cantidad de calor transferida durante un 
proceso, simplemente es igual a la diferencia entre el cambio de energía del sistema y el 
trabajo realizado. Es claro, que en este análisis no se considera ni el mecanismo del flujo de 
calor ni el tiempo requerido para su transferencia. Solamente se señala la cantidad de calor 
que cede o toma un sistema durante un proceso, sin considerar cómo o cuando se podría 
realizar el proceso. Una de las razones por las que se obtiene dicha información a partir de 
un análisis termodinámico es que no se considera al tiempo como variable. 
 
 
1.3  IMPORTANCIA DE LA TRANSFERENCIA DE CALOR EN INGENIERÍA. 
 
Desde el punto de vista de ingeniería, la determinación de la rapidez en que se transmite 
calor, constituye la problemática a resolver principalmente. Cuando se plantea como 
finalidad la factibilidad de diseño de equipo, así como la estimación de su costo y las 
dimensiones, para su aplicación a transferencia de calor en un tiempo determinado, se debe 
realizar un análisis detallado de transferencia de calor. 
 
En la transferencia de calor, como en otras ramas de la ingeniería, la solución adecuada de 
un problema requiere el planteamiento de una hipótesis. Ya que para expresar un problema 
mediante un modelo matemático susceptible de solución, es necesario hacer algunas 
aproximaciones. Esto se logra cuando se interpretan los resultados finales, basados en las 
hipótesis o aproximaciones hechas en el análisis. 
 
La experiencia ha demostrado que el principal requisito para formular una hipótesis 
correcta en ingeniería, es un completo y amplio conocimiento del fenómeno físico del 
problema. Debido  a esto, en el campo de la transferencia de calor, no únicamente se debe 
estar familiarizado con las leyes y mecanismos físicos  del flujo de calor, sino también con 
los fenómenos de transporte que comprenden el comportamiento de los fluidos, la masa y la 
energía. 
 
 
1.4 IMPORTANCIA DE LOS MÉTODOS NUMERICOS. 
 
Los métodos como el de las  diferencias finitas, método de elemento finito, método de 
elemento frontera, son  procedimientos de análisis numérico que se emplea en la solución 
de una amplia variedad de problemas en ingeniería. En la actualidad en varias situaciones 
es necesario resolver estos problemas obteniendo soluciones exactas, las cuales en algunos 
casos son difíciles de obtener porque el planteamiento de los modelos matemáticos es 
complicado, como el caso de transferencia de calor. 
Muchos son los métodos  aproximados que se han desarrollado para el análisis numérico, el 
método que más se ha empleado es el de diferencias finitas. Los modelos de diferencias 
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finitas aplicados a problemas de transferencia de calor, proporcionan una aproximación por 
puntos de las ecuaciones que rigen el problema. Este modelo (el cual está formado por una 
ecuaciones diferencial parcial, dado una región esta se parte formando red(rectángulos, 
cuadrados), dando lugar  puntos a los cuales se les llama nodos), se mejora, conforme se 
emplea una mayor cantidad de puntos (esto no quiere decir  que necesariamente necesite 
tener una cantidad muy grande de puntos para una mejor aproximación por el error de 
redondeo y la capacidad de la computadora). Por otro lado para el método de elemento 
finito es parecido, solo que aquí cambia la forma de la red  pueden ser triángulos 
cuadriláteros,.. etc. Con esta facilidad la red se asemeja mas al modelo (la región). Por otra 
parte el metido del elemento frontera también tiene una formulación similar al método del 
elemento finito, solo que aquí se disminuye el numero de elementos a utilizar ya que solo 
se discretiza la frontera del modelo, con esto se disminuye el tiempo de calculo. 
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CAPITULO 2 

 
METODOS ANALITICOS EN LA SOLUCION A  PROBLEMAS DE 

CONDUCCION DE CALOR 
 
 
En este capítulo la conducción de calor en una dimensión se generaliza para dos y tres 
dimensiones, en placas planas, cilindros y esferas. La ecuación de conducción de calor está 
representada por una ecuación diferencial, sujeta a condiciones de frontera. El objetivo de 
este capítulo es proporcionar un estudio detallado del significado físico de varios términos 
de la ecuación de conducción de calor y sus condiciones de frontera, así como también 
presentar diversos métodos de solución de está ecuación como el de  separación de 
variables( o método de Fourier) . 
 
 
2.1  COMPONENTES DEL FLUJO 
 
 
Para este análisis se considera que la temperatura varía solamente en la dirección x; 
relacionando el gradiente de temperatura ∂T/∂x con el flujo de calor en dirección x por la 
ley de Fourier. En general, la temperatura varía en las direcciones x, y, z. Para determinar 
la relación de las componentes x, y, z, se considera un sistema isotrópico, es decir, un 
sistema en el cual la conductividad térmica  k es constante. 
 
Los tres flujos de calor qx , qy  y qz se relacionan con los gradientes de temperatura en las 
direcciones x, y, z,  de acuerdo a la ley de Fourier de la siguiente manera: 
 
 
 

                                        
  x
T     

∂
∂Kqx −=                                                 (2.1.1.a) 

                  

                                       
y   
T     

∂
∂Kqy −=                                                  (2.1.1.b) 

                  

                                        
z  
T     

∂
∂Kqz −=                                                  (2.1.1.c) 
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FIGURA. (2.1.1) COMPONENTES DE  LA RAPIDEZ DEL FLUJO DE CALOR 

 
La figura (2.1.1) ilustra las tres componentes de la rapidez del flujo de calor por 
conducción, q, cuando hay variación de temperatura en las direcciones x, y, z. 

 
FIGURA. (2.2.1) DIAGRAMA ESQUEMATICO PARA LA OBTENCIÓN DE 

ECUACIÓN GENERAL DE CONDUCCIÓN DE CALOR 
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2.2  FORMULACION MATEMATICA 
 
Las relaciones de rapidez de flujo de calor analizadas en la sección anterior se pueden 
calcular si se conocen los gradientes de temperaturas. Estos a su vez se pueden determinar 
si se conoce la distribución de la temperatura en el sistema. Esta se determina de la 
solución de la ecuación diferencia que gobierna la conducción de calor con valores en la 
frontera. Para casos de tres dimensiones el análisis se desarrolla considerando un pequeño 
volumen de material de un sistema. 
El elemento tiene la forma de un paralelepípedo rectangular con sus lados ∆x, ∆y, ∆z 
paralelos a los ejes x, y, z respectivamente, como se muestra en la figura (2.2.1). 
 
Para obtener una ecuación que determine la distribución de la temperatura, se realiza un 
balance de energía en el elemento, en un tiempo dt, de la siguiente manera: 
 
 

 
 
 

 
 
 

calor  que                     calor generado                    calor que sale                cambio en la 
entra durante      +        de fuentes internas    =        durante dt          +       energía interna   
dt                                 en dt                                                                        en  dt  
  
 
. 
                                                                                    
 
     I                                       II                                                        III 
 
 
 
2.2.1      CANTIDAD NETA DE CALOR 
 
 
La cantidad neta de calor que entra en el elemento se determina sumando la cantidad de 
calor ganada en las direcciones  x, y, z.  Si qx es la rapidez de flujo de calor en la dirección 
x .  La cantidad de flujo de calor dentro del elemento que fluye a través  de la superficie en 
dirección x es: 
 
 

                                            Q q yx x= z∆ ∆                                                   (2.2.1) 
 

y la cantidad de flujo de calor a la salida del elemento a través de la superficie x + ∆x   es: 
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                                       x∆+
 x
Q  

Q x
x ∂

∂
                                                 (2.2.2) 

 
Por lo tanto, la cantidad neta de flujo de calor que entra al elemento es la diferencia entre la 
entrada  y salida del  flujo de calor y se representa: 
 
 
Cantidad del  flujo  de  

calor  a la entrada del            zy  
  x
q  

  x
Q  xx ∆∆∆−=∆= xx

∂
∂

∂
∂

                              (2.2.3) 

elemento en dirección  x 
 
 
 
Similarmente, la cantidad de calor a la entrada del elemento por conducción en las 
direcciones  y, z  son: 
 

                                  zy  
y   

q  
y    

Q  yy ∆∆∆−=∆ xy
∂
∂

∂
∂

                             (2.2.4)                             

 
 
 

                                    zy  
z  

q  
z    

Q  z ∆∆∆−=∆ xzz
∂
∂

∂
∂                                  (2.2.5)

 
 
 
 
La cantidad de calor a la entrada del elemento se obtiene sumando las tres componentes 
anteriores: 
 

 
 
 

                              zyx
zyx

z
q

y
q

x
qI ∆∆∆⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−=

 
 

 
 

 
 

∂
∂

∂
∂

∂
∂                      (2.2.6) 

 
 
 

 
 
 
 
2.2.2  GENERACION DE  CALOR INTERNO 
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Si  existen  fuentes  de  energía  internas  en  el sistema, generando calor en una cantidad q’ 
( x, y, z, t ) por unidad de tiempo y por volumen, esta cantidad de calor está dada por: 
 

                                         I I  = q’  ∆x ∆y ∆z                                                ( 2.2.7 ) 
 

2.2.3 INCREMENTO EN LA ENERGIA INTERNA 
 
En el caso de sólidos y líquidos los calores específicos a presión y volumen constante son 
iguales, es decir,    cp ≈ cv  =  c. 
 
Por lo tanto, el incremento de la cantidad de energía interna se refleja en la cantidad de 
energía almacenada en el elemento, la cual está dada por: 
 

                            I I I = zy  
 t
T    c  ∆∆∆x

∂
∂ρ                                            (2.2.8) 

 
 
Donde   ρ   y  cp    no varían con el tiempo. 
 
 
2.2.4  ECUACION GENERAL DE CONDUCCION DE CALOR 
 
 
Sustituyendo las ecuaciones (2.2.8) y (2.2.6) en la ecuación (2.2.1) y dividiendo entre ∆x ∆y 

∆z , se obtiene: 
 
 
 

                               
  t
T  c  q'

z 
q 

y 
q 

 x
q zyx

∂
∂ρ

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++                      (2.2.9) 

Sustituyendo  las relaciones de las ecuaciones  (2.2.1)  en la ecuación  (2.2.9), se obtiene: 
 

                 
t
Tcq

z
Tk

zy
Tk

yx
Tk

x  
  '

 
 

  
 

  
 

 ∂
∂ρ

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛                   (2.2.10) 

 
Para el caso en que k es constante se obtiene: 

                   
  t
  c 

z  
 

y  
 

  x
  

2

 2

2

 2

2

 2

∂
∂ρ

∂
∂

∂
∂

∂
∂ TqTkTkTk =′+++                           (2.2.11) 

 
 
Dividiendo entre k la ecuación  (2.2.11),  se obtiene: 
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  t
  c 

z  
 

y  
 

  x
  

2

 2

2

 2

2

 2

∂
∂ρ

∂
∂

∂
∂

∂
∂ T

kk
qTTT

=
′

+++                                   (2.2.11)’ 

 
 
Donde: 

T≡  T(x, y, z, t)      y    q’≡  q’  (x, y, z, t) 
 
 
La ecuación  (2.2.10)  se conoce como la ecuación general  de conducción de calor  y 
gobierna la distribución de la temperatura en  un sistema. 
 
A  continuación se expresan algunos casos especiales de la ecuación  (2.2.11)’.  
 
La ecuación  (2.2.11)’  se puede expresar también como: 
 

                          
 t
T   1

k
q +T 2

∂
∂

α
=

′
∇                                             (2.2.12) 

 
Donde: 
 
∇2T :  es el operador  Laplaciano  y se define por: 
 
 

                     2

 2

2

 2

2

 2
 2

z  y    x ∂
∂

∂
∂

∂
∂ TTTT ++=∇                                           (2.2.13) 

 
 
α  :  Es la  difusividad  térmica  y se define por: 
 
 
 

                                  
c 

k=  
ρ

α                                                              (2.2.14) 

                                                           
 
 
k:  Conductividad térmica. 
c:  Calor específico. 
ρ:  Densidad. 
 
 
 
 
CASO  I. 
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Si el sistema no tiene  fuentes internas de calor,  q’= 0,  por lo tanto,  la ecuación  (2.2.11)’’  
se reduce  a  la ecuación de Fourier  o  ecuación  de difusión:   
 

                           ∇2T  =  
1
α

∂
∂

 
 T
 t

                                                     (2.2.15) 

                                                           
 
 
CASO  II. 
 

Si el  sistema es permanente,   la temperatura no varia con el tiempo,  es  decir, 
∂
∂
  T
  t

 = 0  

y  con fuentes internas de calor, la ecuación  (2.2.11)’’  se  simplifica a la ecuación  de  
Poisson: 
 

                                  ∇2T  + 
′q

k
  =   0                                               (2.2.16) 

                                                           
 
CASO  III. 
 

Si  el  sistema  es permanente,  y  sin  generación  de  calor,  en  este caso     
  t
T  

∂
∂  = 0      

y     q’ =  0,  la ecuación  (2.2.11)’  se reduce  a  la ecuación  de  Laplace: 
 

                                             ∇2T  =   0                                             (2.2.17) 
 

Si la temperatura  varía solamente en una dirección  la ecuación  (2.2.17)   se reduce  a:  
 

 

                                               0
 x

T 
2

2 

=
∂
∂                                            (2.2.18) 

 
La representación  de  la ecuación   (2.2.11)’  en  un sistema de coordenadas  cilíndricas  se  
puede expresar por medio de  una transformación  de coordenadas.  De  la  figura  (2.2.1)   
 

se observa  que    x   =  r cos ϕ ,   y = r  sen ϕ,   z =  z, ϕ = tan-1( )
y
x

  y   las 

transformaciones  de  la  primera   a  la  última   diferenciación   involucrada  en la función  
T  =  T  (r ,ϕ )  donde  r  y  ϕ  son  funciones  de  x ,y  &  z  se  expresan   a  continuación: 
 
 

            
  x

z  
z  
T  

  x
  

  
T  

  x
r  

r  
T  

  x
T  

∂
∂

∂
∂

∂
ϕ∂

ϕ∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

++=                                        (2.2.19) 
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∂
∂
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T  

xr  
T  

x
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+
 

         
  
 

                              =
ϕ∂

∂ϕ
∂
∂ϕ

  
T  sen

r  
T  cos

r
−  

 
 
 

                 
y  

  
  
T  

y  
  

  
T  

y  
r  

r  
T  

y  
T  

∂
∂

∂
∂

∂
ϕ∂

ϕ∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ z

z
++=                                    (2.2.20) 

 
 
 

                                  
ϕ∂

∂ϕ
∂
∂ϕ

  
T  cos

r  
T  sen

r
+=  

 

 
FIGURA. (2.2.1) SISTEMA EN COORDENADAS CILINDRICA 

Para  la  segunda  derivada usaremos el siguiente operador: 
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ϕ∂
∂ϕ

∂
∂ϕ

∂
∂

  
sen

r  
cos

  x r
−=  

 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

ϕ∂
∂ϕ

∂
∂ϕ

ϕ∂
∂ϕ

∂
∂ϕ

∂
∂

∂
∂

∂
∂

  
T  sen

r  
T  cos

  
sen

r  
cos

  x
T  

  x x
T
2

2

rr
 

 

                       = 2

2

2

22

2

2 
2

  
T  sen

  r   
T  

r
cos  sen2

r  
cos

ϕ∂
∂ϕ

ϕ∂∂
∂ϕϕ

∂
∂ϕ

r
T

+−  

 

                          +
ϕ∂

∂ϕϕ
∂
∂ϕ

  
T  

r
cos  sen2

r  
T  sen

2

2

+
r

                                     (2.2.21) 

 
 

 
Análogamente tenemos para  la componente y: 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

ϕ∂
∂ϕ

∂
∂ϕ

ϕ∂
∂ϕ

∂
∂ϕ

∂
∂

∂
∂

∂
∂

  
T  cos

r  
T  sen

  
cos

r  
sen

y  
T  

y  y 
T
2

2 

rr
  

 

                         2

2

2

22

2

2 
2

  
T  cos

  r   
T  

r
cos  sen2

r  
sen

ϕ∂
∂ϕ

ϕ∂∂
∂ϕϕ

∂
∂ϕ

r
T

++=  

 

                            +
ϕ∂

∂ϕϕ
∂
∂ϕ

  
T  

r
cos  sen2

r  
T  cos

2

2

−
r

                                          (2.2.22) 

 
 

=2

2
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T

∂
∂

2

2

2

22

2

2 
2

  
T  sen

  r   
T  

r
cos  sen2

r  
cos

ϕ∂
∂ϕ

ϕ∂∂
∂ϕϕ

∂
∂ϕ

r
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                                 +
ϕ∂

∂ϕϕ
∂
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r
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2

2

+
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                                                                                                                (2.2.23) 
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∂
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∂ϕϕ
∂
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T  
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cos  sen2
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T  cos

2

2

−
r

                                                      (2.2.24) 

 
 
 
 
 
Sumando (2.2.23) y (2.2.24)  y  aplicando  la  identidad  se  obtiene: 1= cos+sen 22 ϕϕ
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2

2 

22
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2
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2
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2
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z  
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 z    ∂
∂

∂ϕ
∂

∂
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∂
∂

∂
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∂
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∂
∂ TT
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T

rr
TT
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T

x
T

+++=++                             (2.2.25) 

 
Por   lo  tanto,  la  forma cilíndrica   de   la  ecuación  (2.2.15) se  expresa  por: 
 
 

                
  t
T   1

z  
T  + 

  
T  

r
1 

r  
T   1

r  
T  

2

2

2

2

22

2

∂
∂

α∂
∂

ϕ∂
∂

∂
∂

∂
∂

=++
r

                              (2.2.26) 

 
Los  sistemas   de  coordenadas  rectangulares y  esféricas   son  asociadas  por  las  
relaciones: ϕψ cos  sen rx =   , ϕψ sen senry =   y  ψcosrz =  como  se  muestra  en   la  
figura  (2.2.2).  Siguiendo  un  procedimiento  idéntico  en  las  transformaciones 
cilíndricas,  se  obtiene  la  forma  esférica  correspondiente  a  la  ecuación  (2.2.15),  y  se 
describe  por: 
 

   ( )
t
TT

r
T

r
rT

rr  
 1

sen
1 sen

sen
1

 
1

2 

2

222

2 

∂
∂

α∂ϕ
∂

ψ∂ψ
∂ψ

∂ψ
∂

ψ∂
∂

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+            (2.2.27) 

 
                         FIGURA. (2.2.2) SISTEMA EN COORDENADAS ESFERICAS 
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2.3      METODO  DE   SEPARACION   DE  VARIABLES.  PARA LA  
CONDUCCION  DE  CALOR  UNIDIMENSIONAL  EN  ESTADO  ESTABLE. 
 
Una  solución  analítica  de  las  ecuaciones  que gobiernan  el  fenómeno  de  conducción  
de  calor  debe  satisfacer  tanto  a la  ecuación  general  como  a las  condiciones  de  
frontera  especificadas.  Una  técnica  para  resolver  este tipo de problemas, es el método 
de     Fourier , conocido también como  el  método  de  Variables separables . 
 
El  método  de  variables separación.  Tal  vez, éste es  el  método sistemático más  antiguo  
para  la  solución  de  ciertas  clases  de  ecuaciones  diferenciales  parciales, habiendo sido 
usado por D´Alember, D. Bernulli y Euler, alrededor de 1750, en sus tratados de la 
ecuación de onda.   La  aplicación  de  este  método  con   valores  de  frontera  
homogéneos  y  lineales  es  bastante directa.  Es decir,  las  ecuaciones  diferenciales  
parciales  de  conducción  de  calor  en la  enésima  variable  independiente   en  n  
ecuaciones  diferenciales  ordinarias,  en  este   proceso  de  separación se  introducen  n-1  
constantes  arbitrarias  de  separación.  La  solución  completa  de  estas  ecuaciones  se  
construye  por  la  superposición  lineal  de  todas  las  soluciones  separadas.  Este método  
de  variables separables   no   es  apropiado  si  el   problema  no  es  homogéneo,  debido  a  
la  presencia  de  generación  de  calor  interna  o  a  la  no-homogeneidad  en  las  
condiciones  de  frontera  o  a  ambas, [5 ],[19] 
 
2.3.1   PLACA  PLANA 
 
 
Para  el  caso  de  flujo de calor simple   en  estado  estable  a  través  de  una  pared  plana,  
el  gradiente  de  temperatura  y  el  flujo  de  calor  no  varia  con  el  tiempo  y el área  de  
la sección  a  lo  largo  de  la  trayectoria  del  flujo  de  calor es  uniforme, de  acuerdo  a  la 
ley  de Fourier. 
 
La  ecuación  y  las condiciones  de frontera son: 
 
 

                                            02

2

=
dx

Td                       (2.3.1) 

 
 

T(x) = T(0) = T1           para   x=0 
                                                                                                                           (2.3.1)’ 

 
T(x) = T(L) = T2   para   x=L 

 
Integrando la ecuación (2.3.1) se obtiene: 
 

                                            T =c1 x +c2                                         (2.3.2) 
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Las constantes c1  y c2  se determinan sustituyendo las condiciones de frontera en la 
ecuación (2.3.2) de la siguiente manera: 
 
Aplicando la primera condición de frontera se obtiene el valor de c2
 

 T1 = c1 (0)+c2
 
por lo tanto: 
 

                                   T1 = c2                                (2.3.3) 
 
Aplicando la segunda condición de frontera se obtiene el valor  c1  de la forma siguiente: 
 

                               T2 = c1 (L) +T1                             (2.3.4) 
 
Sustituyendo los valores c1  y c2  en la ecuación (2.3.2) se obtiene la expresión que 
representa la distribución de la temperatura: 
 

                           x
L

TTTT 21
1

−
−=                   (2.3.5) 

 

o bien:                            
L
x

TT
TT

=
−
−

12

1                     (2.3.6) 

 
 
La ecuación (2.3.5) muestra que la distribución de la temperatura en una pared plana bajo 
las condiciones especificadas es lineal, como se muestra en la figura (2.3.1) 
 
La rapidez de flujo de calor, que se obtiene en la ecuación: 
 

 
FIGURA. (2.3.1) CONDUCCIÓN DE CALOR EN ESTADO ESTABLE EN UNA 

PLACA 
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dx
dTkAq −=          (2.3.7) 

 
Separando variables se tiene: 
                              (2.3.8) ∫∫ = 1

2

2

1

 

 

 

 

T

T

x

x
dTkAdxq

 
Sí    L=x2 -x1
 

                      )( 21 TT
L
Akq −=         (2.3.9) 

 
 
de otra forma: 
 

                      

kA
L

TTq 21 −
=  

 
 
 
donde: 
 

 
kA
L  es la resistencia térmica y se define por: 

 

                            
kA
LR =          (2.3.10) 

Por lo tanto, la ecuación (2.3.9) se escribe de la siguiente manera: 
 

                      
R

TTq 21 −
=          (2.3.11) 

La cantidad 
kA
L , en la ecuación (2.3.10), es la resistencia térmica para una placa o pared  

plana. La recíproca de esta cantidad, 
L
kA   se denomina conductancia térmica.  

 
2.3.1.1  ANALOGIA ENTRE FLUJO DE CALOR Y EL FLUJO ELECTRICO 
 
 Se dice que dos sistemas son análogos cuando ambos obedecen ecuaciones similares y 
tienen también similares condiciones de frontera. Esto significa que la ecuación que 
describe el comportamiento de un sistema, puede transformarse en la ecuación para el otro 
sistema. El flujo de calor a través  de una resistencia térmica es análogo  al del flujo de 
corriente directa a través de una resistencia eléctrica. 
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Simplemente cambiando los Símbolos de las variables por ejemplo, el flujo de calor a 
través de una resistencia térmica es análogo al flujo de corriente directa a través de una 
resistencia eléctrica, debido a que ambos tipos de flujo obedecen ecuaciones simbólicas. Si 

la ecuación de flujo de calor 
R
Tq ∆

=   se sustituye el símbolo del potencial de temperatura 

∆T   por el símbolo del potencial eléctrico (es decir, la diferencia de voltaje E∆  ) y el 
símbolo de la resistencia térmica R por el símbolo de resistencia eléctrica, se obtiene la 

ecuación para la rapidez de flujo de carga eléctrica  
eR
E=i  ,  ∆i  

Por ejemplo: 
 

 

 
 

FIGURA. (2.3.1.1) MUESTRA LA COMBINACIÓN DE VARIOS MATERIALES Y SU 
ANALOGÍA CON UN CIRCUITO ELÉCTRICO 
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FIGURA. (2.3.1.2) MUESTRA LA EQUIVALENCIA DE UN A COMBINACIÓN DE 

MATERIALES DE FORMA CILÍNDRICA A SU ANALOGÍA ELÉCTRICA 
 

2.3.2  PAREDES PLANAS COMPUESTAS 
 
Para este análisis se considera una pared de tres capas heterogéneas que están unidas 
estrechamente, como se muestra en la figura (2.3.2), El espesor de la primera es δ1, el de la 
segunda δ2, el de la tercera δ3, siendo los coeficientes de conductividad térmica, k1, k2, , k3 , 
respectivamente, conociendo las temperaturas T1  y T4  de las superficies exteriores de la 
pared. Las temperaturas de contacto son T2  y T3.  De acuerdo con la ecuación (2.3.9), se 
obtienen las siguientes expresiones: 
 

        )()()( 43
3

3
32

2

2
21

1

1 TT
k

TTkTTkq −=−=−=
δδδ

      (2.3.12) 

 
La suma de las diferencias de temperaturas entre las dos 
 

 
FIGURA.  (2.3.2) CONDUCCIÓN DE CALOR EN ESTADO ESTABLE  EN UNA 

PARED PLANA COMPUESTA 
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Capas internas representan la diferencia total de temperatura entre las capas y se expresa 
por: 
 

                    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=−

3

3

2

2

1

1
41 kkk

qTT
δδδ

                              (2.3.13) 

   
De esta relación se determina el flujo de calor: 
 

                                       

3

3 

2

2 

1

1

41

kkk
 δδδ

++

−
=

TTq                                            (2.3.14) 

 
 

2.3.3  CILINDROS HUECOS 
 
Para la conducción  de calor en estado estacionario unidimensional a través de paredes 
cilíndricas en dirección radial, como se muestra en la figura (2.3.3). Para este caso la 
ecuación (2.2.26) toma la forma siguiente: 
 
Separando variables e integrando, se obtiene la solución general y se expresa por: 
 
                  T= c1 Ln⏐r⏐+c2         (2.3.15) 
 
Donde: c1  y c2  son constantes de integración que se evalúan por las condiciones de 
frontera siguiente: 
 
   T=T1       para r = r1 

                                    (2.3.16) 
   T=T2       para r = r2
                                       
Con estas consideraciones se obtiene la solución particular para la distribución de la 
temperatura de la siguiente manera: 
 
Primero sustituyendo las condiciones de frontera en la ecuación (2.3.15) y se obtiene los 
valores de c1  y c2. 

                                    
( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=

1

2

12
1

r
rLn

TTc                                                 (2.3.17) 

 

                                 
( ) ( )1

1

2

12
12 rLn  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−=

r
rLn

TTTc                              (2.3.18) 
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Sustituyendo los valores de c1  y c2  en las ecuaciones (2.3.15) se obtiene la siguiente 
expresión para la distribución de las temperaturas: 
 

                                   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+=
1

1

2

12
1 r

rLn 

r
r

Ln

TT
TT                            (2.3.19) 

En estas ecuaciones se observa que la temperatura varía logaritmicamente a través de una 
pared cilíndrica, en cambio una pared plana varía linealmente. 
 
Para determinar el flujo de calor, aplicamos las ecuaciones de Fourier: 
 

                                    
r 
T  rL) 2(

r 
T  

∂
∂π

∂
∂ kkAq −=−=                    (2.3.20) 

Donde: 
  
 L: es la longitud axial del tubo 
 A: es el área del cilindro de radio r. 
 
 
Escribiendo la ecuación (2.3.20) en términos de flujo de calor por unidad de longitud, se 
obtiene: 
 

r  
T  r) 2(

∂
∂πk

L
q

−=
            

 
Separando variables e integrando se obtiene: 
 

                                   ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−

1

2
12 L)  2( r

r
Ln

k
qTT
π

                             (2.3.21) 

Donde: 

                
Lk  2

ln
1

2

π

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
r
r

:            es la resistencia térmica  

 
La ecuación (2.3.21) nos expresa el flujo de calor radial, en términos de las propiedades 
geométricas y materiales, y de la diferencia de temperatura. 
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2.3.4   PAREDES CILÍNDRICAS COMPUESTAS  
 
Como en el caso de una pared plana compuesta, se emplea el mismo procedimiento en un 
tubo compuesto como se muestra en la figura (2.3.3). Este tubo está compuesto de varías 
cubiertas  y de varios materiales. La expresión para determinar el flujo de calor es la 
siguiente: 
 

    
 

r
rln 

k L 2
1+ 

r
r

ln 
k  2

1+ 
r
rln 

k L  2
1

3

4
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3
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⎛
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⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=

πππ L

TTq              (2.3.22) 

 
Para adicionar las resistencias de los efectos convectivos de un fluido que fluye de la 
superficie interior a la superficie exterior del tubo, es necesario incluir las áreas correctas 
por donde atraviesa el flujo. La ecuación para este caso es la siguiente: 
 

     
 

r
rln 

k L  2
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r
rln 

k L  2
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r
r
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r
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  (2.3.23) 

 
FIGURA. (2.3.3) TUBO COMPUESTO 
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2.3.4.1   PAREDES ESFERICAS  
 
Para el caso esférico, la ecuación de Laplece unidimensional es: 

                                         0
dr
dT 2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ r

dr
d                                               (2.3.24) 

 
Derivando se tiene: 

                                         02
2

2

=+
dr
dT

rdr
Td                                             (2.3.25) 

 
separando variables e integrando, se obtiene: 

2
1

r
c

dr
dT

=  

 
De donde: 

                                                   2
1 c
r

T +−=                                      (2.3.26) 

 
Las condiciones de frontera para este caso son T(r1 ) =T1   y T(r2 ) = T2 , De donde 
obtenemos las constantes de integración: 
 

12
1

1
1 )( Tc

r
c

rT =+−=  

 

22
2

1
2 )( Tc

r
c

rT =+−=  

 
 

21
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1 11

 

rr

TTc
−

−
=  

 
 

21

1

2

2

1

2 11
rr

r
T

r
T

c
−

−
−=  

Por lo tanto: 
 
 
Finalmente para T(r): 
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                           T(r)= 

21 rr

1

2

2

1
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T
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−
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−

−

T T

r r
r

2 1

1 2

1 1

                                        (2.3.27) 

 
 

                   
 
 
La expresión para el flujo radial de calor en un cuerpo esférico es: 
 

                            
dr
dTA  kq −=                                                       (2.3.28) 

 
En la cual A = 4πr2  y dT/dr viene dada por la ecuación (2.3.27). Haciendo estas 
sustituciones, q  será: 
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T
 r r  4
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En forma equivalente se expresa: 
 

                          ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
21

21
21

T
 r r  4

rr
T

kq π                                           (2.3.30) 

 
De donde observamos que la resistencia térmica para una esfera se expresa por. 
 

                               
( )

21

21

r rk   4π
rrRt

−
=                                                (2.3.31) 

 
2.4    SUPERFICIES EXTENDIDAS 
 
En esta sección se analiza la  transferencia de calor entre una superficie y un fluido por 
medio de una superficie extendida en forma de aletas rectangulares, circunferenciales y 
varias formas de espirales, Estas superficies extendidas comúnmente se encuentra unidas a 
la superficie de una estructura. 
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2.4.1   ALETAS DE SECCION TRANSVERSAL UNIFORME  
 
Se considera una aleta que tiene la forma de una barra cuya base se adhiere a una pared que 
tiene una estructura  Ts  (ver figura 2.4.1.).La aleta se enfría a lo largo de la superficie por 
un fluido a la temperatura T∞ . La sección transversal es de una área A, con una 
conductividad térmica uniforme k, y el coeficiente de transferencia de calor entre la 
superficie de la aleta y el fluido es h. Se supone que la temperatura en cualquier sección 
transversal de la barra es uniforme, el problema a un flujo de calor unidimensional, [4], [5], 
[9] y [15]. 
 

 
FIGURA. (2.4.1) ALETAS EN FORMA DE BARRA 

 
Realizando un balance de energía se obtiene la ecuación que determina la distribución de la 
temperatura, para un pequeño elemento de la aleta. 
Rapidez de flujo 
de calor  por 
conducción que 
entra en el 
elemento en x 

                          
 
          = 
         

Rapidez del 
flujo de calor 
por conducción 
que sale del 
elemento en 
(x+dx) 

 
 
        + 

Rapidez de flujo 
de calor por 
convección a 
partir de la 
superficie entre 
x y (x+dx) 

 
 
(2.4.1) 

Recuerde que la ecuación definida para el coeficiente de transferencia de calor por 

convección es:  , la energía que entra en la cara izquierda es ( ∞−= TThAq ω )
dx
dTkAqx −=  

La energía que sale por la cara derecha es 
dxx

dxx dx
dTkAq

+
+ −= =-kA ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ dx

dx
Td

dx
dT

2

2

 

Energía perdida por convección es  ( )dxTThP ∞−  
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Matemáticamente se expresa por: 
 

                       ( )∞−+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−=− TThPdxdx

dx
dTKA

dx
d

dx
dTKA

dx
dTKA )(  

 

                           0= ( )dxTThPdx
dx

TdKA
dx
dTKA

dx
dTKA ∞−−++− 2

2

               (2.4.2) 

 
Donde: 
 
 P:  es el perímetro de la barra 
 A = Pdx: es el área  de la superficie entre las secciones x y (x+dx) en contacto con 
el fluido que rodea la barra (convección) 
 
Por lo tanto la ecuación que se obtiene es: 

 

                              0)(2

2

=−− ∞TT
KA
hP

dx
Td                                             (2.4.3) 

 

Si 
hP
KA

m= 2  La ecuación (2.4.3) queda de la siguiente forma: 

 

                              ( ) 02
2

2

=−− ∞TTm
dx

Td                                              (2.4.4) 

 
La ecuación (2.4.4) es una forma común de una ecuación diferencial ordinaria de segundo 
orden, [  siendo la solución general:  ]19
 

                              T - T∞ = c1 em x + c2 e - m x         (2.4.5) 
 
Donde c1  y c2 son constantes de integración. Sus valores se determinan a partir de las 
siguientes condiciones de frontera: 
 

T = Ts   cuando x = 0 
 
Sustituyendo la condición anterior en la ecuación (2.4.5) se obtiene: 
 

                             Ts - T∞   = c1 em (0) + c2 e- m (0) = c1 + c2   (2.4.6) 
 
En el estudio de problemas de transferencia de calor más complejos, a menudo es 
conveniente desligar las regiones y considerar por separado. Así, la condición de contorno 
es simplemente una temperatura conocida. Considerando  x=L, T⏐x=L=Ts, en la figura 
2.4.2a se muestra esta condición  que se conoce como condición de contorno del primer 
tipo o de Direchelit. A veces es conveniente aplicar una condición  de contorno a una 
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superficie para la cual se conoce el flujo de calor por unidad de área. Esta se muestra en la 

figura 2.4.6.b. , -k
  x
T  

∂
∂

⏐x=L   = q s , que se conoce como condición de contorno del segundo 

tipo o de Neumann. Otra situación que se presenta con frecuencia es aquella en que la 
región adyacente es un fluido, y se quiere describir la transferencia de calor  al fluido por 
medio de la ley de enfriamiento de Newton. En la figura 2.4.2.b   

                                                       - k
 x
T  

∂
∂

⏐x=L   = hc(T⏐x=L - Te)  

La figura (2.4.2) ilustra esquemáticamente las condiciones descritas para tres condiciones 
de frontera. 

 

 

 
 

 
 
 
FIGURA.  (2. 4. 2) ILUSTRACION  ESQUEMÁTICA DE  LAS TRES CONDICIONES 

DE FRONTERA PARA UNA ALETA DE FORMA DE BARRA 
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CASO I. 
 
Si la barra es infinitamente larga, su temperatura se aproximará a la temperatura del fluido 
conforme x→∞, o T=T∞  en x→∞ .  Sustituyendo esta condición en la ecuación (2. 4. 5) se 
obtiene: 
 

                          T - T∞ = c1 em ∞ + c2 e-m ∞     (2. 4. 7) 
 
La condición de frontera se satisface únicamente sí c1 = 0. Sustituyendo este valor en la 
ecuación (2. 4. 6) se tiene: 

c2 =Ts  - T∞

 
Por lo tanto la distribución de la temperatura se convierte en: 
 
 

                            T - T∞ = (Ts - T∞)e m−  x       (2. 4. 8) 
 
La rapidez del flujo de calor de la aleta al fluido, se puede obtener por dos métodos 
diferentes. El calor que fluye por condiciones a través de la raíz de la aleta se dé trasmitir 
por convección desde la superficie de la barra hacia el fluido, es decir: 

               ∫
∞

∞= −=−=
0

0 )( dxTThP
dX
dTkAq xaleta     (2. 4. 9) 

 
Derivando la ecuación (2. 4. 8)   y  sustituyendo el resultado para  x = 0  en la ecuación (2. 
4. 9), se obtiene: 
 
 
            [ ] )()( 0

)0(
∞=

−
∞ −=−−−= TThPKATTmkAq sx

m
saleta e     (2.4.10) 

 
El mismo resultado se obtiene calculando el flujo de calor por convección desde la 
superficie de la barra: 
 
 

  ( ) ( ) ( ∞
∞−

∞
−

∞

∞
−=−−=−= ∫ TThPkAeTT

m
hPdxeTThPq s

mx
s

mx
soaleta 0

)           (2.4.11) 

 
 
Las ecuaciones (2. 4. 8) y (2. 4. 11) son aproximaciones razonables de la distribución de la 
temperatura y de la rapidez del flujo de calor en una aleta finita, si su longitud es muy 
grande comparada con el área de su sección transversal. 
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CASO II. 
 
Si la barra es de longitud finita, pero se desprecia el calor que se pierde por el extremo de la 
barra, o el extremo de la barra se encuentra aislado, la segunda condición de la frontera 
requiere que el gradiente de temperatura x=L  sea cero, es decir, dT/dx = 0 para x = L. 
Derivando la ecuación (2. 4. 5) y sustituyendo esta condición, se obtiene: 
 

                                  c2 = c1 e2 m L                           (2. 4. 12) 
 
Sustituyendo esta expresión en la ecuación (2. 4. 6) se obtiene los valores de c1  y c2: 
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= ∞ ( ) ⎥
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⎤
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∞ mlml

mL

s ee
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Y                                                                                                                    (2.4.13) 
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e
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+
−
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⎡
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−= −∞ mlmL

mx

s ee
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Por lo tanto, la solución completa es: 
 

                                 ( ) ⎟⎟
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⎝
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                   (2.4.14)  

  
 
En forma simplificada: 
 

                             
( )
( )

T T
T T

m L x
mLs

−
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cosh

 
            (2.4.15) 

 
La pérdida de calor de la barra se puede determinar con la ecuación (2. 4. 14), sustituyendo 
el gradiente de temperatura en la base o raíz.  
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Usando las identidades hiperbólicas 
 

( )
2

xx eexsinh
−−

=          ( )
2

cosh
xx eex

−−
=            ( ) ( )

( )x
xsinh

ee
eextanh xx

xx

cosh
=

+
−

= −

−

 

 
Reduciendo a un denominador común el paréntesis del segundo miembro, la ecuación 
anterior se escribe como: 
 

                     ( )mLTanh
ee
ee

mLmL

mLmL

=
+
−

−

−

               (2.4.17) 

 
Donde Tanh es la tangente hiperbólica. La rapidez de flujo  de calor que se desprende de la 
barra es: 
 

        ( ) )(
0

mLTanhTTPhkA
dx
dTkAq sxbarra ∞=

−=−=     (2.4.18) 

 
 
CASO III.  
 
Si el extremo de la barra pierde calor por convección, el calor que fluye por conducción 
hacia la cara en x = L debe ser igual al flujo de calor por convección del extremo de la 
barra al fluido, o sea: 
 

                 )( ∞==
−=− TTh

dx
dTk LxLLx

               (2.4.19) 

 
El coeficiente de transferencia de calor, que en el extremo de la barra hl, no es igual al valor 
de h sobre la superficie circunferencial de la barra. Sustituyendo para Tx = L  y (dT/dx)x=L de 
la ecuación (2. 4. 5) se obtiene el flujo de calor: 
 
 

)()(  x
2

 x
1 ∞==

−
= −=−−= TThmCmCkq LxLLx

mm
Lx ee              (2.4.20) 

 
 
o  

      )( 2112 eeee mLmLLmLmL CC
km
hCC −− +=−             (2.4.21) 
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Las ecuaciones (2. 4. 20) y (2. 4. 21) se puede resolver simultáneamente para obtener las 
constantes c1  y c2   en la misma forma  que para los casos anteriores. Por lo tanto, la 
distribución de la temperatura a lo largo de la aleta es: 
 
 

    
( )

( ) mLmkhmL
xLmmkhxLm

TT
TT

L

L

s senh)/(cosh
)( senh)/( cosh

+
−+−

=
−
−

∞

∞                   (2.4.22) 

 
Y el flujo de calor que se desprende de la aleta se expresa por: 
 

    ( ) mLmkhmL
mLmkhmL

TTPhAkq
L

L
saleta senh/cosh

cosh)/(senh
)(

+
+

−= ∞                   (2.4.23) 

 
 
2. 4. 2   ALETAS RECTANGULARES 
 
La aleta rectangular de lados rectos (figura 2. 4. 3) se analiza la forma similar que la barra. 
Si el ancho b de la aleta es grande comparada con su espesor δ, b>>δ, el perímetro es. 

 
P = 2(b+δ) ≅ 2b  

 
El área de la sección  transversal  A de la aleta es A = bδ, y 
 

δk
2h       ==

kA
hPm  

 
El desarrollo de las ecuaciones para la distribución de la temperatura y el flujo de calor en 
una aleta rectangular, es idéntico de los casos anteriores. 

 
FIGURA. (2.4.3) ALETA RECTANGULAR 
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2. 4. 3   ALETA PIRAMIDAL  
 
La aleta piramidal (figura 2. 4. 4) se aproxima a la forma que proporciona el máximo flujo 
de calor por unidad de peso. El análisis se basará en el ancho b y  nuevamente se supondrá 
que la temperatura es solamente una función de x. Un balance de calor para una sección 
diferencial de la aleta entre x y x + dx conduce a: 
 
 
 

                  ))(()(
∞−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ TxThP

dx
xdTkA

dx
d                                (2.4.24) 

 
 
Mientras que A y P son constantes para una barra, ambas son funciones de x para la aleta 
piramidal. 
 
Derivando con respecto a x, la ecuación (2. 4. 24) se convierte en: 
 

             [ ∞−=+ TxTxhP
dx

xdTK
dx

xdA
dx

xTdxkA )()()()()()( 2

2

]            (2.4.25)  

 
La ecuación (2. 4. 25) es una ecuación diferencial lineal de segundo orden con coeficientes 

variables    ( ) ( )xPh  ,  
dx
A(x) dK , ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛xKA .  

 
 

FIGURA.  (2.4.4) ALETA PIRAMIDAL 
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Dividiendo la ecuación (2. 4.25) entre kA(x) se obtiene: 
 
 

              ( )
( )

( )
( ) 0)()/(

2

2

=−−+ ∞TT
xkA
xhP

dx
dT

xA
dxxdA

dx
Td                 (2.4.26)  

 
 
Si se desprecia el efecto de los lados, entonces P≅2b, y el área de la sección transversal de 
la aleta puede obtenerse observando que el espesor de la aleta en cualquier punto x es igual 
a =δ t(x/l) por lo que A=(bt/L)x. sustituyendo esta expresión para a en (2.4.26), se 
encuentra que: 
 
 

                       ( ) 021
2

2

=−−+ ∞TT
Ktx
Lh

dx
dT

xdx
Td                                  (2.4.26.1) 

 
 
La ecuación (2. 4. 26.1) se asemeja a una ecuación de Bessel modificada [ ] siendo la 
forma general para cualquier valor de n: 

[ ]5 9,

 

     0)( 22
2

2
2 =+−+ ynz

dz
dyz

dz
ydz                                   (2.4.27) 

 
Esta ecuación tiene las siguientes soluciones dependiendo del valor de n 
Remplazando z por iz se tiene: 
 

Y=y(z)  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
≠+ −

positivo eneroun  o 0=n cuando     )()(
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Cuando la ecuación es de la forma: 

                             0)( 22
2

2
2 =−++ ynz

dz
dyz

dz
ydz                              (2.4.27.1) 

 
Tiene soluciones de la forma: 
 

Y=y(z)  
⎭
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+
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Donde  
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n zJ   está es llamada función 

de Bessel de primera clase de orden n. Si, n  es cero un entero la solución a la ecuación de 
Bessel esta dada: 
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n += + )π También llamada solución de Bessel de segunda clase. En 

resumen si la ecuación diferencial es de la forma 01
2

2
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++ y

x
na

dx
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xdx
yd  para n=0 o 

entero tiene como solución y=A Jn(ax)+B Yn(ax) donde Jn , Yn son funciones de  Bessel de 
orden de primera y segunda clase  y la ecuación es de la forma  
 

01
2

2
2

2

2

=⎟⎟
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⎞
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⎛
−−++ y

x
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Admite solución                       )()( axDKaxCIy nn +=  
 
 
Donde In y Kn son funciones de Bessel modificadas de orden n de primera y segunda 
especies, respectivamente. 
Las reglas de diferenciación están dadas por 
 

[ ] )()( 10 axaJaxJ
dx
d

−=  

 

[ ] )()( 10 axaYaxY
dx
d

=  

 

[ ] )()( 10 axaIaxI
dx
d

=  

 

   [ ] )()( 10 axaKaxK
dx
d

−=  

 
La ecuación  (2. 4. 26) se puede llevar a la forma de la ecuación (2. 4. 27). La solución de 
este tipo se desarrolla en forma parecida a las funciones de seno y coseno. 
 
Considerando que B2 = 2Lh/ kt  y que y = (T - T∞ ). Multiplicando la ecuación (2.4.26.1) 
por  x2, se obtiene: 
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                                  02
2

2
2 =−+ xyB

dx
dyx

dx
ydx                            (2.4.28) 

 
 
La ecuación (2. 4. 28) tiene a la forma requerida para n=0, excepto por el coeficiente  
-B2x, por lo tanto, se determinara una variable relacionada con x que modifique este 
término. Si el coeficiente del término B2x es el cuadrado de alguna otra variable, ésta 
deberá ser proporcional a B x  raíz cuadrada de B2x. Si se supone que esta nueva variable 
que se designa por  designa z, es igual a una constante, c, multiplicada por xB  , al derivar 
las siguientes relaciones se obtiene: 
 
 

                xcBz =   o 22
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Bc
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Por lo tanto, 
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xcB
dx
dz

dz
ydxcB

dz
dy

xcB
dz
dy

dx
d

dx
yd

2/1
2

2
2/3

2/1
2

2

22
1

2
       

2

−−

−

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

                         (2.4.32) 

 
 
 
Sustituyendo las relaciones anteriores en la ecuación (2. 4. 28) se cambia la variable x por z 
y la ecuación resultante es: 
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2
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cdz
dyz

dz
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Esta ecuación es idéntica a la ecuación modificada de Bessel de orden cero (n=0), sí c2=4  o  
z = 2B x . Por lo tanto, la solución general es: 
 

 
                                  Y = (T -T∞ )= c1 I0 (2B x ) +c2 K0 (2B x )                       (2. 4. 34) 
 
 
Donde: 
 
 c1  y c2: son constantes de integración  
 
 I0  y K0: función modificada de Bessel de orden cero.  
    Estos valores se toman del apéndice 2. 4. 1 
           ( ) ( )I0 0 1 0= =   ,   K0 ∞
 
Para evaluar c1  y c2  se aplican las condiciones de frontera siguientes: 
 
 
Primera condición de frontera. 
 

T = Ts      para        x = L 
 
Segunda condición de frontera. 
 
La temperatura de la aleta debe ser finita en cualquier parte. El extremo de la aleta (x=0), 
 k0 (0) tiende a infinito y por lo tanto, c2   deba ser cero para que la temperatura permanezca 
finita. Sustituyendo estas condiciones de frontera en la forma usual se obtiene la 
distribución de la temperatura y se expresa de la siguiente forma: 
 
 

                         
)2(
)2(

0

0

LBI
xBI

TT
TT

s

=
−
−

∞

∞                   (2.4.35) 

 
El flujo de calor de la aleta se obtiene derivando la ecuación (2. 4. 35), elevando el 
gradiente de temperatura en la base (x = L) y multiplicando el resultado por el área de la 
base, se tiene: 
 
                                              d[ In (cz)] = In + 1 (cz)d(cz)  
 
          Para n = 0 
 

                                       ( )[ ] [ ] 2/1
1

0 )2(
2 −= BxxBI
dx

xBId  
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Por lo tanto, el flujo de calor de la aleta es: 
 

)2(
)2()(2

0

1

LBI
LBITThktb

dx
dTKAq sLxaleta ∞=

−==    (2.4.36) 

Donde t es el gruesor. 
 
2. 4. 4   ALETA CIRCUNFERENCIAL DE ESPESOR CONSTANTE 

Los cálculos son más complejos en el caso de aletas de sección transversal variables  que 
en el caso de aletas rectas de espesor constante. Consideremos la transmisión de calor por 
conducción a través  de aletas circulares de espesor constante, como se muestra en la figura 
(2.4.5). El procedimiento para analizar  es el siguiente: se supone que el espesor de la aleta 
es insignificante con respecto a su longitud total, de tal manera que la transferencia de calor 
por conducción se lleva acabo solamente en la dirección radial, la diferencia de 
temperaturas esta dada por θ=T-T ∞ (Tf. =T∞  ,θ0=T0)  El área normal al vector flujo de 
calor, se escribe: 
                                                          A = 2πrb 
y el perímetro se expresa por: 
 
                                                           P = 4πr 
Sustituyendo estos valores en la ecuación (2.4.24) y reemplazando x por el radio, se obtiene 
la ecuación diferencial: 
 

               021
2

2

=−+ θθθ
kb
h

dr
d

rdr
d                  (2.4.37) 

  

Haciendo los cambios:   
kb
hm 22 =    ,   z=mr     y    

z
m

r
=

1  ,     las sustituciones   

m
dz
d

dr
d θθ

=         y  

 

             2

2
2

2

2

dz
dm

dr
d θθ

=   ,       así que la ecuación  (2.4.37) se convierte en: 

 
 

             01
2

2

=−+ θθθ
dr
d

zdz
d           Que es una ecuación de Bessel. 

 
Las condiciones de frontera son: 
 
                                                 r = R1               T = T0  
 

            r = R 2    0=
dr
dT  
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La solución de la ecuación (2. 4. 37) se obtiene de las funciones de modificadas de Bessel: 
 

)()( 0201 mrKCmrIC +=θ  
   

Las funciones Io , K0 tienen las siguientes propiedades: 
 

en r=0 ,  I0(mr)=1  y K0(mr)=∞ 
en r=∞ ,  I0(mr)= ∞  y K0(mr)=0 

 
Se calcularan las constantes usando las condiciones de frontera: 
θ0=C1I0(mR1)+C2K0(mR1)  para aplicar la segunda condición de frontera se requiere 

diferenciar las funciones: )()(     ,     )()(
1

0
1

0 xk
dx

xdkxI
dx

xdI
−==     de  donde se obtiene 

0)()( 1211 =−= mrKCmrmIC
dr
dθ  ,       se tiene el siguiente sistema de ecuaciones   

 
C mI mr C K mr1 1 2 1 0( ) ( )− =      y   θ = +C I mr C K mr1 0 2 0( ) ( )   de donde C1 y C2 están dadas  
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θ
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Para el flujo de calor se tiene la siguiente expresión: 
 

                               q= -k(2πr1b) 
d
dr
θ

⏐r=r1 = 2πr1 kbmθΩ                        (2.4.39) 

 

Donde 
( ) ( ) ( )

)()()()(
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FIGURA.  (2.4.5) ALETACIRCUNFERENCIAL 

  
2.5 MÉTODOS DE SEPARACIÓN DE VARIABLES DE CONDICIONES DE 
CALOR  EN ESTADO ESTABLE BIDIMENSIONAL. 
 
En la sección anterior se analizaron problemas de conducción de calor en una dimensión en 
estado estable. Muchos problemas prácticos entran dentro de esta categoría, pero cuando 
las fronteras son irregulares o cuando la temperatura a lo largo de una frontera no es 
uniforme, un análisis unidimensional no es satisfactorio. 
 
 
2.5.1 CASO BIDIMENSIONAL. PLACA RECTANGULAR SEMI-INFINITA 
   
Considerando una placa rectangular sin generación de calor como se muestra en la figura 
(2.5.1.), Con límites x = 0  y   y = ∞ se debe mantener una temperatura estable y uniforme, 
y el cuarto límite y = 0 mantiene una distribución de temperatura permanente pero 
arbitraría T = f(x). La placa se considera relativamente delgada, el gradiente de temperatura 
dT/dz se desprecia, y el campo de temperatura está en función de x y y únicamente, es decir 
T = T (x, y). 

 
FIGURA (2.5.1) PLACA RECTANGULAR SEMI-INFINITA 
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Si la placa tiene una conductividad térmica uniforme y sus superficies están aisladas contra 
el intercambio de calor con los alrededores, la distribución de la temperatura T(x, y) debe 
satisfacer la ecuación diferencial parcial de Laplace para dos dimensiones: 
 
 

                       0
 2

2

2

2

=+
dy

T
x
T ∂

∂
∂                  (2.5.1) 

 
 
Las condiciones de frontera que se deben satisfacer son: 
 
                         T=0                         para              x= 0,  L 
 
                         T=0                                              y=∞                                         (2.5.2) 
 
                   Y= f(x)-T1 = F(x)                                      y=0 

 
La ecuación (2.5.1) en una ecuación lineal y homogénea en derivadas parciales. 
Generalmente estas ecuaciones se pueden resolver mediante el método de separación de 
variables, [4], [6], [7], y [19], suponiendo que la solución es un producto de la forma 
: 

                                           T=XY                                                             (2.5.3) 
 
Donde, X = X(x) y Y = (y). Sustituyendo la ecuación (2.5.3) en la ecuación (2.5.1), se  
obtiene: 

                                       2

2

2

2 11
dy

yd
ydx

xd
x

−=                                                   (2.5.4) 

En la ecuación (2.5.4) las variables x & y se encuentran separadas, con este resultado cada 
lado de esta ecuación debe ser igual a una constante: −λ 2  . Por lo cual, se tiene las dos 
ecuaciones diferenciales ordinarias siguientes: 
 

0 2
2

2

=+ x
dx

xd λ                                   (2.5.5) 

y 
 

                                  0 2
2

2

=− y
dy

yd λ                                        (2.5.6) 

 
La solución general de la ecuación (2.5.5)  es de la forma, donde  a= ±iλ                                        
( i . De acuerdo a este resultado se tiene: 2 1= − )
 

xixi ececX λλ −+= 21                             (2.5.7) 
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Utilizando las identidades, la solución general para X toma la forma siguiente: 
 
                                    xsen  xcos 21 λλ ccX +=                     (2.5.8) 

 
La solución general de la ecuación (2.5.6) será: 
 

                             (2.5.9) y 
4

y 
3

λλ −+= ececY
 

Por lo tanto: 
 

T=X*Y = ( )( )yy ececccT λλλλ −++= 4321   xsen  xcos=XY         (2.5.10) 
 
 

Donde, c2 ,  c3 y  son constantes que se deben determinar a partir de las condiciones de 
frontera. Para la ecuación (2.5.8) se debe de satisfacer la primera condición de frontera de 
la ecuación (2.5.2), cuando T=0  para  x=0, X se elimina cuando x=0,  por lo que 

c4

c1=0. Por 
esta misma razón c3 = 0. La solución general  XY se reduce en este caso a la forma: 
 

                                                                           (2.5.11)         xsen λλyceT −=
  

Para satisfacer la segunda condición de frontera de T=0 para x=L , por lo tanto , 
0 =LSenλ    o   

L
nπλ =   ,    n= 1, 2, 3, ................ 

 
Para  cada  entero,   n,   existe  una  solución  diferente  y   una constante de integración 
asociada a cada solución.   Sumando estas   soluciones  para  todo   entero   positivo,   se   
tiene   la  siguiente  expresión: 

                                             ( ) )sen(/

1

x
L

necT yLn

n
n

ππ−
∞

=
∑=                (2. 5. 12) 

 
                                                                                                                                                                                
La  sumatoria permite la solución de una ecuación diferencial parcial lineal  y homogénea.  
Se observa   que   la    ecuación  (2.5.12)   también  satisface  la  tercera  condición  de   
frontera      para T = 0 en  y  =∞   .  Los números n son conocidos como valores  propios y 
cada solución  Tn   es llamada función   propia.     La última  condición de   frontera exige 
que  T =  F (x)  para  y =  0,  por lo que: 
 

                         ∑
∞

=

=
1

)sen()(
n

n x
L

ncxF π                (2. 5. 13)          
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Este resultado es conocido como  serie de Fourier de la  función  arbitraria   F (x), la cual es 
una  serie  infinita  de  senos.  En   este caso las amplitudes indeterminadas Cn  están dadas  
por: 
                                                                                                                                    

                  ( )∫=
L

n x
L

nxF
L

C
0

dx )sen(2 π                               (2. 5. 14) 

 Las dos constantes de integración   λ y c están determinadas,   por lo cual, la solución final 
es: 
         

∑ ∫
∞

=

− ′′′=
1 0

)/( x d )()()(2),(
n

L
yLn x

L
nsenxFx

L
nsene

L
yxT πππ      (2. 5. 15) 

 
 Donde x’ representa  la variable de integración para evitar confusión con la variable 
independiente x. 
 
  
 
2.5.2  SEMICIRCULO   SOLIDO   LARGO 
 
Para el análisis de solución de la ecuación de Laplace en dos  dimensiones   en  
coordenadas   cilíndricas,  se  considera  la     distribución de la temperatura  T(r ,ϕ)  en 
semicírculo sólido largo    limitado   por     la      superficie   r  =  r ,   teniendo   una 
distribución de temperatura T =  f ( ϕ  ), y con un diámetro  2r1  manteniendo una 
temperatura uniforme  To,  como se  muestra en  la   figura  (2 . 5. 2). Si  en  este  caso, la  
diferencia  de temperatura  se define como   T = T - T0 , por lo tanto ,T ( r , ϕ )   debe 
satisfacer   la   ecuación   diferencial   parcial :       

 
                                                                                                       

   0
z  
z 1

 
 1

 
),( 2

2

2

2

22

2
2 =+++=∇

∂
∂

∂ϕ
∂

∂
∂

∂
∂ϕ T

rr
T

rr
TrT            (2.5.16) 

 
 
 

  
FIGURA. (2.5.2) SEMICÍRCULO SÓLIDO 
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         Y  las condiciones de  frontera son:   
     
          T  =  0                       r = r                  ϕ   =    0,  π               (2.5.17)   
          T =  F  ( ϕ  )              r = r 1                0   〈    ϕ  〈    π 
          
        Donde      F ( ϕ   )  =   f ( ϕ )  -  To 
 
 Suponiendo   que  la solución  es un producto para T  en la forma  T =  R Φ donde   
 R = R (r)   y   , la ecuación (2.5.16)   se puede  separar en  dos  ecuaciones  
diferenciales:       

( )Φ Φ= ϕ

                                         

   r d R
dr

r dr
dr

n R2
2

2
2 0+ − =          (2. 5. 18)  

   

            02
2

2

=Φ+
Φ n

d
d

ϕ
               (2. 5. 19)  

 
 La  solución  general de  la  ecuación  de  Euler  dada su forma general: 

0=y  2

2
2 βα ++

dx
dyx

dx
ydx  donde α, β son constantes reales esta ecuación tiene soluciones 

de la forma y=xr  así que al sustituir esta  en la ecuación anterior tenemos como resultado 
r(r-1)+αr+β=0   está es una ecuación de segundo orden que tiene por discriminante 
 D=(α-1)2-4β  de este hecho se desprenden tres casos: 
 
caso 1 si D>0 la solución es y=c1xr1+c2xr2

caso 2 si D=0 y1=xr1  y  y2=xr1 lnx 
caso 3 si d<0  entonces r1=λ+iµ  r2=λ−iµ  y la solución y=c1xλcos(µlnx)+c2xλsen(µlnx) 
 
Así que la solución de (2.5.18) esta dada por:  
 

R c r c rn= + n−
1 2                             (2. 5. 20) 

 
  y  la solución general de la ecuación  (2.5.19)  esta dada por: 
 

( )Φ = +c n c n3 4cos sen( )ϕ ϕ               (2. 5. 21) 
  
   De  donde  se tiene: 
 

))sen()cos(())sen()cos((),( ϕϕϕϕϕ nDnCrnBnArrT nn +++= −       (2. 5 22) 
 
 Una  solución producto RΦ de la ecuación de Laplace,  [5],   [9] 
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Para una solución apropiada de la ecuación (2.5.22) se usan  las  condiciones  de  frontera  
(2.5.17) se observa que el termino r--n    no puede existir si T permanece finita a medida que 
r se aproxima a cero.   Por lo cual C =  0 = D,  es claro que  A = 0,  si T desaparece para,  
entonces n = 1,  2,  3,... y   B = Bn.  Esto reduce la solución a: 
 

)sen(1
1

ϕnrBT n

n
n∑

∞

=

=                 0  <   ϕ   <   π              (2. 5. 24) 

 
Esta ecuación finalmente satisface la segunda condición de frontera de la ecuación  
(2.5.17),  la cual requiere que: 

)sen()( 1
1

ϕϕ nrBF n

n
n∑

∞

=

=                    (2. 5. 25) 

 
 Por consiguiente  B n    esta dada  por: 
 

   ∫=
π

ϕϕϕ
π 01 )sen()(2 dnFrB n

n             (2. 5. 26) 

      
  La solución completa se expresa por la siguiente expresión: 
 

   ϕϕϕ
π

dnF
r
rTT

n

n

))sen()((2
1 1

0 ∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=                     (2. 5. 27) 

 
 
 
2.5.3 CILINDRO SOLIDO 

 
Considere el cilindro sólido mostrado en la figura 2.5.3.  La superficie lateral y la cara 
izquierda tiene una temperatura isotérmica  (T∞ ) mientras que la superficie de la cara 
derecha se mantiene a una misma temperatura (Tb). 
La ecuación de esta, esta dada por: 
 
 

                                0
z 

T   
r 
T   1

r  
T   

2

2

2

2

=++
∂
∂

∂
∂

∂
∂

r
           (2.5.28.0) 

 
Y donde las condiciones de frontera están dadas por: 
 

T=T∞ para z=0                               (2.5.28.1a) 
 
 

T=Tb para z=L                               (2.5.28.1b) 
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∂
∂
   T
  r

= 0  para r=0                         (2.5.28.1c) 

 
 

T=T∞  para r=r0                              (2.5.28.1d) 
 

 
La novedad que presenta la tercera ecuación es que  la condición de el flujo de calor es cero 
(2.5.28.1c) ¿cual es el estado  que se busca para la distribución  de temperatura T(r, z) sea 
simétrica alrededor de la línea central. 
Las ordenes  radiales r surgen de forma similar a las ordenes de las condiciones de frontera 
homogéneas. 
 Sea  θ = T-T∞ , entonces: 
 
 
 

0
z 

  
r 

  1
r  

  
2

2

2

2

=++
∂

θ∂
∂

θ∂
∂

θ∂
r

         (2.5.28.2) 

 
 

θ = 0 para z =0                               (2.5.28.3a) 
 

θ = θ b  para z=L                             (2.5.28.3b) 
 

0
r  

   
=

∂
θ∂   para r=0                         (2.5.28.3c) 

 
θ = 0 para r=r0                                 (2.5.28.3d) 

 
 
 Utilizando el método de separación de variables  Z(z)(r) R = z)(r,  θ  en la ecuación 
(2.5.28.2) 
 

0'' ' 1'' 
=++ Z

R
R

rR
R  

Este resultado genera dos ecuaciones una para R(r) y otra para Z(z) 
 
 

2   ' 1'' λ−=+
R
R

rR
R                     (2.5.28.5) 

 
 
 

                                     (2.5.28.6) 2 '' λ=Z
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Donde λ  2  es una constante positiva. La solución general de la ecuación (2.5.28.6) esta 
dada por (X´’’+λ2=0    tiene soluciones de la forma X= C1 sinh(λx)+C2 cosh(λx) para λ2

  
positiva) 
 

  z)  cosh( C+z)  sinh( 43 λλCZ =             (2.5.28.7) 
 
La solución general para la ecuación (2.5.28.5) está dada por: 
 

r)  ( Y C+r)  ( J C = 0201 λλR                 (2.5.28.8) 
 

J0 Y0, son las funciones de Bessel de  orden  cero, donde J0 es del primer tipo y Y0 de 
segundo tipo. 
La figura (2.5.3’) muestra que Y0 se vuelve infinito en el centro de la línea y que 

0r  J  0 =∂∂  en r = 0.  Consecuentemente, las condiciones de frontera en la línea central 
requieren que C2 = 0 en la ecuación (2.5.28.8),  la condición de frontera al final del lado 
izquierdo  (2.5 .28.3a), en el  otro lado, requiere que C4 = 0 en la ecuación (2.5.28.7),   
combinando los   resultados de las ecuaciones (2.5.28.7) y (2.5.28.8) en  la expresión del 
producto θ = R Z, obtenemos: 
 

)r   ( J ) z  sinh(  0 λλθ K=                             (2.5.28.9) 
 

En esta parte notamos que en el caso especial que λ=0, la solución general, θ=RZ degenera 
en θ0=K(ln⏐r⏐r+A)(z+B), donde K, A y B son constantes . La condición de frontera en la 
línea central (2.5.28.3c) requiere que en este caso K = 0, significa que θ0=0. En conclusión, 
la contribución de θ0 es cero para la solución final θ , y  lo cual nos permite continuar con 
el análisis de la ecuación (2.5.28.9), para el cual se tiene λ ≠ 0. 
La condición de frontera r = r0 en la ecuación (2.5.28.3d) proporciona los valores 
característicos del problemaθ: 
 

            0)r ( 00 =λJ                                     (2.5.28.10) 
Con lo cual se obtiene un número infinito de valores característicos para λ rn 0 (n=1,2,...) 
que satisfacen la ecuación (2.5.28.10); el primero de esos valores es λ r1 0 = 2 405.  .  La 
solución θ por consiguiente   puede ser construida como una serie infinita de J0  de 
funciones características: 

) () sinh(  n
1

0n rJzK
n

n λλθ ∑
∞

=

=               (2.5.28.11) 

 
El paso final es sumar hasta combinar la última condición de frontera ecuación  de la 
ecuación (2.5.28.3b) 

                 (2.5.28.12)   ) () sinh(  n
1

0n rJLK
n

nb λλθ ∑
∞

=

=
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Utilizando las propiedades de ortogonalidad de la función J0, y usando coordenadas 
cilíndricas: 
 

0=dr ) (J ) (J m0
0

n0

0

rrr
r

λλ∫   si m ≠ n        (2.5.29) 

 
Por consiguiente, los coeficientes Kn de la serie θ  puede ser identificado cuando se 
multiplica ambos lados de ecuación   (2.5.28.11)    por  r rJ 0 m( )λ  e integrando desde r = 0 
a r = r0. El paso final se omite,  por que estas requieren el uso  seguro de identidades que 
existen entre las funciones de Bessel, entonces el resultado para la distribución de 
temperatura θ (r, z) es: 
 

( )∑
∞

=
1=n n  n  10n  

n  n   0

)sinh()r (J r 
)sinh( r J

  2 
L

z
b λλλ

λλ
θθ                       (2.5.30) 

 
 
 
 
 
 

 
 

FIGURA.  (2.5.3) CILINDRO SÓLIDO A UNA TEMPERATURA DIFERENTE ENTRE 
UNA DE LAS CARAS Y EL RESTO DE LA SUPERFICIE 
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FIGURA. (2.5.3’) COMPORTAMIENTO DE LA FUNCION DE BESSEL J0, Y0 Y J1

 
  2. 5. 4.   PARED ESFERICA 
 
Para  una  solución  particular  de  la  ecuación  de  Laplace en coordenadas esféricas, 
cuando la temperatura en una esfera de radio c es uniforme sobre cada circunferencia 
horizontal, θ θ= c , la ecuación se transforma a la forma bidimensional 
 

 πθ
∂θ
∂θ

∂θ
∂

θ∂
∂

<<<=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+ 0 ;           0 sen

sen
1)(

  2

2

crTrT
r
Tr          (2.5 .31) 

 
      Con valores prescritos en la superficie  
 

                                             )(),( θθ FcT =                                            (2.5.32) 
 

 

 
FIGURA. (2.5.4) PARED ESFERICA 
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Aplicando la separación de variables: 
 

)()(),( θθ Θ= rRrT  
 

  
θθ

θ
θ d

d
d
d

dr
dR

R
r

dr
Rd

R
r Θ

Θ
−

Θ
Θ

−=+
sen
cos112

2

2

2

22

  (2. 5. 33) 

 
     Por  lo tanto,   se  obtienen  dos   ecuaciones   diferenciales ordinarias. 
 

crRrRr <=−′′             ,0 )( λ          (2. 5. 34) 
 

 y 
 

πθλ
θ

θ
θθ

<<=Θ+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Θ 0         ,0   sen

sen
1

d
d

d
d      (2.5.35) 

 

ó con la sustitución;      x = cosθ 

 

( ) 11            ,01 2 <<−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Θ

− x
d
dx

dx
d

θ
 

λ :  El parámetro de separación puede ser uno de los eigenvalores  λ=n(n+1), n= 0,1, 2, 3, 4 

La solución general de la ecuación de Euler (2. 5. 34) se determina por las raíces  de la  

ecuación cuadrática  a2+a-λ = 0,  donde 
2
1

 
4
1

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +±

−
= λia   para i=1,2 entonces la  

solución esta dada como: 
 

21
21

aa RcRcR +=                   (2.5.36) 
 
Donde: 
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Si a1=n entonces podemos expresar a a2=-(n+1)   así la solución general de la ecuación 
(2.5.35) es entonces: 
 

)1(
21),( +−+= nn RcRcnrR                 (2.5.37) 

En vista del requerimiento de que R permanezca finita en r = 0, entonces R = C1rn. 
 
La segunda ecuación diferencial (2.5.35) es una ecuación de Legendre 
 
  λ = n(n+1),  n = 0, 1, 2, ...                                          (2.5.38) 
 
y la solución es un polinomio de Legendre 
 
  Θ = Pn (x) ,    Θ ( θ ) = Pn (cos θ)                                (2.5.39) 
 
y satisface las condiciones de frontera. 
 

                          (2.5.40) ∑
∞

=

≤=
0

cr        ,   )(cos),(
n

n
n

n PrBrT θθ

 
Con las constantes Bn determinadas por 
 

                       (2.5.41) ∑
∞

=

=
0

<<0       ,   )(cos)(
n

n
n

n PcBF πθθθ

 
Usando las propiedades de ortogonalización de los polinomios de Legendre, nos lleva a la 
expresión para los coeficientes en la ecuación anterior con la que usamos las sustituciones 
 

θ = arccos x  y An = Bn cn

 
 
entonces la ecuación se convierte en 
 

  ,                     (2.5.42) ∑
∞

=

=
0

1<x<1-          ,   )()(
n

nn xPAxf

  
 
donde 
 

  ∫
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12 dxxPxfnA nn  

 
ó                                                                                                           (2.5.43) 
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de modo que  la distribución de temperatura se da por 
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2.6 EL METODO DE LA TRANSFORMADA DE KIRCHHOFF EN EL SOLUCION 

DE LA ECUACION DEL CALOR NO LINEAL 
 

En esta sección  se plantea el problema de resolver la ecuación del calor no lineal 
cuando la no linealidad de la ecuación viene del hecho de que la conductividad del material 
es función de la temperatura como es en el caso real. Se presenta un método el cual consiste 
en modificar la función de la conductividad mediante la transformada de Kirchhoff que 
permitirá reducir la ecuación a una forma más sencilla la cual se  resolverá sin el mayor 
problema. Esta manera de transformar los términos no lineales de una ecuación diferencial 
con el fin  de reducirla a una ecuación diferencial lineal se le conoce como la 
transformación de Kirchhoff y es precisamente de lo que trata este trabajo. Esto se ilustra 
aplicándolo a una barra  de longitud  0≤x≤L=10cm, que  se encuentra inicialmente  a una 
temperatura uniforme T(0,t)=0oC para tiempo t>0.   
  Mientras que las condiciones de frontera. 
T(0,t)=0oC  y para x=L;  T(L,0)=100oC . 
Donde se supone que la conductividad térmica depende de la temperatura  linealmente: 
K(T)=Ko(1+βT) 
 
Planteamiento General 
 
Se sabe que la ecuación que gobierna el fenómeno de la transferencia de calor, para  es: 

( ) gTTK
t
T

pC +∇∇=
∂
∂ )(ρ      (2.6.1) 

donde K  , , pCρ  son funciones  de la temperatura, y  él termino fuente  de  generación de 
calor es independiente de la temperatura g=g ( )tr ,r . 
Afín de resolver este problema, procedemos de la siguiente manera. Se define la 
transformación K(T) como:   

Td
K
TKTUU

T

′
′

== ∫
0 0

)()(      (2.6.2) 

T=T ( tr , )r , donde 
Ko es el valor de la conductividad térmica para t=0. (2.6.2) es  llamada la transformación de 
Kirchhoff. Donde K(T)  es función de la temperatura entonces (2.6.1) se puede escribir 
como: 
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gTTKTTK
t
TCp +∇∇+∇=

∂
∂ )()( 2ρ      (2.6.3) 

de donde se obtiene. 

T
dT

TdKTK ∇=∇
)()(      (2.6.4) 

Sustituyendo (4) en (1)  y resulta:  
 

( ) gT
dT

TdKTTK
t
TC p +∇+∇=

∂
∂ 22 )()(ρ      (2.6.5) 

Con el fin de simplificar  (2.6.5) utilizando (2.6.2) y (2.6.4) para la función U(T) a partir de 
K(T) procedemos como sigue, de la regla de Leibnitz se tiene  
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Aplicándolo a (2.6.2) se tiene  
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donde 0)(
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∂
∂     (2.6.6a) 

y del teorema fundamental del calculo integral obtenemos: 
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resultando 
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luego de  (2.6.4) se  tiene 
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y sustituyendo (2.6.6 a) y (2.6.6c) en (2.6.5) obtenemos 
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=  quedando finalmente 

g
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o

αα
α

+∇=
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∂ )()(1 2      (2.6.7) 

donde la difusividad térmica α , es una función de la temperatura. (2.6.7) es una ecuación  
más simple en su estructura, ya que se supone que la variación de la difusividad térmica, 
con respecto a la temperatura, es despreciable por lo tanto es una ecuación  casi lineal  que 
podrá resolverse sin mayor problema. 
Por ejemplo si cte=α ; 10=α , con g = 0 tenemos el problema en forma normal, y 
utilizando el método de Kirchhoff se tiene:      

100    ),(),(1
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∂

∂
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∂
∂ x

x
txT

t
txT

α
    (2.6.8) 

 bajo condiciones de frontera 
CTtT o

o 0),0( ==   t>0        (2.6.8 a) 
CTtT o100),10( 1 ==    t>0   (2.6.8 b) 

y condición inicial 
CxT o0)0,( =  para t = 0          (2.6.8c) 

Por otro lado resolviendo  (2.6.8) por el método de separación de variables separables 
tenemos:  
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  (2.6.9) 

Para el segundo caso cuando la g=0 y α   la difusividad  térmica varia linealmente con 
respecto a la temperatura (2.6.7) se tiene:  
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bajo condiciones de frontera 
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y condición inicial 
CxU o0)0,( =    (2.6.10 c) 

 cuya solución es: 
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entonces la transformación de  a  vendrá  dada de la siguiente forma: ),( txU ),( txT

 53 
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 Para los casos en que  los valores de α=10, β=0.1, son substituidos en la (2.6.11) se tiene 
la expresión de la temperatura como: 
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Tabla 2.6.1. 

 

                                Gráfica 2.6.1. 
 

 
 
Tabla 2.6.2. 

 

                                   Tabla 2.6.3. 
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Tabla 2.6.3. 

 

                               Gráfica 2.6.3. 

 
Para el caso cuando la conductividad térmica es  variable se tiene de la serie (2.6.12) 

hasta  los primeros tres  términos: 
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Tabla 2.6.4.  

 

 

 
                               Gráfica 2.6.4. 

 
 
Tabla 2.6.5. 

 

 
                                   

                                      Gráfica 2.6.5.  
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Tabla 2.6. 6. 

 

 
                                   Gráfica 2.6.6. 

 
Tabla 2.6.7. 

.  
                             Gráfica 2.6.7. 

 
 
 
Tabla 2.6.8. 

 

 
                        Grafica 2.6. 8. 
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Tabla 2.6.9. 

 

                         Grafica 2.6. 9. 
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CAPITULO 3 
 

SOLUCIONES ANALITICAS: METODOS ANALITICOS, METODOS 
VARIACIONALES. 
 
3. 1     METODOS    ANALITICOS  APROXIMADOS   
 
Varios  métodos  aproximados  de análisis  se  han desarrollado para resolver problemas de   
conducción de calor. En esta sección se presenta  el  método  integral,  [9]  la  formulación  
variacional  que conduce el método de Rayleigh-Ritz   [25], Galerkin  [57]   y   el  método  
de   Kantorovich  [8].  La precisión  de  una  solución  aproximada no se puede determinar a 
menos que los resultados sean comparados con la solución exacta. 
 
  3. 1.1  METODO   INTEGRAL 
 
 La  aplicación   del    método   integral   para   la  solución de ecuaciones   diferenciales   
parciales  es especialmente  notable en  el  trabajo   de  Von  Kármán  y   Pohlhausen   [5]   
quienes  aplicaron el   método para  el   análisis  aproximado  de  capa  limite,   momento  y  
ecuaciones  de energía   de  la mecánica   de  fluidos.   Así   mismo,   Landahl   [ 9] , [15]   
lo  utilizó  en el campo  de la biofísica para resolver la ecuación de difusión. 
 
 El  método  es  simple,  directo  y  fácil  de   aplicar a problemas de conducción de calor 
con valores  en  la  frontera  lineales  y  no   lineales.   En  esta  sección  se  presentan  los  
conceptos   básicos relacionados  con este método para resolver problemas   simples   de   
conducción    de  calor  para      sistemas semi-infinitos. Este método se puede aplicar a la 
solución de  problemas estables y transitorios. 
 
A  continuación  se  resumen  los  pasos  básicos en el análisis  del método integral a la 
solución de problemas de conducción  de calor en  una dimensión en un medio semi-
infinito sujeto a condiciones  iniciales  y  de  frontera  sin  generación  de  calor  interna. 
        
1. - La  ecuación  diferencial  de  conducción  de calor se integra  sobre  una  distancia  
  δ( t ), llamada película térmica (La distancia desde la pared en que la temperatura 
todavía está afectada por las condiciones de frontera se denomina δ, la " distancia de 
penetración "L , un requerimiento en L es que L>δ )  ,  para  eliminar  de la ecuación  
diferencial  la  derivada   con  respecto  al tiempo.   La   película  térmica se define como la   
distancia  en  la  cual   ya  no  existe  flujo  de  calor. Por  lo tanto,   la   distribución  de  la 
temperatura inicial  permanece   sin afectar a   δ(t).   La ecuación resultante  se conoce 
como   la  ecuación integral de  energía  o como  balance  integral de   calor. 
 
 2.- Se   selecciona  un  perfil  apropiado  para  la  distribución de  la   temperatura   sobre  
la  película    térmica.   Para   este propósito   se   prefiere  generalmente   un   perfil  
polinomio, en  base a  las  experiencias   no  se  tiene   un   mejoramiento significativo   en  
la  precisión  de   la   solución     en    la  selección   de  un  polinomio mayor  de  cuarto  
grado.  Los coeficientes  del  polinomio  se determinan  en  términos  del espesor  de  la  
película  térmica   δ ( t )  y  de las condiciones de frontera. 
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 3.- Cuando se obtienen el perfil de temperatura se sustituyen en la    ecuación    integral    
de    energía   y  se  desarrollan   las operaciones  indicadas,  finalmente  se  obtiene una 
ecuación diferencial   ordinaria   para  la  película  térmica  δ ( t ), siendo el  tiempo una  
variable  independiente.   La  solución de esta ecuación   diferencial  sujeta  a  condiciones  
iniciales especificadas como una función del tiempo. 
    
 4.- Una vez determinada  δ (t)  del paso 3,  la distribución de la temperatura T (x, t) se 
conoce como una función del  tiempo  y de la posición en un medio. 
 
Para ilustrar  la  aplicación  anterior,  se  considera  un  problema de conducción de calor 
transitorio en un medio semi-infinito para  x > 0, una temperatura inicial  Ti  y para un 
tiempo t > 0 la superficie de frontera permanece a una  temperatura  constante   T0  como se 
ilustra en la figura  (3.1.1.1). La formalicen matemática de este problema esta dada como:  
 
 

   
t

txT
x

txT ),( 1
 

),(
2

2

∂
∂

α∂
∂

=    En   x>0 ,   t>0          (3. 1.1. 1) 

 
 
    Para    x = 0    , t  >  0           (3. 1.1.2) 0),( TtxT =
 
 
                 t = 0     ,    x  ≥   0                (3.1.1.3)  iTtxT =),(
 
      Este problema se resuelve por el método integral. 
 

1. Primero se integra la ecuación  (3.1. 1. 1) con respecto a la variable x desde  
x = 0  a   x = δ  (t): 

 
 
 

 
FIGURA. (3.1.1.1) DEFINICIÓN DE LA CAPA TERIMCA 
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En este tipo de integración usaremos el teorema fundamental  para integral de línea  que 
dice que sea f(x, y) una función en una región abierta que contiene a los puntos A(x0, y0), y 
B(x1, y1) si f(x, y)=∇φ(x, y) en los puntos de esta región entonces para cualquier curva 
suave por partes, C, que empiece en A y termine en B, y que este por completa en la región 

. También usaremos la siguiente identidad que 

relaciona la  derivada bajo el operador de integración:  
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La integral del lado derecho cuando se realiza usando las reglas de diferenciación bajo la 
integración usando  
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se tiene  como resultado: 
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Por la definición  de  la capa térmica  como se ilustra  en  la figura  (3. 1.1. 1),  se obtienen 
las siguientes condiciones: 
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x
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             (3.1.1.6) 

    
Por conveniencia en el análisis se define: 
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Introduciendo  los  valores  de  las  ecuaciones (3. 1.1. 6) y (3.1.1.7) en la ecuación (3. 1.1. 
5)  se obtiene: 
 

    )(
 
 

0 δθ
∂
∂α ix T

dt
d

x
T

−=− =               (3.1.1.8) 

 
  Esta  ecuación  se  conoce  como  la  ecuación  integral  de  la energía [ 7 ]  ,  [ 8 ] 
 
  2.    Se propone una solución polinomial  cúbico para  T (x, t) en la forma: 
 
                  (3.1.1.9) 
   

32),( dxcxbxatxT +++=

            
     en             0 ≤ x  ≤  δ ( t )  
 
Donde los coeficientes están en función del tiempo. 
Para  determinar  estos  cuatro  coeficientes  en  términos de  δ ( t )  son necesarias cuatro 
condiciones. Tres  de estas condiciones  son   las condiciones  de  frontera para   x = 0  y 
para la capa térmica x = δ (t),  como: 
 

             0
 

  )3( ,   (2) ,    (1) 00 === === δδ ∂
∂

xixx x
TTTTT    (3.1.1.10)      

         
 Evaluando de (3.1.10)  en la ecuación (3.1.9) 

 
T(x, t)|x=0 = a + b(0) + c(0)2 + d(0)3 = T0   de donde a = T0       (i)

 
Evaluando  de (3.1.10) en la ecuación (3.1.9) 
 

T(x, t)|x=δ = a + bδ + cδ2 + dδ3=Ti                                               (ii) 
 
evaluando de (3.6.10) en la ecuación (3.1.9) 
 

δ∂
∂

=x  x
t)T(x,  =(b+2c x +3 d x2 )|x=δ = b + 2cδ + 3dδ2 =0             (iii) 

            
 Las  cuatro condiciones   pueden  ser  derivadas  evaluando la ecuación  diferencial para   x 
= 0   y    considerando  T = To = constante,   por  lo  tanto,  la  derivada  de la temperatura 
con respecto al tiempo se elimina en    x = 0    y  se obtiene: 
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Evaluando (3.1.1.11) en la ecuación (3.1.1.9) 
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  x
t)T(x,   (2c+6d x)|x=0 = 0         por lo tanto 2c=0  de donde c=0           (iv)                                     

 La  cuarta condición se puede obtener evaluando la ecuación  diferencial para x = δ ( t ) y 
considerando que  T = Ti = cte   para  x = δ .  
Se forma ahora con (i), (ii), (iii), y (iv)  un sistema de ecuaciones: 
 
     1)       a=T0 
     2)       c=0 
     3)       a + bδ + dδ3 = Ti   
     4)       b + 3 d δ =0 
 
Donde resolviendo este sistema de ecuaciones para a, b, c, y d se tiene: 
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  restando Ti  a los dos miembros 
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(T0-Ti) y dividiendo por este termino a toda la ecuación: 
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  Así  la  expresión para el  perfil de la temperatura esta dado por  la siguiente forma: 
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   (3.1.1.12) 

 
3. Cuando  el  perfil  de  la  temperatura  (3. 1.1. 12)  se  sustituye en  la  ecuación  integral  
de  la  energía   (3. 1.1. 8),   se obtiene  la siguiente ecuación diferencial ordinaria para  δ ( t 
): 

0 > t para       
 td
 d   =  4 δδα                                    (3.1.1.13) 

 
                                  Sujeto a: 

 
0=    tpara         0=    δ                                      (3.1.1.14) 
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      La solución  de las ecuaciones (usando el método de variables separables) (3.1. 1. 13)   
y    (3.1. 1. 14)   esta dado por:     

                      ( ) tt  8    αδ =                                     (3.1.1.15)  
            

4. Conociendo  δ ( t ), la distribución  de la temperatura T (x, t)  se  determina  de  acuerdo  
a  la     ecuación  (3. 1. 12)   y    se obtiene: 
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  t8= (t)     αδDonde                                                   (3.1.1.17) 
 
 
 
 
 
 
 
      SOLUCION   CON   OTROS   PERFILES 
 
 
En el  análisis  anterior  se  usa  una  representación   cúbica polinomial  para  T (x, t),  
aplicando  la  condición  x = 0  para obtener  la cuarta  condición.  Si  se  utiliza la  
condición T = Ti = constante para  x = δ  la  cuarta condición se  deriva de la ecuación  (3.1. 
1. 11),  como: 
 

     ∂
∂ δ

2

2 0T
x x= =            (3.1.1.11)’ 

 
  Sí  las ecuaciones    (3.1. 1. 10)   y   (3.1. 1. 11)      se sustituyen junto con la  condición    
(3. 1.1. 11)’  en  la  ecuación  (3.1. 1. 9),  el  problema se resuelve  por  el  procedimiento   
discutido   anteriormente,  el perfil de temperatura resultante esta dado por: 
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            (3.1.1.18) 

 
Donde         tαδ 24 =  
 
Si   se  usa  una  representación  polinomial  de cuarto grado para T (x, t), los  cinco  
coeficientes  resultantes se  determinan  de las  cinco  condiciones  dadas  y  se  resuelven 
de manera similar, el perfil de temperatura, para este caso se representa por:             
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 Donde         t
3

40)(    αδ =t  

 
Comparación con la solución exacta. 
Tres diferentes aproximaciones a la solución, (3.1.1.12), (3.1.1.18), (3.1.1.19). 
Otra  solución  aproximada se puede  obtener  de  una representación  polinomial  de 
segundo  grado.  La  pregunta con respecto  a  estas  soluciones   aproximadas  si  son más 
precisas, no  puede  ser  contestada hasta que las soluciones se comparan con la solución 
exacta del mismo problema, expresada por: 
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Donde la función error tiene las siguientes propiedades: 
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Figura (3.1.1.2) muestra la comparación de estas aproximaciones a la distribución de 
temperaturas con la solución exacta. La concordancia es mejor para valores pequeños del 

parámetro
t

x
 4α

 . 

 
FIGURA (3.1.1.2) COMPARACIÓN DE LA SOLUCION EXACTA Y LA SOLUCION 

APROXIMADA PARA UNA REGION SEMI-INFINITA 
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Tabla (3.1.1.1) involucra el error en el flujo de calor en la superficie. 
 
perfil de temperatura C definida por eq. (3.1.1.21) porcentaje de error 

exacta  1
0 565

π
= .  0 

Aproximación cúbica 
(eq.3.5.16)   

3
2 8

0 530= .  6 

Aproximación cúbica 
(eq3.6.18) 

3
24

0 612= .  8 

Aproximación de cuarto 
grado(eq. 3.6.19) 

2
40
3

0548= .  
3 

 
La aproximación polinomial  de cuarto  grado  se aproxima mejor a la solución exacta. El  
polinomial cúbico  para  la  condición  x = 0  se  aproxima  mejor  a  la solución exacta que 
la condición  x = δ. 
 
El  flujo   de  calor  en  la  superficie  de  frontera   x = 0   es  una cantidad  de interés  
práctico    y    para    los diferentes   perfiles    de   Temperatura   considerados 
anteriormente se puede expresar en la forma: 
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propiedad de la derivada sobre la integración tenemos: 
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De este resultado se llega al resultado de la ecuación (3.1.1.21) 
La tabla (3.1.1.1) da los valores de la constante C calculada en la solución exacta y la 
solución aproximada. La aproximación polinomial de cuarto grado representa el flujo de 
calor con un error aproximado del 3% el cual es aceptable para la mayoría de aplicaciones 
en ingeniería.                           
 
 
 
 
3. 2  CALCULO VARIACIONAL     
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 El   problema   principal  en  él  calculo  variacional  es  encontrar los valores extrémales 
de una funcional. Dado,  por  ejemplo,  una función  de  variable   independiente        y = y ( 
x ),  la  condición necesaria   para   la   existencia   de   valores   extrémales   de   esta 
funcional   es  que  dy/dx = 0.  La  condición  suficiente  para que la funcional tenga  un 
mínimal o un máximal  es  d2y/dx2 > 0  o  d2y/dx2 <  0  respectivamente,  en el punto donde 
dy/dx  = 0. 
 
En  esta  sección  se  presentan  problemas  clásicos  de  cálculo variacional   los   cuales   
permiten   la   interpretación   física  de los     límites    dados,   de   la   figura   (3. 2. 1)    se   
determina la ecuación de las curvas uniendo dos puntos. 
 

 

 
FIGURA. (3.2.1) INTERPRETACIÓN FÍSICA DE LOS LIMITES DADOS 

 
      El  arco diferencial de una curva   y  =  y (x)  se  obtiene por: 
 

                                            (3.2.1) ( ) ( )[ 2/122 dydxds += ]
 
      La cual se puede arreglar como: 
 

                                                  (3.2.2) 2/12 )1( yds ′+=
        
      La longitud total de esta curva es: 
 

                   S=                                    (3.2.3) ( )∫ ′+
b

a

dxy 21

  
 Si  se  desea  determinar la curva que pasa por los puntos  y (a)  y  y (b). 
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Para  la  solución  de este  problema,  se puede  plantear en forma general y determinar el 
valor mínimal de   I (x, y, y´) 

     I (x, y, y´)  =    (3.2.4)    ( )dxyyxF
b

a
∫ ′,,

 
 donde F (x, y, y´)   es una funcional conocida del problema 
    F x y y y( , , )′ = + ′1 2  
    
 Mientras que I es una función desconocida que se determinará igual  que la integral dada.    
Una  función cuyas variables  son  a  la  vez   funciones,  se  dice   que  es una funcional.  
Así la función  (3. 2. 4)  es una funcional.  Se desea determinar que la curva    y (x),   
I (x, y, y ´) sea un mínimal. 
Así,  si  y ( x )  minimiza  esta  funcional  cualquier  otra función en  la  vecindad  de  y ( x )  
podrá  ser representada  por la forma 
 

 y ( x ) + εη ( x )                                                  (3.2.4´) $y =
 

Donde  η(x) es  cualquier función  continúa tal que ( )xη ′′  sea continua  y 
( ) ( ) 0 21 ==== xbxa ηη  (se anulan  en   los   extremos),   y    ε   es   un parámetro,  como 

se observa en la figura (3. 2. 2). Ahora, con ( )xη  fija, sustituye, ( ) ( )x  ˆ ηε+= xyy  
, ( ) ( )$′ = ′ + ′y y x ε η   x . En  la  integral  (3. 2. 4), con lo que se obtiene una función de ε , 
ahora se puede escribir en la forma: 

( )

( ) ( ) ( )[ ]dxxxyxxyxF

dxyyxFI

b

a

b

a

∫

∫

′∈+′∈+=

=′=∈

ηη ,)(,        

ˆ,ˆ,)(
                    (3.2.5) 

 Así cuando ε =0 de (3.2 .4´) se obtiene  )(ˆ xyy =  y como y(x) hace mínima la integral, 
sabemos ( )εI  debe de tener un mínimo en ε=0. Por cálculo elemental. Una condición 
necesaria para ello es que se anule la derivada. La derivada ( )εI ′  se puede calcular 
derivando (3.2.5) 
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FIGURA.  (3.2.2) FUNCIONAL )()( xxYY εη+=  
 

( ) ( ) dxyyxFI
d

dI b

a
)ˆ,ˆ,( ′=′= ∫ ∂ε

∂ε
ε
ε                               (3.2.6) 

 
Por la regla de la cadena para la derivación de funciones para varias variables tenemos 
 
 

 ( ) ( )xxyyxF  
ŷ  
F  

ŷ  
F  

   
ŷ  

ŷ  
F  

   
ŷ  

ŷ  
F  

   
  x

  x
F  )ˆ,ˆ,( η

∂
∂η

∂
∂

ε∂
∂

∂
∂

ε∂
∂

∂
∂

ε∂
∂

∂
∂

∂ε
∂ ′

′
+=

′
′

++=′  

 
Así que (3.2.6) se puede escribir  
 

( ) ( ) ( )∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′
′

+=′
b

a
xxI dx  

ŷ  
F  

ŷ  
F  η

∂
∂η

∂
∂ε                          (3.2.7) 

 
Pero  así que haciendo ( )′ =I 0 0 ε = 0 en (3.2.7)  concluimos que  
 

( ) ( ) 0dx  
ŷ  
F  

ŷ  
F  

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′
′

+∫
b

a
xx η

∂
∂η

∂
∂                           (3.2.8) 

En esta ecuación la derivada ( )xη′  aparece junto a la función ( )xη . Podemos eliminar   
( )xη′    integrando el segundo término por partes, lo que lleva a 

 ( ) ( ) ( ) ( ) dx
dx
dxdx

dx
dxxdxx

b

a

b

a

b

a

b

a
)

ŷ  
F  ()

ŷ  
F  (

ŷ  
F  

ŷ  
F  

′
−=

′
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′

=′
′ ∫∫∫ ∂

∂η
∂
∂η

∂
∂ηη

∂
∂  

esto es usando la condición de que ( ) ( ) 0 == ba ηη  por tanto (3.2.8) se expresa como: 
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( ) 0dx )
ŷ  
F  (

ŷ  
F  

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′

+∫
b

a dx
dx

∂
∂

∂
∂η                            (3.2.9) 

 
Nuestro razonamiento hasta este momento está basado en una elección fija de la función 

( )x  η  . No obstante, como la integral en (3.2.9) debe de anularse para toda función, 
concluimos inmediatamente que la expresión entre corchetes debe de ser nula. Esto 
significa que 

      0
ŷ  
F  

ŷ  
F  

=−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′ ∂

∂
∂
∂

dx
d                                          (3.2.10) 

La  expresión (3. 2. 10) es   la  ecuación de  Euler.  [8],  [9]  asociada  con  el  problema  
variacional  dado por la  ecuación  (3. 2. 5).   La condición necesaria para minimizar o 
maximizar  la  integral  de   la  ecuación   (3. 2. 4)  es  que ( )yyxF ′ˆ,ˆ,     debe  satisfacer  la 
ecuación  de Euler correspondiente.   Se observa  que las derivadas  parciales  

ŷ  
F     ,  

ˆ  
  

′∂
∂

∂
∂

y
F   de la ecuación  (3. 2. 10)  se  forman  suponiendo que ŷ  ,   ˆ ′y   son  

variables   independientes. Tal  como está formulada, la ecuación de Euler (3.2.10) no es 
muy transparente. Con el fin de interpretarla y convertirla en un instrumento eficaz, 
empezamos haciendo énfasis en que la derivada parcial. 

ŷ  
F  y    

ŷ  
F  

′∂
∂

∂
∂    Tratando a x, y e y como variables independientes. En general, sin embargo 

y  
F   
′∂

∂   es función de x explícitamente, y también implícitamente a través de y e y´ , de 

modo que el primer término en (3.2.10) se puede desarrollar como: 
                 

dx
yd

y  
F  

y  dx
dy

y  
F  

y  y  
F  

  x
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′′

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′ ∂

∂
∂

∂
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂  

 
 
En consecuencia, la ecuación de Euler es: 

( ) 0ff
dx
dyf

 xd
yd f y xyy y2

2

y y =+++ ′′′′                          (3.2.10´) 

Es una ecuación de segundo orden, a menos que =0, así  que en general las extrémales 
(sus soluciones) constituyen una familia biparamétrica de curvas. Entre estás, las funciones 
estacionarias son aquellas para las que los dos parámetros se escogen  de manera tal que 
satisfagan las condiciones de frontera. Una ecuación no lineal (3.2.10´) es, generalmente 
hablando, imposible de resolver, pero hay muchas aplicaciones  desembocan en casos 
especiales que sí son resolubles. 

y yf ′′
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CASO  A. Sí x e y están ausentes de la función f, la ecuación de Euler se reduce a:  

y  yf ′′ 0
xd
yd
2

2

=  

y si  ≠ 0 tenemos y  yf ′′ 2

2

 xd
yd   e y=c1x+c2 , así que son extrémales todas las rectas 

 
CASO B. Si y está ausente de la función  f, la ecuación de Euler se convierte en: 

0
y   
f  

dx
d

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′∂

∂  

que puede integrarse sin dificultad para obtener la ecuación de primer orden  

1y  
f  c=
′∂

∂  

Para los extrémales. 
 
CASO C.  Si  x está ausente de la función f, la ecuación de Euler puede integrarse, y se 
llega así a 

1c=f-y
y  
f  ′
′∂

∂   

 
Eso es consecuencia de la identidad  
 

  x
f  

y  
f  

y  
f  

dx
dyf-y

y  
f  

dx
d

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

′=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
′

 

Ya que 
  x

f  
∂
∂   = 0  y la expresión entre corchetes de la derecha es cero por la ecuación de 

Euler. 
  
Retornando  al  problema  especifico,  usando  la  ecuación (3. 2. 3)  y  observando  que  las 
variables x e y están ausentes  de, luego este problema  pertenece al   Caso A. como 

 
( )[ ]

0
y1

1
y  

f  f
2
3

2
2 

2

y y ≠
′+

=
′

=′′ ∂
∂       (3.2.11) 

 
 El caso A nos dice que las extrémales son las rectas de la familia biparamétrica: 
 
  

21 cxcy +=                                    (3.2.12) 
 
  
Donde   c y        son constantes. c21
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 El  problema analizado anteriormente puede ser extendido al caso  en que  y (a)  sea fijo, es  
decir, hasta  x = a.  y  es arbitrario  para  x = b.   Ahora,  definiendo  a  η(x)  como  
continuamente  diferenciable, la ecuación  (3. 2. 4)  se escribe de la siguiente forma: 
 

0
'ˆ  

  
'ˆ 

  
ˆ  

  
=+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− =∫ bx

b

a y
Fdx

y
F

dx
d

y
F η

∂
∂η

∂
∂

∂
∂               (3.2.13) 

 
Una  forma de satisfacer la ecuación  (3. 2. 13)  es  que  los dos términos  separadamente  
sean  iguales  a  cero,  mientras  que el  segundo término η (b)  es arbitrario, esto genera la 
condición  para el nuevo problema: 
  

                         0
ˆ  

  
=

′ =bxy
F

∂
∂                             (3.2.14) 

 
Como una simplificación de la ecuación de Euler. 
 
 
      3. 2. 1   METODOS VARIACIONALES  
 
Considere la integral I de una sola variable independiente x definida por: 
 

                                                              (3.2.1.1) ( )dx ,,I
2

1

∫
=

=
x

xx
xTTxF

 
Donde él integrando F es, en general,  una función implícita y explícita de coordenada x, la 
función T ≡ T(x) y su derivada con respecto a x, específicamente, Tx ≡ dT / dx.  
 La integral I es llamada  funcional porque este valor depende de la función a escoger T(x).  
Claramente, en los casos más generales, la función T puede depender de más de una 
variable independiente. 
Para el caso unidimensional consideremos la función T(x) definida en el intervalo x1 < x < 
x2 y las condiciones de frontera  de la forma: 
 

T(x) = ƒ1 con x = x1                                      (3.2.1.2a) 
 

T(x) = ƒ2 con x = x2                                         (3.2.1.2b) 
 
En general, estas condiciones de frontera pueden ser cualquier combinación de las 
condiciones de frontera de primer, segundo y tercer tipo. 
El cálculo variacional se preocupa con la determinación de la función T(x) tal que nos 
producirá un extremo (por ejemplo  Un máximo o un mínimo) en el valor de la integral I 
definida por la ecuación (3.2.1.1) mientras que se satisfagan las condiciones de frontera de 
(3.2.1.2a,b).  Ahora, se mostrarán los pasos básicos involucrados en el cálculo variacional 
para el caso simple considerado anteriormente. 
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Hagamos que la función deseada T(x) que produce un extremo (o un punto  estacionario) 
de la integral I dada en la ecuación (3.2.1.1) sujeta a las condiciones de frontera de (3.2.2a, 
b).  Supóngase que esta función es alterada por una cantidad infinitesimal a un nuevo valor 

( )xT~  como se ilustra en la figura (3.2.1.1).  Hagamos que δT  tenga una magnitud alterada 
en la ubicación de x. descrita como: 
 

(x)     T  )()(~ ηξδ ≡=− xTxT                       (3.2.1.3) 
 
Donde ( )~T x es llamada  función de prueba y el operador δ  es llamado el operador de 
variación.  Aquí  δT representa la variación de la función T(x) y ξ es un parámetro de 
perturbación.  La función η(x) es continua y diferenciable con respecto a x, arbitrario 
excepto para los requerimientos de la función T(x) satisfaga las condiciones de frontera en  
x =x1 y x2.  Para este ejemplo en particular, que se ilustra en la figura (3.2.1.1), el valor de 
T(x) no produce ningún cambio  en las condiciones iniciales x1 y x2 especificadas en 
(3.2.1.2a, b).  Éste requisito. 
 
 
 

 
 

FIGURA  (3.2.1.1) FUNCION T(x) Y LA FUNCION )(xT  
 
Es satisfecho si η(x), arbitraria al tiempo de inicio, desaparecen para  las condiciones de 
frontera, es decir: 

 
η(x) = 0 con x = x1                        (3.2.1.4a) 
η(x) = 0  con x = x2                        (3.2.1.4b) 

 
Un cambio en el valor de T(x) dado por la variación δT ≡ ξη(x) es causa  un cambio en el 
valor de la integral I dada por una variación δI: 
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dxFdxF
xx

     =I    
2

1

2

1 xx
∫∫ =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
δδδ                           (3.2.1.5) 

 
Donde la variación del operadorδ  cambia el signo de  la integral por que el operador de 
integración y la derivación se conmutan.  La cantidad δ  F en la ecuación (3.2.1.5) 
representa la variación de F resultante de un cambio en el valor de T debido a δ  T; así se 
define como: 
 
            ( ) ( )xxx TTFTTT ,,x  , +Tx,F = F    −+ δδδ                  (3.2.1.6) 
 
Una expansión en series de Taylor se aplica ahora para evaluar δ F.  Donde F es 
dependiente de T y Tx , tomando las derivadas con respecto a T y Tx  en la expansión de la 
serie de Taylor obtenemos: 
 

x
x

T   
T  
F  +T   

T  
F  =F    δ

∂
∂δ

∂
∂δ                     (3.2.1.7a) 

 
o 
 

xηξ
∂
∂ηξ

∂
∂δ   

T  
F  +  

T  
F  =F    

x

                      (3.2.1.7b) 

 
 

Donde    δ T ≡ ξ η   aquí el término   
xT  

F  
∂
∂  representa la derivada de F con respecto  a Tx≡ 

dT / dx. 
Introduciendo la ecuación (3.2.1.7a) en la ecuación (3.2.1.5): 
 

dx T   
T  
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T  
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2

1x
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x
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⎞
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∂
∂δ            (3.2.1.8) 

 
Si T(x) es la función deseada  producirá un extremo en la integral I, donde la variación   δ I 
de la integral se hace cero, por lo tanto 

 
                              δ I =0                              (3.2.1.9) 

 
Con esta consideración, podemos escribir la ecuación (3.2.1.8) como: 
 

0=dx T   
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F  +T   
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x

x
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∂δ            (3.2.1.10) 
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La función T(x) satisface las condiciones de frontera (3.2.1.2a, b).  Si la función deseada 
produce un extremo (o punto estacionario) en la integral I definida por la ecuación 
(3.2.1.1).  El problema de extremo es definido por la ecuación (3.2.1.10) no es 
recomendable para la determinación de T(x); Por lo que será conveniente realizar una 
manipulación de esta ecuación para mejorar su manipulación. 
El segundo término del lado derecho de la ecuación (3.2.1.10) se obtiene realizando la 
siguiente consideración: 
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Donde utilizamos la propiedad de que los operadores de diferenciación y la variacional  son 

conmutativos,  esto es ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dx
dT

dx
d δδ =T    utilizando este resultado se obtiene 
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Introduciendo este resultado en la ecuación (3.2.1.10) se obtiene: 
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Integrando el primer termino: 
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Así la transformación de la ecuación (3.2.1.10) a la (3.2.1.12b) es equivalente a integrar por 
partes al segundo término de la ecuación (3.2.1.10). 
Note que el primer término del lado derecho de la ecuación (3.2.1.12b) toma en cuenta los 
efectos de las condiciones de frontera en la función T(x), considerando el término de la 
integral se producirá la expresión deseada para la determinación de T(x). 
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En el presente problema en las condiciones iniciales (3.2.1.2a, b) no se permite ninguna 
variación de T(x) en la frontera.  Esta condición, implica que δ T ≡ ξ η(x) = 0 en x1 y x2 
que es equivalente para las condiciones de (3.2.1.3) 
Entonces, el primer término de la ecuación (3.2.1.12a, b) se elimina y estableciendo δ T ≡ ξ 
η(x) se obtiene: 

( ) 0 
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x1 x
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⎦
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En esta integral, η(x) es una función arbitraria a excepción de las restricciones impuestas 
por las ecuaciones (3.2.1.3) en la frontera; así, la ecuación (3.2.1.13) se satisface para todos 
los valores de η(x) si él integrando del corchete se elimina, i.e.: 
 

             0
T  
F  

T  
F  

x

=⎟⎟
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⎛
−
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∂
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d      (3.2.1.14) 

 
Esta ecuación es conocida como la ecuación de Euler-Lagrange para el problema 
variacional considerado aquí. Las condiciones de frontera para esta ecuación fueron 
descritas en la ecuación (3.2.1.2 a, b): 

T(x) = ƒ1 con x = x1                     (3.2.1.15a) 
 

T(x) = ƒ2 con x = x2                        (3.2.1.15b) 
A continuación se resumirá el proceso variacional: Para determinar la función T(x) del 
problema variacional que produce un extremo en la expresión variacional definida en la 
ecuación (3.2.1.1), sujeta a las condiciones de frontera (3.2.1.2 a, b), se transforma en la 
solución de la ecuación diferencial (3.2.1.14), sujeta a las mismas condiciones de frontera. 
Las implicaciones del desarrollo variacional para obtener soluciones aproximadas a los 
problemas de transferencia de calor aparecerán en el método de Ritz. 
 
Aplicación.  Considere el problema variacional definido por la integral: 
 

( ) ( ) ( )[ ]dx T 2T T 
0

22
x∫ −−=

L

xgxqxpI               (3.2.1.16) 

sujeta a las condiciones de frontera en T(x): 
 

        T(x) = T1         con x = 0                              (3.2.1.17a) 
                                   T(x) = T2 con x = L                      (3.2.1.17b) 
 
Determine la correspondiente ecuación de Euler-Lagrange. 
Solución.  Para comparar la ecuación (3.2.1.16) con la forma general descrita en la 
ecuación (3.2.1.1), encontramos que: 
 

( ) ( ) ( ) ( )T 2T T ,, 22
x xgxqxpTTxF x −−=                      (3.2.1.18) 
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Donde Tx ≡ dT/dx.  La integral I de la ecuación (3.2.1.16) llega a ser estacionario si su 
variación δ I se elimina; entonces la expresión para δ I se obtiene de la ecuación (3.2.1.12b) 
como: 
 

0=dxT   
T  
F   

T  
F    

T  
F  T  I   

0 x0x
∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

=

LL

x dx
d δ

∂
∂

∂
∂

∂
∂δδ     (3.2.1.19) 

 
Para la función F definida en la ecuación (3.2.1.18) todos los términos de esta expresión se 
evalúan como: 
 

                                ( ) ( )x2g-T 2
T  
F  xq−=

∂
∂                       (3.2.1.20a) 

 

( ) x
x

T 2
T  
F  xp+=

∂
∂                           (3.2.1.20b) 

 
Introduciendo las ecuaciones (3.7.1.20 a, b) en la ecuación (3.7.1.19) obtenemos: 
 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) 0=dx   T   xg+T 
 xd
T d 

 xd
d 2T  T xp 2=I    

L

0
0x δδδ ∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= xqxpL

x       (3.2.1.21a) 

 
Aquí, el primer termino del lado derecho se elimina porque δT = 0 en la frontera donde el 
valor de la función se prescribe.  Entonces: 
 

( ) ( ) ( ) 0=dx  T   xg+T 
 xd
T 

 xd
d -2=I    

L

0

δδ ∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ xqdxp                  (3.2.1.21b) 

 
Donde δ T es un término arbitrario de la ecuación que se satisface si él integrando del 
paréntesis se elimina.  Entonces se obtiene la siguiente ecuación de Euler-Lagrange para 
T(x): 
 

L<x<0en        0)()(
 x
T )(

 x
=++⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ xgTxq

d
dxp

d
d   (3.2.1.22a) 

 
sujeta a las siguientes condiciones de frontera: 
 

T(x) = T1 en x = 0                (3.2.1.22b) 
 

T(x) = T2 en x = L                 (3.2.1.22c) 
 

Note que las ecuaciones de Euler-Lagrange (3.2.1.22) obtenidas sobre el problema de 
transferencia de calor en estado estable generan un espacio dependiente de la conductividad 
térmica.  Así la función T(x) satisface el problema de conducción de calor del rendimiento 
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estacionario del problema de variación dado por la ecuación (3.2.1.16).En el problema de 
variación (3.2.1.16) se consideran condiciones de frontera de primer orden en ambas 
fronteras, dadas por las ecuaciones (3.2.1.17 a, b). 
Si las condiciones de frontera (3.2.1.17 a, b) donde ambas son de tipo 0  xT  =∂∂  o 
alguna combinación de 0  xT  =∂∂  y las condiciones de frontera de primer orden, sobre 
la ecuación de Euler-Lagrange (3.2.1.22a) deberá ser aplicado un cambio apropiado en la 
condición de frontera.  Este resultado se obtiene del hecho de que el primer termino del 
lado derecho de la ecuación (3.2.1.21a) desaparece cuando la función es evaluada en 
∂ ∂  T   x = 0 sobre la frontera. 
Considere el siguiente problema de conducción de calor en estado estable. 
 

0)( =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ xg

dx
dTk

dx
d  en 0<x<L      (3.2.1.23) 

11 fTh
dx
dTk =+−    para x=0                   ( 3.2.1.23a ) 

  22 fTh
dx
dTk =+      para x=L                                             (3.2.1.23b) 

Este caso es tratado usando las ecuaciones de Euler - Lagrange y se determinara la forma 
variacional para este caso. 
Consideremos la ecuación (3.2.1.23)  realizando un procedimiento análogo al anterior  se 
escribe 

          0  T  )(I    
0

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫ dxxg

dx
dTk

dx
dL

δδ                    (3.2.1.24) 

 
la integral anterior se puede escribir: 
 

0  T   )(  T  I    
00

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫∫

LL
dxxgdx

dx
dTk

dx
d δδδ                  (3.2.1.25) 

Para encontrar el valor de la primera integral del lado derecho de la igualdad usaremos 
integración por partes, el cual consista, si se tiene u, v  las cuales son derivables. 
 

( )
dx
du v

dx
dvu u v +=

dx
d     Integrando 

 

∫∫ + dx 
dx
du vdx 

dx
dvu=uv  

 

∫∫ dx 
dx
du v-uv=dx 

dx
dvu    o 

 

dx 
dx
du v-uv=dx 

dx
dvu 

a ∫∫
b

a

b

a

b  

ahora sea: 
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xT 
dx
dTk =     vdx         

dx
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dx
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⎝
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dx
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dx
du             T   =u δδ =  

 
así que la integral  
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⎞
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δδ  

                             ( )=  (k T )    T k    T  d x               x 0
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2δ δ− ∫

1
2 0
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    (3.2.1.26) 

Donde 

( ) xT  T  
 x

δδ =
d
d   y  ( ) ( )2  

2
1 xxx TTT δδ =  

 
introduciendo el resultado de (3.2.1.26) en (3.2.1.24) se tiene 
 

( ) ( )     0= dx T   xg+ x d T   k 
2
1T  Tk =I     

L

00

2
x

L
0x ∫∫− δδδδ

L

 

 

         ( )( ) dx         T  x2g- T   k 
2
1T  TK =I     

0

2
x

L
0x ∫−

L

δδδ        (3.2.1.27) 

 
El primer término del lado derecho de la ecuación (3.2.1.23 a, b) es evaluado utilizando las 
condiciones de frontera 
 

k-
Thf

dx
dT 11 −

== xT    para x=0 

 

k
Thf

dx
dT 22 −

== xT    para x=L 
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Así que al evaluar 

0xx0x T   Tk T   Tk T  kT
==

−=
xLx

L δδδ  
 

sustituyendo las condiciones de frontera 
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             (3.2.1.28)  

 
 
 
 
Introduciendo (3.2.1.28) este resultado en la ecuación (3.2.1.27) 
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 ( ) ( ) ( ) 0T f 2h +T f 2h +  T g(x) 2Tk     2
2

2

L

0
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⎭
⎬
⎫

⎩
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                                                                                                                        (3.2.1.29)                                        
 
así la forma variacional está dada por 
 

( ) ( ) ( ) Lxx TTdx == −−−∫ T f 2h +T f 2h +  T g(x) 2Tk =I 2
2

2

L

0
01

2
1

2
x           (3.2.1.30) 

 
observe que la forma variacional involucra las condiciones de frontera 
 
 
 
 
 
 

 79



 3.2.2 PROBLEMAS TRIDIMENSIONALES 
 
El procedimiento variacional realizado anteriormente puede ser generalizado para 
problemas que involucran más variables independientes 
En el siguiente análisis se inician  con las ecuaciones de Euler-Lagrange en tres 
dimensiones, sujeta a condiciones de frontera generales y se determinara la expresión 
equivalente en su forma variacional  
Se considera el siguiente problema de transferencia de calor en estado permanente en tres 
dimensiones, sobre una región R   

0)(1)()()(2 =++∇ rg
k

rTrArT      en la región R                       (3.2.1.31a) 

 

)(
  
  

srfHT
n
T

=+
∂
∂           en la frontera  S                                    (3.2.1.31b) 

donde  n  ∂
∂  es la derivada a lo largo de la normal exterior trazada en la superficie de 

frontera S. 
Para determinar la expresión de variación correspondiente se trata a la ecuación como una 
ecuación de Euler-Lagrange y se sigue un procedimiento similar al usado en el ejemplo 
anterior, pero generalizándolo para el caso tridimensional. La variación δ I  de la funcional 
I como 
 

0   1   2 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++∇= ∫ dvTg

k
ATTI

R

δδ                                   (3.2.1.32) 

 
el término    puede ser escrito como TT 2   ∇δ
 

TTTTTT ∇∇−∇∇=∇ •)  ()  (•   2 δδδ                                  (3.2.1.33) 
 
Introduciendo esto en la ecuación (3.2.1.32) se obtiene 
 

∫∫ ∫ ∫ ++∇∇−∇∇=
RR R R

Tdvg
k

TdvATdvTTdvTTI   1  ) (•) (•    δδδδδ         (3.2.1.34) 

 
El primer término de esta expresión es escrito en forma alternativa como 

∫ ∫∫ ∫ ∫ −−=−==∇=∇∇
S SR S S

dsfTHTdsHTfTds
n
TTndsTTdvTT )2( 

2
1)(  

  
    •  ) (• 2δδ

∂
∂δδδ    (3.2.1.35a) 

Donde se utilizó la condición de frontera (3.2.1.31b). Los términos restantes se vuelven 
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)(3.2.1.35d                                                                               1  1

) 3.2.1.35c (                                                     
2
1  

2
1  

)(3.2.1.35b                                )(  
2
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Introduciendo las ecuaciones (3.2.1.35 a, b, c, d) en la (3.2.1.34) se obtiene 

02)()2(  
2
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S

222 =
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ó 
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S
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⎭
⎬
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⎨
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Entonces la expresión variacional se obtiene como 
 

∫ ∫ −+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−∇=

R S

dsfTHTdvgT
k
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donde   está dada en diferentes sistemas de coordenadas como 2)( T∇
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     en  coordenadas rectangulares   (3.2.1.39a) 
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sinrr
TT      en  coordenadas esféricas  (3.2.1.39c)             

                                          
Se debe notar que la expresión variacional (3.2.1.38) contiene las condiciones de frontera 
del problema. 
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3.2.3   PROBLEMAS DE FLUJO DE CALOR EN ESTADO ESTABLE    EN UNA  
DIMENSION  

 
 

Como por ejemplo,  se  considera una aleta de longitud finita L.  La temperatura   inicial  T0     
de   la  aleta  se  especifica,  la  punta  de la  aleta  se   encuentra  aislada,  como   se   
muestra   en   la   figura  (3.2.3.1).     Determinar   la   distribución   de   la   temperatura   y   
la transferencia    de    calor   en   la    aleta   por   medio    del   cálculo variacional. 

 
 

 

 
 

FIGURA (3.2.3.1) ALETA LONGITUDINAL INFINITA 
 

        La ecuación diferencial para este problema es: 
 

                                              02
2

2

=− θθ m
dx
d                        (3.2.3.1) 

 
 Siendo sus  condiciones de  frontera: 

 

                                                     0)0(
=

dx
dθ                          (3.2.3.2) 

      
                                                        0 )( θθ =L                          (3.2.3.3) 

Si  se toma la ecuación diferencial  de problema  (3.2.3.1)  y  se trata de determinar la 

funcional  ( )θθ ′ ,  ,xI  tal que δΙ = 0  con: 
 

∫ ⎟⎟
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⎞
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Se tendrá  que la primera variación es: 
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dxm
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   ),,(  θδθθθθδ                                       (3.2.3.4) 

 
 
Integrando el primer término de la ecuación (3.2.3.4)  por partes se obtiene: 
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Y usando la propiedad conmutativa del operador diferencial 
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Reareglando la ecuación   (3.2.3.5)   da la siguiente forma: 
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Las condiciones de frontera θ = Cte. y  (dθ/ dx = 0) por lo cual el primer término de la 
ecuación (3.2.3.6)  se elimina. Por lo tanto, la forma  variacional del problema es: 
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0 =dx   m+ θθδ                       (3.2.3.7) 

 
La función correspondiente ( ) , , ′θθxI   es 
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dx  = ),,( θθθθ m
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dxI                            (3.2.3.8) 

Manteniendo aislado el extremo de la aleta pero reemplazando la temperatura base con el 
flujo de calor especificado 
 

                                     
dx

(L) dk = θq                                              (3.2.3.9) 

 
Aplicando la forma variacional de este problema y las condiciones de frontera. 
Introduciendo las ecuaciones (3.2.3.2)  y (3.2.3.9) dentro de la ecuación  (3.2.3.6) se 
encuentra la formulación variacional para el flujo de calor: 
 

               ∫
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛L

dx
dx
d

k
q

0

2
2

0 = m+ 
2
1 - (L) θθδδθ                           (3.2.3.10) 
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q θθθδ                          (3.2.3.11) 

 
 
La ecuación diferencial relaciona a la ecuación diferencial y sus condiciones de frontera 
separadamente.  Mientras que la formulación variacional incluye las condiciones de 
frontera dentro de la ecuación variacional. Por lo tanto, un problema puede generar 
diferentes formulaciones variacionales, dependiendo de sus condiciones de frontera. 
 
Considere el siguiente problema de conducción de calor en estado estable. 
 

                    0)( =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ xg

dx
dTk

dx
d  en 0<x<L                                        (3.2.3.12) 

 

                      11 fTh
dx
dTk =+−    para x=0                                            (3.2.3.13) 

 

                        22 fTh
dx
dTk =+      para x=L                                         (3.2.3.14) 

Este caso es tratado usando las ecuaciones de Euler-Lagrange y se determinara la forma 
variacional para este. 
Consideremos la ecuación  (3.2.3.12)  realizando un procedimiento análogo al anterior  se 
escribe 
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la integral anterior se puede escribir: 
 

               0  T   )(  T    
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dxxgdx
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dI δδδ                      (3.2.3.15´) 

 
Para encontrar el valor de la primera integral del lado derecho de la igualdad usaremos 
integración por partes, el cual consista, si se tiene u, v  las cuales son derivables. 
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ahora sea: 
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Donde 

                               ( ) xT  T  
 x

δδ =
d
d   y  ( ) ( )2  

2
1  xxx TTT δδ =  

 
introduciendo el resultado de  (3.2.3.16)  en  (3.2.3.15´)  se tiene; 
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2
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00

2
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                    ( )( ) dx         T  x2g- T   k 
2
1T  TK =I  

0

2
x

L
0x ∫−

L

δδδ      (3.2.3.17) 

 
El primer término del lado derecho de la ecuación (3.2.3.17)  es evaluado utilizando las 
condiciones de frontera 
 

                              
k-

Thf
dx
dT 11 −

== xT    para x=0                                (3.2.3.18) 

 
 

                                
k

Thf
dx
dT 22 −

== xT    para x=L                               (3.2.3.18´) 

 
así que al evaluar 
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sustituyendo las condiciones de frontera 
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          (3.2.3.19) 
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Introduciendo (3.2.3.19)  este resultado en la ecuación  (3.2.3.17) 
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1-=I  2
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01
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  ( ) ( ) ( ) 0T f 2h +T f 2h +  T g(x) 2Tk    2
2

2

L

0
01

2
1

2
x =

⎭
⎬
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⎨
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así la forma variacional está dada por 
 

( ) ( ) ( ) Lxx TTdx == −−−∫ T f 2h +T f 2h +  T g(x) 2Tk =I 2
2

2

L

0
01

2
1

2
x             (3.2.3.20) 

 
GENERALIZACION PARA PROBLEMAS EN TRES DIMENSIONES 
 
El procedimiento variacional realizado anteriormente puede ser generalizado para 
problemas que involucran más variables independientes 
En el siguiente análisis se inician  con las ecuaciones de Euler-Lagrange en tres 
dimensiones, sujeta a condiciones de frontera generales y se determinara la expresión 
equivalente en su forma variacional  
Se considera el siguiente problema de transferencia de calor en estado permanente en tres 
dimensiones. Sobre una región R   
 

                       )(1)()()(2 rg
k

rTrArT ++∇                                                 (3.2.3.21)  

                     )(
  
  

srfHT
n
T

=+
∂
∂           en la frontera     S                           (3.2.3.21) 

 
donde  n  ∂

∂  es la derivada a lo largo de la normal S en la superficie. 

  
Para determinar la expresión de variación correspondiente se trata a la ecuación como una 
ecuación de Euler-Lagrange y se sigue un procedimiento similar al usado en el ejemplo 
anterior, pero generalizándolo para el caso tridimensional. La variación δ I  de la funcional 
I como: 
 

                0   1 2 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++∇= ∫ dvTg

k
ATTI

R

δδ                                         (3.2.3.22) 

 
El término    puede ser escrito como TT 2 ∇δ
 

                                                     (3.2.3.23) TTTTTT ∇∇−∇∇=∇ •)  ()  (• 2 δδδ
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Introduciendo (3.2.3.23)  en la ecuación (3.2.3.22)  se obtiene 
 

∫∫ ∫ ∫ ++∇∇−∇∇=
RR R

Tdvg
k

TdvATdvTTdvTTI   1  ) (•) (•  δδδδδ          (3.2.3.24) 

 
El primer término de esta expresión es escrito en forma alternativa como: 
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                             (3.2.3.25) 

 
 
Donde se utilizó la condición de frontera (3.2.3.21). Los términos restantes se vuelven 
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Introduciendo las ecuaciones (3.2.3.25), (3.2.3.26) en la (3.2.3.24)  se obtiene 
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ó 
 

0)2(2)(  
S

222 =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
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⎤

⎢⎣
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k
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Entonces la expresión variacional se obtiene como 
 

       ∫ ∫ −+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−∇=

R S

dsfTHTdvgT
k

ATTI )2(2)( 222                             (3.2.3.29) 

 
 
donde   está dada en diferentes sistemas de coordenadas como 2)( T∇
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    en las coordenadas rectangulares   (3.2.3.30) 
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sinrr
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Se debe notar que la expresión variacional (3.2.3.29)  contiene las condiciones de frontera 
del problema. 
 
3.2.4  METODO DE RITZ 

 
Cuando la forma variacional equivalente de la ecuación de conducción de calor en estado  
estable está disponible. El problema puede ser resuelto  aproximadamente por un método 
simple y eficiente propuesto originalmente por Ritz [51,56]. En  esta parte utilizaremos este 
método para resolver problemas de conducción de calor en estado estable  en regiones 
finitas. 
Considere el problema en estado estable  para una región finita dada por la forma 
 

           0)(1)()()(2 =++∇ rg
k

rTrArT          en la región R                   (3.2.4.1a) 

 

)(
  

T  
sii

i

rfTH
n

=+
∂
∂                sobre la frontera  si                                                        (3.2.4.1b) 

Donde i = 1, 2, 3,..., s y s es él numero de superficies frontera continuas de la región R,   

in  ∂
∂     ; es la derivada a lo largo de la normal dibujada hacia afuera de la superficie  sí de 

la región 
Hemos  ya determinado la forma de variacional equivalente para el caso (3.2.4.1a). Por lo 
tanto, desde la ecuación (3.2.3.29), se obtiene la expresión variacional correspondiente  
como: 
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Después de: 

∑∫∫
=

≡
s

ss i
11

 

 
La cual contiene las condiciones de frontera para el problema, la solución exacta de esta 
expresión variacional es muy difícil. Por otro lado  puede ser resuelta en forma  aproximada 
por el método propuesto por Ritz. El primer paso en el análisis del método  es la selección 
de una solución de prueba que contiene un número de parámetros ajustables. La solución de 
prueba deberá ser elegida de tal manera que satisfaga las condiciones de frontera (3.2.4.1b), 
por otra parte, para el problema no es  necesaria la ecuación diferencial (3.2.4.1a). Con está 
consideraciones se elige una solución de prueba   )(~ rTn    como 
 

             en la región R                 (3.2.4.3) ∑
=

+Ψ=
n

j
jjn rcrrT

1
0 )( )()(~ φ

 
Donde  la función Ψ0  satisface la parte no Homogénea de las condiciones de frontera 
(3.2.4.1b),  es decir  
 

                      ii
i

fH
n

=Ψ+
Ψ

0
0

  
  

∂
∂

                                                     (3.2.4.5) 

 
y  φ j  , j= 1, 2, .... n son  linealmente independientes, conocidas, se eligen funciones  
apropiadas  en la región R que satisfacen la parte homogénea de las condiciones de frontera 
(3.2.4.1b), es decir 
 

                           0
  
  j =+ ji

i

H
n

φ
∂

φ∂
                                                     (3.2.4.6)  

 
Entonces la solución de prueba (3.2.4.3) satisface las condiciones de frontera (3.2.4.1b)  
para valores arbitrarios C j . Si las condiciones de frontera para el problema son todas 
homogéneas entonces la función   Ψ0   no es necesaria, sólo las funciones φ j  deberán 
determinarse. Aquí asumimos que las funciones φ j   tienen derivadas continuas de primero 
y segundo orden con respecto al espacio de las  variables. 
Una vez que la solución de prueba    es estabiliza, la aproximación de Ritz para la 
determinación de los coeficientes 

~ ( )T rn

C j  consiste en introducir la solución de prueba 
dentro de la expresión variacional (3.2.4.2)  y requiere de ~ ( )T rn
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                  0
  

),....,I(  1 =
j

n

C
CC

∂
∂

              para J=1, 2, ......,n                         (3.2.4.7) 

 
De este proceso resultan  n ecuaciones algebraicas para la determinación de n coeficientes 
desconocidos C j  y representan una solución aproximada para el  problema de extremos o 
para el problema de conducción de calor (3.2.4.1a). La solución es aproximada  puesto que 
esta es un punto fijo de la integral I(C1,..., Cn)   sólo para aquellos valores de C j   que están 
contenidos en la solución de prueba. Una discusión para la estimación del error en el 
método de Ritz puede encontrarse en la referencia  [52]   . 
La selección de la familia de funciones φ j  es el paso más importante en está aproximación. 
Las funcionesφ j  j=1, 2,...n deberán permanecer a la clase de funciones  completas 
determinadas  en la región dada. Esto es, una función se llama completa en el sentido de 
que cualquier función arbitraria que es continua, junto con sus derivadas parciales en la 
región considerada, puede ser representada en la forma de una serie infinita, por estas 
funciones en la región considerada. Las funciones φ j  pueden ser polinomiales, funciones 
trigonométricas, cilíndricas, o funciones esféricas dependiendo de la naturaleza del 
problema. Una buena aproximación a la solución no será obtenida a no ser incluida una 
buena aproximación en la  selección de funciones. Una discusión de la construcción de las 
funciones φ j  se dará  en la siguiente  sección. 
Cuando la ecuación diferencial original [por ejemplo  ecuación (3.2.4.1a) es lineal, resulta 
un  sistema de n ecuaciones algebraicas para las n  desconocidas Cj, son lineal,  Si el 
problema original es no lineal, el sistema resultante para las n ecuaciones es no lineal. 
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Aplicación 1 
 
Considere el siguiente problema de conducción de calor en estado estable en una dimensión  
 

                      02

2

=++ BxAT
dx

Td     en  0<x<1                                         (3.2.4.8)  

 
                      T=0       para x= 0   y x=1                                                    (3.2.4.9)  

 
Donde  A y B son constantes. Se resolverá este problema por el método de Ritz  y comparar 
los resultados  exactos y aproximados  para A=B=1, la solución a este problema es un caso 
especial del problema general  (3.2.4.1a), por lo tanto  la forma variación equivalente es 
obtenida inmediatamente de la ecuación  (3.2.4.2) como: 
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dT=I xTdxBdxTAdx                                 (3.2.4.10´) 

 
 
Se resolverá este caso usando varias órdenes de aproximación, esto es se usaran un término, 
dos términos en la solución de prueba. 
 
1.  Un término en  la solución de prueba. Se elige la solución de prueba  como 
 

                                        )()(~
1 11 xCxT φ=                                              (3.2.4.11) 

 
Donde 
 

                                         )1()(1 xxx −=φ                                             (3.2.4.12) 
 
Claramente, )(1 xφ   satisface ambas condiciones de frontera (3.2.4.9). Introduciendo esta 
solución de prueba en la ecuación (3.2.4.10)  pero calcularemos la integral por términos 
usando (3.2.4.10´): 
 

                )()1(~ 2
11 xxCxxCT −=−=                                                   (3.2.4.13) 
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al remplazar estos valores se tiene: 

         I(C1)= 6303
1 1
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Ahora derivando I(C1)  con respecto a C1 e igualando a cero la derivada tenemos 
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de donde encontramos el valor de C1  el cual esta dado por  
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entonces la solución de prueba para un término es 
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2.  Solución de prueba para dos  términos.  Se elige la solución de prueba como 
 

           )()()(~
2 21 12 xCxCxT φφ +=                                               (3.2.4.26) 

 
donde 
 

                                  (3.2.4.27)  )1()(y            )1()( 2
2 1 xxxxxx −=−= φφ

 
ambos  )(y       )( 2 1 xx φφ     satisfacen las condiciones de frontera (3.2.4.9)   introduciendo 
esta solución de prueba en la ecuación  (3.2.4.10) se obtiene  I(C1 , C2)  entonces colocando 
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CCdI        J=1, 2,...., n                                              (3.2.4.28) 

 
se obtienen dos ecuaciones algebraicas para la determinación de los coeficientes C1  y  C2 , 

definimos para     A=B=1,      C1=
369
71      y      C2=

41
7  
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Tabla (3.2.4.1)    Una comparación entre la solución aproximada y exacta del problema         
                  Anterior. 
 

 T T1 % T2 % 
x Exacto Aproximado Error Aproximado Error 
0.25 0.04400 0.0521 18.4 0.04408 0.18 
0.50 0.06974 0.0694 0.48 0.06944 0.43 
0.75 0.06005 0.0521 13.2 0.06009 0.06 
0.85 0.04282 0.0354 17.3 0.04302 0.46 

 
La solución exacta a este problema esta dada como: 
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La tabla (3.2.4.1) presenta la comparación de la solución aproximada usando un  y dos 
términos con la solución exacta, claramente, la exactitud es significativamente mejora 
usando dos términos en la solución. 
 
Aplicación 2: 
 
Considere el siguiente problema de conducción de calor en estado permanente para un 
cilindro sólido: 
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             en 1 < r < 2                (3.2.4.31) 

 
                                   T=4   para r=1                                                  (3.2.4.32) 

 
                           T=8  para r=2                                                            (3.2.4.33) 

 
Resolver el problema usando el método de Ritz. 
 
Solución: este problema es un caso especial del problema general (3.2.4.1)  por lo tanto la 
ecuación variacional equivalente es inmediatamente obtenida de la ecuación  (3.2.4.2)  para 
los valores  fijos de las condiciones de frontera se tiene  
 

                 I= rdrT
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2 11                                          (3.2.4.34) 

 
Proponemos solo un término en la solución de prueba   como: ~ ( )T r1

 
                )()()(~

0111 rrCrT Ψ+= φ                                                      (3.2.4.35) 
 
Donde: 

               )2)(1()(1 −−= rrrφ          y        rr 4)(0 =Ψ                    (3.2.4.36) 
 
Está solución satisface las condiciones de frontera ((3.2.4.32) y  (3.2.4.33) ) sustituyendo 
esta solución en la forma variacional (3.2.4.34) derivando el resultado de la expresión con 
respecto a C1 e igualando a cero obtenemos: 
 

dr
r

rrrrrc
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                                        +                       (3.2.4.37) ( 02638
2

1

234 =+−++−∫
=

=
drrrrr

r

r
)

Después de realizar la integración c1 es determinada como: 
 
                                                      c1 = -3.245 
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Entonces la solución aproximada esta dada por: 
 

                   rrrrT 4)2)(1(245.3)(~
1 +−−=                                        (3.2.4.38) 

 
La solución exacta a este problema es: 
 

                   )(008.3)(J43.14)( 11 rYrrT +=                                         (3.2.4.39) 
 
Una comparación de la solución aproximada con la solución exacta para los puntos r = 1. 2, 
1.5, y 1.8  muestra que la concordancia esta dentro del 0.03% , por lo tanto, en esta 
aplicación la aproximación a un termino proporciona muy buenos  resultados. 
 
3.2.5 METODO DE RITZ. CONDUCCION DE CALOR BIDIMENSIONAL EN 
ESTADO ESTABLE     
 
El método de Ritz para resolver problemas de una dimensión en estado estable, se puede 
extender a problemas bidimensionales tanto en estado estable como transitorio. Para esta se 
selecciona una solución aproximada θ(x, y) la cuál depende de n parámetros y tiene la 
forma de una sucesión {ϕn (x, y)} convergente de funciones. 
 
                                        

                             θ(x, y) =  an ϕn (x, y)                                              (3.2.5.1) 
n

N

=
∑

0

                                       
 
Donde ϕn (x, y) para todos los valores de n satisface las condiciones de frontera. Si  ϕn (x, 
y)  se considera además como un producto de una función  de x y de una función de y 
solamente: 
 

                                ϕn (x, y) = Xn (x) Yn (y)                                           (3.2.5.2) 
 
Entonces Xn(x) y Yn(y) serán formuladas tales que Xn(x) satisfaga solamente las 
condiciones de frontera en la dirección  x  y Yn(y) solamente las condiciones de frontera en 
la dirección y. Por lo que la ecuación (3.2.5.1) se puede expresar como: 
 

                       θ(x, y) = an Xn (x) Yn (y)                                           (3.2.5.3) 
n

N

=
∑

0
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Aplicación 1 

 
FIGURA. (3.2.5.1) CONDUCCIÓN  DE ESTADO ESTABLE EN ALETA 

BIDIMENCIONAL 
 
Encontrar la distribución de temperatura en estado estable en él alabé bidimensional 
mostrado en la figura (3.2.5.1). En su base, la temperatura del alabé está dada por F(x). Se 
puede considerar que el coeficiente h de la superficie es muy grande. Él alabé tiene longitud 
finita y espesor igual a 2l. 
La formulación diferencial de este problema es: 
 

                         0
y  
T  

  x
T  

2

2

2

2

=+
∂
∂

∂
∂                                   (3.2.5.4) 

 
y las condiciones de frontera: 
 

T(0,y)=F(y)                            (3.2.5.5) 
 

T(x,±l) =T∞                                            (3.2.5.6) 
 

T(∞,y)=T∞                                                (3.2.5.7) 

 
El primer paso para la solución del problema es la transformación de la variable 
dependiente, haciendo θ=T-T∞  , que no cambia la ecuación dominante aunque reduce a tres 
de las condiciones de frontera a una forma homogénea. Ahora el nuevo problema en 
función de θ , es: 
 
  

0
y  
  

  x
  

2

2

2

2

=+
∂

θ∂
∂

θ∂                                                 (3.2.5.8) 
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y las condiciones de frontera: 
 

θ(0, y)=f(y)                                   (3.2.5.9) 
 

θ(x, ±l) =0                                     (3.2.5.10) 
 

θ(∞, y)=0                                      (3.2.5.11) 
Este problema lo resolveremos por la técnica Integral. Todas las especificaciones y 
dimensiones son iguales a las dadas anteriormente. La función f(y) esta dada por         

( ) ( )[ ]2
 máx 11    ,0  yy −=θθ se supone parabólica (ver figura (3.2.5.1´)), después para mayor 

facilidad se reproduce la figura (3.2.5.1´), la ecuación dominante y las condiciones de 
frontera son: 
 
 

 
 

FIGURA. (3.2.5.1´)    ISOTERMA DE LA FUNCIÓN    
( ) ( )[ ]
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( )
( ) 0,

0,
=∞
=±

y
lx

θ
θ

                                                        (3.2.5.14) 

 
 
 
La técnica integral involucra la resolución de la integral de la ecuación diferencial 
dominante. Para este caso, la integral que se debe resolver es 
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θ∂                                           (3.2.5.15) 

 
 
Ahora se debe elegir una forma aproximada para la variable dependiente, que satisfaga las 
condiciones de frontera. Entonces, se hace compatible la forma supuesta de con la 
ecuación dominante por medio del método de Ritz. 

(θ x y, )

)
 
 Se supone la forma de  en las dimensiones x y y sujeta a las condiciones de frontera 
que se deben satisfacer. Para este caso se usa una función cuadrática en la dirección de las y 
y una exponencial en la dirección de la x (ver figura 3.2.5.1’). El perfil de Ritz supuesto es  

(θ x y,

 
                      ( ) ( ) BxeylAyx −−= 22, θ                                             (3.2.5.16) 

 
En donde se requiere que el parámetro A sea  por la condición  de frontera en x=0.   
En consecuencia, la función que se debe usar es 

2/ lmaxθ

 

                      ( ) ( ) Bxeyl
l

yx −−= 22
2

máx,
θ

θ                                         (3.2.5.17) 

 
El parámetro B queda determinado al sustituir la ecuación  (3.2.5.17) en la relación integral, 
ecuación  (3.2.5.15). 
Ahora se desarrolla la integración. La primera integración, término a término, de la 
ecuación  (3.2.5.15)  da la expresión 
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Despejando y resolviendo cada uno de estos términos por separado, usando la ecuación  
(3.2.5.17), se tiene, para el primero. 
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y para el segundo, 
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Una vez evaluados estos términos, se puede escribir la ecuación (3.2.5.18)  
 

                             0
2

3
2 max =−

Bl
Bl máx

θ
θ                                                 (3.2.5.21) 

y se obtiene el valor del parámetro B como: 
 

l
B 3

=                          

Por lo tanto la solución usando el método de Ritz queda 
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3.2.6 METODO DE GALERKIN 
 
En la sección anterior se presentó el método de Ritz, el cual requiere que la forma 
variacional equivalente de las ecuaciones diferenciales dominantes debería estar disponible 
para que este método sea aplicable. En 1915 Galerkin  [57]  propuso un método de 
aproximación de solución de problemas de valor de frontera que no requiere la formulación 
variacional del problema, por lo tanto proporciona una aproximación más clara y general a 
la solución de problemas de valor de frontera. Es aplicable a la solución de ecuaciones de 
tipo elíptico, hiperbólico y parabólico, así como a problemas lineales y no lineales. Cuando 
la forma variacional de un problema de valor de frontera existe, se puede mostrar que los 
métodos de Ritz y Galerkin son equivalentes y producen resultados idénticos.  Por lo tanto, 
en vez de tratar de desarrollar la forma variacional equivalente para un problema de valor 
de frontera dado y aplicar el método de Ritz, se puede aplicar el método de Galerkin 
directamente al problema de valor de frontera. Abajo se presenta la teoría básica y 
aplicación del método de Galerkin a la solución de problemas de conducción de calor en 
estado de equilibrio en dominios finitos. El lector deberá consultar las referencias  [16, 37, 
53-55]  para una discusión de la teoría y aplicación del método de Galerkin y las referencias 
[58-64]  para su aplicación en la solución de diversos tipos de problemas de valor de 
frontera.  
La idea básica del método de Galerkin puede ilustrarse refiriéndose al problema de valor de 
frontera dado por las ecuaciones (3.3.4.1a) considerado en conexión con el método de Ritz. 
Este problema se escribe más compactamente en la forma: 
 

      L[T(r)] = 0          en la región  R                                                       (3.2.6.1) 
 

                B[T(rs )] = f(rs)    sobre la frontera   S                                      (3.2.6.2) 
 

Donde L es un operador lineal diferencial [por ejemplo: L[T] g
k

ATT ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++∇≡

12   ]  y B es 

un operador de condición lineal de frontera  [por ejemplo: B[T] hT
n
Tk +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≡

   
  

∂
∂

]. 

 
Claramente, el problema definido por la ecuación (3.2.6.1).  Cubre un rango extenso de 
problemas de conducción de calor de interés práctico, escogemos una solución de prueba 

 en la forma: ~ ( )T rn

                        en la región R                           (3.2.6.3) )()()(~
1

0 rCrrT j

n

j
jn φ∑

=

+Ψ=

 
Donde la función Ψ0 ( )r  satisface la parte no homogénea de las condiciones de frontera 
(3.2.6.2)y las funciones φ j r( )  satisfacen la parte homogénea, es decir  
 

                          ( )[ ] )(B 0 srfr =Ψ                                                     (3.2.6.4) 
 

               ( )[ ] 0B =rjφ        j = 1,2,...,n                                                (3.2.6.5) 
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Si las condiciones de frontera para el problema son todas homogéneas, la función Ψ0 ( )r  no 
se necesita, también es posible transformar las condiciones de frontera no homogéneas a 
homogéneas. Por ejemplo, en el caso de un problema de dos dimensiones, uno puede 
definir una variable dependiente nueva T *(x, y) tal como  
 

                                                                (3.2.6.6) ),(),(),(* yxpyxTyxT +=
 
Donde la función  es elegida para que cada superficie de frontera en el lado 
izquierdo de la ecuación (3.2.6.4) produzca un término que cancele el término no 
homogéneo   en el lado derecho de la ecuación. 

),( yxp

)( srf
Supóngase funciones apropiadas    )(0 rΨ  y  )(rjφ   ,   desde j=1, 2 , ... n , son encontradas 
y la solución de prueba )(~ rTn  es construida como se da por la ecuación (3.2.6.3)  
Claramente tal como la función de prueba satisface todas las condiciones de frontera para el 
problema pero no para la ecuación diferencial (3.2.6.1). Si se inserta  en la ecuación 
diferencial (3.2.6.1) un residuo del lado izquierdo por que, solo con la solución exacta es 
idénticamente igual a cero, y la ecuación diferencial se satisface en cada punto del medio. 
Para una función de prueba seleccionada que consista de un numero de parámetros 
ajustables como se dio anteriormente, una buena aproximación de la solución exacta podría 
considerarse para ser uno de los cuales los coeficientes C j son tan ajustados para mantener 
los residuos tan pequeños como sea posible. El método de Galerkin para la determinación 
de los coeficientes desconocidos Cj consiste en requerir promedios considerables de los 
residuos sobre las regiones consideradas que deberían de eliminarse.  
Las funciones considerables se toman para ser las mismas funciones, las cuales son usadas 
para construir la solución de prueba dada por la ecuación (3.2.6.3) así, el método de 
Galerkin para la determinación de los coeficientes Cj esta determinado como: 
 

               [ ] 0v)()(~ =∫ drrTL j
R

n φ                                                            (3.2.6.7)   

 

                i=1,2,   ... , n                (3.2.6.8) 0v)()()(
1

0 =⎥
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⎢
⎣

⎡
+Ψ∫ ∑
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drrCrL i
R

n

j
jj φφ

Esta relación produce un sistema de ecuaciones algebraicas para la determinación de n 
coeficientes C1, C2, ..., Cn, la expresión dada por la ecuación (3.2.6.7) pude ser interpretada 
como un equivalente a la ortogonalidad de la expresión L [ ])(~ rTn  a todas las funciones del 
sistema. La función, desde i=1, 2,.. , n, son considerados completas en la región R. De esta 
forma si todas las funciones )(riφ  pertenecientes a este grupo completo están incluidos, el 
requerimiento dado por la ecuación (3.2.6.7) corresponde a una solución exacta del 
problema, sin embargo en el método de Galerkin solo un numero finito de estas funciones 
son consideradas en la ecuación (3.2.6.7)  por lo tanto la solución será aproximada.  
El método de Galerkin tal como se describe arriba proporciona una aproximación simple y 
sencilla a la solución de problemas de conducción de calor en estado estable. Cuando el 
problema de valor de frontera tiene una forma variacional, las soluciones obtenidas por el 
método de Galerkin como se definen por las ecuaciones (3.2.6.7), (3.2.6.8), y este método 
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de Ritz definido por las ecuaciones (3.2.4.2), usan la misma solución de prueba (3.2.6.3)  se 
obtienen resultados idénticos. Una discusión de la equivalencia de estos dos métodos, 
cuando la forma variacional de los problemas existe se da en la referencia [53,pp 279-281]  
. Por lo tanto el método de Galerkin es preferible al método de Ritz ya que no requiere 
forma variacional en el problema, en resumen esto se aplica a problemas que no tienen 
forma variacional. 
Un paso importante en la solución de problemas de valor de frontera por el método de Ritz 
o Galerkin es la construcción de funciones )(rjφ  que satisfacen la parte homogénea de las 
condiciones de frontera para el problema. Ahora presentaremos la construcción de las 
funciones )(rjφ   
 
 
CONSTRUCCION DE LAS FUNCIONES       )(rjφ   
 
Las funciones, j = 1, 2, ....n si es posible, deberán pertenecer a la clase de funciones que son 
completas en la región considerada. Deberían ser continuas en la región y tener derivadas 
continuas de primer y segundo orden. Pueden ser funciones polinomiales, trigonométricas, 
circulares o esféricas, pero, estas sólo satisfarán la parte homogénea de las condiciones de 
frontera para el problema. Un problema para regiones finitas se sujetará a condiciones de 
frontera de primer, segunda o tercera clase o a sus combinaciones. Enseguida 
presentaremos algunas formas usuales que ayudan en la construcción de funciones )(rjφ  , 
con  j = 1, 2, ...n 
Que satisfacen la parte homogénea de las condiciones de frontera para el problema. 
Para geometrías tales como la de un plano, un cilindro hueco, un rectángulo, etc. y cuyas 
coordenadas  de superficie coinciden con las superficies de frontera, las soluciones básicas 
se listan en las tablas 2-1, 3-1 y 3-2. Pueden tomarse como las funciones )(rjφ  . Por 
ejemplo para el plano 0 ≤ x ≤L , la función )(rjφ  , con j =1, 2,...n depende de la 
combinación de condiciones de frontera en x =0 y x =L, se puede obtener de la solución 
básica o elemental listada en la tabla 2-1 tomando sólo la primer n de las  eigenfunciones. 
De forma similar, para los problemas de un cilindro sólido y un cilindro hueco con simetría 
cilíndrica, las funciones, j =1, 2,...n  pueden obtenerse de las tablas 3-1 y 3-2 
respectivamente. 
Hay muchas situaciones en las cuales las fronteras de la región son irregulares y si el 
resultado de la solución no se puede construir por la solución elemental buscada en las 
tablas 2-1, 3-1 y 3-3 que se discuten anteriormente. Ahora describimos otro de los métodos 
de construcción de funciones )(rjφ  que se aplica tanto a fronteras regulares como 
irregulares. 
 
Condiciones de frontera de primera clase. Asumimos que las condiciones de frontera 
para el problema son todas de primera clase en todas sus fronteras. Permítase, una función 
w (x, y) que sea continúa  en la región R  y tenga derivadas continuas con respecto a x y a 
y, también satisfaga las condiciones sobre:  
 

  w(x, y)>0  dentro de R   y   w(x, y)=0   en la    frontera S                          (3.2.6.9) 
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Claramente la función w (x, y) satisface la parte homogénea de las condiciones de frontera 
de primera clase, para el problema hace que se elimina en las fronteras. Entonces, la 
función ),( yxjφ  para los problemas se pueden construir por los productos de  w(x, y) y 
varias potencias de x y y en la forma  
              w1 =φ , wx2 =φ , wy3 =φ , , 2

4 wx=φ wxy5 =φ   , ... ,                     (3.2.6.10) 
 
Las funciones  ),( yxjφ  j =1, 2,...n construidas de esta manera satisface la parte         
homogénea de las condiciones de frontera para el problema, tiene derivadas continuas en x 
y y, y se comprueba en la referencia [53, p.276]  que ellas constituye un sistema completo 
de funciones. Así, el problema se convierte en una  determinación de las funciones 
auxiliares w(x, y). Estas funciones pueden determinarse utilizando las ecuaciones de 
contorno de  frontera como se describe a continuación. 
 
1. Para regiones que tienen contorno simple continuo, tales como el círculo, que  se tienen 

                                   F(x, y)=0                                                               (3.2.6.11) 
Será la ecuación de contorno. Claramente, la función F(x, y) es continua y tiene derivadas 
parciales con respecto a x y y. Así la función w(x, y) puede elegirse como  
  

                                           w(x, y)=±F(x, y)                                              (3.2.6.12) 
 
Por ejemplo, para una región circular de radio R con centro en el origen, la ecuación de 
contorno satisface la ecuación  
 

                                          F(x, y)=R x y2 2 2− − = 0                                  (3.2.6.13a) 
y la función w (x, y) se toma como  
 

                                          w(x, y)=R x y2 2 2− − = 0                                  (3.2.6.13b) 
 
2. -Para regiones que tienen contorno de frontera en la forma de polinomio convexo, se 
tienen las ecuaciones de sus lados en la forma  
 

  F1=a1x+b1y+d1= 0  , F2= a2x+b2y+d2= 0 , ... , Fn= anx+bny+dn= 0             (3.2.6.14a)  
 
Así, la función w (x, y) se escoge de la forma  
 

           w(x, y)=±F1(x, y) F2(x, y) F3(x, y)  , ... Fn(x, y)                                    (3.2.6.14b)  
Que elimina a cada punto sobre la frontera y satisface la parte homogénea de las 
condiciones de frontera de primera clase para la región. 
Para geometrías no convexas el problema es más complejo, una discusión sobre este asunto 
se da en la referencia [53, p278]. 
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Aplicación.  Construir la función w(x, y) como se especifica anteriormente para las cuatro 
diferentes geometrías mostradas en la figura (3.2.6.1) 
Solución. Las ecuaciones para contorno de cada una de las cuatro geometrías mostradas en 
las figuras ((3.2.6.1) a, b, c, d) están dadas respectivamente como: 
 

   a-x=0  ,  a+x=0  ,  b-y=0  ,  b+y=0                                (3.2.6.15a) 
 

      y-αx=0 ,  y+βx=0 ,  L-x=0                                 (3.2.6.15b) 
 

        x=0  ,  y=0 , 1 0− − =
x
a

y
b

                               (3.2.6.15c) 

 
    R x  , R xy1

2 2 2− − = 0 - L) y2
2 2 2− − =( 0                                 (3.2.6.15d) 

 
Entonces las funciones correspondientes w(x, y) para cada  una de las geometrías mostradas 
en las figuras 3.2.6.1a, b, c, d  están respectivamente dadas por 
 

                 w(x, y)=(a2-x2)(b2-y2)                                                       (3.2.6.16a) 
 

         w(x,y)=(y-αx)(y+βx)(L-x)                                                      (3.2.6.16b) 
 

             )
a
x-xy(1=y)w(x,

b
y

−                                                         (3.2.6.16c) 

 
                        ( ) ( )[ ]222

2
222

1 yL-xRyxR=y)w(x, −−−−                      (3.2.6.16d) 
 
Otras condiciones de frontera. Ninguna regla general puede ser colocada para situaciones 
que involucran diferentes combinaciones de condiciones de frontera de primera, segunda o 
tercera clase. La función jφ  tiene que ser elegida de tal forma que sean continuas así como 
su derivada y que satisfagan las condiciones de frontera para el problema. Así, la solución 
de prueba se construye de acuerdo a la combinación lineal de funciones jφ . Ilustraremos 
este punto con ejemplos específicos. 
 
Considere un problema de conducción de calor en estado estable de una sola dimensión. 
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FIGURA. (3.2.6.1)  REGION DE CONTORNO QUE TIENEN CONDICIONES DE 
FRONTERA EN LA FORMA DE UN POLIGONO CONVEXO Y UNA REGION 
LIMITADA POR DOS CIRCULOS , (a) REGION RECTANGULAR , (b, c) REGION 
TRIANGULAR ,(d) UNA REGION EN FORMA DE MEDIA LUNA   ENTRE LA 
INTERSECCIÓN DE DOS CIRCULOS 
 
 
Sujeto a las condiciones de frontera 
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Las funciones jφ  pueden ser elegidas como    
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             y          ,   j=3, 4, 5, ...                                                (3.2.6.17b) 2j )x(x −= Ljφ
 
 así, la solución de prueba es construida como  
 

                en 0 ≤ x ≤ L                              (3.2.6.17c) j

n

j
jn CT φφφ ∑

=

++
3

21=x)(~

 
Satisface las condiciones de frontera (3.2.6.1a). Los coeficientes Cj son determinados por el 
método de Galerkin. 
Ahora ilustraremos la aplicación del método de Galerkin. 
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Aplicación 1  
 
 Resolver la ecuación  (3.2.4.8)  bajo las condiciones de frontera (3.2.4.9), por el método de 
Galerkin usando la solución de prueba de un sólo término dada por la ecuación  (3.2.4.11) y  
(3.2.4.12). 
Solución. El método de Galerkin definido por la ecuación (3.2.6.7) es aplicado a la solución 
del problema que se da por las ecuaciones (3.2.4.8) obtenemos  
 

             0 )(  ~~
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φ                                      (3.2.6.18) 

 
y la solución de prueba de un sólo término se toma como  
     

                   )1()(~
11 xxcxT −=                                                         (3.2.6.19) 

 
la solución de la ecuación (3.7.104a) proporciona   
 

             ( ) )1( 
10/1 4

)(~
1 xx

A
BxT −

−
=                                              (3.2.6.20) 

 
La cuál es exactamente igual a la que se da por la ecuación  (3.2.4.25) y que es obtenida por 
el método de Ritz. 
 
 
Aplicación 2  
 
Resolver la ecuación (3.2.4.31) bajo las condiciones (3.2.4.32, 3.2.4.33)  por el método de 
Galerkin utilizando la solución de prueba dada por la ecuación (3.2.4.35). 
 
Solución. El método de Galerkin cuando es aplicado a la solución del problema dada por 
las ecuaciones (3.2.4.31)  proporciona  
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donde 
    

                   )( )( )(~
011 1 rrcrT ψφ +=                                                (3.2.6.21b) 

 
           rrrrr 4)(  ),2)(1()(  01 =−−= ψφ                                          (3.2.6.21c) 

 
Después de llevar a cabo la operación indicada encontramos   C1 = -3.245 ó 
 

                 rrrrT 4)2)(1(245.3)(~
1 +−−=                           (3.2.6.22) 
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Que es exactamente igual a la que se da por la ecuación  (3.2.4.36)  y que se obtuvo por el 
método de Ritz 
 
Aplicación 3.  
 
Resolver el problema de conducción de calor en estado estable en una región rectangular  
(-a, a; -b, b) con una generación de calor en un intervalo constante de g w/m3 y las fronteras 
mantenidas a la temperatura cero, usando el método de Galerkin y comparar el resultado 
con la solución exacta. 
Solución. La formulación matemática del problema es 
 

        b<y<b-y  a<x<a-en   01
y  

T   
  x

T   
2

2

2

2

=++ g
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∂
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∂                          (3.2.6.23a) 

     
                 T = 0   en x = ± a  y  y = ± b                                          (3.2.6.23b) 

 
La solución de este problema por el método de Galerkin, de acuerdo con la ecuación 
(3.2.6.7) es escrita como 
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Consideramos la solución de prueba de un sólo término como  
 

                   ( ) ( yxcyxT ,  , )~
111 φ=                                                             (3.2.6.24b) 

 
donde la función φ 1 se obtiene por la ecuación (3.2.6.16a) como  
 

                  ( ) ( )( )2222
1 ,  ybxayx −−=φ                                                  (3.2.6.24c) 

 
Introduciendo esta solución de prueba en la ecuación (3.2.6.16a) y desarrollando la integral 
obtenemos  
 

221 8
5 

ba
kgC

+
=  

 
Por lo tanto la solución aproximada de un sólo término se transforma en 
 

          ( )( )2222
221 8

5),( ybxa
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+
=                                 (3.2.6.25) 

 
La solución exacta para este problema es:  
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Donde 
 

2
)12( n
πβ +

=
n  

 
Para comparar estos dos resultados consideraremos la temperatura central (i.e., x=0, y=0) 
para el caso en que a = b y obtenemos: 
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El error existente en la solución de un sólo término es alrededor de 6.7 %. 
Para la solución de prueba de dos términos, la distribución de temperatura podrá formarse 
en la forma  
 

                                        (3.2.6.38) ))()((),( 22222
212 ybxaxCCyxT −−+=

 
Y los cálculos se realizarán de forma similar para determinar los coeficientes C1  y C2 . 
 
 
3.2.7 METODO DE KANTOROVICH.   [8], [20], [24]. 
 
El método de Kantorovich queda en una posición intermedia entre la solución exacta y el 
método de Ritz. 
 
En la sección anterior se construyó el perfil para dos dimensiones que se expresa por la 
ecuación (3.2.5.18) especificando las funciones Xn(x) y Yn(y) en las direcciones x y y. Sin 
embargo, en muchos problemas físicos el desarrollo general de la temperatura θ(x, y) en 
una dirección, es decir, en la dirección y, se puede predecir con mayor precisión que en la 
otra dirección. Para el mismo caso, el perfil de Ritz puede generalizarse especificando 
completamente las funciones Yn(y), pero dejando sin especificar la función Xn(x), para ser 
consideradas con condiciones de frontera apropiadas en  dirección x. Este procedimiento 
constituye la base del Método de Kantorovich. 
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Aplicación del método de Kantorovich. 
 
Aplicación 1. 
 
Encontrar la distribución de temperatura en estado estable en el alabé bidimensional 
mostrado en la figura (3.2.6.1). En su base, la temperatura del alabé está dada por F(x). Se 
puede considerar que el coeficiente h de la superficie es muy grande. El alabé tiene longitud 
finita y espesor igual a 2l. 
La formulación diferencial de este problema es: 
 

                                    0
y  
T  

  x
T   

2

2

2

2

=+
∂
∂

∂
∂                                          (3.2.7.1) 

 
y las condiciones de frontera: 
 

T(0, y)=F(y)                                           (3.2.7.2a) 
 

T(x, ±l) =T∞                                                                (3.2.7.2b) 
 

T(∞, y)=T∞                                                                   (3.2.7.2c) 
 
El primer paso para la solución del problema es la transformación de la variable 
dependiente, haciendo θ=T-T∞  , que no cambia la ecuación dominante aunque reduce a tres 
de las condiciones de frontera a una forma homogénea. Ahora el nuevo problema en 
función de, es: 

                            0
y  
  

  x
  

2

2

2

2

=+
∂

θ∂
∂

θ∂                (3.2.7.1´) 

y las condiciones de frontera: 
                                                           θ (0, y)=f(y)                          (3.2.7.2a´) 

 
                                θ (x, ±l) =0                              (3.2.7.2b´) 

 

                                θ (∞, y)=0                               (3.2.7.2c´) 
 
Este problema lo resolveremos por la técnica Integral. Todas las especificaciones y 
dimensiones son iguales a la dada anterior mente. La función f(y) dada por:  
θ(0,y)=θmax[1-(y/l)2] se supone parabólica después para mayor facilidad se reproduce la 
figura  3.2.6.1, la ecuación dominante y las condiciones de frontera son: 
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                                          (3.2.7.5) 

 
 
 
La técnica integral involucra la resolución de la integral de la ecuación diferencial 
dominante. Para este caso, la integral que se debe resolver es 
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Ahora se debe elegir una forma aproximada para la variable dependiente, ( )θ  x y, , que 
satisfaga las condiciones de frontera. Entonces, se hace compatible la forma supuesta de 

( )θ  x y, con la ecuación dominante por medio del método de Kantorovich. 
En el método de Kantorovich el procedimiento es bastante parecido excepto que se supone 
que la forma funcional para θ(x, y) está solamente en una dirección. En este caso, sea la 
dirección de las y, y la forma es cuadrática como antes. Ahora el perfil supuesto de 
Kantorovich es  
 

                                θ (x, y)= ( ) )(22 xXyl −                                            (3.2.7.7) 
 
 
En donde se obtiene la función X(x) de la formulación integral y de las condiciones de 
frontera. Al sustituir la ecuación (3.2.7.7)   en la ecuación (3.2.7.6)   se obtiene 
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La primera integración en la dirección de las y da 
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y evaluando los limites, se tiene  
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Para que esta integral, evaluada entre los limites  0  e  ∞, sea verdadera en general, él 
integrando debe ser idénticamente igual a cero. De esa manera se tiene la ecuación 
diferencial ordinaria 
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y   las condiciones  de frontera  son: 
 

2
máx

l
=X(0)         ,0)(

θ
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La solución a la ecuación  (3.2.7.11)  es: 
 

                                    lxlx NeMeX /3/3 += −                                            (3.2.7.12)                
 
 
Aplicando las condiciones de frontera se obtiene, para las constantes M y N, 
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En consecuencia se tiene, para la función 
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y para la solución completa 
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Se ve que el método de Kantorovich da el mismo resultado, ecuación  (3.2.7.14), que el 
método de Ritz, ecuación  (3.2.5.22), para este ejemplo. No siempre dan resultados 
idénticos los dos métodos. 
 
  Se ha mostrado la distinción entre los dos métodos. En el método  de Ritz se tiene una 
suposición razonablemente completa con relación a la forma  de la variable dependiente en 
todas las direcciones.  El perfil supuesto incluye al menos un parámetro no especificado.  
Sustituir el perfil de Ritz en la forma integral de la ecuación dada, da una ecuación 
algebraica en el parámetro desconocido.  La solución se completa resolviendo la ecuación  
algebraica para determinar este parámetro.  En el método de Kantorovich se supone la 
variable dependiente en solamente una dirección con una función no especificada para 
describir la variación en la otra dirección.  Sustituir este supuesto perfil de Kantorovich en 
la formulación integral, produce una ecuación diferencial que se debe resolver para 
completar la solución. 
  Generalmente el método de Ritz es más rápido; el método de Kantorovich es el más 
exacto. Sucede que la forma supuesta más general como en el enfoque de Kantorovich da 
una solución más exacta a costa de un esfuerzo (a veces considerablemente mayor). 
  En el tratado de Arpaci se da una descripción completa de la técnica integral      
 
 
3.2.8 COMPARACION DE LOS METODOS VARIACIONALES 
 
El objetivo es desarrollar y aplicar los métodos variacionales como son: Ritz, Kantorovich 
y Galerkin, en la solución numérica a problemas de la ingeniería en particular  para 
determinar la distribución de la temperatura en un calentador eléctrico con generación 
interna y uniforme. Los resultados numéricos de la solución, se comparan con la solución 
exacta.  
 
1.  INTRODUCCION 
 
   Los métodos variacionales clásicos de Ritz, Kantorovich y Galerkin, se basan en la 
minimización de una  funcional asociada al problema dado, que no es otra cosa que la 
energía total del sistema físico definido. A fin de tomar como ejemplo, consideremos un 
calentador eléctrico. 
Para esta aplicación, se considera un calentador eléctrico de sección transversal rectangular  
(-a, a)x(-b, b) con una fuente de calor interna uniforme (constante) de g w/m3 cuyas 
fronteras mantenidas a la temperatura cero. Nuestro propósito es determinar la distribución 
de temperatura. 
 
Para esto se ha considerado la ecuación que gobierna el fenómeno de transferencia de calor 
del calentador en esta región: 

[-a, a]x[-b, b]=R 
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Donde  
S=(-a, y)U(a, y)U(x, -b)U(x, b) 
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Sujeto a las condiciones de frontera  S:      
  T = 0   en x = ± a    y     y= ± b                                                                                
Que representando en forma de operadores diferenciales se tiene: 
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Bajo la condición de frontera:       
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Si multiplicamos a  (1.1) por T  tenemos:     
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Donde su  primera variación viene dada por: 

             ∫ ∫− −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

+
∂
∂

=
b

b

a

a
dxdy

k
g

y
T

x
TI 0T  2

2

2

2

δδ                                        (3.2.8.4) 

 
distribuyendo el operador de integración se tienen tres integrales: 
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Realizando integración por partes en la variable x para A se tiene: 
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Donde el primer termino de estas integrales vale cero por las condiciones de frontera: 
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Usando  la identidad: 
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Sustituida en la ecuación anterior se tiene: 
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Realizando un procedimiento análogo y usando propiedades de integración iterada [6] se 
tiene algo similar para la integral B: 
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Realizando la suma de las tres integrales e igualando a cero 

=I δ ( )[ ]dxdyT
b

b

a

a
x   

2
1 2∫ ∫

− −

− δ                  ( )[ ]dxdyT
b

b

a

a
y∫ ∫

− −

−   
2
1 2δ  

                     + ∫ ∫
− −

b

b

a

a

dxdyT
k
g   =0                                                       (3.2.8.9) 

 
 

                 0   2
y 
T 

 x
T    

b

b-

a

a-

22

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

= ∫∫ dydxT
k
gI δδ                                   (3.2.8.10) 

   
De donde la funcional I[T] que hay que minimizar es: 
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Es bien conocido el hecho que las soluciones de la ecuación (3.2.8.1) bajo las condiciones 
de frontera (3.2.8.2), son los puntos críticos de la funcional Energía  (3.4.8.11) por lo que 
resolver (3.2.8.1) bajo (3.2.8.2), es determinar los puntos críticos de ella. 
A fin de determinar los puntos críticos de (3.2.8.11) se selecciona una forma aproximada 
para la variable dependiente, T(x, y), que satisfaga las condiciones de frontera, por medio 
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de los métodos de Ritz, Kantorovich y Galerkin. Abordaremos primeramente el método de 
Ritz 
2.  METODO DE RITZ 
 
   En este método se selecciona una solución aproximada T(x, y) la cual depende de N 
parámetros y tiene la forma de una sucesión ( ){ }yxn ,ϕ  convergente de funciones: 

                                                                      (3.2.8.12) ∑
=

=
N

n
n yxyxT

0
n ),(a),( ϕ

            
Donde ϕn(x, y) para todos los valores de n satisfagan las condiciones de frontera. Si ϕn(x, 
y) se considera además como un producto de una función de x y de una función y 
solamente: 
 

                   )()(),( yYxXyx nnn =ϕ                                                       (3.2.8.13) 
                
Entonces  Xn(x) y Yn(y) serán formuladas de tal forma que Xn(x) satisfaga solamente las 
condiciones de frontera en la dirección   x y  Yn(y) solamente las condiciones de frontera en 
la dirección  y, por lo que la ecuación (3.2.8.3) se expresa por: 

                                                               (3.2.8.14) ∑
=

=
N

n
n yxXyxT

1
nn )(Y )(a),( 

            
 
Aplicando el método de Ritz, se considera la función T(x, y), de tal manera que satisface 
las condiciones de frontera del problema. Para este caso se puede emplear alguna de las 
siguientes series: 
 

1.-  ....)aaa)()((),( 2
2

2
10

2222 +++−−= yxybxayxT  
 

                                      2.-   ..)()(a))((a),( 22222
1

2222
0 +−−+−−= ybxaybxayxT

                                      3.-  ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

= b
ynsin

a
xmsinayxT

nm
mn

ππ
1,

,  

                                      4.-  ( ) ( ) BxeybAyxT −−= 22,  
 
Ambas series satisfacen las condiciones de frontera, del problema 
Considerándola serie (1) truncada en el primer término donde esta a0, para él calculo de la 
primera aproximación de Ritz: 

                                                              (3.2.8.15) 0
2222 a))((),( ybxayxT −−=

Y sustituyéndola  en la ecuación (1.9) e integrando se obtiene el coeficiente ao 

                        
)(8

5a 220 ba
k
g

+
=                                                             (3.2.8.16) 
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Por lo tanto, el perfil de primer orden de Ritz basado en la formulación variacional se 
expresa por:  

               ( ) ( ) ( )( 2222
228

5, ybxa
bak

gyxT −−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

= )                                       (3.2.8.17) 

      
 
3.  METODO DE KANTOROVICH 
 
   En la sección anterior se construyó el perfil de Ritz para el calentador eléctrico, 
especificando las funciones Xn(x) y Yn(y) en las direcciones x y  y. Sin embargo, en muchos 
problemas físicos el comportamiento general de la temperatura  T(x, y) en una dirección, es 
decir, en la dirección y, se puede predecir con mayor precisión que en la otra dirección. 
Para el mismo caso, el perfil de Ritz puede generalizarse especificando las funciones Yn(y), 
pero dejando sin especificar la función  Xn(x), para ser consideradas con condiciones de 
frontera en la dirección x.   Este procedimiento constituye la base del Método de 
Kantorovich. 
 
Aplicando el método de Kantorovich, obtener una solución aproximada del problema 
anterior. 
 
Suponiendo que la temperatura en la dirección  y, es una parábola, mientras que en x, es 
X(x) es desconocida, por lo tanto: 
 

                                                                        (3.2.8.18) )()(),( 22 xXybyxT −=
       
La cual satisface las condiciones de frontera del problema en la dirección  y, y se considera 
como una primera aproximación. Como en el caso anterior solo que ahora la función 
desconocida es Y(y). 
 

                                                                         (3.2.8.19) )()(),( 22 yYxayxT −=
            
Cuando se quiere más precisión en los cálculos puede usar alguna de las siguientes 
funciones. 
 

                                                     (3.2.8.20) )()....1)((),( 222 yYxxxayxT n+++−=
                                                    (3.2.8.21) )()....1)((),( 222 xXyyyayxT n+++−=

Retornando ala solución de problema por el método de Kantorovich, tomando la ecuación 
(3.2.8.19). 
 

                                                                     (3.2.8.22) ( ) )()(, 22 xuybyxT −=

             ( ) ( )xuyb
x

yxT ′−=
∂

∂ )(, 22                                                     (3.2.8.23) 
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             ( ) ( )xyu
y

yxT 2,
−=

∂
∂                                                               (3.2.8.24) 

 
 Sustituyendo estos valores en la ecuación (3.2.8.9), se obtiene: 

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )∫ ∫
− − ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−−+′−=

a

a

b

b

dydxxuybg
k

xyuxuybI 222222 2 2                   (3.2.8.25) 

    
      
integrando con respecto a y se tiene: 

                    ( )[ ] ( ) ( )∫
−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+=

a

a

xub
k
gxubxubI 32325

3
8

3
8

15
16                                      (3.2.8.26) 

     
Ahora usando las ecuaciones de Euler-Lagrange: 

                        ( ) ( ) 0=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′∂

∂
−

∂
∂

−
xu

F
dx
d

xu
F                                                    (3.2.8.27) 

 
Donde F esta dada como:  

  ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )xuybg
k

xyuxuybF 222222 22 −−−+′−=                              (3.2.8.28) 

            
 Usando (3.10) en (3.11) y  simplificando: 

                          ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−′′

22 4
5

2
5

kb
gxu

b
xu                                          (3.2.8.29) 

 
Esta ecuación diferencial puede ser resuelta por dos métodos diferentes, coeficientes 
indeterminados y variación de parámetros.     
 

                       ( )

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−=

b
a

a
x

k
gxu

2
5cosh

2
5cosh

1
2

                                            (3.2.8.30) 

         
  
 
 
Sustituyendo (3.2.8.13) en la ecuación (3.2.8.5) se tiene:  
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              ( ) ( 22

2
5cosh

2
5cosh

1
2

, yb

b
a

a
x

k
gyxT −

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−= )                                      (3.2.8.31) 

 
Para tener una mejor exactitud en la solución utilice:  

                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xuybxuybyxT 2
222

1
22, −+−=                                   (3.2.8.32) 

         
 Realizando un procedimiento análogo al anterior se llega a la siguiente solución: 
 

                  ( ) ++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=

k
g

b
x

b
a

k
g

ybyxT
2
1

2
5cosh

2
5cosh2

),( 22  

                        

( )                           
16
1

1215
21632cosh

1215
21632cosh16

2

2

22

k
g

b
x

b
a

k
g

yb +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− (3.2.8.33) 

 
También se puede realizar este cálculo utilizando la siguiente función: 

[ ])()()(),( 2
2

1
22 xXyxXybyxT +−=         (3.2.8.34) 

 
 

4.   METODO DE GALERKIN. 
 
   A diferencia del Método de Ritz el cual requiere necesariamente la equivalencia 
variacional, de la ecuación diferencial que gobierna el fenómeno, así como sus condiciones 
de frontera. 
El Método de Galerkin's considera el siguiente problema: 
 

                                                                             (3.2.8.35) ( )[ ] Ren        0=rTL
 

                               en la frontera de  S                       ( 3.2.8.36 ) ( )[ ] ( )ss rfrTB =
 
Donde L es el operador diferencial lineal   
 

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+∆+∇=

k
TTTLei 1 ,, 22 ,  donde la función 
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Ψ0(r) satisface la parte no homogénea de las condiciones de frontera  (3.2.8.36) y la función 
φj(r), satisface la parte homogénea. 
 

[ ] ( )srfB =Ψ0  
j=1,2,...., n 

 
[ ] 0=jB φ  

 
El método de Galerkin para la determinación de los coeficientes Cj  es la dada por: 
 

                                                                     (3.2.8.37) [ ] 0)( )( =∫ dvrrTL i
R

n φ
v

 
 

                                                    (3.2.8.38) 0)( )()(
1

0 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+Ψ∫ ∑

=

dvrrCrL i

n

j
j φφ

 
Resolver el mismo problema por el método de Galerkin. 
 

01
2

2

2

2

=+
∂
∂

+
∂
∂ g

ky
T

x
T           en -a<x<a,  -b<y<b 

 
Sujeto a las condiciones de frontera: 
 
T=0     para x = ±a   y   y = ±b 
 
Se parte de la siguiente forma integral: 
 

              0 ),(1
2

2

2

2

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++∫ ∫

=

−= −=

dxdyyxg
kdy

Td
dx

Td
i

bx

ax

b

by

φ
vv

                                     (3.2.8.39) 

Donde: 
 

),(),( 111 yxCyxT φ=
v

 
Y 

( )( )2222
1 ),( ybxayx −−=φ  

 
Resolviendo las ecuaciones nos queda: 
 

        ( )( 2222
228

5),( ybxa
ba

yxT k
g

−−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

= )                                         (3.2.8.40) 

     
La solución exacta esta dada por la siguiente ecuación: 
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( ) ( )

( )∑
∞

=

−
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

0
3

2
22

cosh
cosh*cosh)1(2 

2
),(

n a
b

n

a
b

nb
y

n

n B
BB

B
axa

k
gyxT                       (3.2.8.41) 

      
 Donde: 
 

( )
2

12 π+
=

nBn  

 
 
 
A fin de comparar los resultados obtenidos mediante la solución numérica de estos métodos 
presentamos la siguiente tabla. 
 
 
 
 
 
 
 
TABLA DE COMPARACIÓN DE LOS MÉTODOS ANALÍTICOS VARIACIONALES. 
Caso;  x = 0,  y = 0,  a = b 
 
 
 
 
 
 
 

 Valor % Error 
Solución Exacta 0.293 0 % 
Ritz 0.3125 6.655290  % 
Kantorovich 0.3029854 3.339727  % 
Galerkin 0.3125 6.65290    % 

 
 

100*% v

v

c

X
XX −

=Ε  
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CAPITULO 4 

FORMULACION VARIACIONAL DEL MEF 
4.0 Introducción. 
En este capitulo se desarrollara la formulación variacional del método del elemento finito 
para problemas de potencial y de propagación en estado transitorio.  
 
4.1. Formulación Variacional del MEF de Problemas Elípticos o de Potencial.  
4.1.2. Formulación Variacional del MEF de Problemas Elípticos y parabólicos en 
condiciones de frontera no homogéneas. 
4.1.3. Formulación Variacional del MEF de Problemas Elípticos en condición de 
frontera naturales. 
4.2 Formulación Variacional del MEF de Problemas Parabólicos o de Propagación. 
4.3 El Método Acoplado en la Solución de la Ecuación del Calor No Lineal. 
 
4.1.1 Deduciremos la funcional Energía para problemas de equilibrio o Elípticos bajo 
condiciones de frontera homogéneas. 

  deduciendo explícitamente la Energía del  Sistema Físico bajo condiciones de frontera 
Homogéneas. Supongamos que se tiene una membrana  en una región Ω  la cual se 
deflexiona a causa de una carga distribuida en forma continua en todo Ω , salvo su frontera 
∂  Ω . Si  φ(x, y), representa  el desplazamiento del punto (x, y) a causa de f(x, y) 

 
 

X 

Z  

Y
f( x,y)  

Figura 4.1 Membrana. 

 
Entonces 0 = y(s))(x(s),  φ  a 
lo largo de Todo 

Ω∈     y(s))(x(s), ∂ . 
La ecuación diferencial 
parcial lineal que gobernará 
este fenómeno es: 
 
                                                 

Ωen         f =  Lφ          (4.1.1)
                                                 

Ω  en        g =  B ∂φ      (4.1.2) 
 

Ω  Ω ∂

  
donde    es el operador de Poisson 2- = ∇L

 

y                                        0 =  ˆ  =          ;    0 =    =  21 Γ⋅∇Γ nBB φφφφ  
 
                 0 =    (s)  + ˆ  =  3Γ⋅∇ φσφφ nB    ;        donde  ∂  =      1 2 3Ω Γ Γ Γ∪ ∪       
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Satisface la condición de Dirichlet, Neumann y Mixta en  ∂ Ω . Si f(x, y) es la fuerza en    
(x, y) y φ(x, y) la deformación del punto  ( , )x y   ∈ Ω  , entonces    es 
el trabajo realizado por f(x, y) en (x, y), y el trabajo total W desarrollado por la fuerza     
f(x, y) en reflexionar toda la membrana 

W x y( , ) =  f(x, y) (x, y)φ

Ω  es: 

                                                                 (4.1.3) W =  f(x, y) (x, y) dφ
Ω
∫ Ω

W es una funcional, ya que para cada φ, f fija, 

                                                 [ ] ∫
Ω

Ω⋅ d f =       W φφ                                     (4.1.4) 

De esta manera si tomamos  variación de W, tenemos 

                                                     (4.1.5) ∫∫
ΩΩ

Ω∆Ω∆ d   f = d  f  =  W φφδ

    
donde 

                      (4.1.6) ∫∫∫ ∫
ΩΩΩ Ω

Ω∇∆Ω∆=Ω∆Ω∆ d       - = d   L      d      L = d   f 2 φφφφφφφ

y de la identidad vectorial 
                                               ( ) ( ) φφφφφφ     +    =         2TT ∇∆∇⋅∆∇∇∆⋅∇         (4.1.7) 
 

y de                                         ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∇∆∇∆∇ 2T      

2
1  =        φφφ                          (4.1.8) 

se tiene: 

                               ( )  d  - d      
2
1   = d  f T2

∫∫ ∫
ΩΩ Ω

Ω∇∆∇Ω⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∇∆Ω∆ φφφφ             (4.1.9) 

 
y del teorema  de la Divergencia de Gauss                                               

                                                ( ) dS  
n̂ 
    - = d          T∫ ∫

Ω Ω∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∆Ω∇∆⋅∇−

∂
φ∂φφφ        (4.1.10) 

por lo que 

                               dS 
n̂ 
    - d      

2
1   = d     f 2

∫∫ ∫
ΩΩ Ω

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∆Ω⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∇∆Ω∆

∂ ∂
φ∂φφφ            (4.1.11)   

como 321      =  Γ∪Γ∪ΓΩ∂   la última integral queda 

     dS 
n̂ 

    - dS 
n̂ 

    - dS 
n̂ 

    - = dS 
n̂ 

    -
321

∫∫∫∫
ΓΓΓΩ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∆⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∆⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∆⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∆

∂
φ∂φ

∂
φ∂φ

∂
φ∂φ

∂
φ∂φ

∂

     (4.1.12) 

y dadas las condiciones de frontera del problema, se tiene: 
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                                                  0 = dS 
n̂ 
    -

1

∫
Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∆

∂
φ∂φ     ;  Dirichlet 

                                                  0 = dS 
n̂ 

    -
2

∫
Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∆

∂
φ∂φ      ;  Neumann 

                       ( ) dS (s)  )( ) (s    = dS   ) (s     = dS 
n̂ 

    -
333

∫∫∫
ΓΓΓ

∆∆⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∆ φφσφσφ

∂
φ∂φ s     (4.1.13) 

                        dS  
2

)( = dS  
2
1  ) (s    = dS (s)  )( ) (s    

333

22 ∫∫∫
ΓΓΓ

∆⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∆∆ φσφσφφσ ss    (4.1.14) 

 
Así la integral 

                                  dS  
2

 + d      
2
1   = d     f 

3

22

∫∫ ∫
ΓΩ Ω

∆Ω⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∇∆Ω∆ φσφφ               (4.1.15) 

                                             

Finalmente la expresión 

                      Sd  
2

 +  d  
2

   
  = d  f

3

2
2

∫∫∫
ΓΩΩ

∆Ω
∇

∆Ω⋅∆ φσφ
φ    (4.1.16) 

de donde se tiene: 

           ( ) 0d  
2

 d  2f-   
3

22 =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+Ω⋅∇∆ ∫∫
ΓΩ

Sφσφφ               (4.1.17) 

 la funcional    definida como: [I   φ ]
                                                

         [ ] ( ) SI d    + d    f 2 -      =    22

∫∫
ΩΩ

Ω∇
∂

φσφφφ             (4.1.18) 

Es tal que su primera variación  
[ ] 0 =     φI∆     (4.1.19) 

Esto permite asociar al sistema (4.1.1)  bajo (4.1.2) la Energía  [ ]I   φ  . 
 
                                                       [ ]I   φ     (4.1.20) 

 

      
 veremos que p
correspondencia 
bajo (4.1.2). Sien
mediante la alter
ecuación funciona

 

                            

 

                                              
Ωen         f =  Lφ        (4.1.1)

Ω  B en        g =  ∂φ    (4.1.2)
ara el caso Elíptico, autoadjunto y definido positivo, existe una 
biunívoca entre los puntos críticos de [ ]I   φ  y las soluciones de(4.1.1)  
do esta correspondencia la que nos permite resolver a (4.1.1)  y (4.1.2) 
nativa de determinar los puntos críticos de [ ]I   φ ; es decir resolver la 
l. 

 

                          [ ]d I
d
  φ

φ
= 0      (4.1.21) 
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4.1.2 FORMULACIÓN VARIACIONAL DEL MEF PARA PROBLEMAS 
ELÍPTICOS Y PARABÓLICOS  EN CONDICIONES DE FRONTERAS NO 
HOMOGÉNEAS. 
 
A fin de obtener la funcional Energía, para el caso de condiciones de frontera No 
Homogéneas, consideremos el caso de la deflexión de la membrana donde asumimos el 
hecho que la frontera  es deformada por la acción de la carga f(  en el interior Ω  de la 
membrana 

x, y)
Ω , y que la deformación de ∂  Ωpuede ser expresada en términos del operador 

diferencial  B ( )φ  =  g s  en ∂  Ω , como: 

                             B ( )φ φ  =     =  g1Γ1 s   (4.1.2.1)                               Dirichlet 
 
                             )(g =  n̂  =  B 22 sΓ⋅∇φφ  (4.1.2.2)                              Neumann 
 
                             )(g =    (s) + n̂  =  B 32 sΓ⋅∇ φσφφ  (4.1.2.3)               Mixta 
Problema que puede expresarse como: 
  
                                                        Ωen         f =  Lφ                (4.1.2.4) 
                                                        Ω  en         g =  B ∂φ           (4.1.2.5) 
Donde f(x, y) es variable en  y g(s) no es constante en general en Ω ∂  Ω , reduciendo  este 
problema al problema (4.1.1)  bajo (4.1.2) mediante una traslación de φ  por, donde  es 
una función que satisface las condiciones de frontera del problema original (4.1.1), (4.1.2). 

v

B v  = g(s) en  ∂  Ω    ;  g(s) ≠ cte. 

Sea  u = φ - v la traslación de φ  por v. 

Entonces 

                 Bu = B φ - Bv = g(s) - g(s) = 0 

de manera que B opera bajo condiciones de frontera homogéneas en u. En relación al 
operador L en u tenemos: 

Lu = L(φ -v) = L φ - Lv = f - Lv = F en  Ω. 

de esta manera el sistema ( 4.1.2.4) bajo (4.1.2.5) en u queda reducido a: 

                                          Lu = F en Ω.           (4.1.2.6)     
                                          Bu = 0 en  ∂  Ω        (4.1.2.7) 
el cual es equivalente a (4.1.1) bajo (4.1.2) salvo la traslación  de φ por -v. De acuerdo a 
(4.1.1.8) la funcional Energía para (4.1.2.6) bajo (4.1.2.7) será: 

[ ] ( )  dS  u  + d u  F 2 -  u    u  I
3 =  

22

∫∫
ΓΩΩ

Ω∇=
∂

σ    (4.1.2.8) 

donde solo se ha tomado en cuenta la única condición de frontera que contribuye a la 
funcional, que es la condición mixta  ∇ ⋅u $n  +   (s ) u =  0    σ en  Γ Ω3 ⊂ ∂  . Como en 

  las condiciones de Dirichlet como Neumann, las integrales  Γ Γ1  ,  2
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                                                0dS  
n̂  
u   u  ;  0dS  

n̂  
u   u

21

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫∫

ΓΓ ∂
∂

∂
∂  

Se anulan, haremos de cuenta que Γ Ω3 =    ∂  . 

Ahora bien  a (4.1.2.8) lo expresaremos en función de φ, ya que v es fija en el problema 
(4.1.2.6), (4.1.2.7). 

[ ] [ ] [ ]  I =   -  I =  u I φφ v  ; ya que v es fija. 

[ ] [ ]d
du d
 I u

 =  
d I  φ

φ
 . Para esto expresemos a (4.1.2.8) como: 

                                             [ ] ( ) Ω∫
Ω

d 2Fu -u  L u  =  u I               (4.1.2.9) 

 
 donde 

                            dS 
ˆ
uu   + d  u  = d uLu

 

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

Ω∇Ω ∫∫∫
ΩΩΩ n∂

                          (4.1.2.10) 

 
[ ] { Ω−−−∫

Ω

d  ))(L-2(f - )( L )(   =   I vvvv φφφφ }                                                                    

 
               (4.1.2.11) { } { }  d   L  -  L   + d  2f - L   = ΩΩ ∫∫

ΩΩ

φφφφφ vv

es decir la funcional de energía  [ ]   I φ  queda: 
[ ] { } { }  d   L  -  L   + d  2f - L   =I ΩΩ ∫∫

ΩΩ

φφφφφφ vv      (4.1.2.12) 

 donde L es el operador de Poisson. Las integrales quedan: 

( ) ds
n

dddT ∫∫∫∫∫∫
Ω∂ΩΩΩΩΩ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−Ω∇=Ω∇∇−Ω∇•∇=Ω∇=Ω
ˆ

 d  - d L 
22 φφφφφφφφφφφ  

( ) ( ) ( ) ds
n

v
n
vdvvvvvv TT ∫∫∫∫

Ω∂ΩΩΩ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+Ω∇•∇−∇•∇=Ω∇−∇=Ω−
ˆˆ

 d  d LL 22 φφφφφφφφ  

ds
n

vds
n
v

∫∫
Ω∂Ω∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=
ˆˆ
φφ  

quedando finalmente 
[ ] ( ) ( )dS g2  d   2f -  u   =   I 22

∫∫
ΩΩ

−+Ω∇
∂

φσφφφ      (4.1.2.13) 

como la expresión de la energía para este caso de condiciones de frontera no homogéneas. 
Que es la expresión de la energía para el caso (4.1.2.6)  bajo (4.1.2.7). 
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4.1.3. FORMULACIÓN VARIACIONAL DEL MEF PARA PROBLEMAS 
ELÍPTICOS EN CONDICIONES DE FRONTERAS NATURALES. 
 
Vamos a considerar en forma mas general al  siguiente operador diferencial lineal 
                                          ( )L   =  - K   =  f(x, y)Tφ φ ρφ∇ ⋅ ∇ +    (4.1.3.1) 
 
en la región  , bajo las siguientes condiciones de frontera Ω ⊂ ℜ2

              B   =  K n s)   =  g(s)φ φ σ φ∇ ⋅ $   + (              en ∂ Ω         (4.1.3.2) 

Donde Κ  es un tensor definido en  (x, y) Ω Ω Ω= ∪ ∂ . Se deducirá la funcional de energía 
para este tipo de operadores. En efecto, partiendo del hecho de que la funcional de energía 
para las ecuaciones diferenciales parciales Elípticas 

( )L   =  - K   =  f    Tφ φ∇ ⋅ ∇   en   Ω               (4.1.3.3) 

bajo las siguientes condiciones de frontera 

B   =  K n  s)   =  gφ φ σ φ∇ ⋅ $   + (     en    ∂ Ω    (4.1.3.4) 

Viene expresada como; 

[ ] ( )
( )

 dS )2g -  (+            

 d  Lu  -u  L +            

 d   2f -    +    =   I

2 

2

∫

∫

∫

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω∇

∂

φφσ

φφ

φφρφφφ

    (4.1.3.5) 

                
donde  u es una función que satisface a (4.1.3.2). 
y         

                 L  d   =      d  +   -  2g ) dS2  2φ φ φ σ φ φ
∂Ω Ω Ω

Ω Ω∫ ∫ ∫∇ (                    (4.1.3.6) 

Para esto expresaremos la identidad vectorial y el Teorema de Green generalizado para 
estos operadores diferenciales   y   [ ]L   [ ]B     . 
 
                               ( ) ( ) ( )φφφφφφ ∇⋅∇+∇⋅⋅∇∇⋅⋅∇ K    K  =  K  TTT         (4.1.3.7)    
 
que para cualquier par de funciones φ ψ ,  : 

 

                                         ( ) ( ) ( )ψφψφψφ ∇⋅∇+∇⋅∇∇⋅∇ K   K   = K   TTT          (4.1.3.8) 
                                         ( ) ( ) ( )∇ ⋅ ∇ ∇ ⋅ ∇ + ∇ ⋅ ∇T T T  K  =   K    K ψ φ ψ φ ψ φ        (4.1.3.9) 
                         
y asumiendo  que el tensor K es simétrico se tiene: 

                                                         ( ) ( )∇ ⋅ ∇ ∇ ⋅ ∇T T   K  =   K  φ ψ ψ φ                  (4.1.3.11) 
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Así que restando la ecuación (4.1.3.9) a la ecuación (4.1.3.8) se tiene 

                ( ) ( ) ( ) ( )∇ ⋅ ∇ ∇ ⋅ ∇ ∇ ⋅ ∇ ∇ ∇T T T T  K  -   K =    K  -   K φ ψ ψ φ φ ψ ψ φ         (4.1.3.10) 
de donde  resulta: 
   ( ) ( ) ( ) ( ) Ω∇⋅∇Ω∇⋅∇Ω∇⋅∇Ω∇⋅∇ ∫∫∫∫

ΩΩΩΩ

d K   - d K    =d K   - d K   TTTT φψψφφψψφ    (4.1.3.12) 

 
 
Aplicando el teorema de Green a la expresión de la izquierda, se tiene:   
     

    ( ) ( )[ ] ( ) ( )φ ψ ψ φ φ ψ ψ φ
∂

  K n -    K n   dS =    K  d  -   K  d
 

T T∇ ⋅ ∇ ⋅ ∇ ⋅ ∇ ∇ ⋅ ∇∫ ∫ ∫$ $

Ω Ω Ω

Ω Ω    (4.1.3.13)     

Por lo que el teorema de Green generalizado: 

  ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]   K   K  d    K n -    K n   dST T

 

φ ψ ψ φ φ ψ ψ φ
∂

∇ ⋅ ∇ − ∇ ∇ = ∇ ⋅ ⋅ ∇ ⋅∫ ∫
Ω Ω

Ω $ $    (4.1.3.14) 

con relación a las condiciones de frontera  generalizadas. 

K n  s)   =  g(s)T∇ ⋅φ σ φ$   + (     en   ∂ Ω     (4.1.3.15)  

que representa a las condiciones de frontera mixtas, y que en casos particulares se tiene: 

                                        ;  K n  =  g(s)T∇ ⋅φ $  σ (s) =  0      Neumann
 
y cuando                         en    ∇ ⋅T  =  0φ ∂ Ω   se tiene: 

                                     φ
σ

  =   1 
  (s) 

 g(s)     en    ∂ Ω           Dirichlet. 

         
Recordemos que la funcional que se obtuvo para el caso en que: 

                                           L   =  f φ    en   Ω       (4.1.3.16) 
                                           B   =  gφ    en   ∂ Ω     (4.1.3.17) 
 
donde el operador  [ ] [ ]L    =  -  2∇   era el operador de Poisson, fue: 

[ ] ( )
( ) dS )2g -  (+ d  Lu  -u  L +            

 d   2f -     =   I

2 

2

∫∫

∫

ΩΩ

Ω

Ω

Ω∇

∂

φφσφφ

φφφ
                    (4.1.3.18) 

donde 

             d  +   -  2g ) dS =    L  d2  2∇∫ ∫ ∫φ σ φ φ φ
∂Ω Ω Ω

Ω Ω( φ                     (4.1.3.19) 

Así finalmente tenemos: 
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[ ] [ ] [ ] ΩΩ ∫∫
ΩΩ

d  Lu  -u  L  + d  2f -  L   =   I φφφφφφ    (4.1.3.19) 

 
Esta funcional será evaluada para el caso en que 

                 ( )L  =  - K      =  fTφ φ ρ∇ ⋅ ∇ + φ                     (4.1.3.20) 

de donde    

                              ( )φ φ φ φ φ ρ φ φ  L  =  -   K       =    fT∇ ⋅ ∇ +                 (4.1.3.21) 
 
 
que substituido en (4.1.3.19) se tiene: 

       [ ] ( )( ) ( )( )  d u    +u  K  -+ d   2f -    +   K  - =   I Ω∇⋅∇Ω∇⋅∇ ∫∫
ΩΩ

ρφφφφρφφφφ TT  

                   ( )( )   d  u  +   Ku  - - T Ω∇⋅∇∫
Ω

φρφ

 

                      
( ) ( ) ( )[ ]

( )  d     u -u    +  2f-    + 

d    Ku   +u  K   -   K  -  =

Ω

Ω∇⋅∇∇⋅∇∇⋅∇

∫

∫

Ω

Ω

φρρφφφρφ

φφφφ TTT

 

   

                     
( ) ( ) ( )[ ]

( )  d   2f-    + 

d  u  K   -  Ku  +   K  -  =

Ω

Ω∇⋅∇∇⋅∇∇⋅∇

∫

∫

Ω

Ω

φφρφ

φφφφ TTT

            (4.1.3.22) 

 
luego la expresión de la energía   [ ]I   φ  

                          
[ ] ( )[ ]

( ) ( )( )  d u  K  -  Ku  + 

d    2f-   +   K  -  =   I

Ω∇⋅∇∇⋅∇

Ω∇⋅∇

∫

∫

Ω

Ω

TT

T

φφ

φφρφφφφ
           (4.1.3.23) 

 
Aplicando el teorema de Green a la segunda integral 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }  dS   n̂u K  -n̂  Ku  d  u  K   -  Ku   
 
∫∫
ΩΩ

⋅∇⋅∇=Ω∇⋅∇∇⋅∇
∂

φφφφ TT         (4.1.3.24) 

 
y 

                    ( ) ( ) ( ) dS n̂   K  - d    K  d     K   -
 
∫∫∫
ΩΩΩ

⋅∇⋅Ω∇⋅∇=Ω∇⋅∇
∂

φφφφφφ TT         (4.1.3.25) 

luego: 
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                     (4.1.3.26) 
[ ] ( )[ ]

( ) ( ){ } (( )  dS n̂   K  -dS   n̂uK  - n̂Ku  +

 d    2f-    +   K    =   I

  
∫∫

∫

ΩΩ

Ω

⋅∇⋅∇⋅∇

Ω∇⋅∇

∂∂

φφφφ

φφρφφφφ T

)

Ahora bien; aplicando las condiciones de frontera generalizadas a la expresión [ ]I   φ   
tenemos: 

                                 g(s) =   (s)  + n̂   K φσφ ⋅∇            (4.1.3.27)             

                                          g(s) =u   (s)  + n̂u K σ⋅∇            (4.1.3.28) 
 
 
 
en virtud de que u satisface las condiciones de frontera del problema, luego tenemos 

que: 

ug(s) =   u + n̂   uK φσφ ⋅∇  
g(s)  =u      + n̂u K φσφφ ⋅∇  

Por lo que: 

                          
g(s)    - ug(s) =                                        

u   -   u + g    - ug = n̂uK   - n̂   uK
φ

σφφσφφφ ⋅∇⋅∇
 

mientras que para la expresión  

                                                  ( ) ( ) φσφφφφ   - sg   =   n̂   K ⋅∇  
De donde se tiene:  

( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )dS   g 2- = dS g  -   +g -                 

 =dS n̂   K   -   n̂uK  -  n̂Ku  

 

2

 

 

∫∫

∫

ΩΩ

Ω

⋅∇⋅∇⋅∇

∂∂

∂

φφσφφσφφ

φφφφ
                 (4.1.3.29) 

 de donde se tiene finalmente: 

          
[ ] ( ){ }

( )dS   g 2-          

d  2f-  +  K    I

 

2

T

∫

∫

Ω

Ω

+

Ω∇⋅∇=

∂

φφσ

φφρφφφφ
           (4.1.3.30) 

donde  los términos en [I   ]φ   que contribuyen a minimizar la funcional “Energía” son 
aquellos que contienen a términos en φ  , hemos prescindido del términos que no contienen 
a φ    

(4.1.3.30) corresponde a la funcional Energía para problemas Elípticos a condiciones de 
frontera naturales del operador (4.1.3.20)  bajo  (4.1.3.14)  
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4.2. FORMULACIÓN VARIACIONAL DEL MEF DE PROBLEMAS 
PARABÓLICOS O DE PROPAGACIÓN. 

 Introducción. 

Por ℜn representamos el espacio vectorial  de dimensión n y ℜ al campo de los escalares 
reales. ⊂Ω ℜn  será una región compacta de ℜn . Ω∂Ω=Ω U  donde Ω representa su 
interior y ∂Ω su conjunto frontera I+=[t0 ,∞) representa el conjunto positivo de los reales 
con t0≥0 . Al conjunto de funciones φ:Ω→ℜ de clase Cn en Ωlo denotaremos por Cn(Ω,ℜ) . 
Así C∞(Ω,ℜ) representara al espacio vectorial de las funciones infinitamente diferenciables 
en Ω . Representaremos por L, la función lineal definida en Cn(Ω,ℜ) a  ℜ   . es decir si uε 
Cn(Ω,ℜ) tenemos L: Cn(Ω,ℜ)→ℜ así mismo definimos operadores diferenciales lineales 
que representan a las ecuaciones diferenciales parciales definidas en Ω como en su frontera 
∂Ω . así la ecuación diferencial no Homogénea  

02

2

2

2

=
∂
∂

+−
∂
∂

+
∂
∂

t
uQ

y
uk

x
uk yyxx λ    en Ω x I+      (4.2.1) 

bajo las siguientes condiciones de frontera 

      { } ( ) )(ˆ* sgsnuk =+∇ σ   en ∂Ω x I+              (4.2.2) 

k es la matriz de las conductividades térmicas kxx, kyy del material, Q la fuente o sumidero 
de  Ω ,λ un escalar propiedad física del material,σ(s) el parámetro de perdida de calor por 
convección  en la frontera de Ω y g(s) los valores a la frontera del problema. De esta 
manera (4.2.1), (4.2.2), quedaran representados como: 

[ ] ( ) +Ω= I x en    ,, tyxfuL                    (4.2.3) 

[ ] +Ω∂= I x en    )(sguB                         (4.2.4) 

Donde de (4.2.1) se reconoce:    

 [ ] [ ] [ ]u
y

ku
x

kuL xxxx 2

2

2

2

∂
∂

+
∂
∂

=    y   ( ) [ ]⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−= u
t

Qtyxf λ,,   (4.2.5) 

mientras que la condición de frontera (4.2.2) como operador diferencial quedara: 

                               [ ] { } ( ) )(ˆ* sgusnukuB =+∇= σ                   (4.2.6)  

donde k=  es la matriz de conductividad térmica  del material. ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

yy

xx

k
k
0

0

En (4.2.6) distinguimos tres tipos distintos de condiciones de frontera que son a saber: 

Ω∂⊆Γ=
Γ 11   

1
enuu     Dirichelet   (4.2.7 a) 

                          { } Ω∂⊆Γ=∇
Γ 22 en   ˆ*

2
unuk    Neumann   (4.2.7 b)       

                    { } ( ) Ω∂⊆Γ=+∇
Γ 33 en   ˆ*

3
uusnuk σ     Mixta  (4.2.7 c)     
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donde  así finalmente la ecuación diferencial (4.2.1) bajo la condición de 
frontera (4.2.2) quedara en términos de operadores diferenciales lineales como: 

321 ΓΓΓ=Ω UU

[ ] +Ω= I x en    fuL            (4.2.8) 

[ ] +Ω∂= I x en     guB         (4.2.9) 

observe que los operadores diferenciales lineales [ ] [ ]uBuL    ,   y los espacios vectoriales 
donde estos están definidos se tiene para cada ( )ℜΩ∈ ,nCu  , n>2, las imágenes de u: 

[ ] ( )ℜΩ∈ − , 2nCuL  

[ ] ( )ℜΩ∂∈ − , 1nCuB  

Estos espacios como los operadores diferenciales lineales están relacionados a través de la 
formulación de Green (teorema de Green). La ecuación (4.2.10) representa un flujo 
bidimensional lineal y transitorio, con fuente o sumidero Q en  Ω . 

                
yx

utyxB
x
utyxA

∂∂
∂

+
∂
∂ 2

2

2

),,(),,(  

                                                               0),,( 2

2

=
∂
∂

+−
∂
∂

+
t
uQ

y
utyxC λ     (4.2.10) 

El objetivo es determinar la distribución de temperatura u(x,y,t) en forma numérica. Para tal 
propósito partimos a I+[t0 , ∞)   en estaciones t0< t1<... tk-1< tk< tk+1< ...., con el fin de 
evaluar a u(x, y, tk)  para cada estación  tk ≥ t0 ≥0 . El método que aquí se propone es un 
método híbrido entre el método de las diferencias finitas y el método del elemento finito, el 
primero sirve tan solo para arrancar el sistema en un tiempo inicial t0 y proveer en 
diferencias finitas  centrales a la velocidad con que cambia el sistema en el instante tk y así 
poder determinar en el instante tk con k≥1 la temperatura u(x, y, tk) , y de nueva cuenta por 
diferencias finitas centrales calcular el cambio del sistema en tk+1 y por el método del 
elemento finito calcular u(x, y, tk+1)  y así sucesivamente. 

Reconociendo en (4.2.10) a A(x, y, t) =kxx ; C(x, y, t)=kyy ;  donde el término 

 B(x, y, t)=
yx

u
∂∂

∂ 2

 Ha sido removido bajo una rotación de los ejes x, y. El término Q 

representa a la fuente o al sumidero en Ω , tenemos a (4.2.3) como: 

[ ] ),,(2

2

2

2

tyxf
y
uk

x
ukuL yyxx =

∂
∂

+
∂
∂

=               (4.2.11) 

donde:   

                             f(x, y, t)= ( ) I x en        ,, Ω⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−=
t
uQtyxf λ      
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4.2.1 FORMULACIÓN  VARIACIONAL. 
La energía del sistema planteado por las ecuaciones (4.2.3), (4.2.4), es deducida a partir de 
la energía potencial y dinámica del sistema (4.2.12) bajo la condición de frontera (4.2.13) : 

[ ] fuL =   en  ΩxI +      (4.2.1.1) 

[ ] guB =   en  ∂ ΩxI +    (4.2.1.2) 
 
cuya expresión de la energía del sistema es: 

 

                       [ ] ( ) ( )dsguudfuuKuI ∫∫ ΩΩ
−+Ω−∇=

∂
σ 2 2 22

                                     (4.2.1.3) 
ó de otra forma: 
                   [ ] { } { }[ ] ( )∫ ∫

Ω Ω∂

−+Ω−∇•∇= dsguudfuuKuuI T 2 2 2σ                                (4.2.1.3') 

substituyendo valores en (4.2.1.3) tenemos: 

                 

                    [ ] ( dsguudu
t
uQuKuI ∫∫ ΩΩ

−+Ω⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−∇=

∂
σ

∂
∂λ 2)

 
 (2 222 )             (4.2.1.4) 

              [ ] (∫ ∫
Ω Ω∂

−+Ω
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

= dsguudu
t
uQ

y
uK

x
uKuI yyxx 2 2 2

22

σλ )   (4.2.1.4') 

De esta manera resolver al sistema (4.2.1.1), bajo las condiciones (4.2.1.2) es equivalente a 
determinar los puntos críticos de la funcional de energía (4.2.1.4), es decir, resolver la 
siguiente ecuación: 

                                                     [ ] 0≡
du

udI                 (4.2.1.5) 

Para esto resolveremos a (4.2.1.5)  en forma numérica. En efecto, sea, 
                                               ( ) { },,...,, )()2()1( EP ∆∆∆=Ω  

Una partición de Ω  en elementos finitos ∆( )e , tales que Ω ∆=
=
U
e

E
e

1
( )  donde  u(e) es el 

polinomio de interpolación local en ∆(e)  y  el polinomio de interpolación global 

definido en 

∑
=

=
E

e

euu
1

)(~

Ω  cuya restricción a  ∆(e) es el polinomio local;  es decir ~
( )

( )u ue
e

∆ =  para 

cada .   representan los valores de en cada uno de los nodos de la 

red 

Ee ≤≤1 u u up1 2, ,..., u~

( )Ω~P  . La energía global  [ ] IuI =~  aproximada de (4.2.1.1) en 
~
Ω , la cual puede ser 

representada como la suma de las energías locales: ( )eII e
∆

= ~)(  
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                      (4.2.1.6) [ ] [ ] [∑∑∑
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Donde  son los valores nodales de u u up1 2, ,..., ~u  sobre los nodos de la red )~(ΩP  . De 
esta manera (4.2.1.5) es equivalente a: 

                                                    [ ] 0~
~

≡
ud
udI         (4.2.1.7) 

 
• explícitamente 

                                                   

[ ]
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    (4.2.1.8) 

 
 
Sabemos que (4.2.1.8) conduce a un sistema lineal de p ecuaciones en p incógnitas a saber 
los p valores nodales. Pasando al lado derecho en (4.2.1.8) todos aquellos términos que no 
dependan de los valores nodales y quedándose en el lado izquierdo los que dependan de 
estos se obtiene el sistema mencionado. Planteando (4.2.1.8) para cada uno de los 
elementos finitos se obtienen respectivamente   las matrices locales de rigidez y de fuerza 
[ ])(eK , { })(ef  locales. 

     [ ]{ } [ ] [ ][ ]{ } [ ] [ ]{ } Ω+Ω= ∫∫
∆∆

duNNhduBDBuK eTeeeeTee

e ∂

)()()()()()()(
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 (4.2.1.9) 

   { } [ ] [ ] [ ] dsNuhdNQdsNqf
eee

TeeTeeTeee ∫∫∫
∆∆∆

+Ω+−=
)()()(

)()()()()()()(

∂∂

    (4.2.1.10) 

 
Donde  q(e) es la entrada de calor en la frontera del elemento ( )e∆∂   y h(e) es la perdida de 
calor por convección en  del elemento ( )e∆ ( ) ( ) ( )esh e

∆∂
= σ . El  término Q(e) del caso 

permanente ahora toma el valor ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
t
uQ ee λ . Por lo que la derivación de las matrices 

[ ])(eK , { })(ef   para el caso de flujo transitorio diferirá tan solo de las matrices [ ])(eK , { })(ef  

de flujo permanente tan solo en   )
t

 (
∂
∂λ uQf −= .  

Ahora bien, a fin de derivar la contribución en (4.2.1.9) y (4.2.1.10) de la parte dinámica, 
para el caso transitorio, denotaremos por  a: XQ
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que evaluada en ~u  será: 
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más específicamente hablando 
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donde 

                                         [ ]{ }( ) { } [ ]TeTTeTe NUUNu )()()( )( ==  

                                           [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

t
UN

t
u e

e

 
 

 
 )(

)(

∂
∂

∂
∂  

de (4.2.1.12)  resulta: 
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y derivando (4.2.1.13) con relación a { }U , tenemos: 
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           (4.2.1.15) 

por lo que el término que se debe agregar a la matriz de rigidez [ ])(eK , es 

                              [ ] [ ]∫∆
Ω

)(

~)()()( 
e

dNN eTeeλ                                     (4.2.1.16) 

Si denotamos como 

                                        [ ] [ ] [ ]∫∆
Ω=

)(

~)()()( )(
e

dNNC eTeee λ                              (4.2.1.17) 

 

este término será [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

t
UC e

 
 )(

∂
∂ lo que permitirá expresar en forma matricial a ( )[ ]eL      

                                             [ ] [ ][ ])()()( eee CKL =                                      (4.2.1.18) 
 
De esta manera, las matrices de rigidez y de fuerza locales para este caso, quedarán 
deducidas en (4.2.1.16) y (4.2.1.17). En efecto: 
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que en forma simplificada quedarán como: 
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y finalmente obtenemos 

                                      [ ]{ } [ ] { )(
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donde { }  { }p

t uuuU ,..., 21=

(4.2.1.21) es la ecuación matricial del Método del Elemento Finito Híbrido para los 
fenómenos de propagación de flujos transitorios bidimensionales definidos por (4.2.3), 
(4.2.7a), (4.2.7b), (4.2.7c). 

La determinación de U de la ecuación (4.2.31) es realizada para una distribución de 
temperatura u(x, y, tk) para cada estación tk, tk≥t0, con t0 inicial. 

En efecto para esto calcularemos la derivada 
dt

tyxdu ),,(   en forma discreta para cada tk esto 

mediante las diferencias finitas centrales en el intervalo [t0, te]. 
0 ≤ t0 ≤ tk-1 < tk < tk+1 ≤ te ≤ ∞ 
Donde  t0 y te representan el estado inicial y el estado en que el fenómeno se hace 
estacionario o permanente, y k=1,2,..., n el número de estados desde t0 a te del sistema, por 
lo que el intervalo de interés será [t0, te]. La derivada de u(x, y, t) de tk en diferencias finitas 
centrales viene dada por: 

11

11 ),,(),,(),,(

−+

−+

−
−

=
kk

kkk

tt
tyxUtyxU

dt
tyxdU

        (4.2.1.22) 

Y evaluando a U(x, y, t) y f(x, y, t) en tk tendremos las expresiones: 
 

dt
tyxdU k ),,(

, U(x, y, tk) y f(x, y, tk)   que sustituidas en (4.2.1.21) resultan: 
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de donde: 
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Es la temperatura en el instante medio tk del intervalo [tk-1, tk+1] . Además 
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de donde (4.2.1.22) quedará como: 
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(4.2.1.25) permite iniciar el proceso a partir del estado inicial t0 , k=1 para determinar U(x, 
y, t1) y con U(x, y, t1) se determina U(x, y, t2) y así sucesivamente, hasta que tk=te . 
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4.2.2  LA ECUACIÓN DE CALOR  LINEAL: FLUJOS TRANSITORIOS 
LINEALES. 
 
Aplicación. 
A manera de ejemplo se resolverá un problema bidimensional de difusión de calor como se 
muestra en la figura (4.2.1.1) donde Ω~   representa un medio bimaterial en condiciones 
distintas de frontera, así como una fuente de calor constante en el interior. En la figura 
(4.2.1.1) se tienen dos caras aisladas (condición de frontera del tipo Newmann), en la cara 
izquierda valores conocidos (condiciones de Dirichlet), en la cara derecha condición de 
frontera mixta. 
 
 
 
 
 
 

 

                                                                  FIGURA. (4.2.1.1) 
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La red P( Ω
~ )  y el dominio   se muestran en la figura (4.2.1.2) y la tabla (4.2.1.3) muestra 

el número de elementos finitos, los vértices i, j, k por elemento, así como las coordenadas de los 

nodos. La fuente Q de 200 W/cm

)e(
E

e
U

~
∆Ω

1=
=

2 se encuentra en el nodo 9 de la red. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

FIGURA. (4.2.1.2) Red de Elementos Finitos 
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Tabla de la región Ω  en elementos    
Elem NODOS COORDENADAS DE LOS PUNTOS NODALES/ELEMENTO 

No. I J K X(I) Y(I) X(J) Y(J) X(K) Y(K) 

1 4 5 2 0.0 10.0 5.0 10.0 5.0 15.0 

2 4 2 1 0.0 10.0 5.0 15.0 0.0 15.0 

3 5 6 3 5.0 10.0 10.0 10.0 10.0 15.0 

4 5 3 2 5.0 10.0 10.0 15.0 5.0 15.0 

5 7 8 5 0.0 5.0 5.0 5.0 5.0 10.0 

6 7 5 4 0.0 5.0 5.0 10.0 0.0 10.0 

7 8 9 6 5.0 5.0 10.0 5.0 10.0 10.0 

8 8 6 5 5.0 5.0 10.0 10.0 5.0 10.0 

9 6 12 10 10.0 10.0 12.5 10.0 12.5 15.0 

10 6 10 3 10.0 10.0 12.5 15.0 10.0 15.0 

11 12 13 11 12.5 10.0 15.0 10.0 15.0 15.0 

12 12 11 10 12.5 10.0 15.0 15.0 12.5 15.0 

13 9 14 12 10.0 5.0 15.0 5.0 12.5 10.0 

14 9 12 6 10.0 5.0 12.5 10.0 10.0 10.0 

15 14 15 13 15.0 5.0 20.0 5.0 15.0 10.0 

16 14 13 12 15.0 5.0 15.0 10.0 12.5 10.0 

17 16 17 8 0.0 0.0 5.0 0.0 5.0 5.0 

18 16 8 7 0.0 0.0 5.0 5.0 0.0 5.0 

19 17 18 9 5.0 0.0 10.0 0.0 10.0 5.0 

20 17 9 8 5.0 0.0 10.0 5.0 5.0 5.0 

21 18 19 14 10.0 0.0 10.0 0.0 15.0 5.0 

22 18 14 9 10.0 0.0 10.0 5.0 10.0 5.0 

23 19 20 15 15.0 0.0 15.0 0.0 20.0 5.0 

24 19 15 14 15.0 0.0 15.0 5.0 15.0 5.0 

                                                                    Tabla (4.2.1.3) 

La determinación de la temperatura U(x, y, t) en cada de los elementos  en el centroide viene como 

se muestra en la grafica (4.2.1.4) 

                                                         Grafica (4.2.1.4) 
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4.3 FLUJOS TRANSITORIOS NO LINEALES:  LA  ECUACION DEL CALOR NO 
LINEAL 

 
En esta sección  se resolverá la ecuación del calor no lineal por medio del Método del 
Elemento Finito (MEF) acoplado con el Método de las Diferencias Finitas a partir de la 
transformación realizada por Kirchhoff  a la ecuación no lineal de esta manera, una vez 
transformada la ecuación no lineal a una forma mas sencilla se resuelve esta ecuación 
mediante el MEF-MDF por medio de un algoritmo de paso ascendente respecto al 
tiempo cuya convergencia a la solución está asegurada por ser un proceso  disipativo de 
energía alcanzando en un tiempo finito su estado estacionario. Este algoritmo 
computacional se aplica al caso de  una barra metálica conductora del calor cuya 
conductividad térmica es  función de la temperatura. 

 

1. INTRODUCCIÓN 

El dominio de definición de la ecuación gobernante consiste de una barra metálica  cuya 
conductividad es función de la temperatura la cual es transformada mediante la 
transformada  de Kirchhoff reduciéndola a una ecuación casi lineal respecto al 
coeficiente de conductividad, la cual es resuelta mediante el método acoplado en 
cuestión. En efecto considérese  una barra  de longitud  0≤x≤L=10 cm. de longitud, la 
cual se encuentra inicialmente a una temperatura uniforme T(0,t)=0oC para tiempos t>0. 
Mientras que las condiciones de frontera son: T(0,t)=0oC  y para x=L T(L,0)=100oC. 
Además se supone que la conductividad térmica es una función de la temperatura la cual 
para este caso se supondrá lineal  que es el caso simplificado, mas adelante hablaremos 
del caso general. 

 

4.3.1 EL MÉTODO DE LA TRANSFORMADA INTEGRAL FINITA 
(TRANSFORMADA DE KIRCHHOFF) 
 

En [2.6]  se consideró a la ecuación del calor no lineal general:  

( ) gTTK
t
TC p +∇∇=

∂
∂ )(ρ      (4.3.1.1) 

donde: K  , , pCρ  y K(T)=Ko(1+βT) son funciones de la temperatura y el término T de la 
fuente  de  generación de calor es independiente de la temperatura g=g ( tr , )r  (4.3.1.1) 
después de ser  transformada por el termino  K(T) mediante la transformada de Kirchhoff    

Td
K

TKTUU
T

′
′

== ∫
0 0

)()(      (4.3.1.2) 

T=T ( tr , )r , donde Ko es el valor de la conductividad térmica para t=0, substituyendo a 

 
pC

TK
ρ

α )(
=  con  K(T)=Ko(1+βT)  en la  (4.3.1.2) q  la ecuación (4.3.1.21)  se reduce a: 

g
K

TU
t
TU

o

αα +∇=
∂

∂ )()( 2      (4.3.1.3) 
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(4.3.1.3) es una ecuación casi lineal en el término  α de la difusividad térmica del 
material  que es función  lineal de  la temperatura .Ahora bien substituyendo los de valores 
de Ko, β resolvemos por el método de separación de variables a (4.3.1.3) obteniendo:   
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de (4.3.1.4) se deduce que la transformación que lleva  a  esta determinada por: ),( txU ),( txT
 

[ ]1),(211),( −+= txUtxT β
β

    (4.3.1.5) 

A fin de implementar  algún  algoritmo computacional  acoplado entre el método de 
elemento finito y el método de las diferencias finitas para resolver la ecuación del calor 
(4.3.1.1) reducida a  (4.3.1.3) procedemos como sigue: 
 

4.3.2 EL MEF-MDF ACOPLADO Y LA ECUACION DEL CALOR LINEAL 

La ecuación del calor lineal y transitoria para  el caso bidimensional  general  viene 
representada por:  
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bajo las siguientes condiciones generales de frontera: 

{ } ( ) )(ˆ* sgsnuk =+∇ σ   en  ∂Ω x I+      (4.3.2.2) 

donde kxx, kyy   son las conductividades del material y Q la fuente en Ω , λ  la difusividad 
térmica del material, σ(s) el coeficiente de la perdida de calor por convección  en la 
frontera de Ω y g(s) los valores prescritos a la frontera del problema. En términos de 
operadores diferenciales (4.3.2.1), (4.3.2.2) son representadas como: 

[ ] ( ) +Ω= I x en    ,, tyxfuL                 (4.3.2.3) 

[ ] +Ω∂= I x en    )(sguB                      (4.3.2.4) 

donde  los operadores diferenciales vienen dados por:    
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y su  condición de frontera  serán: 

[ ] { } ( ) )(ˆ* sgusnukuB =+∇= σ        (4.3.2.6) 
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y  es la matriz de la conductividad térmica  del material. ⎥
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En (4.3.2.6) se consideran los tres tipos de condiciones de frontera  a saber: 

Ω∂⊆Γ=
Γ 11   

1
enuu     Dirichlet   (4.3.2.7a) 

{ } Ω∂⊆Γ=∇
Γ 22 en   ˆ*

2
unuk   Neumann   (4.3.2.7b) 

{ } ( ) Ω∂⊆Γ=+∇
Γ 33 en   ˆ*

3
uusnuk σ  Mixta (4.3.2.7c)     

donde la frontera de la región es la unión de los tramos indicados..De esta manera la 
ecuación diferencial (4.3.2.3) bajo la condición de frontera (4.3.2.4)  en términos de 
operadores diferenciales lineales será: 

[ ] +Ω= I x en    fuL            (4.3.2.8) 

[ ] +Ω∂= I x en     guB         (4.3.2.9) 

 

Ahora bien siendo nuestro objetivo  determinar la distribución de temperatura u(x, y, t) 
en forma numérica determinaremos un algoritmo computacional a partir del método del 
elemento finito en su forma variacional acoplado con el método de las diferencias finitas. 

 

4.3.3 FORMULACIÓN VARIACIONAL DEL MEF-MDF. 
 Sabemos que la funcional energía del sistema (4.3.2.8), (4.3.2.9), viene representada 

por:  

[ ] ( ) ( )dsguudfuuKuI ∫∫ ΩΩ
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 donde substituyendo (4.3.2.5) ,(4.3.2.6) en (4.3.3.1) tenemos: 
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La solución del  sistema (4.3.2.8), bajo (4.3.2.9)  se obtiene resolviendo la siguiente 
ecuación funcional   

[ ] 0≡
du

udI                                (4.3.3.3) 

  Formulación Matricial y Algorítmica  del  MEF-MDF. 

Para  resolver (4.3.3.3) en forma  numérica  se propone a  , como polinomio de 

interpolación global definido en 

∑
=

=
E

e

euu
1

)(~

Ω  donde  u(e) es el polinomio local de interpolación para 
cada elemento finito  de la red  definida en )(e∆ Ω  
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Así la energía global (4.3.3.1) en forma numérica queda como  [ ] IuI =~  en    Ω
~  la cual 

viene  representada como la suma de las energías locales: ( )eII e
∆

= ~)(  

[ ] [ ] [∑∑∑
===

===⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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e
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)( ,...,,~ ]   (4.3.3.4) 

donde  son los valores nodales de upuuu ,...,, 21
~  sobre los nodos de la red )

~
(ΩP . La ecuación  

(4.3.3.4) representa un sistema lineal de p ecuaciones en p-q incógnitas a saber los p valores 
nodales menos los q valores prescritos a la frontera. Las matrices locales de rigidez y fuerza 
[ ])(eK , { })(ef  locales vienen dadas respectivamente por:                     

    [ ]{ } [ ] [ ][ ]{ } [ ] [ ]{ } Ω+Ω= ∫∫
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duNNhduBDBuK eTeeeeTee

e ∂
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 (4.3.3.5)                               
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   (4.3.3.6)                                                               

donde  q(e) es la entrada de calor en la frontera del elemento ( )e∆∂   y h(e) es la perdida de 
calor por convección en  del elemento y ( )e∆∂ ( ) ( ) ( )esh e

∆∂
= σ . El  término Q(e) que representa 

la fuente en  ahora toma el valor ( )e∆ ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
t
uQ ee λ por lo que la derivación de las 

matrices [ ])(eK , { })(ef   para el caso de flujo transitorio diferirá tan solo de las matrices 

[ ])(eK , { })(ef  de flujo permanente tan solo en el. Término )
 t
 (

∂
∂λ uQf −= .  

Ahora bien, a fin de determinar la contribución de la parte dinámica de (4.3.3.5), 
(4.3.3.6)  denotamos por  evaluada en cada elemento                                                                                  QX

Ω−−= ∑∫
=

∆

~)
 

 (~
1

)(
)(

)()(
)(

dQ
t

uuX
E

e

e
e

ee
Q e ∂

∂λ   (4.3.3.7) 

donde 
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 luego, de (4.3.3.7)  resulta:                        
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y derivándola con relación a { }U , tenemos:                   
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por lo que el término que se debe agregar a la matriz de rigidez [ ])(eK es 

[ ] [ ]∫∆
Ω

)(

~)()()( 
e

dNN eTeeλ .     (4.3.3.10) 

donde  
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será el término [ ]
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 )(

∂
∂ que permitirá expresar en forma matricial a                                             

[ ] [ ][ ])()()( eee CKL =                       (4.3.3.12) 
 y de esta manera, las matrices de rigidez y de fuerza locales para este caso quedarán 
deducidas en (4.3.3.5) y (4.3.3.6). En efecto:  
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que en forma simplificada quedarán como: 
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Ensamblando las [ ])(eK , { })(ef  en  la región  se  obtendrá 
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donde finalmente obtenemos el algoritmo: 
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de donde se determinara  el vector de  las temperaturas{ } { }p
t uuuU ,..., 21= del problema. 

La expresión (4.3.3.17) representa la ecuación  general matricial del MEF-MDF para los 
fenómenos de propagación de flujos transitorios definidos por (4.3.2.8), (4.3.2.9). 

Así, la solución numérica u(x, y, tk) de la ecuación (4.3.1.1) bajo (4.3.1.2) vendrá 
determinada por la solución de (4.3.3.17) en cada estación tk, tk≥t0  iniciando con t0.    
. La derivada de u(x, y, t) de tk en diferencias finitas centrales viene dada por: 

11
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dt
tyxdU

  (4.3.3.18) 
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 que sustituidas en (4.3.3.17) resulta: 

[ ] ( ){ } [ ] { ),,(
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k tyxf
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⎧+ }                                       (4.3.3.19) 

Finalmente obtenemos la temperatura en el instante medio tk del intervalo [tk-1,  tk+1] . 
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  donde finalmente  (4.3.3.19) queda numéricamente expresada como: 
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de donde se tiene por ultimo al algoritmo computacional procurado: 
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Este algoritmo permite iniciar el proceso a partir del estado inicial t0 , k = 1 y calcular a 
U(x, y, t1) y de U(x, y, t1)  determinar a U(x, y, t2) y así sucesivamente, hasta llegar al 
tiempo tk = te en que se estaciona el fenómeno. 

Por último para utilizar este método en forma híbrida  primero se debe de transformar la 
ecuación diferencial parcial no lineal (4.3.1.1) a la forma (4.3.1.3) y después resolverla 
numéricamente el MEF-MDF en forma directa a la ecuación transformada. Como un 
resultado de este trabajo se calcula la solución por el método de la trasformada de 
Kirchhoff y por el método acoplado  MEF-MDF comparándola  mediante sus graficas. 
Para el primer caso se tienen los siguientes resultados para t =2, 2.4 y 6,  segundos. 
Sabemos que de (4.3.1.5) la temperatura viene dada por el desarrollo en serie: 
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para los valores para α=10, β=0.1 y en la serie hasta  los primeros tres  términos se obtiene: 
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Tabla 4.3.3. 1. 

 
                                    Gráfica 4.3.3.1. 

 

 

  
Tabla 4.3.3. 2. 

 

 

 
 

                                  
 

Gráfica 4.3.3.2. 
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Tabla 4.3.3.3. 

 

 

 
 
 
                            Gráfica  4.3.3.3. 

 
 
 
 
 
 
 
Tabla 4.3.3.4. Solución por  MEF-MDF 
acoplado  y por el método analítico. 
 
         Nodo       Teórica      MEF-MDF 

0 0 0 
1 21.1915 20.7818128
2 33.3313 29.725055
3 43.3182 38.2286222
4 52.3825 46.1212972
5 60.9846 53.9656158
6 69.309 61.9680485
7 77.4078 70.193516
8 85.2623 79.0325783
9 92.8166 87.2625313
10 100 100  

Temperatura para los Nodos  en 
t=2

0

20

40

60

80

100

120

1 3 5 7 9 11
Serie2
Serie3

Gráfica 4.3.3.4. Comparativo de las 
soluciones por  MEF-MDF acoplado  y por 

el método analítico 
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Tabla 4.3.3.5. Comparativo de la solución 
por el  método de Kirchhoff y el MEF-
MDF. 
 

         NODO Kirchhoff      MEF-MDF 
0 0 0 
1 8.1601 22.3598517
2 16.4998 31.7420651
3 25.1815 40.5291995
4 34.3343 48.5269169
5 44.0412 56.327973 
6 54.3314 64.1431049
7 65.1769 72.053641 
8 76.4952 80.4322951
9 88.1572 88.2079427
10 100 100  

Temperatura en Nodos en t=2.4

0

20

40

60

80

100

120

1 3 5 7 9 11

Serie2

Serie3

Gráfica 4.3.3.5. Comparativo de los 
métodos  de Kirchhoff  y  MEF-MDF para 

t =2.4. 
 

 
 
 
 
 
 
 
Tabla 4.3.3.6. Solución por  MEF-MDF 
acoplado  y por el método analítico. 
 
           Nodo      Teórica      MEF-MDF 

0 0 0 
1 25.9677 27.1418901
2 39.8795 37.847675 
3 50.6913 47.5030434
4 59.8608 55.8452732
5 67.9713 63.545904 
6 75.326 70.8269757
7 82.1056 77.8077445
8 88.4275 84.7924048
9 94.3728 91.0395962
10 100 100  

Temperatura para los Nodos en t=6

0

20

40

60

80

100

120

1 3 5 7 9 11

Serie2

Serie3

Gráfica 4.3.3.6. Comparativo de la solución 
por el método de Kirchhoff y el MEF-MDF 
para t  = 6. 
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CAPITULO 5 
 

METODO DEL ELEMENTO  FRONTERA 

5.1 Definición. Por Rn, cn, representarán el espacio vectorial n dimensional de los 
números reales o complejos, nn

Ω
Ω∂ Ω∂

Ω∂
Ω∂

C,ℜ⊂Ω , representará un dominio compacto en ℜn o cn, 
con interior Ω y frontera ∂ , Ck(Ω) representará el espacio de las funciones k-
diferenciables en Ω. Ck( ) el espacio de las funciones k-diferenciables en . C∞(Ω), 
C∞( ), respectivamente son los espacios de funciones diferenciables hasta de orden 
infinito en Ω,  respectivamente. ℜ∞, c∞, representaran los espacios vectoriales de las 
secuencias infinitas (x1, x2, x3, . . ., xn, . . .), bajo la suma y multiplicación por un escalar, 
haciendo de ℜ∞, c∞ un espacio vectorial de dimensión infinita. 

La norma ⋅  de ℜn, cn también puede ser extendida a ℜ∞, c∞ de la siguiente manera. 

Sabemos que la norma  ⋅  Euclideana en ℜn, viene dada por: Si , X=(xnX ℜ∈ 1, x2, x3, . . 

., xn), ∑
=

=
i

ixX
1

2
n

n

, y que mediante el producto interno definido en ℜn, para cualquier 

par de vectores X, Y ∈ ℜn, X⋅Y = ∑  se puede definir la norma de X. 
=i

ii yx
1

∑
−

=⋅=
n

i
ixXXX

1

2     (5.1.1) 

También sabemos que la función bilineal ℜ→ℜℜ nnx: ,  definida por 〈X, Y〉 = X⋅ Y 
define la norma de X. 

XXXXX =⋅=,      (5.1.2) 

Si X ∈ ℜn es un vector de ℜn fijo, 〈Y, X〉 = Y ⋅ X ∀ Y ∈ ℜn, esta función es lineal en ℜn, 
∀ α, β ∈ ℜ, Y1, Y2 ∈ ℜn, 

XYXYXYXYXYY ⋅+⋅=+=+ 212121 ,,, βαβαβα    (5.1.3) 

Sea ( ) [ ]{ ContinuasbafbaC ℜ→ℜ⊂= ,:,0 }. Si f ∈ C0(a, b) entonces existe la Integral 
Según Riemann de f en el intervalo (a, b)                            

∫=
b

a
dxxfA )(     (5.1.4) 

 

 150



 

C0(a, b) es un espacio vectorial, llamado del espacio de las funciones continuas en el 
intervalo [a, b] las cuales son integrables en (a, b) En este espacio, vale definir un 
producto interno de la siguiente manera: ∀ f, g ∈ C0(a, b) se define a: 

gfdxxgxfgf
b

a
⋅== ∫ )()(,    (5.1.5) 

como la integral del producto puntual de funciones f(x) ,g(x) que es nuevamente una 
función continua en [a, b] ella es integrable en [a, b]. Así, este producto interno define 
una norma ⋅  en C0(a, b). 

∫∫ =⋅=
b

a

b

a
dxxfdxxfxff )()()( 22     (5.1.6) 

luego la norma de f será 

{ } 2
1

2 )(∫=
b

a
dxxff     (5.1.7) 

haciendo de este espacio vectorial C0(a, b) un espacio vectorial normado. Los espacios 
vectoriales normados de dimensión infinita, son llamados de espacios de Banach. En 
particular, el espacio de funciones definidas en (a, b) que son cuadrado integrables 

 se les denomina   el cual es un espacio de Banach. Regresando al caso 

de 
∫a

dxxf )(2b ]
( )

[ bal ,2

{ }∞ ℜ∈==ℜ in xxxxX ,...,,...,, 21   es un espacio vectorial real de dimensión infinita, 
vamos a definir una norma de la siguiente manera: Si tomamos a un X∈ℜ∞, y 
generalizamos la norma de ℜn, a ℜ∞, tomando en cuenta que en general  las series pueden 
no   ser  convergentes, de allí que; para asegurar que el limite 2X  exista, debemos de 
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pedir que la serie  sea convergente. A este espacio (subespacio de ℜ∑
=1

2

i
ix

∞

∞

∞

∞) de todas las 

secuencias infinitas (x1, x2, x3, . . ., xn, . . .), tales que  ∑ sean convergentes, lo 

denominamos . Este espacio l
=1

2

i
ix

ℜ<2l 2 es un espacio vectorial de dimensión infinita 
normado, y por lo tanto es un espacio de Banach. 

Los Espacios de Sobolev. 

Sea Ω ⊂ ℜn, un abierto en ℜn, y sea u:Ω→ℜ, una función diferenciable en Ω se define 
como el soporte de u, { } Ω⊂≠Ω∈= 0)()( XuXuSop . El soporte de u, Sop(u) ⊂ Ω es 
compacto, otros conjuntos como, 

{ }CompactouSopkenuuC k  )(,1,  :)(0 ≥Ω∃ℜ→Ω=Ω∞   

y por  

{ }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<Ω∃ℜ→Ω=Ω ∫Ω
MduuL 2

12
2  :)(  el espacio de Hilbert. 

La norma de u se define como: 

)(

22

2
,

ΩΩ
=Ω= ∫ L

uuduu  

El espacio de Sobolev Wm(Ω) es el subespacio de funciones del espacio de Hilbert L2(Ω) 
definido como, 

{ }mLuDLuW m ≤≤Ω∈Ω∈=Ω αα 0 );()()( 22  

donde la norma generalizada de u viene definida por, 
2

1

0

2

)(2 ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= ∑
≤≤

Ω
m

Lm
uDu

α

α  y con 

producto interno ℜ→ΩΩ )()(: , xWW mm  definido ∑
≤≤

Ω
=

m
Lm

vDuDvu
α0

)(2
,, αα . 

Así 
)(0 2

,,
Ω

=
L

vuvu  coincide con el producto interno de L2(Ω). Definimos como al 

subespacio 

( ) )(,)()( 00 Ω⊂⋅Ω=Ω ∞ m
m

m WCW    (5.1.8) 

Ejemplos de Espacios de Sobolev. 

 Para el caso n=2 y m=3 el dominio Ω es  una placa de base a y altura b. 
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Ω ⊂ ℜ2 

Así 

{ }byaxyx <<<<ℜ∈=Ω 0 ; 0),( 2    (5.1.9) 

{ }CompactouSopenuuuC  )(   ,...,",' :)( 2
0 ∃Ω∃ℜ→ℜ⊂Ω=Ω∞  

{ }30);()()( 22
3 ≤≤Ω∈Ω∈=Ω αα LuDLuW    (5.1.10) 

)(2 Ω∈ Lu  significa que { } 2
12

∫Ω
Ωdu  existe, de manera que si u ∈ W3(Ω) entonces las 

integrales 

{ } 2
12

∫Ω
Ωdu  y { } 2

12

∫Ω
ΩduDα , 0≤α≤3.    (5.1.11) 
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 la norma de generalizada u ∈ W3(Ω) vendrá dada por: 
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Si u, v ∈ W3(Ω), el producto interno en W3(Ω) será 

2
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{ }
)(

2
1

0 0

2

0 2
,,

Ω
== ∫ ∫ L

b a

ji vudxdxuvvu     (5.1.14) 

)()( 2
0 Ω=Ω LW    (5.1.15) 

( )
00

3
0 ,)()( ⋅Ω=Ω ∞CW    (5.1.16) 

En lo que sigue, vamos a relacionar los espacios funcionales con los operadores 
diferenciales y funcionales asociadas a estos operadores definidos en estos espacios. Para 
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esto hemos tomado un problema básico de la teoría del potencial, o sea las ecuaciones de 
Laplace y de  Poisson. 

Sea nℜ⊂Ω , un conjunto cerrado y acotado en ℜn, con interior Ω y frontera ∂Ω. 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∞<ΩΩ∃ℜ→ℜ⊂Ω=ℜΩ ∫
Ω

duenContinuauuuC knk 2
2 ,   ,...,' :),(    (5.1.17) 
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Ω

CompactouSopuduenContinuauuuC knk  )( ,0,,   ,...,' :),( 2
0,2

(5.1.18) 

de esta manera, un operador diferencial lineal L definido por: 

),(),(: 0,20,2 ℜΩ→ℜΩ mk CCL    (5.1.19) 

como 

uuLu 2][ −∇=a    (5.1.20) 

es el operador de Poisson.  

En ),(0,2 ℜΩkC  se define el producto interno. 

),( , 2 ℜΩ∈∀ kCvu , 
2

1

,
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Ω= ∫
Ω

uvdvu    (5.1.21) 

de esta manera la norma de   queda definida  haciendo u vu =  como: 

∞<Ω== ∫Ω
duuuu 22 ,    (5.1.22) 

haciendo de este espacio ),(0,2 ℜΩkC  un espacio normado (Hilbert), de tal manera que el 

espacio completo ),(0,2 ℜΩ= CX k  es un espacio de Banach. De esta manera, si en X esta 

definiendo un operador lineal ),(: 0,2 ℜΩ=→ CYXL m , podemos asociar a L (L[u]=f) una 
forma lineal Bv( , ) definida como sigue: 

XXvuXXB ×∈∀ℜ→⋅ ),(     :    (5.1.23) 

ufvuLuBv ,],[
2
1)( −=    (5.1.24) 
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( ) ( ) 212121 ,,
2
1, uufvuuLvuuL βαβαβα +−+=+  

= 2121 ,,,
2

,
2

ufufvuLvuL βαβα
−−+  

2211 ,,
2

,,
2

ufvuLufvuL ββαα −+−=  

= vuBvuB ,, 21 βα +  

esto muestra que es lineal. 

∫∫∫∫
ΩΩΩΩ

Ω−Ω∇−=Ω−Ω= fudvdufudvduLvuB )(
2
1][

2
1),( 2    (5.1.25) 

En la primera integral el integrando –(∇2u)v es sustituido por (-∇2u) = ∇Tv⋅∇u-∇T⋅(v∇u) 
de donde se tiene: 

∫∫∫

∫∫∫

ΩΩ∂Ω

ΩΩΩ

Ω−
∂
∂

−Ω∇⋅∇=

Ω−Ω∇∇−Ω∇⋅∇=

fuddS
n
uvudv

fudduvudvvuB

T

TT

ˆ2
1

2
1            

)(
2
1

2
1),(

   (5.1.26) 

∫∫∫
ΩΩ∂Ω

Ω−
∂
∂

−Ω∇= fuddS
n
uuduuuB
ˆ2

1
2
1),( 2  

∫∫
Ω∂Ω ∂

∂
−Ω−∇= dS

n
uudFuuuuB
ˆ2

1)(
2
1),( 2     (5.1.27) 

Se define la funcional de energía (5.1.30) del sistema dado por (5.1.29) bajo (5.1.29) 
 

fLu =  en Ω donde (5.1.28) 
 

0=Bu  en ∂Ω (5.1.29) 

Es el operador de frontera, como: 
 

∫∫ Ω∂Ω ∂
∂

−Ω−∇== dS
n
uudfuuuuBuI
ˆ

)2(),(2][ 2  (5.1.30) 

Como  siendo Γ321 Γ∪Γ∪Γ=Ω∂ 1, Γ2, Γ3 las partes de ∂Ω donde las condiciones de 
frontera homogéneas son de Dirichlet, Neumann y Mixtas. 
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0    1 =Γu    (5.1.31) 

0   ˆ 2 =Γ⋅∇ nu     (5.1.32) 

0  )( ˆ 3 =Γ+⋅∇ usnu σ    (5.1.33) 

Así de esta manera, la integral ∫
Ω∂ ∂

∂ dS
n
uu
ˆ

 queda como: 

∫∫∫∫∫
ΓΓΓΓΓ∪Γ∪Γ=Ω∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

3321321

2)(
ˆˆˆˆ

dSusdS
n
uudS

n
uudS

n
uudS

n
uu σ    (5.1.34) 

por lo que I[u] queda 

∫∫∫
ΩΓ=Ω∂Ω

Ω−=+Ω−∇= dfuuuLdSusdfuuuI )2][()()2(][
3

22 σ    (5.1.35) 

donde 

∫∫∫
Ω∂ΩΩ ∂

∂
−Ω∇=Ω dS

n
uududuuL
ˆ

][ 2    (5.1.36) 

Esta ultima expresión de I[u] es la expresión reconocida como la Energía del sistema 
definida por el operador L[] bajo la condición de frontera dada B[]. En resumen, si 
tenemos una ecuación diferencial definida por el operador diferencial. 

fLu =  en Ω  

Bajo la condición de frontera. 
GBu =  en ∂Ω  

Donde G = 0. Entonces I[u] representa la Energía del sistema (5.1.28) bajo (5.1.29) . 
 

∫
Ω

Ω−= dfuuuLuI )2][(][  (5.1.37) 

Se sabe que los puntos críticos de (5.1.37) son las soluciones de (5.1.28) bajo (5.1.29)  y 
recíprocamente las soluciones de (5.1.28)  bajo (5.1.29) son los puntos críticos de 
(5.1.37). Por otro lado de la teoría de las ecuaciones diferenciales la solución de (5.1.28) 
bajo (5.1.29) es única. De esta manera, el punto crítico de (5.1.37), representa la única 
solución de la ecuación (5.1.28)  bajo (5.1.29). Es decir si se deriva a (5.1.37) se tiene: 

La variación de I, igualándola a cero  

0][ =uIδ  
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o sea 
 

0)2][( =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Ω−∫
Ω

dfuuuLδ  (5.1.38) 

Ahora bien, podremos determinar el punto critico de (5.1.37) y por lo tanto la solución de 
(5.1.28) bajo (5.1.29). Como la solución de (5.1.38) en la mayoría de los casos no es 
obtenida en forma exacta, se resolverá en forma numérica. Para esto sea {φ1,…, φn} una 
familia de funciones base para un espacio de funciones XE n n~< . Así si propuesta 
como: 

Eu ∈

∑
=

=+++=
n

i
iinnu

1
2211

~ φαφαφαφα L   (5.1.39) 

 la energía I[u] evaluada en u~ , será función de las sα ′ , 

∑ ∫∫∑

∫ ∑∫ ∫∑

∫ ∑∫ ∑∑∫

= ΩΩ=

Ω =Ω
Ω

=

Ω =Ω ==Ω

Ω−Ω=

Ω−Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

Ω−Ω=Ω−=

n

i
iiji

n

ji
ji

n

i
iiji

n

ji
ji

n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii

dfdL

dfdL

dfdLdufuLuuI

11,

11,

111

2

)(2

)(2)()()~2~~(]~[

φαφφαα

φαφφαα

φαφαφα

  (5.1.40) 

Se observa que la energía solo depende de los coeficientes de la solución numérica 
propuesta es decir; ],...,,[]~[ 21 nIuI , entonces tenemos que ααα=

0~
]~[

=
ud
udI        (5.1.38) 

 es equivalente al sistema lineal de ecuaciones en derivadas parciales. 
 

0
],...,,[

0
],...,,[

21

1

21

=
∂

∂

=
∂

∂

n

n

n

I

I

α
ααα

α
ααα

M  (5.1.41) 

Explícitamente 

∫∫∫∫
ΩΩΩΩ

Ω−Ω++Ω+Ω dFdLdLdL nn 1111212111
2
1 2 φαφφααφφααφφα L     
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∫∫∫∫
ΩΩΩΩ

Ω−Ω++Ω+Ω dFdLdLdL nn 222222
2
21212 2 φαφφααφφαφφαα L    

M  

∫∫∫∫
ΩΩΩΩ

Ω−Ω++Ω+Ω dFdLdLdL nnnnnnnnn φαφφαφφααφφαα 22
2211 L     

 quedando el sistema (5.1.41) lineal como: 
 

∫∫∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫∫

ΩΩΩΩ

ΩΩΩΩ

ΩΩΩΩ

Ω=Ω++Ω+Ω=
∂
∂

Ω=Ω++Ω+Ω=
∂
∂

Ω=Ω++Ω+Ω=
∂
∂

dFdLdLdLI

dFdLdLdLI

dFdLdLdLI

nnnnnnn
n

nn

nn

φφφαφφαφφα
α

φφφαφφαφφα
α

φφφαφφαφφα
α

22

22

22

211

21222121
2

11212111
1

L

M

L

L

 (5.1.42) 

Y finalmente (5.1.42) es  resuelto para las nααα ,...,, 21  que sustituidas en u~  
determinaran a la solución numérica  

nnu φαφαφα +++= L2211
~    (5.1.43) 

que es la solución de (5.1.38) y por lo tanto solución numérica  de (5.1.28)  bajo(5.1.29) 
en forma numérica. 

5.2 LA ECUACION DE LAPLACE 

Sea , 3ℜ⊆Ω 3ℜ⊂Ω  una región abierta o cerrada y acotada tomada como dominio para 
funciones φ, ψ escalares. Nuestro propósito es caracterizar a las soluciones de la ecuación 
de Laplace como las únicas funciones de potencial Newtonianas, también conocidas 
como funciones armónicas. El estudio de este tipo de problemas tiene su importancia 
entre otras propiedades, la compresión y alcance de la teoría de los campos vectoriales en 
el estudio de la Electricidad y el Magnetismo, fluidos ideales o fluidos Newtonianos, 
flujos permanentes de Calor, ondas estacionarias, entre otros diversos campos de estudio 
de la Física y ramas de la Ingeniería. 

Definición. Sea dada una función φ definida en 3ℜ⊂Ω , continua en ∂Ω y de clase 
C2(Ω), ella se dice armónica si satisface a la ecuación ∇2φ ≡ 0 en Ω. 

Las funciones φ, ψ, . . ., definidas en Ω , serán supuestas univaluadas. 
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Principio de Superposición. 

Si φ, ψ definidas en Ω , son armónicas en Ω, entonces ψφ 21 CC +  es armónica en Ω, ya 
que  en Ω, 0)( 2121 =∇+∇=+∇ ψφψφ CCCC 222 ψφ 21 CC +  continua en ∂Ω. Con el fin 
de caracterizar a las funciones de potencial Newtoniano, requerimos de los teoremas de 
integración de Stokes, Gauss y Green principalmente, denominadas las 3 identidades de 
Green. De acuerdo con esto, sea ℜ→Ωφ , de clases C2(Ω), C0(∂Ω). 

∫∫∫
Ω∂Ω∂Ω

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=⋅∇=Ω∇ dS
n

dSnddiv
ˆ

ˆ
φφφ   (5.2.1) 

 

que es el teorema de la Divergencia para la función vectorial  

k
z

j
y

i
x

ˆˆˆ
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
φφφφ .  (5.2.2) 

Si ℜ→Ωψ  es de clase C1(Ω), C0(∂Ω), la función vectorial φψ∇  tiene sus componentes 
continuas en Ω; es decir es de clase C1(Ω),C0(∂Ω). El teorema de la Divergencia para este 
campo es: 

∫∫
Ω∂Ω

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=Ω∇ dS
n

ddiv
ˆ

)( φψφψ    (5.2.3) 

Si nosotros desarrollamos al integrando 

φψφψφψ 2)( ∇+∇∇=∇div     (5.2.4) 

entonces el teorema queda como: 

∫∫∫
Ω∂ΩΩ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=Ω∇∇+Ω∇ dS
n

dd
ˆ

2 φψφψφψ (I)   (5.2.5) 

reconocida como la primera identidad de Green. Como una primera aplicación de esta 
identidad es deducir una propiedad de las funciones armónicas. Si φ es armónica y ψ = 1 
en . El teorema dice Ω
 

0
ˆ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∫
Ω∂

dS
n
φ  (5.2.6)(1)

Teorema 1. Si la función ℜ→Ωφ es armónica en Ω , entonces la derivada direccional 
normal de φ en la frontera tiene contribución total nula. 

 159



 

γ:

η=

φ·η = ∂φ
∂ηη

φ

 
 

))(),(()(ˆ ));(),(()(
)(ˆ)(ˆ );(ˆ)(

sxsyssysxs
stssts

&&&&&

&

−==
==

ηγ
ηγ

  (5.2.7) 

Observación. El reciproco es verdadero. Es decir, si para toda curva frontera ∂Ω de una 
región regular, la integral 

0
ˆ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∫
Ω∂

dS
η
φ    (5.2.8) 

Entonces φ satisface la ecuación de Laplace 0  en Ω, y por lo tanto φ es armónica 
en 

2 =∇ φ
, se tiene: Ω

 

∫∫
Ω∂Ω

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=Ω∇ dSd
η
φφφ
ˆ

)( 2  (5.2.9)(2)

Suponiendo que la condición de frontera de la ecuación de Laplace 0  en Ω, 2 =∇ φ
0=Ω∂φ  Dirichlet. Homogénea (denominado  problema propio) 

∫
Ω

=Ω∇ 02 dφ    (5.2.10) 

Como ∇φ continua en Ω, se tendrá que 0=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

zyx
φφφ  en Ω, luego φ es constante en 

Ω, pero como φ es continua en Ω  y 0=Ω∂φ , φ = 0 en todo Ω . 
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Teorema 2. Si φ es armónica en Ω  y 0=Ω∂φ , entonces φ = 0 en todo Ω . 

Teorema 3. Si φ, ψ son armónicas en Ω  con la condición de frontera del tipo Dirichlet 
igual ),( vug=Ω∂=Ω∂ ψφ  entonces ψ ≡ φ en Ω . Esto dice que la función φ solución de 

 en Ω con 0=∇ φ2 ),( vug=Ω∂φ , ella es única o que es unívocamente determinada por 
sus valores en la frontera ∂Ω. En (5.2.9)(2), la integral sobre la frontera ∂Ω, es nula si 

0
ˆ

≡⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
η
φ  en ∂Ω. Aquí nuevamente, la integral 

∫
Ω

=Ω∇ 02 dφ   (5.2.11) 

Siendo ∇φ continua en Ω, c≡⇒=∇ φφ 0  en Ω. 

Teorema 4. Si φ armónica en Ω, y 0
ˆ

≡⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
η
φ  en ∂Ω. Entonces φ ≡ c en Ω . Esto se tiene 

de la continuidad de φ en , φ no puede tener dos valores constantes distintos dentro de Ω
 y en la frontera ∂Ω. Ω

Consideremos un fluido fluyendo dentro de un toro Ω=2T . 
 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= −

x
yzyx 1tan),,(φ  

 

Las líneas de flujo son círculos concéntricos teniendo como eje al eje z. De esta manera 

no existe flujo a través de su frontera ∂Ω = S; es decir, 0
ˆ

≡⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
η
φ  en ∂Ω, pero ),,( zyxφ  

no es constante en Ω ¡El potencial no es univaluado!. Físicamente hablando, el teorema 
2, dice que si se tiene un cuerpo Ω ),,( zyx homogéneo, isotrópico y φ  es la temperatura a 
que esta el punto (x, y, z), este teorema dice que si la temperatura del cuerpo Ω

) 0),(),(),,),,(
 en la 

frontera es mantenida ( ( == vuvuzvvux uy φφ  en ∂Ω no existe un equilibrio 
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térmico en Ω 0),,(, al menos que  =zyxφ Ω∈∀ ),,( zyx . Mientras el teorema 4 dice que 
si la superficie ∂Ω = S del cuerpo es aislada, la única temperatura estacionaria posible del 
cuerpo, es cuando la temperatura ),,( zyxφ  es constante en todo Ω. 

Ahora vamos a suponer que el cuerpo Ω de superficie ∂Ω = S, se encuentra a una 
temperatura ),,( zyxφ , (x, y, z) ∈ Ω, y que la superficie S esta constituida de un material 
que tiene la propiedad de permitir conducir el flujo de calor a través de ella de adentro 
hacia fuera o viceversa, h(s) como: 

)(
ˆ ∞−=

∂
∂

− φφ
η
φ h    (5.2.12) 

Donde φ∞ es la temperatura del medio circundante al cuerpo Ω . Esta ley física es 
aplicable solo cuando el cuerpo no presenta radiación de allí que h ≥ 0 se le conozca 
como el parámetro de transmisión del calor por convección del cuerpo Ω , bajo estas 
circunstancias un estado de equilibrio o estacionario del cuerpo solo es posible cuando 
φ=φ∞ en . Así (5.2.9)  Ω
 

∫∫∫
Ω∂

∞
Ω∂

∞
Ω

∞ −−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=Ω−∇ dSdSd 22 )(
ˆ

)()( φφ
η
φφφφφ  (5.2.13) 

Luego 
 

0)()( 22 =−+Ω−∇ ∫∫
Ω∂

∞
Ω

∞ dSd φφφφ  (5.2.14) 

Como 2)( ∞−∇ φφ ,  continuas en Ω 2)( ∞−φφ 0)( 2 =−∇ ∞φφ  y 

; φ = cte. Si φ = cte en Ω y φ=φ⇒=− ∞ 0)( φφ 2 2 0)(0)( =∇=−∇⇒=−∇ ∞∞ φφφφφ ∞ 
en ∂Ω ⇒ φ=φ∞ en Ω. 

Teorema 5. Sea φ armónica en Ω , 
 

02 =∇ φ  en Ω (5.2.15) 

Satisfaciendo 
 

gh =+⋅∇ φηφ ˆ  en ∂Ω (5.2.16) 

Con h, g funciones continuas en ∂Ω, h ≥ 0, entonces si ψ tal que es armónica en Ω , con 
gh =+⋅∇ φηφ ˆ en ∂Ω entonces ψ ≡ φ en Ω. 

La unicidad de la solución φ de la ecuación de Laplace bajo condiciones de frontera 
mixtas dadas. 
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Sean φ, ψ funciones de clase C2(Ω) y C0(∂Ω). Entonces la identidad de Green (5.2.5) vale 
para ambas 
 

∫∫∫
Ω∂ΩΩ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=Ω∇⋅∇+Ω∇ dSdd
η
φψφψφψ
ˆ

2  (5.2.17) 

 

∫∫∫
Ω∂ΩΩ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=Ω∇⋅∇+Ω∇ dSdd
η
ψφψφψφ
ˆ

2  (5.2.18) 

Restando (5.2.17) de (5.2.18) se tiene la 2ª identidad. 

[ ] ∫∫
Ω∂Ω

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=Ω∇−∇ dSd
η
φψ

η
ψφφψψφ

ˆˆ
22 de Green   (5.2.19) 

una consecuencia directa de(5.2.19)  es: 

Teorema 6. Si φ, ψ son funciones armónicas en Ω , de clase C2(Ω) y C0(∂Ω). Entonces 

0
ˆˆ

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∫
Ω∂

dS
η
φψ

η
ψφ   (5.2.20) 

El teorema 6 es válido para las funcionesφ, ψ de clase C2(Ω) y C0(∂Ω) satisfaciendo la 
ecuación  en Ω. φφ k=∇2

Regiones Infinitas Ω ⊆ ℜ3. 

En todos los casos de las identidades (5.2.5), (5.2.19)  de Green y de los teoremas 1 al 6, 
la región Ω∂∪Ω=Ω , estuvo considerada como acotada (Región Finita). A fin de 
extender la validez de las identidades (5.2.5), (5.2.19) de Green a regiones infinitas o 
ilimitadas, debemos de imponer ciertas propiedades que deben de satisfacer las 
funcionesφ, ψ en Ω ⊆ ℜ3. Propiedades de acotamiento para puntos suficientemente 
distantes medidas desde un punto fijo ),,( 000 zyxp =  con 

( ) ( ) ( )222
000 zzyyxxr −+−+−= , y r la función escalar 

Mrr ≤∇∇ ψφψφ , , )(; )( para alguna M.  
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5.3 CARACTERIZACIÓN DE LAS FUNCIONES ARMÓNICAS COMO 
FUNCIONES DE POTENCIAL NEWTONIANAS. 

Cualquier función armónica es una función potencial Newtoniana. Esta caracterización la 
proporciona la tercera identidad de Green, la cual vamos a establecer. 

Sea 3ℜ⊆Ω , o Ω ⊆ ℜ3, una región regular acotada o infinita y Ω∈= ),,( 000 zyxp . Si 

en la identidad (5.2.19), 
( ) ( ) ( )222

),,(
ζηξ

1ψ
−+−+−

=
zyx

zyx  e integrando respecto 

a ξ, η, ζ en (5.2.19), además tomando una esfera Sσ con centros en P y radio σ y 

removiendo esa esfera Sσ de la región Ω tenemos Ω’ = Ω \ Sσ  ya que 
r

r)( =
1ψ  es 

armónica en Ω’. 

 

[ ] ∫∫ Ω∂Ω ⎥
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⎣
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∂
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Como en ∂Ω la normal η̂ apunta hacia fuera y en la superficie apunta hacia adentro la 
última integral sobre la superficie de la esfera , dS. 
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En el límite cuando r → 0, la integral 0
ˆ

1
2

→⎟⎟
⎠

⎞
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⎛
∂
∂

∫
∂ rS

dS
r η

φ , )(),,(),,( Pzyx φφζηξφ =→ , 

, luego la (5.2.19) identidad de Green para este caso queda. Ω→Ω'
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de donde se obtiene el valor del potencial de φ en P. Reconocida como la 3ª identidad de 
Green. 
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Aquí se ha supuesto que la integral de volumen es convergente para regiones infinitas y 
que φ es regular a superficie a la infinidad. 

En esta tercera identidad de Green el primer término representa el potencial de una 

distribución de volumen 
π
φ

4
∇

−
2

, el segundo término es el potencial de una densidad de 

distribución de superficie 
π
η
φ

4
ˆ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

− , mientras que el tercer término es el potencial de una 

distribución doble de superficie del momento 
π
φ
4

− . 

De esto se puede deducir que no solo las funciones armónicas son potenciales 
Newtonianos, sino también aquellas funciones que satisfagan ciertas propiedades de 
diferenciabilidad en regiones regulares infinitas (dentro de una superficie infinita de radio 
muy grande) y satisfaciendo ciertas propiedades de acotamiento. 

Teorema 7. Toda función armónica en Ω puede ser representada como la suma de dos 
potenciales, una distribución de potencial simple y de una distribución de potencial doble 
llamada de  densidad Green o  momento bipolar. 

 

 165



5.3.1 LA ECUACION DE POISSON O DE POTENCIAL. 

 Método del Elemento Frontera 

 

Vamos a iniciar con el estudio simple de una carga eléctrica positiva, situada en el origen 
de coordenadas x, y, z. La intensidad del campo eléctrico E

r
 debido a esta carga, es el 

vector de magnitud 2r
q , 2222 zyxr ++= , r el radio a partir del origen al punto (x ,y 

,z) las componentes escalares de ),,( zyxE
r

 son 

z
r
qy

r
qx

r
q

333 ,, , luego                        (5.3.1.1) 

),,(1
3 qzqyqx

r
E =
r

                              (5.3.1.2) 

Siendo la divergencia un escalar 

z
r
qy

r
qx

r
qEdiv 333)( ∂

+
∂

+
∂

=                (5.3.1.3) 

Se tiene: 

0)(33)( 5

222

3 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ++
−=

r
zyx

r
qEdiv    (5.3.1.4) 

Ahora tenemos una esfera con centro en la carga de radio R y apliquemos el teorema de 
la divergencia de Gauss a esta situación 

∫∫
=Ω∂Ω

⋅=Ω
2

ˆ)(
RS

dSEdEdiv η
rr

                                (5.3.1.5) 

como 2ˆ
R
qEE ==⋅ ηη

r
 y , entonces 24

2

RdS
RS

π=∫ ∫∫ ==⋅
Ω∂ 2

4ˆ 2
RS

qdS
R
qdSE πη

r
. Así la 

integral de la divergencia  es diferente de cero. ∫
Ω

ΩdEdiv )(
r

Como la intensidad del campo es igual al número de líneas de campo que atraviesan a 
la superficie de la esfera de radio R, que divergen desde el origen donde esta la carga q, 
este número debe ser igual a 4πq. 

E
r
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Si 
Ω

=
d
dqzyx ),,(ρ  es la densidad de carga volumétrica encerrada en el diferencial de 

volumen dΩ, entonces la intensidad del campo debido a esa carga dq será proporcional al 
número de líneas que emergen desde dq y atraviesan una pequeña esfera  de centro en 
dq y radio R. 

2
RS

dqdq
R
RdS

R
dqdSEdSEdEdiv ππη η 44

ˆ)( 2

2

2 ====⋅=Ω ∫∫∫ ∫
Ω∂Ω∂Ω Ω∂

rrr
      (5.3.1.6) 
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R
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0
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Ω
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EDiv
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          (5.3.1.8) 

 

πρ4)( =EDiv
r

                                            (5.3.1.9) 

 

Esta ecuación es la ley de Gauss diferencial que establece una relación local entre la 
densidad de carga eléctrica y el campo eléctrico E

r
. Para el caso en que el campo 

eléctrico sea un campo que solo depende de la posición es un campo potencial, 
entonces 

E
r

),,( zyxE φ−∇=
r

, luego 
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  (5.3.1.10) 

 

πρφ 4=∇−  en Ω                (5.3.1.11) 

 

llamada la Ecuación de Poisson para cuando ρ ≡ 0,  en la ecuación de Laplace. 02 ≡∇ φ
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5.3.2   SOLUCIÓN A LA ECUACIÓN DE POISSON MEDIANTE LA FUNCIÓN 
DE GREEN 

Del teorema de la divergencia de Gauss (Primera identidad de Green) para el campo 
eléctrico ),,( zyxE

r
tenemos: 

∫∫∫
Ω∂Ω∂Ω

⋅==Ω dSEdSEdEdiv ηη ˆ)(
rrr

                    (5.3.2.1) 

Si tomamos como campo ψφ∇=E
r
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∂
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η
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ˆ)(ˆ
r

             (5.3.2.3) 

por lo que el teorema anterior queda: 
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Ω∂ΩΩ ∂

∂
=Ω∇+Ω∇⋅∇ dSdd

η
ψφψφψφ
ˆ

2                 (5.3.2.4) 

Si ahora intercambiamos papeles de φ  por ψ, en el teorema tenemos 

∫∫∫
Ω∂ΩΩ ∂

∂
=Ω∇+Ω∇⋅∇ dSdd

η
φψφψφψ
ˆ

2                     (5.3.2.5) 

Restando la segunda expresión de la primera tenemos el Teorema conocido como la 
(5.2.19)  identidad de Green 
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Teorema de integración de Green. Ahora veamos como se aplica este teorema en la 
solución de la ecuación de Poisson. 

),,(4),,(2 zyxzyx πρφ =∇−  en Ω   (5.3.2.7) 

cuando 

( ) .),(),(),,(),,( ctevuvuzvuyvux == φφ en ∂Ω   (5.3.2.8) 
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Si dividimos al volumen en elementos diferenciables dΩ la carga ρdΩ ejercerá un 

potencial inversamente proporcional a una distancia r, 
r
dΩρ , luego el potencial total será 

∫
Ω

Ω= d
r
ρφ , pero de la ecuación φ

π
ρ 2

4
),,( ∇−=zyx 1 , así tenemos 

∫
Ω

Ω
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−= d
r
φ

π
φ

2

4
1                               (5.3.2.9) 

que es la solución de la Ecuación de Poisson. Esta solución es una solución intuitiva, ya 
que nos basamos en la solución de una carga puntual, pero esta solución la deduciremos 
rigurosamente de tal forma que incluya a todas las cargas puntuales dentro de . Ω

En el teorema de Green, 
r

zyx 1),,( =ψ donde r es la distancia tomada desde un 

punto Ω∈P , y φ(x, y, z) el potencial eléctrico. Como el teorema de Green es valido para  
campos vectoriales como para dominios arbitrarios  tenemos: Ω
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Ω es el espacio ℜ3, salvo una pequeña esfera  de radio R conteniendo en el centro el 
punto P donde deseamos calcular el potencial 
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luego el lado izquierdo queda como: 

∫
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φ21                                (5.3.2.13) 

En relación al lado derecho será: 
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como φ
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queda finalmente como: 
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ahora la esfera de radio R, cuando R → 0, coincide con el punto P, donde se quiere 

calcular el potencial φ(P), 0
~

→
∂
∂

r
R φ  y )(~ Pφφ → . Por lo que 
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es el potencial en cualquier punto P∈ Ω. Cuando Ω no está acotado. 
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5.3.3 SOLUCIÓN A LA ECUACIÓN DE POISSON EN REGIONES  
COMPACTAS    Ω  

Ahora se supondrá que la región Ω o dominio en el que esta definida la ecuación de 
potencial es una región cerrada y acotada. 
 

),,(4),,(2 zyxzyx πρφ =∇−  en Ω  
(5.3.3.1)

Bajo 
 

cte=Ω∂φ   
(5.3.3.2)

De manera que la integral de volumen se hará solo para este dominio Ω con frontera        
S = ∂Ω, excluyendo en cada caso nuestra esfera infinitesimal de radio R y que contiene 
la porción de carga dq = ρdΩ. 
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Del teorema de Green para este caso 
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respecto a la integral ∫
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de manera que el teorema de Green queda 
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Ω∂∪Ω=Ω , de donde obtenemos la solución de la ecuación de Poisson para 
regiones cerradas y acotadas. Ω
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llamada de la tercera  identidad de Green. Esta solución es reconocida como la 
representación integral de . ),,( zyxφ

 

La función 
r

r 1)( =ψ  supuesta en el 2º teorema de Green (Identidad de Green) 
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es una función escalar de ley inversa del radio. En general, las soluciones de la Ecuación 
de Laplace  en  con 02 3=∇ φ ℜ⊆Ω
 

)(   11 sφφ =Γ  

)(   ˆ 22 sn φφ =Γ⋅∇  

)(  )( ˆ 33 ssn φφσφ =Γ+⋅∇

Dirichlet 
Neumann

Mixta 

Toda función ),,( zyxφ que satisface a la Ecuación de Laplace se dice una función 
armónica, llamada función de potencial Newtoniana, recíprocamente si φ es una de las 
soluciones de la Ecuación de Laplace. 

02 =∇ φ  en Ω bajo           (5.3.3.8) 
 
)(   11 sφφ =Γ  

)(   ˆ 22 sn φφ =Γ⋅∇  

)(  )( ˆ 33 ssn φφσφ =Γ+⋅∇

Dirichlet 
Neumann

Mixta 

Son de la forma 

brar n += −2 log)(φ ; n > 2             (5.3.3.9) 
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5.4 FORMULACION DEL METODO DEL ELEMENTO FRONTERA EN LA 
SOLUCION A LAS ECUACIONES DE LAPLACE Y  POISSON. 

Vamos a suponer que una carga puntual se encuentra en un punto ( )ηξ ,=P , 
( )ζηξ ,,Q = 2

2

)

 en  o ℜℜ⊂Ω 3 según sea el caso. Resolveremos la ecuación de Laplace 
para . Es decir, resolver la ecuación ℜ⊂Ω
 

02 =∇ ω  en Ω (5.4.1) 

donde ( yx,ω  tiene una singularidad en ( ) Ω∈ηξ ,  de esta manera la ecuación 
 

( ) 0,2 =−−+∇ yx ηξδω  en Ω (5.4.2) 

queda satisfecha por la función ( )yx,ω  cuya solución es a siguiente: Debido a 
que 0 . Sea εD un disco cerrado centrado en ( )ηξy≠η=δ para x , ≠ξ ,  de radio ε, 
tomando las coordenadas polares θcosrx = , θrseny =  la ecuación en εD queda 
 

( θηθξδ )
θ
ωωω rsenr

rrrr
−−−=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ ,cos11

2

2

22

2

 (5.4.3) 

pero como 0=δ  si x≠ξ , y≠η . 
 

02

2

2

2
2 =

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

θ
ωωω

r
r

r
r  en  PD \ε (5.4.4) 

Como la solución de esta ecuación solo depende de r y no de θ, ya que ω es constante 
respecto a θ. 
 

02

2
2 =

∂
∂

+
∂
∂

r
r

r
r ωω  

01
2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

rrr
ωω  

(5.4.5) 

Integrándola se tiene ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−=

r
rr 1log

2
1log

2
1)(

ππ
ω  reconocida como la función con una 

singularidad logarítmica en ( )ηξ ,
( )2

. De esta manera la solución de 
 en Ω es: 0, =−−+∇ yx ηξδω

 
 

rr log
2
1)(
π

ω =  con ( ) ( )22 yxr −+−= ηξ  (5.4.6) 
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Ahora sea la ecuación 
 

02 =∇ u  en Ω (5.4.7) 

bajo 
 

)(1
1

sgu =
Γ

; )(ˆ 2
2

sgnu =⋅∇
Γ

;  (5.4.8) 

Para resolverla se utiliza la función ( )rω  como una función de peso. 

( )uuu ∇⋅∇−∇⋅∇=∇ ωωω 2  

( )ωωω ∇⋅∇−∇⋅∇=∇ uuu 2  

como  y  ( )Pudu −=Ω∇∫
Ω

ω2

( )ωωω ∇⋅∇+∇=∇⋅∇ uuu 2  

( ) ( )uuuu ∇⋅∇−∇⋅∇+∇=∇ ωωωω 22  

( ) ( )∫∫∫∫
ΩΩΩΩ

Ω∇⋅∇−Ω∇⋅∇+Ω∇=Ω∇= dududuud ωωωω 220  

( ) ∫∫
Ω∂Ω∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+−= dSudSuPu
η

ω
η
ω

ˆˆ
0  

 
 

( ) ∫∫
Ω∂Ω∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+ dSudSuPu
η
ω

η
ω

ˆˆ
 

Ecuación Integral de Frontera 
(5.4.9) 

Aquí ( ) Ω∈= ηξ ,P . Hay 3 casos posibles que 
la singularidad este dentro, frontera o fuera 
de Ω . Se abordará el caso en que , y se 
resolverá la ecuación integral de frontera. Para 
esto tomamos un semidisco 

Ω∂∈P

( )ε,PD  con centro 
en P y radio ε y alargamos la región Ω a 

Γ−ε

εΓ

( )εPD∪Ω ,=Ω′  de tal manera que la frontera 
ahora de Ω′ sea εε Γ∪Γ=Ω′∂ − . La frontera 

εΓ ( )ε,PD  tiene longitud πε , Ω′∈P  luego la 
EIF es valida 
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( ) ∫∫
Ω′∂Ω′∂
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⎛
∂
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⎛
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η
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o sea 

( ) ∫∫
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
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⎛
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η
ω

η
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( ) ∫∫∫∫
ΓΓΓΓ
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⎞
⎜⎜
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⎛
∂
∂
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⎛
∂
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⎛
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⎛
∂
∂

+
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η
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η
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η
ω

η
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Calculemos las integrales sobre εΓ  

 

( )PuuudSdS
r

udS
r

udSu
2

~
2

1
2

11
2
1

ˆ
−=−=−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∫∫∫∫
ΓΓΓΓ

πε
πεπεπ

ω
η
ω

εεεε

 

con relación a la integral ∫
Γ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

ε
η
ω dSu
ˆ

queda: 
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⎞
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⎝

⎛
∂
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−=⎟⎟
⎠

⎞
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⎛
∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

− ∫∫
ΓΓ η

εεπε
ηπ

ε
ηπ

ε
ηπ

εε
ˆ

~
log

2
1

ˆ

~

2
log

ˆ2
log

ˆ
log

2
1 uudSudSur  

 

haciendo tender 0→ε , las integrales quedan: 

 

( )
2ˆ

lim
0

PudSu −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∫
Γ

→
ε

η
ω

ε
 

0
ˆ

lim
0

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∫
Γ

→
ε

η
ω

ε
dSu  

 

con relación a las integrales sobre ε−Γ , 
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∫∫
Ω∂Γ

→ ⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
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−

dSudSu
η
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η
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ε
ε ˆˆ
lim

0
 

∫∫
Ω∂Γ

→ ⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−

dSudSu
η

ω
η

ω
ε

ε ˆˆ
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0
 

de esta manera la EIF queda: 

( ) ( ) ∫∫
Ω∂Ω∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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η
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ˆ2
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ˆ
 

 
( )

∫∫
Ω∂Ω∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
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=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+ dSudSuPu
η

ω
η
ω

ˆˆ2
 (5.4.10) 

Esta ecuación integral de frontera es válida siempre y cuando la singularidad este en un 
punto suave de ∂Ω; es decir que exista la tangente a ∂Ω en P a la curva suave γ . 

 
 

=γ

γ:

 
 

  

Esto por que a medida que 0→ε , el semidisco ( )ε,PD tiende al punto P y se va 
cerrando por ambos lados de P, antes y después de P. ( )dssd γγ = . Si ( )sγ es una 
parametrización de la frontera ∂Ω, que contenga a ( )0sP  γ=
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( )∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
∂
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⎜⎜
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⎛
∂
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γγγ η
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η
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η
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&  

Si ocurre lo contrario; es decir que en el punto ( )ηξ ,=P  no admita  la tangente como es  
el caso de una esquina o una punta. 

 
 

α
α

 
 

 

entonces el coeficiente  debe ser remplazado por   ( ) ( )PuPC
π

α
2

 la porción en radianes 

del ángulo interno a la región Ω. Así la EIF es: 

 

( ) ( ) ∫∫
ΓΓ
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
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=⎟⎟
⎠

⎞
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⎛
∂
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ω
η
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( )
( )

( ) ( )

( )⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

Ω∠

Ω∈

Ω∈

=

en  interno y  punta o esquina , 
2

 ,en   y tangente ,              
2
1

,                                              1

αηξ
π

α

ηξηξ

ηξ

Si

Si

Si

PC (5.4.11) 
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5.5 ELEMENTOS FRONTERA 

Dada la región Ω∂∪Ω=Ω , al definir una partición ( ) ( ) ( ){ }E∆∆=Ω℘ ,,1 K . 
( ) Ω≈∆=Ω

=

e

e
U

1

~ E F
 y es esencial definirla ; (no es necesario en Ω) F≤ E la 

frontera de Ω

( )f

f
U ∆=Ω∂

=1

~

~ , C~Ω∂≈Ω∂~ . Sea una curva poligonal definida en ∂Ω, los puntos 
,  siendo las aristas o cuerdas de la poligonal 1 . Ω∂∈P C Nj ≤≤+1, jj Nj ≤≤1 j

 
 

 
 

  

Observaciones a las cuerdas jC~ que serán llamados de elementos frontera. Se llamaran 
nodos extremos, aquellos que dividen a las porciones de la frontera en que se tienen 
distintas condiciones de frontera por ejemplo 

 
 

Γ2

Γ1
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Los nodos al punto que se encuentra en la mitad de una cuerda y un punto extremo con 

 
 

 

 

relación a los puntos donde los valores de u como de 
η̂∂

∂u son conocidos o desconocidos 

son llamados de nodos frontera, de esta manera, las cuerdas , podrán ser elementos 
constantes, lineales, cuadráticos, cúbicos, etc. 

jC~

5.5.1 Los elementos frontera constantes tienen nodo medio, es decir si por la frontera 

los valores de u o 
η̂∂

∂u

~

son constantes, 

las cuerdas C  que estén en j 1
~Γ o en 2

~Γ  
se puede tomar el punto medio como la 
singularidad ( ) iP=ii ηξ , , de tal 
manera que se podrá plantear una 
ecuación para cada coeficiente de 

( )PU i  o en forma simplificada ( )i
Ni

U ; 
≤≤1 , N1 = número de cuerdas en 

que se tiene conocido el valor u y N2 = 

número de cuerdas en que 01
~ uu

Γ1

Γ2

∼

∼

 se tiene 0ˆ
qC j =

∂
u∂

=Γ
η

; *~
2,1 u=Γω , 

*~
ˆ

ˆ 2,1 q=Γ
∂
∂

=⋅∇
η
ωηω , de esta manera la ecuación integral de frontera para la 

singularidad ( ) Ω∂∈ ~,ηξ , con tangente definida en P será: 

( )
∫∫
Ω∂Ω∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
~~

~
ˆ

~
ˆ2

SduSduPU
η

ω
η
ω                                            (5.5.1.1) 

la cual quedará establecida para 21
~~~ Γ∪Γ=Ω∂  
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~
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~
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~
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~
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SduSduSduSduPU
η

ω
η

ω
η
ω

η
ω    (5.5.1.2) 

Si N1 representa al número de cuerdas  en que se tiene la condición de frontera del tipo jC~

1
~Γ  y N2 la del tipo 2

~Γ , 01
~ uu =Γ ; uu =Γ2

~ ; qu =Γ⋅∇ 1η̂ ~ ; 02ˆ qu =Γ⋅∇ η ~ ; *2,1 u=Γω ~ , 

*ˆ 2,1 q=Γ⋅∇ ηω ~  tenemos. 

∑ ∫∫
=Γ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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⎛
∂
∂ 1

1 1 ~
0

~*~
ˆ

N

j C j

SdquSdu
η
ω               (5.5.1.3) 
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=⎟⎟
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⎞
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⎛
∂
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2 1 ~

~*~
ˆ
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j C j

SduqSdu
η
ω                 (5.5.1.3) 

∑ ∫∫
=Γ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ 1

1 1 ~

~*~
ˆ

N

j C j

SqduSdu
η

ω                  (5.5.1.4) 

∑ ∫∫
=Γ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ 2

2 1 ~
0

~*~
ˆ

N

j C j

SdquSdu
η

ω                  (5.5.1.5) 

luego la EIF para cada i tomado en cada nodo medio de cada cuerda  quedará jC~

( ) ∑ ∫∑ ∫∑ ∫∑ ∫
====

+=++
2121

1 ~
0

1 ~1 ~1 ~
0

~*~*~*~*
2

N

j C

N

j C

N

j C

N

j C jjjj

SdquSqduSduqSdquPU    (5.5.1.6) 

Ni ≤≤1 ;  representará un sistema lineal de ecuaciones con N incógnitas en los 

valores de u y de 

Nj ≤≤1

η̂∂
∂u  en aquellas porciones en que se desconoce sus valores, por ejemplo 

01
~ uu =Γ  son conocidas, pero uu =Γ2

~  son desconocidas, lo mismo para 02
~

ˆ
qu

=Γ
∂
∂
η

 

conocido pero para qu
=Γ

∂
∂

1
~

η̂
 se desconocen. 

Este sistema puede ser abreviado de la siguiente forma. 

( ) ∑ ∫∑ ∫
==

=+
N

j C
j

N

j C
j

jj

SduqSdquPU
1 ~1 ~

~*~*
2

           (5.5.1.7) 
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y definiendo a ∫=
jC

ij SdqH
~

~*ˆ ; ∫=
jC

ij SduG
~

~* , la ecuación anterior montada  para cada i 

en cada cuerda, C , 1 ; j
~ Ni ≤≤ Nj ≤≤1  se tendrá 

( ) ∑∑
==

⋅=⋅+
N

j
ijj

N

j
ijj GqHuiU

11

ˆ
2

    (5.5.1.8) 

                 (5.5.1.9) ∑∑
==

⋅=⋅
N

j
jij

N

j
jij qGuH

11

donde 

       
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠
=

jisiH

jisiH
H

ij

ij

ij   
2
1ˆ

  ˆ
           (5.5.1.9) 

De esta manera el sistema quedará 

GQHU =                                          (5.5.1.10) 

21 NNN +=  

donde N1 valores de u y N2 valores de 
η̂∂

∂u  son conocidos, pero N1 valores de 
η̂∂

∂u  y N2 

valores de u son desconocidos, o incógnitas a determinar. Una vez determinado estos 

valores tanto de u como de 
η̂∂

∂u  en toda la frontera 21
~~~ Γ∪Γ=Ω∂ . La ecuación matricial 

anterior puede ser reordenada pasando todos los valores N1, N2 desconocidos tanto de u 

como de 
η̂∂

∂u  en 1
~Γ  y 2

~Γ  respectivamente de tal manera que se tiene: 

FAX =                               (5.5.1.11) 

donde ahora X es el vector de las incógnitas de u y de 
η̂∂

∂u  en 1
~Γ , 2

~Γ  respectivamente. 

Una vez calculadas las incógnitas u, 
η̂∂

∂u  se tiene todos los valores de u, 
η̂∂

∂u  en Ω∂~ , y de 

aquí podemos a proceder a calcular los valores de u para cada punto interior de la Red 

 ( )*~Ω℘  de Ω~ , de la siguiente forma. 
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( ) ∑∑
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ˆ       (5.5.1.12) 

para cada nodo de la Red. En relación al flujo interno 
x
uqx ∂

∂
= ; 

y
uqy ∂

∂
=  o gradiente u∇  

se obtiene derivando a la expresión ( )iu , ( )( ) iu∂
x
iu

∂
∂ ,  de la ecuación 
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  (5.5.1.13) 
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Las integraciones en la expresión son calculadas por cuadraturas Gausianas , ( )iqx ( )iq y  
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lo mismo para las , , ijĤ ijG ji ≠ , , 0ˆ =ijH η̂⊥r . 
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De la integración de 
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En el método de  elementos  frontera, se ha  visto que una vez que resulta la ecuación 
integral de frontera para cada una de las cuerdas donde se ha asumido la singularidad 

, queda  establecido un sistema lineal de ecuaciones para determinar los valores de u 

y de 

( )iu

η̂∂
∂u en aquellas cuerdas  que forman la poligonal frontera jC~ Ω∂~ , 1

~Γ , 2
~Γ  

respectivamente, qu
=Γ

∂
∂

1
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η̂
; uu =Γ1

~  donde la función de Green ( ) ⎟
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⎜
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r
r 1log

2
1
π

ω  es 

evaluada así como 
η
ω
ˆ∂

∂

C~∈ C~

en cada cuerda  obteniendo una ecuación lineal por cada 

posición del nodo i  (punto medio de ). 

jC~

j j
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Ni ≤≤1 ; , Nj ≤≤1 ( )
2
1

=PC . 
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o explícitamente 
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o en forma abreviada 
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Ni ≤≤1 ; , donde los ,  son en parte desconocidos y los valores de Nj ≤≤1 ju jq

∫
jC

Sdq
~

~* , como de ∫
jC

Sdu
~

~* son proporcionados por los valores de la función ( )rω , 
η
ω
ˆ∂

∂ en 

cada cuerda C  para cada posición de i en el punto medio de cada C . Aquí los ,  
han salido fuera del integrando del hecho de que solo hemos considerado elementos 

frontera constantes; es decir que u, 

j
~ ~ u qj j j

η̂∂
∂u  en cada cuerda respectivamente son constantes, 

pero en general no es así. Ahora bien, como en el caso general las integraciones se 
presentan de la siguiente manera 

 

∫
jC

Sqdu
~

~* ; ∫
jC

Sudq
~

~*  

donde las funciones *~ uC j =ω ; *~ˆ qC j =⋅∇ ηω  son funciones de peso para q y u 
respectivamente, daremos la fórmula de integración por cuadratura Gaussiana para el 
caso general. 

 

 

 185



5.6 INTERPOLACION POR CUADRATURA GAUSSIANA 

5.6.1 Elementos  Frontera Lineales  

 Caso unidimensional o sea la cuerda  serán intervalos jC~ ba − ; b > a, caso 
bidimensional o sea superficies, los elementos frontera serán triángulos o cuadrángulos 

que recubren a la superficie frontera de Ω~ .  ( )f

f
U ∆∂=Ω∂

=1

~ F

 

 
 

∼∂Ω
Σ

 

∂Ω∼

Σ

 
 

 

 

De esta manera, se propone determinar la integración por cuadraturas de la integral 

, donde  es una función de peso ( ) ( )∫a
dxxfxp

b ( )xp ( ) 0>xp , y  es de clase ( )xf

( )baC k −  aquí para nuestro caso, el intervalo ba − ~, sería la cuerda , (lineal),  será jC ( )xp

( )xω , o ( )r
η
ω
ˆ∂

∂  el signo caso negativo, queda absorbido por el signo de . ( )xf

 

De esta manera, si  es aproximada por un polinomio ( )xf ( )xϕ  de grado n en ba − , 

( ) ( ) ( )xRxxf += ϕ       (5.6.1.1) 

donde  es el residuo de la aproximación numérica polinomial. De esta manera ( )xR
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dxxRxpdxxxpdxxfxp ϕ     (5.6.1.2) 

donde la 2ª integral representa la integración numérica y la 3ª integral el valor 
aproximado del error residual de la integración. 

Ahora bien, si  es el polinomio de grado n, y 

, es una partición de 
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nn axaxaxax ++++= −

−
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donde las  son determinadas de los coeficientes  y de los puntos  para el caso 
de los polinomios de interpolación de Lagrange, las 

( )xNi ia ix
( )xNi  son las funciones de forma, la 
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donde 
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son conocidos para . ni ≤≤0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ++++=
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Así la integración numérica por cuadraturas Gaussianas con peso ( ) 0>xp  queda: 

( ) ( ) ( ) [ ]fRxfCdxxfxp
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Esta formula de integración contiene el caso de , ya que redefiniendo al 

integrando como 
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a
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Enseguida vamos a dar el procedimiento para obtener tanto a los nodos  en el 

intervalo 
nxxx ,,, 21 K

ba − , como a los coeficientes del polinomio que aproxime a  en ( )xf ba −  de 
grado m. 

Si  es aproximado por un polinomio de grado m ( )xf
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1 axaxaxaxf m
m

m
m ++++= −

− L                                               (5.6.1.9) 
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de esta manera la integración numérica queda 

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

=+++

m
m
nn

mm

nn

nn

n

bxCxCxC

bxCxCxC
bxCxCxC

bCCC

L

M

L

L

L

2211

2
22

22
2
11

12211

021

               (5.6.1.12) 

 

representa un sistema de  ecuaciones, para determinar 2n incógnitas, a saber los 

,  tanto los coeficientes de la cuadratura como los nodos  en 

( 1+m )
iC ix nxxx ,,, 21 K ba −

[ ] 0=fR
( )xf 12

. De 
esta manera para que el orden de precisión de la cuadratura sea máximo, , se 
requiere que el polinomio  sea de grado −= nm  al menos. 

Se ha visto que el residuo  es un residuo mínimo si [ ]fR ( )xf  es aproximada por un 
polinomio de grado 2n-1 o menor. Conduciendo a un sistema de 2n con 2n incógnitas, a 
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saber; los n puntos , y los n coeficientes C . Así de esta manera, 
podemos proponer con los nodos , un polinomio de grado n, a saber el 
producto de todos los factores lineales 

n21 K xxx ,,, CC ,,, 21 K

xxx ,,,
n

n21 K

 

( ) ( )( ) ( )nn xxxxxxx −−−= L21ϕ                   (5.6.1.13) 

 

Ahora bien si  es tomada por un polinomio de grado ( )xf ( )12 −n  o menos, el residuo 
. Si dividimos a  por [ ] =fR ( )xf0 ( )xϕ , tenemos que 

 

( ) ( ) ( ) ( )xrxqxxf n += ϕ                                       (5.6.1.14) 

donde ,  son polinomios de grado n-1 o menos, de esta manera si aplicamos la 
fórmula de integración numérica a la función 
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luego tenemos que de 

( ) ( ) ( ) ( )xrxqxxf n += ϕ                        (5.6.1.16) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )iiiini xrxrxqxxf =+= ϕ     (5.6.1.17) 

 

por lo que la formula de integración queda 
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5.6.2 FORMULACION DEL METODO DEL ELEMENTO FRONTERA PARA 
LA ECUACION DE LAPLACE. 

La Ecuación Integral de Frontera EIF para el caso bidimensional en la ecuación de 
Laplace 

02 =∇ u  en Ω     (5.6.2.1) 

sujeta a las siguientes condiciones de frontera 
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1
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Γ
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)(ˆ
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Γ
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(5.6.2.2)

Donde  y la ecuación obtenida es 21 Γ∪Γ=Γ=Ω∂
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donde , Ω∈p ( )ηξ ,=p , ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

r
r 1log

2
1
π

ω  es la singularidad de ω en p, la cual 

satisface la ecuación en Ω y ( )2 0, =−−+∇ yx ηξδω ( )yx −− ηξδ ,  es la función de δ-
Dirac. Como en el caso anterior, distinguiremos por 

( )su *2,1 =Γω               (5.6.2.4) 

 ( )sq *ˆ 2,1 =Γ⋅∇ ηω     (5.6.2.5) 

( )suu 01 =Γ ; ( )squ 02ˆ =Γ⋅∇ η  conocidos       (5.6.2.6) 

( )suu =Γ2 ; ( )squ =Γ⋅∇ 1η̂  conocidos          (5.6.2.7) 

De esta manera si la partición de la frontera ∂Ω, ( ) ( ) ( ){ }F∆∆=Ω∂℘ ,,1 K , Ω∂≈Ω∂~ ; donde 
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de esta manera las cuadraturas sobre las cuerdas iC~  son de cuatro tipo diferentes, a saber 
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donde ( )su0
~ , , ( )sq ( )su~ , , ( )sq0 ( )su *~ , ( )sq , ( )su *~ , ( )sq0  son funciones lineales en S.  
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Las cuales pueden ser integradas por cuadratura utilizando polinomios de interpolación 
de Lagrange, o de Hermite u otros según sea el caso. 

En efecto si  
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son las componentes del flujo ( ) ( )( )sysxq j ,~ , la derivada normal de ( )su~  quedará: 
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y de las expresiones obtenidas para ( )su j
*~ , ( )sq j

*~  anteriormente, se calculan los 
productos de los ( )su0
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para el producto ( )su j
~   se tiene: ( )sq j
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5.6.2.1. APLICACIÓN 
 
A manera de aplicación (se resolverá la ecuación de Laplace para este caso ( ) 0=rf r )  se 
tiene una placa como se muestra en la figura (5.6.2.1.0) con sus condiciones de frontera. 
La formulación matemática a este problema es: 

( )xf r=∇ φ2       en Ω     (5.6.2.1.0)  
bajo las condiciones de frontera 

0=φ     en          1Γ    (5.6.2.1.1)   
0=φ     en          2Γ    (5.6.2.1.2)   
1=φ      en          3Γ    (5.6.2.1.3)  
0=φ     en          4Γ    (5.6.2.1.4 )  

UUU 4321 ΓΓΓΓ=Ω∂  

 
 

figura  5.6.2.1.0 
 
 
 
La solución de este problema usando la técnica del BEM, con un mayado  de cuatro 
elementos, como se muestra en la figura (a),  en la figura (b) se Muestra La integración 
de los términos  . 3323 y     GH
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La tabla 5.6.2.1.1  muestra las coordenadas de los puntos de muestra que se analizaron. 
 
Tabla (5.6.2.1.0) 
x .5 .5 .5 .5 .5 .5 .5 .5 .5 
y .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 
 
 
El programa del BEM se corrió para 4, 16, 32, 64, 128, 256,512 elementos. 
La  tabla 5.6.2.1.2  muestra los resultados en cada uno de los puntos de observación la 
primera correspondiente a la solución analítica del problema. 
 
Tabla (5.6.2.1.2) que muestra la solución. 
SoL. 
Analítica 

4 
elementos 

16 
elementos 

32 
elementos 

64 
elementos 

128 
elementos 

256 
elementos 

512 
elementos 

 
3.52E-02 2.50E-02 3.44E-02 3.52E-02 3.51E-02 3.51E-02 3.51E-02 3.51E-02
7.39E-02 5.93E-02 7.37E-02 7.37E-02 7.37E-02 7.37E-02 7.37E-02 7.37E-02
1.20E-01 0.1065568 0.1193079 0.1194012 0.1194136 0.1194153 0.1194155 0.1194155
1.78E-01 0.1692349 0.1763859 0.1765137 0.1765291 0.1765311 0.1765314 0.1765314
2.54E-01 0.2496548 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25
3.55E-01 0.3498173 0.3458269 0.3454027 0.3453563 0.3453504 0.3453496 0.3453495
4.91E-01 0.4692829 0.4692894 0.4680546 0.4679217 0.4679047 0.4679025 0.4679023
6.76E-01 0.5933385 0.6231958 0.6210684 0.6208275 0.6207966 0.6207927 0.6207922
9.28E-01 0.6389567 0.803593 0.8020406 0.8017339 0.8016952 0.8016902 0.8016896

 

La grafica (5.6.2.1.2) muestra las soluciones usando cada una de las 
soluciones tanto analítica como numérica. 

                             

Grafica (5.6.2.1.2) 
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5.6.3. FORMULACIÓN DEL MÉTODO DEL ELEMENTO FRONTERA PARA 
LA ECUACIÓN DE POISSON. 

 
Se tiene la siguiente ecuación diferencial parcial con sus condiciones de frontera. 
 

( )xf r=∇ φ2       en Ω              (5.6.3.1)     
 

φφ =     sobre                    (5.6.3.2)    1S
 

nn ∂
∂

=
∂
∂ φφ    sobre               (5.6.3.3)    2S

 

( ∞−=
∂
∂

− φφ )φ h
n

k    sobre    (5.6.3.4)     3S

 
de la  segunda identidad de Green. Para 21  , ϕϕ  se tiene 
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ϕ

ϕ
ϕ

ϕϕϕϕϕ         (5.6.3.5)  

    
y de la función de Green  ),( 0xxG rr  ( 0xx rr =′ ) para este problema se tiene: 
 

( 0
2 xxG rr −=∇ δ )

)

  (5.6.3.6)      
 
con  ( 0xx rr −δ  la función  δ -Dirac. Conocida como la solución  fundamental de 
(5.6.3.1). La función de Green para un espacio infinito, y  un punto ( )xp r  singular,  es 
encontrado como 
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donde lrrxxr rrrr −=−′=  don de Ω∈lr  
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 Así la función  G expresado en (5.6.3.7), depende de la dimensión del problema.  
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observe que  
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evaluando   cerca de : ( )rG2∇ 0=r
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si φϕ =1   y G=2ϕ es  la solución fundamental  para un punto singular  entonces )(xp r

 
( )xxG ′−=∇ rδ2  
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usando (5.6.3.5) con estas condiciones se tiene que: 
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por lo tanto 
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la cuál es una ecuación integral con el valor de  dependiendo de la posición, esto se 
describe abajo 
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los detalles de estas fórmulas  serán demostrados a continuación. 
 
Considere : ∫

Ω

Ω∇ Gd2φ

 
a) para un punto interno 
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por lo tanto  1=a
 
 
 
 
 
b) para un punto en  Ω∂
excepto un volumen pequeño : εΩ
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finalmente se tiene 
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donde ( )
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α
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la ecuación (5.6.3.11) es una ecuación integral que  permite establecer el sistema lineal de 
ecuaciones sobre las cuerdas o elementos frontera de este problema. Como enseguida 
veremos  
 
 

 
discretización a lo largo de la frontera i=1,nel 
discretización del dominioi=1,ndominio 
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∂
∂φφ y       se aproximan como constante, en la ecuación (5.6.3.11) 
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es decir  
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Así definimos y  ijĤ ijG
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lrr  se considera un punto de la frontera. 
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de donde se establece el sistema lineal de ecuaciones en jφ  y j
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 o sea  
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[ ]{ } [ ]{ } { }iFqGH 1+=φ            (5.6.3.18’)  

    
donde 

        ijijij HH πδ+=
)            (5.6.3.19)     

para evaluar un valor dentro de la región por ejemplo lr
r

 los elementos de g ,h  se 
definen: 
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φ −=r                           (5.6.3.21)    

  
Indicando el índice y supraindice,  l  en cada elemento. 
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5.6.3.1 APLICACIÓN 
 
A manera de aplicación (para este caso ( ) 1−=rf r , la generación de calor se encuentra en 
el centro de la placa)  se tiene una placa como se muestra en la figura (5.6.3.1.0) con sus 
condiciones de frontera. 
La formulación matemática a este problema es: 
 

( )xf r=∇ φ2       en Ω     (5.6.3.1.0)  
 

bajo las condiciones de frontera: 
 
 

0=φ     en          1Γ    (5.6.3.1.1) 
   

0=φ     en          2Γ    (5.6.3.1.2) 
   

1=φ      en          3Γ    (5.6.3.1.3) 
  

0=φ     en          4Γ    (5.6.3.1.4 )  
 

UUU 4321 ΓΓΓΓ=Ω∂  
 
 
 

 
 

figura  5.6.3.1.0 
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La solución de este problema usando la técnica del BEM, con un mayado  de cuatro 
elementos, como se muestra en la figura (a),  en la figura (b) se Muestra La integración 
de los términos  . 3323 y     GH
 

 

 
 

 
La tabla 5.6.3.1  muestra las coordenadas de los puntos de muestra que se analizaron. 
 
 
                                                   Tabla (5.6.3.1) 

NODO X Y 
1 .25 .25
2 .25 .5 
3 .25 .75
4 .5 .25
5 .5 .5 
6 .5 .75
7 .75 .25
8 .75 .5 
9 .75 .75

 
 
 
El programa del BEM se corrió para 4 elementos, el FEM se utilizo una longitud de 
mayado de 0.25, con 16 elementos. 
La  tabla 5.6.3.2  muestra los resultados en cada uno de los puntos de observación la 
primera correspondiente a la solución por el BEM y la segunda por el FEM  del 
problema. 
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                             Tabla (5.6.3.2) que muestra la solución. 
 

NODO BEM FEM 
1 29.36791 28.171
2 49.82397 49.986
3 72.48096 71.810
4 27.25472 25.784
5 50.381 49.979
6 72.45338 74.194
7 29.36791 28.171
8 49.82397 49.986
9 72.48096 71.810

 

 

La grafica (5.6.3.2) muestra las soluciones usando BEM y FEM 

 

 

Grafica (5.6.3.2) 
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CAPITULO 6 
 

FORMULACION VARIACIONAL HIBRIDA PARA RESOLVER LA ECUACION 
DEL CALOR NO LINEAL MEDIANTE EL METODO DE LOS ELEMENTOS 

FRONTERA  
 
6.1 INTRODUCCION. 
 
En el capitulo 5 se abordo la parte de transferencia de calor en estado estacionario, dando 
solución a problemas que involucran a las ecuaciones de Laplace y de Poisson usando el 
BEM. En este capitulo se abordaran problemas en los cuales se involucra el tiempo. 
 
6.2 LA IDENTIDAD DE GREEN PARA EL OPERADOR PARABOLICO DE LA 
ECUACION DEL CALOR  
La distribución de temperatura en un dominio Ω con propiedades del material constantes, la 
ecuación diferencial parcial que gobierna a este fenómeno esta dada por: 
 

( ) ( )
t

txutxQtxuk
∂

∂
=+∇

,),(,2     (6.2.1) 

( ) ( ) ),(,,2 txQ
t

txutxuk =
∂

∂
+∇−     (6.2.1’) 

 
cuyas condiciones de frontera e iniciales son: 
 

( ) *, utxu = uΓ∈    (6.2.1.a) 

( ) ( )
qq

t
txutxq Γ∈=

∂
∂

= *,,    (6.2.1.b) 

( ) 0)0, uxu =    (6.2.1.c) 
Donde  están dadas en las fronteras respectivas. ** ,qu
Ahora utilizando la notación de operador para (6.2.1’) se tiene: 
 

[ ] [ ] [ ]2∇−
∂
∂

= k
t

L     (6.2.2) 

 
 se define  como el operador adjunto de (6.2.2) a 
 

[ ] [ ] [ ]2* ∇−
∂
∂

−= k
t

L     (6.2.3) 

Por lo que  la segunda identidad de Green queda como: 

( ) ( )[ ] b

a

b

a

uvdtuvLvuL −=−∫ *     (6.2.4) 

Donde  
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( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ∇−

∂
∂

−= vk
t
vuvuL 2*     (6.2.5) 

 

( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ∇−
∂
∂

= uk
t
uvuvL 2         (6.2.6) 

( ) ( ) [ ]vuuvk
t
vu

t
uvuvLvuL 22* ∇−∇+

∂
∂

−
∂
∂

=−     (6.2.7) 

Sustituyendo (6.2.7) dentro de la integral de (6.2.4) e integrando  volumen y tiempo, y el  
teorema de Green  se tiene: 
 

( ) ( )[ ] =Ω−∫∫ Ω
dtduvLvuL

ft

t

*

0

- Ω∫
Ω

duv ft

t0

 

                                             +k         (6.2.8) [ ] dtdvuuv
ft

t

Γ∇−∇∫ ∫
Γ0

 Si tomamos     en (6.2.8)  queda ),,,( 00 txtxGwv ==

( ) ( )[ ] =Ω−∫∫ Ω
dtduwLwuL

ft

t

*

0

- Ω∫
Ω

duw ft

t0

 

                                             +k       (6.2.9) [ ] dtdwuuw
ft

t

Γ∇−∇∫ ∫
Γ0

 
Ahora bien de las propiedades de la función de Green, y de (6.2.9) se obtiene  

( ) ( ) =Ω−Ω ∫∫∫∫ ΩΩ
dtduwLdtdwuL

ff t

t

t

t 00

* - Ω∫
Ω

duw ft

t0

 

                                                           +k         (6.2.10) [ ] dtdwuuw
ft

t

Γ∇−∇∫ ∫
Γ0

donde  satisface (6.2.1’) así que )(uL
 

),()( txQuL =    (6.2.11) 
entonces se tiene 

( ) =Ω−Ω ∫∫∫∫ ΩΩ
dtdtxwQdtdwuL

ff t

t

t

t

),(
00

* - Ω∫
Ω

duw ft

t0

+k     (6.2.12) [ ] dtdwuuw
ft

t

Γ∇−∇∫ ∫
Γ0

si  es la función de Green adjunta, entonces   la siguiente propiedad se 
cumple (   siendo  ambos cero para el  ) 

),,,( 00
** txtxGw =

),,,(),,,( 0000
* txtxGtxtxG = 0tt >

[ ] ( ) ( )00 ttxxGL −−= δδ  
[ ] ( ) ( )00

** ttxxGL −−= δδ  
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( ) ( ) ( ) =Ω−Ω−− ∫∫∫∫ ΩΩ

++

dtdtxQtxtxGdtdttxxu
tt

),(,,, 00
0

00
0

00

δδ  

( ) ( ) Ω∫
Ω

dxtxGxu 0,,,0, 00 +k     (6.2.13) ( ) ( )[ ] dtdtxtxGuutxtxG
t

Γ∇−∇∫ ∫
+

Γ

0

0
0000 ,,,,,,

Donde  para    aplicando la propiedad de la Delta de Dirac. 0=G 0tt >

( ) ( ) +Ω= ∫∫ Ω
dtdtxQtxtxGtxu

t

),(,,,, 00
0

00

0

 

( ) ( ) Ω∫
Ω

dxtxGxu 0,,,0, 00 +k     (6.2.14) ( ) ( )[ ] dtdtxtxGuutxtxG
t

Γ∇−∇∫ ∫
Γ

0

0
0000 ,,,,,,

Puede mostrarse que los limites   pueden reemplazarse por el .  Ahora   
intercambiando  por   y  con el . Además,  usando la reciprocidad de la función de 
Green se tiene 

+0t 0t
x 0x t 0t

      ( ) ( ) +Ω= ∫∫ Ω
dtdtxQtxtxGtxu

t

),(,,,, 0000
0

0

                   +k    (6.2.15) ( ) ( ) Ω∫
Ω

dxtxGxu 0,,,0, 00 ( ) ( )[ ] dtdtxtxGuutxtxG
t

Γ∇−∇∫ ∫
Γ

0

0
0000 ,,,,,,

 
Resultando (6.2.15) como  ecuación de frontera. Para esta ecuación. 
 
6.3 EL METODO DEL  ELEMENTO FRONTERA  PARA  EL CASO 
TRANSITORIO LINEAL. 
 
La conducción del calor lineal y transitorio viene gobernada  por la ecuación dada por: 

( ) ( )
t

txu
k

txu
∂

∂
=∇

,1,2       (6.3.1) 

cuyas condiciones de frontera e iniciales viene dadas por: 
 

( ) *, utxu = uΓ∈    (6.3.1.a) 

( ) ( )
qq

t
txutxq Γ∈=

∂
∂

= *,,    (6.3.1.b) 

( ) 0)0, uxu =    (6.3.1.c) 
donde  son valores conocidos en las fronteras respectivas. La variación en el tiempo 
de  a    esta dado por , para pequeños valores de 

** ,qu
kt 1+kt ttt kk ∆+=+1 t∆ . Así  que se puede 

representar  mediante diferencias finitas al término ( )
t

txu
∂

∂ ,  con respecto del tiempo, se 

tiene 
( ) ( ) ( )

t
txutxu

t
txu kk

∆
−

=
∂

∂ + ,,, 1       (6.3.2) 

y sustituyéndolo en (6.3.1) obtenemos 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( 1

2
1

1 ,,,1,,,1
++

+ ∇=−
∆

=
∆
−

=
∂

∂
kkk

kk txutxutxu
tktk

txutxu
t

txu
k

)           (6.3.3) 

 
y denotando ,  (6.3.3) se transforma en ( ) 1

1, +
+ = k

k utxu ( ) k
k utxu =,

tk
u

tk
uu

kk
k

∆
−

∆
=∇

+
+

1
12      (6.3.4) 

Si 
tk∆

=
1λ    es sustituida en  (6.3.4)  se obtiene 

kkk uuu λλ −=−∇ ++ 112      (6.3.5) 
 (6.3.5) es la ecuación Helmholtz modificada, considerando que  es la solución 
fundamental de la ecuación de Helmholtz. En términos de operadores diferenciales (6.3.5) 
queda 

Gwu ==*

[ ] ( )[ ]λ−∇= 2L     (6.3.6) 
                                 [ ] ( )[ ] kkk uuuL λλ −=−∇= ++ 121   (6.3.6’) 
Ahora bien, si tomamos en cuenta las siguientes identidades vectoriales 

( ) wuwuwu ∇•∇+∇=∇•∇ 2      (6.3.7) 

( ) uwuwuw ∇•∇+∇=∇•∇ 2      (6.3.8) 
Restando (6.3.7) de (6.3.8) se obtiene 

( ) ( )[ ] uwwuuwwu 22 ∇−∇=∇−∇∇      (6.3.9) 
Así  (6.3.6) queda como  

[ ] [ ]( )∫
Ω

++ Ω− duwLwLu kk 11 = ( )[ ] ( )[ ]( )∫
Ω

++ Ω−∇−−∇ duwwu kk 1221 λλ  

=  { }∫
Ω

++++ Ω+∇−−∇ dwuuwwuwu kkkk 112121 λλ

= { }∫
Ω

++ Ω∇−∇ duwwu kk 1221        (6.3.10) 

y substituyendo (6.3.9) en (6.3.10) obtenemos 
{ } ( ) ( ){ } Ω∇−∇∇=Ω∇−∇ ∫∫

Ω

++

Ω

++ duwwuduwwu kkkk 111221      (6.3.11) 

Utilizando la ecuación (6.3.6’) al lado derecho de (6.3.10) se tiene 
( ) ( ){ } ( ) ( ){ } Ω∇−∇∇=Ω−− ∫∫

Ω

++

Ω

+ duwwuduwwLu kkkk 111 λ      (6.3.12) 

Por otro lado  del teorema de la divergencia de Gauss y de  
( ){ } ( ) ( ){ } Γ∇−∇=Ω+ ∫∫

Γ

++

Ω

+ duwwuduwLu kkkk 111 λ       (6.3.13) 

 Como  donde es la función de Green  y  la propiedad de 
la delta de Dirac. 

( ) ( ) ( εδελε −−=−∇ xxwxw ,,2 ) w
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( ) Ω−Γ∇−Γ∇=− ∫ ∫ ∫
Γ Γ Ω

+++ dwuduwwduuC kkkk λε 111      (6.3.14) 

A   ( )εC  se obtuvo en la sección (5.4) 
 

Remplazando  se obtiene finalmente Gw =
( ) Ω+Γ∇+Γ∇−= ∫∫ ∫

ΩΓ Γ

+++ dGuduGGduuC kkkk λε 111     (6.3.15) 

Donde  la parte del lado derecho tiene una integral que  se integra en todo el dominio: 
Como el flujo viene dado por   substituyéndolo en lo anterior se obtiene la 
ecuación de frontera 

11 ++ ∇= kk uq

( ) Ω+Γ=Γ∇+ ∫∫ ∫
ΩΓ Γ

+++ dGudGqGduuC kkkk λε 111      (6.3.16) 

 
aquí  es la solución fundamental  de la ecuación de Helmholtz modificada  G 22 λ−∇

( )
( )

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−

−−=

−−

−−

3D   
'4

2Den    '
2
1

1Den    
2
1

'
0

'

rr
e

rrK

e

G

rr

xx

π

λ
π

λ

λ

λ

   (6.3.17) 

Donde  es la función de Bessel  modificada de segunda especie de orden cero, con  la 
propiedad que 

0K
( ) ( )εε 10 KK −=′  así  de esta manera G∇  se puede expresar como 

( )
( ) nr

r
rrK

n
GG •′−−=
∂
∂

=∇
1

2
1

12 λλ
π

. 

 
Finalmente  la ecuación (6.3.16) es reducida a  la forma 
 

bqGHu nn r
+= ++ 11 ~      (6.3.18) 

( ) ∫
Γ

Γ∇+= GdCH ε , Γ= ∫
Γ

dGG~ ,  Ω= ∫
Ω

dGub kλ
r

 

Obteniendo  el siguiente sistema lineal (6.3.19) a resolver. 
 

cxA rr =      (6.3.19) 
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6.4 SOLUCION AL SISTEMA   DE ECUACIONES  DE  ELEMENTOS 
FRONTERA. 
 
En la sección anterior  en (6.3.21) se formulo esta en forma matricial, a continuación se 
dará la formulación pero ahora dando la discretizaciòn de la frontera en elementos 
constantes, usando las funciones de forma como se utilizan en   elemento finito.  
Sea la ecuación integral: 
 

( ) Ω+Γ=Γ∇+ ∫∫ ∫
ΩΓ Γ

+++ dGudGqGduuC kkkk λε 111    (6.4.1) 

Donde G  toma los valores según sea la dimensión dada por (6.3.19). 
Se supone que se tiene dividida la frontera según sus condiciones como sigue 

uen    Γ= uu  y qen   q Γ=
∂
∂

=
n
uq  como se muestra en la figura (6.4.1) 

 
 
 
 

 
                              Figura 6.4.1 Condiciones de frontera asociados al problema. 
 
En la figura 6.4.2  se muestra la discretizaciòn de la frontera. 
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                                Figura 6.4.2 Discretizacòn de la frontera 
 
Usando elementos lineales continuos y constantes  la ecuación de frontera (6.4.1), tomando 

el valor de ( )
2
1

=εC   por que se esta sobre la frontera, se tiene la siguiente forma 

 

Ω+Γ=Γ∇+ ∫∑∫ ∫∑∑
Ω=Γ Γ

+

=

+

=

+ dGudGqGduu k
iondo

j

k
nel

j

k
nel

j

k

j j

min

1

1

1

1

1

1

2
1 λ   (6.4.2) 

  
 
RESULTADOS. 
 
Considérese una barra de longitud 100 =≤≤ Lx  cm. De longitud, la cual se encuentra 
inicialmente a una temperatura uniforme ( ) CxT 0 00, =  para . Mientras que las 
condiciones de frontera son: 

0>t

( ) CtT 0 0,0 = , y para  , ( ) CtLT 0 100, =
seg
cm 10

2

=α , t en segundos, la ecuación que 

gobierna este fenómeno es la siguiente: 

2

2

x
u

t
u

∂
∂

=
∂
∂ α       (1) 

Bajo las condiciones de frontera 
( ) CtT 0 0,0 =      (1a) 
( ) CtLT 0 100, =      (1b) 

Condiciones iniciales 
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( ) CxT 0 00, =      (1c) 

 
La solución analítica a la ecuación (1) bajo condiciones de frontera y condición inicial esta 
dada por: 
 
 

( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+= ∑

=

−
n

i

tii xisenextxu
1

10/

10
12

10
100,

22 π
π

π       (2) 

Usando el método de elemento frontera para diferentes elementos para t=2 se obtuvo la  
tabla 1: 
 
 
Tabla 1 evaluación de los nodos para diferentes elementos para t=2 

nodo 4 elementos 16 elementos 32 elementos 40 elementos Fourier 
1 8.480399 7.256896 7.27043 7.273416 7.281209 
2 16.712776 14.7777566 14.807616 14.812346 14.8246 
3 24.463036 22.822996 22.851786 22.856366 22.86819 
4 32.493739 31.576529 31.593629 31.596389 31.60349 
5 41.087704 41.156744 41.156744 41.156744 41.15674 
6 50.524134 51.602584 51.602584 51.582744 51.57564 
7 60.690628 62.868378 62.868378 62.834958 62.82314 
8 70.075202 74.826722 74.826772 74.791812 74.77956 
9 80.849235 87.241605 87.241605 87.261355 87.2534 

 
 
Ahora usando 40 elementos se construye la tabla 2 para t=2, 2.4, 6 segundos y se observa el 
comportamiento con el estado estacionario. 
 
 
Tabla 2  evaluación de los nodos para diferentes tiempos 
nodo t=2 segundos t=2.4 segundos t=6 segundos Estado estacionario 

1 7.273416 8.153705 9.93947652 10 
2 14.818346 16.489876 19.8874502 20 
3 22.856366 25.172049 29.85017499 30 
4 31.596389 34.0412 39.8306125 40 
5 41.156744 44.0412 49.8293609 50 
6 51.582744 54.33708 59.8448128 60 
7 62.834958 65.18642 69.8737706 70 
8 74.791812 76.505136 79.9119517 80 
9 87.261355 88.16369 89.95522069 90 
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                            Figura 1 grafica usando diferentes elementos para t=2 
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                            Figura 1 Grafica para diferentes tiempos comparada 
                                        Con el estado permanente usando 40 elementos  

E. PERMANENTE

0

20

40

60

80

100

1 2 3 4 5 6 7 8 9

NODOS

TE
M

P.

t=2 seg
t=2.4 seg
t=6 seg
E. permanente

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 215



6.5 FORMULACION DEL METODO DEL  ELEMENTO FRONTERA  PARA EL  
CASO TRANSITORIO NO LINEAL. 
 
6.5.1 INTRODUCCIÓN 
 
En esta sección  se resolverá la ecuación del calor no lineal por medio del Método del 
Elemento Frontera (BEM), aplicando la transformada de  Kirchhoff  a la ecuación no lineal  
la cual se transformara  en una  forma mas sencilla, la cual se   resuelve esta ecuación 
mediante el BEM. Este algoritmo computacional se aplica al caso de  una barra metálica 
conductora del calor cuya conductividad térmica es  función de la temperatura. 

6.5.1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 
El dominio de definición de la ecuación gobernante consiste de una barra metálica  cuya 
conductividad es función de la temperatura la cual es transformada mediante la 
transformada  de Kirchhoff reduciéndola a una ecuación casi lineal respecto al coeficiente 
de conductividad, la cual es resuelta mediante el método acoplado en cuestión. En efecto 
considérese  una barra  de longitud  0≤x≤L=10 cm. de longitud, la cual se encuentra 
inicialmente a una temperatura uniforme T(0, t)=0oC para tiempos t>0. Mientras que las 
condiciones de frontera son: T(0, t)=0oC  y para x=L T(L, 0)=100oC. Además se supone 
que la conductividad térmica es una función de la temperatura la cual para este caso se 
supondrá lineal  que es el caso simplificado, mas adelante hablaremos del caso general. 

 

6.5.2 REDUCCION DEL CASO NO LINEAL AL LINEAL MEDIANTE LA  
TRANSFORMADA DE KIRCHHOFF 
 

En la sección (2.6)  se consideró a la ecuación del calor no lineal general:  

( ) gTTK
t
TC p +∇∇=
∂
∂ )(ρ      (6.5.2.1) 

donde: K  , , pCρ  y K(T)=Ko(1+βT) son funciones de la temperatura y el término T de la 
fuente  de  generación de calor es independiente de la temperatura g=g ( tr , )r  (6.5.2.1) 
después de ser  transformada por el termino  K(T) mediante la transformada de Kirchhoff    

Td
K
TKTUU

T

′
′

== ∫
0 0

)()(      (6.5.2.2) 

T=T ( tr , )r , donde Ko es el valor de la conductividad térmica para t=0, substituyendo a 

 
pC

TK
ρ

α )(
=  con  K(T)=Ko(1+βT)  en la  (6.5.2.2) q  la ecuación (6.5.2.1)  se reduce a: 

g
K

TU
t
TU

o

αα +∇=
∂

∂ )()( 2      (6.5.2.3) 

(6.5.2.3) es una ecuación casi lineal en el término  α de la difusividad térmica del 
material  que es función  lineal de  la temperatura .Ahora bien substituyendo los de valores 
de Ko, β resolvemos por el método de separación de variables a (6.5.2.3) obteniendo:   
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( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

+++= ∑
∞

=

−

1

10

22

10
15012501

10
100),(

n

tnn

exnsen
n

xtxU
ππ

π
ββ    (5.6.2.4) 

 
de (5.6.2.4) se deduce que la transformación que lleva  a  esta determinada 
por: 

),( txU ),( txT

 

[ ]1),(211),( −+= txUtxT β
β

    (5.6.2.5) 

A fin de implementar  algún  algoritmo computacional  entre el método de elemento 
frontera  para resolver la ecuación del calor (6.5.2.1) reducida a  (6.5.2.3) procedemos 
como sigue: 
Dado que (6.5.2.3) es una ecuación lineal en la sección (6.3) se realizo la metodología para 
convertirla en una ecuación de frontera (6.3.18) que esta dada por: 
 

( ) Ω+Γ=Γ∇+ ∫∫ ∫
ΩΓ Γ

+++ dGudGqGduuC kkkk λε 111      (5.6.2.5) 

Usando elementos lineales continuos y constantes  la ecuación de frontera (5.6.2.5), 

tomando el valor de ( )
2
1

=εC   por que se esta sobre la frontera, se tiene la siguiente forma 

 

Ω+Γ=Γ∇+ ∫∑∫ ∫∑∑
Ω=Γ Γ

+

=

+

=

+ dGudGqGduu k
iondo

j

k
nel

j

k
nel

j

k

j j

min

1

1

1

1

1

1

2
1 λ   (6.4.2) 

Que aplicando este resultado al problema en cuestión se obtiene el siguiente resultado. 
 
                    Tabla 6.5.2.1 muestra los valores obtenidos usando el BEM 
  

nodo t=2 t=2.4 t=6 E.p. lineal 
0 0 0 0 0 
1 21.1899009 22.8396803 25.9546545 10 
2 33.3299148 35.5936961 39.8647573 20 
3 43.3175761 45.8627414 50.6796589 30 
4 52.3824228 54.6911431 59.8546598 40 
5 60.9845707 63.3821777 67.971298 50 
6 69.3094757 71.3661453 75.3309881 60 
7 77.4082088 79.0076985 82.1132589 70 
8 85.262886 86.3359555 88.4349237 80 
9 92.8171318 93.3423572 94.3773274 90 
10 100 100 100 100 
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               Figura. 6.5.2.1 Solución grafica de los datos obtenidos 
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RESULTADOS Y RECOMENDACIONES 
 
 
 
 
En este trabajo se logro un estudio completo del fenómeno de la transferencia de calor en el 
sentido de presentar la mayoría de métodos analíticos y numéricos  que se han desarrollado 
en la solución de la ecuación  general de calor y proponiendo una nueva formulación 
hibrida del método del elemento frontera con el método de la transformada de Kirchhoff, 
método esencial en la transformación de la ecuación de calor no lineal a una ecuación lineal 
y para esta resolviéndola con el método del elemento frontera   valiéndose también del 
método de las diferencias finitas. 
 La formulación del método mencionado se ha presentado tratando de utilizar 
adecuadamente otros métodos eficientemente comprobados con el fin de convalidarse los 
resultados esperados de la solución numérica encontrada. 
 Esto se fue haciendo mediante tablas numéricas y graficas de solución encontradas por 
otros métodos numéricos conocidos comparadas con la solución encontrada hibrida por la 
formulación numérica propuesta como nueva resultando en todos los casos comparados 
como satisfactoria y con ciertas ventajas en cuanto a su aplicación ;por ejemplo se pueden 
resolver ecuaciones no lineales de propagación con fronteras polimateriales, sin importar el 
interior del cuerpo que se trate, la geometría de la frontera puede ser complicada, pero 
puede ser aproximada por cuerdas (elementos frontera) mas generales, elementos  
isoparamétricos,  en una o varias dimensiones, lo único que se modificara será el sistema 
lineal de elementos frontera, usando interpolación de   Lagrange, Hermite, Chevschev, por  
otro tipo distinto de  cuadraturas gaussianas por las cuadraturas correspondientes al tipo de 
interpolación de los elementos frontera. 
 Pero el algoritmo de la formulación hibrida se mantendrá como general e independiente del 
tipo de interpolación numérica propuesta de los elementos frontera y esto es de hecho la 
contribución original de este trabajo. 
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Recomendaciones a futuro. Se pretende continuar desarrollándose esta investigación para 
problemas de transferencia de calor en cuerpos anisotrópicos, fenómenos no lineales de la 
transferencia del calor en cuerpos con fronteras de diferentes materiales y de geometría no 
convencional como por ejemplo el diseño de recintos tridimensionales que deben de ser 
acondicionados, equipos de atmósfera controlada, refrigeración cámaras de combustión, 
diseño de hornos, calderas, tratamientos térmicos, procesos de vulcanización, secadores 
solares, entre otros fenómenos, todos aquellos  que son gobernados por la ecuación de 
transferencia del calor ya sea por conducción, convección o de radiación , la ecuación es la 
misma, las condiciones del mismo tipo y por ende de la formulación hibrida propuesta se 
mantiene como general por lo que resta bastante trabajo que desarrollar en cuanto a resolver 
la ecuación del calor para casos específicos o particulares a sus aplicaciones. Por ultimo 
cabe mencionar que en la medida que se fue desarrollando este trabajo se fueron 
presentando en foros nacionales, los resultados encontrados, dejando para la presentación 
del mismo la contribución original del mismo, párrafos 6 y 6.5 que se enviarán a publicar a 
una revista especializada. 
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APENDICE 2 
 

 Clasificación de las ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden. 
Sea la ecuación 
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 G=0 ecuación Homogénea 

Ecuación Hiperbólica (si  ) por ejemplo la ecuación de ondas 042 >− ACB
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Ecuación Parabólicas (si ) por ejemplo la ecuación de difusión 042 =− ACB
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Ecuaciones Elípticas  (si ) por ejemplo la ecuación de Poisson 042 <− ACB
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Si ( ) 0, =yxρ  se reduce a la ecuación de Laplace 02
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APENDICE 3.1 

 
Identidades vectoriales 
 

( ) ( ) ( )φψφψφψ ∇•∇+∇=∇∇ 2     (1) 
( ) ( ) ( )ψφψφψφ ∇•∇+∇=∇∇ 2     (2) 

Ecuación fundamental del calculo variacional  donde J esta definida en forma integral  

 
(1) 

 
 

donde 

 
(2) 

 
 

Entonces J tiene un valor estacionario si la ecuación diferencia de Euler-Lagrange  
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Satisface.  Si se denota la derivada con respecto del tiempo  es remplazada por la derivada 

especial denotada por , la ecuación queda  

y&
xy

 
(4) 

 
 
 
 

Para tres variables independientes (Arfken 1985, pp. 924-944),  la ecuación generalizada es  

 
(5) 

 
 

 
 

APENDICE 3.2 
 

Teorema de Gauss-identidades de Green 
Donde  es la divergencia,  es el gradiente,  es el Laplaciano, del Teorema de la 
divergencia 

∇ ∇ 2∇

( ) ∫∫ •=•∇
SV

daFdVF     (1) 

( ) ( ) ( )[ dVda
VS
∫∫ ∇•∇+∇=•∇ ψφψφψφ 2 ]   primera identidad de Green 

 
sustrayendo 2 de 1 de las identidades vectoriales 
 
( ) φψψφφψψφ 22 ∇−∇=∇−∇∇  

 

( ) ( )dVda
VS
∫∫ ∇−∇=•∇−∇ φψψφφψψφ 22  segunda identidad de 
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APENDICE 5.1 

 
si u  tiene primeras derivadas parciales continuas y es armónica en una región  entonces 
la tercera identidad de Green esta dada por: 
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(Kaplan 1991, p. 361).  

Para el operador de Laplace  la función de Green G aplicada a este operador da 
como resultado  

02 =∇ u
( ) 0,2 =−−−∇ ηεδ yxG

Propiedades de la Delta de Dirac 
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⎩
⎨
⎧

=∞
≠

=−
ε
ε

εδ
 xsi   
 xsi   0

x  
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( ) εεδ dx∫
+∞

∞−

−=1  

( )[ ] ( )εδε −= xxGL ,  
( ) ( 1221 ,, xxGxxG = )   propiedad de simetría 

APENDICE 5.2 

TEOREMA DE LA CUADRATURA DE EULER. 

Dada una función continua  en [a, b],  ( )xf ( )xp  definida en [a, b] continua y , 

la integral de  alcanza su grado de error mínimo por cuadratura si 

( ) 0>xp

( ) ( )∫a dxxfxp
b ( )xf  es 

aproximada por un polinomio de grado 12 −n  o menos. 

( ) ( ) ( ) [ ]fRxfCdxxfxp
n

i
ii

b

a
+= ∑∫

=1

 

donde los coeficientes ,  son determinados de un sistema de 2n 
ecuaciones en 2n incógnitas y 

nCCC ,,, 21 K nxxx ,,, 21 K

( )x ( ) ( ) ( ) ( )xrxqxxf +nϕ  es el polinomio n= ϕ  de grado n; 
( ) ( )( ) ( )xxxxxxx −−−= nn L21ϕ  tal que 

( ) ( ) ( ) 0=∫
b

a n dxxxqxp ϕ  
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es ortogonal a todo  de grado n-1 o menos. ( )xq

Una aplicación importante de la fórmula de integración por cuadratura Gaussiana, es 
cuando se integra numéricamente utilizando polinomios de interpolación de Lagrange. 
Sea  continua en [a, b],  nodos en [a, b], 
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, se tiene naaa ,,, 10 K ( )xφ~  en función de los valores iΦ , 
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1 ; ni ≤≤0  en ba − , son los coeficientes  conocidos 

como los coeficientes de Christoffel-Darboux. 

iC

Aplicaciones: Cuadraturas con coeficientes iguales. Sea f continua en [a, b], , 
. 

nxxx ,,, 21 K

( ) 1=xp
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Con el fin de determinar los nodos  de tal forma que el error de las 
cuadratura sea mínimo; estableceremos un sistema de n condiciones en la cuadratura 
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Si esas n ecuaciones tienen n soluciones reales , entonces el error de la cuadratura es 
mínimo n = 1, 
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la cual es exacta para funciones lineales en ba − , ( ) dcxxf += . 
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Para el caso , 2=n
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Del sistema de condiciones impuesta a [ ] [ ]r
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los nodos  son colocados simétricos al centro del intervalo [a, b]. En general, la 
solución del sistema; 
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determina al polinomio 
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cuyas raíces son los nodos  requeridos. jx

Si se expresa al polinomio como: 
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pero como , r
n

rr
r xxxS +++= L21 nr ,,2,1 K=  se obtiene por las condiciones sobre , 
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r
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De esta manera, la determinación de los nodos , se reduce a determinar las 

raíces del polinomio ; 

nxxx ,,, 21 K
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−=
j
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0

~ σφ 10 =σ , donde los coeficientes jσ ; son 

determinados de las relaciones S . j

La expresión del residuo  de la fórmula de integración de la cuadratura Gaussiana 
es posible 
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Coeficientes de Christoffel-Darboux 

También los coeficientes pueden ser obtenidos explícitamente cuando se utilizan 
polinomios de interpolación de Hermite pasando por los valores ( ) ( ) ( )xfxfxf ,,,

xxx ,,,
n21 K , 

donde , raíces de n21 K ( )xnφ
~ ; y la derivada de f valuada en 
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Si  denota el polinomio de Hermite, ( )xH
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como , ( ) 0>xp ( ) 0~ 2 >xnφ , ( ) ( )xxp n
2~φ  no cambia de signo en [a, b], existen ( )ba,, ∈ηξ  

tales que 
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Teorema del valor medio iterativo 

Para el caso , el residuo( ) 1=xp [ ]fR  queda: 
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la Fórmula de integración Gaussiana se realiza de hecho en el intervalo [ ]1,1− , 
transformando el intervalo [  en ]ba, [ ]1,1−  mediante las coordenadas. 
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= ; 11 ≤≤− t  

De esta manera la fórmula de integración Gaussiana para polinomios de Hermite queda: 
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Ejemplos. 
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( ) ( )
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1 3

3
3
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9
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2 =C ; ( ) ( )ξ6
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1 fR =  

existen tablas de los valores de , kxxx ,,, 21 K KK ,7,,3,2,1=k  y de los coeficientes ( )1
1C , 

, , ) , , , …, ( )2 ( )2 (3 ( )3 ( )3
1C 2C 1C 2C 3C ( )k ( )kC1 , C2 , …, ( )k

( )xf xxx ,,,
kC  en general cuando se consideran 

todos los cambios de  en , hasta de orden k. n21 K

       

APENDICE 5.3 
PROGRAM BEM 
!=============================================================== 
!                       METODO DE ELEMENTO FRONTERA 
!                                APLICADO A 
!      LA ECUACION DE LAPLACE (ECUACION DE CALOR EN ESTADO  
!ESTACIONARIO ) 
!                          ELEMENTOS CONSTANTES 
!     
!=============================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 ( A-H , O-Z ) 
      PARAMETER (MXE=60,MXI=20,INTEPT=4, ND=2) 
      DIMENSION 
XE(ND),YE(ND),SAI(INTEPT),W(INTEPT),G(MXE,MXE),F(MXE,MXE),A(MXE,M
XE),C(MXE),X(MXE),Y(MXE), NODEX(MXE,ND) 
,IELTYPE(MXE),BV(MXE),QN(MXE),H(MXE),RHS(MXE), XI(MXI),YI(MXI), 
HI(MXI), CI(MXI) 
 
!========================= INICIANDO EL PROCESAMIENTO ========== 
! 
      C1 = - 1./ ( 8.* DATAN( 1.D0) ) 
      CALL GREGLA ( INTEPT, SAI, W ) 
!========================= LEYENDO DATO ======================= 
! 
      CALL INPUT (ND,MXE,MXI,NE,NODEX,IELTYPE,BV,X,Y,NIPT,XI,YI) 
!      ...TIPO(I)=1 ---> TEMPERATURA PREESCRITA 
!      ...TIPO(I)=2 ---> FLUJO DE CALOR PREESCRITA 
!============== ARREGLO DE VALORES EN LA FRONTERA============= 
! 
      CALL BVARRANG ( MXE, NE, IELTYPE, BV, H, QN ) 
!=========== FORMACION DE MATRIZ G,F  Y VECTORE C  ============== 
! 
      CALL MATRIX ( ND,MXE,C1,INTEPT,SAI,W,NE,NODEX,X,Y,XE,YE,G,F,C)          
!======== FORMACION DE MATRIZ  A  Y  VECTORES RHS  ============== 
! 
      CALL FORM ( MXE, G,F,C,NE,IELTYPE,RHS,H,QN, A ) 
!============== EMPEZANDO A RESOLVER  A . X  =  C  ================ 
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! 
      CALL SYSTEM ( MXE , NE, A , RHS ) 
!================ SOLUCION  ============================== 
! 
      CALL SORTSOLN ( MXE, NE, IELTYPE, RHS, H, QN ) 
!============ PUNTOS INTERNOS  ================================= 
! 
      CALL DOMAIN ( INTEPT,ND,MXE,MXI,C1,NIPT,NE,SAI,W,XI,YI, NODEX, 
X,Y, H,QN, HI, CI, XE, YE ) 
!============= IMPRIMIENDO RESULTADO   ======================== 
      CALL ECHOSOLN( 
MXE,MXI,NE,ND,NIPT,NODEX,X,Y,IELTYPE,H,QN,XI,YI,HI,CI, C) 
      STOP ' TERMINACION NORMAL ' 
      END 
! 
! 
      SUBROUTINE SORTSOLN ( MXE, NE, IELTYPE, RHS, H, QN ) 
      IMPLICIT REAL*8 ( A-H , O-Z ) 
      DIMENSION IELTYPE(MXE),RHS(MXE),QN(MXE),H(MXE) 
      DO  I = 1 , NE 
      IF ( IELTYPE(I) .EQ. 1 ) QN(I) = RHS(I) 
      IF ( IELTYPE(I) .EQ. 2 ) H(I) = RHS(I) 
      END DO 
      RETURN 
      END 
! 
! 
      SUBROUTINE BVARRANG ( MXE, NE, IELTYPE, BV, H, QN ) 
      IMPLICIT REAL*8 ( A-H , O-Z ) 
      DIMENSION IELTYPE(MXE),BV(MXE),QN(MXE),H(MXE) 
      DO I = 1 , NE 
      IF ( IELTYPE(I) .EQ. 1 ) H(I) = BV(I) 
      IF ( IELTYPE(I) .EQ. 2 ) QN(I) = BV(I) 
      END DO 
      RETURN 
      END 
! 
! 
      SUBROUTINE FORM ( MXE, G,F,C,NE,IELTYPE,RHS,H,QN, A ) 
      IMPLICIT REAL*8 ( A-H , O-Z ) 
      DIMENSION  
G(MXE,MXE),F(MXE,MXE),A(MXE,MXE),C(MXE),IELTYPE(MXE),QN(MXE),H(
MXE),RHS(MXE) 
! 
      DO I = 1 , NE 
      F(I,I) = F(I,I) - C(I) 
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      RHS(I) = 0.D0 
      END DO 
! 
      DO J = 1 , NE 
      IF ( IELTYPE(J) .EQ. 1 ) THEN 
      DO I = 1 , NE 
      A(I,J) = G(I,J) 
      RHS(I) = RHS(I) + F(I,J) * H(J) 
      END DO 
      END IF 
      IF ( IELTYPE(J) .EQ. 2 ) THEN 
      DO I = 1 , NE 
      A(I,J) = - F(I,J) 
      RHS(I) = RHS(I) - G(I,J) * QN(J) 
      END DO 
      END IF 
      END DO 
      RETURN 
      END 
! 
! 
      SUBROUTINE MATRIX (ND,MXE,C1,INTEPT,SAI,W,NE,NODEX,X,Y,XE,YE, 
G,F,C) 
      IMPLICIT REAL*8 ( A-H , O-Z ) 
      DIMENSION 
G(MXE,MXE),F(MXE,MXE),C(MXE),X(MXE),Y(MXE),XE(ND),YE(ND),SAI(INTE
PT),W(INTEPT) , NODEX(MXE,ND) 
!----------  BORRANDO MATRIZ G(I,J) Y F(I,J) Y C(I) 
      DO  I = 1 , NE 
      C(I) = 0.D0 
      DO  J = 1 , NE 
      G(I,J) = 0.D0 
      F(I,J) = 0.D0 
      END DO 
      END DO 
! .......     (XP,YP) = CORDENADAS DEL PUNTO DE OBSERVACION 
      DO IOBSERV = 1 , NE 
      XP = ( X(NODEX(IOBSERV,1)) + X(NODEX(IOBSERV,2)) ) / 2. 
      YP = ( Y(NODEX(IOBSERV,1)) + Y(NODEX(IOBSERV,2)) ) / 2. 
      DO ICURREN = 1 , NE 
      DO  I = 1 , ND 
      XE(I) = X(NODEX(ICURREN,I)) 
      YE(I) = Y(NODEX(ICURREN,I)) 
      END DO 
!------------------ INTEGRAL EN UN ELEMENTO 
      IF ( IOBSERV .EQ. ICURREN ) THEN 
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      CALL FINE ( ND, C1, XE, YE, GE, FE ) 
      ELSE 
      CALL INTE ( INTEPT,ND, XP, YP, C1, XE, YE, SAI, W, GE, FE ) 
      END IF 
!------------------ FORMACION  DE MATRIZ 
      G(IOBSERV,ICURREN) = GE 
      F(IOBSERV,ICURREN) = FE 
!------------------ TERMINOS DE EVALUACION LIBRES 
      C(IOBSERV) = C(IOBSERV) + FE 
      END DO 
      END DO 
      RETURN 
      END 
! 
! 
      SUBROUTINE INPUT 
(ND,MXE,MXI,NE,NODEX,IELTYPE,BV,X,Y,NIPT,XI,YI) 
      IMPLICIT REAL*8 ( A-H , O-Z ) 
      DIMENSION 
X(MXE),Y(MXE),IELTYPE(MXE),BV(MXE),NODEX(MXE,ND),XI(MXI),YI(MXI) 
      OPEN ( 1, FILE='mar12.txt', STATUS='OLD' ) 
      READ (1,*) NE 
      DO IEL = 1 , NE 
      READ (1,*) I,(NODEX(I,J),J=1,ND),IELTYPE(I), BV(I) 
      END DO 
      DO I = 1 , NE 
      READ (1,*) NODE, X(NODE), Y(NODE) 
      END DO 
      READ (1,*) NIPT 
      IF ( NIPT .GE. 1 ) THEN 
      DO J = 1  , NIPT 
      READ (1,*) I, XI(I), YI(I) 
      END DO 
      END IF 
      CLOSE (1) 
      RETURN 
      END 
! 
! 
      SUBROUTINE FINE ( ND, C1, XE, YE, GE, FE ) 
      IMPLICIT REAL*8 ( A-H , O-Z ) 
      DIMENSION XE(ND), YE(ND) 
      FE = 0.D0 
      DX = XE(2) - XE(1) 
      DY = YE(2) - YE(1) 
      DS = DSQRT ( DX*DX + DY*DY ) 
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      GE = DS*C1 * ( DLOG(DS/2.D0) - 1.D0 ) 
      RETURN 
      END 
! 
! 
      SUBROUTINE INTE (INTEPT, ND, XP, YP, C1, XE, YE, SAI,W, GE,FE ) 
      IMPLICIT REAL*8 ( A-H , O-Z ) 
      DIMENSION XE(ND), YE(ND), SAI(INTEPT), W(INTEPT) 
      GE = 0.D0 
      FE = 0.D0 
      DX = XE(2) - XE(1) 
      DY = YE(2) - YE(1) 
      DS = DSQRT ( DX*DX + DY*DY ) 
      DETJ = DS/2.D0 
      XM = ( XE(2) + XE(1) ) /2.D0 
      YM = ( YE(2) + YE(1) ) /2.D0 
! 
      DO IGAUSS = 1 , INTEPT 
      XGAUSS = DX/2.D0*SAI(IGAUSS) + XM 
      YGAUSS = DY/2.D0*SAI(IGAUSS) + YM 
      RX = XGAUSS - XP 
      RY = YGAUSS - YP 
      R = DSQRT ( RX*RX + RY*RY ) 
!-------- INTEGRACION DE G(R) 
      GE = GE + DLOG(R) * W(IGAUSS) 
!-------- INTEGRACION DE F(R) 
      FE = FE + ( RX*DY - RY*DX ) / (R*R) * W(IGAUSS) 
      END DO 
      GE =  C1 * DETJ * GE 
      FE = -C1 * DETJ /DS * FE 
      RETURN 
      END 
! 
! 
      SUBROUTINE DOMAIN ( 
INTEPT,ND,MXE,MXI,C1,NIPT,NE,SAI,W,XI,YI,NODEX,X,Y,H,QN,HI, CI, XE, YE 
) 
      IMPLICIT REAL*8 ( A-H , O-Z ) 
      DIMENSION NODEX(MXE,ND), SAI(INTEPT), W(INTEPT),XI(MXI),YI(MXI), 
X(MXE),Y(MXE),H(MXE),QN(MXE),XE(ND),YE(ND),HI(MXI), CI(MXI) 
! 
      IF ( NIPT .EQ. 0 ) RETURN 
! 
      DO INSIDE = 1 , NIPT 
      XP = XI(INSIDE) 
      YP = YI(INSIDE) 
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      SUM = 0.D0 
      C = 0.D0 
      DO IEL = 1 , NE 
      DO I = 1 , ND 
      XE(I) = X( NODEX(IEL,I) ) 
      YE(I) = Y( NODEX(IEL,I) ) 
      END DO 
      CALL INTE (INTEPT,ND,XP,YP,C1,XE,YE,SAI,W, G,F ) 
      C = C + F 
      SUM = SUM + F*H(IEL) - G*QN(IEL)  
      END DO 
      CI(INSIDE) = C 
      HI(INSIDE) = SUM 
      END DO 
      RETURN 
      END 
! 
! 
      SUBROUTINE ECHOSOLN( 
MXE,MXI,NE,ND,NIPT,NODEX,X,Y,IELTYPE,H,QN,XI, YI, HI,CI, C  ) 
      IMPLICIT REAL*8 ( A-H , O-Z ) 
      DIMENSION X(MXE), Y(MXE), XI(MXI), YI(MXI), HI(MXI),CI(MXI), 
NODEX(MXE,ND), IELTYPE(MXE), H(MXE), QN(MXE), C(MXE) 
      CHARACTER*9 BC 
      OPEN ( 1, FILE='SOLUTION.BEM', STATUS='UNKNOWN' ) 
      WRITE(1,*)' ==========ANALISIS TRANSFERENCIA DE CALOR EN 
ESTADO ESTACIONARIO ==========' 
      WRITE(1,*)' ==========  BEM USANDO ELEMENTOS CONSTANTES ===' 
      WRITE(1,*)' == METODO CONVENCIONAL: [C]{H}+[G]{Q}-[F]{H}={0} ==' 
      WRITE(1,*) 
      WRITE(1,*) 
      WRITE(1,*) 
!---------INTRODUCIENDO CODENADAS Y B.C. (CONDICIONES DE FRONTERA) 
      WRITE (1,*) ' =CORDENADAS NODALES Y CONDICIONES EN LA 
FRONTERA =' 
      WRITE (1,101) 
  101 FORMAT (/ 3X,"EL#",7X,"X1",14X,"Y1",14X,"X2",14X,"Y2",14X,"BC"/1X, 
79("-") ) 
      DO IEL = 1 , NE 
      X1 = X(NODEX(IEL,1)) 
      Y1 = Y(NODEX(IEL,1)) 
      X2 = X(NODEX(IEL,2)) 
      Y2 = Y(NODEX(IEL,2)) 
      IF ( IELTYPE(IEL) .EQ. 1 ) THEN 
      BC ='DIRICHLET' 
      ELSE 
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      BC ='NUEMANN' 
      END IF 
      WRITE (1,100) IEL, X1, Y1, X2, Y2, BC 
  100 FORMAT ( 1X, I5, 4G16.7,1X, A9 ) 
      END DO 
!--------- SOLUCIONES EN LA FRONTERA 
      WRITE(1,*) 
      WRITE(1,*) 
      WRITE(1,*) 
      WRITE(1,*)' ==== SOLUCION Y PRESCRIPCION DE VALORES ====' 
      WRITE (1,201) 
  201 FORMAT (/ 3X,"EL#",7X," H",14X,"Qn" ,14X," C" / 1X, 53("-") ) 
      DO IEL = 1 , NE 
      WRITE(1,200) IEL, H(IEL), QN(IEL), C(IEL) 
  200 FORMAT ( 1X, I5, 3G16.7 ) 
      END DO 
!--------- VALORES INTERNOS 
      WRITE(1,*) 
      WRITE(1,*) 
      WRITE(1,*) 
      WRITE(1,*) ' === VALORES POTENCIALES Y PUNTOS INTERNOS ====' 
      WRITE (1,301) 
  301 FORMAT (/ 5X,"I",7X,"XI",14X,"YI",11X,"CI*HI",14X,"CI"/1X,69("-")) 
      DO I = 1 , NIPT 
      WRITE(1,300) I, XI(I), YI(I), HI(I), CI(I) 
  300 FORMAT ( 1X, I5, 4G16.7 ) 
      END DO 
      CLOSE (1) 
      RETURN 
      END 
! 
! 
      SUBROUTINE GREGLA ( N , SAI , W ) 
      IMPLICIT REAL*8 ( A-H , O-Z ) 
      DIMENSION SAI(N) , W(N) 
      IF ( N .LT. 2 ) STOP'N<2' 
      IF ( N .GT. 6 ) STOP'N>6' 
      GO TO ( 99, 20, 30, 40, 50, 60 ) , N 
   99 STOP 
   20 SAI(1) = DSQRT(3.D0)/3.D0 
      W(1) = 1.D0 
      GO TO 88 
   30 SAI(1) = DSQRT(15.D0)/5.D0 
      SAI(2) = 0.D0 
      W(1) = 5.D0/ 9.D0 
      W(2) = 8.D0/ 9.D0 
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      GO TO 88 
   40 SAI(1) = 0.33998104358485D0 
      SAI(2) = 0.86113631159405D0 
        W(1) = 0.65214515486254D0 
        W(2) = 0.34785484513745D0 
      GO TO 88 
   50 SAI(1) = 0.90617984593866D0 
      SAI(2) = 0.53846931010568D0 
      SAI(3) = 0.D0 
        W(1) = 0.23692688505619D0 
        W(2) = 0.47862867049937D0 
        W(3) = 5.12D0 / 9.D0 
      GO TO 88 
   60 SAI(1) = 0.23861918608320D0 
      SAI(2) = 0.66120938646626D0 
      SAI(3) = 0.93246951420315D0 
        W(1) = 0.46791393457269D0 
        W(2) = 0.36076157304814D0 
        W(3) = 0.17132449237917D0 
   88 NN = N / 2 
      DO 11 I = 1 , NN 
      J = N - I + 1 
      SAI(J) = - SAI(I) 
      W(J) = W(I) 
   11 CONTINUE 
      RETURN 
      END 
! 
! 
      SUBROUTINE SYSTEM ( MXN , N , A , C ) 
      IMPLICIT REAL*8 ( A-H , O-Z ) 
      DIMENSION A (MXN , MXN ) , C (MXN) 
      N1 = N - 1 
      DO 40 K = 1, N1 
      L = K + 1 
      DO 20 I = L , N 
      P = A (I,K) / A (K,K) 
      DO 30 J = L , N 
   30 A (I,J) = A (I,J) - P * A ( K , J ) 
      C ( I ) = C ( I) - P * C ( K ) 
   20 CONTINUE 
   40 CONTINUE 
!---- REGRESANDO SUSTITUCION 
      C (N) = C (N) / A (N,N) 
      DO 60 K = 1 , N1 
      I = N - K 
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      L = I + 1 
      P = C ( I ) 
      DO 50 J = L , N 
   50 P = P - C (J) * A (I,J) 
      C ( I ) = P / A (I,I) 
   60 CONTINUE 
      RETURN 
      END 
 

APENDICE 5.4 
 
PROGRAM REDBEM 
! PROGRAMA PARA GENERAR LAS CUERDAS  
! JUNTO CON SUS CONDICIONES DE FRONTERA 
¡  TAMBIEN SE INTRODUCE LA INFORMACION DE LOS PUNTOS INTERNOS 
 
DIMENSION A1(1000),XINT(100),YINT(100) 
OPEN(10,FILE='SAL1.TXT') 
WRITE(*,*)' DAME EL NUMERO DE ELEMENTOS N' 
READ(*,*)N 
WRITE(10,*)N 
 
 WRITE(*,*)'PRIMERA FRONTERA' 
WRITE(*,*)'DAL ELTIPO PARA LA PRIMERA FRONTERA T=1 TEMPERATURA 
T=2 FLUJO CAN CANTIDAD' 
READ(*,*)KT,CANT 
M1=N/4 
DO I=1,M1 
J=I 
K=I+1 
WRITE(10,*)I,J,K,KT,CANT 
ENDDO 
 
!RITE(10,*)N,N,1 
 
 
WRITE(*,*)'DAL ELTIPO PARA LA PRIMERA FRONTERA T=1 TEMPERATURA 
T=2 FLUJO CAN CANTIDAD' 
READ(*,*)KT,CANT 
 
M2=2*M1 
 
 
DO I=M1+1,M2 
J=I 
K=I+1 
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WRITE(10,*)I,J,K,KT,CANT 
ENDDO 
 
WRITE(*,*)'TERSERA FRONTERA' 
 
  WRITE(*,*)'DAL ELTIPO PARA LA PRIMERA FRONTERA T=1 TEMPERATURA 
T=2 FLUJO CAN CANTIDAD' 
READ(*,*)KT,CANT 
M3=3*M1 
DO I=M2+1,M3 
J=I 
K=I+1 
WRITE(10,*)I,J,K,KT,CANT 
ENDDO 
 
 WRITE(*,*)'CUARTA FRONTERA' 
 
WRITE(*,*)'DAL ELTIPO PARA LA PRIMERA FRONTERA T=1 TEMPERATURA 
T=2 FLUJO CAN CANTIDAD' 
READ(*,*)KT,CANT 
M4=4*M1 
DO I=M3+1,M4-1 
J=I 
K=I+1 
WRITE(10,*)I,J,K,KT,CANT 
ENDDO 
K=1 
WRITE(10,*)N,M4,K,KT, CANT 
 
 
 
! PRIMER LASO DELCUADRADO 
 
N1=N/4 
J1=0 
H=1/(N1*1.) 
C1=0 
DO I=0,N1 
A1(I)=H*I 
J1=J1+1 
WRITE(10,*)J1,A1(I),C1 
 
ENDDO 
!SEGUNDO LADO DELCUADRADO 
J2=J1 
C2=1 

 242



DO I=1,N1 
A1(I)=H*I 
J2=J2+1 
WRITE(10,*)J2,C2,A1(I) 
ENDDO 
! TERCER LADO DEL CUADRADO 
 J3=J2 
  C3=1 
DO I=1,N1 
A1(I)=1-H*I 
J3=J3+1 
WRITE(10,*)J3,A1(I),C3 
ENDDO 
!CUARTOLADO DELCUADRADO 
C4=0 
J4=J3 
DO I=1,N1-1 
A1(I)=1-H*I 
J4=J4+1 
WRITE(10,*)J4,C4,A1(I) 
ENDDO 
WRITE(*,*)'NUMERO DE PUNTOS INTERIORES' 
READ(*,*)L 
WRITE(10,*)L 
DO I=1,L 
READ(*,*)XINT(I),YINT(I) 
WRITE(10,*)I,XINT(I),YINT(I) 
ENDDO 
 
CLOSE(10) 
STOP 
END 
 

APÉNDICE 6.1 
 

Operador de Sturm-Liouville  
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= q

dx
dp

dx
dL  

[ ] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−∫ dx

duv
dx
dvupdxuvLvuL

b

a

)()(  

el Laplaciano para tres dimensiones ( )2∇=L  

[ ] ( ) Γ∇−∇=Ω− ∫∫
ΓΩ

duvvuduvLvuL )()(  
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APENDICE 6.2 
 

9 Función de Green para la ecuación de calor 
 
se quiere resolver la ecuación de calor con posible fuente de calor que dependa del 
tiempo 

( txQuk
t
u ,2 +∇=
∂
∂ )           6.1 

sujeta a las condiciones iniciales ( )xgxu ()0, = . Se puede analizar este problema en una, 
dos o  tres dimensiones. En esta parte no se especifica la región  geometría o la 
posibilidad de condiciones de frontera no homogéneas. Estos pueden ser tres términos no 
homogéneos: la fuente   , la condición inicial, y las condiciones de frontera. ),( txQ
Definimos la función de Green ( )00 ,;, txtxG  como la solución de 
 

( ) ( 00
2 ttxxGk

t
G

−−+∇=
∂
∂ δδ )    6.2 

en la misma región con las condiciones de frontera homogéneas relacionadas. 
puesto que  la función de Green representa la respuesta de la temperatura en t (en el 
tiempo t ) debido a una fuente térmica  concentrada en (en el tiempo  ), insistiremos 
que ésta  función de Green  es cero antes de que actúe la fuente: 

0x 0t

 
 

( ) 000   para    0,;, tttxtxG <=            6.3 
El principio de casualidad. 
 
Además, demostramos que solamente el lapso de tiempo  0tt − (del tiempo transcurrido a 
partir del tiempo de la iniciación 0tt = ) es necesario. 
 

( ) ( )0,;,,;, 0000 xttxGtxtxG −=         6.4 
 
la propiedad de traslación. La ecuación (6.4) es demostrada dejando  en  el caso 
que la  función de Green   satisface 

0ttT −=
( 00 ,,, txtxG )

 

( ) ( ) 0T para 0Gcon  0
2 <=−+∇=

∂
∂ TxxGk

T
G δδ  

 
ésta es exacto la respuesta debido a una fuente concentrada en 0xx = en T=0, implicando 
(6.4) 
posponemos hasta más adelante el cálculo real de la función de Green  por ahora, 
asumiremos que la función de Green  está dada y preguntar cómo representar la 
temperatura   en los términos de la función de Green. ( txu , )
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6.2 la ecuación de calor no tiene función adjunta natural. 
Para demostrar cómo este problema se relaciona con otros discutidos en este libro, 
introducimos la notación linear del operador. 
 

2∇−
∂
∂

= k
t

L                        6.5 

llamado  calor o a operador de la difusión. En problemas anteriores la relación entre la 
solución del problema no homogéneos  y su función de Green era operador basado, el 
Laplaciano, y lo más recientemente posible el operador de la onda. Componen al 
operador L del calor de dos partes.  es analizada fácilmente por el fórmula del Green 

para el Laplaciano, sin embargo, tan inofensivo como aparece 

2∇

t∂
∂ , es mucho más difícil 

de analizar que cualesquiera de los otros operadores anteriores. para ilustrar la dificultad 
por los primeros derivados, considere 

t
L

∂
∂

=  

para operadores de segundo orden  Sturm-Liouville, a operadores, integraciones 

elementales radican en la  fórmula del Green  que la misma idea para 
t

L
∂
∂

=  no se  

trabajará  en detalle, 
 

( ) ( )[ ] ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

=− dt
t
uv

t
uudtuvLvuL  

no se puede simplificar, allí no hay  una  fórmula para evaluar ( ) ( )[ ]dtuvLvuL∫ −  . el  

operador 
t∂
∂  no es el  mismo adjunto. En lugar de otro, por la integración por partes 

estándar, 
 
 

( ) dt
t
uvuvdt

t
vudtvuL

b

a

b

a

b

a

b

a
∫∫∫ ∂

∂
−=

∂
∂

=  

y así 
 

b

a

b

a

uvdt
t
uv

t
vu =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

∫    6.6 

para el operador 
t

L
∂
∂

=  se define el operador adjunto 

t
L

∂
∂

−=*     6.7 

tenemos integrar sobre todo el espacio y de un cierto itt =  del tiempo a otro del 

tiempo tenemos usando (6.6) para los términos del 

ftt =

t∂
∂   y la formula de Green 
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( ) para el operador . La “contribución de 

frontera”, son de dos tipos, la parte espacial (sobre 

( ) ( )[ ] ( Γ∇−∇=Ω− ∫∫
ΓΩ

duvvuduvLvuL ) 2∇

∫∫ ) y una parte temporal (en el 

tiempo  inicial   y tiempo final  ). Si u y satisfacen la misma condición homogéneas 
de frontera (del tipo generalmente), entonces las contribuciones espaciales desaparecen. 

it ft v

 
( ) 0=∇−∇∫∫ dSvuv

)

 u
 
6.4   función de Green adjunta 
en orden de eventualidad  deriva un fórmula de la representación para el en 
términos de la  función de Green 

( txu ,
( )00 ,;, txtxG , nosotros debemos  considerar el resumir 

de varias fuentes mide el tiempo así, nosotros consideran la función del Green de  fuente  
variable. 

( ) ( )1111 ,,,,,, txtxGtxtxG −−=  
donde se ha utilizado la propiedad de traslación. por causalidad, éstos son cero si  1tt >
 

( ) 0,,, 11 =txtxG       para          6.14 1tt >
dejando el t−=τ , vemos que  la función ( )txtxG ,,, 11  de Green de fuente variable 
satisface 
 

( ) ( ) ( 1111
2 ,,, ttxxtxtxGk

t
−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∇−

∂
∂

− δδ )         6.15 

así como el principio de casualidad  fuente variable (6.14). El operador del calor L  no 
ocurre. en lugar, el operador  del calor del adjunto aparece: *L
 

( )[ ] ( ) ( )1111
* ,,, ttxxtxtxGL −−= δδ      6.16 

vemos que    es la función de Green para el  operador adjunto del calor ( con 
fuente variable principio de casualidad). A veces se llama la función de Green  adjunta, 

 . Sin embargo, es innecesario calcularla o utilizar siempre, entonces 

( txtxG ,,, 11 )

)( txtxG ,,, 11
*

 
 

( ) ( )txtxGtxtxG ,,,,,, 1111
* =        6.17 

 
y ambos son cero para el  1tt >
 
de  (6.6) 

( ) ( )[ ]
b

a

b

a

uvdtuvLvuL∫ −=−*   9.8 

esta es análoga a la formula de Green. 
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ahora volvemos al problema no homogéneo del calor: 
 

( ) ( )txQuL ,=          6.9 
[ ] ( ) ( )00 ttxxGL −−= δδ       6.10 

donde 
2∇−

∂
∂

= k
t

L           6.11 

para la ecuación de calor no homogénea, nuestros resultados son más complicados puesto 
que debemos introducir al operador adjunto, 
 

2* ∇−
∂
∂

−= k
t

L           6.12 

por calculo directo 

( ) ( ) ( )vuuvk
t
uv

t
vuuvLvuL 22* ∇−∇+

∂
∂

−
∂
∂

−=−  

y así  

( ) ( )[ ] ( ) dtdvuuvkduvdtduvLvuL
t

t

t

t

t

t

f

i

f

i

Γ∇−∇+Ω−=Ω− ∫ ∫∫∫∫
ΓΩΩ

1

1

*     6.13 

fuente variable o función de Green adjunta, ( )txtxGv ,;, 00=  usando la definición de la 
ecuación diferencial (6.9) y (6.10), formula de Green (6.13) se convierte 
 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ ∫∫∫
+

−−−
0

0

3
0000 ,,;,

t

xdtdtxQtxtxGttxxu δδ  

 
( ) ( )

( ) ( )[ ] dSdtntxtxGuutxtxGk

xdxtxGxu
t

ˆ,;,,;,

0,;,0,
0

0
0000

3
00

•∇−∇+

=

∫ ∫∫

∫∫∫
+  

desde entonces  G=0 para . El solucionar para , obtenemos ott > u
 

( ) ( ) ( )∫ ∫∫∫=
0

0

3
0000 ,,;,,

t

xdtdtxQtxtxGtxu  

 
( ) ( )

( ) ( )[ ] dSdtntxtxGuutxtxGk

dtxdxtxGxu
t

ˆ,;,,;,

0,;,0,
0

0
0000

3
00

•∇−∇+

+

∫ ∫∫

∫∫∫
 

puede ser demostrado que los límites  se pueden sustituir por ,ahora (como antes) 

intercambiamos  con  y  
+0t 0t

x 0x t con . Además, nosotros utilizamos reciprocidad y 
derivamos 

0t
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] 00
0

00000000

00
3

00
0

00

ˆ,;,,,;,

,,;,,

dtdSntxtxGxtxuuxtxtxGk

dtxdtxQtxtxGtxu

t

t

•∇−∇+

=

∫ ∫∫

∫ ∫∫∫
(6.14) 

 
 
 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

   para   0                                  para  0     
                  

10

1100

ttvttu
ttxxLttxxuL

>=<=
−−=−−= ∗ δδνδδ

 

 
 
la ecuación (6.14) ilustra cómo la temperatura ( )txu ,  es afectado por los tres términos no 
homogéneos. La función de Green  ( )00 ,;, txtxG  es la función de influenza para el termino 
de la fuente , así como para el ( 00 , txQ ) ( )0,0xu  inicial de la distribución de la temperatura 
(si evaluamos la función de Green  en 00 =t , como es absolutamente razonable). 
Además, las condiciones de frontera no homogéneas son consideradas por el término 

( )[ ] 00
0

0000 ˆ, dtdSnGxtxuuxGk
t

•∇−∇+ ∫ ∫∫  . la ecuación (6.14) ilustra el principio de la 

causalidad; en el tiempo  , las fuentes y las condiciones de frontera  tenga un efecto 
solamente para el . La ecuación (6.14) generaliza el resultado obtenido por el 
método de expiación de ingen funciones. 

t
tt <0

 
 Reciprocidad 
Derivamos una fórmula de la reciprocidad. Aquí, hay algunas diferencias pequeñas 
debido a la ocurrencia del operador del adjunto  en fórmula  Green (6.13).  en (9.13) 
introducimos 
 
  

( )00 ,;, txtxGu =     (6.18) 
 

( )txtxGv ,;, 11=     (6.19) 
 
el último que es demostrado para  fuente variable o función de  Green  adjunta. así, las 
características que definen para  y  son: u v
( ) ( ) ( )

0

00

t tpara  0 <=
−−=

u
ttxxuL δδ

 
( ) ( ) ( )

1

11
*

t tpara  0 >=
−−=

v
ttxxvL δδ

 

 
Integramos t a , [ es decir,  −∞=t ∞=t −∞=it t a ∞=ft ] obteniendo 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ ∫∫∫
∞

∞−

−−−−− xdtdttxxtxtxGttxxtxtxG 3
00111100 ,;,,;, δδδδ  

( ) ( ) xdtxtxGtxtxG t

t
3

1100 ,;,,;, ∞=

−∞=∫∫∫−=  
Puesto que u y v ambos satisfacen las mismas condiciones de frontera homogéneas, de 
modo que 

( ) dSnvuuv ˆ•∇−∇∫∫  
desaparece las contribuciones también desaparecen en ±∞=t  debido a la causalidad 
usando las características de la función del delta del Dirac, nosotros obtenemos  la 
reciprocidad: 

( ) ( )01100011 ,;,,;, txtxGtxtxG =  
 

como hemos demostrado para la ecuación de onda, intercambiar las posiciones de la 
fuente y de la localización no altera las respuestas si los tiempos transcurridos de las 
fuentes son iguales. en este sentido  la función de Green para la ecuación del calor 
(difusión) es simétrico. 
 
9.8 función de Green  para la ecuación del calor en un dominio semi-infinito 
 Obtenemos  la función de Green necesitada para solucionar la ecuación no homogénea  
del calor en intervalo semi-infinito, en una dimensión ( ), conforme a una condición 
de frontera  no homogénea en 

0>x
0=x : 

( ) 0  ,2 >+∇=
∂
∂ xtxQuk

t
u          (6.31) 

Bc: ( ) )(),0 tAtu =                         (6.32) 
Ic: ( ) ( )xfxu =0,                           (6.33) 

 
la función de Green es determinada por el método de las imágenes 

( ) ( )
( )
( )

( )
( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

−
=

0

2
0

0

2
0

0
00 4

exp
4

exp
4

1,;,
ttk

xx
ttk

xx
ttk

txtxG
π

 

observamos que la condición de límite en 0=x  está, satisfecha automáticamente 
 
6.9 función de Green  para la ecuación del calor en un dominio finito ( ), la 
función de Green para la ecuación del calor por el método de extensiones del 
eingenfunciones  con las condiciones de frontera cero en ambos extremos 

Lx <<0

 

( ) ( ) ( )       (6.35) 0
2/0

1
00

2,,, ttLnk

n

e
L
xnsen

L
xnsen

L
txtxG −−

∞

=
∑= πππ

podemos obtener una representación alternativa para esta función de Green utilizando el 
método de imágenes. 
por simetría, las condiciones de frontera  en 0=x  y en el Lx =  son satisfechas si las 
fuentes concentradas positivas están situadas en nLxx 20 +=  y las fuentes concentradas 
negativas están situadas en nLxx 20 +−=  (para todos los números enteros 
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∞<<−∞ nn, ). Usando el espacio infinito de la función de Green, tenemos una 
representación alternativa de la función de   Green para una barra un dimensional: 

( ) ( )
( )
( )

( )
( )∑

∞

−∞= ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

−
=

n ttk
xx

ttk
xx

ttk
txtxG

0

2
0

0

2
0

0
00 4

exp
4

exp
4

1,;,
π

cada forma tiene su 

propia ventaja. La expansión  de la eigenfunciones, (9.35), es una serie infinita que 

converge rápidamente si ( )
2
0

L
ktt −  es grande. es así el más útil para . en realidad , si 

, 

0tt >>

0tt >>

( ) ( ) ( 0
2/0

00
2,,, ttLnke

L
xsen

L
xsen

L
txtxG −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≈ πππ )  

sin embargo, si el tiempo transcurrido 0tt −  es pequeño, entonces muchos términos de 
la serie infinita son necesarios. 
Usando el método de imágenes, la función de Green  también es representada por una 
serie infinita (9.36). El espacio infinito de la función de Green  (para una t   fija) 
exponencial se decae lejos de la posición de la fuente. 

( ) ( ) ( ){ }( )0
2

0
0

4/exp
4

1 ttkxx
ttk

−−−
−π

 

 
se decae en espacios muy bruscamente si esta cera  , si  t esta cerca de , entonces 
solo las fuentes cercanas  localizadas  en   son importante;  las fuentes muy lejanas no 
serán muy importantes ( si  es cercano a ), las fuentes de las imágenes pueden ser 
ignoradas si  es cercana a  (y si  o  no es ningún cercano las frontera  0 o L, como 
aproximación, 

t 0t 0t
x

t 0t
t 0t x 0x

( ) ( ) ( ){ }( )0
2

0
0

00 4/exp
4

1),;,( ttkxx
ttk

txtxG −−−
−

≈
π

 

 
si t  cerca de  la función de Green  con fronteras se puede aproximar (en regiones lejos 
de las fronteras) por el  espacio infinito  de funciones de Green. 

0t

Esto significa que por  tiempos pequeños las fronteras  puede ser descuidado (lejos de las 
frontera) 
para ser mas exacto, el efecto de cada fuente de la imagen es mucho más pequeño que la 

fuente real si ( ( )0

2

ttk
L
−

) es grande. Esto rinde una comprensión mejor de una 

aproximación del "tiempo pequeño" 
la función de Green puede ser aproximada por un espacio infinito de funciones de Green 

si  es pequeño ( es decir 0tt −
k
Ltt

2

0 <<−   , donde 
k
L2

este  cociente de cantidades 

físicamente medibles) alternativamente, esta aproximación es válida para una "barra 
larga" en el sentido que ( )0ttkL −>> . 
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En resumen, la producción del método de la imagen a la serie infinita rápidamente 

convergente para la funcion de Green  si ( ) 1
0

2

>>
− ttk
L  , mientras que la extensión del 

eingenfunction rinde una representación infinita rápidamente convergente de la serie de 

la función de Green  si ( ) 1
0

2

<<
− ttk
L  

si ( )0

2

ttk
L
−

 es ni pequeño ni grande, entonces las dos extensiones son competitivas, pero 

ambo requiere por lo menos un número moderado de términos. 
 
 
 

APENDICE 6.3 
 
Calculo del límite Γ→ξ  
 
Para localizar el punto de carga en la frontera, primero ajustamos la frontera tal que 
contiene el punto dentro de un círculo de radio ε  de acuerdo a la figura 1. 
 

( ) εε ΓΓ−Γ′=Γ′ U  
así el punto ξ  que  está dentro del dominio y  la ecuación de frontera  todavía es  valida. 

 
 

Figura 1. Extensión de la frontera por un círculo 
 
La integración a  lo largo de ε - circulo es parametrizado por 
 

ϕεε d d =Γ  
Ver figura 2. Además la norma 
 

εξ =−
rrx  
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Figura 2. La geometría por acomodar el punto de carga en la frontera 
el valor del límite tomando EIF en la frontera  puede ser ahora calcule. Para  Γ∫ d*qu

Γ
−

→
+Γ

−

→
=Γ

−

→ ∫∫∫
Γ−Γ′Γ′

d
2

ln
0

lim
d

2
ln

0
lim

d
2

ln
0

lim

ε
π
ξ

επ
ξ

επ
ξ

ε ε

rrrrrr x
q

x
q

x
q  

en el límite, el primer integral es débilmente singular. Con las  eq. (17,18) y la regla de 
L'HOSPITAL, el ultimo integrando en la  eq. (19) los resultados en una contribución 
desapareciendo 
 

( ) ϕεε
πεπ

ξ
ε

αϕ

ϕε

d ln
2
1

0
lim

d 
2

ln
0

lim

0
∫∫
=

=Γ →
=Γ

−

→
q

x
q

rr

 

( ) [ ] 00
2
1

0
lim

d 
2
1

0
lim

d
1

ln  
2
1

0
lim

00

=−
→

−=−
→

=′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′

→
= ∫∫

=

=

=

=

αε
πε

ϕε
πε

ϕ

ε

ε
πε

αϕ

ϕ

αϕ

ϕ

qq  

 
La integral  las primacías a Γ∫ d *uq

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Γ
−

−
→

+Γ
−

−
→

=Γ
−

−
→ ∫∫∫

Γ−Γ′Γ′

d
2

.
0

lim
d

2

.
0

lim
d

2

.
0

lim
222

ε ξπ

ξ
εξπ

ξ
εξπ

ξ
ε ε

xu
x

nxxu
x

nxxu
x

nx r
rr

rrr
r

rr

rrr
r

rr

rrr
(21) 

 
la primera integral en Eq. (21) es un integral fuertemente singular calculado por el valor 
principal de Cauchy. Para  la segunda integral  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

π
ξαϕ

πε
ϕε

πε
ε

εξπ

ξ
ε

αϕ

ϕ

αϕ

ϕε
2

d 
2
1

0
lim

d 
20

lim
d

2
.

0
lim

0
2

0
2

r
rrr
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rrr uxuxuxu
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→
=Γ

−

−
→ ∫∫∫

=

=

=

=Γ

 

 
Sumando estos resultados y insertándolos en la eq.(8) se obtiene la ecuación 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Γ
−

Γ
−

−
+= ∫∫

ΓΓ

d
2

ln
-d

2

*
2 2 π

ξ

ξπ

ξξ
π
αξ
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r
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rrr
rrr x

xq
x

nxxuuu  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Γ=Γ+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − ∫∫

ΓΓ

d,d,
2

1 * xqxuxuxqu rrrrrrr
ξξξ

π
α  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

π
αξ
2

1C  

 
 el factorizan ( )ξC   es  llamado el factor de frontera  y denota la fracción de ( )ξru  en Ω  
como 
 

( )

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

Ω∉Γ∉
Ω∈Γ∉

Γ∈−

=
 ,  para           0
 ,    si               1

 si              
2

1

ξ
ξ

ξ
π
α

ξC  
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