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Resumen

En diferentes areas de la Ingenieria el proceso de transferencia de Calor, toma un papel
muy importante, ya que debido a este, el equipo disefiado puede sufrir dafios considerables.
La importancia de la transferencia de Calor en el desarrollo tecnoldgico por ejemplo en el
disefio de aletas, aisladores de calor para tener menos pérdidas entre otras. Al tener este
tipo de problemas es bueno realizar un prototipo, el cual sera evaluado por técnicas
numéricas, las cuales deben de ser confiables y tener una solucion al problema
rdpidamente, en este caso se analizan las técnicas de elemento finito y elemento frontera,
para resolver la ecuacién no lineal del calor.

Abstract

In different areas of engineering the Heat Transfer process, takes a very important place,
since, due to it, the designed equipment can suffer considerable damages.

The importance of Heat transfer in the technological development, for example in the
design of fins, heat insulators that reduce losses, among others. When this kind of problems
present, it is good to carry out a prototype, which will be evaluated using numerical
methods, which should be reliable and have a quick solution to the problem, in this case the
techniques of finite element and element frontier are analyzed, to solve the non lineal
equation of the heat.



Introduccion

En la transferencia del calor como en otras ramas de la ingenieria la solucién optima de un
problema, requiere no Gnicamente de leyes y mecanismos fisicos del calor, si no también de
fendmenos de transporte que comprenden el comportamiento de los flujos, de la masa y de
la energia.

Por otro lado, la importancia de los métodos numéricos en la solucion a problemas sobre el
fendmeno de la transferencia de calor ha sido relevante en las ultimas dos décadas con el
avance computacional y la algoritmica que ha permitido practicamente realizar analisis,
disefio, y simulacién computacional de un fendmeno fisico a una realidad virtual del
fendmeno, tal como ha ocurrido en particular del Método del Elemento Finito y elemento
finito frontera que representan dos de los métodos mas sofisticados y completos en la
actualidad en la solucion a problemas complejos de la fisica y de la ingenieria, en particular
la solucion de la ecuacion de calor para fendmenos no lineales y dominios estructurados de
una manera compleja como en el caso que nos ocupa.

Antecedentes: el fendmeno de la transferencia de calor ha sido estudiado rigurosamente
desde el afio 1750 por I. Lomonosov, quien establecio las bases Fisicas fundamentales de la
transferencia de calor, y fue con los trabajos cientificos de J. B. Fourier (1800) con la
teoria analitica del calor establece la teoria matematica de las leyes de propagacion del
calor y los trabajos de Sadi Carnot en 1824 Reflexiones sobre la fuerza motriz del calor y
sobre las maquinas capaces de desarrollar esta fuerza. Posteriormente los trabajos de
Claypeyron en un trabajo publicado utilizo la representacion grafica de los procesos
teoricos. Las curvas exotérmicas y adiabaticas conocidas hasta hoy son el resultado de estos
trabajos. La ley mas importante de la naturaleza que es sobre la ley de conservacién de la
energia fue establecida hasta 1843 por Mayer conocido como el primer principio de la
Termodindmica. De esta manera tanto el desarrollo de la teoria del calor como la
termodinamica constituyen aspectos  fundamentales en el desarrollo cientifico y
tecnoldgico. Los resultados de las diversas investigaciones desarrolladas durante 150 afios
muestran que el fendomeno de la transferencia del calor es un proceso complejo.
Actualmente la tecnologia moderna contempla un conocimiento, analisis y profundo
interdisciplinarias de Termodinamica, Transferencia de calor, Mecanica de Fluidos,
Ciencias de los materiales, procesos Metalurgicos, entre otras, exigiendo un mayor dominio
de Técnicas sofisticadas, como Metodos Numéricos y de simulacion computacional,
modelacién Matematica sofisticada, como las Técnicas de descomposicion del dominio
como son los Métodos del elemento finito y elemento finito frontera.

Justificacion. Es un hecho de que el desarrollo de tecnologias en la fabricacion de nuevos
materiales, o de materiales compuestos, de la transferencia de calor ,del conocimiento, nos
ha llevado a que los fendmenos fisicos sean mas dificiles de comprender tal como ocurre
con el fendmeno de la transferencia de calor lo que nos ha llevado a desarrollar lo que nos
ha llevado a desarrollar nuevas técnicas numéricas y computacionales en la solucién de
estos problemas como es el caso de la ecuacién de calor general sobre todo en dominios
polimateriales y de geometria arbitraria.

El método del elemento frontera es un método numérico que permite resolver ecuaciones
diferenciales parciales no lineales en dominios polimateriales y geometrias complejas, con
un gran ahorro de cémputo y econémico.



Siendo esta la razén por la cual se propuso formular esta técnica hibrida para la solucién
numérica de la ecuacion general del calor.

Objetivos. El objetivo de este trabajo es el de desarrollar una formulacion Variacional
hibrida del método del elemento frontera para la solucién de la ecuacion de calor general
(n+1)- dimensional. Hacer un célculo comparativo de la solucion con la obtenida por los
metodos clasicos tradicionales como son: el Método de las diferencias finitas, el Método
del elemento finito, los métodos variacionales clasicos como el de Ritz-Rayleigh, Galerkin,
y Kantorovich, la investigacion a realizar es plantear nuevas formulaciones variacionales
hibridas en la solucion de las ecuaciones diferenciales parciales en particular la ecuacion
del calor.

Resultados esperados. Hasta donde se sabe se [77], [78], [79], se han propuesto algunos
métodos de solucion numeérica o analiticos de la ecuacion general de calor.

Transformada integral finita [82], [83], nuestro propdsito es de establecer una formulacién
hibrida del método del elemento frontera basandonos en ventajas que ofrecen algunos
métodos como el TIF, MDF, MEF. Y de esta manera tener la ventaja de resolver este tipo
de ecuaciones con solo discretizar la frontera del dominio de la solucién. Evitando la
descomposicion de todo el dominio como fue realizado por el método del elemento finito.
Cabe mencionar que han aparecido publicados trabajos recientes, sobre este tema utilizando
el método DRM (dual reciprocal Method) y el BEM (boundary element Method). En la
solucion del calor transitoria y para la ecuacion sobre materiales con propiedades no
lineales publicados en [80], [81], Masaka Tanaka, R. Cholewa resultados con los cuales
comparar.
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CAPITULO 1

GENERALIDADES

1.1 ESTADO DEL ARTE

Las particulas que constituyen la materia, se encuentran en movimiento continuo. Este
movimiento se percibe como calor. Calor es la energia total contenida en los movimientos
moleculares de un determinado cuerpo[1]. La temperatura mide la intensidad del calor,
pero no su cantidad. La temperatura, se define como la energia promedio del movimiento
de las particulas. Cuando se ponen en contacto dos cuerpos a diferentes temperaturas, se
transfiere calor. El proceso por el cual tiene lugar el transporte de la energia se conoce
como flujo o transferencia de calor. Y al analisis del principio de transferencia de energia,
se le conoce como Teoria del Calor[2].

La transferencia de energia forma parte de la teoria del calor. Estd teoria fue publicada
en 1824 en Paris en un estudio de Sadi Carnot, [3] , “Reflexiones sobre la fuerza motriz
del calor y sobre las maquinas capaces de desarrollar esta fuerza”. Sin embargo, este
trabajo paso inadvertido, debido a que la comunidad cientifica de esa época no concedid la
importancia que correspondia a esta publicacion y nadie presto atencion a las palabras en él
contenidas: “ Para analizar el principio de la obtencién de movimiento a partir del
calor en toda su extension, es necesario estudiarlo independientemente de cualquier
tipo de agente, asi al utilizar razonamientos aplicables no sélo a las maquinas de
vapor sino a cualquier maquina térmica imaginable, cualquiera que sea la sustancia
puesta en accién y el medio por el cual se actia sobre ella “. Carnot murié en el afio
1836 sin haber despertado el menor interés a su trabajo.

Posteriormente, en 1834 el trabajo de Carnot, fue reelaborado y publicado por Clapeyron

[ 2] en la revista de la Escuela Politécnica de Paris. Esta exposicion tuvo un caracter
matematico mas riguroso, Clapeyron utilizé la representacion gréafica de los procesos
térmicos. Las curvas isotérmicas y adiabaticas conocidas hoy, son el resultado de estos
primeros esfuerzos de Clapeyron.

En la década de 1840 fue formulada la ley que es considerada como la mas importante de la
naturaleza, la ley de la Conservacion de la Energia, conocida como Primer Principio de
la Termodinamica.

En esos mismos afios, cuando Mayer [ 2 ] trataba de convencer a el mundo cientifico sobre
la conservacion de la energia en calor, en Inglaterra fueron desarrolladas ideas semejantes
por Joule [ 2 ], cuyo primer trabajo se dio a conocer en 1841. En este mismo afio Mayer
calculo por primera vez el Equivalente mecanico de calor.



En 1847, las ideas sobre la conservacion de energia recibieron nuevos desarrollos en los
trabajos de Hermann Von Helmholtz [2].

Aln cuando Mayer y Joule descubrieron la relacion entre el calor y la energia en la década
de 1840. Carnot ya habia analizado la transformacion del calor en trabajo en 1824.

A principios de los afios 1850, las ideas de Carnot fueron plenamente comprendidas. Estas
ideas, asi como la Ley de la conservacion de la Energia, descubierta por Mayer en 1843,
sirvieron de base a las investigaciones de Thompson y Claussius, [ 2] en las cuales tiene
su fundamento la termodinamica.

Y. Lomondsov [4] , a mediados de 1750, trabajé extensamente en la teoria del calor, y es
quien establece las bases tedricas fundamentales de la transferencia de calor.

Con el desarrollo de la teoria del calor se perfeccionaron sus postulados generales. A
principios del siglo X1X la atencion principal se dedico a la transformacion del calor en
trabajo. En la segunda mitad del siglo XIX los cientificos e ingenieros comenzaron a
prestarle méas atencion a los procesos del intercambio térmico. Y es en este periodo que se
publica el trabajo de Osborne Reynolds [2]: Teoria hidrodindmica del intercambio
térmico (1874 ), en el que se establece la relacion entre los procesos de transferencia de
calor y la cantidad de movimiento.

La teoria del calor se constituyd definitivamente como una asignatura cientifica
independiente a principios de 1900. Hoy en dia la termodindmica vy la transferencia de
calor son aspectos fundamentales en el desarrollo cientifico y tecnoldgico.

Los resultados de las diversas investigaciones desarrolladas a lo largo de méas de 150 afios
muestran, que la transferencia de calor es un proceso complejo. En la tecnologia moderna,
actualmente se aplican ideas cada vez mas sofisticadas, para la solucién a la problematica
de la transferencia de calor, la cual genera nuevos problemas, cuya solucion analitica es
complicada, esto conduce al uso cada vez mas generalizado de la computadora como una
herramienta de trabajo aplicada a procesos de solucion mediante el uso de métodos
NnUMEricos.

1.2 RELACION ENTRE LA TRANSFERENCIA DE CALOR Y
TERMODINAMICA.

La termodinamica, es la ciencia que estudia la relacién entre el calor y otras formas de
energia. Esta ciencia se basa en leyes establecidas experimentalmente. Asi la primera Ley
de la Termodinamica, establece que la energia no se crea ni se destruye, solamente se
transforma de una forma a otra.

Por experiencia se sabe que no es posible un proceso de transferencia de calor de un
sistema de menor temperatura a otro de mayor temperatura, es decir, que la transferencia de
calor se realiza desde un sistema de mayor
temperatura hacia otro de menor temperatura. Este enunciado se conoce como la Segunda
Ley de la Termodinamica.



Por lo que, a primera vista se podria pensar que los principios de transferencia de calor se
derivan de las leyes basicas de la termodinamica, esta es una conclusion errénea, porque la
termodinamica, no esta relacionada con los detalles de un proceso, sino mas bien, con los
estados de equilibrio y las relaciones entre éstos.

Desde un punto de vista termodinamico, la cantidad de calor transferida durante un
proceso, simplemente es igual a la diferencia entre el cambio de energia del sistema y el
trabajo realizado. Es claro, que en este andlisis no se considera ni el mecanismo del flujo de
calor ni el tiempo requerido para su transferencia. Solamente se sefiala la cantidad de calor
que cede o toma un sistema durante un proceso, sin considerar como o cuando se podria
realizar el proceso. Una de las razones por las que se obtiene dicha informacion a partir de
un analisis termodindmico es que no se considera al tiempo como variable.

1.3 IMPORTANCIA DE LA TRANSFERENCIA DE CALOR EN INGENIERIA.

Desde el punto de vista de ingenieria, la determinacion de la rapidez en que se transmite
calor, constituye la problematica a resolver principalmente. Cuando se plantea como
finalidad la factibilidad de disefio de equipo, asi como la estimacion de su costo y las
dimensiones, para su aplicacion a transferencia de calor en un tiempo determinado, se debe
realizar un andlisis detallado de transferencia de calor.

En la transferencia de calor, como en otras ramas de la ingenieria, la solucion adecuada de
un problema requiere el planteamiento de una hipotesis. Ya que para expresar un problema
mediante un modelo matematico susceptible de solucion, es necesario hacer algunas
aproximaciones. Esto se logra cuando se interpretan los resultados finales, basados en las
hipdtesis o aproximaciones hechas en el analisis.

La experiencia ha demostrado que el principal requisito para formular una hipotesis
correcta en ingenieria, es un completo y amplio conocimiento del fenémeno fisico del
problema. Debido a esto, en el campo de la transferencia de calor, no Unicamente se debe
estar familiarizado con las leyes y mecanismos fisicos del flujo de calor, sino también con
los fendbmenos de transporte que comprenden el comportamiento de los fluidos, la masa y la
energia.

1.4 IMPORTANCIA DE LOS METODOS NUMERICOS.

Los métodos como el de las diferencias finitas, método de elemento finito, método de
elemento frontera, son procedimientos de analisis numérico que se emplea en la solucidn
de una amplia variedad de problemas en ingenieria. En la actualidad en varias situaciones
es necesario resolver estos problemas obteniendo soluciones exactas, las cuales en algunos
casos son dificiles de obtener porque el planteamiento de los modelos matematicos es
complicado, como el caso de transferencia de calor.

Muchos son los métodos aproximados que se han desarrollado para el analisis numérico, el
método que mas se ha empleado es el de diferencias finitas. Los modelos de diferencias



finitas aplicados a problemas de transferencia de calor, proporcionan una aproximacion por
puntos de las ecuaciones que rigen el problema. Este modelo (el cual estd formado por una
ecuaciones diferencial parcial, dado una regién esta se parte formando red(rectangulos,
cuadrados), dando lugar puntos a los cuales se les llama nodos), se mejora, conforme se
emplea una mayor cantidad de puntos (esto no quiere decir que necesariamente necesite
tener una cantidad muy grande de puntos para una mejor aproximacion por el error de
redondeo y la capacidad de la computadora). Por otro lado para el método de elemento
finito es parecido, solo que aqui cambia la forma de la red pueden ser triangulos
cuadrilateros,.. etc. Con esta facilidad la red se asemeja mas al modelo (la region). Por otra
parte el metido del elemento frontera también tiene una formulacion similar al método del
elemento finito, solo que aqui se disminuye el numero de elementos a utilizar ya que solo
se discretiza la frontera del modelo, con esto se disminuye el tiempo de calculo.



CAPITULO 2

METODOS ANALITICOS EN LA SOLUCION A PROBLEMAS DE
CONDUCCION DE CALOR

En este capitulo la conduccién de calor en una dimension se generaliza para dos y tres
dimensiones, en placas planas, cilindros y esferas. La ecuacion de conduccion de calor esta
representada por una ecuacién diferencial, sujeta a condiciones de frontera. El objetivo de
este capitulo es proporcionar un estudio detallado del significado fisico de varios términos
de la ecuacion de conduccion de calor y sus condiciones de frontera, asi como también
presentar diversos métodos de solucion de estd ecuacion como el de separacion de
variables( o método de Fourier) .

2.1 COMPONENTES DEL FLUJO

Para este analisis se considera que la temperatura varia solamente en la direccion x;
relacionando el gradiente de temperatura 0T/ox con el flujo de calor en direccidn x por la
ley de Fourier. En general, la temperatura varia en las direcciones x, y, z. Para determinar
la relacion de las componentes X, y, z, se considera un sistema isotropico, es decir, un
sistema en el cual la conductividad térmica k es constante.

Los tres flujos de calor gx, gy Y 0. se relacionan con los gradientes de temperatura en las
direcciones X, y, z, de acuerdo a la ley de Fourier de la siguiente manera:

q, =-K a7 (2.1.1.a)
J X
o T

=K = — 2.1.1.b

g =k 2T 2.1.1.0)
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q2=-I:.‘L 2T

z

FIGURA. (2.1.1) COMPONENTES DE LA RAPIDEZ DEL FLUJO DE CALOR
La figura (2.1.1) ilustra las tres componentes de la rapidez del flujo de calor por
conduccion, g, cuando hay variacion de temperatura en las direcciones x, y, z.

.
+y e
: o

Qe +% dx

1.

+I

FIGURA. (2.2.1) DIAGRAMA ESQUEMATICO PARA LA OBTENCION DE
ECUACION GENERAL DE CONDUCCION DE CALOR



2.2 FORMULACION MATEMATICA

Las relaciones de rapidez de flujo de calor analizadas en la seccion anterior se pueden
calcular si se conocen los gradientes de temperaturas. Estos a su vez se pueden determinar
si se conoce la distribucion de la temperatura en el sistema. Esta se determina de la
solucion de la ecuacién diferencia que gobierna la conduccion de calor con valores en la
frontera. Para casos de tres dimensiones el analisis se desarrolla considerando un pequefio
volumen de material de un sistema.

El elemento tiene la forma de un paralelepipedo rectangular con sus lados Ax, Ay, Az
paralelos a los ejes X, y, z respectivamente, como se muestra en la figura (2.2.1).

Para obtener una ecuacion que determine la distribucién de la temperatura, se realiza un
balance de energia en el elemento, en un tiempo dt, de la siguiente manera:

calor que calor generado calor que sale cambio en la
entra durante| + de fuentes internas durante dt + |energia interna
dt en dt en dt

2.2.1 CANTIDAD NETA DE CALOR

La cantidad neta de calor que entra en el elemento se determina sumando la cantidad de
calor ganada en las direcciones X, Yy, z. Si gx es la rapidez de flujo de calor en la direccion
X . La cantidad de flujo de calor dentro del elemento que fluye a través de la superficie en
direccion x es:

Q, =0, Ay Az (2.2.1)

y la cantidad de flujo de calor a la salida del elemento a traves de la superficie x + A; es:



Q, +0;(3(XAX (2.2.2)

Por lo tanto, la cantidad neta de flujo de calor que entra al elemento es la diferencia entre la
entrada y salida del flujo de calor y se representa:

Cantidad del flujo de
2 Q,

calor alaentrada del = AX = —@Ax Ay Az (2.2.3)
o X o X

elemento en direccién x

Similarmente, la cantidad de calor a la entrada del elemento por conduccion en las
direcciones vy, z son:

0 0
9 Ay = — 9 Ax Ay Az (2.2.4)
ay ay
0Q ;99 pqpy Az (2.2.5)
12 0z

La cantidad de calor a la entrada del elemento se obtiene sumando las tres componentes
anteriores:

G L L 2 W (2.2.6)
ox oy o1

2.2.2 GENERACION DE CALOR INTERNO



Si existen fuentes de energia internas en el sistema, generando calor en una cantidad g’
(X,y, z,t) por unidad de tiempo y por volumen, esta cantidad de calor esta dada por:

2.2.3 INCREMENTO EN LA ENERGIA INTERNA

En el caso de solidos y liquidos los calores especificos a presion y volumen constante son
iguales, es decir, c,~cy = C.

Por lo tanto, el incremento de la cantidad de energia interna se refleja en la cantidad de
energia almacenada en el elemento, la cual esta dada por:

1= pc? T axayaz (2.2.8)
ot
Donde p y cp, no varian con el tiempo.
2.2.4 ECUACION GENERAL DE CONDUCCION DE CALOR

Sustituyendo las ecuaciones (2.2.8) y (2.2.6) en la ecuacion (2.2.1) y dividiendo entre Ay Ay
Az, se obtiene:

0%, O OG +q':pcﬂ (2.2.9)
ox oy 0z ot
Sustituyendo las relaciones de las ecuaciones (2.2.1) en la ecuacién (2.2.9), se obtiene:
é’(ko”Tj+ d [ koT +0”(ké’Tj+q':pcm (2.2.10)
OX\ IX oyl 2dy o1\ 01 ot
Para el caso en que k es constante se obtiene:
2 2 2
T 0T 2T 0T @211)
o X oy 07 ot

Dividiendo entre k la ecuacion (2.2.11), se obtiene:



= 2.2.11y
1 (2.2.11)

+ + =
ox* Jy* 017° kK

O°T 2°T 0°T q pcoT
k

Donde:
T=T(x,y,z,t) 'y =0 (XV,21

La ecuacion (2.2.10) se conoce como la ecuacion general de conduccién de calor y
gobierna la distribucion de la temperatura en un sistema.
A continuacion se expresan algunos casos especiales de la ecuacion (2.2.11)".

La ecuacién (2.2.11)" se puede expresar también como:

vep+d_taoT (2.2.12)
K adt
Donde:
V2T : es el operador Laplaciano y se define por:
2 2 2
yer o 0T T 0T 0213
oxX: oy Oz
o : Esla difusividad térmica y se define por:
a=X (2.2.14)
pC

k: Conductividad térmica.
c: Calor especifico.
p: Densidad.

CASO |I.
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Si el sistema no tiene fuentes internas de calor, q’=0, por lo tanto, la ecuacion (2.2.11)’
se reduce a la ecuacion de Fourier o ecuacion de difusion:

oT

— 2.2.1
a1 (2.2.15)

1
VT = —
(24

CASO 1.

. . . . . o0T
Si el sistema es permanente, la temperatura no varia con el tiempo, es decir, S1° 0

y con fuentes internas de calor, la ecuacion (2.2.11)’" se simplifica a la ecuacion de
Poisson:
P
VAl +? =0 (2.2.16)

CASO IIl.
Si el sistema es permanente, y sin generacion de calor, en este caso i: =0
y g = 0, laecuacion (2.2.11)’ se reduce a la ecuacion de Laplace:

VT =0 (2.2.17)

Si la temperatura varia solamente en una direccién la ecuacién (2.2.17) se reduce a:

=0 (2.2.18)

La representacion de la ecuacion (2.2.11)" en un sistema de coordenadas cilindricas se
puede expresar por medio de una transformacion de coordenadas. De la figura (2.2.1)

se observa que X = rcos¢, Y=r sene¢, z= Z gp=tan‘1(%) y las

transformaciones de la primera a la dltima diferenciacion involucrada en la funcion
T=T(r,p) donde r y ¢ son funciones de x,y & z se expresan a continuacion:

oT 0Todr dTde Tz
= + +

= (2.2.19)
OX Jdrox dedx 220X

11



X or 'y oJT
X>+y? 01 XP+y* o g

dT senpd T

=cos
¢0”r r oo

aT_aTo”r+ﬁTé’(p+ﬁTaz
oy odrdy Joedy 210y

(2.2.20)

X

FIGURA. (2.2.1) SISTEMA EN COORDENADAS CILINDRICA
Para la segunda derivada usaremos el siguiente operador:

12



T I (T o seng & AT senpd T
= =|cosp—— — cos @ -~
ax° 0 X\ X or r oJde

- cos? O°T 2senpcosp J°T +Sen2¢)é’2T
(0 2 2 2
or r oro ¢ r- Jde

2
4. Sen Q0 T+25engo cosp o T

2.2.21
r or r’ 2 ( )

Analogamente tenemos para la componente y:

2T 2 (T 7 cosep O AT cospod T
~ = =|senp ——+ seng +
ay: oJy\ady or r oo or r oe

=sen2(p§2T , 2seng cosg o%T +coszgoo”2T
2 2 2
r r oro ¢ r- Jde

+C082(o§ T 2seng cospd T

2.2.22
r or r’ o ¢ ( )
2 2 2 2 2
aT—cosz J°T 2seng cosp J°T +sen po°T
x° o r? r ord e r* 7 ¢’
+sen2 9O T 2senp cospd T
r or r? o ¢
(2.2.23)

2

) 52T+25en¢ cosp A°*T +coszgo0”2T

=sen
oy? Yor r oré e r* 7’
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+coszq)0” T 2seng cospd T

2.2.24
r or re 2 ( )

Sumando (2.2.23) y (2.2.24) y aplicando la identidad sen® ¢ +cos® ¢ =1 se obtiene:

OT 0T 2°T 0°T 10T 10°T 07

+ + = +— + + 2.2.25
ox? oy* 81z or* rar r?ap? 0 7° ( )
Por lo tanto, la formacilindrica de la ecuacion (2.2.15) se expresa por:
2 2 2
o°T 12T 170 T+a T 10T (2.2.26)

+= + =
A1 rdr r*0¢* 07" adt

Los sistemas de coordenadas rectangulares y esféricas son asociadas por las
relaciones: x=rseny CoS¢ , y=rseny seng Yy z=rcosy como se muestra en la

figura (2.2.2). Siguiendo un procedimiento idéntico en las transformaciones
cilindricas, se obtiene la forma esférica correspondiente a la ecuacion (2.2.15), y se
describe por:

(2.2.27)

10° 1 o oT 1 2T 107
———T)+—; ——| sen +— =
ror reseny oy reseny Jdp a Ot

Y oy

x

FIGURA. (2.2.2) SISTEMA EN COORDENADAS ESFERICAS
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2.3 METODO DE SEPARACION DE VARIABLES. PARA LA
CONDUCCION DE CALOR UNIDIMENSIONAL EN ESTADO ESTABLE.

Una solucion analitica de las ecuaciones que gobiernan el fendmeno de conduccion
de calor debe satisfacer tanto a la ecuacion general como a las condiciones de
frontera especificadas. Una técnica para resolver este tipo de problemas, es el método
de Fourier, conocido también como el método de Variables separables .

El método de variables separacion. Tal vez, éste es el método sistematico mas antiguo
para la solucion de ciertas clases de ecuaciones diferenciales parciales, habiendo sido
usado por D"Alember, D. Bernulli y Euler, alrededor de 1750, en sus tratados de la
ecuacion de onda. La aplicacion de este método con valores de frontera
homogéneos y lineales es bastante directa. Es decir, las ecuaciones diferenciales
parciales de conduccion de calor en la enésima variable independiente en n
ecuaciones diferenciales ordinarias, en este proceso de separacion se introducen n-1
constantes arbitrarias de separacion. La solucion completa de estas ecuaciones se
construye por la superposicion lineal de todas las soluciones separadas. Este método
de variables separables no es apropiado si el problema no es homogéneo, debido a
la presencia de generacion de calor interna o a la no-homogeneidad en las
condiciones de frontera o a ambas, [5 ],[19]

2.3.1 PLACA PLANA

Para el caso de flujo de calor simple en estado estable a traves de una pared plana,
el gradiente de temperatura y el flujo de calor no varia con el tiempo vy el area de
la seccion a lo largo de la trayectoria del flujo de calor es uniforme, de acuerdo a la
ley de Fourier.

La ecuacion y las condiciones de frontera son:

dT
dx?

=0 (2.3.1)

TX)=T0)=T; para x=0

(2.3.1)
TX)=T(L) =T, para Xx=L
Integrando la ecuacién (2.3.1) se obtiene:
T =c1 X +C; (2.3.2)
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Las constantes ¢; y ¢, se determinan sustituyendo las condiciones de frontera en la
ecuacion (2.3.2) de la siguiente manera:

Aplicando la primera condicion de frontera se obtiene el valor de c;
T1=c¢1 (0)+C;
por lo tanto:
Ti=¢ (2.3.3)
Aplicando la segunda condicion de frontera se obtiene el valor c; de la forma siguiente:
To=ci (L) +Ty (2.3.4)

Sustituyendo los valores ¢; y ¢, en la ecuacién (2.3.2) se obtiene la expresion que
representa la distribucion de la temperatura:

T,-T
T=T,-1 2x (2.3.5)
L
. T-T
o bien: L X (2.3.6)
T,-T, L

La ecuacidn (2.3.5) muestra que la distribucién de la temperatura en una pared plana bajo
las condiciones especificadas es lineal, como se muestra en la figura (2.3.1)

La rapidez de flujo de calor, que se obtiene en la ecuacion:

L

m el

T2

FIGURA. (2.3.1) CONDUCCION DE CALOR EN ESTADO ESTABLE EN UNA
PLACA
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dT

q=-kA— (2.3.7)
dx
Separando variables se tiene:
X2 T
q j ,dx= kAsz dT (2.3.8)
Si L=Xp -Xg
A
q=Kk I(Tl -T,) (2.3.9)
de otra forma:
_ T1 _Tz
L
KA

donde:
L . o .
A es la resistencia térmica y se define por:

L

R= (2.3.10)
KA
Por lo tanto, la ecuacion (2.3.9) se escribe de la siguiente manera:
q=" ;TZ (2.3.12)

La cantidad WA en la ecuacion (2.3.10), es la resistencia térmica para una placa o pared

plana. La reciproca de esta cantidad, kl,_A se denomina conductancia térmica.

2.3.1.1 ANALOGIA ENTRE FLUJO DE CALOR Y EL FLUJO ELECTRICO

Se dice que dos sistemas son analogos cuando ambos obedecen ecuaciones similares y
tienen también similares condiciones de frontera. Esto significa que la ecuacién que
describe el comportamiento de un sistema, puede transformarse en la ecuacion para el otro
sistema. El flujo de calor a través de una resistencia térmica es analogo al del flujo de
corriente directa a través de una resistencia eléctrica.

17



Simplemente cambiando los Simbolos de las variables por ejemplo, el flujo de calor a
través de una resistencia térmica es analogo al flujo de corriente directa a través de una
resistencia eléctrica, debido a que ambos tipos de flujo obedecen ecuaciones simbolicas. Si

la ecuacion de flujo de calor q= AF;I- se sustituye el simbolo del potencial de temperatura

AT por el simbolo del potencial eléctrico (es decir, la diferencia de voltaje AE ) y el
simbolo de la resistencia térmica R por el simbolo de resistencia eléctrica, se obtiene la

. : . A | =
ecuacion para la rapidez de flujo de carga eléctrica i , i=—
e
Por ejemplo:
% Perfil de Temperatura
- .,
o o Ry R3B RC
O—MA—— O— AN——NNA—O
T1 Axy T2 Axs s Axe

(b)
(a)

(a)

R, £
q AN ANN
e - R
Re £
o AN AN AN > o—
T R, R, R,
AN/ AN\
(5) 7, r, T, i

FIGURA. (2.3.1.1) MUESTRA LA COMBINACION DE VARIOS MATERIALES Y SU
ANALOGIA CON UN CIRCUITO ELECTRICO
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In(r,/r) In (r;/r,) In(r /r)
2nk,L 2nk, L 2nk.L

FIGURA. (2.3.1.2) MUESTRA LA EQUIVALENCIA DE UN A COMBINACION DE
MATERIALES DE FORMA CILINDRICA A SU ANALOGIA ELECTRICA

2.3.2 PAREDES PLANAS COMPUESTAS

Para este analisis se considera una pared de tres capas heterogéneas que estan unidas
estrechamente, como se muestra en la figura (2.3.2), El espesor de la primera es 34, el de la
segunda &, el de la tercera 33, siendo los coeficientes de conductividad térmica, ki, ko, ks,
respectivamente, conociendo las temperaturas T, y T4 de las superficies exteriores de la
pared. Las temperaturas de contacto son T, y T3. De acuerdo con la ecuacién (2.3.9), se
obtienen las siguientes expresiones:

k Kk k
q:;i(Tl_TZ):;z(TZ _Tg):é‘*?;(n _T4) (2'3'12)

La suma de las diferencias de temperaturas entre las dos

- Fprfil cla iamparnirs

FIGURA. (2.3.2) CONDUCCION DE CALOR EN ESTADO ESTABLE EN UNA
PARED PLANA COMPUESTA
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Capas internas representan la diferencia total de temperatura entre las capas y se expresa
por:

T,-T,=q %, 9% 0 (2.3.13)

k, Kk, kg
De esta relacion se determina el flujo de calor:
T,-T,

0, ﬁ+5
k,

-1 -3
K, K

(2.3.14)

2.3.3 CILINDROS HUECOS

Para la conduccion de calor en estado estacionario unidimensional a través de paredes
cilindricas en direccion radial, como se muestra en la figura (2.3.3). Para este caso la
ecuacion (2.2.26) toma la forma siguiente:

Separando variables e integrando, se obtiene la solucion general y se expresa por:

T=ciLn|r|+c, (2.3.15)

Donde: ¢; y ¢, son constantes de integracion que se evaltan por las condiciones de
frontera siguiente:

T=T; parar=rg
(2.3.16)
T=T,; parar=r;

Con estas consideraciones se obtiene la solucion particular para la distribucion de la
temperatura de la siguiente manera:

Primero sustituyendo las condiciones de frontera en la ecuacién (2.3.15) y se obtiene los
valores de ¢; y Co.

¢, = (.-, (2.3.17)
Ln[er
rl
c,=T,— .-T) Ln(r,) (2.3.18)

Ln[er
I’l
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Sustituyendo los valores de ¢; y ¢, en las ecuaciones (2.3.15) se obtiene la siguiente
expresion para la distribucién de las temperaturas:

ToT, 4| 2 Ln(rj (2.3.19)

En estas ecuaciones se observa que la temperatura varia logaritmicamente a través de una
pared cilindrica, en cambio una pared plana varia linealmente.

Para determinar el flujo de calor, aplicamos las ecuaciones de Fourier:
q= —kAﬂ =-k(2x rL)ﬂ (2.3.20)
or ar
Donde:
L: es la longitud axial del tubo
A: es el area del cilindro de radio r.
Escribiendo la ecuacion (2.3.20) en términos de flujo de calor por unidad de longitud, se

obtiene:

9_ k@2t
L or

Separando variables e integrando se obtiene:

T,-T=— 0 (Ln(rzj] (2.3.21)
k(27 L) r,
Donde:
In| =
r )

: es la resistencia térmica
2r kL

La ecuacion (2.3.21) nos expresa el flujo de calor radial, en términos de las propiedades
geométricas y materiales, y de la diferencia de temperatura.
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2.3.4 PAREDES CILINDRICAS COMPUESTAS

Como en el caso de una pared plana compuesta, se emplea el mismo procedimiento en un
tubo compuesto como se muestra en la figura (2.3.3). Este tubo esta compuesto de varias
cubiertas y de varios materiales. La expresion para determinar el flujo de calor es la
siguiente:

q= T-T,
L In| 2 |+ : In| = |+ : In| "«
2z Lk, \r) 2zLk, \r,) 27zLk, (1,

Para adicionar las resistencias de los efectos convectivos de un fluido que fluye de la
superficie interior a la superficie exterior del tubo, es necesario incluir las areas correctas
por donde atraviesa el flujo. La ecuacion para este caso es la siguiente:

(2.3.22)

(2.3.23)

FIGURA. (2.3.3) TUBO COMPUESTO
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2.3.4.1 PAREDES ESFERICAS

Para el caso esférico, la ecuacion de Laplece unidimensional es:

d[rz dT] 0 (2.3.24)
dr dr
Derivando se tiene:
2
g I+gd—T:0 (2.3.25)
dr r dr

separando variables e integrando, se obtiene:

ar _ ¢
dr r?
De donde:
T = —1+c2 (2.3.26)

r

Las condiciones de frontera para este caso son T(r1 ) =T,y y T(r ) = T, , De donde
obtenemos las constantes de integracion:

T(rl)z_(;l-pcz =T

1

T(rz):_&+cz =Tz

r

_TZ_Tl
Cl—l_l
n n

T, sz

r r.
©="1 1
nor

Por lo tanto:

Finalmente para T(r):
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LT, 1.1
b r nhr
Tn= -2+ - ——* 2.3.27
O=-1 1 (23.27)
r1 r2
La expresion para el flujo radial de calor en un cuerpo esférico es:
q=-k AT (2.3.28)
r

En la cual A = 4nr? y dT/dr viene dada por la ecuacién (2.3.27). Haciendo estas
sustituciones, q sera:

q=-kA SLE el ER FP rnr, (H] (2.3.29)
r2 i_i n-r
rl r2
En forma equivalente se expresa:
T -T
q=4zkr, rz( ! ZJ (2.3.30)
1~

De donde observamos que la resistencia térmica para una esfera se expresa por.

_ (rl_rZ)

= 2331
drkrr, ( )

t

2.4 SUPERFICIES EXTENDIDAS

En esta seccidn se analiza la transferencia de calor entre una superficie y un fluido por
medio de una superficie extendida en forma de aletas rectangulares, circunferenciales y
varias formas de espirales, Estas superficies extendidas cominmente se encuentra unidas a
la superficie de una estructura.
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241 ALETAS DE SECCION TRANSVERSAL UNIFORME

Se considera una aleta que tiene la forma de una barra cuya base se adhiere a una pared que
tiene una estructura Ts (ver figura 2.4.1.).La aleta se enfria a lo largo de la superficie por
un fluido a la temperatura T, . La seccion transversal es de una area A, con una
conductividad térmica uniforme k, y el coeficiente de transferencia de calor entre la
superficie de la aleta y el fluido es h. Se supone que la temperatura en cualquier seccion
transversal de la barra es uniforme, el problema a un flujo de calor unidimensional, [4], [5],

[91y [15].

( U = RPdx (T-T, )

Base

FIGURA. (2.4.1) ALETAS EN FORMA DE BARRA

Realizando un balance de energia se obtiene la ecuacion que determina la distribucion de la
temperatura, para un pequefio elemento de la aleta.

Rapidez de flujo Rapidez del Rapidez de flujo
de calor por flujo de calor de calor por
conduccién que = por conduccion + conveccion  a (2.4.1)
entra en el que sale del partir de la
elemento en x elemento en superficie entre
(x+dx) XYy (x+dx)
Recuerde que la ecuacion definida para el coeficiente de transferencia de calor por
convecciones: (= hA(Tw -T, ) la energia que entra en la cara izquierda es q, = —kAg
2

La energia que sale por la cara derechaes q,,4 =— kAd—T :-kA(dT + d I dxj

aX | g dx dx

Energia perdida por conveccion es hP(T —T, )dx
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Matematicamente se expresa por:

kAT _|_kadT +i(—KAd—T)dx +hPdx(T -T,)
dx dx dx dx

2
0=- KAd—T+ KAd—T—i- KAd T
X dx dx?

dx—hP(T =T, )dx (2.4.2)

Donde:

P: es el perimetro de la barra

A = Pdx: es el area de la superficie entre las secciones x y (x+dx) en contacto con
el fluido que rodea la barra (conveccion)

Por lo tanto la ecuacion que se obtiene es:

d’T
dx?

hP
_ﬂ(r -T.)=0 (2.4.3)

hP
Si KA~ m? La ecuacion (2.4.3) queda de la siguiente forma:

d*T
dx?

-m*(T-T,)=0 (2.4.4)

La ecuacion (2.4.4) es una forma comdn de una ecuacion diferencial ordinaria de segundo
orden, [19] siendo la solucién general:

T-Te=cre™ +ce™™* (2.4.5)

Donde c; y C; son constantes de integracién. Sus valores se determinan a partir de las
siguientes condiciones de frontera:

T=T, cuando x =0
Sustituyendo la condicién anterior en la ecuacion (2.4.5) se obtiene:
Ts-Tw =C1e"Q+ce™D=¢; +¢c, (2.4.6)
En el estudio de problemas de transferencia de calor mas complejos, a menudo es
conveniente desligar las regiones y considerar por separado. Asi, la condicion de contorno
es simplemente una temperatura conocida. Considerando Xx=L, T|w=Ts, en la figura

2.4.2a se muestra esta condicion que se conoce como condicion de contorno del primer
tipo o de Direchelit. A veces es conveniente aplicar una condicion de contorno a una

26



superficie para la cual se conoce el flujo de calor por unidad de area. Esta se muestra en la

figura2.4.6.b. , -kﬁ T
o X

tipo o de Neumann. Otra situacién que se presenta con frecuencia es aquella en que la
region adyacente es un fluido, y se quiere describir la transferencia de calor al fluido por
medio de la ley de enfriamiento de Newton. En la figura 2.4.2.b
kO T =h(T e - T)
o X
La figura (2.4.2) ilustra esquematicamente las condiciones descritas para tres condiciones
de frontera.

x=L =(s, que se conoce como condicion de contorno del segundo

FIGURA. (2. 4.2) ILUSTRACION ESQUEMATICA DE LAS TRES CONDICIONES
DE FRONTERA PARA UNA ALETA DE FORMA DE BARRA
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CASO I

Si la barra es infinitamente larga, su temperatura se aproximara a la temperatura del fluido
conforme x—, 0 T=T,, en X—o0 . Sustituyendo esta condicion en la ecuacién (2. 4. 5) se
obtiene:

T-Te=cre™”+ce™m” (2.4.7)

La condicion de frontera se satisface Unicamente si ¢; = 0. Sustituyendo este valor en la
ecuacion (2. 4. 6) se tiene:
C2 :TS - Too

Por lo tanto la distribucion de la temperatura se convierte en:

T-To=(Ts- To)e™ (2.4.8)

La rapidez del flujo de calor de la aleta al fluido, se puede obtener por dos métodos
diferentes. El calor que fluye por condiciones a través de la raiz de la aleta se dé trasmitir
por conveccion desde la superficie de la barra hacia el fluido, es decir:

L

q aleta di

o= [NP(T =T, )ox 2.4.9)

Derivando la ecuacioén (2. 4. 8) y sustituyendo el resultado para x =0 en la ecuacién (2.
4. 9), se obtiene:

Qo = KA m(T, -T,) ™| , = /APKA(T, -T,) (2.4.10)

El mismo resultado se obtiene calculando el flujo de calor por conveccion desde la
superficie de la barra:

hp
m

(T,-T, )™ |” =-/hPkA(T, -T,) (2.4.11)

0

Qateta = J:C hP(Ts _Toc )e*deX ==

Las ecuaciones (2. 4. 8) y (2. 4. 11) son aproximaciones razonables de la distribucion de la
temperatura y de la rapidez del flujo de calor en una aleta finita, si su longitud es muy
grande comparada con el area de su seccidn transversal.

28



CASO II.

Si la barra es de longitud finita, pero se desprecia el calor que se pierde por el extremo de la
barra, o el extremo de la barra se encuentra aislado, la segunda condicién de la frontera
requiere que el gradiente de temperatura x=L sea cero, es decir, dT/dx = 0 para x = L.
Derivando la ecuacién (2. 4. 5) y sustituyendo esta condicidn, se obtiene:

Co=c e’ (2. 4.12)

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion (2. 4. 6) se obtiene los valores de ¢; Y Ca:
T.-T, g M
Cl = 1+e2mL = (TS _Tw>|:eml +e—m| :|
Y (2.4.13)

T -T e™
c,=——>=(T.-T.) ———
2 1+e_2m|_ ( S oo)|:emL +eml:|

Por lo tanto, la solucion completa es:

emx eme
T-T, =(T.-T + 2.4.14
© ( S OO{:l-_’_eZmL 1+e2mLJ ( )
En forma simplificada:
T-T, coshm(L-x
— = ( ) (2.4.15)

T-T cosh(mL)

S 0

La pérdida de calor de la barra se puede determinar con la ecuacion (2. 4. 14), sustituyendo
el gradiente de temperatura en la base o raiz.

1 1 \dT
—(T.-T -
e e 1l

ar
dx

x=0

(2.4.16)

e—mL emL
= (TS o TOO ) m mL -mL mL —-mL
e +e e +e
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Usando las identidades hiperbolicas

eX _e—X X

—e™* e* —e™ _sinh(x)

e
tanh(x)= =
anh(x) e*+e™ cosh(x)

sinh(x) = cosh(x) =

Reduciendo a un denominador comun el paréntesis del segundo miembro, la ecuacion
anterior se escribe como:

emL _e—mL

~—— — =Tanh(mL) (2.4.17)

e™ +e

Donde Tanh es la tangente hiperbdlica. La rapidez de flujo de calor que se desprende de la
barra es:

Uparra = —kA(;T o ="/PhKA(T, - T, JTanh(mL) (2.4.18)
o Ix

CASO IIlI.

Si el extremo de la barra pierde calor por conveccion, el calor que fluye por conduccién
hacia la cara en x = L debe ser igual al flujo de calor por conveccion del extremo de la
barra al fluido, o sea:

dT
—kg b =M =T (2.4.19)

El coeficiente de transferencia de calor, que en el extremo de la barra h; no es igual al valor

de h sobre la superficie circunferencial de la barra. Sustituyendo para Tx= Yy (dT/dX)x=_ de
la ecuacion (2. 4. 5) se obtiene el flujo de calor:

0 =—k(Cme" -C,mg ™), ., =h (T, -T,) (2.4.20)

X

-m m h m -m
C,e" -Ce L=ﬁ(cle “+C,e ™M) (2.4.21)

30



Las ecuaciones (2. 4. 20) y (2. 4. 21) se puede resolver simultaneamente para obtener las
constantes ¢; y ¢, en la misma forma que para los casos anteriores. Por lo tanto, la
distribucién de la temperatura a lo largo de la aleta es:

T-T, coshm(L~-x)+(h_/mk)senhm (L - x)

(2.4.22)
T, -T, cosh(mL)+ (h, /mk)senhmL
Y el flujo de calor que se desprende de la aleta se expresa por:
0 = /PhAK(T, =T.) senhmL + (h, /mk)coshmL (2.4.23)

coshmL + (h_ / mk)senh mL

2.4.2 ALETAS RECTANGULARES

La aleta rectangular de lados rectos (figura 2. 4. 3) se analiza la forma similar que la barra.
Si el ancho b de la aleta es grande comparada con su espesor 8, b>>3, el perimetro es.

P = 2(b+5) = 2b

El area de la seccion transversal A de la aletaes A=hd,y

hP /2h
m= —_ = _
kA ko
El desarrollo de las ecuaciones para la distribucion de la temperatura y el flujo de calor en
una aleta rectangular, es identico de los casos anteriores.

FIGURA. (2.4.3) ALETA RECTANGULAR
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2.4.3 ALETAPIRAMIDAL

La aleta piramidal (figura 2. 4. 4) se aproxima a la forma que proporciona el maximo flujo
de calor por unidad de peso. El analisis se basara en el ancho b y nuevamente se supondra
que la temperatura es solamente una funcion de x. Un balance de calor para una seccion
diferencial de la aleta entre x y x + dx conduce a:

d[kAdT(x)} =hP(T(x)-T,) (2.4.24)
dx dx

Mientras que A y P son constantes para una barra, ambas son funciones de x para la aleta
piramidal.

Derivando con respecto a X, la ecuacion (2. 4. 24) se convierte en:

KA(X) =hP(X)[T(x)-T,] (2.4.25)

4 T(x) , dAKX) , dT ()
2 dx dx

La ecuacion (2. 4. 25) es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientes

variables  KA(x), K{[d'g‘:x)ﬂ ,h P(x)

FIGURA. (2.4.4) ALETA PIRAMIDAL
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Dividiendo la ecuacion (2. 4.25) entre kA(x) se obtiene:

d°T , (dA(x)/dx) dT _ hP(x)

dx? A(x)  dx kA(x)(-I-_-I-“’):0 (2.4.26)

Si se desprecia el efecto de los lados, entonces P=2b, y el area de la seccidn transversal de
la aleta puede obtenerse observando que el espesor de la aleta en cualquier punto x es igual
a o=t(x/l) por lo que A=(bt/L)x. sustituyendo esta expresién para a en (2.4.26), se
encuentra que:

2
d1'+1dT 2Lh(T—Tw)=0
dx x dx  Ktx

(2.4.26.1)

La ecuacion (2. 4. 26.1) se asemeja a una ecuacion de Bessel modificada [5],[9] siendo la
forma general para cualquier valor de n:

2
22(;2/+zgy—(22+n2)y:0 (2.4.27)
z z

Esta ecuacion tiene las siguientes soluciones dependiendo del valor de n
Remplazando z por iz se tiene:

Y=y(2) C/l,(z)+C,l_,(z) cuandon =0o0entero
i C,1,(z)+C,K,(z) cuandon =00 unenero positivo
Cuando la ecuacion es de la forma:
2
de Z+zﬂ+(zz—n2)y:0 (2.4.27.1)
dz dz

Tiene soluciones de la forma:

C,J.(2)+C,Y, (z) cuandon =00 unenero positivo

CJ,(z2)+C,J ,(z) cuandon = 0o entero
Y:y(Z){ ' ’

Donde
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[e'e] _ m 2m+n m 2m-n
J.(2)=2")] 2(+1) z Y J.(2)= z 2( 1"z esta es llamada funcion
=2 m!(m-n)! 52" ml(m - n)!

de Bessel de primera clase de orden n. Si, n es cero un entero la solucion a la ecuacion de
Bessel esta dada:

7 2m+n
Yn(z):#[Jn(z)cosnyz-\]_n(z)] 1. (2)=i"J (iz) = Z (/)

sennz “ml(m+n)!’

K (2) = zi”*l(J (iz) +iY, (iz)) También llamada solucion de Bessel de segunda clase. En
n 2 n n

: . : d’y 1d n’
resumen si la ecuacion diferencial es de la forma y + ——y a’ —— |y=0paran=00
X

dx? xdx

entero tiene como solucion y=A Jn(ax)+B Y,(ax) donde J,, Y, son funciones de Bessel de
orden de primera y segunda clase y la ecuacion es de la forma

Admite solucién y =ClI, (ax) + DK, (ax)

Donde I, y K, son funciones de Bessel modificadas de orden n de primera y segunda
especies, respectivamente.

Las reglas de diferenciacion estan dadas por

& [9,(@0] = -a,(ax)
dx

d
y Yo(@]=a, (ax)

d
e la@)]=al (@)

d
&[Ko (ax)] = —aK, (ax)

La ecuacion (2. 4. 26) se puede llevar a la forma de la ecuacion (2. 4. 27). La solucién de
este tipo se desarrolla en forma parecida a las funciones de seno y coseno.

ConS|derando que B® = 2Lh/ kt y que y = (T - T, ). Multiplicando la ecuacién (2.4.26.1)
por X se obtiene:
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2
xzj ¥+xgi—82xy=0 (2.4.28)
X

La ecuacion (2. 4. 28) tiene a la forma requerida para n=0, excepto por el coeficiente
-B%x, por lo tanto, se determinara una variable relacionada con x que modifique este
término. Si el coeficiente del término B?x es el cuadrado de alguna otra variable, ésta

debera ser proporcional a B-/x raiz cuadrada de Bx. Si se supone que esta nueva variable

que se designa por designa z, es igual a una constante, ¢, multiplicada por B~/x , al derivar
las siguientes relaciones se obtiene:

7=cB/x o  x=1 (2.4.29)

Por lo tanto,

dz _ﬁ /2

dz 2.4.30
o 2 X (2.4.30)

dy _dyde _dycB

= 2.4.31
dx dzdx dz 2 X ( )
dzy:i ﬂ@x—l/z_
dx?> dx|dz 2
(2.4.32)

:ﬂ@ _1X73/2_+d2ygﬁx_1/2
dz 2| 2 | dz® dx 2

Sustituyendo las relaciones anteriores en la ecuacion (2. 4. 28) se cambia la variable x por z
y la ecuacion resultante es:

+zd——iz y=0 (2.4.33)
Z ¢
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Esta ecuacion es idéntica a la ecuacién modificada de Bessel de orden cero (n=0), si c*=4 o
z=2B-/x . Por lo tanto, la solucién general es:

Y = (T -Tw)=c1 lo 2B+/x) +¢; Ko (2B /X)) (2. 4. 34)

Donde:
C1 Y Cz: son constantes de integracion
lo ¥ Ko: funcién modificada de Bessel de orden cero.
Estos valores se toman del apéndice 2. 4. 1

1,(00=1 , K,(0)=w

Para evaluar c; y ¢, se aplican las condiciones de frontera siguientes:

Primera condicion de frontera.
T=Ts para Xx=L
Segunda condicion de frontera.
La temperatura de la aleta debe ser finita en cualquier parte. El extremo de la aleta (x=0),
ko (0) tiende a infinito y por lo tanto, ¢, deba ser cero para que la temperatura permanezca

finita. Sustituyendo estas condiciones de frontera en la forma usual se obtiene la
distribucion de la temperatura y se expresa de la siguiente forma:

T-T, 1,(2B/x)
T.-T, 1,(2B/L)

(2.4.35)

El flujo de calor de la aleta se obtiene derivando la ecuacion (2. 4. 35), elevando el
gradiente de temperatura en la base (x = L) y multiplicando el resultado por el area de la
base, se tiene:

dl I (cz)] = I, +1 (cz)d(cz)

Paran=0

d['o(if\&)] _ [ll(ZB\/;)]BX&/Z
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Por lo tanto, el flujo de calor de la aleta es:

qa.eta—KA‘;T =b2hki(T, -T ): iig (2.4.36)

Donde t es el gruesor.

2.4.4 ALETA CIRCUNFERENCIAL DE ESPESOR CONSTANTE

Los calculos son mas complejos en el caso de aletas de seccion transversal variables que
en el caso de aletas rectas de espesor constante. Consideremos la transmision de calor por
conduccidn a través de aletas circulares de espesor constante, como se muestra en la figura
(2.4.5). El procedimiento para analizar es el siguiente: se supone que el espesor de la aleta
es insignificante con respecto a su longitud total, de tal manera que la transferencia de calor
por conduccion se lleva acabo solamente en la direccion radial, la diferencia de
temperaturas esta dada por 6=T-T .. (Tr. =T.. ,00=T,) EI area normal al vector flujo de
calor, se escribe:
A =2nrb
y el perimetro se expresa por:

P=A4nr
Sustituyendo estos valores en la ecuacion (2.4.24) y reemplazando x por el radio, se obtiene
la ecuacion diferencial:

2
: f+1dﬁ—2*h9=0 (2.4.37)
dre rdr kb
Haciendo los cambios:  m? =i2 , zZ=mr y 1=m , las sustituciones
r z
de dé
- =——m y
dr dz
d’e , d? . . . ,
o =m 2 asi que la ecuacion (2.4.37) se convierte en:
d” 20 +1d—0—0 0 Que es una ecuacion de Bessel.
dz z dr

Las condiciones de frontera son:

r=R; T=To
r:Rz d—T:O
dr
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La solucidn de la ecuacion (2. 4. 37) se obtiene de las funciones de modificadas de Bessel:
6 =C,1,(mr)+C,K,(mr)
Las funciones |, , Ko tienen las siguientes propiedades:

enr=0, lo(mr)=1 y Ko(mr)=c
enr=oo, lg(mr)=o y Ko(mr)=0

Se calcularan las constantes usando las condiciones de frontera:
00=C1lo(mR;)+C2Ko(mR;) para aplicar la segunda condicion de frontera se requiere

diferenciar las funciones: dlg(x) =1L(x) , dkg(x) =—k,(X) de donde se obtiene
X X
a0 _ C,ml (mr)-C,K,(mr)=0, setiene el siguiente sistema de ecuaciones
r

Cml(mr)-C,K(mr)=0 y &=C/,(mr)+C,K,(mr) dedonde C;y C;estan dadas

por:
K, (mr;)6,

MK, (M) + 1 (K, ()

- 1, (mr,)é,
1 (mr)K, (mn,) + 1, (mr,) K, (mr)

2

6 _ ky(mn)lo(mr)+1,(mK, )k, (mr)

= (2.4.38)
Oy k(mr)lo(mr)+1, (MR, )k, (mr,)
Para el flujo de calor se tiene la siguiente expresion:
dée
q=-k(2mrib) - | 11 = 2nr, KbmOQ (2.4.39)

ky (MR,) 1y (mr)+ 1, (MK, )k, (mr)

Donde Q =
ki (MR,) 1, (MR,) + 1, (MR, )k, (MR, )
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FIGURA. (2.4.5) ALETACIRCUNFERENCIAL

2.5 METODOS DE SEPARACION DE VARIABLES DE CONDICIONES DE
CALOR EN ESTADO ESTABLE BIDIMENSIONAL.

En la seccion anterior se analizaron problemas de conduccion de calor en una dimension en
estado estable. Muchos problemas practicos entran dentro de esta categoria, pero cuando
las fronteras son irregulares o cuando la temperatura a lo largo de una frontera no es
uniforme, un analisis unidimensional no es satisfactorio.

2.5.1 CASO BIDIMENSIONAL. PLACA RECTANGULAR SEMI-INFINITA

Considerando una placa rectangular sin generacion de calor como se muestra en la figura
(2.5.1.), Con limitesx =0 y y = oo se debe mantener una temperatura estable y uniforme,
y el cuarto limite y = 0 mantiene una distribucién de temperatura permanente pero
arbitraria T = f(x). La placa se considera relativamente delgada, el gradiente de temperatura
dT/dz se desprecia, y el campo de temperatura esta en funcion de x y y unicamente, es decir

T=T(XY).
[

< fp

FIGURA (2.5.1) PLACA RECTANGULAR SEMI-INFINITA
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Si la placa tiene una conductividad térmica uniforme y sus superficies estan aisladas contra
el intercambio de calor con los alrededores, la distribucion de la temperatura T(X, y) debe
satisfacer la ecuacion diferencial parcial de Laplace para dos dimensiones:

o o0°T
+ =
x> dy?

0 (2.5.1)

Las condiciones de frontera que se deben satisfacer son:

T=0 para x=0, L
T=0 y=00 (2.5.2)
Y=1(x)-T1 = F(X) y=0

La ecuacion (2.5.1) en una ecuacion lineal y homogénea en derivadas parciales.
Generalmente estas ecuaciones se pueden resolver mediante el método de separacion de
variables, [4], [6], [7], Y [19], suponiendo que la solucion es un producto de la forma

T=XY (2.5.3)

Donde, X = X(x) y Y = (y). Sustituyendo la ecuacion (2.5.3) en la ecuacion (2.5.1), se
obtiene:
1d°x _ 1d?%
x dx? y dy?
En la ecuacion (2.5.4) las variables x & y se encuentran separadas, con este resultado cada

lado de esta ecuacion debe ser igual a una constante: —A? . Por lo cual, se tiene las dos
ecuaciones diferenciales ordinarias siguientes:

(2.5.4)

d?x

o 2y =0 (2.5.5)
y
d’y
& —2%y=0 (2.5.6)

La solucién general de la ecuacion (2.5.5) es de la forma, donde a= +i)
(i? =-1). De acuerdo a este resultado se tiene:

X =c.e”™ +c,e (2.5.7)
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Utilizando las identidades, la solucion general para X toma la forma siguiente:
X =c,cosA X+cC,send X (2.5.8)
La solucion general de la ecuacion (2.5.6) sera:
Y =c,e’’ +c,e™” (2.5.9)
Por lo tanto:

T=X*Y =T =XY =(c,cosA X +¢C,sen i x)(cseiy + c4e’ﬂy) (2.5.10)

Donde, c,, c;y c, son constantes que se deben determinar a partir de las condiciones de

frontera. Para la ecuacion (2.5.8) se debe de satisfacer la primera condicion de frontera de
la ecuacion (2.5.2), cuando T=0 para x=0, X se elimina cuando x=0, por lo que c,=0. Por

esta misma razén c3 = 0. La solucion general XY se reduce en este caso a la forma:
T=ce?senl x (2.5.11)

Para satisfacer la segunda condicion de frontera de T=0 para x=L , por lo tanto ,
SeniL=0 o

Para cada entero, n, existe una solucion diferente y una constante de integracion
asociada a cada solucion. Sumando estas soluciones para todo entero positivo, se
tiene la siguiente expresion:

T = che‘(”’””y sen(nf X) (2.5.12)
n=1

La sumatoria permite la solucion de una ecuacion diferencial parcial lineal y homogénea.
Se observa que la ecuacion (2.5.12) también satisface la tercera condicion de
frontera paraT=0en y =oc . Los nimeros n son conocidos como valores propios y
cada solucion T, es llamada funcién propia. La ultima condicién de frontera exige
que T= F(x) para y= 0, por lo que:

F(x) = icnsen(nf X) 2.5.13)

4



Este resultado es conocido como serie de Fourier de la funcion arbitraria F (x), la cual es
una serie infinita de senos. En este caso las amplitudes indeterminadas C,, estan dadas
por:

L
C, = i.([ F(x)sen(nlfZ X) dx (2. 5. 14)

Las dos constantes de integracion Ay ¢ estan determinadas, por lo cual, la solucién final
es:

© L
T(x,y) = iZe“””’L)ysen(nf x)jF(x')sen(rt[)x’d X' (2.5.15)
n=1 0

Donde x representa la variable de integracién para evitar confusién con la variable
independiente X.

2.5.2 SEMICIRCULO SOLIDO LARGO

Para el andlisis de solucién de la ecuacion de Laplace en dos dimensiones  en
coordenadas cilindricas, se considera la  distribucion de la temperatura T(r ,p) en
semicirculo solido largo  limitado por la superficie r = r, teniendo una
distribucion de temperatura T = f (¢ ), y con un diametro 2r; manteniendo una
temperatura uniforme To, como se muestraen la figura (2.5.2). Si en este caso, la
diferencia de temperatura se define como T =T - Ty, por lo tanto ,T (r, ¢ ) debe
satisfacer la ecuacion diferencial parcial :

AT 10T 10°T 9%z
+ + +

VAT (r,p) = =
(r.¢) ort ror r? dp? 0 7*

=0 (2.5.16)

T

FIGURA. (2.5.2) SEMICIRCULO SOLIDO
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Y las condiciones de frontera son:

. (2.5.17)

Donde F(o )= f(o) - To

Suponiendo que la solucion es un producto para T enlaforma T= R ® donde

R=R(r) vy <D=CD((p) , la ecuacién (2.5.16) se puede separar en dos ecuaciones
diferenciales:

2
er I3+rﬂ—n2R:O (2.5.18)
dr dr
2
3 ?+n2cp=o (2.5.19)
@

La solucion general de la ecuacion de Euler dada su forma general:

d’ d o :
? q Z +a xdy + £y =0 donde a,  son constantes reales esta ecuacion tiene soluciones
X X
de la forma y=x" asi que al sustituir esta en la ecuacion anterior tenemos como resultado
r(r-1)+ar+p=0 esta es una ecuacion de segundo orden que tiene por discriminante

D=(a-1)>-4p de este hecho se desprenden tres casos:

X

caso 1 si D>0 la solucién es y=c;x"+cox™
caso 2 si D=0 y;=x" y y,=x" Inx
caso 3 si d<0 entonces ri=A+ip r,=A—ip y la solucién y=ci;x"cos(ulnx)+cox"sen(uinx)
Asi que la solucion de (2.5.18) esta dada por:
R=c,r" +c,r" (2.5.20)
y la solucion general de la ecuacion (2.5.19) esta dada por:
®=c, cos(ny) +c, sen(ng) (2.5.21)
De donde se tiene:

T(r,p)=r"(Acos(ng) + Bsen(ng))+r "(Ccos(ngp) + Dsen(ng))  (2.522)

Una solucion producto R® de la ecuacion de Laplace, [5], [9]
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Para una solucién apropiada de la ecuacion (2.5.22) se usan las condiciones de frontera
(2.5.17) se observa que el termino r™™  no puede existir si T permanece finita a medida que
r se aproxima a cero. Porlocual C= 0=D, esclaroque A =0, si T desaparece para,
entoncesn=1, 2, 3,...y B=B,. Esto reduce la solucion a:

T =) B,r"sen(ny) 0< o9 < (2.5.24)

n=1

Esta ecuacion finalmente satisface la segunda condicion de frontera de la ecuacion
(2.5.17), la cual requiere que:

F(p) = i B, r," sen(ng) (2. 5. 25)

n=1

Por consiguiente B, esta dada por:
n_ 27
B, == [ F(p)sen(ng)de (2.5. 26)
T 90

La solucion completa se expresa por la siguiente expresion:

T=T, +Zi(r] F((p)sen(ng))de (2.5.27)

n=1\_11

2.5.3 CILINDRO SOLIDO

Considere el cilindro sélido mostrado en la figura 2.5.3. La superficie lateral y la cara
izquierda tiene una temperatura isotérmica (T, ) mientras que la superficie de la cara
derecha se mantiene a una misma temperatura (Ty).

La ecuacion de esta, esta dada por:

2T 10T J2°T

+ = + 0 2.5.28.0
ort rdr 9 z? ( )

Y donde las condiciones de frontera estan dadas por:

T=T, para z=0 (2.5.28.1a)

T=T, para z=L (2.5.28.1b)
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oT

o 0 parar=0 (2.5.28.1¢c)

T=T, parar=ry (2.5.28.1d)

La novedad que presenta la tercera ecuacion es que la condicion de el flujo de calor es cero

(2.5.28.1c) ¢cual es el estado que se busca para la distribucién de temperatura T(r, z) sea
simétrica alrededor de la linea central.

Las ordenes radiales r surgen de forma similar a las ordenes de las condiciones de frontera
homogéneas.

Sea 0 =T-T,, entonces:

0% 106 o %
+ + =

- 0 2.5.28.2
or ror 9zt ( )
6 =0paraz=0 (2.5.28.3a)
0 =0y paraz=L (2.5.28.3b)
o0 =0 parar=0 (2.5.28.3c)
or
6 =0 para r=rqy (2.5.28.3d)

Utilizando el método de separacion de variables 6 (r,z)=R (r) Z(z) en la ecuacion
(2.5.28.2)

RII 1RI
+i
R rR

Este resultado genera dos ecuaciones una para R(r) y otra para Z(z)

+72"=0

RELIRT )2 (2.5.28.5)
R rR
Zv= 37 (2.5.28.6)
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Donde A° es una constante positiva. La solucion general de la ecuacion (2.5.28.6) esta
dada por (X ’+A?=0 tiene soluciones de la forma X= C; sinh(Ax)+C, cosh(Ax) para A*
positiva)

Z =C,sinh(A1z)+C, cosh(A12) (2.5.28.7)
La solucion general para la ecuacion (2.5.28.5) esta dada por:
R=C,J,(A nN+C,Y, (1) (2.5.28.8)

Jo Yo, son las funciones de Bessel de orden cero, donde Jo es del primer tipo y Y, de
segundo tipo.

La figura (2.5.3°) muestra que Y, se vuelve infinito en el centro de la linea y que
0 J,/8 r=0 enr=0. Consecuentemente, las condiciones de frontera en la linea central
requieren que C, = 0 en la ecuacién (2.5.28.8), la condicion de frontera al final del lado
izquierdo (2.5 .28.3a), en el otro lado, requiere que C, = 0 en la ecuacion (2.5.28.7),
combinando los resultados de las ecuaciones (2.5.28.7) y (2.5.28.8) en la expresion del
producto 6 = R Z, obtenemos:

0 =Ksinh(4 z)J, (1 r) (2.5.28.9)

En esta parte notamos que en el caso especial que A=0, la solucién general, 6=RZ degenera
en 0o=K(In | r | r+A)(z+B), donde K, A y B son constantes . La condicion de frontera en la
linea central (2.5.28.3c) requiere que en este caso K = 0, significa que 6,=0. En conclusion,
la contribucidn de 6, es cero para la solucion final 6 , y lo cual nos permite continuar con
el andlisis de la ecuacidn (2.5.28.9), para el cual se tiene A # 0.

La condicién de frontera r = ry en la ecuacion (2.5.28.3d) proporciona los valores
caracteristicos del problema®:

J, (A1) =0 (2.5.28.10)

Con lo cual se obtiene un numero infinito de valores caracteristicos para 4 ,r, (n=1,2,...)
que satisfacen la ecuacion (2.5.28.10); el primero de esos valores es A4 1, =2.405 . La

solucién 6 por consiguiente puede ser construida como una serie infinita de Jo de
funciones caracteristicas:

6 => K, sinh(1,2)J,(4 1) (2.5.28.11)

n=1

El paso final es sumar hasta combinar la Gltima condicién de frontera ecuacion de la
ecuacion (2.5.28.3b)

6, =Y K, sinh(4 L)J, (2 ,r) (2.5.28.12)
n=1
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Utilizando las propiedades de ortogonalidad de la funcion Jo, y usando coordenadas
cilindricas:

ero(z 1) I, (A, r)dr=0 sim=n  (2.5.29)
0

Por consiguiente, los coeficientes K, de la serie © puede ser identificado cuando se
multiplica ambos lados de ecuacion (2.5.28.11) por rJ (A r) e integrando desde r =0
ar =ro. El paso final se omite, por que estas requieren el uso seguro de identidades que
existen entre las funciones de Bessel, entonces el resultado para la distribucion de
temperatura 6 (r, z) es:

= J,(4, r)sinh(4,2)

6 =20 2.5.30
° Z; A 1, 3,(4, r)sinh(4 L) ( )
~8=0
[ 1 " 9=
5 b ’ o=
N

FIGURA. (2.5.3) CILINDRO SOLIDO A UNA TEMPERATURA DIFERENTE ENTRE
UNA DE LAS CARAS Y EL RESTO DE LA SUPERFICIE
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Sg— 1 1 1 - 1 1 1 1 5 1 1 1 —

FIGURA. (2.5.3’) COMPORTAMIENTO DE LA FUNCION DE BESSEL Jy, Yo Y J1
2.5.4. PARED ESFERICA
Para una solucion particular de la ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas,

cuando la temperatura en una esfera de radio ¢ es uniforme sobre cada circunferencia
horizontal, € = 6., la ecuacion se transforma a la forma bidimensional

2
r d TZ (rT)+ 1 a(sené?é’T) =0 r<c,0<é@<nz (2.5.31)
ar sené 50 o0

Con valores prescritos en la superficie

T(c,0) = F(0) (2.5.32)

FIGURA. (2.5.4) PARED ESFERICA
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Aplicando la separacion de variables:
T(r,0) =R(r)0(6)

ﬁdzRJrgdiR__idZ@_icosti@
R dr? R dr ® do* ©Osend do

(2.5.33)

Por lo tanto, se obtienen dos ecuaciones diferenciales ordinarias.

r(rR)"—AR =0, r<c (2.5. 34)
y

1d(sen0 Ol@j+/1®=0, 0<O0<nxm (2.5.35)

send dé do

0 con la sustitucion;  x = cosO
d[(1—x2)d®}=o, ~1<x<1
dx do
A : El pardmetro de separacion puede ser uno de los eigenvalores A=n(n+1),n=0,1, 2, 3, 4

La solucion general de la ecuacion de Euler (2. 5. 34) se determina por las raices de la
1

ecuacion cuadrética a’+a-A =0, donde a, = _21 + G +1 jz para i=1,2 entonces la

solucioén esta dada como:
R=c,R* +¢c,R* (2.5.36)

Donde:
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Si a;=n entonces podemos expresar a a,=-(n+1) asi la solucion general de la ecuacién
(2.5.35) es entonces:

R(r,n)=¢,R" +¢,R™ ™Y (2.5.37)
En vista del requerimiento de que R permanezca finita en r = 0, entonces R = Cyr".

La segunda ecuacion diferencial (2.5.35) es una ecuacién de Legendre
A=n(n+l), n=0,1,2, .. (2.5.38)
y la solucion es un polinomio de Legendre
®=P,(X), ©(0)=P,(cos0) (2.5.39)

y satisface las condiciones de frontera.
T(r,0) :iBnr“Pn (cos@) r<c (2.5.40)
n=0
Con las constantes B, determinadas por
F()=Y B.c'P,(cosh) , 0<O<x (2.5.41)
h-0

Usando las propiedades de ortogonalizacion de los polinomios de Legendre, nos lleva a la
expresion para los coeficientes en la ecuacion anterior con la que usamos las sustituciones

0 = arccos X y A,=B,c"

entonces la ecuacion se convierte en

F=Y AP .  -1<x<l , (2.5.42)
donde

A, = 2n2+1jf(X)Pn(x)dx , n=0,1,2,..
0 (2.5.43)
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_2n+1

An
2

IF(H)Pn (cos@)send déb n=0,12,..
0

de modo que la distribucidn de temperatura se da por

T(r,0)= i A, (;jn P, (cosf@) , r<c (2.5.44)

2.6 EL METODO DE LA TRANSFORMADA DE KIRCHHOFF EN EL SOLUCION
DE LA ECUACION DEL CALOR NO LINEAL

En esta seccion se plantea el problema de resolver la ecuacion del calor no lineal
cuando la no linealidad de la ecuacion viene del hecho de que la conductividad del material
es funcion de la temperatura como es en el caso real. Se presenta un método el cual consiste
en modificar la funcion de la conductividad mediante la transformada de Kirchhoff que
permitird reducir la ecuacion a una forma mas sencilla la cual se resolvera sin el mayor
problema. Esta manera de transformar los términos no lineales de una ecuacién diferencial
con el fin de reducirla a una ecuacion diferencial lineal se le conoce como la
transformacion de Kirchhoff y es precisamente de lo que trata este trabajo. Esto se ilustra
aplicandolo a una barra de longitud 0<x<L=10cm, que Sse encuentra inicialmente a una
temperatura uniforme T(0,t)=0°C para tiempo t>0.

Mientras que las condiciones de frontera.
T(0,t)=0°C y para x=L; T(L,0)=100°C .
Donde se supone que la conductividad térmica depende de la temperatura linealmente:
K(T)=Ko(1+BT)

Planteamiento General

Se sabe que la ecuacién que gobierna el fendmeno de la transferencia de calor, para es:
oC o _ V(KT)VT)+g (2.6.0)

P ot
donde p,C,, K son funciones de la temperatura, y €l termino fuente de generacion de

calor es independiente de la temperatura g=g (r,t).

Afin de resolver este problema, procedemos de la siguiente manera. Se define la
transformacion K(T) como:

K

U:U(T):.Tf Myr 262

K
T=T(r,t), donde

K, es el valor de la conductividad térmica para t=0. (2.6.2) es llamada la transformacion de
Kirchhoff. Donde K(T) es funcidn de la temperatura entonces (2.6.1) se puede escribir
como:



pCp(Z[ =KMVT+VKT)VT+g (2.6.3)

de donde se obtiene.

VK(T) = dE'(I'T)

VT (2.6.4)
Sustituyendo (4) en (1) y resulta:

oT - dK(T)
pCpE—K(T)VT 5 (

VT)+g (2.65)

Con el fin de simplificar (2.6.5) utilizando (2.6.2) y (2.6.4) para la funcion U(T) a partir de
K(T) procedemos como sigue, de la regla de Leibnitz se tiene

9(®) q(t)
[ [Fe, t)déJ | 0404 g OF @O0 - FOFTO.0 ©266)
f(t) f(t)
Aplicandolo a(2.6.2) se tiene

(T)_UK(T) J_ I@KT)dT, K(T)dT ()K(O)

K

0 O

donde

aK(T) =0 luego
dt

V) _KMAT 5 6 6a)
o K, dt

0

y del teorema fundamental del calculo integral obtenemos:

d(FK gr] KD
dt\) K K

resultando
du (T)
dT

KT

VT =

VU(T) = VT (2.6.6b)

0

v (T) = V{KK(T)VT:| = Kl[VK(T)VT + K(T)VZT]

luego de (2.6.4) se tiene

vaU(T) —[de(tT)VT VT + K(T)VZT}

0

VAU(T) =K {ddK?) (VT + K(r)vﬂ (2.6.6¢)
y sustituyendo (2.6.6 a) y (2.6.6¢) en (2.6.5) obtenemos

K, au(T)
PK(T) ot

=K ,VU()+g
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pCp aU(T)=V2U(T)+i
K(T) ot K,
LM _gymys 9
KO
a :K—m quedando finalmente
p
10U()

2 o

o aVv U(F)+K g (2.6.7)

donde la difusividad térmica «, es una funcion de la temperatura. (2.6.7) es una ecuacion

mas simple en su estructura, ya que se supone que la variacion de la difusividad térmica,

con respecto a la temperatura, es despreciable por lo tanto es una ecuacion casi lineal que

podra resolverse sin mayor problema.

Por ejemplo sia =cte; a =10, con g = 0 tenemos el problema en forma normal, y

utilizando el método de Kirchhoff se tiene:
10T(xt) 07T (x1)
a ot ox?

bajo condiciones de frontera

T(0,t)=T,=0°C t>0 (2.6.8a)

T(10,t) =T, =100°C t>0 (2.6.8b)

(o]

0<x<10 (2.6.8)

y condicién inicial
T(x,00=0°C parat=0 (2.6.8¢)
Por otro lado resolviendo (2.6.8) por el método de separacion de variables separables

tenemos:
X » (_1)n nx n?z%
T(x,t)=100 —+2» ~Z-sen — ¢ 1° 2.6.9
e () L

Para el segundo caso cuando la g=0y « la difusividad térmica varia linealmente con
respecto a la temperatura (2.6.7) se tiene:
2
LU _0Y h<x<10 (2610)
a ot ox
bajo condiciones de frontera

u(,t)=U, =0°C (2.6.104a)
U(Lt)=U, =100+§(1oo)2 =100(1+508) (2.6.10 b)
y condicién inicial
U(x,00=0°C (2.6.10¢c)
cuya solucion es:

n?z%t

_10d X ()" o M)
U(x,t)—10{10(1+50,B)+2(1+50,6’)nzl: - ser( 10 je ] (2.6.11)

entonces la transformacion de U (x,t) a T(x,t) vendrd dada de la siguiente forma:
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T(x,1) :l i+ 280 (x 1) -1 (2.6.12)

1 = NnzX %
T(x,t)=ﬂ[\/1+200,8[ (1+50,B +21+50ﬂ }Zl“ . sen(loje 1} (2.6.12)

Para los casos en que los valores de a=10, =0.1, son substituidos en la (2.6.11) se tiene
la expresion de la temperatura como:

X (1" () e
T(x,t)=100 —+2) ~——sen —— g 2.6.13
(x) LO 5 ser( ) } 2613)

na N7

Tabla 2.6.1. 1=2

0 120
7.,27472 100

14,3133 80
72,8569 - P
31,5965 o o
41,1567 e , , ,
51,5826 u} 2 A 51 g 10 12
62,8344
74,7908 Grafica 2.6.1.
87,2604

100

[ RR{o RN REN RN s> RS, RIECREFERE N R

——

Tabla 2.6.2. =2.4

0 120
8,160 100

16,4998 0
25,1815 =G -
34,3343 . —
44,0412 o , , , , ,
54,3314 0 2 4 6 5 o 12
65,1769
76,4952 Tabla 2.6.3.
88,1572

100

[ RRio RN+ NI REs RS RS RY R ]

——
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Tabla 2.6.3.

0
1
2
5
4
5
6
7
8
g
0

1

0
8,9473
19,8807
28,8619
38,8377
49,8284
58,8377
68,862
18,8997
88,9473
100

120
100
80
g0
40
20

t=6
——//_'
_f’-/-’
_/-/
——//_'
u} 2 d E EIE 10 12
Gréfica 2.6.3.

Para el caso cuando la conductividad térmica es variable se tiene de la serie (2.6.12)

hasta los primeros tres términos:

1 X
T(xt) =2 J1+2ocp{m(1+5qg)+2(1+5qe)

S

n=1

-y se

{

Nzx

10

—n’z%

10 _1

(2.6.14)

Tabla 2.6.4.

oW~ m = Wkl =0

—_

a
21,1915
33.3313
43.3182
52,3526
k0. 5545

B3.303
774078
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100

120
100
g0
&0
40
20

Gréfica 2.6.4.

Tabla 2.6.5.

]
1
2
3
4
5
B
7
g
9
]

1

0
22,8513
35.606G
46,8729
54,9624
F3.36522

71,362
79.0013
8E. 3295
43,3586

100

120

=24

100

=]

-11]

40

20

Grafica 2.6.5.
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Tabla2.6.6 =6
0 0
120
1 25 9677 1o ,
2 398795 50 P
3 506913 - o L
4 59 5605 o
5 57.9713 EE
] 75326 0 z 4 & & 10 12
7 82 1056 .
g 88.4275
13 BHEE Gréfica 2.6.6.
Tabla 2.6.7. =2
X ECUACION1 ECUACION?
() {l 0 120
1 7242 1905 100
2 148133 333313 80 :
1 086 43319 - 6 /7/’/ B
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9 8TIEM 928166 Gréfica 2.6.7.
10 100 100
Tabla 2.6.8. o
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0 0 0 f20
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4 MM 54060 40
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0 881572 933366 .
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Tabla 2.6.9.

X ECUACIONT ECUACIONZ
0 0 0
1 89,9473 259677
2 19,8997 39,8795
3 29,8619 50,6913
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CAPITULO 3

SOLUCIONES ANALITICAS: METODOS ANALITICOS, METODOS
VARIACIONALES.

3.1 METODOS ANALITICOS APROXIMADOS

Varios métodos aproximados de analisis se han desarrollado para resolver problemas de
conduccion de calor. En esta seccion se presenta el método integral, [9] la formulacion
variacional que conduce el método de Rayleigh-Ritz [25], Galerkin [57] y el método
de Kantorovich [8]. La precisién de una solucion aproximada no se puede determinar a
menos que los resultados sean comparados con la solucion exacta.

3.1.1 METODO INTEGRAL

La aplicacion del método integral para la solucién de ecuaciones diferenciales
parciales es especialmente notable en el trabajo de Von Karman y Pohlhausen [5]
quienes aplicaron el método para el analisis aproximado de capa limite, momento y
ecuaciones de energia de la mecanica de fluidos. Asi mismo, Landahl [ 9], [15]
lo utilizé en el campo de la biofisica para resolver la ecuacion de difusion.

El método es simple, directo y facil de aplicar a problemas de conduccion de calor
con valores en la frontera lineales y no lineales. En esta seccion se presentan los
conceptos basicos relacionados con este método para resolver problemas simples de
conduccién de calor para  sistemas semi-infinitos. Este método se puede aplicar a la
solucion de problemas estables y transitorios.

A continuacion se resumen los pasos basicos en el andlisis del método integral a la
solucion de problemas de conduccién de calor en una dimensién en un medio semi-
infinito sujeto a condiciones iniciales y de frontera sin generacion de calor interna.

1. -La ecuacion diferencial de conduccion de calor se integra sobre una distancia

d( t ), llamada pelicula térmica (La distancia desde la pared en que la temperatura
todavia estd afectada por las condiciones de frontera se denomina 3, la " distancia de
penetracion "L , un requerimiento en L es que L>8 ) , para eliminar de la ecuacion
diferencial la derivada con respecto al tiempo. La pelicula térmica se define como la
distancia en la cual ya no existe flujo de calor. Por lotanto, la distribucion de la
temperatura inicial permanece sin afectar a d(t). La ecuacion resultante se conoce
como la ecuacion integral de energia o como balance integral de calor.

2.- Se selecciona un perfil apropiado para la distribucion de la temperatura sobre
la pelicula térmica. Para este propdsito se prefiere generalmente un perfil
polinomio, en base a las experiencias no se tiene un mejoramiento significativo en
la precision de la solucion en la seleccion de un polinomio mayor de cuarto
grado. Los coeficientes del polinomio se determinan en términos del espesor de la
pelicula térmica & (t) y de las condiciones de frontera.
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3.- Cuando se obtienen el perfil de temperatura se sustituyen en la  ecuacion integral
de energia y se desarrollan las operaciones indicadas, finalmente se obtiene una
ecuacion diferencial ordinaria para la pelicula térmica 6 (t), siendo el tiempo una
variable independiente. La solucion de esta ecuacion diferencial sujeta a condiciones
iniciales especificadas como una funcion del tiempo.

4.- Una vez determinada o (t) del paso 3, la distribucion de la temperatura T (X, t) se
conoce como una funcién del tiempo y de la posicién en un medio.

Para ilustrar la aplicacion anterior, se considera un problema de conduccion de calor
transitorio en un medio semi-infinito para x > 0, una temperatura inicial T; y para un
tiempo t > 0 la superficie de frontera permanece a una temperatura constante Ty como se
ilustra en la figura (3.1.1.1). La formalicen matemaética de este problema esta dada como:

AT (x,1) _12T(x1)

- En x>0, t>0 (3.1.1. 1)

O X a ot
T(x,t)=T, Para x=0 , t>0 (3.1.1.2)
T(xt) =T, t=0 , x>0 (3.1.1.3)

Este problema se resuelve por el método integral.

1. Primero se integra la ecuaciéon (3.1. 1. 1) con respecto a la variable x desde
x=0a x=9 (t):

7,

o~
N
y

I
@

=%
]

Inicialmenite en

- S(r) -
Capa térmica

FIGURA. (3.1.1.1) DEFINICION DE LA CAPA TERIMCA
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En este tipo de integracién usaremos el teorema fundamental para integral de linea que
dice que sea f(x, y) una funcion en una region abierta que contiene a los puntos A(Xo, Yo), Y
B(x1, y1) si f(x, y)=Vo(x, y) en los puntos de esta regién entonces para cualquier curva
suave por partes, C, que empiece en Ay termine en B, y que este por completa en la region

J'f(x,y) dr=¢ (X;,Y,)—¢ (X,,Y,). También usaremos la siguiente identidad que
C

relaciona la derivada bajo el operador de integracion:

a(x) a(x)

o == j £ " dx (3.1.1.4)
(94

La integral del lado derecho cuando se realiza usando las reglas de diferenciacion bajo la
integracion usando

d |t U5 T(x,1) d§(t) dx
—| | T(x,t)dx | = 2 dx+ T(X,0 (t —T(x,0)— Pero dx/dt = 0: asi
dt{ j( Jox| = [ =% (8 )=~ -T(x0) o

x=0

se tiene como resultado:

oT oT 1] d(°® ds
5 X‘x:é‘ "5 X‘x:o _d{dt[x"‘g—d J T‘X s dt:l (3.1.1.5)

Por la definicion de la capa térmica como se ilustra en la figura (3. 1.1. 1), se obtienen
las siguientes condiciones:

oT
=0y T =T, (3.1.1.6)
Por conveniencia en el analisis se define:
5()
J T(xt)dx (3.1.1.7)
:0
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Introduciendo los valores de las ecuaciones (3. 1.1. 6) y (3.1.1.7) en la ecuacién (3. 1.1.
5) se obtiene:

a1
ox|”

d
o=, (0-T) (3.1.1.8)

Esta ecuacién se conoce como la ecuacion integral de laenergia[7] , [8]

2. Se propone una solucién polinomial cubico para T (x, t) en la forma:

T(x,t) = a+bx+cx? +dx® (3.1.1.9)

en 0<x <5(t)
Donde los coeficientes estan en funcion del tiempo.
Para determinar estos cuatro coeficientes en términos de & (t) son necesarias cuatro

condiciones. Tres de estas condiciones son las condiciones de fronterapara x=0 y
para la capa téermica x = 6 (t), como:

é’T‘

W To=Tor @Tho =T, @ =0 (1110

X=

Evaluando de (3.1.10) en la ecuacién (3.1.9)
T(X, t)|x=o = @ + b(0) + c(0)?+ d(0)®=T, dedondea=Ty, (i)
Evaluando de (3.1.10) en la ecuacion (3.1.9)
T(X, t)|xes = @ + b + c8% + d&°=T; (ii)
evaluando de (3.6.10) en la ecuacion (3.1.9)

5;(’"0 | =(0+20 X +3d X )|xes = b + 205 + 3067 =0 (iii)
.

Las cuatro condiciones pueden ser derivadas evaluando la ecuacion diferencial para X
=0 y considerando T =To = constante, por lo tanto, la derivada de la temperatura
con respecto al tiempo se eliminaen x=0 vy se obtiene:

o°T

. o =0 (3.1.1.11)

Evaluando (3.1.1.11) en la ecuacion (3.1.1.9)
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o > T(x 1)
a XZ ‘X:()‘
La cuarta condicion se puede obtener evaluando la ecuacion diferencial parax =6 (t)y

considerandoque T=T;=cte para X=9.
Se forma ahora con (i), (ii), (iii), y (iv) un sistema de ecuaciones:

=(2c+6d X)|x=0=0 por lo tanto 2c=0 de donde c=0 (iv)

1) a=Tp

2) ¢=0

3) a+bs+dd>=T;
4) b+3ds=0

Donde resolviendo este sistema de ecuaciones para a, b, ¢, y d se tiene:

d-—Ti=h) ,_2
2 &° 3

T -T T -T .
T(X, t):T0+2( '5 °jx+(0)c—;( : °jx3 restando T; a los dos miembros
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T. -T, -
' 5 OJ , al sustituir estos valores en(3.1.1.9) tenemos:

3
T(x, 0)-Ti=(T, -T,) +2( T, —TO)( ;j—;(ﬂ -7, )(;j cambia a los demas términos por

(To-Ti) y dividiendo por este termino a toda la ecuacion:
T -T :
(x0T, :1_3[ Xj+1(xj
T, -T, 2\ 6) 2\6

Asi la expresion para el perfil de la temperatura esta dado por la siguiente forma:

3
T(x1) :1_3X+1(xj (3.1.1.12)
T,-T, 26 25

3. Cuando el perfil de la temperatura (3.1.1.12) se sustituye en la ecuacion integral
de la energia (3. 1.1.8), se obtiene la siguiente ecuacién diferencial ordinaria para 6 ('t

):

da=0 (:jf parat>0 (3.1.1.13)
Sujeto a:
0 =0 para t=0 (3.1.1.14)
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La solucién de las ecuaciones (usando el método de variables separables) (3.1. 1. 13)
y (3.1.1.14) estadado por:

5 (t)=-/8at (3.1.1.15)

4. Conociendo 6 (t), la distribucién de la temperatura T (X, t) se determina de acuerdo
a la ecuacién (3.1.12) y se obtiene:

3
T(X,t)—lel_B(Xj_'_l(Xj (3.1.1.16)
T,-T, 2\0) 2\0o
Donde o (t)=-/8c t (3.1.1.17)

SOLUCION CON OTROS PERFILES

En el andlisis anterior se usa una representacion cubica polinomial para T (x, t),
aplicando la condicion x = 0 para obtener la cuarta condicién. Si se utiliza la
condicion T = T; = constante para x =& la cuarta condicion se deriva de la ecuacion (3.1.
1.11), como:

o°T

ax_2|X:5 =0 (3.1.1.11)

Si las ecuaciones (3.1.1.10) y (3.1.1.11) se sustituyen junto con la condicién
(3. 1.1. 11)’ en la ecuacion (3.1.1.9), el problema se resuelve por el procedimiento
discutido anteriormente, el perfil de temperatura resultante esta dado por:

Tx)-T, _ (1_Xj3 (3.1.1.18)
To _Tl 4

Donde O =-/24at

Si  se usa una representacion polinomial de cuarto grado para T (X, t), los cinco
coeficientes resultantes se determinan de las cinco condiciones dadas y se resuelven
de manera similar, el perfil de temperatura, para este caso se representa por:
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W:l—z(xju(xj _(X] (3.1.1.19)
T,-T, 5 o 4

Donde o (t)= 430a t

Comparacion con la solucion exacta.

Tres diferentes aproximaciones a la solucién, (3.1.1.12), (3.1.1.18), (3.1.1.19).

Otra solucién aproximada se puede obtener de una representacion polinomial de
segundo grado. La pregunta con respecto a estas soluciones aproximadas si son mas
precisas, no puede ser contestada hasta que las soluciones se comparan con la solucion
exacta del mismo problema, expresada por:

T()-T, . 1
Ty erf( Tatj (3.1.1.20)

Donde la funcion error tiene las siguientes propiedades:

erf (x) = }j:e‘Bde erfc(x) =1— fjoxe-Bde =1-fer(x)
VA T
erf(0)=0 vy erf(eo)=1 (;jx[erf 0], = }
T

Figura (3.1.1.2) muestra la comparacion de estas aproximaciones a la distribucion de
temperaturas con la solucién exacta. La concordancia es mejor para valores pequefios del

) X
parametro .
ot

1.0
0.8 -
0.6 \

T-T tercer grado

T.-T . /
0.4 AN ¢

: { \ segundo grado

exacta -~
<
~
~
>

0.2 ~—
tercer gradl\ -_—
&Q' —~—
R o~ g
—u

cuarto grado _){
1

— —
0 E— ——
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
x/Vant

FIGURA (3.1.1.2) COMPARACION DE LA SOLUCION EXACTA Y LA SOLUCION
APROXIMADA PARA UNA REGION SEMI-INFINITA
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Tabla (3.1.1.1) involucra el error en el flujo de calor en la superficie.

perfil de temperatura C definida por eq. (3.1.1.21) porcentaje de error
exacta 1 0
——=0565
N
Aproximacion cubica 3 6
(€0.3.5.16) odg 0030
Aproximacion clbica 3 8
(eq3.6.18) 2z~ 0ot
o 5
Aproximacion de cuarto _ 0548 3
grado(eg. 3.6.19) 40
V3

La aproximacion polinomial de cuarto grado se aproxima mejor a la solucion exacta. El
polinomial cibico para la condicion x =0 se aproxima mejor a la solucion exacta que
la condicion x =.

El flujo de calor en la superficie de frontera x =0 es una cantidad de interés
practico y para los diferentes  perfiles de  Temperatura considerados
anteriormente se puede expresar en la forma:

oT
t) =-k _
q() Of,x‘xfo

_ k(To _Ti) -C k(To _Ti)

- ree (3.1.1.21)

dt dt
propiedad de la derivada sobre la integracion tenemos:

x=4(t) Xx=4(X)
Donde d{ J'F(x,t)dx} = f ﬁ;(:,t)der F(x,0 (1) dolx) _ F(X,O)(;)t( usando esta

x=0 x=0

X X
X= o —m? X 2d [0 2
iT(Xt):i J‘"ﬁe dm_,.é[@] («/40!'[) ‘ _e-[m] d(O): 2 1
ox 7 An 2, o x dx %0 dx /7 Jdat
_ 11
Jz Jat

De este resultado se llega al resultado de la ecuacion (3.1.1.21)

La tabla (3.1.1.1) da los valores de la constante C calculada en la solucién exacta y la
solucion aproximada. La aproximacion polinomial de cuarto grado representa el flujo de
calor con un error aproximado del 3% el cual es aceptable para la mayoria de aplicaciones
en ingenieria.

3.2 CALCULO VARIACIONAL
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El problema principal en él calculo variacional es encontrar los valores extrémales
de una funcional. Dado, por ejemplo, una funcion de variable independiente y=Vy(
x ), la condicion necesaria para la existencia de valores extrémales de esta
funcional es que dy/dx = 0. La condicion suficiente para que la funcional tenga un
minimal o un maximal es d%/dx*>0 o d%/dx*< O respectivamente, en el punto donde
dy/dx =0.

En esta seccion se presentan problemas clasicos de célculo variacional los cuales

permiten la interpretacion fisica de los limites dados, de la figura (3.2.1) se
determina la ecuacion de las curvas uniendo dos puntos.

d= dv

FIGURA. (3.2.1) INTERPRETACION FISICA DE LOS LIMITES DADOS

El arco diferencial de unacurva y = y (x) se obtiene por:

ds = [(ax)” + (dy)* ] (3.2.1)
La cual se puede arreglar como:
ds=(1+ y'?)"? (3.2.2)

La longitud total de esta curva es:
b
5= [(1+y"? ox (3.2.3)
Si se desea determinar la curva que pasa por los puntos y (a) y vy (b).
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Para la solucion de este problema, se puede plantear en forma general y determinar el
valor minimal de 1 (x,y,Y")

L y,y) = [F(xy.y)ix (3.24)

donde F (x,y,y") esuna funcional conocida del problema

Fxyy)=+1+y"?

Mientras que | es una funcién desconocida que se determinara igual que la integral dada.
Una funcion cuyas variables son a la vez funciones, se dice que es una funcional.
Asi la funcion (3. 2. 4) es una funcional. Se desea determinar que la curva vy (X),

I (X,y,y ") sea un minimal.

Asi, si y (x) minimiza esta funcional cualquier otra funcionen la vecindad de y (x)
podra ser representada por la forma

Y=y (x)+en(x) (3.24")

Donde m(x) es cualquier funcion  continda tal que n”(x) sea continua vy
nla=x)=nb=x)=0 (seanulan en los extremos), y & es un parAmetro, como
se observa en la figura (3. 2. 2). Ahora, con 7(x) fija, sustituye, §=y(x)+& 7(x)
V' =y(x)+& n'(x). En la integral (3. 2. 4), con lo que se obtiene una funcién de ¢,
ahora se puede escribir en la forma:

b
1(e) = [F(x, 9,9 )x =
. (3.2.5)
= [Fx y()+ e n(x)y' (x)+ e n'(x)bx
Asi cuando ¢ =0 de (3.2 .4") se obtiene ¢ = y(x) y como y(x) hace minima la integral,
sabemos I(¢) debe de tener un minimo en &=0. Por calculo elemental. Una condicién

necesaria para ello es que se anule la derivada. La derivada 1'(s) se puede calcular
derivando (3.2.5)
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- Flxy=wxp+ & mx)

e TS

FIGURA. (3.2.2) FUNCIONAL Y =Y () +&7(x)

di(s) |, b & :
dgg =1'(e)=] ~F(09,9)dx (3.2.6)

Por la regla de la cadena para la derivacion de funciones para varias variables tenemos

OFox 0F3y 0FOY COF 0+ O F )
OXO & 090 ¢ 090 ¢ O PR %

7

—F(x,9,9)=

Py (x,9.9)
Asi que (3.2.6) se puede escribir

1(e)= JF F )+

a9

n' (x)} dx (3.2.7)

y!

Pero 1(0) = 0 asi que haciendo ¢ =0 en (3.2.7) concluimos que

fb B; n(x)+ n (X)} dx =0 (3.2.8)

En esta ecuacion la derivada 7'(x) aparece junto a la funcién 7(x). Podemos eliminar
n'(x) integrando el segundo término por partes, lo que lleva a

b
b J F JF b
' dx = _
esto es usando la condicion de que 7(a ): (b) =0 por tanto (3.2.8) se expresa como:
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b JF d JF
L n(x){a y+&(é) y,)}dx =0 (3.2.9)

Nuestro razonamiento hasta este momento esta basado en una eleccion fija de la funcion
n(x) . No obstante, como la integral en (3.2.9) debe de anularse para toda funcién,
concluimos inmediatamente que la expresion entre corchetes debe de ser nula. Esto

significa que
dafoF —ﬁ:o (3.2.10)
dx\2 9 ) 29
La expresion (3. 2. 10) es la ecuacion de Euler. [8], [9] asociada con el problema
variacional dado por la ecuacion (3. 2. 5). La condicion necesaria para minimizar o
maximizar la integral de la ecuacion (3.2.4) es que F(x, 9, y') debe satisfacer la
ecuacion  de Euler correspondiente. Se observa que las derivadas parciales
JF OF
o9 2y
variables independientes. Tal como esta formulada, la ecuacion de Euler (3.2.10) no es
muy transparente. Con el fin de interpretarla y convertirla en un instrumento eficaz,

empezamos haciendo énfasis en que la derivada parcial.

oF y j; Tratando a x, y e y como variables independientes. En general, sin embargo

a9
o F
ay'

modo que el primer término en (3.2.10) se puede desarrollar como:

o ﬁF+ﬁ ﬁFdl+& 2 Fdy’
ax\2dy' 2 y\o y' )dx 2 y'\2dy')dx

de la ecuacion (3. 2. 10) se forman suponiendo que § , 9§’ son

es funcién de x explicitamente, y también implicitamente a través de y e y , de

En consecuencia, la ecuacién de Euler es:

d’y dy ,
fy,y,d?+fy,yd—x+(fy,x +f,)=0 (3.2.10")

Es una ecuacion de segundo orden, a menos que f,. =0, asi que en general las extrémales

(sus soluciones) constituyen una familia biparamétrica de curvas. Entre estas, las funciones
estacionarias son aquellas para las que los dos parametros se escogen de manera tal que
satisfagan las condiciones de frontera. Una ecuacion no lineal (3.2.10") es, generalmente
hablando, imposible de resolver, pero hay muchas aplicaciones desembocan en casos
especiales que si son resolubles.
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CASO A. Six ey estan ausentes de la funcion f, la ecuacion de Euler se reduce a:
d2
fyy 7{ =0
dx
2

. d7y
ysif, = 0tenemos dx?

e y=C1X+C; , asi que son extrémales todas las rectas

CASO B. Si y esta ausente de la funcién f, la ecuacién de Euler se convierte en:

dafaf 0
dx\ 2 vy

que puede integrarse sin dificultad para obtener la ecuacion de primer orden
of

ay

' = Cl
Para los extrémales.

CASO C. Si x esta ausente de la funcion f, la ecuacién de Euler puede integrarse, y se
llega asi a

Eso es consecuencia de la identidad

iﬁfy,_f _y,i of) of| of
dx\ 2y’ dx\2y' ) 2dy| 2Xx
o f

Yaque —— =0 y laexpresion entre corchetes de la derecha es cero por la ecuacion de
X

Euler.

Retornando al problema especifico, usando la ecuacion (3. 2. 3) y observando que las
variables x e y estan ausentes de, luego este problema pertenece al Caso A. como

H:é’zf: 1
YT

£0  (3.2.11)

El caso A nos dice que las extrémales son las rectas de la familia biparamétrica:

y=CX+C, (3.2.12)

Donde c, y C,  sonconstantes.
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El problema analizado anteriormente puede ser extendido al caso en que y (a) sea fijo, es
decir, hasta x = a. y es arbitrario para X = b. Ahora, definiendo a n(x) como
continuamente diferenciable, la ecuacion (3. 2. 4) se escribe de la siguiente forma:

T oF d(oF) . OF
oy dx oy )T a9

Una forma de satisfacer la ecuacion (3. 2. 13) es que los dos términos separadamente
sean iguales a cero, mientras que el segundo término n (b) es arbitrario, esto genera la
condicion para el nuevo problema:

=0 (3.2.13)

JF

— 1,5 =0 3.2.14
0,) y, x=h ( )

Como una simplificacion de la ecuacion de Euler.

3.2.1 METODOS VARIACIONALES

Considere la integral | de una sola variable independiente x definida por:

|=TF@JTRMX (3.2.1.1)

X=X

Donde él integrando F es, en general, una funcion implicita y explicita de coordenada x, la
funcion T = T(X) y su derivada con respecto a X, especificamente, T, =dT / dx.

La integral I es llamada funcional porque este valor depende de la funcion a escoger T(X).
Claramente, en los casos mas generales, la funcién T puede depender de méas de una
variable independiente.

Para el caso unidimensional consideremos la funcién T(x) definida en el intervalo x; < X <
X2 Y las condiciones de frontera de la forma:

T(X) = f1 con X = X (3.2.1.2a)
T(X) = f2 CON X = Xz (3.2.1.2b)

En general, estas condiciones de frontera pueden ser cualquier combinacion de las
condiciones de frontera de primer, segundo y tercer tipo.

El calculo variacional se preocupa con la determinacién de la funcion T(x) tal que nos
producira un extremo (por ejemplo Un maximo o un minimo) en el valor de la integral |
definida por la ecuacion (3.2.1.1) mientras que se satisfagan las condiciones de frontera de
(3.2.1.2a,b). Ahora, se mostraran los pasos basicos involucrados en el calculo variacional
para el caso simple considerado anteriormente.
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Hagamos que la funcién deseada T(X) que produce un extremo (0 un punto estacionario)
de la integral | dada en la ecuacion (3.2.1.1) sujeta a las condiciones de frontera de (3.2.2a,
b). Supdngase que esta funcion es alterada por una cantidad infinitesimal a un nuevo valor
T(x) como se ilustra en la figura (3.2.1.1). Hagamos que 8T tenga una magnitud alterada

en la ubicacién de x. descrita como:
TX)-T(X)=8 T=¢& n(X) (3.2.1.3)

Donde T(x)es llamada funcién de prueba y el operador & es llamado el operador de
variacion. Aqui ST representa la variacion de la funcion T(x) y & es un parametro de
perturbacion. La funcién n(x) es continua y diferenciable con respecto a X, arbitrario
excepto para los requerimientos de la funcion T(x) satisfaga las condiciones de frontera en
X =X1 Y Xo. Para este ejemplo en particular, que se ilustra en la figura (3.2.1.1), el valor de
T(x) no produce ningun cambio en las condiciones iniciales X; y X, especificadas en
(3.2.1.2a, b). Este requisito.

1
1
FERTURDAD. 1
i
-

FIGURA (3.2.1.1) FUNCION T(x) Y LA FUNCION T (x)

Es satisfecho si n(x), arbitraria al tiempo de inicio, desaparecen para las condiciones de
frontera, es decir:

nx)=0 con X = X (3.2.1.4a)
nx)=0 con X = Xy (3.2.1.4b)

Un cambio en el valor de T(x) dado por la variacion 8T = En(x) es causa un cambio en el
valor de la integral | dada por una variacion ol:
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s1=5 {j F dx} = xfa F dx (3.2.1.5)

Xy Xy

Donde la variacién del operadord cambia el signo de la integral por que el operador de
integracion y la derivacion se conmutan. La cantidad o6 F en la ecuacion (3.2.1.5)
representa la variacion de F resultante de un cambio en el valor de T debido a & T; asi se
define como:

5 F=F(x,T+6T,T, +6 T,)-F(x,T,T,) (3.2.1.6)

Una expansion en series de Taylor se aplica ahora para evaluar 8 F. Donde F es
dependiente de T y T,, tomando las derivadas con respecto a T y T, en la expansion de la

serie de Taylor obtenemos:

_OF o F

OF=——86T+—935T, (3.2.1.7a)
oT oT,
0
o F o F
O F=——¢n+ ——— 3.2.1.7b
S1én é,Txfnx ( )

Donde & T=&n aquiel término representa la derivada de F con respecto a Ty=

X

dT / dx.
Introduciendo la ecuacion (3.2.1.7a) en la ecuacion (3.2.1.5):
5|=j5F5T+5F5TX dx (3.2.1.8)
W\ T 2T,

Si T(x) es la funcion deseada producira un extremo en la integral I, donde la variacion & |
de la integral se hace cero, por lo tanto

51=0 (3.2.1.9)

Con esta consideracion, podemos escribir la ecuacion (3.2.1.8) como:

s1=] SFsTe ﬁFaTX dx =0 (3.2.1.10)
oT oT

Xy X
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La funcion T(x) satisface las condiciones de frontera (3.2.1.2a, b). Si la funcion deseada
produce un extremo (0 punto estacionario) en la integral | definida por la ecuacién
(3.2.1.1). EIl problema de extremo es definido por la ecuacion (3.2.1.10) no es
recomendable para la determinacion de T(x); Por lo que serd conveniente realizar una
manipulacion de esta ecuacion para mejorar su manipulacion.

El segundo término del lado derecho de la ecuacién (3.2.1.10) se obtiene realizando la
siguiente consideracion:

X

_d o”F5T ﬁFa(dTJ
T dx oT dx

_d a”F ST+ §F§TX
T dx oT

X

LER) LY R PR P i(ﬂ)
dx\ 2 T, dx{ 2 T, o T, dx

Donde utilizamos la propiedad de que los operadores de diferenciacion y la variacional son

conmutativos, esto es (;J OoT= 6(?} utilizando este resultado se obtiene
X X

ﬁ5TX d ﬁFa‘T d é’F oT (3.2.1.11)
2T, dx dx

Introduciendo este resultado en la ecuacién (3.2.1.10) se obtiene:

5 |_j a ﬁaT P54 ﬁ 5T|dx=0 (3.2.1.12a)
vl dx oT dx{ 2 T,

Integrando el primer termino:

5|—5Tﬁ +jﬁ5T d(2F Vs Tax =0 (3.2.1.12h)
OT, |, iloT (o T,

X

Asi la transformacion de la ecuacion (3.2.1.10) a la (3.2.1.12b) es equivalente a integrar por
partes al segundo término de la ecuacion (3.2.1.10).

Note que el primer término del lado derecho de la ecuacion (3.2.1.12b) toma en cuenta los
efectos de las condiciones de frontera en la funcion T(x), considerando el término de la
integral se producira la expresion deseada para la determinacion de T(x).
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En el presente problema en las condiciones iniciales (3.2.1.2a, b) no se permite ninguna
variacion de T(x) en la frontera. Esta condicién, implicaque d T=& n(x) =0en X1 y Xz
que es equivalente para las condiciones de (3.2.1.3)

Entonces, el primer término de la ecuacion (3.2.1.12a, b) se elimina y estableciendo 8 T = §

n(x) se obtiene:
COF d(oF
o l= - Xjdx=0 (3.2.1.13
;[{&T a|o T, < lx) ( )

En esta integral, n(x) es una funcion arbitraria a excepcion de las restricciones impuestas
por las ecuaciones (3.2.1.3) en la frontera; asi, la ecuacion (3.2.1.13) se satisface para todos
los valores de n(x) si él integrando del corchete se elimina, i.e.:

oF_df ok (3.2.1.14)
2T dx|\oT,

Esta ecuacion es conocida como la ecuacion de Euler-Lagrange para el problema
variacional considerado aqui. Las condiciones de frontera para esta ecuacion fueron
descritas en la ecuacion (3.2.1.2 a, b):

T(X) = f1 con X = X (3.2.1.153)

T(X) = f2 con X = X (3.2.1.15b)
A continuacion se resumira el proceso variacional: Para determinar la funcion T(x) del
problema variacional que produce un extremo en la expresion variacional definida en la
ecuacion (3.2.1.1), sujeta a las condiciones de frontera (3.2.1.2 a, b), se transforma en la
solucion de la ecuacion diferencial (3.2.1.14), sujeta a las mismas condiciones de frontera.
Las implicaciones del desarrollo variacional para obtener soluciones aproximadas a los
problemas de transferencia de calor apareceran en el método de Ritz.

Aplicacion. Considere el problema variacional definido por la integral:

1= [[p(x)T? = q(x)T? = 29(x) T]dx (3.2.1.16)

Oy

sujeta a las condiciones de frontera en T(X):

TX)=T; conx=0 (3.2.1.173)
TX) =T, conx=L (3.2.1.17b)

Determine la correspondiente ecuacion de Euler-Lagrange.
Solucién. Para comparar la ecuacion (3.2.1.16) con la forma general descrita en la
ecuacion (3.2.1.1), encontramos que:

F(x,T,T,)=p(x)T? —q(x)T? =2g(x)T (3.2.1.18)
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Donde Tx = dT/dx. La integral | de la ecuacion (3.2.1.16) llega a ser estacionario si su
variacion & | se elimina; entonces la expresion para & | se obtiene de la ecuacion (3.2.1.12hb)
como:

L L
si=lsT2F +j OF_dfaF s Tax =0 (3.2.1.19)
oT ) oT,

X _Ix=0

Para la funcion F definida en la ecuacién (3.2.1.18) todos los términos de esta expresion se
evaltan como:

o

T

71_ = _Zq(x)T - Zg(x) (3.2.1.20a)
jTF —42p(X)T, (3.2.1.20b)

X

Introduciendo las ecuaciones (3.7.1.20 a, b) en la ecuacion (3.7.1.19) obtenemos:

5 1=2[p(x)T,s T|., —ZHddx(p(x)31)+q(x)T+g(x)}5 T dx=0 (3.2.1.21q)

Aqui, el primer termino del lado derecho se elimina porque 8T = 0 en la frontera donde el
valor de la funcidn se prescribe. Entonces:

5= 2Hddx( p(x)jj(-]Jr q(x) T + g(x)} S Tdx=0 (3.2.1.21b)

Donde & T es un término arbitrario de la ecuacion que se satisface si él integrando del
paréntesis se elimina. Entonces se obtiene la siguiente ecuacion de Euler-Lagrange para
T(X):

d[p(x)dq +q()T+g(x)=0 en0<x<L (3.2.1.22a)
dx dx

sujeta a las siguientes condiciones de frontera:
TX)=T; enx=0 (3.2.1.22b)
TX) =T, enx=L (3.2.1.22¢)
Note que las ecuaciones de Euler-Lagrange (3.2.1.22) obtenidas sobre el problema de

transferencia de calor en estado estable generan un espacio dependiente de la conductividad
térmica. Asi la funcion T(x) satisface el problema de conduccion de calor del rendimiento
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estacionario del problema de variacion dado por la ecuacion (3.2.1.16).En el problema de
variacion (3.2.1.16) se consideran condiciones de frontera de primer orden en ambas
fronteras, dadas por las ecuaciones (3.2.1.17 a, b).

Si las condiciones de frontera (3.2.1.17 a, b) donde ambas son de tipo & T/& x=0 o
alguna combinacion de & T/& x=0 vy las condiciones de frontera de primer orden, sobre

la ecuacion de Euler-Lagrange (3.2.1.22a) debera ser aplicado un cambio apropiado en la
condicion de frontera. Este resultado se obtiene del hecho de que el primer termino del
lado derecho de la ecuacion (3.2.1.21a) desaparece cuando la funcion es evaluada en
0 T/J x =0 sobre la frontera.

Considere el siguiente problema de conduccion de calor en estado estable.

d(k de +g(x)=0en0<x<L  (3.2.1.23)
dx\ dx
dT
-k ™ +hT =1f parax=0 (3.2.1.23a)
X
dT _
k&-i- h,T=f, parax=L (3.2.1.23b)

Este caso es tratado usando las ecuaciones de Euler - Lagrange y se determinara la forma
variacional para este caso.

Consideremos la ecuacion (3.2.1.23) realizando un procedimiento analogo al anterior se
escribe

d( dT
5 |=jO [m((kdx}g(x)}ﬂ dx=0 (3.2.1.24)

la integral anterior se puede escribir:

td(, dT L
5= dx(kdxjm d+ ['g(08 T dx=0 (3:21.25)

Para encontrar el valor de la primera integral del lado derecho de la igualdad usaremos
integracion por partes, el cual consista, si se tiene u, v las cuales son derivables.

i(u V)=u av + v(Lu Integrando
dx dx dx

uv:_[u:\):dx+fvjidx
J‘uj\):dX = uv-J'vj)u(dx 0

J'bud—vdx= uv
a  dx

b b du
j v— dx
a Ja dx
ahora sea:
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d(dede V= d—T:kTX

dv=—
dx\ dx dx
u=6T du_d s )
dx dx
asi que la integral
‘ d
— L
—(ka)o“TO—!(kTX)c?(dejdx
L
=(kT) 6 T -[(kT,) 5 (T,) dx
0
1L
= kT,) 5T\g—§jk5 (T.2)dx (3.2.1.26)
0
Donde
d 1 2
S (5T)=6T, yT5(T)=261(T
L 6T=eT y Tem)= 5 1)

introduciendo el resultado de (3.2.1.26) en (3.2.1.24) se tiene

1L L
5 1=kT,5 T - [ko (T,2)ax+ [g(x)s Tdx=0
0 0

S1=KT,5 T} —;iké (T, 2-2g(x) T) dx (3.2.1.27)
0

El primer término del lado derecho de la ecuacion (3.2.1.23 a, b) es evaluado utilizando las
condiciones de frontera

dT =T, = f=h,T para x=0

dx -

ZT 7 = feoheT para x=L
X
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Asi que al evaluar

kKT,8 T; =kT, 6 T, -kT, 8T
sustituyendo las condiciones de frontera

5 T]—k(fl M T]:
x=L -k x=0

=(f,6 T-h,76 T), +(f,6 T-hT5 T),,

cro -

=(f25 T—;hZTé(TZ)] | +(f15 T—;hﬁ(Tz )j |, (3.2.1.28)

1 1
255 (2f, T-h, T?) et +§5 (. 7-0,7°) e

Introduciendo (3.2.1.28) este resultado en la ecuacion (3.2.1.27)

o= -;5 {JL-(kTX2 —29(X)T)dX+(h1T2 -2f, T)x:o +(h2T2 -2f, T)X_L}:O
0

5 {j(kaz —2g() T)dx+(h,T2 =28, T),, +(h,T? - 2F, T)H}=o
0

(3.2.1.29)

asi la forma variacional esta dada por
L
1= [(kT, 2900 T)ax+ (0,72 -2, T) , +(h,T2-2F,T),,  (3.2.1.30)
0

observe que la forma variacional involucra las condiciones de frontera
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3.2.2 PROBLEMAS TRIDIMENSIONALES

El procedimiento variacional realizado anteriormente puede ser generalizado para
problemas que involucran més variables independientes

En el siguiente analisis se inician con las ecuaciones de Euler-Lagrange en tres
dimensiones, sujeta a condiciones de frontera generales y se determinara la expresion
equivalente en su forma variacional

Se considera el siguiente problema de transferencia de calor en estado permanente en tres
dimensiones, sobre una regién R

VAT (r) + A(NT(r) + i g(r)=0 enlaregionR (3.2.1.313)

oT

i HT = f(r,) en la frontera S (3.2.1.31h)
n

donde % n s la derivada a lo largo de la normal exterior trazada en la superficie de

frontera S.

Para determinar la expresion de variacion correspondiente se trata a la ecuacion como una
ecuacion de Euler-Lagrange y se sigue un procedimiento similar al usado en el ejemplo
anterior, pero generalizandolo para el caso tridimensional. La variacién &1 de la funcional
I como

S5l :I{V2T+AT +ig}5 Tdv=0 (3.2.1.32)
R

el trmino S TV°T puede ser escrito como
STV T =V e(5 TVT)=V(5 T)+VT (3.2.1.33)

Introduciendo esto en la ecuacion (3.2.1.32) se obtiene

5 =jv-(5TVT)dv—IVT -V(5T)dv+jAT5 Tdv+ijg5 Tdv  (3.2.1.34)
R R R R

El primer término de esta expresion es escrito en forma alternativa como
_[V-(&TVT)dv: j STVTends= j mgT ds= j ST(f —H1)ds=—;§j (HE-2fT)ds (3.2.1.35a)
R S S n S S

Donde se utilizo la condicion de frontera (3.2.1.31b). Los términos restantes se vuelven
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1 , 1 )
JR'VT-V(é T)dv:2£5 (VT)*dv="0 _F[(VT) dv (3.2.1.35h)

jATa Tdv:lea Tzdv:lj‘ATZdv (3.2.1.35¢)
R 2 R 2 R
ij 95 Tdv=165 [gTav (3.2.1.35d)
ks k= 2
Introduciendo las ecuaciones (3.2.1.35 a, b, ¢, d) en la (3.2.1.34) se obtiene
5 1= _;5 {I(HTZ —21fT)ds +J‘{(VT)2 — AT? —EgT}dv} -0 (3.2.1.36)
S R
6
5 M(VT)2 — AT? —EgT}dv +I(HT 2_2 fT)ds} =0 (3.2.1.37)
R S

Entonces la expresion variacional se obtiene como

| = I{(VT)Z — AT? —igT}dvﬂ' (HT2 = 21fT)ds (3.2.1.38)

R

donde (VT)? esta dada en diferentes sistemas de coordenadas como

2
w1y =|if T+ )0 T (2T
o X oy 01

T2

.

(51 (5546

2 2 2
vy =21 LT L [aT en coordenadas cilindricas (3.2.1.39b)
r2

en coordenadas rectangulares (3.2.1.39a)

or ey d1

2 2 2
(VT)? E(ZTJ +— _129@ -;] +12@;j en coordenadas esféricas (3.2.1.39c)
r) resin r

Se debe notar que la expresion variacional (3.2.1.38) contiene las condiciones de frontera
del problema.
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3.2.3 PROBLEMAS DE FLUJO DE CALOR EN ESTADO ESTABLE EN UNA
DIMENSION

Como por ejemplo, se considera una aleta de longitud finita L. La temperatura inicial T,
de la aleta se especifica, la punta de la aleta se encuentra aislada, como se
muestra en la figura (3.2.3.1). Determinar la distribucion de la temperatura vy
la transferencia de calor en la aleta por medio del calculo variacional.

b T

E s reme

Aislada

FIGURA (3.2.3.1) ALETA LONGITUDINAL INFINITA

La ecuacion diferencial para este problema es:

d?e

-m?0=0 3.2.3.1
™ ( )
Siendo sus condiciones de frontera:
w =0 (3.2.3.2)
dx
(L) =6, (3.2.3.3)

Si se toma la ecuacion diferencial de problema (3.2.3.1) y se trata de determinar la

funcional 1(x,0 ,0') tal que 8I=0 con:

+(d?0
1(x,6,8") = [—mzejdx
! dx’

82



Se tendra que la primera variacion es:

¢ d?0
5 1(x,0,0) = ( -
;[ dx’

mzejae ax (3.2.3.4)

Integrando el primer término de la ecuacién (3.2.3.4) por partes se obtiene:

do do)d
o0 05 - j(dxjd (5 6)dx-m jeaa dx =0 (3.2.3.5)

Y usando la propiedad conmutativa del operador diferencial

i(5.9):5 (dg)

dx dx
Se tiene para el término

Y observando que:

(dejé[dej 5(d‘9), 6’56’23592
dx dx 2 \dx 2

Reareglando la ecuacion (3.2.3.5) da la siguiente forma:

(d9)59 1 I{(dg} +m202:|d)(:0 (3.2.3.6)
d dx

Las condiciones de frontera 6 = Cte. y (d6/ dx = 0) por lo cual el primer término de la
ecuacion (3.2.3.6) se elimina. Por lo tanto, la forma variacional del problema es:

5 L{(ifj + mzez}dx =0 (3.23.7)

La funcién correspondiente 1(x,6,0 ') es
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1(x,6,0') = L{(zi’j +m26’2}dx (3.2.3.8)

Manteniendo aislado el extremo de la aleta pero reemplazando la temperatura base con el
flujo de calor especificado

q=k do(L) (3.2.3.9)
dx

Aplicando la forma variacional de este problema y las condiciones de frontera.
Introduciendo las ecuaciones (3.2.3.2) y (3.2.3.9) dentro de la ecuacién (3.2.3.6) se
encuentra la formulacion variacional para el flujo de calor:

ﬂaa(l_)-laf (wj2+m29 dx=0 (3.2.3.10)
k 2% | | dx

q 1 (doY 5| |
5{ke(L)-2jo dej +m20 }dx}_o (3.2.3.11)

La ecuacion diferencial relaciona a la ecuacion diferencial y sus condiciones de frontera
separadamente. Mientras que la formulacion variacional incluye las condiciones de
frontera dentro de la ecuacion variacional. Por lo tanto, un problema puede generar
diferentes formulaciones variacionales, dependiendo de sus condiciones de frontera.

Considere el siguiente problema de conduccion de calor en estado estable.

d(k de +g(x) =0 en O<x<L (3.2.3.12)
dx\ dx
dT
-k ™ +hT =f parax=0 (3.2.3.13)
X
dT
kd—+ h,T =f, parax=L (3.2.3.14)
X

Este caso es tratado usando las ecuaciones de Euler-Lagrange y se determinara la forma

variacional para este.
Consideremos la ecuacion (3.2.3.12) realizando un procedimiento analogo al anterior se

escribe

5= jOL [Sx(k gj + g(x)} ST dx=0 (3.2.3.15)
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la integral anterior se puede escribir:

L d dT L ,
5 _jo dx(kdjﬂ o|x+j0 g(x)5 T dx=0 (3.2.3.15)

Para encontrar el valor de la primera integral del lado derecho de la igualdad usaremos
integracion por partes, el cual consista, si se tiene u, v las cuales son derivables.

—(uv)=u v, u Integrando
dx  dx

uv = '[u—dx+fv—dx

Iud—vdx =uv- vd—udx 0
d dx

X
J.b W i = jbvd—udx
a  dx dx
ahora sea:
dv=— d kd—T dx V= d—T:kTX
dx\ dx dx
u=s T dizi(a T)
dx dx

Asi que la integral

L L
j[d( dTD&de kT, 5 Tt =[kT, & (5 T)ax
oLd x{ dx 5 dx
; d
=kT, & T|y - [kT, §(Tjdx
5 dx

= kT, 6 Tg—jka 5 T, dx
0

kT, 5 T} —ﬂk 5 (T2)dx (3.2.3.16)
0
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Donde

d 1. (o,
S (5T)=6T, y T, (T)==05(T
dX( ) xy X (x) 2 (x)

introduciendo el resultado de (3.2.3.16) en (3.2.3.15") se tiene;
1 L L
S1=KT5 T [ko (T,2)ax+ [g(x)s Tdx
0 0

L
S1=KT,5 T} —;Ikﬁ (T, 2-2g(x) T) dx (3.2.3.17)
0
El primer término del lado derecho de la ecuacion (3.2.3.17) es evaluado utilizando las
condiciones de frontera

daT _  f,—hT

—— =T, = ara x=0 3.2.3.18
dx -k P ( )
CLINES S el P (3.2.3.18")
dx k
asi que al evaluar
KT,6 T, =kT, 86 T -kT, 8 T| (3.2.3.18"7)

sustituyendo las condiciones de frontera

KT8 T = k[fz ;hz

5 T]—k(fl_hl 5 T]
x=L -k x=0

=(f,6 T-h,T6 T),. +(f,6 T-hTS T)

=[f25 T—;h2T§(T2)j | +(f15 T—;hﬁ(Tz)) o

1 1 (3.2.3.19)

=9 (2f, T-h, T?) +6 ([, T-hT?)

x=L x=0
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Introduciendo (3.2.3.19) este resultado en la ecuacion (3.2.3.17)

5 ,:_;5 {T(kTXZ_zg(x)T)der(thz—zfl T) o +(h,T2 -2f, T}XzL}:O
0

5 {T(k T2 —2g(x) T)dx+(n,T2 =21, T), o +(n,T2 -2f, T) X_L} -0
0
asi la forma variacional esta dada por
L
1= [(kT,2~290 T)dx+ (n,T2 2, T) , +(h,T2 28, T) ., (3.2.3.20)
0

GENERALIZACION PARA PROBLEMAS EN TRES DIMENSIONES

El procedimiento variacional realizado anteriormente puede ser generalizado para

problemas que involucran mas variables independientes

En el siguiente analisis se inician con las ecuaciones de Euler-Lagrange en tres
dimensiones, sujeta a condiciones de frontera generales y se determinara la expresion

equivalente en su forma variacional

Se considera el siguiente problema de transferencia de calor en estado permanente en tres

dimensiones. Sobre una region R

VAT (r) + A(r)T(r) +ig(r) (3.2.3.21)
oT

P HT = f(r,) enlafrontera S (3.2.3.21)
n

donde % n €8 la derivada a lo largo de la normal S en la superficie.

Para determinar la expresion de variacion correspondiente se trata a la ecuacion como una
ecuacion de Euler-Lagrange y se sigue un procedimiento similar al usado en el ejemplo
anterior, pero generalizandolo para el caso tridimensional. La variacion o1 de la funcional

| como:

51 :J[VZT+AT +ig}5 Tdv=0 (3.2.3.22)
R

El término S TV2T puede ser escrito como

STV T =Ve (5 TVT)=V(5 T)eVT (3.2.3.23)
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Introduciendo (3.2.3.23) en la ecuacion (3.2.3.22) se obtiene

51 =jv-(5TVT)dv—IVT oV(aT)dv+jAT5 Tdv+ijg5 Tdv (3.2.3.24)
R R R

El primer término de esta expresion es escrito en forma alternativa como:

ﬂds

[Ve(sTVT)dv=[5T VT ends+[sT
R S S ﬁ n

. (3.2.3.25)
= j(sT(f — HT)ds = —§§I(HT2 —21fT)ds
S S

Donde se utiliz6 la condicion de frontera (3.2.3.21). Los términos restantes se vuelven

[VT V(5 T)dv = ;p (VT)2dv = ;5 [eT)? v (3.2.3.26a)
R R R
jATa Tdv=1jA5 TzdvijATZdv (3.2.3.26b)
R 2 R 2 R
g5 Tav="16 [grav (3.2.3.260)
] O 2.3.
Introduciendo las ecuaciones (3.2.3.25), (3.2.3.26) en la (3.2.3.24) se obtiene
1 2 2 2 2
§1=-20 {_[(HT —21fT)ds + J.{(VT) — AT —kgT}dv} =0 (3.2.3.27)
S R
6
5 {j[(VT)Z —AT?- i gT}dv +[(HT? -2 fT)ds} =0 (3.2.3.28)
R S

Entonces la expresion variacional se obtiene como

R

| = j{(VT)2 — AT? —igT}dvjtj (HT? —2fT)ds (3.2.3.29)
S
donde (VT)? esta dada en diferentes sistemas de coordenadas como
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k
o X ay 2

(21 (23] +(5%

2 2 2
(VT)? = (ZTJ + 1{?;} + (ZT) en las coordenadas cilindricas (3.2.3.31)
r r z

T o7 &sz
J +

en las coordenadas rectangulares (3.2.3.30)

2 2 2
(VT)? = (? TJ +— 1 » (g -;J + i[j;j en las coordenadas esféricas (3.2.3.32)
r resin r

Se debe notar que la expresion variacional (3.2.3.29) contiene las condiciones de frontera
del problema.

3.24 METODO DE RITZ

Cuando la forma variacional equivalente de la ecuacion de conduccion de calor en estado
estable esta disponible. EI problema puede ser resuelto aproximadamente por un método
simple y eficiente propuesto originalmente por Ritz [51,56]. En esta parte utilizaremos este
método para resolver problemas de conduccion de calor en estado estable en regiones
finitas.

Considere el problema en estado estable para una region finita dada por la forma

V2T (r) + A(r)T(r) + i g(r)=0 en laregion R (3.2.4.1a)

jT+ H.T = f,(r,) sobre la frontera s; (3.2.4.1b)
n.

Dondei=1, 2, 3,..., sy s es él numero de superficies frontera continuas de la region R,

an

; es la derivada a lo largo de la normal dibujada hacia afuera de la superficie s; de

la region
Hemos ya determinado la forma de variacional equivalente para el caso (3.2.4.1a). Por lo
tanto, desde la ecuacién (3.2.3.29), se obtiene la expresion variacional correspondiente
como:
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| = I{(VT)Z — AT? —EgT}dwiJ(HiTz —21T)ds, (3.24.2)

Después de:

S
J =2]
La cual contiene las condiciones de frontera para el problema, la solucion exacta de esta
expresion variacional es muy dificil. Por otro lado puede ser resuelta en forma aproximada
por el método propuesto por Ritz. EI primer paso en el analisis del método es la seleccion
de una solucién de prueba que contiene un nimero de parametros ajustables. La solucion de
prueba debera ser elegida de tal manera que satisfaga las condiciones de frontera (3.2.4.1b),
por otra parte, para el problema no es necesaria la ecuacién diferencial (3.2.4.1a). Con esta

consideraciones se elige una solucion de prugba T, (r) como
T,(r) =¥, (n)+>.c; 4;(r) en laregion R (3.2.4.3)
j=1
Donde la funcion W, satisface la parte no Homogénea de las condiciones de frontera

(3.2.4.1b), es decir

Z A
2 n

+HY, =T (3.2.4.5)

y ¢;,J=1 2, ...nson linealmente independientes, conocidas, se eligen funciones

apropiadas en la region R que satisfacen la parte homogeénea de las condiciones de frontera
(3.2.4.1b), es decir

o ¢,
2 n.

+H,g, =0 (3.2.4.6)

Entonces la solucion de prueba (3.2.4.3) satisface las condiciones de frontera (3.2.4.1b)
para valores arbitrarios C;. Si las condiciones de frontera para el problema son todas

homogéneas entonces la funcién ‘¥, no es necesaria, solo las funciones ¢; deberan
determinarse. Aqui asumimos que las funciones ¢, tienen derivadas continuas de primero

y segundo orden con respecto al espacio de las variables.
Una vez que la solucion de prueba T, (r) es estabiliza, la aproximacion de Ritz para la
determinacion de los coeficientes C; consiste en introducir la solucién de prueba

fn (r)dentro de la expresion variacional (3.2.4.2) y requiere de
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2 1(C,,....C,)
o C,

=0 paraJ=1, 2, ...... N (3.2.4.7)

De este proceso resultan n ecuaciones algebraicas para la determinacion de n coeficientes
desconocidos C; y representan una solucion aproximada para el problema de extremos o

para el problema de conduccién de calor (3.2.4.1a). La solucion es aproximada puesto que
esta es un punto fijo de la integral 1(Cy,..., Cy) solo para aquellos valores de C; que estan

contenidos en la solucién de prueba. Una discusiéon para la estimacion del error en el
método de Ritz puede encontrarse en la referencia [52]
La seleccion de la familia de funciones ¢, es el paso mas importante en esta aproximacion.

Las funcionesg; j=1, 2,..n deberan permanecer a la clase de funciones completas

determinadas en la region dada. Esto es, una funcion se llama completa en el sentido de
que cualquier funcién arbitraria que es continua, junto con sus derivadas parciales en la
region considerada, puede ser representada en la forma de una serie infinita, por estas
funciones en la region considerada. Las funciones ¢; pueden ser polinomiales, funciones

trigonométricas, cilindricas, o funciones esféricas dependiendo de la naturaleza del
problema. Una buena aproximacion a la solucion no serd obtenida a no ser incluida una
buena aproximacién en la seleccion de funciones. Una discusion de la construccion de las
funciones ¢, se dara en la siguiente seccion.

Cuando la ecuacion diferencial original [por ejemplo ecuacién (3.2.4.1a) es lineal, resulta
un sistema de n ecuaciones algebraicas para las n desconocidas Cj, son lineal, Si el
problema original es no lineal, el sistema resultante para las n ecuaciones es no lineal.
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Aplicacion 1

Considere el siguiente problema de conduccion de calor en estado estable en una dimensién

dsT
;> +AT +Bx=0 en 0<x<1 (3.2.4.8)
X
T=0 parax=0 yx=1 (3.2.4.9)

Donde Ay B son constantes. Se resolvera este problema por el método de Ritz y comparar
los resultados exactos y aproximados para A=B=1, la solucidn a este problema es un caso
especial del problema general (3.2.4.1a), por lo tanto la forma variacion equivalente es
obtenida inmediatamente de la ecuacion (3.2.4.2) como:

< dT

| = I KJ —ATZ—ZBXT]dx (3.2.4.10)
JolLdx
x=1 dT 2 x=1 x=1

| = j{} dx—AITde—ZB ijdx (3.2.4.10")
x=0 dx x=0 x=0

Se resolvera este caso usando varias 6rdenes de aproximacion, esto es se usaran un término,
dos términos en la solucidn de prueba.

1. Un término en la solucion de prueba. Se elige la solucién de prueba como

T.(0) =Cy¢, (%) (3.2.4.11)
Donde

$,(X) = x(1—x) (3.2.4.12)
Claramente, ¢, (x) satisface ambas condiciones de frontera (3.2.4.9). Introduciendo esta
solucion de prueba en la ecuacion (3.2.4.10) pero calcularemos la integral por términos
usando (3.2.4.107):

T =Cx(1-x) =C,(x—x?) (3.2.4.13)

ar _ C,(1-2x) (3.2.4.14)
X
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(ZU =[c,@-2x)] =Cc2(1-2x)° (3.2.4.15)

T2 =[Cx@- 0 =C2(x-x%)? =C2(x* —2x* + x*) (3.2.4.16)
xT =C,(x-x?)x=C,(x* —x%) (3.2.4.17)

2
j [dT) dx = j C2(1—2x)dx = _CG (3.2.4.18)

Jo\ Ox 3

X=. )j 2A
AT dx_AC X2 —2x3 +x* Px = 3.2.4.19
on j 2 ( )
3 BCl
—2Bj xTdx = —2B jc (x2 = x%)dx = — ; (3.2.4.20)
x=0 x=0

al remplazar estos valores se tiene:

1., CIA BC
I(C)==Cl+2-——"1 3.24.21
C)=3Ci+ 5 % ( )
1(, Al.: B
I(C)="|1-~[c°-—C 3.24.22
(C) 3( 10} e G ( )

Ahora derivando 1(C;) con respecto a C; e igualando a cero la derivada tenemos

di(C,) 2(1 Aj B

_2 C,-°=0 (3.2.4.23)
dc, 30 10 6

de donde encontramos el valor de C; el cual esta dado por

B

B (3.2.4.24)
s
10

entonces la solucién de prueba para un término es

C, =
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B
h
10

2. Solucion de prueba para dos términos. Se elige la solucién de prueba como

T,(x) = x(1-x) (3.2.4.25)

fz (X) = C1¢1(X) + C2¢2 (X) (3-2-4-26)
donde
$,(X)=x1-x) Yy ¢,(X)=x*1-X) (3.2.4.27)

ambos ¢,(X) y ¢,(x) satisfacen las condiciones de frontera (3.2.4.9) introduciendo
esta solucidn de prueba en la ecuacion (3.2.4.10) se obtiene 1(C;, C,) entonces colocando

dIC,,Cy) _

J=1,2,.,10 (3.2.4.28)
o C,

se obtienen dos ecuaciones algebraicas para la determinacién de los coeficientes C; y C;,

.. 71 7
definimos para A=B=1, C;=—— Co=—
P Tae9 Y T a
= 71 7
T,(X)=xQL-X)| —+—X 3.2.4.29
(3 =x( )(369 41 j ( )

Tabla (3.2.4.1) Una comparacion entre la solucion aproximada y exacta del problema

Anterior.
T T1 % T, %
X Exacto  Aproximado Error Aproximado Error
0.25 0.04400 0.0521 18.4  0.04408 0.18
0.50 0.06974 0.0694 0.48  0.06944 0.43
0.75 0.06005 0.0521 13.2  0.06009 0.06
0.85 0.04282 0.0354 17.3  0.04302 0.46

La solucion exacta a este problema esta dada como:

1

B| Sin A2x
T(X)=— :
Al 1

Sin A?

—X (3.2.4.30)
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La tabla (3.2.4.1) presenta la comparacion de la solucién aproximada usando un y dos
términos con la solucion exacta, claramente, la exactitud es significativamente mejora
usando dos términos en la solucion.

Aplicacion 2:

Considere el siguiente problema de conduccion de calor en estado permanente para un
cilindro solido:

1d (r de + [1—12]T =0 enl<r<?2 (3.2.4.31)
rdrl dr r

T=4 parar=1 (3.2.4.32)

T=8 parar=2 (3.2.4.33)

Resolver el problema usando el método de Ritz.
Solucion: este problema es un caso especial del problema general (3.2.4.1) por lo tanto la

ecuacion variacional equivalente es inmediatamente obtenida de la ecuacion (3.2.4.2) para
los valores fijos de las condiciones de frontera se tiene

_ 2| (dT 2_ 1)
E jl Kdrj (1 rij ]rdr (3.2.4.34)

Proponemos solo un término en la solucién de prueba ﬁ(r) como:
T,(r) = Cyh (1) + W, () (3.2.4.35)

Donde:
H(r)=(r-1(r-2) y W, (r) =4r (3.2.4.36)

Esté solucion satisface las condiciones de frontera ((3.2.4.32) y (3.2.4.33) ) sustituyendo
esta solucion en la forma variacional (3.2.4.34) derivando el resultado de la expresion con
respecto a C; e igualando a cero obtenemos:

o, “2(— FS 1+ 6r* —8r® —6r? +18r —12+4Jdr
dc, r=1 r

+8[ (-rt+3rt4ri—6r+2Mr=0 (3.2.4.37)

Después de realizar la integracion c; es determinada como:

c1=-3.245
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Entonces la solucién aproximada esta dada por:

T,(r) =3.245(r —1)(2—r) +4r (3.2.4.38)
La solucion exacta a este problema es:

T(r) =14.43),(r) +3.008Y,(r) (3.2.4.39)

Una comparacion de la solucién aproximada con la solucion exacta para los puntosr = 1. 2,
1.5, y 1.8 muestra que la concordancia esta dentro del 0.03% , por lo tanto, en esta
aplicacion la aproximacion a un termino proporciona muy buenos resultados.

3.25 METODO DE RITZ. CONDUCCION DE CALOR BIDIMENSIONAL EN
ESTADO ESTABLE

El método de Ritz para resolver problemas de una dimension en estado estable, se puede
extender a problemas bidimensionales tanto en estado estable como transitorio. Para esta se
selecciona una solucién aproximada 6(x, y) la cual depende de n pardmetros y tiene la
forma de una sucesion {¢y, (X, y)} convergente de funciones.

N

00X, Y) = 2. & ¢n (X, Y) (3.2.5.1)

n=0

Donde o, (X, y) para todos los valores de n satisface las condiciones de frontera. Si ¢, (X,
y) se considera ademas como un producto de una funcién de x y de una funcién de y
solamente:

Pn (X, Y) = Xn (X) Ya (y) (3.2.5.2)

Entonces Xn(X) y Yn(y) seran formuladas tales que X,(x) satisfaga solamente las
condiciones de frontera en la direccién x y Yn(y) solamente las condiciones de frontera en
la direccion y. Por lo que la ecuacién (3.2.5.1) se puede expresar como:

(X, y) = ZO an Xn (X) Ya (¥) (3.2.5.3)
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Aplicacién 1

¥
A

iy

-

--x Z_-pcn

FIGURA. (3.2.5.1) CONDUCCION DE ESTADO ESTABLE EN ALETA
BIDIMENCIONAL

Encontrar la distribucién de temperatura en estado estable en él alabé bidimensional
mostrado en la figura (3.2.5.1). En su base, la temperatura del alabé esta dada por F(x). Se
puede considerar que el coeficiente h de la superficie es muy grande. El alabé tiene longitud
finita y espesor igual a 2I.

La formulacion diferencial de este problema es:

o Z + ﬂ[ =0 (3.2.5.4)
oX JYy
y las condiciones de frontera:
T(0,y)=F(y) (3.2.5.5)
T(x,H) =T (3.2.5.6)
T(o0,y)=Ts (3.2.5.7)

El primer paso para la solucion del problema es la transformacion de la variable
dependiente, haciendo 6=T-T,, , que no cambia la ecuacion dominante aunque reduce a tres
de las condiciones de frontera a una forma homogénea. Ahora el nuevo problema en
funcién de 6, es:

~0 (3.2.5.8)
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y las condiciones de frontera:

0(0, y)=f(y) (3.2.5.9)
0(x, £1) =0 (3.2.5.10)
6(c0, y)=0 (3.2.5.11)

Este problema lo resolveremos por la técnica Integral. Todas las especificaciones y
dimensiones son iguales a las dadas anteriormente. La funcidon f(y) esta dada por

6 (0,y)=6 . [1—(y/1)2]se supone parabélica (ver figura (3.2.5.17)), después para mayor

facilidad se reproduce la figura (3.2.5.17), la ecuacion dominante y las condiciones de
frontera son:

s =0 =0
u H
Isoterma
y Yy
Linea de Flujo
de Calor
0
/— 0=0
L

FIGURA. (3.25.1") ISOTERMA DE LA FUNCION
~sinh[(2n+D)z(L—x) /H] sin[(2n+D(zy / H)]
~ sinh[(2n+21)(AL/ L)] 2n+1
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~+2 %20 (3.25.12)
o X oy
0(0,y)= f(y)=6?ma{l—(i/j } (3.2.5.13)
O(x,x1)=0
3.2.5.14
O(e0,y) =0 (3.25.14)

La técnica integral involucra la resolucion de la integral de la ecuacion diferencial
dominante. Para este caso, la integral que se debe resolver es

1eo 7% 0%6
Io IO [ﬂxz +ﬁyz]dxdy=0 (3.2.5.15)

Ahora se debe elegir una forma aproximada para la variable dependiente, que satisfaga las
condiciones de frontera. Entonces, se hace compatible la forma supuesta de e(x, y) con la
ecuacion dominante por medio del método de Ritz.

Se supone la forma de e(x, y) en las dimensiones X y y sujeta a las condiciones de frontera

que se deben satisfacer. Para este caso se usa una funcion cuadratica en la direccion de las y
y una exponencial en la direccién de la x (ver figura 3.2.5.1"). El perfil de Ritz supuesto es

0(xy)=Al2-y? ™ (3.2.5.16)

En donde se requiere que el pardmetro A sea @, /1% por la condicién de frontera en x=0.
En consecuencia, la funcion que se debe usar es

o(x,y)= '“ax( —y R (3.25.17)

El parametro B queda determinado al sustituir la ecuacién (3.2.5.17) en la relacion integral,
ecuacion (3.2.5.15).

Ahora se desarrolla la integracion. La primera integracion, término a término, de la
ecuacion (3.2.5.15) da la expresién
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w |
96 4y 4 I‘”ﬁ dx =0 (3.2.5.18)
0 X], 02y,

Despejando y resolviendo cada uno de estos términos por separado, usando la ecuacion
(3.2.5.17), se tiene, para el primero.

106| = _ 'Bemax 2 2).-Bx| ©
0 A x ody__.[o |2 (I _y)e ody
Beméx !
== ], 07 - yh)dy
, 8 3.2.5.19
:izmax |2y_L I:EBlemax ( )
I 3|0
y para el segundo,
R dx=—r0méx2—2y e ¥dx
Oﬂy 0 0 |

_ W | 7| o 20, (3.2.5.20)
o B |° B
Una vez evaluados estos términos, se puede escribir la ecuacion (3.2.5.18)
20
2BI6,, - 2T =0 (3.25.21)
3 BI

y se obtiene el valor del parametro B como:

Por lo tanto la solucion usando el método de Ritz queda

|2 _ y2
o(x,y)= 9max(je‘m” (3.2.5.22)

|2
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3.2.6 METODO DE GALERKIN

En la seccion anterior se presentd el metodo de Ritz, el cual requiere que la forma
variacional equivalente de las ecuaciones diferenciales dominantes deberia estar disponible
para que este método sea aplicable. En 1915 Galerkin [57] propuso un método de
aproximacion de solucion de problemas de valor de frontera que no requiere la formulacion
variacional del problema, por lo tanto proporciona una aproximacién mas clara y general a
la solucidn de problemas de valor de frontera. Es aplicable a la solucion de ecuaciones de
tipo eliptico, hiperbdlico y parabdlico, asi como a problemas lineales y no lineales. Cuando
la forma variacional de un problema de valor de frontera existe, se puede mostrar que los
métodos de Ritz y Galerkin son equivalentes y producen resultados idénticos. Por lo tanto,
en vez de tratar de desarrollar la forma variacional equivalente para un problema de valor
de frontera dado y aplicar el método de Ritz, se puede aplicar el método de Galerkin
directamente al problema de valor de frontera. Abajo se presenta la teoria basica y
aplicacion del método de Galerkin a la solucién de problemas de conduccion de calor en
estado de equilibrio en dominios finitos. El lector debera consultar las referencias [16, 37,
53-55] para una discusion de la teoria y aplicacion del método de Galerkin y las referencias
[58-64] para su aplicacion en la solucion de diversos tipos de problemas de valor de
frontera.

La idea basica del método de Galerkin puede ilustrarse refiriéndose al problema de valor de
frontera dado por las ecuaciones (3.3.4.1a) considerado en conexion con el método de Ritz.
Este problema se escribe mas compactamente en la forma:

L[T(]=0 en laregion R (3.2.6.1)
B[T(rs)] =f(rs) sobre lafrontera S (3.2.6.2)
Donde L es un operador lineal diferencial [por ejemplo: L[T]= VT + AT + (ijg ] yBes

un operador de condicion lineal de frontera [por ejemplo: B[T]= k(jTj +hT].
n

Claramente, el problema definido por la ecuacién (3.2.6.1). Cubre un rango extenso de
problemas de conduccién de calor de interés practico, escogemos una solucion de prueba
T,(r) en la forma:

T (r) =Y, (r)+ Zn:Cj¢j (r) enlaregiénR (3.2.6.3)

Donde la funcion ‘¥, (r) satisface la parte no homogénea de las condiciones de frontera
(3.2.6.2)y las funciones ¢, (r) satisfacen la parte homogeénea, es decir

B[W, (r)]= f(r.) (3.2.6.4)

Blg;(r)]=0  j=12...n (3.2.6.5)
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Si las condiciones de frontera para el problema son todas homogéneas, la funcion ‘¥, (r) no
se necesita, también es posible transformar las condiciones de frontera no homogeéneas a
homogéneas. Por ejemplo, en el caso de un problema de dos dimensiones, uno puede
definir una variable dependiente nueva T "(x, y) tal como

T (X%Y)=TXY)+ p(xY) (3.2.6.6)

Donde la funcién p(x,y) es elegida para que cada superficie de frontera en el lado
izquierdo de la ecuacién (3.2.6.4) produzca un término que cancele el término no
homogéneo f(r,) en el lado derecho de la ecuacion.

Supongase funciones apropiadas ¥ (r) y ¢,(r) , desde j=1,2, .. n,son encontradas

y la solucion de prueba T, (r) es construida como se da por la ecuacion (3.2.6.3)

Claramente tal como la funcién de prueba satisface todas las condiciones de frontera para el
problema pero no para la ecuacion diferencial (3.2.6.1). Si se inserta en la ecuacion
diferencial (3.2.6.1) un residuo del lado izquierdo por que, solo con la solucion exacta es
idénticamente igual a cero, y la ecuacion diferencial se satisface en cada punto del medio.
Para una funcion de prueba seleccionada que consista de un numero de parametros
ajustables como se dio anteriormente, una buena aproximacion de la solucion exacta podria
considerarse para ser uno de los cuales los coeficientes C j son tan ajustados para mantener
los residuos tan pequefios como sea posible. EI método de Galerkin para la determinacion
de los coeficientes desconocidos C; consiste en requerir promedios considerables de los
residuos sobre las regiones consideradas que deberian de eliminarse.

Las funciones considerables se toman para ser las mismas funciones, las cuales son usadas
para construir la solucion de prueba dada por la ecuacion (3.2.6.3) asi, el método de
Galerkin para la determinacion de los coeficientes C; esta determinado como:

[ LT, (0], (ndv =0 (32.6.7)
IL{‘Po(r)+icj¢j(r)}¢i(r)dV:0 i=1,2, ..,n (3.2.6.8)

Esta relacion produce un sistema de ecuaciones algebraicas para la determinacion de n
coeficientes Cy, Cy, ..., Cp, la expresion dada por la ecuacién (3.2.6.7) pude ser interpretada
como un equivalente a la ortogonalidad de la expresion L[Tn(r)] a todas las funciones del

sistema. La funcién, desde i=1, 2,.., n, son considerados completas en la region R. De esta
forma si todas las funciones ¢, (r) pertenecientes a este grupo completo estan incluidos, el

requerimiento dado por la ecuacion (3.2.6.7) corresponde a una solucién exacta del
problema, sin embargo en el método de Galerkin solo un numero finito de estas funciones
son consideradas en la ecuacion (3.2.6.7) por lo tanto la solucién sera aproximada.

El método de Galerkin tal como se describe arriba proporciona una aproximacion simple y
sencilla a la soluciéon de problemas de conduccion de calor en estado estable. Cuando el
problema de valor de frontera tiene una forma variacional, las soluciones obtenidas por el
método de Galerkin como se definen por las ecuaciones (3.2.6.7), (3.2.6.8), y este método
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de Ritz definido por las ecuaciones (3.2.4.2), usan la misma solucién de prueba (3.2.6.3) se
obtienen resultados idénticos. Una discusién de la equivalencia de estos dos métodos,
cuando la forma variacional de los problemas existe se da en la referencia [53,pp 279-281]
. Por lo tanto el método de Galerkin es preferible al método de Ritz ya que no requiere
forma variacional en el problema, en resumen esto se aplica a problemas que no tienen
forma variacional.

Un paso importante en la solucion de problemas de valor de frontera por el método de Ritz
o Galerkin es la construccion de funciones ¢, (r) que satisfacen la parte homogénea de las

condiciones de frontera para el problema. Ahora presentaremos la construccion de las
funciones ¢, (r)

CONSTRUCCION DE LAS FUNCIONES ¢, (r)

Las funciones, j = 1, 2, ....n si es posible, deberan pertenecer a la clase de funciones que son
completas en la region considerada. Deberian ser continuas en la region y tener derivadas
continuas de primer y segundo orden. Pueden ser funciones polinomiales, trigonométricas,
circulares o esfericas, pero, estas solo satisfaran la parte homogénea de las condiciones de
frontera para el problema. Un problema para regiones finitas se sujetard a condiciones de
frontera de primer, segunda o tercera clase o0 a sus combinaciones. Enseguida
presentaremos algunas formas usuales que ayudan en la construccion de funciones ¢, (r) ,

con j=1,2,..n

Que satisfacen la parte homogénea de las condiciones de frontera para el problema.

Para geometrias tales como la de un plano, un cilindro hueco, un rectangulo, etc. y cuyas
coordenadas de superficie coinciden con las superficies de frontera, las soluciones basicas
se listan en las tablas 2-1, 3-1 y 3-2. Pueden tomarse como las funcionesg,(r) . Por

ejemplo para el plano 0 < x <L , la funciéng,(r) , con j =1, 2,..n depende de la

combinacion de condiciones de frontera en x =0 y x =L, se puede obtener de la solucion
bésica o elemental listada en la tabla 2-1 tomando s6lo la primer n de las eigenfunciones.
De forma similar, para los problemas de un cilindro sélido y un cilindro hueco con simetria
cilindrica, las funciones, j =1, 2,..n pueden obtenerse de las tablas 3-1 y 3-2
respectivamente.

Hay muchas situaciones en las cuales las fronteras de la region son irregulares y si el
resultado de la solucion no se puede construir por la solucion elemental buscada en las
tablas 2-1, 3-1 y 3-3 que se discuten anteriormente. Ahora describimos otro de los métodos
de construccion de funciones ¢,(r) que se aplica tanto a fronteras regulares como

irregulares.

Condiciones de frontera de primera clase. Asumimos que las condiciones de frontera
para el problema son todas de primera clase en todas sus fronteras. Permitase, una funcion
w (X, Y) que sea continla en la region R y tenga derivadas continuas con respecto a X y a
y, también satisfaga las condiciones sobre:

w(X,y)>0 dentrode R y w(x,y)=0 enla frontera$S (3.2.6.9)
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Claramente la funcion w (X, y) satisface la parte homogénea de las condiciones de frontera
de primera clase, para el problema hace que se elimina en las fronteras. Entonces, la
funcion ¢, (x,y) para los problemas se pueden construir por los productos de w(X, y) y

varias potencias de X y y en la forma
G =W, g, =WX, g, =Wy, ¢, =WX",  =WXY , ..., (3.2.6.10)

Las funciones ¢;(x,y) j =1, 2,..n construidas de esta manera satisface la parte

homogénea de las condiciones de frontera para el problema, tiene derivadas continuas en X
y Y, y se comprueba en la referencia [53, p.276] que ellas constituye un sistema completo
de funciones. Asi, el problema se convierte en una determinacion de las funciones
auxiliares w(x, y). Estas funciones pueden determinarse utilizando las ecuaciones de
contorno de frontera como se describe a continuacion.

1. Para regiones que tienen contorno simple continuo, tales como el circulo, que se tienen
F(x, y)=0 (3.2.6.11)

Seré la ecuacién de contorno. Claramente, la funcién F(X, y) es continua y tiene derivadas
parciales con respecto a x y y. Asi la funcion w(x, y) puede elegirse como

w(X, y)=tF(X, y) (3.2.6.12)

Por ejemplo, para una region circular de radio R con centro en el origen, la ecuacion de
contorno satisface la ecuacion

F(X,y)=R*-x*-y*=0 (3.2.6.13a)
y la funcién w (X, y) se toma como

w(x, y)=R* -x*-y* =0 (3.2.6.13b)

2. -Para regiones que tienen contorno de frontera en la forma de polinomio convexo, se
tienen las ecuaciones de sus lados en la forma

F1:a1x+b1y+d1: 0 ,F= a2x+b2y+d2: 0,..,F= anx+bny+dn: 0 (3.2.6.14&)
Asi, la funcion w (X, y) se escoge de la forma

wW(X, Y)=£tF1(X, y) Fa(X, ¥) F3(X, y) , ... Fa(X, y) (3.2.6.14b)
Que elimina a cada punto sobre la frontera y satisface la parte homogénea de las
condiciones de frontera de primera clase para la region.
Para geometrias no convexas el problema es mas complejo, una discusion sobre este asunto
se da en la referencia [53, p278].
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Aplicacion. Construir la funcion w(x, y) como se especifica anteriormente para las cuatro
diferentes geometrias mostradas en la figura (3.2.6.1)

Solucidn. Las ecuaciones para contorno de cada una de las cuatro geometrias mostradas en
las figuras ((3.2.6.1) a, b, c, d) estan dadas respectivamente como:

a-x=0 , a+x=0 , b-y=0 , b+y=0 (3.2.6.15a)
y-ox=0, y+Bx=0, L-x=0 (3.2.6.15b)
X
x=0 , y=0, 1———X: 0 (3.2.6.15c¢)
a b
RZ-x*-y?*=0,R:—-(x-L)>-y*=0 (3.2.6.15d)

Entonces las funciones correspondientes w(x, y) para cada una de las geometrias mostradas
en las figuras 3.2.6.1a, b, ¢, d estan respectivamente dadas por

w(x, y)=(a%-x%)(b*y?) (3.2.6.16a)
W(X,y)=(y-ax)(y+Bx)(L-X) (3.2.6.16b)
wx,y) = xy(1- 2= Yy (3.2.6.16c)

a b
w(X,y) = (Rf —x? —yz)lR§ —(x-L) —y2J (3.2.6.16d)

Otras condiciones de frontera. Ninguna regla general puede ser colocada para situaciones
que involucran diferentes combinaciones de condiciones de frontera de primera, segunda o
tercera clase. La funcion ¢, tiene que ser elegida de tal forma que sean continuas asi como

su derivada y que satisfagan las condiciones de frontera para el problema. Asi, la solucion
de prueba se construye de acuerdo a la combinacion lineal de funciones ¢; . Ilustraremos

este punto con ejemplos especificos.

Considere un problema de conducciédn de calor en estado estable de una sola dimension.
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a+x=0 _ax=0 L-x=0

y+px=0

(b) REGION TRIANGULAR

(¢) REGION TRIANGULAR

(d) UNA REGION EN FORMA DE MEDIA LUNA ENTRE
LA INTERSECCION DE DOS CIRCULOS

FIGURA. (3.2.6.1) REGION DE CONTORNO QUE TIENEN CONDICIONES DE
FRONTERA EN LA FORMA DE UN POLIGONO CONVEXO Y UNA REGION
LIMITADA POR DOS CIRCULOS , (a) REGION RECTANGULAR , (b, c) REGION
TRIANGULAR ,(d) UNA REGION EN FORMA DE MEDIA LUNA ENTRE LA
INTERSECCION DE DOS CIRCULOS

Sujeto a las condiciones de frontera
{—dTJrth} =0 vy [—dTJrhzT} =0 (3.2.6.17a)
dX x=0 dX x=L

Las funciones ¢; pueden ser elegidas como

L L
=x? x-L- Cd, =(L=x)*| x+L-

# ( 2+h2Lj 7. = )( 2+hle
y 4 =x(L-x)*, j=3,4,5,.. (3.2.6.17b)

asi, la solucion de prueba es construida como
T.()=¢,+4,+ > C4, en0<x<L (3.2.6.17¢)
j=3

Satisface las condiciones de frontera (3.2.6.1a). Los coeficientes Cjson determinados por el
método de Galerkin.
Ahora ilustraremos la aplicacion del método de Galerkin.
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Aplicacion 1

Resolver la ecuacion (3.2.4.8) bajo las condiciones de frontera (3.2.4.9), por el método de
Galerkin usando la solucion de prueba de un sélo término dada por la ecuacion (3.2.4.11) y
(3.2.4.12).

Solucién. El método de Galerkin definido por la ecuacion (3.2.6.7) es aplicado a la solucién
del problema que se da por las ecuaciones (3.2.4.8) obtenemos

| d2-'|;' -
j [d o+ AT +Bx}zs (X)dx=0 (3.2.6.18)
x=0 X

y la solucion de prueba de un s6lo término se toma como
T,(X) = ¢, x(L— x) (3.2.6.19)

la solucion de la ecuacion (3.7.104a) proporciona

T.(x) = i °_ x(1-%) (3.2.6.20)

1-A/10)
La cudl es exactamente igual a la que se da por la ecuacion (3.2.4.25) y que es obtenida por
el método de Ritz.

Aplicacion 2

Resolver la ecuacion (3.2.4.31) bajo las condiciones (3.2.4.32, 3.2.4.33) por el método de
Galerkin utilizando la solucion de prueba dada por la ecuacion (3.2.4.35).

Solucion. ElI método de Galerkin cuando es aplicado a la solucion del problema dada por
las ecuaciones (3.2.4.31) proporciona

jﬁ;(r?j{l‘ijﬂ ¢ (r)dr =0 (3.2.6.21a)

donde
T, (r) =c,g 1(r) +y (1) (3.2.6.21b)
¢ (r)=(r-D1(r-2),y ,(r)=4r (3.2.6.21c)

Después de llevar a cabo la operacion indicada encontramos C;=-3.2450

T,(r) =3.245(r —1)(2—r) + 4r (3.2.6.22)
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Que es exactamente igual a la que se da por la ecuacion (3.2.4.36) y que se obtuvo por el
método de Ritz

Aplicacion 3.

Resolver el problema de conduccion de calor en estado estable en una region rectangular
(-a, a; -b, b) con una generacién de calor en un intervalo constante de g w/m®y las fronteras
mantenidas a la temperatura cero, usando el método de Galerkin y comparar el resultado
con la solucion exacta.

Solucioén. La formulacion matematica del problema es

2 2
T LTy 0en-a<x<ay-b<y<b (3.2.6.23a)
o x? o”y k

T=0 enx=tayy=+b (3.2.6.23b)

La solucion de este problema por el método de Galerkin, de acuerdo con la ecuacion
(3.2.6.7) es escrita como

J f { lg}ﬁ (x,y)dx dy =0 (3.2.6.24a)
dx? k

X=—a y=-b
Consideramos la solucién de prueba de un sélo término como

T.(xy)=cg,(xy) (3.2.6.24b)
donde la funcion ¢ , se obtiene por la ecuacion (3.2.6.16a) como

¢, (xy)=(a—x*b* - y?) (3.2.6.24¢)

Introduciendo esta solucion de prueba en la ecuacion (3.2.6.16a) y desarrollando la integral
obtenemos

_5 gk
' 8a?+b?

Por lo tanto la solucion aproximada de un sélo término se transforma en

5 g/k
T .(x, y)=8a2gi o (a2 - x? )% - y?) (3.2.6.25)

La solucidn exacta para este problema es:
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s, . . cosh(,[in yj-cos[ﬂn XJ
T(xy) =§{H}—2a2 (_13) b 5 a (3.2.6.26)
2 = cosh(ﬂn aj
Donde

2n+)x

Ba="

Para comparar estos dos resultados consideraremos la temperatura central (i.e., x=0, y=0)
para el caso en que a = b y obtenemos:

2 2
Aproximada T.00) = > 9" _ 031259 (3.2.6.27a)
16 K K
exacta T(0,0) = ga i (3.2.6.27h)
r /] cosh B,

El error existente en la solucion de un sélo término es alrededor de 6.7 %.
Para la solucién de prueba de dos términos, la distribucion de temperatura podra formarse
en la forma

T,(x,y) = (C, +C x*)(@* = x*)(b* - y?) (3.2.6.38)

Y los célculos se realizaran de forma similar para determinar los coeficientes C; y C, .

3.2.7 METODO DE KANTOROVICH. [8], [20], [24].

El método de Kantorovich queda en una posicién intermedia entre la solucion exacta y el
metodo de Ritz.

En la seccidn anterior se construyé el perfil para dos dimensiones que se expresa por la
ecuacion (3.2.5.18) especificando las funciones X,(X) y Yn(y) en las direcciones x y y. Sin
embargo, en muchos problemas fisicos el desarrollo general de la temperatura 6(X, y) en
una direccién, es decir, en la direccién y, se puede predecir con mayor precision que en la
otra direccién. Para el mismo caso, el perfil de Ritz puede generalizarse especificando
completamente las funciones Y,(y), pero dejando sin especificar la funcion X,(x), para ser
consideradas con condiciones de frontera apropiadas en direccion x. Este procedimiento
constituye la base del Método de Kantorovich.
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Aplicacion del método de Kantorovich.
Aplicacién 1.

Encontrar la distribucién de temperatura en estado estable en el alabé bidimensional
mostrado en la figura (3.2.6.1). En su base, la temperatura del alabé esta dada por F(x). Se
puede considerar que el coeficiente h de la superficie es muy grande. El alabé tiene longitud
finita y espesor igual a 2I.

La formulacion diferencial de este problema es:

J:T o0°T

oy =0 (3.2.7.1)
y las condiciones de frontera:

T(0, y)=F(y) (3.2.7.2a)

T(x, #l) =T, (3.2.7.2b)

T(0, y)=Tx (3.2.7.2¢)

El primer paso para la solucion del problema es la transformacion de la variable
dependiente, haciendo 6=T-T., , que no cambia la ecuacion dominante aunque reduce a tres
de las condiciones de frontera a una forma homogénea. Ahora el nuevo problema en
funcion de, es:

2 2
d f + o f =0 (3.2.7.1)
oXxX: oy
y las condiciones de frontera:
6 (0, y)=f(y) (3.2.7.28)
0 (x, +l) =0 (3.2.7.2b"%)
0 (o0, y)=0 (3.2.7.2¢")

Este problema lo resolveremos por la técnica Integral. Todas las especificaciones y
dimensiones son iguales a la dada anterior mente. La funcion f(y) dada por:

0(0,y)=0Omax[1-(y/1)?] se supone parabélica después para mayor facilidad se reproduce la
figura 3.2.6.1, la ecuacién dominante y las condiciones de frontera son:

220 520
oxE oy
y

0 (3.2.7.3)

110



0 (0,y)=f(y)=0.. {1—(3’}2} (3.2.7.4)

(3.2.7.5)

La técnica integral involucra la resolucion de la integral de la ecuacion diferencial
dominante. Para este caso, la integral que se debe resolver es

10o( 0 %0 520
jo jo (MZ +§y2dedy:O (3.2.7.6)

Ahora se debe elegir una forma aproximada para la variable dependiente, & (x,y), que
satisfaga las condiciones de frontera. Entonces, se hace compatible la forma supuesta de
0 (X, Y) con la ecuacion dominante por medio del método de Kantorovich.

En el método de Kantorovich el procedimiento es bastante parecido excepto que se supone
que la forma funcional para 6(x, y) esta solamente en una direccion. En este caso, sea la
direccion de las y, y la forma es cuadratica como antes. Ahora el perfil supuesto de
Kantorovich es

0 (x, y)=(12 - y? )X (x) (3.2.7.7)

En donde se obtiene la funcién X(x) de la formulacion integral y de las condiciones de
frontera. Al sustituir la ecuacion (3.2.7.7) en la ecuacion (3.2.7.6) se obtiene

M:(?; * ?;de dy =ﬂf[(|2 —y?)X " —2X Jdxdy =0 (3.2.7.8)

La primera integracién en la direccién de las y da
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J‘:HI 2y —ijx g 2Xy} dx=0 (3.2.7.9)

y evaluando los limites, se tiene

f{jﬁx" —2lx}dx=0 (3.2.7.10)

Para que esta integral, evaluada entre los limites O e oo, sea verdadera en general, él
integrando debe ser idénticamente igual a cero. De esa manera se tiene la ecuacion
diferencial ordinaria

X -2 X =0 (3.2.7.11)

y las condiciones de frontera son:

X () =0, X(0) = O

|2

La solucion a la ecuacion (3.2.7.11) es:

X = Me /' 4 Ne /! (3.2.7.12)

Aplicando las condiciones de frontera se obtiene, para las constantes M y N,

En consecuencia se tiene, para la funcion

X (X) = Ot o3 (3.2.7.13)

|2

y para la solucion completa
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|2 _ y2
0 (x,y)= 9méx(|2 jem” (3.2.7.14)

Se ve que el método de Kantorovich da el mismo resultado, ecuacion (3.2.7.14), que el
método de Ritz, ecuacion (3.2.5.22), para este ejemplo. No siempre dan resultados
idénticos los dos métodos.

Se ha mostrado la distincion entre los dos métodos. En el método de Ritz se tiene una
suposicion razonablemente completa con relacion a la forma de la variable dependiente en
todas las direcciones. El perfil supuesto incluye al menos un parametro no especificado.
Sustituir el perfil de Ritz en la forma integral de la ecuacién dada, da una ecuacion
algebraica en el parametro desconocido. La solucién se completa resolviendo la ecuacion
algebraica para determinar este pardmetro. En el método de Kantorovich se supone la
variable dependiente en solamente una direccion con una funcién no especificada para
describir la variacion en la otra direccion. Sustituir este supuesto perfil de Kantorovich en
la formulacion integral, produce una ecuacién diferencial que se debe resolver para
completar la solucién.

Generalmente el método de Ritz es méas rapido; el método de Kantorovich es el mas
exacto. Sucede que la forma supuesta mas general como en el enfoque de Kantorovich da
una solucion mas exacta a costa de un esfuerzo (a veces considerablemente mayor).

En el tratado de Arpaci se da una descripcion completa de la técnica integral

3.2.8 COMPARACION DE LOS METODOS VARIACIONALES

El objetivo es desarrollar y aplicar los métodos variacionales como son: Ritz, Kantorovich
y Galerkin, en la solucién numérica a problemas de la ingenieria en particular para
determinar la distribucién de la temperatura en un calentador eléctrico con generacion
interna y uniforme. Los resultados numéricos de la solucién, se comparan con la solucion
exacta.

1. INTRODUCCION

Los meétodos variacionales clasicos de Ritz, Kantorovich y Galerkin, se basan en la

minimizacién de una funcional asociada al problema dado, que no es otra cosa que la
energia total del sistema fisico definido. A fin de tomar como ejemplo, consideremos un
calentador eléctrico.
Para esta aplicacion, se considera un calentador eléctrico de seccion transversal rectangular
(-a, a)x(-b, b) con una fuente de calor interna uniforme (constante) de g w/m® cuyas
fronteras mantenidas a la temperatura cero. Nuestro propdésito es determinar la distribucion
de temperatura.

Para esto se ha considerado la ecuacion que gobierna el fendmeno de transferencia de calor

del calentador en esta region:
[-a, a]x[-b, b]=R
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Donde
S=(-a, y)U(a, y)U(x, -b)U(x, b)
0T O0°T

1
—t—+ Oen-a<x<ay-b<y<b
oxX Oy kg y- y

Sujeto a las condiciones de frontera S:
T=0 enx=xa y y==b
Que representando en forma de operadores diferenciales se tiene:

LT = V2T = —E enR (3.2.8.1)

Bajo la condicion de frontera:
BT =T\S =0 en S (3.2.8.2)

Si multiplicamos a (1.1) por T tenemos:
TLT =T VT =—§T
de donde se tiene:
:iT[LT +§)dR, 0 sea,

la funcional para la ecuacion (1.1) se expresa por:

=l [ [(asz (62 J+§)dedy (3.2.8.3)

Donde su primera variacién viene dada por:

2 2
si=[[ (aT 8T+9J5dedy=0 (3.2.8.4)

distribuyendo el operador de integracion se tienen tres integrales:

jjaax( ]mdxdy B= j j_aay[gjmdxdy C= j j[ ]mdxdy

Realizando integracion por partes en la variable x para A se tiene:

dv = 6(m—jdx asi v=aaT=T

X

OX \ OX X
u=a4T asi du:d(g'r)zgthjngx
dx dx dx

b

A= jb [(5 T, - iTxa(TX )dedy

Donde el primer termino de estas integrales vale cero por las condiciones de frontera:
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A=— j j T,5(T, ) dxdy (3.2.8.5)
-b-a
Usando la identidad:
T.6(T,)= ;5 (r?) (3.2.8.6)

Sustituida en la ecuacién anterior se tiene:

j | [ }dxdy (3.2.8.6a)
_; j j (r2)] dxdy (3.2.8.6h)

Realizando un procedimiento andlogo y usando propiedades de integracion iterada [6] se
tiene algo similar para Ia integral B:

j | { }dxdy (3.2.8.7)

—b-a

_——”[5 T2 ]dxdy (3.2.8.8)

—b a
Realizando la suma de Ias tres integrales e igualando a cero

5I———H ]dxdy ——J.J.[S ]dxdy

—b a -b-a
b a

+| IsT dxdy =0 (3.2.8.9)

-b-a

ba 2 2
s1=5||[ (‘ﬂj 9T ~297| |axdy=0 (3.2.8.10)
wi\ox) \oy) Kk
De donde la funcional I[T] que hay que minimizar es:

Irl=| j{(mj [‘ZU Zkg }dxdy (3.2.8.12)

-b-a

Es bien conocido el hecho que las soluciones de la ecuacion (3.2.8.1) bajo las condiciones
de frontera (3.2.8.2), son los puntos criticos de la funcional Energia (3.4.8.11) por lo que
resolver (3.2.8.1) bajo (3.2.8.2), es determinar los puntos criticos de ella.

A fin de determinar los puntos criticos de (3.2.8.11) se selecciona una forma aproximada
para la variable dependiente, T(X, y), que satisfaga las condiciones de frontera, por medio
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de los métodos de Ritz, Kantorovich y Galerkin. Abordaremos primeramente el método de
Ritz
2. METODO DERITZ

En este método se selecciona una solucion aproximada T(X, y) la cual depende de N
parametros y tiene la forma de una sucesion {p, (x,y)} convergente de funciones:

T(CY) =2 2,0,(%Y) (3.2.8.12)

Donde on(X, y) para todos los valores de n satisfagan las condiciones de frontera. Si @n(X,
y) se considera ademas como un producto de una funcidon de x y de una funcion y
solamente:

@, (X, y) = X, (X)Y, (y) (3.2.8.13)

Entonces Xn(X) ¥ Yn(y) serdn formuladas de tal forma que Xn(x) satisfaga solamente las
condiciones de frontera en la direccion xy Yn(y) solamente las condiciones de frontera en
la direccion y, por lo que la ecuacion (3.2.8.3) se expresa por:

T(XY)= ZN:aan(x) Y. (Y) (3.2.8.14)

Aplicando el método de Ritz, se considera la funcion T(X, y), de tal manera que satisface
las condiciones de frontera del problema. Para este caso se puede emplear alguna de las
siguientes series:

Lo T(0Y) =@ )0 Y@+ +3y° +...

2.- Txy=3,& X)E -y)+a,@ X))+
3- T(xy)= iamnsin[nzzxjsin(rfyj

m,n=1

4- T(xy)=Ab*-y* ™

Ambas series satisfacen las condiciones de frontera, del problema
Considerandola serie (1) truncada en el primer término donde esta ao, para él calculo de la
primera aproximacion de Ritz:

T(xy)=(@"-x*)(b* - y*)a, (3.2.8.15)
Y sustituyéndola en la ecuacion (1.9) e integrando se obtiene el coeficiente a,
9
5 k
Ay =5 v 3.2.8.16
" 8(a’+b?) ( )
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Por lo tanto, el perfil de primer orden de Ritz basado en la formulacién variacional se
expresa por:

5 9

T(x, y)=8[m}a —X )(b -y ) (3.2.8.17)

3. METODO DE KANTOROVICH

En la seccion anterior se construyd el perfil de Ritz para el calentador eléctrico,
especificando las funciones X,(X) y Yn(y) en las direcciones x y y. Sin embargo, en muchos
problemas fisicos el comportamiento general de la temperatura T(X, y) en una direccion, es
decir, en la direccion y, se puede predecir con mayor precision que en la otra direccion.
Para el mismo caso, el perfil de Ritz puede generalizarse especificando las funciones Y,(y),
pero dejando sin especificar la funcién X,(x), para ser consideradas con condiciones de
frontera en la direccion Xx. Este procedimiento constituye la base del Método de
Kantorovich.

Aplicando el método de Kantorovich, obtener una solucion aproximada del problema
anterior.

Suponiendo que la temperatura en la direccion 'y, es una parabola, mientras que en X, es
X(X) es desconocida, por lo tanto:

T(xy)=(b*-y*)X(x) (3.2.8.18)

La cual satisface las condiciones de frontera del problema en la direccion vy, y se considera
como una primera aproximacién. Como en el caso anterior solo que ahora la funcion
desconocida es Y(y).

T(x,y)=(a* =x*)Y(y) (3.2.8.19)

Cuando se quiere mas precision en los calculos puede usar alguna de las siguientes
funciones.

T(xy) =@ =X)L+ X +...+X)Y(y) (3.2.8.20)
T(xy)=(@ —y?)A+y> +...4+Y)X(X) (3.2.8.21)

Retornando ala solucién de problema por el método de Kantorovich, tomando la ecuacion
(3.2.8.19).

T(x,y)= (" - y*)u(x) (3.2.8.22)
aT(a);’y) = (b* - y*)u'(x) (3.2.8.23)
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aT(xy) _ —2yu(x) (3.2.8.24)

oy
Sustituyendo estos valores en la ecuacion (3.2.8.9), se obtiene:
I _”{ b2 y )J )W +[-2yu(x)f - ig(b2 —yz)u(x)}dydx (3.2.8.25)
—a-b

integrando con respecto a y se tiene:

J{lﬁ T+~ Zfbsu(xﬂ (3.2.8.26)
Ahora usando las ecuaciones de Euler-Lagrange:
_(;3'(:)()_;')((85,';()}:0 (3.2.8.27)
Donde F esta dada como:
F=[b? -~ y2 ()] +[-2yu(x)] —ig(bz —y2lu(x) (3.2.8.28)
Usando (3.10) en (3.11) y simplificando:
u"(x)—zgzu( X) = —i(kgzj (3.2.8.29)

Esta ecuacion diferencial puede ser resuelta por dos métodos diferentes, coeficientes
indeterminados y variacion de pardmetros.

cosh[\F XJ
g 2a

u(x)=2— - < (3.2.8.30)

{21

Sustituyendo (3.2.8.13) en la ecuacion (3.2.8.5) se tiene:
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IR

T(x,y)= (3.2.8.31)
cosr{\F ]
Para tener una mejor exactitud en la solucion utilice:
x,Y)= (b2 —y? ), (x)+ (0 — y S u, (x) (3.2.8.32)

Realizando un procedimiento analogo al anterior se llega a la siguiente solucion:

9
T(x,y):(bz— .k cosr{\f J+
2cosr£ J

<b2 .

off 21032 X (3.2.8.33)
2163 1215 b2 | 16k o
1215 b2

También se puede realizar este calculo utilizando la siguiente funcion:
TY) =02 - )X, 00+y?X, (0] (32.8.34)

4. METODO DE GALERKIN.

A diferencia del Método de Ritz el cual requiere necesariamente la equivalencia
variacional, de la ecuacién diferencial que gobierna el fendmeno, asi como sus condiciones
de frontera.

El Método de Galerkin's considera el siguiente problema:

L[T(r)]=0 enR (3.2.8.35)
B[T(r,)]= f(r,) en la frontera de S (3.2.8.36)

Donde L es el operador diferencial lineal

{i, e, L[T]=V*T +AT? + (iﬂ , donde la funcién
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Y (r) satisface la parte no homogénea de las condiciones de frontera (3.2.8.36) y la funcion
¢;(r), satisface la parte homogénea.

B[\Po]: f(rs)
=12,...,n

BVJZO

El método de Galerkin para la determinacion de los coeficientes C; es la dada por:

I L[T, ()] (r)dv =0 (3.2.8.37)
J.L{\Po (r)+icj¢(r)} ¢;(r)dv=0 (3.2.8.38)

Resolver el mismo problema por el método de Galerkin.

2 2
o o7 _,_lg =0 en -a<x<a, -b<y<b

+
ox*  oy* Kk

Sujeto a las condiciones de frontera:
T=0 parax=2a y y=4b
Se parte de la siguiente forma integral:

x=b b 2 2
{dT 9T g oy dxy=0 (3.2.8.39)

Donde: e
Tl(X1 y) = Cl¢l(x’ y)
A(xy) =@ —x*Jo? - y?)

Resolviendo las ecuaciones nos queda:

T(x,y) = Z(az gsz j(a2 —x? b2 - y?) (3.2.8.40)

La solucidn exacta esta dada por la siguiente ecuacion:
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Toy) ;E{a?} = cosh(B, )*cosh(B, ®) (52841

= B’ cosk(Bn g)
Donde:
B, - (2n +1)7z
2

A fin de comparar los resultados obtenidos mediante la solucién numérica de estos métodos
presentamos la siguiente tabla.

TABLA DE COMPARACION DE LOS METODOS ANALITICOS VARIACIONALES.
Caso; x=0,y=0,a=b

Valor % Error
Solucion Exacta 0.293 0%
Ritz 0.3125 6.655290 %
Kantorovich 0.3029854 3.339727 %
Galerkin 0.3125 6.65290 %
‘ X v X C‘
E%="——"-%*100

X,
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CAPITULO 4

FORMULACION VARIACIONAL DEL MEF

4.0 Introduccion.
En este capitulo se desarrollara la formulacién variacional del método del elemento finito
para problemas de potencial y de propagacion en estado transitorio.

4.1. Formulacién Variacional del MEF de Problemas Elipticos o de Potencial.

4.1.2. Formulacion Variacional del MEF de Problemas Elipticos y parabdlicos en
condiciones de frontera no homogeéneas.

4.1.3. Formulaciéon Variacional del MEF de Problemas Elipticos en condicion de
frontera naturales.

4.2 Formulacién Variacional del MEF de Problemas Parabdlicos o de Propagacion.
4.3 El Método Acoplado en la Solucion de la Ecuacion del Calor No Lineal.

4.1.1 Deduciremos la funcional Energia para problemas de equilibrio o Elipticos bajo
condiciones de frontera homogéneas.

deduciendo explicitamente la Energia del Sistema Fisico bajo condiciones de frontera
Homogéneas. Supongamos que se tiene una membrana en una regionQ la cual se
deflexiona a causa de una carga distribuida en forma continua en todo  , salvo su frontera
2 Q. Si ¢(X,Y), representa el desplazamiento del punto (x, y) a causa de f(x, y)

Y Entonces ¢ (x(s),y(s))=0 a

f(x,y) lo largo de Todo

(X(s),y(s)) e d Q.
6 Q La ecuacion  diferencial
a0 o .
% parcial lineal que gobernara

este fendmeno es:

X
Lp =f en Q (4.1.1)
Z

Figura 4.1 Membrana. Bg =g en 2Q (41.2)

donde L=-V? esel operador de Poisson

y Bp=¢|I,=0 ; B¢g=Vg¢-NI,=0

Bp=Vg-N+o(s)¢p T;=0 ; donde 6Q =T, UT, U T,
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Satisface la condicion de Dirichlet, Neumann y Mixta en o Q. Si f(x, y) es la fuerza en
(X, Y)Y 0(x, y) la deformacion del punto (x,y) € Q , entonces W(x,y) = f(x,y) ¢(X,y) €S
el trabajo realizado por f(x, y) en (X, y), y el trabajo total W desarrollado por la fuerza
f(x, y) en reflexionar toda la membrana Q es:

W = j f(x,y) d(x, y) dQ (4.1.3)

W es una funcional, ya que para cada ¢, f fija,

= If - $dQ (4.1.4)
Q
De esta manera si tomamos variacion de W, tenemos

5 W=A[fp do=[fAg dQ (4.15)

donde

[fag do=[Lg ApdR=[Ag LpdQ=-[ Ap V' dQ (4.16)

y de la identidad vectorial

Vi (Ag V)=V (Ag)Vg+AgVZg  (417)
y de v (s Jve=a(1Ive 1] “19)
se tiene:

ij¢dQ IA( V¢ j jvT(A¢v¢)dQ (4.1.9)

y del teorema de la Divergencia de Gauss

—j VI (Ap Vg)dQ=- jA¢(g;’:j dS  (4.1.10)

Q
por lo que

= (Al Y vel?) da- o9
if AqﬁdQ—iA(ZV(ﬁ)dQ im(des (4.1.11)

como /Q =T, ul, UTl, ladltima integral queda

jA¢( ]ds_ IA¢( ]ds IA¢( jds JA¢( jds (4.1.12)

y dadas las condiciones de frontera del problema, se tiene:

123



IA¢£ ¢jd8 0 ; Dirichlet
IAqﬁ( )dS 0 ; Neumann

IA¢( ¢jds jA¢ (5)4)dS=[ o (s)4(s) Ag(s)dS (4.1.13)

Iy

ja(s)¢(s)A¢(s)dS=rJ;a(s)A[; jds Aj“(3)¢ dS (4.1.14)

Iy
Asi la integral

fagda=a{[ Vel |da+a[Z 4 ds (4.1.15)
2 2

Finalmente la expresion

Aff-gda= Ajvf

A{iﬂ

la funcional 1[ ¢ ] definida como:

|[¢1:£ﬂ

Es tal que su primera variacion
Al[g]=0 (4.1.19)

Esto permite asociar al sistema (4.1.1) bajo (4.1.2) laEnergia 1] ¢] .

Lo =f en Q (411
Bp =g en 0 Q 412

dQ +Aj%¢2 dS  (4.1.16)
I3

de donde se tiene:

i -¢)dQ+IZ¢2 ds}zo (4.1.17)

*2f4 Jaa+ [og? dS (4.1.18)

veremos que para el caso Eliptico, autoadjunto y definido positivo, existe una
correspondencia biunivoca entre los puntos criticos de 1] ¢ ] y las soluciones de(4.1.1)

bajo (4.1.2). Siendo esta correspondencia la que nos permite resolver a (4.1.1) vy (4.1.2)
mediante la alternativa de determinar los puntos criticos de I[ ¢ |; es decir resolver la

ecuacion funcional.

a12]_ (4.1.21)

de
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412 FORMULACION VARIACIONAL DEL MEF PARA PROBLEMAS
ELI’PTICQS Y PARABOLICOS EN CONDICIONES DE FRONTERAS NO
HOMOGENEAS.

A fin de obtener la funcional Energia, para el caso de condiciones de frontera No
Homogéneas, consideremos el caso de la deflexion de la membrana donde asumimos el
hecho que la frontera es deformada por la accion de la carga f(x,y) en el interior Q de la

membrana Q , y que la deformacion de & Qpuede ser expresada en términos del operador
diferencial B¢ = g(s) en 2 2, como:

B¢ = ¢ |, = g,(s) (4.1.2.) Dirichlet
Bg =Vg-nT,=9,(s) (4.1.2.2) Neumann
Bg =Vp-A+o(s)p I, =9,(5) (4.1.2.3) Mixta

Problema que puede expresarse como:

Lp=f en Q (4.1.2.4)
Bgp =g en 27 Q (4.1.2.5)

Donde f(x, y) es variable en Q y g(s) no es constante en general en 2 Q, reduciendo este
problema al problema (4.1.1) bajo (4.1.2) mediante una traslacion de ¢ por, donde v es
una funcidn que satisface las condiciones de frontera del problema original (4.1.1), (4.1.2).

Bv =g(s)en sa ; 9(s) #cte.
Sea u=¢ - v latraslacion de ¢ porv.
Entonces
Bu=B¢-Bv=g(s)-9g(s)=0

de manera que B opera bajo condiciones de frontera homogeneas en u. En relacion al
operador L en u tenemos:

Lu=L(¢-v)=L¢-Lv=Ff-Lv=Fen Q.
de esta manera el sistema ( 4.1.2.4) bajo (4.1.2.5) en u queda reducido a:

Lu=FenQ. (4.1.2.6)

Bu=0en s0 (4.1.2.7)
el cual es equivalente a (4.1.1) bajo (4.1.2) salvo la traslacion de ¢ por -v. De acuerdo a
(4.1.1.8) la funcional Energia para (4.1.2.6) bajo (4.1.2.7) sera:

[ul=[(|vu’-2Fu)da+ [ou?ds @128

Q 0Q=T,

donde solo se ha tomado en cuenta la Gnica condicion de frontera que contribuye a la
funcional, que es la condicion mixta Vu-f + o(s)u =0 en I,cd Q. Como en

I, , I, las condiciones de Dirichlet como Neumann, las integrales
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ju(j‘;jds 0; j ( njds 0

1—‘1
Se anulan, haremos de cuentaque I'; = 2 Q .

Ahora bien a (4.1.2.8) lo expresaremos en funcion de ¢, ya que v es fija en el problema
(4.1.2.6), (4.1.2.7).

lu]=1[g-v]=1[¢]; yaque v es fija.

difu] _ di[¢]
= . Para esto expresemos a (4.1.2.8) como:

du do
Iu]=[(uLu-2Fu)d (4.1.2.9)
Q
donde
ou
uLudQ=[|vu |’ dQ+ u[jds 4.1.2.10
i i H ;Q - ( )

1= [{ F-VIL($-V)-2F -LV)(p-V) }d

Q
=[{pLp-26¢ o+ [{pLv -vLg Jdo (412.11)

es decir la funcional de energia 1[4 | queda:
lp]=[{gLg-24 Jda+[{pLv -vLg }do  (41.212)

donde L es el operador de Poisson. Las integrales quedan:
f¢ LgdQ = -jqﬁvzqﬁ dQ = IVT¢ o VgdQ — jv(¢v¢)dg - IHV¢H2dQ _ I¢(5¢st

j(¢|_v vLg)dQ = jvv $—gvVv)dQ = jv VeVg-VTge VV)dQ+j( (anj (ZﬁDds

- J'¢( jds —J'v(‘%jds
guedando finalmente
1[s]=]|
Q
como la expresion de la energia para este caso de condiciones de frontera no homogeéneas.
Que es la expresion de la energia para el caso (4.1.2.6) bajo (4.1.2.7).

?-2fg Jda + (o0 ~209)ds  (4.1.2.13)
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4.1.3. FORMULACION VARIACIONAL DEL MEF PARA PROBLEMAS
ELIPTICOS EN CONDICIONES DE FRONTERAS NATURALES.

Vamos a considerar en forma mas general al siguiente operador diferencial lineal
Ly = -V -(KVg)+pp = f(x,y) (4.1.3.1)

en laregion Q — R* , bajo las siguientes condiciones de frontera
Bgp = KVg-H +0(s) ¢ = g(s) en 0Q (4.1.3.2)

Donde K (x,y) es un tensor definido en Q = QU 2Q . Se deducira la funcional de energia

para este tipo de operadores. En efecto, partiendo del hecho de que la funcional de energia
para las ecuaciones diferenciales parciales Elipticas

L = -VT-(KVg) =f en Q (4.1.3.3)
bajo las siguientes condiciones de frontera
Bgp = KVg-h +o(8)¢p =g en 2JQ (41.34)

Viene expresada como;

I[¢]=]

—_—

Vo [ +ppg-2fp )dQ

(pLuU-uLg)dQ (4.1.3.5)

—_—

+

(0¢*-29¢)dS

%t_.b

donde u es una funcién que satisface a (4.1.3.2).
y

Jorod = [|ve oo+ (o - 20008 @.136)

Para esto expresaremos la identidad vectorial y el Teorema de Green generalizado para
estos operadores diferenciales L[ | y B[ | .

V' -(p K-Vg)=VTg-(K-Vg)+4VT-(KVg)  (413.7)
que para cualquier par de funciones ¢,y :
V(¢ KVyp)=VTg-(KVy)+4V' - (KVy) (4.1.3.8)
Vii(y KVg) = Vi (KVg)+yV'-(KVg)  (4.139)
y asumiendo que el tensor K es simétrico se tiene:

Vg -( KVy) = Viy - (KVg) (4.1.3.11)
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Asi que restando la ecuacién (4.1.3.9) a la ecuacion (4.1.3.8) se tiene

V(¢ KVy) -V -(y KVg)= ¢V -(KVy) -y V(KVg)  (4.1.3.10)
de donde resulta:
jvT-(¢ KV://)dQ-JVT-(y/ Kv¢)dQ=j¢vT-(Kvw)dQ-jy/vT (KVg)dQ (4.1.3.12)

Aplicando el teorema de Green a la expresion de la izquierda, se tiene:

j[¢(KVW)-ﬁ- y( KVg)-A]ds= f¢vT-(Kw)dQ -IWVT-(KV¢)dQ (4.1.3.13)

oQ

Por lo que el teorema de Green generalizado:

I[¢VT-(KVW)—WVT(KV¢)]dQ :j[¢(KVW)-ﬁ- p( K-Vg)-A]dS (41314

Q Q
con relacién a las condiciones de frontera generalizadas.

KV'g-i+0(5)¢ =g(s) en /Q (4.1.3.15)
que representa a las condiciones de frontera mixtas, y que en casos particulares se tiene:

KV'g-i =9(s) ; o) =0 Neumann

y cuando Vig- =0 en 2JQ setiene:

1
¢_a(s)

g(s) en 2Q Dirichlet.

Recordemos que la funcional que se obtuvo para el caso en que:

Ly =f en Q (4.1.3.16)
By =g en 0Q (4.1.3.17)
donde el operador L[ ] = - V?[ ] erael operador de Poisson, fue:
|[¢]=M\v¢ 2 - 2fp )dQ
° (4.1.3.18)
+[(pLu-uLg)dQ+ [(c4”-294)dS
donde
I|| v | do +I(0¢2 - 29¢4)dS = j¢ L ¢dQ (4.1.3.19)

Asi finalmente tenemos:
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I[¢]=[[4Lp-26p]d0+[[gLu-uLg]dQ (4.13.19)
Q Q
Esta funcional seré evaluada para el caso en que

Lg= -VT~(KV¢)+,0¢ =f (4.1.3.20)
de donde

pLp= gV (KV@)rgpg = ¢ f (4.1.3.21)

que substituido en (4.1.3.19) se tiene:

1[g]=[(¢ V" -(KVg )+gpp-2f¢ Jda+[(-¢ V" -(KVu )+¢ pu Jd

Q

[Cu vT(KV§ )+upg)do

Q

Q

=[[-¢ V" -(kVg )-¢ VT -(KVu )+u VT -(KVg ) JdO

+[(ppp-2fp+gpu-upg )dO

H $ VT (KVg )+u VT -(KVg )-¢ VT -(Kvu )]do

(4.1.3.22)
+[(gpp-26¢)d

luego la expresion de la energia | [¢ |
[=[[-4 V" (KV$ )+ g pp-2t ¢ Jdo

(4.1.3.23)
+[u V" (KVg )-g VT (KVu ))d

Q

Aplicando el teorema de Green a la segunda integral

[luvT (kvg )-4 V" (KVu ) jda= j (KVg-n)-g(Kvu-n)lds  (4.1.3.24)
y

j¢vT (KVg )d= jvT (KV ¢ )dQa- j¢ (KVg )-nds  (4.1.3.25)

luego:
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|[¢]:j[vT¢.(Kv¢ V+dpp-28 ¢ |dO
+ [{u(KVg-n)-¢ (KVu-n)}ds- [( (KV4 )-n)ds (413209

aQ

Ahora bien; aplicando las condiciones de frontera generalizadas a la expresion I[¢ ]
tenemos:

KVg -N+0(S)¢ =9g(s) (4.1.3.27)
KVu-i+o(s)u =g(s) (4.1.3.28)

en virtud de que u satisface las condiciones de frontera del problema, luego tenemos
que:
UKVg -A+uc ¢ =ug(s)
dKVU-N+do u =¢g(s)
Por lo que:
UKVg -N-¢ KVu-N=ug- ¢ g+uoc ¢-¢ ou
=ug(s)- ¢ 9(s)

mientras que para la expresion

#(KVg -n) = ¢g(s)-go g
De donde se tiene:
[{ulkvg-n )-¢ (Ku-n )-¢ (KVg )-njds=
oQ (4.1.3.29)
[-p9+pop-g0)ds= [lof -29¢)ds

de donde se tiene finalmente:
[¢]=[{V'g-(kVg )+ pp-2f4 jdO
@ (4.1.3.30)
+[op*-29¢ )as

donde los términos en I[¢ | que contribuyen a minimizar la funcional “Energia” son
aquellos que contienen a términos en ¢ , hemos prescindido del términos que no contienen

ag

(4.1.3.30) corresponde a la funcional Energia para problemas Elipticos a condiciones de
frontera naturales del operador (4.1.3.20) bajo (4.1.3.14)
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4.2. FORMULACION VARIACIONAL DEL MEF DE PROBLEMAS
PARABOLICOS O DE PROPAGACION.

Introduccién.

Por R" representamos el espacio vectorial de dimensién ny R al campo de los escalares
reales. O —R" serd una region compacta de R" . Q =QUoQ donde Q representa su
interior y 6Q su conjunto frontera I"'=[ty ,0) representa el conjunto positivo de los reales
con t,>0 . Al conjunto de funciones ¢:Q—R de clase C" en Qlo denotaremos por C"(Q2,R) .
Asi C*(Q,R) representara al espacio vectorial de las funciones infinitamente diferenciables
en Q . Representaremos por L, la funcién lineal definida en C(Q, %) a R . es decir si ue
C"(Q,R) tenemos L: C"(QQ,R)—NR asi mismo definimos operadores diferenciales lineales
que representan a las ecuaciones diferenciales parciales definidas en Q como en su frontera
0Q . asi la ecuacion diferencial no Homogénea

o%u o%u ou .
bajo las siguientes condiciones de frontera

k{vuj*n+o(s)=g(s) enoQxI* (4.2.2)

k es la matriz de las conductividades termicas kyy, Kyy del material, Q la fuente o sumidero
de A un escalar propiedad fisica del material,o(s) el parametro de perdida de calor por
conveccion en la frontera de Q y g(s) los valores a la frontera del problema. De esta
manera (4.2.1), (4.2.2), quedaran representados como:

L[u]= f(x,y,t) en QxI* (4.2.3)
Blu]=g(s) enaQxI* (4.2.4)
Donde de (4.2.1) se reconoce:
L=k o Bl 2
mientras que la condicion de frontera (4.2.2) como operador diferencial quedara:
Blu]=k{Vu}*n+c(s)u = g(s) (4.2.6)

u] v f(x,y,t){Q—z;[u]j (4.2.5)

k
donde k:{ SX } es la matriz de conductividad térmica del material.

k

yy
En (4.2.6) distinguimos tres tipos distintos de condiciones de frontera que son a saber:

u_=uenl; coQ Dirichelet (4.2.7 a)
k{Vuj*n =u, enT, c8Q Neumann (4.2.7b)

k{Vuj*n+o(sh . =u, enT, c0Q Mixta (4.2.7¢c)
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donde Q =T, UT, UT; asi finalmente la ecuacion diferencial (4.2.1) bajo la condicion de
frontera (4.2.2) quedara en términos de operadores diferenciales lineales como:

L[u]=f en Qx1I* (4.2.8)
Blul=g enoQxI*  (4.2.9)

observe que los operadores diferenciales lineales L[u] , B[u] y los espacios vectoriales
donde estos estan definidos se tiene para cada u e C"(Q,R) , n>2, las imagenes de u:

L[u]e C™2(Q,R)
Blu]e C"*(62, R)

Estos espacios como los operadores diferenciales lineales estan relacionados a través de la
formulacién de Green (teorema de Green). La ecuacion (4.2.10) representa un flujo
bidimensional lineal y transitorio, con fuente o sumideroQ en Q.

0? o%u

u
A(X,y,t)—+ B(x,y,t
(x,y )6x2 (x,y )axay

o%u ou
+C(x,y,t)—-Q+4—=0 (4.2.10
(x,y )8y2 Q p ( )

El objetivo es determinar la distribucion de temperatura u(x,y,t) en forma numérica. Para tal
propdsito partimos a 'ty , c0) en estaciones to< t;<... ty1< < tes1< ...., con el fin de
evaluar a u(x, y, ty) para cada estacion tc>to>0 . EI método que aqui se propone es un
método hibrido entre el método de las diferencias finitas y el método del elemento finito, el
primero sirve tan solo para arrancar el sistema en un tiempo inicial ty y proveer en
diferencias finitas centrales a la velocidad con que cambia el sistema en el instante ty y asi
poder determinar en el instante tx con k>1 la temperatura u(x, y, t) , y de nueva cuenta por
diferencias finitas centrales calcular el cambio del sistema en ty.; y por el método del
elemento finito calcular u(x, y, tk+1) Yy asi sucesivamente.

Reconociendo en (4.2.10) a A(X, Y, t) =k ; C(X, Y, t)=kyy ; donde el término

2

B(x, y, )= ai a“y

representa a la fuente o al sumidero en Q , tenemos a (4.2.3) como:

o%u o°u
x a2 T kyy A2
OX oy

Ha sido removido bajo una rotacion de los ejes x, y. El término Q

L[u]=k = f(x,y,t) (4.2.11)

donde:

f(x, y, )= f(x, y,t)

ou
-1 — en Qxl
[Q 8tj
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4.2.1 FORMULACION VARIACIONAL.
La energia del sistema planteado por las ecuaciones (4.2.3), (4.2.4), es deducida a partir de
la energia potencial y dindmica del sistema (4.2.12) bajo la condicion de frontera (4.2.13) :
Lu]=f en OxIT (4.2.1.1)
Blul=g en QxI" (4.2.1.2)

cuya expresion de la energia del sistema es:

1u]= _[Q (KHVUHZ -2 fu)ﬂQ + _[n (cu? —2guis (4.2.1.3)
0 de otra forma:
1[u]=[[{vu}" e K{vu}-2fufi+ [(ou? - 2gu)ds (4.2.1.3)
Q oQ
substituyendo valores en (4.2.1.3) tenemos:

Iu]= JQ(KVZUZ -2(Q- ﬂ?:)UJdQ +[_(ou? —2guls (4.2.1.4)

|[u]=£[r<xx[‘;‘(j +Kyy@;J Z(Qigltj)u]dQJraJ;(auZZgu)ds (4.2.1.4)

De esta manera resolver al sistema (4.2.1.1), bajo las condiciones (4.2.1.2) es equivalente a
determinar los puntos criticos de la funcional de energia (4.2.1.4), es decir, resolver la
siguiente ecuacion:

di[u]
du
Para esto resolveremos a (4.2.1.5) en forma numérica. En efecto, sea,
P(Q)={AY,A® .., A® |

~0 (4.2.1.5)

o _E
Una particion de Q en elementos finitos A , tales que Q= U A® donde u® es el
e=1

E
polinomio de interpolacion local en A® y @=>"u® el polinomio de interpolacion global
e=1

definido en Q cuya restriccion a A® es el polinomio local; es decir U

o =U® para

cada 1<e<E. U,U,,...,U, representan los valores de T en cada uno de los nodos de la

p
red P(Q) . La energia global 1[0]=1 aproximada de (4.2.1.1) en ©, la cual puede ser
representada como la suma de las energias locales: 1 ©® =T

A(e)
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Ia]= {Zu‘ﬂ Su@]= 310 = 1], 0y00u,] 42.16)

Donde Up, Uz, ..., Up son los valores nodales de U sobre los nodos de la red P(Q) . De

esta manera (4.2.1.5) es equivalente a:

L[U]Eo (4.2.1.7)
a
e explicitamente
ollo]_,
au,
allo]_,
au,
(4.2.1.8)
olfo]_,
Ju,

Sabemos que (4.2.1.8) conduce a un sistema lineal de p ecuaciones en p incdgnitas a saber
los p valores nodales. Pasando al lado derecho en (4.2.1.8) todos aquellos términos que no
dependan de los valores nodales y quedandose en el lado izquierdo los que dependan de
estos se obtiene el sistema mencionado. Planteando (4.2.1.8) para cada uno de los
elementos finitos se obtienen respectivamente las matrices locales de rigidez y de fuerza

[K@], {©} locales.

[k©]u}= [[B] [p®]B® Jujdca+ j hO[NOT[N®]uldo 4.2.1.9)

A(e)

{ (e) J'q(e)[N(e)]Tder jQ(e)[N(e’]TdQJr Ih(e)u[N(e)]Tds (4.2.1.10)

aA© A® aA®

Donde q® es la entrada de calor en la frontera del elemento 9A®) y h® es la perdida de
calor por conveccién en A® del elemento h'® =o(s) .. EI término Q® del caso

permanente ahora toma el valor [Q(e) I (Zl:j Por lo que la derivacion de las matrices

[K@], {#©@} para el caso de flujo transitorio diferira tan solo de las matrices [K® |, {f©}

de flujo permanente tansoloen f =(Q — /1?:) .

Ahora bien, a fin de derivar la contribucion en (4.2.1.9) y (4.2.1.10) de la parte dindmica,
para el caso transitorio, denotaremos por XQ a:
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X =J'Qu(Q—/10;l:)dQ

que evaluadaen U sera:

~ oU. ~
X :—LU(Q—AE)dQ (4.2.1.11)

mas especificamente hablando

Z—ZL@ u® (2 (e)ﬁu Q@)  (4.2.1.12)

donde

)" =(neJul) =y ne]

u” N“’]{ U}
o”t ot
de (4.2.1.12) resulta:

Xq= i (07 VT o 0]72 7 o) ad
2,1 HN Nulne ]{a;'t’ }dQ—ZE:Q(‘*)[N ©lu) (4.2.1.13)
Ale) e=1

y derivando (4.2.1.13) con relacion a {U | , tenemos:

= ZE: Jio 2 [NeT[Ne ]{ﬂ;}dﬂ - EE: Q@[N®@] (4.2.1.15)
e=1 e=1

por lo que el término que se debe agregar a la matriz de rigidez [K ‘e)], es

A@IN@ | N® dO (4.2.1.16)
J.A(e) [ ]T [ }j
Si denotamos como

c@]=],29NOT [N k5 (4.2.1.17)

este término sera [C () ]{?ﬁ} lo que permitira expresar en forma matricial a [L(e)]

L9 ]= k@ ]c®] (4.2.1.18)

De esta manera, las matrices de rigidez y de fuerza locales para este caso, quedaran
deducidas en (4.2.1.16) y (4.2.1.17). En efecto:
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[L(e)] J‘[B(e)]T[D(e)][B(e)] 1403 + J‘h(e) [N (e)]T[N (e)]{u 40

A(e) A(E)

(4.2.1.18)
(e) [ny (e (e) é)U}d
« [ 2Tl ]{m O
{ (e) jq(e)[N(e)]rdsJr IQ(B)[N(G)]TdQJr jh(e)u [N‘e’]Tds (4.2.1.19)
AA© A® a®

gue en forma simplificada quedaran como:

[L(e)}{K(e)}{C(e)}

. E
Ensamblando las [K (e’], {f (e)} en toda la region Q = UlA(e) , se tendra
e=

i{[K @ Ju}+[c® ]{?ﬁH Sy {r0) 42120

e=1

y finalmente obtenemos

{[K]{U L [c]{ﬁUH ={fOo}  @.21.21)

ot

donde {U}' = {u,,u,..u, }

(4.2.1.21) es la ecuacion matricial del Método del Elemento Finito Hibrido para los
fendmenos de propagacion de flujos transitorios bidimensionales definidos por (4.2.3),
(4.2.7a), (4.2.7b), (4.2.7¢).

La determinacion de U de la ecuacion (4.2.31) es realizada para una distribucion de
temperatura u(x, Y, tk) para cada estacion t, t>to, con to inicial.

du(x,y,t)
dt

En efecto para esto calcularemos la derivada en forma discreta para cada ti esto

mediante las diferencias finitas centrales en el intervalo [to, te].

O<tpstra<ty<tyy1<te< oo

Donde t, y t. representan el estado inicial y el estado en que el fendbmeno se hace
estacionario o permanente, y k=1,2,..., n el nimero de estados desde ty a t. del sistema, por
lo que el intervalo de interés serd [to, t]. La derivada de u(x, y, t) de tx en diferencias finitas
centrales viene dada por:

dU 6y t) U6 Y ta) ~U (6 Y ty)
dt e =ty
Y evaluando a U(x, y, t) y f(x, y, t) en tx tendremos las expresiones:

(4.2.1.22)

du(x,y,t,)

ot UG Y, ) Y T(X, Y, t)  que sustituidas en (4.2.1.21) resultan:
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[K]{u(x,y,tk>}+[c]{‘“’<x’y’tk>}:{f(x,y,m} (42.1.23)

dt
de donde:
U (X1 yltk) = U (X’ y,tk’l) ;U (X1 y1tk+l)
Foyt) = y'tkl); f (XY, tes)

Es la temperatura en el instante medio tx del intervalo [tg.1, tk+1] . Ademas
[K] U(X, Y, tes) —U X Y t,) " [C U(X, Y, tea) —U X Y.t )
2 2At
_ fOGY ) — TGy t)
2
de donde (4.2.1.22) quedara como:

;[([K]+A1t[c]]u<x, y,tmj:

1((1

2((M[C]—[K])U (X, y,tklj+ f(x,y,t,) (4.2.1.25)

(4.2.1.25) permite iniciar el proceso a partir del estado inicial tp , k=1 para determinar U(Xx,
y, t1) y con U(x, Y, t1) se determina U(X, y, t) y asi sucesivamente, hasta que tc=t, .

(4.2.1.24)
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4.2.2 LA ECUACION DE CALOR LINEAL: FLUJOS TRANSITORIOS
LINEALES.

Aplicacion.

A manera de ejemplo se resolvera un problema bidimensional de difusion de calor como se
muestra en la figura (4.2.1.1) donde Q representa un medio bimaterial en condiciones
distintas de frontera, asi como una fuente de calor constante en el interior. En la figura
(4.2.1.1) se tienen dos caras aisladas (condicion de frontera del tipo Newmann), en la cara

izquierda valores conocidos (condiciones de Dirichlet), en la cara derecha condicién de
frontera mixta.

Tdes = 1 NEUMANN

15 o
SIELL LSS

T, = LY
ci

15 orm Vden + 2= 10

MIXTA

W
Q 200 =
&l

& =20
T, = sH oo
DIRICHLET o

AL SIS
| 20 cm

Tdens = 0 NEUMANN

FIGURA. (4.2.1.1)
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-~ ~ E
Lared P(Q) y el dominio Q= UlA(e) se muestran en la figura (4.2.1.2) y la tabla (4.2.1.3) muestra
e=

el nimero de elementos finitos, los vértices i, j, k por elemento, asi como las coordenadas de los

nodos. La fuente Q de 200 W/cm? se encuentra en el nodo 9 de la red.

1 2 2 10 11
@ @ |02
y 0 5 @ 6 E (1113
®) ® (1A
(51 (7 (13) (15)
. 8 9 14 15
(18] (20 (22) (24)
(17 (12) (213 (23]
16 17 18 »

FIGURA. (4.2.1.2) Red de Elementos Finitos
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Tabla de la region Q en elementos

Elem NODOS COORDENADAS DE LOS PUNTOS NODALES/ELEMENTO
No. I J K X(I) YD) X@) YQ) X(K) Y(K)
1 ] 5 2 0.0 10.0 50 10.0 50 15.0
2 z 2 1 0.0 10.0 50 15.0 0.0 15.0
3 5 6 3 50 10.0 10.0 10.0 10.0 15.0
4 5 3 2 50 10.0 10.0 15.0 50 15.0
5 7 8 5 0.0 50 50 50 50 10.0
6 7 5 4 0.0 50 50 10.0 0.0 10.0
7 8 9 6 50 50 10.0 50 10.0 10.0
8 8 6 5 50 50 10.0 10.0 50 10.0
9 6 12 10 10.0 10.0 125 10.0 125 15.0
10 6 10 3 10.0 10.0 125 15.0 10.0 15.0
11 12 13 11 125 10.0 15.0 10.0 15.0 15.0
12 12 11 10 125 10.0 15.0 15.0 125 15.0
13 9 14 12 10.0 50 15.0 5.0 125 10.0
14 9 12 6 10.0 50 125 10.0 10.0 10.0
15 14 15 13 15.0 50 200 50 15.0 10.0
16 14 13 12 15.0 50 15.0 10.0 125 10.0
17 16 17 8 0.0 0.0 50 00 50 50
18 16 8 7 0.0 0.0 50 50 0.0 50
19 17 18 9 50 0.0 10.0 00 10.0 50
20 17 9 8 50 0.0 10.0 50 50 50
21 18 19 14 10.0 0.0 10.0 0.0 15.0 50
22 18 14 9 10.0 0.0 10.0 50 10.0 50
23 19 20 15 15.0 0.0 15.0 00 20.0 50
24 19 15 14 15.0 0.0 15.0 50 15.0 50

Tabla (4.2.1.3)
La determinacion de la temperatura U(X, Y, t) en cada de los elementos en el centroide viene como
se muestra en la grafica (4.2.1.4)
Grafica (4.2.1.4)

& Temperabra

L R i

20

0.0 78 Tiemp en segmdes 156
X Fuoee o Wads 11 - ¥Wods 20
= Iada 13 M Meoda 15
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4.3 FLUJOS TRANSITORIOS NO LINEALES: LA ECUACION DEL CALOR NO
LINEAL

En esta seccidén se resolvera la ecuacién del calor no lineal por medio del Método del
Elemento Finito (MEF) acoplado con el Método de las Diferencias Finitas a partir de la
transformacion realizada por Kirchhoff a la ecuacién no lineal de esta manera, una vez
transformada la ecuacion no lineal a una forma mas sencilla se resuelve esta ecuacion
mediante el MEF-MDF por medio de un algoritmo de paso ascendente respecto al
tiempo cuya convergencia a la solucidn esta asegurada por ser un proceso disipativo de
energia alcanzando en un tiempo finito su estado estacionario. Este algoritmo
computacional se aplica al caso de una barra metélica conductora del calor cuya
conductividad térmica es funcién de la temperatura.

1. INTRODUCCION

El dominio de definicion de la ecuacion gobernante consiste de una barra metélica cuya
conductividad es funcién de la temperatura la cual es transformada mediante la
transformada de Kirchhoff reduciéndola a una ecuacidén casi lineal respecto al
coeficiente de conductividad, la cual es resuelta mediante el método acoplado en
cuestion. En efecto considérese una barra de longitud 0<x<L=10 cm. de longitud, la
cual se encuentra inicialmente a una temperatura uniforme T(0,t)=0°C para tiempos t>0.
Mientras que las condiciones de frontera son: T(0,t)=0°C y para x=L T(L,0)=100°C.
Ademas se supone que la conductividad térmica es una funcién de la temperatura la cual
para este caso se supondra lineal que es el caso simplificado, mas adelante hablaremos
del caso general.

4.3.1 EL METODO DE LA TRANSFORMADA INTEGRAL FINITA
(TRANSFORMADA DE KIRCHHOFF)

En [2.6] se considerd a la ecuacion del calor no lineal general:

oC ar_ V(KT)VT)+g (43.1.1)

. -
ot
donde: p,C,, Ky K(T)=K,(1+BT) son funciones de la temperatura y el término T de la

fuente de generacion de calor es independiente de la temperatura g:g(r,t) (4.3.1.1)
después de ser transformada por el termino K(T) mediante la transformada de Kirchhoff

T ’
U=U(T) :j KT yr (4.3.1.2)
0 KO
T=T(r,t), donde K, es el valor de la conductividad térmica para t=0, substituyendo a

a:';g) con K(T)=Ko(1+pT) enla (4.3.1.2) g laecuacion (4.3.1.21) se reduce a:

VM) _ vy (r)+Ki g (43.13)

ot

0
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(4.3.1.3) es una ecuacion casi lineal en el término «de la difusividad térmica del
material que es funcion lineal de la temperatura .Ahora bien substituyendo los de valores
de K,, B resolvemos por el método de separacion de variables a (4.3.1.3) obteniendo:

U(x,t)lo{lo(nsop’ )+2 1+50ﬂz ser[ je ] (4.3.1.4)
n=1
de (4.3.1.4) se deduce que la transformacion que lleva U (x,t) a T(x,t) esta determinada por:

T(x,1) =; Ji+2p0(xt)-1] (43.15)

A fin de implementar algun algoritmo computacional acoplado entre el método de
elemento finito y el método de las diferencias finitas para resolver la ecuacion del calor
(4.3.1.1) reducida a (4.3.1.3) procedemos como sigue:

4.3.2 EL MEF-MDF ACOPLADO Y LA ECUACION DEL CALOR LINEAL

La ecuacion del calor lineal y transitoria para el caso bidimensional general viene
representada por:

2
K 9Y Lk ‘L“—Q 2 M0 en axIt (4321)
oy’ ot

XX x> vy
bajo las siguientes condiciones generales de frontera:
k{Vuj*n+o(s)=g(s) en oQx1* (4.3.2.2)

donde k, kyy son las conductividades del material y Q la fuente en Q, A la difusividad
térmica del material, o(s) el coeficiente de la perdida de calor por conveccion en la
frontera de Q y g(s) los valores prescritos a la frontera del problema. En términos de
operadores diferenciales (4.3.2.1), (4.3.2.2) son representadas como:

L[u]=f(x,y,t) en Qx1* (4.3.2.3)
Blu]=g(s) enoQxI1* (4.3.2.4)

donde los operadores diferenciales vienen dados por:

o? o°
L[U]— kxx &(72[“]+ kxx ayz[U]

f(x,y,t)= (Q —z;[u]] (4.3.2.5)

y su condicién de frontera seran:
Blul=k{Vu}*n+o(slu=g(s) (4.3.2.6)
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0 k

K 0

y k :{ * } es la matriz de la conductividad térmica del material.
yy

En (4.3.2.6) se consideran los tres tipos de condiciones de frontera a saber:

u\rl =u,enT, coQ Dirichlet (4.3.2.7a)
k{Vuj*n _ =u, enT, c0Q Neumann (4.3.2.7b)
k{Vup*n+o(s) . =u, enT, c 8Q Mixta (4.3.2.7c)

donde la frontera de la region es la union de los tramos indicados..De esta manera la
ecuacion diferencial (4.3.2.3) bajo la condicion de frontera (4.3.2.4) en términos de
operadores diferenciales lineales sera:

L[u]=f en QxI* (4.3.2.8)
Blul=g endQxI*  (4.3.2.9)

Ahora bien siendo nuestro objetivo determinar la distribucion de temperatura u(x, y, t)
en forma numérica determinaremos un algoritmo computacional a partir del método del
elemento finito en su forma variacional acoplado con el método de las diferencias finitas.

4.3.3 FORMULACION VARIACIONAL DEL MEF-MDF.
Sabemos que la funcional energia del sistema (4.3.2.8), (4.3.2.9), viene representada
por:
()= [ (KIV[u? ~2fupio+ [ (ou? -2qufls  (4331)

donde substituyendo (4.3.2.5) ,(4.3.2.6) en (4.3.3.1) tenemos:

ou)’ ou)’ ou
I[u]: Kxx[j +K (} —Z(Q—ﬂju dQ + (auz—Zgu)ds (4.3.3.2)
i[ OX 7\ ey ot 6!2
La solucion del sistema (4.3.2.8), bajo (4.3.2.9) se obtiene resolviendo la siguiente
ecuacion funcional

diju] (4.33.3)

du

Formulacion Matricial y Algoritmica del MEF-MDF.

E
Para resolver (4.3.3.3) en forma numérica se propone a U ZZU(E) , como polinomio de
e=1

interpolacion global definido en & donde u® es el polinomio local de interpolacién para
cada elemento finito A® de lared definidaen Q
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Asi la energia global (4.3.3.1) en forma numérica queda como I[U]= l en Q lacual
viene representada como la suma de las energias

Ia]= |[iu<9>} S O]= S 2y, ] (433

donde u;,u,,...,u, son los valores nodales de i sobre los nodos de la red P(Q). La ecuacion

(4.3.3.4) representa un sistema lineal de p ecuaciones en p-qg incégnitas a saber los p valores
nodales menos los q valores prescritos a la frontera. Las matrices locales de rigidez y fuerza
k@], {f (e)} locales vienen dadas respectivamente por:

[K (&) ]{u ”B(e)]T [D(e) ][B(e) ]{u do + Ih(e) [N (E>]T[|\| () ]{u dQ (4.3.3.5)

A(E)

{f@)=—[q9N®] ds+ [Q@[N e>To|Q+ [nh@ulN©Tds (43.3.6)
PG A a®

donde q® es la entrada de calor en la frontera del elemento A® y h® es la perdida de
calor por conveccion en aA® del elementoy h'® =o(s ] o - El término Q® que representa

la fuente en A® ahora toma el valor (Q( e _ A ztj por lo que la derivacion de las
matrices [K |, {f©} para el caso de flujo transitorio diferira tan solo de las matrices

[K (&) ] {f (e)} de flujo permanente tan solo en el. Término f = (Q — /1?:) -

Ahora bien, a fin de determinar la contribucion de la parte dinamica de (4.3.3.5),
(4.3.3.6) denotamos por X, evaluada en cada elemento

e e é’u e
_ZJ'A(E) ()( 28 Q())dQ (4337)

donde

U®)T ([N(e)] ) [N (e)]T
au® _[N (e)]{ﬂu}
ot ot

luego, de (4.3.3.7) resulta:

ZEZE;% A[[N ujne ]{ }dQ ZQ INOJu}  @338)

y derivandola con relacion a { {, tenemos:
oX, & ou } E
= ACING [N p==1dQ-> Q¥|N®| (4.3.3.9
aU ;IA(e) [ ]T[ ]{ at ;Q [ ] ( )
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por lo que el término que se debe agregar a la matriz de rigidez [K (e)]es
AOINOT [N@Jd . (4.3.3.10)

A(e)

donde

col=[,2NOT[N®ka  @3311)

sera el término [C () ]{i}i} que permitira expresar en forma matricial a

Lo ]=|k®]c®] (4.33.12)
y de esta manera, las matrices de rigidez y de fuerza locales para este caso quedaran
deducidas en (4.3.3.5) y (4.3.3.6). En efecto:

- [l [0 o Jlear-

A(e)

[noNeT [N Jujc+ (4.3.3.13)
Ao
@©T e W}(r
aAj(e)/l IN©OT [N ]{ﬁt 9
{tO}=—[q@IN®]ds+ [QVIN©]dd++ [n®u, [N ] ds (4.3.3.14)
PO A® an®©

que en forma simplificada quedaran como:
[L(e)} _ [K (e) } + [C (e)} (4.3.3.15)

Ensamblando las [k @], {f©} en laregion se obtendra

ZE:[[K ® Ju}+[c® ]{?ﬁﬂ S0l (433.6)

e=1 e=1

donde finalmente obtenemos el algoritmo:

[[K]{U j+ [C]{ﬁu H ={f}  (433.17)

ot
de donde se determinara el vector de las temperaturas{U }' = {ul,u2 el }del problema.

La expresion (4.3.3.17) representa la ecuacion general matricial del MEF-MDF para los
fendmenos de propagacion de flujos transitorios definidos por (4.3.2.8), (4.3.2.9).

Asi, la solucion numérica u(x, y, t) de la ecuacion (4.3.1.1) bajo (4.3.1.2) vendra
determinada por la solucién de (4.3.3.17) en cada estacion ty, ti>ty iniciando con to,
. La derivada de u(x, y, t) de tx en diferencias finitas centrales viene dada por:
dU (X’ y!tk) — U (X’ y’tk+l) _U (X’ y’tk—l) (4.3.3.18)
dt [OE Rl OO
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que sustituidas en (4.3.3.17) resulta:

[KJu(x, vt )} + [C]{w();ty’tk)} ={f(x y,t,))} (4.3.3.19)

Finalmente obtenemos la temperatura en el instante medio tx del intervalo [tc.1, tk+1] .
U(X’ y1t = )_U(X’ y,t + )
U(X,y,tk)= k-1 k+1

2
con el término de entrada en t, como
f(x,y.t.) - F(Xy.t.,)

Foxyt) = >

donde finalmente (4.3.3.19) queda numéricamente expresada como:

[K][U (% Y5ty 1) U (X yikﬂ)} N [C{U (% Y5t 1) —U (X yltkl)} _
2 2At

{ f(x Yyt ) — (X y’tk+l)}

(4.3.3.20)

2
de donde se tiene por ultimo al algoritmo computacional procurado:

2 2

Este algoritmo permite iniciar el proceso a partir del estado inicial ty , k = 1 y calcular a
U(x, vy, t1) y de U(x, y, t;) determinar a U(x, y, t;) y asi sucesivamente, hasta llegar al
tiempo tx = t. en que se estaciona el fenémeno.

Por ultimo para utilizar este método en forma hibrida primero se debe de transformar la
ecuacion diferencial parcial no lineal (4.3.1.1) a la forma (4.3.1.3) y después resolverla
numeéricamente el MEF-MDF en forma directa a la ecuacion transformada. Como un
resultado de este trabajo se calcula la solucion por el método de la trasformada de
Kirchhoff y por el método acoplado MEF-MDF comparandola mediante sus graficas.
Para el primer caso se tienen los siguientes resultados para t =2, 2.4 y 6, segundos.
Sabemos que de (4.3.1.5) la temperatura viene dada por el desarrollo en serie:

1[([K]+ Alt[c]ju x y,tmj _ 1([; c]- [K]ju x, y,tk_lJ FfOoyt) (43.321)

1 x S ()
T(xt) = ﬂNl+ 2005[10 (1+508)+2(1+ 505)}2 sen( 10 je 1]

1 N7

para los valores para =10, f=0.1y en la serie hasta los primeros tres términos se obtiene:
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Tabla 4.3.3. 1.

Omo~omE Wk =0

—_

0
211915
33.3313
43.3182
52,3826
B0.98465

B9.309
F7.A078
95,2623
92,8166

100

120
100
g0
B0
40
20

Grafica 4.3.3.1.

Tabla 4.3.3. 2.

DWW mm e Wk = O

—_

a
228513
35.60E5
45,5729
54 9524
B3.3522

71.382
F9.0013
56.3295
93.3386

100

120
100
&0
L]
40
20

=24

Gréfica 4.3.3.2.




Tabla 4.3.

3.3.

O @~ 3D Mm bW k= O

—_

o
259677
39.8795
8065913
53,8603
B7.9713

70326
52,105k
55.4275
945728

100

120

100
&0 __‘_'__*_,—'—'-“"_ _N_'_,_y-'—"""_'_‘_
= &GO
10 ‘_‘__,_.J""FH
20 T
o

Gréfica 4.3.3.3.

Tabla 4.3.3.4. Solucion por MEF-MDF

acoplado vy por el método analitico.

Nodo

Tedrica

MEF-MDF

0

0

0

21.1915

20.7818128

33.3313

29.725055

43.3182

38.2286222

52.3825

46.1212972

60.9846

53.9656158

69.309

61.9680485

77.4078

70.193516

85.2623

79.0325783

OO|INO |01 WIN|F-

92.8166

87.2625313

=
o

100

100

Temperatura para los Nodos en
t=2

120

100 - \
80

—ll— Serie2

60 Serie3

40 -
204 J

— [32] o N~ [e)) i
-

Gréafica 4.3.3.4. Comparativo de las
soluciones por MEF-MDF acoplado y por
el método analitico
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Tabla 4.3.3.5. Comparativo de la solucion

por el método de Kirchhoff y el MEF-

MDF.

NODO Kirchhoff = MEF-MDF

0 0 0

1 8.1601 22.3598517
2 16.4998  31.7420651
3 25.1815  140.5291995
4 34.3343 148.5269169
S 44.0412  56.327973
6 54.3314  64.1431049
7 65.1769  [72.053641
8 76.4952  80.4322951
9 88.1572  188.2079427
10 100 100

120
100
80

60

40
20

Temperatura en Nodos en t=2.4

Al

Ly
—

[32]

—m— Serie2
Serie3

Gréfica 4.3.3.5. Comparativo de los

métodos de Kirchhoff y MEF-MDF para

Tabla 4.3.3.6. Solucién por MEF-MDF

acoplado y por el método analitico.

Nodo Tedrica MEF-MDF
0 0

1 25.9677 27.1418901
2 39.8795 37.847675
3 50.6913 47.5030434
4 159.8608 55.8452732
5 67.9713 63.545904
6 [75.326 70.8269757
7 82.1056 77.8077445
8 88.4275 84.7924048
O  194.3728 01.0395962
10 (100 100

120
100
80
60 -
40
20

Temperatura para los Nodos en t=6

—m— Serie2
Serie3

Gréfica 4.3.3.6. Comparativo de la solucion
por el método de Kirchhoff y el MEF-MDF
parat =6.
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CAPITULO 5
METODO DEL ELEMENTO FRONTERA

5.1 Definicion. Por R", C", representaran el espacio vectorial n dimensional de los
nimeros reales o complejos, Q < R",C", representara un dominio compacto en R" o C",

con interior Q y frontera 0Q, Ck(Q) representara el espacio de las funciones k-
diferenciables en Q. C*(6Q) el espacio de las funciones k-diferenciables en 0Q . C*(Q),
C”(0Q), respectivamente son los espacios de funciones diferenciables hasta de orden
infinito en Q, 0Q respectivamente. R”, C”, representaran los espacios vectoriales de las
secuencias infinitas (X1, X2, X3, . . ., Xn, . . .), bajo la suma y multiplicacidon por un escalar,
haciendo de R”, C” un espacio vectorial de dimension infinita.

La norma || de R", C" también puede ser extendida a R, C” de la siguiente manera.

Sabemos que la norma HH Euclideana en R", viene dada por: Si X € R", X=(X1, X2, X3, . .

o Xn), XH = fo , y que mediante el producto interno definido en R", para cualquier
i=1

par de vectores X, Y € R", X-Y = Z X;y; se puede definir la norma de X.

X|=/XX = Y% 61D

También sabemos que la funcion bilineal < , > tR"XR" > R definida por (X, Y) = X- Y

define la norma de X.

JIXOX) =X X =[X] (5.1.2)

Si X € R" es un vector de R" fijo, (Y, X) =Y - X VY e R", esta funcion es lineal en R",
VOL,B € ER,Yl,Yze SRH,

(aY, + BY,, X)=alY,,X)+ BY,, X)=aY, - X + Y, - X (5.1.3)

Sea C’(a,b)= {f [a,b]c R’ - ER‘ContinuaS}. Si f € C%(a, b) entonces existe la Integral

Segtn Riemann de f en el intervalo (a, b)

b
A= j f(x)dx  (5.1.4)
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'

C’%a, b) es un espacio vectorial, llamado del espacio de las funciones continuas en el
intervalo [a, b] las cuales son integrables en (a, b) En este espacio, vale definir un
producto interno de la siguiente manera: V f, g € C’(a, b) se define a:

(f.9)= I:f(X)g(X)dx =f-g (5.15)

como la integral del producto puntual de funciones f(X) ,g(X) que es nuevamente una
funcion continua en [a, b] ella es integrable en [a, b]. Asi, este producto interno define

una norma HH en C%(a, b).

2 b b
[f] :Lf(x)- f (x)dx =L f2(x)dx  (5.1.6)

luego la norma de f sera

|f]= {fbf 2(><)dX% (5.1.7)

haciendo de este espacio vectorial C’(a, b) un espacio vectorial normado. Los espacios
vectoriales normados de dimension infinita, son llamados de espacios de Banach. En
particular, el espacio de funciones definidas en (a, b) que son cuadrado integrables

b

J f2(x)dx se les denomina |2[a, b] el cual es un espacio de Banach. Regresando al caso
a

de R” = {X = (X, s Xsgeees Xy ,...,] X, € iR} es un espacio vectorial real de dimension infinita,

vamos a definir una norma de la siguiente manera: Si tomamos a un XeR”, y
generalizamos la norma de R", a R”, tomando en cuenta que en general las series pueden

, .. 2 .
no ser convergentes, de alli que; para asegurar que el limite |X|* exista, debemos de
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pedir que la serie Z X’ sea convergente. A este espacio (subespacio de R”) de todas las

i=1

secuencias infinitas (X1, X2, X3, . . ., Xn, . . .), tales que ZXI2 sean convergentes, lo
i=l1

denominamos |, <R”. Este espacio |, es un espacio vectorial de dimension infinita
normado, y por lo tanto es un espacio de Banach.

Los Espacios de Sobolev.

Sea Q — R", un abierto en R", y sea U:Q—N, una funcion diferenciable en Q se define
como el soporte de u, Sop(u) = {X € Q‘U(X) # O}C Q. El soporte de u, Sop(u) < Q es

compacto, otros conjuntos como,

CeQ) = {u Q- ER‘H u“en Q,k > 1,Sop(u) Compacto}
Y por

1
L,(Q) = {u Q> R3 {[Qude% < M} el espacio de Hilbert.

La norma de u se define como:

= [ o =(u.u)

L, (Q)

El espacio de Sobolev W"(Q) es el subespacio de funciones del espacio de Hilbert Ly(Q)
definido como,

W™(Q) = e L(@)DU e L(@):0<a<m|

2

donde la norma generalizada de u viene definida por,

/
2
0<a<

> <D“u, D"‘V>L2(Q) .

0<a<m

ul,

{3 o

L, ()

producto interno (, ) :W ™ (Q)xW"(Q) - R definido (u,v)_

Asi (u,v), =(u,v)

subespacio

L@ coincide con el producto interno de Lp(€2). Definimos como al
2

W@ =(Cr @, Jewm(©@) (5.1.8)

Ejemplos de Espacios de Sobolev.

Para el caso n=2 y m=3 el dominio Q es una placa de base a y altura b.
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Qc R’

Asi
—{xy) eR|0<x<a;0<y<b} (519
C,(Q) = {u QR > *B\H u,u",...,en Q3 Sop(u) Compacto}

W Q) = P e L(@)DUe L, (@0<as<3f (51.10)

)}
uel,(Q) significa que {[Qude}A existe, de manera que si U € W>(Q) entonces las

integrales
! 2
[pranf* o

au ou o’'u du du Su du  Su du
ax’ay’axz,axay,ayz’ax3,axzay,axay2’ay3’
%

dxdx; r  lanorma de generalizada u e W3(Q) vendra dada por:

1
dQ}A, 0<0<3. (5.1.11)

u(x,y),

NN

donde cualquiera satisface

8x28x

P
dx,dx; (5.1.12)

TR NN

i,j,k=0

OX; 6x

Siu, ve W(Q), el producto interno en W*(Q) sera

{ > H (afali ][8)(6)( dedx }% (5.1.13)

1
(u,v), = {fobjo uvzdxidxj}é = <u,v>L2(Q) (5.1.14)

Wo(Q)=L(Q) (5.1.15)

w; (@) = (Cr (@),

l) .1.16)

En lo que sigue, vamos a relacionar los espacios funcionales con los operadores
diferenciales y funcionales asociadas a estos operadores definidos en estos espacios. Para
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esto hemos tomado un problema bésico de la teoria del potencial, o sea las ecuaciones de
Laplace y de Poisson.

Sea QO — R", un conjunto cerrado y acotado en R", con interior Q y frontera 0Q.

3u',...,u* Continua en Q,j
Q

Czk(Q,‘R)z{u:Qc‘R” >R

ude<oo} (5.1.17)

u\de<oo,u

Ju',...,u* Continua en Q,_[
Q

Cyo(QR) = {U QR >N Q= 0, Sop(u) Compacto}

(5.1.18)

de esta manera, un operador diferencial lineal L definido por:
L:C5,(Q,R) > CI(QR) (5.1.19)
como
U Lul=-Vu (5.1.20)
es el operador de Poisson.

En C;O (Q,MR) se define el producto interno.

P
Yu,ve CHOQR), (V)= {Iude} (5.1.21)

de esta manera la norma de U queda definida haciendo U =V como:
U =(uu)=] ufde<w (5.1.22)
haciendo de este espacio C;O (Q,R) un espacio normado (Hilbert), de tal manera que el

espacio completo X = CT;O (Q,R) es un espacio de Banach. De esta manera, si en X esta

definiendo un operador lineal L: X > Y = Czrf‘o (Q,M), podemos asociar a L (L[u]=f) una

forma lineal B,( , ) definida como sigue:

B:X-X >R VUVv)eXxX (5.123)

Bv(u):;<L[u],v>—<f,u> (5.1.24)
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L(au, +[5’uz,v):;L<(ozu1 + Bu,, V) —(f,au, + Bu,)
=% L)+ £ L) -l )= L)

=a;@“@_auﬂg+ﬂ;@p@-ﬁuﬁg

=aB(u,,v)+ B(u,,v)

esto muestra que es lineal.

B(U,v) = ;j L[uvdQ - [ fudQ = —;J(Vzu)de - [ fud@  (5.1.25)

En la primera integral el integrando —(V2u)v es sustituido por (-V2u) = VIv-Vu-vI.(vWu)
de donde se tiene:

B(u,V) :ljvTv-VudQ—ljvT (Wu)dQ - [ fudQ
?Q ?Q 5 e (5.1.26)
Z—IVTV-VUdQ——IV—udS —J' fudQ
ZQ 289 an Q

B(u,u) = ;_[Vude—; jugl:\ds —J fudQ
Q Q

oQ
B(u,u) = ;j(vﬁ ~ Fu)dQ —; fu g‘;ds (5.1.27)
Q

oQ
Se define la funcional de energia (5.1.30) del sistema dado por (5.1.29) bajo (5.1.29)

Lu = f en Q donde (5.1.28)

Bu=0 en oQ (5.1.29)

Es el operador de frontera, como:

2 ou
I[u]=2B(u,u) = [ (Vul* -2 fuydQ-[ u 5% (5.1.30)

Como 0Q =T, UT, UI; siendo I'y, I';, I'; las partes de 0Q2 donde las condiciones de
frontera homogéneas son de Dirichlet, Neumann y Mixtas.
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=0 (5131)
vu-n I, =0 (5.1.32)
Vu-n+o(siu I; =0 (5.1.33)

. ou
Asi de esta manera, la integral _[u —dS queda como:
oQ

[ g‘;dsj dS+J'u—dS+J‘u—dS——ja(s)uzds (5.1.34)

0Q=T, T, Ul
por lo que I[u] queda

j(HVuH —2 fu)dQ + J.o-(s)u ds = j(uL —2fu)dQ  (5.1.35)

0Q=I}

donde

juL[u]dQ HVUH dQ - Ju—dS (5.1.36)

Esta ultima expresion de I[u] es la expresion reconocida como la Energia del sistema
definida por el operador L[] bajo la condicién de frontera dada B[]. En resumen, si
tenemos una ecuacion diferencial definida por el operador diferencial.

Lu=f enQ

Bajo la condicion de frontera.
Bu=G en oQ

Donde G = 0. Entonces I[u] representa la Energia del sistema (5.1.28) bajo (5.1.29) .
= [ (uL[u] -2 fuyde (5.1.37)
Q

Se sabe que los puntos criticos de (5.1.37) son las soluciones de (5.1.28) bajo (5.1.29) y
reciprocamente las soluciones de (5.1.28) bajo (5.1.29) son los puntos criticos de
(5.1.37). Por otro lado de la teoria de las ecuaciones diferenciales la solucion de (5.1.28)
bajo (5.1.29) es tinica. De esta manera, el punto critico de (5.1.37), representa la Unica
solucion de la ecuacion (5.1.28) bajo (5.1.29). Es decir si se deriva a (5.1.37) se tiene:

La variacion de |, igualandola a cero

Su]=0

156



0 s€a

5{j(uL[u]—2fu)dQ}=o (5.1.38)

Ahora bien, podremos determinar el punto critico de (5.1.37) y por lo tanto la solucién de
(5.1.28) bajo (5.1.29). Como la solucion de (5.1.38) en la mayoria de los casos no es
obtenida en forma exacta, se resolvera en forma numérica. Para esto sea {¢i,..., ¢} una

familia de funciones base para un espacio de funciones E" < X . Asi si 0 € E"propuesta
como:

U=C€1¢1 +0(2¢2 +...+an¢n =Zn:ai¢i (5139)

la energia I[u] evaluada en O, sera funcion de las «.,

I[o] = [ (Lo -2 fo)dQ = j(zn:ai¢i)|_(zn:ai¢i)dg—j2 f (Zn:aiqﬁi)dQ

> aa [ 4Lg, - (25> ag)dO (5.1.40)
i{; JL’ J} i g‘

_ iaiajj¢iL¢de—i2faij¢idQ

i,j=1

Se observa que la energia solo depende de los coeficientes de la solucidon numérica
propuesta es decir; 1[0] = l[«,,,,...,,], entonces tenemos que

difo] _

0 (5138
i ( )

es equivalente al sistema lineal de ecuaciones en derivadas parciales.

la,,a,,....,a,]

oq,
: (5.1.41)
le,,a,,....a,]

oa

n

Explicitamente

o [LpdQ+a,a, [4L4,dQ0+ -+ a2, [ L 4,00 - 2F ¢, [ 4,dQ
Q Q Q Q
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o, [$L40Q+ ] [$,L 4,00+ + a,a, [ ¢,L4,dQ - 2F ar, [ 4,d0
Q Q Q Q

Q Q

a2 [$,Lp0Q+a,a, [4,L4,d0+ -+ ] [ 4,L4,dQ-2Fa, [ 4,00
Q Q

quedando el sistema (5.1.41) lineal como:

ol

—:2alj¢lL¢ldQ+a2I¢IL¢2dQ+~--+anj¢1L¢ndQ=2F_|.¢1dQ
- Q Q "
67:alJ-¢2L¢1dQ+2“2I¢2L¢2dQ+"'+an_|.¢1L¢ndQ = 2FJ-¢2dQ (5.1.42)
a, Q Q . Q Q o
a@":alj¢n|_¢ldg+a2j¢n|_¢ndcz+---+2anj¢n|_¢ndg:2Fj¢ndg
a, Q Q 0 Q

Y finalmente (5.1.42) es resuelto para las «,,a,,...,, que sustituidas en @O
determinaran a la solucién numérica

O=a¢ +a,¢, +-+a,4, (5.1.43)

que es la solucién de (5.1.38) y por lo tanto solucién numérica de (5.1.28) bajo(5.1.29)
en forma numérica.

5.2 LA ECUACION DE LAPLACE

Sea Qc R’, O R’ una region abierta o cerrada y acotada tomada como dominio para
funciones ¢, y escalares. Nuestro proposito es caracterizar a las soluciones de la ecuacion
de Laplace como las unicas funciones de potencial Newtonianas, también conocidas
como funciones armonicas. El estudio de este tipo de problemas tiene su importancia
entre otras propiedades, la compresion y alcance de la teoria de los campos vectoriales en
el estudio de la Electricidad y el Magnetismo, fluidos ideales o fluidos Newtonianos,
flujos permanentes de Calor, ondas estacionarias, entre otros diversos campos de estudio
de la Fisica y ramas de la Ingenieria.

Definicion. Sea dada una funciéon ¢ definida en Q c R, continua en 0Q y de clase
C*(Q), ella se dice armonica si satisface a la ecuacion V¢ =0 en Q.

Las funciones ¢, v, . . ., definidas en Q , seran supuestas univaluadas.
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Principio de Superposicion.

Si ¢, w definidas en Q, son armonicas en Q, entonces C, ¢+ C,y es armoénica en Q, ya

que V’(C,¢+Cw)=C,V*¢p+C,V’y =0 en Q, C,¢+C,w continua en 6Q. Con el fin

de caracterizar a las funciones de potencial Newtoniano, requerimos de los teoremas de
integracion de Stokes, Gauss y Green principalmente, denominadas las 3 identidades de

Green. De acuerdo con esto, sea (1‘5\@ — R, de clases C*(Q), C°(6Q).

idivV(édQ:a{zV(/ﬁ-ndS =6£(‘2f}ds (5.2.1)

que es el teorema de la Divergencia para la funcién vectorial

9,005, 0by
V¢_6X|+ayj+azk. (5.2.2)

Si y/‘ﬁ — R es de clase C'(Q), C°(6Q), la funcién vectorial YV ¢ tiene sus componentes

continuas en ; es decir es de clase C'(Q2),C%(6Q). El teorema de la Divergencia para este
campo es:

j div(pV ¢)dQ = j t//[ZﬁJdS (5.2.3)

Si nosotros desarrollamos al integrando

diviyVe) =VuNg+yVig (52.4)

entonces el teorema queda como:
> o¢
[y g+ [VyvgdQ =[y| 7 lds () (5.2.5)
Q Q oQ an

reconocida como la primera identidad de Green. Como una primera aplicacion de esta
identidad es deducir una propiedad de las funciones armonicas. Si ¢ es armonicay = 1
en Q . El teorema dice

0P 4a
I( 2 jds =0 (5.2.6)(1)

o

Teorema 1. Si la funcion ¢\§ — R es armonica en Q , entonces la derivada direccional

normal de ¢ en la frontera tiene contribucion total nula.
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7(8) =t(s); () = £(s)

(5.2.7)
7(8) = (X(5), ¥(8)); () = (=Y(5), X(8))

Observacion. El reciproco es verdadero. Es decir, si para toda curva frontera 0Q2 de una
region regular, la integral

0f \ys _
i{aﬁjds_o (5.2.8)

Entonces ¢ satisface la ecuacion de Laplace V¢ =0 en Q, y por lo tanto ¢ es armoénica
en Q, se tiene:

f (V@) dQ = j¢[ 00 de (5.2.9)(2)

Suponiendo que la condiciéon de frontera de la ecuacion de Laplace V’¢=0 en Q,

¢‘ 0Q) =0 Dirichlet. Homogénea (denominado problema propio)

[[vglda=0 (52.10)

op _0¢ _0¢
ox oy oz
Q, pero como ¢@es continuaen Q y ¢‘GQ =0,¢=0entodo Q.

Como V¢ continua en €, se tendrd que =0 en €, luego ¢ es constante en
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Teorema 2. Si ¢ es armonicaen Q y ¢\6Q =0, entonces ¢=0en todo Q.

Teorema 3. Si ¢, y son armoénicas en Q con la condicion de frontera del tipo Dirichlet
igual ¢‘8§2 :l//‘GQ =g(u,V) entonces = gen Q. Esto dice que la funcion ¢ solucion de

V24 =0 en Q con ¢\8Q =g(u,Vv), ella es Unica o que es univocamente determinada por

sus valores en la frontera 0Q. En (5.2.9)(2), la integral sobre la frontera 0Q2, es nula si

(2?] = (0 en 0Q. Aqui nuevamente, la integral

[[vglda=0 (5.2.11)

Siendo Vg continua en Q, Vg =0= ¢ =C en Q.

o

Teorema 4. Si ¢ armodnica en Q, y (877} =0 en 0Q. Entonces ¢=C en Q. Esto se tiene

de la continuidad de ¢ en Q, ¢ no puede tener dos valores constantes distintos dentro de
Q y en la frontera 0Q.

Consideremos un fluido fluyendo dentro de un toro T, = Q.

/[ i
s N

#(X,y,2) =tan"' (y)
X

Las lineas de flujo son circulos concéntricos teniendo como eje al eje z. De esta manera

o¢

no existe flujo a través de su frontera 6€2 = S; es decir, (87‘7} =0 en 0Q, pero ¢(X,Y,2)

no es constante en Q jEl potencial no es univaluado!. Fisicamente hablando, el teorema
2, dice que si se tiene un cuerpo Q homogéneo, isotropico y ¢(X, Y, z) es la temperatura a

que esta el punto (X, Yy, z), este teorema dice que si la temperatura del cuerpoQ en la
frontera es mantenida ¢(x(u,v), y(u,v), z(u,v)) = ¢(U,Vv) =0 en 0Q no existe un equilibrio
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térmico en Q , al menos que @(X,Yy,z) =0 V(X,y,2) € Q. Mientras el teorema 4 dice que

si la superficie 0Q = S del cuerpo es aislada, la unica temperatura estacionaria posible del
cuerpo, es cuando la temperatura ¢(X, Yy, z) es constante en todo Q.

Ahora vamos a suponer que el cuerpoQ de superficie 0Q = S, se encuentra a una
temperatura ¢(X,Y,2), (X, Y, Z) € €, y que la superficie S esta constituida de un material

que tiene la propiedad de permitir conducir el flujo de calor a través de ella de adentro
hacia fuera o viceversa, h(S) como:

o¢
on h(g—¢,) (5.2.12)
Donde ¢, es la temperatura del medio circundante al cuerpoQ . Esta ley fisica es
aplicable solo cuando el cuerpo no presenta radiacion de alli que h > 0 se le conozca
como el parametro de transmision del calor por conveccion del cuerpoQ), bajo estas
circunstancias un estado de equilibrio o estacionario del cuerpo solo es posible cuando
¢=d.en Q. Asi (5.2.9)

v do = [hd NP lds = _[(h_4 12
iw 4.) dQ_aL@ m(a ﬁ]ds a!)wﬁ $,)%dS (5.2.13)
Luego

[V@=9.) 2+ [(p=4.)"ds =0 (5.2.14)

2
>

Como  |V(¢—4,) (—¢.)* continuas en Q [V(p-4,) =0 y

(P-0.) =0=>V(@-6,) =0=>V(@p-¢,)=Vd=0; p=cte. Si g=cteen Qy ¢=¢»
en 0Q = ¢g=¢,, en Q.

Teorema 5. Sea ¢ armoOnica en Q ,
V=0 enQ (5.2.15)
Satisfaciendo
Vé-n+hgp=g enoQ (5.2.16)

Con h, g funciones continuas en 0Q, h > 0, entonces si y tal que es armoénica en Q , con
V¢ -n+hg=genoQ entonces = ¢en Q.

La unicidad de la solucién ¢ de la ecuacion de Laplace bajo condiciones de frontera
mixtas dadas.
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Sean ¢, w funciones de clase C*(Q) y C’(6Q). Entonces la identidad de Green (5.2.5) vale
para ambas

[y o+ [Vy - vao = jw(‘;';jds (5.2.17)

0
[+ [ve-vyda = f¢(‘”]d8 (5.2.18)
Q Q oQ 677
Restando (5.2.17) de (5.2.18) se tiene la 2% identidad.

H¢Vzl/f —W2¢]d§2 = I["’{ZZ] —w(giﬁ;ﬂds de Green (5.2.19)

una consecuencia directa de(5.2.19) es:

Teorema 6. Si ¢, v son funciones arménicas en Q , de clase C*(Q) y C°(6Q). Entonces

v _ 19|45 =
LMMJ W(aﬁﬂds 0 (5.2.20)

El teorema 6 es valido para las funciones¢@, y de clase Cz(Q) y C%6Q) satisfaciendo la
ecuacion V’¢ =Kkg en Q.

Regiones Infinitas Q c R°.

En todos los casos de las identidades (5.2.5), (5.2.19) de Greeny de los teoremas 1 al 6,
la region Q =QuUdQ, estuvo considerada como acotada (Region Finita). A fin de
extender la validez de las identidades (5.2.5), (5.2.19) de Green a regiones infinitas o
ilimitadas, debemos de imponer ciertas propiedades que deben de satisfacer las
funcionesg, ¥ en Q < R’. Propiedades de acotamiento para puntos suficientemente

distantes medidas desde un punto fijo P =Xy, Yo52p) con
r= \/(X — X, )2 + (y -Y )2 + (z -2, )2 , y r la funcion escalar
H¢(r) v (0, IV, Vt//H <M para alguna M.
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5.3 CARACTERIZACION DE LAS FUNCIONES ARMONICAS COMO
FUNCIONES DE POTENCIAL NEWTONIANAS.

Cualquier funcion armonica es una funcion potencial Newtoniana. Esta caracterizacion la
proporciona la tercera identidad de Green, la cual vamos a establecer.

Sea Q cR’, 0 Q < R, una region regular acotada o infinitay p =(X,,Y,.Z,) € Q. Si
1

Y=g +(y-n) +(@-¢F

a & n, Jen (52.19), ademas tomando una esfera S, con centros en P y radio oy

en la identidad (5.2.19), w(X,y,2) = e integrando respecto

. . 1
removiendo esa esfera S, de la region Q tenemos Q° = Q \ S, ya que w(r)=— es
r

armonica en Q.

[ lovey —wvishor = Hg'g] (Szﬂ (53.1)

De donde IQ¢V2|//dQ' =0

_I VigdQ' = I{"ﬁa@ﬁ(lj (Sﬁﬂds' (5.3.2)

v o)l ) e

Como en dQ la normal 7 apunta hacia fuera y en la superficie 6S’ apunta hacia adentro la

Giltima integral sobre la superficie de la esfera S’, dS.

! ¢(r12jds +0Li(g‘fjds L s+ f (8(/5de _

852 052

Gl ¢+i j [S;’;]ds (5.3.3)

852
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En el limite cuando r — 0, la integral 1 I (Zﬁde -0, ¢(&,n,8) > d(X,y,2) = d(P),
852

Q'—> Q, luego la (5.2.19) identidad de Green para este caso queda.

_ I V24dQ = 4n¢(P)+j{¢a‘3ﬁ(lj i{g;’;ﬂdg (5.3.4)

de donde se obtiene el valor del potencial de ¢ en P. Reconocida como la 3% identidad de
Green.

__ 1 1fog)_, 01
#(P) = 4ﬁj( jv Q2 + { (aﬁ] ¢aﬁ[rﬂdﬂ (5.3.5)

Aqui se ha supuesto que la integral de volumen es convergente para regiones infinitas y
que ¢ es regular a superficie a la infinidad.

En esta tercera identidad de Green el primer término representa el potencial de una

Vg

distribucidon de volumen —

, el segundo término es el potencial de una densidad de

T
o9
o . on ) . .
distribucion de superficie g mientras que el tercer término es el potencial de una
V4
a2

distribucion doble de superficie del momento — 1
T

De esto se puede deducir que no solo las funciones armonicas son potenciales
Newtonianos, sino también aquellas funciones que satisfagan ciertas propiedades de
diferenciabilidad en regiones regulares infinitas (dentro de una superficie infinita de radio
muy grande) y satisfaciendo ciertas propiedades de acotamiento.

Teorema 7. Toda funcion armdnica en Q puede ser representada como la suma de dos
potenciales, una distribucion de potencial simple y de una distribucion de potencial doble
llamada de densidad Green o momento bipolar.
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5.3.1 LA ECUACION DE POISSON O DE POTENCIAL.

Método del Elemento Frontera

Vamos a iniciar con el estudio simple de una carga eléctrica positiva, situada en el origen
de coordenadas X, Y, z. La intensidad del campo eléctrico E debido a esta carga, es el

vector de magnitud a r’ =./x>+y>+2*, rel radio a partir del origen al punto (X ,y

r2’

,Z) las componentes escalares de E(X,Y,Z) son

%x,% y,%z,luego (5.3.1.1)
r r r

1
E= L (@x.ay.02) (5.3.1.2)

Siendo la divergencia un escalar

div(E):a—?x+a—?y+a—?z (5.3.1.3)
r r r

Se tiene:

div(E) = q{;— 3(x° +ry52 * 22)} —0 (53.14)

Ahora tenemos una esfera con centro en la carga de radio R y apliquemos el teorema de
la divergencia de Gauss a esta situacion

J'div(E)dQ = jE -AdS (5.3.1.5)

60=S3

como E-ﬁ:EU:F?2 y IdS=47zR2, entonces J-E'ﬁdS=J.qudS=47zq. Asi la
st o0 sa

integral de la divergencia IdiV(E)dQ es diferente de cero.
Q

Como la intensidad del campo E es igual al nimero de lineas de campo que atraviesan a
la superficie de la esfera de radio R, que divergen desde el origen donde esta la carga q,
este nimero debe ser igual a 47q.
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Si p(x,y,2) = dq es la densidad de carga volumétrica encerrada en el diferencial de

dQ

volumen dQ, entonces la intensidad del campo debido a esa carga dq sera proporcional al
namero de lineas que emergen desde dq y atraviesan una pequefia esfera S; de centro en
dq y radio R.

dg 47R

jdiv(E)dQ: jE-ﬁds = J'E”d8= I—2d8= :
Q oQ oQ 6QR R

2
dg=4zdq (5.3.1.6)

2
[div(EydQ = [E dS = jg‘ﬂds R g dndq =4z (5.3.17)
Q oQ

R2

oQ

. 1
Duv(E)=dg%ma£E-ﬁds = 47p (5.3.1.8)

Div(E) =47p (5.3.1.9)

Esta ecuacion es la ley de Gauss diferencial que establece una relacion local entre la
densidad de carga eléctrica y el campo eléctrico E. Para el caso en que el campo
eléctrico Esea un campo que solo depende de la posicién es un campo potencial,
entonces

E= _V¢(X’ Y, Z) > luego

iv(E)=_| O(9P), 0(02), O(0F)|_ v -
Div(E) = {8x(6x]+ay(8y}+éz(azﬂ V(X Y,2) =4np(X,y,2) (5.3.1.10)

~Vég=4rp enQ (5.3.1.11)

llamada la Ecuacién de Poisson para cuando p=0, V’¢ =0 en la ecuacion de Laplace.
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5.3.2 SOLUCION A LA ECUACION DE POISSON MEDIANTE LA FUNCION
DE GREEN

Del teorema de la divergencia de Gauss (Primera identidad de Green) para el campo
eléctrico E(X, Y, Z) tenemos:

div(E)dQ = [E dS = [E - ndS (5.3.2.1)
/ JEes=]

Si tomamos como campo E = ¢V i

[divigvy)dQ = [Vg-VydQ+ [fVipd  (5322)

oy
E-5ndS = | (#Vy)-7dS = | p——dS 53.23
J 7 i@ v)- 1 a-!;¢677 (5323)
por lo que el teorema anterior queda:
[V Vyda+ [gviyda = j¢a—‘/’ds (5.3.2.4)
Q Q oQ aﬁ

Si ahora intercambiamos papeles de ¢ por v, en el teorema tenemos

!;Vx//-v¢d9+g[wz¢d9:a£y/;¢;d8 (5.3.2.5)

Restando la segunda expresion de la primera tenemos el Teorema conocido como la
(5.2.19) identidad de Green

I(Wz‘/’ YV PO —I[ (877) W(Sf’;ﬂds (53.2.6)

Teorema de integracion de Green. Ahora veamos como se aplica este teorema en la
solucion de la ecuacion de Poisson.

~V2@(X,Y,2) =4mp(X,y,2) en Q (5.3.2.7)
cuando

#(x(u,v), y(u,v),z(u,v)) = $(u,v) = cte.en 8Q  (5.3.2.8)
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Si dividimos al volumen en elementos diferenciables dQ la carga pdQ ejercera un

dQ

potencial inversamente proporcional a una distancia r, =, luego el potencial total sera
r

¢= IEdQ , pero de la ecuacion p(X,Y,z) = —41V2¢, asi tenemos
Q r T

¢=—1jv2¢ dQ (5.3.2.9)

que es la solucion de la Ecuacion de Poisson. Esta solucion es una solucion intuitiva, ya
que nos basamos en la solucion de una carga puntual, pero esta solucion la deduciremos
rigurosamente de tal forma que incluya a todas las cargas puntuales dentro de Q) .

En el teorema de Green, w(X, y,z)=ldonde r es la distancia tomada desde un
r

puntoP € Q .y #X, Y, z) el potencial eléctrico. Como el teorema de Green es valido para
campos vectoriales como para dominios arbitrarios QO tenemos:

(vew —wvigha=[|d 2 |-y 2 |los (5.3.2.10)
on on

(N Lyzglans g0 (1) 1( 22
j{w (r]—rv ¢}dg_j ¢8ﬁ(rj r(&ﬁﬂds (5.3.2.11)

Q o)

Q es el espacio R°, salvo una pequefia esfera S2 de radio R conteniendo en el centro el
punto P donde deseamos calcular el potencial

Vz(lj:v(_ij::} para 1 >> 0, vZCJ:o (53.2.12)

r r

luego el lado izquierdo queda como:
—jlvzmg (5.3.2.13)
or
En relacion al lado derecho sera:

0 (1j = —3(1j = iz (Ia norma7 afuera signo menos)
r r r

on r
¢ o¢
o9 __9 4 5.3.2.14
on or’ %0 ( )
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= j¢i2dg+ Il?d§2=
r or
o r1 o (53.2.15)
= J'¢—2dS+J'—%dS=
s I s ' or
= iz [ gds L %gs
R as? R as? or
[ gds | Zf ds ;
como FSJidS =4 ; GSZJ.dS ?;f son los promedios de ¢, 8¢ , 4, Z (5.3.2.16)
os? os?
g od
S +— dS=4zp +4 R 5.3.2.17
R® !?d R ! or B = HAn ( )
queda finalmente como:
—jiv2¢d9=4n¢7+4ﬂRaj (5.3.2.18)
Q

ahora la esfera de radio R, cuando R — 0, coincide con el punto P, donde se quiere

o¢

calcular el potencial &(P), Rg -0y ¢ — ¢(P). Porlo que

Vi

I
#pP)=— [~ Fdo (5.3.2.19)

Q

es el potencial en cualquier punto Pe Q. Cuando Q no esté acotado.

Py )= | ViH01.2) 4y (5.3.2.20)
4 r

Q

H(X, Y, z):—;j( jv #(X,y,2)dQ (53.2.21)
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5.3.3 SOLUCION A LA ECUACION DE POISSON EN REGIONES
COMPACTAS Q

Ahora se supondra que la region Q o dominio en el que esta definida la ecuacion de
potencial es una region cerrada y acotada.

2 —
—V (x,¥,2) = 4zp(X, y,2) en Q (5.3.3.1)

Bajo

Ao = cte (533.2)

De manera que la integral de volumen se hard solo para este dominioQ con frontera
S = 0Q, excluyendo en cada caso nuestra esfera S; infinitesimal de radio R y que contiene
la porcion de carga dg = pdQ.

Del teorema de Green para este caso

£ {chj —ivﬂdﬂ = i[qﬁ;?(ij - i(g;’;ﬂds (53.3.3)

respecto a la integral J¢V2(ljdﬂ se tiene:
r
Q

o[ o = LY ads — 1
i v (rde— i ¢v(rj 7dS _a£ ¢V(rjd8

(5.33.4)
_— ¢(r12)ds __ 4;{ b= —4n

de manera que el teorema de Green queda

Vg . (1) 1(o¢
_irdQ_4yz-¢+ j {¢877(J_r(877ﬂd8 (5.3.3.5)

Q=87

Q=0QudQ, de donde obtenemos la solucion de la ecuacion de Poisson para
regiones Q cerradas y acotadas.
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_ P Doeggo_ Lflg@ (1) 122
#(X,Y,2) = 4ﬂi(r)v HO 4ﬂsi¢5ﬁ(r) r[@ﬁﬂds (5.3.3.6)

llamada de la tercera identidad de Green. Esta solucion es reconocida como la
representacion integral de ¢4(X, Y, 2).

La funcién w(r) = 1 supuesta en el 2° teorema de Green (Identidad de Green)
r
oy o¢
(pV2p -V gldQ = MJ - yx(ﬂds (5.3.3.7)
i 450 ) o

es una funcion escalar de ley inversa del radio. En general, las soluciones de la Ecuacion
de Laplace V’¢=0 en Q< R’ con

¢ [0 =40 Dirichlet
Vé-n [T, =4,(5) Neumann
Vé-n+a(s)p [T, =g(s) M@

Toda funciéng(Xx,y,z)que satisface a la Ecuacion de Laplace se dice una funcion

armoénica, llamada funcion de potencial Newtoniana, reciprocamente si ¢ es una de las
soluciones de la Ecuacion de Laplace.

V2¢ =0 en Q bajo (5.3.3.8)

¢ [0 =40 Dirichlet
Vé-n [T, =¢,(5) Neumann
Vo-nto)p L =g(s) M@

Son de la forma

p(ry=alogr’" +b;n>2 (5.3.3.9)
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5.4 FORMULACION DEL METODO DEL ELEMENTO FRONTERA EN LA
SOLUCION A LAS ECUACIONES DE LAPLACE Y POISSON.

Vamos a suponer que una carga puntual se encuentra en un punto P = (§,77),
Q= (5,77,§ ) en Q< R? o R’ segun sea el caso. Resolveremos la ecuacion de Laplace

para Q c R*. Es decir, resolver la ecuacion
Vio=0enQ (5.4.1)
donde @(x,y) tiene una singularidad en (§,n) € Q) de esta manera la ecuacion
Vio+8(E-xn-y)=0enQ (5.4.2)

queda satisfecha por la funcion @(X,y) cuya solucién es a siguiente: Debido a
queo =0para &= X, n#Y. Sea D, un disco cerrado centrado en (5,77) de radio ¢,

tomando las coordenadas polares X =rcosé, y =rsenf la ecuacion en D, queda

82w+16£ 1 0*w

o o T oo =—5(& —rcos,n—rsend) (5.4.3)

perocomo 0 =0si =X, n#Y.

2000 0o o

r + +
or? or 00’

=0en D, \P (5.4.4)

Como la solucién de esta ecuacion solo depende de r y no de 6, ya que w es constante
respecto a 6.

2
20 (20+r6—w:0
or or
0’w 10w
>t T
or* ror

r

(5.4.5)
0

Integrandola se tiene w(r) = —2110g r= ;log(lJ reconocida como la funcion con una
T 7 r

singularidad  logaritmica en (§,n). De esta manera la solucion de
Vo+35(E-xn—-y)=0enQes:

w(r) = 2lﬂlog rconr= J(g ~x) +(7-y) (5.4.6)
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Ahora sea la ecuacion

Viu=0enQ (5.4.7)
bajo
U =g,(5); Vu-n_ =g,(s); (5.4.8)
Para resolverla se utiliza la funcion @(r) como una funcion de peso.
oV'u=Vo-Vu-V-(oVu)
uV’0=Vu-Vo-V-(uve)

como Jqua)dQ =—u(P)y
Q

Vu-Vo=uvV:e+V-(UWo)
VU =uVie+V-(UVe)-V-(eVu)

0=[aoVudQ = [uV’ Q-+ [V-(uVe)dQ - [V (aVu)dQ
Q Q Q Q

0=-u(P)+ J'u(gcgjds - Iw[sll;JdS

o oQ

u(P)+ jw[g;jds - ju[gf;jds (5.4.9)

oQ oQ
Ecuacion Integral de Frontera

Aqui P= (§,n)e Q). Hay 3 casos posibles que
la singularidad este dentro, frontera o fuera
de Q). Se abordara el caso en que P €0Q, y se
resolvera la ecuacion integral de frontera. Para
esto tomamos un semidisco D(P,&) con centro
en P y radio ¢ y alargamos la region Q a
Q'=QUD(P,¢) de tal manera que la frontera
ahora de Q'sea 0Q'=I, UT',. La frontera
I, D(P,&) tiene longitud 7z&, P € Q' luego la
EIF es valida

174



Calculemos las integrales sobre I,

ju(andS = ju(a“’jds = —lju(ljds L fuas=— L are=—Y(p)
on or 2 r 27e ;. 2re 2

FE FE FE

con relacion a la integral J. u(gi;jds queda:

r,

—Jilogr u ds =—10g8_[ &l dS :_logg a 7[6':—1810g8 a
27 on 2 on 27 \ 0R 2 on

r{,’

con relacion a las integrales sobre I" _,
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lim a)(ﬁujds - j a{a“jds
£—0 P 877 aﬁ

de esta manera la EIF queda:

u(P)+ i}u(gj;]ds - ;u(P) = [ a)(g;)ds

oQ

u(P), J‘u[andS - | a{a“jds (5.4.10)

2 o0Q

Esta ecuacion integral de frontera es valida siempre y cuando la singularidad este en un
punto suave de 0€; es decir que exista la tangente a 02 en P a la curva suave y.

Esto por que a medida que ¢ — 0, el semidisco 5(P,5)tiende al punto P y se va
cerrando por ambos lados de P, antes y después de P. dy = y(s)ds. Si y(S)es una
parametrizacion de la frontera 0Q, que contenga a P = }/(SO)
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o= oo

Si ocurre lo contrario; es decir que en el punto P = (§,n) no admita la tangente como es
el caso de una esquina o una punta.

P P

N

entonces el coeficiente C(P)U(P) debe ser remplazado por 2 a porcion en radianes
r

del angulo interno a la region Q. Asi la EIF es:

Si(£,n)eQ

1
; Si (f,n)ertangenteen (5,77) (5.4.11)

21 Si (5, 77) esquina o punta y £ interno en
Vs
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5.5 ELEMENTOS FRONTERA

Dada la region Q=QuUoQ, al definir una particion @(Q)= {A(‘),...,A(E)}.
E F
Q= LJI A® ~Q y es esencial definirla 6Q = Hl A(f); (no es necesario en Q) F< E la

frontera deQ), 00 ~0Q. Sea Cuna curva poligonal definida en 0Q, los puntos
P, €0Q, 1< J<N siendo C, las aristas o cuerdas de la poligonal 1< j<N .

j+1

J

C, extremos P, Py,

Observaciones a las cuerdas C ; que seran llamados de elementos frontera. Se llamaran

nodos extremos, aquellos que dividen a las porciones de la frontera en que se tienen
distintas condiciones de frontera por ejemplo

I

Dirichlet

1—‘1

Neumann
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Los nodos al punto que se encuentra en la mitad de una cuerda y un punto extremo con

®.

Nodo
Extremo

. ou . .
relacion a los puntos donde los valores de u como de o son conocidos o desconocidos

son llamados de nodos frontera, de esta manera, las cuerdas C ;» podran ser elementos

constantes, lineales, cuadraticos, cubicos, etc.

5.5.1

=1

Los elementos frontera constantes tienen nodo medio, es decir si por la frontera

ou
los valores de U o 39 son constantes,

las cuerdas C; que esténen [oen T

se puede tomar el punto medio como la
singularidad (cfi ,ﬂi)= P, de tal
manera que se podra plantear una

ecuacion para cada coeficiente de
U(P-) o en forma simplificada U(i);

I
1<i<N, N; = nimero de cuerdas en
que se tiene conocido el valor uy N, =

, . ou
nimero de cuerdas en que U/l =u, se tiene 877/Cj =q,; ol,=u*,

Va)-ﬁ=2j;

I, =q*, de esta manera la ecuacion integral de frontera para la

singularidad (§,n) € Q) , con tangente definida en P sera:

FQIEIE

o0 o0

la cual quedara establecida para 0Q =T, UT,
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+ju( Jd3+j ( ﬁJdS ! (aﬁjds+r[ ( ﬁjds (5.5.1.2)

Si N; representa al nimero de cuerdas C ; en que se tiene la condicion de frontera del tipo
I y Nz la del tipo T, u/T, =ug; /T, =u; Vu-gI, =q; Vu-al, =q,; ol, =u*,

V-, =q* tenemos.

0w ) jn
u — |dS = u,q*dS (5.5.1.3)

| on =EA

juaa’dsT—Nz [ug*as (5.5.1.3)
o 2.1 5.1,
o) r - ~

ja) de =>" [u*qdS (5.5.1.4)
on e,
U ) & ~

j a)[JdS =>" [u*q,dS (5.5.1.5)

I, 577 i=l'¢;

1<i<N; 1< j<N representara un sistema lineal de ecuaciones con N incognitas en los

ou . .
valores de Uy de P en aquellas porciones en que se desconoce sus valores, por ejemplo

ou
577r2:q0

u/T, =u, son conocidas, pero u/T, =

u
I, =q se desconocen.

Este sistema puede ser abreviado de la siguiente forma.

2 R ER
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y definiendo a H; = jq *dS; G = ju *dS', la ecuacién anterior montada para cada i

i Cj

en cada cuerda, Cj, I<i<N;1<j<N setendra
) N N
=24+ u;-H;=>0,-G;  (55.1.8)
2 j=1 j=1

N N
ZH =>G;-q; (5519
= j=1

donde
Hij Sii# ]
H; = Hij+;Sii=J— (5.5.1.9)
De esta manera el sistema quedara
HU =GQ (5.5.1.10)
N=N,+N,

donde N; valores de u y N, valores de Su son conocidos, pero N; valores de S; y N,

valores de U son desconocidos, o incognitas a determinar. Una vez determinado estos

ou iy .
valores tanto de U como de 3 en toda la frontera 0Q =T, UT,. La ecuacién matricial

anterior puede ser reordenada pasando todos los valores N;, N, desconocidos tanto de u

ou : .
como de % en T y T, respectivamente de tal manera que se tiene:

AX =F (5.5.1.11)
donde ahora X es el vector de las incognitas de U y de 277 en [, T, respectivamente.

. ou . ou
Una vez calculadas las incdgnitas U, 3 se tiene todos los valores de u, a9 en 0Q),y de

aqui podemos a proceder a calcular los valores de U para cada punto interior de la Red

@(@)* de ©, de la siguiente forma.
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N

u(i)=20;-G; -2 u;-Hy  (55.1.12)
j=t

j=1

para cada nodo de la Red. En relacion al flujo interno q, = Zu ; Qy = 8; o gradiente VU
X

se obtiene derivando a la expresion u(i) , 8u(i) 6u( )

, de la ecuacién
OX

- Tl Y lgs - [ul 99 |y - N e 00 | &
”(')_Lw(aﬁJdS aﬁu(aﬁJdS nurf{@ﬁ)ds n{nu[@ﬁjds
. ou |~ ou |~ 0w\~ 0w\ ,~
uli)= — |dS + ——dS = fu| — |dS = fu] — |dS (5.5.1.13)
0 fo o s ol S s~ Lo 5k~ 15
(au] } uj[j( de] (5.5.1.14)
J. = | €&
09* o & ou) o & 89*)

a5 - dS=ql| [ Z [0S |-Su| [l 2 |dS| (5.5.1.15

=[5 -1 quayJ }Z“Lj(ayJ ] e

*
ur O _ 1 ol (1N __ Lo 554
X o 27w ox r 271 OX

a“*:a‘"zla{log(lﬂz—lar (5.5.1.17)
oy oy 2moy r 27 oy
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%
o =E(Va)-77)= 0| 0w cos@l+a—wgcosﬁ2
oX  OX ox| or ox

or

T o % (5.5.1.18)
:M@({r(axnﬁaymﬂ

%
égy :jy(Va) ﬁ)—;yﬁ;:gr | aarcosﬁz}

(5.5.1.9)

_ L oytfor ~ or

2w oyl r ox ay772

Las integraciones en la expresion son calculadas por cuadraturas Gausianas g, (i) d, (i)

1% s 105 s 1% s 1[5 s

]

lo mismo para las H”, Gy,i#], Hij =0,rln.

Ahora sea L, = \/(Xm - X; )2 + (yi+1 -, )2 la longitud del elemento i, I = ok

5 donde ¢ es
la coordenada natural.

Xi+1, yw)
1

1l =
[
[E—
e
H -
(@)
AN
e
NI I 7T

/
2\

( ]dé (5.5.1.20)
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De la integracion de
'[ln(x)dx = xInX - X

aplicandola a

ln;_ =1n(2)-In(&,)

J ln(i]df - [lm2)s - [ (e ) = m(2)- {(ﬂi (e, (&, )}

0 (5.5.121)
=In(2)-[¢In(&;) - &], = n(2)-In(L;)+1= h{EJ +1

) _ L 2 L 2
“Gy=t [/ h{&i )dg = {m{ i j+1} (5.5.1.22)

En el método de elementos frontera, se ha visto que una vez que resulta la ecuacion
integral de frontera para cada una de las cuerdas donde se ha asumido la singularidad

u(i), queda establecido un sistema lineal de ecuaciones para determinar los valores de u
y de Suen aquellas cuerdasC ; que forman la poligonal frontera o, T, T,
, ou ., 1 1
respectivamente, %Tl =q; UL, =u donde la funcién de Green w(r)= 2—10g o
/s
evaluada asi como Zwen cada cuerda C ; obteniendo una ecuacion lineal por cada

posicion del nodo i e C; (punto medio de C)).

. 00 &~ ou
CPL()+) uﬁds—zcja)aﬁds (5.5.1.23)
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o explicitamente

Uz(i)+ju0q*ds~+.[uq*d§=.[u*qd§+ju*q0d§ (5.5.1.24)
I T, I T

N, N, N, N,
—( ZIOq*d§+Zjuq*d§:zju zj q,d5  (5.5.1.25)
2 g i1 ¢, =1 =
o en forma abreviada
( N, N,
= | =>a, (5.5.1.26)
=t C =t ¢

Cj =

I<i<N; 1< j<N, donde los U;, g; son en parte desconocidos y los valores de

jq *dS’, como de Iu *dS son proporcionados por los valores de la funcion o(r), Zj; en

G Ci
cada cuerda C ; para cada posicién de i en el punto medio de cada C ;- Aquilos u;, q;

han salido fuera del integrando del hecho de que solo hemos considerado elementos

) ou )
frontera constantes; es decir que U, % en cada cuerda respectivamente son constantes,

pero en general no es asi. Ahora bien, como en el caso general las integraciones se
presentan de la siguiente manera

donde las funciones a)/C j=u*; Va)-f)/c ; =q* son funciones de peso para g y U

respectivamente, daremos la formula de integracion por cuadratura Gaussiana para el
caso general.
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5.6 INTERPOLACION POR CUADRATURA GAUSSIANA

5.6.1 Elementos Frontera Lineales

Caso unidimensional o sea la cuerda C ; seran intervalos aHb; b > a, caso

bidimensional o sea superficies, los elementos frontera serdn tridngulos o cuadrangulos

F
que recubren a la superficie frontera de Q. 0Q) = Hl oA

De esta manera, se propone determinar la integracion por cuadraturas de la integral

J:) p(x)f(x)dx, donde p(x) es una funcién de peso p(x)>0, y f(x) es de clase
ck (aHb) aqui para nuestro caso, el intervalo a b , seria la cuerda C i (lineal), p(x) sera

a)(x), 0 a:;(r) el signo caso negativo, queda absorbido por el signo de f(x).

De esta manera, si f(X) es aproximada por un polinomio ¢(x) de grado n en a',
f(x)=@(x)+R(x) (5.6.1.1)

donde R(x) es el residuo de la aproximacién numérica polinomial. De esta manera
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fb p(x)f (x)dx = fb p(x)(x)dx + jb p(x)R(x)dx  (5.6.1.2)

donde la 2* integral representa la integracion numérica y la 3? integral el valor
aproximado del error residual de la integracion.

Ahora bien, si ¢(x)=a,x" +ax"" +---+a,_ x+a, es el polinomio de grado n, y

a=X, <X <--<X, =Db, es una particion de b, en la cual se conocen los valores de
f(x), @(x, )= f(x); 0<i<n entonces

o(x) = 201 N, (x)f(x;) (5.6.1.3)

donde las Ni(x) son determinadas de los coeficientes a; y de los puntos X; para el caso
de los polinomios de interpolacion de Lagrange, las N,(x) son las funciones de forma, la

integracion del

[ ot (x)ix = [ i ZN(MH&%MzﬁﬁﬁMOM&MAN&)(MHA)
donde

[ "POON,(X)dx =C,  (5.6.1.5)

a

son conocidos para 0 <i<n.

[0 (x)ax =C, F(x,)+C, F(x,)+-+C, f(x,)+ [ p(IR(F)x  (5.6.1.6)

a

Asi la integracion numérica por cuadraturas Gaussianas con peso p(x)> 0 queda:

[[ P (x)ex = gci f(x)+R[f] (5.6.1.7)

a

b
Esta formula de integracion contiene el caso de J- f(x)dx, ya que redefiniendo al
a

f(x)

integrando como g(x)= <, tenemos

p(x)

7 F ()= [ p(adx = Y d,9(x)+Rlg]  (5.6.1.8)

i=1
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Enseguida vamos a dar el procedimiento para obtener tanto a los nodos X;,X,,...,X, enel

intervalo a b , como a los coeficientes del polinomio que aproxime a f(X) en ab de
grado m.

Si f (X) es aproximado por un polinomio de grado m

f(x)=a,x" +a, X" +---+ax+a, (5.6.1.9)
[} p(x)t (ex = [ p(x 3 a,x }dx Zakj p(x)x*dx = sz (5.6.1.10)

b
Si b, :L p(x)x*dx; 0<k <m,ydonde f(x)=a,x"+a, x"" +--+ax +a, luego

Zn:c(a X" +a, X"+t +a,)  (5.6.1.11)

de esta manera la integracién numérica queda

C,+C,+--+C, =D,
Cx,+Cx, +---+C x, =D

n 1

C,X{ +C, X5 +---+C X’ =b, (5.6.1.12)

n

CX"+C,x) +---+C x" =b

representa un sistema de (m + 1) ecuaciones, para determinar 2n incognitas, a saber los
C

esta manera para que el orden de precision de la cuadratura sea maximo, R[f ] =0, se
requiere que el polinomio f (X) sea de grado m=2n—1 al menos.

i» X; tanto los coeficientes de la cuadratura como los nodos X,,X,,...,X, en ab. De

Se ha visto que el residuo R[f] es un residuo minimo si f(X) es aproximada por un
polinomio de grado 2n-1 o menor. Conduciendo a un sistema de 2n con 2n incognitas, a
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saber; los n puntos X, X,,...,X,, y los n coeficientes C,,C,,...,C, . Asi de esta manera,
podemos proponer con los nodos X,,X,,...,X,, un polinomio de grado n, a saber el
producto de todos los factores lineales

9, () = (X =% Jx =%, )-+(x=x,) (5.6.1.13)

Ahora bien si f(x) es tomada por un polinomio de grado (2n—1) o menos, el residuo
R[f]=0. Si dividimos a f(x) por ¢(x), tenemos que

f(x)= g, (x)q(x)+r(x) (5.6.1.14)

donde q(x), r(x) son polinomios de grado n-1 o menos, de esta manera si aplicamos la
formula de integracion numérica a la funcion ¢, (x)q(x) tenemos:

" p(x)o(x JaGdx = 3 [ (p(x)a()ixlp(x,) =0 (5.6.1.15)

i=1 i=1

b, = [ pCola(ex =3

luego tenemos que de

f(x)= g, (x)q(x)+r(x) (5.6.1.16)
f(x)= 0, 06)alx )+ r(x)=r(x)  (5.6.1.17)

por lo que la formula de integracion queda

[7 p(x)F(x)ex = [ p(x)py (¥Ia(x)+ r(ox =
" b n n (5.6.1.18)
I ok (o [ ok = 3.6irtx )= 2.6 ()

i=1
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5.6.2 FORMULACION DEL METODO DEL ELEMENTO FRONTERA PARA
LA ECUACION DE LAPLACE.

La Ecuacion Integral de Frontera EIF para el caso bidimensional en la ecuacion de
Laplace

Viu=0enQ (5.6.2.1)

sujeta a las siguientes condiciones de frontera

ul. =u(s) Dirichlet

(5.6.2.2)
vu -n\n =q(s) Neumann

Donde 0Q2 =T =TI UT, y la ecuacion obtenida es

u(p)+ | u(awjds - | w[(‘;‘;}ds (5.62.3)

0Q 0 77 oQ

donde peQ, p= (5,77), a)(r) = zllog(lJ es la singularidad de @ en p, la cual
T r

satisface la ecuacion Vo +8(&-x,7—-y)=0en Qy 5(E—Xx,7—y) es la funcién de &

Dirac. Como en ¢l caso anterior, distinguiremos por

o/T,, =u*(s) (5.6.2.4)

Vo-n/T,, =q*(s) (5.6.2.5)
u/T, =u,(s); Vu-A/T, =q,(s) conocidos  (5.6.2.6)
u/T, =u(s); Vu-n/T, =q(s) conocidos (5.6.2.7)

De esta manera si la particion de la frontera 0Q, go(&Q) = {A(l), ey A(F)}, 0Q ~ 6Q); donde

N,
[, ~T; I, =»T,; N,=#cuerdas C, tales que T, = JLLCJ., N,= # cuerdas C, tales que

N,
T, = Ucy, N =N, + N,. Asi la EIF numérica queda
j=
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m(au)o@ (5.6.2.8)
0 S€a

00 ) & 1o 08) & 100 ) &, ({00 &
o(p,)+ | u(aﬁst +| U(aﬁjds = Tj a)(aﬁJdS +| a)(aﬁjds (5.6.2.9)

T

0B & 0 & o) & o) &
U(pi)+NlJ. cr[de+N2u[JdS= | @(dem | m(aﬁst (5.6.2.10)

a(p,)+>. |oa(s)dS +). I(Iqo(s)dSN =3 {u*q(s)dS+> [u*q,(s)dS (5.6.2.11)

de esta manera las cuadraturas sobre las cuerdas C, son de cuatro tipo diferentes, a saber
Jtro (s)g*(s)dS ; ju(s)qo(s)d§ (5.6.2.12)
¢; &

o*(s)g(s)dS; [or*(s)g,(s)dS  (5.6.2.13)

i i

(@
(@

donde @, (s), q(s), o(s), q,(s), a*(s), q(s), a*(s), g,(s) son funciones lineales en S.
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<><j+1, yw)

Las cuales pueden ser integradas por cuadratura utilizando polinomios de interpolacion
de Lagrange, o de Hermite u otros segun sea el caso.

En efecto si

o, (s)=NU (s, + N (s, (5.6.2.14)
_au(s) _ 5
op (S) = W =V ﬁ(s) =—_cosa;+—_—cosf; (5.6.2.15)
. ~ o
donde cosa;; cosf; son los cosenos directores de normal en C; y i d (S);
X
gi/r =d; (S) son las componentes del flujo g (s) en X, Y respectivamente en la cuerda C,
como

N (s oN'(s Ny Ny
a_ Al )uj_1+ ") j;aﬂé "‘(S)u._l+ ) (S)u. (5.6.2.16)
X oX Ox oy oy ! oy !

son las componentes del flujo 7 (X(S), y(s)), la derivada normal de U’(S) quedara:

' i
| o ox cosa;
,(5) = N\ (s) aN(s) {cosﬁl}m (-6.2.17)
6y 6y 2x2
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y de las expresiones obtenidas para U; (S), q}‘(s) anteriormente, se calculan los

productos de los 0, (S) q *(S), U(S) qo(s), a *(S) q(s), a* (S) qo(s)

-*(S)=a—a)=a—wcosa- +a—a)cosﬂ. (5.6.2.18)
X oy
ow 0| 1 1 1 © 1 1 0 1 (or
—=—|—1log —||=——]log| — | |=———loglr)=——| — 5.6.2.19
OX ax{zyz Og[rﬂ 2 8x{ Og[rﬂ 27 OX Og( ) 27zr(8x) ( )

o o[ 1] T Vo1 0 gy L[
W_W{Zﬂlog(rﬂ Zﬂay{log(rﬂ 2 oy 80 27zr[6y) (5-62.19)

or lo que a—@ uedara
p q on q

. 0w 1 (or r
of (S)—z—[jc J —(]cos,[i’J
0
4 2ArAOX v (5.6.2.20)
1 |(or or
=———I|| — |cosa; +| — |[cos B
27er8xj . [ J ‘}
por lo que
. 1 |1]|(or or
of (S)— —M{r[(axjcosaj +(ay)cosﬂj } (5.6.2.21)

y del hecho que u* (s) = w(r]l‘l,2 = zllog(n con r = \/(f - X)2 + (77 - y)2 se tendra la
T

cuadratura

e 1 1\-1]1|(or or ~
CJ..qude :Jhlog(rjzﬁ{r{(a}(}cos% —i—[achos,Bj }ds =

1 1 1Y or 1 1\ or ~
=— () é!:{r log(rj(axj cosa; + rlog[rj(éyj cos f3; }dS

193



*

para el producto 0 (s) ql(s) se tiene:

por lo que tomando

U,
} (5.6.2.25)

ol <)yl {3

se tiene
(arJ 1{or)|jcosa;
ox) r\oy)||cosp,
N(_n(s)(arJ 1N('>(S)(arj (5.6.2.26)
YA ex) r T oy )| [eosa;
)(ﬂ) TG { }
r
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5.6.2.1. APLICACION

A manera de aplicacion (se resolvera la ecuacion de Laplace para este caso f (r) =0) se
tiene una placa como se muestra en la figura (5.6.2.1.0) con sus condiciones de frontera.
La formulacion matematica a este problema es:

Vig=1(X) enQ (56.2.1.0)

bajo las condiciones de frontera

$=0 en I, (5.62.1.1)
$=0 en I, (562.1.2)
¢=1 en I, (5.6.2.1.3)
$=0 en I, (5.6.2.14)
oo =r,Jr,Uryr,
i
1) 710w
n;?_f': [:| ?2¢}= I:] .;Ef': |:|
X

0o g=10 (1,0

figura 5.6.2.1.0

La solucion de este problema usando la técnica del BEM, con un mayado de cuatro
elementos, como se muestra en la figura (a), en la figura (b) se Muestra La integracion

de los términos H,, y G,; .

direccidn de la
£— integracidn

T a3 ()

¥

3
4 2 ] 41 r’;""* 2
L - e
O
Y )
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La tabla 5.6.2.1.1 muestra las coordenadas de los puntos de muestra que se analizaron.

Tabla (5.6.2.1.0)

X S

W

y A

El programa del BEM se corrio para 4, 16, 32, 64, 128, 256,512 elementos.
La tabla 5.6.2.1.2 muestra los resultados en cada uno de los puntos de observacion la
primera correspondiente a la solucion analitica del problema.

Tabla (5.6.2.1.2) que muestra la solucion.

SoL. 4 16 32 64 128 256 512

Analitica elementos |elementos |elementos |elementos |elementos |elementos |elementos
3.52E-02 2.50E-02 3.44E-02 3.52E-02 3.51E-02 3.51E-02 3.51E-02 3.51E-02
7.39E-02 5.93E-02 7.37E-02 7.37E-02 7.37E-02 7.37E-02 7.37E-02 7.37E-02
1.20E-01 0.1065568 0.1193079 0.1194012 0.1194136 0.1194153 0.1194155 0.1194155
1.78E-01 0.1692349 0.1763859 0.1765137 0.1765291 0.1765311 0.1765314 0.1765314
2.54E-01 0.2496548 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25
3.55E-01 0.3498173 0.3458269 0.3454027 0.3453563 0.3453504 0.3453496 0.3453495
4.91E-01 0.4692829 0.4692894 0.4680546 0.4679217 0.4679047 0.4679025 0.4679023
6.76E-01 0.5933385 0.6231958 0.6210684 0.6208275 0.6207966 0.6207927 0.6207922
9.28E-01 0.6389567 0.803593 0.8020406 0.8017339 0.8016952 0.8016902 0.8016896

La grafica (5.6.2.1.2) muestra las soluciones usando cada una de las
soluciones tanto analitica como numérica.

Grafica (5.6.2.1.2)

GRAFICA DE LA SOLUCION
ANALITICA Y NUMERICA

é 18(2)(2)EE+82 | —e— Fourier
= —=—4 elem.
é 6.00E-01 16 Elem.
W 4.00E-01 - 32 Elem.
= 2.00E-01 - —%— 64 Elem.
F 0.00E+00 M | |—e—128Elem.
123456789 |+ 256Elem.
PUNTOS DE MUESTRA | 912 Elem.
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5.6.3. FORMULACION DEL METOQO DEL ELEMENTO FRONTERA PARA
LA ECUACION DE POISSON.

Se tiene la siguiente ecuacion diferencial parcial con sus condiciones de frontera.

Vg=1f(X) enQ (5.6.3.1)
¢p=¢ sobre S, (5.6.3.2)
9 _9% sobre S, (5.6.3.3)
on on

- kgﬁ =h(¢p—¢,) sobre S, (5.6.3.4)

de la segunda identidad de Green. Para ¢, , @, se tiene

op op
Vip, —p,Vip HQ = 2 _p, LS 5.6.3.5
i (0V?0, -0, V20, 6!)[% O j ( )

y de la funcion de Green G(X,X,) (X' = X,) para este problema se tiene:
V2G =5(x-%,) (5.6.3.6)
con J(X —X,) la funcién & -Dirac. Conocida como la solucién fundamental de

(5.6.3.1). La funcion de Green para un espacio infinito, y un punto p(X) singular, es
encontrado como

1
T 4y Para 3-D
G = (5.6.3.7)
Llnrpara 2-D
2r
donde r = X'—X\:‘r—rl‘ donde r, € Q
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Asi la funcion G expresado en (5.6.3.7), depende de la dimension del problema.

2 2
10 (r GGJ + 106 + oG en coordenadas cilindricas

ror\' or) r*o6* oz*
VG =
1 0( ,0G 1 0 oG 1  0°G y
— + send — |+ 5 - en coordenadas esféricas
r=or or ) r’send 00 00 ) r’sen’d o¢
observe que

Vz(lj =0 excepto r =0
r
es decir V’G =0 exceptoen r=0

Vi(Int)=0  excepto r=0

evaluando V’G(r) cercade r=0:

G

IVzGdQ IVzGdQ jvc;nds_j “24s = j—ds

Q

ji 1 as = jds_‘m2 -1 :3-D
o, 4r 4rg’ dre
T lgeo U fgs =27y :2-D
27zr 27e ) 27s

sip,=¢ y @, =Ges lasolucion fundamental para un punto singular p(X) entonces

VG =5(x - x')
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usando (5.6.3.5) con estas condiciones se tiene que:

i (VG -GVghHQ = (—J ((;5 - aﬂds

on on
J 2 (5.6.3.8)
s(x-x)  f(x)
es decir
j HV'GAQ = j fGdQ + j (¢—Ga¢j
on on
s (5.6.3.9)
(X angulo o (x)

angulototal

por lo tanto

= [ fGdQ + j(¢ -G Z¢jds (5.6.3.10)

la cudl es una ecuacion integral con el valor de a dependiendo de la posicion, esto se
describe abajo

=

x |

para un punto interno

para la frontera

a .
o — ésquina

los detalles de estas formulas seran demostrados a continuacion.

Considere I¢VzGdQ :
Q
a) para un punto interno

I¢(X’)VZG(X — X' )dx'dy'dz’

Q
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[#(xV°G(x - x')Q = ¢(x) [ V> GdQ = ¢(x)

did

por lo tanto a =1

b) para un punto en 0Q
excepto un volumen pequeilo Q, :

o(Q-Q,)=5, +8,,

[ov/Gaa = [ fedo+ | (¢aG—Ga¢de
Q-0 Q-Q, S;+S,, an on

Considere

| (¢‘3G -G a‘Z’jols
S, on on
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Sgo

o¢

on

a¢ds< deS:

max S,

finalmente se tiene

a :éangulo subtended

ae

2re

_e _
27

2re

des

max S

o¢
jG ds| < e

99
on

-L-a8—>0 cuandog —> 0
drre

max

Ing
-—ag—>0 cuandog —> 0

27

max

o¢
on
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oG . 0¢
ag(x)= fGdQ + [¢—G]d8 (5.6.3.11)
Q_J‘QE g[ on on
donde a = angulo (@)

angulo total (47 o 2r)

1 .
a= 5 en la superficie

la ecuacion (5.6.3.11) es una ecuacién integral que permite establecer el sistema lineal de
ecuaciones sobre las cuerdas o elementos frontera de este problema. Como enseguida
veremos

discretizacion a lo largo de la frontera i=1,nel
discretizacion del dominioi=1,ndominio

o

en cada elemento ¢, y n = ( se aproximan como constante, en la ecuacion (5.6.3.11)
n

proporcionado:

1 ndo min io 1 nel 1 611’1 r a¢ 1

—¢ = f-—InrdQ+ | ds - —1InrdS 5.6.3.12
% JZ QI 27 ;yj’!jzn an anjsj‘_zn ( )
es decir
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ndo minio nel a 11'1 r a¢
= f-InrdQ+ dS || |InrdS |— 5.6.3.13
A= S e {jere)ir] eoon

i= j=1 i

Asi definimos H;y G;

A, = as =—j(r_r')°2nds (5.6.3.14)
5, on 5, [r-nl
G, =—j1nrds :—jln\r—r,\ds (5.6.3.15)
S; S;
I, se considera un punto de la frontera.
ndo min iq
Fi= > |f InrdQ (5.6.3.16)
=l
de donde se establece el sistema lineal de ecuaciones en ¢; y 9 =q;
i
o¢
H;é; =G, aJr F, (5.6.3.17)
0 sea
o¢
[H]{¢}:[G]{an}+{l:“} (5.6.3.18)
[Hlig}=[CHa}+{F}  (5.63.187)
donde

HIJ = Hlj +7Z'5IJ (5.6.3.19)

para evaluar un valor dentro de la region por ejemplo [} los elementos de <h>, <g> se
definen:

= (TR N o Tl oS (5.63.20
j(rry ygs{. ( )

1 h 1

dlr)= o -

9){g} (5.6.3.21)

Indicando el indice y supraindice, | en cada elemento.
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5.6.3.1 APLICACION

A manera de aplicacion (para este caso f (I") = —1, la generacion de calor se encuentra en

el centro de la placa) se tiene una placa como se muestra en la figura (5.6.3.1.0) con sus
condiciones de frontera.
La formulacién matematica a este problema es:

Vig=1f(X) enQ (5.63.1.0)

bajo las condiciones de frontera:

$=0 en I (5.63.11)
$=0 en I, (5.63.1.2)
4=1 en I, (5.63.1.3)

$=0 en I, (5.63.14)

oo =r,Jr,Uryr,

(0.1) = aw

¢=10 vig=-1 g=10

o g=0 00

figura 5.6.3.1.0
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La solucion de este problema usando la técnica del BEM, con un mayado de cuatro
elementos, como se muestra en la figura (a), en la figura (b) se Muestra La integracion
de los términos H,, y G,; .

iV direccidn de la
£— mtegracion

T a3 (D)

=
-

|
oy |

La tabla 5.6.3.1 muestra las coordenadas de los puntos de muestra que se analizaron.

Tabla (5.6.3.1)

NODO X Y
1 251.25
2 2515
3 25175
4 S .25
5 S 1.5
6 S .75
7 75 1.25
8 515
9 5175

El programa del BEM se corrid para 4 elementos, el FEM se utilizo una longitud de
mayado de 0.25, con 16 elementos.

La tabla 5.6.3.2 muestra los resultados en cada uno de los puntos de observacion la
primera correspondiente a la solucion por el BEM y la segunda por el FEM del
problema.
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Tabla (5.6.3.2) que muestra la solucion.

NODO | BEM FEM

29.36791 | 28.171
49.82397 | 49.986
72.48096 | 71.810
27.25472 | 25.784
50.381 49.979
72.45338 | 74.194
2936791 | 28.171
49.82397 | 49.986
72.48096 | 71.810

O |0 |QA|N| N[ [WIN|—

La grafica (5.6.3.2) muestra las soluciones usando BEM y FEM

Grafica (5.6.3.2)

GRAFICA DE LAS SOLUCIONES POR
BEMY FEM

80
70
60 -
50 A
40
30 A
20
10 A

—e—BEM
——FEM

TEMPERATURA

1 2 3 4 5 6 7 8 9
PUNTOS DE MUESTRA
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CAPITULO 6

FORMULACION VARIACIONAL HIBRIDA PARA RESOLVER LA ECUACION
DEL CALOR NO LINEAL MEDIANTE EL METODO DE LOS ELEMENTOS
FRONTERA

6.1 INTRODUCCION.

En el capitulo 5 se abordo la parte de transferencia de calor en estado estacionario, dando
solucion a problemas gue involucran a las ecuaciones de Laplace y de Poisson usando el
BEM. En este capitulo se abordaran problemas en los cuales se involucra el tiempo.

6.2 LA IDENTIDAD DE GREEN PARA EL OPERADOR PARABOLICO DE LA
ECUACION DEL CALOR

La distribucién de temperatura en un dominio Q2 con propiedades del material constantes, la
ecuacion diferencial parcial que gobierna a este fendomeno esta dada por:

kV2u(x, 1)+ Q(x.t) = aug;,t) (6.2.1)
ou(x,t)

—kVZ2u(x,t =
u(x,t)+ "

Q(xt) (6.2.17)

cuyas condiciones de frontera e iniciales son:

u(x,t)=u"erl, (6.2.1.a)

X,
q(xt)= augtgt) =q eI, (6.2.1b)
u(x,0))=u, (6.2.1.c)
Donde u”,q" estan dadas en las fronteras respectivas.
Ahora utilizando la notacion de operador para (6.2.1’) se tiene:

1 ]:aa[t]_kvz[ 1 622

se define como el operador adjunto de (6.2.2) a

[ ]:_aa[t]_kvz[ 1 623

Por lo que la segunda identidad de Green queda como:

_T[UL*(V)—VL(U)}JIt ——w (6.2.4)

a

Donde
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uL’(v)= u[—g\t/ - kvzv} (6.2.5)

ou )
vL(u)= V[at —kv u} (6.2.6)

uL"(v)—vL(u) = vzl: - u?{l +kpvau—uvay] (6.2.7)

Sustituyendo (6.2.7) dentro de la integral de (6.2.4) e integrando volumen y tiempo, vy el
teorema de Green se tiene:

)it - [ a0

)

ts
+k”[vVu —uvvidrdt  (6.2.8)
t, T

Sitomamos v =w=G(x,t,,X,,t) en(6.2.8) queda

tj L [uL* (w)—wL(u )}det =- I uw\tf dQ

to

+k”[WVu —uvwprdt  (6.2.9)

to T

Ahora bien de las propiedades de la funcién de Green, y de (6.2.9) se obtiene
ty

I J-Q uL*(W)det—tJf' J'QWL(u)det=-'[uv\41' do

ty Q to

ty
+k”[qu —uvwldrdt  (6.2.10)
ty T

donde L(u) satisface (6.2.1’) asi que

L(u) =Q(x,t) (6.2.11)
entonces se tiene

ty X tg y ty
| jQ uL" (w)dQdt - | jQ wQ(x,t)dQdt =- j uw ' dQ +k [ [[wvu—uvwhirdt  (6.2.12)
ty ) Q ty to T
si W =G (x,t,,X,,t) es lafuncion de Green adjunta, entonces la siguiente propiedad se
cumple (G™(X,t,%,,t,) = G(X,ty, X,,t) siendo ambos cero parael t >t, )

L[G]: 5()(_ Xo)5(t_to)

Uo7 )= otx- x, ot -t,)
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)

f [ u5(x—x0)5(t—t0)det—tT [ 6t %, R(x tydQdt =

0
to,
J.u(x,OX;(x,t0 , %4,0)dQ +k J‘J'[G(x,to X, D)VU —UVG(X,t,, X, t)ATdt  (6.2.13)
Q or

Donde G =0 para t>t, aplicando la propiedad de la Delta de Dirac.

u(xo,to):]l J.Q G(x,ty, X, 1)Q(x, t)dQdt +

to
J.u(x,OXB(x,t0  %4,0)dQ2 +k_|‘J‘[G(x,t0 X, D)VU —UVG(X,t,, X, t)HTdt  (6.2.14)
Q or

Puede mostrarse que los limites t,, pueden reemplazarse por el t,. Ahora

intercambiando xpor X, y t conel t,. Ademas, usando la reciprocidad de la funcion de
Green se tiene

u(x,t)= tjl _[Q G(x,t, %y, t5 JQ(X,, t,)dQt +

to
[u(x,,05(x,t, %,0)dQ +k [ [[G(x,t, Xy, 1, VU —uVG(x,t, X,,t, )HIdt  (6.2.15)
or

Q
Resultando (6.2.15) como ecuacion de frontera. Para esta ecuacion.

6.3 EL METODO DEL ELEMENTO FRONTERA PARA EL CASO

TRANSITORIO LINEAL.

La conduccion del calor lineal y transitorio viene gobernada por la ecuacion dada por:
Vau(x,t)= 18“((;"[) (6.3.1)

cuyas condiciones de frontera e iniciales viene dadas por:

u(x,t)=u"erl, (6.3.1.a)

au(x,t)
X, )=
gl t)="—>
u(x,0))=u, (6.3.1.c)
donde u”,q" son valores conocidos en las fronteras respectivas. La variacion en el tiempo
de t* a t*' estadado port*™ =t* + At, para pequefios valores de At. Asi que se puede

—q"el, (6.3.1b)

. . s .. oulxt .
representar mediante diferencias finitas al término <(3t) con respecto del tiempo, se

tiene
ou(x,t) _ u(x,tgq)-ulxty) (6.3.2)

ot At
y sustituyéndolo en (6.3.1) obtenemos
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u(x,t —u(x,t 1
Laubot)_ubutica) Wit) 1ty )t = Vo) (639
y denotando u(x,ty 1) =u**1, u(x,ty )=uk (6.3.3) se transforma en
k+1 k
vkl U U 63y
kAt KAt

Si A= kit es sustituida en (6.3.4) se obtiene

v2uktl_ k= sk (6.3.5)

(6.3.5) es la ecuacion Helmholtz modificada, considerando que u =w=G es lasolucién
fundamental de la ecuacion de Helmholtz. En términos de operadores diferenciales (6.3.5)
queda

L[ ]= (v2 - ﬂ,I ] (6.36)
Llu*t]= (V2 = A fust |=—au® (6.3.67)

Ahora bien, si tomamos en cuenta las siguientes identidades vectoriales
Ve(uvw)=uvw+Vuevw (6.3.7)
Ve(wvVu)=wvV2u+Vwevu (6.3.8)

Restando (6.3.7) de (6.3.8) se obtiene

V[(uvw)- (wvu)]=uviw-wveu (6.3.9)

Asi (6.3.6) queda como

J‘( k+1|_ WL[ k+1J}jQ J'( k+1( ﬂlw]_W(VZ —llukﬂJ}ZiQ

Q

:I{uk*lv w— Au“tw— WVZU“+1 +/1wu"*l}dQ

Q
=J'Lk+1v2w—wv2uk+1}m (6.3.10)

Q
y substituyendo (6.3.9) en (6.3.10) obtenemos

J'{Jkﬂvzw_wvzukﬂ}jgzJ‘v{(ukﬂVW)_(WVukﬂ) O (6311)

Q Q
Utilizando la ecuacion (6.3.6°) al lado derecho de (6.3.10) se tiene

[ o Lw) - wi- au* Jjdea = i v{u“vw)-(wvutdo  (6.3.12)

Q
Por otro lado del teorema de la divergencia de Gauss y de

Huk+lL(w)+ AukjdQ = f{(uk+1VW)—(WVuk+1) I (6.3.13)

Q r
Como V?w(x, &)~ Aw(x, £) = —5(x — &) donde wes la funcion de Green y la propiedad de
la delta de Dirac.
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—Cleu* = ju “Iywdl - jqu “dr — lfwu “dQ  (6.3.14)
r r Q
A C(e) se obtuvo en la seccion (5.4)

Remplazando w =G se obtiene finalmente
Clel* =—[u**VGdr + [GVu**dr + A[Gu*dQ  (6.3.15)
r r Q

Donde la parte del lado derecho tiene una integral que se integra en todo el dominio:
Como el flujo viene dado por g*** = Vu*" substituyéndolo en lo anterior se obtiene la
ecuacion de frontera

Clelu* + [ur*VGdr = [Gq**dr + A[Gu*dQ  (6.3.16)
r r Q

aqui G es la solucion fundamental de la ecuacion de Helmholtz modificada v2_ ;2

1 —Alx-x]
e

24
G= 21K0(—/1r —r]
o~ Hr-r1)

enlD

) en2D (6.3.17)

Donde K, es la funcion de Bessel modificada de segunda especie de orden cero, con la
propiedad que K}(¢)=—K, (&) asi de estamanera VG se puede expresar como
ve=C_ Lﬁ,Kl(— Ar—r’

on  (2)

Finalmente la ecuacién (6.3.16) es reducida a la forma

1
)Fron.

Hu" =Gq"* +b  (6.3.18)
H =C(¢)+[VGdr, G = [Gdr, b=4[Gu*dQ
r r Q

Obteniendo el siguiente sistema lineal (6.3.19) a resolver.

AX=C (6.3.19)
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6.4 SOLUCION AL SISTEMA DE ECUACIONES DE ELEMENTOS
FRONTERA.

En la seccién anterior en (6.3.21) se formulo esta en forma matricial, a continuacion se
dard la formulacién pero ahora dando la discretizacion de la frontera en elementos
constantes, usando las funciones de forma como se utilizan en elemento finito.

Sea la ecuacion integral:

Cleh* + [ur*VGdr = [Gg**dr + A[Gu'dQ  (6.4.1)
T r Q

Donde G toma los valores segln sea la dimension dada por (6.3.19).
Se supone que se tiene dividida la frontera segin sus condiciones como sigue

u=uo enl,yg= gu =7 enI, como se muestra en la figura (6.4.1)
n

r,UT,=T

Figura 6.4.1 Condiciones de frontera asociados al problema.

En la figura 6.4.2 se muestra la discretizacion de la frontera.
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nodo k “k(k)

1
/ - .
2Q,

fodo k+1

nDdD I \
punto de colocackﬂ.

Figura 6.4.2 Discretizacon de la frontera

Usando elementos lineales continuos y constantes la ecuacion de frontera (6.4.1), tomando

el valor de C(g) = ; por que se esta sobre la frontera, se tiene la siguiente forma

nel nel ndominio
Ly 3 Jutvedr =3 [Gg*dr+4 > [Gu'dQ (6.42)
/ =T =T =l o

RESULTADOS.

Consideérese una barra de longitud 0 < x < L =10 cm. De longitud, la cual se encuentra
inicialmente a una temperatura uniforme T(x,0)=0 °C para t > 0. Mientras que las

condiciones de frontera son:
2

T(0,t)=0°C, ypara T(L,t)=100 °C, @ =10 "™ ten segundos, la ecuacion que

seg
gobierna este fendmeno es la siguiente:
ou  o%u
—=a— (1
ot Ox? @)

Bajo las condiciones de frontera
T(0,t)=0°C (la)
T(L,t)=100 °C  (1b)
Condiciones iniciales

213



T(x,0)=0°C (lc)

La solucidn analitica a la ecuacion (1) bajo condiciones de frontera y condicion inicial esta
dada por:

p-i*t/10 17X
u(x,t 100{ Z sen(loﬂ (2)

Usando el método de elemento frontera para diferentes elementos para t=2 se obtuvo la
tabla 1:

Tabla 1 evaluacion de los nodos para diferentes elementos para t=2

nodo 4 elementos 16 elementos 32 elementos 40 elementos Fourier
1 8.480399 7.256896 7.27043 7.273416  7.281209
2 16.712776 14.7777566 14.807616 14.812346 14.8246
3 24.463036  22.822996  22.851786  22.856366 22.86819
4 32.493739  31.576529  31.593629  31.596389  31.60349
5 41.087704  41.156744  41.156744  41.156744  41.15674
6 50.524134  51.602584  51.602584  51.582744 51.57564
7 60.690628 62.868378  62.868378  62.834958 62.82314
8 70.075202 74.826722 74.826772 74.791812  74.77956
9 80.849235  87.241605  87.241605  87.261355 87.2534

Ahora usando 40 elementos se construye la tabla 2 para t=2, 2.4, 6 segundos y se observa el
comportamiento con el estado estacionario.

Tabla 2 evaluacion de los nodos para diferentes tiempos

nodo t=2 segundos t=2.4 sequndos  t=6 segundos Estado estacionario
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1 7.273416 8.153705 9.93947652 10
2 14.818346 16.489876 19.8874502 20
3 22.856366 25.172049 29.85017499 30
4 31.596389 34.0412 39.8306125 40
5 41.156744 44.0412 49.8293609 50
6 51.582744 54.33708 59.8448128 60
7 62.834958 65.18642 69.8737706 70
8 74.791812 76.505136 79.9119517 80
9 87.261355 88.16369 89.95522069 90



Figura 1 grafica usando diferentes elementos para t=2

DIFERENTES ELEMENTOS PARA t=2

100
80 “a —e— 4 elementos
a2 60 —=— 16 elementos
E 32 elementos
=40 40 elementos
20 - —x— Fourier
O T T T T T T T T

Figura 1 Grafica para diferentes tiempos comparada
Con el estado permanente usando 40 elementos
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100

80 ;
—e—t=2seg
60
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20 /
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6.5 FORMULACION DEL METODO DEL ELEMENTO FRONTERA PARA EL
CASO TRANSITORIO NO LINEAL.

6.5.1 INTRODUCCION

En esta seccion se resolverd la ecuacion del calor no lineal por medio del Método del
Elemento Frontera (BEM), aplicando la transformada de Kirchhoff a la ecuacion no lineal
la cual se transformara en una forma mas sencilla, la cual se resuelve esta ecuacion
mediante el BEM. Este algoritmo computacional se aplica al caso de una barra metalica
conductora del calor cuya conductividad térmica es funcion de la temperatura.

6.5.1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El dominio de definicion de la ecuacion gobernante consiste de una barra metalica cuya
conductividad es funcion de la temperatura la cual es transformada mediante la
transformada de Kirchhoff reduciéndola a una ecuacion casi lineal respecto al coeficiente
de conductividad, la cual es resuelta mediante el método acoplado en cuestion. En efecto
considérese una barra de longitud 0<x<L=10 cm. de longitud, la cual se encuentra
inicialmente a una temperatura uniforme T(0, t)=0°C para tiempos t>0. Mientras que las
condiciones de frontera son: T(0, t)=0°C y para x=L T(L, 0)=100°C. Ademas se supone
que la conductividad térmica es una funcion de la temperatura la cual para este caso se
supondré lineal que es el caso simplificado, mas adelante hablaremos del caso general.

6.5.2 REDUCCION DEL CASO NO LINEAL AL LINEAL MEDIANTE LA
TRANSFORMADA DE KIRCHHOFF

En la seccion (2.6) se considerd a la ecuacion del calor no lineal general:

o, ‘f; _V(KT)VT)+g  (652.1)

donde: p,C,, Ky K(T)=K,(1+BT) son funciones de la temperatura y el término T de la

fuente de generacion de calor es independiente de la temperatura g:g(r,t) (6.5.2.1)
después de ser transformada por el termino K(T) mediante la transformada de Kirchhoff

T ’
U=U() =j NUDFY (6.5.2.2)
0 KO
T=T(r,t), donde K, es el valor de la conductividad térmica para t=0, substituyendo a

a:';g) con K(T)=Ky(1+BT) enla (6.5.2.2) g la ecuacion (6.5.2.1) se reduce a:

p

ou() _ o a
S =avUMT g (6523

(0]
(6.5.2.3) es una ecuacién casi lineal en el término «a de la difusividad térmica del
material que es funcion lineal de la temperatura .Ahora bien substituyendo los de valores
de K, B resolvemos por el método de separacion de variables a (6.5.2.3) obteniendo:
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U(xt) =10{

;; (1+50ﬁ)+2(1+50ﬁ)§:(_1)n

n N7

nzﬂ'zt
nzx
sen—— g 10
10

] (5.6.2.4)

de (5.6.2.4) se deduce que la transformacion que lleva U (x,t) a T(x,t) esta determinada

por:

T(x,1) =; Ji+2p0(x 1) -1 (5.6.25)

A fin de implementar algun algoritmo computacional entre el método de elemento
frontera para resolver la ecuacion del calor (6.5.2.1) reducida a (6.5.2.3) procedemos

como sigue:

Dado que (6.5.2.3) es una ecuacion lineal en la seccion (6.3) se realizo la metodologia para

convertirla en una ecuacion de frontera (6.3.18) que esta dada por:

Clelu* + [urVGdr = [Gg**dl + A[Gu*dQ  (5.6.2.5)
r r Q

Usando elementos lineales continuos y constantes la ecuacion de frontera (5.6.2.5),

tomando el valor de C(g) = ; por que se esta sobre la frontera, se tiene la siguiente forma

2

1 nel
Sufte Y ju“VGdF =
=T

n

]

ndominio

el
>, _[qu+1d1“+}t >,
=L T

[Gutda (6.4.2)

=l o

Que aplicando este resultado al problema en cuestion se obtiene el siguiente resultado.

Tabla 6.5.2.1 muestra los valores obtenidos usando el BEM

nodo

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

t=2
0

21.1899009
33.3299148
43.3175761
52.3824228
60.9845707
69.3094757
77.4082088
85.262886
92.8171318

100

t=2.4
0
22.8396803
35.5936961
45.8627414
54.6911431
63.3821777
71.3661453
79.0076985
86.3359555
93.3423572
100
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t=6
0

25.9546545
39.8647573
50.6796589
59.8546598
67.971298
75.3309881
82.1132589
88.4349237
94.3773274

100

E.p. lineal

0
10
20
30
40
50
60
70
80
90

100



Figura. 6.5.2.1 Solucidn grafica de los datos obtenidos

TEMPERATURA

120
100
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60
40
20

CASO NO LINEAL

5 6 7 8 9 10 11

——1t=2
—m—t=24

t=6
—»<—E.p. lineal
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RESULTADOS Y RECOMENDACIONES

En este trabajo se logro un estudio completo del fendmeno de la transferencia de calor en el
sentido de presentar la mayoria de métodos analiticos y numéricos que se han desarrollado
en la solucion de la ecuacion general de calor y proponiendo una nueva formulacion
hibrida del método del elemento frontera con el método de la transformada de Kirchhoff,
método esencial en la transformacion de la ecuacion de calor no lineal a una ecuacion lineal
y para esta resolviéndola con el método del elemento frontera valiéndose también del
método de las diferencias finitas.

La formulacion del método mencionado se ha presentado tratando de utilizar
adecuadamente otros métodos eficientemente comprobados con el fin de convalidarse los
resultados esperados de la solucién numérica encontrada.

Esto se fue haciendo mediante tablas numericas y graficas de solucion encontradas por
otros metodos numéricos conocidos comparadas con la solucidn encontrada hibrida por la
formulacién numeérica propuesta como nueva resultando en todos los casos comparados
como satisfactoria y con ciertas ventajas en cuanto a su aplicacion ;por ejemplo se pueden
resolver ecuaciones no lineales de propagacion con fronteras polimateriales, sin importar el
interior del cuerpo que se trate, la geometria de la frontera puede ser complicada, pero
puede ser aproximada por cuerdas (elementos frontera) mas generales, elementos
isoparamétricos, en una o varias dimensiones, lo Unico que se modificara serd el sistema
lineal de elementos frontera, usando interpolacion de Lagrange, Hermite, Chevschev, por
otro tipo distinto de cuadraturas gaussianas por las cuadraturas correspondientes al tipo de
interpolacion de los elementos frontera.

Pero el algoritmo de la formulacion hibrida se mantendrd como general e independiente del
tipo de interpolacion numérica propuesta de los elementos frontera y esto es de hecho la
contribucion original de este trabajo.
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Recomendaciones a futuro. Se pretende continuar desarrollandose esta investigacion para
problemas de transferencia de calor en cuerpos anisotropicos, fenémenos no lineales de la
transferencia del calor en cuerpos con fronteras de diferentes materiales y de geometria no
convencional como por ejemplo el disefio de recintos tridimensionales que deben de ser
acondicionados, equipos de atmosfera controlada, refrigeracion camaras de combustion,
disefio de hornos, calderas, tratamientos térmicos, procesos de vulcanizacién, secadores
solares, entre otros fendmenos, todos aquellos que son gobernados por la ecuacién de
transferencia del calor ya sea por conduccién, conveccion o de radiacion , la ecuacion es la
misma, las condiciones del mismo tipo y por ende de la formulacion hibrida propuesta se
mantiene como general por lo que resta bastante trabajo que desarrollar en cuanto a resolver
la ecuacion del calor para casos especificos o particulares a sus aplicaciones. Por ultimo
cabe mencionar que en la medida que se fue desarrollando este trabajo se fueron
presentando en foros nacionales, los resultados encontrados, dejando para la presentacion
del mismo la contribucion original del mismo, parrafos 6 y 6.5 que se enviaran a publicar a
una revista especializada.
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APENDICE 2

Clasificacion de las ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden.
Sea la ecuacion

2 2 2
8[21+B<3u +C63+Da—u+Ea—u+F:G
OX oxoy oy OX oy

G=0 ecuacion Homogénea
Ecuacion Hiperbdlica (si B> —4AC > 0 ) por ejemplo la ecuacion de ondas
or o
Ecuacion Parabdlicas (si B> —4AC =0) por ejemplo la ecuacion de difusion

ou 0 ou
—=——
ot ox OX

Ecuaciones Elipticas (si B> —4AC < 0) por ejemplo la ecuacién de Poisson
o’u ok
(x,y)

-+ —— =
8X2 8y2 p
2 2
Si p(X, y) =0 se reduce a la ecuacion de Laplace a—l: +a—g =0
ox® oy
APENDICE 3.1

ldentidades vectoriales

V(pVe)=yVig+(Vy)e (V) (1)
Vgvy)=gviy +(V)e(Vy) (2)

Ecuacion fundamental del calculo variacional donde J esta definida en forma integral

J = /_f:t._ y, i) dt, 1)
donde
. _dy
=2 €9
Y=

Entonces J tiene un valor estacionario si la ecuacion diferencia de Euler-Lagrange
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o (e 2
oy dtl oy 2

Satisface. Si se denota la derivada con respecto del tiempo Y es remplazada por la derivada

especial denotada por Y, , la ecuacion queda

af d af

Oy drdy.

(. (@)

Para tres variables independientes (Arfken 1985, pp. 924-944), la ecuacién generalizada es

of 001 _20f 00f

- — (.
du  0zdu, Oydu, 8z 0u, ©

APENDICE 3.2

Teorema de Gauss-identidades de Green

Donde V es la divergencia, V es el gradiente, V? es el Laplaciano, del Teorema de la
divergencia

J'(V.F)jv :J.Foda 1)

Y

[#(Vy)eda= .[[WZ'/’ +(Vg)e(Vy)RV primera identidad de Green

sustrayendo 2 de 1 de las identidades vectoriales

V(@Vy —yVg)=gViy —yVi

j(;zﬁVy/ —yVg)eda= J'(¢sz// - y/VZ(/ﬁ)iV segunda identidad de

S Y
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APENDICE 5.1

si u tiene primeras derivadas parciales continuas y es armoénica en una region entonces
la tercera identidad de Green esta dada por:

-2

(Kaplan 1991, p. 361).

Para el operador de Laplace V?u =0 la funcion de Green G aplicada a este operador da
como resultado V?G - &(x—&,y-7)=0
Propiedades de la Delta de Dirac

0 six#¢
5(X_8): © SiX=¢

f(x)= Tf (5)5(X - 5)18

—0

1= j&x exe

L[G(X g)]=6(x-¢)
G(x,,x,)=G(x,,x,) propiedad de simetria

APENDICE 5.2
TEOREMA DE LA CUADRATURA DE EULER.

Dada una funcién continua f(x) en [a, b], p(x) definida en [a, b] continuay p(x)>0,

la integral de I: p(x)f (x)dx alcanza su grado de error minimo por cuadratura si f(x) es

aproximada por un polinomio de grado 2n—1 o0 menos.
[ p(x)f (x)ax = Zc f(x)+R[f]

donde los coeficientes C,,C,,...,C,, X;,X,,...,X, son determinados de un sistema de 2n
ecuaciones en 2n incognitas y ¢, (x) es el polinomio f(x)= ¢, (x)q(x)+ r(x) de grado n;

@, (%)= (x=x, Nx =X, )---(x=x, ) tal que

,[: p(x)a(x)e, (x)dx =0
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es ortogonal a todo q(x) de grado n-1 o menos.

Una aplicacion importante de la formula de integracion por cuadratura Gaussiana, es
cuando se integra numéricamente utilizando polinomios de interpolacién de Lagrange.
Sea f(x) continua en [a, b], X,,X,X,...,x, nodos en [a b,

a=X, <X <X, <...<X,=Db

F(x)=ax" +ax" +--+a, x+a,

tal que #(x)=f(x,)=®,, asi tenemos que del sistema de (n+1)x(n+1) incognitas
a,,a,,...,a,, se tiene ¢(x) en funcion de los valores @,

J(X): NO(X)CDO + Nl(X)q)l +"'Nn(X)CDn

donde las funciones de forma Ni(x) son polinomios de grado n, cuyas raices son todas
X, J#I

RRCEN AR NI

Det = Determinante de VVardemonde

Si

3y = o,(x) (k=X X =%,)-(x=%,)
T e x el

o5 €= LR
a)r:(xi) 2 (X_Xi)
como los coeficientes de Christoffel-Darboux.

dx; 0<i<n en ab, son los coeficientes C, conocidos

Aplicaciones: Cuadraturas con coeficientes iguales. Sea f continua en [a, b], x;,X,,...,X,,
p(x)=1.
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los coeficientes son

Con el fin de determinar los nodos x,,X,,...,x, de tal forma que el error de las

cuadratura sea minimo; estableceremos un sistema de n condiciones en la cuadratura
L [=1x ], r=12,....m

r=12,...,n.

Si esas n ecuaciones tienen n soluciones reales x;, entonces el error de la cuadratura es
minimon=1, 1,[f]=ea, f(x,)

X, :;(bz _az): (b+a)2(b—a)

a,=(b-a); x, = (b;a) punto medio de a"b por lo tanto

Il[f]=alf(xl)=(b_a)f(b+aj

2

la cual es exacta para funciones lineales en a b, f(x)=cx+d .

b

I:(cx+d)dx =_[:cxdx+_[:ddx :CX22 +dx :C(bzz_az)+(b—a)d

a

:C(bJra)(b_a)+(b—a)d:(b—a)[c(b+a)+d}=%f(x1)

2 2
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Parael caso n=2,
b 2
Iz[f]:J‘a f(X)dX:aZZ f(Xj)zazf(Xl)+a2f(X2)
j=1

Del sistema de condiciones impuesta a I, [x}]: I [xj] se tiene: r =1,2

Iz[xj]: QX + 0, X, = 1J1r1(b1+1 —al*l):;(b2 —az)

1
2 2 2
Iz[xj]:ale +a, X5 =51

+. +. _1 _
+1(b2 1_g2 1)_ 3(b3 aa)

_b+a b-a  _b+a b-a

X, = X, =
o2 2037 2 203

los nodos X;,X, son colocados simétricos al centro del intervalo [a, b]. En general, la
solucion del sistema;

C r_i r+1 _ or+l _
anjzzl:xj_“rl(b a™) r=12,..,n

determina al polinomio
B (%)= (x =3 Jx =%, )+ (x =, )
cuyas raices son los nodos x; requeridos.

Si se expresa al polinomio como:

6.(X)=x"+ o X"+ 0, X" P4t o, X+ O,
donde
O, =X + X, + kX,

O, = X Xy + X X5+ -+ X, 1 X,

o, = (_1)n X Xy e X,
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pero como S, =X; +X; +---+X,, r=12,...,n se obtiene por las condiciones sobre x|,
j=12,...,n, r=12,...,n

S, +0,=0

S,+S,0,+20,=0

S,+S,,0,++S,0,,+nc, =0
De esta manera, la determinacion de los nodos x;,X,,...,X,, Se reduce a determinar las
raices del polinomio &, (x Za X" 1. o,=1, donde los coeficientes o5 son

determinados de las relaciones SJ )

La expresion del residuo R[f ] de la férmula de integracion de la cuadratura Gaussiana
es posible

[ p(x)f (x)ax = sz )+R[f]

donde

o oA
“ _Ia (X_Xi)¢r:(xi)d

Coeficientes de Christoffel-Darboux

También los coeficientes pueden ser obtenidos explicitamente cuando se utilizan
polinomios de interpolacién de Hermite pasando por los valores f(x,), f(x,),..., f(x,),

donde X, X,,...,X raices de @4,(x); y la derivada de f wvaluada en

LA ]

fr(x,) £ (% )henns £1(x,).

Si H(x) denota el polinomio de Hermite,

f ()= H(X)+ (x =%, ) (x =%, )7 (X=X, )2 F(Xy, X0 Xps X0 X ey X0 X, )

donde H(x) es de grado 2n-1.
I )0~ [ OO (K [ BONRZ )15 %5 X, 5,

= o6 )+ [ DOBEX) (65X X X X%, K
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R[f]:J.: POX)BZ(X)F (X, Xy, Xy, Xy Xy ey X, X, )X

como p(x)>0, 42(x)>0, p(x)42(x) no cambia de signo en [a, b], existen &,7 < (a,b)
tales que

A1 e kom0 T O B0 o

Teorema del valor medio iterativo
Para el caso p(x)=1, el residuo R[f | queda:
(b . a)2n+1 (n|)4 o
RIf|=r— 72— f
1] [(2n)F(2n +1) )

la Férmula de integracion Gaussiana se realiza de hecho en el intervalo [-11],
transformando el intervalo [a,b] en [-11] mediante las coordenadas.

=b+a+b_—at; -1<t<1
2 2

X

De esta manera la formula de integracion Gaussiana para polinomios de Hermite queda:

J:lf (x)dx = _Zn)ci f(x, )+M f2(&); £e(-12)

[(2n)F(2n+1)
Ejemplos.
n=1,x=0; 1C1(1) =1 R, —::; f”(ég)
n=2
— X, =X, =0.5773502691896258

1 1 1 1

“c@_-=c® —~"R, = — (4)

LG =50 =i Re= o 1)

n=3

— X, = X, =0.7745966692414834, x, =0

232



1C1(3) _

4 1
Lop=tow=2 Top-tip,o L 1o

15750

existen tablas de los valores de x;,X,,...,%,, k =12.3,...,7,... y de los coeficientes C¥,
c?, c® cl cl c® ..., ck cW, ..., c® en general cuando se consideran
todos los cambios de f(x) en x,,X,.,..., X, , hasta de orden k.

R EAE]

APENDICE 5.3
PROGRAM BEM

! METODO DE ELEMENTO FRONTERA

! APLICADO A

I LAECUACION DE LAPLACE (ECUACION DE CALOR EN ESTADO
IESTACIONARIO)

! ELEMENTOS CONSTANTES

IMPLICIT REAL*8 (A H,0-Z)

PARAMETER (MXE=60,MXI=20,INTEPT=4, ND=2)

DIMENSION
XE(ND),YE(ND),SAI(INTEPT),W(INTEPT),G(MXE,MXE),F(MXE,MXE),A(MXE,M
XE),C(MXE),X(MXE),Y (MXE), NODEX(MXE,ND)
JIELTYPE(MXE),BV(MXE),QN(MXE),H(MXE),RHS(MXE), XI(MXI),YI(MXI),
HI(MXI), CI(MXI)

|========================= INICIANDO EL PROCESAMIENTO ==========

Cl=-1/(8*DATAN(1.D0))
CALL GREGLA ( INTEPT, SAI, W)
|============== == LEYENDO DATO = = == = == =

CALL INPUT (ND,MXE,MXI,NE,NODEX,IELTYPE,BV,X,Y,NIPT,XI,YI)
..TIPO(I)=1 ---> TEMPERATURA PREESCRITA
..TIPO(l)=2 ---> FLUJO DE CALOR PREESCRITA
======= ARREGLO DE VALORES EN LA FRONTERA=============

CALL BVARRANG ( MXE, NE, IELTYPE, BV, H, QN)
I=========== FORMACION DE MATRIZ G,F Y VECTORE C == ==

CALL MATRIX ( ND,MXE,C1,INTEPT,SAI,W,NE,NODEX,X,Y ,XE,YE,G, F C)
I======== FORMACION DE MATRIZ A Y VECTORES RHS =======

CALL FORM ( MXE, G,F,C,NE,IELTYPE,RHS,H,QN, A)
! =========== EMPEZANDO A RESOLVER A . X = C =============
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CALL SYSTEM ( MXE , NE, A, RHS)
| == == =SOLUCION === == == == == ====

CALL SORTSOLN ( MXE, NE, IELTYPE RHS H QN)

|============ PUNTOS INTERNOQOS = = == = == ==

CALL DOMAIN ( INTEPT,ND,MXE,MXI,C1,NIPT,NE,SALLW,XI,YI, NODEX,

X, Y, H,QN, HI, ClI, XE, YE)

|============= |MPRIMIENDO RESULTADQO ==== == == ==

CALL ECHOSOLN(
MXE,MXI,NE,ND,NIPT,NODEX,X,Y,IELTYPE,H,QN,XI,YI,HI,CI, C)

STOP ' TERMINACION NORMAL '

END

SUBROUTINE SORTSOLN ( MXE, NE, IELTYPE, RHS, H, QN )
IMPLICIT REAL*8 (A-H , 0-Z)

DIMENSION IELTYPE(MXE),RHS(MXE),QN(MXE),H(MXE)
DO I=1,NE

IF (IELTYPE(I) .EQ. 1) QN(I) = RHS(I)

IF (IELTYPE(I) .EQ. 2) H(I) = RHS(I)

END DO

RETURN

END

SUBROUTINE BVARRANG ( MXE, NE, IELTYPE, BV, H, QN )
IMPLICIT REAL*8 (A-H , 0-Z)

DIMENSION IELTYPE(MXE),BV(MXE),QN(MXE),H(MXE)
DOI=1,NE

IF (IELTYPE(I) .EQ. 1) H(l) = BV(I)

IF (IELTYPE() .EQ. 2) QN(I) = BV(l)

END DO

RETURN

END

SUBROUTINE FORM ( MXE, G,F,C,NE,IELTYPE,RHS,H,QN, A)
IMPLICIT REAL*8 (A-H, O-Z)
DIMENSION

G(MXE,MXE),F(MXE,MXE),A(MXE,MXE),C(MXE), [ELTYPE(MXE),QN(MXE),H(

MXE),RHS(MXE)
!

DOI=1,NE
F(LD =F@,1) -C()
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RHS(1) = 0.D0
END DO

DOJ=1,NE

IF (IELTYPE(J) .EQ. 1) THEN
DOI=1,NE

A(1,J) = G(1,9)

RHS(I) = RHS(I) + F(1,J) * H(J)
END DO

END IF

IF (IELTYPE(J) .EQ. 2) THEN
DOI=1,NE

A1) =-F(1,)

RHS(I) = RHS(1) - G(1,J) * QN(J)
END DO

END IF

END DO

RETURN

END

SUBROUTINE MATRIX (ND,MXE,C1,INTEPT,SAI,W,NE,NODEX,X,Y,XE,YE,

G,F,C)

IMPLICIT REAL*8 (A-H, O-Z)
DIMENSION

G(MXE,MXE),F(MXE,MXE),C(MXE),X(MXE),Y (MXE),XE(ND),YE(ND),SAI(INTE
PT) W(INTEPT) , NODEX(MXE,ND)

[ BORRANDO MATRIZ G(1,J) Y F(1,9) Y C(I)

DO I=1,NE
C(1) = 0.D0
DO J=1,NE
G(1,J) = 0.DO
F(1,J) = 0.D0
END DO
END DO

...... (XP,YP) = CORDENADAS DEL PUNTO DE OBSERVACION

DO IOBSERV =1, NE

XP = ( X(NODEX(IOBSERV,1)) + X(NODEX(IOBSERV,2)) ) / 2.
YP = ( Y(NODEX(IOBSERV,1)) + Y(NODEX(IOBSERV,2)) ) / 2.
DO ICURREN =1, NE

DO 1=1,ND

XE(l) = X(NODEX(ICURREN, I))

YE(I) = Y(NODEX(ICURREN, 1))

END DO

................ INTEGRAL EN UN ELEMENTO

IF (10BSERV .EQ. ICURREN ) THEN
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CALL FINE (ND, C1, XE, YE, GE, FE)
ELSE
CALL INTE ( INTEPT,ND, XP, YP, C1, XE, YE, SAIl, W, GE, FE )
END IF

—— FORMACION DE MATRIZ
G(IOBSERV,ICURREN) = GE
F(IOBSERV,ICURREN) = FE

R —— TERMINOS DE EVALUACION LIBRES
C(IOBSERV) = C(IOBSERV) + FE
END DO
END DO
RETURN
END

SUBROUTINE INPUT
(ND,MXE,MXI,NE,NODEX,IELTYPE,BV,X,Y,NIPT,XI,YI)

IMPLICIT REAL*8 (A-H, 0-Z)

DIMENSION
X(MXE),Y(MXE),I[ELTYPE(MXE),BV(MXE),NODEX(MXE,ND),XI(MXI),Y I(MXI)

OPEN ( 1, FILE='marl12.txt', STATUS='OLD')

READ (1,*) NE

DOIEL=1,NE

READ (1,*) I,(NODEX(1,J),J=1,ND),IELTYPE(I), BV(I)

END DO

DOI=1,NE

READ (1,*) NODE, X(NODE), Y(NODE)

END DO

READ (1,*) NIPT

IF (NIPT .GE. 1) THEN

DOJ=1,NIPT

READ (1,*) I, XI(1), YI(1)

END DO

END IF

CLOSE (1)

RETURN

END

SUBROUTINE FINE (ND, C1, XE, YE, GE, FE)
IMPLICIT REAL*8 (A-H, 0-Z)

DIMENSION XE(ND), YE(ND)

FE = 0.D0

DX = XE(2) - XE(1)

DY = YE(2) - YE(1)

DS = DSQRT ( DX*DX + DY*DY )
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GE = DS*C1 * ( DLOG(DS/2.D0) - 1.D0)
RETURN
END

SUBROUTINE INTE (INTEPT, ND, XP, YP, C1, XE, YE, SAI,W, GE,FE )
IMPLICIT REAL*8 (A-H , 0-Z)

DIMENSION XE(ND), YE(ND), SAI(INTEPT), W(INTEPT)
GE =0.D0

FE = 0.D0

DX = XE(2) - XE(1)

DY = YE(2) - YE(1)

DS = DSQRT ( DX*DX + DY*DY )

DETJ = DS/2.D0

XM = ( XE(2) + XE(1) ) /2.D0

YM = ( YE(2) + YE(1) ) /2.D0

DO IGAUSS =1, INTEPT

XGAUSS = DX/2.D0*SAI(IGAUSS) + XM
YGAUSS = DY/2.D0*SAI(IGAUSS) + YM
RX = XGAUSS - XP

RY = YGAUSS - YP

R = DSQRT ( RX*RX + RY*RY)

...... INTEGRACION DE G(R)

GE = GE + DLOG(R) * W(IGAUSS)

...... INTEGRACION DE F(R)

FE = FE + (RX*DY - RY*DX )/ (R*R) * W(IGAUSS)
END DO

GE = C1*DETJ*GE

FE = -C1 * DETJ /DS * FE

RETURN

END

SUBROUTINE DOMAIN (

INTEPT,ND,MXE,MXI,C1,NIPT,NE,SAILW,XI,YI,LNODEX,X,Y,H,QN,HI, CI, XE, YE

)

IMPLICIT REAL*8 (A-H , 0-Z)
DIMENSION NODEX(MXE,ND), SAI(INTEPT), W(INTEPT),XI(MXI),YI(MXI),

X(MXE),Y (MXE),H(MXE),QN(MXE),XE(ND),YE(ND),HI(MXI), CI(MXI)
[

IF ( NIPT .EQ. 0) RETURN
DO INSIDE =1, NIPT

XP = XI(INSIDE)
YP = YI(INSIDE)
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SUM = 0.D0

C =0.D0

DOIEL=1,NE

DOI=1,ND

XE(1) = X( NODEX(IEL, 1))

YE(I) = Y(NODEX(IEL,I) )

END DO

CALL INTE (INTEPT,ND,XP,YP,C1,XE,YE,SAI,W, G,F)

C=C+F

SUM = SUM + F*H(IEL) - G*QN(IEL)

END DO

CI(INSIDE) = C

HI(INSIDE) = SUM

END DO

RETURN

END
|
!

SUBROUTINE ECHOSOLN(
MXE,MXI,NE,ND,NIPT,NODEX,X,Y,IELTYPE,H,QN,XI, Y1, HI,.CI, C )

IMPLICIT REAL*8 (A-H , 0-Z)

DIMENSION X(MXE), Y(MXE), XI(MXI), YI(MXI), HI(MXI),CI(MXI),
NODEX(MXE,ND), IELTYPE(MXE), H(MXE), QN(MXE), C(MXE)

CHARACTER*9 BC

OPEN ( 1, FILE='SOLUTION.BEM', STATUS="UNKNOWN')

WRITE(1,*)' ==========ANALISIS TRANSFERENCIA DE CALOR EN
ESTADO ESTACIONARIO =========="
WRITE(1,*)' ========== BEM USANDO ELEMENTOS CONSTANTES ==='

WRITE(1,*)' == METODO CONVENCIONAL: [C{H}[GH{Q}-[FI{H}={0} ==
WRITE(L,*)
WRITE(L,*)
WRITE(L,*)

leceoeee INTRODUCIENDO CODENADAS Y B.C. (CONDICIONES DE FRONTERA)

WRITE (1,*) ' =CORDENADAS NODALES Y CONDICIONES EN LA
FRONTERA ='

WRITE (1,101)

101 FORMAT (/ 3X,"EL#",7X,"X1",14X,"Y 1", 14X,"X2" 14X,"Y 2" 14X "BC"/1X,

79("-"))

DOIEL=1,NE

X1 = X(NODEX(IEL,1))

Y1 = Y(NODEX(IEL,1))

X2 = X(NODEX(IEL,2))

Y2 = Y(NODEX(IEL,2))

IF (IELTYPE(IEL) .EQ. 1) THEN

BC ='DIRICHLET"

ELSE
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BC =NUEMANN'
END IF
WRITE (1,100) IEL, X1, Y1, X2, Y2, BC
100 FORMAT ( 1X, 15, 4G16.7,1X, A9)
END DO
— SOLUCIONES EN LA FRONTERA
WRITE(L,*)
WRITE(L,*)
WRITE(L,*)
WRITE(L,*)' ==== SOLUCION Y PRESCRIPCION DE VALORES ===='
WRITE (1,201)
201 FORMAT (/ 3X,"EL#",7X," H",14X,"Qn" ,14X," C" / 1X, 53("-") )
DOIEL=1, NE
WRITE(1,200) IEL, H(IEL), QN(IEL), C(IEL)
200 FORMAT ( 1X, 15, 3G16.7)
END DO
[ VALORES INTERNOS
WRITE(L,*)
WRITE(L,*)
WRITE(L,*)
WRITE(L,*) ' === VALORES POTENCIALES Y PUNTOS INTERNOS ===='
WRITE (1,301)
301 FORMAT (/ 5X,"1",7X,"X1", 14X, "Y 1", 11X,"CI*HI", 14X, "CI"/1X,69("-"))
DOI=1,NIPT
WRITE(L,300) I, XI(1), YI(I), HI(1), CI(l)
300 FORMAT ( 1X, 15, 4G16.7 )
END DO
CLOSE (1)
RETURN
END

SUBROUTINE GREGLA (N, SAl , W)
IMPLICIT REAL*8 (A-H, 0-Z)
DIMENSION SAI(N) , W(N)
IF(N.LT.2) STOP'N<2'
IF (N.GT.6) STOP'N>6'
GO TO (99, 20, 30, 40, 50, 60 ) , N
99 STOP
20 SAI(1) = DSQRT(3.D0)/3.D0
W(1) = 1.D0
GO TO 88
30 SAI(1) = DSQRT(15.D0)/5.D0
SAI(2) = 0.D0
W(1) = 5.D0/ 9.D0
W(2) = 8.D0/ 9.D0
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GO TO 88
40 SAI(1) = 0.33998104358485D0
SAI(2) = 0.86113631159405D0

W(1) = 0.65214515486254D0
W(2) = 0.34785484513745D0
GO TO 88
50 SAI(L) = 0.90617984593866D0
SAI(2) = 0.53846931010568D0
SAI(3) = 0.D0
W(1) = 0.23692688505619D0
W(2) = 0.47862867049937D0
W(3) = 5.12D0 / 9.D0
GO TO 88
60 SAI(L) = 0.23861918608320D0
SAI(2) = 0.66120938646626D0
SAI(3) = 0.93246951420315D0
W(1) = 0.46791393457269D0
W(2) = 0.36076157304814D0
W(3) = 0.17132449237917D0
88 NN=N/2
DO111=1,NN
J=N-1+1
SAI(J) = - SAI()
W(J) = W(I)
11 CONTINUE
RETURN
END

SUBROUTINE SYSTEM (MXN,N, A, C)
IMPLICIT REAL*8 (A-H, 0-Z)
DIMENSION A (MXN , MXN ), C (MXN)
N1=N-1
DO 40K =1, N1
L=K+1
DO201=L,N
P=A (1K) /A (KK)
DO30J=L,N

30A(1J)=A1J)-P*A(K,J)
C(1)=C()-P*C(K)

20 CONTINUE

40 CONTINUE

I---- REGRESANDO SUSTITUCION

C (N)=C (N) /A (N,N)
DO60K =1, N1
I=N-K
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L=1+1
P=C(I)
DO50J=L,N

50P=P-C@J)*A(J)
C(1)=P/A(lI)

60 CONTINUE
RETURN
END

APENDICE 5.4

PROGRAM REDBEM

I PROGRAMA PARA GENERAR LAS CUERDAS

I'JUNTO CON SUS CONDICIONES DE FRONTERA

i TAMBIEN SE INTRODUCE LA INFORMACION DE LOS PUNTOS INTERNOS

DIMENSION A1(1000),XINT(100),YINT(100)
OPEN(10,FILE='SALL.TXT')

WRITE(*,*)' DAME EL NUMERO DE ELEMENTOS N'
READ(**)N

WRITE(10,)N

WRITE(*,*)PRIMERA FRONTERA'

WRITE(*,*)DAL ELTIPO PARA LA PRIMERA FRONTERA T=1 TEMPERATURA
T=2 FLUJO CAN CANTIDAD'

READ(**)KT,CANT

M1=N/4

DO I=1,M1

J=I

K=l+1

WRITE(10,%)1,J,K,KT,CANT

ENDDO

IRITE(10,%)N,N,1

WRITE(**)'DAL ELTIPO PARA LA PRIMERA FRONTERA T=1 TEMPERATURA
T=2 FLUJO CAN CANTIDAD'

READ(*,*)KT,CANT

M2=2*M1

DO [=M1+1,M2

J=1
K=I+1
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WRITE(10,*)1,J,K,KT,CANT
ENDDO

WRITE(*,*) TERSERA FRONTERA'

WRITE(*,*)DAL ELTIPO PARA LA PRIMERA FRONTERA T=1 TEMPERATURA
T=2 FLUJO CAN CANTIDAD!
READ(**)KT,CANT
M3=3*M1
DO I=M2+1,M3
J=I
K=l+1
WRITE(10,%)1,J,K,KT,CANT
ENDDO

WRITE(*,*)'CUARTA FRONTERA'

WRITE(*,*)DAL ELTIPO PARA LA PRIMERA FRONTERA T=1 TEMPERATURA
T=2 FLUJO CAN CANTIDAD!
READ(**)KT,CANT

M4=4*M1

DO 1=M3+1,M4-1

J=I

K=l+1
WRITE(10,%)1,J,K,KT,CANT
ENDDO

K=1

WRITE(10,*)N,M4,K,KT, CANT

I PRIMER LASO DELCUADRADO

N1=N/4

J1=0

H=1/(N1*1.)

C1=0

DO 1=0,N1

AL()=H*I

J1=J1+1
WRITE(10,%)J1,A1(1),C1

ENDDO

ISEGUNDO LADO DELCUADRADO
J2=J1

C2=1
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DO I=1,N1
AL()=H*I
12=J2+1
WRITE(10,%)J2,C2,AL(1)
ENDDO
I TERCER LADO DEL CUADRADO
13=J2
C3=1
DO I=1,N1
AL(1)=1-H*I
13=J3+1
WRITE(10,%)J3,A1(1),C3
ENDDO
ICUARTOLADO DELCUADRADO
C4=0
14=J3
DO I=1,N1-1
AL(1)=1-H*I
14=)4+1
WRITE(10,%)J4,C4,AL(1)
ENDDO
WRITE(*,*)NUMERO DE PUNTOS INTERIORES'
READ(**)L
WRITE(10,%)L
DO I=1,L
READ(* *)XINT(I),YINT()
WRITE(10,%)1, XINT(1), YINT(I)
ENDDO

CLOSE(10)
STOP
END
APENDICE 6.1

Operador de Sturm-Liouville

d( d
[L - dx[pdxj”}
b dv  du

el Laplaciano para tres dimensiones (L = VZ)

I[uL(v) —vL(u)pQ = _[(qu —vvu)r

Q r
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APENDICE 6.2
9 Funcion de Green para la ecuacion de calor

se quiere resolver la ecuacion de calor con posible fuente de calor que dependa del
tiempo

aal:: kVu +Q(x,t) 6.1

sujeta a las condiciones iniciales u(x,O) = g(x). Se puede analizar este problema en una,

dos o tres dimensiones. En esta parte no se especifica la region geometria o la
posibilidad de condiciones de frontera no homogéneas. Estos pueden ser tres términos no
homogéneos: la fuente Q(x,t) , la condicion inicial, y las condiciones de frontera.

Definimos la funcion de Green G(x,t; x,,t,) como la solucién de

%Cf —KV?G + 8(x— %, 5(t-t,) 6.2

en la misma region con las condiciones de frontera homogéneas relacionadas.

puesto que la funcion de Green representa la respuesta de la temperatura en t(en el
tiempo 1) debido a una fuente térmica concentrada en Xp(enel tiempoto ), insistiremos
que ésta funcion de Green es cero antes de que actue la fuente:

G(x,t;x,t,)=0 para t<t, 6.3
El principio de casualidad.

Ademas, demostramos que solamente el lapso de tiempo t —t, (del tiempo transcurrido a
partir del tiempo de la iniciacion t =t,) es necesario.

G(x,t;%,,t,)=G(x,t —t,;x,,0) 6.4

la propiedad de traslacion. La ecuacion (6.4) es demostrada dejando T =t —t, en el caso
que la funcion de Green G(x,t, x,,t,) satisface

(;_;:kVZG+§(x—x0)§(T)con G=0paraT<0

esta es exacto la respuesta debido a una fuente concentrada en x = x,en T=0, implicando

(6.4)

posponemos hasta mas adelante el calculo real de la funcion de Green por ahora,
asumiremos que la funcion de Green estd dada y preguntar como representar la
temperatura u(x,t) en los términos de la funcion de Green.

244



6.2 la ecuacion de calor no tiene funcion adjunta natural.
Para demostrar como este problema se relaciona con otros discutidos en este libro,
introducimos la notacion linear del operador.

L —g—kV2 6.5
ot

llamado calor o a operador de la difusién. En problemas anteriores la relacion entre la
solucién del problema no homogéneos Yy su funcién de Green era operador basado, el
Laplaciano, y lo méas recientemente posible el operador de la onda. Componen al

operador L del calor de dos partes. V* es analizada facilmente por el formula del Green
para el Laplaciano, sin embargo, tan inofensivo como aparece Pt es mucho maés dificil

de analizar que cualesquiera de los otros operadores anteriores. para ilustrar la dificultad
por los primeros derivados, considere
_0
ot
para operadores de segundo orden  Sturm-Liouville, a operadores, integraciones

. , . . 0
elementales radican en la formula del Green que la misma idea para L=a no se
trabajara en detalle,

Jlot)-vewpe =[S v o

ot
no se puede simplificar, alli no hay una férmula para evaluar [[uL(v)-vL(u)bt . el

operador aat no es el mismo adjunto. En lugar de otro, por la integracion por partes

estandar,
" S ov b ¢ ou
{uL(v)dt = j;u Edt =uv, _J;V@tdt

y asi

b
J[u +vjdt = uv\i’1

para el operador L = St se define el operador adjunto

r=-2 67
ot

tenemos integrar sobre todo el espacio y de un cierto t =t; del tiempo a otro t=t, del

tiempo tenemos usando (6.6) para los términos del aat y la formula de Green
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(I[uL(v)—vL(u)}jQ=I(qu—vVu)dF) para el operador VZ. La “contribucion de
Q r

frontera”, son de dos tipos, la parte espacial (sobre ﬁ ) y una parte temporal (en el
tiempo inicial t, y tiempo final t, ). Si uy vsatisfacen la misma condicion homogeéneas

de frontera (del tipo generalmente), entonces las contribuciones espaciales desaparecen.
ﬁ(vVu —uvvlS =0

6.4 funcion de Green adjunta
en orden de eventualidad deriva un férmula de la representacion para el u(x,t)en

términos de la funcion de Green G(x,t;x,,t,), nosotros debemos considerar el resumir

de varias fuentes mide el tiempo asi, nosotros consideran la funcion del Green de fuente
variable.

G(x,t, %, t)=G(x,~t, x,-t,)
donde se ha utilizado la propiedad de traslacion. por causalidad, éstos son cero si t > t;

G(x,t,x,t)=0 parat>t 6.14
dejando el 7=-t, vemos que la funcién G(x,t,x,,t) de Green de fuente variable
satisface

[—;— szjG(x,tl, x,t)=0(x-x)s(t-t)  6.15

asi como el principio de casualidad fuente variable (6.14). El operador del calor L no
ocurre. en lugar, el operador L~ del calor del adjunto aparece:

L[G(x,t, x,t)]=5(x—x )5(t-t,) 6.16
vemos que G(x,t,,x,,t) es la funcién de Green para el operador adjunto del calor ( con
fuente variable principio de casualidad). A veces se llama la funcién de Green adjunta,
G"(x,t,,x,t) . Sin embargo, es innecesario calcularla o utilizar siempre, entonces

G (x,t,x,t,)=G(x,t,x,t) 617
y ambos son cero para el t >t

de (6.6)

b

i[uL*(v)— v (u)jt = - u 9.8

a

esta es analoga a la formula de Green.
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ahora volvemos al problema no homogéneo del calor:

Lu)=Q(x,t) 6.9
L[G]=6(x—x,)5(t—t,)  6.10

donde

L= kv? 6.11
ot

para la ecuacién de calor no homogénea, nuestros resultados son mas complicados puesto
gue debemos introducir al operador adjunto,

L =—3—kv2 6.12
ot

por calculo directo
ov _adu

uL"(v)-vL(u)=-u a Vot k(vW2u —uv?y)

y asi

t . t, t

J. HuL (v)—vL(u) ot = —I uv dQ+ k”(vVu —uvvprdt  6.13

t Q Q ot 4T

fuente variable o funcion de Green adjunta, v = G(x,t,;X,,t) usando la definicion de la
ecuacion diferencial (6.9) y (6.10), formula de Green (6.13) se convierte

T [[[lus (=% )5t ~t )~ G(x,ty: ., DQ(x, i el

= MU(X,O)G(X, t,; X,,0)d°x
+ kTﬁ;[G(x,to; X, VU —UVG(X,t,; X,, t)] e AdSdt

desde entonces G=0 para t >t . El solucionar para u, obtenemos
ty

u(xo,to):””G(x,to;xo,t)Q(x,t)d3xdt
0

+ [[[u(x,0)6(x.ty; %,,0)d *xdt
+ k]qﬁ[G(X,to; XO,t)Vu — UVG(X,tO; Xo,t)]° Adsdt

puede ser demostrado que los limites to + Se pueden sustituir por to,ahora (como antes)

intercambiamos X con Xj y t con '[0. Ademaés, nosotros utilizamos reciprocidad y
derivamos
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u(x,t)= “”G(x,t; Xo, b JQ(Xy, 1, )d X, dit,

t
+ kj'i[:f[G(x,t; Xo, by VXU — U(Xq, Ty VX,G (X, 1; X, t, )] @ NS, dit,

0

(6.14)

L{u)=8(x =)ot -t,) L'(v)=8(x=x)s(t-t,)
u=0 para t <t, v=0 para t>t

la ecuacion (6.14) ilustra cémo la temperatura u(x,t) es afectado por los tres términos no
homogéneos. La funcién de Green G(x,t; X,,t,) es la funcion de influenza para el termino
de la fuente Q(x,,t,), asi como para el u(x,,0) inicial de la distribucion de la temperatura
(si evaluamos la funcion de Green en t,=0, como es absolutamente razonable).
Ademas, las condiciones de frontera no homogéneas son consideradas por el término

t
+k_|'if3([GVx0u—u(xo,tO)onG]ondSOdtO . la ecuacion (6.14) ilustra el principio de la
0

causalidad; en el tiempo t , las fuentes y las condiciones de frontera tenga un efecto
solamente para el t,<t. La ecuacion (6.14) generaliza el resultado obtenido por el

método de expiacion de ingen funciones.

Reciprocidad
Derivamos una formula de la reciprocidad. Aqui, hay algunas diferencias pequefias
debido a la ocurrencia del operador del adjunto en formula Green (6.13). en (9.13)
introducimos

u=G(xtx,t) (6.18)
v=G(xt;x,t) (6.19)

el ultimo que es demostrado para fuente variable o funcion de Green adjunta. asi, las
caracteristicas que definen para u y v son:

L(u)=(x—x,)o(t —t,) L'(v)=6(x—x)s(t-t,)
u=0 parat<t, v=0 parat>t,

Integramos t = —cota t =00, [ es decir, t,=—owota t, =] obteniendo
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T”“G(X’ti Xort JO(x = % )3t —t,)— G(x, t,; %, )5 (x — %, )5 (t —t, )] *xdlt

[Tl B ) L

Puesto que u y v ambos satisfacen las mismas condiciones de frontera homogéneas, de
modo que

ffvwu—uvv)ends

desaparece las contribuciones también desaparecen en t =+o debido a la causalidad
usando las caracteristicas de la funcion del delta del Dirac, nosotros obtenemos la
reciprocidad:

G(Xl’tl; X()vto)= G(XO’tl; tho)

como hemos demostrado para la ecuacion de onda, intercambiar las posiciones de la
fuente y de la localizacion no altera las respuestas si los tiempos transcurridos de las
fuentes son iguales. en este sentido la funcion de Green para la ecuacion del calor
(difusion) es simétrico.

9.8 funcidn de Green para la ecuacion del calor en un dominio semi-infinito
Obtenemos la funcién de Green necesitada para solucionar la ecuacion no homogenea
del calor en intervalo semi-infinito, en una dimensién (x > 0), conforme a una condicién
de frontera no homogéneaen x=0:

ou

o kV2u +Q(x,t) x>0 (6.31)
Bc:u(0,t))= A(t) (6.32)
lc:u(x,0)= f(x) (6.33)

la funcién de Green es determinada por el método de las imagenes

R

observamos que la condicién de limite en x =0 esta, satisfecha automaticamente

6.9 funcion de Green para la ecuacion del calor en un dominio finito (O<x <L), la
funcién de Green para la ecuacion del calor por el método de extensiones del
eingenfunciones con las condiciones de frontera cero en ambos extremos

G(X,t, Xy, t,)= Zisen n:x sen ntxoek(””’”z(“") (6.35)

n=1
podemos obtener una representacion alternativa para esta funcion de Green utilizando el
método de imagenes.
por simetria, las condiciones de frontera en x=0 y en el x=L son satisfechas si las
fuentes concentradas positivas estan situadas en x =X, +2nL vy las fuentes concentradas

negativas estan situadas en X=-x,+2nL (para todos los nUmeros enteros
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n,—o<n<oo). Usando el espacio infinito de la funcion de Green, tenemos una
representacion alternativa de la funcion de Green para una barra un dimensional:

2 2

G(x,t; %ty ) = Z w —exp M cada forma tiene su
4mt t,) = 4k(t —t,) 4k(t —t,)

propia ventaja. La expansion de la eigenfunciones, (9.35), es una serie infinita que

(t—t, )k
LZ

converge rapidamente si es grande. es asi el mas util para t >>t,. en realidad , si

t>>1,,

G(X1t,X0,t) 2Sen 2l senl 22 G g k7/LP (1)
L L L

sin embargo, si el tiempo transcurrido t —'[0 es pequefio, entonces muchos términos de

la serie infinita son necesarios.

Usando el método de iméagenes, la funcion de Green también es representada por una
serie infinita (9.36). El espacio infinito de la funcion de Green (parauna t fija)
exponencial se decae lejos de la posicién de la fuente.

expl— {(x— % 1 4k (t -1, )])

I
4k (t —t,)

se decae en espacios muy bruscamente si testa cera t,, si testa cerca de t,, entonces

solo las fuentes cercanas localizadas en X son importante; las fuentes muy lejanas no
serdn muy importantes ( si t es cercano a t,), las fuentes de las imagenes pueden ser

ignoradas si t es cercanaa t, (y si X 0 X, no es ningun cercano las frontera 0 0 L, como
aproximacion,

exp(— {(x — X, )’ 1 4k(t —t, )})

1
G(X,t;XO,tO) zm
0

si t cerca de t, la funcion de Green con fronteras se puede aproximar (en regiones lejos

de las fronteras) por el espacio infinito de funciones de Green.
Esto significa que por tiempos pequefios las fronteras puede ser descuidado (lejos de las
frontera)

para ser mas exacto, el efecto de cada fuente de la imagen es mucho mas pequefio que la
2

L
k(t _to)
aproximacion del "tiempo pequefio”
la funcion de Green puede ser aproximada por un espacio infinito de funciones de Green
2 2

si t—t, es pequefio ( es decir t—t, <<Lk , donde Lkeste cociente de cantidades

fuente real si ( ) es grande. Esto rinde una comprension mejor de una

fisicamente medibles) alternativamente, esta aproximacion es valida para una "barra

larga” en el sentido que L >> - [k(t—t,).
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En resumen, la produccion del método de la imagen a la serie infinita rapidamente

. . . -
convergente para la funcion de Green si m >>1 , mientras que la extension del
]
eingenfunction rinde una representacién infinita rapidamente convergente de la serie de
2
la funcion de Green si <<1
k(t-t,)

2

k( _to)

ambo requiere por lo menos un nimero moderado de términos.

Si es ni pequefio ni grande, entonces las dos extensiones son competitivas, pero

APENDICE 6.3

Calculo del limite & - T

Para localizar el punto de carga en la frontera, primero ajustamos la frontera tal que
contiene el punto dentro de un circulo de radio ¢ de acuerdo a la figura 1.

I'=("-T,)Ur,

asi el punto & que esté dentro del dominio y la ecuacion de frontera todavia es valida.

oL
//

Figura 1. Extension de la frontera por un circulo
La integracion a lo largo de ¢ - circulo es parametrizado por

dI', =edg
Ver figura 2. Ademas la norma
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Figura 2. La geometria por acomodar el punto de carga en la frontera
el valor del limite tomando EIF en la frontera puede ser ahora calcule. Para J'qu dr

In[x — & o fim quz—g
V/a

27 5—)0r

lim Inx - & lim
fo S

2r e—>0.,
en el limite, el primer integral es débilmente singular. Con las eq. (17,18) y la regla de

&— 04
L'HOSPITAL, el ultimo integrando en la eq. (19) los resultados en una contribucion

desapareciendo
lim
l jq Ing gdgo

lim Inx — &
8—)01.1; 27 g—)O 2
lim s lim s lim
c—>02rx " [lJ e 02r o0 8—)0272’
- ~
&

)

La integral qu* dI’ las primacias a
e—0 gﬂ‘ - é?‘
la primera integral en Eq. (21) es un integral fuertemente singular calculado por el valor

principal de Cauchy. Para la segunda integral
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lim J.(X—E).n u(x )T = lim “"‘[“U(X)( €

gaorgzﬁ‘x_f‘z _g—>0(p:0 27’

]gd(pz fim wru(x)(ljdgp:““(*)

e—>07, 2 27
o

Sumando estos resultados y insertdndolos en la eq.(8) se obtiene la ecuacion

S -&) Injx—¢]
uf ):Mu(§)+ru(x)wdr-}[q(x)zﬂdF

(1 e oo hlepr = e £ (e
c(e)=(1- 1|

27

el factorizan C(¢) es llamado el factor de frontera y denota la fraccién de u(f ) en Q
como

1- % sicel

2
C(¢&)=11 si £eleQ
0 para £el',¢ Q
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