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Resumen

5e realizó una revisión bib 11oaráTica que D e r m u i ó  

seleccionar los métodos numéricos para la solución ae ecuaciones no 

lineales v solución de sistemas de ecuaciones lineales v no lineales. 

l o s  métodos numéricos se seleccionaron oe acuerdo a i  arado de 

exactitud y el tiempo de C.P.U. que emplean.

Se mencionan las técnicas empleadas para la elaooración de 

los programas interactivos v de solución directa. Tales técnicas son 

empleadas, tanto para agilizar la programación como para facilitar la 

prooramación interactiva, algunas técnicas empieaoas son;

1. Programación estructurada

5. Bibliotecas de subrutinas iTPU)

3. Pilas, colas, árboles 

h . Notación polaca

Con la ayuda oe estas técnicas se reducen tiempos ae 

operacioh v se facilita la prooramación ae ios mismos.

La parte medular de este traoajo es la elaooración oe 

programas tutoriaies cuya finalidad es ensenar los métoaos numéricos 

al usuario sin necesidad de que exista un profesor que lo oriente. Si 

un usuario estándar no es capaz de aprender, el programa no tiene la 

cualidad de ser tutor. La escritura de los programas tutoriaies, por 

tanto deoe cuidar todos los aspectos involucrados en la ensenanza.

Para que el usuario pueda evaluarse en cuanto a los 

conocimientos asimilados en la etapa tutorial del traoaio se cuenta 

con programas interactivos en los cuales el usuario participa en la 

resolución de los problemas planteados por él mismo y el programa
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io evalúa, no permitíénoole aue avance a ía siguiente etapa hasta que 

no nava resuelto correctamente la actual. Como es necesario aue 

durante las sesiones usuario-programa se realicen operaciones 

aritméticas si programa proporciona una calculadora integraaa para que 

el alumno realice sus ooeraciones.

Una vez que el alumno haya aprendido la resolución paso a 

paso de los oiversos métoaos numéricos se plantea la opción oe aue 

pueaa pedir la solución directa a problemas planteados por el 

programa, con el fin de que el alumno 10 resuelva por su cuenta v 

pueda comparar su resultado con el de la computadora v de esta forma 

evaluar su aprendizaje. V en caso necesario el usuario puede regresar 

a la sección tutoríai.
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Introducelón

El Inaeniero Químico durante su rorraación acaaémica se

enfrenta a problemas de termodinámica, economía industrial, diseño ae 

equipo, í n a e m e r i a  ae procesos. los cuales requieren para su solución 

resolver una ecuación lineal o no lineal: proolemas de operaciones

unitarias, cinética química, ingeniería de reactores en los que para 

llegar a un resultado es preciso resolver un sistema de ecuaciones 

lineales o no lineales. La solución ae este tipa de prooiemas exige un 

conocimiento p r p T u n d o  ae métoaos numéricos y programación aue no son 

del dominio, en general. de profesores v alumnos.

Actualmente existe una gran variedad ae proaramas aue

realizan cálculos para la solución de ecuaciones na lineales, sistemas 

de ecuaciones lineales v no lineales e integración numérica. sin 

emDargo estos programas no ensenanan ai usuario cómo se realizan estos 

cáicuios -parte fundamental en el aprendizaje-, por lo que se nac& 

necesario crear software tutorial para este tipo ae cálculo aue ensene 

ai alumno paso a paso la solución oe problemas ae ingeniería v

ciencias aue involucran métoaos numéricos.

Hov en día gracias ai avance de tecnología en computación es 

posible realizar un gran número oe cálculos en tiempos muv preves v 

resolver asi proolemas complejos que en otras épocas empleaban mucnos 

oías para realizarlos.

El presente traoajo tiene la finalidad de ensenar métodos 

numéricos a ios estudiantes de las escuelas de I n a e m e r i a  del I-ais 

mediante programas tutoriales. asi como avudar a ios mvestíg aao res  en 

las tareas de cálculos aue les ocupe mucno tiempo mediante programas 

de cálculos eficientes v de fácil empleo.
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Cap i tu lo I 

Revisión ds los métodos numéricos

1. Ecuaciones no lineales.

1.1. Método de búsqueda exhaustiva

El Método de Búsqueda Exhaustiva. o también llamado de 

Fuerza Bruta, es empleado para encontrar la raiz de ecuaciones de la 

forma:

f ( x > = 0

donde f(x) es una función de una variable x. como por ejemplo 

polinomios o bien funciones en las que se encuentran términos 

logarítmicos, exponenciales y/o trigonométricos:

2
f (x ) = a + bx + ex = 0  

f(x> = e* - ln(3x> + sen(2x> -3x

Este método encuentra una solución de f(x)=0 dada la función 

continua f en el intervalo Ca,b3 donde f(a) y f<b) tienen signos 

opuestos.

Para encontrar la raíz el método sigue los siguientes pasos:

1. Se escoge un valor inicial x^ donde:

a < xQ < b

2. Se evalúa f<Xg>.

3. Se elige un valor para el ancho del salto <h>. el cual 

debe ser mayor a cero y menor a la diferencia de |b —a | .

0 < h < |b-a|

k. Se elige un criterio de exactitud (?) muy pequeño.

5. Se propone un número máximo de iteraciones.

6. Se evalúa un nuevo valor de x sumando h a x^, así

4



obtenemos x
1 ‘

7.

8 .
f (Xj )Eva 1uar

Se tiene el siguiente criterio de conversión:

Si | | ^ ? entonces la raíz está entre

v termina el método, 

de modo contrario

entonces h = - vSi f < xQ ) * f < x > < 0

el valor de 

valor de

9. Se regresa al paso a hasta que se cumula el criterio 

convergencia o se lleoue al número máximo de iteraciones proouesto.

es ahora el valor inicial
X

f (x: J es ahora fix ).

e 1

de

Una representación gráfica del método se muestra en la 

figura 1.1.a.

F IG .  1 . 1 . «a

V  X
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l.S. Método de Newton Raphson

Uno de los problemas que se presenta con frecuencia en 

Ingeniería es encontrar las ralees de ecuaciones de la forma:

f ( x ) = 0

donde f(x) es una función real de una variable x, coma por ejemplo un 

polinomio en x:

f (x ) = 3x3 - 2x^ + 6x

o una función en la cual se encuentren términos trigonométricos, 

exponenciales y/o logarítmicos:

x
f(x) = ln(3x> - e + 2cos(x)

El método de Newton Raphson es de segundo orden de 

convergencia cuando se trata de raíces reales no repetidas.

Para encontrar la raíz se procede de la manera siguiente:

1. Se escoge un valor inicial x^ .

2. Se evalúa f(xQ ).

3. Se traza una tangente en el punto f<Xg>.

El punto donde intersectan la tangente v el eie de las x

es el nuevo punto x^.

5. Se repiten los pasos del H al 4 hasta encontrar que la

diferencia entre el cunto nuevo v el anterior sea me

nor o igual a un criterio de exactitud.

La deducción del método se muestra en la Figura 1.2.a.
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f'(Xn>
f(Xp) - 0 

X 0 - X t

X, = x 0
f(Xp) 

f 'CX0)

V i  - x , -

f (x, )

f'(X,)

Fig. 1.2.a
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Fig. 1.2.C

Fig. 1. 2 .b

8



El método s i q u b  un proceso iterativo aue depenaiendo del

valor inicial x. va a acercarse o a alelarse rápida o lentamente hacia 
u

la raiz .

Un ejemplo gráfico del procedimiento descrito anteriormente 

se muestra en las Figuras l.2.b. y l.t.c.

Se debe cuidar que los valores iniciales propuestos no

conduzcan a la indeterminación de la función, esto es debido a que 

alaunas funciones oresentan intervalos en los cuales son continuas e>

intervalos en los que no son continuas. En la figura 1.2.d. se

presentan los casos en donde el método tiene fallas.

Dependiendo del criterio de exactitud, es mayor o menor el 

tiempo empleado de C.P.U. v oor tanto el número de iteraciones. esto 

no quiere decir aue a menor tolerancia sea más exacto el resultado 

debido a que entre más cifras decimales se empleen mavor será el

número de cifras perdidas durante el proceso.

EL METODO E S  ATRAPADO POR U N A  R A IZ  IM A G IN AR IA

9



F A L L A S  DEL METODO 

LA RAIZ ES UN PUNTO DE INFLEXION

E l METODO ES AT R APA D O  POR UN MA XIM O O UN M I N I M O
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1.3. Método de Bisección.

El Método de Bisección es empleaos para encontrar la raíz de 

ecuaciones de la forma:

f(x) = 0

Para encontrar una solución de f (x >=u dada la función

continua f en el intervalo Ca.t>3 donde f(a) v f(b) tienen sianos

opuestos se procede de la manera siguiente:

1.- Se elige un valor x^ (x a la uquierda) v otro valor

x. ix a la derecha), siempre v cuando f ( x T) * f(xn l < 0.
D i u

o sea aue x^ <  x 5 x^.

2 . -  Se elige un criterio de exactitud <{).

3.- Se evalúan f ( x r) v f(x_).
I D

4.- 5e evalúa x„ de acuerdo a:
M

* D  + *1

5.- Se evalúa f(x^)

ó . -  Si f<Xj) * f(xM ) > 0 entonces Xj = x^.

7.- Si ftXj) * f(xM J < 0 entonces xD = x^.

8.- Se repite la secuencia a partir del paso 2 hasta que 

I *D “ XjI sea < ? .

Una representación gráfica del método se muestra en la 

flaura 1 .3.a.
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Condición necesaria

Fig. l-3-a
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2. Solución de Sistemas de Ecuaciones lineales

2.1 Eliminación de Gauss

La evaluación de la tasa de retorno cara alternativas 

múltiples nos conduce al planteamiento de una ecuación lineal por cada 

alternativa, originando asi un sistema de ecuaciones de la forma 

siguiente:

3x + 2v + 6z = 20

x - **y + 2z = 5

9x + y - 3z = -<*

donde x,y,z. representan valores presentes, futuros o anualidades v el

término independiente el valor del rescate del bien.

Generalizando lo anterior tenemos:

A,,x, + A„_x_ + ... + A, x = A ,  ,
1 1 1  12 2 ln n ln+1

A 21X 1 + *22*2 + ••• + A SnXn = A 2n+ 1

A ,x, + A _ x +  ... + A  x = A 
ni 1 n2 2 nn n nn+1

El método realiza una transformación lineal de fila v 

columna para obtener finalmente:



En donde:

n + 1

b - r  A x 
i u  i ) J 

j=i+»

El Drocedímiento de Gauss es el siguiente :

Se elige a la primera ecuación como fila pivote v se 

procede a realizar las siguientes operaciones:

i )

A. , *A 
kk i i

i k

- A *b 
kk i

+ A.
k j

i k

De acuerdo a lo siguiente:

k = 1. a. 3 ........n-1

i = k + 1 . k + 2 ........ n

0 = k + 1 . k+a, .... n

Al terminar este procedimiento se realiza una sustitución 

regresiva de acuerdo a:

x = 
n

A' ,nn+1

A' - r  A x 
i ** i ) J

j = n - i

X = 
1

en donde x es la raiz de la variable x,
i

n

L

a

b

14



2.2. Eliminación de Gauss-Jordan

Con frecuencia el cálculo de la cinética de una reacción de 

polimerización o una reacción de pirólisis nos conduce a resolver un 

sistema de ecuaciones lineales de la forma:

3x + 2v + 6z = 20

x - ^v + 2z = 5

9x + v - 3z =

donde x,y,z, representan a alguna variable de la reacción que puede 

ser concentración, densidad, presión, temperatura, etc.

Generalizando lo anterior tenemos!

AU X1 + A 12X2 + + A m Xn " Aln+ 1

A2 1 X1 + A2 2 X2 + + A2 n Xn " A£n+ 1

A ,x. + A _x_ + ... + A x = A 
ni 1 n2 2 nn n nn+1

El método realiza una transformación lineal de fila v 

columna para obtener finalmente:

x , + 0 +  . . .  + o = a ; _  
1 ln+1

0 + x 2 + + 0 =  A ¿ n+1

0 + 0 + ... + x = A 1 ,
n nn+ 1

En donde:

X 1 = A ln+1

x„ = A' , 
2 2n+l

x = A ' 
n nn +1

15



El procedimiento de Gauss-Jordan consta de tres etapas

1.- Normalización de la fila oivote l. La normalización se 

efectúa mediante el cociente:

A
i )

A = -----------  . j = i + l ........n+1
11 A

i i

2.- Eliminación de los elementos pivote arriba v aba io del

elemento de la diagonal principal:

A; = a , - A A, 
k j k j i i k i

j = i+l, .... n+1

k = 1 ........n para k O  i

i = 1. . .. , n

3.- Asianación de la solución.

x = A , 1 - 1 .........n
l in+1

Ejemplo: resolver el sistema de ecuaciones 1 1 neales

siguiente:

3x . 2x.
*3 = 6 

*3 = 05 x 1 - *x2 - 

2 *1 - 3*2 + 5 X 3 = *

La matriz coeficiente es:

3 + 2 + 1  6

5 - <t - 1 0

S - 3 + 5 t*

Lo primero que se debe verificar es que el numero 

ecuaciones sea como m i m m o  mavor o igual al número de incoanitas.

de
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Etaoa de normalización.

Para 1=1. Aolicando la fórmula tenemos: 

A 12 2

A l 2  ‘  A 1 1  ’  3

A!3 1

A '3 ’ a u  " 3

A l‘f 6
A =  =  = 2

A 1 1  3

La matriz inicial se modifica a:

1 +2/3+1/3 2

5 - ^ - 1  O 

S - 3 + 5

Segunda etaoa. Eliminación.

Para k=2, j=2. Aolicando la fórmula tenemos:

= a - A „ , = -4 - C2/3M5) = -B2/322 22 12 21

*23 = «23 - A 13 A 21 = ‘ l - C1/3M5> = ~8/3

Para k=3. j=2.

A ¿2 = A 32 “ A 12 A 31 = "3 " (2/3>(2> = ~ 13/3

17



A33 = A33 -  A13 A31 = 5 "  (1 /3M a) = 13/3

A 3^ = A 3. " A l* A 31 = “ " (£,(2) = °

La matriz anterior se modifica a:

1 +2/3 +1/3 2

0 -22/3 -8 /3  - l u  

0 -13/3 +13/3 O

y así se realizan los nasos de normalización v eliminación 

hasta llegar a la matriz siguiente:

1 + 0  + 0 1 

0 + 1 + 0  l 

0 + 0 + 1  1

Asignando soluciones:

Al resolver un sistema de ecuaciones lineales por 

eliminación de Gauss-Jordan. la memoria de computadora reauerida es 

proporcional al cuadrado del orden de la matriz v el trabaio de la 

computadora es proporcional al cubo del orden de la matriz. Debido a 

esto, la solución de sistemas lineales grandes con matrices con pocos 

ceros como elementos se vuelve prácticamente imposible de realizar, la 

memoria se satura v el número de operaciones se incrementa 

enormemente.

18



2.3.- Jacobi

Las Leves de Kirchhoff para circuitos eléctricos establecen 

que el flujo neto de corriente a través de cada unión de un circuito 

es cero y aue la calda neta de voltaje alrededor de una sección 

cerrada de circuito es cero. Supongamos que se aplica un potencial de 

(V) volts entre los puntos A y G en el circuito de la figura 2.3.a. v 

aue V b . Ve, V d , Ve y Vf son los potenciales en los puntos B, C, D, E y 

F respectivamente. Usando G como punto de referencia las leves de 

Kirchhoff implican que estos potenciales satisfacen el siguiente 

sistema de ecuaciones lineales:

31 Vb - lOVc - ¿>Vf = 15V

2Vb - ave + 3Vd + 3Ve = 0

Ve - 3Vd + 2Ve = 0

2Vc + -Wd - 7Ve + Vf = 0

12Vb + 15Vd - ¿*7Vf = 0

V

volts

Fig. 2.3.1

19



s igui ente:

3  .  ,  *  .  +  3  ,  ^  +  +  a , *  =  b ,1 1 1  12 e: ln n 1

a x + a__x + ... + a x = b _
51 1 2 2  2 2n n ¿

Las ecuaciones anteriores se comportan de acuerdo al modelo

a , x , + a _ x _ + . . . + a  x = b  
ni 1 n2 cí nn n n

El método de Jacobi es de tioo iterativo v Dara la solución 

de un sistema de ecuaciones lineales. se aplica la siauiente 

secuencia:

1.- Se eliae un criterio de exactitud i muv oeaueno.

2.- Se desDeia x de la ecuación i:
i

1
x. =  ( b, - a , _ x _ , - a , _ x _ -  ... - a, x >
1 a ^  1 12 2 1 3 3  I n n

x_ = -------- ( b_ - a_.x 3 - a__x - ... - a x >
2 a¿_ 2 21 2 23 3 2n n

x = --------- < b - a , x .  - a _ , x _ - . . . - a  ,x /
n a n ni 1 n2 2 nn— 1 n— 1

1

i
nn

En forma aeneral

k+l
b i - £ a  

}=*■ 

JSS.

k
X

1J ]
i = 1.2,3 n

3.- Se elige un vector de valores iniciales x . que ouede

ser i

* 0  =

0
0

20



<4.- Se calculan nuevos valores oara cada x^

5

k+1
X

1 1
b l “ a 12*2 a 13x3

1
x“ =. _ ______ ( - ... - agnxn )

22

• 1
1  -------- ( b - a ,x - a x - ... - a x )
n a n ni 1 n2 2 nn- 1  n-i

nn

Se reoite el procedimiento hasta aue:

k+1

cara 1 £ i - n

o a o l u a n d o  la norma euclideana:

11 k + 1  k  . 2  ,  , k+1  k
U  -X ) +  IX -X ) 2 +

N

Xi
+X

X+

1 1  2 2 n  r,
k

x
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3. Solución de Sistemas de Ecuaciones no lineales.

3.1. Método iterativo de ounto fijo

El resolver problemas de I n a e n i e r U  de reactores, 

optimización en Ingeniería de procesos v Economía Industrial en muchas 

ocasiones nos conduce a sistemas de ecuaciones no lineales aue son 

difíciles de resolver algebraicamente, por lo tanto se debe recurrir a 

un método numérico aue resuelva estos sistemas.

Es muv difícil, casi imposible, graficar las suoerficies 

muítidímensionales definidas por estas ecuaciones: métodos como el de 

bisección v el de posición falsa, aue siempre convergen en el caso de 

una dimensión, son inaplicables en varias dimensiones. Uno de los 

métodos tradicionales oara la solución de estos sistemas es el método 

iterativo de punto fijo, en el cual se siguen los siguientes nasos:

Sea el sistema de ecuaciones:

2 2 
f.(x.v) = x - lOx + v + 8 = 0

2 ' 
fg(x.v) = xv + x - lOv + 8 = 0

1.- Despeiamos a x de la función f.(x,v) v a v de la función

2 2 
xC + v + 8

10
= g ( x . v )

y =

xv" + x + 8

10
= ( x . v )

K

2.- Se eligen valores iniciales para x y v. además de un

criterio de convergencia <£) muv peaueno.

x = 0  
o

v = 0
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3.- Evaluar q,(x ,y ) para asignar su valor a x , v a_ix ,y ) 
- l o o  i -2 o o

para asignar su valor a y .

x = o ,ix ,v ) = 
i - 1 o o

2 2 
0 + 0 + 8

1U
= 0.0

v = Q.ix .y ) 
i " 2 o o

2 2 0 + 0 + 8

10
=  0 . 8

Se reoiten los oasos anteriores hasta que se llegue al 

criterio de convergencia:

<x - x , 
n n - 1

y - v , 
n n - 1

I

También se puede conocer al iniciar si la función converge d 

acuerdo a la siguiente condición necesaria:

( x , v > x . y )
<. 1

dx
♦

dv

S g _<x .v ) dg ( x . v )

dx

+
dv

da  ̂ ( x , v ) 

óx

2x

10

<#g j ( x . v ) 

«?v

civ

lu

2_
10

2
10

&Q g ( x , y ) 

dx

v2+l

10

10 lu

da _ ( x . v ) 
 s_____

d v  

< 1

2xv

10

+

+
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3.2. Método de Newton Raohson

Este método se obtiene de la expansión en serie de Tavlor de 

'a función alrededor de un punto.

(x-x0 >5
f(x) = f (x > +■ f 1 ( M  X - X „  ) + f" ( x . ) -------

0 0 0 0 2 1

Tomando los dos orimeros términos

0 = fix) =  f(x_> + f 1 ( x. )<x-x. )

f < x )
_    0__

* X° f , ( V
_  x  _ _ Ü V  _

f ( x 0 )

Dadas las raíces de las funciones v v empleando la

. n e  de Tavlor se tiene:

fjíx.y) = O

f 2 <x.y) = 0

df1 (x0 .v0 ) d f 1(K0 .vu )

C = f (x.v) 35 + -------------lx“xo > + ---------------w - v 0 >
dx dy

d f (x , v > 9 f  (x .,v .)

= f2 <x,v) S  f <x ,yQ ) + — é—   lx-xo ) +  ------  <v-v0 >
dx t>v

24



entonces:

df , ( x , v , ; 3f , v x . v, ;
1 u O 1 u O .

------------- r +   s = -f. u  ,v, i
^ a i u O0X ¿?V

3f,(x.,v ) 0f ( x , y )
¿ O u 2 O u ^ r  +   s  = _ f  l x

9 x  d v

Se resuelve este sistema de ecuaciones Lineales y entonces:

x = r + xQ

y = S + V
U

Se reDite el orocedímiento hasta aue: 

r S  0 

s =  0

p a r a  estas condiciones 

f t i x . v ) = 0 

f g Cx.v) = 0

E j e m o l o :

S 2
f ( x , v >  = x + y - lOx + 8 = 0  

2
f^(x,v) = xv + x - lOv + 8 = 0

*f l 3fl
 = 2x-10 — ~

d x  d v

 = v +1  = 2xv-10
d x  d v

*0 = U 

v o  =  0
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-iOr + Os = -8 

r - lOs = -8

Resolviendo el sistema 

r = 0.8 

s = O.88

Entonces:

x = 0.8 + 0 = 0.8 

v = 0.88 + 0 = O.BB

Sustituvendo valores:

a f i d i  1
— *- = ex-10 = -a.H  = 2v = l.7t>
dx

p
— —  = v*"+i = 1.774** — = = 2xv-10 = -8.592

dx

f (x.v) =  X 2  +  V 2  -  lOx +  8 =  l.̂ tl*»*»
1 p

fg(x.v) = xv + x — lOv + 8 = 0.6191

Para la segunda iteración tenemos:

-8.<+ r + 1.76 s = - l . ^ l ^

1.77<*í*r - 8.592s = -0.6191 

Reso 1víendo:

r = 0.1918 

s = O . 11 lo

Como

r 0 O 

5 2  u

Procedemos a la siguiente iteración hasta aue

r 3? K 

s £  ?
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3.3. Método de Newton Raohson modi-icado.

La deducción de la siguiente ecuación se obtiene del método 

de Newton Kaohsan para la solución de una ecuación no lineal, pero si 

lo aplicamos para un sistema de n ecuaciones no lineales con n 

variables se tiene:

^ k k k
\ x. * x0 . .... X I

k+i _ k   i i 2__________n_____

* 1 * 1 d t 1 , k k k,
  ( X ,  X _ .......................... X )

1 d n
d x

1

De donde:

i = 1.2.

Ejemo lo:

Si se tiene el siguiente sistema de ecuaciones no lineales!

2 2 . 
f ,<x .v > = x - lOx + v + 8 = U
1 2 

f^tx.v) = x v  + x - 1 0 v + 8 = 0

y aplicando la ecuación anterior se tiene:



Para encontrar las raíces. se procede de la manera

nótente:

1. Se escoge un valor inicial *o'v <j v un criterio de

exactitud muv pequeño (¡f)

2. Se evalúan en este punto las funciones f^ v f_.

3. Se evalúan en este punto las derivadas de las funciones

f v fg con respecto a x y v.

Se sustituyen los valores calculados en los puntos 2 v 3

en las ecuaciones anteriores para conocer los nuevos

va lores.

5. Se repiten los pasos del 2 al k hasta que la diferencia

entre el punto nuevo v el anterior sea menor o igual al

criterio de exactitud.
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Cap 1 tu 1□ I I .

Técnicas para la elaboración de programas tutonales, 

interactívos, y de solución directa.

1. R r o g r a m a c 1¿n estructurada.

La característica que distingue a un lenguaje estructurado 

es su capacidad para c o m p a r tamenta 1 1 zar programa y datos. Esto

significa que puede separar y almacenar del resto del programa toda la 

información e instrucciones necesarias para realizar una tarea 

específica. Generalmente la compartamentalizaclón se realiza mediante 

subrut m a s , llamadas frecuentemente subprogramas, con variables 

locales, las cuales son temporales. En este sentido es posible 

escribir subrutinas tales que lo que sucede en ellas no causará 

efectos en otras partes del programa. El excesivo uso de variables 

globales (variables conocidas por la totalidad del programa) puede dar 

lugar a arrastrar errores en un programa, al no poderse detectar por

sus efectos locales. En una programación estructurada, todos los

subprogramas son funciones concretas o procedimientos.

Las funciones y procedimientos son los bloques que

constituyen una programación estructurada. Una tarea especifica en un 

programa se puede definir y programar separadamente en funciones y 

procedimientos. Después de depurar la funcidn o procedimiento. un 

programador puede contar con él para trabajar sin crear efectos 

secundarios en otras partes del programa. Todas las variables 

declaradas en esa función o procedimiento son conocidas silo por esa 

subruti n a .

En un lenguaje de programación estructurada al usar bloques 

de programa se crea un programa estructurado. Un bloque de código, es 

un grupo de sentencias del programa conectado lógicamente que se puede 

procesar como una unidad y están delimitadas por palabras clave
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dependiendo el lenguaje. El usar bloques de código crea programas 

legibles con una lógica fácil de seguir. Los bloques de código también 

ayudan a escribir programas mejores y libres de errores, porque el 

significado de cada sentencia está claro.

Un lenguaje de programación estructurada permite crear y 

mantener una biblioteca personal de funciones a la medida del usuario 

y permite separar archivos en código fuente.

2.- Bibliotecas de Procedimientos (TPU).

El elaborar un programa demasiado complejo significa que el 

programador empleará un sinnúmero de sentencias, ocasionando que el 

programa vaya creciendo. En la mayoría de estos programas algunas de 

las sentencias se repiten con frecuencia. Esto origina la creación de 

subrutinas, una subrutina permite estructurar el programa y disminuir 

el ndmero de sentencias compactando así el programa. El llamado a una 

subrutina, hace que el compilador vaya de un punto a otro del programa 

y cada vez que se hace un llamado se tendrá que compilar la subrutina 

dando como resultado que el programa sea lento.

Para solucionar este problema los lenguajes de programación 

estructurada permiten compilar una o más subrutinas en un archivo, al 

cual, se le da el nombre de unidad o bilioteca de procedimientos. Una 

vez compilada esta unidad queda residente en memoria y puede ser 

llamada en un sinnúmero de ocasiones desde cualquier otro programa sin 

la necesiadad de compilarla nuevamente.

Las ventajas que ofrece una biblioteca de procedimientos o 

unidad son:

1.- Programas más compactos

2.- Fácil identificación de posibles errores

3.- Programas más entendibles

<*.- Empleo de programación estrucurada.
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En otras palabras, la 

procedimientos o unidades permite 

bloques y despues unirlos como 

rompecabezas.

3.- Pilas, colas y árboles.

creación de bibliotecas de

seccionar nuestro programa en 

si estuviéramos armando un

Los programas están formados por algoritmos y estructura^ de 

datos. Un buen programa es una mezcla de ambos. Escoger e ímplementnr 

una estructura de datos es tan importante como las rutinas que manejan 

esos datos. Cómo está organizada y se accede a la información se

determina normalmente por el problema a programar. Por tanto, se

deduce que, como programador, debe tener en su "saco de artimañas" los 

métodos correctos de almacenamiento y recuperación para cualquier 

situaciin.

Las colas, las pilas y los árboles son el nivel final en la 

secuencia en que los datos se almacenarán y recuperarán. Cada uno de 

estos métodos proporcionará una solución a una clase de problema; cada 

uno es en esencia un dispositivo que representa una operacion 

especifica de almacenamiento y recuperación con la información dada v 

requerida. Los métodos comparten dos operaciones: almacenar un

elemento y recuperar un elemento, en el que el elemento es una unidad 

de información.

Colas.- Una cola es una lista lineal de información a la que

se accede en el orden "el primero que entra es el primero que sale".

El primer elemento situado en la cola es el primero que se saca. el 

segundo que se pone en la cola es el segundo elemento que se saca y

así sucesivamente. Este orden es la dnica manera de almacena; v

recuperar; no se permite acceder a un determinado elemento de la coló 

de forma aleatoria. Las colas son comunes en la vida diaria. Por

ejemplo una cola en un banco o en un restaurante de comida rápida

(excepto cuando se cuelan).
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Para entender como trabaja una cola veamos el siguiente

e jemplo:

Accion Conten i do de la cola

Almacenar en cola (A) A

Almacenar en cola (B) A B

Almacenar en cola (C) A

um

Sacar de cola, devuelve (A; B c

Almacenar en cola (D) B C D

Sacar de cola, devuelve (B) C D

Sacar de cola, devuelve <C> D

Pilas.- Una pila es lo opuesta a una cola, porque utiliza el 

acceso de "último en entrar primero en salir". Imaginemos una pila de 

platos: el plato de abajo de la pila será el último en usarse y el 

plato de arriba (el último plato puesto en la pila) es el primero en 

utilizarse. Las pilas se emplean en gran cantidad de sistemas de 

compiladores e intérpretes.

Para entender como trabaja una pila veamos el siguiente

ejemplo:

Acción Contenido de la pila

Almacenar en pila (A) A

Almacenar en pila (B) B A

Almacenar en pila (C) C B A

Sacar de pila, devuelve (C) B A

Almacenar en pila (D) D B A

Sacar de pila, devuelve (D) B A

Sacar de pila, devuelve (B > A
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Arboles.- Aunque puede haber muchos tipos de árboles, los 

árboles binarios son especiales, porque cuando est&n ordenados se 

prestan a búsquedas, inserciones y borrados rápidos. Cada elemento en 

un árbol binario, consta de una información con un enlace al miembro 

izquierdo y otro al derecho.

La terminología especial necesaria para discutir los árboles 

es un caso clásico de mezcla de metáforas. La raíz es el primer 

elemento del árbol. A cada elemento de datos se le llama un nodo (o a 

veces una hoja del árbol), y a cualquier trozo del árbol se le llama 

un subárbol. Un nodo que no tiene subárboles conectados a él se le 

llama nodo terminal. La altura del árbol es igual al niimero de capas 

por debajo que crecen de su raíz. A través de esta discursiort se 

piensa que los árboles binarios aparecen en la memoria de la misma 

manera que sobre papel, pero recordando que un árbol es solo una forma 

de estructurar datos en memoria y la memoria es de forma lineal.

En un árbol se puede insertar, borrar y acceder los 

elementos en cualquier orden, además de que la operación de recuperar 

no es destructiva y aunque son fáciles de visualizar, los árboles 

presentan problemas de programación difíciles. La mayoría d e, las 

funciones que utilizan los árboles son recursivas, porque el árbol en 

sí mismo es una estructura de datos recursivos; es decir, cada 

subárbol es un árbol.

Para poder entender esto veamos el siguiente ejemplo:
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Nodo raíz

Nodos terminales

h . Notación polaca

El análisis de expresiones constituye la parte medular de

todos los compiladores e intérpretes de lenguajes, debido a que en la

actualidad la m a y o n á  de las calculadoras emplean un analizador de

expres iones.

Es sorprendente que al introducir una expresión (cadena de

caracteres) en la calculadora nos de una respuesta inmediata. La

velocidad de respuesta depende de que tan eficaz sea el analizador de

expres iones.

Existen algunos analizadores que emplean la notación infija 

para elaborar el algoritmo de análisis, esta natación emplea la

siguiente lógica:

Operando Operador Operando

32 + 27

Algunos otros emplean la notación postfija, también llamaos
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polaca, que tiene la siguiente lógica:

Operando Operando Operador

35 57 +

Las ventajas de la notación postfija son las siguientes:

1. Una vez introducida la expresión en notación infiia, el 

procedimiento de análisis (conversión) separa v almacena en una pila 

los operadores y los operandos.

2. El almacenar en una pila los operadores y en otra los 

operandos nos permite ordenar de acuerdo a su prioridad a los 

operadores y asi el ¿ltimo operador en la pila es el de mayor 

príoridad.

3. Al término del análisis (conversión) la evaluación de la 

expresión es relativamente sencilla ya que se tiene ordenados a los 

operandos y operadores.

4. Se emplean pocas variables debido a que un nuevo 

valor parcial, se almacena donde el anterior.

Desventajas de la notación infija :

1. El análisis de la expresión origina la creación de un 

programa recursivo, ya que al analizar término por término de la 

expresión tiene que recorrer diversos niveles de procedimientos para 

identificación y almacenamiento de resultados parciales.

2. La expresión tiene que ser varias veces recorrida 

^examinada) debido a que se comparan los términos para determinar cuál 

es el de mayor prioridad.

3. Se utilizan muchas variables, para las cuales se debe 

asegurar, que cada vez que se emplee este procedimiento deben ser 

inicial izadas correctamente.
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Ejemolo:

Dada la expresión en notación infija :

(A+B >/(C-D >

realizar la conversión a notación postfija:

El programa arrojarla el siguiente resultado:

AB+CD-/

Como se puede observar la división \/> en este caso. tiene 

una prioridad secundaria, debido a que se deben realizar las 

operaciones de suma (+) y resta C-) en primer orden, o sea que para 

evaluar la expresión únicamente tenemos que ir de izquierda a derecha.
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III. Elaboración de programas t u t o nal es

1. Características y diseño

Hace algunos anos, cuando en las escuelas de Ingeniería del 

país se impartían los cursos de métodos numéricos, los alumnos 

empleaban demasiado tiempo en encontrar la solución de algún problema 

especifico, debido a que con la regla de c&lculo era casi imposible 

terminar un examen de fin de semestre.

Con el avance tecnológico empezaron a surgir computadoras

con mayor velocidad en el procesamiento de datos, esto trajo como

consecuencia la ampliación de los programas de estudio y la 

posibilidad de revisar varios métodos para cada tema en particular y 

así poder determinar cual método es más rápido, cuál tiene mayor grado 

de exactitud, cuál converge más rápido a la solución y en fin una 

serie de parámetros que nos guían hacia la selección correcta del

método de acuerdo al problema que se tenga.

Actualmente se pretende explotar al máximo los beneficios 

que ofrece una computadora con una alta velocidad de procesamiento, y 

una de las formas de lograr esto, es la creación de programas 

tutonales. Un programa tutorial es aquel que tiene como fin , valga 

la redundancia, ser el tutor del usuario en el aprendizaje de algún 

tema en particular de una forma amena, ligera y cordial.

Al diseñar un programa tutorial, se debe considerar la

problemática existente en la relación profesor-alumno, esto es, no 

siempre es válido que un profesor que domine el tema, pueda trasmitir 

de una forma clara sus conocímiemtos hacia el alumno, esto se debe a 

dos causas principales: que el profesor carezca de una correcta
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métodolog í a de ensenanza y que e 1 alumno tenga poca capacidad de

aprendizaje. Tomando en cuenta 1 o anterior podemos visua1 i zar que st?

debe tener cuidado en el di seno de este tipo de programas, ya que

estos deben de al menos igualar a 1 profesor. Lo cual nos 11eva a

revisar una método log1 a de ensenanza aplicable a un programa.

Si consideramos que el programa tutorial debe imitar al 

profesor entonces, este tendrá que cumplir con las siguientes 

características:

Asi como el profesor se apoya en materiales didácticos para 

impartir su cátedra, para este caso el programa tutorial deberá 

presentar efectos gráficos, visuales, de sonido, cambios de color e

intensidad, diferentes tipos de letra, etc., en fin hará uso de

aquello que permita mantener la atención del usuario fija en el tema.

Cuando un profesor se extiende demasiacjo en un tema ocasiona

que el alumno pierda interés, por tanto el programa tutorial deberá 

presentar el tema lo más conciso y exacto que sea posible teniendo 

cuidado en remarcar los puntos importantes del mismo.

El programa tutorial debe ser de fácil acceso, presentado 

mends que lo lleven hacia donde el usuario necesite ir, tomando en 

cuenta, que existe la posibilidad de cometer errores en el momento de 

tener acceso al programa, debido a esto, se debe invalidar cualquier 

posibilidad de que el alumno incurra en errores contando con 

secuencias de escape

Generalmente el alumno se siente presionado por el profesor 

y por este motivo se guarda las dudas que pueda tener por temor a 

verse ridiculizado, en el caso de un programa tutorial el alumno no 

tendrá porque verse intimidado, debido a que el programa no lo regana.



Por último se contempla que el usuario debe tener ciertos 

co .ímientos preliminares al tema de interés, en el caso particular 

de los métodos numéricos, se supone que el alumno ha asistido a cursos 

de álgebra, geometría y trigonometría, ya que sin estos ni el mejor 

profesor, ni el mejor programa tutorial podrán asisitir en el proceso 

de la ensenanza.

2. Validación y pruebas

La validación de un programa tutorial es un procesa que va 

de la mano con la escritura del mismo, por tanto es un proceso

continuo, si no se validara al tiempo que se escriben las rutinas,

esto ocasionaría que al validar el programa completo,se encontrarían

demasiados errores y al tratar de identificarlos emplearíamos mucho 

tiempo .

El trabajar con gráficos da como consecuencia que se tenga 

que validar frecuentemente el programa debido a que se emplean 

coordenadas en pantalla (pixels) y en general los gráficos deben de 

presentar una distribución correcta en la pantalla. Otro aspecto 

importante es cuando se emplean pausas para que el usuario del

programa tenga el tiempo necesario para poder leer y asimilar lo

presentado. Cabe mencionar que se debe repetir cuantas veces sea 

necesario el proceso escritura-validación hasta que se tenga seguridad 

de que no existen fallas.

Lo anterior nos conduce a establecer, que quizá la 

característica más importante de un programa tutorial, es su diseño a 

prueba de errores.
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Una vez concluida las etapas de esri tur a-va 1 idación del 

programa, este debe someterse a pruebas con diferentes tipos de 

usuarios con la finalidad de registrar información de las posibles 

anomalías que presente el proarama durante su corrida. La ínformariJn 

obtenida nos diri si el programa est¿ calificado o no para fungir como 

tutor. En el peor de los casos es necesai 10 volver a la etapa d<- 

diseno, auxiliándose de la información recabada.

3. Presentacidn de un programa tutorial pantalla a 

panta1 la

A continuación se muestra una corrida completa de un 

programa tutorial pantalla a pantalla, en este caso sobre el tema de 

solución de ecuaciones no lineales por el método de Newton Raphson. 

Para esta secci&n se emplearan párrafos descriptivos cuando se 

requiera hacer notar algíin elemento importante.

La metodología que sigue el programa tutorial es:

1.- Presentar las bases teóricas del método.

2.- Realizar un ejemplo sencillo, tanto gráfica (cuando 

aplique), como analíticamente.
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TUTORIAL PftPf1 ECUACIONES NC USEALES 
POP EL riETÜÚO DE HEMTCN RAIGON

Este* netodo  encuentra  una  nueva  a p r o x im a c ió n  a i a  
n l z  x d* l á  e c u a c iá n  ¡

f(x? = 0

a D s r ú r  de  un v a lor  i n i c i a l  x0 y l a  d e r iv a d a  de 
l a  f jr ic i i jn !  V Í ' á)  c o n  l a  +órruula :

ftxj)

f ' ( x x>

ñ ccrtinuadtfn se mostrará un ejsuplo  

<Enter> Continua' <Esc> S a lir

Identificaciah  I
! »

Ej arpio : Sea ia  ecu a c ió n 1 Kx)=2-x^

2-x - = C í  f'Cx)=-2*x

! Ii _
Usando el valor in ic ia l  *0=0 .5  y aplicando la
ecuación M  se obtiene :

2-Í0.5Í2
y, = 0 , 5 -------------------= 2.25

-2w0.5)

q ji  es la  nueva aproximación a la  ra íz .

Una in terpretadrfn  g rá fica  se nuestra a contiruaddn

<Enter> Continuar <Esc> S a lir
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La grá fica  de la  fundón f(x)=2-x2 en el in terva lo  | 

[-1,2.53 es¡_______________________________________ |
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<Enter> Ccntinu.a' (Esc) S a lir

Usando el valor xj=2.25 y aplicando la  

ezuacitín (1) se ottiene :

2-i 2.25)2 
x? * 2«¿5 -  — -  1.5?

-2*6(2.25)

que es la  nueva aproximación a la  ra íz . 

Una interpretad¡fn  grá fica  ss muestra a continuad ¡ín 

<Enter> Continuar <Esc> S a lir

43



<Enter> Continuar <Es:> S a lir

Usanao el valor x ^ l.5 7 u aplicando la  

ecuación (1) se obtiene ;

¿-(1.57)2

x3 a 1 .5 7 -------------------------  1.42
-2XK1.5 Ti

que es la  nueva aprotótnacidn a la  ra íz .

Una interpretación g ráh ca  se muestra a continuad cín

<Enfer> Continuar <Esc> S a lir
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La intersección  de la  tangente con el e je  x es la  

nueva aproximación que es la  ra iz ___________

-4.21

<Enter> Ccrtiruar <Esc> S a lir
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IV.- Elaboración de programas inteiactivos

Características / diseño.

Una vez concluida la etapa de desarrollo de programan 

tutonales, con el fin de que el usuario pueda darse cuenta del qi dila 

de conocimientos adquiridos, es necesario crear programas interactivos 

en los cuales la participación del usuario sea fundamental.

Un programa interactivo se caracteriza porque hace que el 

usuario proporcione resultados de las operaciones que se efectúa! 

durante el seguimiento del mfetodo v evaláa las respuestas 

proporcionadas por el alumno, asi como le nieqa el acceso a una partfc 

posterior del programa sin haber cumplido satisfactoriamente con la 

parte actual. Y de este modo si el alumno po ha adquirido los

conocimientos necesarios pueda optar por regresar a la sección 

tutorial. De esta forma, se logra un modelo de ensenanza-aprendi;aje 

m k s  optimo.

Los programas interactivos, por tanto, deben contener 

procedimientos de evaluación de resultados eficientes, ya que

cualquier error en el programa ocasiona que el alumno tome un pobre 

conocimiento del tema.

Para apovar al usuario en la parte de operaciones 

aritméticas, el programa cuenta con una calculadora para este fin, y 

así impide que el usuario se distraiga en conseguir una. De io 

anterior podemos presumir que el reauisito indispensab1p para eJ

usuario son GANAS DE APRFNDER.
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La metodología que presentan los piojramas interactivos es 

la siguiente:

1. Se presenta la(s) ecuacion(e s ), qje se emplean para la 

resolución del problema específico.

2. Se marcan los pasos del método tal como =-e expusieron tn 

la parte tutorial para que el usuario pueda ubicarse.

3. El programa sustituye los valores en la(s) ecuacicnits) 

por resolver de modo que el usuario aprenderá a realizar las 

sustituciones correctamente.

4. El alumno proporcionaré los valores que le sean 

solicitados v podrá hacer uso de la calculadora para facilitarle las 

operaciones.

5. Si el alumno llegara a cometer alg&n error, el programa 

se lo hará saber para que intente nuevamente.

6. Se emplean cuadros de iden*- ficaciin como ayuda al 

usuario para reconocer las funciones y deriv idas.

2. Presentacidn de un program.» interactivo pantalla a 

panta11 a .

A continuacidn.se ilustra paso e paso las diferentes 

pantallas que se presentan en el programa tutorial para la solución de 

sistemas de ecuaciones lineales por el método de Gauss Jordán.
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INTEPACHUQ P ffti SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 
POR EL riETOCü DE ELIHIHftClCN DE 5AUSS-J0RDAN 
Haga.'íos ahora un e j e n ia c .
Se t;ene el sistema:

5 síi + 2  y + 1 x? -
i —  -j

S

2 + 1 ><2 ~ I -''3 =
C

3 <\ - 1 ^  -  4 :*? =1 * W*

La matriz aumentada es entonces:

- 2

5 + 2 + 1 = 8

2 + 4 -  1 = 5

3 -  1 -  4 = -2

INTERACTIVO PARA SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 
POR EL METODO DE ELMINflCXGN DE GAUSS-JORDAN 
La matriz aumentada es entonces:

5 + 2 + 1 = 8

2  + 4 - 1  = 5

3 - 1 -  4 * -2

PRIMERA ETAPA DE NORMALIZACION (F ila  PLvotesl) 
Divídanos ahora la  primera f i la  por 5 ¡

*1,1 = 1 

al.2 =
Anota aquí tu respuesta

2 /5
O.^IOOOO

<SB> Limpiar 

<Esc> S a lir
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ÜMTEPfiC'lUO PARfi SISTEMAS DE ECUACIONES LlhEALES 
POR EL Í1ETODO DE ELIHIhñCJQN DE SAUSS-JORDPh 
La matriz aumentada es entonces:

5 + 2 + 1 = 8

2 + 4 -  1 = 5

3 -  1 -  4 = -2

PRIMERA ETftPfi DE NORMALIZACION ( f i la  P ivote:l) 
Dividamos ahora la  primera f i la  por 5 :

al , l  s  1

al , 2  = °*4

al,3  = ° - 2

3l ; 4 =

<Enter> Continuar <Esc> Sa lir

Entonces tenenos:
1 + 0.4 + 0.2 = i.é

É j  + 4 -  1 = 5
3 -  1 -  4 = -2

PRlrlERA ETAPA DE ELIMINACION Elemento Pivote! 12,1]

Ahora tomemos la  primera l i l a  « u ltip licada por 
e l negativo de 2 y súmenosle la  segunda f i la  

-2*<1 + 0.4 + 0,2 = l.¿>
+ <2 + 4 - 1 = 5 )

32 i *

Anota aqui tu respuesta

<Fl Ca lcu lador a <F2>Iniciar
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Entonces tenelínes
1 + 0.4 + 0.2 = U
É  + 4 -  1 = 5
3 -  1 -  4 = -2

PPIlERfl ETñPñ CE ELIMINACION Elemento Pivote; [2,1]

Ahora tcnenos la  peinera f i la  m ultiplicada oor 
el negativc de 2 y ¿únenosle la  segunda f i la

-2*<1 + 0.4 + 0.2 = l.é )
+ (2 + 4 -  1 = 5 )

«2,1 = 0 0 
a j  ̂ S ERROR

^  Anota aqui tu respuesta

<Fl>Calajladora <F2>Irdciar

Entonces teneraos:
1 + k 4  + 0. 2  s  l .é

0  + 4 -  1 = 5
3 -  1 -  4 * -2

PRIHERA ETñPñ CE ELIMINACION Elemento Pivotes [2,13

Ahora t o r c o s  la  primera t i la  Multiplicada por 
el negativo de 2 y sígnenosle la  segunda f i la

-2*<1 + 0.4 + 0.2 = l.é )
+ (2 + 4 -  1 = 5 ?

“ 0 0 3.2 -1.4 1.8

3 ^ 2  = 3.2

*2,3 =

*2,4 = l lS

\Enter> Ccntinuar <Esc> S a lir
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Entonces tenemos!
1 + 0.4 + 0,2 = 1,6
0 + 3.2 -  1.4 = 1.8
S ) - I -  4 * -2

SE6UNÜA ETñPñ DE ELIMINACION Elemento Pivote: [3,1]

Phora tonenos la  panera  f i la  m ultiplicada Dor 
el negativo de 3 y súmenosle la  le rce ra  f i la

-3*<1 + 0,4 + 0.2 = l.é)
+ (3 -  1 -  4 = -2 )

a3J = D 0 -2.2 -4.6 -é.S

&■> * = -2.2

*3,3

*3,4

= -4.6  

= -6 . 8

<Enter> Continuar <Esc> S a lir

Entonces tenemos: , „  „ . .
1 + 0.4 + 0.2 = l.é
O + 3.2 -  1.4 = 1.8
0 -  2.2 -  4.6 = "6 . 8

SEGUNDA ETflPfi CE NORMALIZACION (F ila  P ivote:2) 

Di vi danos ahora la  segunda f i la  por 3.2:

a2,l = 0

a2,2 = 1

^2.3 = "0*43?E

32 4 = 0.5625

<Ehter> Continuar <Esc> S a lir
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Entonces te n a g a i. , .
i  1V  Q. 4 + 0. 2  = l.é
0 + 1  - 0.4375 = 0.5625
0 -  2.2 -  4.6 = - 6. 8

PRIMERñ ETñPñ OE ELIMINACION Elemento Pivote: [1,2]

Ahora tonenos la  segunda f i la  m ultiplicada por 
el negativo de 0.4 y súmanosle la  primera t i la

-0 ,4«(0 + l  -  0.4375 = 0.6625)
+ <1 + 0.4 + 0.2 = 1.6 )

aM  * l  1 0 0.376 1.375

v = 0
ai,3 ■ 0-375 

a j/4 = 1.375 

<Enter> Continuar <Esc> S a lir

Entonces tenenos: 
l  + 0 
0 + 1

+ 0.375 = 1.375 
-  0.4375 = 0.5625

0 -  2 . 2 -  4.6 = - 6. 8

SEGUNDA ETAPA DE ELIMINACION Elenento Pivote: C3,23

Ahora tomemos la  segunda h la  m ultiplicada por 
el negativo de - 2 . 2  y sumemosle la  te rcera  t i la

2.2»C0 + l  -  0.4375 = 0.5é255 
+ <0 -  2.2 -  4.6 = - 6 . 8  )

* A  =
0 0 0 -5.5625 -5.5625

an¡ a  s j

a 
Jg

•m 
'*■ 

* 
00

>
II 

II -5.5625

-5.5625

<Enter> Ccntinuar <Esc> S a lir
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Entonces teñerais; 
l + 0 
0 + 1 
0 + 0

+ 0.375 * 1.375
- 0.4375 = 0.5625
- 5.5625 = -5.5625

TERCER ETftPrt DE NORMALIZACION íF ila  Pivoteé)

Ornetenos ahora la tercera f ila  por -5.5625;

33.1 s 0

*3,2 5 0
*3,3 s i

a3,4 "  1

<Enter> Continuar <Esc> Salir

Entonces tenemos; 
l  + 0 
0 + l 
0 + 0

!+ 0.375 = 1.375 
-  a  4375 = 0.5625 
+ l = 1

PRIMERA ETAPA LE ELIMINACION Elemento Pivote; [1,33

£hora toroenos la  tercera  f i la  M ultiplicada por 
el negativo de 0.375 y símenosle la  primera f i la

-0.375*(O 
+ <1

+ 0 + 1  = 1  > 
+ 0 + 0.375 = 1.375 )

1̂.1 a l  1 0 0 1

v = *
*1,3 5 0

V  = 1

<Enter> Continuar <Esc> Sa lir
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Entonces tenemos:
1 + 0 + 0 = 1
0 + 1 i -  0.4375 = 0.5625
0 + 0 + 1 = 1

SEGUNDA ETAPA DE ELHINñCICN Elemento Pivote: [2,33

Ahora tomemos la  tercera  f i la  m ultiplicada por 
el negativo de -0.4375 y su íe io s le  la  segunda f i la

0.4376»(0 + 0 + 1  = 1  ) 
+ <0 + 1 -  0.4375 = 0.5625)

• y  s 0 0 1 0 1

s 1

¿2,3 = 0

32,4 = 1

<Ehter> Continuar <Esc> S a lir

Entonces tenemos;
1 + C + 0  * 1
0 +  1 + 0  =  1
0 + 0 + 1  = 1

Luego, la  sclucion del sistena propuesto esi

X* = l
O

\Enter> Continuar <Esc> S a lir
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v.- Elaooración de Proaramas de Solución Directa

i. Características v diseño.

t£sta Darte está dedicada a investíaadores e ingenieros aue

en su rutina diaria tenaan necesidad de resolver ecuaciones no 

lineales, sistemas de ecuaciones lineales v no lineales y no dispongan 

de mucno tiempo oa'rf coder resolverías. La labor del usuario solo

consiste en capturar la o las funciones a resolver v la labor del

programa es urooorcionar los resultados en un tiempo muv corto v con

oran exactitud.

Un orograma de solución directa debe de 

analizaaor de expresiones eficaz. el cual debe 

siauientes cualidades:

l . - I d e m  i f i ca 

durante la caotura de la 

sintaxis ocurren cuando 

olvidar cerrar o abrir 

luntos.

c.— Pronibir ei empleo de teclas gue no sean necesarias para 

la captura de información, esto es: si en aiouna parte del oroprama el 

usuaria tiene aue introducir algún valor numérico, se debe invalidar 

ei acceso oe cuaiauier otra tecla.

3.- Identificar ios posibles errores matemáticos aue sur ian 

al dar vaior a las variaoles. Los principales errores matemáticos aue 

puden ocurrir son: la división entre cero v la raiz cuadrada ae un 

número neaativo

h .- Al capturar la expresión aeoe permitir al usuario ppder 

correair los errores Que cometa, esto se hace presionando la tecla de 

retroceso v permitiendo correair el error.

lc.s posibles errores de sintaxis aue ocurran 

información. Los principales errores de 

tecleamos dos operandos sin operaaor, ai 

aiaún paréntesis. al poner dos operandos

contar con un 

presentar ías
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5.- Fermitir e¡ uso de asignaciones. se pueden realizar 

as ionaciones. o sea, proporcionar vaiores a variables Dará aesoues 

emplearlos en operaciones posteriores del mooo siguiente:

Asignando:

2.50000

frabaiando con la variable:

3*A 

7.50000

Un programa de solución directa para un método numérico 

culauiera debe realizar lo siquiente:

a. Pedir al usuario lais) funcion(es). esto es. si vamos a 

resolver una ecuación no lineal oor el método de Newton Raphsan. el 

usuario tendrá que orooorcionar una ecuación no lineal en función de 

una sola variable, de la forma:

f (x i-v

b. Pedir al usuario la derivada de cada función. esto es. 

si estamos resolviendo una ecuació no lineal por el método de Newton 

Raphson. tendremos aue proporcionar la derivada.

c. Evaluar con el criterio de exactitud requerido. esto 

depende de la raíz ae la variable gue estemos buscando. por ejemplo: 

si estamos buscando una presión de vapor en psia tendremos que emplear 

un criterio de exactitud oe ?=0.u001. pero si estamos buscando una 

temperatura en grados centíorados bastará con u criterio de exactitud
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ce ?=0.1. La fórmula Dara evaluar el criterio de exactitud aue utiliza 

i i oroarama es la siguiente:

I* ~ x ,1 s ?' n n-1 1

d. Pedir el vector de valores iniciales. Para alaunos 

métodos, es importante seleccionar un buen valor inicial, va que esto, 

avuda a encontrar o no con mavor raoidez la solución.

e .  P r o p o r c i o n a r  l o s  v a l o r e s  d e  l a s  r a í c e s  c u a n d o  e x i s t a n .

El proorama de solución directa debe contar con subrutinas 

para analizar si con los valores iniciales v el criterio de exactitud 

requerido se puede llegar a la solución. De modo contrario deberá 

emitir un mensaje el cual explique porqué no se encontró la solución, 

esto es:

Si el valor inicial fue mal elegido.

5i llegado a un número determinado de iteraciones no

converge el método.

Si existen errores matemáticos i indeterminaciones).

Como puede observarse la lóqica del proorama de soiucion

directa es muv sencilla v casi no se presentan pantallas descriptivas,

pero exige de la habilidad de un buen programador.

Con este tipo de programas el usuario que hava concluido

con las etapas tutorial e interactiva podrá comorobar los resultados

obtenidos en éstas.
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é . Presentación de un proorama de solución directa pantalla 

a pantalla.

h  continuación se muestra una corrida pantalla a pantalla 

del oroarama ae solución directa ae ecuacion?s no lineales por ei 

método de Newton Raphson.
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SOLJI-ION DIPECTi PnPfi EXPCIONES NO LINEALES 
POR EL NETOjO DE NEJTCM RAP-iSCN 

Introduce la  Fuña en

<Fl> I n d a r  <Esc> Sa lir

SOLXION DIRECTA PARfl ELACIONES NO LINEALES 
POR EL METODO DE NEÍ4TCN RAPHSON 

Introduce la  Funden

|2«JÍ+1C*£-X
Dos o ras variables

<SB> Nuevo intento <Esc> S a lir

59



SHL'JCIQN DIRECTX PfiPñ EClfCIONES NO LIÍO l ES 
POR EL riETODO DE NEJTON RAPHSON

Fara la  función:

W iW úM *M iM > X-2Q  

Introduce la  Derivada:

<Fl> In ic ia ' <Esc> Sa lir

SOLUCION DIRECTñ PñRft ECUACIONES NO LINEALES 
POR EL HET0DÜ DE NEUTON RftPHSON

Para la  función:

<*XtfM*KiX+l>)f-2Q 

Introduce h  üerivaea:

3'«»S

<SB> Muevo irtento  <Esc> S a lir
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SOLUCION DIRECTA PliPñ ECUACIONES NO LINEALES 
POR EL METODO DE NEJTCN RhPHSGN

Fara la  función: 

x*XtfM*K£<+l>)<-2ü

La derivada ess 

jiV*x-l:

! -ílor in ic ia l Xo s 1 

Con una Tolerancia = 0.0001

Error en la  derivada o ra iz  imaginaria

<F1> Nuevo Intento <Esc> S a lir

SOLUCION DIRECTA FARft ECUACIONES NO LINEAuES 
POR EL METODO OE NEHTCN RAPHSON 

Para lá  función:

K*M+2*X*3t+10*X-20

La derivada es:

3*;<«X+*m+lO

la b - ' in ic ia l £o = 1 

Ccn una Tolerancia " 0.0001

La 'ais 1.36381

<Esc; Sa lir
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Conc iusiones

Consideramos aue el presente traoaio será ae aran utiiidaa

□ara el a D r e n d i z a i e  de los métodos numéricos. Cada sección ha siao

valuada v sometida a pruebas para lograr este objetivo.

L o s  T ' u n o a m e n t o s  sobre métodos numéricos exouestos han sido 

cuidadosamente revisados D o r  la Academia de Matemáticas v reconocidos 

autores en la materia.

Este programa tiene un alto grado de oriainalidad 

-nos poder concebirlo. Las criticas serán de gran avuda 

lejoramiento del mismo.

El proorama actualmente cuenta oara la sección de solución 

oe solución directa con el método de Newton Raphson. v se espera se 

integren algunos otros métodos.

En el semestre 1993-1993 el programa será sometido a orueba

cor estudiantes de los cursos de matemáticas de so. v 5o. semestre de

la carrera de Ingeniero Químico Industrial.

Se busca que con este tipo de trabajos se motive a los 

alumnos a crear otros nuevos proaramas aue les avuaen en las Distintas 

-amas del conocimiento.

v 1 levó 

□ara el

62



BiblioaraTia

Computer dcience ih First uourse)

Forsvthe. A. I . 

r-eenan . F . h .

John Wilev and Sons. Inc.

Second E.dition

N u m e n  cal Ñnalvsis 

Burden. Richard I ■

Fa x r e s . J . Doug1 as 

PUS Boston 

Thiro Edition

Hdvanced Turbo Pascal: Proaramminq and T e c h m a u e s  

Sch i ldt. Herbert 

Me Graw H i 11. lnc.

First Edition

Métodos Numéricos D a r a  Ingenieros 

Steven C . Chagra 

Me Graw Hi 11.

Primera Eaición

63



H n e x o  

Manual del Usuario

Laracteristicas v requerímiento del oroarama.

1. Características.

Este programa está elaborada en lengua ie de proaramación 

Turbo Pascal, versión 5.5. Todo el programa está hecho en modo orifico 

□ara tarjeta de video M CG A .

Consta de una rutina que le permite correr con cualquier tipo 

de tarjeta de video a excepción de la tarjeta Hércules.

Fue elaborado para trabajar en monitores a color. pero 

puede correr en monitores monocromaticos. Aunque para poder apreciarlo 

en toda su maqnitud es mejor correrlo a color.

Este Droqrama se elaboró en una IBM PS/2 modelo 25 v va que 

el I.P.N. cuenta con este tipo de computadoras no se tendrán problemas 

al correrlo.

Cuenta cor, secuencias de escape, las cuales se presentan en 

las etapas que consideramos se requiere v oara su buen funcionamiento 

deben de respetarse.

64



Cuenca con un analizador de expresiones recursivo, un 

graficador de alta resolución v una calculadora inteorada.

2. Reduerimientos

5e reauiere como mínimo 350 Kbvtes en memoria RhM. va aue el 

programa consta de 55 archivos que ocupan 34h Kbvtes.

Puede correr en cualauier tipo de tar jeta de video a 

excepcid de la tarieta Hércules.

Excelente para IBM P5/2 modelo 25 monitor a color. pero 

corre en cualauier PC compatible, va sea monocromática o a colores.

3. Organización

El programa ejecutable se llama TMN.EXE v cuenta con

bibliotecas de procedimientos, asi como drivers para las distintas

tarjetas de video y fonts para distintos tipos de letra.

Cuando se ejecuta el programa TMN hace uso de las

bibliotecas de procedimientos de acuerdo a la opción del usuario.

•+. Procedimiento para ejcutar el programa.

1.- Todos los archivos que utiliza el programa están en el 

directorio raíz del diskette que se le proporciona, asi que para poder 

ejecutarlo solo basta teclear en la unidad A:> lo siguiente:

A : .> TMN

v presionar la tecla ‘-Return>.
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2.- Si se Quiere ejecutar desde un disco duro hav que crear 

un subdirector 10 con el nombre de METODOS en la unidad C:,> v realizar 

las siguientes instrucciones:

C:>MD METODOS (.Return;

C:>CD METODOS <.Return>

C:>COPY A:*.* <Return->

C : >TMN

A continuación se muestran las cantal las de entrada al 

programa, en los capítulos posteriores se ilustra como trabajan los 

métodos.

Nota. Es importante que se sigan las instrucciones al pie de 

la letra de los mensajes que aparecen durante su ejecución, va que de 

modo contrario el programa continuará con su ejecución sin el correcto 

seguimiento del usuario.

Cuando se emplee la calculadora integrada v se empleen 

ndmeros decimales se debe anteceder el 0 (cero; al punto decimal.

5.- Instrucciones para emplear la calculadora durante los 

programas interactivos:

a). Cuando el usuario tenga la necesidad de realizar 

operaciones matemáticas en alguna parte ael programa aparecerá un 

mensaje como se muestra a continuación:

<F1> C alculad ora <F2> I n i c ia r

<F1> Calculadora Quiere decir que presionando la tecla F1 

se tendrá acceso a la calculadora.
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<.F2> Iniciar uuiere decir aue presionando la tecia h 8 se 

podrá introducir ei resultado solicitado cor ei Droorama.

b; h i presionar F1 aparece un recuadra aue simula un disoiav 

de una calculadora v aparecen los siguientes mensa.jes:

'SÍO Limpiar 

<Esc> Salir

<SB> Limpiar Uuiere decir aoe presionando la barra 

espaciadora se limpia la pantalla v cada vez que hadamos una operación 

y la calculadora proporcione ei resultado se deberá limpiar la 

pantalla antes de efectuar la siauiente operación, de modo contrario 

se encimará la nueva operación con la actuai.

<£sc> Salir Quiere decir que presiqnandd la tecla Esc 

podremos salir de la calculadora v continuar en el programa.

c) 5e pueden realizar asianaciones. o sea, proporcionar 

valores a variables, para después emplear estas en operaciones 

posteriores, para entender esto veamos el siguiente ejemplo:

<SB> Limpiar 

<Esc> Salir

Trabaiando con la variable:

<SB> Limpiar 

<Esc> Salir
3#A

7 5 0 0 0 0

Asignando:

A =2. 5 

2 .5 0 0 0 0
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d) Todos los puntos anteriores, a excepción del punto c>, 

también aplican para la captura de funciones v derivadas para el

programa de solución directa, con la restricción de aue se debe de

trabajar con la variable X para ambos casos.

e) El paquete cuenta en la-sección de proaramas t utonales 

e interactivos con los siguientes métoaos:

- Newton Raphson, para la solución de ecuaciones no 

1ineales.

- Eliminación de Gauss-Jordan, oara la solución de sistemas 

de ecuaciones lineales.

- Newton Raphson, para la solución de sistemas de ecuaciones 

no 1ineales.

En la sección de programas de solución directa :

- Newton Raphson, para la solución de ecuaciones no

1ineales.

A continuación se muestran las pantallas del meníi principal 

y de los submeniis para la elección del tipo de problema y mÉtoao:

68



I
I

TUT3RIAL EN HET03C5 M Q I C Q *

1. -Ecuaaor.es No Linsale*

2.-Sistensas de Ecuadores Lineales

de Ecuadores No Lineales

-Salida

Selecciona tu opcion ; 1

ECUACIONES NO LINEALES

f _ “

I 1,-T jto r ia i

¡
¡ 2.-Interactive
i

| 3.-SolLCion Cirecta  

! 4,-fteriu Principa l

Selecciona tu opcion : 4

69



SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

L -T jto r i= ‘.

2 . -I ~tter ac*i v:*

3. -Ttenu Principal

Selecciona tu opcion i

t

i

I

SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES

r
1
1

1 1.-T jto ria l
1
!

1
!

1 2 , -Inter activo
i

í
1
i

i

! 1-ftenu Principal

i

í
1
t
i
i

Selecciona tu opcion ¡
i"
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