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Resumen

En el Capitulo 2 se considera el problema vectorial de Sturm-Liouville para sistema con
un pardametro pequeno cerca de la derivada. Se construyen las soluciones asintéticas para los
valores y vectores propias en el caso cuando el sfmbolo del problema tiene valores propios de
multiplicidad variable. También se determinan las condiciones de cuantizacién para el problema
de Sturm-Liouville en el caso de las caracteristicas de multiplicidad variable.

Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con un pardametro pequeno cerca de la derivada
con la matriz de la forma A(t) + hB(t) se consideran en el Capitulo 3. En este capitulo se
desarrollé un nuevo método para la construccién de las soluciones asintéticas de multifase en el
caso cuando la matriz A(t) tiene tres o mé&s raices caracteristicas que coinciden en el punto de
cambio de multiplicidad.

En el Capitulo 4 se considera un sistema de ecuaciones diferenciales parciales real hiperbdli-
co con un pardmetro pequeno cerca de la derivada y se desarrolla un nuevo método para la
construccién de las soluciones asintdticas de multifase.
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Abstract

In the Chapter 2 the vector Sturm—Liouville problem for the system with a small parameter at
the derivatives is considered. Asymptotics of eigenvalues and eigenfunctions for the case in which
the symbol of the problem has eigenvalues of variable multiplicity, and the quantization conditions
for the vector Sturm-Liouville problem in the case of characteristics of variable multiplicity are
constructed .

Linear system of ordinary differential equations with a small parameter near the derivative
with the matrix of the form A(t) + hB(t) is considered in the Chapter 3. A new method of
construction of the multiphase asymptotic solutions for the case when the matrix A(t) has three
or more coinciding characteristic roots at the multiplicity point is proposed.

In the Chapter 4 a real hyperbolic system of partial differential equations with a small pa-
rameter near the derivative is considered and a new method of construction of the multiphase
asymptotic solutions is proposed.



Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo de tesis estd dedicado a la construccién de las soluciones sucesivas locales y
globales de las ecuaciones diferenciales, con un pardmetro pequeno cerca de la derivada, de la
forma

o0 N+r(N) n
_ - = - .
L(:c, zhax,h>uN(x7h) O(h ),erfo, (1.1)

aquf h € (0,1], N € Ng,z = (21, ...,2,), O (hN) - es una funcién C* (),) con respecto a x, tal
que
|0 (™) < CyhN en (2,h) € Q, x (0,1], (1.2)

uy = Zjvzo vj (x, h), donde v; (z,h) € C* (Q,) paratodo h € (0,1],y v; (z, h) € C (2, x (0,1]).
Las funciones v; (z, h) en ), satisfacen las estimaciones

lvj (z,h)| < Cjh7, (1.3)
donde ¢; — +00 cuando j — +o00. Se supone que r (N) es tal que

i "V

N—oco N =0

Note que de aqui se sigue que o; > —a? (para una constante real a). De la estimacién (1.3)
fue demostrado (en los trabajos de L. Hormander, Erdelyi) que existen funciones finitas x; (h)
satisfaciendo

Sop x;4+1 (h) C Sop x; (h)

y tales que la serie

o0

w(z,h) = x;(h)vj (z,h)

j=0

es convergente y la funcién u (z, h) satisface la ecuacién
L0 00
L|z, —zh%ﬁ w(z,h) =0 (h™) en Q.

La funcién u (x, h) se llama la solucidn asintdtica con presicion O (h™) . Pegando de algiin modo
las soluciones locales en diferentes dominios €2, se obtienen las soluciones globales en R las cuales
se usan para obtener las condiciones de cuantizacién para los problemas de mecdnica cudntica y

para demostrar los teoremas de existencia para los sistemas no estricamente hiperbdlicos.

1
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Las ecuaciones con un pardmetro pequeno cerca de la derivada surgen en la mecénica cudntica
(al elegir una escala adecuada). Por ejemplo la ecuacién de Schrédinger para una particula con
masa m en un campo externo V (z) tiene la forma:

h2
—ﬁmwr (V(z) = E)¢ =0,9 € Ly (R?),
al introducir una escala, i.e. z = In, se obtiene la ecuacién

h3
2ml?

A+ (V (In) — E) ¢ = 0. (1.4)

En el caso en que el méximo Vj de la energia potencial es tal que

2

h
v _°0 ~ E
0 >> 2m127V0 )

la bibliografia dice que el potencial cambia poco en un distancia del orden de la longitud de onda
de una particula libre. As{ multiplicando la ecuacién (1.4) por V}fl se obtiene una ecuacién con
pardmetro pequeno
h2
2_ "0
2m12V0 ’

cerca de la derivada, i.e.
1
—R* Ayt () + 32V (1) ¥ () = A (),

donde A := E/Vj, y se supone que

oF (V (In) sk 1
- < —.
anF ( Vo )‘_Ckh , para6<2

Las condiciones de cuantizacién son ecuaciones para serie de los valores propios A, de la
forma

An =@ (h,n) + O (h?),

donde ® (h,n) es un funcional de las trayectorias de un sistema mecénico que serd descrito mds
adelante.

El problema de cuantizacién fue estudiado intensamente a partir del planteamiento de las
ecuaciones de Schrodinger y de Dirac, en los trabajos de W. Bor, Heizenberg, Neumann, Som-
merfeld, WKB (Wentzel, Kramers, Brioullin), Keller, Fock, V.P. Maslov.

En este trabajo se describen las condiciones de cuantizacion cldsicas para la ecuacién matricial
de Pauli, los cuales no han sido consideradas anteriormente.

1.1. Condiciones de cuantizacion en el caso de caracteris-
ticas de multiplicidad variable

Se considera el problema matricial de Sturm-Liouville siguiente:

d 2
(—ihdx) y+ A(z)y = Ey;z € RY;y(x) € Ly(RY); (1.5)
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donde y € C™;h € (0,1] es un pardmetro pequefio. El problema matricial de Sturm-Liouville
surge en mecdanica cuantica y en la nanotecnologia, veanse los trabajos de [1], [2], [3].

Sea A(z) = A(z)* una funcién matricial de dimensién (n x n) de la clase C*°(R') y tal que
el operador (1.5) es esencialmente autoconjugado en Lo(R'). Los valores propios de la matriz
autoconjugada A(z) se denotan por A;(z),j = 1,...,n. Sean e;(x) los vectores propios ortonor-
males de la matriz A(z), i.e., A(z)ej(x) = \j(x)e;(z). Si sobre un conjunto abierto VC R! la
matriz autoconjugada A(z) es una funcién analitica, se tiene que los valores propios y los vectores
propios de la matriz son funciones analiticas sobre el conjunto V. Por lo tanto se puede suponer
que se satisfacen las condiciones siguientes.

Condicién 1 Suponga que la matriz A(x) tiene la forma A(xz) = U(z) ||A;()di;]| U*(z), donde
U(z) es una funcion matricial unitaria de la clase C* definida sobre R y se tiene que \;(x) €
C>(RY), Im Aj = 0, son valores propios reales de la matriz A(x). Sea D el conjunto de los puntos
x donde los valores propios cambian su multiplicidad. Ademds suponga que D es un conjunto
discreto y la diferencia (A; — \;) de cualesquiera dos valores propios A\j y A; que coinciden sobre
el conjunto D tiene un cero de orden finito sobre D.

Condicién 2 Sean v; las curvas en el espacio de fase Rip definidas como:
PP+ N@E)=E j=1,..,k<n. (1.6)

Suponga que las curvas v; son compactas y que la condicion dXj(z)/dxz # 0 se satisface para
todos los puntos x tales que \j(xz) = E. Ademds suponga que sobre el conjunto (Ey — €, Ey + €),
e >0, no existe un espectro continuo y que E € (Ey — €, Ey + ¢).

Condicién 3 (Posicion general) Suponga que se satisfacen las Condiciones 1 y 2 para Vi d =
1,...,n, donde todas las curvas 7y; son compactas, las ecuaciones Aj(z) = E tienen una cantidad
finita de soluciones sobre cada curva y que d\; (x) /dxz # 0 en estos puntos. Ademds suponga que
sobre el conjunto de cambio de multiplicidad D se tiene que \j|, # E, j = 1,...,n. Suponga que
cualesquiera dos curvas que se intersectan entre si tienen una cantidad finita de intersecciones
y que los valores propios A\j, \q que coinciden sobre el conjunto D satisfacen que:

d(Nj — Ag)/dz|, # 0 para j # q. (L.7)

El indice de Maslov de la curva v, se denotard por Ind(y;(E)), vease [9].
En este caso en el Capitulo 2 fue demostrado el teorema siguiente.

Teorema 1 Suponga que la curva v, se intersecta solamente con las curvas v, ,a = 1,....k <
n — 1, y que se satisfacen las Condiciones 1, 2 y 3. Sea E = E(h) una funcion definida sobre
(0,1] y tal que E(h) € (Eg — ¢, Eg + €). Ademds suponga que en el intervalo (Eg — &, Eg + €)
el operador (1.5) no tiene un espectro continuo. Si para un nimero m(h) € Z y una constante
C > 0 se cumple que

1

h ’Yj(E

expi {1/ pdx — z[nd('yia (E))} -1
s @) 2

entonces existen valores propios Eeq(h) € (Eg —¢, Eg +¢) del problema de Sturm-Liowville (1.5)
tales que E(h)— Ecq(h) = O(h?).

)pdx - gfnd(vj(E)) = 2am(h), (1.8)

>C>0a=1,..,k (1.9)
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Es decir fue demostrado que en el caso de no resonancia (1.9) la condicién de cuantizacién
coincide con la condicién de cuantizacién de V.P. Maslov. Sin embargo las funciones propias en
el caso de cambio de multiplicidad difieren de las funciones propias consideradas por Maslov, no
las presentamos debido a su complejidad.

Se proponen dos acercamientos para las condiciones de cuantizacién. El segundo método es
méis general y puede ser aplicado para el caso cuando la matriz A depende de un pardmetro
adicional por lo que en el caso general las raices caracteristicas pierden suavidad.

N

p

asy,’

Figura 1

1.2. Sistemas hiperbdlicos

Considere un sistema de la forma

(z,t)u =0, (1.10)

o = o ( (|£| o)1) o)

donde A, (x,t), B (z,t) son matrices con los elementos de la clase C*° (R™ x [0, T]) de dimensién
(m x m). En la ecuacién (1.10) se introduce un pardmetro pequeiio h = = multiplicando la

e ™
ecuacién por (—z%) , 1.e. se tiene que
_zh— —|—ZA (x,t) < gz ) + (=ih) B (z,t)u =0, (1.11)
U|t=0 = exp : (k,z) ) ¢ (x), con k= i
- h e | €

Usando las soluciones asintéticas del problema (1.10) se construye una funcién G (z,y,t,7)
llamada parametrix que satisface la ecuacion

GJF;AT(SUJ);GT+B(x,t)G=F(fc7y,tm), (1.12)
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donde F'(z,y,t,7) € C* (RQ” X [O,T]) es el nucleo de un operador integral que actia en el
espacio H® i.e. F': H® — H? para Vs € N, tal que s > so > 0. Esta funcién permite construir
la solucién del problema de Cauchy en la forma

t
w= [ G(a,y.t,0)6(y)dy+ / dr [ Gay.t,7) g7 dy. (1.13)
Rn 0 RTL

Evidentemente se tiene que ul;—, = ¢. Sustituyendo la expresién (1.13) en la ecuacién (1.11) se
obtiene que

g (1) /dT/n z,y,t,7) (yﬁ)dy:f(z,t)+/nF(m,y7t,0)¢(y)dy,

i.e. para la funcién g (z, 7) se obtiene una ecuacién de Volterrd, que tiene una solucién tnica.
A la ecuacién (1.10) se le corresponde el simbolo matricial principal

L(2,¢) =TI+ ) A ()€, cona’ = (zo,2).
r=1

Se considera la ecuacién caracteristica que corresponde a este simbolo, i.e. la ecuacién
det L (2/,£0,€) =0, (1.14)

con respecto a la variable ;. Sean A; (z',€),j = 1,...,u, 0 < n, las soluciones de la ecuacién
(1.14). Evidentemente \; (z’, &) son funciones homogeneas con respecto a &, del orden 1y
det L (a',&0,6) = ] (60 = A (2, €)) (1.15)
j=1
Definicién 1 Fl sistema (1.10) se llama un sistema hiperbdlico si se tiene que
Im (), (2',€)) = 0, para todo (2',&) € R*"T j =1,..., . (1.16)
Ahora se definiran los sistemas no estrictamente hiperbélicos.

Definicién 2 Un punto (2/,£) € R*"*! se llama un punto de cambio de multiplicidad del
sistema (1.10) si toda vecindad del punto (z',€) contiene a un punto (f’,&) tal que la ecuacion
det L (f',fo,g) =0 con respecto a &, tiene mds raices que la ecuacion det L (x',£,,£) =0

Definicién 3 El sistema (1.10) se llama no estrictamente hiperbdlico si se cumple la condicion
(1.16) y el conjunto de los puntos de cambio de multiplicidad del sistema (1.10) no es vacio.

En lo que sigue el conjunto de los puntos de cambio de multiplicidad del sistema (1.10) se
denotard por 2.
Se sabe que en el caso en que las raices \; son suaves de (1.15) se sigue que

VgL (2,¢) s =0. (1.17)

La teoria de las ecuaciones hiperbolicas fue desarrollada en los trabajos de Sobolev, Lere,
Krice, V.P. Maslov, L. Hormander, etc. Los sistemas no estrictamente hiperbdélicos fueron inves-
tigados en los trabajos de Levi, Oleinik, Ivrii, Kucherenko, Kumano-go, Melrose, G.Uhlmann, K.
Yagdjian, M. Reissig, etc.

Hasta el momento no fue investigado el caso cuando en un punto coinciden 3 raices carac-
teristicas A;. Este caso fue investigado en este trabajo de tesis, bajo la condicién que las raices
Aj son de la clase C*> (R?*" 1\ {¢ = 0}) , y ademds se tiene que

{U_Aﬁn_Ak}k) 3&07]7&]@

para las raices A;, A que coinciden sobre 3.
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1.3. Multiplicidad en los problemas asintéticos

Como fue mencionado anteriormente a la ecuacién
0
L(x,—iha,h)uzo, ueR" zeQ, CR, (1.18)
T

se le corresponde el simbolo L (z, &, h) , el cual es una funcién matricial con respecto a las variables
z,& € R™, con h € (0,1].

Para construir las soluciones locales (i.e. para © € €),) se supone que el simbolo L (z,&, h)
satisface las condiciones M F' siguientes.

Condicién 4 (MF) Suponga que el el simbolo L (z,&, h) es tal que:
L(z,&,h) € C>(R™x[-1,1])
DED{DIL (0,6 h)| < Cagy (1+[a)" (L+[ED™,
con |a|+ B +|y| < 00, m € N un mimero fijo, L (x,&,h) = 3710 _g a (,h) £, a0 = (a1, ...y an)
y £ =& el =30 oy

Definicién 4 Un punto (z/,£) € R*"*! se llama un punto de cambio de multiplicidad del
sistema (1.18) si toda vecindad del punto (2',€) contiene a un punto (f’,ﬁ) tal que la ecuacion

det L (T’,EO,E) =0 con respecto a &, tiene mds raices que la ecuacion det L (z',€,,£) = 0.

Definicién 5 Fl sistema (1.18) se llama un sistema de multiplicidad variable si el conjunto de
los puntos de cambio de multiplicidad del sistema (1.18) no es vacio.

Un ejemplo importante de tal sistema vectorial fisico es la ecuacién estacionaria de Pauli

1< B 2
(—ih + Aj) ¥+ B (z) ¢ = B,
j=1

_% an

donde 3 € C?, B (x) son funciones matriciales de la clase C*° con respecto a = de dimensién
(2x2),y A;,7=1,2,3, son los potenciales del campo elecromagnético (i.e. rot A = H).
En el caso en que sobre el conjunto de los puntos de cambio de multiplicidad X se tiene que

L (fﬂ,p) |E =0, VI,pL (xap) |E =0, det 7£ 0,

’ 2

0zkopy |||

los métodos asintéticos para la construccién de las soluciones asintéticas fueron presentados en
los trabajos de Kucherenko, Osipov, Melrose, Ulmann, Yadijan, etc. Sin embargo para el caso en
que

det =
b

)

0%L
O0z10p

estos métodos no funcionan. Este caso aparece cuando sobre el conjunto ¥ coinciden 3 o méds
raices caracteristicas de la ecuacién

L(z',&,€) =0.
Esto sucede para la ecuacién de Pauli en el campo magnético y para los sistemas de muchas

particulas de diferentes tipos. Sin embargo en estos problemas el simbolo del operador es simétri-
co. En los problemas de la mecédnica de los medios continuos el cambio de multiplicidad sucede
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en la ecuacion linealizada para los liquidos ideales compresibles, cuando para una solucién p, del
problema no lineal en un punto (ﬁ f) se tiene que

0 _
ai; (o) (,7) =0,

asi como en las ecuaciones de megnetohidrodindmica. Para estos problemas el simbolo matricial
del sistema tiene una caja de Jordan. En este trabajo de tesis se investigaron los casos cuando
en los puntos de cambio de multiplicidad coniciden tres o més raices caracterfsticas A; (z,&)
y ademds en los puntos de cambio de multiplicidad el simbolo del sistema tiene una caja de
Jordan. Primero se describen los métodos asintéticos para este tipo de simbolos para modelos
unidimensionales.

1.4. Método asintotico desarrollado en el caso unidimen-
sional

Ahora se considera el sistema
. d L dy "
Lt —zha Y= —Zha +At)y+hB(t)y =0, y € R", (1.19)

con la funcién matricial A(¢) de la forma

la(t) 0 0
A(t) = 0 b)) d@) |, (1.20)
0 0 «¢(t)

donde B (t) € C* (R'), I es la matriz identidad (r x r), las funciones a,b,c,d son de la clase
C> (R') de la forma a(t) = at + O (t?),b(t) = bt + O (t?),c(t) = ct + O (¢?), y d(t) =
d+O0(t),d#0.

Al sistema (1.19) se le corresponde el simbolo

L(t,n,h) =In+ A(t)+hB(t),
para el cual se obtiene que las raices caracteristicas del sistema (1.19) satisfacen la ecuacién

det L (t,7,0) = (n +a(8)) (n + (1)) (n + ¢ (1)) = 0,

i.e. el determinante es igual a cero paran = —a(t),n=—-b(t) y n=—c(t).

En el dominio [¢t| > h'/279 la solucién asintéGtica del problema (1.19) se construye usando el
método WKB. Note que en el punto ¢t = 0, coinciden tres raices caracterfsticas del sistema, i.e.
a(0) = b(0) = ¢(0) = 0. Por lo tanto en el dominio |t| < h'/279 no es posible aplicar los métodos
asintoticos estdndares para construir la solucién asintética del problema (1.19). Debido a esto
hemos desarrollado un nuevo método asintético. Las aplicaciones de los resultados obtenidos se
presentan mds adelante. Es posible suponer que a (¢),b(t),c(t) son polinomios en .

En el Capitulo 3 fue demostrado el teorema siguiente.

Teorema 2 Sea B(t) € C* (U),U ={|t| < e}, A(t) es de la forma (1.20), a (t),b(t),c(t) son
polinomios en t, ademds se tiene que a’' (t) < b (t) < ¢ (t), y |t| < h'/?7%, para 0 < § < 1/8.
En este caso para un numero o # 0,+1,£2, 43, ... el sistema (1.19) tiene soluciones linealmente
independientes siguientes:



Introduccién 8

1) Existe una solucion yo tal que:
i) Para t > h'/?7%/2;

b2\ 1 i NG
Yori2(t) = exp (—2%) e (1+o) ( ) (e™ —1)T' (0 + 1) + o (h?)

t2 5
+exp(— 2h> 2 (c—b) (Jc — b t)7 e exp(4>+o(h)
42 1, B\ ° 1/2 )
Yor+1(t) = —dexp <_Z2h> 767(1“) (t) (™7 —1)T (o) + o (R’)
ct? o—1 zﬂ'(a 1) )
+oxp | —ig | V2m (c—b)(|c—b|t) exp 4 +0o(h),

Yo,j (t) = O(|y1,7“+2 (t)|) pamj = 15 - Ty

donde
o= i b(7.+2)(7.+1) (0) d
c—b
it) Para t < —hY/279/2 ¢l término principal de la solucion asintdtica Yo,r+2 (t) se determina
solamente por el punto estacionario y es de la forma

/t2 o s
s (0 = exp (~i% ) VIR =) (¢~ b0 exp () 40 49).

2

Yo,r+1 (t) = exp <—i o ) 21 (¢ — ) (| = 6| t)7 " €™ Dexp ( 1 > +o(h°),

vo,j () = o ([y1,r42 (t)]) paraj=1,.,r

2) Existen r soluciones linealmente independientes yq,q = 1,...,7, tales que

2h
Yqr+1 = 0 (hg) ) (1'21)
Ygrr2z = O (h0+1) )

3) La solucidn asintdtica de (r + 2) —ésima solucion linealmente independiente se obtiene
tomando a Cy = 0,q =1,...7, en la férmula (1.21), poniendo en la férmula

at? .
vy (B) = exp( )Cqﬁo(l),cq,jeC\{O},y—l,...r,

Cry2 P’ bt?

Yri2 (t) = Noro exp‘(thrQ(c_b) 2>px()dp7 (1.22)

a Cryo =1 y cambiando en la férmula (1.22) el contorno v por su conjugado complejo, que pasa
por arriba del punto p = 0.

Nota 1 En el caso cuando 0 = 0,+1,£2, ... las férmulas asintdticas tienen una forma un poco
diferente.
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En el Capitulo 2 de la tesina la solucién del problema (1.19) se busca en la clase de funciones
vectoriales con las componentes de la forma

J, errtdp {e%Sf*”Vf,o (p, h)

1.23)
N : i (
+Zk:1 ;;dpk ;;k dpk—l---f;f exp (ﬁSf,k (papla"'apk)) Vfk (papla"'aplwh)dpl}?

donde p; € 7,7 =0,..., N, el contorno v estd presentado en la Figura 2:

Figura 2

y [ =1,2;N €N, las fases Sy (p,p1,-..,px) son de la forma

P2

D1 4
S1k (pvplvmvpk):/ >\1(S)d«9+/ )\2(«9)d3+~--+/ Ai(s)ds,

Po P1 Pk
donde [ = 2 para nimeros (k + 1) pares, y [ = 1 para ndmeros (k + 1) impares,

P1 P

P2
Sg’k (p,pl, ...,pk) = / )\g(s)ds + / )\1(S)d8 + ...+ / )\q(S)dS,
Po p1 Pk

donde ¢ = 1 para nimeros (k + 1) pares, y ¢ = 2 para ntmeros (k + 1) impares, y se tiene que
A1 (p) =p/(a—b), 2 (p) =p/ (c—b). Las soluciones asintéticas de multifase de la forma (1.23)
para el caso cuando la matriz A del sistema (1.19) no tiene cajas de Jordan fueron introducidos
por primera vez en el trabajo [5], unos afos mds tarde en los trabajos de Kumano-Go, vease
[6] fueron introdudas unas soluciones asintéticas de multifase de otro tipo. En este trabajo de
tesis se desarrolla un nuevo método asintético basado en el método de V.V. Kucherenko, para el
caso cuando la matriz A del sistema (1.19) tiene una caja de Jordan en los puntos de cambio de
multiplicidad del sistema. Este problema no fue resuelto anteriormente.

En efecto, se sugiere buscar las componentes v ¢y (p, p1, ..., Pk, h) en una clase de funciones
L7%. Las funciones de esta clase son analiticas con respecto a p, p1, ..., pr, y son de la forma

k M
Vfk (p7p17 -y Pk h) = Ha:() Zm,l,j:O {wﬁk (p07pla 7pk) X

J 1.24
¢f,k (p07p17 ~-7Pk) (p%) hl(lnpa)lp”ancm,l,j(h) ( )

po=p

donde f =1,2; M < o0 ty; son C> (RF*1)-funciones con respecto a po, i, ..., Pi; Crm1,;(h) son
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polinomios en h con C>(R¥*+1)-coeficientes en pg, p1, ..., pr; ¥ las funciones ¢y, son de la forma

br1 (o) = (£)
p)” 1 ()7 L p )71 (2 )’ para k =20+ 1 (1.25)
) (p P P ) _ P1 P2 \ P3 pa’ \ P2i-1 P21 \ P2i+1 ’ ’
l,k sy P1y -y Pk (&)Ui pa O'i“'( pay )O‘i parak:2l
P1 P2 \ P3 P4 P21—1 P21’ ’
y
¢20(p) pgv L
U¢2 1 (p,p;) =P "
o—1 [ p3 1 (ps 1 1 P2i+1 1 _
) (p p P ): P (pi) p3 (pi) P5 " P21 ( p2l) P2141’ para k=20 +1,
2,k\s P15 --5 Pk o-1 (ps UL s Ui 1 r ara ki — 91
Py D2 p3 \ P4 ps T Tpai—1 \ P2 » P -
(1.26)
dondel € Ny
birioriras (0)d
5= _ornesn (0 d (1.27)

1.5. Construccién de las soluciones asintéticas locales para
ecuaciones en derivadas parciales con caracteristicas
de multiplicidad triple

Se considera un sistema real hiperbdlico de primer orden de la forma

. Ou . = Ju ; n
—Zha + (_Z) hZAr (t7$) al'r + (_Z) hB (t’ .Z‘) U= 0’ ueR (128)

r=1

con los datos iniciales

o = (@) exp (150 (0)) 16 € CF (R") S0 € O (R"), Tsolgppy 20, (120)

donde h € (0,1], y B; A,,7 = 1,...,n, son funciones matriciales reales de la clase C*° (R™) de
dimension (n x n).

Para simplificar la notacién los valores propios A1 (¢,2,&), A2 (t,2,&), Az (¢, z,&) del simbolo
del sistema (1.28) se denotarén por a (t,z,&),b(t,z,£),c(t,x,€), respectivamente.

Definicién 6 Sean Y19, X135, Yoz, X123 los conjuntos de puntos (x',€) C ]Riffg‘l definidos como:

Yig = {(x/7§) ‘a (t,x,ﬁ) = b(t,.’b,g) 7a(tax,£) 7é C(t,m,g)}v
Y13 {(@,8) ra(t,z,§) =c(t,2,§),a(t,z,§) #b(t,,8)},

Yoz ¢ ={(2,&):b(t,x,8) = c(t,x,8),b(t,2,8) #a(t,z,8)},
Yoz ={,8) a(t,x, &) =b(t,x,€) =c(t,x,€)}.

)
Se tiene el caso presentado en la Figura 3:
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2 A—A=0

AL, 10

Figura 3

En Qg ¢, (20,80) € 123, el sistema (1.28) se reduce microlocalmente al siguiente sistema
con un parametro pequenio cerca de la derivada:

Oy 0 0 _

aqui y € C™*2 7 > 1, y el operador matricial A(t,z, —ih%) tiene la forma

9 Ia (t,x, ihg ) 0 0
A <t,:c, —iha) = 0 b(t,w,—ihZ) d(t,z,—ihZ) |. (1.31)
r 0 0 c(t,x,—iha)

En lo que sigue se supone que se satisface la condicién siguiente.

Condicién 5 Suponga que los simbolos a (t,x,€),b(t,z,£),c(t,x,§) € S™ (;{ %750) son tales
que
{77—@777 - b} |212 # 07{77_ a,n — c} ‘213 7& 07{77 — b _C} |Z23 # 0.

La solucién asintética en este caso se construye de manera andloga al caso undimensional,
i.e. como una solucién asintética de multifase. En una e—vecindad de X123 la solucién asintética,
tiene la forma

J, ePtdp {e"fbsfv‘)(x’“w,o (z,p, h)

N i
+ Zk:l f]i) dpk f;)k dpkfln' f;}z €xXp (ﬁSf,k (xvpvplv 7pk)) Vfk (xvpvplv <oy DEs h) dpl} )
(1.32)
donde p; € 7,5 =0, ..., N, el contorno y estd presentado en la Figura 2.
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Para la construccién de las soluciones globales se usa el método V.P. Maslov y que las solu-
ciones construidas por este nuevo método tienen su frente de onda concentrada en las variedades
de Lagrange

A" (p,p1y .y Pm), m € No.
En la Figura 4 se describe el modelo de propagacién de ondas en el caso de cambio de multipli-
cidad.

n+1
Ag

n+1

Figura 4 - Propagacién de ondas

Por lo tanto la propagacién de ondas se determina por unas trayectorias de ramificacion.

Se determinaron casos cuando algunas de estas trayectorias de ramificacién no se salen de
una e—vecindad de X123, para Ve > 0. De lo cual se siguen los teoremas de no existencia de las
soluciones del problema de Cauchy. Ademés se determinaron las condiciones bajo las cuales no
existen ciclos cerrados en todas las vecindades de Y23, que permiten demostrar el teorema de
existencia de solucién de problema de Cauchy con pérdida de suavidad, i.e. para los datos iniciales
en H* la solucién del problema de Cauchy para t € [0, T] existe en H3~2() con S > A(T).

En este caso para todo tg € [0, 7] el periodo de tiempo ¢ durante el cual el punto (¢, z(t); £(¢))
puede regresar a Y15 U 313 U Yog satisface la condicién

t—to > A(T),A(T) > 0, (1.33)

con una constante positiva A (T').

Sea ¢ el minimo nimero natural tal que ¢ > (1/2—7),, aquf (1/2—7v), = (1/2—7) si
(1/2=7) > 05y (1/2 =), = 0si (1/2-7) < 0.
Condicién 6 Suponga que

CL(O,SC,&) :6(073775) :C(nyag)a

y para t > 0 se tiene que

a(t,z,§) # b(tz§),
a(t,x,§) # c(tz,§),
c(t,z,&) # b(t,x,8).
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En este caso se tiene que
2
Y2 = Y3 = Yoz = Y123 = Ry,
y es véalido el teorema siguiente.

Teorema 3 Suponga que u € R™ &' = (t,x) matrices C, A,.,7 = 1,...,n, son C*> (R;‘f*‘l) fun-
ciones matriciales reales. Suponga que existen unas matrices C (t), A, (t) € C (=T, T)) tales
que las derivadas 70! (C -C (t)) y 0ol (AT — A, (t)) para m,l > 0 pertenecen al espacio
de Schwarz con respecto a x. Suponga ademds que el simbolo principal del sistema (1.28), i.e.
Q(2,&) =nl+XY)_ A (2,0 = (t,z),& = (n,&),2' € R" & € R" es hiperbdlico con
respecto a . Ademds suponga que se satisfacen las Condiciones 5 y 6. En este caso la solucidn del
problema de Cauchy con f(t,x) € Hp_1(R™ x (=T,T)),k € N, y los datos iniciales en Hp(R™),
existe y es tnica en el espacio Hy_p,(R™ x (=T, T)),m = ([T/A(T)] +1)q, para k—m —1 > 0.
Aqui A (T) es la constante definida por la formula (1.33).



Capitulo 2

Condiciones de cuantizacion

2.1. Las condiciones de cuantizacién para el problema ma-
tricial de Sturm-Liouville en el caso de las caracteris-
ticas de multiplicidad variable

2.1.1. Resultados principales

Se considera el problema matricial de Sturm-Liouville siguiente:

2
<_Zhddx> y+ Alz)y = By;z € RY; y(z) € Lo(RY); (2.1)
donde y € C™;h € (0,1] es un pardmetro pequefio. El problema matricial de Sturm-Liouville
ocurren en mecdnica cudntica (veanse [1], [2]) y en la nanotecnologia (veanse [3], [16]).

Sea A(x) = A(z)* una funcién matricial de dimensién (n x n) de la clase C*°(R') y tal que
el operador (2.1) es esencialmente autoconjugado en Lo(R') (vea [17]). Los valores propios de
la matriz autoconjugada A(z) se denotan por A;(z),j =1,...,n. Sean e;(z) los vectores propios
ortonormales de la matriz A(x), i.e., A(z)ej(z) = Aj(z)e;(x). Cuando sobre un conjunto abierto
VC R! la matriz autoconjugada A(x) es una funcién analitica, se tiene que los valores propios y
los vectores propios de la matriz son funciones analiticas sobre el conjunto V' (vea [18]). Por lo
tanto se puede suponer que se satisfacen las condiciones siguientes.

Condicién 7 Suponga que la matriz A(zx) tiene la forma A(x) = U(z) ||A;(x)di;|| U*(z), donde
U(z) es una funcidn matricial unitaria de la clase C* definida sobre R' y se tiene que \j(x) €
C>(R'), Im\; = 0, son valores propios reales de la matriz A(x). Sea D el conjunto de los puntos
x donde los valores propios cambian su multiplicidad. Ademds se supone que D es un conjunto
discreto y la diferencia (A; — Aj) de cualesquiera dos valores propios A; y A; que coinciden sobre
el conjunto D tiene un cero de orden finito sobre D.

Condicién 8 Sean v; las curvas en el espacio de fase Ri,p definidas como:
PP+ N@E)=E j=1,..,k<n. (2.2)

Suponga que las curvas vy; son compactas y que la condicion d\;(z)/dx # 0 se satisface para
todos los puntos x tales que \j(x) = E. Ademds se supone que sobre el conjunto (Eg —e, Ey+¢),
e > 0, no existe un espectro continuo y que E € (Ey — €, Ey + ¢).

14
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Por lo tanto las curvas 7; son variedades unidimensionales de la clase C*° en R%p Sea 7, la
proyeccién de th_’p sobre RL y sea 7, (v, U...U",) la proyeccién del conjunto v, U ... U, sobre
R!)

En el caso cuando todas las curvas v, son disjuntas son vélidas las condiciones de cuantizaciéon
de Born-Sommerfeld-Maslov (veanse [9], [19]). En este capitulo se determinan las condiciones de

cuantizacién en el caso cuando las curvas v,,7 = 1,...,k,k > 2, se intersectan de manera no
trivial.

Abajo se describen algunas propiedades basicas de las aproximaciones asintéticas WKB (vea
[8]). Se supone que los valores propios Aj(z1),j7 = 1,...,n, tienen la multiplicidad uno (son

distintos a pares) en los puntos =1 y que los impulsos p;(z1) := \/E — Aj(z1) son positivos. En
este caso todos los impulsos son distintos a pares en una vecindad V, y se tiene que p;(z) > 0.
Existen 2n soluciones linealmente independientes yji del problema (2.1) con la aproximacién
asintética WKB de la forma:

yj = exp (;Sf (x)) [ej()pj +hpf + 0|, (2.3)

vl
S;'(x) = /x p;(z)de, Sj_(:c) = /IO pj(z)de.

0 x

El residuo O(h?) es tal que O(h?) € C>®(V,,), y d?O(h?)/dx? = O(h?). Las amplitudes p;-t
satisfacen el ecuacién de transporte siguiente:

dp;t dej +
) pT =0. 24
I +(dx,eg)pj 0 (24)

M a0 e

Es posible reescribir la ecuacién (2.4) en una forma invariante para las cartas en "2” y ”p
representaciones (vea [19]). De hecho sobre la curva v;se puede considerar a las amplitudes pE
como funciones de un pardmetro global ¢ (vea [9]). Sobre la curva v, las funciones z;(t), p;(t)
son soluciones del sistema de Hamilton siguiente:

dx dp

_ __
o 2p, w o d {2(0),p(0)},, € ;- (2.5)

Evidentemente las soluciones del sistema de Hamilton (2.5) para j = 1,2,...,k, son funciones
periédicas con algunos perfodos 7). Para la aproximacién asintética WKB con signo ” + 7 los

puntos iniciales sobre las curvas 7, se eligen como {z(0),p(0)},, = {xo,p =E— ) (xo)} Y

para la aproximacién asintética WKB con signo ” —” como {xo,p =—yVE—-); (zo)}. Sobre la

curva 7; la ecuacién de transporte (2.4) puede ser reescrita en la forma invariante:

+
: de; de;
e +2p (d;’ej) p;-t =0, here p =p;(t), z =xz;(t); Re <daj’ej) =0. (2.6)

Es importante subrayar que debido a la Condicién 7, la ecuacién de transporte (2.6) sigue siendo
valida hasta cuando los valores propios cambian su multiplicidad.
En la férmula (2.3) las funciones wj-[ son de la forma:

vE = i2p; o P2+ A(z) —E] " (dejev(z) <deje»>> (2.7)
g TP pj| Pj dx J dx’ ' ’
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Condicién 9 (Posicion general) Suponga que se satisfacen las Condiciones 7 y 8 para Vi d =
1,...,n, donde todas las curvas 7y; son compactas, las ecuaciones Aj(z) = E tienen una cantidad
finita de soluciones sobre cada curva y que d\j (x) /dx # 0 en estos puntos. Ademds se supone que
sobre el conjunto de cambio de multiplicidad D se tiene que \j|, # E, j = 1,...,n. Suponga que
cualesquiera dos curvas que se intersectan entre si tienen una cantidad finita de intersecciones
y que los valores propios \j, \q que coinciden sobre el conjunto D satisfacen que:

d(Aj — Ag)/dz|, # 0 para j # q. (2.8)
El indice de Maslov (veanse [9],[19]) de la curva ; se denotard por Ind(vy,;(E)).

Teorema 4 (Teorema Principal) Suponga que la curva 7, se intersecta solamente con las curvas
Y, =1,....,k <n—1, y que se satisfacen las Condiciones 7, 8 y 9. Sea E = E(h) una funcion
definida sobre (0,1] y tal que E(h) € (Ey — €, Eg + ¢). Ademds se supone que en el intervalo
(Eo—e,Ep +¢) el operador (2.1) no tiene un espectro continuo. Si para un nimero m(h) € Z y
una constante C > 0 se cumple que

flL/.(E) pdx — glnd('yj (E)) = 2mm(h), (2.9)

expi {1/ pdx — Elnd('yia (E))} -1
Vi (E) 2

entonces existen unos valores propios Eeq(h) € (Eg — €, Eg +€) del problema de Sturm-Liouville
(2.1) tales que E(h)— E.4(h) = O(h?).

>C>0,a=1,..,k (2.10)

>

El teorema principal implica que en el caso no resonante (2.10) las condiciones de cuantizacién
de Born-Zommerfeld-Maslov (2.9) determinan la solucién asintética de los valores propios con
la precisién O(h?), como en el caso cuando no hay cambio de multiplicidad. En el caso de
cambio de multiplicidad no trivial, el comportamiento asintético de las funciones propias tiene
una forma diferente. La solucién asintética de una funcién propia tiene orden O(1) sobre la curva
7; cuantizada por la condicién (2.9) y tiene orden O(V'h) sobre las curvas Y., =1,..,k, que
intersectan a la curva ;. Ademds la solucién asintética de una funcién propia tiene orden O(h)
sobre las curvas que no intersectan a la curva v, pero intersectan a las curvas v, ,a =1,...,k, y
tiene orden 0 sobre las curvas que no intersectan ni a la curva 7; ni a las curvas v, ,a =1,..., k.
Es posible demostrar que en el caso resonante el valor propio se divide y que esta divisién tiene
orden O(h3/ 2). El teorema principal serd demostrado més adelante. Es importante subrayar que
en el caso cuando las curvas ; no satisfacen la condicién (2.8) en la condicién de cuantizacién
(2.9) aparecen términos adicionales.

2.1.2. Matrices de transicién y sus aplicaciones a las condiciones de
cuantizacién

Sean Uj,j = 1,..., k, unas cartas sobre ; tales que p\Uj > 0. Suponga que
T (UJ) = (.Z‘O —i<z< xo),j =1,...,k,

y que DN (29 — 0 < & < x09) = &. Se considera la solucién asintética WKB asyj+ en las cartas
U,. Usando el método desarrollado en el trabajo [5] es posible extender la solucién asintética
WKB desde las cartas U; a lo largo de la unién v, U7y, ... U7y, de las curvas v,,7 = 1,...,k, en
la direccién de las manecillas de reloj. Sea zy un punto que satisface las condiciones siguientes.
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Condicién 10 Suponga que los valores propios Aj(x),j = 1,....k, k > 2, coinciden en un solo
punto xo € Tx(y1 U ... Uvs) ¥ que A1 (o) = ... = Ap(xo) # E. Ademds se supone que los valores
propios \;j(x),j =k +1,...,n, tienen multiplicidad uno sobre el conjunto m5(y, U...U"~;) y que
los ceros de las funciones \j(x) — Ni(x),1 < 4,1 < k, j # 1, tienen un orden finito en el punto xg.

Suponga que se satisfacen las Condiciones 7,8 y 10. Para las soluciones asintéticas WKB asyji
por la izquierda y por la derecha del punto x( los datos iniciales de la ecuacién de transporte y de
las fases S; sobre las curvas 7; en el momento ¢ = 0 se definen en un mismo punto {z(0),p(0)},, =

{xo,p =+/E - /\1(1‘0)} € 71 N ... N7y. Sean g;(t) las funciones definidas sobre las curvas 7;
de la forma:

¢
~ dx;(t
Si(t) = / ;i (t) [%()] dt. (2.11)
Sea t;(x) la solucién de la ecuacién z;(t) = z. En lo que sigue se tiene que

Sj(x) = S;(t) (2.12)

tj(@)
Evidentemente en este caso cuando una carta U, sobre v; es tal que la proyeccién 7, es un
difeomorfismo U, — m,(Uy), se tiene que t;(z) € C* (7,(U,)). Note que las funciones t;(z)
estdn definidas con precisién hasta un periodo Tj.

Lema 1 (Matrices de transicion) Suponga que se satisfacen las Condiciones 7,8 y 10.
1° Sean yf,j =1,...,k, las soluciones del sistema (2.1) que en el intervalo (xo—06/2 < x < xg)

tienen el comportamiento asintdtico (2.3) con el signo” 4", la amplitud pjleft y los datos iniciales
p;rleft(O), En este caso existe una matriz unitaria we sy de dimension (kxk) tal que en el intervalo
(o < x < xy+6/2) las soluciones y;r,j =1,...,k, tienen el comportamiento asintdtico

k ) Em T rtl'rig \T
uf =D e {2%(@} [ ( )ppikx)h ) b @)+ 00| (2.13)

Aqui los datos iniciales p;j 7night(()) para las amplitudes kafj right tienen la forma

{pirl,right(o)’ Tt pzl,right(o)}t = ul@ft{pileft(o)’ ) 0}t7 ey (214)
{ka,right(O)a ) p;:k,right (0)}t = ulﬁft{oa 33) p;;l@ft (0)}t

El stmbolo {...}' en la férmula (2.14) denota la transposicion.
2° Sean Y;»J =1,...,k, las soluciones del sistema (2.1) que en el intervalo (xg < x < xo+0/2)

2

tienen el comportamiento asintdtico (2.3) con el signo ” — 7, la amplitud Pjright Y los datos
iniciales p; .;.44(0). En este caso existe una matriz unitaria Uyigne de dimension (k x k) tal que

en el intervalo (xg — 0/2 < x < xg) las soluciones y;,J = 1,....k, tienen el comportamiento
asintotico

k ; em ()P 16 £ (T B 9
iy =Y oo {psaw) [W ) +00)|. (215)

m=1

y los datos iniciales p;j,left(O) de las amplitudes Prmjleft tienen la forma
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{pl_l,left(o)’ R pl:l,left(o)}t = uTight{Pl_,right(O)v s 05 (2.16)
{p;k,left(o)’ ) pl;k,left(o)}t = Urignt {0, ..., pl;right(o)}t'

3° Determinantes de las matrices Wicst, Uright Satisfacen la igualdad
det wiepr = det upighs + O(hQ). (2.17)

La demostracién y la evaluacién del las matrices ue ¢ ¥ Urigns se obtiene usando las soluciones
asintéticas locales en una vecindad del punto zg € D (vea la Seccién "Soluciones asinptéticas de
multifdse y sus aplicaciones"). Evidentemente las matrices we ¢, Uyigns dependen del pardmetro
de la energia F.

Usando las matrices Wiert y Urigns €s posible introducir las condiciones de cuantizacién en
una forma diferente de las condiciones (2.9), (2.10). En lo que sigue se supone que se satisface
la Condicién 10 para k = 2. Ahora se construird una generalizacién del operador de Maslov
(ver [5],[9],[19]) sobre la unién v, U~,. Sean Uy, j = 1,2, cartas sobre v; tales que p[;; > 0. Se
supone que las proyecciones 7, (U;),j = 1,2, son difeomorfas al intervalo (zg —§ < = < z¢). Se
consideran las soluciones asintéticas WKB asyf‘, asy;r en las cartas U;, j = 1, 2. Usando el Lema
1 y el método de Maslov (ver [19]), es posible extender las soluciones asintéticas WKB desde
las cartas Uj,j = 1,2, a lo largo de la unién v, U7y, de las curvas v,;,j = 1,2, en la direccién

de las manecillas de reloj. Sean A = {xo,p =/E— Al(xo)} y B = {xo,p =—/E— /\1(370)}.
Evidentemente se tiene que AUB = 7, N~,. Se introduce el indice de las curvas v;,j = 1,2, en la

_
direccion de las manecillas de reloj. El simbolo AB ('yj) denota el arco AB de la curva v, recorrido
desde el punto A al punto B, i.e. en la direccién de las manecillas de reloj. El indice de Maslov (vea

[9],[19]) del arco AB(v;) se denotara por Ind(AB(v,)). Sea p; el impulso sobre la curva 7;. Sean

— — — —
w(AB),w(BA) unas matrices unitarias definidas como w(AB) : ’ (W(AB)) ‘ = ||d;; exp{0,}|,
— —
y w(BA) : | (w(BA)1 | = [|5s expie;
o )
asy,
—>
W(BA)
\%
Figura 5: Espectro discreto
donde los dngulos 0, ¢; estén definidos como
1 ™ — 1 ™ —_—
;= 7 / pjdr — Elnd(AB(’yj)), pi=g / pjde — §Ind(BA('yj)), (2.18)

AB(’Y]') BA(’Y]')
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para j = 1,2.
Ademss se define la matriz W(FE) de la forma:

—

W(E) : = w(BA)uigniw(AB)we st (2.19)

cuyo espectro se denota por o (E).
Note que en el caso cuando las curvas 7;,7 = 1,2, y los puntos A y B son simétricos con
respecto al eje = se tiene que

d6j ) dej
pi| —,€e; | dt =0, / p»(,e' dt = 0.
/AB(w ’ <dx ’ B, \de'

Extendiendo de esta manera las soluciones asintéticas sobre la unién v; U v, se obtiene el
teorema siguiente.

Teorema 5 (Condicion de cuantizacion) Suponga que se satisfacen las Condiciones 7,8 y 10
para el indice k = 2 en la Condicion 10. Si la energia E(h) satisface la condicion E(h) €
(Eo — €, Eog+¢€) y se tiene que

1eo(E(h)) (2.20)

entonces existen valores propios Eeq (h) del problema (2.1), tales que E., (h) — E (h) = O(h?).

Condicién (2.20) es vélida en el caso cuando existe una ecuacién de transporte global para
las amplitudes p;t. En este caso es posible aplicar el método desarrollado en los trabajos [5],[19].
De otra manera no es posible suponer que las matrices uright ¥ Uzef: actian sobre el mismo
vector {p(0), p3 (0)}!. Por ejemplo esta excepcién ocurre en la ecuacién de Weber. En muchas
ocasiones es posible calcular la matriz de transicion W (FE) de manera explicita, aun cuando no
existe una ecuacién global para las amplitudes pjc. En este caso el vector {p} (0), p3 (0)} es el
valor inicial para la extensién de las amplitudes de forma asintética a lo largo de las curvas
71 ¥ 2. La condicién de cuantizacién en este caso estd dada por la misma férmula (2.20). La
condicién de cuantizacién (2.20) es otra forma de las condiciones de cuantizacioén (2.9),(2.10) para
el caso cuando se intersectan dos curvas 74,7,. Es posible aplicar la condicién de cuantizacion
(2.20) hasta en el caso resonante y cuando las curvas v, v, no satisfacen la condicién (2.8). Las
condiciones de cuantizacién (2.9) fueron deducidas por V.P.Maslov de la condicién (2.20). En
unos casos particulares la condicién (2.20) fue usada en libros de fisica (ver [21]).

2.1.3. Forma explicita de la condicién de cuantizacién para una matriz
A(x) de dimensién (2 x 2)

Ahora se calculardn las condiciones de cuantizacién de una manera mas explicita. Usando la
representacion estdndar para las matrices unitarias de dimensién (2 x 2), se puede representar a
las matrices unitarias ey, Upigne de dimensién (2 x 2) de la forma

) ey /1 —|a 2 a
Wepy = el la ‘ 5 ||+ con la| <1,
—a e /1 —|al
A B 1= b b
I (right) € ‘ | , con ‘b| <1.

Uright = ei )
—b e B\/1— |b?
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Se introduce la notacién siguiente:
ab:= |able™ ™, A= @, 4+ @y + 01 + 02,

A
d := |ab| cos {2 — (g + 01 — 7)} —

V= 1aP)a = b eos |5 = (o + 01+ as )]

Evidentemente se tiene que |d| < 1. Calculando directamente se obtiene que

W :ei(ﬁ(left)+19(right)) ”me” , (221)

wyy = elPrtbrtats) \/(1 —|al*)(1 = |b]?) — bae' 1 t02),

wyy = AT g [T — p? e rt02mpy /1 — o]

way = —ei(%“’l*a)B\/l — |a]* - a\/l — |p[2eilpat02=5),

war = OB 1 iert0s=a=8) [(1 o)1 — b).

Adems3s se obtiene la ecuacién cuadritica siguiente para los valores propios A de la matriz

W:
22— 2i{9(left)+9(right) + 26%d)\e—i{ﬁ(left)w(,-ight)} + e = 0.

La condicién de cuantizacién
A
-5 + arccos(—d) + ¥(left) + I (right) = 27n, (2.22)

implica que uno de los valores propios de la matriz unitaria W es igual a uno.
Ademis de la ecuacién (2.17) se sigue que 29(left) = 29(right) + 2mm + O(h?). Por lo tanto
se puede reescribir la condicién de cuantizacién (2.22) en la forma

A
5 + arccos(—d) + 29(left) = 2mn + mm + O(h?). (2.23)

Los pardmetros «, 3, a, b, 9(left), 9(right) de las matrices W fs, Urigns pueden ser determi-
nados usando la férmula (2.37) y el método de la fase estacionaria (ver [22]). Por ejemplo si se
tiene que

d(A — X2)
dx
entonces calculando directamente se obtiene que

(zo) # 0, (2.24)

a=0, a:—\/ﬁwexp{—i-zr}, with w = v2m (leeQ,el> (xo)‘d(pld_m)(xo)‘ . (2.25)
x x

[N

T

8 =0, b—\/ﬁwexp{ 1

}, ab = —ih |w|*, d(left) = o(h).

Suponga ahora que se satisfacen las condiciones (2.23) y (2.24). Sea E (h) € (Ey — ¢, Ep + €) una
funcién tal que
|d(E(h))| <1 —do, (2.26)
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para un nimero dg > 0. En este caso la condicién de cuantizaciéon (2.23) es equivalente o la
condicién
01+ ¢, =2mn + O(h) (2.27)

o a la condicién

02 + o5 =27+ O(h). (2.28)

En el caso en que se satisfacen las dos condiciones (2.27) y (2.28) la condicién (2.26) no puede
ser vélida. En este caso ocurre una resonancia y se divide el valor propio. De la férmula (2.23)
se sigue que en el caso resonante la condicién de cuantizacién se transforma en la condicién

0+¢, = 2mm+ o,
O+ 9y = 2mn+ ag.

Aquim+n=2k m—-n=2ya; ~h'/? ay~o (hl/z) . El valor exacto de «; estd dado por
la férmula

oy = i\/48h w|® + \/2304h2 |w|* — 384h |w|® (1 + sin (¢, + 601)).

También pueden existir algunos otros valores de a1 y g si |1 4 sin (¢4 + 01)] < 1.

De las férmulas (2.18) se sigue que las condiciones (2.27) y (2.28) son las condiciones de cuan-
tizacion de Maslov sobre las curvas 7y, y 74, respectivamente. Por lo tanto en el caso (2.24),(2.25)
y (2.27) se obtiene que

P (0) = 1, pF (0) = 192 H90)F 4 Gei(ext02)][ilext0) _1)=1 4 O(h) (2.29)

si
eilpatba) _ q >C >0,

y en el caso (2.24),(2.25) y (2.28) se obtiene que
p$(0) = 1, p} (0) = —[e" A1 +0)g 4 ¢iler [ t0) 11 L O(R)  (2.30)

si
eilerto1) _ 1‘ >C>0.

De hecho la condicién (2.26) es equivalente a la condicién ’ei(“al‘*‘el) — 1’ > C > 06 ala condicién
[ei(ex02) 1] > O > 0.

2.1.4. Soluciones asintéticas de las funciones propias de un espectro
continuo para (2 x 2) matriz A(x)

Se consideran las soluciones asintéticas de las funciones propias del espectro continuo. Supon-
ga que se satisface la Condicién 7. Sea A(x) una matriz (2 x 2). Sean v,,j = 1,2, las curvas
definidas por la férmula (2.2). Suponga que la curva v, es compacta, qua la curva v, no lo es y que
existe una cantidad finita de puntos z tales que \;(z) = E, E € (E1—¢, E1+¢),y d\j(x)/dzx # 0.
Ademads se supone que lim /E — \y(z) = E, FE € (Ey —¢, By +€), cuando || — +00. Se consid-
era el caso cuando A (z) = Az(z) solamente en los puntos & = xg, d(A1(zo) — A2(20))/dzo # 0,
y la curva v, satisface la condicién de cuantizaciéon (2.9) para alguna funcion E = E(h),
E(h) S (El —e, B+ E).
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P A

T

<Y

Figura 6: Especto continuo

Es decir se considera el caso presentado en la Figura 4. El objetivo es determinar la parte
adicional A(h) para la energia E(h) tal que para E(h) + A(h) exista s6lo una onda saliente 1
sobre la curva v,, i.e., y4 = 0. Lema 1, Teorema 5, y las férmulas (2.25) implican que la energia
E = E(h) + A(h) tiene que satisfacer la ecuacién siguiente:

V1= 1P 1= P expi(e, +01) — abexpi(p, +01) = 1. (2.31)
Resolviendo esta ecuacion se obtiene que
al? . la|? 3
A(h) = —zh? [1+sin(0; + ¢5)] — hT cos(01 + ¢y) + O(h?), (2.32)
1 1
donde )
de d(p1 — B
off =z | (2.1 ) tao)| [T )|

y T es el periodo del sistema (2.5) sobre 7;. Por lo tanto al definir los datos iniciales para
la ecuacién de Shrodinger como K., {eip,}, se obtiene que el tiempo de vida de estos datos
iniciales es del orden h~!. El tiempo de vida incrementa hasta el orden de h=2 si 0 + @, =
—m/2 4+ 2mn + O(h). Por lo tanto el tiempo de vida tiene un comportamiento de resonancia.

Ahora se considera el problema de dispersién correspondiente a la Figura 4 cuando se sat-
isfacen las condiciones del Teorema 5. Suponga que la amplitud de y4 es igual a una constante
C'y que el punto B es el punto inicial de las amplitudes p, ,p,, de las soluciones asintéticas
asx1,asys. En este caso haciendo algunos célculos simples se obtiene la férmula siguiente para
la amplitud p,, (0) de la solucién asintética de la solucién x; y para la amplitud p,, (0) de la
solucién asintética de la solucion ys,

py, (0) = CildiesO+a(right) {ei<¢1+el+a>, [1= a2+ eitertor—8), [1 |b|2a}
2

-1
% {1 _ ei[ﬂ(left)+19(7»ight)] I:\/l _ |a‘2\/1 _ ‘b|2ei(a+5+¢1+91) _ abei(¢2+91):| } , (233)

py. (0) = cilPert +otriot) [pyz 0) {_aez’mwn J1 = b7 — peitea—a)y [1 |a|2}

L c {_abewl n \/1 _ ‘b|2\/1 _ |a2ei<*"2—a—’3)H . (2.34)
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Si se satisface la condicién (2.24) entonces las expresiones para las amplitudes p, v Py, S€
simplifican. En este caso los polos de (2.33) son las soluciones de (2.31), E = E(h) + A (h),
donde la funcién E (h) satisface la condicién de cuantizacion (2.9) y A (h) se determina por la
férmula (2.32).

2.1.5. Soluciones asintéticas de multifase y sus aplicaciones

Para demostrar el Teorema 4 se generaliza el método asintético desarrollado en el trabajo
[5] para las ecuaciones del segundo orden. Las soluciones asintéticas de multifase es una gen-
eralizaciéon natural del método WKB para el caso cuando los valores propios A; tienen una
multiplicidad variable. En lo que sigue se supone que se satisfacen las Condiciones 7,8 y 10.

Denote por (I,m) el conjunto ly, ..., {, donde 1 <1, < k,qg=1,...,m, y suponga que Iy # ly+1
para f =1,2,....m — 1. Sea ¢ un punto del intervalo (zg — d,zo — §/2). Ahora se introducira la
cadena de funciones de fase:

T1

s, :/ oo (D)t . sll,_i.,lm(ﬁ,...,T,,,L_l,x):/ pu (b)dts (2.35)

0 Zo

+/ plz(tg)dt2+...+/ i (b)),

T1 Tm—1

Evidentemente se tiene que

(95117.“717” (7’17 ey Tm—1, x)

ox

oS0, (T1, .., z, @
:plm($)7 fol éml ) Zplmfl(x), (2.36)

0501,y (T15 0 Tm—1, )

)

an = Diy (Tzf) _plf+1(7—lf)7 f<m.

En la vecindad (zg — /2,29 4+ §/2) es posible calcular las soluciones asintéticas locales del
problema (2.1) con la precisién hasta O(h?) en la forma de multifase, i.e.,

o) = exp {150} [en oden () + )

+ Z / exp {hSl17l2 (7’1,33)} (6[2 ()ery 1, (T1,2) + hwhl’;('rl,x)> dri+ ...

Li#ly 7€
T TN-1 T2 ’L
+ Z/ dTN,l/ dTN,g.../ (eXp{hSZhWJN(Tl,...,TN1,.’1})}
LNy /e c c
X {elN (:I:)Cll,‘..,l]\r(/rla wy TN—1,Z) + h’(/JZlf_lN(Th ...,TNfl,.’I?)} dTl) . (237)

Aqui el primer elemento I; < k estd fijo. Para los valores [; > k no se puede aplicar el método
WKB estandar. La sumatoria se toma sobre los conjuntos (I,m) = Iy, ...,{, con l; # l;11,m =
2,...,N. Los coeficiente z/JZ‘fJ (T1y s Tm=15%);s Ciy,... o (T15 -, Tm—1, ) son funciones de la clase

C*®((zop — d,29 + 9)™). La abreviacién mf en la notacién w;?f subraya que las funciones ’(/J;?f
y %y, en la solucién asintética de multifase (2.37) y en la solucién asintética WKB (2.3) no
necesariamente coinciden.

Note que cuando crece el nimero m, los valores de las m-miiltiple integrales en la férmula
(2.37) decrece como h¥™ para algin ndmero 7 positivo.
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Lema 2 Suponga que el orden mdzimo de los ceros de las funciones A; — g, # q,1 <i,q <k,
en el punto ¢ es tgual a o < +00, € Z,. En este caso se tiene que

T Tm—1 T2
4 7 dr o | d
[w0—6/2.0+/2] Z/ m 1/a =2 /a Tl

(t,m)

m—1l—e¢

< Cpeh o1 ’ (238)

)
X exp {hSzl,...,lm (71, ---,Tm_l,x)} €l (T)Cly ol (T15 s Tia—1, )
para todo m > 2, todo € > 0, y una constante Cpe > 0.

Demostracion. De las féormulas (2.35),(2.36) se sigue que el tnico punto estacionario de la
funcién bajo la integral en la férmula (2.38) es 71 = ... = 7,1 = . Sean ¢y, p, funciones de la
particién de la unidad en Ri tales que ¢, es igual a 1 para 7 <1 e igual a cero para 7 > 2. Sea

UJj(Tl, ces Tm—1, h) =P; (h(lv)/(ale)\/(Tl - $0)2 + ...+ (Tm—l - -730)2) ,0<y <L

Sustituyendo la expresion 1 = wy + w2 en la integral en la férmula (2.38), se puede representar
la integral obtenida como la sumatoria siguiente:

x Tm—1 T2 Z
E / dTmfl/ dTm,Q.../ dTlexp 75[17__,71771(7'1,...,Tmfl,m) (JJj
c c c h

(1,m)

xer, (x)ey,.. . am(T1y s Tm—1,2), donde j = 1,2. (2.39)

En la integral (2.39), para j = 1, las variables son 7, € [—h(l_'y)/(o“"l) + xg, R/ (e41) xo]m71
Como Im Sy, 1, (T1,..., Tm—1,%) = 0, esta integral estd acotada por Cmvh(1*7)(m’1)/(a+1). In-

tegrando por partes la expresion (2.39) para j = 2 (ver [22]), se obtiene la estimacién de la
integral por Cmﬁ,h(m_l)/(o‘“). Sumando las dos estimaciones se obtiene la estimacién (2.38). m

Ahora se derivardn las ecuaciones para las funciones w?:f 2 Clte o Sustituyendo la funcién
(2.37) en (2.1) se obtiene

(inap ) o+ 140) - B = inyess (5160)) {om @) L fen @] 240

dpll ((,C)
dx

+ey, (z)er, (x) +h [pf (@) + A(z) — E] ¢ (x)

dSll,lg (33, Z‘) + 8511,12 (7'1, JT)

+(=ih) Y

] €y (x)cll7l2 (l‘, .’L‘)

la#l dx ox r—e
+ exp (Sl, (T ,x)> {(—ih) {229 (@) —[ew, (x)er, 1, (71, )]
z§1/0 902 (T1 (@) fer L
+ P enwlenn(ram)] () Aw) ~ B )

dS [ aSl 2,03 ? ?
+ (—ih) Z l 11,12,12;7'1 x,x) L 95 ,1(9(;1 T2, )

TQ—I]
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Xep, (X)Cry 1n,15(T1, T, x)dTy + .0+ O(h2).

Sea Py (z) la proyeccién de C™ sobre el espacio lineal generado por los vectores e;(z),j =
., k. Para aniquilar los términos del primer orden con respecto al pardmetro pequeno h se
ponen las condiciones siguientes para las funciones ¢, , ¢, 15, wf:f

o (0) gl @en @l en () + () 251 o, (2.41)
P |21, (0) e (e ()] + e o)er (o) P (2.42)

== o (@) +p(@)] e, (@)1, 1, (@, ),

l2#l

M (z) = ilp} (x) + A(z) — E] 71 (I - Py)

20 (0) e o)en (0] + e o) (0 212 . (2.43

la ecuacién (2.41) es una ecuacién de transporte. Esta ecuacién implica que el primer término
en la parte derecha de la ecuacién (2.40) es ortogonal al vector e, (x). Es bien sabido que
c,(x) = py, (x)//|p1, (x)|, donde la funcién p;, (z) satisface la ecuacién (2.4) con unos datos
iniciales.

Por lo tanto la parte izquierda de la ecuacién (2.42) es una combinacién lineal de los vec-
tores ey, (z), donde I3 # lp,1 < Iy < k. Asi se obtiene que las funciones ¢, ;,(x,x) pueden ser
determinadas de manera tnica a partir de la ecuacién (2.42). La funcién wmf (x) en la solucién
asintética de multifase (2.37) estd dada por la férmula (2.43). Debido al operador (I—-Pg)en
la férmula (2.43), la funcién 1/Jmf (z) difiere de la funcién 1, () en la solucién asintética WKB
dada por (2.7). Usando la ecuacion (2.41), se puede representar la expresién (2.43) en la forma

Wi () = il (2) + AGe) — B (1= P2 [, (2)/ Vo ()] o, () (2.44)

X [ddxell(fﬂ) — e (2) <a§glcl’eh> (x)}

Para aniquilar los términos de primer orden con respecto al pardmetro pequeno h en la funcién
bajo la integral en la parte derecha de la ecuacién (2.40), se ponen las siguientes condiciones sobre

las funciones ¢, 1, (71, ), wZLlJ; (T1,2), Y Clyin s (T1, 2, T):

2pa) g fen@len (o)l o)) + Lo ) = (2.45)
s 201, (0) e (et a1, + P2 (@), 1,0 (2.46)

= - Z pl2 +pls )] ela(x)cll,l%ls(Tl?xvx)’
l3#l2

Ui (ri, @) = ilpf, (2) + A(z) — E]7H(I - Py) (2.47)
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d d €T
2pi, (x)%[elz (z)ey 1, (T1,2)] + pﬁi )612 (x)ety 1,(T1,2)

La ecuacién (2.45) es la ecuacién de transporte para la funcién ¢, ;,(71, ). Los datos iniciales
¢y 1, (2, x) se determinan de la ecuacién (2.42). Es bien sabido que ¢, (z) = p;, (x)/+/|pi, (x
donde la funci(’)n o1, ( ) satisface la ecuacion (2.4) con datos iniciales arbitrarios; y que ¢, 1, (71, :r) =
P1y.15(T1,2)//|p1, ()], donde la funcién p;, ;,(71,7) satisface la ecuacién de transporte (2.4)
con respecto a la Varlable x. La ecuacién (2 42) determina los datos iniciales para la funcién
p1,.1,(T1,) en el punto x = 71,

— ([2on ()2 fen (ra)en, (ra)] + en () () 22 e, (7))

[p1, (1) + p1, (71)]

Py, (T1,71) = (2.48)

En general, se tiene que

Piyvty (T15 e T 1, @)

Ip1,,, ()]

Clyvoodon (T1y ey T—1, @) = para m > 2, (2.49)

y las funciones p;, ; (71,...,Tm—1,7),2 < m, satisfacen la ecuacién de transporte (2.4) con
respecto a la variable z con los datos iniciales de la forma

pll,.“,lm(Tlv"'va—hx) -1

|pl'm. (.’L‘)| E=Tm—1 [plm (Tm—l) + Y4 — (Tm—l)]

d pl eeslm— (7—17“'77— 71)
X 2plm71(7-m71)lj7_7 Clm_1 (Tmfl) - - =
m-t \pan (Tim-1)]

d Ton— ¢ Ty ey T
N pl,gl( m 1)ezm,1(7m71) Lveoda 1 (T1y ooy Tm—1)
Tm—1

,elm(Tmfl) . (250)

pln171 (Tm—1)|

La expresiéon para las funciones lef , (T1,..;,Tm—1,7) puede ser representada en la forma
L,

R (T T, @) = 2057, (@) + A) — E) NI - Py)

m

[t (st DT @ 1,0 | e 0 e, ) (B, ) )] 250

dx

Lema 3 1° Euisten funciones " f (71,.. Tm—1,%):Cly ... (T15 oy Tm—1, ) que pertenecen a
la clase C* ((zo — 8,20 +6)™), 2 < m tales que la ecuacion (2.49) y las condiciones iniciales
(2.50) se satisfacen con datos iniciales pll(mo) arbitrarios. Las funciones p;, ;| (T1,.; Tm—1,T),
2< m, y py, (z) satisfacen la ecuacion de transporte (2.4) con respecto a la variable x. Las
funciones w;:l_f_lm (T1y.ey Tm—1,) estan definidas por las férmulas (2.51).

2 8i N > (a+1)2 + 1 entonces la funcion yi (x,h) definida por (2.37) es una solucion
asintdtica de la ecuacion (2.1) con la precision O(h?). Ademds se tiene que O(h*) € C°°((zg —
§/2,20 +6/2)™) y d0(h?)/dz? = O(h?>79).



Condiciones de cuantizacién 27

Demostracién. Punto nimero 1° del Lema 3 sigue de las formulas (2.48)-(2.51). Punto nimero
2° del Lema sigue de la estimacién (2.38) y de la férmula (2.40). m
En lo que sigue se elige un punto ¢ € (z9—3, z9—0/2). Sea p(z) € C*°(R'),p = 0, paraz < cy

¢ =1 paraz > xo—0/2. Se supone que las funciones ¢, ..., , w:? , Dbaram > 2 en la expresién

(2.37) estdn reemplazadas por ¢, , =¢, , ¢(T1), zZZLflm = 1/1?:_J_c_l ©(71). Integrando por
partes de manera consecutiva con respecto a las variables 71,72,...,%;,17 se obtiene que la
multiplicacién anterior cambia la expresién (2.37) en el dominio [z¢ — /2,209 + §/2] por una
funcién del orden O(h*) tal que d'O(h™)/dz' = O(h®®). Por lo tanto multiplicando la expresién
(2.37) por ¢, otra vez se obtiene una solucién asintética de la ecuacién (2.1) con la misma
precision.

Lema 4 Al remplazar las funciones ¢y, 1., Y w:':_f_lm en la expresion (2.37) por las funciones

oy ¢l1 , la funcion obtenida en el dominio (xg — §,xq) tiene solucidn asintdtica WKB
(2.3) con j = 11 y el signo "+".

La demostracién de este lema sigue directamente integrando por partes de manera consecutiva
con respecto a las variables 71,72, ..., Tim_1-
Demostracién. del Lema 1

1) Usando la expresién (2.37) con las funciones ¢, lm,wl ... € integrando por partes, se

obtiene que la expresién (2.37) en el intervalo (zg — 5/2 To—€) es la solucién WKB de la forma
(2.3) con el signo "+". En el intervalo (z¢ + €, 20 + §/2) es posible aplicar el método de la fase
estacionaria (ver [22]) para demostrar que (2.37) es una solucién asintética WKB de la forma
(2.3) con el signo "+". Como las amplitudes p;" left Y o jright Satisfacen la misma ecuacién de
transporte (2.6), ellos solamente pueden tener diferentes datos iniciales. Por lo tanto la ecuacién
(2.14) se satisface para alguna matriz Ue .

Para determinar la matriz Urign¢, s necesario modificar las férmulas (2.37). Considere la
siguiente cadena de funciones de fase:

m

zo
(7’1,...,7'm_1,$) :/ pll(tl)dtl

T1

0
o / P (Do S,y

T1 Tm—1
+/ p12(t2)dt2+...+/ o1, (tm ) dtm,
T T

2

aqui d > xg + 0/2. Para unir las soluciones asintéticas WKB (2.3) con el signo ” —” en los
intervalos (xg +&,20 +0/2) y (xg — /2,20 — €), se usan las soluciones asintéticas de multifase

de la forma

/o) = exp {150} [en e () + b ™ )

+ Z/ exp{ 1t (71 )} [6[2 (@)eg, 1, (T1,2) + hl/}l_lgf(ﬁ,x)} dri+ ... (2.52)
,2)
Como antes se usa la representacion ¢, = p; 1 (T1,.;Tm,®) //|p1,, ()], donde las

amplitudes p; N satisfacen la ecuacion de transporte (2.4) con respecto a la variable z.
2) Ahora se corrigen las matrices Wefr y Urighs para obtener matrices unitarias. Considere
una solucién (n X n) —matricial del problema de Sturm-Liouville

2
<—ihdci) C+ (A(x) —IE)C =0, para x € (xg — 6,29 + ). (2.53)
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Suponga que la matriz A(z) es autoconjugada. En este caso de manera estdndar se puede
demostrar que

L,dc  dCc*
¢ dr  dx

Tomando las soluciones asintéticas (2.3) en lugar de las columnas de la matriz C en el intervalo
(o —0/2,20), y tomando las soluciones asintéticas (2.13) en lugar de las columnas de la matriz
C en el intervalo (xg,zo + §/2), se obtiene de la férmula (2.54) que Qseys - ﬁ;‘eﬁ = I+ O;(h?).
De manera andloga se obtiene que Wyight - Uy = 1 + Or(h?) y Op(R?) = B*Cy(h),m = 1,7,
donde Cy,(h) = C},(h). Evidentemente las matrices autoconjugadas C,, (h) estdan uniformemente
acotadas con respecto al pardmetro pequefio h € (0, 1]. Por lo tanto existen matrices autoconju-
gadas Byeri(h),Bright(h) tales que |Biesi(h)| < const 'y ||Bright(h)|| < const para h € (0,1] y
las matrices West + h2Bieft(h) ¥y Uright + h?Brignt (h) satisfacen las condiciones del Lema 1. La
expresion (2.17) sigue del férmula de Liouville para el determinante de las soluciones linealmente
independientes de un sistema lineal de primer orden (ver [8]). m

C = const. (2.54)

2.1.6. Demostracion del Teorema 4

1) Considere la solucién asintética de multifase (2.37) de la funcién ij en el dominio (zg —
d, 20+ ). Suponga que la solucién asintética de multifase yJN estd construida por el Lema 4, i.e.
la funcién yJN tiene solucién asintética WKB (2.3) en el intervalo (zg — §,z9 —€),0 > & > 0.
Aplicando el método de la fase estacionaria (ver [22]), se obtiene que la funcién y en el intervalo
(xo +€,20 + 0) tiene la representacién asintética siguiente:

€j (m)pj(z)
Ipj ()]

k .
+Vh2r Z exp{ ’ [Sj(z0)

lo=15lo#j

ij = efsﬂ'(m)ﬁj(h) [

i / o (t)dt} + Zsign (d(wo) P <wo>>)} ‘d(m(aco) — i, (20)) ‘“2

) dxg dxg

+ O(h?). (2.55)

|1, ()]

Aqui 8;(h) =1 —le-h+0(h3/2_5), Bji,(h) = 1+O0(h'/?); (o) = pj, (0, 0), ¥ py, () satisface

la ecuacién de transporte (2.4). Se obtienen resultados similares para las soluciones asintéticas
de multifase (2.37) con fases S .

2) Sea ¢, () una funcién de la clase C>°(R') tal que ¢, (z) = 0 para & > 29+0y (,, (z) =1

para ¥ < xo + ¢ . Evidentemente, [h? (d*/dz?),(,,] = 2h* (d(,,/dz) (d/dz). Por lo tanto se
tiene que

<81, (1) [”m)’”(x) + by, ()

2
{ (-ihi) + A(z) — IE} hi¢,, (x)et Si@) lpj(x) + hipy(z)| = O(R'T9), (2.56)

p; (@)

donde ¢ € R!. La funcién ng(m, xo, h) se define en el dominio (z¢ — §,zo + ) como:
gjv(xv Lo, h) = Cwo (ZC)ij(x’ h)

€j (x)pj(x)

o a]] +thj(m)] . (2.57)

=G en { 150 8,0 [
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Combinando (2.55) y (2.56), se obtiene que la funcién ﬂjN (z, 0, h) en el dominio (xg — J, 29+ 9)
satisface la ecuacién

{ (—ihdi>2 + A(zx) — IE} 7N (z,z0,h) = O(h*/?) para N > 2. (2.58)

La ecuacién (2.58) implica que se puede considerar a la funcién g} (z, zo, h) en el intervalo (zo —
8,0+ &) como una solucién de la ecuacién (2.58) con la precision O(h*/?) (independientemente
de las intersecciones 7, M +;). Esta consideracién permite construir una solucién asintética del
problema (2.1) tal que tiene su amplitud del orden 1 sobre la curva 7, las amplitudes del orden

Vh sobre las curvas Y-« = 1,...,k, y las amplitudes del orden h sobre las curvas que no
intersectan a la curva ; pero intersectan a las curvas v, ,a = 1,...,k. Sobre las curvas que no
intersectan a las curvas v, y v, = 1,..., k, las solucién asintéticas tiene amplitud igual a cero.

3) Considere las curvas v,,7; ,o = 1,..., k. Sean Af, ..., A7 los puntos de intersecciones , i.e.
{Af, ..., A } = v; N7, - La condicién (2.8) implica que todos los puntos Aj, sobre la curva v;
pertenecen a "x” cartas disjuntas U,,, y que los puntos sobre las curvas v, pertenecen a ” x”
cartas disjuntas U}. Estas cartas se puede elegir de tal manera que 7, (US%) = 7,(Uy,). Sean A,
y Ao, puntos iniciales sobre v, y 7, que no pertenecen a uk_ {Ag, ., Ag }. Los puntos AOJ
y Ao, se usan para construir el operador de Maslov K., sobre las curvas v,,7,, - Estos también
son los puntos iniciales para la amplitud, la funcién de fase y el indice de Maslov sobre las
curvas 7; y 7, - Se considera el indice de Maslov sobre 7, y 7, en la direccién de las manecillas
del reloj; suponga que los puntos Ao, , AT, ..., Ay estdn enumerados también en la direccién de
las manecillas del reloj. Evidentemente se tiene que Uf_,{Af,..., A2 } € ;. Bajo la notacién
I=uk_, Ul | A% el conjunto de cambio de multiplicidad D tiene forma D = 7,

Ahora se construird una generalizacién del operador de Maslov (ver [9]) para el caso cuando

las curvas y; y 7, tienen una interseccién no trivial para a = 1, ..., k. Suponga que 7, (A%) = z2.
En este caso se considera la funcién exp {—15;(z)} v/Ip; (x)|y§v(:c, h)or ! en”x” carta U, sobre
7, tal que Af, € U,. En las demds cartas sobre 7, que no intersectan al conjunto I" se considera
la funcién p; = e;jp; + hmwj. Aqui la amplitud p; para la solucién asintética de multifase y
para la solucién asintética WKB estd dada por la misma funcién. De la férmula (2.7) para las
funciones v ; se sigue que p; es la funcién definida sobre ;. Multiplicando estas funciones en las
cartas por una particién de la unidad {g,,} subordinada al atlas {U,,} considerado, se obtiene
la funcién ¢; sobre 7. De la condicién de cuantizacién (2.9) (ver [9],[19]) y la ecuacién (2.58)
se sigue que la funcién K, (¢;) (el operador de Maslov generalizado aplicado a ;) satisface la
ecuacién

{ (-mdif + A(z) — IE} K, (p;) = O(h*?), (2.59)

donde las funciones K., (goj),O(h?’/Q’”),n € Ny, pertenecen al espacio S(R') y 9"O(h3/2) =
O( h]3/27n)'

Es posible mejorar la precisién O(h*/2) en (2.59) hasta O(h?) considerando las otras curvas
Y, que intersectan a 7;. En cada interseccién A7, la funciéon K, ( ) genera una onda que
propaga a lo largo de la curva v, . La conclusién se obtiene dlrectamente de la férmula (2.55).
Ahora se suman las funciones obtenidas en cada curva v, _, y se pega el resultado con la funcién
K., ()

Por lo tanto la férmula (2.55) implica que la funcién K, (¢;) en el punto A € I' genera
“ondas” a lo largo de todas las curvas <, que pasan por el punto A, y esta misma férmula
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determina sus amplitudes. Estas "ondas” se propagan en la direccién de las manecillas del reloj.
Se fija una curva 7, y se investiga la "onda” estacionaria sobre esta curva.

En una vecindad del punto A%, la proyeccién m, es un difeomorfismo de las vecindades Uy, US,
que pertenecen a las curvas y; y v, en un mismo intervalo (x8, —0,x%, +9). Sea 7, la proyeccién
de R2 2 p sobre Rl, TpAS, = pf. Sipd, > 0, entonces de (2.55) se sigue que la funcién K,, (¥;)
genera una onda con amplitud ., ,,, a lo largo de la curva 7, en el punto A7, y se obtiene

AY

— g (a m . (dpj(zr,) — . (27,))
'uoé,m ‘= exp { h S] (Jj'm) - /:400 Db, (T)dT + 432gn ( dx‘rln
Jarh d(p;(z2) — pr, (z2))|/? o 1 5
x dxa (elapla (z) + hyy, (x)) om, (2.60)

donde

-
8;(x) == / pidz, B (@) == /o @ (

Apj

En el caso cuando pj, < 0 se usa la expresién (2.37) con las fases S; ;. Por lo tanto
en la expresién (2.60) para la funcién g, ,, se cambia el signo ” +” cerca de la expresion
%S’Lgn (d(p] (xgn) — Pl ("E%L))/dl‘m) por el SigIlO =

Note que las curvas 7;  no satisfacen la condicién de cuantizacién (2.9). Por lo tanto es posible
definir una constante C,, como sigue:

1—exp L {/ pdx — Elnd('yik (E))}
h Yia (E) 2
9a

X Z (:u‘am(AOOé)? e, ©° 71';1 (AOa)) exp {—i;]nd(Agn, Aoa)} . (2.61)

-1

Co =

Considere el arco Aoy, Aj), de la curva v, orientado en la direccién de las manecillas del reloj. Sea
0am una funcion de la clase C*° definida sobre este arco, tal que la funcién o, es igual a 1 fuera
de la carta Uy . Sea g, un elemento de la particién de la unidad sobre v, tal que Supp gm C Up,.
En este caso la funcién o, satisface las condiciones siguientes: onm o ;1 + gm om,t = 1
en el intervalo (22,28 +6), ¥y 0am o m,+ = 0 en (22, — §,22). Note que 7, U = WxUm =
(% — 6,28 +9).

En lo que sigue se describe solamente la idea de generalizacién de la construccién de Maslov
en el caso cuando las curvas v, y Uﬁ:ﬂla tienen una interseccién no trivial. Los detalles pueden
ser obtenidos de manera andloga siguiendo los pasos descritos en los trabajos [9],[19].

Sobre la curva v, se considera la solucién p; de la ecuacién de transporte (2.4) con los
datos iniciales p; (0) = 1. La curva v, no satisface la condicién de cuantizacién y por lo tanto
el operador de Maslov puede ser definido solamente sobre el recubrimiento universal de =, .
De hecho el operador de Maslov estandar K,, ~(ver [9],[19]) es una extensin de las soluciénes
asintdticas a lo largo de la curva ;. Por lo tanto se empieza extendiendo la solucién asintética

K’Yza Ca (6[ Pla + hwl ) Z :LLam m (262)

a lo largo de la curva v, , a partir del punto inicial Ag,. Se elige una constante C, tal que
uno regresa al mismo valor después de hacer una vuelta a lo largo de v, . Después se cambia el
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operador estandar K, en la expresién (2.62) por el operador generalizado K., anteriormente
definido y se suman las funciones obtenidas para o = 1,..., k, con Kﬂ,j (goj). La funcién obtenida

satisface la ecuacién (2.63) con la precision O(h?). Esto implica que existe un valor propio Eeg(h)
tal que E.,(h) — E(h) = O(h?).

2.2. Acercamiento general para las condiciones de cuanti-
zacion en el caso de caracteristicas de multiplicidad
variable

2.2.1. Solucidn asintética de WKB-Maslov

Considere el problema matricial de Sturm-Liouville

g\2
<_ihdm> y+ A(z)y = Ey;z € RYy(z) € Lo(RY); (2.63)

donde y € C";h € (0,1] es un pardmetro pequefio. El problema matricial de Sturm-Liouville
ocurre en la mecdnica cudntica (veanse [1, 2]) y en la nanotecnologia (veanse [3, 16, 23]).

Sea A(x) = A(z)* una (n x n) funcién matricial de la clase C°(R!) tal que el operador
(2.63) es esencialmente autoconjugado en Lo(R') (vea [17]). Denote los valores propios de la
matriz autoconjugada A(x) por A\j(x),j = 1,...,n. Sean e;(z) los vectores propios ortonormales
de A(x), ie., A(x)e;(x) = Aj(x)e;(x). Sila matriz autoconjugada A(z) es una funcién analitica
en un conjunto abierto VC R!, entonces todos los valores propios y los vectores propios de la
matriz son funciones analiticas en V' (vea [18]). Por lo tanto es posible suponer que las siguientes
condiciones son vélidas.

Condicién 11 Suponga que la matriz A(z) tiene la forma A(zx) = U(z) ||A;(x)di;|| U*(x), donde
U(z) es una funcion matricial unitaria de la clase C*° en R' y \j(z) € C*(R!), Im\; = 0.
Sea D el conjunto de los puntos x en los cuales los valores propios cambian su multiplicidad.
Suponga que D # @ y tiene un ndmero finito de puntos; la diferencia (A; — X;) entre cualesquiera
dos valores propios Aj,\i, i # j, que coinciden en D tiene un cero de orden finito en D.

Condicién 12 Sean ;(FE) las curvas en el espacio de fase Ri)p definidas como:
PP+ N@E)=E j=1,..,k<n.

Suponga que todas las curvas 'yj(E) son comexas y compactas en Ri,p para E € (Ey —e,FEp+¢)
en algun Ey, € > 0 . Suponga que la desigualdad d\;(z)/dz # 0 se satisface en todos los puntos x
para los cuales \j(x) = E, y que en problema (2.63) no tiene un espectro continuo en el conjunto
(EO — &, EO + E).

Asf las curvas 7, son unas C°°-variedades unidimensionales en Ri’p. Denote por 7, la proyec-
ci6én de Ri,p sobre RL, y por 7, la proyeccién de Ri,p sobre Rzlj. Sea 7, (v, U...U~,) la proyeccién
del conjunto v, U ... Uy, sobre R..

Si todas las curvas 7, son disjuntas entonces son vélidas las condiciones de cudntizacién
de Born-Sommerfeld-Maslov (veanse [9, 19]). En esta seccién se determinan las condiciones de
cuantizacién en el caso cuando estas curvas v;,7 = 1,...,k,k > 2, tiene una interseccién no
trivial.

Recuerde unas propiedades de las soluciones asintéticas WKB estdndar (vea [8]). Suponga
que los valores propios Aj(z1),j = 1,...,n, tienen multiplicidad uno (son disjuntos a pares)
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en un punto 1 y que los impulsos p;(z1) := v/E — Xj(z1) son positivos. En este caso todos los
impulsos son distintos a pares en una Vecmdad Vay del punto z1 y se tiene que p;(z) > 0. Existen
2n soluciones linealmente independientes y] del problema (2.63) con las soluciones asintéticas

WKB siguientes:
¢j(2)p}
Y5 =exp ( S (x ))

il

n z dSJT"(x) _ o ds; (z)

S () := / pj(z)dx, — = p;(z); S; (x) := / pj(z)dz, = —p;(z). (2.65)
o T - dx

El residuo es tal que O(h?) € C*°(V,,), y d?O(h?)/dz? = O(h?), para j > 0. Las amplitudes pj[

satisfacen la ecuacién de transporte siguiente:

dp;[ de; +
e t—0. 2.
e + <dm ,e]> p; =0 (2.66)

M 0 RRe )

La ecuacién (2.66) se puede reescribir en una forma invariante para las cartas en "2” y ”p
representaciones (vea [19]). En efecto sobre la curva 7; las amplitudes pj: pueden ser consideradas
como funciones de un pardmetro global ¢ (ver [9]). Las funciones x;(t), p;(t) sobre las curvas
son soluciones del sistema de Hamilton

dx dp

d)\j
— — . .t >0. .
i 2p, o T {2(0),p(0)},, €7v;,t =0 (2.67)

+hs +O(h?)| (2.64)

Evidentemente las soluciones del sistema de Hamilton (2.67) para j = 1,2, ..., k, son funciones
periédicas con periodos T;. Se consideran las trayectorias x;(t), p;(t) a lo largo de las curvas
en la direccién de as manecillas del reloj. Se elige un punto inicial sobre las curvas ; como

(0(0). 0000}, = {0300 = /= Xy (awy) > 0. (2.68)

Sobre la curva v, la ecuacién de transporte (2.66) en la forma invariante estd dada por la
férmula:

dp; de; de;
o +2p (d;;’ej> pj =0, here p = p;(t), = z;(t); Re (dwj’ej> =0. (2.69)

Evidentemente, si en una carta U, sobre 7, en el dominio 7, (U,) se tiene que p;(t) [, > 0
entonces la funcion p; o w, ! satisface la ecuacion de transporte (2.66) con el signo "+", y si se
tiene que p;(t) |y, < 0 entonces con el signo "—". Note que todas las curvas «; son simétricas
con respecto al eje real. Por lo tanto la ecuacién (2.69) implica que la funcién p;(t) tiene un
periodo T}, i.e. p; (0) = p; (T}) .

Las funciones 1/1?[ en (2.64) estdn determinadas por la ecuacién

+
J

vE = i2p; [+ A(z) — E] (Cf;{ —ej(x) (‘fl‘z,ej» . (2.70)

En lo que sigue sobre la curva v, se usa la funcién 1, obtenida de la férmula (2.70) cambiando

|pj |

la funcién p;-t por p;, con p; =

Ahora se definen las funciones §l(t) sobre las curvas 7y, como:
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— t da;(t) x; ()

50 = [ i) |0 a= [ piasy . (2.71)
0 Zoj

Sea t;(x) la solucién de la ecuacién z;(t) = x. Note que si la carta U, sobre v; es tal que la

proyeccién m, es un difeomorfismo U, — 7, (U,), entonces t;(x) € C* (7,(U,)). Las funciones

t;(x) estdn definidas hasta unos periodos T;. En lo que sigue se pone:

Si(z) = S;(t)

L (2.72)

Evidentemente si se tiene que p;(t) |y, > 0 entonces S;(x) = S;“(m) + const, y en el caso
cuando p;(t) [y, < 0 se tiene que Sj(z) = S; () + const. En lo que sigue para todas las curvas
7, se fijan los puntos iniciales (2.68) y se definen los datos iniciales para la amplitud p; en estos
puntos, i.e. para t = 0.

Por asyji se denotard la solucién asintética WKB en la parte derecha de (2.64). En una
vecindad del punto z; tal que A;(z;) = E la Condicién 12 implica que dA;j(z;)/dx # 0. Sea
Up una pequena carta sobre la curva ; tal que contiene al punto (x,0). Entonces 7, es un
difeomorfismo U, — 7,(U,), y se puede calcular la solucién asintética del problema (2.63) en el
intervalo (x; — e, x; +¢) en la ”p”-representacién de Maslov , i.e. como

1 s do(p) . d d®(p)
- (pz+2(p) |,. [ _ el ) | .
y \/72i7rh/ x(per [6J< dp “hdp>”ﬂ”“”ﬂ< )|

aquif x(p) € C§°(R;), x(p) = 1 en una vecindad del punto p = 0, y la funcién de fase estd definida
como ®(p) := 5;(¢) }t:t(p) — px(t) |t:t(p) . Evidentemente se tiene que —d®/dp = x(t) |t:t(p) .

Condicién 13 (Posicidn general) Suponga que las Condiciones 11y 12 se satisfacen paray;, j =
1,...,n, las ecuaciones \j(z) = E tienen dos soluciones para cada curva y d\;j (z) /dz # 0 en
los puntos x : A\j(x) = E. Suponga que sobre el conjunto de cambio de multiplicidad D se tiene
que \j|p # E, j =1,...,n. Suponga ademds que cada dos curvas que se intersectan tienen una
cantidad finita de intersecciones, y que los valores propios Aj, A\; que coinciden sobre el conjunto
D satisfacen la condiciones siguientes:

d(Nj — Ag)/dx|, # 0 para j # q.

Denote el indice de Maslov (veanse [9, 19]) de la curva v,(£) por Ind(y,;(E)). El teorema
siguiente fue demostrado en la seccién anterior.

Teorema 6 Suponga que la curva 7y; intersecta solamente las curvas v, ,a=1,...,k<n—1,y
que se satisfacen las Condiciones 11, 12, y 13. Sea E = E(h) una funcion definida en (0,1] tal
que E(h) € (Ey —¢,Ep +¢€), y en el intervalo (Ey — €, Ey + €) el operador (2.63) no tiene un
espectro continuo. Suponga que

1
7/ pdx — EInd(’y-(E)) = 2rm(h), para algin m(h) € Z,
hJs ) 2

epi{l/
< -
h Jy

para una constante C'. Entonces existen valores propios Eeq(h) € (Ey — ¢, Ep + ¢€) del problema
de Sturm-Liouville (2.63) tales que E(h)— FEeq4(h) = O(h?).

>C>0a=1,..k,

pde — < Ind(y;, (E))} ~1

(E)

i
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2.2.2. Matrices de transiciéon y su aplicacién a la condicién de cuanti-
zaciéon

Sean Uj,j = 1,..., k, cartas sobre ~; tales que p|Uj > 0. Suponga que 7, (U;) = (z1 — 6 <

x<x1),j=1,..,k yque DN (z1 — 6 < z < x1) = &, pero 1 € D. Considere la solucién

asintética WKB asyj+ en la carta U;. Usando el método desarrollado en el trabajo [5] se extiende

la solucién asintética WKB desde las cartas U; a lo largo de la unién ~; Uy, ... Uy, de las

curvas v;,J = 1,...,k, en la direccién de las manecillas del reloj. Sea 1 un punto que satisface
las condiciones siguientes.

Condicién 14 Suponga que los valores propios Aj(z),j =1,.... k, k > 2, coinciden en un punto
1 € me(y1 U ... Unyy), las funciones \j(x) — N(x),1 < j,1 < k, j # | tienen ceros de ordenes
finitos en el punto x1, y Nj(x1) # E, paral = 1,...,k. Se supone que en 7, (y; U...U"y,) los
valores propios \j(x),j =k +1,...,n, tienen multiplicidad uno.

Ahora se supone que se satisfacen las Condiciones 11,12, y 14. Se considera la solucién asin-
tética WKB y]jE con las funciones de fase (2.65) del lado derecho y del lado izquierdo del punto
x1. El lema siguiente fue demostrado en la seccién anterior.

Lema 5 (Matrices de Transicion) Suponga que se satisfacen las Condiciones 11,12, y 14. 1°
Sean y;r,l = 1,...,k, las soluciones del sistema (2.63) tales que en el intervalo por la izquierda
(x1 — §/2,21) tiene el comportamiento asintdtico (2.64) con el signo "+", la amplitud plfleft,
y los datos iniciales p;fleft(O). En este caso, existe una (k X k) matriz unitaria Ut (z1) tal que
en el intervalo por la derecha (x1,x1 4+ §/2) las soluciones ylﬂl = 1,...,k, tienen el siguiente
comportamiento asintdtico:

b ) em(m)p+l ght (T)
+ ex Lot x ml,rig —+ ) T 2 . .

Aqui los datos iniciales p;l M-ght(O) de las amplitudes pzl_m.ght son de la forma

{p1+1)right(0)7 - p;:17right(0)}t = UJr(zl){leeft(O): ) O}ta e (2.74)
(AT, right (0)s oo Pk igne (0)} = U (@1){0, oo 1o (0)}

El stmbolo {...}* en la férmula (2.74) denota la transposicion.

2° Andlogamente para las soluciones del sistema (2.63) tales que en el intervalo por la derecha
(x1,21 + §/2) tienen un comportamiento asintdtico (2.64) con el signo "—" existe una (k x k)
matriz unitaria U™ (x1) tal que las formulas (2.74) y (2.73) se satisfacen con el signo "—".

3° Determinantes de las matrices Ut (z1) y U™ (z1) satisfacen la igualdad

det (Ut (z1)) = det (U™ (21)) + O(R?). (2.75)

4° Las matrices Ut (z1) y U™ (z1) como funciones del pardmetro h tienen el siguiente com-
portamiento asintotico:

UE (1) = 1+ ho1C(x1) + o(ha+T), (2.76)

donde el nimero q es el menor orden de los ceros de las funciones (\j(z) — N(x)), para 1 <
3 1<k,j#1, en el punto x;.
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Se dice que las curvas ,(E), 7,,(E) pertenecen a un clister si existe una cadena {v; (F) a

de curvas que se intersectan a pares, ie. v, (E) N7y, . (E) # @ tales que v, (E) = vjl(Eoﬁiy
Ym(E) = 7;,(E). En lo que sigue se considera el clister formado por las curvas v, (E), ...,7,,, (E).
Sea {X1,...,zy : ©1 < ... < x, } la proyeccién de todas las intersecciones entre las curvas del cluster
sobre R., i.e. los puntos de la forma (v, (E) N 7,(E)),1 < a # B < m. Mds adelante
se introduce un indice sobre las curvas del clister en la direccién de las manecillas del reloj.
Considere sobre todas las curvas v, del cliister, la solucién asintética WKB tal que las amplitudes
toman sus valores iniciales en el punto (2.68) y las funciones de fase Sl'" son iguales a la funcién
de fase (2.72). El problema consiste en elegir a los datos iniciales para las amplitudes de tal
manera que extendiendo la solucién asintética WKB a lo largo del clister en la direccién de las
manecillas del reloj se obtiene la misma solucién asintética WKB. Esta condicién es en realidad
una condicién de cuantizacién para la energia E. Es posible extender la solucién asintética WKB
usando del método de Maslov (ver [9, 19]) y el método desarrollado en los trabajos [10, 5] (ver
ademds el Lema 5).
Para las curvas 7; consideradas es vélida la afirmacién siguiente.

Afirmacién 1 Cada curva y; intersecta la linea vertical x = cte. a lo mds en dos puntos.

Considere las imégenes inversas de un punto z, € {z1,...,x,} sobre las curvas del clister.
Sea ;! (z4) = (Ufj:lA;u) U (U;ﬂt:IAq_,u> , note que los puntos A, , v A;u son simétricos con
respecto al eje real. Suponga que las curvas Yoy Vi, del clister se intersectan en el punto
A;ﬁ u.- Debido a la simetrfa de los puntos las mismas curvas se intersectan en el punto A, .- Como
cada curva v, intersecta la linea vertical z = cte. a lo mds en dos puntos es posible separar a las
curvas en clases tales que las curvas de una clase pasen a través de los puntos Af;M y no pasen
a través de los puntos A;a para « # p. Por lo tanto las curvas de un clister pasan a través de
cada punto Ai 5 solamente en la direccién de las manecillas del reloj. Mds adelante se construyen
(m x m) matrices unitarias Wt (z,, E), W~ (24, E) y (m x m) matrices unitarias Ly, L, para
cada punto z4. La condicién de cuantizacién es equivalente a la existencia de un vector propio
v €C™ tal que

W™ (21, E) .. W™ (2, E)L,WT (2, E) .. W (21, EYLyv = v + O (h), (2.77)
6 a la siguiente condicién sobre el espectro de la matriz en la parte izquierda de la férmula (2.77):
o (W_ (1, E) .. W™ (2, E)L,WT (2, E) .. WT (wl,E)]Ll) N{A: |1 =X <Ch} # 2.

Ahora sin pérdida de generalidad se supone que el clister estd formado por las curvas
Y15 s Yms Y que los datos iniciales para la amplitud p; son iguales a la componente v; del vector
v €C™. Més adelante se calculan las matrices Ly, W* (21, E), W (29, E),L,, y las matrices
W (21, F) , k > 2, los cuales son similares a las matrices W* (x5, E) .

Se definen los puntos iniciales A? = {z;(0),p; (0)} sobre las curvas v;, j = 1, ..., m, de manera
siguiente. Considere las lineas verticales x = 4, ¢4 € {21, ..., T, } tales que intersectan a la curva
V- Sea x = x,(;) una de las lineas con el minimo subindice ¢ tal que la curva 7, intersecta a la
curva del clister en un punto del conjunto 7, '(z,). Se define el punto inicial sobre la curva o7
como

A? =;0 {z =245} n{p>0},
y sea A?_ =, {z =z, }n{p<0}.
Suponga que se tiene que ;! (x1) = (UﬁzlAf#) U (UﬁzlAf,#) . Ahora es posible separar a

las curvas del clister en grupos con respecto al punto x; . Suponga que a través de los puntos A1i,1
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pasan las curvas vy, ..., Yy, , a través de los puntos AfZ pasan las curvas v, y 1, .. Vg,, ¥ @ través
de los puntos Aliﬁ pasan las curvas Vhpo1410 5 Vhgo donde kp =0,y 1 < k; < ... < kg. Suponga
que en el clister existen f curvas 7, a1 Vgt s QuUE intersectan la linea x = z1 y las curvas
del clister de tal manera que los puntos de intersecciones de ~;, s41s e Vhggp CON el clister no
pertenecen a la linea z = z1. Ademds suponga que existen (m — kg — f) curvas vy, 4 ri15- Vi
que no intersectan la linea x = x;.

Para construir la extensiéon de la solucién asintética WKB a lo largo del clister se introducen
las notaciones siguientes. Considere el arco (M7, Ms); de la curva v,(E) que pasa a través de los
puntos M; y Ms en la direccién de las manecillas del reloj. Sea 8(M;, Ms); el dngulo definido
como

1 us
9(M1,M2)l = E / pld.’L‘— §Ind((M17M2)l), (278)
(Mi,M2),

aqui Ind ((M;, M3);) es el indice de Maslov del arco (M7, M), [9, 19].
Primero se definen las matrices L1, L,. Sea L; la matriz definida como

Ll = ||6lj exp(iﬂj(A?_, A?)H y

para 1 <I[,j <m.
Sea z = m;(;) la linea con el maximo subindice [ tal que la curva 7, intersecta una curva
del cluster en los puntos A?Ej) , € ;! (a:l(j)) . Por definicién la matriz L, tiene la forma L, :=

H(Slj exp(iﬁj(A;Ej)’V,Alf(j),V)H ,para 1 <15 <m.

Ahora se define la matriz unitaria W+ (z1, F) en C™. Esta matriz es una matriz diagonal por
bloques compuesta por dos bloques. El primer bloque es una matriz diagonal por bloques que
consiste de 3 bloques U;(z1),j = 1, ..., 3, correspondientes a la curvas Vi1 Va1 ST < s.
En efecto estos (k; — kj_1) x (kj — kj_1) bloques se obtienen al aplicar el Lema 5 a las curvas
Vk,_1+1> - Vi, €0 una vecindad del punto ;. El segundo bloque de la matriz unitaria W (zq, E)
es la (m — kg) x (m — kg) matriz identidad.

Para calcular la matriz W (zo, F) es necesario separar a las curvas del clister en grupos
con respecto al punto x5 de manera andloga como se hizo para el punto x;. Suponiendo que
b (xg) = (UzzlA;M) U (U/ét:lAQ_JL) , existe una enumeracién de las curvas v;(E), tal que las
curvas vy, ...,",, pasan a través de los puntos Ail y las curvas v, _.,...,7,, pasan a través de

los puntos A;V,Z/ = 2,...,0. Suponga que en el clister existen fa curvas ¥, 1, -, Yn,4+, due
intersectan la linea x = x5 y las curvas del clister de tal manera que los puntos de interseccién
con el clister no pertenecen a la linea z = x5. Ademds suponga que existen (m — ns — f3) curvas
Yng+fatls - Vm due nO intersectan la linea z = xs.

Bajo la enumeracion inicial se tienen que p; (0) = v;. Sea Eny la matriz unitaria correspon-
diente a la enumeracién del punto xs.

La matriz Eno W (z2, E)En} es una matriz diagonal por bloques compuesta por dos bloques.
El primer bloque es una matriz diagonal por bloques que consiste de § bloques, correspondientes
alacurvas v, 41, Vn,s 1 < j < 0. Asi se obtienen (n; —n;_1) x (n; —n;_1) matrices U;(22),
donde j = 1,..,8;nj_1 +1 < ¢, < n;. Aqui el dngulo 04, (nj—1 +1) < ¢ < ny, es igual a
H(Afu, A3,)q sila curva v, pasa a través de los puntos A{rﬂ, AZ.,. El dngulo 6, es igual a cero si
la curva 7, no pasa a través de ninguno de los puntos AIN, w=1,....,6. El segundo bloque de la
matriz unitaria EnoW™ (x4, E)En} es la (m — ns) X (m — ns) matriz identidad.

Ahora se considera el caso general, i.e. la matriz Wt (zy, E). Se dividen las curvas del clister
en los grupos con respecto al punto zj, andlogamente como se hizo para los puntos z1 y xs.
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Suponga que se tiene que 7! (xy) = (UZZIAZM) U (UZ:IAIZ,H) . Evidentemente el niimero
¢ depende del punto x;. En este caso existe una enumeracién de las curvas v;(E), tal que las
curvas vy, ..., ¥4, pasan a través de los puntos A,j;l y las curvas Yd;_ys -V, Pasan por los puntos
Aij,j = 2,...,0. Suponga que en el clister existen fy curvas 7,1, Va,+p, que intersectan la
linea x = zy, y las curvas del clister de tal manera que los puntos de intersecién con el clister no
pertenecen a la linea x = x;. Ademds, suponga que existen (m — ds — fx) Curvas g, ¢, 415 -+ Y
que no intersectan la linea = = xy.

Como antes se tiene que bajo la enumeracién inicial pj(O) = v;, y sea En;, la matriz unitaria
correspondiente a la enumeracién para el punto . La matriz Eny W™ (2, E)En} es una matriz
diagonal por bloques compuesta por dos bloques. El primer bloque es una matriz diagonal por
bloques que consiste de § bloques, correspondientes a la curvas Yy 415 Ve 1 <j <.
Aplicando el Lema 5 a las curvas 74 41, ...,74, en una vecindad del punto zj, se obtienen (d; —
dj_1)x (dj —d;_1) matrices Uj(z), j = 1, ..., 6. El primer bloque de la matriz Eny W+ (2, E)En}
estd compuesto por ¢ bloques de la forma U;(xy) ||04r exp(ify)] ,dj—1 +1 < ¢,7 < d;. Aqui el
angulo 04, (dj—1 +1) < ¢ < d; es igual a Q(A:(k),wAZa)q en el caso cuando la curva v, pasa a
través de los puntos A:(k),w Aza, y el indice (k) es menor o igual que k. Aqui o (k) es el indice
q mds cercano al indice k tal que la curva v, intersecta a una curva del clister en un punto del
conjunto 7,1 (z,). El 4ngulo 0, es igual a cero si la curva 74 10 pasa a través de ninguno de los
puntos A;u,u =1,...,0, y para (k) > k. El segundo bloque de la matriz EnyWT (z, E)En}
es (m —ds) X (m — ds) matriz identidad. Las matrices W~ (xy, E) pueden ser determinadas de
manera andloga.

Teorema 7 Suponga que las curvas vy,...,Y,, satisfacen las Condiciones 11, 12, y 14. Si la
energia E (h) satisface la ecuacion (2.77) y E (h) € (Eo — ¢, Ep +¢€) entonces existe un valor
propio A € (Eg — €, Eo + €) del problema (2.63) tal que A = E (h) + O (h?).

La férmula (2.76) implica que en el caso cuando se satisface la Condicién 14 se tiene que

W~ (z1,E).. W™ (2., E)L,WT (2, E) .. WT (21, E) 4 (2.79)
= |61y exp (i6;)]| + VAD, para 1 <1,j <m,
donde
0, = 1/ pdx — ZInd(y (E))
Ty 2

m es el nimero de las curvas del clister considerado y para todo h € (0, 1] se tiene que || D|| < cte.
La demostracién del Teorema 7 se obtiene directamente de la férmula (2.79).



Capitulo 3

Soluciones asintoticas para los
sistemas de ecuaciones ordinarias
con un parametro pequeno cerca
de la derivada en el caso cuando
coinciden 3 raices caracteristicas

3.1. Introduccién

linealizando los sistemas no lineales en derivadas parciales (por ejemplo el sistema de ecua-
ciones para liquidos ideales compresibles, sistema de ecuaciones de Maxwell con corriente J (p, E)
que depende de manera no lineal de la densidad de carga p y del campo eléctrico E) se obtiene
un sistema lineal con tres o mads raices caracteristicas coincidentes. El modelo unidimensional de
esta situacién es el siguiente sistema con un pardmetro pequeno cerca de la derivada:

—z’h% + A(t)y +hB(t)y =0, (3.1)

aqui y € C™*2.r > 1,y h € (0,1] es pardmetro pequeiio. Considere la solucién asintéticas de
las soluciones linealmente independientes del sistema (3.1) en un dominio U = {[¢| < ¢}. Sean
B (t) € C* (U) y A(t) una funcién matricial de la forma

Iat 0 O

At) = 0 & d |, (3.2)
0 0 «ct

con I la (r x r) matriz identidad, d € R}r, vy a,b,c € R tales que a # b # c. Evidentemente se

tiene que los vectores e; € R™™2, j = 1,...,r + 2, tales que la j—ésima entrada del vector e; es

igual a 1 y todas las deméds entradas son iguales a 0, son vectores propios de la matriz (3.2). Este
sistema no se reduce a la ecuacién de Weber.

38
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Sea ®V una solucién del problema (3.1) con presicién O (hN ) que satisface unos datos ini-
ciales, i.e. se tiene que

—ih42T L A(H)®N + BB (t) ®N = O (hN) , para |t —to| < T,

[to — T, to + T) C [~To, To)] - (3-3)

Evidentemente el problema (3.1) es un sistema lineal de ecuaciones diferenciales con coeficientes
acotados, por lo tanto existe la solucién exacta y (x, h) del problema (3.1) que satisface los mismos

datos iniciales que ®V. En este caso la funcién 5 =y — ® es solucién del problema (3.3) con
datos iniciales iguales a cero, i.e.

~N
—ih% + A(t)q~5N + hB(t) %N = F(t,h)h"N, para |t —to| < T,
~N
¢ (tO) = 07
donde F (t,h) € C™ ([to — T, to + T)) y Supteito—t,to+1) |OFF (t,h)| < Crh™*, para una con-
stante C > 0,y k € N.

En este capitulo se desarrolla un método asintético para resolver este problema y demostrar
el teorema siguiente.

Teorema 8 Suponga que los coeficientes de la ecuacion (3.1) satisfacen las condiciones antes
mencionadas. En este caso existe un nimero natural n = n (T) tal que la solucidn del problema
(8.3) tiene la estimacidn siguiente:

o N—-n—1
H¢ Hc([_TT]) < Ch , para N >n+ 1.

En el dominio [t| > h'/27% 0 < § < 1/8, se puede obtener la solucién asintética de la ecuacion
(3.1) usando el método WKB estdndar. En el dominio |t| < h'/?7% 0 < § < 1/8, buscamos la
solucién del problema (3.1) en la forma

(t) o (t) (3.4)
=exp|—i— | 2(1). .

Y p oh

Substituyendo la expresion (3.4) en (3.1) y pasando en la ecuacién obtenida en ”p”-representacion

(ver [19]), i.e. .
z(t) = V;TLQXP (;th> w (p) x (p) dp

donde x (p) es una funcién de corte, i.e. x (p) € C5° (C) y se tiene que x (p) = 1 para |Rep| <
hY/2=% v x (p) = 0 para |Rep| > 2h'/279 la ecuacion (3.1) se reduce a

I(a—b) (z’h%) 0 0 ,
pw (p) + 0 0 d w (p) + hB (zhd> w (p) =0, (3.5)
0 0 (c—b) (ihd%) b

donde @ (p) = (w1 (p) , o0y (9) wri1 () w0ps2 (0) , B (i ) = [bsg (15 )| v by (i) o1 <
i,7 < r+ 2, son operadores pseudodiferenciales (P.D.0O.’s). La integracién se hace a lo largo del
contorno 7y que pasa por el eje real y pasa por abajo del punto p = 0 a lo largo de la circun-
ferencia de radio |p| = h'/?*2%. Note que en el dominio |t| < h'/?~% la matriz B (t) puede ser
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reemplazada por una sumatoria finita de la serie de Taylor con la precisién hasta O (tV) . Por lo
tanto es posible considerar a los operadores b;; (ih%) como operadores diferenciales. Considere
la solucién del sistema (3.1) para p en el dominio D = {p: [p| > h1/2+25} cortada a lo largo de

un rayo. Note que en dicho dominio se tiene que ’%’ < hM?2720 < pM* para 0 < § < 1/8. Las

soluciones asintéticas en ”t”-representacion se determinan por el comportamiento de la funcién
w; (p) en una vecindad del punto p = 0. Por lo tanto p en realidad es un segundo pardmetro
pequeiio. En lo que sigue se demuestra que para construir la solucién del problema (3.1) en el do-
minio |¢| < h!/279 es suficiente construir la solucién asintéticas del problema (3.5) en el dominio
Ip| < /279 donde § es un niimero positivo. Por lo que se construirs la solucién asintéticas del
problema (3.5) en el dominio D = {p: h1/%+2 < |p| < p1/279} .

Debido a que el simbolo principal de la ecuacién (3.5) tiene unas raices multiples en el punto
p = 0 y estas raices son suaves, entonces procediendo de manera angloga con los trabajos [5],
[28] la solucién del problema se busca en la clase de vector funciones con las componentes de la
forma

et S0 o (ph) + Yopey [1 dpr [2F dprv [22 exp £S5k (D P1s o PE)) Vi (B D1, o PR, D) dpi,
(3.6)
donde f=1,2;N €N, p; €v,7=0,...,N, fases Sy (p,p1, ..., pr) son de la forma

P1 2 D
Sl,k (papla"'apk’) = AI(S)dS_F )‘Q(S)d8+ + Al(S)d$7
Po P1 Pr

P

donde | = 2 para nimeros (k + 1) pares, y [ = 1 para nimeros (k 4+ 1) impares,

P P

1 D2
S (p,pl,...,pk)Z/ )\g(s)ds+/ /\1(s)ds+...+/ M(5)ds,

Po p1 Pk

donde ¢ = 1 para nimeros (k + 1) pares, y ¢ = 2 para nimeros (k + 1) impares, y se tiene que
A1 (p) =p/(a—Db), s (p) =p/ (c—b). Se sugiere buscar las componentes v ¢ i (p, p1, ..., Dk, h) en
una clase de funciones £5*. Las funciones de esta clase son analiticas con respecto a p, p1, ..., Dk,
y son de la forma

M
Vfk (p,Pl, ooy Py h) = HZ:O Z {Il/)f,k (PO,Pl, ,pk) X
m,l,j=0 (3.7)

i
br 1 (0, DL, o D) (p’j) hl(lnpa)poCm,z,j(h)}

po=p

donde f =1,2; M < 00; 1 son funciones C*°(R**1) con respecto a py, 1, ..., Pk; Crm,,j(h) son
polinomios en h con coeficientes C*°(R**1) en pg, p1, ..., pr; ¥ las funciones ¢y, son de la forma

b10(p) € C= (RY),
$11 (p,p1) = pﬂl) )

Pai )U ( E )U,parak:%—i—l,
)

(3.8)
¢1,k(pap1; o DE) = (230 0 &)J L E . P21+41

|~ ¥

, para k = 2[,
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g o o
o—1 [ p3 1 (ps 1 1 P2i+1 1 _
é (p D D ) _ Py (Pz) P3 (p4) P5 " P2i-1 ( D21 ) DP2i41’ para k=20 +1,
26D, P1s s Pk o—1 (m>” 1 (&)Up%v 1 L) para k = 21,

"p2i—1 \ P2t
(3.9

dondel € Ny
birt2)(r+1) (0) d

c—b '
Denote la clase de funciones de multifase antes definida por M®;. Si las funciones wy, &k =
1,...,7 + 2, pertenecen a esta clase es posible determinar la funcién w, 41, con la precisién hasta
RNt para todo N7 > 0. Note que en el sistema (3.5) la ecuacién para w,1 tiene forma

(3.10)

o=—1

h L d
{1 + ;b(r+1>(r+1) <Zhdp> } w1 =g (p,h), (3.11)
d h . d
g(p,h) =~ Ewr+2 + = Z birt1) (Zhdp> wy
l#r+1

Se busca una aproximacién de la solucién denotada por w,J,\fH de esta ecuacién con respecto
a la funcién w,4+1 en la clase de funciones (3.6). Después se substituye la aproximacién w?,,
en el sistema (3.5) y se obtiene un sistema reducido con respecto a wi, ..., Wy, wy12. Aplicando
formalmente la teorfa de perturbacién (ver [9]) la aproximacién w, ; se busca en la forma

wh, | = ENZ { (-Z) birt1)(r41) (ihjp) }k g(p,h). (3.12)

k=0

Sustituyendo w’}; en (3.11) se obtiene

h d N N1 [ (R _a\\ V!
1+ ;b(r+7”)(r+1) Zh% Wpiq = (—1) ; b(r+1)(r+1) ’Lh@ g (p7 h) . (313)

La estimacion en la parte derecha de la ecuacién (3.13) se obtiene usando el lema siguiente.

Lema 6 Suponga que las componentes de la funcidn vectorial gs, f = 1,2, pueden ser rep-
«
resentadas en la forma (3.6) y que b(ih%) = > o ba (ih%) es un operador matricial

h—diferenciales del orden m, donde b, son (m x m) matrices constantes. En este caso existen
operadores h—diferenciales

Dk ih O o) 0 -
Pf,l (h,p, ’Lhdfp lhm,...,lhm =
Zog\m|<oo agy" (h,p) (zha—p) (zhapkﬂ) (Zhapk+l) ,
donde k=0,1,...N;l=1,...,|m|;|m| =mo+...+my, y Eljczlm (h,p) son polinomios con respecto

ap yh, tales que:

o d i dSyo ~0 o d
b (Zhdp) gf = exp <th’0> { [b <_dp> + Pro (h,p, Zhdpﬂ vso (p, )
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0 0
+h Pfl <h Db; Zha ’ 3])1) Uf1 (p,pl,h) - + ..
~ 0 0 0
+ht PY (h, ;ih,ih,...,ih)v D1 s + ...
ra\hpiihgsihg apr ) U (P, P15 -5 1) I

+ (Zh)m bmVf,m (p, p1, ~-~7pm)|p1:__':pm:p}

k:l

+h ﬁfl (h p’Zh’ 8 )Uf,k+l (p7pla"'7pk+1) + ...
Ph+1 Pr+1=p
. 0 0
+h sz h p,lha 8 : ha Vf ket (D, DLy s Pht1) + .
(J Pr-+1 Pk41=---=Pk41=D
+ (Z'h)m b»,,L Uf k+m (papla ---7pk+m)|pk+1:___:pk+m:p} . (315)
Aqui los términos del orden cero a; (p,h) de los operadores ]Sjlfl (h p;ihd%, ‘hdp(rl ey @ )
son funciones polinomiales en h con coeficientes C'*° (Rl) con respecto a p, y los vectores Uf =0

para todo B > N.

2. La funcion Z]ﬂvzo {(—%) b (ih%) }ﬁ gr puede ser representada como la parte derecha de
la expresion (3.15) donde los operadores ]Bjﬁl son sustituidos por los operadores P}“J, Los oper-
adores P}“’l = P}“’l (h, p,p,zhdp,zhﬁ, ...,ih%) se obtienen a partir de la formula (3.14)
cambiando los coeficientes a ay ’ (h p) por funciones a];:lm (h, %,p) , ¥ las funciones a];:Zn (h, %,p)
son polinomios con respecto ahl , Y Pp.

3. La funcion 25:0 {(—5> b (ihd%) }B (%gf) puede ser representada en la forma (8.15)
donde los operadores }SJ’?l son sustituidos por los operadores lP}kl Los operadores P}kl tienen la
misma forma que los operadores P}“l con distintos coeficientes afl (h7 h,p) polinomiales con
respecto a h, %, y p. Aqut a lo largo del contorno I' se tiene que |h/pl|p < <AV 0 <6 < 1/2,

i.e. sobre el contorno h/p también es un pardmetro pequeno.

En lo que sigue abusando de la notacién se omitird el signo ' en los operadores P}kl.

1
Para el operador (ihd—dp) el lema anterior se prueba por induccién sobre I. Después sumando

1
las férmulas (3.15) para los operadores (ih%) de obtiene el primer punto del lema. Célculos

directos implican que es véalida la férmula siguiente

E{(D(s)) - (b0t

donde ¢ (%; ih%) es un operador diferencial con coeficientes polinomiales con respecto a(h/p).

El punto nimero 2 del lema se sigue del Punto 1 y la férmula (3.16).
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Msés adelante se prueba que para las funciones de la clase (3.6) el residuo en la férmula (3.13)
tiene orden O (h‘sN —B ) Ahora se considera el sistema de ecuaciones obtenido sustituyendo la
funcién w,4; por las funciones (3.12) en el sistema (3.5), i.e. un sistema reducido. En este caso
se obtiene el siguiente sistema para la funcién vectorial w = (w1, ..., Wy, Wry2) :

dwy, pwk h . d
W - a_bz{b’w(m o) o (i) o

hod d\ h Lo d
- b r ih— — r 77.h7 r :07
a—bp{ Hr) <Z dp) T (p ! dp)}w i

N h o d h hood
ih e +C_b; brt2)j zhd—p + a2 E’Zh% w; (3.17)

h d d h h d
_aly h )+ 2ih ) Yy = 0,
c—bp { (r+2)(r+1) (’ dp> + p L)) <pvl dp)}w +2

para k = 1,...,7. El operador diferencial en la parte izquierda del sistema (3.17) se denotard por
L, en este case el sistema (3.17) tiene forma Lw = 0.

De hecho las matices del sistema (3.17) se consideran sobre el espacio vectorial lineal generado
por los vectores e; € R™™2 j = 1,...,r,7 + 2, definidos anteriormente. En lo que sigue todas las
matrices se consideran en el espacio vectorial lineal generado por los vectores ei,...,€r, €rya.
Evidentemente en esta base los vectores ey, ..., €., €,+1 son vectores propios de la matriz

Ahora se construirén las soluciones aproximadas del sistema (3.17) con los componentes en la
clase de funciones de multifase (3.6). Sustituyendo las funciones w de la forma (3.6) en el sistema
(3.17) y aplicando el Lema 6 se obtiene

e

) dsS P_T
Lw = exp <;Sf70 (p)) {( d]J;,OI + { ‘“Ob

das ds
W] 7l ’””)H e Hb v (-5
+ 1 b _ de 0 Vf.0 pa
—b (r+2)m r+2)(7‘+1)
i &ero b ) ’(;;p R) | g1 (0., 1)
N h d h 0 0
+PO <h,,p,lh)’l} p7h + h‘PO (h,,p,lh,lh)’l} b,p 7h
ro (P ap ) U (ps h) (P ap Mgy ) Ui (P p1,h) .
h 0 0 0
+ hQP]E‘),2 (h, —,p;ih—, ih,ih) vy2 (p,p1,D2, ) + ..
p Op" Op1 Op2 pr=pa=p
h 0 0 0
+ hlp;{l (h, —,p;th—,th—, ...,ih) vri (pyp1, 01 R) + ...
p dp’ Op Ipi pL=...=p1=p

+hNo PO (h, boprihL il 7...7ihapfjvu) x

Vf No (p7p17 <3 PNo>» h)‘l)lzu-:PNO:P
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X P dSy 1 S
+Z/ dpk---/ dp1ehSHrp1 . pr) {<_ o I+ [ 2 }) Ve g (D D1y s Dy 1)
k=1"Po c—
BSf k d Sf k
s (552) | it bm<r+1>
+h pla=t) Vf k pp17~~7pk>h)
c—b Hb(r—i-Q)m ( )H p(c b) (7’+2)(7"+1 -
-avﬁk (papla ~ooy Pk h’)

+1

+ Z‘/Uf,k+1 (p7p17 vy P41, h)|pk+1:p

dp

~ h 0
+Pf, <h7 P zhap> vfk (D, D1, Dy R) +

h 0 0
+ hP}cJ (h7 7p72h6 s 3pk+1> Vf k+1 (p,pl, ...,pk+1,h)

Pk+1=P
h 0 o ., 0
+ h2PJ’°€,2 <h ap7Zh ) th—— ,’Lh) Vf k+2 (pvplv -y P42, h) + (318)
6 apk""l apk+2 Pk+1=Pk+2=P
h 0] 0 L0
+ hlp}c,l (h’ 7vah "'77'h ) Vf k+1 (p’p17""pk+l7h) + ..
ap’ 8pk+1 Opr+i Pht1=- =Dl 1 =P

ih

No pk h 9 9 . 9
+h™° Py N, (h, oD Zh8p7 6pk+1"”’m8pk+wo> X

Vf,k+No (papla -++y Pk+No>» h)ll)k+1=---=pk+N0=P

Aqui P]’?J (h, hop zhap, zhale e ih%}m) son operadores matriciales diferenciales de la forma
h ) 9 HP ij (m?"—|—2H
Pl (h7 . p;ih—ih b ) H , (3.19)
: dp’ " Oprs1 Opr+i prl (r+2,5 H 1Pfl(r+2 r+2)
donde
h 0 0 0]
Pk (m,j) = P¥, (m,j (h, ,p;ith— ..,ih>,1<m,'<r,
F0(m,j) = Pry(m,j) o apkﬂ o <m,j <
y

P;il (m,r+2),P;“,l (T+2,j),P}il (r+2,r+2) paral=0,..., No,

son operadores escalares h—diferenciales. Para definir los operadores P}“O (h, %,p; iha%) se in-

troduce la matriz siguiente

%1s) - [ (- ““)H o wamw( =SinN |
(% [ (~Z55) | b (- 255 (520

Los operadores }3}?’0 (h, %,p; ih%) en la férmula (3.18) se obtienen a partir de los operadores
P]’f)o (h, %,p;iha%) quitando los términos de la forma (3.20) en el término del orden cero en el

operador Pf,o (h, %,p; ihé%) . Por lo tanto los operadores ﬁﬁo (h7 %,p; iha%) tienen los términos
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del orden cero de la forma (3.90). Aqui Ny es el méximo orden de los operadores diferenciales en
la expansién.

En lo que sigue se describe el método para determinar las amplitudes vy, (p, p1, ..., Pk, h) de
la solucién asintética de multifase (3.6). Dicha funcién se construye como la sumatoria de las
funciones véc’k (p,p1, ..., Pk, h) obtenidas usando las aproximaciones sucesivas , i.e.

N

Vf k (p7p17 <oy Dy h) = ngﬂk (papla <oy Pk h) 5 (321)
=0

para un nimero N bastante grande. Las funciones vﬁc,k (p,p1,---, Pk, h) se construyen usando el
método asintético de multifase en ”p”-representacion (ver [5], [10], y Capitulo 1). Se propone

buscar las funciones v?,k (p, P15 Pk, h), f = 1,2, en la forma

r
0,
’U?,Qm (p7p17”~7p2m7h) = ch,gm (pvplv'-wp2m) €a (p)v
a=1
0,r+2
v(1),2m+1 (p7p17 ey P2m+1, h‘) = 0175:14,-1 (p7p17 "'7p2m+1) €r42 (p) ) (322)
Yy
Ug,gm (pvph ey P2my h) = CS:;:;Q (p7p17 --~7p2'm) Cr42 (p) )
r
U(Q),Qm,-l,-l (p7p17 ey D2m+1y h) = Z OS:QOéerl (p7p17 "'7p2m+1) €a (p) 9
a=1

donde m € Ny, y todos los coeficientes C’?,’: (py01, k), f=1,2,k=0,1,.... Ng,aa =1, ..., 7+
2, son funciones C'*° (Rk‘H) con respecto a p, p1,...,pr ¥y no dependen de h. Las ecuaciones para
las funciones U§c7k (py 1y -y Pky h) 1 > 1 se describen més adelante. En lo que sigue sin pérdida de
generalidad se considera el caso f = 1. De hecho las funciones v%k (p,p1, ..., Pk, h) se determinan
por el método asintético de multifase. Ahora se describirdn las ecuaciones y los datos iniciales
para los coeficientes C’?”,‘: (p,p1, ., k), parak =1,.... No, « = 1, ...,7, 7+ 2. Note que para k =0

los coeficientes Cf:g‘ ,j =1,...,r, dependen solamente de p.

Lema 7 Los coeficientes Cf:g‘ son funciones C'*° (Rl) Y

C](_):](: (p7p17 7p/€) = 77(1):% (paplv "'apk) ¢1,k, (papla "'apk) ) (323)

donde 77(1)?9 (p,p1,---,Pk) sOn funciones C* (]Rk*l) Y ¢1.1 (D P1, -, k) €s de la forma (3.8) para
k=0,1,...No, a=1,2,...,7, 7+ 2.

Demostracién. Se procede por induccién sobre el indice k, para k =0, 1, ..., Ng.

De las propiedades de las soluciones asintéticas de multifase (ver Capitulo 1) y de la férmula
(3.22) se sigue que los coeficientes C’i’,’:,a = 1,..,m,7r + 2, satisfacen el siguiente sistema de
ecuaciones para k = 2m:

80?’; (p,pl,...,pzm) - 0.4 < (0512 ) >
=l =1 E C ’]m A e eq |, 3.24
Op = 1,2 ! Jdp J ( )

con los datos iniciales
Ce (0) = Cte.,
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051.91—
0, 0,r+2 1,21—1
01,51 (paplv "'7p21) Cl ;‘Z+ 1 <A1 ( 9 > €r42, ea) (pvpla -~'7p2171) (325)
=2 p P=p21
Para £ = 2m + 1 se tiene que
80? g+11 (p p1,- p2m+1) 0, 08
yP1y o +2 1,2m+1

= ap - Cl ;m—&-l (Al (a;n> 6T+27e’r+2> ) (326)

con los datos iniciales
o8
0,r+2 Z 0,j 1,2
Cl ;‘lj-l (papla cey P2I41 ’p patis =1 Cl gl ( ( ap > ej,er+2> (papla "'ap2l) = O,
P=P2i+1
(3.27)

aqui m=0,1,..,[No/2] y I =1,...,[No/2].
Primero note que de la férmula (3.20) se sigue que 4 (A1 (%%) €;, ea> ,paraj =1,...,ra =

1,...,r, son funciones C* (Rl) con respecto a la variable p y las funciones ip (Al (85'5;7,1) €r+2, ea) ,

son funciones C'* (Rl) con respecto a la variable p para a = 1,...,r,7 + 2.
Por lo tanto se obtiene (ver [8]) que para k = 0 la solucién del problema de Cauchy (3.24)
con los datos iniciales C’? 3 (0) tiene la forma

ZOO’J o (D), (3.28)

donde Uj (p),j = 1,...,m;a = 1,...,7, son C™ (V) funciones, tales que Ujq (p)|p:O = 0jo, ¥
V C R? es una vecindad del punto (0,0) . Como se investiga solamente el comportamiento de la
funcién de amplitud en la vecindad |p| < h'/?7% es posible extender las funciones Cg:g (p),j =
1,...,r, hasta funciones de la clase C'*° (Rl).

Ahora se considera la ecuacién (3.26) para k = 1 (i.e. m = 0), con dadas funciones C’?,’g (p),j =
1,...,7, que satisfacen la ecuacién (3.24). La férmula (3.20) implica que

i (Al (655;’”> er+2,ea) = % +0(1), (3.29)

y por lo tanto la funcién en la parte derecha de la ecuacién (3.26) para m = 0 tiene una
singularidad de la forma o/p. Resolviendo la ecuacién lineal (3.26) para m = 0 con los datos
iniciales (3.27) se obtiene que

OO (p 1) = 125+ (p, ) (j) , (3.30)

aqui 77(1J 71+ (p,p1) es una funcién C* (RQ). Ahora se probara que si las afirmaciones del Lema

son vélidas para algin k € N entonces también son vilidas para k + 1.
i) Primero se considera el caso cuando k es un nimero par, i.e. k = 2m, y los coeficientes
0 .
Cl,’zam (p,p1, ..., P2m) tienen la forma

oY P2 7 1 P2m 7 1
PSR S

D1 D2 P2m—1 DP2m
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donde n?;;“m (p, 1, ---s P2m) son funciones C> (R?™*1). Ahora se probard que para k = 2m+1 los
coeficientes C’?”;fllﬂ (pyp1, ..., P2m+1) tienen la forma (3.23). En efecto se tiene que el coeficiente

C’%g:;il (P, D1,y P2m+1) es la solucién del problema de Cauchy (3.26) con los datos iniciales

(3.27) de la forma

0,r+2
Cl,szrl (pvph --'7p2m+1)

. P:P2m+01
~0,74+2 P2 1 P2m 1
n1727n+1 (p7p1’“.,p2m) |:(p1 p2 "\ P2m—1 P2m

:| ‘p=2m+1 ’

donde ’ﬁ?;gﬁl (P, P1; s P2m) son funciones C* (R?™F1). Por lo tanto calculando directamente,
de la férmula (3.29) se obtiene que

010:;7-‘23—1 (papla "'ap2m) =

0,741 ( ) p2 Ui D2m 7 1 D 7
M,2m+1 P> P15 - P2m+1 P1 p2 """\ P2m—1 P2m \ P2m+1 ’

donde 77(1);;14_1 (p,P1, --s P2m+1, h) son funciones C*° (R*™+2),

ii) Ahora se considera el caso cuando & es un ndmero impar, i.e. k = 2m + 1. En este caso los
ficientes C'5 " ti la fi
coeficientes C}’5,, "1 (P, P1; -, Pam+1) tienen la forma

0,r+1 o
Cl,2m+1 (papla "~;p2m+1) =
o

o o
0,7+1 p2 1 DP2m 1 p
M 2m+1 (p’pl’ ""p2m+1) [(ZH) p2 " (P2m71 P2m \ P2m+1 ’

donde 77(1Jigr+nl+1 (p, 1y s P2m+1) son funciones C*° (R2m+2). Ahora se probara que para k = 2m+-2

los coeficientes Cf;gm+2 (P, D1,y -y P2mt2) , @ = 1,..., 7, tiene la forma (3.23). En efecto se tiene que

el coeficiente C%’gmﬁ (p,p1, ..., P2m+2) €s la solucién del problema de Cauchy (3.24) con los datos
iniciales (3.25). Usando la férmula (3.29) se obtiene que los datos iniciales (3.25) son de la forma

0, -
Cl,2am+2 (paplv--~7p2m+2)‘ =

P=P2m+2
~0,a p2\7 1 pom |7 _1 p 71
771,2m+2 (pvplv"'7p2m+1) E E Pam—1 Pam \ Pami1 5

donde ﬁ?gm +2 (D, D1, -, P2m+1) son funciones C* (R?™F2). Por lo tanto calculando directamente
se obtiene que

p=2m+2 ’

0, o
Cl,2m+2 (D P15 -y P2mt2) =
0,a P2 71 P2 7 1 P2m+2 7 1
771,2m+2 (papla -~-,p2m+2) |:(E) ot (pgvn—l) P2m (P2m+1) p2m+2:| )

sonde n(l):gm+2 (P, D1y -+es P2mt2) son funciones C'> (R2m+3) con respecto a p,pi, ..., P2am+2. W

Ademss se propone buscar la [-ésima aproximacion vlLk (pyp1, .-y Pk, h) .1 > 1 en la forma:

r
L,
vl172m (papla"'ap2myh) = chgm (pvplv'“ap2m7h) €a (p)a
a=1
l,r
Ui72m+1 (papla ey P2m+-1, h) = 1772;";?-1,-1 (p7p17 ey P2m+1, h) Cr42 (p) , para m € I\IO-

Ahora se describe el procedimiento de la determinacién de las funciones vll’ & (D, P15y Py R
paral =1,....,N;k =0,..., Ng. Las funciones U?’k (p,p1,---, Pk, h) de la férmula (3.22) se sustituyen
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en la ecuacion (3.18) y se buscan los primeros términos adicionales para aniquilar los términos
de la forma

~ h .0
P1k70 (ha p7p7lhap> Ug),k: (papla cees Pkes h) 3

7
Pk+1=---=Pk+1=D

h 0 0 0
Pk <h,,p;ih,ih,...,ih) ol Dy D1y ooy Pty B
1,1 P ap 8]?1 apl 1,k+1 ( + )
paral =1,..., Ng — k. En efecto se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones para los primeros
términos adicionales v{ , (p,p1, .., i, h):
i) Para k =2m,m > 1:

601113777,(;”71”17 P2m,h 331 2m
ap — i3 3 am (A1 ej,€a) =
;D2 ko 0
(ZPL?BT (h7 P Zh%) U1,2m (p7p17 ooy P2my h) 76a>

., th

8P2m+1

N0—2m q 2m h 9
iy Normp, ( (h b i ihgt— apzw) x o
0 .
U1 ,2m+q (p: 1, w2 P2maqs h) |p2m+1:--~:P2m+q:P e )

con los datos iniciales

1 . ~1,r4+2 051, 2m —
(Cl 57” (p7p17 <oy P2m h) - ZCl:;;;_l (Al ( 1;921771) €r42, ea))

(ZPQm 1 (h, h,p,lh ) vl 2m—1 (papla sy P2m—1, h) ’ 60‘)

Db=p2m

pP=P2m

NO 2m+1 1 ¢ 2m—1 9 ; el
+1 § h (P (h, p,p,zhap, zhdpzm . ’Zhapzmel) X (3.32)
o .
v _1,h e
1,2m+q-1 (P, p1, 1 P2m+q-1 )|p2m:~~:172m+471:17’ ) Np=pam

Para k = 0, los coeficientes 0117’8‘ (p,h),a = 1,...,7, satisfacen la ecuacién (3.31) con los datos

)Parak—2m+1m>0

iniciales Cll’g‘ (p, h)‘ =0.

dC 5 1 (pp1yp h . as
Lani o] E— - Chlami1 (Al (71292;“1) €r+27€r+2> =

(ZP2m+1 (h7 %727; Zhaip) v?,2m+1 (p7p17 ey P2m+1, h) ’ er+2)

N0—2m 134 2m+1 h o 0 . o]
+i Z h ( (h’ p D5 Zhap’ Zhapzm+2 s BB 3172m+q+1) X (3 33)
0 .
U1,2m+q+1 (p7p17 <oy P2m4q+1, h) |p2m+2:--~:P2m+q+1:p y Er4-2
con los datos iniciales
1,742 0S51,2m _
(C1 2m+1 (p,p1,. -y P2m+1, ) ZZJ 1 01 2m ( 1 ( épz ) ejae’r‘+2)) op =
—P2m
; 2 h .1 0 0
? (Plj(q)ﬁb (ha ;apa Zh%) U1,2m (paph ces P2my h) ,er+2)‘
P=pP2m
NO 2m q h 5}
iy Moy (P (h prih ihgf— L ih 3p2m+q) x "
0 .
v h e .
L,2m+q (p’pl’ »P2mtg) )|Z72m+1:~-~:P2m+q:p7 T+2 P=pam
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La formula (3.20) implica que en las férmulas (3.31) - (3.34) se tiene que:

(A1 (85{1’&) €j €a ) <A1 (BSé,zm) ej,€r+2) e C>® (Vp),
(Al (851 2mp) €ry2,€a | ,D (A1 ( gl 2”) €r42, €7~+2) e C>*(V,),

(3.35)

donde V, C R! es una vecindad del cero, i.e. son suaves con respecto a la variable p, para
1<ja<r,m=0,..,[Ny/2.

En el caso general se sustituyen los (I — 1) —ésimos términos adicionales v (p, D1y s Dk R
k=0,..., Ny, en la ecuacién (3.18) y se buscan los [—ésimos términos ad1c1onales para aniquilar
los términos de la forma

~ h 0
Py hy =, p;ih—— s DIy B
1,0 < vp7p77’ ap) ’01]9 (paplv s Pk, )a

7
Pk+1=---=Pk+;=P

h d d d
Pk, <h ,p;ith— zh) = T
1,5 P p ap’ 5pk+1 Oprs 1k+7 (p;p1 P+ h)

donde 57 =1,..., Ng — k. En efecto se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones para los [—ésimos
términos adicionales Ul1,k (pyp1y s DIy B):
i) Para k =2m,m > 1:

acy S (PyP15e-,P2m 1) 4 1,j 051 ,2m
T — 132521 Com (A1< o )ej’e“):
h
( (ha ,p,Zh )vl 2m (pvplv' '7p2mah/)7ea>

No 2m 1 q p2m h 9 ; o)
+1i E h ( (h, D5 th* 5 th—%— apzmﬂ Zhapzm+q) X (3.36)
! .
01,2171-1,-(1 (p7p17"'7p27n+Q7h)| y€a |,

P2m+1=---=P2m+q=P

con los datos iniciales

l .~ 951 ,2m —
(Cl gm (p7p17 ey P2my h) - ZClGI‘?—l (Al (%) €r42, 604)) ’ =

pP=p2m
<P2m 1<hvh7pvlh )’U12m 1(p p17"7p2m717h)7ea)
pP=P2m
NO 2m+1 4 4 2m—1 h 0 ; o
+iyN h (P (h,p,p,zhap,zhapzm ...,zhapzmﬂil) x -
-1 .
Y12m+q-1 (s P15 - P2mg-1, h)|pzm:...:pzm+q71:p » Ca p=pom

Para k = 0, los coeficientes C{;‘g (p,h),a = 1,...,r, satisfacen la ecuacién (3.31) con los datos

iniciales Ci’%‘ (p, h)‘ =0.

)Parak—2m—|—1m>0

aci ;::12+1(P7P17~~7p2m,+17h) - ~lr+2 051, 2m41
ap —iCy 2m+1 Ay <T) er+2ver+2> =

(Z.Pir(;H—l (h7 hap7 Zh ) Ul 2771+1 (papla cey P2m+4-1, h‘) ) 67‘+2)

. No—2m—1 2m+1 h 0 . o]
+i) .2 h (P (h,;,p,zhap,zhapzm+2 . Zhiapzmﬂﬂ) X

(3.38)

1—1
v h | e
1,2m+q+1 (p)pl) ,P2m+q+17 ) Pamt 2= - =P2m 4 qt1=P s Er4-2
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con los datos iniciales

l,r+2 l,j 831,2771
(Cl 2m+1 (p7p17- o P2m+1, ) 'LZJ 1 Cl 2m ( ( op > €5, €T+2))

pP=P2m+1
1 (Plfél (h, hapaZh’ )vl 2m (papla' 'ap2nwh)>‘p7p
=P2m+1
Nor#m pa (PR (L pyih 2 ihg 0, .. ihy
+i Z ) P’p’ v Op? " Opamy1’ T v OP2m+q X (3 39)
- .
U1,2m+q (papla ceoy P2m+4-q» h)|p2m+1:m:p2m+q:p y Cr42 E— .

Lema 8 Suponga que los coeﬁcientes C’iz (pyp1y- Pk, ), L =1, Nyja = 1,...,mr + 2,k =

., N, de las funciones vectoriales v1 k (pyp1,-.., k) de la Nl—eszma aprozimacion (3.21) sat-
zsfacen el sistema de ecuaciones (3.36) - (5.89), entonces se tiene que

l,a (1 lo 1 lam
Cl,2m (p7p17~~'7p2m7h) = Zlo+...+l2m:l,lo,...,l2m20 h (pT)) (p2m>

X
1 PpPo=p 4
91’3m [107 "~>l2m] <p> P’ ;1 ey mﬁi,h,lnpl, ---alnp2m71) X (3 0)
P2 7 1 pom \7 1
P1 p2 """ \ P2m—1 P2m |’
l,r+2
Cl 72—:;1-&-1 (papla s D2m4-1, h) =
lo lam+t1
l 1 1
ZlOJr"'+l2m+1:l)l0v~~)l2m+120 {h (E) (P2m+1> :| X (3 1)
Po=p )
lir4+2
91 TQTn—&-l [lo, ) 12m+1] (p7 %7 h’a 1%7 ) ﬁa 1np17 "'71np2m> X

(e o
p2 1 1 p
P1 P2 " p2m \ P2m+1 ’

para m = 1,...,[N1/2]. Aqui las funciones glﬁ; [lo, .., k) (p, %,h,lnpl, ...,lnpk) son polinomios
h

en h,L —h
PP P17 Pam—1

0, Inpy, ..., Inpg, con coeficientes C' (Rk) con respecto a p1, ..., k-

La demostracion del Lema 8 se basa en un lema auxiliar. Sea

h 0 0 0
R, ( =, piiho— yih )
1 P 8pk+1 Opr+j

un operador escalar h-diferencial con coeficientes polinomiales en h, %, de la clase C*° (Rl) con
respecto a p, y tal que los términos del orden cero de los operadores R’Ji,o (h, %, ; ih%) tienen la
forma (%) qu‘é)o (p, %, h) , donde q’})o (p, %, h) es una funcién polinomial en h,% con coeficientes

de la clase C*° (Rl) con respecto a p.

Lema 9 Sean ¢ ;. (p,p1,-Pk+j), f = 1,25 = 0,...,No — k, funciones de la forma (3.8),
(3.9), respectivamente. En este caso son vdlidas las formulas siguientes:

RI;‘,O (h'7 %,p,@h%) ¢f,k (p7p17 "'7pk) =
(%) g]}:,O (h7 %7]9) ¢f,k (p»Ph "'7pk)a para k= 21,

LRY, (h, %,p;iha%) Gsk (PyP1, s PR) =
1

P (;) glf,o (h7 %7p) ¢f,k (p7p17 "'7pk)a para k =20+ ]-7
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o a2
5'pk+1

) Gt iy (DsP1y s D)

, h G,
hJR"T(h, ,p;ih—
1.3 p op’ 3pk+j

Prk4+1=---=Pk+;=P

hj k h .
= <p[]/2]) gf,] <h7 p7p> ¢f,k (paph "'apk:)a pbara k+.7 = 2l7

h? h 0 0 0
Rf] (hu 7p77’ha a '“7Zha >¢f,k+j (paplu"'apk+j)
p Pr+1 Ph+j Pht1=-.-=Pt; =P
- W gfﬂ h75ap ¢f7k; (pvply"'vpk)7 pamk—i—j :21—1_1)
aqui l € No,j = 1,..., Ng — k; Rfc’l (h, %,p, zhgp, fz'hap‘zr 7Zh’8pk l) son los operadores

diferenciales anteriormente definidos, g’;j (h,;,p) son funciones wectoriales con las compo-
£,

nentes polinomiales en h, (h/p), y de la clase C* (Rl) con respecto a p.

Demostraciéon. Sin pérdida de generalidad se considera el caso f = 1. Existen 4 situaciones
siguientes:

HDk+j=2m+1, k=2l

i) k+j=2m+1, k=20+1;

i) k+j=2m, k=2l

iv)k+j=2m, k=20+1,

donde m,l € Ny.

Se consideran paso por paso los casos descritos anteriormente.

Caso 1). En este caso se tiene que j = 2 (m — 1) + 1, y se consideran las funciones de la forma

1 h 0 0 0
7Rk i (h’a ) 7Zh . ;@h > m s g ey m .
D 1,5 D p ap’ 3pk+1 it ¢1,2 +1 (p, 11 Pom+1)

Aquf los operadores R’fj tienen un factor 1/p, y las funciones ¢, 5,,,, son de la forma (3.8).
Tomando en cuenta la estructura del operador R¥ ; se obtiene que para demostrar las afirmaciones
del Lema 9 es suficiente considerar las fun(nones de la forma

1 a «@p 8 [e%% a o
= | ih jh——— .. |th S D1y een .
(Z 317) (Z 3pk+1> (z apkﬂ,) b1 1 (P, P15 -5 D)

Usando la férmula (3.8) para k = 2m + 1 se obtiene que

1/ 9\ 5 \™ o\
— | ih ih . | iR s D1y ooy P2 =
(Z 8;0) (Z 8p21+1> <Z 3p2m+1) A1 2m+1 (D P15 s P2mt1)

@Rl (1 1 1
Cmo...mj D pOlo pgllJrl ~-~p;¢7{n+1 ¢1,2m,+1 (pvph -'~7p2m+1) ) (342)
donde Cao,,,aj son constantes y |a| = Zg:() a. Debido a la operacién de la restriccién en la

férmula (3.42) se obtiene que

@l (1 1 1
Cap...q, — e ¢ (P P1y s P2t 1)
et e pht TPy ) "

P2i+1=---P2m+1=P
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‘ ‘ o o
C (zh)'™ P2 21 1 [ Pp2it2 %
@0---&j plaf+1 1 P U\ p2r o1 P21 \ P2i+1
1 _P2m
p2i+2 " \ P2m—1 P2m ;D2m+1

P2i4+1=---=P2m+1=P

i |(5) 5 (25) il e -
oplett \pr ) op2 T \pam1 ) pa] b2 p2am—2 02 S 1y e =y
) st () - (2 5
Cag.oas | — — — 1, 3.43
o <P) p[j/2+1 P2 \Pai-1/) P2 (3.43)

donde [j/2] es la parte entera de j/2. Las férmulas (3.42), (3.43) implican que

hi h B B 9
Rk&(h, ,p;ih— seih ) (D, D1y s Pl
P p ap 5.pk+1 T G1 kg (D1 s Phts)

Prk+1=.--=Pk+; =P

=ty (n50) (s ) [ () o () )
7 p pli/2+1 pP1/) D2 P2u-1/) D2

donde gfj (h, %,p) son polinomios en h, (h/p), y funciones de la clase C*° (Rl) con respecto a p.

Evidentemente se tiene que j > [j/2] + 1 para j > 1. Por lo tanto (hj/p[j/g]“) es un pardmetro
pequeno.
Caso ii). En este caso se tiene que j = 2(m — 1), y se consideran las funciones de la forma

0 0

1 h G,
“RF | h, =, pjih— e ih . Py eees D2t ) -
» 1,J( p ap’ 8pk+1 5pk+j>¢1’2 +1 (p, 1 P2m+1)

Aqui los operadores R]f,j tienen el factor 1/p, y las férmulas (3.42), (3.43) implican que

hi h 0 0 0
—PF (h,—,p;ih— sy ih ) (D, D1y o Phot
» 1,5 ( » p ap’ 5pk+1 Oprs ¢1,k+J (P11 pk+g)

Pk+1=---=Pk+;=P

=ty (n50) (o) | (32) s (o) |
T\ p’ pli/2+1 p1/) P2 pa \P2i+1

Caso iii). Se tiene en este caso que j = 2 (m —[), y se consideran las funciones de la forma

h ) ) )
Rk.<h, Dy ih—— ih— m> m (DsD1y oy D2m
1,5 D p " Oprrt’ s ¢1,2 (P, p1 P2m)

donde los operadores R’i ; no tienen el factor 1/p, y de las formulas (3.42), (3.43) se obtiene que

- h 0 0 0
W RY ih—— yih . D
Rl,] < — D5t a apk+1 RN 8pk+j> ¢1,k+] (papla apk+])

Prk+1=.--=Pk+; =P

=ty (n0) () () 3o () i)
WA p pli/2] pP1/) P2 P2u-1/) P2

Caso iv). En este caso se tiene que j = 2 (m — ) — 1, se consideran las funciones de la forma

. h d d
RY; (h, ,pyih—

sy th—— m (P, D1, -y D2m
0 5‘pk+1 apk+j)¢1,2 (p b1 b2 )
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donde los operadores R’ij no tiene el factor 1/p, y las formulas (3.42), (3.43) implican que

- h 0 0 0
h]Rk i <h57 7Zh771h a"'aih ) j \ED Ly e ]
1,5 p p 8p 8pk+1 apk;+j d)l,k—i,-j (p P1 pk+])

Pk4+1=-.-=Pk+;=P

=ty (n50) () [(32) i () |
LI\ p’ pli/2 p1/) P2 P2 \P2+1

Note que [j/2] < j, para j > 0, y por lo tanto (hj/p[j/z]) es también un pardmetro pequeno.
Ahora se consideran los términos de la forma

h .0
le,O (hv pvp’zhap) (zbl,k: (pvplv "'7pk) )

para k = 2[ se obtienen las funciones

h 0
R%fo <h7 Eap; Zh@p) ¢1,21 (papla '-'ap2l)
donde los operadores R} ; no tienen el factor 1/p, y sus términos libres son del orden (h/p) . Asf
se obtiene que

h 0
R%fo <h7 Eap7 lh@p) ¢172l (papla "'7p21)

h 71 71
=t (n5) (%) 5 () ]
p P1 D2 P2i—1 D21

En el caso k = 21 + 1 se obtienen las funciones de la forma

1 h 0
];R?f(—fl (h, 5’p; Zh@p) ¢1,21+1 (P, p1, s P21+1)

1+1
0

s

donde los operadores R}
lo tanto se obtiene que

tienen el factor 1/p, y sus términos libres son del orden (h/p). Por

1 h .0
ER%S_I <h7 57p7 Zh'ap) ¢1,2l+1 (p7p17 ey D2141, h‘)

=5 Gt (n o) [(2) i () |
P A\Pp 1o p’ y41 P2 P2t \P2i+1

Es decir para k =2l y k = 2l + 1 el vector gfo (h, %,p) se multiplica por un pardmetro pequeno

sea h o (h/p), respectivamente. m
Demostracion. (del Lema 8)

Se procede por induccién sobre los indices k,l para l =0,1,..., N,y k= 0,1,..., Ny. Primero
para un indice [ fijo se prueban las afirmaciones del Lema 8 para k = 0,1, ..., Ny. Después se
supone que las afirmaciones del Lema 8 son validas para l = 1,...,q y k = 0,1,..., Ny, vy se
demuestra que las afirmaciones del Lema 8 son vélidas paral=q+ 1,y k=0,1,..., Ny. El caso
l=0,k=0,1,..., Ny fue considerado en el Lema 7.

Ahora se considera el caso [ = 1. En este caso el Lema 9 implica que para k =0 (i.e. m =0
en la férmula (3.31)) en la parte derecha de la ecuacién (3.31) se tiene una funcién de la forma

(%) @}g (p, %, h) , donde @%8‘ <p, %, h) es una funcién polinomial en h, %, con coeficientes de
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la clase C'*° (Rl) con respecto a p. Note que en este caso en la ecuacién (3.31) las funciones

as . . .
(A1 (%) €j, ea) ,j=1,...r;a=1,...,7 son funciones suaves con respecto a la variable p.

Por lo tanto la solucién del problema de Cauchy (3.31) para l = 1,m = 0, con los datos iniciales

iguales al cero tiene la forma
h h
01;04 p,h = () gl)a (p7 7h) ’ 3.44
1o (p,h) p ) Lo P ( )

L1 . . . .
aqui gljg (p, %, h) es una funcién polinomial en h, %, con coeficientes C'*° (Rl) con respecto a

p. Ademds el Lema 9 implica que para k = 1 (i.e. m = 0 en la férmula (3.33)) en la parte

derecha de la ecuacién (3.33) se tiene una funcién de la forma (h/p?) (p%) @%:;H (p, %,h) ;

donde @%’;H (p, Ly h) es una funcién polinomial en h, &, con coeficientes C'> (Rl) con respec-
; P P

to a p. Los datos iniciales para Cll”IJrQ (p,p1, h)’ de acuerdo con las férmulas (3.34), (3.35)

1,7r+2

1
tienen la forma (h/p) g:1L£+2 (p, %, h,lnp) , donde g,y (p, %, h,lnp) es una funcién poli-

p=p1
nomial en h, %, Inp con coeficientes C'*° (Rl) con respecto a p. Note que en este caso la funcién

(Al (%};’L“) €rt2, er+2) tiene el factor 1/p. Resolviendo el problema de Cauchy (3.33),(3.34)

para !l =1,m = 0, con la funcién Ci’g‘ (p, h) que satisface la férmula (3.44) se obtiene que

. h riora [ h p\’
C’11,71+2 (pyp1,h) = Z () g%:1+2 7] <Pa E,h,lnp, lnpl) <>

j=oa \Pi D1

Po=p

aqui g}:;” A (p, %, h,Inp, lnpl) ,7 = 0,1, son polinomios en p, h, %,hﬂp7 In p1, con coeficientes

C* (R') con respecto a py.

Ahora se considera un nimero natural arbitrario ¢ > 2, se supone que las férmulas (3.40),
(3.41) son validas para l = 1y k = ¢, y se demuestra que las férmulas (3.40), (3.41) son validas
paral=1y k=q+ 1.

Primero sin pérdida de generalidad se considera el caso cuando ¢ es un nimero impar, i.e.
g = 2m — 1. En este caso el Lema 9 implica que en la parte derecha de la ecuacién (3.31) se tiene
una funcién de la forma

2m—1
h a 1 h h h
Z () (I)}iQm [7] (p, — ,h, lnp17...7lnp2m1) , (3.45)

=0 \Pi P’ P17 pamt
Po=p
donde @%:gm 5] (p, %, p%, s ]ﬁ,h,lnpl, ...,1np2m_1) ,7=0,1,...,2m — 1, son polinomios en
D, %, ;—‘1, 7 h_l7lnp1, weey INPaym—1, h, con coeficientes C*° (R?) con respecto a p1, ..., Pa,. Note

C . as :
que en este caso en la ecuacién (3.31) las funciones (Al ( alﬁ’") ej, ea) j=1,..,rma=1,..r,

son suaves con respecto a p, y en la férmula (3.32) las funciones (Al (%};’H) €r+2, ea> s =

1,...,7, tienen el factor 1/p (ver la férmula (3.35)). Por lo tanto el problema de Cauchy (3.31),(3.32)
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paral =1,k = g+ 1 = 2m tiene los datos iniciales (3.32) de la forma

C’11,’2am (papla <oy P2ms h)

d 551p2:p2;n 1,7r+2 (346)
p(c—>b) b(T+2)(T+1) (_ 8;7 ) Cl,’QnL—l (p7p17 -y P2m—1, h) _—
2m—1
h h
1, .
+ : J (p7 Ty e h 11’1]91,... 1Hp2 1)
ZO < ) 1,2m[] paplv 7p2m—17 9 ) m
’ Po=p P=P2m
donde (1 om ] <p,% :1 ,m ,h,Inpq, ...,1np2m_1> ,7 =0,1,...,2m — 1, son polinomios en
D, 5 p% ,p2m 1,lnpl7 ,lnpgm,l,h, con coeficientes C*° (R?) con respecto a pi, ..., Dam—1.

Para determinar los coeficientes Cllgm es necesario considerar la solucién del problema de Cauchy
(3.31),(3.32). En el caso considerado para l = 1,k = ¢ + 1 = 2m la parte derecha de la ecuacién
(3.31) tiene la forma (3.45), los datos iniciales (3.32) son de la forma (3.46) y la solucién C’lljgm
estd dada por la férmula

1
Cl g’m (papla -y P2m, h) =
2 It 1, . h ok
Zj:o (ﬁ) Po=p gl’gm ] (p, D’ Pll ’pzm 1’ vhoInpy, .. 1np2m,1>

() 5 (22) o
D1 D2 P2m—1 DP2m ’

o La g h o : : h h h
aqui gy, [7] (p, o h,Inpq, ...,lnpgm,l) ,j3 =0,1,...,2m, son polinomios en p, DD BT
y Inpy, ... ,Inps,,_1,h con coeficientes C>° (Rq“) con respecto a p1, ..., Pam—_1-

Ahora se considera el caso cuando g es un nﬁmero par, i.e. ¢ = 2m, y se determina el coeficiente

para ¢ +1=2m+ 1, i.e. el coeficiente C} 5" 2m+1 Note que la funcién (A1 (%ﬁ’”) €5, €r+2> ,j=

1,...,7, es suave con respecto a p. En efecto los datos iniciales (3.34) del problema de Cauchy
(3.33),(3.34) paral = 1,k = ¢+ 2 = 2m + 1, son de la forma

Lr+2
Cl,;;:wrl (PsP1, -y P2mt1, h)

b= P2m+1

r 951 .2m
5 g1 b2y (* i )Cl D (D311, - 7p2mah)‘

P=P2m+1
2m
h h h
1,42 .
+ Z ( ) Cl ;m-‘,—l[ ] ( p pl EE) ZE)hﬁlnph ...,lnp2m> )
po=p P=P2m+1
donde C} g:il (p,% phl ,pz h, lnph...,lnpgm) es polinomio en p, 5 p% ,m , ¥ Inpy, ...

,In payy,, h con coeficientes C'™° (Rq“) con respecto a pi, ..., o, . La parte derecha de la ecuacién
(3.33) paral = 1,k = ¢+ 2 = 2m + 1, tiene la forma

, , h h h
Z( ) @};2;11[3]<, , ..,,h,lnpl,...,lnpgm>,

j —0 p P DP2m
pPo=p
h
) pTa
- p2 , ¥y Inpy, ... ,Inpoy,, h, con coeﬁc1entes C* (R?) con respecto a p1, ..., Pam. Asi se obtiene
m

donde @%’S;{H [7] (p, % ;1 " pQ Jhodnpy, ..., lnpgm) ,j =0,1,...,2m, son polinomios en p, %
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que la solucién del problema de Cauchy (3.33),(3.34) para Il = 1,k = g+ 2 = 2m + 1, tiene la
forma

1042
o 2T:7rm+1 (P,p1, -, P2m41,h) =

g o
h 1,r+2 h h h P2 1 1 P
( )gl 2m+1 (p7; pl "’p2m’h7lnp1’”.’1np27n) [(PT) P72'"P2m (p2'm+1) :| )

...,lnpzm) es polinomio en p, TR ,p2

aqui g)’ ;:,er (p,% ;—Ll ’p2 ;¥ Inpy,
Jn po,,, h, con coeficientes C°° (R‘H‘Q) con respecto a p1, ..., Pam+t1-

Ahora procediendo por induccién se supone que para un nimero natural j > 2, las férmulas
(3.40), (3.41) son validas para | = j,m = 0,...,[Nog/2]. En lo que sigue por induccién sobre
el indice m = 0,...,[Ny/2] se demuestra que las férmulas (3.40), (3.41) son validas para | =
j+1,m =0,...,[No/2]. Bajo las hipétesis anteriormente mencionadas el Lema 9 implica que

para l = j+1,m = 0, en la parte derecha de la ecuacién (3.36) se tiene una funcién de la forma

I
() G) o (o), 51

donde <I>{J6 ° (p, b h) es una funcién polinomial en h, 2,y p. Note que en este caso en la ecuacién
; P p

(3.31) las funciones (A1 (631 2m) ej7ea) ,0=1,...,r;a =1,..,r, son suaves con respecto a la

variable p. Por lo tanto la solucién del problema de Cauchy (3.31) paral = j+ 1,m = 0, con los
datos iniciales iguales al cero tiene la forma

j+1 h A i+1 h
Cio " (ph) = (p) g0 < ,pyh), (3.48)

donde gJJr1 ° (p, p,h 1np> ;o = 1,...,7, son polinomios en h, 2 lnp, con coeficientes C'*° (Rl)

con respecto a p. Ademsds el Lema 9 nnphca que para k=1 (1.e. m = 0 en la férmula (3.38)) en
la parte derecha de la ecuacién (3.38) se tiene una funcién de la forma

. ANEAS 7 h
> l() () 1 (p) e (1] (n,h), (3.49)
p lo+l1=7;l0,01>0 Po p1 P1 D

Po=p

donde <I>{+11’T+2 [11] (p, b h) es una funcién polinomial en h, %, con coeficientes C*° (RI) en p.

Los datos iniciales para Cj+1 T2 (p, pa, h)‘ de acuerdo con las férmulas (3.39), (3.35) son de
p=p
la forma '
R\ [/ h\" i h
D [() () ] A ] (p, 2, h,lnp) L (350)
lo-+H1=77lo.1 >0 L \PO P - p p=p1

donde glJrl T2 (p7 %, h, lnp) es una funcién polinomial en h, %, Inp con coeficientes C*> (R')

) - 951 2m .
con respecto a p. Note ademds que en este caso la funcién (A1 (%) €rio, er+2) tiene el

factor 1/p. Resolviendo el problema de Cauchy (3.38),(3.39) para I = j + 1,m = 0, con las
funciones C’JH’Q (p, h) que satisfacen la férmula (3.48) se obtiene que

CjJrl T (pvplv h) =

lo 11
lo+l1=5+15l0,l12>0 Po P1

gl ] (b, 2 h g, Inpy ) (%)07
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aqui g{tl T2 [74] (p, %, h,1np, lnpl) son polinomios en p, h, %, In p, In py, con coeficientes C'* (Rl)

con respecto a pj.

Ahora se considera un nimero natural arbitrario ¢ > 2, se supone que las férmulas (3.40),
(3.41) son vélidas para l = j+ 1y k = ¢, y se demuestra que las férmulas (3.40), (3.41) son
vilidas paral=j3+ 1y k=q+ 1.

Primero sin pérdida de generalidad se considera el caso cuando ¢ es un nimero impar , i.e.
g = 2m — 1. En este caso el Lema 9 implica que en la parte derecha de la ecuacién (3.36) para
Il =7+ 1, se tiene una funcién de la forma

Z l lO h l2m,71
lo+...+2m—1=5+1;lo,...,l2m—-1>0 Po T\ P2m—1

Po=n (3.51)
+1,
(Djl 27na [117 ceey 127":—1} (p? %7 ;0}1717 ceey 17277%7 ha hlph ceey 1np2m—1
donde &5 [Iy, ..., 1 L ,h,1 1 linomi b b
onde @15, T4y ey lom—1] p, B 2o p2m. -, h,Inpy, ..., Inpap—1 | son polinomios en p, 2, 7%,
, p2 ——,yInpy, ... ,Inpam_1,h con coeficientes C>° (R?) con respecto a pi, ..., pay. Note que en

., . 951.9m .
este caso en la ecuacién (3.36) las funciones (Al ( 5; )ej,ea) ,j=1,..,r;a=1,..,7r son

suaves con respecto a la variable p, y el la férmula (3.37) las funciones (Al (%};’“1) €rt2, ea) ,a =

1,...,r, tienen el factor 1/p (ver la férmula (3.35)). Por lo tanto el problema de Cauchy (3.36),(3.37)
paral =74 1,k =g+ 1 = 2m tiene los datos iniciales (3.37) de la forma

+1,c _
C{,Zm (p7p17"'7p2mah) = ( )
P=P2m 3 52
d 951,2m— J+1,r+2 .
p(c—0b) b(r+2)(7+1) (7 v 1) CYl 2m—1 (p7p17 ey P2m—1, h’)’
pP=PpP2m
lo lam—1
1 h h
+5 Zlg+...+2m71:j+1;lo,...,l2m_120 [(m) (m) }
Jj+la h h h
XC],Qm [ll, ceey ZQ’I‘I’L*I] (p, ;, pT7 caey m, h7 hlpl, ceey 1np2m71
P=P2m
j+1, h h h
donde €15, [l1; -y l2m 1] (I% IR p2 yh,Inpy, ..., lnpzm_1) son polinomios en p, 5 R
S — h717 y Inpy, ... ,Inpam—1,h con coeﬁc1entes C* (RY) con respecto a pi, ..., pam—1- Para de-
l,«

terminar los coeficientes Cy’y,, es necesario considerar la solucién del problema de Cauchy
(3.36),(3.37). En el caso considerado para I = j + 1,k = q + 1 = 2m la parte derecha de la
ecuacién (3.36) tiene la forma (3.51) y los datos iniciales (3.37) tienen la forma (3.52). Los

célculos directos implican que la solucién C 51 esta dada por la formula

C{:’Q_»};La (papla cey P2ms h) =

lo lom
5 . nY* (o
lo+...+2m=3+1lo,...,l2:n >0 Po T\ p2m

Jj+1,a h F h
Xgl 2m [117 ',l2m] (p,ga?27"'3p,h:_l7h'a1np17‘“71np27n71)

o o s
% P2 1 P2m 1
P1 p2 """\ P2m-—1 P2m

Po=p

h

, Jj+l« h . : C. h
aqul 9172m [l17 "'7l2"m] (p7 ;7h71np17 "'71np2’m—1) , Son pOhnOHllOb en p, pipL) ap2 1’ y lnpla

.,Inpo,_1, h con coeficientes C'™° (Rq+1) con respecto a pi, ..., P2m—1-
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Ahora se considera el caso cuando ¢ es un niimero par, i.e. ¢ = 2m y se determina el coeficiente

para ¢+ 1 = 2m+1, i.e. el coeficiente C{';inf:;l Note que la funcién <A1 (8séﬁm €, er+2) ,i=

1,...,r, es suave con respecto a p. En efecto los datos iniciales (3.39) del problema de Cauchy
(3.38),(3.39) paral = j+ 1,k = ¢+ 2 = 2m + 1, tiene la forma

J+1,m+2 B
Cl,Qerl (papla"'ap2m,+1,h)’ =
P=P2m+1
1 r 9512 j+1,a
(c—b) Za:l b(’r’+2)j (_ dp m) Cl,27n (p7p17 ces P2ms h/)
P=P2m+1
lo lom
h h
+ Zlu+...+2m=j+1;lo,...,l2m20 |:<p0> <p2m> ]
Po=p y
Jj+1,r+2 h h
X 412 1 [lla~~'7l2m] (p,* o o ...,h’lpgm
2m+ p’p1’ ;02 S
J+1,r+2 h h . . . P A
donde C1,2m—~-1 [117 ) l2m] (p, PR TR p2m yh,Inpy, ..., 1Hp2m> es polinomio en p, PP pan Y

Inpy,...,Inpay,, b con coeficientes C*>° (Rq+1) con respecto a pi, ..., Pa,. La parte derecha de la
ecuacion (3.38) paral=j+ 1,k =q¢+2=2m+ 1, es de la forma

l l
1 Z h o h 2m
p lo+...+2m=5+1;lg,...,l2,» >0 Po “ \ Pam

pPo=p

J+1,r+1 h h
Xq>1’2m+1 [ll7~~'7l2m] (p75 TR 71)2 h lnplw"vlnp?m) )
j+1r+1 h h . . h h h
donde @1 5,1 [l1; -, lom] (p, oy pra s p2 Jh,npq, ..., lnpgm) son polinomios en p, o P e

y Inpy,...,lnpoy,, b con coeficientes C*° (R?) con respecto a pi, ..., pam. Por lo tanto se obtiene
que la solucién del problema de Cauchy (3.38),(3.39) paral =j + 1,k = ¢+ 2 = 2m + 1, tiene
la forma

J+1l,r+2
Cl,2m+1 (pvplv <y P2m+1, h

A ' loam41
Zlo+»--+2m:j+1;lo,»--712m20 (F) h (p2m+1)
h
? p

142
xg{E,,L’fl [l1s e lome1] (p pﬁ ,pzm h,Inp;, ...,1np2m>

o
% P2 1 1 p
p1 P2 " P2m \ P2m+1 ’

2
aquf g{JE}anl (15 l2ma1] (p,% ;—‘1 ,p2 Jh,Inp, ...,lnp2m> es polinomio en p, & z, phl
v Inpy,...,Inpa,y,, h con coeficientes C'*° (R‘”‘Q) con respecto a pi, ..., Do .-

Ahora se considerardn los términos de la férmula (3.6). Es vélida el lema siguiente. m

h
" pam’?

Lema 10 Suponga que Repg < Rep; < ... <Rep; <0 < Rep;i1 <... < Repy,
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Aip,

—o—o—)—o—otlJLo—)—o—b
Py Py P, Pj+2

pj+1 pk p1

Evidentemente en este caso sobre el contorno vy : |p| > h'/?729 para 0 < § < 1/8, se tiene
que
pol = [p1] = - = sl Ipi| < Ipjia| < o < pwl- (3.53)

Para las integrales de la forma

P Pk—1 D2 i
11 4 (p; o) :=/ dpk/ dpk72m/ exp (hSm (p,pl,m,pk)) v} (pop1, s i) A1,
Po Po P

0

(3.54)
cuando (Reo — 1) > 0 es vdlida la estimacion siguiente
[ 1o (9, p0)| < C gy b1/ A/ZADm=300e =0, parg | = 2m, (3.55)
|Ii727n,+1 (p7p0)| S 5172m+1hl/4+(1/2745)m735R,ea'+1/275’ para k= 2m +1. (356)
Cuando (Reo — 1) < 0 es vdlida la estimacion
}1{727” (p,p0)| S 6‘1{,QTUhl/4+(1/2745)m+35(ﬁc 0’71)’ para k= 2,',”7 (357)
’Ii)Qerl (p7p0)‘ S éi72m+1hl/4+(1/2—45)m+35(Re o'—2)+1/2—5’ para k= 92m + 1’ (358)

Aqui Ct . son constantes reales positivas.

Demostracién. El Lema 8 implica que la funcién vectorial vll’k (p,p1, .., pi) tiene la forma

X

l[] lk
! _ L1 L
Vi (PPL o PR) = Dot =dg edi >0 [h (Po) (m) ]
Po=p

l,r+2 h h h P 71 p 7 pe1\? 1 D 7

’ n o n . P2 L (P4 4 = P

91,k (p’;D’pl’""Pk’h’lnpl’""lnpk) {(Pl) P2 (Ps) pa’’ (Pk—Z) Pk—1 (pk) } Cr+2 (p)’
(3.59)

parak=2m+1,y

l R 1\
U1,k (P, P15 s PE) = Zl0+‘.,+lk:l,lo,m,lk2() h (,TO) (ﬁ)
o . " Alpg=p (3.60)
T NeY 1 1 1
Za:1gl,k (p7;7ha1np177lnpk> {(%) ITQ (P;:) p74 (jpfiil) p7i| €a (p)7

para k = 2m, donde m € Np.
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Primero se supone que (Reog — 1) > 0. En este caso para un ndmero j par y k =2m + 1 la
férmula (3.59) implica que para unas constantes Cf 5, se tiene que

)
exp (hsl,k (papla 7pk)> Ull,k’ (papla "'apk)

~ I RN lam41
< Cl,2m+1 Zl0+~~v+l2m+1:l7l07--~7l27n+120 h po| | Pamt1
L —p
Reo—1 Reo—1 . po=t
x |22 P HJ/2 1
p1 T pi-1 q=1 | paqg_1
Reo—1 Reo—1 m—j/2 Reo
o |Pit2 D2m H 1
Pj+3 DP2m+1 a=1 P2g+j+1 Dj+1
= g lo 1 loma1
< 01727”"!‘1 Zlo"l"~~+l27n+1:l>l07~~;l2m+1ZO po| | P2m+1
R Po=p
. . e o
% il2 1 Hmﬂ/2 1
q=1|pag—1 q=1 P2q+j+1 Dj+1
~ lo l2m+1 Reo
l 1|1 1 —(1/24286)m | _p
< Cvam+1 Zl0+---+l27n+1=l1l07"-1l2m+1ZO |:h Do * | P2mi1 h Pj+1
R Ppo=p
e o
< Cl pl/4
= Y1,2m+1 p(1/2+25)m pj+f 5
(3.61)
ya que sobre el contorno 7, se tiene que |h/p| < h'/%.
Para un ndmero j impar y k = 2m + 1 la férmula (3.59) implica que
U l
exp ESl,k(p,pl,u-,pk) V1 g (D, P15 s D)
lo lam+1
l 11 1
< C(1,2m+1 Zl0+‘..+12,,”+1:l,lo,n.,lQ-anIZO |:h Po T P2m4a :|
Po=p
Reo—1 Reo—1 . 0
P2 Pi—1 H(Jfl)/2 1
P1 | pi-2 q=1 P2g-1
Reo—1 Reo—1 [m—(j—1)/2 Reo
% Pj+1 D2m H 1 P
Pj+2 Po2m+1 a=1 P2g+j Pj
lo lom+41
1 1l 1
< Cl,2m+1 Zngr...+lzm+1:l7lo,»--,lzm+120 |: po| 7| P2m+1 :|
R Po=p
. . e o
% H(]_l)/Q 1 Hm,—(j—l)/Q 1 P
q=1 P2g—1 q=1 D2q+j Pj
lom+1 Reo
l 1|1 1 —(1/2428)m | p_
< C1;2m+1 Zlo+‘-.+l2m+1:l,lo,~~‘,l2m+120 |:h Do Ut p2ma :| h Dy
po=p
pl/4 Reo

l
< Cl,2m+l RO/2F26m | p;

(3.62)
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Para un ntmero j par y k = 2m la férmula (3.60) implica que para unas constantes 5{72m se

tiene que

i
exp (hSI,k (p,p1, ---,pk)> vl g (D1, s PR)

= e lo 1 lam
S 0172?71 Zlo—‘r...+l2m:l,l0,...,l2m,ZO h pio U pem
Po=p
Reo—1 Reo—1 .
p2 Pj H]/2 1
P1 U pi-a q=1 | pag—1
Reo—1 Reo—1 [m—1—j/2 Reo
« |Pit2 Pam—2 H 1 P2m 1
Dj+3 P2m—1 g=1 1P2a+i+1 Pj+1 P2m
1/4 Reo—1
e |
—= Y1.2m
R72520)m | o)
Para un nimero j impar y k = 2m la férmula (3.60) implica que
i l
exp 7S1,k: (papla"'apk) Ulk(p7p17'“7pk:)
h )
~ lo lom
I 11 1
< Clam gt tlam=Lior . dam >0 [h 2| - |Fm ]
Po=p
Reo—1 Reo—1 . 0
P2 Pi—1 H(]*U/Q 1
P1 “|pj-2 q=1 P2g—1
Reo—1 Reo—1 m—(j+1)/2 Reo
o | Pt D2m H 1 D2m 1
Pj+2 P2m+1 a=1 P2g+j pj P2m
1/4 Reo—1
< él h/ P2m
= Y1.2mp(1/2426 .
h(1/2+28)m D;

(3.63)

(3.64)

Ahora note que las soluciones asintéticas se buscan en el dominio |p| < h*,|po| < h*, pu >

1/2 — 4, y sobre el contorno v se tiene que |p| > h'/2+20 En este caso como se tiene que

p

Yz

P2m
Yz

<h™%, <h™®1=jj+1,

donde por notacién pg = p, se obtiene que las estimaciones (3.61)-(3.64) implican que m-multiple

integral (3.54) tiene las estimaciones (3.55) y (3.56).

Ahora se supone que (Reo — 1) < 0. En este caso para un nimero j par y k = 2m + 1 la

férmula (3.59) implica que para unas constantes Ci%ﬂ_l se tiene que

)
exp (hSl,k (papla 7pk)> Ull,k (p7p17 "'7pk:)

lo

It 1

l2m+1:|

~l
< Cl’2m+1 El0+~~‘+l21n+1:lyl(]7~~~512m+120 |:h

Po P2m+1
Po=p
Reo Reo—1 Reo—1 . 0
1 p2 Pj—2 Hy/%l 1
P1 P3 TPt g=1 | p2g+1
Reo—1 Reo—1 m—j/2—1 1 Reo
Pj+2 Pom p
X | == Dj
Pj+1 P2m—1 DP2g+j+1 P2m+1

q=0
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- b 1 |femn
< 0172m+1 Zlo+---+12m+1:l7lo7~--7l2m+120 h PO | P2mt1
R 1 Po=p
« Hj/2—1 1 H7n—j/2—1 1 j 23 o=
q=0 P2g+1 q=0 P2g+j+1 D1 P2m+1
A TR 1 |femt
S Clomtt 2t tlompr=Llordomsr >0 | P 55| oo
Rec1 po=p
e o—
w h—(1/2+28)m | ps P (3.65)
P1 P2m+1
< Cl pi/4 p; Reo—1
= Y1,2m+13072+25m | p, P2m+1 |’
ya que sobre el contorno 7, se tiene que |h/p| < h'/%.
Para un ndmero j impar y k = 2m + 1 la férmula (3.59) implica que
i 1
exXp 751,k (pvplv"'vpk) U1k (papla"'apk)
h )
. il lo 1 lom41
< Cl,2m+1 Zl0+---+l2m+1:l;lo7---;127n+120 h Do P2m+1
o Reo—1 Reo—1 . po=p
1 P2 Pi—1 HJ/271 1
P1 3 D g=1 P2g+1
Reo—1 Reo—1 [m—j/2—1 1 Reo
Pj+3 P2m p Reo—1
)|Bis| | e Dyl
Dj+2 Pa2m—1 a=1 P2g+j+1 P2m+1
. [ e lo 1 lom41]
< CL?erl ZloJr.u+l2m+1:l,lo,m,lzm+120 h Po D2m41
- Re - P01:P
. . ag o —
« j/2—1 1 Hmfj/Qfl 1 p Pjt1
q=0 DP2g+1 q=1 DP2g+j+1 DP2m+1 P1
. g lo 1 lom41]
< Clomtt 2ot tmr=Liordomsr 20 | P | 5o Pamit
L dlpo=p
R Reo—1
wh—/2t2sym | _p |77 | pin [T7 (3.66)
P2m+1 P1
Reo—1
<Ol Ri/4 pig1 |07
— Y1.2m~+1 p(A/24+285)m | p; P2m+1

Para un niimero j par y k = 2m la férmula (3.60) implica que existen constantes 5{’2m tales que

)
exXp (hSI,k (p7p17 7pk)> Ui,k (papla "'apk)

~l 1 1 lO 1 l2'm
< Clom Dot tlom=tlor dzm>0 | 55| | 7am
Reo—1 Reo—1 po=p
o e o— e o— .
1| |p2 Pi—2 j/2-1 1
P1 P3 i1 q=1 P2g+1
Reo—1 Reo—1 [m—1—j/2 1
Dj+2 DPo2m Reo—1
X | === | ———— _ |pj|
Dj+1 Pam—1 DP2g+j+1

q=0



Soluciones asintéticas para los sistemas de ecuaciones ordinarias con un pardametro
pequeno cerca de la derivada 63

Reo—1
b

N 1/4
<cl, _ (3.67)
= YL2my (1/2+4285)m

P
Para un nimero j impar y k = 2m la férmula (3.60) implica que

)
exp (hSLk (pvplv 7pk)) Ull,k (papla "'apk)

l2m:|

l
1|t

Po

1
* | p2m

~l l
< Cliom 2o+ tlam=llos.lam >0 [h
po=p

—1 —1 .

1 o ' Reo pi1 Reo jje-1| 1

P1 P3 12 q=1 P2g+1

Reo—1 Reo—1 [m—j/2—1 1
Dj+3 DP2m Reo—1

X|= S De— H —| | Ipj+al
Pj+2 Pam—1 a1 P2g+j+1
Reo—1
WA |y
j+1
<Clon i | (3.68)

Como las soluciones asintéticas se buscan en el dominio |p| < k¥, |po| < h*,u > 1/2 =14,y
sobre el contorno v se tiene que |p| > h'/2+20 entonces se tiene que

_r
p2m+1

p;
P1

Pj+1

>h¥ 1 =74,5+1,
D1

< h357 > h3(57

donde por notacién py = p, se obtiene que las estimaciones (3.65)-(3.68) implican que m-multiple
integral (3.54) tiene las estimaciones (3.57) y (3.58). ®

Ahora se investigard el término principal del problema (3.1) que se obtiene al aplicar la
h~!'— transformacién de Fourier a las expresiones de las componentes w;. Usando el Lema 10 es
posible demostrar que para el término principal obtenido es posible en la férmula (3.12) quitar
los términos wyi2, y en la férmula (3.17) quitar los términos w;,j = 1,...,r. Resolviendo las
ecuaciones diferenciales obtenidas de primer orden se obtiene que el término principal de la
componente v, (t) tiene la forma

Cv"+2 i p2 bt?
t) = —|(pt+ —/— d 3.69
Yrt2 (1) 2ﬂhLexph<p NETEE Ry p°x () dp, (3.69)
donde o esta definida por la férmula (3.10). El término principal de la componente y,11 (t) esta
determinado por la férmula

dCh 2 / i P’ bt? ~1
a1 (1) = ————= —|\pt+———-—— 0 dp, 3.70
Yri1 (1) 2 ),V h P e "2 )P X (p) dp (3.70)
y el término principal de la solucién asintética de las componentes de y' (t) = (y1 (t), ..., yr (t))
es del orden o (|y,+2|) si Cry2 # 0. En el caso cuando C).42 = 0 el término principal de ' (¢) estd
dado por la férmula

pQ th

y'(t) = F/ '<pt+2(ab) 2)0’ (p)dp+o(1),C" €C.

En las férmulas (3.69), (3.70) la ingracién se hace a lo largo del contorno «y que pasa a lo largo del
eje po = 0 (donde p = py + ip2) ¥ pasa por abajo del punto p = 0 a lo largo de la circunferencia
de radio h'/?*% presentado en la siguiente figura
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Aip,

—o—o—)—o—otlJLo—)—o—b
Py Py P, Pj+2

pj+1 pk p1

Figura 7

como antes aqui x (p) es una funcién de corte, i.e. x (p) € C§° (C) y se tiene que x (p) = 1 para
Rep| < h'/27% y x(p) = 0 para |Rep| > 2h'/?7°. Cambiando en las férmulas anteriores los
valores de las constantes C,1o y C se obtiene 7 + 1 soluciones linealmente independientes. Para
obtener (r 4+ 2) —ésima solucién linealmente independiente es necesario en las férmulas anteriores
tomar C' = 0,C, 12 = 1 y reemplazar el contorno v por su conjugado complejo. En lo que sigue
se considera el caso cuando a < b < c¢. Los demds casos se investigan de manera andloga.

En el caso Reo — 1 < 0 es posible quitar la funcién de corte x en la integral (3.69) sin el
cambio del resultado con la precisién hasta O (h°°). Por lo tanto primero se considera la integral
(3.69) a lo largo de v con la funcién x (p) = 1, para el caso Reo — 1 < 0.

La integral (3.69) tiene un punto singular p = 0, y un punto estacionario p = — (¢ — b) t.
Considere la parte real de la funcién de fase en la integral (3.69):

el i)} - (G2 ) oome

Note que para (p1/(c—b)+t) > 0 el contorno v se puede desplazar hacia arriba como en la
Figura 8

Aip,

Figura 8

y para (p1/ (c —b) +t) < 0 el contorno v es posible desplazar hacia abajo como en la Figura
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Figura 9

Por lo tanto parat < 0y p; < — (¢ — b) t el contorno v se puede desplazar hacia abajo lo cual
implica que para t < 0 en la solucién asintética sélo contribuye el punto estacionario, y el punto
p = 0 no contribuye. El resultado de deformacién del contorno v para t < 0 esta presentado en
la Figura 10

Aip,

Figura 10

A su vez parat >0y p; > — (c—b)t el contorno v es posible desplazar hacia arriba. Por lo
tanto para ¢ > 0 la solucién asintética se determina por el punto estacionario y un contorno del
tipo de Gankel que pasa alrededor del punto p = 0. El resultado de deformacién del contorno =y
para t > 0 estd presentado en la Figura 11
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ip, A

'\/2 p1

p=-(¢-b)t <0
| Figura 11

Considere la integral de la férmula (3.69) para el casot > 0y p1 > — (¢ — b)t. En este caso
la contribucién del polo es igual a

i 2
Y

2

Ahora se calcula la integral (3.71) en el caso 0 > Reo > —1. Haciendo el cambio p = st se

obtiene que
P! :t”H/ exp ﬁ s+ i s%ds.
Y . h 2(c—0)
2

Ahora rotando el contorno 7, de tal manera que se transforma en el contorno 7, ”paralelo” al
eje po = 0 (ver la Figura 12)

Y1 2
_)_/ " >

p=-(&-b)t <0

Figura 12

Haciendo el canbio s = iz se obtiene que

. . 2 2
pol __ ﬂ o+1 it s o
1 exp(2 (a—i—l))t Alexp(h <s+2(cb)>>s ds



Soluciones asintéticas para los sistemas de ecuaciones ordinarias con un pardametro
pequeno cerca de la derivada 67

it2 x?
_ o1, (o+1)/ A S R
- exp A 1 2 (C — b) T axr

Ahora como se tiene que

/% exp (Z]tj (m - 2(5217)» 27dz = (¢7 —1) (1+ 0 (h%)) /Ooo exp (—t}jm) 2% dz,

entonces se obtiene

. _ 0 2
1501 =7 (@t)otl (e®™ —1) (140 (h‘s)) / exp <—thz> z%dx. (3.72)
0

Haciendo en la férmula (3.72) el cambio z = (t>z) /h se obtiene que

. o+1 [e’e]
Igol _ e%(a+l)to+1 (eiQmJ _ 1) (g) (1 +o (hé)) /O e~?2%dz (373)

h

_ No+1 (2o 7U+1 §
07 -1 () P (o)),

La contribucién del punto estacionario en el caso considerado, i.e. t > 0y p; < —(c—0b)¢t, se
determina usando la férmula estdndar (ver [19]).
A su vez en el caso t < 0 en la solucién asintética contribuye solamente el punto estacionario.

Para los demds valores de ¢ la solucién asintética se determina aplicando el procedimiento es-
tandar para la extensién asintética de o (ver [20]).

Teorema 9 Sea B(t) € C* (U),U = {|t| <e},A(t) es de la forma (3.2), a,b,c € R, a <
b<ec yltl<h?7°0<6 < 1/8. Suponga que o € N. En este caso el sistema (3.1) tiene las
soluciones linealmente independientes siguientes:

1) Existe una solucion yo tal que:
i) Para t > h'/?79/2;

1 i h o+1/2 .
Yori2(t) = exp < z) e 5 (1+0) <t> (e?™ — 1) T (0 +1) (1 + 0 (k%))

re (150 ) VERGE Dl — b e (1) (10 (1)),

B2 1 i ATV
Yor+1(t) = —dexp ( > t (1) (t) (e%w - 1) I'(o) (1 t+o (hg))

+exp <z> V2 (c=b) |(c—b)t]7 e D exp < '4) (140 (h),

Y05 (t) = o([y1,r42 ()]) para j =1,...7

ii) Para t < —h'/279/2 ¢l término principal de la solucién asintdtica yo .2 (t) se determina
solamente por el punto estacionario y es de la forma

) = exp (~i5 ) VER G0 e~ )1 e exp () (1 0 (47)
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i () = exp (15 ) VER e e~ )17 e Doy () (140 (49)

Yo,j () = o([y1,r42 ()]) paraj=1,.,r
2) Existen r soluciones linealmente independientes yq,q = 1,...,7, tales que

2
i(® = e (ig0) ¢ o). e e\ (0},
Ygry1 = O(R7), (3.74)
Yoriz = O(RTT).

3) La solucion asintdtica de la (r + 2) —ésima solucion linealmente independiente se obtiene
al tomar en la formula (3.74) a C' =0, y en la formula (3.69) a Cryo = 1 y cambiando en la
formula (3.69) el contorno v por su conjugado complejo, que pasa por arriba del punto p = 0.

Nota 2 De manera andloga se considera la solucidn asintdtica para los demds valores de a, b, c
tales que a # b # c.

3.2. Justificacién de las soluciones asintéticas
Considere el sistema
L <t, —ihi) Y= —ih% +At)y+hB(t)y =0, y € R", (3.75)
con la funcién matricial A(t) de la forma

Ia(t) O 0
At) = 0 b(t)y d(t) |, (3.76)
0 0 ¢(t)
donde A(t),B(t) € C* (R'), I es la matriz identidad (r x r), las funciones a,b,c,d son de
la clase C> (R!) de la forma a (t) = at + O (t2) ,b(t) = bt + O (t*) ,c(t) = ct + O (¢*), y
d(t)y=d+O(t),d # 0,a # b,b # ¢,a # c. Sin pérdida de generalidad es posible suponer que
para un numero pequeiio Ty se tiene que o’ (t) < V' (t) < ¢ (¢), para |t| < Ty, los demds casos se
consideran de manera andloga.
Sea ®V una solucién del problema (3.75) con presicién O (hN ) que satisface unos datos
iniciales, i.e. se tiene que

—ih92Z 4 A($)ON + hB (1) ®N = O (hN), para |t —to| < T,

3.77
[to —T,to + T C [T, To] - ( )

Evidentemente el problema (3.75) es un sistema lineal de ecuaciones diferenciales con coeficientes

acotados, por lo tanto existe la solucién exacta y (z,h) del problema (3.75) que satisface los
~N

mismos datos iniciales que ®V. En este caso la funcién ¢ :=y — ®V, es solucién del problema

(3.77) con datos iniciales iguales a cero, i.e.

~in % awd B3

dt
o (t) = 0,

donde F'(t,h) € C* ([to —T,to +T]) ¥y Supiefto—7,to+1] }QfF(t,h)‘ < Cyh~F, para una con-
stante C, >0,y k € N.

F (t,h) RN, para |t —to| < T,
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Teorema 10 Suponga que los coeficientes de la ecuacion (3.75) satisfacen las condiciones antes
mencionadas. En este caso existe un nimero natural n = n (T') tal que la solucion del problema
(8.77) tiene la estimacidn siguiente:

< CAN="L para N > n+ 1.

"]
c([=T.1])

Demostracion. i) Reduccién del sistema (3.77).
Sea U (t,to) la matriz definida como

I exp (—% f:o a(s) ds) 0 0
Ult,tog) == 0 exp (—% ffi b(s) ds) 0
0 0 exp (—% ftto c(s) ds)

Haciendo el cambio N

¢ (t) = U(tato)z(t)v

se obtiene que

1-0 0 0
—ih% + U (t,t0) | 0 0 d | Ult,ty)z (3.78)
0 hbryorir O '
+hU* (t,t0) B (t) U (t,t0) 2 = U* (t, o) F (t) B,
donde _
d:=d+ hb7’+1,r+23
b11 e b b1 ry2
Bty=| ° : :
bry1,1 o brgir4 0
bryo1 .. 0 brg2,ry2
Ahora para simplificar la ecuacién (3.78) note que
[ 1-0 0 0
U*(t,to) | 0 0 d | U(t to)
L 0 hbryor41 O
[ 1.0 0 0
~ -
— U (t,t0) | O 0 dexp (—% Sy c(s) ds)
0 hbyi2,41€xp (—% j:; b(s) ds) 0
1-0 0 0
= 0 0 dAr+1,7’+2 )
0 hbryori1Ari2rt1 0

donde
Aoz = =ow ([ (e(s) — b(s)) ).

Avizess © =exp (h / “(b(s) — e (s) ds) .
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Se introduce la notacién

Bll bl,r+1A1,r+1 bl,r+2A1,r+2
B(t):=U* (t,t0) B(t) U (t,to) = : : . (3.79)
bri1,10r 41,1 - bri1,r4+1 0
bri21Ari21 .. 0 bry2 ry2
donde
B+ = lbyll, 1 <45 <,
Z' t
B = o (- [0 -al)as).
to
: t
Bipva = oo [ e -aas).
to
Ar—i—l,l - Z1,7’+17
Ar-‘,—Z,l = Z1,7‘-}—2-

En este caso la ecuacién (3.78) se reduce a la forma:

—ih% + A(t)z + hB (t)z = U* (t,to) F (t) bV,

2 (o) = 0, (3.80)
donde
I1-0 0 0
A(t) = 0 0 dA; 1,042
0 hbr+2,r+1Ar+2,T+l 0
Ahora para reducir la ecuacién (3.80) se hace el cambio
z(t) =D (t,to)w (), (3.81)

donde D (t,tp) es la matriz de la forma:

D11 (t, t()) 0 0
D (f, to) = 0 Dr+1,r+1 (lf, to) 0 ,
0 0 Dyyo 42 (t,to)

la matriz D15 (t) es la matriz solucién del problema

Dy, (t,t
ﬂ% —By1 (t) D11 (t,to) ,

Dn(ﬁo,to) = 1.

y los coeficientes Dy11 r41 (t,t0) Drt2rt2 (t,t0) son de la forma:

t
Dr+1’,«+1 (ﬁ,to) : = exp (—Z/ br+1,r+1 (S) d8> 5

to

t
Dyt 2 (tto) @ =exp <—Z/ bri2,r42 (8) ds) .
to
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Evidentemente se tiene que D (tg,7) D (7,t9) = 1, lo cual implica que integrando la ecuacién
(3.80) con respecto a t se obtiene la siguente ecuacién integral para la funcién w (¢):

A@)D (r,to)w (1) dr

S| =

w(t) = (—i) / D (to,7)

+(—i) [ D (to,7) Ba (1) D (7,t0) w(7)dr (3.82)

to

(=) RN [ D (to, 1)U (7, t0) F () dr,

to
aqui
I-0 b1rr181 r41 b1 rr2A1 42
Ba (1) = : :
br+171A7~+171 0 0
br+271AT+171 0 0

Ahora se considera el operador A definido por la férmula:

t

Aw : =(—i) [ D(to,7) =A{t)D(r,to)w(r)dr (3.83)

1
to h’
t
+ (—i)/ D (to, ) Ba (v) D (7,t0) w () dr,
to
y sea G (¢, h) la funcién definida como
t
Gt h) = (—i) thl/ D (to, ) U* (7. 10) F (. h) dr.
to

En este caso la ecuacién integral (3.82) para la funcién w se puede reescribir en la forma
w=Aw+G. (3.84)
Ahora al introducir la funcién 7 tal que
w=n+G+AG+ ...+ A"G, (3.85)
de la ecuacion (3.84) se obtiene que
n=An+ A"HG.
La solucién de esta ecuacién se busca en la forma
n=(t—t)"""g
i.e. la funcién £ satisface la ecuacién

1 n
£= WA ((t—to) +1§) +

A"TlG

FRRCS (3.86)

ii) Estimacion de la funcién &.
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Para simplificar los cédlculos sin pérdida de generalidad se concidera el caso ty = 0. Primero
note que G ~ hV ie. |G (t,h)| < Coh", para [t| < §, donde § > 0 es un nimero suficientemente
pequeno. Esto implica que

A’n-l—lG ~0 (hN—n—l) tn+1.

Por lo tanto en el espacio C ([-T,T1]) se tiene que

< C AN (3.87)

Artl@g
H {n+1

o([=T.1])

Veamos ahora que para un nimero n suficientemente grande en el espacio C ([-T,T1]), la norma

del operador (t"“)f1 A" (¢"F1) es menor que 1. Con este objetivo en lo que sigue se estiman
las componentes (Af)j Jj=1,..,7r+2.

Primero para estimar las componentes (A¢) jod=1..r se consideran los operadores de la
forma

t
A= tn%/ y(r) " (r)dr, donde § € C([-T,T]),n €N,y € C* (R').  (3.88)
0

En el espacio C ([T, T]) se tiene que

1 i 1 t
n+1 . n+1
tn+l A v (T) T 5 (T) dr| < (o teI[Ii%“),(T] |§ (t)| W /0 T dr
I
< Gollélleqerm t"“(n+2)‘ (3.89)
Itl _ TGy
- C Hf“c([ 1) S nt2 Hf“c([ T,1))

Como la constante Cy no depende del niimero n, entonces para un T > 0 fijo, y grandes nimeros
n los operadores de la forma (3.88) son pequeiios en el espacio C ([-T,T]) .
Ahora para estimar las componentes (A), 41 se consideran los operadores de la forma

11 ~ i
Ax = gtnﬁ/o 71 (1) dr" exp (hTQa (T)) &2 (T) dr, (3.90)

donde &,,., € C([-T,T]),n € N,y, € C* (RY) ,a () # 0, para 7 € [Ty, Ty]. Integrando
por partes la parte derecha de la férmula (3.90) se obtiene

11 /[t ~ i
htntl /0 71 (1) dr"exp <h7'2a (T)) Eryo (T)dT (3.91)

- ot [ R e () o

T=t

o i 1 E’LT a(-,—) e't a(t) 71( )nggr 2 (T)
= )z } e T

=0

~ (i) tnlﬂ/ot {etratn et} 2 ar < (() ;lcr 52:2(())> ar
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Se tiene que

ng (1) 7" 16,15 (7) (3.92)

n d£T+2 (T) n
+g (t) T T + 7 €r+2 (T) 77

4 (1 (D dE ()
dr \ 2a(r)+7a/ (1)

donde g € C* (Rl) es de la forma

71 (1) d

TG EE O}

Primero note que andlogamente como la estimacién (3.89) se obtiene que

1t " Cs
71 | 9076 (D dr| < el riny - (3.93)
donde C3 > 0, es una constante.
Note que
WA o (T) 1d , e
T = e (T (1) - (i )T (3.94)

En este caso la formula (3.83) y la férmula (3.86) para la funcién £ implican que

d r+2

o (e (M) =T DB ()& (1) + RN T g (7)) (3.95)

donde las funciones j3; (t,h),j =1,...,r+2, son continuas y uniformemente acotadas con respecto
a h € (0,1], tales que
Sup(z myer-r.rix 0.1 |85 (7, 7)| < 75 < o0.
Tomando en cuenta que
71—11110 77r+2 (T) = 71_11% Tn+1£r+2 (T) = 07

se obtiene
1 T r4+2
Tnilfr-s-z (1) = = / sl Zﬁj (s,h) fj (s) + hN?nilgl (s) | ds,
T 0 =
y
1 T r4+2
T, 4o (T) = - /0 sntt Z Bj(s,h)E;(s) + RN="1g (s) | ds. (3.96)
j=1
Como

h’r%n (1) = h'n}) e (1) =0,
entonces la ecuacién (3.96) implica que
HI% Tn§r+2 (T) = Oa

de lo cual se obtiene que el término no acotado en la férmula (3.91) es igual a cero.
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De la férmula (3.95) se obtiene que

1 t .
tn+1/0 g(m)T 157-+2 (1)dr (3.97)
1 t 1 r+2 .
—n—1
< o [0 (@Sl oqipmy + oY ) ar
0 njzl
r+2 N—n—1

< Ot h

m ; HEJHC([fT,T]) + C7T

Las férmulas (3.94) - (3.97) implican que

t
d
t7£-1 / g (T) Tn 57”22 (T) dr
v 0 T

r+2 r+2

C 1 ol
SZHE oz +Co= D€l o mm, + oY,
j=1

(3.98)

ya que anteriormente fue demostrado que el término no acotado en la férmula (3.91) es igual a
cero.

Ahora las férmulas (3.91), (3.92), (3.93) y (3.98) implican que para un 7' > 0 fijo los oper-
adores de la forma (3.90) son tales que en el espacio C ([—T,T)) se tiene la estimacién

Cl r+2
1A2E]l o179 ZHf [ (3.99)

La férmula (3.86) y las estimaciones (3.87), (3.99) implican que

r4+2

C
lef leq . 1ZII£ loqgy +ConN "1 (3.100)

De la férmula (3.100) se sigue que para los nimeros n > 2C] se tiene que
Z ngHc([fT,T]) < 205K (3.101)
j=1

~N
iii) Estimacién de la funcién ¢ .
Note que la férmula (3.101) implica que la funcién 7 (t) = t"T1€ (¢) tiene la estimacién

1l cermy < CRYN ™ (3.102)

Como los operadores D (t,to) y U (t,to) son uniformemente acotados para h € (0, 1], entonces de
las férmulas (3.79), (3.81), (3.85) y (3.102) se obtiene la estimacién siguiente

~N
< C thn’
N -

para un nimero natural n > ng (7). =
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3.3. Caso de la matriz A(t)

Ahora se considera el sistema (3.1) con la funcién matricial A(t) de la forma

Ia(t) 0 0
Alt) = 0 b)) d@) |, (3.103)
0 0 «¢(t)

donde a,b,c,d son C* (R') funciones de la forma a (t) = at + O (¢2) ,b(t) = bt + O (¢?) ,c(t) =
ct+ 0O (tQ) ,yd(t)=d+ 0O (t),d # 0. En este caso el término principal también se determina
usando el Teorema 9. Como antes es suficiente considerar esta ecuacién en el dominio [t| < h'/279,
Por lo tanto es posible suponer que a(t),b(t),c(t) son polinomios en t. Considere como antes
el caso cuando o' (t) <V (t) < ¢ (t),para |t| < h'/>~%. Haciendo el cambio

y(t) = exp (-Z /Otb(T) dT> 2 (t)

y pasando en ”p”-representacién con respecto a t el sistema (3.1) con la matriz A (t) de la forma
(3.103) se reduce a la ecuacién

pw(p)+@Q (ihcgg) w (p) + hB (ih;;) w (p) = 0, (3.104)
donde
o) -
rl@-n (ing) + () @ ()] 0 0
0 0 a+ (ihss) di (ins)
0 0 (c—b) (m%) + <z‘h%)2 Gri2)(r42) (zhd%)

w(p) = (w1 (p),.,wr (p),wri1(p), wri2(p)),

od od o d o d
pling) = o ()] @ (i) = o ()

donde g;; (ih%) ,bij (ihd%) ;1 < 4,5 < r+ 2, son operadores diferenciales con los términos

7

menores constantes. En este caso en el sistema (3.104) la componente w,y; estd determinada
por la férmula

h L d
{1 + ];b(r+1)(r+1) (lhdp) } wyi1 =g (p,h), (3.105)
donde
1 d h d
g(p,h)=—1|-d <zh) Wyio + — b, (zh) wy |,
(p, h) » dp +2 » #TZH (r+1)1 dp 1
con

L d L d L d
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Como antes se busca la aproximacién de la funcién w41 en la forma (3.12). Sustituyendo la
funcién w,41 en el sistema (3.104) por la aproximacién (3.12) se obtiene el siguiente sistema
reducido para la funcién vectorial w = (w1, ..., Wy, Wy42):

ihdfe  2We 4 b (Z;Zl br; (zh%) wj = bg(ri1) (Zhdi) s ( di) wr+2)
4

+(ihd‘;>2 (ihcgj) wk+h(z> > akm( = p) = (3.106)

m#r+1

.y dw, W, h -1 d -1 d -1 d
Zh;dp+2 + p67z2 g (Ej;ér+1 b(r+2)j (zhd—p) wj — b(r+2)(r+1) (Zh?p) %d (Zhdfp) wr+2)
d\> d h hod
+ <2h> q(r+2)(r+2) <2h> W42 +h () Z a(H_Q)m (h, -3 Zh) Wm = 0.
dp dp v/ o pdp

El operador diferencial en la parte derecha de sistema (3.106) se denota por Li, y el sistema
(3.106) en este caso tiene la forma Lyw = 0.

Ahora sustituyendo las funciones w de la forma (3.6) en el sistema (3.106) y aplicando el
Lema 6 de obtiene que

{ as L7 0
om0 5

dSpo)? ds
2 () e () T 0 h
i S0\ s vro (p,h)
0 L (—=Le _d5s0
cfb( dp ) q(r+2)(r+2)( p )
s ‘ s
b (- fo) | (i) Joren (<52
+h v O(p7 h)
—=5b L alind\p dSy.o £,
o (72| e () b (- %55°)

,81}]00 . 30 h . d
: h R h)+ P h, —,p;ih— h
+1 ap (p7 ) +1 lvf70 (p7 ) + £,0 ) p y Pl dp Uf,O (p, )

. = o0
+i (1 + P}, (h,p; Zh8p>) vfa (pspy h)

h 0 8 0 3
+ <hPJ971 <h’ 7vaha ) 6 1> +Pfl <h vaha ) 8 1>)vf,l (paplah)

(hQPO (h, h,p,lhavathI Zhapz)

p1=p

—|—hPf2 (h p,zhap,zhagl 'hacz ) vy2 (p,p1,p2, h) N + ...
1=p2=p
+ (WP (b tpin g ingle, ihgl )|
+ hlflp})’l (h,p,zh Zh@zl . ZhTm) Uf,l (p,pl,...,phh)) v » p+
1=...=p1=

(JrhNOPJ?ND (h,h,p,zhap,zhap b )

0PN,

_|_hN0*1PJ9’N0 (h7p77’h88p7 'h,agl s ,Zhﬁ)) Vf Ny (pyph ~'~7pNo7h)

P1=...=PNg —P) }
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+Zk 1fp0 dpk fp dplehsfk(Pxpl ..... Pk){( dgf’kl+|: a—b

P 6 cfb
7BSf)k
Co )0, (-2 1 ;
’ 3 : pish
+ ( 6Sf,xc)z ) vk (D P1y s PRy B)
T op S
0 a#q(T+2)(r+2) (— 3;"“
ot (2550 )| s () o (256
o L Sk Uk (p7p15---7pk:ah)
) —500+2); (‘ H (e b)d(m@) b(r+2)(r+1) ( op )
+1 :;Zk (p7p177pk7h)

+7:R1Uf,k (pvplv <oy PEs h) + P)ICC,O (ha %apa Zhagp) Vfk (p,ph <oy Pksy h)

) ~ L0
+1 (1 + P}C’O <h7p7 Zh@p)) Uf,k+1 (p7p17 s Pk—1,D, h)

h 0 0
+ hP}]f,l (h7 7pa2ha ) 8pk+1> Vf k+1 (paplv "'7pk+17h)

Pk+1=P

~ L0 . 0
+ P;Q,l (hap;Zhaazha> Vf k+1 (papla vy Pk+1, h) (3107)
p Pr+1 Pr4+1=P
donde
2 pk h 9 9 . 9
(h Pk, (h boprih . ihgd— i hasz)
8 .
+hpf2 (h b3 Zhapa hapk+1 7th>) Vf k42 (papla ooy P42, h) Pht1=Phia—p + .
| pk h 9 o)
+ (h Py, (h, f,p,zh(%,zhapk+1 s thgp—
-1 pk i) 7
+h Pf,l (h pvzhap’ hapk+1 ) 7th) Vfk+1 (papla ooy Pk+1s h) PP —— T+
No—1 9 . 9
(h 0~ Pfl(h‘ p7Zhap7 hapk+1 ey m)
N, h - . a9
+h °Pf,No <h, ,p,zhap,zham+1 . Zhiapk+NO
va,k:+N0 (p7p17 "'7pk+N07h)‘pk+1:..A:pk+N0:p
d 2
I (EQ1©)|__us,, 0 s
Ryvpp = T4 e 5, T CrEULE
0 dé (f q(r+2)(r+2) (E))’ 85 P
5:*37};
y
Grp =
8%s 2
(- ©@)| e 0
2 o 6 Sf]c d2 2 ’Uf’k7
0 o5 de? (Ea0r+2)(r12) (5))‘527 951

aqui Gy € C* (|p| < €) son los términos constantes de los operadores

~ h ) h ) ) 9
Pk (h7, ;z’h>7P’“ (h ,p;ih—, i ssih )
PO\ Py ) 2 i P op 3pk+1 Oprti
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de la forma i (b + O (p)) ,k = 0, ..., Ny, respectivamente; los operadores

~ h o h 9 ) d
pF (h,, ;ih>,Pk (h, ,p;ih—,ih senih )
F0 D P Op Fil D b op’ " Opr+1’ OPkt1

son operadores diferenciales matriciales aplicados a las funciones w = (wy, ..., w,, wy42) de la
forma (3.19). Ademds comparando con la férmula (3.18) en la férmula (3.107) aparecen unos

ih eyl

5 9_) de la forma (3.14) los cuales tienen
Pk+1

813’ OP(ZJA ’
sus términos menores del orden O (p) .

En lo que sigue se demuestra que en este caso es posible buscar la solucién del problema (3.1),
con la funcién matricial A (t) de la forma (3.103), en la clase de funciones (3.6). Analogamente

se obtiene que las funciones v;,k (p,p1,..., Pk, h) en el caso f =1 tiene la forma

operadores adicionales Pf . (h p;ih2

vl172m (papla"'aplwh’) = ch 2m papla' 'apkah) Cq (p)a
l,r+2
Ul1,2m+1 (p7p17 ceey Dy h’) = C] g;:rH»] (p7p17 <y Pk h) €r42 (p) , para l7m S NO‘

Se sustituyen las funciones v?’k (p,p1, ., Pk, h) en la ecuacién (3.18) y se buscan los primeros
términos adicionales para aniquilar los términos de la forma

Plk,[) h7 E7P7Zh@) ’U?k: (p P, -"apk7h)7

Plk;l h,pyihzg; 7 lhaz R .hail) vy K4l (D p1s s P15 )

)
Pk+1=---=Pk+1=P

. En el caso general
Pk+1=---=Pk+1=P
se sustituyen los (I — 1) —ésimos términos adicionales vlljkl (py1y-es Py h) Kk = 0,..., Ny, en la
ecuacion (3.18) y se buscan los [—ésimos términos adicionales para aniquilar los términos de la
forma

y Pllil (h’a papa Zhapvzha?n 7’Lh’aipl) U%k.H (paph "'7pk+la h)

Pk (ha ﬁavah@> Ul ke (papla' '7pk7h)a
P (h p,zh8 ,zhap ,...,iha%l) vllﬁclﬂ- (D, P15 ooy Pty )

b
Pk+1=---=Pk+;j=P

. En efecto se ob-
Prk+1=---=Pk+;=P
tiene el siguiente sistema de ecuaciones para los [—ésimos términos adicionales 'Ull,k (py 01y -y Py B) s

y Plki] (h'3 p’p; Zhapalhazn Zh@il) Ull kl-‘rj (pvpla . '?pk+j7h)

por definicién se tiene que v; ,1 =0
i) Para k = 2m :

la
851 2m 6C‘l 271L(p’p17-~-1p2m1h)
<1 +0 (=% )) o

P50, O [(41(2522) .0 + (Grame ea)] =

Z(ﬁQW (ha h7pa7’h‘ )'U12m(p’p1,..,p2m7h)7ea>+
’L( 2'" (h p,Zh )'Ul 2m+1 (p7p17"7p2map7h)7ell)+
N 1 2m h 0 2
ZZ o hi (eou (hPl,q (hv D Zhap’zhapz Zh@i@mﬂ) +
Py (bpiihy i

(3.108)

)

é) . o) -
7...,7/h7))/u12 (p7p17~-'7p2m+Q’h)
Op2am OP2m+q 2m+q P2m41=--=D2m+q=DP

op?
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con los datos iniciales

(1 + f)12;’0n (hﬂpvlha@p)) Cilgm (papla ey P2m—1,D, h) =
. e m—
ZC{’ET,LQ_1 [(Al (%) Cr42, eoz) + (G1,2m—1€r+2a ea)] +

; 951,2m—1 S52m—1 h .0 1
1 T emT p2m h. = pih— 1) en
Z<<< +O< 8p )> + 1,0 ,p,p,l 8]) V1,2m—1 (papla , D2 1 ) e —+

(3.109)
N, — .
i) gy W (ea, (hPQf; ! (h, L zhap,zhap‘z zhiammaﬂ_l) +
D2 1 o) . o)
pm- (h prih s ihgl—, . ihg ) x
-1
’U172’m+q—1 (p7p17 <y P2mA4qg—1, h)‘me:...:pzm+q_1:p) 5
ii) Parak=2m+1:
0S1,2m aci ;:rna,l(pvplv--aanl-%—lvh)
(1+0(%52=)) o -
l 951 ,2m
iCYhE2 {(Al (%) €r+27€r+2) + (G1,2m+1er+2,er+2)} =
{ (P1277(7)’L<|>1 (h7 hap7 ’Lh ) Ul 2m+1 (paph vy P2m4-1, h) 7er+2) + (3 110)
{ (P127T(;L+1 (h7p7 Zhaip) U172(m+1) (papla -y P2m+1, P, h’) 767"'1‘2) +
N, .
ZZ o hq 1 (67“4-27 (hme—&-l (h7 %7]),2}166‘0,2}1612 .,th) +
D2m—+1 9 - 9 -1
Pl,zl (h D; ’Lhapvlhap2 Zhap2m+q+1)) U1,2m+q+1 (p7p17 ~-~7p2m+q+1ah) PP +1—p) ’
m+1=--=P2m+qg+1=

con los datos iniciales

D . l 2
(1 + PlZ,gH_l (h’p’ Zh%)) Cl:gjn-i,-l (papla <y P2m, Py h) =
. j 951 2m—
i C’i’ém [(Al (71’321, 1) €j,€r+2) + (G1,2m+16j;67‘+2)} +

i 051,2m 52 h 0 -1
o ) TP\ pihg, < Pamy h) s er 3.111
l((( - ( Op >> ( ,p7p,z ap)>vl2m(19 P13 P2 Yyerpa |+ ( )

N m h—Y—
ZZ 0 hq ! (er+2’ (hpf (hv p?p7Zh8p’ Zham Zhapzi+q> +
D2m
Pl,q (h p7Zh U P2m—--~—P2m+q—p) '

Lema 11 Los coeficientes C’i(i (p,p1,--Hpk,h), 0l = 1, Ni;a = 1,..,rr + 2;k = 1,...,N,
de las funciones vectoriales Ul1,k (p,p1,...,Pk) de N1—ésima aproximacion (8.21) de la solucion

del problema (3.1) con la funcion matricial A (t) de la forma (3.103) satisface el sistema de
ecuaciones(3.108) - (3.111), y se tiene que

1—1
op? d])z Zhd])z m—+q )) U1 ,2m-+q (p’plv -y P2mtq> h)

l,a
CV1,2’rn (p?pla -0y P2m, h) =
! Iom
Z Bl 0 1 2
lo+...+l2m=Llo;...,l2m >0 Po T\ p2m
Po=p

ll% [10 l2m] (p L h lnpla hlp?m—l)

*p’p1? ’pzm 1’

o , (3.112)
[(5) e () ]
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1,r+2
Ccy T2J7;+1 (P, 1, s P2mt1, h) =

1 lom+t1
Zlo+»--+l2m+1:lvloy-~7lzm+120 (F) v (p2m+1)

Po=p
Lr+2
Xgl gij»l [107 X l2m+1] (p7 P’ h7 p%’ ceey ma 111]917 ey 1np2m+1
11 7
x Kp?> ( P ) } (3.113)
b1 b2 P2m \P2m+1
para m = 1,....[N1/2]. Aqut las funciones glli Loy ey U] ( h,h,% ’Pk lnpl,...,lnpk) son
polinomios en h, o 15‘1 . p%,p, Inpy,....,Inpg, con coeficientes C>° (Rk) con respecto a p1,...pk.-
Demostracién. Primero note que 8%;’“ = O (p) y sobre el contorno v se tiene que 951k g

también un pardmetro pequeno. Por lo tanto aparecen operadores adicionales en el sistema
(3.108)-(3.111) comparando con el sistema (3.36)-(3.39), i.e. los operadores

~ d d )
PE <h zhzhzh)
b P e Bpiyg

tienen los términos menores del orden O (p). Esto implica que las ecuaciones (3.108) y (3.110)

tienen la misma forma que las ecuaciones (3.36) y (3.38), respectivamente. Sin embargo los datos

L . ! lr+2 . :
iniciales para los coeficientes C}5,, y Cy ot _ 1 satisfacen las ecuaciones de la forma
; ;

(1 + ﬁﬁgb (h’p’ Zh%)) Ci:gm (p7p17 sy P2m—1,D, h) =

9S1.2m— 1r+1
p(cd—b) b("+2)(r+1) ( 1621; 1) Cl,gr—:,—l (p7p17 ~y P2m—1, h)

h h h h
+ ( ) {1 ‘om (p, — s e ,h,Inpq, ...,lnp2m_1> ,
p p b1 P2m—1

y
(1 + ﬁ2m/+1 (h p77’hg)> Ci ZTYLQ-‘,-l (p7p17 ey P2m, D,y h‘) =
9S1,2m )
(c b) Z] 1 b(r+2)j ( 52 ) C(l1 %m (pvplv -y P2m, h)
h h h
chrt? ( = = y—— h,Inpy, ..., Inpo ) .
( ) b Y2 | Pam b "
Como los términos menores de los operadores ]B{fq (h,p; iha%,iha%k, ...,ihap%_ﬂ) , tienen orden

O (p) se obtiene que

l,a
CV1,27n (p7p17 sy P2m—1,D, flL) =
P ; B 9S1.,2m - o
(1 + Pﬁ'gl (h,p§ ’&h(%)) {p(c(ib) b(T+2)(r+1) ( 1é2p 1) 011,21'_21_1 (p’pl, veey P2m—1, h)

A\ 1w h h h
+ <p> i:2m ( )y (RS ahylnpla -~-,hlp2m—1> }, (3114)

p P1 Pam—1

lir4+2
ClgjnJrl (pvplv - P2m, P, h) =

m 2 o \\ 7! r 851 2m
( P120Jr1 (haP§ Zha%)) {‘(cizf) Zj:l b(r+2)j ( 52 ) C’1 2m (P, P15 s D2m> h)
o h h h
( > Ci 2::12-1-1 ( 7?"'?ahalnp17~-~7lnp2m>}~ (3115)

P N DP2m
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Primero se considera el caso cuando [ = 1. En este caso Lema 9 implica que para m = 0 en la
parte derecha de la ecuacién (3.108) se tiene una funcién de la forma (%) op 0 (p, b h) donde

CID}:S‘ (p, %, h) es un polinomio en h, % con coeficientes de la clase C'™° (]Rl) con respecto a p. Note

9S1,2m
Ay 5
tienen el factor 1/p. Por lo tanto la solucién del problema de Cauchy (3.108) para l =1,m =0,
con los datos iniciales iguales a cero tiene la forma

Iy Iy
Cigh)= 3 > ((hln <p)> <h) p“) 9o (p, h,h) , (3.116)
11,2030 1 +latls=1 Po p P

aquf gi’g (p, %, h) es un polinomio en h, % con coeficientes de la clase C'*° (Rl) con respecto a p.

que en este caso en la ecuacién (3.108) las funciones ( ) €j, ea) ,para j =1,...,7, no

Usando el Lema 9 se obtiene que para m = 0 en la parte derecha de la ecuacién (3.110) se tiene

g
una funcién de la forma (1%) (p%) @1:71’4'2 (p, o h) , donde @iﬁ“ (p, %,h) es un polinomio

en h, %,p con coeficientes de la clase C*° (R™) Ademss la funcién (A1 (BS%;‘“) er+2,e,a+2)
tiene el factor 1/p. Resolviendo el problema de Cauchy (3.110),(3.111) para I = 1,m = 0, con la
funcién 011;3‘ (p, h) que satisface la férmula (3.44) se obtiene que

1 « o
: h _ : h P
Cl,r+2 ’ ’h/ - (() 1 a) 1,r+2 ( ,77]7” ln ) [() } ’
1,1 (p,p1,h) O; p p 911 p P p1 P

donde g1 T2 (p, %, h,In p1> es un polinomio en h, %, Inp1, p con coeficientes de la clase C'*° (Rl)

con respecto a p;. Para un numero arbitrario m el Lema 9 implica que en la parte derecha de la
ecuacion (3.108) se tiene una funcién de la forma

h h h h
<> (b%g (pvav"'a 7ha1np17"'71np2m—1) )
p P p1 Pam—1

La h h . : : h h _h
donde @775, (p, AR ,mm - yhyInpy, ...,lanm_1> , es un polinomio en p, B e Y
Inpy,...,Inpom_1, h con coeficientes de la clase C'™ (RQm_l) con respecto a pi, ..., Pam—1. Note

que en este caso en la ecuacién (3.108) las funciones (A1 (85(,;;"1) €j, ea> , para j = 1,...,7, no

tienen el factor 1/p. Ahora como la funcién (A1 ( 63%;71) ert2,€q ) tiene el factor 1/p entonces

el problema de Cauchy (3.108),(3.109) para | = 1, tiene los datos iniciales (3.109) de la forma
(3.114). Por lo tanto la solucién del problema de Cauchy (3.108),(3.109) para [ = 1 estd dada
2ot 2 1520 2o+ +la=1 ((hln (

por la férmula
11 lo
p h l
)" (4)" )
><g p, L —h_hInp; In poy,—
12m ’p P17 Pam_1' " DEREE] m—1
<[(8) F- () 7]
P1 P2 P2m—1 p2m |’
aquigizg‘m (p, %,h, lnp17...7lnp2m,1) es un polinomio en p, %, phl 7p2 ,ylnpl,...,lnpgm,l,h

con coeficientes de la clase C'*° (Rzm’l) con respecto a pi,...,Pam—1. Note que la funcién

1,
Cl,2am (p7p17 -0y P2m, h) =
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(Al (031 2”) ej,er+2) no tiene el factor 1/p. En efecto los datos iniciales (3.111) del proble-

ma de Cauchy (3.110),(3.111) para I = 1 tiene la forma(3.115). Por lo tanto se obtiene que la
solucién del problema de Cauchy (3.110),(3.111) para [ =1 tiene la forma

1 ,r+2
1 2m41 ( y ooy P2m4-1, h) =
1 h 11—«
= () )
1,742 h h
Gomrr (2o 2 e S by, In o
)" 1 1 P 7
p1 P2 " P2m \ P2m+1 ’
1,r+2 h h . . h h
aqui g3'9,7,41 (p, i prre m Jhydnpy, ... lnp2m> es un polinomio en p, TR p% ,yInp, ..

,In po,,, h con coeficientes de la clase C* (R2"”) con respecto a pi, ..., p2y,. W



Capitulo 4

Soluciones asintoticas para los
sistemas de ecuaciones en
derivadas parciales con un
parametro pequeno cerca de la
derivada

4.1. Meétodo desarrollado para el caso de las derivadas par-
ciales

Se considera un sistema real hiperbdlico de primer orden de la forma

ou " ou
—ith— 4+ (—=i)h Y A, —i)hB = 4.1
zhat—F( 7) ; (t,x)axr—k( i) hB (t,z)u =0, (4.1)
donde B;A,,7 = 1,...,n, son funciones matriciales reales de la clase C* (R™), uv € R". En

lo que sigue se supone que el sistema (4.1) satisface la Condicién 19. Para simplificar la no-
tacién los valores propios A1 (t,2,8), A (¢, 2,€), A3 (¢, 2,€) del simbolo del sistema (4.1) se de-
notarén por a (t,z,£),b(t,x,€&),c(t,x,&), respectivamente. Sea (0,z0,&,) € X1, i.e. el pun-
to (0,z0,&y) pertenece al conjunto de cambio de multiplicidad ¥; de la Condicién 19. Sean

(20,€0) = (0,70,&) ¥ Qap e, C (R;’,‘”‘l X Rg) una vecindad cénica con respecto a §. En Qg ¢

el sistema (4.1) se reduce microlocalmente al siguiente sistema con un pardmetro pequefio cerca
de la derivada:

Oy 0 0
i Az, —ih hB (t,z, —ih2)y =0, 49
"or T <x ’ax>y+ (m Zax>y (42)
aqui donde el operador A (t,x, —iha%) estd dado por la férmula (4.5), y € C™*2,r > 1,y
h € (0,1] es pardmetro pequeno. En lo que sigue se construird la solucién del problema de
Cauchy (4.2) con los datos iniciales

y(t,x)|,_y = exp <2So (m)) o (x), (4.3)

83
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donde ¢ € Cg° (R™), Supp ¢ C {|z — zo| < BRY/2701} 02| < C;h71/279) (los ntimeros reales
01, B se eligirdn m4s adelante), la fase Sy () € C (R™) es tal que:

{t=0} x Ao C Qyy ¢, con Ag :={z,§: 2 € Supp ¢,§ = VS (v)} .

En un dominio donde los operadores a (t, x, —ih%) ,b (t, x, —iha%) yc (t, x, —iha%) son distintos
se puede obtener la solucién asintética de la ecuacién (4.2) usando el método WKB estandar. En
esta seccioén se busca la solucién asintética del problema (4.2), (4.3) cerca de los puntos donde
estos operadores coniciden, mds bien en la interseccién de (1, ¢ con el dominio

ja(t,z,) =b(t,z,8)] < B2 (4.4)
le(t 2. &) —b(t,6)] < h/E,
[t < nt/27o,
La solucién asintética se construye en ”p”-representacion en la forma de multifase (4.14), donde p
es la variable dual con respecto a t. Las ideas del método desarrollado en este capitulo para el caso
de ecuaciones en derivadas parciales son las mismas como en el caso de ecuaciones diferenciales
ordinarias, sin embargo en este caso se complica la técnica de determinacién de las fases y de
las amplitudes. En lo que sigue se desribe el método para el caso de las ecuaciénes en derivadas
parciales.
Sean z' = (t,x) y los stmbolos A (2/,€), B (¢/,§) € 8™ (Q 4.¢,) (ver [26]) con el operador
matricial A(¢, z, —z'ha%) de la forma

0 b(t,w,—ih2) d(t,z,—ihZ) |. (4.5)

0 0 c (t,:z:, —ih%)

Ia(t,x,—ihZ) 0 0
ax) B

A (t, z, —ih2

Por lo tanto es posible suponer que los simbolos a (t,x,&),b (¢, z,£),c(t,z,§) € S™ (7(%750)
son polinomios en ¢, xz,£. Se considera el caso cuando a; (¢, x,&) < by (¢,x,€) < by (t,2,€), para
|t| < h1/279 aquf se usa la notacién a; (t,z,€) = 2% (t,2,£). En lo que sigue se supone que se
satisfacen las condiciones siguientes.

Condicién 15 Suponga que los simbolos a (t,x,€),b(t,z,£),c(t,x,£) € S™ (%xé»fo) son tales
que

{av b}zab # 0, {a'a C}Eac # 0, {b7 C}zbc # 0,
{a= b}EabC 7& Ov {a’7 c}EabC 7& 07 {bv C}Zabc 7& 07

y que los parentesis de Poisson

n—an—>bt.{n—amn—c}

no cambian sus signos en unas e—vecindades X, , 37 ., de los conjuntos Xgp, Xac, Tespectivamente.

Ademdas se supone que los parentesis de Poisson {a,b},{a,c},{b,c} no cambian sus signos en
una e—vecindad X5, . del conjunto gy, aqui los conjuntos Xap, Xac, Xpe Y Labe SO los conjuntos
dados en la Definicion 9 con la notacion Ay = a,A\a = b, y A3 =c.

Condicién 16 Suponga que los simbolos a,b,c son tales que

Cf <la(t,z,€)| < C5,C7 < |b(t,2,6)] < C3,CF < Je(t,2,€)| < Cs,
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9 o |9 a

‘8xa(taxa£) S 037 (%a(t,x,g)‘ §C4a
9 b |9 b

< — <

‘8$b(t’m,€) — 037 agb(tvxaﬁ)‘ —045
9 c |9 o

‘a.’ﬂC(t’x’f) S 037 %C(t,l‘,f)’ S6147

donde Cf, C'J’-’7 5,7 =1,2,3,4, son constantes positivas.

Suponga que el simbolo b (¢, x,&) estd definido en el espacio Ri?zl y pertenece a la clase

Sm (Ri’f'gl) . Se considera el operador U (t,ty) sobre las funciénes z (z) € C§° (R™) tal que para

toda funcién z (z) € C§° (R™) se tiene que:

. BU (t, t()) z ({13) - . . 8
ih 9t = beim (1,2, Zhax U (t,to) z (z),
Utito)l—y, 2 (x) = z(x)
donde
0 ' 0 ’ 0
. 2 . 1 .
bsim (t7.'13', _Zhax> =b t,m,_lhaix +b t,.’L‘, —Zh%

En lo que sigue se usa la notacién

~ 0
bsim (t) == bsim t,x, — ih— .
() i= b (1003

Primero consideramos el caso % = 0. Bajo ciertas condiciones sobre el simbolo b (¢, z, §)
(ver [4]) éste es esencialmente conjugado. Entonces su extencién autoconjugada es unica y puede
ser obtenida por la extencién del operador by, (t). Por lo tanto es posible considerar en lugar

del operador Bsim (t) el operador autoconjugado Bsim (t) . En este caso el operador U (t,t) tiene
la forma

i ~
U (t, ﬁo) = exp (h (ﬁ — t()) bsim (t)) .
El operador U (¢,0) es un grupo de operadores unitarios que dependen del pardmetro ¢, i.e.

U (t,0)=U (r,0) = U (t +7,0).

En el caso general cuando db(gf’g) Z 0 es posible demostrar que bajo unas condiciones los

0
operadores U (¢,7) son unitarios (ver [27]) tales que
U(tﬂ')U(T,to) = U(ﬂto).
De hecho para nuestros fines es suficiente considerar la aproximaciéon formal asintética de las

funciones

a (tw, —ih;ﬂj) U (t,t0) exp (;lSO (x)) ¢ (x), o € Cy° (R"),Sp € C* (R"),
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obtenida por el método WKB con respecto al pardmetro pequenio h. Como en el caso considerado
se tiene que Im b (t, x, fih%) = 0, entonces con precisién O (h) es posible considerar en lugar la
funcién U (¢,0) exp (+50 (x)) ¢ () la solucién formal asintética WKB del problema

., Ou 0
—zha = bgim (t,x,—zhaa) u, (4.6)

ul,_y = exp <iizSO (:c))gb(x).

Teorema 11 Sea g} el operador de desplazamiento a lo largo de las trayectorias del sistema de
Hamilton con Hamiltoniano b (t,x, ) . Suponga que los simbolos a (t,x,£) € S™ ([0, t] x RY x R?)

yb(t,z,£) € S? ([(Lt] x R x Rg) entonces para ¢ € Cg° (R"), So € C* (R"), con |V S||g,,, s #

0, existe un nimero A > 0 tal que para |T| < A la solucidon asintdtica del problema (4.6) es de
la forma

u (t, ) = exp <2S (hl’)) {0 (t,2) + hoy (t, ) + ... + WV oy (t,2) + O (RVT1) ],

donde ¢ (t,x) satisface la ecuacion de transporte, las funciones ¢; (t,x),j = 1,..., N, satisfacen
un sistema recurrente de ecuaciones, y son tales que Supp gbj (t,z),j=0,...,N, son compactos,

la funcion S (t,x) satisface que
05 = bsim <t,.%‘, —’Lha>

ot Ox
St x)leg = So(z).
Se tiene que

a (t, x, —ihi) u (t, ) = exp (;LS (t, z)) {aogy(x,VSy(x))d(t,x)+O(h)}. (4.7)

De hecho se considera la aproximacién asintética de las funciones de la forma

U0,t)a (t,x, —ihaaw> U (£,0) exp (:LSO (x)) 6(z), 6 € C(RY), Sy € C (R,

h )
U(r,t)a(z, —iha%) U (t,0) exp (+S50 () ¢ () es la solucién asintética formal WKB del proble-
ma

donde U (£,0) exp (150 (z)) ¢ (z) es la solucién formal asintética WKB del problema (4.6), y
t

—th— = bsim (7’,3:, _ih88x> w, (4.8)

L0 i
wl,_, = a (x, —zhax) U (t,0) exp (hSo (zr:)> ¢(x).
En los trabajos [9],[26] fue demostrado el teorema siguiente.

Teorema 12 Bajo las condiciones del teorema anterior se tiene que

U(0,1)a <t,x, —mai) U (£, 0) exp (250 (a?)) ¢ (x) =
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1 =
exp (hSo (x)) (a o gy, (, Vo (x)) ¢ (t,2) + Z hVje (t, $)) ’

Jj=1

aqu? V; son operadores P.D.O.

Corolario 1 Del desarrollo asintético del operador U (t,0) se sigue que

000U (60)exp (150 (2)) 00) = exp (150 (0) ) (6 ) + O ().

donde ¢ € C3° (R™), Sy € C= (R™).

Haciendo el cambio y (t,2) = U (t,0) z (z) (donde U (¢,0) exp (+S0 (z)) ¢ (x) es la solucién
formal asintética WKB del problema (4.6)) se obtiene el sistema

0z L 0 = e
—zha— +A ( ’_Zhasc) z+hB (t,x, _lhax> z=0, (4.9)
donde
N 9 I(a—b)ogl 0 0
i (t, z, —z’ha> = 0 0 dogy |, (4.10)
v 0 0 (c—b)og,
y

~ ) 9 d
B(t,m,—zhax>— bij<t,x,—zhax>H,bij(7 zh) Zb < zhax>

donde b, € S~ (U x R? x Rg) =12
Derivando con respecto a t se obtiene que
[(L - b] (t7glt> (iﬂ,f)) = [a - b] (0,1’75) + [at - bt] (071'75) t+ {av b} (vavf) t+0 (t2> :

El simbolo matricial A (t,z,€) es posible representarlo en la forma

Z(t,x,f) = QO (t7x7§) +Ql (taxaf))

donde el simbolo Qg (¢, x,£) contiene a los términos del orden cero y uno del desarrollo en serie
de Taylor del simbolo A (¢, x,&) con respecto a t. Es posible demostrar que

1Q%; (t,z,€) 0 0
QO (t,ﬂf,f) = 0 0 d(t,1'7£) )
0 0 qg3 (tvxvf)
donde
0 0 0 0
0 a3 Y _ . v _ o Y
G (boming) = G (0.0-ing ) q33( sing-) = () (05, -in L )1
0 0 0
d( Zh@m) = dp <O,x, _Zhagc) + td; < x, —ih 39)

aqui se usa la notacién

(o (o0 2) = (o (it 2) e - 2) ) ) (02

y de manera analoga se define el operador ((c,b)) .
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Nota 3 Como el operador U (t,0) se constuye usando la aproximacion asintdtica formal el
Teorema 11 es walido microlocalmente en una vecindad Qg ¢ cuando el stmbolo b(t,z,§) €

Sm (QIS,EO) :

En lo que sigue se trabaja en ”p”-representacién con respecto a t, i.e.

2 (tz) = /C exp (pt + 5 (, @) w (p, z) dp (4.11)

donde el contorno C pasa a lo largo del eje real y por debajo del punto p = 0 a lo largo de la
circunferencia del radio r = h'/?*2% 1a amplitud w (p, z) es tal que

Supp w C {p,ac D — x| < 20 pe C’}
y la fase S (p, z) satisface la Condicién 17.

Condicién 17 La fase S (p,z) es una funcién analitica con respecto a la variable p en una
vecindad Vy del punto p = 0, es infinitamente diferenciable con respecto a x € R™, tal que
S (p, m)|p:0 =5So(z), ImS(p,z) =0 para Imp =0, y tal que la variedad

Aop = {t,x,é“:t:—RegS,xGSupp w,{“:ReVIS},
p

para p € CN {|p| < h1/2’5}, estd contenida en el dominio (4.4).

Asi el sistema (4.9) con el operador matricial A (t, T, —z'ha%) de la forma (4.10) se reduce al
sistema

~(. 0 L0\ - ~(. 0 L0\ -
pw(p,x)+ A (zhap7x, —zhax) w (p,x) + hB <zhap,337 —zhax> w (p,z) =0, (4.12)

donde _
(p’ ) = (’LU1 (pa CE) yeeey Wr (p7 LU) y Wr4-1 (pv LC) s Wr42 (P, :L.)) )
B (ihgs,w,—ihik ) = by (n 2

afp,x,—zh%) 5
Ql (Zh%,z,—ih%) = (5ijqij <Zh8p7 Z, Zh%)

donde g;; (zhap, T, ih%) b ; (zhap, x, ih%) ,1 <4,7 <71+ 2, son operadores diferenciales
con los términos menores constantes. En este caso en el sistema (4.12) la componente w; 11 estd
determinada por la férmula

h L0 0 0
{1 + Eb(r+1)(r+1) (zhap,x, —zhax> } Wyrp1 = g (p,m, —zh%, h) , (4.13)
donde
.0 1. /.0 0 9 0
9 (p,a:, Zhamﬁ) == Ed <Zh8p7x7 *Zha ) Wryo + — lglb(,ﬂ)z ( ’Zhax> wy

Debido a que el simbolo principal de la ecuacion (4.12) tiene raices multiples en el punto p = 0
y estas raices son suaves, entonces procediendo de manera andloga con los trabajos [5], [28] es
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posible decir que el término exp (S (p,z)) w (p, ) en la férmula (4.11) es la parte principal de la

e

solucién asintética en ”p”-representacion. Es decir en la integral de la férmula (4.11) es necesario
remplazar la funcién exp (S (p,z)) w (p, z) por una funcién vectorial con las componentes de la
forma

e%vaO(p’””)Vf,o (p,z,h) +
ZJkV:1 ;:) dpk: ;701@ dpk—l"' f;); exp (%Sf,k (p7p17 s Py Ty vSO (l’))) Vfk (papla vy Py Ty h) dp17
(4.14)
donde f =1,2;N € Nyz € R",p; € C,j =0,...,N, las fases Sy (p,x) son soluciones de los
problemas de Cauchy
p+ la—0blogy(t,2,VSio)|,_ 2510 =0, (4.15)
S

SI,O (pa x)|p:[) = SO (.Z‘) )

p+[e—blogy(t,x,VSa)|,__os:0 =0, (4.16)
—-2520

S2,0 (p, )] ,—g = So (2),

y en general las fases Sy i, (p, p1, .., Pk, VS0 (z)) , & > 1, son soluciones de las problemas de Cauchy
siguentes:

i)
[p — pul + <[a —blogi(t,z, VSLgl)‘t:_asOl,zl +p2z) =0, paral € N, (4.17)

con los datos iniciales

Sl,Zl (papla "'7p217x)| = Sl,ﬂ—l (p217p17 "'7p2l—1a:1:);

pP=p21
ii)
- —0]o g, (L, T, 1,2141)|,_ @51, =Y, ) .
[p — par+1] + ([c blogi (t,z,VS )‘t 241 +p2l+1> 0, paral € Ny (4.18)
= 2
con los datos iniciales

S1,2141 (P P15 oy P2141, )| = 51,21 (P2141, P15 -y P21, T) 5

P=pai41
iii)
[p — pul + ([c —blogi(t,z, VSLQl)‘t:iOS%Z;Ql —|—pgl) =0, paral €N, (4.19)
con los datos iniciales

S2.21 (D1, -0y P21, )| = S1,21-1 (D215 P15 -, P2A—1,T) ;

p=p21
iv)
= o]+ ([0 1005 (02, V51 00)|,__ossuss 921 ) =0, paral€No, (420
o

con los datos iniciales

S2.2141 (P P15 oy P214+1, )| = 51,21 (2141, P15, D21, T)

pP=Dp2i+1
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Lema 12 Las soluciones de los problemas de Cauchy (4.15), (4.16) se representan en la forma

~ 2 N o
S10 (p.) = So (2)+p (a = ) (0,2, Vo (2)) S} g () + -5 (2, VS0 @)+ 51 (2, VS0 (@),
=3
(4.21)

Y

. 2 N o
S2.0 (pr) = So (2)+p (¢ = b) (0,2, Vo () S30 (2)+1- 53 o (1, VS0 (@) + Y =85 (2, VS (2))
=3
(4.22)
donde

~ 1 ~ 1

00 = @O s @) ) T 68y 0.0, V5 @)

1= Vela=5(0,2,)l_gs, Vo [Sho (@) [0 = 8] (0,2, V5o (2))]
({a. b)) (0, V5o (2)

1= Ve o= b (0,2, ey (e Ve [Sho (@) [e = 8] (0,3, VS0 (2))]
(.0} (0,2, V50 () |

Sio(2,VSy(2)) =

S20 (@, VS0 (2) =

Ademds para los nimeros reales positivos 01,3 tales que las fases Sy, f = 1,2, satisfacen la

Condicion 17 se tiene que la variedad Ag:g estd contenida en el dominio (4.4), donde
oS
Ag:g = {t,x,§ :t=—Re agoyx S SUPP wvf = Revaﬁo} R

yp € C,|p| < h/?73.

Demostracién. Desarrollando en la serie de Taylor con respecto a la variable p la parte izquierda
de las ecuaciones (4.15),(4.16) se obtiene que las fases Sy (p,x) satisfacen los problemas de
Cauchy:

P+ (@ b) (0,2, V,810 (p.2)) — ({0, D)) (z, VaSh 0 (p, 2)) 2550+

: (4.23)
71 (2, Ve S1,0 (p, 7)) (ag;o) =0,
S1.0 (@)l g = S0 (2) ,
para f =1y
p+(c—0)(0,2,V3520 (p,z)) — {(c, b)) (0,2, V4520 (p, 7)) agzp'o—k
(4.24)

2
T2 (fﬂ, VISQ,O (p7 x)) (%) = Oa

P
52,0 (9, @)| g = S0 () ,

para f = 2, donde ry (x,&) 72 (z,£) € C™ (R" X R?) . m
Sin pérdida de generalidad se resolvera el problema (4.23) (los problemas de Cauchy para

Stk (p,p1, -3 DEs T, VSo (z)) se resuelven de manera andloga). En efecto, sustituyendo la expre-
sién (4.21) en la ecuacién (4.23), tomando en cuenta que p € C es un parametro pequeno, e
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igualando a cero la expresion del orden O (p) se obtiene las siguente ecuaciéon para 81170, 51170 :

p+la— 8] (0,2,VSy (z)) = {(a,b)) (0,2, Vo () [a — ] (0,2, VSo (2)) 1 ¢ () -
p{{a,b)) (0,2, VS0 (z)) St o (, VSo (2)) + (4.25)

)
P Vela =] (0,,)|e_ggym) Ve [Sho (@) [a = 8] (0,2, V50 (2))] =0,

de aquf se obtiene que
o — 8] (0,2, VS (x)) = ({a,b)) (0,2, VSo (z)) [a — ] (0,2, VSy (x)) S} (x) =0,

lo cual implica que
~ 1
Sto(x) = .
b0 )= 7 0,0, 95 )
Ademis las férmulas (4.25) y (4.26) implican que la fase Sj , (z, V.o (z)) es la solucion de la
ecuacion

(4.26)

((a,0)) (0,2, V Sy (2)) Si (&, VSo (z)) —
ela =8 (0,2,8)|e_gs, o) Vo |[Sho (@) [ = 1] (0,2, V5o ()| = 1.

Asf de manera consecutiva sustituyendo la expresion (4.21) en la ecuacién (4.23), e igua-
lando a cero la expresién del orden O (pl) se obtienen las ecuaciones para todas las funciones

St o (2, VSo (x)).

Lema 13 Es posible representar las soluciones de los problemas de Cauchy (4.17) - (4.20) en la
forma

Sf,k: (p;ph "'7pkax) = S%k (pla <y Pk Z‘) + [p - plk] [Cl - b] (07337 vSO (.’L‘)) S}Jq (pla "'apk7x) +
%S}’k (pla <oy Py Ty vSO (I)) + Zl]\ig, @Slﬂk (pla <oy Dy Ty vSO (17)) )
(4.27)
donde para f igual a 1 6 2 el nimero k es par ¢ impar respectivamente, y

Sf,k (papla "'apkam) = S?,k; (Pl, <oy Dy {Z‘) + [p - pk] [C - b] (07337 VSO (J?)) S},k (pla "'7pk7$) +
)2 )
@Tpk)s}yk (pla -~-apk:7xa VSO (.’IJ)) + le\i?) (pfpk)sj‘,k (p17 ~-~7pk,$7 vSO (:C)) )
(4.28)
donde para f igual a 1 6 2 el nimero k es impar ¢ par respectivamente.
Ademds para los nimeros reales positivos 61,8 tales que las fases Sy, f = 1,2, satisfacen la

Condicion 17 se tiene que la variedad ALF

0p estd contenida en el dominio (4.4), donde

Al = {Lx,f :t=—Re 8gf’0»$ € Supp w,§ = Rev””sf’o}’
: p

yp€C|p| <h/>0.

Demostracién. La demostracién sigue del Lema 12. m
Se sugiere buscar las componentes vy i (p, p1, ..., Pk, &, h) en una clase de funciones L% Las
funciones de esta clase son analiticas con respecto a p, p1, ..., g, x, y son de la forma

M
k . . ) . . .
Vf,k (papla vy Py Ty h) = Ha:O Z {wf,k (p60 (lnp())jo 7p111 (lnpl)h 7"'7p;gk (lnpk)jk 71') X
m,l,7=0

J
¢f,k (p07p17 -'-7Pk) (p%) hl(lnpa)lpxcm,l,j(h)}

po=p

(4.29)
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donde f = 1,2; M < oo; vy, (po (Inpo)”™ , pi* (Inpy)” .o pif (Inpy)”™* ,J:) son funciones poli-

nomiales en z, p} (lnp) ,1 <4,5 <3N,l =0,...,k, con C®°(RF"+1) coeficientes con respecto
& POy -y Pty T3 Cytj(h) son polinomios en h con C*°(RFF1)-coeficientes en po, p1, ..., pk, z; v las
funciones ¢ ;. son de la forma

¢1 O ( La
¢1 1 (p7p1 = pi)
p2)” o Ui , para k =20+ 1 (4.30)
¢ k(p o) pk) _ p1 P2 Pa P21 D21 p2l+1 ’
1, ) PR - [e3
B2 ( ) (p ) L para k= 2l,
P1 P2 \ P3 P21
y
¢2,0 (p) pav |
U(bz,l (p,p;) =p] 7, i
o—1 [ p3 1 (ps 1 1 P2i+1 —
) (p P p ) _ P (p;> p3 (P4) Ps " p2i—1 ( P21 ) p21+1’ para k =2 +1,
2,k\5 P15 --5 Pk pg_l 3 O’L s o‘i 1 b parak:%
1 D2 P3 \ P4 ps " p2i—1 \ P2t ’ ’
(4.31)
donde [ € N,

o= _Z.b(r+2)(r+1) (0,2,VSq () do (0,2, VS, (2))
B {{c, b)) (0,2, Vg () : (4.32)

Denote la clase de funciones de multifase antes definida por M ®;. Si las funciones wy, k =
1,...,7+ 2, pertenecen a esta clase es posible determinar la funcién w, 41, con la precisiéon hasta
h™ para todo N; > 0. Se busca una aproximacién de la solucién denotada por wﬁH de esta
ecuacion con respecto a la funcién w,11 en la clase de funciones (4.14). Después se substituye la
aproximacién w?, ; en el sistema (4.12) por la aproximacién (4.13) se obtiene el siguiente sistema
reducido para la funcién vectorial w = (wy, ..., Wy, Wy42):

ih {(a, b>>( s —ihg) G 4 puwy+
hy b ( his.x, ih%) wj—
by (zhdp, v, =ih) S (ihgh, @, ~ih ) ot
(z’hd—p) auk (i, —ih ) wict
{{a, b)) (O,x, —zh%) h (%) Zm;ﬁrﬂ A (h, p7zhdf;, 7—ih%> Wy, = 0,
ih ((c, b)) (0,x, —ihZ) 2 4 pw, 4o+
WY i1 b2y (iR zha) w,—
hb(r+2)(r+1) ( ihi ,—mf) 1q (zhd%,x, —iha%) Wy ot (4.33)
(zh p) A(r+2)(r+2) (zhdp, iha%) Wy 42+
(e, b)) (0,2, —ih-2) h (g) > uirst Qe 2)m (h biihd @, —ih )wm —0.

Aplicando formalmente la teorfa de perturbacién (ver [9]) la aproximacién w’,; se busca en

la forma v
h d a\"
N = —= )b ih— , x, —ih— h). 4.34
W1 I;){( p) (r+1)(r+1) (Z dp,mv ? ox g(pvxa ) ( 3 )
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Sustituyendo w,; en (4.13) se obtiene

{1 + %b(r+7‘)(7~+1 (Zhdp’ T, ihg)}wﬁ_l =
(‘UNH {(%) b(r+1)(r+1) (Zhdp7 T, iha%) }NH g(p,x,h).

La estimacion en la parte derecha de la ecuacion (4.35) se obtiene usando el lema siguiente.

(4.35)

Lema 14 Suponga que las componentes de la funcion vectorial gy, f = 1,2, pueden ser rep-
(03
resentadas en la forma (4.14) y que b (ihdip,x, —iha%) =" oba (x,—ih%) (iha%) es un

operador matricial h—diferencial del orden m, donde b,, (z, —ih%) son operadores diferenciales
matriciales de (m x m) con coeficientes de la clase C*® (RY). En este caso existen operadores
h—diferenciales

Bk 9 ip_0 9 _p 9 .
Pfl(hp,x zhdp, hapk ,...,zhapkH, thy ) =

Zo<\m|<oow?<|q|<ooafl glll% )(ihf@>mo>< (4.36)
(h52s) ™ (h2s) " (- zhf}m)m (fmdh)q",

donde k =0,1,..,N;l=1,...\m|;|m|=mo+...+mylgl =q1 + ... + qu, ¥ afc 7 (h,p, ) son
polinomios con respecto a p,x y h, tales que:

)
b(zhdp, zh%)g
exp (ﬁSfﬁo) { [b (—822’071', dsfo) —I-PJ?O (h D, T; Zha;w_ ih amﬂ vy (p,z, h) +
hP;{l (h,p,x;ihap,zh 0 zh%> vra (p, 1,2, h)‘ + ...+

Opr? p1=p
% 15]971 (h,p,gc;ih zhag . zha‘z ,—ih az) v (DD, s DL T, R I + .t
(ih)™ b vgm (s P1s woes Py T By ,p}+
Zk lfpo dp,.. fp dpiehStrPprL..Pr2) {[b (78}9);,;6,% 6220) (4.37)

+Pf0 h , P, T Zhap,_ h o )jl Vf.k (paplv"',pkaxvh)+

h/Pk h,p,l’ 7/h86p,7/hapf+1 Zh@) Vf k+1 (p7pla"'7pk)+17mah)

l o .
WY, (hop,wsih s ihal—, o ihgie, —ih ) X
+ ..+

+ ...+

Pr+1=p

Vf k+l (p7p17 vy D41, T h)|pk+1:m:pk+l:p

(Zh)m bm Vf k+m (p7p17 vy Pk+my T, h)‘PkJrl:w:Pker:P} .

Aqui en los operadores Py, (h,p, x; zhap, zh—ale s zh—apk_H7 zhax> los términos del orden cero

a; (h,p,x) son funciones polinomiales en h con coeficientes C* (]Rl X Rfj) con respecto a p,x Y
los vectores vy 3 = 0 para todo 3 > N.

i B
2. La funcion Z;LO {(—%) b (ih%,x, —ih%)} gy puede ser representada como la parte
derecha de la expresion (4.37) donde los operadores ﬁjfl son sustituidos por los operadores Pﬁz-

Los operadores P]’?l = P}“l (h, hip xih2 9 ih-2—

opr Mgy Bpk+z —zh ) se obtienen a partir de

la formula (4.36) cambiando los coeficientes ak 7% (h,p,x) por funciones ak e (h, bop, ) las

cuales son polinomios con respecto a h, %, T yp.
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B
8. La funcidn ngzo{( p) b (zhd”‘;, T, ih@)} (49]«) puede ser representada en la for-
ma (4.37) donde los operadores P}fl son sustituidos por los operadores 7P’k Los operadores
P]’c’fl tienen la misma forma que los operadores P]’cfl con distintos coeficientes aflflm’q (h, %,p, x)

polinomiales con respecto a h, %,m y p. Aqui a lo largo del contorno T' se tiene que |h/p||p <

/270 0 <6 < 1/2, i.e. sobre el contorno h/p también es un pardmetro pequeno.

Demostraciéon. La demostracién de este lema es andloga a la demostraciéon del Lema 6 del
Capitulo 2. =

En lo que sigue abusando la notacién se omitird el signo ' en los operadores P’ k

El operador diferencial en la parte derecha de sistema (4.33) se denota por Ll, y el sistema
(4.33) en este caso tiene la forma Lyw = 0.

Ahora sustituyendo las funciones w de la forma (4.14) en el sistema (4.33) y aplicando el
Lema 14 de obtiene que

Liw = exp (%Sf,o (p,z)) {((—%;“ I+
((a7b)) (Oamavzs', ) 0
l: 0 " ((CL, b)) (07 T, v:ESf,()) vro (p’ s h) +

Ov
h (Asf,ovf,o (p,l', h) + Z% (p7 z, h) +

~ h 0 0
iRlUf,o (pvxv h) + PJQ,O <h7 ;»pvx;ih%7 _Zhal‘> Uf.0 (p»% h) +

{ (1 + ﬁ}{o <h'ap7x7Zhaaa Zhi)) Vf1 (p,p,x,h) +
(hPO (h b pwyih, ihg ,—ih%)—‘r

h,p, x; zha ,zhﬁ,—zh 3) vf1 (p,p1,x, h) +

p1=p

(h2P0 (h,ﬁ7p,33 zh— zhy,zhap , iha%,) +

hPf2 (h D, T; zha ,zhﬁ,zhap , zh%)) v2 (pyp1,p2, 2, h) + ..+
P1=p2=p

(hlp}),z (h,%,p,x;ihaa ’Zhag e zhacz , iha% +

hzflp})’l (h,p,x;ih%, hap . Zhai, Zh%) X

Ul (pvplv“'vplvmah)”pl: =p1=p —+ .+
(hNOPJ?NO (h, L zhap,lha‘zl . ihap —ihZ d +

No—1 p0 . o 9
L PfNO (h’p’x’zhap’Zhap ""’ZhB;DNO’ %) %

Vf,Ng (p7p17"'7pN07$7h)|p1:m:pNO:p +
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N
Z/p dpi.. / dpretSre@pr..pi) {(<_8ka> I+
—=1"7Po dp

((a,8)) (0.2, V. 57) .
|: 0 " ((C7b)) (Oaxaszfyk) :|)vf>k (p7p17~-~7pk711,‘7h)+

h (AVSUf,k: (papla ey Py T, h) +
;0.
dp

95

k .
(p,ph <y Pk, T, h) + ZRlvf,k' (papla cey Pk, Ty h) +

~ h .0 0
Pf]?,O (h” E,p’x;Zh%’ —Zhal'> Vfk (paph -y Py Ty h‘) +

. ~ L, 0 0
1 (1 + le?,O (h7p7x;7’hap7 _Zhal'>> vf,k+1 (paph "'apk717p7$7h) +

_ih 9
o Mag

_haax))vfk:+1 (papla"apk+17x7h) +
Pk+1=P

(th (h,p,p,x zhap,zh
Pf1 (h D, X; Zhap,lh

Opr+1’

o 1 0 -
(h2P]’§)2 (h, , Dy T Zh@p’mapml hapk o 71h$> +
hf?g(hﬁﬁwnha,zh o —lza)) (4.38)

Opr41’ 3;Dk+2
vf,k:+2 (p7p17 vy P42, Ty h)|pk+1=pk+2=ll + ..+
(hlP;«'J (h, bopasih ihgd— b —ih ) +

Op’ """ Opk41”’ Opr+1’

WAPE, (hopwsih ihaf—, b, —ih ) )

Opr+1’ Opr+1”’

Vf k+1 (papla coos P41, T,y h)|Pk+1:~~»:Pk+l:P + ot
No pk h TR BT\ N T Y
(h °P{ N, (h,p,p,x zhap,zhapkﬂ,...,zhapHN ,—th )

No—1 pk o) ) 3
hNo 1Pf,l (h,p,x zhdp,zh . th Zh ))

Opk+1’

Uf,k+No (paplv ooy Pk+No» T, h)|Pk+1:m:pk+N0:p

aqui se usa la notacién

s (254,95,

((a,0))(0,x,V Sy )

d(ihap,x, ih &
p{(a,0))(0,z,V Sf k)

o (<25 550

AS =
Tk d(m —ih2)

pvv

as
b(ri2y; (—#,VS}JJ OS¢ 1
p{c,0)) (0@ vzsf,k)b(r+2)(r+1) (_ a;k ,VSM)

((c,0))(0,x,V 5 Sy 1)

I(p+la—"0blog(t,x,ViSsi))
((a,0)) (0,2, V5S¢ k)

((a,b)) (O,IE,Vme,k) = a5y
o251k

R1’Uf7k =
12 (PQ1 (1,951 0)| o, 0
o5

0 7 (4202 (0, VSfJf))‘ _ sy

vi k 4 Gf KUf ks
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y
Gf k= 5 X
9%s 2
(=T e (@1 (1. 910))) 0 s
*Srr 92 i
0 — it o (P a2y (i) (1, VSik)) e 250
=L

aqui Gy € C™ (U x R™) son los términos constantes de los operadores

~ h 0 0 h 0 0 0 0
Pt h, =, p,a;ih—, —ih— ) (h, , D, T;th— ey th——, —ih)
f’o( D P ap’ oz fl P P ap’ 3Pk+1 Opr+1 Oz
de la forma i (b + O (p)) ,k = 0, ..., Ny, respectivamente; los operadores
~ h 0 0 h 0 0 0 0
P (n ih—, —ih— |, P, (R ih— ey ih——, —ih—
£,0 ( y Py L5 8 ; — 1 8.73) L fl ( y —H D, T3 ap 8pk+1, b 8pk+17 ? ax)

son operadores diferenciales matriciales aplicados a las funciones w = (wy, ..., w,, wy42) de la
forma (3.19). Ademé&s comparando con la férmula (3.18) en la férrnula (3.107) aparecen oper-

—iha%) de la forma (4.36)

Opr+1’ 8Pk+z
los cuales tienen sus términos menores del orden O (p) .

En lo que sigue se demuestra que en este caso es posible buscar la solucién del problema (4.2),
con la funcién matricial A (¢, z) de la forma (4.10), en la clase de funciones (4.14) y se describe el
método para determinar las amplitudes vy (p, p1, ..., Pk, , h) de la solucién asintética de multi-
fase (4.14). Dicha funcién se construye como la sumatoria de las funciones vlfﬁk (P, D1y s DEs T, 1)

obtenidas usando las aproximaciones sucesivas , i.e.

adores diferenciales adicionales ﬁ]’?l (h,p, x;ih gp,@h 9 _ . ..ih

N

Uf k (p7p17 ces Py T, h) = Z’U‘lf,k (papla vy Py T, h) ) (439)
=0

para un numero N bastante grande. Las funciones 1}97 w (DsD1, s Pk, T, h) se construyen usando
el método asintético de multifase en ”p”-representacién (ver [5], [10], y Capitulo 2). Se propone

buscar las funciones v%k (p, P15 Pk, T, h) , f = 1,2, en la forma

’U%Qm (p7p17--~7p27n7xah) = ch 2m p P1, .- ~7p27n7x) €a (p,ﬂf),
0 0 r+2
U1727n+1 (p7p1a ey P2m+1, 7T, h) = Cl 2m—+1 (paplv cey P2m+4-1, 'T) €r42 (pa .Z‘) 5 (440)

0,r+2
CQ ;vjz (papla "'7p2m7w) €r42 (P7 1’) 3

vg,Zm (p,plv vy P2my Ty h)

vg,2m+1 (paplv"‘7p2m+17x7 h) = ZCQ 2m—+1 pvplv‘ ‘7p2m+17x) €a (p,$),

donde m € Ny, y todos los coeficientes C’?f P, p1,s k), f = 1,2,k = 0,1,...,Ng,a« =
1,...,7,r + 2, son funciones C* (Rk+2) con respecto a p,pi,...,px, & ¥y no dependen de h. Las
ecuaciones para las funciones U?k (py D1y s PRy, h) .1 > 1, se describen més adelante. En lo que
sigue sin pérdida de generalidad se considera el caso f = 1. De hecho como en el Capitulo 2 las
funciones v%k (p,p1,---, Pk, T, h) se determinan por el método asintético de multifase.
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Analogamente como para el caso [ = 0 se obtiene que las funciones véc’k (P, 01,y PRy T, B) 1 >
1 en el caso f =1 tienen la forma

rUi,Qm (papla"'ap?rn)xvh) = ch 2m papla' .,pQWL,l',h) € (pa$)7
Ul1,2m+1 (p7p17 ey P2m+1, T, h) = Ci gjqiyi»l (pvplv ey P2m+1, Ty h) €r42 (pa SE) , para l7m S lNO‘

Para calcular las funciones ”%,k (p,p1, .-, Pk, T, h) se sustituyen las funciones v?,k (py 1y s Pks T, 1)
en la ecuacion (4.38) y se buscan los primeros términos adicionales para aniquilar los términos
de la forma

Plk»() ha}lvpax ZhQT?’_Zh )v?k(p’pl""’pk’x’h)7

Pﬁl h,p, T; zhap,zhag I zha?), ih%) ’U%k+l (py D1y ey Pltl, T, )

b
Pk+1=---=Pk+1=D

.Enel ca-
Pk+1=-.-=Pk+1=DP

y Plk)l (hv %,p,fﬂ; ih%,ihap PR Zha?,l Zh%) U(l),k+l (p;pla vy PE41, T h)

so general se sustituyen los (I — 1) —ésimos términos adicionales vlfk,l (pyp1, -y PRy, h) L K
0,...,No, en la ecuacién (4.38) y se buscan los [—ésimos términos adicionales para aniquilar
los términos de la forma

Pk (h,%,p,l’ Zh'dapa Zh@) vlk (p P1, - -apkyx)h)a

o) 9
P (h D, ; zhap,zhap1 s thgy, —ih 2 ) vy 4 kﬂ (P, P15 e Dhotjy @, ) Pt mrs s
k h ih 0 o) 9
y Pr; (h,g,p,x,zha sihg—s . ihg, —ihgy )'U1 et j (P, P15 ooy Pty X, ) o En lo
= =phij=
que sigue se usa la notacién
A, (35 _
as . as
b (= =552 2,257k ) 2 bm(,,,ﬂ)(— S 2, V.50 )
((a,b))(0,2,V 5 Sy 1) P ((a,b))(0,2,V 5 Sy 1) (4.41)
OS 85
b(r+2>j(* gV Sy, k) d b<r+2)<r+1>( 52 Va ka)
({c,0))(0,2,V & Sy,k) P ({c,0))(0,2,V & Sy.k)

Se procede por induccién sobre el indice k, para k = 0,1, ..., Ng.

Sean los sfmbolos L, (—t,z,£), L. (—t,x,£) de los operadores (a —b) o g, (c—b) o g}, re-
spectivamente. Entonces para obtener unas ecuaciones de transporte estdndar se consideran los
stmbolos L, (n,2,£), Le (0, 2,€) . Por lo tanto se tiene que

9La(n,2,8) ‘ -
—%'pzmyfzvmsl,zm
d@ [a—b]o 9y " (, VS1,2m) e 9512m # 0,
=—oam

3Lb(n z.£) ‘ —
951 2m =
#fzvzsl,wmrl

6% [c—blog, " (, VIS1,2m+1)’n__aslvzm+l # 0.
——25L2mi1
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Lema 15 Los coeficientes Cf:g‘ (p,x) son C*® (R[l, x RL) funciones y

C?:]? (p7p17 "'7pk7x) = U?:i (p7p17 "'7pk7$) ¢1,k (pvpla 7pk) ) (442)

donde 77[”v (p,p1,-.., Pk, x) Son funciones C* (Rk”) Y ¢1. (P, 1, -, k) S0 de la forma (4.30)
para k =0,1,...,Ng, a = 1,2, ...;7m, 7 + 2.

Demostracién. De las propiedades de las soluciones asintéticas de multifase (ver Capitulo 1) y
de la férmula (4.40) se sigue que los coeficientes C?’? (D, D1,y Py T) o = 1, . 7,7+ 2, satisfacen
el siguiente sistema de ecuaciones para k = 2m:

(BLQ(%I,E) o +ZTL aLa(ﬁ,I,E) o ) 8C$:§m(p,p1,...,p2m,a:) _
j=1

on p ¢ ox op (4 43)
. j a5 m
ZZ;:1 C?:gm |:(A1 ( 5; y Ly vaI,Qm) eju ea) + (G1,2m€ja ea)i| )
con los datos iniciales
C6 (0,2) = Const,
(1 + Pl27l0 (h,p,l’, Zh/aipa _lh%)) Cf:gz (papla "'ap2l7x)‘ 9 =
p=
. 951 21—
i Ci’;fj Kz‘h ( ) 1,m,VwSL21,1) €r+2,€a> + (G121-1€r42,€a)| (D P1, -, D21-1) .
pP=Dp21
(4.44)
Para k = 2m + 1 se tiene que
8Lb(ﬁ,r,g)g n Zn 3Lb(ﬁvryg)i ACY S (D1, P2ms1,m)
on Op j=1 9¢; ox; op - (4 45)
. 0S1,2m
iCYa [(Al (%,x,vxsmmﬂ) €r+2»ew+2) + (G12m+1€r+2, €r42) | 5
con los datos iniciales
(1 + Plz,lO+1 (h7p’ €5 ’Lhé)@zﬂ _Zh%)) C?:;lt?l (p7p17 ~-~7P2l+17$) p=p =
=P2i1+1
- i a8
i 22:1 Cf:gl [(Al ( TR ,$7V;c51,21) €j767'+2) + (Gl,Qleja67'+2)] (p,p1, -~-,p21)’ ,
P=P2i+1
(4.46)

aqui m=0,1,...,[No/2] y I =1,...,[No/2].
Aqui y en lo que sigue para abreviar se usa la notacién

on o on =212 e 7S o 7
d¢; ' 0 |_ohiam e g5,
oLy (7,2,§) 0Ly (n,x,€)
T S T nzf%;m’gzvmsl,szrl 7
9§, . 9¢; == PEL2MAL 681 pmi .
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Con el objetivo de usar las férmulas estdndar (ver [22]) como antes se hace el cambio de
coordenadas

T, : RyxR;—R} xRy
(pz) — (p,y(p,))

tal que

= o\ —1
dzy 0L (7,2,6) (0La (7,,€)
dp /3 on

Tk (an) = Yk,

para k = 1,...,n, con k = 2m la ecuacién (4.43) se reescribe en forma andloga a la ecuacién
(3.36), i.e.

N -1

aCy s (p,p1,p2m,x) . [ OLa(7,2,€)

. _ ;[ 2La(mn) «
Op on

(4.47)

j 951,2m
SO, [(Al( 12 x,vxsum) ej,ea)+(G1,2mej,ea) .

D b
Ademas haciendo el cambio de coordenadas
Ty : RZXRZHRZXRZ
(p,z) +— (p,y(p, 7))

tal que

- o\ 1
dup 0Ly (m,2,8) (OLy (7,2,€)
dp O}, on

Tk (O7y) = Yk,

para k =1,...,n, con k = 2m+1 la ecuacion (4.45)se reescribe en una forma andloga a la ecuacién
(3.38), i.e.

. — —1
aCy A (pp1,e o P2my1,®) ; ALy (7,7,€) «
op o on

(4.48)
0,r+2 0S51,2m
C’1,2m+1 [(Al ($7$,Vx51,2m+1> er+276r+2) + (G1,2m+16r+2,€r+2)} .

Primero note que de la férmula (4.41) se sigue que 4 (Al (asé;m , T, Vg;Sl’gm) €js ea) , para

j=1,..,ra=1,..,r son funciones C* (R}? X R;) con respecto a la variables p, x y las funciones

ip (A1 (é)s(;;m,x, VxSLgm) €r+2,€a> , son funciones C'* (R}D X Ri) con respecto a la variable
p,xparac=1,..,rr+ 2.
Por lo tanto se obtiene (ver [8]) que para k = 0 la solucién del problema de Cauchy (4.47)

C . 0.7 ;
con los datos iniciales C77 (0,z) tiene la forma

Oy (p,2) = ) CY3(0,2) Uja (p, 7). (4.49)
=1
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donde Uj o (p,x),j =1,....,r;a =1,...,r, son funciones C* (V x R}), tales que Uj,q (p, )|,—o =
dja,y V C R? es una vecindad del punto (0,0). Como se investiga solamente el comportamien-
to de la funcién de amplitud en la vecindad |p| < h'/2=9 es posible extender las funciones

oYl "0 (p,x),j =1,...,r, hasta unas funciones de la clase C*° (R} x R}).

Ahora se considera la ecuacién (4.48) para k = 1 (i.e. m = 0). Dadas funciones C’R’g (p,x),j=
1,...,7, que satisfacen la ecuacion (4.47). La férmula (4.41) implica que

i <A1 (8‘;;’“,96, vwsl,k> er+2,ea> = % +0(1), (4.50)

donde 01 1 es de la forma

b(7+2)(7+1) (pax VSl k) dO (p,w vSl k)
{(e; b)) (p, 7, VS1k)

01,k =

Sin pérdida de generalidad se considera el caso de m = 0, se determinan los coeficientes Cl 0,0 =

1,...,7, y después de manera recursiva se determinan los coeficientes C . Note que la férmula
(4.50) implica que la funcién en la parte derecha de la ecuacién (4. 48) para m = 0 tiene una
singularidad de la forma o4 ¢/p. Resolviendo la ecuacién lineal (4.48) para m = 0 con los datos
iniciales (4.46) notando que

k
Ulk—0+zg7 (p—p; +Zzgl (p—pj)(0—p0) + s

j=11=1

y aun que o; ; depende de la funcién de fase S i se tiene que

3N
Pt = p7exp o p (p-p)" (- p,) "
Jo+tji+...+im=0
= p"P(pk),

donde P (pg) es una funcién polinomial en Inpg, (p — p1) , ..., (b — Px) , lo cual implica que

. p\’

CO 2 (p7p17x) = U?,g—ﬂ (papla )PO 2 (papl) <p1> ) (451)

aqui 730 2 (p) es una funcién polinomial en Inp,lnpy, (p —p1),y 77[1):7;r2 (p, p1, ) es una funcién

c (RB) con respecto a p,p1,z. Ahora se probard que si las afirmaciones del Lema son validas
para algin k € N entonces también son vilidas para k + 1.

) Primero se considera el caso cuando k es un numero par, i.e. k = 2m, y los coeficientes
Cl o (Ds D1y oo, P2m, ©) tienen la forma

0, 0, 0,

Cl)gm (p7p17 '-‘7p2m7x) = 77173771 (p7p17 -‘-7p2m7$) ,PL;m (p17 --~7p2m) X
D2 7 1 P2m 7 1
P1 p2 "\ P2m—1 p2m |’

donde P?:;m (p1, ...y P2m) €s una funciéon polinomial en Inpy,Inps, ... JInpom,p1,p2, . Poms ¥

n?’g‘m (p,p1, -, P2m, T) son funciones C* (R2m+2) con respecto a p,pi, ..., Pam, . Ahora se pro-

bard que para k = 2m + 1 los coeficientes C ’;:Hl (py D1, ey P2m+1, ) tienen la forma (4.42).
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En efecto se tiene que el coeficiente Cf g;il (p,P1, .-, P2m+1,x) €s la solucién del problema de

Cauchy (4.48) con los datos iniciales (4. 46) de la forma

P=P2m+1
~0,r41 0,7+1
771 ,2m+1 (papla <oy P2m, 17) P172m+1 (p17 ~-~7p2m) X

g [ea
p2 1 _P2m 1
P1 p2 """ \ P2m—1 P2m

donde P? Q;L (p1, -+, P2m) €s una funcién polinomial en Inpy,Ilnps, ... ,Inpoy,, P1,D2, - s P2m, ¥

77(1) ;;;4_1 (p,P1, -, P2m, ) son funciones C'* (RQ”H‘Q) con respecto a p, p1, ..., Pam, . Por lo tanto

calculando directamente, de la férmula (4.50) se obtiene que

0,r+1
Cl 2m—+1 (p,pl, . ‘vp2m+17x)

p=2m+1 ’

0,r+1
Cl £m+1 (D P1y s P2y T) = .

1 ,
M gm+1 (P P1s s P2t 1, T) 79175;“ (D, D1, -es P2m) X

ag o
P2 1 _DP2m 1 P
P1 p2 """ \ P2m—1 P2m \ P2m+1 ’

donde 79? 2”m1+1 (D, D1y -y Dam) €8 una funcic’)n polinomialen pInp, ... ,p*N Inp,py Inpy, ..., p3N Inpy,

-y P2m 1np2ma 7p2m 1np27n7 y 771 2m+1 (Papl, . '7p2m+lax) son funciones C*° (RQerS) con re-

specto a p,p1, ..., P2m+1, L
i) Ahora se considera el caso cuando k es un nimero impar, i.e. k = 2m + 1. En este caso los

. 1 .
coeficientes C{*5."L | (p, p1, ..., pam+1,2) tienen la forma

0,7+1
Cl 2m+1 (paplv . -ap2m+17$) =
0,r+1 0,r+1
M ,2m+1 (papla . '7p2m+171') P1,2m+1 (p,pl, ...,pgm) X

o (e o
p2 1 P2m 1 j2
pP1 p2 """\ P2m-—1 P2m \ P2m+1 ’

0,7r+1 . . .
donde Pyy,, 1 (p,p1, -, P2m+1) son funciones polinomiales en Inp, Inpy, ..., In pay41, 0, P1, oy P2m+1,

y 77(1) Q:L_H (P, D1, ey P2m+1, ) son funciones C'*° (RQT"'+3) con respecto a p, p1, ..., Pam+1, T. Ahora

se probard que para k = 2m + 2 los coeficientes C?,’ZaerZ (pyP1, -y P2mt2, ), = 1, ..., 7, tienen
la forma (4.42). En efecto se tiene que el coeficiente C’?ﬁmH (P, D1, ey P2m+2, ) es la solucion
del problema de Cauchy (4.47) con los datos iniciales (4.44). Usando la férmula (4.50) se obtiene
que los datos iniciales (4.44) son de la forma

p= P2m+2

Cl 2m+2 (pvplv y D2m+2, {E)

~0,

M1.2m+2 (Ps P15 s P21, @) Prg, 2m+2 p, 1y s P2ma1) X
P2 7 1 Po2m 7 1 l
P1 p2 """ \ P2m—1 P2m p2m+1
donde P1 2m+2 (pyp1,-.-, P2m+1) €s una funcién polinomial en Inp,Inpy, ... ,Inpopmi1,p,p1, -

yD2m41,Y 771,2m+2 (py D1y ey P2m+1, ) son funciones C>° (R2m+3) con respecto ap, pi, ..., Pam+1, T
Por lo tanto calculando directamente se obtiene que

p=2m+2 ’

6;1 2m+2 (P P1s s P22, T) :0
M 2mg2 (DsP1s ooy D2my 2, ) Prlgy 1o (P15 0y D2my2) X

o1 o1 o1
P2 1 _P2m _1 [ P2m+2 1
p1 P2\ Pam—1 P2m \ P2m+1 Pam+2 |’
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0, ‘. . .
donde Pl,§m+2 (p1, s P2m+1) €s una funcién polinomial en Inpy, ... ,Inpoyma1,P1, -, P2m+1, ¥

0,0 . 2m+4
N 2m+2 (P, P1; -y Pam+2, ) son funciones C'>° (R mt ) con respecto a p, pi, ..., Pami2, T
En el caso general se sustituyen los (I — 1) —ésimos términos adicionales vlljkl (Dy D1y ey Py T, B),
k=0,...,No, en la ecuacién (4.38) y se buscan los [—ésimos términos adicionales para aniquilar
los términos de la forma

~ h 0 0
P1k70 (h7papaz;7'hapa hal‘)Ulk (pypla 7pk'azah)7

y

h d d o) d
P’“-(h, ,p, x5 th— i vy ih zh)v D1s ey Plitis Ty ,
L3 P Op 8pk+1 Oprtj’ Ox ) LRt (PPt Pt ) Php1= =Dl =P

donde j =1,..., Ng — k. En efecto se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones para los [—ésimos
términos adicionales vi’k (p,p1, .-, Pk, x, h) (por definicién se tiene que ”1_11 :=0):
i) Para k = 2m se obtiene que:

OLa(7,7,§ ) o !
( E’?n )dp+zj 1 gfj )dz]> Clgm(p7p17"'7p2maz7h)7

- T l, 85 2m
2 Zj:l CLJQm |:(A1 ( é; s Ly VJ;SI,QWL) ejy eoz) + (G1,27rLej7 eoz):| =

(Pl 0 (h7ﬁvp7x Zhaipu Zh )U]_ 2m (p P1,y-- '7p2mu$7h)7eoz)+
i(Pl’O (h D, x; ’Lhap,—lh )vl 2]:7”4,-1 (p P1s--sP2m> P, T, h)vea) +
C—No g m . . . .
zzq:"l he—1 ((hPﬁq (h,%,p,m;zha%,zhapim,..., h-—2 ,—zh%) +

t 61)2m+q
D2 i O sp_ 0 ;
Py (h,p, x; zhap, zhap2m sy Bh

(4.52)

o _pd
Do e th ))x

-1
Y1,2m+q (p7p17 o P2metr T h) |P2m+1=---=p2m+q=p ’ ea) ’

con los datos iniciales

(]— ]32771 <h7p,(£; Zh%, _Zh%)> Cl 2m (papla vy P2m—1,P, T, h) =
iy Sﬁf 1 [(z‘h (%ﬁwavzsl,zmq) €r+27€a) + (G1,2m71€r+2,€a)} +

8S1 2m S2m— . .
P(((rro (=) + Py (npasing, —ing ) ) = (w53
'Ull’Q%nfl (p,pl, vy P2m—1, 7, h) ) ea) +
Al -1 2m—1 h ) ) ; ) 9
'LZq:Ol h ((hP (h, 5D T zhap,zhapzm . .,zhapzmﬂil , —Zh%> +

>2m—1 lé) . e} 1o}
Pl,q (h P, T Zhdp’ m, ...,’Lhm, —Zh%

-1
v1,2m+q71 (p,pl, "~,p2m+q71; T h)|P2vn:'~~:p2m+(171:p ’ ea) ’

ii) Parak=2m+1:

aLb(n IaE) T E aLb(ﬁ»I,E) 9 act 2;+1(17’P17~-~,P2m+171,h) _
on Op j=1 3 ox op

l,r+2 oS 2
ZCl 2m+1 |:(A1 ( 18;L+1 » Ly V$Sl72m+1) €r42, eT-‘rQ) + (G1,2m+ler+27 er+2):| =
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i (P12718L+1 (ha %,p,l’ Ztha —’Lh ) Ull Q%rn-l-l (p P1; -y P2m+1, L, h/) ,67‘-‘,-2) +
i (P)12,70n-"_1 (h D, T3 Zh’dp? Zh%) Ull 21(m+1) (p7p17 s P2m+1,P, T, h’) ) er+2> +
No 1 2m—+1 F) . ) 9
zz N ((hpL’; (h, 5D T zhap,zhapm .,zhap2m+q+1 , —zh%) 4
Pﬁ;"“ (hpswsin s ihgle, byt ~ih 2 ) ) x

Opam """ " Opamgqt1’ oz

(4.54)

-1
v z, h e
L2mq+l (p7p17 sP2mta+1, T )‘1)2m+1=~~-=112m+<1+1=1)7 T+2) ’

con los datos iniciales
(1 + f)2m+1 (h7pa €T lh%v _Zh%)) C%gj;?-!,-l (p7p17 - P2m, P, T, h) =
zzj 1 chi o {(Al <Ll 2L 2, VSt 2m— 1) ej76r+2) + (G1,2m+1ej767‘+2):| +
851 2m 9
i(((1r 0 (%)) + P (e opoaiindy —ingl ) ) (4.55)

v:ll 2}7’7, (p7p17 . ‘7p2m7x, h) ,er+2) +

izév;’lhq—l((hPﬁ;ﬂ(h,ﬁ,p,x;m%,m 0 ih 2 —iha%)+

Opam’ ap2m+q
Lo 0 0 o 29
h,p, x; zhap, ih Tha ., ih Tpamra oz ) | X
-1
vl 2m—+q (p7p1’ : '7p2m+q7 €, h)|p2m:...:172m+q:17 ’ 6T+2) ’

Con el objetivo de usar las férmulas estdndar (ver [22]) como antes se hace el cambio de coorde-
nadas

T, : RIxR!—R:xRP
(pyz) — (p,y(p,))

tal que

e 0L (1.2.9) (2etn))
dp 3 on
e (0,y) = i,

para k = 1,...,n, y la ecuacién (4.52) se reescribe en una forma andloga a la ecuacién (3.36), i.e

8 Ol 2m (p7p17 . '7p2may7h) -

) (0 (S5 ) ] -

[ OLa(T.y.€ . -
¢ <(Bn)> (Pl 0 (h’v %7p7y77*h§p7 - haay) Ul1,21m (p7p17 ey P2my Y, h) ; ea) +

(7o) ~1 (4.56)
(L. (7.y.E ~om
? < 87;3! ) (P12,0 (hvpa Y; ih gpv _Zh ) vl 2m+1 (p;pla o PomsDy Y, h) ) ea) +

— -1
[ 9La(1y:E) No 34-1 2 A 5 5
' ( on ) Zq:()l n ((hpl’zl (h’ ;’p’ Y Zh%’ th ap2m Zh OP2m+q’ _Zth) *

N\ -1
dLa(1,9,€) 52 TR 30
(677 ) Py (h,p,y,zha—p,zhap% Zhapan+q —zha—y> X

Ull,_Zlm,Jrq (papla ces P2m4-qy Y, h)|

e
P2mt1=-.-=P2m+q=P ) a) )
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Ademas haciendo el cambio de coordenadas

tal que

T : REXR;_)R;ZXRZ
(p,z) — (p,y(p,2))

% _ aLb (ﬁvxvg) (aLb (77,1‘,6))_1
dp &, on
Tk (072/) = Yk,

para k = 1,...,n, la ecuacién (4.54) se reescribe en una forma andloga a la ecuacién (3.38), i.e

. -1
AT 2 (Pp1 s sP2mt1,y5h) 0Ly (7.y,€)
—i X
op on

l,r42 9S1,2m _
C1’2m+1 [(Al (71321, +17yvvysl,2m+1> €r+2,€r+2) + (G1,2m+1er+2367‘+2):| =

(52 )

(P12,761+1 (h hypa(% Zhap> _@h ) U1 217n+1 (P, p1, s P2m+1, Y5 1) €r+2)

(o (myE)\
“+1 —on X
(P12:8L+1 (hap7 z; Zh’aapv - h’aay> Ull 2(m41) (p P15y P2m+1,0, Y, h‘) ) e'r+2)

ALy (7,2.,€) -1
+1 (b(az;z’ X

No 1 2m+1 h 9 . 9 -7 0
2 g1 h” ((’LPLq (h Dy ihgi s ihg O *ma*y) +
_ —1
ALy (7,2,€) S2m1 9 . 9 9
(t‘)n Py h p,y,map,map2 ZhapZerqH?_ZhéTy X
-1
U1 2m+q+1 (p7p17 sy P2m4q+1, Y h) ‘p2m+1:»--:P2m+q+1:p ) eT-‘rQ) )

respectivamente.

Lema 16 Sean ¢y . (p,p1,-sPk+j), f = 1,255 = 0,..., No — k, funciones de la forma (4.30),
(4.81), respectivamente. En este caso son vdlidas las formulas siguientes:

Y

P h 0 . )
hJR’JE}j (h7 p,p, x;th— oy th ,—zh) Gt rri (D01, s Ptjs T)

R o (1 b.p.asih g, —ih ) 61 (0.1, i) =
(%) glf,o (hv 2P 35) ¢f,k (p7p1, --wpkam) , para k = 2I,

%R?O (h7 %,p,x'ihé%, _lh%) ¢f7k (p7p17"'7pk7x) =
0 (%) 950 ( P ) ¢s1 (D,D1, -, PRy T) , para k =20+ 1,

0 0 0

ap’ 8101c+1 ODi+j oz

Pk41=:.-=Pk+; =P
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W\ . (. h ‘
- <]7[J/2]> gy.j <h7 pvpax) ¢f,k (pﬂpla "'5pkax)a para k+] - 217

h h d d o) d
Rh(m,,mm¢hwwm,m> Dy Py ey Pl iy T
i\ P R T 5 ) Q1 ki (PiDL - Pty @)

Pk+1=---=Pk+;=P

hi h )
= <p[]/2]+1) g];,J (h7 papax> ¢f7k (p7p17"'7pkax)7 para k +.7 =2l + 17

7 L . k h .1 0 . 9 . 9 -7 0
aqui I € No,j = 1,....,Ng — k; R3, (h,;,p,x, _Zhipv_Zhapk+lv"'v_Zhap,ch_Zh%) son los
operadores diferenciales anteriormente definidos en el Lema 14, g;?,j (h, %,p, m) son funciones

vectoriales con las componentes polinomiales en h, (h/p), y de la clase C* (Rz) con respecto a
D, T.

Demostracién. La demostracion es andloga a la demostracién del Lema 9 del Capitulo 2. m

Lema 17 Los coeficientes Ci% (pyp1y s PRy h) L=1, . Ny;a=1, . r,r+ 2,k =1,...,N, de
las funciones vectoriales vll’k (p,p1,.., Pk, x) de Ni—ésima aprozimacion (4.39) de la solucion

del problema (4.2) con la funcidn matricial A (t,z) de la forma (4.10) satisfacen el sistema de
ecuaciones(4.56),(4.53),(4.57),(4.55), y se tiene que

L
Clgm (p7p17 cey P2m,y Ty h) =

lo lom
Z hl 1 1
lot...+Hlem=Llo,...,l2m >0 Po T\ p2m

l,a h h h
Xgl,Zm [lo, B3] lQm} (paxa PP’ Pam_1’

o o
l,a P2 1 P2m 1
XPLQm (pl""’pQW) {(pl) p2 " (pzm—l P2m

Po=p

ha lnpla ceey 1np27n71)
} (4.58)

l,r+2 o
Cl,Q’m-‘,—l (papla c P2m+1, T, h) =

l lom
Z (L 0 1 2m+1
lot...+lomt1=lLlo,...,lam 4120 Po T\ Pama

lLr+2 hp h h
X1 9m1 105 o lamt1] (p,a:, oh e oIy,

p2\7 1 1 P 77
l,r+2

x Py p,P1,---, P2 1 |:<> e ( )
1,2m—+1 ( m—+ ) P P2 Pam \Damit |

Po=p
np2'rn+1>

(4.59)

donde 73{2 (p,p1,---, PK) son funciones polinomiales en Inp,lnpy,...;,Inpg, v, D1, .., Pk, Y

o h h h
gi’k [lo, -, k] (p,:c, —,h,—,...,—,Inpq, ...71npk)
’ p y41 Pk

son polinomios en p,x,%,pil,...,plk,lnpl,...,lnpk,h con coeficientes C*° (]Rk) con respecto a
Py Pk-
Demostracién. Se procede por induccién sobre los indices k,l para [ = 0,1,.... N, y k =

0,1,..., Ng. Primero para un indice ! fijo se prueban las afirmaciones del Lema 17 para k =
0,1,..., Ng. Después se supone que las afirmaciones del Lema 17 son vélidas para l = 1,...,q y
k=0,1,..., Ny, y se demuestra que las afirmaciones del Lema 17 son vélidas para l = q+ 1,y
k=0,1,...,Ng. El caso l = 0,k =0, 1, ..., Ny fue considerado en el Lema 15.

—_
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Ahora se considera el caso | = 1. En este caso el Lema 16 implica que para k =0 (i.e. m =0
en la férmula (4.56)) en la parte derecha de la ecuacién (4.56) se tiene una funcién de la forma

Lo C . . .
(ﬁ) D70 (p, T, 2 ,h) donde <I>1’8‘ ( , T, ,h) es una funcién polinomial en h, 2, con coeficientes
P ; P P P

de la clase C'* (Rz) con respecto a p, x. Note que en este caso en la ecuacién (4.56) las funciones

(A1 (asé;m) €js ea) ,7=1,..,7;a =1,...,7, son funciones suaves con respecto a las variables
p,x. Por lo tanto la solucién del problema de Cauchy (4.56) para | = 1,m = 0, con los datos

iniciales iguales al cero tiene la forma
h\ 1 h
che (p,h <> 910 ( ,:r,,h) , 4.60
10 (p.h) = p ) 910 » (4.60)

. la . . . .
aqui g;’g < , T, 7h) es una funcién polinomial en h, 2, con coeficientes C> (Rg) con respecto a
; P p

p,z. Ademds el Lema 16 implica que para k = 1 (i.e. m = 0 en la férmula (4.57)) en la parte
derecha de la ecuacién (4.57) se tiene una funcién de la forma

ZT T h
(h/p?) <p> Pt (p,pl)flﬁjl“( xh)
P p

1,042 . . . .
donde @y’ T (p, x, p,h) es una funcién polinomial en h, %, con coeficientes C'*° (R2) con re-

specto a p, y ”PL1 (p,pl) es una funcién polinomial en Inp,In py, p, p1. Los datos iniciales para
CLr2 (ppu, h)’ de acuerdo con las férmulas (4.55), (4.41) tienen la forma
’ p=p1

)
pP=p1

T h
(h/p) e (p,l‘,p,h,h’lp)

donde g1 T2 ( , T, %, h, lnp) es una funcién polinomial en h, ﬁ ,Inp con coeficientes C'*° (RQ) con

as i
%> €rt2, e,,+2) tiene el factor 1/p.

Resolviendo el problema de Cauchy (4.54),(3.111) para l = 1,m = 0, con la funcién 011:001 (p,z, h)
que satisface la férmula (4.60) se obtiene que

respecto a p, z. Note que en este caso la funcién <A1 (

h ) h 7
011:;—"_2 (paplaxa h‘) = Z <) g%:71"+2 [.]] <pa'ra ) h,hlp, lnpl) Pl 2 (p7p1) (p) )
j—oa \Pi p D1
Po=p
1,742 h . . .
aqui g;’; A (p, ;,h In p, lnpl) ,j = 0,1, son polinomios en p, h, 2
) +2(

Inp,Inp;, con C (Rl)

coeficientes con respecto a p; y 771 p,p1) es una funcién polinomial en Inp,Inpq,p, p;.
Ahora se considera un nimero natural arbitrario ¢ > 2, se supone que las férmulas (4.58),
(4.59) son validas para l =1y k = ¢, y se demuestra que las férmulas (4.58), (4.59) son vélidas
paral=1y k=q+ 1.
Primero sin pérdida de generalidad se considera el caso cuando ¢ es un nimero impar, i.e.
g = 2m — 1. En este caso el Lema 16 implica que en la parte derecha de la ecuacién (4.56) se
tiene una funcién de la forma

6

i=0 \Pi

7p7

h h h
o 4] p,x, —, —, ..., Jhonpr, ., Inpom—1 |, 4.61

1,2m[3] (p P n P2m—1 b b2 1) ( )
Po=p
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donde @i:g‘m 5] ( T, 0 ;‘1 o p2 —,h,Inpy, ...,1np2m_1) ,j=0,1,....,2m—1, son polinomios en
D, T, %, TR r— ,npy, ..., Inpay,_1, h, con coeficientes C>° (RY) con respecto a p1, ..., pam - Note
que en este caso en la ecuacién (4.56) las funciones (A1 (%ﬁ’”) ejrea),j=1.,ma=1..,r,

) . 851,2m—
son suaves con respecto a p, y en la férmula (4.53) las funciones (A1 % €rt2,€q ), 00 =

1,...,r, tienen el factor 1/p (ver la férmula (4.41)). Por lo tanto el problema de Cauchy (4.56),(4.53)
paral =1,k = g+ 1 = 2m tiene los datos iniciales (4.53) de la forma

p=pP2m

Cll,gm (p7p17 ey P2my T, h)

f 4.62)
d 051,2m—1 1,r42 (
mb(r+2)(r+l) (—T) C1,2m—1 (p,pl, ~-~7p2m—179€7h) -

1 - _ h h h

- Z < ) Ci:grn [j] ( s Ly 5 Ty ey ahalnp17"'7lnp2m—1>

P —o \Pi P P Po2m—1

pPo=p P=P2m

donde Ci’gm [7] <p7x,%7phl ,p2 Jh lnpl,...,lnpgm,l) ,j=0,1,...,2m —1, son polinomios en
p,x,% p% . M%,lnpl, ...,lnpgm_l,h, con coeficientes C° (RY) con respecto a pi, ..., Dam—1-

Para determinar los coeficientes Cllg‘m es necesario considerar la solucién del problema de Cauchy
(4.56),(4.53). En el caso considerado para [ = 1,k = g+ 1 = 2m la parte derecha de la ecuacién
(4.56) tiene la forma (4.61), los datos iniciales (4.53) son de la forma (4.62) y la solucién Cll)’gm
estd dada por la férmula

Cl 2m p,pla' ,p2m7$ h)
2m ( h
Ejzlo (E)‘ o=p gl 2m ( ’p Pl ’sz T h lnpl,...,lanm_l)

a 1 m 7 1
><731172711 (pla . ,pZm) |:<p2> T <p2> :| )
’ p1 P2 \P2am—1 P2m

o 1. h .
gi:Qm []] <p7 ;a h71np17 "'71np27n—1> ] = 07 1a ceey 2m7

aqui

son polinomios en p, E pil o o
m—

APLy ey D2m—1, YP1,1 (pl, .oey D2m ) €s una funcién polinomial en In p, In p1, ..., In pas,, p, p1, --.s D2m.-

Ahora se considera el caso cuando ¢ es un nimero par, i.e. ¢ = 2m, y se determina el coeficiente

para ¢+ 1 = 2m+ 1, i.e. el coeficiente C’%;;ELIH Note que la funcién (A1 (%ﬁ’”) €j, er+2> ,J=

Inp1, ..., Inpam—1, b, con coeficientes C*° (R4+1) con respecto

1,...,7, es suave con respecto a p. En efecto los datos iniciales (4.55) del problema de Cauchy
(4.57),(4.55) paral = 1,k =g+ 2 =2m + 1, son de la forma

1,r4+2
Ci 57—;4,-1 (P, P1;s s P2t 1, T, ) — =
1 951 ,2m 1,5
m Zj:l b(7.+2)j (7 52 )Cl 2m (papla' - P2m; T, h)’p:p2m+1
2m
h s ( hh Ok
+ —_ YLy s Ty ey 7h71np15"'71np2 )
jz::() <p]) Cl 2nL+1 [ ] p’ P Dom m

Po=p P=P2m+1
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donde Won L
1,7+2
m s =y — ey — hyIn ,...,lnpm>
Cila +1< >’ r D1 2

DP2m

h h

es polinomio en p, x, PP p2 ,Inpy,...,Inpoy,, b con coeficientes C*° (Rq“) con respecto a

P1, -y P2m- La parte derecha de la ecuacion (4.57) paral =1,k = g+ 2 = 2m + 1, tiene la forma

2m
1 h I ( h h h
- - (I) m J 7:17,7,*,...,7,}1,111[) ,---,hlp m )
IS ()] el (pe by s

2m

po=p

donde
h h h

z, .. ,h lnpl,...,lnp2m> ,7=0,1,...,2m,
p pl p2m

Lr+1 .
4’1,;;“ 7] (Pa

son polinomios en p, x, TR m

P1, ..., Pam. Asi se obtiene que la solucion del problema de Cauchy (4.57),(4.55) para |l = 1,k =
q+ 2 =2m+ 1, tiene la forma

,Inpq,...,Inpoy,, h con coeficientes C*° (R?) con respecto a

1,r+2
Cllamt1 (papla -~-,p2m+1,$ h) =

1,r+2 h
( )gl ;m+1( ) 7p 1’ 71)2 h lnph...,lnpgm)

o
1,r+2 P2 1 1 P
><,Pl,2m4r1 (p7p17“-7p2m+1) [(pl D2 Dam (:D2m+1) ] ’

aqui

2m

h h h
1,r+2
91 ;’mH <p,z, 5, p—l,..., p—,h,lnpl, ...,lnpgm)

es polinomio en p,x,% p% ,pzm
a PlyeesD2m, ¥ 7?11;;";;“ (p,p1, .-, P2m+1) €s una funcién polinomial en Inp,Inpy,....Inpopmi1, y
P, D1y -5 P2m+1-

Ahora procediendo por induccién se supone que para un nimero natural j > 2, las férmulas
(4.58), (4.59) son validas para | = j,m = 0,...,,[Ny/2]. En lo que sigue por induccién sobre
el indice m = 0,...,[Ny/2] de demuestra que las férmulas (4.58), (4.59) son vélidas para | =
j+1,m =0,..,[No/2]. Bajo las hipétesis anteriormente mencionadas el Lema 16 implica que

paral =7+ 1,m = 0, en la parte derecha de la ecuacién (4.56) se tiene una funcién de la forma

Jo
(Z) (Z) @iiﬁ*“( th) (4.63)

donde q){jrol’a (p,x, %, h) es una funcién polinomial en h, %,y de la clase C*° (Rz) con respec-

yInpy, ..., Inpo,y,, b con coeficientes C'*° (Rq+2) con respecto

to a p,z. Note que en este caso en la ecuacién (4.56) las funciones (A1 (%%) ej,ea> ] =

1,...,r;a=1,...,7, son suaves con respecto a la variable p. Por lo tanto la solucién del problema
de Cauchy (4.56) para l = j + 1,m = 0, con los datos iniciales iguales al cero tiene la forma

j+1
i (p,2,h) = (2) gl ( ., Z,h,lnp> : (4.64)

donde g{fol’a (p, x, %, h,lnp) ,a=1,...,7, son polinomios en h, %, Inp con coeficientes C*° (Rz)

con respecto a p, . Ademds el Lema 16 implica que para k =1 (i.e. m = 0 en la férmula (4.57))
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en la parte derecha de la ecuacién (4.57) se tiene una funcién de la forma

1 h lo h Iy D >a ) ) L ) i
p o D1 m. ¢J+17,+2 l ( 7ma7h) PJ+17,+2 ’ ’
p 2 l(Po) (pl) ] <p1 11 [l | P P i1 (p,p1)

—iilely>
lo+l1=753lo,l1 >0 Po=p
(4.65)

donde @{ﬁlwﬂ [l1] ( p, %,h) es una funcién polinomial en h, %, con coeficientes C'*° (]RQ) en

D, X,y Pfjl’r'ﬂ (p,p1) es una funcién polinomial en Inp,lnpy,p,p;. Los datos iniciales para

C{jl’rw (p,p1, 2, h)’ de acuerdo con las férmulas (4.55), (4.41) son de la forma
p=p1

o) G ]| (e
o . 91,1 ’ [ll] P, T, —, h,Inp
lo+l1§075120 |~(p0 P p

Po=p

, (4.66)

P=p1

donde g{'ju” [l1] (p, x, %, h, 1np) es una funcién polinomial en h, %, In p con coeficientes C*>° (Rz)

. . 951,2m .
con respecto a p,z. Note ademds que en este caso la funcién (A1 (%) er+2,er+2) tiene

el factor 1/p. Resolviendo el problema de Cauchy (4.57),(4.55) para l = 5+ 1,m = 0, con las

ngl’a (p, x, h) que satisfacen la férmula (4.64) se obtiene que

funciones Cj

O{j17r+2 (p7p17 z, h) =

lo I .
h h +1,r+2 h
D loHa=j+ 1310, >0 [(po) (E) H gin ] (p,x, 52 h,Inp, 1Dp1)
Po=p

i+1,r+2 o
<P (o) (£)
aqui g1 11" 1] (p, %, h,Inp,ln p1> son polinomios en p, z, h, %, Inp, In py, con coeficientes C> (R')
con respecto a py, y Pfjl’TH (p,p1) es una funcién polinomial en Inp,Inp;, y p,p1.

Ahora se considera un nimero natural arbitrario ¢ > 2, se supone que las férmulas (4.58),
(4.59) son vélidas para | = j+ 1y k = ¢, y se demuestra que las férmulas (4.58), (4.59) son
vilidas paral=j7+ 1y k=q+ 1.

Primero sin pérdida de generalidad se considera el caso cuando g es un nimero impar , i.e.
g = 2m — 1. En este caso el Lema 16 implica que en la parte derecha de la ecuacién (4.56) para
Il =7+ 1, se tiene una funcién de la forma

l lom—
Z )k 5 2m—1
lo+...+2m—1=5+1l0,...,l2m —-1>0 Do t\ pem—1

Po=P, (4.67)
i+1
X(I){;n%a [l1y ey lom—1] (p,a:, %, p%’ ey Pzr}:—l Jhonpq, .., lnpa,_1 ),
donde Wb \
(pjl—gir;a [117 "'7127”—1] (pwl‘v Ty Ty ey ah71np17 -~-7hlp2m—1>
' P p1 P2m—1

son polinomios en p, z, &, L —h v Inpy,...,Inpam_1, h con coeficientes C> (R?) con respec-

Pp?p1’ 7" pam—1’

to ap1, ..., pam—1. Note que en este caso en la ecuacién (4.56) las funciones (Al (asé;\m) ej, ea) ,
j=1,..,7ma=1,..,7 son suaves con respecto a la variable p, y en la férmula (4.53) las funciones

(Al (%{)’H) €rio, ea) ,a=1,...,7, tienen el factor 1/p (ver la férmula (4.41)). Por lo tanto el
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problema de Cauchy (4.56),(4.53) para l = j + 1,k = g + 1 = 2m tiene los datos iniciales (4.53)
de la forma

+1,« o
C{Qm (p7p17“‘7p2m7xu h) =
P=P2m
4.68)
d 9S81,2m—1 j+1,r+2 (
e (0. =i ) () (—7) Clom—1 (P15 P2m—1,2, D)
. P=p2m
lo lom—1
1 h h
+; Zzo+...+2m—1:j+1;zo,...,12,",_120 {(pg) (mm_l) ]
Po=p
Jtla h h
XCl’Qm [117...,l2m71] (pa z, p o m,h,lnpl,...,lnpgm,O S

donde
h h h

. p pl o P2m—1

C{Eina [l ey l2m—1] ( ;

son polinomios en p, x, T ,pgm -

specto a p1, ..., Pam—1. Para determinar los coeficientes Cll)’gm es necesario considerar la solucién
del problema de Cauchy (4.56),(4.53). En el caso considerado paral = j+ 1,k =g+ 1 = 2m
la parte derecha de la ecuacion (4.56) tiene la forma (4.67) y los datos iniciales (4.53) tienen la

forma (4.68). Los cdlculos directos implican que la solucién C’{Zina estd dada por la férmula

7fL,lnpl,...71npgml)

, v Inpy,...,.npay—_1,h con coeficientes C> (R?) con re-

Y
C{,;ma (pvplv ey P2om, Xy h) =

lo lom
> | ) (e
lo+...4+2m=j+1;lo,...,l2m >0 Po t\ pam

Jj+1l,a h
Xg1 ,2m [l17 "lQW] (p7 ’p p1’ ’pzm 10 h lnplv---vlnp?rn—l)

J+10 p2\7 1 P 71 ’
s & 2 2m
XPlvzm (p17 “"p27”) [(E) ;Diz'" <p21n—1> p2m:|

pPo=p

aqui
h
g{—;ina [117"'712m] < y Ly 57h’a 1np17~'~71np27n—1) )

h h
Pplp1’ Y Pz
pj+1 a funcié li ial en 1 1
specto a pi1, ..., Pam—1, Y Pi oy, (;017 ...,pgm) es una funcién polinomial en In py, ..., In poy,, D1, vy P2 -
Ahora se considera el caso cuando ¢ es un nimero par, i.e. ¢ = 2m y se determina el coeficiente

para g+1=2m+1, i.e. el coeficiente C’{‘;,ln?:il Note que la funcién <A1 (8581;’") ej, eH_Q) j=

son polinomios en p, x , vy Inpy,...,Inpoy,_1,h con coeficientes C'™ (R‘H'l) con re-

1,...,7, es suave con respecto a p. En efecto los datos iniciales (4.55) del problema de Cauchy
(4.57),(4.55) paral = j+ 1,k = ¢+ 2 = 2m + 1, tienen la forma

Jj+1,r+2
Cl,?’m—‘rl (p7p17 ooy P2m+1, T, h)

bP=P2m+1

r 9S1,2m ,Q
oo E) Lamt br+2); (=252 ) CLEh" 0.0 D2y 3, )

h lo h lam
+ Zngr...+2m:j+1;lo,...,lgm20 (pT,) (pzm)
PQ=p

Jj+1,r+2 h h h
X C1,27n+1 [llﬂ "'al2’m] (paxa PR TR Eahﬂlnph ...,h’lpgm)

pP=P2m+1

P=P2m+1

donde

Jj+1,r+2 I l ( hl 1 >
m 1y 2m) | Py Ty —» PREET} ) 14, 1Py, ey M P2m
Cl,? +1 [ ] 1 o
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son polinomios en p, z, % p% . p2

a P1, ..., D2m. La parte derecha de la ecuacién (4.57) paral=j+ 1, k=q+2=2m+1,es de la

, ¥y Inpy, ..., Inpap,, h con coeficientes C>° (R7™!) con respecto

forma,
l lom
1 Z h 0 h 2m
p L<lo+...+2m=j+1lo,...,l2m >0 | \ po “\ oo
Po=p
J+1,r+1 h h h
(1)1 2m—+1 [117 vy l2m] (p,x, ;, ;DT’ ceey E’ h,lnpl, ...71np2m) s

donde

; h h h
+1,r+1
(I)Jl,gmz»] [llv'”vl2m] ( 7x7p7p17"'7pzmuhalnpl?'”?an)Qm)

son polinomios en p,z, &, &

B P p2 , ¥y Inpy, ..., Inpay,, h con coeficientes C°° (R?) con respecto
a p1, ..., pam. Por lo tanto se obtlene que la solucién del problema de Cauchy (4.57),(4.55) para

l=74+1,k=qg+2=2m+ 1, tiene la forma

J+1,r+2 o
Cl,2m+1 (p7p17 ey P2m+1,7T, h) -

1 lom
Z h 0 1 2m+1
lo+...+2m=j+1;lo,...,l2m >0 Po U\ p2mrt

J+1l,r+2
Xgl 2m+1 [ll’

P’ phl ap2m h lnpla"'alnp2m>

'al2m+1} (pa x,
J+1,r+2 p2\ 1 1 P 7
2
X’]Dl 2m+1 (p7p17~-~7p2m+1) |:(1T1) E...p2771 (pZ7n+1) :|’

aqui
; h h h
9{7271{:?12 [lla ) l2m+1] <pa Ty =y =5y 7h5 lnpla cey hlp?m)
Y2 Pom

son polinomios en p, x, &, & ,v1Inpy,...,Inpoy,, h con coeficientes C'* (Rq+2) con respecto

Ppip1’ Y Pz
j+1,r42 . : 4 : :
a P1y -y Poms ¥ P{,Qm_i_l (p,pl, ...,p2m+1) es una funcién polinomial en Inp,Inpy,...,Inpoyy1, v

P, P1, -y P2m+1. A

4.2. Ramificacién de las trayectorias

Se considera un sistema real hiperbdlico de primer orden de la forma

—zh— + (

+ (=i) hB (t,z)u =0, (4.69)

donde B; A,,r =1, ...,n, son funciones matriciales reales de la clase C* (R™), u € R™.
Se consideran funciones reales A1, A2, A3, A3 j € S* (RZ,'H X ]Rg) ,j=1,...,k—3, en el espacio

Rfﬁgl. Se definen superficies ¥y, C Ri?zl de manera siguiente.
Definicién 7 Sean X)), C Ri?’gl Y Zaaons C Ritb)z‘l las superficies definidas como
San, =12, &2’ e R EERE, N — Ny =0}, (4.70)

E)\1>\2>\3 = 2)\1>\2 N E)\2>\37
donde i # j, y1<1i,7 <3.
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Suponiendo que
{n+An+ Xt s, Z0{n+Ann+ At sy, #0.{n+ X2, n+ Ashs,,,, #0,  (4.71)

se obtiene que Xy,; son unas superficies de codimensién 1 en

szlgl. Evidentemente se tiene que

Rﬁ?gl ¥ X aens €s superficie de

codimensién 2 en

)\1|2/\1)\2/\3 = >\2|2)\1/\2)\3 = )\3|ZA1)\2/\3'

Definicién 8 Sean Z%\ 5, C RQ” Yy 2A1A2>\3 C RQ” las superficies definidas como
Sy = {w iz eREEERE N — Ay = 0,[¢] = 1},

Zi\l)\g/\e, = Ei1)\2 m 2]%\2A37
donde i # 5,y 1 <i,j7 <3.

Condicién 18 Suponga que los tinicos valores propios del simbolo matricial A (z',£) son A1, Aa, Az,
Y Xaijd = Lok — 3.

Suponga que existen r vectores propios e; (¢',€),j =1,...,r, correspondientes al valor propio
A (2/,€) en RQ”‘H Suponga que ej € SO(R”H X R”) para j = 1,...,7, y que ademds los valores

propios Ay (2, f) oAz (@', &) del simbolo A (z',€) son simples, no coinciden entre si en Rgﬁ'l X

(Rev0) v
/\l ?é )‘Wh

para 1l <1 <3, ym >4.
Sean e, 11, €42 los Unicos vectores propios correspondientes a A2, A3, respectivamente. Supon-
ga ademds que

er er n n €ri41 — Ep
eritserps € S0 (R XRE), [6] =030 € 8° (R X RY) 6l === £ 0. (472)

Bajo las Condiciones 18 la matriz A (2/,&) (del sistema (4.69)) tiene la forma

Iy 0 O 0
0 X d 0
A =17 0 0 A 0| 1@9),
0 0 0 ... X
donde I es la matriz identidad (r x r), d = |¢|, T(z',€) es una matriz tal que sus columnas

1,..,7,7+2,..,n, estdn formadas por los vectores propios e¢;,j = 1,...,7, r+2,...,n, del stmbolo

A (wl,f) y la (r+ 1) —ésima columna estd formada por el vector || “5i=5=*. Sin pérdida de

generalidad se supone en lo que sigue que las superficies Zii)\]_, 1 <14,5 < 3,1 # j, son compactas.
En este caso la férmula (4.71) implica que

')

IE\

>y >0,

(z,8)€ Rz"g \{R” x{0}}

donde 1 < 4,7 < 3,i # j.



Soluciones asintéticas para los sistemas de ecuaciones en derivadas parciales con
un parametro pequeno cerca de la derivada 113

Ademss sean «, 5 € R}F dos constantes positivas tales que

3

inf inf ')\Z— (m, 5) ’ >a >0,
i (2,6)eR2m\{R7 x{0}} I3

A <x,é>‘§ﬁ<+oo.

Las ecuaciones de un sistema de Hamilton implican que a lo largo de la trayectoria gﬁ\k (z0,&p)
de un sistema de Hamilton se tiene

Ak (93, (0,&0)) = Ak (0,&0)

por lo tanto se obtiene la siguiente desigualdad para la componente gf\k (x0,&p) ¢ de la trayectoria
del sistema de Hamilton con Hamiltoniano \j:

sup sup
i (z,)eR2n\ (Ry x{0}}

‘gf\k, (950750)5‘ > — &l -

e
g
Ahora considere la superficie

Efl,\Q)\g = s NRE X {C1 < [¢] < Ca}},

donde C; € R}r,j = 1,2, y denote por (251/\2/\3)8 su e— vecindad en Rﬁng En lo que sigue se
consideran las trayectorias de ramificacion que salen de un punto (xo, ;) € R x RE. Considere en
particular a una trayectoria gf\l (x0,&p) v las trayectorias generadas por esta trayectoria. Suponga
que la trayectoria gﬁ\l (z0,&,) intersecta al conjunto Xy, , (ver Definicién 7) para un tiempo 7, i.e.
g%, (z0,&p) € X, x,, entonces desde el punto de interseccion sale una nueva trayectoria generada
por el Hamiltoniano A, i.e. gﬁ\;TogX1 (z0,&0) ,t > 7,y la trayectoria original g5 (zo,&,) continua.
Anslogamente se tiene que si para un tiempo « la trayectoria gﬁ\l (x0,&,) intersecta al conjunto
Yxings 1€ gy, (20,€0) € Bx, s, entonces desde el punto de interseccion sale una nueva trayectoria
generada por el Hamiltoniano As, i.e. gﬁ\;aogf\‘l (z0,&p) st > «, y la trayectoria original gf\l (z0,&p)
continua. Ademds si para un tiempo f la trayectoria gﬁ\l (x0, &) intersecta al conjunto X, x,xs,

ie. gfl (20,€0) € Ex,a004, entonces desde el punto de interseccién salen dos nuevas trayectorias

generadas por los Hamiltonianos g y Ag, i.e. ggﬁ o gfl (z0,&p) ¥ ggﬁ o gfl (z0,&p) ,t > 5,
respectivamente, y la trayectoria original gf\l (20,&,) continua. De manera andloga se consideran
las trayectorias g5, (z0,&0) ¥ 94, (%0,&o) -

El proceso de propagacién de onda en el caso de caracteristicas miltiples se describe por estas
trayectorias de ramificacion.

Suponga que la solucién asintética del problema de Cauchy

ﬂ'h% + ; A, (z,t) <ih§£) + (—ih) B (z,t) ¢ = 0, (4.73)
Plt=0 = exp <Z (k x)) oo (z), con k = £
- ) €’

es de la forma exp (£51 (t,)) ¢ (t,z, h) y la variedad de Lagrange A{ definida como

AO :{x,file'o,é-ZVSl (l'()),{EO GSOP ¢0}7
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no intersecta a las superficies Xy, ,, 2x; 23, Za,05- Entonces usando las trayectorias de ramifi-
cacién se construyen las variedades de Lagrange As, Ao generadas por las trayectorias que se
generan en los puntos de intersecciéon de la variedad

Al = {x7§:x€RZ7£=V51 (t,x),%—&-)\l (x, V.51 (t,x)) 20},

con los superficies X, 3, \Z 1 doxs ¥ Zass \ DA AaAs-

Proposicién 1 Suponga que {\;, A;} |EAMJ- >0, y sea D C RY\{RY x {[¢] <d}},6 >0, un

dominio con cerradura compacta. Denote por D¢ la e— vecindad del conjunto D en Rﬁng En este

caso existe un € > 0, suficientemente pequeno tal que

= nf [{y, A} >0, 4.74
71] (x,él)’lEDE |{ ]}| ( )

para todo i # j,1 <i,j < 3.

Proposicién 2 Sea (x9,&,) € D° N (Xa,0,)" ¥ suponga que (N; — Aj) (z0,&,) < 0. En este caso
si { i, Aj} |Z*Mj > 0, entonces para un € > 0 suficientemente pequenio:
1. Las trayectorias gﬁ\k (w0,&y) , k = 1,7, intersectan a las superficies ¥x,x, en un periodo de
tiempo
2 .
tij e (€0,8) = O <|>\i = Al (x()aé-o)) k=1,

respectivamente.
2. Las funciones (A; — \;) (gf\k (330,50)) ,k = 1,7, crecen con respecto al tiempo t, mientras

las trayectorias gf\k (z0,&p)  k =1,7, estdn en (EAI.)\].)E N De.

Demostracién. Sean § > 0, y g9 > 0, tales que se satisface la proposicién anterior para (z,£) €
Deo. Note que

(Ai = X)) 0 g4, (0, &9) = (Ni = Aj) (0, &) + {Ai = Aj, A} (w0, &)t + O (£2) . (4.75)

La férmula (4.75) implica que las funciones (A; — A;) (gik (zo, fo)) .k =1, 7, crecen con respecto
al tiempo ¢, mientras las trayectorias gf\k (w0,&y) , k = 14,7, estdn en Xy, 5, N D°. Ahora sea t~ij7k
el momento de tiempo definido como

e Wi A (20,60)
PR N = A Ak} (@0, &)

En este caso se tiene que
tijk 2
p (037" (0:60), S, ) = O (1 = NP (20, 60)) -

Por lo tanto las trayectorias gf\k (w0,&y) , k = 1, j, intersectan las superficies ¥, ), en el momento
de tiempo t;; 1 (20, &) tal que

tijn (0, &o) — tijh = O <|>\i - )‘j|2 (mo,ﬁo)) ,

donde k = i, j, respectivamente.
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Lema 18 Suponga que se satisfacen las Condiciones 18 y que ademds en (Efl)\z)\g)E se tiene
que:
{77"_)‘1’77"_)‘2} <0, {77"_)‘1’77"_)‘3} < 07{77+)‘2a77+)‘3} <0, (476)

i.e. se considera el caso de la Figura 10
%, h-A=0 %, A A0 %, A0
+ {nth 0t }<0

NtAntd <0
A

+
Figura 13

En este caso existe un € > 0, suficientemente pequerio, y una constante T () > 0, tal que
durante un tiempo t; (xo,&y) < T (¢) toda la trayectoria ramificada de un sistema de Hamilton
inicialmente generada con el Hamiltoniano /\g-,j = 1,2,3, y que inicia en un punto (xo,&,) €
(ZEIAQ)\g)E, sale de la e— vecindad (EEIAQAS) .

Nota 4 En la Figura 10 los signos + y — cerca de las superficies ¥, x;, significan que se
consideran las regiones tales que A\, — A; <0 y A, — Aj > 0, respectivamente.

Demostracién. Sean D C R\ {R} x {[{] <d}},6 > 0,y o > 0, tales que se satisfacen las
Proposiciones 1 y 2. Sea v > 0 definido como

Y= finjf {’Yij} )

donde los niimeros 7;; estdn definidos por la férmula (4.74).
Sean los sectores Aj,j =0, ...,5, definidos como

Ag : ={2,E: 01 < a3 A3 < Agj A3 < A},
A o ={z, M > Aos g < Ao Az < Ai},
Ay o ={m,&: M1 > A3 A3 > Aos A3 < A},
Az o ={z,&: A1 > A3 A3 > Aoy A3 > A}
Ay o ={z, &0 < A3 A3 > Ao Az > A},
As @ ={z,&: A1 < A3 A3 < A3 A3 > A}

Sin perdida de generalidad se consideran las trajectorias gﬁ\l (20,&,) que salen del sector Ay,
ie. ($07£0) € AO'
Sean
ti;
Eujk =P (gA,j’k (w0,&y) , Z3,\1,\2,\3)
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y define a g9 > 0 como

1 .
e:= 7 min{eo, &5k} -

Sean
€
T(e):=max<{3t;ip+— ¢,
( ) ik { 7,k ’Y}
y (z0,€0) € Ao N (E§1A2,\3)8. Note que

d _
dt [()\ )\2) °© gil} -
d>\1 + d>\1 T + d)\l 8)\2 d>\2x _ d)\2 Y]

~ ot~ ox “op P
y como se tiene que
Lo 0n
N Bp - Oz
se obtiene p o 8)\
1 2
P (A —X2)ogh,] = 5t ot — {1, A2},
donde DM 0Ny DN O
o} = =2 - =2

Op Ox Oz 8;0

Por lo tanto al definir de esta manera los paréntesis de Poisson se obtiene

d
%[(Al_)‘Q)Oggq] = _{77+/\1777+>\2}7
d
pn (M —X2)ogy,] = —{n+Aun+ X}

En este caso como las paréntesis de Poisson {n + )\1, n+ X}, {n+ A, n+ M}, vy {n+ A5, n+ A},
son negativos y no cambian el signo en (Efl As )\3) entonces sin pérdida de generalidad es posible

suponer que la trayectoria g/\1 (x0,&,) intersecta el conjunto Xy, , para un tiempo t121 < 400,

ie. g;f " (z0,&p) € Xx,a,- En este caso la trayectoria original g} (w0,&,) ya no puede regresar al

sector AgUALUA5 (yaque {n+ A,n+ X} <0,y giw 1+ (x0,&) 5 > 0, pertenece al conjunto

donde Ay > X\z). Ademds g5 (z0,&,) genera una trayectoria nueva g>\ —f121 ogi12 Y (z0, &) tal que
9;2 tizatd g g;” ' (z0,&,) € A1, para un niimero § > 0, suficientemente pequenio. La trayectoria

generada no regresa al sector AgUALUA3, ya que {n+ A1, n+ Ao} < 0en (25 ,,,,)° v para que
la trayectoria generada intetrsecta la superficie 3y, 5, los parentesis de Poisson {n+ A;,n+ A2}
tienen que cambiar su signo sobre Xy, »,.

Note que la trayectoria original gf\l (z0,&,) después de intersectarse con Xy, ), intersecta
para un tiempo finito 327 < +oo la superficie .5, y para un tiempo finito ¢3;1 < 400 la
superficie ¥y,»,. En el primer caso (i.e. cuando gf\g’f‘l (20,€0) € Zazrs \2x;0005) la trayectoria
original gﬁ\l (20,&p) no genera una trayectoria nueva. Pero al intersectarse con la superficie Xy, »,

la trayectoria g}, (zo,&,) genera una trayectoria nueva g)\ fart o gt?’1 ' (z0,€&p) la cual para un
tiempo 311 + 6,6 > 0 (6 suficientemente pequeilo) pertenece al sector A3 y ya no sale de él.
Note que en el sector Ag las funciones (A3 — A1) o gil y (A1 —Ag) o ggl crecen y las funciones
(A3 — A1),(A1 — A2) son las coordenadas en este sector y por lo tanto cuando crece ¢ la trayectoria

931 (x07£0) sale de (Zglkg)\s)a
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Falta investgar el comportamiento de la trayectoria gf\;t”'l o gf\” ' (z0,&p) - En efecto como

P (g)\llz ' ($07§O) s E>\1>\2)\3> <kg,

L it t . . .
entonces la trayectoria g, ~*" o g/\”’1 (xo,&,) intersecta a Yy,», para un tiempo finito t322 y

—i ta22—t ¢ .
genera una trayectoria nueva g)\ 20 gt 0 gy (w0,6,) . Como antes se obtiene que

la trayectoria generada 9>\ ~taz2 g;f 2mhe gilf ' (z0,&,) se queda en el sector Az U Ay. La
trayectoria original g)\ “hea gf\lf ' (z0,&p) se queda en el sector Ag U Ag.

Ahora note que como

t —t t
p (gf’f P o gy (w0, &) s Emm) <e,

—t o t .
entonces la trayectoria generada g>\ 322 o g/\?’;*Q 1o g (20,&) intersecta a Yy,x, para un

—t o153t tana—t t
tiempo finito ¢31,3 y genera una trayectoria nueva g)\ Fogalt T Rog i og 2 (20, &) - La

t: t t —t t t—t +(5 t —t:
trayectorla nueva, g)\ t31,3 Og)\ssl ,3—132,2 Og;’; 2—t12,1 Og)\llz 1 (x()vfo) es tal que g 31,3 9)21,3 32,2 g

gf\?’; 27tz g7512 Y (z0,&y) € Ag, para un nimero § > 0, suficientemente pequeﬁo (va que las

fronteras de EAMs y 2x;x, DO se intersectan). Por lo tanto durante el tiempo finito ¢/ la
—t31,3  t31,3—t32,2  t322—ti2;1_ ti21 p . .
trayectoria g)\ gy, 9y, gy, ' (z0, &) sale de 25 s (segun las consideraciones

anteriores). m

4.3. Sobre las ecuaciones de hidrodinamica linealizadas para
los liquidos ideales compresibles

Para investigar las ondas en medios fisicos se utiliza la linealizacién de ecuaciones nolineales.

La ley de conservacion de la energia se satisface para los sistemas fisicos en derivadas par-
ciales. Por lo regular las soluciones de sistemas linealizados tienen sus propias estimaciones. Estas
estimaciones determinan los tipos de onda que ocurren en dichos sistemas.

Ahora se consideraran las relaciones entre las estimaciones de energia y los tipos de onda
que ocurren en los sistemas linealizados. Suponga que el sistema linealizado L es un sistema real
hiperbdlico de primer orden de la forma

Lu = 717 + (=i ZA axr + (=) B(z)u = f(x,t), (4.77)

donde B; A, = 1,...,n, son funciones matriciales reales de la clase C*° (R"), u € R". Se dice
que el sistema (4.77) tiene una estimaciéon de energia si existe una (n X n) matriz definida no
negativamente E (z) : (E (z)n,n) > 0, E(z) € C* (R"), tal que para cada funcién u(z,t) €
Cc*> (R” X R#) con una unién compacta de soportes U, Supp u (z,t) se satisface que

C{/Ot/n (u(z,7),u(x,7))dedr +
/Ot/n |Lu (:c,T)dedT}. (4.78)

Suponga que existen constantes m, M € (0,00) tales que M ||n||* > (E (z)n,n) = m||n|* v
se satisface la estimacion de energia (4.78). En este caso en el trabajo [24] fue demostrado que el

/n (B (2) u (2,7),u(z, 7)) d
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sfmbolo >-""_, A, (z) &, es diagonalizable para todos (z, §) € R*" y las matrices de diagonalizacién

S(x,€), 57" (2,€):

S($,§) S (1‘,{.) = ||6ij/\j (13,5)” )

S04, (),
r=1

estdn uniformemente acotadas en K x (R™\0) para todo conjunto compacto K C R™.

Por lo tanto la estimacién de energia (4.78) con una matriz E definida no negativamente,
implica que el sfmbolo >_""_; A, (z) &, no puede tener cajas de Jordan.

Este hecho facilita la investigacién de sistemas fisicos complejos. Considere el sistema de
magnetohidrodindmica (abreviacién MHD) (ver [29]):

div B=0;B; — curl [u x B] =0; p; + div (pu) =0, 479
pue +p (u, V) u+¢* (p) Vp— o (curl B) x B =0, (4.79)
para z € R3¢t > 0. linealizando el sistema (4.79) en una solucién estacionaria ug, Bo, py ¥
denotando al sistema obtenido por LMHD se obtiene que para una solucién C'°° de LMHD se
tiene la estimacién de energia siguiente:

2
/ (132+p0u2+c (Po)p2> dx
R3

t t
<C / / B% +u? + p?) dadr. 4.80
2p 2 Po 0 0 Jrs ( ) (4:80)

También linealizando el sistema de hidrodindmica para liquidos ideales compresibles con fuerzas
externas f(z,t), i.e.:
pus + p (u, V)u =~ (p) Vp + f(,1t) (4.81)

py + div (pu) = 0, here ¢ (p) := dp(p)/9p

en una solucién estacionaria ug, p, se obtiene la estimacién de energfa siguiente para la solucion
del sistema linealizado de hidrodindmica (abreviacién LSHD)

Po 2 ¢ (Po) o ' ¢ 2 2 ¢
/ (u + ———=p )da: < C’/ / (v’ +p )dmd7+/ / uwfdzdr (4.82)
R3 \ 2 2pg 0 0 JR3 0 JR3

Esto implica que si se tiene que M > ¢2 (py) /po = m > 0, para algunos M, m € (0, 00), entonces
las formas cuadréticas en la parte izquierda de las estimaciones de energia (4.80), (4.82) son
no degeneradas. Asi se obtiene que los simbolos principales de los sistemas LMHD y LSHD son
diagonalizables. Evidentemente estos simbolos diagonalizables de LSHD y LMHD pueden tener
valores propios de multiplicidad variable (ver [3],[16],[31]).

Considere los procesos de propagacién de ondas adiabéticos en liquidos ideales compresibles.
En este caso el sistema no lineal (4.81) tiene la integral de energfa (ver [1]):

/R3 {{pu®/2+ pe(p)} d:clg = /0 /R3 (uf) dzdt, (4.83)

donde €(p) es la energia interna
P
pip
) = eloo) + [ 2
Po p

En esta seccién se investiga el fenémeno de generacién de ondas con amplitudes grandes en los
sistemas linealizados, cuando una onda de alta frecuencia (el frente de onda de las soluciones) pasa
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a través de los puntos de cambio de multiplicidad. Note que hasta en el caso cuando los valores
propios del simbolo Z:-L=1 A, (z) &, tienen una multiplicidad constante ocurre enfoque de haz y un
incremento de amplitud local. Sin embargo la integral del cuadrado del valor absoluto del campo
sigue siendo acotado. Por ejemplo el funcién de Airy (27Th)_1/2 [ exp (z’h_l [xp —p3/3]) dp en
el punto = = 0 tiene orden h=/%, pero la integral del cuadrado de su valor absoluto sobre un
conjunto compacto estd uniformemente acotada para h € (0, 1] debido a la igualdad de Parseval.
Esto significa que el enfoque de haz resulta en una redistribucién de la energia pero no en un
incremento de la misma. Por lo tanto se obtiene que cuando las ondas pasan a través de los
puntos de cambio de multiplicidad, un incremento significativo de la integral del cuadrado de
valor absoluto de la solucién (incremento de la energia) ocurre solamente en el caso cuando el
sfmbolo principal tiene unas cajas de Jordan en los puntos de cambio de multiplicidad.

Los resultados obtenidos en el trabajo [24] implican que esto puede ocurrir solamente cuando
la forma de enrgia del sistema linealizado en la parte izquierda del la estimacion de energia (4.78)
estd degenerada.

linealizando el sistema (4.81) en una solucién estacionaria ug, py € C (R™) se obtiene

Ip (po)
dpo

0,
Vp+ B (u.p), 5+ podiv ut (un, V) p=a(up). (484)

ou
Pogy TP (o, V)u = — T

Aqui B (u,p),a(u,p) denotan a los términos de orden cero correspondientes, i.e. los términos
que no contienen las derivadas de u y p. En lo que sigue se considera el sistema (4.84).

La dependencia de la presién p de la densidad p se determina por los procesos de propagacion
de ondas adiab4ticos. Por lo regular se tiene que dp/dp > 0 y la velocidad del sonido ¢ (p) en el
liquido es igual a /dp/dp (ver [30]).

El simbolo principal del sistema (4.84) tiene la forma

po (n =+ (uo,§)) 0 0 23!

D= 0 po (1 + (uo,§)) 0 &,

. 0 0 Po (1 + (uo,€)) *Ey
Poé1 PoS2 PoSs Po (1 + (u0,€))

Por lo tanto las raices caracteristicas n = A; (x, €) satisfacen la ecuacién

det D = (n + (u0,€))” (n + (w0, €) — cl€]) (1 + (uo, &) + ¢ [€]) = 0.

Evidentemente en los puntos z tales que ¢ (p, (z)) = 0 las rafces n. = — (ug, &) £ ¢|| coinciden
con la raiz n = — (ug, £) . Haciendo unos cdlculos simples se obtiene que en los puntos tales que
¢(po (z)) = 0 existen tres vectores propios y un vector adjunto, i.e. existe una caja de Jordan.
Este ocurre debido a que la forma cuadratica en la estimacién de energia (4.82) estd degenerada
en los puntos tales que ¢ (p, (z)) = 0.

En lo que sigue se supone que sobre el conjunto de cambio de multiplicidad ¥ se tiene que
{n+Xj,n+ A} |z # 0, para las raices que conciden sobre ¥. En este caso se obtiene que

N ={xz,&:cpy (2) =0}, {(uo, &), clél} [ = (w0, V) [€] ¢z # 0. (4.85)

Por lo tanto si se tiene que ug|yz # 0, entonces la formula (4.85) implica que Ve|y # 0. Asf se
obtiene que ¥ es una superficie suave de dimensién (2n — 1) en Ri’)z.

Para el simbolo del sistema LSHD la raiz n = — (ug, £) tiene dos vectores propios de la clase
C™ en R%"& Aum = ki (§),p,, = 0}, aqui kqy, (€), m = 1,2, son dos vectores linealmente
independientes ortogonales a . Ademés los vectores propios ey = {uy = +c&, p = py}, tales que
er € C (R? x (R™\0)) corresponden a las raices n. = — (ug, &) £ ||, respectivamente. Sobre
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el conjunto ¥ el vector (e; —e_) / (n, —n_) de la clase C*™ se transforma en el vector adjunto
{u =&p= O}

En el caso cuando se tiene que dp/dp < 0 se cambia el tipo de la ecuacién y bajo unas pequenas
perturbacién de alta frecuencia la solucién tendrd un incremento exponencial con respecto a la
frecuencia. Esto significa que el problema de Cauchy para el sistema (4.84) se convierte en un
problema mal definido. Dichos casos (i.e. cuando dp/dp < 0) ocurren en el gas de Wander-Vaals
(ver [30]). Los fisicos cambian la dependencia de p de p para gas de Wander-Vaals de tal manera
que dp/dp > 0. Esto se explica por algunos efectos fisicos adicionales de transicién de fase (ver
[30))-

En lo que sigue se considera el caso cuando dp/dp > 0y dp/dp (py) = 0 en un punto p,. En
este caso la ecuacion (4.81) tiene una solucién estacionaria u = ug, p = p, = Const # 0, ug =
Const # 0, (esto también ocurre en el gas de Wander-Vaals, vea [30]). Evidentemente en este
caso los términos menores B (u, p),a (u, p) en (4.84) son iguales a cero.

La solucién del problema de Cauchy ul;—o = nexp{i(z,k)h™'}, pli=o = 0, |k| = 1 para la
ecuacion (4.84) tiene forma

w = mexp{il(@, k) — (uo, k)11 A~ Y;
p = —ih~Ypy (n, k) expli [(z, k) — (o, k) ] A~}

Por lo tanto la densidad p de la excitacién de alta frecuencia aumenta rapidamente cuando
h — 0, en todos los puntos ¢t > 0 . Evidentemente se tiene que durante un pequeno periodo de
tiempo hY,0 < v < 1, la densidad p crece como h~!*7.

Ahora se considera el caso cuando la solucién estacionaria wug, p, no es constante y satisface
la ecuacién (4.85). En lo que sigue se demuestra que si los términos menores del sistema LSHD
satisfacen ciertas condiciones, entonces la integral del cuadrado de valor absoluto de la solucién
del sistema LSHD con los datos iniciales de alta frecuencia de la forma

00 @) e (150 (0)) e 0.1 (1.86)

tiene un incremento del orden h~* durante un corto periodo de tiempo h® para algunos p,§ > 0.
Este fenémeno se llamar4 la inestabilidad de la solucién de LSHD con respecto a las excitaciones
de alta frecuencia para un periodo de tiempo finito [0,¢], ¢ > 0 (abreviacién HFinstabilidad).
Aqui los valores u,d dependen de los término menores. Multiplicando la funcién (4.86) por un
pardmetro pequefio se obtiene una excitacién elemental (ver [32]). La integral de energia (4.83)
implica que la excitacién elemental de los datos iniciales para la ecuacién no lineal (4.81) no
implicard un incremento grande de la energia (4.83). Es decir la HFinstabilidad de la ecuacién
linealizada no implica la HFinstabilidad del problema no lineal. Por lo tanto en el caso de cambio
de multiplicidad y de la HFinstabilidad la aproximacién lineal no es una aproximacién adecuada
del problema no lineal. En el caso del cambio de multiplicidad la estructura de la solucién del
problema no lineal serd mds complicada.

Es posible demostrar la unicidad de la solucién del sistema LSHD que pierde su suavidad, i.e.
si se tiene que u (z,0),p (x,0) € Heyn, (para algiin nimero natural Ny y todos s > 0) entonces
la solucién del sistema LSHD existe y ademds se tiene que 9} {u(z,t),p(z,t)} € Hs_;, para
s—73>0.

Para estimar el incremento de amplitud del sistema linealizado (i.e. su HFinstabilidad) es
suficiente considerar las soluciones asintéticas formales del problema de Cauchy (4.86) hasta el
orden O (R") (N < 00). Por lo tanto en lo que sigue se presentan los resultados obtenidos por
los métodos asintdticos en el caso cuando en los puntos de cambio de multiplicidad aparecen
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cajas de Jordan. Las soluciones asintéticas obtenidas se llamardn FAS (abreviacién en inglés -
Formally Asymptotic Solutions). Para poder aplicar los resultados obtenidos a unos sistemas
mas generales (por ejemplo la ecuacién de LMHD), se generalizan las propiedades de los valores
propios y de los vectores propios del LSHD.

Ahora se definirdn unas condiciones sobre el simbolo Z?:1 Aj(x/)fj tales que el sistema
linealizado de Maxwel y el sistema LHD los satisfacen. Sea N := {(z’,ﬁ/) | det @ (z’,f/) = O}
el conjunto caracteristico del simbolo @ (2',¢’) del sistema (4.77) y denote por £ C Ri??
conjunto sobre el cual la matriz @ (x' , 5’) tiene una caja de Jorddn y sus raices caracteristicas

cambian multiplicidad. Suponga que en Ri?é?\z las raices caracteristicas de la matriz @ (33’ , {’)

al

tienen una multiplicidad constante.

El conjunto ¥ se llama el conjunto de multiplicidad y suponga que ¥ # &. En los puntos
(2/,€') € N\ X la solucién asintética del problema (4.77) puede ser calculada por el método
WKB (ver [33],[22]).

Suponga que det @ (x’, f’) = H";:l (Aj +n) . Denote por 3 la proyeccién del ¥ sobre Riiﬁgl.
Evidentemente, ¥ es el conjunto de los puntos (z’,£) en los cuales coinciden algunas dos raices
caracteristicas, i.e. Ay, (2/,€) = N (27, €).

En lo que sigue las construcciones asintéticas se hacen en una vecindad €2 conica con respecto
a & del conjunto X; y se obtiene el teorema de existencia bajo las condiciones siguientes.
Condicién 19 (Condicion de reduccion local) Suponga que 3q ORZ/H es un conjunto compacto.

Suponga que Y1 es una variedad de la clase C™ fuera de los puntos & = 0. Sea A\ (xl,ﬁ) el
valor propio de multiplicidad r del simbolo matricial A (ml, f) = Z?:l Aj (ccl) &, y suponga que
existen r vectores propios e; (x/,§> .4 =1,...,r, que corresponden al valor propio A1 (x/,§> en
R?le\El. Suponga que Ay € Sl(Ri}’zl) ye; €5° (Rifl’zl) para j = 1,...,r. Ahora, sean Aa, \3
€ Sl(Rin'gl) otros valores propios del simbolo tales que

Atlsy = Aals, = Aslsis A1 # A2, AL # Az, A2 £ A3 en Riilzl\zy

Sean e,y1,e,12 los Unicos vectores propios que corresponden a los valores propios Ao, A3z en
Ri??\xl. Suponga que

i1sErrg € SO (Rm;ﬂ) : Era1 — Ert2 g0 (Rw) ; Er+1 — Er42 0, 4.87
e —+1 e +2 z’ & |£| AQ . )\3 z' & |£| )\2 o A3 - # ( )

{A1, A2} Isy # 0, {1, Azt sy # 0,{A2, A3} |5, # 0. (4.88)

Ademdas se supone que el simbolo A(:c/,é) no tiene otros valores propios distintos de Ao, A3 y

que coinciden con A1 sobre el conjunto ¥1. Suponga que los demds valores propios Ay, ..., Ak
del simbolo A (azl,ﬁ) no cambian su multiplicidad y pertenecen a la clase SO(R??). Suponga

también que los vectores propios e,4s, ..., e, que corresponden a estos valores propios pertenecen
a la clase ST(R*7H1).
z' €

Definicion 9 Sea S, ,, el conjunto de los puntos (z/,&) C R x R tales que:

E>\1A2 = {1",5 : )‘1 = A27>\1 7é >\3}7
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Y S€AN Lx,xgs LAods Y Lh; Aahgs 10§ conjuntos en R;L,H X R’g definidos como

2)\1)\3 . :{x’7§:)\1:)\3,)\17é)\2},
Yaons ¢ =12 &: A=A, A0 A M},
E)\1>\2)\3 . :{.23/,52/\1:/\2=>\1:)\3}.

Definicion 10 Sea S, (V), V C R;‘,ﬂ, una clase de stmbolos e (t,x,€) tales que:
i) e € O <RZ/+1 X R?) , Ug Sopyr e(2/,6) CV,
0 e(t,m)‘ < Cpgh 14D | con 4 < 172, he (0,1], ||, ]q] < oo.

Z’L) SOngg

Definicion 11 Un conjunto 2 C R;L/‘H X R? se llama no singular para una funcion ¢, si para
todo e (t,x,&) € Sy (V) NC (Q) se tiene que

. 0
‘ are <t,x, Zham) 10)

Definicion 12 Un frente de onda WF¢ de ¢ es el complemento de todos los conjuntos no
singulares en RZﬂ'l x Rg.

~ O (h™).

L2

Ahora sea T(ac/,§) una matriz tal que sus columnas 1,...,7,7 + 2,...,n, estdn formadas por
los vectores propios e;,j = 1,...,7, 742, ...,n, del simbolo A (x/, f) y la (r 4+ 1) —ésima columna
estd formada por el vector [¢] “5I=5+. Sea T(z',—id/0x), Az, —id/dx), T~ (x', —id/dz) el
operador pseudodiferencial correspondiente al simbolo T'(x , &), A(z , &), T 1 (x ,€). La solucién

asintética del problema (4.77) se busca en la forma u = T'(x , —id/0x)v. En este caso la funcién
v satisface el sistema hiperbdlico

—10v/0t + B(t,x, —ih0/0x, h)v = 0(h*), (4.89)

con unos datos iniciales. El operador h~!'—pseudodiferencial B tiene el simbolo b(xl,@h) =
Soneo hiok(x ,€), bz, &) € Sl_k(R?zl), y el simbolo principal tiene la forma

Ko o / MI000
b() = |: (1)1 bO :| ;b?l(x ,f) = 0 /\2 d . (490)
22 0 0 X3

Aqui I es (r xr) matriz identidad , d = |£|. Cambiando la base es posible transformar el elemento
d en una funcién arbitraria de la clase S 1(Ri7“£1) que no es igual a cero sobre ¥, ademds se
tiene que 9mO(h™®)(t, )/ 02 € C(R? x [0,T], [0™O(h>)(t,x)/d" 92| < CnhY para
todo N € N .

El elemento bi+27r+1(x ,€) de la matriz by(x ,&,) juega un papel importante en lo que sigue.
Sea

0= _ib}“+2,r+1d/ {)‘27 Ad} )V = HXIJI;H Re U(xlv f)
Usando el método descrito en el libro [25] se obtiene el lema siguiente.

Lema 19 Suponga que se satisfacen las condiciones 4.65,4.87, 4.88. Entonces existen simbolos
matriciales Py (z,§) € S™" (Qpe),0 < r < 00, tales que:
1) Py (x,€) es una matriz invertible;
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2) Sustituyendo uw = Pv, donde P es un operador pseudodiferencial (P.D.O.) correspondiente
al stmbolo P = Zi\;o P,, el sistema (4.77) se reduce al sistema

ov 0
- —— = <t < .
8t+b(m’ zax>v 0, 0<t<T, (4.91)

microlocalmente en Qy ¢. Aqui b (x, —ia%) es un operador P.D.O. con un simbolo diagonal por
bloques b (x,&) de la forma

1 1
b 0
b= { (1)1 bao ]’bn: ZNb(lll’b”: Z bs-
9=—

q=—N

Aq’LLZ b?] eS¢ (Qw,ﬁ) 7j =1,2, )

MO0
b= 0 X d |, (4.92)
0 0 X

donde I es (r X r) matriz identidad y d = |€|. Ademds, los espectros de los operadores bi, y by
no se intersectan.
3) Si el frente de onda de la solucion v (x,t) de la ecuacion (4.91) pertenece a g ¢ para todo
t € [0,T] entonces se tiene que
0 = 0
5 (Pv)+ > A (x) o, (Pv) = Ry41v,

donde Ry41 es un P.D.O. con el simbolo Ry41 (z,€) € S—(N+1) (Qze).
Note que cambiando la base se puede transformar el elemento d en (4.92) en una funcion
arbitraria de la clase S* (Qy.¢) que no sea igual a cero sobre ¥.

La construcciéon de FAS se reduce a la construccién de dos FAS para las ecuaciones (4.91)
con simbol_os b11,ba22. En lo que sigue se construye FAS para el problema de Cauchy v|i—¢ =
¢ () exp (%So (x)) s € C§° (R™), Sy € C (R™);

v 0
—i)—+ B ,—i— v=0,0<t<T, 4.93
(=) G0+ B (=i ) o (1.93)
donde el operador pseudodiferencial (P.D.O.) Bj; tiene simbolo by1. Sea Ag una variedad de
Lagrange en €, ¢ definida como Ag = {o = z¢,& = VSy (20) : zo € Supp ¢}.

Se construye FAS del problema (4.93), en ”p”-representacion con respecto a t, andlogamente
con la representacién integral para las funciones de Weber (ver [28]).

Se usarédn los operadores h=1—P.D.O. (ver [19]) tales que

A (m, lhc’?x) u(z) @ = (27r1h)”/eXp (;5 [z — y]) a(z, &) u(y) dydé =
(2%)" /eXp (@ [z —y]) a (2, hn) u (y) dydn.

Multiplicando el sistema (4.93) por h se obtiene que

0
(—ih) % + B, (a: —ihi) v+ Y wlIBY (x —z’haax) v =0, (4.94)

q=-
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con los mismos datos iniciales como para la ecuacion (4.93).

Sea U(t) el grupo del operador unitario generado por la extensién de Friedrichs del op-
erador P.D.O. simétrico A(z, —ihd/dz)+ A*(x, —ihd/0z) (aqui * denota el operador formal-
mente conjugado). La solucién se busca en forma v = Uw. En el dominio [A\y — 3| < h1/279
t] < /270 0 < § < 1/8 la funcién w se busca en ”p”-representacion con respecto a t :

wit, z,h) = /C expli/h~[tp + S(p, 2))}@(p, z, h)dp, (4.95)

aqui el contorno C' pasa a lo largo del eje real y por debajo del punto p = 0 a lo largo de la
circunferencia del radio 7 = h/2¥2%. Sobre el contorno C' se tiene que [p||, < h'/?7%. En el
dominio [\y — A3| > h'/2792 1a funcién w puede ser construida por el método WKB esténdar.
Estas dos soluciones se unen usando la particién de la unidad. .

Se definen los simbolos siguientes \;(t,z,£) = (A\j — X2) 0 gh(z,&), 7 =1,3, d : = d o g(x, &),
donde gi(x,€) es el flujo de Hamilton generado por el Hamiltoniano Ay. Los componentes de la
funcién vectorial y := exp{i/h~1[S(p, z)]}@w(p, x, h) satisfacen las ecuaciones:

r+2 __ r+2 __

(P+M)y; = —hY_ Bixyks pyrnt +dyess = —hY_ Briiwysi (4.96)
k=1 k=1
2 2
P+ A42)yrt2 = —hY Bryopyes j=1,.0r
k=1

donde Ej,k son unos operadores h~1—P.D.O., y Xj = Xj(iha/ap,x, —ihd/0x). La solucién se
busca en la clase de funciones exp{i/h~[S(p,z)]}w(p, z,h), con las funciones de fase S de la
clase C'° y las amplitudes singulares de la forma

M

P78 > (h/pY R (Inp)'pFe iz, h) p, M < oo. (4.97)
k,l,j=0

donde ¢y (2, h) son polinomios en h con coeficientes C>°(R"), y la funcién o(xz) € C*. Si las
funciones yi, k # r + 1, pertenecen a la clase anteriormente definida es posible determinar la
funcién ¥, hasta la precisién A7Vt para un nimero v > 0:

~ Akl , = S =
Yrir = —p dyra+ Y (—1)p (hplBrH,rH) (=dyria—h > Brovgyr)  (498)

j=1 k#r+1

Sustituyendo la expresion (4.98) en las ecuaciones (4.96) se obtiene que la fase S(p, z) tiene que
satisfacer una de las ecuaciones p + \;j(—95/0p, z,05/0x),j = 1,3, y las amplitudes satisfacen
ecuacion de transporte con coeficientes singulares. Las soluciones de esta ecuacién de transporte
pertenecerdn a la clase (4.97).

Sean b(()n) i (z,€) los elementos del simbolo matricial by, (z,&), correspondiente al operador

BY, de la ecuacién (4.94). Los cdlculos directos implican que
0= _ib?ll)r+1,r+2d/ {)‘27 /\3} (CL’, VaS(p,2)).

Sean A; (t),j = 1,2,3, las variedades g% (Ag),j = 1,2,3, donde g} son los desplazamientos a
lo largo de las trayectorias de los sistemas de Hamilton con Hamiltonianos A;, j = 1,2, 3, respecti-
vamente. Suponga que en un punto (xg,§,) € Ao del espacio de fase Ri’fg la trayectoria gt (o, &)
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intersecta a la variedad ¥ para un &) = t (o, ;) . En este momento se consideran las trayectorias

_4d J
g,tc t? (acj,fj) que salen del punto (xj,ﬁj) = g;'-o (z0,&), para k # j. Estas trayectorias nuevas

_4J
g,i % (xj, & j) se llamarén las trayectorias generadas. La familia de las trayectorias generadas

{92_% (2,&) : (5,€5) = 95] (@0, 80) » (w0, &0) € Ao, K #j}

forma una nueva variedad de Lagrange Aj; C ]Ri"g
Suponga que en el momento de tiempo inicial el vector de los datos iniciales tiene la forma

6= {0,,0,1, (A = 22)/ad}"| o (@) exp{in ™ o).
0
Resulta que el frente de onda del término principal de FAS se concentra sobre las variedades
Ag (t) ,Agg y A13. Supong‘a que
A3 (t) ,A23 (t) 7A13 (t) C Qx75 para 0 <t <T

¥y que
Ay C Qw)g, ANY=2.

Ademds suponga que en el momento de tiempo ¢ se tiene que
As()NE=2,A3 () NS =2,A3(H)NE =02,

y la variedad Aj (t) intersecta a ¥ para un ¢ tal que 0 < t; <t < t. Para simplificar el razonamien-
to es posible suponer que las variedades As (t), Aas (t), A13 (t) tienen proyecciones difeomorfas
7w, de Ri”g sobre el plano £ = 0, para todo t € [O,ﬂ . Esto significa que no hay puntos focales.
El caso general puede ser investigado usando el operador canénico de Maslov.

Teorema 13 Existe una solucién FAS del problema (4.94) de la forma:
1) Para t €10,1) la solucion FAS es la solucion asintdtica WKB

FAS (w,t,h) = C(2,4){0,...,0,1, (A3 — X2)/d}}, )

exp (hS (mv@) (1+0(h); 97C (x,t) € C5° (R"),0 < a < o0, (4.99)

donde S3 es la funcion de fase sobre la variedad A3 (t) = g4 o Ao;
2) Suponga que Reo (z,8) |a, . — 1/2 < 0. Para los momentos de tiempo t > t la solucién
FAS tiene forma

—t8(11‘~’31) ~

FASy (z,6,h) = h-Y/?oo0 O (z,1){0,...,0,1,0}"

X exp (2523 (x,t)) (14 0(1)), (4.100)

donde Sa23 es la funcion de fase sobre la variedad Asg, gt*tg(whgl)(;pl,{l) = (z,0823/0x), y
o(1) — 0 cuando h — 0.

Eziste una funcion ¢y (x) € C§° (my (Qu¢)) tal que [, |FASN (x,t, h)|* dz > h=° para t >

x

7
FASy (z,0,h)> dz >

uniformemente con respecto a h € (0,1], sin embargo se tiene que 8 > fR”
a, para 0 < a, B < 00
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3) Los residuos en las formulas (4.99),(4.100) son unas funciones de la clase C§° que satis-
facen las estimaciones siguientes

82920 (hl)‘ < Cy g bl IEI7lel,

4) FASN existe para todo N < oo y satisface la ecuacion (4.94) hasta la precision O (hN)
(N < 00).

4.4. Dos formas modelo para el problema de Cauchy de
un sistema lineal real hiperbdlico simétrico de primer
orden

Considere la solucién asintética del problema de Cauchy de un sistema lineal real hiperbélico
simétrico de primer orden con los datos iniciales de alta frecuencia, i.e.

0 0 B _ iSo
Q <t,x, —zha, —zhax> u=0, ult=o = dexp ( A > ) (4.101)

Aquiu e CF a2/ = (t,2);¢ = (n, &) ;e e R EeR y
Q&) :=Ao(@)n+ > A (2)&, + B ()
v=1

es un simbolo matricial de orden k hiperbdlico con respecto a 7 .
Suponga que A, Agl, A,,BeC®R2);¢ € CF (R") y Sy € C®(U), donde Supp ¢ C U.
Sea N el conjunto caracteristico del simbolo @ (2,¢') , i.e.

N := {m',f/ cdet @ (x',{') = O},
y denote por X el conjunto siguiente:
Z ={(2/,¢) e N:dim KerQ (2',&') > 1} .

En los puntos (x’@’) € N\ X la funcién det Q (m’,é’) tiene ceros simples (con respecto a la
variable 1), y es posible calcular la solucién asintética del problema (4.101) usando el método
WKB (ver [33],[19]).

Suponga que det @ (1:’,5/) = H?Zl (Aj +n). Evidentemente, ¥ es el conjunto de los puntos
(z,m,€) en los cuales coinciden algunas dos raices, i.e. Ay, (2,€) = A (z,€) . Por lo cual se tiene

que 71 = Am (SC,é-) =X\ (xag) .
Evidentemente en el dominio Rifg\Z las raices \j,j = 1,...,k, pertenecen a S* <R§”£\E) .

Sean e; (2/,€),j = 1,..., k, los vectores propios de la matriz Aal >on_, A€, que pertenecen a la
clase S° (Rf&\E) .

Suponga que la variedad de Lagrange
Ay = {LE7£ T :$0,§= VS()(:C()),CEO S U}

no intersecta al conjunto X, i.e.
YNAy=2. (4.102)
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En este caso existe T € Ri_, tal que para 0 <t < 7T la solucién asintética WKB del problema
(4.101) tiene la forma

k .
UN = Z_;exp (;Ls,- (9«%)) ej (¢',€) le=vs; Cj (x,1) {1+ O (h)},

y
QUN =0 (hN) .

Aqui para un ¢ fijo los residuos y todas sus derivadas pertenecen a C§° (R™), y se tiene que
100020 (V)| < Cagh™N =171, 1020050 ()| < Caght =181,
Las funciones de fase S; se determinan a partir de las siguientes ecuaciones de Hamilton-Jacobi

dS;
aTj +Aj (2/,VS;) =0, Sjli=o = So (z),

y los coeficientes C; se determinan a partir de las ecuaciones de transporte.
Durante la propagacién de ondas las variedades de Lagrange

Aj(t) = {z,&lz = 2,§ = VS (2,)}

pueden intersectar el conjunto de multiplicidad .

En el caso cuando en una vecindad del conjunto X las raices caracteristicas \; y los vec-
tores propios no pierden suavidad la solucién asintética puede ser construida usando el método
desarrollado en el trabajo [5]. Sin embargo en el caso general en una vecindad del conjunto ¥
las raices coincidentes pierden su suavidad sobre Y. Se demuestra que es posible resolver estas
singularidades pasando en ”p”-representacién con respecto al grupo de variables y usando unas
amplitudes singulares y unas funciones de fase singulares.

Bajo la siguiente suposiciéon (Suposicién A)

dimKerQ (¢/,¢) [ms = 1,

dim KerQ (x{),glo) s = 2

rank Hessdet Q|(r/ &) = 3,
0°50

para (xg, 56) € 3, n > 3, el sistema (4.101) microlocalmente (i.e. en una vecindad cénica a7 ¢/
con respecto a &') se reduce a dos formas estdandar (ver [34]). Por lo tanto es necesario desarrollar
unos métodos asintéticos adecuados para estas formas estandar.
Primero se describen estas formas estdndar y después el método asintético correspondiente.
La Suposiciéon A implica que existen operadores P.D.O. A, B tales que al multiplicar la
ecuacion (4.101) por la izquierda por el P.D.O. A y por la derecha por el P.D.O. B el simbolo @
microlocalmente (en Q,; ¢ ) se reduce a la forma

P 0
AQB = ~ 4.103
=7y 5 ) (1103
donde P (x’,f/) es (2 x 2) matriz con el simbolo principal real simétrico Py (:r’,{') de la clase
St (Q%,%) y el simbolo principal @ (x’,f’) e St (Qxéy%) de la matriz @ es eliptico en €,/ ¢ .
Evidentemente, la matriz simétrica Py (x' , f’) siempre puede ser representada en la forma

P1($/75/):|:q+r i :|7

S q—r
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donde ¢, 7, s € S* (Q2yy,¢) son de primer orden y homogéneos con respecto a £'. Se tiene que
det P, = ¢* — (52 + 7’2)
y los valores propios de la matriz Py (2/,£) son Ay = q &+ Vr? + 2.

Esto implica que en {2, ¢ se tiene que

detQ = (¢* —1* = s*) Q1 (¢/,¢') , con Q1 (2/,¢) |Qw€)y£6 # 0.

Note que rank Hessdet QQ = 3 siy sélo si Vg, Vr, Vs son linealmente independientes. Denote por

H,, H,,H,, H, los campos vectoriales de Hamilton correspondientes a los Hamiltonianos p, 7, ¢, s

(en el espacio Ri"ér,z), respectivamente. Por lo tanto se tiene que H, = 2(qH; — rH, — sHy).

. / . . .
Este campo vectorial es igual a cero en los puntos (z’ € ) € X. Esto implica que se tiene una
linealizacién definida de manera invariante:

L=2(dg® Hy—dr® H, —ds® Hy)

sobre 3. Note que L es un endomorfismo lineal sobre T{,/ ¢/ (R2"+2) . Calculando el polinomio
caracteristico sobre la base H,, H,, H, se obtiene que éste tiene un valor propio igual a cero y
dos valores propios A que satisfacen la ecuacién (ver [34]):

N =4 ({r.al + {s,0) ~ {r.5)’).
En el caso cuando A # 0 se tienen dos casos diferentes:
a) N >0 {rs}? < {r,¢}° +{s,0}"; b) N’ <0 {rs}’ > {r,¢}" + {s,0}".

Multiplicando el simbolo P (x’ , f') por simbolos matriciales A, A® elipticos en 2y, ¢ con los

elementos en S~ 1/4 (Qw/’g/) es posible reducir el problema con la precisiéon hasta unas funciones
planas sobre ¥ N U, al problema con el simbolo

P:{‘ITT ;ﬂ}, (4.104)
s q-T
donde las funciones ¢, 7, s satisfacen las condiciones
X< 0&{q 7 ={35 =0y {5} = +1; (4.105)
Mo> 0e{gr={r3=0y {5,§ =1 (4.106)

Note que los coeficientes a, b, ¢, d dependen de todos los impulsos &', i.e. de 1, &.
Ahora se calculan las funciones ¢, 7, s para la ecuacién de cristalo6ptica (ver [8]). Sean e =
10:5€5]| el tensor de la permeabilidad dieléctrica y p la constante de permeabilidad, entonces se

tiene que
10(eE 1 O0H
- (gt ) =rotH, o = —rotE, div(eE) =0, divH =0,

donde H, E son los vectores de campo magnético y eléctrico, respectivamente. Suponga que
e1(z) > &2 (x) > 3 (x) ;e (z) € C* (R?). Se introduce la notacién siguiente:

1 1 1 1 1 1
Al = — - — >0, A= — - — <0, Al=—— — >0;
pes  pe2 per HeEs pe2 per
g - &6 €-6 -6
pe f1€2 pes

X = {1l & + (A8 + 4665)} {142 & + (Ar6) — As)’
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Sobre la esféra || = 1 el conjunto de cambio de multiplicidad ¥ es la suma de dos conjuntos
disjuntos:

E+ = {xa€:§2:0a A1£1+A3§3:0}a
¥ o= {x,§:6,=0, 1§ — A3é; =0}

Considere la funcién

VU £ VX = VT 1i\/5:ﬁx1i\/\/§x2’

donde x, (#,€), X3 (z,€) € 8% y VI, \/X/W € S".

En una vecindad de ©F se introducen las funciones g, 4, s+ tales que

q=n-V¥y,

|Ag|? €2 + (Ar6, T Asgy)?

r+ = |A2|£2\/>72 U ’
2 2 2
s+ = (A& £ Ass) \/E|A2| 2t (1‘311151 T Asts) .

Por lo tanto los valores propios de la segunda variacién del sistema dindmico de Hamilton con el
Hamiltoniano ¢? — r3 — s% (en los puntos de ¥) determinarén las formas normales.

Con la precisién hasta unas funciones planas sobre ¥, i.e. con la precision hasta O (|77 + |3]™)
(ver [34]) el simbolo principal P; del operador (4.103) se puede reducir a las formas (4.104), donde
las funciones ¢, 7, s satisfacen las condiciones (4.105) 6 (4.106).

Usando el teorema de Egorov (ver [36]) y los operadores integrales de Fourier se puede reducir
(ver [34]) la construccién de las soluciones asintéticas locales (ver [28]) del problema (4.101) en
el caso (4.105) al problema de la construccién de las solucién asintética del problema de Cauchy
con los datos iniciales de alta frecuencia para el sistema

ou —iz2 oz (i) 2 ] - ~
—i— + Oz, C g 9% lu+ Piu+ Pou+ ... = O (h™). 4.107
o {xl(_%gz i o () (4.107)
Aqui el simbolo del operador P.D.O. P, es una funcién plana sobre XN Q5 [€5] /[§] > Cte. > 0,
Yy Pu€ St (o), p=0,-1,-2,....

En el caso (4.106) el problema (4.101) puede ser reducido al problema de la construccién de
la solucién asintética de problema de Cauchy con los datos iniciales de alta frecuencia para el
sistema o B

—f— *1 T2 P, P, .. = ). 4.1
28t+[t(—i)aa iai u+ Piu+ Pyu+ O (h™) (4.108)
T2 T
Aqui el simbolo del operador P.D.O. ]31’ es una funcién plana sobre ¥N Q. ¢ |5/ [§] > Const >
0,y Py € S" (Quygp) -

En esta seccién se considera el problema (4.108). Se propone considerar el problema (4.108)
directamente sin reducirlo a una ecuacién con un simbolo principal escalar. Sea h = 1/ [£| y se
consideran los operadores h~!—pseudodiferenciales (ver [19]):

0
A<x,—zhax)u : —(27/ X
1

i [ e € @)@ ou ) dyde =
7 /exp%(n, (z —y))a(z, hn)u(y) dydn.

(2m
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Multiplicando el sistema (4.108) por h se obtiene que

o[ i ) ] (2
,zha+h { t(—i);% i% 2 |u+ Z h*~7P; @' —ig s u=0. (4.109)
1 j= N

Como se investiga la transformacién del plano de onda al pasar el dominio de cambio de multi-
plicidad se consideran los datos iniciales de la forma

. n n
ult=r = ¢ () exp %ijwj i |lwa| > Const > O;Zw? =1L;7<0;¢€C5°(R"). (4.110)
j=1

j=1

Note que el simbolo principal del operador P; satisface la estimacion (ver [34])

|P| < Cp Z n°t?¢]|, para todo m < co. (4.111)
a+B+y=m

. . . . . . l

En lo que sigue se considera la solucién asintética v tal que (fzh%) v=0 (h(l/Q*‘s)l) y en

el espacio de fase el soporte (ver [28]) de esta solucién asintética esta contenido en el dominio
|€,] < RY279 || < h'/?7%. En este caso la estimacién (4.111) implica que

P (m’, _ihaax’) v=20(h™).

Los resultados obtenidos en [28] implican que para |wq| > Ch1=9/2 5 >0 6 |t| > h'/?70 es
posible aplicar directamente el método WKB al problema (4.109),(4.110). Por lo tanto ahora se
considera la solucién asintéticas del problema (4.109),(4.110) en el dominio

It] < BY270: jwy| < RE=9/21 1wy > Const > 0, con 0 < § < 1/7. (4.112)
Sea
1 1
U=| i %
Vz2 V2

y se busca la solucién del problema en la forma

) - t2OJ2
u = expﬁ E wjxj—i—T Uvw,
Jj=1
! / <Z t) ( h)d, <0 (4.113)
= —— [ exp| — w (x,p, , con w . .
Vorh Jo p hp p D 2

Aqui el contorno C' con p = h'/?13%/2 est4 presentado en la Figura 11
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tip,

h 1/2-4/36+¢ h 1/2-4/36+¢

N
Cd

P=p:*ip,

Figura 14

Para wy > 0 es necesario sustituir w; por —w; en la férmula (4.113) y considerar el complejo
conjugado de w. La funcién w es analitica con respecto a t para |p| < h'/27% y es igual a cero
para |t| > 2h'/27%, El método de Maslov se basa en la representacién de Fourier de las funciones
de Airy y el método propuesto en esta seccién se basa en la representaciéon de Fourier de las
funciones de Weber. Por lo tanto es necesario trabajar en una vecindad pequena del punto p = 0,
con respecto a h.

Para la funcién w (z,p) se obtiene la ecuacion siguiente

p w1 ihd (<ingly)  —ihg:
L penlog) cinging (ingts)
1
PN 0 0 0
1- : : ; ; —
Z h -7PJf <x, —zha—p,p, _ZhaT:l + Wi,y _Zhaxn + wn> w=0. (4.114)

j=-N

Este sistema se resuelve asintéticamente usando que sobre el contorno C' se tiene que
[Tmp|c| < RY/2H30/2 pL/2430/2 < |pl 0| < WM/2701 0 < 6) < 6. (4.115)

Note que para obtener la estimacién

1
1+

> =, para |wi| < A2,y < 1/7,

DN | =

wi
P2C

el contorno C con p = h'/2139/2 e sustituye por el contorno C con p = hY/2t7=¢ y con 0 <

(v—e) < 1/1.
Aplicando el método WKB la solucién w se busca en la forma de una serie formal

0 (£50)) S8 @), (4116
j=0

donde la fase S tiene la forma
S(p) =L - Ly, (4.117)
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y las funciones f; satisfacen las estimaciones
% h‘alﬂﬁ‘agaffﬂo‘ < Cy ghAUal+I8)+45,

para x € K € R", y A es un nimero positivo. La fase se elige tal que al sustituir (4.116) en la
ecuacién (4.114) el stmbolo principal matricial obtenido

[ P t‘fl] (4.118)

w
L

tiene un valor propio igual a cero. Los vectores propios e1, ea de la matriz (4.118) son de la forma
e1=(-w1/p,1)", ea = (Lw1/p)"

con los valores propios A\; = 0 y Ay = p + w?/p, respectivamente. La matriz adjunta de (4.118)
tiene los vectores propios

ef = (—wi/p, 1)/ (1+w}/P?), e = (Lwi/p) /(1 +w}/p?).

Evidentemente, se tiene que (e;,e;) = d;x. Ahora es posible aplicar el método WKB estandar
para calcular las amplitudes f;. El término principal fy es igual a e;Cy (z, p) , donde el coeficiente
Co (x,p) se determina a partir de la condicién de solubilidad de la ecuacién con respecto a fi.

Poniendo formalmente igual a cero a las expresiones que multiplican a h’ se obtienen las
ecuaciones para las amplitudes f;. En efecto para fi se tiene que

P w 0 _i%
2| Nt o 2o (12 Jot
W = Zam w2 Zap (4119)
2
+P} (a:, b+ anipwi, --~,Wn) fO} =0.

Para obtener la solucién asintéticas del problema de Cauchy de la ecuacién (4.108) se usan
dos soluciones asintéticas. La primera es de la forma (4.113) y la segunda es

N 2 11
U_ = exp % ij:rjf% U_v_, U_ = f _\/51]
j=1 V2 V2
1 i
v = exp | —pt | w_ (z,p,h)dp, ws >0, 4.120
N p(hp> (z,p, h) dp, w2 (4.120)

w_ = exp (hS (p)) ;0 W [ (2,p). (4.121)

Aquf la fase S (p) tiene la forma (4.117) y las amplitudes f;” (z,p) se construyen andlogamente
como las amplitudes f; (z,p). Para wy < 0 es necesario reemplazar w; por —w; en la férmula
(4.120) y considerar el complejo conjugado de la solucién asintética (4.125).
En el método WKB la condicién de solubilidad de la ecuacién con respecto a f; se llama la
ecuacion de transporte y tiene la forma
2&}2% + 2w1 800

21000 i o O = 0, 4122
ap P 81'1 Z( 061761)00 0 ( )
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Para resolver la ecuacién (4.122) se aplica el método caracteristico estdndar

@_2 dm1_2w1.

dr P ar p’

y se obtiene la solucién siguiente
w1 0
1 =—Inp+2aj.
w2

Como se tiene que
|wiInp|,| < AY/27A/2) (4.123)

entonces usando la extensién cuasianalitica de los datos iniciales y el coeficiente (Pjes,ef) (ver
[37]) se obtiene la siguiente solucién de la ecuacién (4.122) con la precisiéon hasta O (h*°):

i (P
Co (z,p) = C(xo (x,p),po) exp o / (Pyer,er) (zo (z,7),7)dr.
Po
Aqui

W1 .
:E(f =x — w—lnp;x?- = x; para j > 2.
2

Asi se obtiene que
fo=Co(z,p)ei(p).

Por lo tanto es posible calcular las amplitudes f; paso por paso. El siguiente teorema es vélido.

Teorema 14 1. Para 0 < 0 < 1/7 existen A(6) > 0 y las funciones f;, f; para j € Zi,
los cuales son funciones polinomiales con respecto a p,p~!,Inp y tienen coeficientes de la clase
C*> (R}) . Las funciones fj, f; satisfacen las estimaciones (4.115), (4.123) sobre el contorno C
y la funcion

UN = u} + Ups

donde

. n 2

I ) t“wsy 1 .

uy =exp | — ij:cj +—|U / exp (ipt) wy (p, z, h) dp, (4.124)
h = 2 V27mh Jo

_ i< 2wy 1 / ,
Uy =exp | —— wir; — —— U_.—— [ exp(ipt)wn (p,x, h)d
N = €xp h;” 5 mcp(p)zv(p ) dp

) Ny
WN = exp (25(1))) Zhjfj, con Ny = {JZ} + 3, (4.125)
3=0

satisface el sistema (4.108) en el dominio R\ {t : [t| < h1/>7°} con la precision hasta O (h™).
Aqui
Supa:e]R"7‘t|<hl/2—5 |(9ta(950 (hN)| < C’aﬂhN*a*W.

2. Denote por P} (x’,f')ij los elementos del operador matricial P (w’,ﬁ') y sean Pj; sus

valores en el punto =’ = (z,0), & = (0,w). En este caso para t < —hY/?79 3wy < 0 se tiene que

i | & wat? T wr \?
ujl = exp 7 ija:j — 2T exp (—ZZ) l— (wglt> Py + P

j=1
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P. 2 _wi
S Py ——2 40 (|| ) | U 2 ). (4.126)
20J2t 1 1 w1 t 1
+ 1\ oot

. n 2 2
_ 7 wat T w
Uy =exp |3 E w;T; + QT exp (Zz) l <w21t) Po1 + Pro
Jj=1

P 2 w1
~ Py % FO (| 4 jwi|| Jnt] ) | U ( 2t (4.127)
2&)275 1 t 1
1 ()
Ademds, para py = —%, Lo = 21;32 t > hY270 4wy < 0 se tiene que

UN :u}—i—u;,,

2
u]f,:rexp ijmj w2t )U(U}V,U?V)T+Stp+,
)U (a}v,aﬁv) + StP~,

donde

uy = Poy (1 —expim (ug —2))T (,uo — 2) B wd (1 +0 <h51)) ;

-1 -2 1-p
U?V = —Py (1 —expim (g —3))T (%) h%tl z’ow% (1+O(h61));

_ Lo — 2\ |, m-3  2-i
Uy = —Po1 (1 —expin (2 —1p)) T ('%2> B “w? (1+0(h));

w? (1 +0 (h‘sl)) ;

. g — 1\, m-2 1-m
u?\,:—Pgl(l—expiﬁ(i%—uo))F(MOQ )h“ozztl =

y la expresion StP*, StP~ tiene la forma (4.126) y (4.127) en el punto t = h'/2=9 respectiva-
mente.

Para obtener la solucién asintética para ws > 0 es necesario reemplazar w; por —w; en la
férmula (4.124) y considerar el complejo conjugado de la solucién asintética (4.125).

Por lo tanto en el dominio |t| > h'/272% la solucién asintética puede ser construida por
el método WKB, y en el dominio |t| < h'/27% se tiene la representacién integral (4.124). La
representacién integral (4.124) en el punto t = h'/2739/2 e extiende por el método de la fase
estacionaria y después estas dos soluciones se pegan usando particiones de la unidad.
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