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ÍNDICE GENERAL II

Resumen

En el Capítulo 2 se considera el problema vectorial de Sturm-Liouville para sistema con
un parámetro pequeño cerca de la derivada. Se construyen las soluciones asintóticas para los
valores y vectores propias en el caso cuando el símbolo del problema tiene valores propios de
multiplicidad variable. También se determinan las condiciones de cuantización para el problema
de Sturm-Liouville en el caso de las características de multiplicidad variable.
Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con un parámetro pequeño cerca de la derivada

con la matriz de la forma A(t) + hB(t) se consideran en el Capítulo 3. En este capítulo se
desarrolló un nuevo método para la construcción de las soluciones asintóticas de multifase en el
caso cuando la matriz A(t) tiene tres o más raíces características que coinciden en el punto de
cambio de multiplicidad.
En el Capítulo 4 se considera un sistema de ecuaciones diferenciales parciales real hiperbóli-

co con un parámetro pequeño cerca de la derivada y se desarrolla un nuevo método para la
construcción de las soluciones asintóticas de multifase.



ÍNDICE GENERAL III

Abstract

In the Chapter 2 the vector Sturm�Liouville problem for the system with a small parameter at
the derivatives is considered. Asymptotics of eigenvalues and eigenfunctions for the case in which
the symbol of the problem has eigenvalues of variable multiplicity, and the quantization conditions
for the vector Sturm-Liouville problem in the case of characteristics of variable multiplicity are
constructed .
Linear system of ordinary di¤erential equations with a small parameter near the derivative

with the matrix of the form A(t) + hB(t) is considered in the Chapter 3. A new method of
construction of the multiphase asymptotic solutions for the case when the matrix A(t) has three
or more coinciding characteristic roots at the multiplicity point is proposed.
In the Chapter 4 a real hyperbolic system of partial di¤erential equations with a small pa-

rameter near the derivative is considered and a new method of construction of the multiphase
asymptotic solutions is proposed.



Capítulo 1

Introducción

Este trabajo de tesis está dedicado a la construcción de las soluciones sucesivas locales y
globales de las ecuaciones diferenciales, con un parámetro pequeño cerca de la derivada, de la
forma

L

�
x;�ih @

@x
; h

�
uN (x; h) = O

�
hN+r(N)

�
; x 2 
x � Rn; (1.1)

aquí h 2 (0; 1]; N 2 N0; x = (x1; :::; xn) ; O
�
hN
�
- es una función C1 (
x) con respecto a x, tal

que ��O �hN��� � CNh
N en (x; h) 2 
x � (0; 1]; (1.2)

uN =
PN

j=0 vj (x; h) ; donde vj (x; h) 2 C1 (
x) para todo h 2 (0; 1]; y vj (x; h) 2 C (
x � (0; 1]) :
Las funciones vj (x; h) en 
x satisfacen las estimaciones

jvj (x; h)j � Cjh
�j ; (1.3)

donde �j ! +1 cuando j ! +1: Se supone que r (N) es tal que

l��m
N!1

r (N)

N
= 0:

Note que de aquí se sigue que �j � �a2 (para una constante real a). De la estimación (1.3)
fue demostrado (en los trabajos de L. Hormander, Erdelyi) que existen funciones �nitas �j (h)
satisfaciendo

Sop �j+1 (h) � Sop �j (h)

y tales que la serie

u (x; h) :=

1X
j=0

�j (h) vj (x; h)

es convergente y la función u (x; h) satisface la ecuación

L

�
x;�ih @

@x
; h

�
u (x; h) = O (h1) en 
x:

La función u (x; h) se llama la solución asintótica con presición O (h1) : Pegando de algún modo
las soluciones locales en diferentes dominios 
x se obtienen las soluciones globales en Rn las cuales
se usan para obtener las condiciones de cuantización para los problemas de mecánica cuántica y
para demostrar los teoremas de existencia para los sistemas no estricamente hiperbólicos.

1



Introducción 2

Las ecuaciones con un parámetro pequeño cerca de la derivada surgen en la mecánica cuántica
(al elegir una escala adecuada). Por ejemplo la ecuación de Schrödinger para una partícula con
masa m en un campo externo V (x) tiene la forma:

� h20
2m
� + (V (x)� E) = 0;  2 L2

�
R3
�
;

al introducir una escala, i.e. x = l�; se obtiene la ecuación

� h20
2ml2

� + (V (l�)� E) = 0: (1.4)

En el caso en que el máximo V0 de la energía potencial es tal que

V0 >>
h20
2ml2

; V0 � E;

la bibliografía dice que el potencial cambia poco en un distancia del orden de la longitud de onda
de una partícula libre. Así multiplicando la ecuación (1.4) por V �10 se obtiene una ecuación con
parámetro pequeño

h2 =
h20

2ml2V0
;

cerca de la derivada, i.e.

�h2�� (�) +
1

V0
V (l�) (�) = � (�) ;

donde � := E=V0; y se supone que���� @k@�k
�
V (l�)

V0

����� � Ckh
�k; para � <

1

2
:

Las condiciones de cuantización son ecuaciones para serie de los valores propios �n; de la
forma

�n = �(h; n) +O
�
h2
�
;

donde � (h; n) es un funcional de las trayectorias de un sistema mecánico que será descrito más
adelante.
El problema de cuantización fue estudiado intensamente a partir del planteamiento de las

ecuaciones de Schrödinger y de Dirac, en los trabajos de W. Bor, Heizenberg, Neumann, Som-
merfeld, WKB (Wentzel, Kramers, Brioullin), Keller, Fock, V.P. Maslov.
En este trabajo se describen las condiciones de cuantización clásicas para la ecuación matricial

de Pauli, los cuales no han sido consideradas anteriormente.

1.1. Condiciones de cuantización en el caso de caracterís-
ticas de multiplicidad variable

Se considera el problema matricial de Sturm-Liouville siguiente:�
�ih d

dx

�2
y +A(x)y = Ey;x 2 R1; y(x) 2 L2(R1); (1.5)
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donde y 2 Cn;h 2 (0; 1] es un parámetro pequeño. El problema matricial de Sturm-Liouville
surge en mecánica cuántica y en la nanotecnología, veanse los trabajos de [1], [2], [3].
Sea A(x) = A(x)� una función matricial de dimensión (n� n) de la clase C1(R1) y tal que

el operador (1.5) es esencialmente autoconjugado en L2(R1). Los valores propios de la matriz
autoconjugada A(x) se denotan por �j(x); j = 1; :::; n: Sean ej(x) los vectores propios ortonor-
males de la matriz A(x); i.e., A(x)ej(x) = �j(x)ej(x): Si sobre un conjunto abierto V� R1 la
matriz autoconjugada A(x) es una función analítica, se tiene que los valores propios y los vectores
propios de la matriz son funciones analíticas sobre el conjunto V . Por lo tanto se puede suponer
que se satisfacen las condiciones siguientes.

Condición 1 Suponga que la matriz A(x) tiene la forma A(x) = U(x) k�j(x)�ijkU�(x); donde
U(x) es una función matricial unitaria de la clase C1 de�nida sobre R1 y se tiene que �j(x) 2
C1(R1); Im�j � 0; son valores propios reales de la matriz A(x). Sea D el conjunto de los puntos
x donde los valores propios cambian su multiplicidad. Además suponga que D es un conjunto
discreto y la diferencia (�i � �j) de cualesquiera dos valores propios �j y �i que coinciden sobre
el conjunto D tiene un cero de orden �nito sobre D:

Condición 2 Sean j las curvas en el espacio de fase R2x;p de�nidas como:

p2 + �j(x) = E; j = 1; :::; k � n: (1.6)

Suponga que las curvas j son compactas y que la condición d�j(x)=dx 6= 0 se satisface para
todos los puntos x tales que �j(x) = E. Además suponga que sobre el conjunto (E0 � "; E0 + ");
" > 0; no existe un espectro continuo y que E 2 (E0 � "; E0 + "):

Condición 3 (Posición general) Suponga que se satisfacen las Condiciones 1 y 2 para j ; j =
1; :::; n; donde todas las curvas j son compactas, las ecuaciones �j(x) = E tienen una cantidad
�nita de soluciones sobre cada curva y que d�j (x) =dx 6= 0 en estos puntos. Además suponga que
sobre el conjunto de cambio de multiplicidad D se tiene que �j jD 6= E; j = 1; :::; n. Suponga que
cualesquiera dos curvas que se intersectan entre si tienen una cantidad �nita de intersecciones
y que los valores propios �j ; �q que coinciden sobre el conjunto D satisfacen que:

d(�j � �q)=dxjD 6= 0 para j 6= q: (1.7)

El índice de Maslov de la curva j se denotará por Ind(j(E)), vease [9].
En este caso en el Capítulo 2 fue demostrado el teorema siguiente.

Teorema 1 Suponga que la curva j se intersecta solamente con las curvas l� ; � = 1; :::; k �
n � 1; y que se satisfacen las Condiciones 1, 2 y 3. Sea E = E(h) una función de�nida sobre
(0; 1] y tal que E(h) 2 (E0 � "; E0 + "): Además suponga que en el intervalo (E0 � "; E0 + ")
el operador (1.5) no tiene un espectro continuo. Si para un número m(h) 2 Z y una constante
C > 0 se cumple que

1

h

Z
j(E)

pdx� �

2
Ind(j(E)) = 2�m(h); (1.8)

�����exp i
(
1

h

Z
i� (E)

pdx� �

2
Ind(i�(E))

)
� 1
����� � C > 0; � = 1; :::; k; (1.9)

entonces existen valores propios Eeg(h) 2 (E0� "; E0+ ") del problema de Sturm-Liouville (1.5)
tales que E(h)� Eeg(h) = O(h2):
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Es decir fue demostrado que en el caso de no resonancia (1.9) la condición de cuantización
coincide con la condición de cuantización de V.P. Maslov. Sin embargo las funciones propias en
el caso de cambio de multiplicidad di�eren de las funciones propias consideradas por Maslov, no
las presentamos debido a su complejidad.
Se proponen dos acercamientos para las condiciones de cuantización. El segundo método es

más general y puede ser aplicado para el caso cuando la matriz A depende de un parámetro
adicional por lo que en el caso general las raíces características pierden suavidad.

Figura 1

1.2. Sistemas hiperbólicos

Considere un sistema de la forma

@u

@t
+

nX
r=1

Ar (x; t)
@u

@xr
+B (x; t)u = 0; (1.10)

ujt=0 = exp
�
i

�
�

j�j ; x
�
j�j
�
� (x) ;

donde Ar (x; t) ; B (x; t) son matrices con los elementos de la clase C1 (Rn � [0; T ]) de dimensión
(m�m). En la ecuación (1.10) se introduce un parámetro pequeño h = 1

j�j multiplicando la

ecuación por
�
�i 1j�j

�
; i.e. se tiene que

�ih@u
@t
+

nX
r=1

Ar (x; t)

�
�ih @u

@xr

�
+ (�ih)B (x; t)u = 0; (1.11)

ujt=0 = exp
�
i

h
(k; x)

�
� (x) ; con k =

�

j�j :

Usando las soluciones asintóticas del problema (1.10) se construye una función G (x; y; t; �)
llamada parametrix que satisface la ecuación

@G

@t
+

nX
r=1

Ar (x; t)
@G

@xr
+B (x; t)G = F (x; y; t; �) ; (1.12)

Gjt=� = I� (x� y) ;
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donde F (x; y; t; �) 2 C1
�
R2n � [0; T ]

�
es el nucleo de un operador integral que actúa en el

espacio Hs; i.e. F : Hs ! Hs; para 8s 2 N; tal que s � s0 > 0: Esta función permite construir
la solución del problema de Cauchy en la forma

u =

Z
Rn
G (x; y; t; 0)� (y) dy +

Z t

0

d�

Z
Rn
G (x; y; t; �) g (y; �) dy: (1.13)

Evidentemente se tiene que ujt=� = �: Sustituyendo la expresión (1.13) en la ecuación (1.11) se
obtiene que

g (x; t) +

Z t

0

d�

Z
Rn
F (x; y; t; �) g (y; �) dy = f (x; t) +

Z
Rn
F (x; y; t; 0)� (y) dy;

i.e. para la función g (x; �) se obtiene una ecuación de Volterrá, que tiene una solución única.
A la ecuación (1.10) se le corresponde el símbolo matricial principal

L
�
x0; �0

�
= I�0 +

nX
r=1

Ar (x
0) �r; con x

0 = (x0; x) :

Se considera la ecuación característica que corresponde a este símbolo, i.e. la ecuación

detL (x0; �0; �) = 0; (1.14)

con respecto a la variable �0: Sean �j (x
0; �) ; j = 1; :::; �; � � n; las soluciones de la ecuación

(1.14). Evidentemente �j (x0; �) son funciones homogeneas con respecto a �; del orden 1 y

detL (x0; �0; �) =

�Y
j=1

(�0 � �j (x0; �)) (1.15)

De�nición 1 El sistema (1.10) se llama un sistema hiperbólico si se tiene que

Im (�j (x
0; �)) = 0; para todo (x0; �) 2 R2n+1; j = 1; :::; �: (1.16)

Ahora se de�nirán los sistemas no estrictamente hiperbólicos.

De�nición 2 Un punto (x0; �) 2 R2n+1 se llama un punto de cambio de multiplicidad del
sistema (1.10) si toda vecindad del punto (x0; �) contiene a un punto

�
x0; �

�
tal que la ecuación

detL
�
x0; �0; �

�
= 0 con respecto a �0 tiene más raices que la ecuación detL (x

0; �0; �) = 0:

De�nición 3 El sistema (1.10) se llama no estrictamente hiperbólico si se cumple la condición
(1.16) y el conjunto de los puntos de cambio de multiplicidad del sistema (1.10) no es vacio.

En lo que sigue el conjunto de los puntos de cambio de multiplicidad del sistema (1.10) se
denotará por �:
Se sabe que en el caso en que las raíces �j son suaves de (1.15) se sigue que

rx0;�0L
�
x0; �0

�
j� = 0: (1.17)

La teoría de las ecuaciones hiperbolicas fue desarrollada en los trabajos de Sobolev, Lere,
Krice, V.P. Maslov, L. Hormander, etc. Los sistemas no estrictamente hiperbólicos fueron inves-
tigados en los trabajos de Levi, Oleinik, Ivrii, Kucherenko, Kumano-go, Melrose, G.Uhlmann, K.
Yagdjian, M. Reissig, etc.
Hasta el momento no fue investigado el caso cuando en un punto coinciden 3 raices carac-

terísticas �j : Este caso fue investigado en este trabajo de tesis, bajo la condición que las raices
�j son de la clase C1

�
R2n+1n f� = 0g

�
; y además se tiene que

f� � �j ; � � �kg j� 6= 0; j 6= k;

para las raices �j ; �k que coinciden sobre �:
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1.3. Multiplicidad en los problemas asintóticos

Como fue mencionado anteriormente a la ecuación

L

�
x;�ih @

@x
; h

�
u = 0; u 2 Rn; x 2 
x � Rn; (1.18)

se le corresponde el símbolo L (x; �; h) ; el cual es una función matricial con respecto a las variables
x; � 2 Rn; con h 2 (0; 1]:
Para construir las soluciones locales (i.e. para x 2 
x) se supone que el símbolo L (x; �; h)

satisface las condiciones MF siguientes.

Condición 4 (MF) Suponga que el el símbolo L (x; �; h) es tal que:

L (x; �; h) 2 C1
�
R2n � [�1; 1]

����D�
xD

�
�D


hL (x; �; h)

��� � C�� (1 + jxj)m (1 + j�j)m ;

con j�j+ j�j+ jj <1; m 2 N un número �jo, L (x; �; h) =
Pm

j�j=0 a� (x; h) �
�; � = (�1; :::; �n) ;

y �� = ��11 ::::��nn ; j�j =
Pn

j=1 �j :

De�nición 4 Un punto (x0; �) 2 R2n+1 se llama un punto de cambio de multiplicidad del
sistema (1.18) si toda vecindad del punto (x0; �) contiene a un punto

�
x0; �

�
tal que la ecuación

detL
�
x0; �0; �

�
= 0 con respecto a �0 tiene más raices que la ecuación detL (x

0; �0; �) = 0:

De�nición 5 El sistema (1.18) se llama un sistema de multiplicidad variable si el conjunto de
los puntos de cambio de multiplicidad del sistema (1.18) no es vacío.

Un ejemplo importante de tal sistema vectorial físico es la ecuación estacionaria de Pauli

� 1

2m

3X
j=1

�
�ih @

@xj
+Aj

�2
 +B (x) = E ;

donde  2 C2; B (x) son funciones matriciales de la clase C1 con respecto a x de dimensión
(2� 2) ; y Aj ; j = 1; 2; 3; son los potenciales del campo elecromagnético (i.e. rot A = H).
En el caso en que sobre el conjunto de los puntos de cambio de multiplicidad � se tiene que

L (x; p) j� = 0;rx;pL (x; p) j� = 0; det
 @2L

@xk@pl

����
�

6= 0;

los métodos asintóticos para la construcción de las soluciones asintóticas fueron presentados en
los trabajos de Kucherenko, Osipov, Melrose, Ulmann, Yadijan, etc. Sin embargo para el caso en
que

det

 @2L

@xk@pl

����
�

= 0;

estos métodos no funcionan. Este caso aparece cuando sobre el conjunto � coinciden 3 o más
raices características de la ecuación

L (x0; �0; �) = 0:

Esto sucede para la ecuación de Pauli en el campo magnético y para los sistemas de muchas
partículas de diferentes tipos. Sin embargo en estos problemas el símbolo del operador es simétri-
co. En los problemas de la mecánica de los medios contínuos el cambio de multiplicidad sucede
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en la ecuación linealizada para los liquidos ideales compresibles, cuando para una solución �0 del
problema no lineal en un punto

�
x; t
�
se tiene que

@p

@�
(�0)

�
x; t
�
= 0;

así como en las ecuaciones de megnetohidrodinámica. Para estos problemas el símbolo matricial
del sistema tiene una caja de Jordan. En este trabajo de tesis se investigaron los casos cuando
en los puntos de cambio de multiplicidad coniciden tres o más raices características �j (x; �)
y además en los puntos de cambio de multiplicidad el símbolo del sistema tiene una caja de
Jordan. Primero se describen los métodos asintóticos para este tipo de símbolos para modelos
unidimensionales.

1.4. Método asíntotico desarrollado en el caso unidimen-
sional

Ahora se considera el sistema

L

�
t;�ih d

dt

�
y = �ihdy

dt
+A(t)y + hB (t) y = 0; y 2 Rn; (1.19)

con la función matricial A(t) de la forma

A(t) =

24 Ia (t) 0 0
0 b (t) d (t)
0 0 c (t)

35 ; (1.20)

donde B (t) 2 C1
�
R1
�
; I es la matriz identidad (r � r) ; las funciones a; b; c; d son de la clase

C1
�
R1
�
de la forma a (t) = at + O

�
t2
�
; b (t) = bt + O

�
t2
�
; c (t) = ct + O

�
t2
�
; y d (t) =

d+O (t) ; d 6= 0:
Al sistema (1.19) se le corresponde el símbolo

L (t; �; h) = I� +A(t) + hB (t) ;

para el cual se obtiene que las raices características del sistema (1.19) satisfacen la ecuación

detL (t; �; 0) = (� + a (t)) (� + b (t)) (� + c (t)) = 0;

i.e. el determinante es igual a cero para � = �a (t) ; � = �b (t) y � = �c (t) :
En el dominio jtj > h1=2�� la solución asintótica del problema (1.19) se construye usando el

método WKB. Note que en el punto t = 0; coinciden tres raíces características del sistema, i.e.
a (0) = b (0) = c (0) = 0: Por lo tanto en el dominio jtj < h1=2�� no es posible aplicar los métodos
asintóticos estándares para construir la solución asintótica del problema (1.19). Debido a esto
hemos desarrollado un nuevo método asintótico. Las aplicaciones de los resultados obtenidos se
presentan más adelante. Es posible suponer que a (t) ; b (t) ; c (t) son polinomios en t.
En el Capítulo 3 fue demostrado el teorema siguiente.

Teorema 2 Sea B (t) 2 C1 (U) ; U = fjtj < "g ; A (t) es de la forma (1.20), a (t) ; b (t) ; c (t) son
polinomios en t, además se tiene que a0 (t) < b0 (t) < c0 (t) ; y jtj < h1=2��; para 0 < � < 1=8:
En este caso para un numero � 6= 0;�1;�2;�3; ::: el sistema (1.19) tiene soluciones linealmente
independientes siguientes:
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1) Existe una solución y0 tal que:
i) Para t > h1=2��=2:

y0;r+2 (t) = exp

�
�i bt

2

2h

�
1p
t
e
i�
2 (1+�)

�
h

t

��+1=2 �
ei2�� � 1

�
� (� + 1) + o

�
h�
�

+exp

�
�i ct

2

2h

�p
2� (c� b) (jc� bj t)� ei�� exp

�
i�

4

�
+ o

�
h�
�
;

y0;r+1 (t) = �d exp
�
�i bt

2

2h

�
1p
t
e
i�
2 (1+�)

�
h

t

���1=2 �
e2�i� � 1

�
� (�) + o

�
h�
�

+exp

�
�i ct

2

2h

�p
2� (c� b) (jc� bj t)��1 ei�(��1) exp

�
i�

4

�
+ o

�
h�
�
;

y0;j (t) = o(jy1;r+2 (t)j) para j = 1; ::; r;

donde

� = �i
b(r+2)(r+1) (0) d

c� b :

ii) Para t < �h1=2��=2 el término principal de la solución asintótica y0;r+2 (t) se determina
solamente por el punto estacionario y es de la forma

y0;r+2 (t) = exp

�
�i c

0t2

2h

�p
2� (c0 � b0) (jc0 � b0j t)� ei�� exp

�
i�

4

�
+ o

�
h�
�
;

y0;r+1 (t) = exp

�
�i c

0t2

2h

�p
2� (c0 � b0) (jc0 � b0j t)��1 ei�(��1) exp

�
i�

4

�
+ o

�
h�
�
;

y0;j (t) = o (jy1;r+2 (t)j) para j = 1; ::; r:

2) Existen r soluciones linealmente independientes yq; q = 1; :::; r; tales que

yq;j (t) = exp

�
i
at2

2h

�
Cq;j + o (1) ; Cq;j 2 C n f0g ; j = 1; :::r;

yq;r+1 = O (h�) ; (1.21)

yq;r+2 = O
�
h�+1

�
;

3) La solución asintótica de (r + 2)�ésima solución linealmente independiente se obtiene
tomando a Cq = 0; q = 1; :::r; en la fórmula (1.21), poniendo en la fórmula

yr+2 (t) =
Cr+2p
2�h

Z


exp
i

h

�
pt+

p2

2 (c� b) �
bt2

2

�
p�� (p) dp; (1.22)

a Cr+2 = 1 y cambiando en la fórmula (1.22) el contorno  por su conjugado complejo, que pasa
por arriba del punto p = 0.

Nota 1 En el caso cuando � = 0;�1;�2; ::: las fórmulas asintóticas tienen una forma un poco
diferente.
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En el Capítulo 2 de la tesina la solución del problema (1.19) se busca en la clase de funciones
vectoriales con las componentes de la formaR


e
i
hptdp

n
e
i
hSf;0�f;0 (p; h)

+
PN

k=1

R p
p0
dpk

R pk
p0
dpk�1:::

R p2
p0
exp

�
i
hSf;k (p; p1; :::; pk)

�
�f;k (p; p1; :::; pk; h) dp1

o
;

(1.23)

donde pj 2 ; j = 0; :::; N; el contorno  está presentado en la Figura 2:

Figura 2

y f = 1; 2;N 2 N; las fases Sf;k (p; p1; :::; pk) son de la forma

S1;k (p; p1; :::; pk) =

Z p1

p0

�1(s)ds+

Z p2

p1

�2(s)ds+ :::+

Z p

pk

�l(s)ds;

donde l = 2 para números (k + 1) pares, y l = 1 para números (k + 1) impares,

S2;k (p; p1; :::; pk) =

Z p1

p0

�2(s)ds+

Z p2

p1

�1(s)ds+ :::+

Z p

pk

�q(s)ds;

donde q = 1 para números (k + 1) pares, y q = 2 para números (k + 1) impares, y se tiene que
�1 (p) = p= (a� b) ; �2 (p) = p= (c� b) : Las soluciones asintóticas de multifase de la forma (1.23)
para el caso cuando la matriz A del sistema (1.19) no tiene cajas de Jordan fueron introducidos
por primera vez en el trabajo [5], unos años más tarde en los trabajos de Kumano-Go, vease
[6] fueron introdudas unas soluciones asintóticas de multifase de otro tipo. En este trabajo de
tesis se desarrolla un nuevo método asintótico basado en el método de V.V. Kucherenko, para el
caso cuando la matriz A del sistema (1.19) tiene una caja de Jordan en los puntos de cambio de
multiplicidad del sistema. Este problema no fue resuelto anteriormente.
En efecto, se sugiere buscar las componentes �f;k (p; p1; :::; pk; h) en una clase de funciones

Lf;k: Las funciones de esta clase son analíticas con respecto a p; p1; :::; pk; y son de la forma

�f;k (p; p1; :::; pk; h) =
Qk
�=0

PM
m;l;j=0

�
 f;k (p0; p1; :::; pk)�

�f;k (p0; p1; :::; pk)
�
h
p�

�j
hl(ln p�)

lpm� Cm;l;j(h)

�����
p0=p

(1.24)

donde f = 1; 2;M <1;  f;k son C1(Rk+1)-funciones con respecto a p0; p1; :::; pk; Cm;l;j(h) son
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polinomios en h con C1(Rk+1)-coe�cientes en p0; p1; :::; pk; y las funciones �f;k son de la forma

�1;0 (p) 2 C1
�
R1
�
;

�1;1 (p; p1) =
�
p
p1

��
;

�1;k(p; p1; :::; pk) =

8<:
�
p2
p1

��
1
p2

�
p4
p3

��
1
p4
:::
�

p2l
p2l�1

��
1
p2l

�
p

p2l+1

��
; para k = 2l + 1;�

p2
p1

��
1
p2

�
p4
p3

��
1
p4
:::
�

p2l
p2l�1

��
1
p2l
; para k = 2l;

(1.25)

y

�2;0 (p) = p�;

�2;1 (p; p1) = p��11 ;

�2;k(p; p1; :::; pk) =

8<: p��11

�
p3
p2

��
1
p3

�
p5
p4

��
1
p5
::: 1
p2l�1

�
p2l+1
p2l

��
1

p2l+1
; para k = 2l + 1;

p��11

�
p3
p2

��
1
p3

�
p5
p4

��
1
p5
::: 1
p2l�1

�
p
p2l

��
; para k = 2l;

(1.26)
donde l 2 N y

� = �i
b(r+2)(r+1) (0) d

c� b : (1.27)

1.5. Construcción de las soluciones asintóticas locales para
ecuaciones en derivadas parciales con características
de multiplicidad triple

Se considera un sistema real hiperbólico de primer orden de la forma

�ih@u
@t
+ (�i)h

nX
r=1

Ar (t; x)
@u

@xr
+ (�i)hB (t; x)u = 0; u 2 Rn (1.28)

con los datos iniciales

ujt=0 = � (x) exp

�
i

h
S0 (x)

�
; � 2 C10 (Rn) ; S0 2 C1 (Rn) ; rS0jSupp� 6= 0; (1.29)

donde h 2 (0; 1]; y B;Ar; r = 1; :::; n; son funciones matriciales reales de la clase C1 (Rn) de
dimensión (n� n) :
Para simpli�car la notación los valores propios �1 (t; x; �) ; �2 (t; x; �) ; �3 (t; x; �) del símbolo

del sistema (1.28) se denotarán por a (t; x; �) ; b (t; x; �) ; c (t; x; �) ; respectivamente.

De�nición 6 Sean �12;�13;�23;�123 los conjuntos de puntos (x0; �) � R2n+1x0;�
de�nidos como:

�12 := f(x0; �) : a (t; x; �) = b (t; x; �) ; a (t; x; �) 6= c (t; x; �)g ;

�13 : = f(x0; �) : a (t; x; �) = c (t; x; �) ; a (t; x; �) 6= b (t; x; �)g ;
�23 : = f(x0; �) : b (t; x; �) = c (t; x; �) ; b (t; x; �) 6= a (t; x; �)g ;
�123 : = f(x0; �) : a (t; x; �) = b (t; x; �) = c (t; x; �)g :

Se tiene el caso presentado en la Figura 3:
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Figura 3

En 
x00;�0 ; (x
0
0; �0) 2 �123; el sistema (1.28) se reduce microlocalmente al siguiente sistema

con un parámetro pequeño cerca de la derivada:

�ih@y
@t
+A

�
t; x;�ih @

@x

�
y + hB

�
t; x;�ih @

@x

�
y = 0; (1.30)

aquí y 2 Cr+2; r � 1; y el operador matricial A(t; x;�ih @
@x ) tiene la forma

A

�
t; x;�ih @

@x

�
=

24 Ia
�
t; x;�ih @

@x

�
0 0

0 b
�
t; x;�ih @

@x

�
d
�
t; x;�ih @

@x

�
0 0 c

�
t; x;�ih @

@x

�
35 : (1.31)

En lo que sigue se supone que se satisface la condición siguiente.

Condición 5 Suponga que los símbolos a (t; x; �) ; b (t; x; �) ; c (t; x; �) 2 Sm
�

 x00;�0

�
son tales

que
f� � a; � � bg j�12 6= 0; f� � a; � � cg j�13 6= 0; f� � b; � � cg j�23 6= 0:

La solución asintótica en este caso se construye de manera análoga al caso undimensional,
i.e. como una solución asintótica de multifase. En una "�vecindad de �123 la solución asintótica
tiene la forma R


e
i
hptdp

n
e
i
hSf;0(x;p)�f;0 (x; p; h)

+
PN

k=1

R p
p0
dpk

R pk
p0
dpk�1:::

R p2
p0
exp

�
i
hSf;k (x; p; p1; :::; pk)

�
�f;k (x; p; p1; :::; pk; h) dp1

o
;

(1.32)
donde pj 2 ; j = 0; :::; N; el contorno  está presentado en la Figura 2.
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Para la construcción de las soluciones globales se usa el método V.P. Maslov y que las solu-
ciones construidas por este nuevo método tienen su frente de onda concentrada en las variedades
de Lagrange

�n (p; p1; :::; pm) ; m 2 N0:
En la Figura 4 se describe el modelo de propagación de ondas en el caso de cambio de multipli-
cidad.

Figura 4 - Propagación de ondas

Por lo tanto la propagación de ondas se determina por unas trayectorias de rami�cación.
Se determinaron casos cuando algunas de estas trayectorias de rami�cación no se salen de

una "�vecindad de �123; para 8" > 0: De lo cual se siguen los teoremas de no existencia de las
soluciones del problema de Cauchy. Además se determinaron las condiciones bajo las cuales no
existen ciclos cerrados en todas las vecindades de �123; que permiten demostrar el teorema de
existencia de solución de problema de Cauchy con pérdida de suavidad, i.e. para los datos iniciales
en HS la solución del problema de Cauchy para t 2 [0; T ] existe en HS��(T ); con S � �(T ) :
En este caso para todo t0 2 [0; T ] el periodo de tiempo t durante el cual el punto (t; x(t); �(t))

puede regresar a �12 [ �13 [ �23 satisface la condición

t� t0 � �(T );�(T ) > 0; (1.33)

con una constante positiva �(T ) :
Sea q el mínimo número natural tal que q > (1=2� )+ ; aquí (1=2� )+ = (1=2� ) si

(1=2� ) > 0; y (1=2� )+ = 0 si (1=2� ) � 0:

Condición 6 Suponga que

a (0; x; �) = b (0; x; �) = c (0; x; �) ;

y para t > 0 se tiene que

a (t; x; �) 6= b (t; x; �) ;

a (t; x; �) 6= c (t; x; �) ;

c (t; x; �) 6= b (t; x; �) :
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En este caso se tiene que

�12 = �13 = �23 = �123 = R2nx;�;

y es válido el teorema siguiente.

Teorema 3 Suponga que u 2 Rn; x0 = (t; x) matrices C;Ar; r = 1; :::; n; son C1
�
Rn+1x0

�
fun-

ciones matriciales reales. Suponga que existen unas matrices eC (t), fAr (t) 2 C1 ((�T; T )) tales
que las derivadas @mx @

l
t

�
C � eC (t)� y @mx @lt �Ar � fAr (t)� para m; l � 0 pertenecen al espacio

de Schwarz con respecto a x. Suponga además que el símbolo principal del sistema (1.28), i.e.
Q
�
x0; �0

�
:= �I +

Pn
�=1A� (x

0) �� ; x
0 = (t; x) ; �0 = (�; �) ; x0 2 Rn+1; � 2 Rn es hiperbólico con

respecto a �. Además suponga que se satisfacen las Condiciones 5 y 6. En este caso la solución del
problema de Cauchy con f(t; x) 2 Hk�1(Rn � (�T; T )); k 2 N; y los datos iniciales en Hk(Rn);
existe y es única en el espacio Hk�m(Rn � (�T; T ));m = ([T=�(T )] + 1) q; para k�m� 1 � 0:
Aquí �(T ) es la constante de�nida por la fórmula (1.33).



Capítulo 2

Condiciones de cuantización

2.1. Las condiciones de cuantización para el problema ma-
tricial de Sturm-Liouville en el caso de las caracterís-
ticas de multiplicidad variable

2.1.1. Resultados principales

Se considera el problema matricial de Sturm-Liouville siguiente:�
�ih d

dx

�2
y +A(x)y = Ey;x 2 R1; y(x) 2 L2(R1); (2.1)

donde y 2 Cn;h 2 (0; 1] es un parámetro pequeño. El problema matricial de Sturm-Liouville
ocurren en mecánica cuántica (veanse [1], [2]) y en la nanotecnología (veanse [3], [16]).
Sea A(x) = A(x)� una función matricial de dimensión (n� n) de la clase C1(R1) y tal que

el operador (2.1) es esencialmente autoconjugado en L2(R1) (vea [17]). Los valores propios de
la matriz autoconjugada A(x) se denotan por �j(x); j = 1; :::; n: Sean ej(x) los vectores propios
ortonormales de la matriz A(x); i.e., A(x)ej(x) = �j(x)ej(x): Cuando sobre un conjunto abierto
V� R1 la matriz autoconjugada A(x) es una función analítica, se tiene que los valores propios y
los vectores propios de la matriz son funciones analíticas sobre el conjunto V (vea [18]). Por lo
tanto se puede suponer que se satisfacen las condiciones siguientes.

Condición 7 Suponga que la matriz A(x) tiene la forma A(x) = U(x) k�j(x)�ijkU�(x); donde
U(x) es una función matricial unitaria de la clase C1 de�nida sobre R1 y se tiene que �j(x) 2
C1(R1); Im�j � 0; son valores propios reales de la matriz A(x). Sea D el conjunto de los puntos
x donde los valores propios cambian su multiplicidad. Además se supone que D es un conjunto
discreto y la diferencia (�i � �j) de cualesquiera dos valores propios �i y �j que coinciden sobre
el conjunto D tiene un cero de orden �nito sobre D:

Condición 8 Sean j las curvas en el espacio de fase R2x;p de�nidas como:

p2 + �j(x) = E; j = 1; :::; k � n: (2.2)

Suponga que las curvas j son compactas y que la condición d�j(x)=dx 6= 0 se satisface para
todos los puntos x tales que �j(x) = E. Además se supone que sobre el conjunto (E0� "; E0+ ");
" > 0; no existe un espectro continuo y que E 2 (E0 � "; E0 + "):

14
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Por lo tanto las curvas j son variedades unidimensionales de la clase C
1 en R2x;p: Sea �x la

proyección de R2x;p sobre R1x y sea �x(1 [ ::: [ k) la proyección del conjunto 1 [ ::: [ k sobre
R1x:
En el caso cuando todas las curvas j son disjuntas son válidas las condiciones de cuantización

de Born-Sommerfeld-Maslov (veanse [9], [19]). En este capítulo se determinan las condiciones de
cuantización en el caso cuando las curvas j ; j = 1; :::; k; k � 2; se intersectan de manera no
trivial.
Abajo se describen algunas propiedades básicas de las aproximaciones asintóticas WKB (vea

[8]). Se supone que los valores propios �j(x1); j = 1; :::; n; tienen la multiplicidad uno (son
distintos a pares) en los puntos x1 y que los impulsos pj(x1) :=

p
E � �j(x1) son positivos. En

este caso todos los impulsos son distintos a pares en una vecindad Vx1 y se tiene que pj(x) > 0:
Existen 2n soluciones linealmente independientes y�j del problema (2.1) con la aproximación
asintótica WKB de la forma:

y�j = exp

�
i

h
S�j (x)

�"
ej(x)�

�
jp

jpj j
+ h �j +O(h

2)

#
; (2.3)

S+j (x) :=

Z x

x0

pj(x)dx; S
�
j (x) :=

Z x0

x

pj(x)dx:

El residuo O(h2) es tal que O(h2) 2 C1(Vx1); y d
jO(h2)=dxj = O(h2): Las amplitudes ��j

satisfacen el ecuación de transporte siguiente:

d��j
dx

+

�
dej
dx

; ej

�
��j = 0: (2.4)

Es posible reescribir la ecuación (2.4) en una forma invariante para las cartas en "x" y "p"-
representaciones (vea [19]). De hecho sobre la curva jse puede considerar a las amplitudes �

�
j

como funciones de un parámetro global t (vea [9]). Sobre la curva j las funciones xj(t); pj(t)
son soluciones del sistema de Hamilton siguiente:

dx

dt
= 2p;

dp

dt
= �d�j

dx
; fx(0); p(0)gj 2 j : (2.5)

Evidentemente las soluciones del sistema de Hamilton (2.5) para j = 1; 2; :::; k; son funciones
periódicas con algunos períodos Tj : Para la aproximación asintótica WKB con signo " + " los

puntos iniciales sobre las curvas j se eligen como fx(0); p(0)gj =
n
x0; p =

p
E � �j(x0)

o
; y

para la aproximación asintótica WKB con signo "� " como
n
x0; p = �

p
E � �j(x0)

o
. Sobre la

curva j la ecuación de transporte (2.4) puede ser reescrita en la forma invariante:

d��j
dt

+ 2p

�
dej
dx

; ej

�
��j = 0; here p = pj(t); x = xj(t); Re

�
dej
dx

; ej

�
= 0: (2.6)

Es importante subrayar que debido a la Condición 7, la ecuación de transporte (2.6) sigue siendo
válida hasta cuando los valores propios cambian su multiplicidad.
En la fórmula (2.3) las funciones  �j son de la forma:

 �j = i2pj
��jp
jpj j

�
p2j +A(x)� E

��1�dej
dx

� ej(x)
�
dej
dx

; ej

��
: (2.7)
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Condición 9 (Posición general) Suponga que se satisfacen las Condiciones 7 y 8 para j ; j =
1; :::; n; donde todas las curvas j son compactas, las ecuaciones �j(x) = E tienen una cantidad
�nita de soluciones sobre cada curva y que d�j (x) =dx 6= 0 en estos puntos. Además se supone que
sobre el conjunto de cambio de multiplicidad D se tiene que �j jD 6= E; j = 1; :::; n. Suponga que
cualesquiera dos curvas que se intersectan entre si tienen una cantidad �nita de intersecciones
y que los valores propios �j ; �q que coinciden sobre el conjunto D satisfacen que:

d(�j � �q)=dxjD 6= 0 para j 6= q: (2.8)

El índice de Maslov (veanse [9],[19]) de la curva j se denotará por Ind(j(E)):

Teorema 4 (Teorema Principal) Suponga que la curva j se intersecta solamente con las curvas
l� ; � = 1; :::; k � n� 1; y que se satisfacen las Condiciones 7, 8 y 9. Sea E = E(h) una función
de�nida sobre (0; 1] y tal que E(h) 2 (E0 � "; E0 + "): Además se supone que en el intervalo
(E0 � "; E0 + ") el operador (2.1) no tiene un espectro continuo. Si para un número m(h) 2 Z y
una constante C > 0 se cumple que

1

h

Z
j(E)

pdx� �

2
Ind(j(E)) = 2�m(h); (2.9)

�����exp i
(
1

h

Z
i� (E)

pdx� �

2
Ind(i�(E))

)
� 1
����� � C > 0; � = 1; :::; k; (2.10)

entonces existen unos valores propios Eeg(h) 2 (E0 � "; E0 + ") del problema de Sturm-Liouville
(2.1) tales que E(h)� Eeg(h) = O(h2):

El teorema principal implica que en el caso no resonante (2.10) las condiciones de cuantización
de Born-Zommerfeld-Maslov (2.9) determinan la solución asintótica de los valores propios con
la precisión O(h2); como en el caso cuando no hay cambio de multiplicidad. En el caso de
cambio de multiplicidad no trivial, el comportamiento asintótico de las funciones propias tiene
una forma diferente. La solución asintótica de una función propia tiene orden O(1) sobre la curva
j cuantizada por la condición (2.9) y tiene orden O(

p
h) sobre las curvas l� ; � = 1; :::; k; que

intersectan a la curva j . Además la solución asintótica de una función propia tiene orden O(h)
sobre las curvas que no intersectan a la curva j pero intersectan a las curvas l� ; � = 1; :::; k; y
tiene orden 0 sobre las curvas que no intersectan ni a la curva j ni a las curvas l� ; � = 1; :::; k:
Es posible demostrar que en el caso resonante el valor propio se divide y que esta división tiene
orden O(h3=2): El teorema principal será demostrado más adelante. Es importante subrayar que
en el caso cuando las curvas j no satisfacen la condición (2.8) en la condición de cuantización
(2.9) aparecen términos adicionales.

2.1.2. Matrices de transición y sus aplicaciones a las condiciones de
cuantización

Sean Uj ; j = 1; :::; k; unas cartas sobre j tales que pjUj � 0: Suponga que

�x (Uj) = (x0 � � < x < x0); j = 1; :::; k;

y que D\ (x0 � � < x < x0) = ?: Se considera la solución asintótica WKB asy+j en las cartas
Uj . Usando el método desarrollado en el trabajo [5] es posible extender la solución asintótica
WKB desde las cartas Uj a lo largo de la unión 1 [ 2 ::: [ k de las curvas j ; j = 1; :::; k; en
la dirección de las manecillas de reloj. Sea x0 un punto que satisface las condiciones siguientes.
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Condición 10 Suponga que los valores propios �j(x); j = 1; :::; k; k � 2; coinciden en un solo
punto x0 2 �x(1 [ ::: [ k) y que �1(x0) = ::: = �k(x0) 6= E: Además se supone que los valores
propios �j(x); j = k + 1; :::; n; tienen multiplicidad uno sobre el conjunto �x(1 [ ::: [ k) y que
los ceros de las funciones �j(x)��l(x); 1 � j; l � k; j 6= l; tienen un orden �nito en el punto x0.

Suponga que se satisfacen las Condiciones 7,8 y 10. Para las soluciones asintóticas WKB asy�j
por la izquierda y por la derecha del punto x0 los datos iniciales de la ecuación de transporte y de
las fases Sj sobre las curvas j en el momento t = 0 se de�nen en un mismo punto fx(0); p(0)gj =n
x0; p = �

p
E � �1(x0)

o
2 1 \ ::: \ k: Sean fSj(t) las funciones de�nidas sobre las curvas j

de la forma:

fSj(t) = Z t

0

pj(t)

�
dxj(t)

dt

�
dt: (2.11)

Sea tj(x) la solución de la ecuación xj(t) = x: En lo que sigue se tiene que

Sj(x) = fSj(t)���
tj(x)

: (2.12)

Evidentemente en este caso cuando una carta Ux sobre j es tal que la proyección �x es un
difeomor�smo Ux ! �x(Ux), se tiene que tj(x) 2 C1 (�x(Ux)) : Note que las funciones tj(x)
están de�nidas con precisión hasta un periodo Tj :

Lema 1 (Matrices de transición) Suponga que se satisfacen las Condiciones 7,8 y 10.
1� Sean y+j ; j = 1; :::; k; las soluciones del sistema (2.1) que en el intervalo (x0��=2 < x < x0)

tienen el comportamiento asintótico (2.3) con el signo "+", la amplitud �+j;left y los datos iniciales
�+j;left(0). En este caso existe una matriz unitaria uleft de dimensión (k�k) tal que en el intervalo
(x0 < x < x0 + �=2) las soluciones y

+
j ; j = 1; :::; k; tienen el comportamiento asintótico

y+j =
kX

m=1

exp

�
i

h
S+m(x)

�"
em(x)�

+
mj;right(x)p
jpm(x)j

+ h +mj;right(x) +O(h
2)

#
: (2.13)

Aquí los datos iniciales �+mj;right(0) para las amplitudes �
+
kj;right tienen la forma

f�+11;right(0); :::; �
+
k1;right(0)g

t = uleftf�+1;left(0); :::; 0g
t; :::; (2.14)

f�+1k;right(0); :::; �
+
kk;right(0)g

t = uleftf0; :::; �+k;left(0)g
t:

El símbolo f:::gt en la fórmula (2.14) denota la transposición.
2� Sean y�j ; j = 1; :::; k; las soluciones del sistema (2.1) que en el intervalo (x0 < x < x0+�=2)

tienen el comportamiento asintótico (2.3) con el signo " � ", la amplitud ��j;right y los datos
iniciales ��j;right(0). En este caso existe una matríz unitaria uright de dimensión (k � k) tal que
en el intervalo (x0 � �=2 < x < x0) las soluciones y

�
j ; j = 1; :::; k; tienen el comportamiento

asintótico

y�j =
kX

m=1

exp

�
i

h
S�m(x)

�"
em(x)�

�
mj;left(x)p
jpm(x)j

+ h �mj;left(x) +O(h
2)

#
; (2.15)

y los datos iniciales ��mj;left(0) de las amplitudes �
�
mj;left tienen la forma
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f��11;left(0); :::; �
�
k1;left(0)g

t = urightf��1;right(0); :::; 0g
t; :::; (2.16)

f��1k;left(0); :::; �
�
kk;left(0)g

t = urightf0; :::; ��k;right(0)g
t:

3� Determinantes de las matrices uleft;uright satisfacen la igualdad

detuleft = deturight +O(h
2): (2.17)

La demostración y la evaluación del las matrices uleft y uright se obtiene usando las soluciones
asintóticas locales en una vecindad del punto x0 2 D (vea la Sección "Soluciones asinptóticas de
multifáse y sus aplicaciones"). Evidentemente las matrices uleft;uright dependen del parámetro
de la energia E.
Usando las matrices uleft y uright es posible introducir las condiciones de cuantización en

una forma diferente de las condiciones (2.9), (2.10). En lo que sigue se supone que se satisface
la Condición 10 para k = 2: Ahora se construirá una generalización del operador de Maslov
(ver [5],[9],[19]) sobre la unión 1 [ 2: Sean Uj ; j = 1; 2; cartas sobre j tales que pjUj � 0: Se
supone que las proyecciones �x (Uj) ; j = 1; 2; son difeomorfas al intervalo (x0 � � < x < x0). Se
consideran las soluciones asintóticas WKB asy+1 ; asy

+
2 en las cartas Uj ; j = 1; 2. Usando el Lema

1 y el método de Maslov (ver [19]), es posible extender las soluciones asintóticas WKB desde
las cartas Uj ; j = 1; 2; a lo largo de la unión 1 [ 2 de las curvas j ; j = 1; 2; en la dirección

de las manecillas de reloj. Sean A =
n
x0; p =

p
E � �1(x0)

o
y B =

n
x0; p = �

p
E � �1(x0)

o
:

Evidentemente se tiene que A[B = 1\2: Se introduce el índice de las curvas j ; j = 1; 2; en la
dirección de las manecillas de reloj. El símbolo

�����!
AB(j) denota el arco AB de la curva j recorrido

desde el punto A al punto B; i.e. en la dirección de las manecillas de reloj. El índice de Maslov (vea

[9],[19]) del arco
�����!
AB(j) se denotará por Ind(

�����!
AB(j)): Sea pj el impulso sobre la curva j . Sean

w(
��!
AB);w(

��!
BA) unas matrices unitarias de�nidas comow(

��!
AB) :

(w(��!AB))i;j := k�ij expf�jgk ;
y w(

��!
BA) :

(w(��!BA))i;j := �ij expf'jg

Figura 5: Espectro discreto

donde los ángulos �j ; 'j están de�nidos como

�j :=
1

h

Z
�����!
AB(j)

pjdx�
�

2
Ind(

�����!
AB(j)); 'j :=

1

h

Z
�����!
BA(j)

pjdx�
�

2
Ind(

�����!
BA(j)); (2.18)
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para j = 1; 2:
Además se de�ne la matrizW(E) de la forma:

W(E) : = w(
��!
BA)urightw(

��!
AB)uleft; (2.19)

cuyo espectro se denota por � (E) :
Note que en el caso cuando las curvas j ; j = 1; 2; y los puntos A y B son simétricos con

respecto al eje x se tiene queZ
�����!
AB(j)

pj

�
dej
dx

; ej

�
dt = 0;

Z
�����!
BA(j)

pj

�
dej
dx

; ej

�
dt = 0:

Extendiendo de esta manera las soluciones asintóticas sobre la unión 1 [ 2 se obtiene el
teorema siguiente.

Teorema 5 (Condición de cuantización) Suponga que se satisfacen las Condiciones 7,8 y 10
para el índice k = 2 en la Condición 10. Si la energía E(h) satisface la condición E(h) 2
(E0 � "; E0 + ") y se tiene que

1 2 � (E(h)) (2.20)

entonces existen valores propios Eeg (h) del problema (2.1), tales que Eeg (h)� E (h) = O(h2):

Condición (2.20) es válida en el caso cuando existe una ecuación de transporte global para
las amplitudes ��j . En este caso es posible aplicar el método desarrollado en los trabajos [5],[19].
De otra manera no es posible suponer que las matrices uright y uleft actúan sobre el mismo
vector f�+1 (0); �+2 (0)gt: Por ejemplo esta excepción ocurre en la ecuación de Weber. En muchas
ocasiones es posible calcular la matriz de transición W (E) de manera explicita, aun cuando no
existe una ecuación global para las amplitudes ��j . En este caso el vector f�

+
1 (0); �

+
2 (0)gt es el

valor inicial para la extensión de las amplitudes de forma asintótica a lo largo de las curvas
1 y 2: La condición de cuantización en este caso está dada por la misma fórmula (2.20). La
condición de cuantización (2.20) es otra forma de las condiciones de cuantización (2.9),(2.10) para
el caso cuando se intersectan dos curvas 1; 2. Es posible aplicar la condición de cuantización
(2.20) hasta en el caso resonante y cuando las curvas 1; 2 no satisfacen la condición (2.8). Las
condiciones de cuantización (2.9) fueron deducidas por V.P.Maslov de la condición (2.20). En
unos casos particulares la condición (2.20) fue usada en libros de física (ver [21]).

2.1.3. Forma explicita de la condición de cuantización para una matriz
A(x) de dimensión (2� 2)

Ahora se calcularán las condiciones de cuantización de una manera más explicita. Usando la
representación estándar para las matrices unitarias de dimensión (2� 2), se puede representar a
las matrices unitarias uleft, uright de dimensión (2� 2) de la forma

uleft = ei#(left)

 ei�
q
1� jaj2 a

�a e�i�
q
1� jaj2

 ; con jaj � 1;
uright = ei#(right)

 ei�
q
1� jbj2 b

�b e�i�
q
1� jbj2

 ; con jbj � 1:
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Se introduce la notación siguiente:

ab := jabj e�i ; � := '1 + '2 + �1 + �2;

d := jabj cos
�
�

2
� ('2 + �1 � )

�
�q

(1� jaj2)(1� jbj2) cos
�
�

2
� ('1 + �1 + �+ �)

�
:

Evidentemente se tiene que jdj � 1: Calculando directamente se obtiene que

W =ei(#(left)+#(right)) kwmjk ; (2.21)

w11 = ei('1+�1+�+�)
q
(1� jaj2)(1� jbj2)� baei('1+�2);

w12 = ei('1+�1+�)a

q
1� jbj2 + ei('1+�2��)b

q
1� jaj2 ;

w21 = �ei('2+�1+�)b
q
1� jaj2 � a

q
1� jbj2ei('2+�2��);

w22 = �ei(�1+'2)ba+ ei('2+�2����)
q
(1� jaj2)(1� jbj2):

Además se obtiene la ecuación cuadrática siguiente para los valores propios � de la matriz
W:

�2e�2if#(left)+#(right) + 2e
i�
2 d�e�if#(left)+#(right)g + ei� = 0:

La condición de cuantización

�

2
� arc cos(�d) + #(left) + #(right) = 2�n; (2.22)

implica que uno de los valores propios de la matriz unitariaW es igual a uno.
Además de la ecuación (2.17) se sigue que 2#(left) = 2#(right) + 2�m+O(h2): Por lo tanto

se puede reescribir la condición de cuantización (2.22) en la forma

�

2
� arc cos(�d) + 2#(left) = 2�n+ �m+O(h2): (2.23)

Los parámetros �; �; a; b; #(left); #(right) de las matrices uleft; uright pueden ser determi-
nados usando la fórmula (2.37) y el método de la fase estacionaria (ver [22]). Por ejemplo si se
tiene que

d(�1 � �2)
dx

(x0) 6= 0; (2.24)

entonces calculando directamente se obtiene que

� = 0; a = �
p
h! exp

�
+
i�

4

�
; with ! =

p
2�

�
de2
dx

; e1

�
(x0)

����d(p1 � p2)dx
(x0)

����� 1
2

; (2.25)

� = 0; b =
p
h! exp

�
� i�
4

�
; ab = �ih j!j2 ; #(left) = o(h):

Suponga ahora que se satisfacen las condiciones (2.23) y (2.24). Sea E (h) 2 (E0 � "; E0 + ") una
función tal que

jd (E(h))j � 1� �0; (2.26)
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para un número �0 > 0: En este caso la condición de cuantización (2.23) es equivalente o la
condición

�1 + '1 = 2�n+O(h) (2.27)

o a la condición
�2 + '2 = 2�n+O(h). (2.28)

En el caso en que se satisfacen las dos condiciones (2.27) y (2.28) la condición (2.26) no puede
ser válida. En este caso ocurre una resonancia y se divide el valor propio. De la fórmula (2.23)
se sigue que en el caso resonante la condición de cuantización se transforma en la condición

�1 + '1 = 2�m+ �1;

�2 + '2 = 2�n+ �2.

Aquí m+ n = 2k; m� n = 2l; y �1 ' h1=2; �2 ' o
�
h1=2

�
: El valor exacto de �1 está dado por

la fórmula

�1 = �
r
48h j!j2 �

q
2304h2 j!j4 � 384h j!j2 (1 + sin ('2 + �1)):

También pueden existir algunos otros valores de �1 y �2 si j1 + sin ('2 + �1)j � 1:
De las fórmulas (2.18) se sigue que las condiciones (2.27) y (2.28) son las condiciones de cuan-

tización de Maslov sobre las curvas 1 y 2; respectivamente. Por lo tanto en el caso (2.24),(2.25)
y (2.27) se obtiene que

�+1 (0) = 1; �
+
2 (0) = [e

i('2+�1)b+ aei('2+�2)][ei('2+�2) � 1]�1 +O(h) (2.29)

si ���ei('2+�2) � 1��� � C > 0;

y en el caso (2.24),(2.25) y (2.28) se obtiene que

�+2 (0) = 1; �
+
1 (0) = �[ei('1+�1)a+ ei('1+�2)b][ei('1+�1) � 1]�1 +O(h) (2.30)

si ���ei('1+�1) � 1��� � C > 0:

De hecho la condición (2.26) es equivalente a la condición
��ei('1+�1) � 1�� � C > 0 ó a la condición��ei('2+�2) � 1�� � C > 0:

2.1.4. Soluciones asintóticas de las funciones propias de un espectro
continuo para (2� 2) matriz A(x)

Se consideran las soluciones asintóticas de las funciones propias del espectro continuo. Supon-
ga que se satisface la Condición 7. Sea A(x) una matriz (2� 2) : Sean j ; j = 1; 2; las curvas
de�nidas por la fórmula (2.2). Suponga que la curva 1 es compacta, qua la curva 2 no lo es y que
existe una cantidad �nita de puntos x tales que �j(x) = E;E 2 (E1�"; E1+"); y d�j(x)=dx 6= 0:
Además se supone que l��m

p
E � �2(x) = E;E 2 (E1� "; E1+ "); cuando jxj ! +1: Se consid-

era el caso cuando �1(x) = �2(x) solamente en los puntos x = x0; d(�1(x0) � �2(x0))=dx0 6= 0;
y la curva 1 satisface la condición de cuantización (2.9) para alguna función E = E(h);
E(h) 2 (E1 � "; E1 + "):
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Figura 6: Especto continuo

Es decir se considera el caso presentado en la Figura 4. El objetivo es determinar la parte
adicional �(h) para la energía E(h) tal que para E(h) + �(h) exista sólo una onda saliente x1
sobre la curva 2, i.e., y4 � 0: Lema 1, Teorema 5, y las fórmulas (2.25) implican que la energía
E = E(h) + �(h) tiene que satisfacer la ecuación siguiente:q

1� jaj2
q
1� jbj2 exp i('1 + �1)� ab exp i('2 + �1) = 1: (2.31)

Resolviendo esta ecuación se obtiene que

�(h) = �ih jaj
T1

2

[1 + sin(�1 + '2)]� h
jaj
T1

2

cos(�1 + '2) +O(h
3); (2.32)

donde

jaj2 = h2�

�����de2dx ; e1
�
(x0)

����2 ����d(p1 � p2)dx
(x0)

�����1 ;
y T1 es el periodo del sistema (2.5) sobre 1: Por lo tanto al de�nir los datos iniciales para
la ecuación de Shrödinger como K1fe1�1g, se obtiene que el tiempo de vida de estos datos
iniciales es del orden h�1: El tiempo de vida incrementa hasta el orden de h�2 si �1 + '2 =
��=2 + 2�n+O(h): Por lo tanto el tiempo de vida tiene un comportamiento de resonancia.
Ahora se considera el problema de dispersión correspondiente a la Figura 4 cuando se sat-

isfacen las condiciones del Teorema 5. Suponga que la amplitud de y4 es igual a una constante
C y que el punto B es el punto inicial de las amplitudes �x1 ; �y2 de las soluciones asintóticas
asx1; asy2: En este caso haciendo algunos cálculos simples se obtiene la fórmula siguiente para
la amplitud �x1 (0) de la solución asintótica de la solución x1 y para la amplitud �y2 (0) de la
solución asintótica de la solución y2;

�y2 (0) = Cei[#(left)+#(right)]
�
ei('1+�1+�)

q
1� jaj2b+ ei('2+�1��)

q
1� jbj2a

�

�
�
1� ei[#(left)+#(right)]

�q
1� jaj2

q
1� jbj2ei(�+�+'1+�1) � abei('2+�1)

���1
; (2.33)

�x1 (0) = ei[#(left)+#(right)]
�
�y2 (0)

�
�aei('1+�)

q
1� jbj2 � bei('2��)

q
1� jaj2

�
+ C

�
�abei'1 +

q
1� jbj2

q
1� jaj2ei('2����)

��
: (2.34)
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Si se satisface la condición (2.24) entonces las expresiones para las amplitudes �x1 y �y2 se
simpli�can. En este caso los polos de (2.33) son las soluciones de (2.31), E = E (h) + � (h) ;
donde la función E (h) satisface la condición de cuantización (2.9) y �(h) se determina por la
fórmula (2.32).

2.1.5. Soluciones asintóticas de multifase y sus aplicaciones

Para demostrar el Teorema 4 se generaliza el método asintótico desarrollado en el trabajo
[5] para las ecuaciones del segundo orden. Las soluciones asintóticas de multifase es una gen-
eralización natural del método WKB para el caso cuando los valores propios �j tienen una
multiplicidad variable. En lo que sigue se supone que se satisfacen las Condiciones 7,8 y 10.
Denote por (l;m) el conjunto l1; :::; lm; donde 1 � lq � k; q = 1; :::;m; y suponga que lf 6= lf+1

para f = 1; 2; :::;m� 1: Sea c un punto del intervalo (x0 � �; x0 � �=2): Ahora se introducirá la
cadena de funciones de fase:

Sl1 =

Z x

x0

pl1(t)dt; :::; Sl1;:::;lm(�1; :::; �m�1; x) =

Z �1

x0

pl1(t1)dt1 (2.35)

+

Z �2

�1

pl2(t2)dt2 + :::+

Z x

�m�1

plm(tm)dtm:

Evidentemente se tiene que

@Sl1;:::;lm(�1; :::; �m�1; x)

@x
= plm(x);

@Sl1;:::;lm(�1; :::; x; x)

@x
= plm�1(x); (2.36)

@Sl1;:::;lm(�1; :::; �m�1; x)

@�f
= plf (� lf )� plf+1(� lf ); f � m:

En la vecindad (x0 � �=2; x0 + �=2) es posible calcular las soluciones asintóticas locales del
problema (2.1) con la precisión hasta O(h2) en la forma de multifase, i.e.,

yNl1 (x; h) = exp

�
i

h
Sl1(x)

�h
el1(x)cl1(x) + h 

mf
l1
(x)
i

+
X
l1 6=l2

Z x

c

exp

�
i

h
Sl1;l2(�1; x)

��
el2(x)cl1;l2(�1; x) + h 

mf
l1l2
(�1; x)

�
d�1 + :::

+
X
(l;N)

Z x

c

d�N�1

Z �N�1

c

d�N�2:::

Z �2

c

�
exp

�
i

h
Sl1;:::;lN (�1; :::; �N�1; x)

�

�
n
elN (x)cl1;:::;lN (�1; :::; �N�1; x) + h 

mf
l1:::lN

(�1; :::; �N�1; x)
o
d�1

�
: (2.37)

Aquí el primer elemento l1 � k está �jo. Para los valores l1 > k no se puede aplicar el método
WKB estándar. La sumatoria se toma sobre los conjuntos (l;m) = l1; :::; lm con li 6= li+1;m =
2; :::; N: Los coe�ciente  mf

l1:::lm
(�1; :::; �m�1; x); cl1;:::;lm(�1; :::; �m�1; x) son funciones de la clase

C1((x0 � �; x0 + �)m). La abreviación mf en la notación  mfl1 subraya que las funciones  mfl1
y  l1 en la solución asintótica de multifase (2.37) y en la solución asintótica WKB (2.3) no
necesariamente coinciden.
Note que cuando crece el número m, los valores de las m-múltiple integrales en la fórmula

(2.37) decrece como hm para algún número  positivo.
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Lema 2 Suponga que el orden máximo de los ceros de las funciones �i � �q; i 6= q; 1 � i; q � k;
en el punto x0 es igual a � < +1; � 2 Z+: En este caso se tiene que

m�ax
[x0��=2;x0+�=2]

������
X
(l;m)

Z x

a

d�m�1

Z �m�1

a

d�m�2:::

Z �2

a

d�1

� exp
�
i

h
Sl1;:::;lm(�1; :::; �m�1; x)

�
elm(x)cl1;:::;lm(�1; :::; �m�1; x)

���� � Cm"h
m�1�"
�+1 ; (2.38)

para todo m � 2, todo " > 0; y una constante Cm" > 0:

Demostración. De las fórmulas (2.35),(2.36) se sigue que el único punto estacionario de la
función bajo la integral en la fórmula (2.38) es �1 = ::: = �m�1 = x0: Sean '1; '2 funciones de la
partición de la unidad en R1+ tales que '1 es igual a 1 para � � 1 e igual a cero para � � 2: Sea

!j(�1; :::; �m�1; h) := 'j

�
h�(1�)=(�+1)

q
(�1 � x0)2 + :::+ (�m�1 � x0)2

�
; 0 <  < 1:

Sustituyendo la expresión 1 = !1 + !2 en la integral en la fórmula (2.38), se puede representar
la integral obtenida como la sumatoria siguiente:X

(l;m)

Z x

c

d�m�1

Z �m�1

c

d�m�2:::

Z �2

c

d�1 exp

�
i

h
Sl1;:::;lm(�1; :::; �m�1; x)

�
!j

�elm(x)cl1;:::;lm(�1; :::; �m�1; x); donde j = 1; 2: (2.39)

En la integral (2.39), para j = 1; las variables son � q 2
�
�h(1�)=(�+1) + x0; h(1�)=(�+1) + x0

�m�1
:

Como ImSl1;:::;lm(�1; :::; �m�1; x) � 0; esta integral está acotada por Cmh(1�)(m�1)=(�+1): In-
tegrando por partes la expresión (2.39) para j = 2 (ver [22]), se obtiene la estimación de la
integral por Cmh(m�1)=(�+1): Sumando las dos estimaciones se obtiene la estimación (2.38).
Ahora se derivarán las ecuaciones para las funciones  mf

l1:::lm
; cl1;:::;lm : Sustituyendo la función

(2.37) en (2.1) se obtiene�
�ih d

dx

�2
yNl1 + [A(x)� E]y

N
l1 = (�ih) exp

�
i

h
S1(x)

��
2pl1(x)

d

dx
[el1(x)cl1(x)] (2.40)

+el1(x)cl1(x)
dpl1(x)

dx
+ h

�
p2l1(x) +A(x)� E

�
 mfl1 (x)

+(�ih)
X
l2 6=l1

"
dSl1;l2(x; x)

dx
+
@Sl1;l2(�1; x)

@x

����
�1=x

#
el2(x)cl1;l2(x; x)

9=;
+
X
l2 6=l1

Z x

c

exp

�
i

h
Sl1;l2(�1; x)

��
(�ih)

�
2pl2(x)

d

dx
[el2(x)cl1;l2(�1; x)]

+
dpl2(x)

dx
el2(x)cl1;l2(�1; x)

�
+ h[p2l2(x) +A(x)� E] 

mf
l1l2
(�1; x)

+ (�ih)
X
l3 6=l2

"
dSl1;l2;l3(�1; x; x)

dx
+
@Sl1;l2;l3(�1; �2; x)

@x

����
�2=x

#9=;
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�el3(x)cl1;l2;l3(�1; x; x)d�1 + :::+O(h2):

Sea Pk(x) la proyección de Cn sobre el espacio lineal generado por los vectores ej(x); j =
1; :::; k: Para aniquilar los términos del primer orden con respecto al parámetro pequeño h se
ponen las condiciones siguientes para las funciones cl1 ; cl1;l2 ;  

mf
l1

:

2pl1(x)

�
d

dx
[el1(x)cl1(x)]; el1(x)

�
+ cl1(x)

dpl1(x)

dx
= 0; (2.41)

Pk

�
2pl1(x)

d

dx
[el1(x)cl1(x)] + el1(x)cl1(x)

dpl1(x)

dx

�
(2.42)

= �
X
l2 6=l1

[pl1(x) + pl2(x)] el2(x)cl1;l2(x; x);

 mfl1 (x) = i[p2l1(x) +A(x)� E]
�1(I�Pk)

�
�
2pl1(x)

d

dx
[el1(x)cl1(x)] + el1(x)cl1(x)

dpl1(x)

dx

�
: (2.43)

la ecuación (2.41) es una ecuación de transporte. Esta ecuación implica que el primer término
en la parte derecha de la ecuación (2.40) es ortogonal al vector el1(x): Es bien sabido que
cl1(x) = �l1(x)=

p
jpl1(x)j, donde la función �l1(x) satisface la ecuación (2.4) con unos datos

iniciales.
Por lo tanto la parte izquierda de la ecuación (2.42) es una combinación lineal de los vec-

tores el2(x); donde l1 6= l2; 1 � l2 � k: Asi se obtiene que las funciones cl1;l2(x; x) pueden ser
determinadas de manera única a partir de la ecuación (2.42). La función  mfl1 (x) en la solución
asintótica de multifase (2.37) está dada por la fórmula (2.43). Debido al operador (I � Pk) en
la fórmula (2.43), la función  mfl1 (x) di�ere de la función  l1(x) en la solución asintótica WKB
dada por (2.7). Usando la ecuación (2.41), se puede representar la expresión (2.43) en la forma

 mfl1 (x) = i[p2l1(x) +A(x)� E]
�1(I�Pk)2

h
�l1(x)=

p
pl1(x)

i
pl1(x) (2.44)

�
�
d

dx
el1(x)� el1(x)

�
del1
dx

; el1

�
(x)

�
Para aniquilar los términos de primer orden con respecto al parámetro pequeño h en la función

bajo la integral en la parte derecha de la ecuación (2.40), se ponen las siguientes condiciones sobre
las funciones cl1;l2(�1; x);  

mf
l1l2
(�1; x); y cl1;l2;l3(�1; x; x):

2pl2(x)

�
d

dx
[el2(x)cl1;l2(�1; x)]; el2(x)

�
+
dpl2(x)

dx
cl1;l2(�1; x) = 0; (2.45)

Pk

�
2pl2(x)

d

dx
[el2(x)cl1;l2(�1; x)] +

dpl2(x)

dx
el2(x)cl1;l2(�1; x)

�
(2.46)

= �
X
l3 6=l2

[pl2(x) + pl3(x)] el3(x)cl1;l2;l3(�1; x; x);

 mfl1l2(�1; x) = i[p2l2(x) +A(x)� E]
�1(I�Pk) (2.47)
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�
�
2pl2(x)

d

dx
[el2(x)cl1;l2(�1; x)] +

dpl2(x)

dx
el2(x)cl1;l2(�1; x)

�
:

La ecuación (2.45) es la ecuación de transporte para la función cl1;l2(�1; x). Los datos iniciales
cl1;l2(x; x) se determinan de la ecuación (2.42). Es bien sabido que cl1(x) = �l1(x)=

p
jpl1(x)j,

donde la función �l1(x) satisface la ecuación (2.4) con datos iniciales arbitrarios; y que cl1;l2(�1; x) =
�l1;l2(�1; x)=

p
jpl2(x)j; donde la función �l1;l2(�1; x) satisface la ecuación de transporte (2.4)

con respecto a la variable x. La ecuación (2.42) determina los datos iniciales para la función
�l1;l2(�1; x) en el punto x = �1;

�l1;l2(�1; �1) =
�
�h
2pl1(�1)

d
d�1
[el1(�1)cl1(�1)] + el1(�1)cl1(�1)

dpl1 (�1)

d�1

i
; el2(�1)

�
[pl1(�1) + pl2(�1)]

: (2.48)

En general, se tiene que

cl1;:::;lm(�1; :::; �m�1; x) =
�l1;:::;lm(�1; :::; �m�1; x)p

jplm(x)j
para m � 2; (2.49)

y las funciones �l1;:::;lm(�1; :::; �m�1; x); 2 � m; satisfacen la ecuación de transporte (2.4) con
respecto a la variable x con los datos iniciales de la forma

�l1;:::;lm(�1; :::; �m�1; x)p
jplm(x)j

�����
x=�m�1

=
�1�

plm(�m�1) + plm�1(�m�1)
�

�

0@242plm�1(�m�1)
d

d�m�1

24elm�1(�m�1)
�l1;:::;lm�1(�1; :::; �m�1)q��plm�1(�m�1)

��
35

+
dplm�1(�m�1)

d�m�1
elm�1(�m�1)

cl1;:::;lm�1(�1; :::; �m�1)q��plm�1(�m�1)
��

35 ; elm(�m�1)
1A : (2.50)

La expresión para las funciones  mf
l1:::lm

(�1; :::; �m�1; x) puede ser representada en la forma

 mfl1:::lm
(�1; :::; �m�1; x) = i2[p2lm(x) +A(x)� E]

�1(I�Pk)

�
h
�l1;:::;lm(�1; :::; �m�1; x)=

p
jplm(x)j

i
plm(x)

�
d

dx
elm(x)� elm(x)

�
delm
dx

; elm

�
(x)

�
: (2.51)

Lema 3 1� Existen funciones  mf
l1:::lm

(�1; :::; �m�1; x),cl1;:::;lm(�1; :::; �m�1; x) que pertenecen a

la clase C1 ((x0 � �; x0 + �)m) ; 2 � m; tales que la ecuación (2.49) y las condiciones iniciales
(2.50) se satisfacen con datos iniciales �l1(x0) arbitrarios. Las funciones �l1;:::;lm(�1; :::; �m�1; x);
2� m; y �l1(x) satisfacen la ecuación de transporte (2.4) con respecto a la variable x. Las
funciones  mf

l1:::lm
(�1; :::; �m�1; x) están de�nidas por las fórmulas (2.51).

2� Si N > (� + 1)2 + 1 entonces la función yNl1 (x; h) de�nida por (2.37) es una solución
asintótica de la ecuación (2.1) con la precisión O(h2): Además se tiene que O(h2) 2 C1((x0 �
�=2; x0 + �=2)

m) y dqO(h2)=dxq = O(h2�q):
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Demostración. Punto número 1� del Lema 3 sigue de las formulas (2.48)-(2.51). Punto número
2� del Lema sigue de la estimación (2.38) y de la fórmula (2.40).
En lo que sigue se elige un punto c 2 (x0��; x0��=2). Sea '(x) 2 C1(R1); ' = 0; para x < c y

' = 1 para x � x0��=2: Se supone que las funciones cl1;:::;lm ;  mfl1:::lm

para m � 2 en la expresión

(2.37) están reemplazadas por ec
l1;:::;lm

= c
l1;:::;lm

'(�1); e mfl1:::lm =  mf
l1:::lm

'(�1): Integrando por

partes de manera consecutiva con respecto a las variables �1; �2; :::; �m�1, se obtiene que la
multiplicación anterior cambia la expresión (2.37) en el dominio [x0 � �=2; x0 + �=2] por una
función del orden O(h1) tal que dlO(h1)=dxl = O(h1): Por lo tanto multiplicando la expresión
(2.37) por '; otra vez se obtiene una solución asintótica de la ecuación (2.1) con la misma
precisión.

Lema 4 Al remplazar las funciones cl1;:::;lm y  mf
l1:::lm

en la expresión (2.37) por las funciones

ec
l1;:::;lm

y e mfl1:::lm ; la función obtenida en el dominio (x0 � �; x0) tiene solución asintótica WKB
(2.3) con j = l1 y el signo "+".

La demostración de este lema sigue directamente integrando por partes de manera consecutiva
con respecto a las variables �1; �2; :::; �m�1.
Demostración. del Lema 1
1) Usando la expresión (2.37) con las funciones ec

l1;:::;lm
; e l1:::lm ; e integrando por partes, se

obtiene que la expresión (2.37) en el intervalo (x0 � �=2; x0 � ") es la solución WKB de la forma
(2.3) con el signo "+". En el intervalo (x0 + "; x0 + �=2) es posible aplicar el método de la fase
estacionaria (ver [22]) para demostrar que (2.37) es una solución asintótica WKB de la forma
(2.3) con el signo "+". Como las amplitudes �+mj;left y �

+
mj;right satisfacen la misma ecuación de

transporte (2.6), ellos solamente pueden tener diferentes datos iniciales. Por lo tanto la ecuación
(2.14) se satisface para alguna matriz euleft:
Para determinar la matriz euright; es necesario modi�car las fórmulas (2.37). Considere la

siguiente cadena de funciones de fase:

S�l1 =

Z x0

x

pl1(t)dt; :::; S
�
l1;:::;lm

(�1; :::; �m�1; x) =

Z x0

�1

pl1(t1)dt1

+

Z �1

�2

pl2(t2)dt2 + :::+

Z �m�1

x

plm(tm)dtm;

aquí d > x0 + �=2: Para unir las soluciones asintóticas WKB (2.3) con el signo " � " en los
intervalos (x0 + "; x0 + �=2) y (x0 � �=2; x0 � ") ; se usan las soluciones asintóticas de multifase
de la forma

yNl1 (x; h) = exp

�
i

h
S�l1 (x)

�h
el1(x)c

�
l1
(x) + h �mfl1

(x)
i

+
X
(l;2)

Z d

x

exp

�
i

h
S�l1;l2(�1; x)

�h
el2(x)c

�
l1;l2

(�1; x) + h 
�mf
l1l2

(�1; x)
i
d�1 + ::: : (2.52)

Como antes se usa la representación c�l1;:::;lm = ��l1;:::;lm (�1; :::; �m; x) =
p
jplm (x)j; donde las

amplitudes ��l1;l2;:::;lm satisfacen la ecuación de transporte (2.4) con respecto a la variable x.
2) Ahora se corrigen las matrices euleft y euright para obtener matrices unitarias. Considere

una solución (n� n)�matricial del problema de Sturm-Liouville�
�ih d

dx

�2
C + (A(x)� IE)C = 0; para x 2 (x0 � �; x0 + �): (2.53)
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Suponga que la matriz A(x) es autoconjugada. En este caso de manera estándar se puede
demostrar que

C�
dC

dx
� dC�

dx
C = const: (2.54)

Tomando las soluciones asintóticas (2.3) en lugar de las columnas de la matriz C en el intervalo
(x0 � �=2; x0), y tomando las soluciones asintóticas (2.13) en lugar de las columnas de la matriz
C en el intervalo (x0; x0 + �=2); se obtiene de la fórmula (2.54) que euleft � eu�left = I + Ol(h

2):

De manera análoga se obtiene que euright � eu�right = I + Or(h
2) y Om(h2) = h2Cm(h);m = l; r;

donde Cm(h) = C�m(h): Evidentemente las matrices autoconjugadas Cm(h) están uniformemente
acotadas con respecto al parámetro pequeño h 2 (0; 1]: Por lo tanto existen matrices autoconju-
gadas Bleft(h),Bright(h) tales que kBleft(h)k � const y kBright(h)k � const para h 2 (0; 1] y
las matrices euleft + h2Bleft(h) y euright + h2Bright(h) satisfacen las condiciones del Lema 1. La
expresión (2.17) sigue del fórmula de Liouville para el determinante de las soluciones linealmente
independientes de un sistema lineal de primer orden (ver [8]).

2.1.6. Demostración del Teorema 4

1) Considere la solución asintótica de multifase (2.37) de la función yNj en el dominio (x0 �
�; x0+ �): Suponga que la solución asintótica de multifase yNj está construida por el Lema 4, i.e.
la función yNj tiene solución asintótica WKB (2.3) en el intervalo (x0 � �; x0 � "); � > " > 0.
Aplicando el método de la fase estacionaria (ver [22]), se obtiene que la función yNj en el intervalo
(x0 + "; x0 + �) tiene la representación asintótica siguiente:

yNj = e
i
hSj(x)�j(h)

"
ej(x)�j(x)p
jpj(x)j

+ h j(x)

#
+
p
h2�

kX
l2=1;l2 6=j

exp

�
i

h
[Sj(x0)

+

Z x

x0

pl2(t)dt

�
+
�

4
sign

�
d(pj(x0)� pl2(x0))

dx0

�� ����d(pj(x0)� pl2(x0))dx0

�����1=2
��jl2(h)

"
el2(x)�l2(x)p
jpl2(x)j

+ h l2(x)

#
+O(h2): (2.55)

Aquí �j(h) = 1��1jh+O(h3=2�"); �jl2(h) = 1+O(h
1=2); �j(x0) = �jl2(x0; x0); y �l2(x) satisface

la ecuación de transporte (2.4). Se obtienen resultados similares para las soluciones asintóticas
de multifase (2.37) con fases S�l1;:::;lm :
2) Sea �x0(x) una función de la clase C

1(R1) tal que �x0(x) = 0 para x > x0+� y �x0(x) = 1
para x � x0 + " : Evidentemente, [h2

�
d2=dx2

�
; �x0 ] = 2h2

�
d�x0=dx

�
(d=dx) : Por lo tanto se

tiene que(�
�ih d

dx

�2
+A(x)� IE

)
hq�x0(x)e

i
hSj(x)

"
�j(x)p
jpj(x)j

+ h j(x)

#
= O(h1+q); (2.56)

donde q 2 R1: La función eyNj (x; x0; h) se de�ne en el dominio (x0 � �; x0 + �) como:
eyNj (x; x0; h) = �x0(x)y

N
j (x; h)

+(1� �x0(x)) exp
�
i

h
Sj(x)

�
�j(h)

"
ej(x)�j(x)p
jpj(x)j

+ h j(x)

#
: (2.57)
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Combinando (2.55) y (2.56), se obtiene que la función eyNj (x; x0; h) en el dominio (x0� �; x0+ �)
satisface la ecuación(�

�ih d

dx

�2
+A(x)� IE

) eyNj (x; x0; h) = O(h3=2) para N � 2: (2.58)

La ecuación (2.58) implica que se puede considerar a la función eyNj (x; x0; h) en el intervalo (x0�
�; x0 + �) como una solución de la ecuación (2.58) con la precisión O(h3=2) (independientemente
de las intersecciones l� \ j). Esta consideración permite construir una solución asintótica del
problema (2.1) tal que tiene su amplitud del orden 1 sobre la curva j , las amplitudes del ordenp
h sobre las curvas l� ; � = 1; :::; k; y las amplitudes del orden h sobre las curvas que no

intersectan a la curva j pero intersectan a las curvas l� ; � = 1; :::; k: Sobre las curvas que no
intersectan a las curvas j y l� ; � = 1; :::; k; las solución asintóticas tiene amplitud igual a cero.
3) Considere las curvas j ; l� ; � = 1; :::; k: Sean A

�
1 ; :::; A

�
q� los puntos de intersecciones , i.e.

fA�1 ; :::; A�q�g = j \ l� : La condición (2.8) implica que todos los puntos A
�
m sobre la curva j

pertenecen a "x" cartas disjuntas Um, y que los puntos sobre las curvas l� pertenecen a "x"
cartas disjuntas U�m: Estas cartas se puede elegir de tal manera que �x(U

�
m) = �x(Um). Sean A0j

y A0� puntos iniciales sobre j y l� que no pertenecen a [
k
�=1fA�1 ; :::; A�q�g. Los puntos A0j

y A0� se usan para construir el operador de Maslov K sobre las curvas j ,l� : Éstos también
son los puntos iniciales para la amplitud, la función de fase y el índice de Maslov sobre las
curvas j y l� . Se considera el índice de Maslov sobre j y l� en la dirección de las manecillas
del reloj; suponga que los puntos A0� ; A

�
1 ; :::; A

�
q� están enumerados también en la dirección de

las manecillas del reloj. Evidentemente se tiene que [k�=1fA�1 ; :::; A�q�g 2 j : Bajo la notación
� = [k�=1 [

q�
m=1 A

�
m; el conjunto de cambio de multiplicidad D tiene forma D = �x�:

Ahora se construirá una generalización del operador de Maslov (ver [9]) para el caso cuando
las curvas j y l� tienen una intersección no trivial para � = 1; :::; k. Suponga que �x(A

�
m) = x�m.

En este caso se considera la función exp
�
� i
hSj(x)

	p
jpj(x)jyNj (x; h)���1x en "x" carta Um sobre

j , tal que A
�
m 2 Um. En las demás cartas sobre j ; que no intersectan al conjunto � se considera

la función e�j := ej�j + h
p
jpj j j : Aquí la amplitud �j para la solución asintótica de multifase y

para la solución asintótica WKB está dada por la misma función. De la fórmula (2.7) para las
funciones  j se sigue que e�j es la función de�nida sobre j : Multiplicando estas funciones en las
cartas por una partición de la unidad fgmg subordinada al atlas fUmg considerado, se obtiene
la función 'j sobre j : De la condición de cuantización (2.9) (ver [9],[19]) y la ecuación (2.58)
se sigue que la función Kj ('j) (el operador de Maslov generalizado aplicado a 'j) satisface la
ecuación (�

�ih d

dx

�2
+A(x)� IE

)
Kj ('j) = O(h3=2); (2.59)

donde las funciones Kj ('j); O(h
3=2�n); n 2 N0; pertenecen al espacio S(R1) y @nO(h3=2) =

O(h3=2�n):
Es posible mejorar la precisión O(h3=2) en (2.59) hasta O(h2) considerando las otras curvas

l� que intersectan a j : En cada intersección A�m la función Kj ('j) genera una onda que
propaga a lo largo de la curva l� : La conclusión se obtiene directamente de la fórmula (2.55).
Ahora se suman las funciones obtenidas en cada curva l� ; y se pega el resultado con la función
Kj ('j):
Por lo tanto la fórmula (2.55) implica que la función Kj ('j) en el punto A 2 � genera

"ondas" a lo largo de todas las curvas l� que pasan por el punto A; y esta misma fórmula
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determina sus amplitudes. Estas "ondas" se propagan en la dirección de las manecillas del reloj.
Se �ja una curva l� y se investiga la "onda" estacionaria sobre esta curva.
En una vecindad del punto A�m la proyección �x es un difeomor�smo de las vecindades Um; U

�
m

que pertenecen a las curvas j y l� en un mismo intervalo (x
�
m��; x�m+�). Sea �p la proyección

de R2x;p sobre R1p; �pA�m = p�m: Si p
�
m > 0; entonces de (2.55) se sigue que la función Kj ('j)

genera una "onda" con amplitud ��;m a lo largo de la curva l� en el punto A
�
m y se obtiene

��;m := exp

(
i

h

"
Sj(x

�
m)�

Z A�
m

A0�

pl�(�)d�

#
+
�

4
sign

�
d(pj(x

�
m)� pl�(x�m))
dx�m

�)

�
p
2�h

����d(pj(x�m)� pl�(x�m))dx�m

�����1=2 �el��l�(x) + hb l�(x)� � ��1x ; (2.60)

donde

Sj(x
�
m) :=

Z A�
m

A0j

pjdx; b l�(x) :=pjpl�(x)j l�(x):
En el caso cuando p�m < 0 se usa la expresión (2.37) con las fases S�l1;:::;lm : Por lo tanto

en la expresión (2.60) para la función ��;m se cambia el signo " + " cerca de la expresión
�
4 sign (d(pj(x

�
m)� pl�(x�m))=dx�m) por el signo "� ".

Note que las curvas l� no satisfacen la condición de cuantización (2.9). Por lo tanto es posible
de�nir una constante C� como sigue:

C� =

"
1� exp i

h

(Z
l� (E)

pdx� �

2
Ind(ik(E))

)#�1

�
q�X
m=1

�
��m(A0�); el� � ��1x (A0�)

�
exp

�
� i�
2
Ind(A�m; A0�)

�
: (2.61)

Considere el arco
�����!
A0�; A

�
m de la curva l� orientado en la dirección de las manecillas del reloj. Sea

��m una función de la clase C1 de�nida sobre este arco, tal que la función ��m es igual a 1 fuera
de la carta U�m. Sea gm un elemento de la partición de la unidad sobre j ; tal que Supp gm � Um:
En este caso la función ��m satisface las condiciones siguientes: ��m � ��1x + gm � ��1x = 1
en el intervalo (x�m; x

�
m + �); y ��m � ��1x = 0 en (x�m � �; x�m): Note que �xU

�
m = �xUm =

(x�m � �; x�m + �):
En lo que sigue se describe solamente la idea de generalización de la construcción de Maslov

en el caso cuando las curvas j y [k�=1l� tienen una intersección no trivial. Los detalles pueden
ser obtenidos de manera análoga siguiendo los pasos descritos en los trabajos [9],[19].
Sobre la curva l� se considera la solución �l� de la ecuación de transporte (2.4) con los

datos iniciales �l� (0) = 1: La curva l� no satisface la condición de cuantización y por lo tanto
el operador de Maslov puede ser de�nido solamente sobre el recubrimiento universal de l� .
De hecho el operador de Maslov estandar Kl�

(ver [9],[19]) es una extensión de las soluciónes
asintóticas a lo largo de la curva l� : Por lo tanto se empieza extendiendo la solución asintótica

Kl�
C�

�
el��l� + h

b l�(x)�+ q�X
m=1

Kl�
��m�

�
m (2.62)

a lo largo de la curva l� ; a partir del punto inicial A0�: Se elige una constante C� tal que
uno regresa al mismo valor después de hacer una vuelta a lo largo de l� . Después se cambia el
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operador estándar Kl�
en la expresión (2.62) por el operador generalizado Kl�

anteriormente
de�nido y se suman las funciones obtenidas para � = 1; :::; k; con Kj ('j): La función obtenida
satisface la ecuación (2.63) con la precision O(h2): Esto implica que existe un valor propio Eeg(h)
tal que Eeg(h)� E(h) = O(h2).

2.2. Acercamiento general para las condiciones de cuanti-
zación en el caso de características de multiplicidad
variable

2.2.1. Solución asintótica de WKB-Maslov

Considere el problema matricial de Sturm-Liouville�
�ih d

dx

�2
y +A(x)y = Ey;x 2 R1; y(x) 2 L2(R1); (2.63)

donde y 2 Cn;h 2 (0; 1] es un parámetro pequeño. El problema matricial de Sturm-Liouville
ocurre en la mecánica cuántica (veanse [1, 2]) y en la nanotecnología (veanse [3, 16, 23]).
Sea A(x) = A(x)� una (n � n) función matricial de la clase C1(R1) tal que el operador

(2.63) es esencialmente autoconjugado en L2(R1) (vea [17]). Denote los valores propios de la
matriz autoconjugada A(x) por �j(x); j = 1; :::; n: Sean ej(x) los vectores propios ortonormales
de A(x); i.e., A(x)ej(x) = �j(x)ej(x): Si la matriz autoconjugada A(x) es una función analítica
en un conjunto abierto V� R1, entonces todos los valores propios y los vectores propios de la
matriz son funciones analíticas en V (vea [18]). Por lo tanto es posible suponer que las siguientes
condiciones son válidas.

Condición 11 Suponga que la matriz A(x) tiene la forma A(x) = U(x) k�j(x)�ijkU�(x); donde
U(x) es una función matricial unitaria de la clase C1 en R1 y �j(x) 2 C1(R1); Im�j � 0:
Sea D el conjunto de los puntos x en los cuales los valores propios cambian su multiplicidad.
Suponga que D 6= ? y tiene un número �nito de puntos; la diferencia (�i��j) entre cualesquiera
dos valores propios �j,�i; i 6= j; que coinciden en D tiene un cero de orden �nito en D.

Condición 12 Sean j(E) las curvas en el espacio de fase R2x;p de�nidas como:

p2 + �j(x) = E; j = 1; :::; k � n:

Suponga que todas las curvas j(E) son conexas y compactas en R2x;p para E 2 (E0 � "; E0 + ")
en algun E0; " > 0 . Suponga que la desigualdad d�j(x)=dx 6= 0 se satisface en todos los puntos x
para los cuales �j(x) = E, y que en problema (2.63) no tiene un espectro continuo en el conjunto
(E0 � "; E0 + "):

Así las curvas j son unas C
1-variedades unidimensionales en R2x;p. Denote por �x la proyec-

ción de R2x;p sobre R1x; y por �p la proyección de R2x;p sobre R1p: Sea �x(1[ :::[k) la proyección
del conjunto 1 [ ::: [ k sobre R1x:
Si todas las curvas j son disjuntas entonces son válidas las condiciones de cuántización

de Born-Sommerfeld-Maslov (veanse [9, 19]). En esta sección se determinan las condiciones de
cuantización en el caso cuando estas curvas j ; j = 1; :::; k; k � 2; tiene una intersección no
trivial.
Recuerde unas propiedades de las soluciones asintóticas WKB estándar (vea [8]). Suponga

que los valores propios �j(x1); j = 1; :::; n; tienen multiplicidad uno (son disjuntos a pares)
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en un punto x1 y que los impulsos pj(x1) :=
p
E � �j(x1) son positivos. En este caso todos los

impulsos son distintos a pares en una vecindad Vx1 del punto x1 y se tiene que pj(x) > 0: Existen
2n soluciones linealmente independientes y�j del problema (2.63) con las soluciones asintóticas
WKB siguientes:

y�j = exp

�
i

h
S�j (x)

�"
ej(x)�

�
jp

jpj j
+ h �j +O(h

2)

#
; (2.64)

S+j (x) :=

Z x

x0

pj(x)dx;
dS+j (x)

dx
= pj(x); S

�
j (x) :=

Z x0

x

pj(x)dx;
dS�j (x)

dx
= �pj(x): (2.65)

El residuo es tal que O(h2) 2 C1(Vx1); y djO(h2)=dxj = O(h2); para j � 0: Las amplitudes ��j
satisfacen la ecuación de transporte siguiente:

d��j
dx

+

�
dej
dx

; ej

�
��j = 0: (2.66)

La ecuación (2.66) se puede reescribir en una forma invariante para las cartas en "x" y "p"
representaciones (vea [19]). En efecto sobre la curva j las amplitudes �

�
j pueden ser consideradas

como funciones de un parámetro global t (ver [9]). Las funciones xj(t); pj(t) sobre las curvas j
son soluciones del sistema de Hamilton

dx

dt
= 2p;

dp

dt
= �d�j

dx
; fx(0); p(0)gj 2 j ; t � 0: (2.67)

Evidentemente las soluciones del sistema de Hamilton (2.67) para j = 1; 2; :::; k; son funciones
periódicas con periodos Tj : Se consideran las trayectorias xj(t); pj(t) a lo largo de las curvas j
en la dirección de as manecillas del reloj. Se elige un punto inicial sobre las curvas j como

fx(0); p(0)gj =
�
x0j ; p =

q
E � �j(x0j) > 0

�
: (2.68)

Sobre la curva j la ecuación de transporte (2.66) en la forma invariante está dada por la
fórmula:

d�j
dt

+ 2p

�
dej
dx

; ej

�
�j = 0; here p = pj(t); x = xj(t); Re

�
dej
dx

; ej

�
= 0: (2.69)

Evidentemente, si en una carta Ux sobre j en el dominio �x(Ux) se tiene que pj(t) jUx > 0
entonces la función �j � ��1x satisface la ecuación de transporte (2.66) con el signo "+", y si se
tiene que pj(t) jUx < 0 entonces con el signo "�". Note que todas las curvas j son simétricas
con respecto al eje real. Por lo tanto la ecuación (2.69) implica que la función �j(t) tiene un
periodo Tj ; i.e. �j (0) = �j (Tj) :

Las funciones  �j en (2.64) están determinadas por la ecuación

 �j = i2pj
��jp
jpj j

�
p2j +A(x)� E

��1�dej
dx

� ej(x)
�
dej
dx

; ej

��
: (2.70)

En lo que sigue sobre la curva j se usa la función  j ; obtenida de la fórmula (2.70) cambiando

la función ��j por �j ; con pj = p
���j :

Ahora se de�nen las funciones eSl(t) sobre las curvas l como:
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fSj(t) = Z t

0

pj(t)

�
dxj(t)

dt

�
dt =

Z xj(t)

x0j

pjdxj

���j : (2.71)

Sea tl(x) la solución de la ecuación xj(t) = x: Note que si la carta Ux sobre j es tal que la
proyección �x es un difeomor�smo Ux ! �x(Ux), entonces tl(x) 2 C1 (�x(Ux)) : Las funciones
tl(x) están de�nidas hasta unos periodos Tl: En lo que sigue se pone:

Sj(x) = fSj(t)���
tj(x)

: (2.72)

Evidentemente si se tiene que pj(t) jUx > 0 entonces Sj(x) = S+j (x) + const; y en el caso
cuando pj(t) jUx < 0 se tiene que Sj(x) = S�j (x) + const: En lo que sigue para todas las curvas
j se �jan los puntos iniciales (2.68) y se de�nen los datos iniciales para la amplitud �j en estos
puntos, i.e. para t = 0:
Por asy�j se denotará la solución asintótica WKB en la parte derecha de (2.64). En una

vecindad del punto xj tal que �j(xj) = E la Condición 12 implica que d�j(xj)=dx 6= 0: Sea
Up una pequeña carta sobre la curva j tal que contiene al punto (xj ; 0): Entonces �p es un
difeomor�smo Up ! �p(Up); y se puede calcular la solución asintótica del problema (2.63) en el
intervalo (xj � "; xj + ") en la "p"-representación de Maslov , i.e. como

y =
1p
2i�h

Z
�(p)e

i
h (px+�(p))

�
ej

�
�d�(p)

dp
+ ih

d

dp

�
�j + h j

�
�d�(p)

dp

��
dp;

aquí �(p) 2 C10 (R1p); �(p) = 1 en una vecindad del punto p = 0; y la función de fase está de�nida
como �(p) := Sj(t)

��
t=t(p) � px(t)

��
t=t(p) : Evidentemente se tiene que �d�=dp = x(t)

��
t=t(p) :

Condición 13 (Posición general) Suponga que las Condiciones 11 y 12 se satisfacen para j ; j =
1; :::; n; las ecuaciones �j(x) = E tienen dos soluciones para cada curva y d�j (x) =dx 6= 0 en
los puntos x : �j(x) = E. Suponga que sobre el conjunto de cambio de multiplicidad D se tiene
que �j jD 6= E; j = 1; :::; n. Suponga además que cada dos curvas que se intersectan tienen una
cantidad �nita de intersecciones, y que los valores propios �j ; �q que coinciden sobre el conjunto
D satisfacen la condiciones siguientes:

d(�j � �q)=dxjD 6= 0 para j 6= q:

Denote el índice de Maslov (veanse [9, 19]) de la curva j(E) por Ind(j(E)): El teorema
siguiente fue demostrado en la sección anterior.

Teorema 6 Suponga que la curva j intersecta solamente las curvas l� ; � = 1; :::; k � n� 1; y
que se satisfacen las Condiciones 11, 12, y 13. Sea E = E(h) una función de�nida en (0; 1] tal
que E(h) 2 (E0 � "; E0 + "); y en el intervalo (E0 � "; E0 + ") el operador (2.63) no tiene un
espectro continuo. Suponga que

1

h

Z
j(E)

pdx� �

2
Ind(j(E)) = 2�m(h); para algún m(h) 2 Z;

�����exp i
(
1

h

Z
i� (E)

pdx� �

2
Ind(i�(E))

)
� 1
����� � C > 0; � = 1; :::; k;

para una constante C. Entonces existen valores propios Eeg(h) 2 (E0 � "; E0 + ") del problema
de Sturm-Liouville (2.63) tales que E(h)� Eeg(h) = O(h2):
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2.2.2. Matrices de transición y su aplicación a la condición de cuanti-
zación

Sean Uj ; j = 1; :::; k; cartas sobre j tales que pjUj � 0: Suponga que �x (Uj) = (x1 � � <

x < x1); j = 1; :::; k; y que D\ (x1 � � < x < x1) = ?, pero x1 2 D: Considere la solución
asintótica WKB asy+j en la carta Uj . Usando el método desarrollado en el trabajo [5] se extiende
la solución asintótica WKB desde las cartas Uj a lo largo de la unión 1 [ 2 ::: [ k de las
curvas j ; j = 1; :::; k; en la dirección de las manecillas del reloj. Sea x1 un punto que satisface
las condiciones siguientes.

Condición 14 Suponga que los valores propios �j(x); j = 1; :::; k; k � 2; coinciden en un punto
x1 2 �x(1 [ ::: [ k), las funciones �j(x) � �l(x); 1 � j; l � k; j 6= l tienen ceros de ordenes
�nitos en el punto x1; y �l(x1) 6= E; para l = 1; :::; k: Se supone que en �x(1 [ ::: [ k) los
valores propios �j(x); j = k + 1; :::; n; tienen multiplicidad uno.

Ahora se supone que se satisfacen las Condiciones 11,12, y 14. Se considera la solución asin-
tótica WKB y�j con las funciones de fase (2.65) del lado derecho y del lado izquierdo del punto
x1: El lema siguiente fue demostrado en la sección anterior.

Lema 5 (Matrices de Transición) Suponga que se satisfacen las Condiciones 11,12, y 14. 1�

Sean y+l ; l = 1; :::; k; las soluciones del sistema (2.63) tales que en el intervalo por la izquierda
(x1 � �=2; x1) tiene el comportamiento asintótico (2.64) con el signo "+", la amplitud �

+
l;left;

y los datos iniciales �+l;left(0). En este caso, existe una (k � k) matriz unitaria U+(x1) tal que
en el intervalo por la derecha (x1; x1 + �=2) las soluciones y+l ; l = 1; :::; k; tienen el siguiente
comportamiento asintótico:

y+l =

kX
m=1

exp

�
i

h
S+m(x)

�"
em(x)�

+
ml;right(x)p
jpm(x)j

+ h +ml;right(x) +O(h
2)

#
: (2.73)

Aquí los datos iniciales �+ml;right(0) de las amplitudes �
+
kl;right son de la forma

f�+11;right(0); ::; �
+
k1;right(0)g

t = U+(x1)f�+1;left(0); :::; 0g
t; :::; (2.74)

f�+1k;right(0); :::; �
+
kk;right(0)g

t = U+(x1)f0; :::; �+k;left(0)g
t:

El símbolo f:::gt en la fórmula (2.74) denota la transposición.
2� Análogamente para las soluciones del sistema (2.63) tales que en el intervalo por la derecha

(x1; x1 + �=2) tienen un comportamiento asintótico (2.64) con el signo "�" existe una (k � k)
matriz unitaria U�(x1) tal que las fórmulas (2.74) y (2.73) se satisfacen con el signo "�".
3� Determinantes de las matrices U+(x1) y U�(x1) satisfacen la igualdad

det
�
U+(x1)

�
= det

�
U�(x1

�
) +O(h2): (2.75)

4� Las matrices U+(x1) y U�(x1) como funciones del parámetro h tienen el siguiente com-
portamiento asintótico:

U�(x1) = I+ h
1

q+1C(x1) + o(h
1

q+1 ); (2.76)

donde el número q es el menor orden de los ceros de las funciones (�j(x)� �l(x)) ; para 1 �
j; l � k; j 6= l; en el punto x1.
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Se dice que las curvas l(E); m(E) pertenecen a un clúster si existe una cadena
�
j�(E)

	q
�=1

de curvas que se intersectan a pares, i.e. j�(E) \ j�+1(E) 6= ? tales que l(E) = j1(E) y
m(E) = jq (E): En lo que sigue se considera el clúster formado por las curvas l1(E); :::; lm(E).
Sea fx1; :::; xu : x1 < ::: < xug la proyección de todas las intersecciones entre las curvas del clúster
sobre R1x, i.e. los puntos de la forma �x(l�(E) \ l� (E)); 1 � � 6= � � m: Más adelante
se introduce un índice sobre las curvas del clúster en la dirección de las manecillas del reloj.
Considere sobre todas las curvas l� del clúster, la solución asintótica WKB tal que las amplitudes
toman sus valores iniciales en el punto (2.68) y las funciones de fase S+l son iguales a la función
de fase (2.72). El problema consiste en elegir a los datos iniciales para las amplitudes de tal
manera que extendiendo la solución asintótica WKB a lo largo del clúster en la dirección de las
manecillas del reloj se obtiene la misma solución asintótica WKB. Esta condición es en realidad
una condición de cuantización para la energía E: Es posible extender la solución asintótica WKB
usando del método de Maslov (ver [9, 19]) y el método desarrollado en los trabajos [10, 5] (ver
además el Lema 5).
Para las curvas j consideradas es válida la a�rmación siguiente.

A�rmación 1 Cada curva j intersecta la linea vertical x = cte: a lo más en dos puntos.

Considere las imágenes inversas de un punto xq 2 fx1; :::; xug sobre las curvas del clúster.
Sea ��1x (xq) =

�
[��=1A+q;�

�
[
�
[��=1A�q;�

�
; note que los puntos A�q;� y A

+
q;� son simétricos con

respecto al eje real. Suponga que las curvas l�1 ; :::; l�� del clúster se intersectan en el punto

A+q;�. Debido a la simetría de los puntos las mismas curvas se intersectan en el punto A
�
q;�. Como

cada curva j intersecta la línea vertical x = cte: a lo más en dos puntos es posible separar a las
curvas en clases tales que las curvas de una clase pasen a través de los puntos A�q;� y no pasen
a través de los puntos A�q;� para � 6= �: Por lo tanto las curvas de un clúster pasan a través de
cada punto A�q;� solamente en la dirección de las manecillas del reloj. Más adelante se construyen
(m�m) matrices unitarias W+ (xq; E) ; W� (xq; E) y (m�m) matrices unitarias L1;Lu para
cada punto xq: La condición de cuantización es equivalente a la existencia de un vector propio
v 2Cm tal que

W� (x1; E) :::W� (xu; E)LuW+ (xu; E) :::W+ (x1; E)L1v = v +O (h) ; (2.77)

ó a la siguiente condición sobre el espectro de la matriz en la parte izquierda de la fórmula (2.77):

�
�
W� (x1; E) :::W� (xu; E)LuW+ (xu; E) :::W+ (x1; E)L1

�
\ f� : j1� �j � Chg 6= ?:

Ahora sin pérdida de generalidad se supone que el clúster está formado por las curvas
1; :::; m; y que los datos iniciales para la amplitud �j son iguales a la componente vj del vector
v 2Cm: Más adelante se calculan las matrices L1;W� (x1; E) ;W� (x2; E) ;Lu; y las matrices
W� (xk; E) ; k � 2; los cuales son similares a las matrices W� (x2; E) :
Se de�nen los puntos iniciales A0j = fxj (0) ; pj (0)g sobre las curvas j ; j = 1; :::;m; de manera

siguiente. Considere las líneas verticales x = xq; xq 2 fx1; :::; xug tales que intersectan a la curva
j : Sea x = xq(j) una de las líneas con el mínimo subíndice q tal que la curva j intersecta a la
curva del clúster en un punto del conjunto ��1x (xq): Se de�ne el punto inicial sobre la curva j
como

A0j := j \
�
x = xq(j)

	
\ fp > 0g ;

y sea A0�j := j \
�
x = xq(j)

	
\ fp < 0g :

Suponga que se tiene que ��1x (x1) =
�
[��=1A+1;�

�
[
�
[��=1A�1;�

�
: Ahora es posible separar a

las curvas del clúster en grupos con respecto al punto x1 : Suponga que a través de los puntos A
�
1;1
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pasan las curvas 1; :::; k1 ; a través de los puntos A
�
1;2 pasan las curvas k1+1; :::; k2 ; y a través

de los puntos A�1;� pasan las curvas k��1+1; :::; k� ; donde k0 = 0; y 1 < k1 < ::: < k� : Suponga
que en el clúster existen f curvas k�+1; :::; k�+f que intersectan la línea x = x1 y las curvas
del clúster de tal manera que los puntos de intersecciones de k�+1; :::; k�+f con el clúster no
pertenecen a la línea x = x1: Además suponga que existen (m� k� � f) curvas k�+f+1; :::; m
que no intersectan la línea x = x1:
Para construir la extensión de la solución asintótica WKB a lo largo del clúster se introducen

las notaciones siguientes. Considere el arco (M1;M2)l de la curva l(E) que pasa a través de los
puntos M1 y M2 en la dirección de las manecillas del reloj. Sea �(M1;M2)l el ángulo de�nido
como

�(M1;M2)l =
1

h

Z
(M1;M2)l

pldx�
�

2
Ind ((M1;M2)l) ; (2.78)

aquí Ind ((M1;M2)l) es el índice de Maslov del arco (M1;M2)l [9, 19].
Primero se de�nen las matrices L1;Lq: Sea L1 la matriz de�nida como

L1 =
�lj exp(i�j(A0�j ; A0j )

 ;
para 1 � l; j � m:
Sea x = xl(j) la linea con el máximo subíndice l tal que la curva j intersecta una curva

del cluster en los puntos A�l(j);� 2 ��1x
�
xl(j)

�
: Por de�nición la matriz Lq tiene la forma Lq :=�lj exp(i�j(A+l(j);� ; A�l(j);�) ; para 1 � l; j � m:

Ahora se de�ne la matriz unitariaW+(x1; E) en Cm: Esta matriz es una matriz diagonal por
bloques compuesta por dos bloques. El primer bloque es una matriz diagonal por bloques que
consiste de � bloques Uj(x1); j = 1; :::; �; correspondientes a la curvas kj�1+1; :::; kj ; 1 � j � �.
En efecto estos (kj � kj�1) � (kj � kj�1) bloques se obtienen al aplicar el Lema 5 a las curvas
kj�1+1; :::; kj en una vecindad del punto x1: El segundo bloque de la matriz unitariaW

+(x1; E)
es la (m� k�)� (m� k�) matriz identidad.
Para calcular la matriz W+(x2; E) es necesario separar a las curvas del clúster en grupos

con respecto al punto x2 de manera análoga como se hizo para el punto x1: Suponiendo que
��1x (x2) =

�
[��=1A+2;�

�
[
�
[��=1A�2;�

�
; existe una enumeración de las curvas j(E), tal que las

curvas 1; :::; n1 pasan a través de los puntos A
�
2;1 y las curvas n��1 ; :::; n� pasan a través de

los puntos A�2;� ; � = 2; :::; �: Suponga que en el clúster existen f2 curvas n�+1; :::; n�+f2 que
intersectan la linea x = x2 y las curvas del clúster de tal manera que los puntos de intersección
con el clúster no pertenecen a la línea x = x2: Además suponga que existen (m� n� � f2) curvas
n�+f2+1; :::; m que no intersectan la línea x = x2:
Bajo la enumeración inicial se tienen que �j(0) = vj . Sea En2 la matriz unitaria correspon-

diente a la enumeración del punto x2.
La matriz En2W+(x2; E)En�2 es una matriz diagonal por bloques compuesta por dos bloques.

El primer bloque es una matriz diagonal por bloques que consiste de � bloques, correspondientes
a la curvas nj�1+1; :::; nj ; 1 � j � �. Así se obtienen (nj�nj�1)� (nj�nj�1) matrices Uj(x2);
donde j = 1; :::; �;nj�1 + 1 � q; r � nj . Aquí el ángulo �q; (nj�1 + 1) � q � nj ; es igual a
�(A+1�; A

+
2�)q si la curva q pasa a través de los puntos A

+
1�; A

+
2�: El ángulo �q es igual a cero si

la curva q no pasa a través de ninguno de los puntos A
+
1;�; � = 1; :::; �: El segundo bloque de la

matriz unitaria En2W+(x2; E)En�2 es la (m� n�)� (m� n�) matriz identidad.
Ahora se considera el caso general, i.e. la matriz W+(xk; E): Se dividen las curvas del clúster

en los grupos con respecto al punto xk, análogamente como se hizo para los puntos x1 y x2:
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Suponga que se tiene que ��1x (xk) =
�
[��=1A+k;�

�
[
�
[��=1A�k;�

�
: Evidentemente el número

� depende del punto xk: En este caso existe una enumeración de las curvas j(E), tal que las
curvas 1; :::; d1 pasan a través de los puntos A

�
k;1 y las curvas dj�1 ; :::; dj pasan por los puntos

A�k;j ; j = 2; :::; �: Suponga que en el clúster existen fk curvas d�+1; :::; d�+fk que intersectan la
línea x = xk y las curvas del clúster de tal manera que los puntos de interseción con el clúster no
pertenecen a la línea x = xk: Además, suponga que existen (m� d� � fk) curvas d�+fk+1; :::; m
que no intersectan la línea x = xk:
Como antes se tiene que bajo la enumeración inicial �j(0) = vj ; y sea Enk la matriz unitaria

correspondiente a la enumeración para el punto xk. La matriz EnkW+(xk; E)En�k es una matriz
diagonal por bloques compuesta por dos bloques. El primer bloque es una matriz diagonal por
bloques que consiste de � bloques, correspondientes a la curvas dj�1+1; :::; dj ; 1 � j � �.
Aplicando el Lema 5 a las curvas dj�1+1; :::; dj en una vecindad del punto xk se obtienen (dj �
dj�1)�(dj�dj�1) matrices Uj(xk); j = 1; :::; �: El primer bloque de la matriz EnkW+(xk; E)En�k
está compuesto por � bloques de la forma Uj(xk) k�qr exp(i�q)k ;dj�1 + 1 � q; r � dj . Aquí el
ángulo �q; (dj�1 + 1) � q � dj es igual a �(A

+
�(k);�; A

+
k;�)q en el caso cuando la curva q pasa a

través de los puntos A+�(k);�; A
+
k;�; y el índice �(k) es menor o igual que k: Aquí � (k) es el índice

q más cercano al índice k tal que la curva q intersecta a una curva del clúster en un punto del
conjunto ��1x (xq). El ángulo �q es igual a cero si la curva q no pasa a través de ninguno de los
puntos A+k;�; � = 1; :::; �; y para �(k) � k: El segundo bloque de la matriz EnkW+(xk; E)En�k
es (m� d�)� (m� d�) matriz identidad. Las matrices W�(xk; E) pueden ser determinadas de
manera análoga.

Teorema 7 Suponga que las curvas 1; :::; m satisfacen las Condiciones 11, 12, y 14. Si la
energía E (h) satisface la ecuación (2.77) y E (h) 2 (E0 � "; E0 + ") entonces existe un valor
propio � 2 (E0 � "; E0 + ") del problema (2.63) tal que � = E (h) +O

�
h2
�
:

La fórmula (2.76) implica que en el caso cuando se satisface la Condición 14 se tiene que

W� (x1; E) :::W� (xu; E)LuW+ (xu; E) :::W+ (x1; E)L1 (2.79)

= k�lj exp (i�j)k+
p
hD; para 1 � l; j � m;

donde

�j =
1

h

Z
j(E)

pdx� �

2
Ind(j(E));

m es el número de las curvas del clúster considerado y para todo h 2 (0; 1] se tiene que kDk � cte.
La demostración del Teorema 7 se obtiene directamente de la fórmula (2.79).



Capítulo 3

Soluciones asintóticas para los
sistemas de ecuaciones ordinarias
con un parámetro pequeño cerca
de la derivada en el caso cuando
coinciden 3 raíces características

3.1. Introducción

linealizando los sistemas no lineales en derivadas parciales (por ejemplo el sistema de ecua-
ciones para líquidos ideales compresibles, sistema de ecuaciones de Maxwell con corriente J (�;E)
que depende de manera no lineal de la densidad de carga � y del campo eléctrico E) se obtiene
un sistema lineal con tres o más raíces características coincidentes. El modelo unidimensional de
esta situación es el siguiente sistema con un parámetro pequeño cerca de la derivada:

�ihdy
dt
+A(t)y + hB (t) y = 0; (3.1)

aquí y 2 Cr+2; r � 1; y h 2 (0; 1] es parámetro pequeño. Considere la solución asintóticas de
las soluciones linealmente independientes del sistema (3.1) en un dominio U = fjtj < "g : Sean
B (t) 2 C1 (U) y A(t) una función matricial de la forma

A(t) =

24 Iat 0 0
0 bt d
0 0 ct

35 ; (3.2)

con I la (r � r) matriz identidad, d 2 R1+, y a; b; c 2 R tales que a 6= b 6= c. Evidentemente se

tiene que los vectores ej 2 Rr+2; j = 1; :::; r + 2; tales que la j�ésima entrada del vector ej es
igual a 1 y todas las demás entradas son iguales a 0, son vectores propios de la matriz (3.2). Este
sistema no se reduce a la ecuación de Weber.

38
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Sea �N una solución del problema (3.1) con presición O
�
hN
�
que satisface unos datos ini-

ciales, i.e. se tiene que

�ihd�Ndt +A(t)�N + hB (t) �N = O
�
hN
�
; para jt� t0j < T;

[t0 � T; t0 + T ] � [�T0; T0] :
(3.3)

Evidentemente el problema (3.1) es un sistema lineal de ecuaciones diferenciales con coe�cientes
acotados, por lo tanto existe la solución exacta y (x; h) del problema (3.1) que satisface los mismos

datos iniciales que �N . En este caso la función e�N := y��N ; es solución del problema (3.3) con
datos iniciales iguales a cero, i.e.

�ihd
e�N
dt

+A(t)e�N + hB (t) e�N = F (t; h)hN ; para jt� t0j < T;

e�N (t0) = 0;

donde F (t; h) 2 C1 ([t0 � T; t0 + T ]) y Supt2[t0�T;t0+T ]
��@kt F (t; h)�� � Ckh

�k; para una con-
stante Ck > 0; y k 2 N.
En este capítulo se desarrolla un método asintótico para resolver este problema y demostrar

el teorema siguiente.

Teorema 8 Suponga que los coe�cientes de la ecuación (3.1) satisfacen las condiciones antes
mencionadas. En este caso existe un número natural n = n (T ) tal que la solución del problema
(3.3) tiene la estimación siguiente:e�N

C([�T;T ])
� ChN�n�1; para N > n+ 1:

En el dominio jtj > h1=2��; 0 < � < 1=8; se puede obtener la solución asintótica de la ecuación
(3.1) usando el método WKB estándar. En el dominio jtj < h1=2��; 0 < � < 1=8; buscamos la
solución del problema (3.1) en la forma

y (t) = exp

�
�i bt

2

2h

�
z (t) : (3.4)

Substituyendo la expresión (3.4) en (3.1) y pasando en la ecuación obtenida en "p"-representación
(ver [19]), i.e.

z (t) =
1p
2�h

Z


exp

�
i

h
tp

� ew (p)� (p) dp
donde � (p) es una función de corte, i.e. � (p) 2 C10 (C) y se tiene que � (p) = 1 para jRe pj <
h1=2�� y � (p) = 0 para jRe pj > 2h1=2��; la ecuación (3.1) se reduce a

p ew (p) +
2664
I (a� b)

�
ih d
dp

�
0 0

0 0 d

0 0 (c� b)
�
ih d
dp

�
3775 ew (p) + hB�ih ddp

� ew (p) = 0; (3.5)

donde ew (p) = (w1 (p) ; :::; wr (p) ; wr+1 (p) ; wr+2 (p)) ; B �ih d
dp

�
=
bij �ih d

dp

� y bij �ih d
dp

�
; 1 �

i; j � r + 2; son operadores pseudodiferenciales (P.D.O.�s). La integración se hace a lo largo del
contorno  que pasa por el eje real y pasa por abajo del punto p = 0 a lo largo de la circun-
ferencia de radio jpj = h1=2+2�: Note que en el dominio jtj < h1=2�� la matriz B (t) puede ser



Soluciones asintóticas para los sistemas de ecuaciones ordinarias con un parámetro
pequeño cerca de la derivada 40

reemplazada por una sumatoria �nita de la serie de Taylor con la precisión hasta O
�
tN
�
: Por lo

tanto es posible considerar a los operadores bij
�
ih d
dp

�
como operadores diferenciales. Considere

la solución del sistema (3.1) para p en el dominio D =
�
p : jpj > h1=2+2�

	
cortada a lo largo de

un rayo. Note que en dicho dominio se tiene que
���hp ��� � h1=2�2� < h1=4 para 0 < � < 1=8: Las

soluciones asintóticas en "t"-representación se determinan por el comportamiento de la función
wj (p) en una vecindad del punto p = 0: Por lo tanto p en realidad es un segundo parámetro
pequeño. En lo que sigue se demuestra que para construir la solución del problema (3.1) en el do-
minio jtj < h1=2�� es su�ciente construir la solución asintóticas del problema (3.5) en el dominio
jpj < h1=2��, donde � es un número positivo. Por lo que se construirá la solución asintóticas del
problema (3.5) en el dominio D =

�
p : h1=2+2� < jpj < h1=2��

	
:

Debido a que el símbolo principal de la ecuación (3.5) tiene unas raíces múltiples en el punto
p = 0 y estas raíces son suaves, entonces procediendo de manera análoga con los trabajos [5],
[28] la solución del problema se busca en la clase de vector funciones con las componentes de la
forma

e
i
hSf;0�f;0 (p; h) +

PN
k=1

R p
p0
dpk

R pk
p0
dpk�1:::

R p2
p0
exp

�
i
hSf;k (p; p1; :::; pk)

�
�f;k (p; p1; :::; pk; h) dp1;

(3.6)
donde f = 1; 2;N 2 N; pj 2 ; j = 0; :::; N; fases Sf;k (p; p1; :::; pk) son de la forma

S1;k (p; p1; :::; pk) =

Z p1

p0

�1(s)ds+

Z p2

p1

�2(s)ds+ :::+

Z p

pk

�l(s)ds;

donde l = 2 para números (k + 1) pares, y l = 1 para números (k + 1) impares,

S2;k (p; p1; :::; pk) =

Z p1

p0

�2(s)ds+

Z p2

p1

�1(s)ds+ :::+

Z p

pk

�q(s)ds;

donde q = 1 para números (k + 1) pares, y q = 2 para números (k + 1) impares, y se tiene que
�1 (p) = p= (a� b) ; �2 (p) = p= (c� b) : Se sugiere buscar las componentes �f;k (p; p1; :::; pk; h) en
una clase de funciones Lf;k: Las funciones de esta clase son analíticas con respecto a p; p1; :::; pk;
y son de la forma

�f;k (p; p1; :::; pk; h) =
Qk
�=0

MX
m;l;j=0

�
 f;k (p0; p1; :::; pk)�

�f;k (p0; p1; :::; pk)
�
h
p�

�j
hl(ln p�)

lpm� Cm;l;j(h)

�����
p0=p

(3.7)

donde f = 1; 2;M <1;  f;k son funciones C1(Rk+1) con respecto a p0; p1; :::; pk; Cm;l;j(h) son
polinomios en h con coe�cientes C1(Rk+1) en p0; p1; :::; pk; y las funciones �f;k son de la forma

�1;0 (p) 2 C1
�
R1
�
;

�1;1 (p; p1) =
�
p
p1

��
;

�1;k(p; p1; :::; pk) =

8<:
�
p2
p1

��
1
p2

�
p4
p3

��
1
p4
:::
�

p2l
p2l�1

��
1
p2l

�
p

p2l+1

��
; para k = 2l + 1;�

p2
p1

��
1
p2

�
p4
p3

��
1
p4
:::
�

p2l
p2l�1

��
1
p2l
; para k = 2l;

(3.8)
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y

�2;0 (p) = p�;

�2;1 (p; p1) = p��11 ;

�2;k(p; p1; :::; pk) =

8<: p��11

�
p3
p2

��
1
p3

�
p5
p4

��
1
p5
::: 1
p2l�1

�
p2l+1
p2l

��
1

p2l+1
; para k = 2l + 1;

p��11

�
p3
p2

��
1
p3

�
p5
p4

��
1
p5
::: 1
p2l�1

�
p
p2l

��
; para k = 2l;

(3.9)
donde l 2 N y

� = �i
b(r+2)(r+1) (0) d

c� b : (3.10)

Denote la clase de funciones de multifase antes de�nida por M�f . Si las funciones wk; k =
1; :::; r + 2; pertenecen a esta clase es posible determinar la función wr+1; con la precisión hasta
hN1 para todo N1 > 0: Note que en el sistema (3.5) la ecuación para wr+1 tiene forma�

1 +
h

p
b(r+1)(r+1)

�
ih
d

dp

��
wr+1 = g (p; h) ; (3.11)

g (p; h) = �

0@d
p
wr+2 +

h

p

X
l 6=r+1

b(r+1)l

�
ih
d

dp

�
wl

1A :

Se busca una aproximación de la solución denotada por wNr+1 de esta ecuación con respecto
a la función wr+1 en la clase de funciones (3.6). Después se substituye la aproximación wNr+1
en el sistema (3.5) y se obtiene un sistema reducido con respecto a w1; :::; wr; wr+2: Aplicando
formalmente la teoría de perturbación (ver [9]) la aproximación wNr+1 se busca en la forma

wNr+1 =
NX
k=0

��
�h
p

�
b(r+1)(r+1)

�
ih
d

dp

��k
g (p; h) : (3.12)

Sustituyendo wNr+1 en (3.11) se obtiene�
1 +

h

p
b(r+r)(r+1)

�
ih
d

dp

��
wNr+1 = (�1)

N+1

��
h

p

�
b(r+1)(r+1)

�
ih
d

dp

��N+1
g (p; h) : (3.13)

La estimación en la parte derecha de la ecuación (3.13) se obtiene usando el lema siguiente.

Lema 6 Suponga que las componentes de la función vectorial gf ; f = 1; 2; pueden ser rep-

resentadas en la forma (3.6) y que b
�
ih d
dp

�
=
Pm

�=0 b�

�
ih d
dp

��
es un operador matricial

h�diferenciales del orden m; donde b� son (m�m) matrices constantes. En este caso existen
operadores h�diferenciales

eP kf;l �h; p; ih @
@p ; ih

@
@pk+1

; :::; ih @
@pk+l

�
:=P

0�jmj<1 eak;mf;l (h; p)�ih @
@p

�m0
�
ih @
@pk+1

�m1

:::
�
ih @
@pk+l

�ml

;
(3.14)

donde k = 0; 1; :::; N ; l = 1; :::; jmj ; jmj = m0+ :::+ml; y eak;mf;l (h; p) son polinomios con respecto
a p y h, tales que:

b

�
ih
d

dp

�
gf = exp

�
i

h
Sf;0

���
b

�
�dSf;0

dp

�
+ eP 0f;0�h; p; ih ddp

��
vf;0 (p; h)
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+h eP 0f;1�h; p; ih @@p ; ih @

@p1

�
vf;1 (p; p1; h)

����
p1=p

+ :::

+hl eP 0f;l �h; p; ih @@p ; ih @

@p1
; :::; ih

@

@pl

�
vf;l (p; p1; :::; pl)

����
p1=:::=pl=p

+ :::

+(ih)
m
bmvf;m (p; p1; :::; pm)jp1=:::=pm=p

o
+

NX
k=1

Z p

p0

dpk:::

Z p2

p0

dp1e
i
hSf;k(p;p1;:::;pk)

��
b

�
�@Sf;k

@p

�
+ eP kf;0�h; p; ih ddp

��
vf;k

+h eP kf;1�h; p; ih @@p ; ih @

@pk+1

�
vf;k+1 (p; p1; :::; pk+1)

����
pk+1=p

+ :::

+hl eP kf;l �h; p; ih @@p ; ih @

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+l

�
vf;k+l (p; p1; :::; pk+l)

����
pk+1=:::=pk+l=p

+ :::

+(ih)
m
bm vf;k+m (p; p1; :::; pk+m)jpk+1=:::=pk+m=p

o
: (3.15)

Aquí los términos del orden cero al (p; h) de los operadores eP kf;l �h; p; ih @
@p ; ih

@
@pk+1

; :::; ih @
@pk+l

�
son funciones polinomiales en h con coe�cientes C1

�
R1
�
con respecto a p; y los vectores vf;� � 0

para todo � > N:

2. La función
PN

�=0

n�
�h
p

�
b
�
ih d
dp

�o�
gf puede ser representada como la parte derecha de

la expresión (3.15) donde los operadores eP kf;l son sustituidos por los operadores P kf;l. Los oper-
adores P kf;l = P kf;l

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@pk+1

; :::; ih @
@pk+l

�
se obtienen a partir de la fórmula (3.14)

cambiando los coe�cientes eak;mf;l (h; p) por funciones ak;mf;l �h; hp ; p�, y las funciones ak;mf;l �h; hp ; p�
son polinomios con respecto a h; hp ; y p:

3. La función
PN

�=0

n�
�h
p

�
b
�
ih d
dp

�o� �
d
pgf

�
puede ser representada en la forma (3.15)

donde los operadores eP kf;l son sustituidos por los operadores 1
pP

0k
f;l: Los operadores P

0k
f;l tienen la

misma forma que los operadores P kf;l con distintos coe�cientes a
0k;m
f;l

�
h; hp ; p

�
polinomiales con

respecto a h; hp ; y p: Aquí a lo largo del contorno � se tiene que jh=pjj� � h1=2��; 0 < � < 1=2;

i.e. sobre el contorno h=p también es un parámetro pequeño.

En lo que sigue abusando de la notación se omitirá el signo 0 en los operadores P 0kf;l.

Para el operador
�
ih d
dp

�l
el lema anterior se prueba por inducción sobre l: Después sumando

las fórmulas (3.15) para los operadores
�
ih d
dp

�l
de obtiene el primer punto del lema. Cálculos

directos implican que es válida la fórmula siguiente

NX
�=0

��
�h
p

�
b

�
ih
d

dp

���
= c

�
h

p
; ih

d

dp

�
(3.16)

donde c
�
h
p ; ih

d
dp

�
es un operador diferencial con coe�cientes polinomiales con respecto a(h=p).

El punto número 2 del lema se sigue del Punto 1 y la fórmula (3.16).
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Más adelante se prueba que para las funciones de la clase (3.6) el residuo en la fórmula (3.13)
tiene orden O

�
h�N��

�
. Ahora se considera el sistema de ecuaciones obtenido sustituyendo la

función wr+1 por las funciones (3.12) en el sistema (3.5), i.e. un sistema reducido. En este caso
se obtiene el siguiente sistema para la función vectorial w = (w1; :::; wr; wr+2) :

ih
dwk
dp

+
pwk
a� b +

h

a� b

rX
j=1

�
bkj

�
ih
d

dp

�
+
h

p
akj

�
h

p
; ih

d

dp

��
wj

� h

a� b
d

p

�
bk(r+1)

�
ih
d

dp

�
+
h

p
ak(r+2)

�
h

p
; ih

d

dp

��
wr+2 = 0;

ih
dwr+2
dp

+
pwr+2
c� b +

h

c� b

rX
j=1

�
b(r+2)j

�
ih
d

dp

�
+
h

p
a(r+2)j

�
h

p
; ih

d

dp

��
wj (3.17)

� h

c� b
d

p

�
b(r+2)(r+1)

�
ih
d

dp

�
+
h

p
a(r+2)(r+2)

�
h

p
; ih

d

dp

��
wr+2 = 0;

para k = 1; :::; r: El operador diferencial en la parte izquierda del sistema (3.17) se denotará por
L, en este case el sistema (3.17) tiene forma Lw = 0:
De hecho las matices del sistema (3.17) se consideran sobre el espacio vectorial lineal generado

por los vectores ej 2 Rr+2; j = 1; :::; r; r + 2; de�nidos anteriormente. En lo que sigue todas las
matrices se consideran en el espacio vectorial lineal generado por los vectores e1; :::; er; er+2:
Evidentemente en esta base los vectores e1; :::; er; er+1 son vectores propios de la matriz� p

a�bI 0

0 p
c�b

�
:

Ahora se construirán las soluciones aproximadas del sistema (3.17) con los componentes en la
clase de funciones de multifase (3.6). Sustituyendo las funciones w de la forma (3.6) en el sistema
(3.17) y aplicando el Lema 6 se obtiene

Lw = exp

�
i

h
Sf;0 (p)

���
�dSf;0

dp
I +

� p
a�bI 0

0 p
c�b

��
vf;0 (p; h)

+h

0@24 1
a�b

bmj ��dSf;0
dp

� � d
p(a�b)

bm(r+1) ��dSf;0
dp

�
1
c�b

b(r+2)m ��dSf;0
dp

� � d
p(c�b)b(r+2)(r+1)

�
�dSf;0

dp

� 35 vf;0 (p; h)
+i
dvf;0 (p; h)

dp
+ ivf;1 (p; p; h)

+ bP 0f;0�h; hp ; p; ih ddp
�
vf;0 (p; h) + hP 0f;1

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@p1

�
vf;1 (p; p1; h)

����
p1=p

+ h2P 0f;2

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@p1
; ih

@

@p2

�
vf;2 (p; p1; p2; h)

����
p1=p2=p

+ :::

+ hlP 0f;l

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@p1
; :::; ih

@

@pl

�
vf;l (p; p1; :::; pl; h)

����
p1=:::=pl=p

+ :::

+hN0P 0f;N0

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@p1

; :::; ih @
@pN0

�
�

vf;N0
(p; p1; :::; pN0

; h)jp1=:::=pN0=p
�o
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+
NX
k=1

Z p

p0

dpk:::

Z p2

p0

dp1e
i
hSf;k(p;p1;:::;pk)

��
�@Sf;k

@p
I +

� p
a�bI 0

0 p
c�b

��
vf;k (p; p1; :::; pk; h)

+h

0@24 1
a�b

bmj ��@Sf;k
@p

� � d
p(a�b)

bm(r+1) ��@Sf;k
@p

�
1
c�b

b(r+2)m ��@Sf;k
@p

� � d
p(c�b)b(r+2)(r+1)

�
�@Sf;k

@p

� 35 vf;k (p; p1; :::; pk; h)
+i
@vf;k (p; p1; :::; pk; h)

@p
+ ivf;k+1 (p; p1; :::; pk+1; h)jpk+1=p

+ bP kf;0�h; hp ; p; ih @@p
�
vf;k (p; p1; :::; pk; h) +

+ hP kf;1

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1

�
vf;k+1 (p; p1; :::; pk+1; h)

����
pk+1=p

+ h2P kf;2

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; ih

@

@pk+2

�
vf;k+2 (p; p1; :::; pk+2; h)

����
pk+1=pk+2=p

+ :::(3.18)

+ hlP kf;l

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+l

�
vf;k+l (p; p1; :::; pk+l; h)

����
pk+1=:::=pk+l=p

+ :::

+hN0P kf;N0

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@pk+1

; :::; ih @
@pk+N0

�
�

vf;k+N0 (p; p1; :::; pk+N0 ; h)jpk+1=:::=pk+N0=p
o�

:

Aquí P kf;l
�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@pk+1

; :::; ih @
@pk+l

�
son operadores matriciales diferenciales de la forma

P kf;l

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+l

�
=

24 P kf;l (m; j) 1
p

P kf;l (m; r + 2)P kf;l (r + 2; j) 1
pP

k
f;l (r + 2; r + 2)

35 ; (3.19)
donde

P kf;l (m; j) = P kf;l (m; j)

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+l

�
; 1 � m; j � r;

y
P kf;l (m; r + 2) ; P

k
f;l (r + 2; j) ; P

k
f;l (r + 2; r + 2) para l = 0; :::; N0;

son operadores escalares h�diferenciales. Para de�nir los operadores bP kf;0 �h; hp ; p; ih @
@p

�
se in-

troduce la matriz siguiente

A1

�
@Sf;k
@p

�
:=

24 1
a�b

bmj ��@Sf;k
@p

� � d
p(a�b)

bm(r+1) ��@Sf;k
@p

�
1
c�b

b(r+2)j ��@Sf;k
@p

� � d
p(c�b)b(r+2)(r+1)

�
�@Sf;k

@p

� 35 : (3.20)

Los operadores bP kf;0 �h; hp ; p; ih @
@p

�
en la fórmula (3.18) se obtienen a partir de los operadores

P kf;0

�
h; hp ; p; ih

@
@p

�
quitando los términos de la forma (3.20) en el término del orden cero en el

operador P kf;0
�
h; hp ; p; ih

@
@p

�
: Por lo tanto los operadores bP kf;0 �h; hp ; p; ih @

@p

�
tienen los términos
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del orden cero de la forma (3.90). Aquí N0 es el máximo orden de los operadores diferenciales en
la expansión.
En lo que sigue se describe el método para determinar las amplitudes vf;k (p; p1; :::; pk; h) de

la solución asintótica de multifase (3.6). Dicha función se construye como la sumatoria de las
funciones vlf;k (p; p1; :::; pk; h) obtenidas usando las aproximaciones sucesivas , i.e.

vf;k (p; p1; :::; pk; h) =
NX
l=0

vlf;k (p; p1; :::; pk; h) ; (3.21)

para un número N bastante grande. Las funciones vlf;k (p; p1; :::; pk; h) se construyen usando el
método asintótico de multifase en "p"-representación (ver [5], [10], y Capítulo 1). Se propone
buscar las funciones v0f;k (p; p1; :::; pk; h) ; f = 1; 2; en la forma

v01;2m (p; p1; :::; p2m; h) =
rX

�=1

C0;�1;2m (p; p1; :::; p2m) e� (p) ;

v01;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; h) = C0;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1) er+2 (p) ; (3.22)

y

v02;2m (p; p1; :::; p2m; h) = C0;r+22;2m (p; p1; :::; p2m) er+2 (p) ;

v02;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; h) =
rX

�=1

C0;�2;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1) e� (p) ;

dondem 2 N0; y todos los coe�cientes C0;�f;k (p; p1; :::; pk) ; f = 1; 2; k = 0; 1; :::; N0; � = 1; :::; r; r+
2; son funciones C1

�
Rk+1

�
con respecto a p; p1; :::; pk y no dependen de h. Las ecuaciones para

las funciones vlf;k (p; p1; :::; pk; h) ; l � 1 se describen más adelante. En lo que sigue sin pérdida de
generalidad se considera el caso f = 1: De hecho las funciones v0f;k (p; p1; :::; pk; h) se determinan
por el método asintótico de multifase. Ahora se describirán las ecuaciones y los datos iniciales
para los coe�cientes C0;�1;k (p; p1; :::; pk) ; para k = 1; :::; N0; � = 1; :::; r; r+2: Note que para k = 0

los coe�cientes C0;�1;0 ; j = 1; :::; r; dependen solamente de p:

Lema 7 Los coe�cientes C0;�1;0 son funciones C
1 �R1� y

C0;�1;k (p; p1; :::; pk) = �0;j1;k (p; p1; :::; pk)�1;k (p; p1; :::; pk) ; (3.23)

donde �0;j1;k (p; p1; :::; pk) son funciones C
1 �Rk+1� y �1;k (p; p1; :::; pk) es de la forma (3.8) para

k = 0; 1; :::; N0; � = 1; 2; :::; r; r + 2.

Demostración. Se procede por inducción sobre el índice k; para k = 0; 1; :::; N0:
De las propiedades de las soluciones asintóticas de multifase (ver Capitulo 1) y de la fórmula

(3.22) se sigue que los coe�cientes C0;�1;k ; � = 1; :::; r; r + 2; satisfacen el siguiente sistema de
ecuaciones para k = 2m:

@C0;�1;2m (p; p1; :::; p2m)

@p
= i

rX
j=1

C0;j1;2m

�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; e�

�
; (3.24)

con los datos iniciales
C0;�1;0 (0) = Cte:;
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C0;�1;2l (p; p1; :::; p2l)
���
p=2l

= i C0;r+21;2l�1

�
A1

�
@S1;2l�1
@p

�
er+2; e�

�
(p; p1; :::; p2l�1)

����
p=p2l

: (3.25)

Para k = 2m+ 1 se tiene que

@C0;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1)

@p
= iC0;r+21;2m+1

�
A1

�
@S1;2m+1

@p

�
er+2; er+2

�
; (3.26)

con los datos iniciales

C0;r+21;2l+1 (p; p1; :::; p2l+1)
���
p=p2l+1

= i
rX
j=1

C0;j1;2l

�
A1

�
@S1;2l
@p

�
ej ; er+2

�
(p; p1; :::; p2l)

������
p=p2l+1

= 0;

(3.27)
aquí m = 0; 1; :::; [N0=2] y l = 1; :::; [N0=2] :

Primero note que de la fórmula (3.20) se sigue que i
�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; e�

�
; para j = 1; :::; r;� =

1; :::; r; son funciones C1
�
R1
�
con respecto a la variable p y las funciones ip

�
A1

�
@S1;2m
@p

�
er+2; e�

�
;

son funciones C1
�
R1
�
con respecto a la variable p para � = 1; :::; r; r + 2:

Por lo tanto se obtiene (ver [8]) que para k = 0 la solución del problema de Cauchy (3.24)
con los datos iniciales C0;j1;0 (0) tiene la forma

C0;�1;0 (p) =
rX
j=1

C0;j1;0 (0)Uj;� (p) ; (3.28)

donde Uj;� (p) ; j = 1; :::; r;� = 1; :::; r; son C1 (V ) funciones, tales que Uj;� (p)jp=0 = �j�; y
V � R2 es una vecindad del punto (0; 0) : Como se investiga solamente el comportamiento de la
función de amplitud en la vecindad jpj � h1=2�� es posible extender las funciones C0;j1;0 (p) ; j =
1; :::; r; hasta funciones de la clase C1

�
R1
�
.

Ahora se considera la ecuación (3.26) para k = 1 (i.e.m = 0), con dadas funciones C0;j1;0 (p) ; j =
1; :::; r; que satisfacen la ecuación (3.24). La fórmula (3.20) implica que

i

�
A1

�
@S1;2m
@p

�
er+2; e�

�
=
�

p
+O (1) ; (3.29)

y por lo tanto la función en la parte derecha de la ecuación (3.26) para m = 0 tiene una
singularidad de la forma �=p: Resolviendo la ecuación lineal (3.26) para m = 0 con los datos
iniciales (3.27) se obtiene que

C0;r+21;1 (p; p1) = �0;r+21;1 (p; p1)

�
p

p1

��
; (3.30)

aquí �0;r+21;1 (p; p1) es una función C1
�
R2
�
. Ahora se probará que si las a�rmaciones del Lema

son válidas para algún k 2 N entonces también son válidas para k + 1:
i) Primero se considera el caso cuando k es un número par, i.e. k = 2m; y los coe�cientes

C0;�1;2m (p; p1; :::; p2m) tienen la forma

C0;�1;2m (p; p1; :::; p2m) = �0;�1;2m (p; p1; :::; p2m)

��
p2
p1

��
1

p2
:::

�
p2m
p2m�1

��
1

p2m

�
;
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donde �0;�1;2m (p; p1; :::; p2m) son funciones C
1 �R2m+1�. Ahora se probará que para k = 2m+1 los

coe�cientes C0;r+11;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1) tienen la forma (3.23). En efecto se tiene que el coe�ciente

C0;r+11;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1) es la solución del problema de Cauchy (3.26) con los datos iniciales
(3.27) de la forma

C0;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1)
���
p=p2m+1

=

e�0;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m)
h�

p2
p1

��
1
p2
:::
�

p2m
p2m�1

��
1
p2m

i���
p=2m+1

;

donde e�0;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m) son funciones C
1 �R2m+1�. Por lo tanto calculando directamente,

de la fórmula (3.29) se obtiene que

C0;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m) =

�0;r+11;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1)
h�

p2
p1

��
1
p2
:::
�

p2m
p2m�1

��
1
p2m

�
p

p2m+1

��i
;

donde �0;r+11;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; h) son funciones C
1 �R2m+2�.

ii) Ahora se considera el caso cuando k es un número impar, i.e. k = 2m+1: En este caso los
coe�cientes C0;r+11;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1) tienen la forma

C0;r+11;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1) =

�0;r+11;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1)
h�

p2
p1

��
1
p2
:::
�

p2m
p2m�1

��
1
p2m

�
p

p2m+1

��i
;

donde �0;r+11;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1) son funciones C
1 �R2m+2�. Ahora se probará que para k = 2m+2

los coe�cientes C0;�1;2m+2 (p; p1; :::; p2m+2) ; � = 1; :::; r; tiene la forma (3.23). En efecto se tiene que

el coe�ciente C0;�1;2m+2 (p; p1; :::; p2m+2) es la solución del problema de Cauchy (3.24) con los datos
iniciales (3.25). Usando la fórmula (3.29) se obtiene que los datos iniciales (3.25) son de la forma

C0;�1;2m+2 (p; p1; :::; p2m+2)
���
p=p2m+2

=

e�0;�1;2m+2 (p; p1; :::; p2m+1) h�p2p1�� 1
p2
:::
�

p2m
p2m�1

��
1
p2m

�
p

p2m+1

��
1
p

i���
p=2m+2

;

donde e�0;�1;2m+2 (p; p1; :::; p2m+1) son funciones C1 �R2m+2�. Por lo tanto calculando directamente
se obtiene que

C0;�1;2m+2 (p; p1; :::; p2m+2) =

�0;�1;2m+2 (p; p1; :::; p2m+2)
h�

p2
p1

��
1
p2
:::
�

p2m
p2m�1

��
1
p2m

�
p2m+2

p2m+1

��
1

p2m+2

i
;

sonde �0;�1;2m+2 (p; p1; :::; p2m+2) son funciones C
1 �R2m+3� con respecto a p; p1; :::; p2m+2.

Además se propone buscar la l-ésima aproximación vl1;k (p; p1; :::; pk; h) ; l � 1 en la forma:

vl1;2m (p; p1; :::; p2m; h) =
rX

�=1

Cl;�1;2m (p; p1; :::; p2m; h) e� (p) ;

vl1;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; h) = Cl;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; h) er+2 (p) ; para m 2 N0:

Ahora se describe el procedimiento de la determinación de las funciones vl1;k (p; p1; :::; pk; h) ;
para l = 1; :::; N ; k = 0; :::; N0: Las funciones v01;k (p; p1; :::; pk; h) de la fórmula (3.22) se sustituyen
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en la ecuación (3.18) y se buscan los primeros términos adicionales para aniquilar los términos
de la forma bP k1;0�h; hp ; p; ih @@p

�
v01;k (p; p1; :::; pk; h) ;

y

P k1;l

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@p1
; :::; ih

@

@pl

�
v01;k+l (p; p1; :::; pk+l; h)

����
pk+1=:::=pk+l=p

;

para l = 1; :::; N0 � k: En efecto se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones para los primeros
términos adicionales v11;k (p; p1; :::; pk; h):
i) Para k = 2m;m � 1 :

@C1;�
1;2m(p;p1;:::;p2m;h)

@p � i
Pr

j=1 C
1;j
1;2m

�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; e�

�
=�

i bP 2m1;0 �h; hp ; p; ih @
@p

�
v01;2m (p; p1; :::; p2m; h) ; e�

�
+i
PN0�2m

q=1 hq
�
P 2m1;q

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@p2m+1

; :::; ih @
@p2m+q

�
�

v01;2m+q (p; p1; :::; p2m+q; h)
��
p2m+1=:::=p2m+q=p

; e�

�
;

(3.31)

con los datos iniciales�
C1;�1;2m (p; p1; :::; p2m; h)� iC

1;r+2
1;2m�1

�
A1

�
@S1;2m�1

@p

�
er+2; e�

�����
p=p2m

=�
i bP 2m�11;0

�
h; hp ; p; ih

@
@p

�
v01;2m�1 (p; p1; :::; p2m�1; h) ; e�

����
p=p2m

+i
PN0�2m+1

q=1 hq
�
P 2m�11;q

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@p2m

; :::; ih @
@p2m+q�1

�
�

v01;2m+q�1 (p; p1; :::; p2m+q�1; h)
��
p2m=:::=p2m+q�1=p

; e�

����
p=p2m

;
(3.32)

Para k = 0; los coe�cientes C1;�1;0 (p; h) ; � = 1; :::; r; satisfacen la ecuación (3.31) con los datos

iniciales C1;�1;0 (p; h)
���
p=0

= 0:

ii) Para k = 2m+ 1;m � 0 :

@C1;r+2
1;2m+1(p;p1;:::;p2m+1;h)

@p � iC1;r+21;2m+1

�
A1

�
@S1;2m+1

@p

�
er+2; er+2

�
=�

i bP 2m+11;0

�
h; hp ; p; ih

@
@p

�
v01;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; h) ; er+2

�
+i
PN0�2m�1

q=1 hq
�
P 2m+11;q

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@p2m+2

; :::; ih @
@p2m+q+1

�
�

v01;2m+q+1 (p; p1; :::; p2m+q+1; h)
��
p2m+2=:::=p2m+q+1=p

; er+2

�
;

(3.33)

con los datos iniciales�
C1;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; h)� i

Pr
j=1 C

1;j
1;2m

�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; er+2

�����
p=p2m

=

i
� bP 2m1;0 �h; hp ; p; ih @

@p

�
v01;2m (p; p1; :::; p2m; h) ; er+2

����
p=p2m

+i
PN0�2m

q=1 hq
�
P 2m1;q

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@p2m+1

; :::; ih @
@p2m+q

�
�

v01;2m+q (p; p1; :::; p2m+q; h)
��
p2m+1=:::=p2m+q=p

; er+2

����
p=p2m

:
(3.34)
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La fórmula (3.20) implica que en las fórmulas (3.31) - (3.34) se tiene que:�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; e�

�
;
�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; er+2

�
2 C1 (Vp) ;

p
�
A1

�
@S1;2m
@p

�
er+2; e�

�
; p
�
A1

�
@S1;2m
@p

�
er+2; er+2

�
2 C1 (Vp) ;

(3.35)

donde Vp � R1 es una vecindad del cero, i.e. son suaves con respecto a la variable p; para
1 � j; � � r;m = 0; :::; [N0=2].
En el caso general se sustituyen los (l � 1)�ésimos términos adicionales vl�11;k (p; p1; :::; pk; h) ;

k = 0; :::; N0; en la ecuación (3.18) y se buscan los l�ésimos términos adicionales para aniquilar
los términos de la forma

bP k1;0�h; hp ; p; ih @@p
�
vl�11;k (p; p1; :::; pk; h) ;

y

P k1;j

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+j

�
vl�11;k+j (p; p1; :::; pk+j ; h)

����
pk+1=:::=pk+j=p

;

donde j = 1; :::; N0�k: En efecto se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones para los l�ésimos
términos adicionales vl1;k (p; p1; :::; pk; h):
i) Para k = 2m;m � 1 :

@Cl;�
1;2m(p;p1;:::;p2m;h)

@p � i
Pr

j=1 C
l;j
1;2m

�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; e�

�
=�

i bP 2m1;0 �h; hp ; p; ih @
@p

�
vl�11;2m (p; p1; :::; p2m; h) ; e�

�
+i
PN0�2m

q=1 hq
�
P 2m1;q

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@p2m+1

; :::; ih @
@p2m+q

�
�

vl�11;2m+q (p; p1; :::; p2m+q; h)
��
p2m+1=:::=p2m+q=p

; e�

�
;

(3.36)

con los datos iniciales�
Cl;�1;2m (p; p1; :::; p2m; h)� iC

l;r+2
1;2m�1

�
A1

�
@S1;2m�1

@p

�
er+2; e�

�����
p=p2m

=�
i bP 2m�11;0

�
h; hp ; p; ih

@
@p

�
vl�11;2m�1 (p; p1; :::; p2m�1; h) ; e�

����
p=p2m

+i
PN0�2m+1

q=1 hq
�
P 2m�11;q

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@p2m

; :::; ih @
@p2m+q�1

�
�

vl�11;2m+q�1 (p; p1; :::; p2m+q�1; h)
��
p2m=:::=p2m+q�1=p

; e�

����
p=p2m

:
(3.37)

Para k = 0; los coe�cientes Cl;�1;0 (p; h) ; � = 1; :::; r; satisfacen la ecuación (3.31) con los datos

iniciales Cl;�1;0 (p; h)
���
p=0

= 0:

ii) Para k = 2m+ 1;m � 0 :

@Cl;r+2
1;2m+1(p;p1;:::;p2m+1;h)

@p � iCl;r+21;2m+1

�
A1

�
@S1;2m+1

@p

�
er+2; er+2

�
=�

i bP 2m+11;0

�
h; hp ; p; ih

@
@p

�
vl�11;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; h) ; er+2

�
+i
PN0�2m�1

q=1 hq
�
P 2m+11;q

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@p2m+2

; :::; ih @
@p2m+q+1

�
�

vl�11;2m+q+1 (p; p1; :::; p2m+q+1; h)
��
p2m+2=:::=p2m+q+1=p

; er+2

�
;

(3.38)
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con los datos iniciales�
Cl;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; h)� i

Pr
j=1 C

l;j
1;2m

�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; er+2

�����
p=p2m+1

=

i
� bP 2m1;0 �h; hp ; p; ih @

@p

�
vl�11;2m (p; p1; :::; p2m; h)

����
p=p2m+1

+i
PN0�2m

q=1 hq
�
P 2m1;q

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@p2m+1

; :::; ih @
@p2m+q

�
�

vl�11;2m+q (p; p1; :::; p2m+q; h)
��
p2m+1=:::=p2m+q=p

; er+2

����
p=p2m+1

:
(3.39)

Lema 8 Suponga que los coe�cientes Cl;�1;k (p; p1; :::; pk; h) ; l = 1; :::; N1;� = 1; :::; r; r + 2; k =

1; :::; N; de las funciones vectoriales vl1;k (p; p1; :::; pk) de la N1�ésima aproximación (3.21) sat-
isfacen el sistema de ecuaciones (3.36) - (3.39), entonces se tiene que

Cl;�1;2m (p; p1; :::; p2m; h) =
P

l0+:::+l2m=l;l0;:::;l2m�0

�
hl
�
1
p0

�l0
:::
�

1
p2m

�l2m�����
p0=p

�

gl;�1;2m [l0; :::; l2m]
�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
�h�

p2
p1

��
1
p2
:::
�

p2m
p2m�1

��
1
p2m

i
;

(3.40)

Cl;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; h) =P
l0+:::+l2m+1=l;l0;:::;l2m+1�0

�
hl
�
1
p0

�l0
:::
�

1
p2m+1

�l2m+1
�����
p0=p

�

gl;r+21;2m+1 [l0; :::; l2m+1]
�
p; hp ; h;

h
p1
; :::; h

p2m
; ln p1; :::; ln p2m

�
�h�

p2
p1

��
1
p2
::: 1
p2m

�
p

p2m+1

��i
;

(3.41)

para m = 1; :::; [N1=2] : Aquí las funciones g
l;�
1;k [l0; :::; lk]

�
p; hp ; h; ln p1; :::; ln pk

�
son polinomios

en h; hp ;
h
p1
; :::; h

p2m�1
; p; ln p1; :::; ln pk, con coe�cientes C1

�
Rk
�
con respecto a p1; :::; pk.

La demostración del Lema 8 se basa en un lema auxiliar. Sea

Rkf;j

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+j

�
un operador escalar h-diferencial con coe�cientes polinomiales en h; hp ; de la clase C

1 �R1� con
respecto a p; y tal que los términos del orden cero de los operadores Rkf;0

�
h; hp ; p; ih

@
@p

�
tienen la

forma
�
h
p

�
qkf;0

�
p; hp ; h

�
; donde qkf;0

�
p; hp ; h

�
es una función polinomial en h,hp con coe�cientes

de la clase C1
�
R1
�
con respecto a p:

Lema 9 Sean �f;k+j (p; p1; :::; pk+j) ; f = 1; 2; j = 0; :::; N0 � k; funciones de la forma (3.8),
(3.9), respectivamente. En este caso son válidas las fórmulas siguientes:

Rkf;0

�
h; hp ; p; ih

@
@p

�
�f;k (p; p1; :::; pk) =�

h
p

�
gkf;0

�
h; hp ; p

�
�f;k (p; p1; :::; pk) ; para k = 2l;

1
pR

k
f;0

�
h; hp ; p; ih

@
@p

�
�f;k (p; p1; :::; pk) =

1
p

�
h
p

�
gkf;0

�
h; hp ; p

�
�f;k (p; p1; :::; pk) ; para k = 2l + 1;
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y

hjRkf;j

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+j

�
�f;k+j (p; p1; :::; pk+j)

����
pk+1=:::=pk+j=p

=

�
hj

p[j=2]

�
gkf;j

�
h;
h

p
; p

�
�f;k (p; p1; :::; pk) ; para k + j = 2l;

hj

p
Rkf;j

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+j

�
�f;k+j (p; p1; :::; pk+j)

����
pk+1=:::=pk+j=p

=

�
hj

p[j=2]+1

�
gkf;j

�
h;
h

p
; p

�
�f;k (p; p1; :::; pk) ; para k + j = 2l + 1;

aquí l 2 N0; j = 1; :::; N0 � k; Rkf;l

�
h; hp ; p;�ih

@
@p ;�ih

@
@pk+1

; :::;�ih @
@pk+l

�
son los operadores

diferenciales anteriormente de�nidos, gkf;j
�
h; hp ; p

�
son funciones vectoriales con las compo-

nentes polinomiales en h; (h=p) ; y de la clase C1
�
R1
�
con respecto a p:

Demostración. Sin pérdida de generalidad se considera el caso f = 1: Existen 4 situaciones
siguientes:
i) k + j = 2m+ 1; k = 2l;
ii) k + j = 2m+ 1; k = 2l + 1;
iii) k + j = 2m; k = 2l;
iv) k + j = 2m; k = 2l + 1;
donde m; l 2 N0:
Se consideran paso por paso los casos descritos anteriormente.
Caso i). En este caso se tiene que j = 2 (m� l) + 1; y se consideran las funciones de la forma

1

p
Rk1;j

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+j

�
�1;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1) :

Aquí los operadores Rk1;j tienen un factor 1=p; y las funciones �1;2m+1 son de la forma (3.8).
Tomando en cuenta la estructura del operador Rk1;j se obtiene que para demostrar las a�rmaciones
del Lema 9 es su�ciente considerar las funciones de la forma

1

p

�
ih
@

@p

��0 �
ih

@

@pk+1

��1
:::

�
ih

@

@pk+j

��j
�1;k (p; p1; :::; pk) :

Usando la fórmula (3.8) para k = 2m+ 1 se obtiene que

1

p

�
ih
@

@p

��0 �
ih

@

@p2l+1

��1
:::

�
ih

@

@p2m+1

��j
�1;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1) =

Cm0:::mj

(ih)
j�j

p

 
1

p�0
1

p�12l+1
:::

1

p
�j
2m+1

!
�1;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1) ; (3.42)

donde C�0:::�j son constantes y j�j =
Pj

q=0 �q: Debido a la operación de la restricción en la
fórmula (3.42) se obtiene que

C�0:::�j
(ih)

j�j

p

 
1

p�0
1

p�12l+1
:::

1

p
�j
2m+1

!
�1;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1)

�����
p2l+1=:::p2m+1=p

=
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C�0:::�j
(ih)j�j

pj�j+1

n�
p2
p1

��
1
p2
:::
�

p2l
p2l�1

��
1
p2l

�
p2l+2
p2l+1

��
�

1
p2l+2

:::
�

p2m
p2m�1

��
1
p2m

�
p

p2m+1

��o���
p2l+1=:::=p2m+1=p

=

C�0:::�j
(ih)

j�j

pj�j+1

��
p2
p1

��
1

p2
:::

�
p2l
p2l�1

��
1

p2l

��
1

p2l+2
:::

1

p2m�2

1

p2m

�����
p2l+2=:::=p2m=p

=

C�0:::�j

�
h

p

�j�j
(i)

j�j

p[j=2]+1

��
p2
p1

��
1

p2
:::

�
p2l
p2l�1

��
1

p2l

�
; (3.43)

donde [j=2] es la parte entera de j=2: Las fórmulas (3.42), (3.43) implican que

hj

p
Rk1;j

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+j

�
�1;k+j (p; p1; :::; pk+j)

����
pk+1=:::=pk+j=p

= gk1;j

�
h;
h

p
; p

��
hj

p[j=2]+1

���
p2
p1

��
1

p2
:::

�
p2l
p2l�1

��
1

p2l

�
;

donde gk1;j
�
h; hp ; p

�
son polinomios en h; (h=p) ; y funciones de la clase C1

�
R1
�
con respecto a p:

Evidentemente se tiene que j � [j=2] + 1 para j � 1: Por lo tanto
�
hj=p[j=2]+1

�
es un parámetro

pequeño.
Caso ii). En este caso se tiene que j = 2 (m� l) ; y se consideran las funciones de la forma

1

p
Rk1;j

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+j

�
�1;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1) :

Aquí los operadores Rk1;j tienen el factor 1=p; y las fórmulas (3.42), (3.43) implican que

hj

p
P k1;j

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+j

�
�1;k+j (p; p1; :::; pk+j)

����
pk+1=:::=pk+j=p

= gk1;j

�
h;
h

p
; p

��
hj

p[j=2]+1

���
p2
p1

��
1

p2
:::
1

p2l

�
p

p2l+1

���
:

Caso iii). Se tiene en este caso que j = 2 (m� l) ; y se consideran las funciones de la forma

Rk1;j

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+j

�
�1;2m (p; p1; :::; p2m)

donde los operadores Rk1;j no tienen el factor 1=p; y de las fórmulas (3.42), (3.43) se obtiene que

hjRk1;j

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+j

�
�1;k+j (p; p1; :::; pk+j)

����
pk+1=:::=pk+j=p

= gk1;j

�
h;
h

p
; p

��
hj

p[j=2]

���
p2
p1

��
1

p2
:::

�
p2l
p2l�1

��
1

p2l

�
:

Caso iv). En este caso se tiene que j = 2 (m� l)� 1; se consideran las funciones de la forma

Rk1;j

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+j

�
�1;2m (p; p1; :::; p2m)
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donde los operadores Rk1;j no tiene el factor 1=p; y las fórmulas (3.42), (3.43) implican que

hjRk1;j

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+j

�
�1;k+j (p; p1; :::; pk+j)

����
pk+1=:::=pk+j=p

= gk1;j

�
h;
h

p
; p

��
hj

p[j=2]

���
p2
p1

��
1

p2
:::
1

p2l

�
p

p2l+1

���
:

Note que [j=2] � j; para j > 0; y por lo tanto
�
hj=p[j=2]

�
es también un parámetro pequeño.

Ahora se consideran los términos de la forma

Rk1;0

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p

�
�1;k (p; p1; :::; pk) ;

para k = 2l se obtienen las funciones

R2l1;0

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p

�
�1;2l (p; p1; :::; p2l)

donde los operadores Rk1;0 no tienen el factor 1=p; y sus términos libres son del orden (h=p) : Así
se obtiene que

R2l1;0

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p

�
�1;2l (p; p1; :::; p2l)

= hg2l1;0

�
h;
h

p
; p

���
p2
p1

��
1

p2
:::

�
p2l
p2l�1

��
1

p2l

�
:

En el caso k = 2l + 1 se obtienen las funciones de la forma

1

p
R2l+11;0

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p

�
�1;2l+1 (p; p1; :::; p2l+1)

donde los operadores R2l+11;0 tienen el factor 1=p; y sus términos libres son del orden (h=p) : Por
lo tanto se obtiene que

1

p
R2l+11;0

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p

�
�1;2l+1 (p; p1; :::; p2l+1; h)

=
1

p

�
h

p

�
g2l+11;0

�
h;
h

p
; p

���
p2
p1

��
1

p2
:::
1

p2l

�
p

p2l+1

���
:

Es decir para k = 2l y k = 2l+1 el vector gk1;0
�
h; hp ; p

�
se multiplica por un parámetro pequeño

sea h o (h=p) ; respectivamente.
Demostración. (del Lema 8)
Se procede por inducción sobre los índices k; l para l = 0; 1; :::; N; y k = 0; 1; :::; N0: Primero

para un índice l �jo se prueban las a�rmaciones del Lema 8 para k = 0; 1; :::; N0: Después se
supone que las a�rmaciones del Lema 8 son válidas para l = 1; :::; q y k = 0; 1; :::; N0; y se
demuestra que las a�rmaciones del Lema 8 son válidas para l = q + 1; y k = 0; 1; :::; N0: El caso
l = 0; k = 0; 1; :::; N0 fue considerado en el Lema 7.
Ahora se considera el caso l = 1: En este caso el Lema 9 implica que para k = 0 (i.e. m = 0

en la fórmula (3.31)) en la parte derecha de la ecuación (3.31) se tiene una función de la forma�
h
p

�
�1;�1;0

�
p; hp ; h

�
; donde �1;�1;0

�
p; hp ; h

�
es una función polinomial en h; hp ; con coe�cientes de
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la clase C1
�
R1
�
con respecto a p. Note que en este caso en la ecuación (3.31) las funciones�

A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; e�

�
; j = 1; :::; r;� = 1; :::; r; son funciones suaves con respecto a la variable p.

Por lo tanto la solución del problema de Cauchy (3.31) para l = 1;m = 0; con los datos iniciales
iguales al cero tiene la forma

C1;�1;0 (p; h) =

�
h

p

�
g1;�1;0

�
p;
h

p
; h

�
; (3.44)

aquí g1;�1;0
�
p; hp ; h

�
es una función polinomial en h; hp ; con coe�cientes C

1 �R1� con respecto a
p. Además el Lema 9 implica que para k = 1 (i.e. m = 0 en la fórmula (3.33)) en la parte

derecha de la ecuación (3.33) se tiene una función de la forma
�
h=p2

� �
p
p1

��
�1;r+21;1

�
p; hp ; h

�
;

donde �1;r+21;1

�
p; hp ; h

�
es una función polinomial en h; hp ; con coe�cientes C

1 �R1� con respec-
to a p. Los datos iniciales para C1;r+21;1 (p; p1; h)

���
p=p1

de acuerdo con las fórmulas (3.34), (3.35)

tienen la forma (h=p) g1;r+21;1

�
p; hp ; h; ln p

����
p=p1

; donde g1;r+21;1

�
p; hp ; h; ln p

�
es una función poli-

nomial en h; hp ; ln p con coe�cientes C
1 �R1� con respecto a p. Note que en este caso la función�

A1

�
@S1;2m+1

@p

�
er+2; er+2

�
tiene el factor 1=p: Resolviendo el problema de Cauchy (3.33),(3.34)

para l = 1;m = 0; con la función C1;�1;0 (p; h) que satisface la fórmula (3.44) se obtiene que

C1;r+21;1 (p; p1; h) =
X
j=0;1

�
h

pj

�������
p0=p

g1;r+21;1 [j]

�
p;
h

p
; h; ln p; ln p1

��
p

p1

��
;

aquí g1;r+21;1 [lj ]
�
p; hp ; h; ln p; ln p1

�
; j = 0; 1; son polinomios en p; h; hp ; ln p; ln p1; con coe�cientes

C1
�
R1
�
con respecto a p1.

Ahora se considera un número natural arbitrario q � 2; se supone que las fórmulas (3.40),
(3.41) son válidas para l = 1 y k = q; y se demuestra que las fórmulas (3.40), (3.41) son válidas
para l = 1 y k = q + 1:
Primero sin pérdida de generalidad se considera el caso cuando q es un número impar, i.e.

q = 2m�1: En este caso el Lema 9 implica que en la parte derecha de la ecuación (3.31) se tiene
una función de la forma

2m�1X
j=0

�
h

pj

�������
p0=p

�1;�1;2m [j]

�
p;
h

p
;
h

p1
; :::;

h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
; (3.45)

donde �1;�1;2m [lj ]
�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
; j = 0; 1; :::; 2m � 1; son polinomios en

p; hp ;
h
p1
; :::; h

p2m�1
; ln p1; :::; ln p2m�1; h; con coe�cientes C1 (Rq) con respecto a p1; :::; p2m. Note

que en este caso en la ecuación (3.31) las funciones
�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; e�

�
; j = 1; :::; r;� = 1; :::; r;

son suaves con respecto a p, y en la fórmula (3.32) las funciones
�
A1

�
@S1;2m�1

@p

�
er+2; e�

�
; � =

1; :::; r; tienen el factor 1=p (ver la fórmula (3.35)). Por lo tanto el problema de Cauchy (3.31),(3.32)
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para l = 1; k = q + 1 = 2m tiene los datos iniciales (3.32) de la forma

C1;�1;2m (p; p1; :::; p2m; h)
���
p=p2m

=

d
p(c�b)b(r+2)(r+1)

�
�@S1;2m�1

@p

�
C1;r+21;2m�1 (p; p1; :::; p2m�1; h)

���
p=p2m

(3.46)

+
1

p

2m�1X
j=0

�
h

pj

�������
p0=p

�1;�1;2m [j]

�
p;
h

p
;
h

p1
; :::;

h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�������
p=p2m

:

donde �1;�1;2m [j]
�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
; j = 0; 1; :::; 2m � 1; son polinomios en

p; hp ;
h
p1
; ... ; h

p2m�1
; ln p1; ... ; ln p2m�1; h; con coe�cientes C1 (Rq) con respecto a p1; :::; p2m�1.

Para determinar los coe�cientes C1;�1;2m es necesario considerar la solución del problema de Cauchy
(3.31),(3.32). En el caso considerado para l = 1; k = q + 1 = 2m la parte derecha de la ecuación
(3.31) tiene la forma (3.45), los datos iniciales (3.32) son de la forma (3.46) y la solución C1;�1;2m
está dada por la fórmula

C1;�1;2m (p; p1; :::; p2m; h) =P2m
j=0

�
h
pj

����
p0=p

g1;�1;2m [j]
�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
��

p2
p1

��
1

p2
:::

�
p2m
p2m�1

��
1

p2m

�
;

aquí g1;�1;2m [j]
�
p; hp ; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
; j = 0; 1; :::; 2m; son polinomios en p; hp ;

h
p1
; ... ; h

p2m�1
;

y ln p1; ... ; ln p2m�1; h con coe�cientes C1
�
Rq+1

�
con respecto a p1; :::; p2m�1.

Ahora se considera el caso cuando q es un número par, i.e. q = 2m; y se determina el coe�ciente

para q+1 = 2m+1; i.e. el coe�ciente C1;r+11;2m+1: Note que la función
�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; er+2

�
; j =

1; :::; r; es suave con respecto a p. En efecto los datos iniciales (3.34) del problema de Cauchy
(3.33),(3.34) para l = 1; k = q + 2 = 2m+ 1; son de la forma

C1;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; h)
���
p=p2m+1

=

1
(c�b)

Pr
j=1 b(r+2)j

�
�@S1;2m

@p

�
C1;j1;2m (p; p1; :::; p2m; h)

���
p=p2m+1

+
2mX
j=0

�
h

pj

�������
p0=p

�1;r+21;2m+1 [j]

�
p;
h

p
;
h

p1
; :::;

h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�������
p=p2m+1

;

donde �1;r+21;2m+1

�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�
es polinomio en p; hp ;

h
p1
; ... ; h

p2m
; y ln p1; ...

; ln p2m; h con coe�cientes C1
�
Rq+1

�
con respecto a p1; :::; p2m. La parte derecha de la ecuación

(3.33) para l = 1; k = q + 2 = 2m+ 1; tiene la forma

1

p

2mX
j=0

�
h

pj

�������
p0=p

�1;r+11;2m+1 [j]

�
p;
h

p
;
h

p1
; :::;

h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�
;

donde �1;r+11;2m+1 [j]
�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�
; j = 0; 1; :::; 2m; son polinomios en p; hp ;

h
p1
;

... ; h
p2m

; y ln p1; ... ; ln p2m; h; con coe�cientes C1 (Rq) con respecto a p1; :::; p2m. Así se obtiene
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que la solución del problema de Cauchy (3.33),(3.34) para l = 1; k = q + 2 = 2m + 1; tiene la
forma

C1;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; h) =�
h
p

�
g1;r+21;2m+1

�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

� h�
p2
p1

��
1
p2
::: 1
p2m

�
p

p2m+1

��i
;

aquí g1;r+21;2m+1

�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�
es polinomio en p; hp ;

h
p1
; ... , h

p2m
; y ln p1, ...

,ln p2m; h; con coe�cientes C1
�
Rq+2

�
con respecto a p1; :::; p2m+1.

Ahora procediendo por inducción se supone que para un número natural j � 2; las fórmulas
(3.40), (3.41) son válidas para l = j;m = 0; :::; [N0=2]. En lo que sigue por inducción sobre
el índice m = 0; :::; [N0=2] se demuestra que las fórmulas (3.40), (3.41) son válidas para l =
j + 1;m = 0; :::; [N0=2]. Bajo las hipótesis anteriormente mencionadas el Lema 9 implica que
para l = j + 1;m = 0; en la parte derecha de la ecuación (3.36) se tiene una función de la forma�

h

p

��
h

p

�j
�j+1;�1;0

�
p;
h

p
; h

�
; (3.47)

donde �j+1;�1;0

�
p; hp ; h

�
es una función polinomial en h; hp ;y p. Note que en este caso en la ecuación

(3.31) las funciones
�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; e�

�
; j = 1; :::; r;� = 1; :::; r; son suaves con respecto a la

variable p. Por lo tanto la solución del problema de Cauchy (3.31) para l = j +1;m = 0; con los
datos iniciales iguales al cero tiene la forma

Cj+1;�1;0 (p; h) =

�
h

p

�j+1
gj+1;�1;0

�
p;
h

p
; h

�
; (3.48)

donde gj+1;�1;0

�
p; hp ; h; ln p

�
; � = 1; :::; r; son polinomios en h; hp ; ln p; con coe�cientes C

1 �R1�
con respecto a p. Además el Lema 9 implica que para k = 1 (i.e. m = 0 en la fórmula (3.38)) en
la parte derecha de la ecuación (3.38) se tiene una función de la forma

1

p

X
l0+l1=j;l0;l1�0

"�
h

p0

�l0 � h

p1

�l1#������
p0=p

�
p

p1

��
�j+1;r+21;1 [l1]

�
p;
h

p
; h

�
; (3.49)

donde �j+1;r+21;1 [l1]
�
p; hp ; h

�
es una función polinomial en h; hp ; con coe�cientes C

1 �R1� en p.
Los datos iniciales para Cj+1;r+21;1 (p; p1; h)

���
p=p1

de acuerdo con las fórmulas (3.39), (3.35) son de

la forma X
l0+l1=j;l0;l1�0

"�
h

p0

�l0 � h

p1

�l1#������
p0=p

gj+1;r+21;1 [l1]

�
p;
h

p
; h; ln p

�����
p=p1

; (3.50)

donde gj+1;r+21;1 [l1]
�
p; hp ; h; ln p

�
es una función polinomial en h; hp ; ln p con coe�cientes C

1 �R1�
con respecto a p. Note además que en este caso la función

�
A1

�
@S1;2m+1

@p

�
er+2; er+2

�
tiene el

factor 1=p: Resolviendo el problema de Cauchy (3.38),(3.39) para l = j + 1;m = 0; con las
funciones Cj+1;�1;0 (p; h) que satisfacen la fórmula (3.48) se obtiene que

Cj+1;r+21;1 (p; p1; h) =P
l0+l1=j+1;l0;l1�0

��
h
p0

�l0 �
h
p1

�l1�����
p0=p

gj+1;r+21;1 [l1]
�
p; hp ; h; ln p; ln p1

��
p
p1

��
;
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aquí gj+1;r+21;1 [l1]
�
p; hp ; h; ln p; ln p1

�
son polinomios en p; h; hp ; ln p; ln p1; con coe�cientes C

1 �R1�
con respecto a p1.
Ahora se considera un número natural arbitrario q � 2; se supone que las fórmulas (3.40),

(3.41) son válidas para l = j + 1 y k = q; y se demuestra que las fórmulas (3.40), (3.41) son
válidas para l = j + 1 y k = q + 1:
Primero sin pérdida de generalidad se considera el caso cuando q es un número impar , i.e.

q = 2m � 1: En este caso el Lema 9 implica que en la parte derecha de la ecuación (3.36) para
l = j + 1; se tiene una función de la forma

P
l0+:::+2m�1=j+1;l0;:::;l2m�1�0

��
h
p0

�l0
:::
�

h
p2m�1

�l2m�1
�����
p0=p

��j+1;�1;2m [l1; :::; l2m�1]
�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
;

(3.51)

donde �j+1;�1;2m [l1; :::; l2m�1]
�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
son polinomios en p; hp ;

h
p1
; ...

; h
p2m�1

; y ln p1; ... ; ln p2m�1; h con coe�cientes C1 (Rq) con respecto a p1; :::; p2m. Note que en

este caso en la ecuación (3.36) las funciones
�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; e�

�
; j = 1; :::; r;� = 1; :::; r; son

suaves con respecto a la variable p, y el la fórmula (3.37) las funciones
�
A1

�
@S1;2m�1

@p

�
er+2; e�

�
; � =

1; :::; r; tienen el factor 1=p (ver la fórmula (3.35)). Por lo tanto el problema de Cauchy (3.36),(3.37)
para l = j + 1; k = q + 1 = 2m tiene los datos iniciales (3.37) de la forma

Cj+1;�1;2m (p; p1; :::; p2m; h)
���
p=p2m

=

d
p(c�b)b(r+2)(r+1)

�
�@S1;2m�1

@p

�
Cj+1;r+21;2m�1 (p; p1; :::; p2m�1; h)

���
p=p2m

(3.52)

+ 1
p

P
l0+:::+2m�1=j+1;l0;:::;l2m�1�0

��
h
p0

�l0
:::
�

h
p2m�1

�l2m�1
�����
p0=p

��j+1;�1;2m [l1; :::; l2m�1]
�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

����
p=p2m

:

donde �j+1;�1;2m [l1; :::; l2m�1]
�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
son polinomios en p; hp ;

h
p1
; ...

; h
p2m�1

; y ln p1; ... ; ln p2m�1; h con coe�cientes C1 (Rq) con respecto a p1; :::; p2m�1. Para de-
terminar los coe�cientes C1;�1;2m es necesario considerar la solución del problema de Cauchy
(3.36),(3.37). En el caso considerado para l = j + 1; k = q + 1 = 2m la parte derecha de la
ecuación (3.36) tiene la forma (3.51) y los datos iniciales (3.37) tienen la forma (3.52). Los
cálculos directos implican que la solución Cj+1;�1;2m está dada por la fórmula

Cj+1;�1;2m (p; p1; :::; p2m; h) =P
l0+:::+2m=j+1;l0;:::;l2m�0

��
h
p0

�l0
:::
�

h
p2m

�l2m�����
p0=p

�gj+1;�1;2m [l1; :::; l2m]
�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
�
h�

p2
p1

��
1
p2
:::
�

p2m
p2m�1

��
1
p2m

i ;

aquí gj+1;�1;2m [l1; :::; l2m]
�
p; hp ; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
; son polinomios en p; hp ;

h
p1
, ... , h

p2m�1
; y ln p1,

... ,ln p2m�1; h con coe�cientes C1
�
Rq+1

�
con respecto a p1; :::; p2m�1.
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Ahora se considera el caso cuando q es un número par, i.e. q = 2m y se determina el coe�ciente

para q+1 = 2m+1; i.e. el coe�ciente Cj+1;r+11;2m+1 : Note que la función
�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; er+2

�
; j =

1; :::; r; es suave con respecto a p. En efecto los datos iniciales (3.39) del problema de Cauchy
(3.38),(3.39) para l = j + 1; k = q + 2 = 2m+ 1; tiene la forma

Cj+1;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; h)
���
p=p2m+1

=

1
(c�b)

Pr
�=1 b(r+2)j

�
�@S1;2m

@p

�
Cj+1;�1;2m (p; p1; :::; p2m; h)

���
p=p2m+1

+
P

l0+:::+2m=j+1;l0;:::;l2m�0

��
h
p0

�l0
:::
�

h
p2m

�l2m�����
p0=p

� �j+1;r+21;2m+1 [l1; :::; l2m]
�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

����
p=p2m+1

;

donde �j+1;r+21;2m+1 [l1; :::; l2m]
�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�
es polinomio en p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
; y

ln p1; :::; ln p2m; h con coe�cientes C1
�
Rq+1

�
con respecto a p1; :::; p2m. La parte derecha de la

ecuación (3.38) para l = j + 1; k = q + 2 = 2m+ 1; es de la forma

1
p

P
l0+:::+2m=j+1;l0;:::;l2m�0

��
h
p0

�l0
:::
�

h
p2m

�l2m�����
p0=p

��j+1;r+11;2m+1 [l1; :::; l2m]
�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�
;

donde �j+1;r+11;2m+1 [l1; :::; l2m]
�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�
son polinomios en p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
;

y ln p1; :::; ln p2m; h con coe�cientes C1 (Rq) con respecto a p1; :::; p2m. Por lo tanto se obtiene
que la solución del problema de Cauchy (3.38),(3.39) para l = j + 1; k = q + 2 = 2m + 1; tiene
la forma

Cj+1;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; h) =P
l0+:::+2m=j+1;l0;:::;l2m�0

��
h
p0

�l0
:::
�

h
p2m+1

�l2m+1
�

�gj+1;r+21;2m+1 [l1; :::; l2m+1]
�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�
�
h�

p2
p1

��
1
p2
::: 1
p2m

�
p

p2m+1

��i
;

aquí gj+1;r+21;2m+1 [l1; :::; l2m+1]
�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�
es polinomio en p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
;

y ln p1; :::; ln p2m; h con coe�cientes C1
�
Rq+2

�
con respecto a p1; :::; p2m.

Ahora se considerarán los términos de la fórmula (3.6). Es válida el lema siguiente.

Lema 10 Suponga que Re p0 < Re p1 < ::: < Re pj < 0 < Re pj+1 < ::: < Re pk;



Soluciones asintóticas para los sistemas de ecuaciones ordinarias con un parámetro
pequeño cerca de la derivada 59

Evidentemente en este caso sobre el contorno  : jpj > h1=2+2�; para 0 < � < 1=8; se tiene
que

jp0j � jp1j � ::: � jpj j ; jpj j � jpj+1j � ::: � jpkj : (3.53)

Para las integrales de la forma

I l1;k (p; p0) :=

Z p

p0

dpk

Z pk�1

p0

dpk�2:::

Z p2

p0

exp

�
i

h
S1;k (p; p1; :::; pk)

�
vl1;k (p; p1; :::; pk) dp1;

(3.54)
cuando (Re� � 1) > 0 es válida la estimación siguiente��I l1;2m (p; p0)�� � eCl1;2mhl=4+(1=2�4�)m�3�(Re��1); para k = 2m; (3.55)

y ��I l1;2m+1 (p; p0)�� � eCl1;2m+1hl=4+(1=2�4�)m�3�Re�+1=2��; para k = 2m+ 1: (3.56)

Cuando (Re� � 1) < 0 es válida la estimación��I l1;2m (p; p0)�� � eCl1;2mhl=4+(1=2�4�)m+3�(Re��1); para k = 2m; (3.57)

y ��I l1;2m+1 (p; p0)�� � eCl1;2m+1hl=4+(1=2�4�)m+3�(Re��2)+1=2��; para k = 2m+ 1; (3.58)

Aquí eCl1;k son constantes reales positivas.
Demostración. El Lema 8 implica que la función vectorial vl1;k (p; p1; :::; pk) tiene la forma

vl1;k (p; p1; :::; pk) =
P

l0+:::+lk=l;l0;:::;lk�0

�
hl
�
1
p0

�l0
:::
�
1
pk

�lk�����
p0=p

�

gl;r+21;k

�
p; hp ;

h
p1
; :::; hpk ; h; ln p1; :::; ln pk

� h�
p2
p1

��
1
p2

�
p4
p3

��
1
p4
:::
�
pk�1
pk�2

��
1

pk�1

�
p
pk

��i
er+2 (p) ;

(3.59)
para k = 2m+ 1, y

vl1;k (p; p1; :::; pk) =
P

l0+:::+lk=l;l0;:::;lk�0

�
hl
�
1
p0

�l0
:::
�
1
pk

�lk�����
p0=p

�Pr
�=1 g

l;�
1;k

�
p; hp ; h; ln p1; :::; ln pk

� h�
p2
p1

��
1
p2

�
p4
p3

��
1
p4
:::
�

pk
pk�1

��
1
pk

i
e� (p) ;

(3.60)

para k = 2m; donde m 2 N0:
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Primero se supone que (Re� � 1) > 0: En este caso para un número j par y k = 2m + 1 la
fórmula (3.59) implica que para unas constantes eCl1;2m+1 se tiene que����exp� ihS1;k (p; p1; :::; pk)

�
vl1;k (p; p1; :::; pk)

����
� eCl1;2m+1 Pl0+:::+l2m+1=l;l0;:::;l2m+1�0

�
hl
��� 1p0 ���l0 ::: ��� 1

p2m+1

���l2m+1
�����
p0=p

�
���p2p1 ���Re��1 ::: ��� pj

pj�1

���Re��1 �Qj=2
q=1

��� 1
p2q�1

����
�
����pj+2pj+3

����Re��1 ::: ���� p2mp2m+1

����Re��1
0@m�j=2Y

q=1

���� 1

p2q+j+1

����
1A ���� p

pj+1

����Re�

� eCl1;2m+1 Pl0+:::+l2m+1=l;l0;:::;l2m+1�0

�
hl
��� 1p0 ���l0 ::: ��� 1

p2m+1

���l2m+1
�����
p0=p

�
�Qj=2

q=1

��� 1
p2q�1

���� �Qm�j=2
q=1

��� 1
p2q+j+1

���� ��� p
pj+1

���Re�
� eCl1;2m+1 Pl0+:::+l2m+1=l;l0;:::;l2m+1�0

�
hl
��� 1p0 ���l0 ::: ��� 1

p2m+1

���l2m+1
�����
p0=p

h�(1=2+2�)m
��� p
pj+1

���Re�
� Cl1;2m+1

hl=4

h(1=2+2�)m

��� p
pj+1

���Re� ;
(3.61)

ya que sobre el contorno ; se tiene que jh=pj < h1=4:
Para un número j impar y k = 2m+ 1 la fórmula (3.59) implica que����exp� ihS1;k (p; p1; :::; pk)

�
vl1;k (p; p1; :::; pk)

����
� Cl1;2m+1

P
l0+:::+l2m+1=l;l0;:::;l2m+1�0

�
hl
��� 1p0 ���l0 ::: ��� 1

p2m+1

���l2m+1
�����
p0=p

�
���p2p1 ���Re��1 ::: ���pj�1pj�2

���Re��1 �Q(j�1)=2
q=1

��� 1
p2q�1

����
�
����pj+1pj+2

����Re��1 ::: ���� p2mp2m+1

����Re��1
0@m�(j�1)=2Y

q=1

���� 1

p2q+j

����
1A ���� ppj

����Re�

� Cl1;2m+1
P

l0+:::+l2m+1=l;l0;:::;l2m+1�0

�
hl
��� 1p0 ���l0 ::: ��� 1

p2m+1

���l2m+1
�����
p0=p

�
�Q(j�1)=2

q=1

��� 1
p2q�1

���� �Qm�(j�1)=2
q=1

��� 1
p2q+j

���� ��� ppj ���Re�
� Cl1;2m+1

P
l0+:::+l2m+1=l;l0;:::;l2m+1�0

�
hl
��� 1p0 ���l0 ::: ��� 1

p2m+1

���l2m+1
�����
p0=p

h�(1=2+2�)m
��� ppj ���Re�

� Cl1;2m+1
hl=4

h(1=2+2�)m

��� ppj ���Re� :
(3.62)
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Para un número j par y k = 2m la fórmula (3.60) implica que para unas constantes eCl1;2m se
tiene que ����exp� ihS1;k (p; p1; :::; pk)

�
vl1;k (p; p1; :::; pk)

����
� eCl1;2m Pl0+:::+l2m=l;l0;:::;l2m�0

�
hl
��� 1p0 ���l0 ::: ��� 1

p2m

���l2m�����
p0=p

�
���p2p1 ���Re��1 ::: ��� pj

pj�1

���Re��1 �Qj=2
q=1

��� 1
p2q�1

����
�
����pj+2pj+3

����Re��1 ::: ����p2m�2p2m�1

����Re��1
0@m�1�j=2Y

q=1

���� 1

p2q+j+1

����
1A ���� p2mpj+1

����Re� 1

p2m

� eCl1;2m hl=4

h(1=2+2�)m

���� p2mpj+1

����Re��1 : (3.63)

Para un número j impar y k = 2m la fórmula (3.60) implica que����exp� ihS1;k (p; p1; :::; pk)
�
vl1;k (p; p1; :::; pk)

����
� eCl1;2m Pl0+:::+l2m=l;l0;:::;l2m�0

�
hl
��� 1p0 ���l0 ::: ��� 1

p2m

���l2m�����
p0=p���p2p1 ���Re��1 ::: ���pj�1pj�2

���Re��1 �Q(j�1)=2
q=1

��� 1
p2q�1

����
�
����pj+1pj+2

����Re��1 ::: ���� p2mp2m+1

����Re��1
0@m�(j+1)=2Y

q=1

���� 1

p2q+j

����
1A ����p2mpj

����Re� 1

p2m

� eCl1;2m hl=4

h(1=2+2�)m

����p2mpj
����Re��1 : (3.64)

Ahora note que las soluciones asintóticas se buscan en el dominio jpj < h�; jp0j < h�; � >
1=2� �; y sobre el contorno  se tiene que jpj > h1=2+2�: En este caso como se tiene que���� ppl

���� < h�3�;

����p2mpl
���� < h�3�; l = j; j + 1;

donde por notación p0 = p; se obtiene que las estimaciones (3.61)-(3.64) implican que m-múltiple
integral (3.54) tiene las estimaciones (3.55) y (3.56).
Ahora se supone que (Re� � 1) < 0: En este caso para un número j par y k = 2m + 1 la

fórmula (3.59) implica que para unas constantes eCl1;2m+1 se tiene que����exp� ihS1;k (p; p1; :::; pk)
�
vl1;k (p; p1; :::; pk)

����
� eCl1;2m+1 Pl0+:::+l2m+1=l;l0;:::;l2m+1�0

�
hl
��� 1p0 ���l0 ::: ��� 1

p2m+1

���l2m+1
�����
p0=p

�
��� 1p1 ���Re� ���p2p3 ���Re��1 ::: ���pj�2pj�1

���Re��1 �Qj=2�1
q=1

��� 1
p2q+1

����
�
����pj+2pj+1

����Re��1 ::: ���� p2mp2m�1

����Re��1
0@m�j=2�1Y

q=0

���� 1

p2q+j+1

����
1A ���� p

p2m+1

����Re� jpj jRe��1
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� eCl1;2m+1 Pl0+:::+l2m+1=l;l0;:::;l2m+1�0

�
hl
��� 1p0 ���l0 ::: ��� 1

p2m+1

���l2m+1
�����
p0=p

�
�Qj=2�1

q=0

��� 1
p2q+1

���� �Qm�j=2�1
q=0

��� 1
p2q+j+1

���� ��� pjp1 ���Re��1 ��� p
p2m+1

���
� eCl1;2m+1 Pl0+:::+l2m+1=l;l0;:::;l2m+1�0

�
hl
��� 1p0 ���l0 ::: ��� 1

p2m+1

���l2m+1
�����
p0=p

�h�(1=2+2�)m
��� pjp1 ���Re��1 ��� p

p2m+1

���
� Cl1;2m+1

hl=4

h(1=2+2�)m

��� pjp1 ���Re��1 ��� p
p2m+1

��� ;
(3.65)

ya que sobre el contorno ; se tiene que jh=pj < h1=4:
Para un número j impar y k = 2m+ 1 la fórmula (3.59) implica que����exp� ihS1;k (p; p1; :::; pk)

�
vl1;k (p; p1; :::; pk)

����
� Cl1;2m+1

P
l0+:::+l2m+1=l;l0;:::;l2m+1�0

�
hl
��� 1p0 ���l0 ::: ��� 1

p2m+1

���l2m+1
�����
p0=p

�
��� 1p1 ���� ���p2p3 ���Re��1 ::: ���pj�1pj

���Re��1 �Qj=2�1
q=1

��� 1
p2q+1

����
�
����pj+3pj+2

����Re��1 ::: ���� p2mp2m�1

����Re��1
0@m�j=2�1Y

q=1

���� 1

p2q+j+1

����
1A ���� p

p2m+1

����Re� jpj+1jRe��1
� Cl1;2m+1

P
l0+:::+l2m+1=l;l0;:::;l2m+1�0

�
hl
��� 1p0 ���l0 ::: ��� 1

p2m+1

���l2m+1
�����
p0=p

�
�Qj=2�1

q=0

��� 1
p2q+1

���� �Qm�j=2�1
q=1

��� 1
p2q+j+1

���� ��� p
p2m+1

���Re� ���pj+1p1

���Re��1
� Cl1;2m+1

P
l0+:::+l2m+1=l;l0;:::;l2m+1�0

�
hl
��� 1p0 ���l0 ::: ��� 1

p2m+1

���l2m+1
�����
p0=p

�h�(1=2+2�)m
��� p
p2m+1

���Re� ���pj+1p1

���Re��1
� Cl1;2m+1

hl=4

h(1=2+2�)m

���pj+1p1

���Re��1 ��� p
p2m+1

��� :
(3.66)

Para un número j par y k = 2m la fórmula (3.60) implica que existen constantes eCl1;2m tales que����exp� ihS1;k (p; p1; :::; pk)
�
vl1;k (p; p1; :::; pk)

����
� eCl1;2m Pl0+:::+l2m=l;l0;:::;l2m�0

�
hl
��� 1p0 ���l0 ::: ��� 1

p2m

���l2m�����
p0=p

�
��� 1p1 ���� ���p2p3 ���Re��1 ::: ���pj�2pj�1

���Re��1 �Qj=2�1
q=1

��� 1
p2q+1

����
�
����pj+2pj+1

����Re��1 ::: ���� p2mp2m�1

����Re��1
0@m�1�j=2Y

q=0

���� 1

p2q+j+1

����
1A jpj jRe��1
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� eCl1;2m hl=4

h(1=2+2�)m

����pjp1
����Re��1 : (3.67)

Para un número j impar y k = 2m la fórmula (3.60) implica que����exp� ihS1;k (p; p1; :::; pk)
�
vl1;k (p; p1; :::; pk)

����
� eCl1;2m Pl0+:::+l2m=l;l0;:::;l2m�0

�
hl
��� 1p0 ���l0 ::: ��� 1

p2m

���l2m�����
p0=p

�
��� 1p1 ���� ���p2p3 ���Re��1 ::: ���pj�1pj

���Re��1 �Qj=2�1
q=1

��� 1
p2q+1

����
�
����pj+3pj+2

����Re��1 ::: ���� p2mp2m�1

����Re��1
0@m�j=2�1Y

q=1

���� 1

p2q+j+1

����
1A jpj+1jRe��1

� eCl1;2m hl=4

h(1=2+2�)m

����pj+1p1

����Re��1 : (3.68)

Como las soluciones asintóticas se buscan en el dominio jpj < h�; jp0j < h�; � > 1=2 � �; y
sobre el contorno  se tiene que jpj > h1=2+2�; entonces se tiene que���� p

p2m+1

���� < h3�;

����pjp1
���� > h3�;

����pj+1p1

���� > h3�; l = j; j + 1;

donde por notación p0 = p; se obtiene que las estimaciones (3.65)-(3.68) implican que m-múltiple
integral (3.54) tiene las estimaciones (3.57) y (3.58).
Ahora se investigará el término principal del problema (3.1) que se obtiene al aplicar la

h�1� transformación de Fourier a las expresiones de las componentes wj : Usando el Lema 10 es
posible demostrar que para el término principal obtenido es posible en la fórmula (3.12) quitar
los términos wr+2; y en la fórmula (3.17) quitar los términos wj ; j = 1; :::; r: Resolviendo las
ecuaciones diferenciales obtenidas de primer orden se obtiene que el término principal de la
componente vr+2 (t) tiene la forma

yr+2 (t) =
Cr+2p
2�h

Z


exp
i

h

�
pt+

p2

2 (c� b) �
bt2

2

�
p�� (p) dp; (3.69)

donde � está de�nida por la fórmula (3.10). El término principal de la componente yr+1 (t) está
determinado por la fórmula

yr+1 (t) = �
dCr+2p
2�h

Z


exp
i

h

�
pt+

p2

2 (c� b) �
bt2

2

�
p��1� (p) dp; (3.70)

y el término principal de la solución asintótica de las componentes de y0 (t) = (y1 (t) ; :::; yr (t))
es del orden o (jyr+2j) si Cr+2 6= 0: En el caso cuando Cr+2 = 0 el término principal de y0 (t) está
dado por la fórmula

y0 (t) =
1p
2�h

Z +1

�1
exp

i

h

�
pt+

p2

2 (a� b) �
bt2

2

�
C 0� (p) dp+ o (1) ; C 0 2 Cr:

En las fórmulas (3.69), (3.70) la ingración se hace a lo largo del contorno  que pasa a lo largo del
eje p2 = 0 (donde p = p1 + ip2) y pasa por abajo del punto p = 0 a lo largo de la circunferencia
de radio h1=2+� presentado en la siguiente �gura
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Figura 7

como antes aquí � (p) es una función de corte, i.e. � (p) 2 C10 (C) y se tiene que � (p) = 1 para
jRe pj < h1=2�� y � (p) = 0 para jRe pj > 2h1=2��: Cambiando en las fórmulas anteriores los
valores de las constantes Cr+2 y C 0 se obtiene r+ 1 soluciones linealmente independientes. Para
obtener (r + 2)�ésima solución linealmente independiente es necesario en las fórmulas anteriores
tomar C = 0; Cr+2 = 1 y reemplazar el contorno  por su conjugado complejo. En lo que sigue
se considera el caso cuando a < b < c. Los demás casos se investigan de manera análoga.
En el caso Re� � 1 < 0 es posible quitar la función de corte � en la integral (3.69) sin el

cambio del resultado con la precisión hasta O (h1). Por lo tanto primero se considera la integral
(3.69) a lo largo de  con la función � (p) � 1; para el caso Re� � 1 < 0:
La integral (3.69) tiene un punto singular p = 0; y un punto estacionario p = � (c� b) t:

Considere la parte real de la función de fase en la integral (3.69):

Re

�
i

�
pt+

p2

2 (c� b)

��
= �p2

�
p1

(c� b) + t
�
; p = p1 + ip2:

Note que para (p1= (c� b) + t) > 0 el contorno  se puede desplazar hacia arriba como en la
Figura 8

Figura 8

y para (p1= (c� b) + t) < 0 el contorno  es posible desplazar hacia abajo como en la Figura
9
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Figura 9

Por lo tanto para t < 0 y p1 < � (c� b) t el contorno  se puede desplazar hacia abajo lo cual
implica que para t < 0 en la solución asintótica sólo contribuye el punto estacionario, y el punto
p = 0 no contribuye. El resultado de deformación del contorno  para t < 0 esta presentado en
la Figura 10

Figura 10

A su vez para t > 0 y p1 > � (c� b) t el contorno  es posible desplazar hacia arriba. Por lo
tanto para t > 0 la solución asintótica se determina por el punto estacionario y un contorno del
tipo de Gankel que pasa alrededor del punto p = 0. El resultado de deformación del contorno 
para t > 0 está presentado en la Figura 11
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Figura 11

Considere la integral de la fórmula (3.69) para el caso t > 0 y p1 > � (c� b) t: En este caso
la contribución del polo es igual a

Ipoly :=

Z
2

exp
i

h

�
pt+

p2

2 (c� b)

�
p�dp: (3.71)

Ahora se calcula la integral (3.71) en el caso 0 > Re� > �1: Haciendo el cambio p = st se
obtiene que

Ipoly = t�+1
Z
2

exp

�
it2

h

�
s+

s2

2 (c� b)

��
s�ds:

Ahora rotando el contorno 2 de tal manera que se transforma en el contorno e2 "paralelo" al
eje p2 = 0 (ver la Figura 12)

Figura 12

Haciendo el canbio s = ix se obtiene que

Ipoly = exp

�
i�

2
(� + 1)

�
t�+1

Z
1

exp

�
it2

h

�
s+

s2

2 (c� b)

��
s�ds
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= t�+1e
i�
2 (�+1)

Z
e2 exp

�
it2

h

�
ix� x2

2 (c� b)

��
x�dx:

Ahora como se tiene queZ
e2 exp

�
it2

h

�
ix� x2

2 (c� b)

��
x�dx =

�
ei2�� � 1

� �
1 + o

�
h�
�� Z 1

0

exp

�
� t

2

h
x

�
x�dx;

entonces se obtiene

Ipoly = e
i�
2 (�+1)t�+1

�
ei2�� � 1

� �
1 + o

�
h�
�� Z 1

0

exp

�
� t

2

h
x

�
x�dx: (3.72)

Haciendo en la fórmula (3.72) el cambio z =
�
t2x
�
=h se obtiene que

Ipoly = e
i�
2 (�+1)t�+1

�
ei2�� � 1

�� h
t2

��+1 �
1 + o

�
h�
�� Z 1

0

e�zz�dz (3.73)

= (i)
�+1 �

ei2�� � 1
��h

t

��+1
� (� + 1)

�
1 + o

�
h�
��
:

La contribución del punto estacionario en el caso considerado, i.e. t > 0 y p1 < � (c� b) t; se
determina usando la fórmula estándar (ver [19]).
A su vez en el caso t < 0 en la solución asintótica contribuye solamente el punto estacionario.

Para los demás valores de � la solución asintótica se determina aplicando el procedimiento es-
tándar para la extensión asintótica de � (ver [20]).

Teorema 9 Sea B (t) 2 C1 (U) ; U = fjtj < "g ; A (t) es de la forma (3.2), a; b; c 2 R1; a <
b < c; y jtj < h1=2��; 0 < � < 1=8: Suponga que � 62 N: En este caso el sistema (3.1) tiene las
soluciones linealmente independientes siguientes:
1) Existe una solución y0 tal que:
i) Para t > h1=2��=2:

y0;r+2 (t) = exp

�
�i bt

2

2h

�
1p
t
e
i�
2 (1+�)

�
h

t

��+1=2 �
ei2�� � 1

�
� (� + 1)

�
1 + o

�
h�
��

+exp

�
�i ct

2

2h

�p
2� (c� b) j(c� b) tj� ei�� exp

�
i�

4

��
1 + o

�
h�
��
;

y0;r+1 (t) = �d exp
�
�i bt

2

2h

�
1p
t
e
i�
2 (1+�)

�
h

t

���1=2 �
e2�i� � 1

�
� (�)

�
1 + o

�
h�
��

+exp

�
�i ct

2

2h

�p
2� (c� b) j(c� b) tj��1 ei�(��1) exp

�
i�

4

��
1 + o

�
h�
��
;

y0;j (t) = o(jy1;r+2 (t)j) para j = 1; ::; r:

ii) Para t < �h1=2��=2 el término principal de la solución asintótica y0;r+2 (t) se determina
solamente por el punto estacionario y es de la forma

y0;r+2 (t) = exp

�
�i ct

2

2h

�p
2� (c� b) j(c� b) tj� ei�� exp

�
i�

4

��
1 + o

�
h�
��
;
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y0;r+1 (t) = exp

�
�i ct

2

2h

�p
2� (c� b) j(c� b) tj��1 ei�(��1) exp

�
i�

4

��
1 + o

�
h�
��
;

y0;j (t) = o (jy1;r+2 (t)j) para j = 1; ::; r:
2) Existen r soluciones linealmente independientes yq; q = 1; :::; r; tales que

y0q (t) = exp

�
i
at2

2h

�
C 0 + o (1) ; C 0 2 Cr n f0g ;

yq:r+1 = O (h�) ; (3.74)

yq;r+2 = O
�
h�+1

�
:

3) La solución asintótica de la (r + 2)�ésima solución linealmente independiente se obtiene
al tomar en la fórmula (3.74) a C 0 = 0; y en la fórmula (3.69) a Cr+2 = 1 y cambiando en la
fórmula (3.69) el contorno  por su conjugado complejo, que pasa por arriba del punto p = 0.

Nota 2 De manera análoga se considera la solución asintótica para los demás valores de a; b; c
tales que a 6= b 6= c:

3.2. Justi�cación de las soluciones asintóticas

Considere el sistema

L

�
t;�ih d

dt

�
y = �ihdy

dt
+A(t)y + hB (t) y = 0; y 2 Rn; (3.75)

con la función matricial A(t) de la forma

A(t) =

24 Ia (t) 0 0
0 b (t) d (t)
0 0 c (t)

35 ; (3.76)

donde A (t) ; B (t) 2 C1
�
R1
�
; I es la matriz identidad (r � r) ; las funciones a; b; c; d son de

la clase C1
�
R1
�
de la forma a (t) = at + O

�
t2
�
; b (t) = bt + O

�
t2
�
; c (t) = ct + O

�
t2
�
; y

d (t) = d + O (t) ; d 6= 0; a 6= b; b 6= c; a 6= c: Sin pérdida de generalidad es posible suponer que
para un número pequeño T0 se tiene que a0 (t) < b0 (t) < c0 (t) ; para jtj � T0; los demás casos se
consideran de manera análoga.
Sea �N una solución del problema (3.75) con presición O

�
hN
�
que satisface unos datos

iniciales, i.e. se tiene que

�ihd�Ndt +A(t)�N + hB (t) �N = O
�
hN
�
; para jt� t0j < T;

[t0 � T; t0 + T ] � [�T0; T0] :
(3.77)

Evidentemente el problema (3.75) es un sistema lineal de ecuaciones diferenciales con coe�cientes
acotados, por lo tanto existe la solución exacta y (x; h) del problema (3.75) que satisface los

mismos datos iniciales que �N . En este caso la función e�N := y � �N ; es solución del problema
(3.77) con datos iniciales iguales a cero, i.e.

�ihd
e�N
dt

+A(t)e�N + hB (t) e�N = F (t; h)hN ; para jt� t0j < T;

e�N (t0) = 0;

donde F (t; h) 2 C1 ([t0 � T; t0 + T ]) y Supt2[t0�T;t0+T ]
��@kt F (t; h)�� � Ckh

�k; para una con-
stante Ck > 0; y k 2 N.
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Teorema 10 Suponga que los coe�cientes de la ecuación (3.75) satisfacen las condiciones antes
mencionadas. En este caso existe un número natural n = n (T ) tal que la solución del problema
(3.77) tiene la estimación siguiente:e�N

C([�T;T ])
� ChN�n�1; para N > n+ 1:

Demostración. i) Reducción del sistema (3.77).
Sea U (t; t0) la matriz de�nida como

U(t; t0) :=

26664
I exp

�
� i
h

R t
t0
a (s) ds

�
0 0

0 exp
�
� i
h

R t
t0
b (s) ds

�
0

0 0 exp
�
� i
h

R t
t0
c (s) ds

�
37775

Haciendo el cambio e�N (t) = U (t; t0) z (t) ;

se obtiene que

�ihdzdt + U
� (t; t0)

24 I � 0 0 0

0 0 ed
0 hbr+2;r+1 0

35U (t; t0) z
+hU� (t; t0) eB (t)U (t; t0) z = U� (t; t0)F (t)h

N ;

(3.78)

donde ed := d+ hbr+1;r+2;

eB (t) :=
26664

b1;1 ::: b1;r+1 b1;r+2
...

. . .
...

...
br+1;1 ::: br+1;r+1 0
br+2;1 ::: 0 br+2;r+2

37775 :
Ahora para simpli�car la ecuación (3.78) note que

U� (t; t0)

24 I � 0 0 0

0 0 ed
0 hbr+2;r+1 0

35U (t; t0)

= U� (t; t0)

2664
I � 0 0 0

0 0 ed exp�� i
h

R t
t0
c (s) ds

�
0 hbr+2;r+1 exp

�
� i
h

R t
t0
b (s) ds

�
0

3775
=

24 I � 0 0 0

0 0 ed�r+1;r+2
0 hbr+2;r+1�r+2;r+1 0

35 ;
donde

�r+1;r+2 : = exp

�
� i

h

Z t

t0

(c (s)� b (s)) ds
�
;

�r+2;r+1 : = exp

�
� i

h

Z t

t0

(b (s)� c (s)) ds
�
:
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Se introduce la notación

bB (t) := U� (t; t0) eB (t)U (t; t0) =
26664

B11 b1;r+1�1;r+1 b1;r+2�1;r+2
...

...
br+1;1�r+1;1 ::: br+1;r+1 0
br+2;1�r+2;1 ::: 0 br+2;r+2

37775 ; (3.79)

donde

B11 : = kbijk ; 1 � i; j � r;

�1;r+1 = exp

�
� i

h

Z t

t0

(b (s)� a (s)) ds
�
;

�1;r+2 = exp

�
� i

h

Z t

t0

(c (s)� a (s)) ds
�
;

�r+1;1 = �1;r+1;

�r+2;1 = �1;r+2:

En este caso la ecuación (3.78) se reduce a la forma:

�ihdzdt + bA (t) z + h bB (t) z = U� (t; t0)F (t)h
N ;

z (t0) = 0;
(3.80)

donde

bA (t) :=
24 I � 0 0 0

0 0 ed�r+1;r+2
0 hbr+2;r+1�r+2;r+1 0

35 :
Ahora para reducir la ecuación (3.80) se hace el cambio

z (t) = D (t; t0)w (t) ; (3.81)

donde D (t; t0) es la matriz de la forma:

D (t; t0) :=

24 D11 (t; t0) 0 0
0 Dr+1;r+1 (t; t0) 0
0 0 Dr+2;r+2 (t; t0)

35 ;
la matriz D11 (t) es la matriz solución del problema

�idD11 (t; t0)

dt
= �B11 (t)D11 (t; t0) ;

D11 (t0; t0) = I:

y los coe�cientes Dr+1;r+1 (t; t0) Dr+2;r+2 (t; t0) son de la forma:

Dr+1;r+1 (t; t0) : = exp

�
�i
Z t

t0

br+1;r+1 (s) ds

�
;

Dr+2;r+2 (t; t0) : = exp

�
�i
Z t

t0

br+2;r+2 (s) ds

�
:
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Evidentemente se tiene que D (t0; �)D (� ; t0) = 1; lo cual implica que integrando la ecuación
(3.80) con respecto a t se obtiene la siguente ecuación integral para la función w (t):

w (t) = (�i)
Z t

t0

D (t0; �)
1

h
bA (t)D (� ; t0)w (�) d�

+(�i)
Z t

t0

D (t0; �)B� (�)D (� ; t0)w (�) d� (3.82)

� (�i)hN�1
Z t

t0

D (t0; �)U
� (� ; t0)F (�) d� ;

aquí

B� (�) :=

26664
I � 0 b1;r+1�1;r+1 b1;r+2�1;r+2

...
...

br+1;1�r+1;1 ::: 0 0
br+2;1�r+1;1 ::: 0 0

37775 :
Ahora se considera el operador A de�nido por la fórmula:

Aw : = (�i)
Z t

t0

D (t0; �)
1

h
bA (t)D (� ; t0)w (�) d� (3.83)

+(�i)
Z t

t0

D (t0; �)B� (�)D (� ; t0)w (�) d� ;

y sea G (t; h) la función de�nida como

G (t; h) := (�i)hN�1
Z t

t0

D (t0; �)U
� (� ; t0)F (� ; h) d� :

En este caso la ecuación integral (3.82) para la función w se puede reescribir en la forma

w = Aw +G: (3.84)

Ahora al introducir la función � tal que

w = � +G+AG+ :::+AnG; (3.85)

de la ecuación (3.84) se obtiene que

� = A� +An+1G:

La solución de esta ecuación se busca en la forma

� = (t� t0)n+1 �;

i.e. la función � satisface la ecuación

� =
1

(t� t0)n+1
A
�
(t� t0)n+1 �

�
+

An+1G

(t� t0)n+1
: (3.86)

ii) Estimación de la función �:
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Para simpli�car los cálculos sin pérdida de generalidad se concidera el caso t0 = 0: Primero
note que G ' hN ; i.e. jG (t; h)j � C0h

N ; para jtj < �; donde � > 0 es un número su�cientemente
pequeño. Esto implica que

An+1G ' O
�
hN�n�1

�
tn+1:

Por lo tanto en el espacio C ([�T; T ]) se tiene queAn+1G

tn+1


C([�T;T ])

� C1h
N�n�1: (3.87)

Veamos ahora que para un número n su�cientemente grande en el espacio C ([�T; T ]), la norma
del operador

�
tn+1

��1
An+1

�
tn+1:

�
es menor que 1: Con este objetivo en lo que sigue se estiman

las componentes (A�)j ; j = 1; :::; r + 2:
Primero para estimar las componentes (A�)j ; j = 1; :::; r; se consideran los operadores de la

forma

A1� =
1

tn+1

Z t

0

 (�) �n+1� (�) d� ; donde � 2 C ([�T; T ]) ; n 2 N;  2 C1
�
R1
�
: (3.88)

En el espacio C ([�T; T ]) se tiene que���� 1

tn+1

Z t

0

 (�) �n+1� (�) d�

���� � C2 m�ax
t2[�T;T ]

j� (t)j 1

jtn+1j

����Z t

0

�n+1d�

����
� C2 k�kC([�T;T ])

���� 1

tn+1
tn+2

(n+ 2)

���� (3.89)

= C2
jtj

n+ 2
k�kC([�T;T ]) �

TC2
n+ 2

k�kC([�T;T ]) :

Como la constante C2 no depende del número n; entonces para un T > 0 �jo, y grandes números
n los operadores de la forma (3.88) son pequeños en el espacio C ([�T; T ]) :
Ahora para estimar las componentes (A�)r+1 se consideran los operadores de la forma

A2� =
1

h

1

tn+1

Z t

0

1 (�)
ed�n+1 exp� i

h
�2� (�)

�
�r+2 (�) d� ; (3.90)

donde �r+2 2 C ([�T; T ]) ; n 2 N; 1; � 2 C1
�
R1
�
; � (�) 6= 0; para � 2 [�T0; T0] : Integrando

por partes la parte derecha de la fórmula (3.90) se obtiene

1

h

1

tn+1

Z t

0

1 (�)
ed�n+1 exp� i

h
�2� (�)

�
�r+2 (�) d� (3.91)

= (�i) 1

tn+1

Z t

0

1 (�)
ed�n�r+2 (�)

2� (�) + ��0 (�)
e
i
h �

2�(�)

�
i

h
�2� (�)

�0
d�

= (�i) 1

tn+1

n
e
i
h �

2�(�) � e i
h t

2�(t)
o 1 (�) ed�n�r+2 (�)
2� (�) + ��0 (�)

�����
�=t

�=0

� (�i) 1

tn+1

Z t

0

n
e
i
h �

2�(�) � e i
h t

2�(t)
o d

d�

 
1 (�)

ed�n�r+2 (�)
2� (�) + ��0 (�)

!
d� :
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Se tiene que

d

d�

 
1 (�)

ed�n�r+2 (�)
2� (�) + ��0 (�)

!
= ng (�) �n�1�r+2 (�) (3.92)

+g (t) �n
d�r+2 (�)

d�
+ �n�r+2 (�)

dg (�)

d�
;

donde g 2 C1
�
R1
�
es de la forma

g (�) :=
1 (�)

ed
2� (�) + ��0 (�)

:

Primero note que análogamente como la estimación (3.89) se obtiene que���� 1

tn+1

Z t

0

g (�) �n�r+2 (�) d�

���� � C3
n

�r+2C([�T;T ]) ; (3.93)

donde C3 > 0; es una constante.
Note que

�n
d�r+2 (�)

d�
=
1

�

d

d�

�
�n+1�r+2 (�)

�
� (n+ 1) �n�1�r+2: (3.94)

En este caso la fórmula (3.83) y la fórmula (3.86) para la función � implican que

d

d�

�
�n+1�r+2 (�)

�
= �n+1

0@r+2X
j=1

�j (� ; h) �j (�) + h
N�n�1g1 (�)

1A ; (3.95)

donde las funciones �j (� ; h) ; j = 1; :::; r+2; son contínuas y uniformemente acotadas con respecto
a h 2 (0; 1]; tales que

Sup(�;h)2[�T;T ]�(0;1]
���j (� ; h)�� � j <1:

Tomando en cuenta que
l��m
�!0

�r+2 (�) = l��m
�!0

�n+1�r+2 (�) = 0;

se obtiene

�n�1�r+2 (�) =
1

�2

Z �

0

sn+1

0@r+2X
j=1

�j (s; h) �j (s) + h
N�n�1g1 (s)

1A ds;

y

�n�r+2 (�) =
1

�

Z �

0

sn+1

0@r+2X
j=1

�j (s; h) �j (s) + h
N�n�1g1 (s)

1A ds: (3.96)

Como
l��m
�!0

� (�) = l��m
�!0

�n+1� (�) = 0;

entonces la ecuación (3.96) implica que

l��m
�!0

�n�r+2 (�) = 0;

de lo cual se obtiene que el término no acotado en la fórmula (3.91) es igual a cero.
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De la fórmula (3.95) se obtiene que���� 1

tn+1

Z t

0

g (�) �n�1�r+2 (�) d�

���� (3.97)

�

������ 1

tn+1

Z t

0

g (�) �n

0@C4 1
n

r+2X
j=1

�jC([�T;T ]) + C5hN�n�1
1A d�

������
� C6

1

n (n+ 1)

r+2X
j=1

�jC([�T;T ]) + C7hN�n�1n
:

Las fórmulas (3.94) - (3.97) implican que���� 1

tn+1

Z t

0

g (�) �n
d�r+2 (�)

d�
d�

���� (3.98)

� C8
n

r+2X
j=1

�jC([�T;T ]) + C6 1n
r+2X
j=1

�jC([�T;T ]) + C7hN�n�1;
ya que anteriormente fue demostrado que el término no acotado en la fórmula (3.91) es igual a
cero.
Ahora las fórmulas (3.91), (3.92), (3.93) y (3.98) implican que para un T > 0 �jo los oper-

adores de la forma (3.90) son tales que en el espacio C ([�T; T ]) se tiene la estimación

kA2�kC([�T;T ]) �
eC1
n

r+2X
j=1

�jC([�T;T ]) + eC2hN�n�1: (3.99)

La fórmula (3.86) y las estimaciones (3.87), (3.99) implican que

rX
j=1

�jC([�T;T ]) � C1
n

r+2X
j=1

�jC([�T;T ]) + C2hN�n�1: (3.100)

De la fórmula (3.100) se sigue que para los números n � 2C1 se tiene que
rX
j=1

�jC([�T;T ]) � 2C2hN�m: (3.101)

iii) Estimación de la función e�N :
Note que la fórmula (3.101) implica que la función � (t) = tn+1� (t) tiene la estimación

k�kC([�T;T ]) � ChN�n: (3.102)

Como los operadores D (t; t0) y U (t; t0) son uniformemente acotados para h 2 (0; 1]; entonces de
las fórmulas (3.79), (3.81), (3.85) y (3.102) se obtiene la estimación siguientee�N

C([�T;T ])
� C0h

N�n;

para un número natural n � n0 (T ) :
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3.3. Caso de la matriz A(t)

Ahora se considera el sistema (3.1) con la función matricial A(t) de la forma

A(t) =

24 Ia (t) 0 0
0 b (t) d (t)
0 0 c (t)

35 ; (3.103)

donde a; b; c; d son C1
�
R1
�
funciones de la forma a (t) = at+O

�
t2
�
; b (t) = bt+O

�
t2
�
; c (t) =

ct + O
�
t2
�
; y d (t) = d + O (t) ; d 6= 0: En este caso el término principal también se determina

usando el Teorema 9. Como antes es su�ciente considerar esta ecuación en el dominio jtj < h1=2��:
Por lo tanto es posible suponer que a (t) ; b (t) ; c (t) son polinomios en t. Considere como antes
el caso cuando a0 (t) < b0 (t) < c0 (t) ;para jtj < h1=2��: Haciendo el cambio

y (t) = exp

�
� i

h

Z t

0

b (�) d�

�
z (t)

y pasando en "p"-representación con respecto a t el sistema (3.1) con la matriz A (t) de la forma
(3.103) se reduce a la ecuación

pw (p) +Q

�
ih
d

dp

� ew (p) + hB�ih d
dp

� ew (p) = 0; (3.104)

donde

Q
�
ih d
dp

�
:=266664

I

�
(a� b)

�
ih d
dp

�
+
�
ih d
dp

�2
Q1

�
ih d
dp

��
0 0

0 0 d+
�
ih d
dp

�
d1

�
ih d
dp

�
0 0 (c� b)

�
ih d
dp

�
+
�
ih d
dp

�2
q(r+2)(r+2)

�
ih d
dp

�
377775

y

ew (p) = (w1 (p) ; :::; wr (p) ; wr+1 (p) ; wr+2 (p)) ;

B

�
ih
d

dp

�
=

bij �ih ddp
� ; Q1�ih ddp

�
=

�ijqij �ih ddp
� ;

donde qij
�
ih d
dp

�
; bij

�
ih d
dp

�
; 1 � i; j � r + 2; son operadores diferenciales con los términos

menores constantes. En este caso en el sistema (3.104) la componente wr+1 está determinada
por la fórmula �

1 +
h

p
b(r+1)(r+1)

�
ih
d

dp

��
wr+1 = g (p; h) ; (3.105)

donde

g (p; h) = �

0@1
p
d

�
ih
d

dp

�
wr+2 +

h

p

X
l 6=r+1

b(r+1)l

�
ih
d

dp

�
wl

1A ;

con

d

�
ih
d

dp

�
= d+

�
ih
d

dp

�
d1

�
ih
d

dp

�
:
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Como antes se busca la aproximación de la función wr+1 en la forma (3.12). Sustituyendo la
función wr+1 en el sistema (3.104) por la aproximación (3.12) se obtiene el siguiente sistema
reducido para la función vectorial w = (w1; :::; wr; wr+2):

ihdwkdp +
pwk
a�b +

h
a�b

�Pr
j=1 bkj

�
ih d
dp

�
wj � bk(r+1)

�
ih d
dp

�
1
pd
�
ih d
dp

�
wr+2

�
+

�
ih
d

dp

�2
qkk

�
ih
d

dp

�
wk + h

�
h

p

� X
m6=r+1

akm

�
h;
h

p
; ih

d

dp

�
wm = 0; (3.106)

ihdwr+2dp + pwr+2
c�b + h

c�b

�P
j 6=r+1 b(r+2)j

�
ih d
dp

�
wj � b(r+2)(r+1)

�
ih d
dp

�
1
pd
�
ih d
dp

�
wr+2

�
+

�
ih
d

dp

�2
q(r+2)(r+2)

�
ih
d

dp

�
wr+2 + h

�
h

p

� X
m6=r+1

a(r+2)m

�
h;
h

p
; ih

d

dp

�
wm = 0:

El operador diferencial en la parte derecha de sistema (3.106) se denota por L1, y el sistema
(3.106) en este caso tiene la forma L1w = 0:
Ahora sustituyendo las funciones w de la forma (3.6) en el sistema (3.106) y aplicando el

Lema 6 de obtiene que

L1w = exp

�
i

h
Sf;0 (p)

���
�dSf;0

dp
I +

� p
a�bI 0

0 p
c�b

�

+

264 1
a�b

�
�dSf;0

dp

�2
Q1

�
�dSf;0

dp

�
I 0

0 1
c�b

�
�dSf;0

dp

�2
q(r+2)(r+2)

�
�dSf;0

dp

�
375
1CA vf;0 (p; h)

+h

0@24  1
a�bbkj

�
�dSf;0

dp

� 1
p(a�b)d

�
ih d
dp

�bk(r+1) ��dSf;0
dp

� 1
c�bb(r+2)j

�
�dSf;0

dp

� 1
p(c�b)d

�
ih d
dp

�
b(r+2)(r+1)

�
�dSf;0

dp

� 35 vf;0 (p; h)
+i
@vf;0
@p

(p; h) + iR1vf;0 (p; h) + bP 0f;0�h; hp ; p; ih ddp
�
vf;0 (p; h)

+i

�
1 + eP 0f;0�h; p; ih @@p

��
vf;1 (p; p; h)

+

�
hP 0f;1

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@p1

�
+ eP 0f;1�h; p; ih @@p ; ih @

@p1

��
vf;1 (p; p1; h)

����
p1=p

+
�
h2P 0f;2

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@p1

; ih @
@p2

�
+h eP 0f;2 �h; p; ih @

@p ; ih
@
@p1

; ih @
@p2

��
vf;2 (p; p1; p2; h)

���
p1=p2=p

+ :::

+
�
hlP 0f;l

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@p1

; :::; ih @
@pl

����
+ hl�1 eP 0f;l �h; p; ih @

@p ; ih
@
@p1

; :::; ih @
@pl

�
vf;l (p; p1; :::; pl; h)

����
p1=:::=pl=p

+ :::�
+hN0P 0f;N0

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@p1

; :::; ih @
@pN0

�
+hN0�1 eP 0f;N0

�
h; p; ih @

@p ; ih
@
@p1

; :::; ih @
@pN0

��
vf;N0

(p; p1; :::; pN0
; h)
���
p1=:::=pN0=p

��
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+
PN

k=1

R p
p0
dpk:::

R p2
p0
dp1e

i
hSf;k(p;p1;:::;pk)

��
�@Sf;k

@p I +

� p
a�bI 0

0 p
c�b

�

+

2664
�
�
@Sf;k
@p

�2
a�b Q1

�
�@Sf;k

@p

�
I 0

0

�
�
@Sf;k
@p

�2
a�c q(r+2)(r+2)

�
�@Sf;k

@p

�
3775
1CCA vf;k (p; p1; :::; pk; h)

+h

0@24  1
a�bbkj

�
�@Sf;k

@p

� 1
p(a�b)d

�
ih d
dp

�bk(r+1) ��@Sf;k
@p

� 1
c�bb(r+2)j

�
�@Sf;k

@p

� 1
p(c�b)d

�
ih d
dp

�
b(r+2)(r+1)

�
�@Sf;k

@p

� 35 vf;k (p; p1; :::; pk; h)
+i

@vf;k
@p (p; p1; :::; pk; h)

+iR1vf;k (p; p1; :::; pk; h) + bP kf;0 �h; hp ; p; ih @
@p

�
vf;k (p; p1; :::; pk; h)

+i

�
1 + eP kf;0�h; p; ih @@p

��
vf;k+1 (p; p1; :::; pk�1; p; h)

+ hP kf;1

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1

�
vf;k+1 (p; p1; :::; pk+1; h)

����
pk+1=p

+ eP kf;1�h; p; ih @@p ; ih @

@pk+1

�
vf;k+1 (p; p1; :::; pk+1; h)

����
pk+1=p

(3.107)

donde

+
�
h2P kf;2

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@pk+1

; ih @
@pk+2

�
+h eP kf;2 �h; p; ih @

@p ; ih
@

@pk+1
; ih @

@pk+2

��
vf;k+2 (p; p1; :::; pk+2; h)

���
pk+1=pk+2=p

+ :::

+
�
hlP kf;l

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@pk+1

; :::; ih @
@pk+l

�
+hl�1 eP kf;l �h; p; ih @

@p ; ih
@

@pk+1
; :::; ih @

@pk+l

��
vf;k+l (p; p1; :::; pk+l; h)

���
pk+1=:::=pk+l=p

+ :::

+
�
hN0�1 eP kf;l �h; p; ih @

@p ; ih
@

@pk+1
; :::; ih @

@pk+N0

�
+hN0P kf;N0

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@pk+1

; :::; ih @
@pk+N0

��
�vf;k+N0

(p; p1; :::; pk+N0
; h)jpk+1=:::=pk+N0=p

�o
;

R1vf;k =

264 I d
d�

�
�2Q1 (�)

����
�=�

@Sf;k
@p

0

0 d
d�

�
�2q(r+2)(r+2) (�)

����
�=�

@Sf;k
@p

375 @vf;k
@p

+Gf;kvf;k;

y

Gf;k :=

1
2

264 I
�
�@2Sf;k

@p2
d2

d�2

�
�2Q1 (�)

�����
�=�

@Sf;k
@p

0

0 �@2Sf;k
@p2

d2

d�2

�
�2q(r+2)(r+2) (�)

����
�=�

@Sf;k
@p

375 vf;k;
aquí Gf;k 2 C1 (jpj < ") son los términos constantes de los operadores

bP kf;0�h; hp ; p; ih @@p
�
; P kf;l

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+l

�
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de la forma i (bk +O (p)) ; k = 0; :::; N0; respectivamente; los operadores

bP kf;0�h; hp ; p; ih @@p
�
; P kf;l

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+l

�
son operadores diferenciales matriciales aplicados a las funciones w = (w1; :::; wr; wr+2) de la
forma (3.19). Además comparando con la fórmula (3.18) en la fórmula (3.107) aparecen unos

operadores adicionales eP kf;l �h; p; ih @
@p ; ih

@
@pk+1

; :::; ih @
@pk+l

�
de la forma (3.14) los cuales tienen

sus términos menores del orden O (p) :
En lo que sigue se demuestra que en este caso es posible buscar la solución del problema (3.1),

con la función matricial A (t) de la forma (3.103), en la clase de funciones (3.6). Analogamente
se obtiene que las funciones vlf;k (p; p1; :::; pk; h) en el caso f = 1 tiene la forma

vl1;2m (p; p1; :::; pk; h) =
rX

�=1

Cl;�1;2m (p; p1; :::; pk; h) e� (p) ;

vl1;2m+1 (p; p1; :::; pk; h) = Cl;r+21;2m+1 (p; p1; :::; pk; h) er+2 (p) ; para l;m 2 N0:

Se sustituyen las funciones v01;k (p; p1; :::; pk; h) en la ecuación (3.18) y se buscan los primeros
términos adicionales para aniquilar los términos de la forma

bP k1;0 �h; hp ; p; ih @
@p

�
v01;k (p; p1; :::; pk; h) ;eP k1;l �h; p; ih @

@p ; ih
@
@p1

; :::; ih @
@pl

�
v01;k+l (p; p1; :::; pk+l; h)

���
pk+1=:::=pk+l=p

;

y P k1;l

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@p1

; :::; ih @
@pl

�
v01;k+l (p; p1; :::; pk+l; h)

���
pk+1=:::=pk+l=p

: En el caso general

se sustituyen los (l � 1)�ésimos términos adicionales vl�11;k (p; p1; :::; pk; h) ; k = 0; :::; N0; en la
ecuación (3.18) y se buscan los l�ésimos términos adicionales para aniquilar los términos de la
forma bP k1;0 �h; hp ; p; ih @

@p

�
vl�11;k (p; p1; :::; pk; h) ;eP k1;j �h; p; ih @

@p ; ih
@
@p1

; :::; ih @
@pl

�
vl�11;k+j (p; p1; :::; pk+j ; h)

���
pk+1=:::=pk+j=p

;

y P k1;j

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@p1

; :::; ih @
@pl

�
vl�11;k+j (p; p1; :::; pk+j ; h)

���
pk+1=:::=pk+j=p

: En efecto se ob-

tiene el siguiente sistema de ecuaciones para los l�ésimos términos adicionales vl1;k (p; p1; :::; pk; h) ;
por de�nición se tiene que v�11;k := 0:
i) Para k = 2m : �

1 +O
�
@S1;2m
@p

��
@Cl;�

1;2m(p;p1;:::;p2m;h)

@p �

i
Pr

j=1 C
l;j
1;2m

h�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; e�

�
+ (G1;2mej ; e�)

i
=

i
� bP 2m1;0 �h; hp ; p; ih @

@p

�
vl�11;2m (p; p1; :::; p2m; h) ; e�

�
+

i
� eP 2m1;0 �h; p; ih @

@p

�
vl�11;2m+1 (p; p1; :::; p2m; p; h) ; e�

�
+

(3.108)

i
PN0

q=1 h
q�1

�
e�;
�
hP 2m1;q

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@p2m

; :::; ih @
@p2m+q

�
+eP 2m1;q �h; p; ih @

@p ; ih
@

@p2m
; :::; ih @

@p2m+q

��
vl�11;2m+q (p; p1; :::; p2m+q; h)

���
p2m+1=:::=p2m+q=p

�
;
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con los datos iniciales�
1 + eP 2m1;0 �h; p; ih @

@p

��
Cl;�1;2m (p; p1; :::; p2m�1; p; h) =

iCl;r+21;2m�1

h�
A1

�
@S1;2m�1

@p

�
er+2; e�

�
+ (G1;2m�1er+2; e�)

i
+

i

���
1 +O

�
@S1;2m�1

@p

��
+ bP 2m�11;0

�
h;
h

p
; p; ih

@

@p

��
vl�11;2m�1 (p; p1; :::; p2m�1; h) ; e�

�
+

(3.109)

i
PN0

q=1 h
q�1

�
e�;
�
hP 2m�11;q

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@p2m

; :::; ih @
@p2m+q�1

�
+eP 2m�11;q

�
h; p; ih @

@p ; ih
@

@p2m
; :::; ih @

@p2m+q�1

��
�

vl�11;2m+q�1 (p; p1; :::; p2m+q�1; h)
��
p2m=:::=p2m+q�1=p

�
;

ii) Para k = 2m+ 1 :�
1 +O

�
@S1;2m
@p

��
@Cl;r+2

1;2m+1(p;p1;:::;p2m+1;h)

@p �

iCl;r+21;2m+1

h�
A1

�
@S1;2m+1

@p

�
er+2; er+2

�
+ (G1;2m+1er+2; er+2)

i
=

i
� bP 2m+11;0

�
h; hp ; p; ih

@
@p

�
vl�11;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; h) ; er+2

�
+

i
� eP 2m+11;0

�
h; p; ih @

@p

�
vl�11;2(m+1) (p; p1; :::; p2m+1; p; h) ; er+2

�
+

(3.110)

i
PN0

q=1 h
q�1

�
er+2;

�
hP 2m+11;q

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@p2m

; :::; ih @
@p2m+q+1

�
+eP 2m+11;q

�
h; p; ih @

@p ; ih
@

@p2m
; :::; ih @

@p2m+q+1

��
vl�11;2m+q+1 (p; p1; :::; p2m+q+1; h)

���
p2m+1=:::=p2m+q+1=p

�
;

con los datos iniciales�
1 + eP 2m+11;0

�
h; p; ih @

@p

��
Cl;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m; p; h) =

i
Pr

j=1 C
l;j
1;2m

h�
A1

�
@S1;2m�1

@p

�
ej ; er+2

�
+ (G1;2m+1ej ; er+2)

i
+

i

���
1 +O

�
@S1;2m
@p

��
+ bP 2m1;0 �h; hp ; p; ih @@p

��
vl�11;2m (p; p1; :::; p2m; h) ; er+2

�
+ (3.111)

i
PN0

q=1 h
q�1

�
er+2;

�
hP 2m1;q

�
h; hp ; p; ih

@
@p ; ih

@
@p2m

; :::; ih @
@p2m+q

�
+eP 2m1;q �h; p; ih @

@p ; ih
@

@p2m
; :::; ih @

@p2m+q

��
vl�11;2m+q (p; p1; :::; p2m+q; h)

���
p2m=:::=p2m+q=p

�
:

Lema 11 Los coe�cientes Cl;�1;k (p; p1; :::; pk; h) ; l = 1; :::; N1;� = 1; :::; r; r + 2; k = 1; :::; N;

de las funciones vectoriales vl1;k (p; p1; :::; pk) de N1�ésima aproximación (3.21) de la solución
del problema (3.1) con la función matricial A (t) de la forma (3.103) satisface el sistema de
ecuaciones(3.108) - (3.111), y se tiene que

Cl;�1;2m (p; p1; :::; p2m; h) =P
l0+:::+l2m=l;l0;:::;l2m�0

�
hl
�
1
p0

�l0
:::
�

1
p2m

�l2m�����
p0=p

�gl;�1;2m [l0; :::; l2m]
�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
�
h�

p2
p1

��
1
p2
:::
�

p2m
p2m�1

��
1
p2m

i ; (3.112)
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Cl;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; h) =P
l0+:::+l2m+1=l;l0;:::;l2m+1�0

�
hl
�
1
p0

�l0
:::
�

1
p2m+1

�l2m+1
�����
p0=p

�gl;r+21;2m+1 [l0; :::; l2m+1]
�
p; hp ; h;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; ln p1; :::; ln p2m+1

�
�
��

p2
p1

��
1

p2
:::

1

p2m

�
p

p2m+1

���
; (3.113)

para m = 1; :::; [N1=2] : Aquí las funciones g
l;�
1;k [l0; :::; lk]

�
p; hp ; h;

h
p1
; :::; hpk ; ln p1; :::; ln pk

�
son

polinomios en h; hp ;
h
p1
; :::; hpk ; p; ln p1; :::; ln pk, con coe�cientes C

1 �Rk� con respecto a p1; :::pk.
Demostración. Primero note que @Sf;k

@p = O (p) y sobre el contorno  se tiene que @Sf;k
@p es

también un parámetro pequeño. Por lo tanto aparecen operadores adicionales en el sistema
(3.108)-(3.111) comparando con el sistema (3.36)-(3.39), i.e. los operadores

eP k1;q �h; p; ih @@p ; ih @

@pk
; :::; ih

@

@pk+q

�
;

tienen los términos menores del orden O (p) : Esto implica que las ecuaciones (3.108) y (3.110)
tienen la misma forma que las ecuaciones (3.36) y (3.38), respectivamente. Sin embargo los datos
iniciales para los coe�cientes Cl;�1;2m y Cl;r+21;2m+1 satisfacen las ecuaciones de la forma�

1 + eP 2m1;0 �h; p; ih @
@p

��
Cl;�1;2m (p; p1; :::; p2m�1; p; h) =

d
p(c�b)b(r+2)(r+1)

�
@S1;2m�1

@p

�
C1;r+11;2m�1 (p; p1; :::; p2m�1; h)

+

�
h

p

�
�1;�1;2m

�
p;
h

p
;
h

p1
; :::;

h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
;

y �
1 + eP 2m+11;0

�
h; p; ih @

@p

��
Cl;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m; p; h) =

1
(c�b)

Pr
j=1 b(r+2)j

�
@S1;2m
@p

�
C1;j1;2m (p; p1; :::; p2m; h)

+

�
h

p

�
�1;r+21;2m+1

�
p;
h

p
;
h

p1
; :::;

h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�
:

Como los términos menores de los operadores eP k1;q �h; p; ih @
@p ; ih

@
@pk

; :::; ih @
@pk+q

�
; tienen orden

O (p) se obtiene que

Cl;�1;2m (p; p1; :::; p2m�1; p; h) =�
1 + eP 2m1;0 �h; p; ih @

@p

���1 n
d

p(c�b)b(r+2)(r+1)

�
@S1;2m�1

@p

�
C1;r+11;2m�1 (p; p1; :::; p2m�1; h)

+

�
h

p

�
�1;�1;2m

�
p;
h

p
;
h

p1
; :::;

h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

��
; (3.114)

y

Cl;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m; p; h) =�
1 + eP 2m+11;0

�
h; p; ih @

@p

���1 n
1

(c�b)
Pr

j=1 b(r+2)j

�
@S1;2m
@p

�
C1;j1;2m (p; p1; :::; p2m; h)

+

�
h

p

�
�1;r+21;2m+1

�
p;
h

p
;
h

p1
; :::;

h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

��
: (3.115)
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Primero se considera el caso cuando l = 1: En este caso Lema 9 implica que para m = 0 en la

parte derecha de la ecuación (3.108) se tiene una función de la forma
�
h
p

�
�1;�1;0

�
p; hp ; h

�
; donde

�1;�1;0

�
p; hp ; h

�
es un polinomio en h; hp con coe�cientes de la clase C

1 �R1� con respecto a p. Note
que en este caso en la ecuación (3.108) las funciones

�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; e�

�
; para j = 1; :::; r; no

tienen el factor 1=p: Por lo tanto la solución del problema de Cauchy (3.108) para l = 1;m = 0;
con los datos iniciales iguales a cero tiene la forma

C1;�1;0 (p; h) =
X

l1;l2;l3�0

X
l1+l2+l3=1

 �
h ln

�
p

p0

��l1 �h
p

�l2
pl3

!
g1;�1;0

�
p;
h

p
; h

�
; (3.116)

aquí g1;�1;0
�
p; hp ; h

�
es un polinomio en h; hp con coe�cientes de la clase C

1 �R1� con respecto a p.
Usando el Lema 9 se obtiene que para m = 0 en la parte derecha de la ecuación (3.110) se tiene

una función de la forma
�
h
p2

��
p
p1

��
�1;r+21;1

�
p; hp ; h

�
; donde �1;r+21;1

�
p; hp ; h

�
es un polinomio

en h; hp ; p con coe�cientes de la clase C
1 (Rn) Además la función

�
A1

�
@S1;2m+1

@p

�
er+2; er+2

�
tiene el factor 1=p: Resolviendo el problema de Cauchy (3.110),(3.111) para l = 1;m = 0; con la
función C1;�1;0 (p; h) que satisface la fórmula (3.44) se obtiene que

C1;r+21;1 (p; p1; h) =
1X

�=0

��
h

p

��
p1��

�
g1;r+21;1

�
p;
h

p
; h; ln p1

���
p

p1

���
;

donde g1;r+21;1

�
p; hp ; h; ln p1

�
es un polinomio en h; hp ; ln p1; p con coe�cientes de la clase C

1 �R1�
con respecto a p1. Para un número arbitrario m el Lema 9 implica que en la parte derecha de la
ecuación (3.108) se tiene una función de la forma�

h

p

�
�1;�1;2m

�
p;
h

p
;
h

p1
; :::;

h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
;

donde �1;�1;2m
�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
; es un polinomio en p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; y

ln p1; :::; ln p2m�1; h con coe�cientes de la clase C1
�
R2m�1

�
con respecto a p1; :::; p2m�1. Note

que en este caso en la ecuación (3.108) las funciones
�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; e�

�
; para j = 1; :::; r; no

tienen el factor 1=p. Ahora como la función
�
A1

�
@S1;2m�1

@p

�
er+2; e�

�
tiene el factor 1=p entonces

el problema de Cauchy (3.108),(3.109) para l = 1; tiene los datos iniciales (3.109) de la forma
(3.114). Por lo tanto la solución del problema de Cauchy (3.108),(3.109) para l = 1 está dada
por la fórmula

C1;�1;2m (p; p1; :::; p2m; h) =P
l1;l2;l3�0

P
l1+l2+l3=1

��
h ln

�
p
p2m

��l1 �
h
p

�l2
pl3
�

�g1;�1;2m
�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
�
h�

p2
p1

��
1
p2
:::
�

p2m
p2m�1

��
1
p2m

i
;

aquí g1;�1;2m
�
p; hp ; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
es un polinomio en p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; y ln p1; :::; ln p2m�1; h

con coe�cientes de la clase C1
�
R2m�1

�
con respecto a p1; :::; p2m�1. Note que la función
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�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; er+2

�
no tiene el factor 1=p. En efecto los datos iniciales (3.111) del proble-

ma de Cauchy (3.110),(3.111) para l = 1 tiene la forma(3.115). Por lo tanto se obtiene que la
solución del problema de Cauchy (3.110),(3.111) para l = 1 tiene la forma

C1;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; h) =P1
�=0

��
h
p

��
p1��

�
g1;r+21;2m+1

�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m+1

�h�
p2
p1

��
1
p2
::: 1
p2m

�
p

p2m+1

��i
;

aquí g1;r+21;2m+1

�
p; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�
es un polinomio en p; hp ;

h
p1
; ... ; h

p2m
; y ln p1; ...

; ln p2m; h con coe�cientes de la clase C1
�
R2m

�
con respecto a p1; :::; p2m.



Capítulo 4

Soluciones asintóticas para los
sistemas de ecuaciones en
derivadas parciales con un
parámetro pequeño cerca de la
derivada

4.1. Método desarrollado para el caso de las derivadas par-
ciales

Se considera un sistema real hiperbólico de primer orden de la forma

�ih@u
@t
+ (�i)h

nX
r=1

Ar (t; x)
@u

@xr
+ (�i)hB (t; x)u = 0; (4.1)

donde B;Ar; r = 1; :::; n; son funciones matriciales reales de la clase C1 (Rn), u 2 Rn: En
lo que sigue se supone que el sistema (4.1) satisface la Condición 19. Para simpli�car la no-
tación los valores propios �1 (t; x; �) ; �2 (t; x; �) ; �3 (t; x; �) del símbolo del sistema (4.1) se de-
notarán por a (t; x; �) ; b (t; x; �) ; c (t; x; �) ; respectivamente. Sea (0; x0; �0) 2 �1, i.e. el pun-
to (0; x0; �0) pertenece al conjunto de cambio de multiplicidad �1 de la Condición 19. Sean

(x00; �0) := (0; x0; �0) y 
x00;�0 �
�
Rn+1x0 � Rn�

�
una vecindad cónica con respecto a �: En 
x00;�0

el sistema (4.1) se reduce microlocalmente al siguiente sistema con un parámetro pequeño cerca
de la derivada:

�ih@y
@t
+A

�
t; x;�ih @

@x

�
y + hB

�
t; x;�ih @

@x

�
y = 0; (4.2)

aquí donde el operador A
�
t; x;�ih @

@x

�
está dado por la fórmula (4.5), y 2 Cr+2; r � 1; y

h 2 (0; 1] es parámetro pequeño. En lo que sigue se construirá la solución del problema de
Cauchy (4.2) con los datos iniciales

y (t; x)jt=0 = exp
�
i

h
S0 (x)

�
� (x) ; (4.3)

83
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donde � 2 C10 (Rn) ; Supp � �
�
jx� x0j < �h1=2��1

	
;
��@jx��� � Cjh

j(1=2��); (los números reales
�1; � se eligirán más adelante), la fase S0 (x) 2 C1 (Rn) es tal que:

ft = 0g � �0 � 
x00;�0 ; con �0 := fx; � : x 2 Supp �; � = rS0 (x)g :

En un dominio donde los operadores a
�
t; x;�ih @

@x

�
; b
�
t; x;�ih @

@x

�
y c
�
t; x;�ih @

@x

�
son distintos

se puede obtener la solución asintótica de la ecuación (4.2) usando el método WKB estándar. En
esta sección se busca la solución asintótica del problema (4.2), (4.3) cerca de los puntos donde
estos operadores coniciden, más bien en la intersección de 
x00;�0 con el dominio

ja (t; x; �)� b (t; x; �)j < h1=2��; (4.4)

jc (t; x; �)� b (t; x; �)j < h1=2��;

jtj < h1=2��:

La solución asintótica se construye en "p"-representación en la forma de multifase (4.14), donde p
es la variable dual con respecto a t: Las ideas del método desarrollado en este capítulo para el caso
de ecuaciones en derivadas parciales son las mismas como en el caso de ecuaciones diferenciales
ordinarias, sin embargo en este caso se complica la técnica de determinación de las fases y de
las amplitudes. En lo que sigue se desribe el método para el caso de las ecuaciónes en derivadas
parciales.
Sean x0 = (t; x) y los símbolos A (x0; �) ; B (x0; �) 2 Sm

�

 x00;�0

�
(ver [26]) con el operador

matricial A(t; x;�ih @
@x ) de la forma

A

�
t; x;�ih @

@x

�
=

24 Ia
�
t; x;�ih @

@x

�
0 0

0 b
�
t; x;�ih @

@x

�
d
�
t; x;�ih @

@x

�
0 0 c

�
t; x;�ih @

@x

�
35 : (4.5)

Por lo tanto es posible suponer que los símbolos a (t; x; �) ; b (t; x; �) ; c (t; x; �) 2 Sm
�

x00;�0

�
son polinomios en t; x; �. Se considera el caso cuando at (t; x; �) < bt (t; x; �) < bt (t; x; �) ; para
jtj < h1=2��; aquí se usa la notación at (t; x; �) := @a

@t (t; x; �) : En lo que sigue se supone que se
satisfacen las condiciones siguientes.

Condición 15 Suponga que los símbolos a (t; x; �) ; b (t; x; �) ; c (t; x; �) 2 Sm
�

x00;�0

�
son tales

que

fa; bg�ab 6= 0; fa; cg�ac 6= 0; fb; cg�bc 6= 0;
fa; bg�abc 6= 0; fa; cg�abc 6= 0; fb; cg�abc 6= 0;

y que los parentesis de Poisson

f� � a; � � bg ; f� � a; � � cg

no cambian sus signos en unas "�vecindades �"ab;�"ac; de los conjuntos �ab;�ac; respectivamente.
Además se supone que los parentesis de Poisson fa; bg ; fa; cg ; fb; cg no cambian sus signos en
una "�vecindad �"abc del conjunto �abc; aquí los conjuntos �ab;�ac;�bc y �abc son los conjuntos
dados en la De�nición 9 con la notación �1 = a; �2 = b; y �3 = c:

Condición 16 Suponga que los símbolos a; b; c son tales que

Ca1 � ja (t; x; �)j � Ca2 ; C
b
1 � jb (t; x; �)j � Cb2; C

c
1 � jc (t; x; �)j � Cc2;
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���� @@xa (t; x; �)
���� � Ca3 ;

���� @@� a (t; x; �)
���� � Ca4 ;���� @@xb (t; x; �)

���� � Cb3;

���� @@� b (t; x; �)
���� � Cb4;���� @@xc (t; x; �)

���� � Cc3;

���� @@� c (t; x; �)
���� � Cc4;

donde Caj ; C
b
j ; C

c
j ; j = 1; 2; 3; 4; son constantes positivas.

Suponga que el símbolo b (t; x; �) está de�nido en el espacio R2n+1x0;� y pertenece a la clase

Sm
�
R2n+1x0;�

�
: Se considera el operador U (t; t0) sobre las funciónes z (x) 2 C10 (Rn) tal que para

toda función z (x) 2 C10 (Rn) se tiene que:

�ih@U (t; t0) z (x)
@t

= bsim

�
t; x;�ih @

@x

�
U (t; t0) z (x) ;

U (t; t0)jt=t0 z (x) = z (x)

donde

bsim

�
t; x;�ih @

@x

�
:= b

0@t; 2x; 1

�ih @

@x

1A+ b
0@t; 1x; 2

�ih @

@x

1A :

En lo que sigue se usa la notación

bbsim (t) := bsim

�
t; x;�ih @

@x

�
:

Primero consideramos el caso @b(t;x;�)
@t � 0: Bajo ciertas condiciones sobre el símbolo b (t; x; �)

(ver [4]) éste es esencialmente conjugado. Entonces su extención autoconjugada es única y puede
ser obtenida por la extención del operador bbsim (t) : Por lo tanto es posible considerar en lugar
del operador bbsim (t) el operador autoconjugado bbsim (t) : En este caso el operador U (t; t0) tiene
la forma

U (t; t0) = exp

�
i

h
(t� t0)bbsim (t)� :

El operador U (t; 0) es un grupo de operadores unitarios que dependen del parámetro t, i.e.

U (t; 0) = U (� ; 0) = U (t+ � ; 0) :

En el caso general cuando @b(t;x;�)
@t 6� 0 es posible demostrar que bajo unas condiciones los

operadores U (t; �) son unitarios (ver [27]) tales que

U (t; �)U (� ; t0) = U (t; t0) :

De hecho para nuestros �nes es su�ciente considerar la aproximación formal asintótica de las
funciones

a

�
t; x;�ih @

@x

�
U (t; t0) exp

�
i

h
S0 (x)

�
� (x) ; � 2 C10 (Rn) ; S0 2 C1 (Rn) ;
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obtenida por el método WKB con respecto al parámetro pequeño h: Como en el caso considerado
se tiene que Im b

�
t; x;�ih @

@x

�
� 0; entonces con precisión O (h) es posible considerar en lugar la

función U (t; 0) exp
�
i
hS0 (x)

�
� (x) la solución formal asintótica WKB del problema

�ih@u
@t

= bsim

�
t; x;�ih @

@x

�
u; (4.6)

ujt=0 = exp

�
i

h
S0 (x)

�
� (x) :

Teorema 11 Sea gtb el operador de desplazamiento a lo largo de las trayectorias del sistema de

Hamilton con Hamiltoniano b (t; x; �) : Suponga que los símbolos a (t; x; �) 2 Sm
�
[0; t]� Rnx � Rn�

�
y b (t; x; �) 2 Sq

�
[0; t]� Rnx � Rn�

�
entonces para � 2 C10 (Rn) ; S0 2 C1 (Rn) ; con jrSjjSupp � 6=

0; existe un número � > 0 tal que para jT j < � la solución asintótica del problema (4.6) es de
la forma

u (t; x) = exp

�
i

h
S (t; x)

��
�0 (t; x) + h�1 (t; x) + :::+ h

N�N (t; x) +O
�
hN+1

�	
;

donde �0 (t; x) satisface la ecuación de transporte, las funciones �j (t; x) ; j = 1; :::; N; satisfacen
un sistema recurrente de ecuaciones, y son tales que Supp �j (t; x) ; j = 0; :::; N; son compactos,
la función S (t; x) satisface que

@S

@t
= bsim

�
t; x;�ih @

@x

�
S (t; x)jt=0 = S0 (x) :

Se tiene que

a

�
t; x;�ih @

@x

�
u (t; x) = exp

�
i

h
S (t; x)

��
a � gtb (x;rS0 (x))� (t; x) +O (h)

	
: (4.7)

De hecho se considera la aproximación asintótica de las funciones de la forma

U (0; t) a

�
t; x;�ih @

@x

�
U (t; 0) exp

�
i

h
S0 (x)

�
� (x) ; � 2 C10 (Rn) ; S0 2 C1 (Rn) ;

donde U (t; 0) exp
�
i
hS0 (x)

�
� (x) es la solución formal asintótica WKB del problema (4.6), y

U (� ; t) a
�
x;�ih @

@x

�
U (t; 0) exp

�
i
hS0 (x)

�
� (x) es la solución asintótica formal WKB del proble-

ma

�ih@w
@�

= bsim

�
� ; x;�ih @

@x

�
w; (4.8)

wj�=t = a

�
x;�ih @

@x

�
U (t; 0) exp

�
i

h
S0 (x)

�
� (x) :

En los trabajos [9],[26] fue demostrado el teorema siguiente.

Teorema 12 Bajo las condiciones del teorema anterior se tiene que

U (0; t) a

�
t; x;�ih @

@x

�
U (t; 0) exp

�
i

h
S0 (x)

�
� (x) =
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exp

�
i

h
S0 (x)

�0@a � gtb (x;rS0 (x))� (t; x) + NX
j=1

hjVj� (t; x)

1A ;

aquí Vj son operadores P.D.O.

Corolario 1 Del desarrollo asintótico del operador U (t; 0) se sigue que

U (0; t)U (t; 0) exp

�
i

h
S0 (x)

�
� (x) = exp

�
i

h
S0 (x)

�
(� (x) +O (h1)) ;

donde � 2 C10 (Rn) ; S0 2 C1 (Rn) :

Haciendo el cambio y (t; x) = U (t; 0) z (x) (donde U (t; 0) exp
�
i
hS0 (x)

�
� (x) es la solución

formal asintótica WKB del problema (4.6)) se obtiene el sistema

�ih@z
@t
+ eA�t; x;�ih @

@x

�
z + h eB�t; x;�ih @

@x

�
z = 0; (4.9)

donde

eA�t; x;�ih @

@x

�
=

24 I (a� b) � gtb 0 0
0 0 d � gtb
0 0 (c� b) � gtb

35 ; (4.10)

y

eB�t; x;�ih @

@x

�
=

bij �t; x;�ih @

@x

� ; bij �t; x;�ih @

@x

�
=

1X
q=�N

bqij

�
t; x;�ih @

@x

�
;

donde bqij 2 S�q
�
U � Rnx � Rn�

�
; j = 1; 2:

Derivando con respecto a t se obtiene que

[a� b]
�
t; gtb (x; �)

�
= [a� b] (0; x; �) + [at � bt] (0; x; �) t+ fa; bg (0; x; �) t+O

�
t2
�
:

El símbolo matricial eA (t; x; �) es posible representarlo en la formaeA (t; x; �) = Q0 (t; x; �) +Q1 (t; x; �) ;

donde el símbolo Q0 (t; x; �) contiene a los términos del orden cero y uno del desarrollo en serie
de Taylor del símbolo eA (t; x; �) con respecto a t: Es posible demostrar que

Q0 (t; x; �) =

24 IQ011 (t; x; �) 0 0
0 0 d (t; x; �)
0 0 q033 (t; x; �)

35 ;
donde

Q011

�
t; x;�ih @

@x

�
= hha; bii

�
0; x;�ih @

@x

�
t; q033

�
t; x;�ih @

@x

�
= hhc; bii

�
0; x;�ih @

@x

�
t;

d

�
t; x;�ih @

@x

�
= d0

�
0; x;�ih @

@x

�
+ tdt

�
ih
@

@p
; x;�ih @

@x

�
;

aquí se usa la notación

hha; bii
�
p; x;�ih @

@x

�
=

�
at

�
p; x;�ih @

@x

�
� bt

�
p; x;�ih @

@x

��
+ fa; bg

�
p; x;�ih @

@x

�
;

y de manera análoga se de�ne el operador hhc; bii :
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Nota 3 Como el operador U (t; 0) se constuye usando la aproximación asintótica formal el
Teorema 11 es valido microlocalmente en una vecindad 
x0;� cuando el símbolo b (t; x; �) 2
Sm

�

x00;�0

�
:

En lo que sigue se trabaja en "p"-representación con respecto a t; i.e.

z (t; x) =

Z
C

exp (pt+ S (p; x))w (p; x) dp (4.11)

donde el contorno C pasa a lo largo del eje real y por debajo del punto p = 0 a lo largo de la
circunferencia del radio r = h1=2+2�, la amplitud w (p; x) es tal que

Supp w �
n
p; x : jx� x0j < h1=2��; p 2 C

o
y la fase S (p; x) satisface la Condición 17.

Condición 17 La fase S (p; x) es una función analítica con respecto a la variable p en una
vecindad V0 del punto p = 0; es in�nitamente diferenciable con respecto a x 2 Rn; tal que
S (p; x)jp=0 = S0 (x) ; ImS (p; x) = 0 para Im p = 0; y tal que la variedad

�0;p :=

�
t; x; � : t = �Re @S

@p
; x 2 Supp w; � = RerxS

�
;

para p 2 C \
�
jpj < h1=2��

	
; está contenida en el dominio (4.4).

Así el sistema (4.9) con el operador matricial eA �t; x;�ih @
@x

�
de la forma (4.10) se reduce al

sistema

pw (p; x) + eA�ih @
@p
; x;�ih @

@x

� ew (p; x) + h eB�ih @
@p
; x;�ih @

@x

� ew (p; x) = 0; (4.12)

donde ew (p; x) = (w1 (p; x) ; :::; wr (p; x) ; wr+1 (p; x) ; wr+2 (p; x)) ;eB �ih @
@p ; x;�ih

@
@x

�
=
bij �ih @

@p ; x;�ih
@
@x

� ;
Q1

�
ih @
@p ; x;�ih

@
@x

�
=
�ijqij �ih @

@p ; x;�ih
@
@x

� ;
donde qij

�
ih @
@p ; x;�ih

@
@x

�
; bij

�
ih @
@p ; x;�ih

@
@x

�
; 1 � i; j � r + 2; son operadores diferenciales

con los términos menores constantes. En este caso en el sistema (4.12) la componente wr+1 está
determinada por la fórmula�

1 +
h

p
b(r+1)(r+1)

�
ih
@

@p
; x;�ih @

@x

��
wr+1 = g

�
p; x;�ih @

@x
; h

�
; (4.13)

donde

g

�
p; x;�ih @

@x
; h

�
= �

0@1
p
d

�
ih
@

@p
; x;�ih @

@x

�
wr+2 +

h

p

X
l 6=r+1

b(r+1)l

�
ih
@

@p
; x;�ih @

@x

�
wl

1A :

Debido a que el símbolo principal de la ecuación (4.12) tiene raíces múltiples en el punto p = 0
y estas raíces son suaves, entonces procediendo de manera análoga con los trabajos [5], [28] es
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posible decir que el término exp (S (p; x))w (p; x) en la fórmula (4.11) es la parte principal de la
solución asintótica en "p"-representación. Es decir en la integral de la fórmula (4.11) es necesario
remplazar la función exp (S (p; x))w (p; x) por una función vectorial con las componentes de la
forma

e
i
hSf;0(p;x)�f;0 (p; x; h)+PN

k=1

R p
p0
dpk

R pk
p0
dpk�1:::

R p2
p0
exp

�
i
hSf;k (p; p1; :::; pk; x;rS0 (x))

�
�f;k (p; p1; :::; pk; x; h) dp1;

(4.14)
donde f = 1; 2;N 2 N; x 2 Rn; pj 2 C; j = 0; :::; N; las fases Sf;0 (p; x) son soluciones de los
problemas de Cauchy

p+ [a� b] � gtb (t; x;rS1;0)
��
t=� @S1;0

@p

= 0; (4.15)

S1;0 (p; x)jp=0 = S0 (x) ;

y
p+ [c� b] � gtb (t; x;rS2;0)

��
t=� @S2;0

@p

= 0; (4.16)

S2;0 (p; x)jp=0 = S0 (x) ;

y en general las fases Sf;k (p; p1; :::; pk;rS0 (x)) ; k � 1; son soluciones de las problemas de Cauchy
siguentes:
i)

[p� p2l] +
�
[a� b] � gtb (t; x;rS1;2l)

��
t=�

@S1;2l
@p

+ p2l

�
= 0; para l 2 N; (4.17)

con los datos iniciales

S1;2l (p; p1; :::; p2l; x)jp=p2l = S1;2l�1 (p2l; p1; :::; p2l�1; x) ;

ii)

[p� p2l+1] +
�
[c� b] � gtb (t; x;rS1;2l+1)

��
t=�

@S1;2l+1
@p

+ p2l+1

�
= 0; para l 2 N0; (4.18)

con los datos iniciales

S1;2l+1 (p; p1; :::; p2l+1; x)jp=p2l+1 = S1;2l (p2l+1; p1; :::; p2l; x) ;

iii)

[p� p2l] +
�
[c� b] � gtb (t; x;rS1;2l)

��
t=�

@S2;2l
@p

+ p2l

�
= 0; para l 2 N; (4.19)

con los datos iniciales

S2;2l (p; p1; :::; p2l; x)jp=p2l = S1;2l�1 (p2l; p1; :::; p2l�1; x) ;

iv)

[p� p2l+1] +
�
[a� b] � gtb (t; x;rS1;2l+1)

��
t=�

@S2;2l+1
@p

+ p2l+1

�
= 0; para l 2 N0; (4.20)

con los datos iniciales

S2;2l+1 (p; p1; :::; p2l+1; x)jp=p2l+1 = S1;2l (p2l+1; p1; :::; p2l; x) :
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Lema 12 Las soluciones de los problemas de Cauchy (4.15), (4.16) se representan en la forma

S1;0 (p; x) = S0 (x)+p (a� b) (0; x;rS0 (x)) eS11;0 (x)+p22 S11;0 (x;rS0 (x))+
NX
l=3

pl

l
Sl1;0 (x;rS0 (x)) ;

(4.21)
y

S2;0 (p; x) = S0 (x)+p (c� b) (0; x;rS0 (x)) eS12;0 (x)+p22 S12;0 (x;rS0 (x))+
NX
l=3

pl

l
Sl2;0 (x;rS0 (x)) ;

(4.22)
donde

eS11;0 (x) =
1

hha; bii (0; x;rS0 (x))
; eS12;0 (x) = 1

hhc; bii (0; x;rS0 (x))
;

S11;0 (x;rS0 (x)) =
1� r� [a� b] (0; x; �)j�=rS0(x)rx

heS11;0 (x) [a� b] (0; x;rS0 (x))i
hha; bii (0; x;rS0 (x))

S12;0 (x;rS0 (x)) =
1� r� [c� b] (0; x; �)j�=rS0(x)rx

heS12;0 (x) [c� b] (0; x;rS0 (x))i
hhc; bii (0; x;rS0 (x))

:

Además para los números reales positivos �1; � tales que las fases Sf;0; f = 1; 2; satisfacen la
Condición 17 se tiene que la variedad �f;00;p está contenida en el dominio (4.4), donde

�f;00;p :=

�
t; x; � : t = �Re @Sf;0

@p
; x 2 Supp w; � = RerxSf;0

�
;

y p 2 C; jpj < h1=2��:

Demostración. Desarrollando en la serie de Taylor con respecto a la variable p la parte izquierda
de las ecuaciones (4.15),(4.16) se obtiene que las fases Sf;0 (p; x) satisfacen los problemas de
Cauchy:

p+ (a� b) (0; x;rxS1;0 (p; x))� hha; bii (x;rxS1;0 (p; x)) @S1;0@p +

r1 (x;rxS1;0 (p; x))
�
@S1;0
@p

�2
= 0;

(4.23)

S1;0 (p; x)jp=0 = S0 (x) ;

para f = 1 y

p+ (c� b) (0; x;rxS2;0 (p; x))� hhc; bii (0; x;rxS2;0 (p; x)) @S2;0@p +

r2 (x;rxS2;0 (p; x))
�
@S2;0
@p

�2
= 0;

(4.24)

S2;0 (p; x)jp=0 = S0 (x) ;

para f = 2; donde r1 (x; �) ; r2 (x; �) 2 C1
�
Rn � Rn�

�
:

Sin pérdida de generalidad se resolverá el problema (4.23) (los problemas de Cauchy para
Sf;k (p; p1; :::; pk; x;rS0 (x)) se resuelven de manera análoga). En efecto, sustituyendo la expre-
sión (4.21) en la ecuación (4.23), tomando en cuenta que p 2 C es un parametro pequeño, e
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igualando a cero la expresión del orden O (p) se obtiene las siguente ecuación para eS11;0; S11;0 :
p+ [a� b] (0; x;rS0 (x))� hha; bii (0; x;rS0 (x)) [a� b] (0; x;rS0 (x)) eS11;0 (x)�
p hha; bii (0; x;rS0 (x))S11;0 (x;rS0 (x))+
p r� [a� b] (0; x; �)j�=rS0(x)rx

heS11;0 (x) [a� b] (0; x;rS0 (x))i = 0; (4.25)

de aquí se obtiene que

[a� b] (0; x;rS0 (x))� hha; bii (0; x;rS0 (x)) [a� b] (0; x;rS0 (x)) eS11;0 (x) = 0;
lo cual implica que eS11;0 (x) = 1

hha; bii (0; x;rS0 (x))
: (4.26)

Además las fórmulas (4.25) y (4.26) implican que la fase S11;0 (x;rS0 (x)) es la solución de la
ecuación

hha; bii (0; x;rS0 (x))S11;0 (x;rS0 (x))�
r� [a� b] (0; x; �)j�=rS0(x)rx

heS11;0 (x) [a� b] (0; x;rS0 (x))i = 1:
Así de manera consecutiva sustituyendo la expresión (4.21) en la ecuación (4.23), e igua-

lando a cero la expresión del orden O
�
pl
�
se obtienen las ecuaciones para todas las funciones

Sl1;0 (x;rS0 (x)) :

Lema 13 Es posible representar las soluciones de los problemas de Cauchy (4.17) - (4.20) en la
forma

Sf;k (p; p1; :::; pk; x) = S0f;k (p1; :::; pk; x) + [p� pk] [a� b] (0; x;rS0 (x)) eS1f;k (p1; :::; pk; x)+
(p�pk)2

2 S1f;k (p1; :::; pk; x;rS0 (x)) +
PN

l=3
(p�pk)l

l Slf;k (p1; :::; pk; x;rS0 (x)) ;
(4.27)

donde para f igual a 1 ó 2 el número k es par ó impar respectivamente, y

Sf;k (p; p1; :::; pk; x) = S0f;k (p1; :::; pk; x) + [p� pk] [c� b] (0; x;rS0 (x)) eS1f;k (p1; :::; pk; x)+
(p�pk)2

2 S1f;k (p1; :::; pk; x;rS0 (x)) +
PN

l=3
(p�pk)l

l Slf;k (p1; :::; pk; x;rS0 (x)) ;
(4.28)

donde para f igual a 1 ó 2 el número k es impar ó par respectivamente.
Además para los números reales positivos �1; � tales que las fases Sf;k; f = 1; 2; satisfacen la

Condición 17 se tiene que la variedad �f;k0;p está contenida en el dominio (4.4), donde

�f;k0;p :=

�
t; x; � : t = �Re @Sf;0

@p
; x 2 Supp w; � = RerxSf;0

�
;

y p 2 C; jpj < h1=2��:

Demostración. La demostración sigue del Lema 12.
Se sugiere buscar las componentes �f;k (p; p1; :::; pk; x; h) en una clase de funciones Lf;k: Las

funciones de esta clase son analíticas con respecto a p; p1; :::; pk; x; y son de la forma

�f;k (p; p1; :::; pk; x; h) =
Qk
�=0

MX
m;l;j=0

n
 f;k

�
pi00 (ln p0)

j0 ; pi11 (ln p1)
j1 ; :::; pikk (ln pk)

jk ; x
�
�

�f;k (p0; p1; :::; pk)
�
h
p�

�j
hl(ln p�)

lpm� Cm;l;j(h)

�����
p0=p

(4.29)
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donde f = 1; 2;M < 1;  f;k
�
pi00 (ln p0)

j0 ; pi11 (ln p1)
j1 ; :::; pikk (ln pk)

jk ; x
�
son funciones poli-

nomiales en x; pil (ln p)
j
; 1 � i; j � 3N; l = 0; :::; k; con C1(Rk+n+1) coe�cientes con respecto

a p0; :::; pk; x; Cm;l;j(h) son polinomios en h con C1(Rk+1)-coe�cientes en p0; p1; :::; pk; x; y las
funciones �f;k son de la forma

�1;0 (p) 2 C1
�
R1
�
;

�1;1 (p; p1) =
�
p
p1

��
;

�1;k(p; p1; :::; pk) =

8<:
�
p2
p1

��
1
p2

�
p4
p3

��
1
p4
:::
�

p2l
p2l�1

��
1
p2l

�
p

p2l+1

��
; para k = 2l + 1;�

p2
p1

��
1
p2

�
p4
p3

��
1
p4
:::
�

p2l
p2l�1

��
1
p2l
; para k = 2l;

(4.30)

y

�2;0 (p) = p�;

�2;1 (p; p1) = p��11 ;

�2;k(p; p1; :::; pk) =

8<: p��11

�
p3
p2

��
1
p3

�
p5
p4

��
1
p5
::: 1
p2l�1

�
p2l+1
p2l

��
1

p2l+1
; para k = 2l + 1;

p��11

�
p3
p2

��
1
p3

�
p5
p4

��
1
p5
::: 1
p2l�1

�
p
p2l

��
; para k = 2l;

(4.31)
donde l 2 N,

� := �i
b(r+2)(r+1) (0; x;rS0 (x)) d0 (0; x;rS0 (x))

hhc; bii (0; x;rS0 (x))
: (4.32)

Denote la clase de funciones de multifase antes de�nida por M�f . Si las funciones wk; k =
1; :::; r + 2; pertenecen a esta clase es posible determinar la función wr+1; con la precisión hasta
hN1 para todo N1 > 0: Se busca una aproximación de la solución denotada por wNr+1 de esta
ecuación con respecto a la función wr+1 en la clase de funciones (4.14). Después se substituye la
aproximación wNr+1 en el sistema (4.12) por la aproximación (4.13) se obtiene el siguiente sistema
reducido para la función vectorial w = (w1; :::; wr; wr+2):

ih hha; bii
�
0; x;�ih @

@x

�
dwk
dp + pwk+

h
Pr

j=1 bkj

�
ih d
dp ; x;�ih

@
@x

�
wj�

hbk(r+1)

�
ih d
dp ; x;�ih

@
@x

�
1
pd
�
ih d
dp ; x;�ih

@
@x

�
wr+2+�

ih d
dp

�2
qkk

�
ih d
dp ; x;�ih

@
@x

�
wk+

hha; bii
�
0; x;�ih @

@x

�
h
�
h
p

�P
m6=r+1 akm

�
h; hp ; ih

d
dp ; x;�ih

@
@x

�
wm = 0;

ih hhc; bii
�
0; x;�ih @

@x

� dwr+2
dp + pwr+2+

h
P

j 6=r+1 b(r+2)j

�
ih d
dp ; x;�ih

@
@x

�
wj�

hb(r+2)(r+1)

�
ih d
dp ; x;�ih

@
@x

�
1
pd
�
ih d
dp ; x;�ih

@
@x

�
wr+2+�

ih d
dp

�2
q(r+2)(r+2)

�
ih d
dp ; x;�ih

@
@x

�
wr+2+

hhc; bii
�
0; x;�ih @

@x

�
h
�
h
p

�P
m6=r+1 a(r+2)m

�
h; hp ; ih

d
dp ; x;�ih

@
@x

�
wm = 0:

(4.33)

Aplicando formalmente la teoría de perturbación (ver [9]) la aproximación wNr+1 se busca en
la forma

wNr+1 =
NX
k=0

��
�h
p

�
b(r+1)(r+1)

�
ih
d

dp
; x;�ih @

@x

��k
g (p; x; h) : (4.34)
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Sustituyendo wNr+1 en (4.13) se obtienen
1 + h

p b(r+r)(r+1)

�
ih d
dp ; x;�ih

@
@x

�o
wNr+1 =

(�1)N+1
n�

h
p

�
b(r+1)(r+1)

�
ih d
dp ; x;�ih

@
@x

�oN+1
g (p; x; h) :

(4.35)

La estimación en la parte derecha de la ecuación (4.35) se obtiene usando el lema siguiente.

Lema 14 Suponga que las componentes de la función vectorial gf ; f = 1; 2; pueden ser rep-

resentadas en la forma (4.14) y que b
�
ih d
dp ; x;�ih

@
@x

�
=
Pm

�=0 b�
�
x;�ih @

@x

� �
ih @
@p

��
es un

operador matricial h�diferencial del orden m; donde b�
�
x;�ih @

@x

�
son operadores diferenciales

matriciales de (m�m) con coe�cientes de la clase C1 (Rnx). En este caso existen operadores
h�diferenciales

eP kf;l �h; p; x; ih @
@p ; ih

@
@pk+1

; :::; ih @
@pk+l

;�ih @
@x

�
:=P

0�jmj<1;0�jqj<1 eak;m;qf;l (h; p; x)
�
ih @
@p

�m0

��
ih @
@pk+1

�m1

:::
�
ih @
@pk+l

�ml
�
�ih @

@x1

�q1
:::
�
�ih @

@x1

�qn
;

(4.36)

donde k = 0; 1; :::; N ; l = 1; :::; jmj ; jmj = m0 + ::: +ml; jqj = q1 + ::: + qn; y eak;m;qf;l (h; p; x) son
polinomios con respecto a p; x y h, tales que:

b
�
ih d
dp ; x;�ih

@
@x

�
gf =

exp
�
i
hSf;0

�nh
b
�
�@Sf;0

@p ; x;
@Sf;0
@x

�
+ eP 0f;0 �h; p; x; ih @

@p ;�ih
@
@x

�i
vf;0 (p; x; h)+

h eP 0f;1 �h; p; x; ih @
@p ; ih

@
@p1

;�ih @
@x

�
vf;1 (p; p1; x; h)

���
p1=p

+ :::+

hl eP 0f;l �h; p; x; ih @
@p ; ih

@
@p1

; :::; ih @
@pl
;�ih @

@x

�
vf;l (p; p1; :::; pl; x; h)

���
p1=:::=pl=p

+ :::+

(ih)
m
bmvf;m (p; p1; :::; pm; x; h)jp1=:::=pm=p

o
+PN

k=1

R p
p0
dpk:::

R p2
p0
dp1e

i
hSf;k(p;p1;:::;pk;x)

nh
b
�
�@Sf;k

@p ; x;
@Sf;0
@x

�
+ eP kf;0 �h; p; x; ih @

@p ;�ih
@
@x

�i
vf;k (p; p1; :::; pk; x; h)+

h eP kf;1 �h; p; x; ih @
@p ; ih

@
@pk+1

;�ih @
@x

�
vf;k+1 (p; p1; :::; pk+1; x; h)

���
pk+1=p

+ :::+

hl eP kf;l �h; p; x; ih @
@p ; ih

@
@pk+1

; :::; ih @
@pk+l

;�ih @
@x

�
�

vf;k+l (p; p1; :::; pk+l; x; h)jpk+1=:::=pk+l=p + :::+
(ih)

m
bm vf;k+m (p; p1; :::; pk+m; x; h)jpk+1=:::=pk+m=p

o
:

(4.37)

Aquí en los operadores eP kf;l �h; p; x; ih @
@p ; ih

@
@pk+1

; :::; ih @
@pk+l

;�ih @
@x

�
los términos del orden cero

al (h; p; x) son funciones polinomiales en h con coe�cientes C1
�
R1 � Rnx

�
con respecto a p; x y

los vectores vf;� � 0 para todo � > N:

2. La función
PN

�=0

n�
�h
p

�
b
�
ih d
dp ; x;�ih

@
@x

�o�
gf puede ser representada como la parte

derecha de la expresión (4.37) donde los operadores eP kf;l son sustituidos por los operadores P kf;l.
Los operadores P kf;l = P kf;l

�
h; hp ; p; x; ih

@
@p ; ih

@
@pk+1

; :::; ih @
@pk+l

;�ih @
@x

�
se obtienen a partir de

la fórmula (4.36) cambiando los coe�cientes eak;m;qf;l (h; p; x) por funciones ak;m;qf;l

�
h; hp ; p; x

�
las

cuales son polinomios con respecto a h; hp ; x y p:
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3. La función
PN

�=0

n�
�h
p

�
b
�
ih d
dp ; x;�ih

@
@x

�o� �
d
pgf

�
puede ser representada en la for-

ma (4.37) donde los operadores eP kf;l son sustituidos por los operadores 1
pP

0k
f;l: Los operadores

P 0kf;l tienen la misma forma que los operadores P
k
f;l con distintos coe�cientes a

0k;m;q
f;l

�
h; hp ; p; x

�
polinomiales con respecto a h; hp ; x y p: Aquí a lo largo del contorno � se tiene que jh=pjj� �
h1=2��; 0 < � < 1=2; i.e. sobre el contorno h=p también es un parámetro pequeño.

Demostración. La demostración de este lema es análoga a la demostración del Lema 6 del
Capítulo 2.
En lo que sigue abusando la notación se omitirá el signo 0 en los operadores P 0kf;l.
El operador diferencial en la parte derecha de sistema (4.33) se denota por L1, y el sistema

(4.33) en este caso tiene la forma L1w = 0:
Ahora sustituyendo las funciones w de la forma (4.14) en el sistema (4.33) y aplicando el

Lema 14 de obtiene que

L1w = exp
�
i
hSf;0 (p; x)

�n��
�@Sf;0

@p

�
I+�

((a; b)) (0; x;rxSf;0) 0
0 ((a; b)) (0; x;rxSf;0)

��
vf;0 (p; x; h)+

h

�
ASf;0vf;0 (p; x; h) + i

@vf;0
@p

(p; x; h)+

iR1vf;0 (p; x; h) + bP 0f;0�h; hp ; p; x; ih @@p ;�ih @

@x

�
vf;0 (p; x; h) +

i

�
1 + eP 0f;0�h; p; x; ih @@p ;�ih @

@x

��
vf;1 (p; p; x; h) +�

hP 0f;1

�
h; hp ; p; x; ih

@
@p ; ih

@
@p1

;�ih @
@x

�
+eP 0f;1 �h; p; x; ih @

@p ; ih
@
@p1

;�ih @
@x

��
vf;1 (p; p1; x; h)

���
p1=p

+�
h2P 0f;2

�
h; hp ; p; x; ih

@
@p ; ih

@
@p1

; ih @
@p2

;�ih @
@x

�
+

h eP 0f;2 �h; p; x; ih @
@p ; ih

@
@p1

; ih @
@p2

;�ih @
@x

��
vf;2 (p; p1; p2; x; h)

���
p1=p2=p

+ :::+�
hlP 0f;l

�
h; hp ; p; x; ih

@
@p ; ih

@
@p1

; :::; ih @
@pl
;�ih @

@x

�
+

hl�1 eP 0f;l �h; p; x; ih @
@p ; ih

@
@p1

; :::; ih @
@pl
;�ih @

@x

��
�

vf;l (p; p1; :::; pl; x; h))jp1=:::=pl=p + :::+�
hN0P 0f;N0

�
h; hp ; p; x; ih

@
@p ; ih

@
@p1

; :::; ih @
@pN0

;�ih @
@x

�
+

hN0�1 eP 0f;N0

�
h; p; x; ih @

@p ; ih
@
@p1

; :::; ih @
@pN0

;�ih @
@x

��
�

vf;N0 (p; p1; :::; pN0 ; x; h)jp1=:::=pN0=p
�o
+
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NX
k=1

Z p

p0

dpk:::

Z p2

p0

dp1e
i
hSf;k(p;p1;:::;pk)

���
�@Sf;k

@p

�
I+�

((a; b)) (0; x;rxSf;k) 0
0 ((c; b)) (0; x;rxSf;k)

��
vf;k (p; p1; :::; pk; x; h) +

h (ArSvf;k (p; p1; :::; pk; x; h) +

i
@vf;k
@p

(p; p1; :::; pk; x; h) + iR1vf;k (p; p1; :::; pk; x; h) +

bP kf;0�h; hp ; p; x; ih @@p ;�ih @

@x

�
vf;k (p; p1; :::; pk; x; h) +

i

�
1 + eP kf;0�h; p; x; ih @@p ;�ih @

@x

��
vf;k+1 (p; p1; :::; pk�1; p; x; h)+

�
hP kf;1

�
h; hp ; p; x; ih

@
@p ; ih

@
@pk+1

;�ih @
@x

�
+eP kf;1 �h; p; x; ih @

@p ; ih
@

@pk+1
;�ih @

@x

��
vf;k+1 (p; p1; :::; pk+1; x; h)

���
pk+1=p

+�
h2P kf;2

�
h; hp ; p; x; ih

@
@p ; ih

@
@pk+1

; ih @
@pk+2

;�ih @
@x

�
+

h eP kf;2 �h; p; x; ih @
@p ; ih

@
@pk+1

; ih @
@pk+2

;�ih @
@x

��
�

vf;k+2 (p; p1; :::; pk+2; x; h)jpk+1=pk+2=p + :::+
(4.38)

�
hlP kf;l

�
h; hp ; p; x; ih

@
@p ; ih

@
@pk+1

; :::; ih @
@pk+l

;�ih @
@x

�
+

hl�1 eP kf;l �h; p; x; ih @
@p ; ih

@
@pk+1

; :::; ih @
@pk+l

;�ih @
@x

��
�

vf;k+l (p; p1; :::; pk+l; x; h)jpk+1=:::=pk+l=p + :::+�
hN0P kf;N0

�
h; hp ; p; x; ih

@
@p ; ih

@
@pk+1

; :::; ih @
@pk+N0

;�ih @
@x

�
+

hN0�1 eP kf;l �h; p; x; ih @
@p ; ih

@
@pk+1

; :::; ih @
@pk+N0

;�ih @
@x

��
�

vf;k+N0 (p; p1; :::; pk+N0 ; x; h)jpk+1=:::=pk+N0=p
�o

;

aquí se usa la notación

ASf;k :=

266664
 bkj

�
�
@Sf;k
@p ;rSf;k

�
hha;bii(0;x;rxSf;k)

 d(ih @
@p ;x;�ih

@
@x )

phha;bii(0;x;rxSf;k)

bk(r+1) ��@Sf;k
@p ;rSf;k

� b(r+2)j
�
�
@Sf;k
@p ;rSf;k

�
hhc;bii(0;x;rxSf;k)

 d(ih @
@p ;x;�ih

@
@x )

phhc;bii(0;x;rxSf;k)
b(r+2)(r+1)

�
�@Sf;k

@p ;rSf;k
�
377775

((a; b)) (0; x;rxSf;k) =
I (p+ [a� b] � gtb (t; x;rxSf;k))

hha; bii (0; x;rxSf;k)

����
t=�

@Sf;k
@p

R1vf;k :=264 I @
@�

�
�2Q1 (�;rSf;k)

����
�=�

@Sf;k
@p

0

0 @
@�

�
�2q(r+2)(r+2) (�;rSf;k)

����
�=�

@Sf;k
@p

375 @vf;k
@p +Gf;kvf;k;
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y

Gf;k :=
1
2�24 I

�
�@2Sf;k

@p2
@2

@�2

�
�2Q1 (�;rSf;k)

��
0

0 �@2Sf;k
@p2

@2

@�2

�
�2q(r+2)(r+2) (�;rSf;k)

�
35������
�=�

@Sf;k
@p

vf;k;

aquí Gf;k 2 C1 (U � Rn) son los términos constantes de los operadores

bP kf;0�h; hp ; p; x; ih @@p ;�ih @

@x

�
; P kf;l

�
h;
h

p
; p; x; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+l
;�ih @

@x

�
de la forma i (bk +O (p)) ; k = 0; :::; N0; respectivamente; los operadores

bP kf;0�h; hp ; p; x; ih @@p ;�ih @

@x

�
; P kf;l

�
h;
h

p
; p; x; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+l
;�ih @

@x

�
son operadores diferenciales matriciales aplicados a las funciones w = (w1; :::; wr; wr+2) de la
forma (3.19). Además comparando con la fórmula (3.18) en la fórmula (3.107) aparecen oper-

adores diferenciales adicionales eP kf;l �h; p; x; ih @
@p ; ih

@
@pk+1

; :::; ih @
@pk+l

;�ih @
@x

�
de la forma (4.36)

los cuales tienen sus términos menores del orden O (p) :
En lo que sigue se demuestra que en este caso es posible buscar la solución del problema (4.2),

con la función matricial A (t; x) de la forma (4.10), en la clase de funciones (4.14) y se describe el
método para determinar las amplitudes vf;k (p; p1; :::; pk; x; h) de la solución asintótica de multi-
fase (4.14). Dicha función se construye como la sumatoria de las funciones vlf;k (p; p1; :::; pk; x; h)
obtenidas usando las aproximaciones sucesivas , i.e.

vf;k (p; p1; :::; pk; x; h) =
NX
l=0

vlf;k (p; p1; :::; pk; x; h) ; (4.39)

para un número N bastante grande. Las funciones vlf;k (p; p1; :::; pk; x; h) se construyen usando
el método asintótico de multifase en "p"-representación (ver [5], [10], y Capítulo 2). Se propone
buscar las funciones v0f;k (p; p1; :::; pk; x; h) ; f = 1; 2; en la forma

v01;2m (p; p1; :::; p2m; x; h) =
rX

�=1

C0;�1;2m (p; p1; :::; p2m; x) e� (p; x) ;

v01;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; x; h) = C0;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; x) er+2 (p; x) ; (4.40)

y

v02;2m (p; p1; :::; p2m; x; h) = C0;r+22;2m (p; p1; :::; p2m; x) er+2 (p; x) ;

v02;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; x; h) =
rX

�=1

C0;�2;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; x) e� (p; x) ;

donde m 2 N0; y todos los coe�cientes C0;�f;k (p; p1; :::; pk; x) ; f = 1; 2; k = 0; 1; :::; N0; � =

1; :::; r; r + 2; son funciones C1
�
Rk+2

�
con respecto a p; p1; :::; pk; x y no dependen de h. Las

ecuaciones para las funciones vlf;k (p; p1; :::; pk; x; h) ; l � 1; se describen más adelante. En lo que
sigue sin pérdida de generalidad se considera el caso f = 1: De hecho como en el Capítulo 2 las
funciones v0f;k (p; p1; :::; pk; x; h) se determinan por el método asintótico de multifase.
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Analogamente como para el caso l = 0 se obtiene que las funciones vlf;k (p; p1; :::; pk; x; h) ; l �
1 en el caso f = 1 tienen la forma

vl1;2m (p; p1; :::; p2m; x; h) =
rX

�=1

Cl;�1;2m (p; p1; :::; p2m; x; h) e� (p; x) ;

vl1;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; x; h) = Cl;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; x; h) er+2 (p; x) ; para l;m 2 N0:

Para calcular las funciones v11;k (p; p1; :::; pk; x; h) se sustituyen las funciones v
0
1;k (p; p1; :::; pk; x; h)

en la ecuación (4.38) y se buscan los primeros términos adicionales para aniquilar los términos
de la forma

bP k1;0 �h; hp ; p; x; ih @
@p ;�ih

@
@x

�
v01;k (p; p1; :::; pk; x; h) ;eP k1;l �h; p; x; ih @

@p ; ih
@
@p1

; :::; ih @
@pl
;�ih @

@x

�
v01;k+l (p; p1; :::; pk+l; x; h)

���
pk+1=:::=pk+l=p

;

y P k1;l
�
h; hp ; p; x; ih

@
@p ; ih

@
@p1

; :::; ih @
@pl
;�ih @

@x

�
v01;k+l (p; p1; :::; pk+l; x; h)

���
pk+1=:::=pk+l=p

: En el ca-

so general se sustituyen los (l � 1)�ésimos términos adicionales vl�11;k (p; p1; :::; pk; x; h) ; k =
0; :::; N0; en la ecuación (4.38) y se buscan los l�ésimos términos adicionales para aniquilar
los términos de la forma

bP k1;0 �h; hp ; p; x; ih @
@p ;�ih

@
@x

�
vl�11;k (p; p1; :::; pk; x; h) ;eP k1;j �h; p; x; ih @

@p ; ih
@
@p1

; :::; ih @
@pl
;�ih @

@x

�
vl�11;k+j (p; p1; :::; pk+j ; x; h)

���
pk+1=:::=pk+j=p

;

y P k1;j

�
h; hp ; p; x; ih

@
@p ; ih

@
@p1

; :::; ih @
@pl
;�ih @

@x

�
vl�11;k+j (p; p1; :::; pk+j ; x; h)

���
pk+1=:::=pk+j=p

: En lo

que sigue se usa la notación

A1

�
@Sf;k
@p ; x;rxSf;k

�
:=266664

 bmj

�
�
@Sf;k
@p ;x;rxSf;k

�
hha;bii(0;x;rxSf;k)

 �d
p

 bm(r+1)

�
�
@Sf;k
@p ;x;rxSf;k

�
hha;bii(0;x;rxSf;k)

 b(r+2)j
�
�
@Sf;k
@p ;x;rxSf;k

�
hhc;bii(0;x;rxSf;k)

 �d
p

b(r+2)(r+1)

�
�
@Sf;k
@p ;x;rxSf;k

�
hhc;bii(0;x;rxSf;k)

377775 :
(4.41)

Se procede por inducción sobre el índice k; para k = 0; 1; :::; N0:
Sean los símbolos La (�t; x; �) ; Lc (�t; x; �) de los operadores (a� b) � gtb; (c� b) � gtb; re-

spectivamente. Entonces para obtener unas ecuaciones de transporte estándar se consideran los
símbolos La (�; x; �) ; Lc (�; x; �) : Por lo tanto se tiene que

@La(�;x;�)
@�

���
�=� @S1;2m

@p ;�=rxS1;2m
=

@
@� [a� b] � g

��
b (x;rxS1;2m)

���
�=� @S1;2m

@p

6= 0;

@Lb(�;x;�)
@�

���
�=� @S1;2m+1

@p ;�=rxS1;2m+1

=

@
@� [c� b] � g

��
b (x;rxS1;2m+1)

���
�=� @S1;2m+1

@p

6= 0:
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Lema 15 Los coe�cientes C0;�1;0 (p; x) son C
1 �R1p � R1x� funciones y

C0;�1;k (p; p1; :::; pk; x) = �0;j1;k (p; p1; :::; pk; x)�1;k (p; p1; :::; pk) ; (4.42)

donde �0;j1;k (p; p1; :::; pk; x) son funciones C
1 �Rk+2� y �1;k (p; p1; :::; pk) son de la forma (4.30)

para k = 0; 1; :::; N0; � = 1; 2; :::; r; r + 2.

Demostración. De las propiedades de las soluciones asintóticas de multifase (ver Capitulo 1) y
de la fórmula (4.40) se sigue que los coe�cientes C0;�1;k (p; p1; :::; pk; x) ; � = 1; :::; r; r+2; satisfacen
el siguiente sistema de ecuaciones para k = 2m:�

@La(�;x;�)
@�

@
@p +

Pn
j=1

@La(�;x;�)
@�j

@
@xj

�
@C0;�

1;2m(p;p1;:::;p2m;x)

@p =

i
Pr

j=1 C
0;j
1;2m

h�
A1

�
@S1;2m
@p ; x;rxS1;2m

�
ej ; e�

�
+ (G1;2mej ; e�)

i
;

(4.43)

con los datos iniciales
C0;�1;0 (0; x) = Const;�

1 + eP 2l1;0 �h; p; x; ih @
@p ;�ih

@
@x

��
C0;�1;2l (p; p1; :::; p2l; x)

���
p=2l

=

i C0;r+21;2l�1

h�
A1

�
@S1;2l�1

@p ; x;rxS1;2l�1
�
er+2; e�

�
+ (G1;2l�1er+2; e�)

i
(p; p1; :::; p2l�1)

���
p=p2l

:

(4.44)
Para k = 2m+ 1 se tiene que�

@Lb(�;x;�)
@�

@
@p +

Pn
j=1

@Lb(�;x;�)
@�j

@
@xj

�
@C0;r+2

1;2m+1(p;p1;:::;p2m+1;x)

@p =

iC0;r+21;2m+1

h�
A1

�
@S1;2m+1

@p ; x;rxS1;2m+1
�
er+2; er+2

�
+ (G1;2m+1er+2; er+2)

i
;

(4.45)

con los datos iniciales�
1 + eP 2l+11;0

�
h; p; x; ih @

@p ;�ih
@
@x

��
C0;r+21;2l+1 (p; p1; :::; p2l+1; x)

���
p=p2l+1

=

i
Pr

j=1 C
0;j
1;2l

h�
A1

�
@S1;2l
@p ; x;rxS1;2l

�
ej ; er+2

�
+ (G1;2lej ; er+2)

i
(p; p1; :::; p2l)

���
p=p2l+1

;

(4.46)
aquí m = 0; 1; :::; [N0=2] y l = 1; :::; [N0=2] :
Aquí y en lo que sigue para abreviar se usa la notación

@La
�
�; x; �

�
@�

: =
@La (�; x; �)

@�

����
�=� @S1;2m

@p ;�=rxS1;2m

;

@La
�
�; x; �

�
@�j

: =
@La (�; x; �)

@�j

����
�=� @S1;2m

@p ;�=rxS1;2m

;

@Lb
�
�; x; �

�
@�

: =
@Lb (�; x; �)

@�j

����
�=� @S1;2m+1

@p ;�=rxS1;2m+1

;

@Lb
�
�; x; �

�
@�j

: =
@Lb (�; x; �)

@�j

����
�=� @S1;2m+1

@p ;�=rxS1;2m+1

:
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Con el objetivo de usar las fórmulas estándar (ver [22]) como antes se hace el cambio de
coordenadas

Ta : Rnp � Rnx ! Rnp � Rny
(p; x) 7�! (p; y (p; x))

tal que

@xk
@p

=
@La

�
�; x; �

�
@�k

 
@La

�
�; x; �

�
@�

!�1
xk (0; y) = yk;

para k = 1; :::; n; con k = 2m la ecuación (4.43) se reescribe en forma análoga a la ecuación
(3.36), i.e.

@C0;�
1;2m(p;p1;:::;p2m;x)

@p = i

�
@La(�;x;�)

@�

��1
�Pr

j=1 C
0;j
1;2m

h�
A1

�
@S1;2m
@p ; x;rxS1;2m

�
ej ; e�

�
+ (G1;2mej ; e�)

i
:

(4.47)

Además haciendo el cambio de coordenadas

Tb : Rnp � Rnx ! Rnp � Rny
(p; x) 7�! (p; y (p; x))

tal que

@xk
@p

=
@Lb

�
�; x; �

�
@�k

 
@Lb

�
�; x; �

�
@�

!�1
xk (0; y) = yk;

para k = 1; :::; n; con k = 2m+1 la ecuación (4.45)se reescribe en una forma análoga a la ecuación
(3.38), i.e.

@C0;r+2
1;2m+1(p;p1;:::;p2m+1;x)

@p = i

�
@Lb(�;x;�)

@�

��1
�

C0;r+21;2m+1

h�
A1

�
@S1;2m+1

@p ; x;rxS1;2m+1
�
er+2; er+2

�
+ (G1;2m+1er+2; er+2)

i
:

(4.48)

Primero note que de la fórmula (4.41) se sigue que i
�
A1

�
@S1;2m
@p ; x;rxS1;2m

�
ej ; e�

�
; para

j = 1; :::; r;� = 1; :::; r; son funciones C1
�
R1p � R1x

�
con respecto a la variables p; x y las funciones

ip
�
A1

�
@S1;2m
@p ; x;rxS1;2m

�
er+2; e�

�
; son funciones C1

�
R1p � R1x

�
con respecto a la variable

p; x para � = 1; :::; r; r + 2:
Por lo tanto se obtiene (ver [8]) que para k = 0 la solución del problema de Cauchy (4.47)

con los datos iniciales C0;j1;0 (0; x) tiene la forma

C0;�1;0 (p; x) =
rX
j=1

C0;j1;0 (0; x)Uj;� (p; x) ; (4.49)
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donde Uj;� (p; x) ; j = 1; :::; r;� = 1; :::; r; son funciones C1
�
V � R1x

�
, tales que Uj;� (p; x)jp=0 =

�j�; y V � R2 es una vecindad del punto (0; 0) : Como se investiga solamente el comportamien-
to de la función de amplitud en la vecindad jpj � h1=2�� es posible extender las funciones
C0;j1;0 (p; x) ; j = 1; :::; r; hasta unas funciones de la clase C

1 �R1p � R1x�.
Ahora se considera la ecuación (4.48) para k = 1 (i.e.m = 0). Dadas funciones C0;j1;0 (p; x) ; j =

1; :::; r; que satisfacen la ecuación (4.47). La fórmula (4.41) implica que

i

�
A1

�
@S1;k
@p

; x;rxS1;k
�
er+2; e�

�
=
�1;k
p
+O (1) ; (4.50)

donde �1;k es de la forma

�1;k = �i
b(r+2)(r+1) (p; x;rS1;k) d0 (p; x;rS1;k)

hhc; bii (p; x;rS1;k)
:

Sin pérdida de generalidad se considera el caso de m = 0; se determinan los coe�cientes C0;�1;0 ; � =

1; :::; r; y después de manera recursiva se determinan los coe�cientes C0;j1;k: Note que la fórmula
(4.50) implica que la función en la parte derecha de la ecuación (4.48) para m = 0 tiene una
singularidad de la forma �1;0=p: Resolviendo la ecuación lineal (4.48) para m = 0 con los datos
iniciales (4.46) notando que

�1;k = � +
kX
j=1

g1j (x) (p� pj) +
kX
j=1

kX
l=1

g2jl (x) (p� pj) (p� pl) + :::;

y aun que �1;k depende de la función de fase S1;k se tiene que

p�1;k = p� exp

8<:
3NX

j0+j1+:::+jm=0

ln pj0k (p� pl1)
j1 ::: (p� plm)

jm

9=;
= p�P (pk) ;

donde P (pk) es una función polinomial en ln pk; (p� p1) ; :::; (p� pk) ; lo cual implica que

C0;r+21;1 (p; p1; x) = �0;r+21;1 (p; p1; x)P0;r+21;1 (p; p1)

�
p

p1

��
; (4.51)

aquí P0;r+21;1 (p) es una función polinomial en ln p; ln p1; (p� p1) ; y �0;r+21;1 (p; p1; x) es una función
C1

�
R3
�
con respecto a p; p1; x. Ahora se probará que si las a�rmaciones del Lema son válidas

para algún k 2 N entonces también son válidas para k + 1:
i) Primero se considera el caso cuando k es un número par, i.e. k = 2m; y los coe�cientes

C0;�1;2m (p; p1; :::; p2m; x) tienen la forma

C0;�1;2m (p; p1; :::; p2m; x) = �0;�1;2m (p; p1; :::; p2m; x)P
0;�
1;2m (p1; :::; p2m)�h�

p2
p1

��
1
p2
:::
�

p2m
p2m�1

��
1
p2m

i
;

donde P0;�1;2m (p1; :::; p2m) es una función polinomial en ln p1,ln p2; ... ,ln p2m; p1,p2; ... ,p2m; y
�0;�1;2m (p; p1; :::; p2m; x) son funciones C

1 �R2m+2� con respecto a p; p1; :::; p2m; x. Ahora se pro-
bará que para k = 2m + 1 los coe�cientes C0;r+11;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; x) tienen la forma (4.42).
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En efecto se tiene que el coe�ciente C0;r+11;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; x) es la solución del problema de
Cauchy (4.48) con los datos iniciales (4.46) de la forma

C0;r+11;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; x)
���
p=p2m+1

=e�0;r+11;2m+1 (p; p1; :::; p2m; x)P
0;r+1
1;2m+1 (p1; :::; p2m)�h�

p2
p1

��
1
p2
:::
�

p2m
p2m�1

��
1
p2m

i���
p=2m+1

;

donde P0;r+11;2m+1 (p1; :::; p2m) es una función polinomial en ln p1; ln p2; ... ; ln p2m; p1; p2; ... ; p2m; ye�0;r+11;2m+1 (p; p1; :::; p2m; x) son funciones C
1 �R2m+2� con respecto a p; p1; :::; p2m; x. Por lo tanto

calculando directamente, de la fórmula (4.50) se obtiene que

C0;r+11;2m+1 (p; p1; :::; p2m; x) =

�0;r+11;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; x)P
0;r+1
1;2m+1 (p; p1; :::; p2m)�h�

p2
p1

��
1
p2
:::
�

p2m
p2m�1

��
1
p2m

�
p

p2m+1

��i
;

donde P0;r+11;2m+1 (p; p1; :::; p2m) es una función polinomial en p ln p; ... ; p
3N ln p; p1 ln p1; ... ; p3N1 ln p1;

... ; p2m ln p2m; ... ; p3N2m ln p2m; y �
0;r+1
1;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; x) son funciones C

1 �R2m+3� con re-
specto a p; p1; :::; p2m+1; x.
ii) Ahora se considera el caso cuando k es un número impar, i.e. k = 2m+1: En este caso los

coe�cientes C0;r+11;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; x) tienen la forma

C0;r+11;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; x) =

�0;r+11;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; x)P
0;r+1
1;2m+1 (p; p1; :::; p2m)�h�

p2
p1

��
1
p2
:::
�

p2m
p2m�1

��
1
p2m

�
p

p2m+1

��i
;

donde P0;r+11;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1) son funciones polinomiales en ln p; ln p1; :::; ln p2m+1; p; p1; :::; p2m+1;

y �0;r+11;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; x) son funciones C
1 �R2m+3� con respecto a p; p1; :::; p2m+1; x. Ahora

se probará que para k = 2m + 2 los coe�cientes C0;�1;2m+2 (p; p1; :::; p2m+2; x) ; � = 1; :::; r; tienen

la forma (4.42). En efecto se tiene que el coe�ciente C0;�1;2m+2 (p; p1; :::; p2m+2; x) es la solución
del problema de Cauchy (4.47) con los datos iniciales (4.44). Usando la fórmula (4.50) se obtiene
que los datos iniciales (4.44) son de la forma

C0;�1;2m+2 (p; p1; :::; p2m+2; x)
���
p=p2m+2

=e�0;�1;2m+2 (p; p1; :::; p2m+1; x)P0;�1;2m+2 (p; p1; :::; p2m+1)�h�
p2
p1

��
1
p2
:::
�

p2m
p2m�1

��
1
p2m

�
p

p2m+1

��
1
p

i���
p=2m+2

;

donde P0;�1;2m+2 (p; p1; :::; p2m+1) es una función polinomial en ln p; ln p1; ... ; ln p2m+1; p; p1; ...
; p2m+1; y e�0;�1;2m+2 (p; p1; :::; p2m+1; x) son funciones C1 �R2m+3� con respecto a p; p1; :::; p2m+1; x.
Por lo tanto calculando directamente se obtiene que

C0;�1;2m+2 (p; p1; :::; p2m+2; x) =

�0;�1;2m+2 (p; p1; :::; p2m+2; x)P
0;�
1;2m+2 (p1; :::; p2m+2)�h�

p2
p1

��1
1
p2
:::
�

p2m
p2m�1

��1
1
p2m

�
p2m+2

p2m+1

��1
1

p2m+2

i
;
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donde P0;�1;2m+2 (p1; :::; p2m+1) es una función polinomial en ln p1; ... ; ln p2m+1; p1; ... ; p2m+1; y
�0;�1;2m+2 (p; p1; :::; p2m+2; x) son funciones C

1 �R2m+4� con respecto a p; p1; :::; p2m+2; x.
En el caso general se sustituyen los (l � 1)�ésimos términos adicionales vl�11;k (p; p1; :::; pk; x; h),

k = 0; :::; N0; en la ecuación (4.38) y se buscan los l�ésimos términos adicionales para aniquilar
los términos de la forma

bP k1;0�h; hp ; p; x; ih @@p ;�ih @

@x

�
vl�11;k (p; p1; :::; pk; x; h) ;

y

P k1;j

�
h;
h

p
; p; x; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+j
;�ih @

@x

�
vl�11;k+j (p; p1; :::; pk+j ; x; h)

����
pk+1=:::=pk+j=p

;

donde j = 1; :::; N0�k: En efecto se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones para los l�ésimos
términos adicionales vl1;k (p; p1; :::; pk; x; h) (por de�nición se tiene que v

�1
1;k := 0):

i) Para k = 2m se obtiene que:�
@La(�;x;�)

@�
@
@p +

Pn
j=1

@La(�;x;�)
@�j

@
@xj

�
Cl;�1;2m (p; p1; :::; p2m; x; h)�

i
Pr

j=1 C
l;j
1;2m

h�
A1

�
@S1;2m
@p ; x;rxS1;2m

�
ej ; e�

�
+ (G1;2mej ; e�)

i
=

i
� bP 2m1;0 �h; hp ; p; x; ih @

@p ;�ih
@
@x

�
vl�11;2m (p; p1; :::; p2m; x; h) ; e�

�
+

i
� eP 2m1;0 �h; p; x; ih @

@p ;�ih
@
@x

�
vl�11;2m+1 (p; p1; :::; p2m; p; x; h) ; e�

�
+

(4.52)

i
PN0

q=1 h
q�1

��
hP 2m1;q

�
h; hp ; p; x; ih

@
@p ; ih

@
@p2m

; :::; ih @
@p2m+q

;�ih @
@x

�
+eP 2m1;q �h; p; x; ih @

@p ; ih
@

@p2m
; :::; ih @

@p2m+q
;�ih @

@x

��
�

vl�11;2m+q (p; p1; :::; p2m+q; x; h)
��
p2m+1=:::=p2m+q=p

; e�

�
;

con los datos iniciales�
1 + eP 2m1;0 �h; p; x; ih @

@p ;�ih
@
@x

��
Cl;�1;2m (p; p1; :::; p2m�1; p; x; h) =

iCl;r+21;2m�1

h�
A1

�
@S1;2m�1

@p ; x;rxS1;2m�1
�
er+2; e�

�
+ (G1;2m�1er+2; e�)

i
+

i
���

1 +O
�
@S1;2m�1

@p

��
+ bP 2m�11;0

�
h; hp ; p; x; ih

@
@p ;�ih

@
@x

��
�

vl�11;2m�1 (p; p1; :::; p2m�1; x; h) ; e�
�
+

(4.53)

i
PN0

q=1 h
q�1

��
hP 2m�11;q

�
h; hp ; p; x; ih

@
@p ; ih

@
@p2m

; :::; ih @
@p2m+q�1

;�ih @
@x

�
+eP 2m�11;q

�
h; p; x; ih @

@p ; ih
@

@p2m
; :::; ih @

@p2m+q�1
;�ih @

@x

��
�

vl�11;2m+q�1 (p; p1; :::; p2m+q�1; x; h)
��
p2m=:::=p2m+q�1=p

; e�

�
;

ii) Para k = 2m+ 1 :�
@Lb(�;x;�)

@�
@
@p +

Pn
j=1

@Lb(�;x;�)
@�j

@
@xj

�
@Cl;r+2

1;2m+1(p;p1;:::;p2m+1;x;h)

@p �

iCl;r+21;2m+1

h�
A1

�
@S1;2m+1

@p ; x;rxS1;2m+1
�
er+2; er+2

�
+ (G1;2m+1er+2; er+2)

i
=
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i
� bP 2m+11;0

�
h; hp ; p; x; ih

@
@p ;�ih

@
@x

�
vl�11;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; x; h) ; er+2

�
+

i
� eP 2m+11;0

�
h; p; x; ih @

@p ;�ih
@
@x

�
vl�11;2(m+1) (p; p1; :::; p2m+1; p; x; h) ; er+2

�
+

(4.54)

i
PN0

q=1 h
q�1

��
hP 2m+11;q

�
h; hp ; p; x; ih

@
@p ; ih

@
@p2m

; :::; ih @
@p2m+q+1

;�ih @
@x

�
+eP 2m+11;q

�
h; p; x; ih @

@p ; ih
@

@p2m
; :::; ih @

@p2m+q+1
;�ih @

@x

��
�

vl�11;2m+q+1 (p; p1; :::; p2m+q+1; x; h)
��
p2m+1=:::=p2m+q+1=p

; er+2

�
;

con los datos iniciales�
1 + eP 2m+11;0

�
h; p; x; ih @

@p ;�ih
@
@x

��
Cl;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m; p; x; h) =

i
Pr

j=1 C
l;j
1;2m

h�
A1

�
@S1;2m�1

@p ; x;rxS1;2m�1
�
ej ; er+2

�
+ (G1;2m+1ej ; er+2)

i
+

i
���

1 +O
�
@S1;2m
@p

��
+ bP 2m1;0 �h; hp ; p; x; ih @

@p ;�ih
@
@x

��
�

vl�11;2m (p; p1; :::; p2m; x; h) ; er+2
�
+

(4.55)

i
PN0

q=1 h
q�1

��
hP 2m1;q

�
h; hp ; p; x; ih

@
@p ; ih

@
@p2m

; :::; ih @
@p2m+q

;�ih @
@x

�
+eP 2m1;q �h; p; x; ih @

@p ; ih
@

@p2m
; :::; ih @

@p2m+q
; ih @

@x

��
�

vl�11;2m+q (p; p1; :::; p2m+q; x; h)
��
p2m=:::=p2m+q=p

; er+2

�
:

Con el objetivo de usar las fórmulas estándar (ver [22]) como antes se hace el cambio de coorde-
nadas

Ta : Rnp � Rnx ! Rnp � Rny
(p; x) 7�! (p; y (p; x))

tal que

@xk
@p

=
@La

�
�; x; �

�
@�k

�
@La (�; x; �)

@�

��1
xk (0; y) = yk;

para k = 1; :::; n; y la ecuación (4.52) se reescribe en una forma análoga a la ecuación (3.36), i.e.

@
@pC

l;�
1;2m (p; p1; :::; p2m; y; h)�

i

�
@La(�;y;�)

@�

��1Pr
j=1 C

l;j
1;2m

h�
A1

�
@S1;2m
@p ; y;ryS1;2m

�
ej ; e�

�
+ (G1;2mej ; e�)

i
=

i

�
@La(�;y;�)

@�

��1 � bP 2m1;0 �h; hp ; p; y; ih @
@p ;�ih

@
@y

�
vl�11;2m (p; p1; :::; p2m; y; h) ; e�

�
+

i

�
@La(�;y;�)

@�

��1 � eP 2m1;0 �h; p; y; ih @
@p ;�ih

@
@y

�
vl�11;2m+1 (p; p1; :::; p2m; p; y; h) ; e�

�
+

(4.56)

i

�
@La(�;y;�)

@�

��1PN0

q=1 h
q�1

��
hP 2m1;q

�
h; hp ; p; y; ih

@
@p ; ih

@
@p2m

; :::; ih @
@p2m+q

;�ih @
@y

�
+�

@La(�;y;�)
@�

��1 eP 2m1;q �h; p; y; ih @
@p ; ih

@
@p2m

; :::; ih @
@p2m+q

;�ih @
@y

�!
�

vl�11;2m+q (p; p1; :::; p2m+q; y; h)
��
p2m+1=:::=p2m+q=p

; e�

�
;
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Además haciendo el cambio de coordenadas

Tb : Rnp � Rnx ! Rnp � Rny
(p; x) 7�! (p; y (p; x))

tal que

@xk
@p

=
@Lb

�
�; x; �

�
@�k

�
@Lb (�; x; �)

@�

��1
xk (0; y) = yk;

para k = 1; :::; n; la ecuación (4.54) se reescribe en una forma análoga a la ecuación (3.38), i.e.

@Cl;r+2
1;2m+1(p;p1;:::;p2m+1;y;h)

@p � i
�
@Lb(�;y;�)

@�

��1
�

Cl;r+21;2m+1

h�
A1

�
@S1;2m+1

@p ; y;ryS1;2m+1
�
er+2; er+2

�
+ (G1;2m+1er+2; er+2)

i
=

i

�
@Lb(�;y;�)

@�

��1
�� bP 2m+11;0

�
h; hp ; p; y; ih

@
@p ;�ih

@
@y

�
vl�11;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; y; h) ; er+2

� (4.57)

+i

�
@Lb(�;y;�)

@�

��1
�� eP 2m+11;0

�
h; p; x; ih @

@p ;�ih
@
@y

�
vl�11;2(m+1) (p; p1; :::; p2m+1; p; y; h) ; er+2

�
+i

�
@Lb(�;x;�)

@�

��1
�PN0

q=1 h
q�1

��
hP 2m+11;q

�
h; hp ; p; y; ih

@
@p ; ih

@
@p2m

; :::; ih @
@p2m+q+1

;�ih @
@y

�
+�

@Lb(�;x;�)
@�

��1 eP 2m+11;q

�
h; p; y; ih @

@p ; ih
@

@p2m
; :::; ih @

@p2m+q+1
;�ih @

@y

�!
�

vl�11;2m+q+1 (p; p1; :::; p2m+q+1; y; h)
��
p2m+1=:::=p2m+q+1=p

; er+2

�
;

respectivamente.

Lema 16 Sean �f;k+j (p; p1; :::; pk+j) ; f = 1; 2; j = 0; :::; N0 � k; funciones de la forma (4.30),
(4.31), respectivamente. En este caso son válidas las fórmulas siguientes:

Rkf;0

�
h; hp ; p; x; ih

@
@p ;�ih

@
@x

�
�f;k (p; p1; :::; pk; x) =�

h
p

�
gkf;0

�
h; hp ; p; x

�
�f;k (p; p1; :::; pk; x) ; para k = 2l;

1
pR

k
f;0

�
h; hp ; p; x; ih

@
@p ;�ih

@
@x

�
�f;k (p; p1; :::; pk; x) =

1
p

�
h
p

�
gkf;0

�
h; hp ; p; x

�
�f;k (p; p1; :::; pk; x) ; para k = 2l + 1;

y

hjRkf;j

�
h;
h

p
; p; x; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+j
;�ih @

@x

�
�f;k+j (p; p1; :::; pk+j ; x)

����
pk+1=:::=pk+j=p
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=

�
hj

p[j=2]

�
gkf;j

�
h;
h

p
; p; x

�
�f;k (p; p1; :::; pk; x) ; para k + j = 2l;

hj

p
Rkf;j

�
h;
h

p
; p; x; ih

@

@p
; ih

@

@pk+1
; :::; ih

@

@pk+j
;�ih @

@x

�
�f;k+j (p; p1; :::; pk+j ; x)

����
pk+1=:::=pk+j=p

=

�
hj

p[j=2]+1

�
gkf;j

�
h;
h

p
; p; x

�
�f;k (p; p1; :::; pk; x) ; para k + j = 2l + 1;

aquí l 2 N0; j = 1; :::; N0 � k; Rkf;l

�
h; hp ; p; x;�ih

@
@p ;�ih

@
@pk+1

; :::;�ih @
@pk+l

;�ih @
@x

�
son los

operadores diferenciales anteriormente de�nidos en el Lema 14, gkf;j
�
h; hp ; p; x

�
son funciones

vectoriales con las componentes polinomiales en h; (h=p) ; y de la clase C1
�
R2
�
con respecto a

p; x:

Demostración. La demostración es análoga a la demostración del Lema 9 del Capítulo 2.

Lema 17 Los coe�cientes Cl;�1;k (p; p1; :::; pk; x; h) ; l = 1; :::; N1;� = 1; :::; r; r + 2; k = 1; :::; N; de
las funciones vectoriales vl1;k (p; p1; :::; pk; x) de N1�ésima aproximación (4.39) de la solución
del problema (4.2) con la función matricial A (t; x) de la forma (4.10) satisfacen el sistema de
ecuaciones(4.56),(4.53),(4.57),(4.55), y se tiene que

Cl;�1;2m (p; p1; :::; p2m; x; h) =P
l0+:::+l2m=l;l0;:::;l2m�0

�
hl
�
1
p0

�l0
:::
�

1
p2m

�l2m�����
p0=p

�gl;�1;2m [l0; :::; l2m]
�
p; x; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
�P l;�1;2m (p1; :::; p2m)

h�
p2
p1

��
1
p2
:::
�

p2m
p2m�1

��
1
p2m

i
;

(4.58)

Cl;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; x; h) =P
l0+:::+l2m+1=l;l0;:::;l2m+1�0

�
hl
�
1
p0

�l0
:::
�

1
p2m+1

�l2m+1
�����
p0=p

�gl;r+21;2m+1 [l0; :::; l2m+1]
�
p; x; hp ; h;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; ln p1; :::; ln p2m+1

�
�P l;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1)

��
p2
p1

��
1

p2
:::

1

p2m

�
p

p2m+1

���
; (4.59)

donde P l;�1;k (p; p1; :::; pk) son funciones polinomiales en ln p; ln p1; :::; ln pk; p; p1; :::; pk; y

gl;�1;k [l0; :::; lk]

�
p; x;

h

p
; h;

h

p1
; :::;

h

pk
; ln p1; :::; ln pk

�
son polinomios en p; x; hp ;

h
p1
; :::; hpk ; ln p1; :::; ln pk; h con coe�cientes C1

�
Rk
�
con respecto a

p1; :::; pk.

Demostración. Se procede por inducción sobre los índices k; l para l = 0; 1; :::; N; y k =
0; 1; :::; N0: Primero para un índice l �jo se prueban las a�rmaciones del Lema 17 para k =
0; 1; :::; N0: Después se supone que las a�rmaciones del Lema 17 son válidas para l = 1; :::; q y
k = 0; 1; :::; N0; y se demuestra que las a�rmaciones del Lema 17 son válidas para l = q + 1; y
k = 0; 1; :::; N0: El caso l = 0; k = 0; 1; :::; N0 fue considerado en el Lema 15.
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Ahora se considera el caso l = 1: En este caso el Lema 16 implica que para k = 0 (i.e. m = 0
en la fórmula (4.56)) en la parte derecha de la ecuación (4.56) se tiene una función de la forma�
h
p

�
�1;�1;0

�
p; x; hp ; h

�
; donde �1;�1;0

�
p; x; hp ; h

�
es una función polinomial en h; hp ; con coe�cientes

de la clase C1
�
R2
�
con respecto a p; x. Note que en este caso en la ecuación (4.56) las funciones�

A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; e�

�
; j = 1; :::; r;� = 1; :::; r; son funciones suaves con respecto a las variables

p; x. Por lo tanto la solución del problema de Cauchy (4.56) para l = 1;m = 0; con los datos
iniciales iguales al cero tiene la forma

C1;�1;0 (p; h) =

�
h

p

�
g1;�1;0

�
p; x;

h

p
; h

�
; (4.60)

aquí g1;�1;0
�
p; x; hp ; h

�
es una función polinomial en h; hp ; con coe�cientes C

1 �R2� con respecto a
p; x. Además el Lema 16 implica que para k = 1 (i.e. m = 0 en la fórmula (4.57)) en la parte
derecha de la ecuación (4.57) se tiene una función de la forma

�
h=p2

�� p

p1

��
P1;r+21;1 (p; p1) �

1;r+2
1;1

�
p; x;

h

p
; h

�
;

donde �1;r+21;1

�
p; x; hp ; h

�
es una función polinomial en h; hp ; con coe�cientes C

1 �R2� con re-
specto a p; y P1;r+21;1 (p; p1) es una función polinomial en ln p; ln p1; p; p1. Los datos iniciales para

C1;r+21;1 (p; p1; x; h)
���
p=p1

de acuerdo con las fórmulas (4.55), (4.41) tienen la forma

(h=p) g1;r+21;1

�
p; x;

h

p
; h; ln p

�����
p=p1

;

donde g1;r+21;1

�
p; x; hp ; h; ln p

�
es una función polinomial en h; hp ; ln p con coe�cientes C

1 �R2� con
respecto a p; x. Note que en este caso la función

�
A1

�
@S1;2m+1

@p

�
er+2; er+2

�
tiene el factor 1=p:

Resolviendo el problema de Cauchy (4.54),(3.111) para l = 1;m = 0; con la función C1;�1;0 (p; x; h)
que satisface la fórmula (4.60) se obtiene que

C1;r+21;1 (p; p1; x; h) =
X
j=0;1

�
h

pj

�������
p0=p

g1;r+21;1 [j]

�
p; x;

h

p
; h; ln p; ln p1

�
P1;r+21;1 (p; p1)

�
p

p1

��
;

aquí g1;r+21;1 [lj ]
�
p; hp ; h; ln p; ln p1

�
; j = 0; 1; son polinomios en p; h; hp ; ln p; ln p1; con C1

�
R1
�

coe�cientes con respecto a p1 y P1;r+21;1 (p; p1) es una función polinomial en ln p; ln p1; p; p1.
Ahora se considera un número natural arbitrario q � 2; se supone que las fórmulas (4.58),

(4.59) son válidas para l = 1 y k = q; y se demuestra que las fórmulas (4.58), (4.59) son válidas
para l = 1 y k = q + 1:
Primero sin pérdida de generalidad se considera el caso cuando q es un número impar, i.e.

q = 2m � 1: En este caso el Lema 16 implica que en la parte derecha de la ecuación (4.56) se
tiene una función de la forma

2m�1X
j=0

�
h

pj

�������
p0=p

�1;�1;2m [j]

�
p; x;

h

p
;
h

p1
; :::;

h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
; (4.61)
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donde �1;�1;2m [lj ]
�
p; x; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
; j = 0; 1; :::; 2m�1; son polinomios en

p; x; hp ;
h
p1
; :::; h

p2m�1
; ln p1; :::; ln p2m�1; h; con coe�cientes C1 (Rq) con respecto a p1; :::; p2m. Note

que en este caso en la ecuación (4.56) las funciones
�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; e�

�
; j = 1; :::; r;� = 1; :::; r;

son suaves con respecto a p, y en la fórmula (4.53) las funciones
�
A1

�
@S1;2m�1

@p

�
er+2; e�

�
; � =

1; :::; r; tienen el factor 1=p (ver la fórmula (4.41)). Por lo tanto el problema de Cauchy (4.56),(4.53)
para l = 1; k = q + 1 = 2m tiene los datos iniciales (4.53) de la forma

C1;�1;2m (p; p1; :::; p2m; x; h)
���
p=p2m

=

d

phhc;bii(0;x:�ih @
@x )

b(r+2)(r+1)

�
�@S1;2m�1

@p

�
C1;r+21;2m�1 (p; p1; :::; p2m�1; x; h)

����
p=p2m

(4.62)

+
1

p

2m�1X
j=0

�
h

pj

�������
p0=p

�1;�1;2m [j]

�
p; x;

h

p
;
h

p1
; :::;

h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�������
p=p2m

:

donde �1;�1;2m [j]
�
p; x; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
; j = 0; 1; :::; 2m�1; son polinomios en

p; x; hp ;
h
p1
; :::; h

p2m�1
; ln p1; :::; ln p2m�1; h; con coe�cientes C1 (Rq) con respecto a p1; :::; p2m�1.

Para determinar los coe�cientes C1;�1;2m es necesario considerar la solución del problema de Cauchy
(4.56),(4.53). En el caso considerado para l = 1; k = q + 1 = 2m la parte derecha de la ecuación
(4.56) tiene la forma (4.61), los datos iniciales (4.53) son de la forma (4.62) y la solución C1;�1;2m
está dada por la fórmula

C1;�1;2m (p; p1; :::; p2m; x; h) =P2m
j=0

�
h
pj

����
p0=p

g1;�1;2m [j]
�
p; x; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
�P1;�1;2m (p1; :::; p2m)

��
p2
p1

��
1

p2
:::

�
p2m
p2m�1

��
1

p2m

�
;

aquí

g1;�1;2m [j]

�
p;
h

p
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
; j = 0; 1; :::; 2m;

son polinomios en p; hp ;
h
p1
; :::; h

p2m�1
; ln p1; :::; ln p2m�1; h; con coe�cientes C1

�
Rq+1

�
con respecto

a p1; :::; p2m�1; y P1;r+21;1 (p1; :::; p2m) es una función polinomial en ln p; ln p1; :::; ln p2m; p; p1; :::; p2m.
Ahora se considera el caso cuando q es un número par, i.e. q = 2m; y se determina el coe�ciente

para q+1 = 2m+1; i.e. el coe�ciente C1;r+11;2m+1: Note que la función
�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; er+2

�
; j =

1; :::; r; es suave con respecto a p. En efecto los datos iniciales (4.55) del problema de Cauchy
(4.57),(4.55) para l = 1; k = q + 2 = 2m+ 1; son de la forma

C1;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; x; h)
���
p=p2m+1

=

1

hhc;bii(0;x:�ih @
@x )

Pr
j=1 b(r+2)j

�
�@S1;2m

@p

�
C1;j1;2m (p; p1; :::; p2m; x; h)

���
p=p2m+1

+
2mX
j=0

�
h

pj

�������
p0=p

�1;r+21;2m+1 [j]

�
p; x;

h

p
;
h

p1
; :::;

h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�������
p=p2m+1

;
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donde

�1;r+21;2m+1

�
p;
h

p
;
h

p1
; :::;

h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�
es polinomio en p; x; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
; ln p1; :::; ln p2m; h con coe�cientes C1

�
Rq+1

�
con respecto a

p1; :::; p2m. La parte derecha de la ecuación (4.57) para l = 1; k = q+2 = 2m+1; tiene la forma

1

p

2mX
j=0

�
h

pj

�������
p0=p

�1;r+11;2m+1 [j]

�
p; x;

h

p
;
h

p1
; :::;

h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�
;

donde

�1;r+11;2m+1 [j]

�
p; x;

h

p
;
h

p1
; :::;

h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�
; j = 0; 1; :::; 2m;

son polinomios en p; x; hp ;
h
p1
; :::; h

p2m
; ln p1; :::; ln p2m; h con coe�cientes C1 (Rq) con respecto a

p1; :::; p2m. Así se obtiene que la solución del problema de Cauchy (4.57),(4.55) para l = 1; k =
q + 2 = 2m+ 1; tiene la forma

C1;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; x; h) =�
h
p

�
g1;r+21;2m+1

�
p; x; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�
�P1;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1)

h�
p2
p1

��
1
p2
::: 1
p2m

�
p

p2m+1

��i
;

aquí

g1;r+21;2m+1

�
p; x;

h

p
;
h

p1
; :::;

h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�
es polinomio en p; x; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
; ln p1; :::; ln p2m; h con coe�cientes C1

�
Rq+2

�
con respecto

a p1; :::; p2m, y P1;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1) es una función polinomial en ln p; ln p1; :::; ln p2m+1; y
p; p1; :::; p2m+1.
Ahora procediendo por inducción se supone que para un número natural j � 2; las fórmulas

(4.58), (4.59) son válidas para l = j;m = 0; :::; [N0=2]. En lo que sigue por inducción sobre
el índice m = 0; :::; [N0=2] de demuestra que las fórmulas (4.58), (4.59) son válidas para l =
j + 1;m = 0; :::; [N0=2]. Bajo las hipótesis anteriormente mencionadas el Lema 16 implica que
para l = j + 1;m = 0; en la parte derecha de la ecuación (4.56) se tiene una función de la forma�

h

p

��
h

p

�j
�j+1;�1;0

�
p; x;

h

p
; h

�
; (4.63)

donde �j+1;�1;0

�
p; x; hp ; h

�
es una función polinomial en h; hp ;y de la clase C

1 �R2� con respec-
to a p; x. Note que en este caso en la ecuación (4.56) las funciones

�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; e�

�
; j =

1; :::; r;� = 1; :::; r; son suaves con respecto a la variable p. Por lo tanto la solución del problema
de Cauchy (4.56) para l = j + 1;m = 0; con los datos iniciales iguales al cero tiene la forma

Cj+1;�1;0 (p; x; h) =

�
h

p

�j+1
gj+1;�1;0

�
p; x;

h

p
; h; ln p

�
; (4.64)

donde gj+1;�1;0

�
p; x; hp ; h; ln p

�
; � = 1; :::; r; son polinomios en h; hp ; ln p con coe�cientes C

1 �R2�
con respecto a p; x. Además el Lema 16 implica que para k = 1 (i.e. m = 0 en la fórmula (4.57))
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en la parte derecha de la ecuación (4.57) se tiene una función de la forma

1

p

X
l0+l1=j;l0;l1�0

"�
h

p0

�l0 � h

p1

�l1#������
p0=p

�
p

p1

��
�j+1;r+21;1 [l1]

�
p; x;

h

p
; h

�
Pj+1;r+21;1 (p; p1) ;

(4.65)

donde �j+1;r+21;1 [l1]
�
p; hp ; h

�
es una función polinomial en h; hp ; con coe�cientes C

1 �R2� en
p; x; y Pj+1;r+21;1 (p; p1) es una función polinomial en ln p; ln p1; p; p1. Los datos iniciales para

Cj+1;r+21;1 (p; p1; x; h)
���
p=p1

de acuerdo con las fórmulas (4.55), (4.41) son de la forma

X
l0+l1=j;l0;l1�0

"�
h

p0

�l0 � h

p1

�l1#������
p0=p

gj+1;r+21;1 [l1]

�
p; x;

h

p
; h; ln p

�����
p=p1

; (4.66)

donde gj+1;r+21;1 [l1]
�
p; x; hp ; h; ln p

�
es una función polinomial en h; hp ; ln p con coe�cientes C

1 �R2�
con respecto a p; x. Note además que en este caso la función

�
A1

�
@S1;2m+1

@p

�
er+2; er+2

�
tiene

el factor 1=p: Resolviendo el problema de Cauchy (4.57),(4.55) para l = j + 1;m = 0; con las
funciones Cj+1;�1;0 (p; x; h) que satisfacen la fórmula (4.64) se obtiene que

Cj+1;r+21;1 (p; p1; x; h) =P
l0+l1=j+1;l0;l1�0

��
h
p0

�l0 �
h
p1

�l1�����
p0=p

gj+1;r+21;1 [l1]
�
p; x; hp ; h; ln p; ln p1

�
�Pj+1;r+21;1 (p; p1)

�
p
p1

��
;

aquí gj+1;r+21;1 [l1]
�
p; hp ; h; ln p; ln p1

�
son polinomios en p; x; h; hp ; ln p; ln p1; con coe�cientes C

1 �R1�
con respecto a p1; y Pj+1;r+21;1 (p; p1) es una función polinomial en ln p; ln p1; y p; p1.
Ahora se considera un número natural arbitrario q � 2; se supone que las fórmulas (4.58),

(4.59) son válidas para l = j + 1 y k = q; y se demuestra que las fórmulas (4.58), (4.59) son
válidas para l = j + 1 y k = q + 1:
Primero sin pérdida de generalidad se considera el caso cuando q es un número impar , i.e.

q = 2m� 1: En este caso el Lema 16 implica que en la parte derecha de la ecuación (4.56) para
l = j + 1; se tiene una función de la forma

P
l0+:::+2m�1=j+1;l0;:::;l2m�1�0

��
h
p0

�l0
:::
�

h
p2m�1

�l2m�1
�����
p0=p

��j+1;�1;2m [l1; :::; l2m�1]
�
p; x; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
;

(4.67)

donde

�j+1;�1;2m [l1; :::; l2m�1]

�
p; x;

h

p
;
h

p1
; :::;

h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
son polinomios en p; x; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; y ln p1; :::; ln p2m�1; h con coe�cientes C1 (Rq) con respec-

to a p1; :::; p2m�1. Note que en este caso en la ecuación (4.56) las funciones
�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; e�

�
;

j = 1; :::; r;� = 1; :::; r; son suaves con respecto a la variable p, y en la fórmula (4.53) las funciones�
A1

�
@S1;2m�1

@p

�
er+2; e�

�
; � = 1; :::; r; tienen el factor 1=p (ver la fórmula (4.41)). Por lo tanto el
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problema de Cauchy (4.56),(4.53) para l = j + 1; k = q + 1 = 2m tiene los datos iniciales (4.53)
de la forma

Cj+1;�1;2m (p; p1; :::; p2m; x; h)
���
p=p2m

=

d

phhc;bii(0;x:�ih @
@x )

b(r+2)(r+1)

�
�@S1;2m�1

@p

�
Cj+1;r+21;2m�1 (p; p1; :::; p2m�1; x; h)

����
p=p2m

(4.68)

+ 1
p

P
l0+:::+2m�1=j+1;l0;:::;l2m�1�0

��
h
p0

�l0
:::
�

h
p2m�1

�l2m�1
�����
p0=p

��j+1;�1;2m [l1; :::; l2m�1]
�
p; x; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

����
p=p2m

:

donde

�j+1;�1;2m [l1; :::; l2m�1]

�
p; x;

h

p
;
h

p1
; :::;

h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
son polinomios en p; x; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; y ln p1; :::; ln p2m�1; h con coe�cientes C1 (Rq) con re-

specto a p1; :::; p2m�1. Para determinar los coe�cientes C
1;�
1;2m es necesario considerar la solución

del problema de Cauchy (4.56),(4.53). En el caso considerado para l = j + 1; k = q + 1 = 2m
la parte derecha de la ecuación (4.56) tiene la forma (4.67) y los datos iniciales (4.53) tienen la
forma (4.68). Los cálculos directos implican que la solución Cj+1;�1;2m está dada por la fórmula

Cj+1;�1;2m (p; p1; :::; p2m; x; h) =P
l0+:::+2m=j+1;l0;:::;l2m�0

��
h
p0

�l0
:::
�

h
p2m

�l2m�����
p0=p

�gj+1;�1;2m [l1; :::; l2m]
�
p; x; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m�1
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
�Pj+1;�1;2m (p1; :::; p2m)

h�
p2
p1

��
1
p2
:::
�

p2m
p2m�1

��
1
p2m

i ;

aquí

gj+1;�1;2m [l1; :::; l2m]

�
p; x;

h

p
; h; ln p1; :::; ln p2m�1

�
;

son polinomios en p; x; hp ;
h
p1
; :::; h

p2m�1
; y ln p1; :::; ln p2m�1; h con coe�cientes C1

�
Rq+1

�
con re-

specto a p1; :::; p2m�1, y Pj+1;�1;2m (p1; :::; p2m) es una función polinomial en ln p1; :::; ln p2m; p1; :::; p2m.
Ahora se considera el caso cuando q es un número par, i.e. q = 2m y se determina el coe�ciente

para q+1 = 2m+1; i.e. el coe�ciente Cj+1;r+11;2m+1 : Note que la función
�
A1

�
@S1;2m
@p

�
ej ; er+2

�
; j =

1; :::; r; es suave con respecto a p. En efecto los datos iniciales (4.55) del problema de Cauchy
(4.57),(4.55) para l = j + 1; k = q + 2 = 2m+ 1; tienen la forma

Cj+1;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; x; h)
���
p=p2m+1

=

1

hhc;bii(0;x:�ih @
@x )

Pr
�=1 b(r+2)j

�
�@S1;2m

@p

�
Cj+1;�1;2m (p; p1; :::; p2m; x; h)

���
p=p2m+1

+
P

l0+:::+2m=j+1;l0;:::;l2m�0

��
h
p0

�l0
:::
�

h
p2m

�l2m�����
p0=p

� �j+1;r+21;2m+1 [l1; :::; l2m]
�
p; x; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

����
p=p2m+1

;

donde

�j+1;r+21;2m+1 [l1; :::; l2m]

�
p; x;

h

p
;
h

p1
; :::;

h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�
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son polinomios en p; x; hp ;
h
p1
; :::; h

p2m
; y ln p1; :::; ln p2m; h con coe�cientes C1

�
Rq+1

�
con respecto

a p1; :::; p2m. La parte derecha de la ecuación (4.57) para l = j + 1; k = q + 2 = 2m+ 1; es de la
forma

1
p

P
l0+:::+2m=j+1;l0;:::;l2m�0

��
h
p0

�l0
:::
�

h
p2m

�l2m�����
p0=p

��j+1;r+11;2m+1 [l1; :::; l2m]
�
p; x; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�
;

donde

�j+1;r+11;2m+1 [l1; :::; l2m]

�
p; x;

h

p
;
h

p1
; :::;

h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�
son polinomios en p; x; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
; y ln p1; :::; ln p2m; h con coe�cientes C1 (Rq) con respecto

a p1; :::; p2m. Por lo tanto se obtiene que la solución del problema de Cauchy (4.57),(4.55) para
l = j + 1; k = q + 2 = 2m+ 1; tiene la forma

Cj+1;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1; x; h) =P
l0+:::+2m=j+1;l0;:::;l2m�0

��
h
p0

�l0
:::
�

h
p2m+1

�l2m+1
�

�gj+1;r+21;2m+1 [l1; :::; l2m+1]
�
p; x; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�
�Pj+1;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1)

h�
p2
p1

��
1
p2
::: 1
p2m

�
p

p2m+1

��i
;

aquí

gj+1;r+21;2m+1 [l1; :::; l2m+1]

�
p; x;

h

p
;
h

p1
; :::;

h

p2m
; h; ln p1; :::; ln p2m

�
son polinomios en p; x; hp ;

h
p1
; :::; h

p2m
; y ln p1; :::; ln p2m; h con coe�cientes C1

�
Rq+2

�
con respecto

a p1; :::; p2m, y Pj+1;r+21;2m+1 (p; p1; :::; p2m+1) es una función polinomial en ln p; ln p1; :::; ln p2m+1; y
p; p1; :::; p2m+1.

4.2. Rami�cación de las trayectorias

Se considera un sistema real hiperbólico de primer orden de la forma

�ih@u
@t
+ (�i)h

nX
r=1

Ar (t; x)
@u

@xr
+ (�i)hB (t; x)u = 0; (4.69)

donde B;Ar; r = 1; :::; n; son funciones matriciales reales de la clase C1 (Rn), u 2 Rn:
Se consideran funciones reales �1; �2; �3; �3+j 2 S1

�
Rn+1x0 � Rn�

�
; j = 1; :::; k�3; en el espacio

R2n+1x0;� : Se de�nen super�cies ��i�j � R2n+1x0;� de manera siguiente.

De�nición 7 Sean ��i�j � R2n+1x0;� y ��1�2�3 � R2n+1x0;� las super�cies de�nidas como

��i�j :=
�
x0; � : x0 2 Rn+1x0 ; � 2 Rn� ; �i � �j = 0

	
; (4.70)

��1�2�3 := ��1�2 \ ��2�3 ;

donde i 6= j; y 1 � i; j � 3:
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Suponiendo que

f� + �1; � + �2g j��1�2 6= 0; f� + �1; � + �3g j��1�3 6= 0; f� + �2; � + �3g j��2�3 6= 0; (4.71)

se obtiene que ��i�j son unas super�cies de codimensión 1 en R
2n+1
x0;� y ��1�2�3 es super�cie de

codimensión 2 en R2n+1x0;� : Evidentemente se tiene que

�1j��1�2�3 = �2j��1�2�3 = �3j��1�2�3 :

De�nición 8 Sean �1�i�j � R
2n
x;� y �

1
�1�2�3

� R2nx;� las super�cies de�nidas como

�1�i�j :=
�
x; � : x 2 Rnx ; � 2 Rn� ; �i � �j = 0; j�j = 1

	
;

�1�1�2�3 := �
1
�1�2 \ �

1
�2�3 ;

donde i 6= j; y 1 � i; j � 3:

Condición 18 Suponga que los únicos valores propios del símbolo matricial A (x0; �) son �1; �2; �3;
y �3+j ; j = 1; :::; k � 3:
Suponga que existen r vectores propios ej (x0; �) ; j = 1; :::; r; correspondientes al valor propio

�1 (x
0; �) en R2n+1x0;� . Suponga que ej 2 S0(R

n+1
x0 � Rn� ) para j = 1; :::; r; y que además los valores

propios �4 (x0; �) ; :::; �k�3 (x0; �) del símbolo A (x0; �) son simples, no coinciden entre sí en Rn+1x0 ��
Rn� n0

�
y

�l 6= �m;

para 1 � l � 3; y m � 4.
Sean er+1; er+2 los únicos vectores propios correspondientes a �2; �3; respectivamente. Supon-

ga además que

er+1; er+2 2 S0
�
Rn+1x0 � Rn�

�
; j�j er+1 � er+2

�2 � �3
2 S0

�
Rn+1x0 � Rn�

�
; j�j er+1 � er+2

�2 � �3
6= 0: (4.72)

Bajo las Condiciones 18 la matriz A (x0; �) (del sistema (4.69)) tiene la forma

A (x0; �) = T�1(x
0
; �)

2666664
I�1 0 0 ::: 0
0 �2 d ::: 0
0 0 �3 ::: 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 ::: �k

3777775T (x
0
; �);

donde I es la matriz identidad (r � r) ; d = j�j, T (x0 ; �) es una matriz tal que sus columnas
1; :::; r; r+2; :::; n; están formadas por los vectores propios ej ; j = 1; :::; r; r+2; :::; n; del símbolo

A
�
x
0
; �
�
y la (r + 1)�ésima columna está formada por el vector j�j er+1�er+2�2��3 : Sin pérdida de

generalidad se supone en lo que sigue que las super�cies �1�i�j ; 1 � i; j � 3; i 6= j; son compactas.
En este caso la fórmula (4.71) implica que

��nf
(x;�)2R2nx;�nfRnx�f0gg

����f�i; �jgj�j

���� �  > 0;

donde 1 � i; j � 3; i 6= j:
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Además sean �; � 2 R1+ dos constantes positivas tales que

��nf
i

��nf
(x;�)2R2nx;�nfRnx�f0gg

�����i�x; �j�j
����� � � > 0;

sup
i

sup
(x;�)2R2nx;�nfRnx�f0gg

�����i�x; �j�j
����� � � < +1:

Las ecuaciones de un sistema de Hamilton implican que a lo largo de la trayectoria gt�k (x0; �0)
de un sistema de Hamilton se tiene

�k
�
gt�k (x0; �0)

�
= �k (x0; �0) ;

por lo tanto se obtiene la siguiente desigualdad para la componente gt�k (x0; �0)� de la trayectoria
del sistema de Hamilton con Hamiltoniano �k:���gt�k (x0; �0)���� � �

�
j�0j :

Ahora considere la super�cie

�C�1�2�3 := ��1�2�3 \ fR
n
x � fC1 � j�j � C2gg ;

donde Cj 2 R1+; j = 1; 2; y denote por
�
�C�1�2�3

�"
su "� vecindad en R2nx;�: En lo que sigue se

consideran las trayectorias de rami�cación que salen de un punto (x0; �0) 2 Rnx�Rn� : Considere en
particular a una trayectoria gt�1 (x0; �0) y las trayectorias generadas por esta trayectoria. Suponga
que la trayectoria gt�1 (x0; �0) intersecta al conjunto ��1�2 (ver De�nición 7) para un tiempo � ; i.e.
g��1 (x0; �0) 2 ��1�2 ; entonces desde el punto de intersección sale una nueva trayectoria generada
por el Hamiltoniano �2; i.e. g

t��
�2

�g��1 (x0; �0) ; t > �; y la trayectoria original gt�1 (x0; �0) continua.
Análogamente se tiene que si para un tiempo � la trayectoria gt�1 (x0; �0) intersecta al conjunto
��1�3 ; i.e. g

�
�1
(x0; �0) 2 ��1�3 ; entonces desde el punto de intersección sale una nueva trayectoria

generada por el Hamiltoniano �3; i.e. g
t��
�3

�g��1 (x0; �0) ; t > �; y la trayectoria original gt�1 (x0; �0)
continua. Además si para un tiempo � la trayectoria gt�1 (x0; �0) intersecta al conjunto ��1�2�3 ;

i.e. g��1 (x0; �0) 2 ��1�2�3 ; entonces desde el punto de intersección salen dos nuevas trayectorias
generadas por los Hamiltonianos �2 y �3; i.e. g

t��
�2

� g��1 (x0; �0) y g
t��
�3

� g��1 (x0; �0) ; t > �;
respectivamente, y la trayectoria original gt�1 (x0; �0) continua. De manera análoga se consideran
las trayectorias gt�2 (x0; �0) y g

t
�3
(x0; �0) :

El proceso de propagación de onda en el caso de características múltiples se describe por estas
trayectorias de rami�cación.
Suponga que la solución asintótica del problema de Cauchy

�ih@�
@t
+

nX
r=1

Ar (x; t)

�
�ih @�

@xr

�
+ (�ih)B (x; t)� = 0; (4.73)

�jt=0 = exp
�
i

h
(k; x)

�
�0 (x) ; con k =

�

j�j ;

es de la forma exp
�
i
hS1 (t; x)

�
� (t; x; h) y la variedad de Lagrange �01 de�nida como

�01 = fx; � : x = x0; � = rS1 (x0) ; x0 2 Sop �0g ;
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no intersecta a las super�cies ��1�2 ;��1�3 ;��2�3 . Entonces usando las trayectorias de rami�-
cación se construyen las variedades de Lagrange �3;�2 generadas por las trayectorias que se
generan en los puntos de intersección de la variedad

�t1 =

�
x; � : x 2 Rnx ; � = rS1 (t; x) ;

@S1
@t

+ �1 (x;rxS1 (t; x)) = 0
�
;

con los super�cies ��1�2n��1�2�3 y ��1�3n��1�2�3 :

Proposición 1 Suponga que f�i; �jg j��i�j > 0; y sea D � R2nx;�n fRnx � fj�j < �gg ; � > 0; un
dominio con cerradura compacta. Denote por D" la "� vecindad del conjunto D en R2nx;�: En este
caso existe un " > 0; su�cientemente pequeño tal que

ij := ��nf
(x;�)2D"

jf�i; �jgj > 0; (4.74)

para todo i 6= j; 1 � i; j � 3:

Proposición 2 Sea (x0; �0) 2 D" \ (��1�2)
" y suponga que (�i � �j) (x0; �0) < 0: En este caso

si f�i; �jg j��i�j > 0; entonces para un " > 0 su�cientemente pequeño:
1. Las trayectorias gt�k (x0; �0) ; k = i; j; intersectan a las super�cies ��i�j en un período de

tiempo

tij;k (x0; �0) = O
�
j�i � �j j2 (x0; �0)

�
; k = i; j;

respectivamente.
2. Las funciones (�i � �j)

�
gt�k (x0; �0)

�
; k = i; j; crecen con respecto al tiempo t; mientras

las trayectorias gt�k (x0; �0) ; k = i; j; están en
�
��i�j

�" \D":

Demostración. Sean � > 0; y "0 > 0; tales que se satisface la proposición anterior para (x; �) 2
D"0 : Note que

(�i � �j) � gt�k (x0; �0) = (�i � �j) (x0; �0) + f�i � �j ; �kg (x0; �0) t+O
�
t2
�
: (4.75)

La fórmula (4.75) implica que las funciones (�i � �j)
�
gt�k (x0; �0)

�
; k = i; j; crecen con respecto

al tiempo t; mientras las trayectorias gt�k (x0; �0) ; k = i; j; están en ��i�j \D": Ahora sea etij;k
el momento de tiempo de�nido como

etij;k := � (�i � �j) (x0; �0)
f�i � �j ; �kg (x0; �0)

:

En este caso se tiene que

�
�
g
tij;k
�k

(x0; �0) ;��i�j

�
= O

�
j�i � �j j2 (x0; �0)

�
:

Por lo tanto las trayectorias gt�k (x0; �0) ; k = i; j; intersectan las super�cies ��i�j en el momento
de tiempo tij;k (x0; �0) tal que

tij;k (x0; �0)� etij;k = O
�
j�i � �j j2 (x0; �0)

�
;

donde k = i; j; respectivamente.
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Lema 18 Suponga que se satisfacen las Condiciones 18 y que además en
�
�C�1�2�3

�"
se tiene

que:
f� + �1; � + �2g < 0; f� + �1; � + �3g < 0; f� + �2; � + �3g < 0; (4.76)

i.e. se considera el caso de la Figura 10

Figura 13

En este caso existe un " > 0; su�cientemente pequeño, y una constante T (") > 0; tal que
durante un tiempo tj (x0; �0) < T (") toda la trayectoria rami�cada de un sistema de Hamilton
inicialmente generada con el Hamiltoniano �j ; j = 1; 2; 3; y que inicia en un punto (x0; �0) 2�
�C�1�2�3

�"
; sale de la "� vecindad

�
�C�1�2�3

�"
.

Nota 4 En la Figura 10 los signos + y � cerca de las super�cies ��k�j ; signi�can que se
consideran las regiones tales que �k � �j < 0 y �k � �j > 0; respectivamente.

Demostración. Sean D � R2nx;�n fRnx � fj�j < �gg ; � > 0; y "0 > 0; tales que se satisfacen las
Proposiciones 1 y 2. Sea  > 0 de�nido como

 := ��nf
i;j

�
ij
	
;

donde los números ij están de�nidos por la fórmula (4.74).
Sean los sectores �j ; j = 0; :::; 5; de�nidos como

�0 : = fx; � : �1 < �2;�3 < �2;�3 < �1g ;
�1 : = fx; � : �1 > �2;�3 < �2;�3 < �1g ;
�2 : = fx; � : �1 > �2;�3 > �2;�3 < �1g ;
�3 : = fx; � : �1 > �2;�3 > �2;�3 > �1g ;
�4 : = fx; � : �1 < �2;�3 > �2;�3 > �1g ;
�5 : = fx; � : �1 < �2;�3 < �2;�3 > �1g :

Sin perdida de generalidad se consideran las trajectorias gt�1 (x0; �0) que salen del sector �0;
i.e. (x0; �0) 2 �0:
Sean

"�j;k := �
�
g
tij;k
�k

(x0; �0) ;��1�2�3

�
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y de�ne a "0 > 0 como

" :=
1

4
m��n
i;j;k

f"0; "ij;kg :

Sean

T (") := m�ax
i;j;k

�
3tij;k +

"



�
;

y (x0; �0) 2 �0 \
�
�C�1�2�3

�"
: Note que

d
dt

�
(�1 � �2) � gt�1

�
=

@�1
@t +

@�1
@x

�
x+ @�1

@p

�
p� @�2

@t �
@�2
@x

�
x� @�2

@p

�
p
;

y como se tiene que
�
x =

@�1
@p

;
�
p = �@�1

@x

se obtiene
d

dt

�
(�1 � �2) � gt�1

�
=
@�1
@t

� @�2
@t

� f�1; �2g ;

donde

f�1; �2g =
@�1
@p

@�2
@x

� @�1
@x

@�2
@p

:

Por lo tanto al de�nir de esta manera los paréntesis de Poisson se obtiene

d

dt

�
(�1 � �2) � gt�1

�
= �f� + �1; � + �2g ;

d

dt

�
(�1 � �2) � gt�2

�
= �f� + �1; � + �2g :

En este caso como las paréntesis de Poisson f� + �1; � + �2g ; f� + �3; � + �1g ; y f� + �3; � + �2g ;
son negativos y no cambian el signo en

�
�C�1�2�3

�"
entonces sin pérdida de generalidad es posible

suponer que la trayectoria gt�1 (x0; �0) intersecta el conjunto ��1�2 para un tiempo t12;1 < +1;
i.e. gt12;1�1

(x0; �0) 2 ��1�2 : En este caso la trayectoria original gt�1 (x0; �0) ya no puede regresar al
sector �0[�4[�5 (ya que f� + �1; � + �2g < 0; y gt12;1+��1

(x0; �0) ; � > 0; pertenece al conjunto

donde �1 > �2). Además gt�1 (x0; �0) genera una trayectoria nueva g
t�t12;1
�2

� gt12;1�1
(x0; �0) tal que

g
t�t12;1+�
�2

� gt12;1�1
(x0; �0) 2 �1, para un número � > 0; su�cientemente pequeño. La trayectoria

generada no regresa al sector �0[�4[�5; ya que f� + �1; � + �2g < 0 en
�
�C�1�2�3

�"
y para que

la trayectoria generada intetrsecta la super�cie ��1�2 los parentesis de Poisson f� + �1; � + �2g
tienen que cambiar su signo sobre ��1�2 .
Note que la trayectoria original gt�1 (x0; �0) después de intersectarse con ��1�2 intersecta

para un tiempo �nito t32;1 < +1 la super�cie ��3�2 y para un tiempo �nito t31;1 < +1 la
super�cie ��3�1 . En el primer caso (i.e. cuando g

t32;1
�1

(x0; �0) 2 ��3�2n��1�2�3) la trayectoria
original gt�1 (x0; �0) no genera una trayectoria nueva. Pero al intersectarse con la super�cie ��3�1
la trayectoria gt�1 (x0; �0) genera una trayectoria nueva g

t�t31;1
�3

� gt31;1�1
(x0; �0) la cual para un

tiempo t31;1 + �; � > 0 (� su�cientemente pequeño) pertenece al sector �3 y ya no sale de él.
Note que en el sector �3 las funciones (�3 � �1) � gt�1 y (�1 � �2) � g

t
�1
crecen y las funciones

(�3 � �1),(�1 � �2) son las coordenadas en este sector y por lo tanto cuando crece t la trayectoria
gt�1 (x0; �0) sale de

�
�C�1�2�3

�"
:
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Falta investgar el comportamiento de la trayectoria gt�t12;1�2
� gt12;1�1

(x0; �0) : En efecto como

�
�
g
t12;1
�1

(x0; �0) ;��1�2�3

�
< ";

entonces la trayectoria gt�t12;1�2
� gt12;1�1

(x0; �0) intersecta a ��3�2 para un tiempo �nito t32;2 y

genera una trayectoria nueva gt�t32;2�3
� gt32;2�t12;1�2

� gt12;1�1
(x0; �0) : Como antes se obtiene que

la trayectoria generada gt�t32;2�3
� gt32;2�t12;1�2

� gt12;1�1
(x0; �0) se queda en el sector �3 [ �4: La

trayectoria original gt�t12;1�2
� gt12;1�1

(x0; �0) se queda en el sector �2 [�3:
Ahora note que como

�
�
g
t32;2�t12;1
�2

� gt12;1�1
(x0; �0) ;��1�2�3

�
< ";

entonces la trayectoria generada gt�t32;2�3
� gt32;2�t12;1�2

� gt12;1�1
(x0; �0) intersecta a ��3�1 para un

tiempo �nito t31;3 y genera una trayectoria nueva g
t�t31;3
�1

�gt31;3�t32;2�3
�gt32;2�t12;1�2

�gt12;1�1
(x0; �0) : La

trayectoria nueva gt�t31;3�1
�gt31;3�t32;2�3

�gt32;2�t12;1�2
�gt12;1�1

(x0; �0) es tal que g
t�t31;3+�
�1

�gt31;3�t32;2�3
�

g
t32;2�t12;1
�2

� gt12;1�1
(x0; �0) 2 �3, para un número � > 0; su�cientemente pequeño (ya que las

fronteras de ��1�3 y ��1�2 no se intersectan). Por lo tanto durante el tiempo �nito "= la
trayectoria gt�t31;3�1

�gt31;3�t32;2�3
�gt32;2�t12;1�2

�gt12;1�1
(x0; �0) sale de �

"
�1�2�3

(según las consideraciones
anteriores).

4.3. Sobre las ecuaciones de hidrodinámica linealizadas para
los líquidos ideales compresibles

Para investigar las ondas en medios físicos se utiliza la linealización de ecuaciones nolineales.
La ley de conservación de la energía se satisface para los sistemas físicos en derivadas par-

ciales. Por lo regular las soluciones de sistemas linealizados tienen sus propias estimaciones. Estas
estimaciones determinan los tipos de onda que ocurren en dichos sistemas.
Ahora se considerarán las relaciones entre las estimaciones de energía y los tipos de onda

que ocurren en los sistemas linealizados. Suponga que el sistema linealizado L es un sistema real
hiperbólico de primer orden de la forma

Lu = �i@u
@t
+ (�i)

nX
r=1

Ar (x)
@u

@xr
+ (�i)B (x)u = f (x; t) ; (4.77)

donde B;Ar; r = 1; :::; n; son funciones matriciales reales de la clase C1 (Rn), u 2 Rn: Se dice
que el sistema (4.77) tiene una estimación de energía si existe una (n� n) matriz de�nida no
negativamente E (x) : (E (x) �; �) � 0; E (x) 2 C1 (Rn), tal que para cada función u (x; t) 2
C1

�
Rn � R1+

�
con una unión compacta de soportes [Tt=0Supp u (x; t) se satisface queZ

Rn
(E (x)u (x; �) ; u (x; �)) dx

����t
0

� C

�Z t

0

Z
Rn
(u (x; �) ; u (x; �)) dxd� +Z t

0

Z
Rn
jLu (x; �)j2 dxd�

�
: (4.78)

Suponga que existen constantes m;M 2 (0;1) tales que M k�k2 � (E (x) �; �) � m k�k2 y
se satisface la estimación de energía (4.78). En este caso en el trabajo [24] fue demostrado que el
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símbolo
Pn

r=1Ar (x) �r es diagonalizable para todos (x; �) 2 R2n y las matrices de diagonalización
S (x; �) ; S�1 (x; �) :

S (x; �)


nX
r=1

Ar (x) �r

S�1 (x; �) = k�ij�j (x; �)k ;
están uniformemente acotadas en K � (Rnn0) para todo conjunto compacto K � Rn:
Por lo tanto la estimación de energía (4.78) con una matriz E de�nida no negativamente,

implica que el símbolo
Pn

r=1Ar (x) �r no puede tener cajas de Jordan.
Este hecho facilita la investigación de sistemas físicos complejos. Considere el sistema de

magnetohidrodinámica (abreviación MHD) (ver [29]):

div B = 0 ;Bt � curl [u�B] = 0; �t + div (�u) = 0;
�ut + � (u;r)u+ c2 (�)r�� 1

� (curl B)�B = 0;
(4.79)

para x 2 R3; t > 0: linealizando el sistema (4.79) en una solución estacionaria u0; B0; �0 y
denotando al sistema obtenido por LMHD se obtiene que para una solución C1 de LMHD se
tiene la estimación de energía siguiente:Z

R3

�
1

2�
B2 +

�0
2
u2 +

c2 (�0)

�0
�2
�
dx

����t
0

� C

Z t

0

Z
R3

�
B2 + u2 + �2

�
dxd�: (4.80)

También linealizando el sistema de hidrodinámica para líquidos ideales compresibles con fuerzas
externas f(x; t); i.e.:

�ut + � (u;r)u = �c2 (�)r�+ f(x; t) (4.81)

�t + div (�u) = 0; here c2 (�) := @p(�)=@�

en una solución estacionaria u0; �0 se obtiene la estimación de energía siguiente para la solución
del sistema linealizado de hidrodinámica (abreviación LSHD)Z

R3

�
�0
2
u2 +

c2 (�0)

2�0
�2
�
dx

����t
0

� C

Z t

0

Z
R3

�
u2 + �2

�
dxd� +

Z t

0

Z
R3
ufdxd� (4.82)

Esto implica que si se tiene que M � c2 (�0) =�0 � m > 0; para algunosM;m 2 (0;1) ; entonces
las formas cuadráticas en la parte izquierda de las estimaciones de energía (4.80), (4.82) son
no degeneradas. Así se obtiene que los símbolos principales de los sistemas LMHD y LSHD son
diagonalizables. Evidentemente estos símbolos diagonalizables de LSHD y LMHD pueden tener
valores propios de multiplicidad variable (ver [3],[16],[31]).
Considere los procesos de propagación de ondas adiabáticos en líquidos ideales compresibles.

En este caso el sistema no lineal (4.81) tiene la integral de energía (ver [1]):Z
R3
f
�
�u2=2 + �"(�)

	
dx
��t
0
=

Z t

0

Z
R3
(uf) dxdt; (4.83)

donde "(�) es la energía interna

"(�) = "(�0) +

Z �

�0

p(�)

�2
d�:

En esta sección se investiga el fenómeno de generación de ondas con amplitudes grandes en los
sistemas linealizados, cuando una onda de alta frecuencia (el frente de onda de las soluciones) pasa
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a través de los puntos de cambio de multiplicidad. Note que hasta en el caso cuando los valores
propios del símbolo

Pn
r=1Ar (x) �r tienen una multiplicidad constante ocurre enfoque de haz y un

incremento de amplitud local. Sin embargo la integral del cuadrado del valor absoluto del campo
sigue siendo acotado. Por ejemplo el función de Airy (2�h)�1=2

R
exp

�
ih�1

�
xp� p3=3

��
dp en

el punto x = 0 tiene orden h�1=6; pero la integral del cuadrado de su valor absoluto sobre un
conjunto compacto está uniformemente acotada para h 2 (0; 1] debido a la igualdad de Parseval.
Esto signi�ca que el enfoque de haz resulta en una redistribución de la energía pero no en un
incremento de la misma. Por lo tanto se obtiene que cuando las ondas pasan a través de los
puntos de cambio de multiplicidad, un incremento signi�cativo de la integral del cuadrado de
valor absoluto de la solución (incremento de la energía) ocurre solamente en el caso cuando el
símbolo principal tiene unas cajas de Jordan en los puntos de cambio de multiplicidad.
Los resultados obtenidos en el trabajo [24] implican que esto puede ocurrir solamente cuando

la forma de enrgia del sistema linealizado en la parte izquierda del la estimación de energía (4.78)
está degenerada.
linealizando el sistema (4.81) en una solución estacionaria u0; �0 2 C1 (Rn) se obtiene

�0
@u

@t
+ �0 (u0;r)u = �

@p (�0)

@�0
r�+B (u; �) ; @�

@t
+ �0div u+ (u0;r) � = a (u; �) : (4.84)

Aquí B (u; �) ; a (u; �) denotan a los términos de orden cero correspondientes, i.e. los términos
que no contienen las derivadas de u y �: En lo que sigue se considera el sistema (4.84).
La dependencia de la presión p de la densidad � se determina por los procesos de propagación

de ondas adiabáticos. Por lo regular se tiene que dp=d� � 0 y la velocidad del sonido c (�) en el
líquido es igual a

p
dp=d� (ver [30]):

El símbolo principal del sistema (4.84) tiene la forma

D :=

2664
�0 (� + (u0; �)) 0 0 c2�1

0 �0 (� + (u0; �)) 0 c2�2
0 0 �0 (� + (u0; �)) c2�3

�0�1 �0�2 �0�3 �0 (� + (u0; �))

3775 :
Por lo tanto las raíces características � = �j (x; �) satisfacen la ecuación

detD = (� + (u0; �))
2
(� + (u0; �)� c j�j) (� + (u0; �) + c j�j) = 0:

Evidentemente en los puntos x tales que c (�0 (x)) = 0 las raíces �� = � (u0; �)� c j�j coinciden
con la raiz � = � (u0; �) : Haciendo unos cálculos simples se obtiene que en los puntos tales que
c (�0 (x)) = 0 existen tres vectores propios y un vector adjunto, i.e. existe una caja de Jordan.
Este ocurre debido a que la forma cuadrática en la estimación de energía (4.82) está degenerada
en los puntos tales que c (�0 (x)) = 0:
En lo que sigue se supone que sobre el conjunto de cambio de multiplicidad � se tiene que

f� + �j ; � + �kg j� 6= 0; para las raices que conciden sobre �. En este caso se obtiene que

� = fx; � : c (�0 (x)) = 0g ; f(u0; �) ; c j�jg j� = (u0;r) j�j cj� 6= 0: (4.85)

Por lo tanto si se tiene que u0j� 6= 0; entonces la formula (4.85) implica que rcj� 6= 0: Así se
obtiene que � es una super�cie suave de dimensión (2n� 1) en R2nx;�:
Para el símbolo del sistema LSHD la raíz � = � (u0; �) tiene dos vectores propios de la clase

C1 en R2nx;� : fum = km (�) ; �m = 0g; aquí km (�) ; m = 1; 2; son dos vectores linealmente
independientes ortogonales a �: Además los vectores propios e� = fu� = �c�; � = �0g ; tales que
e� 2 C1 (Rnx � (Rnn0)) corresponden a las raíces �� = � (u0; �)� c j�j ; respectivamente. Sobre
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el conjunto � el vector (e+ � e�) =
�
�+ � ��

�
de la clase C1 se transforma en el vector adjunto

fu = �; � = 0g:
En el caso cuando se tiene que dp=d� < 0 se cambia el tipo de la ecuación y bajo unas pequeñas

perturbación de alta frecuencia la solución tendrá un incremento exponencial con respecto a la
frecuencia. Esto signi�ca que el problema de Cauchy para el sistema (4.84) se convierte en un
problema mal de�nido. Dichos casos (i.e. cuando dp=d� < 0) ocurren en el gas de Wander-Vaals
(ver [30]). Los físicos cambian la dependencia de p de � para gas de Wander-Vaals de tal manera
que dp=d� � 0: Esto se explica por algunos efectos físicos adicionales de transición de fase (ver
[30]).
En lo que sigue se considera el caso cuando d�=dp � 0 y d�=dp (�0) = 0 en un punto �0: En

este caso la ecuación (4.81) tiene una solución estacionaria u = u0; � = �0 = Const 6= 0; u0 =
Const 6= 0; (esto también ocurre en el gas de Wander-Vaals, vea [30]). Evidentemente en este
caso los términos menores B (u; �) ; a (u; �) en (4.84) son iguales a cero.
La solución del problema de Cauchy ujt=0 = n expfi (x; k)h�1g; �jt=0 = 0; jkj = 1 para la

ecuación (4.84) tiene forma

u = n expfi [(x; k)� (u0; k) t]h�1g;
� = �ih�1t�0 (n; k) expfi [(x; k)� (u0; k) t]h�1g:

Por lo tanto la densidad � de la excitación de alta frecuencia aumenta rápidamente cuando
h �! 0; en todos los puntos t > 0 . Evidentemente se tiene que durante un pequeño periodo de
tiempo h ; 0 �  � 1; la densidad � crece como h�1+ .
Ahora se considera el caso cuando la solución estacionaria u0; �0 no es constante y satisface

la ecuación (4.85). En lo que sigue se demuestra que si los términos menores del sistema LSHD
satisfacen ciertas condiciones, entonces la integral del cuadrado de valor absoluto de la solución
del sistema LSHD con los datos iniciales de alta frecuencia de la forma

f� (x) ;  (x)gT exp
�
i

h
S0 (x)

�
;h 2 (0; 1] (4.86)

tiene un incremento del orden h�� durante un corto periodo de tiempo h� para algunos �; � > 0:
Este fenómeno se llamará la inestabilidad de la solución de LSHD con respecto a las excitaciones
de alta frecuencia para un periodo de tiempo �nito [0; t]; t > 0 (abreviación HFinstabilidad).
Aquí los valores �; � dependen de los término menores. Multiplicando la función (4.86) por un
parámetro pequeño se obtiene una excitación elemental (ver [32]). La integral de energía (4.83)
implica que la excitación elemental de los datos iniciales para la ecuación no lineal (4.81) no
implicará un incremento grande de la energía (4.83). Es decir la HFinstabilidad de la ecuación
linealizada no implica la HFinstabilidad del problema no lineal. Por lo tanto en el caso de cambio
de multiplicidad y de la HFinstabilidad la aproximación lineal no es una aproximación adecuada
del problema no lineal. En el caso del cambio de multiplicidad la estructura de la solución del
problema no lineal será más complicada.
Es posible demostrar la unicidad de la solución del sistema LSHD que pierde su suavidad, i.e.

si se tiene que u (x; 0) ; � (x; 0) 2 Hs+N0
(para algún número natural N0 y todos s � 0) entonces

la solución del sistema LSHD existe y además se tiene que @jt fu (x; t) ; � (x; t)g 2 Hs�j ; para
s� j > 0:
Para estimar el incremento de amplitud del sistema linealizado (i.e. su HFinstabilidad) es

su�ciente considerar las soluciones asintóticas formales del problema de Cauchy (4.86) hasta el
orden O

�
hN
�
(N < 1). Por lo tanto en lo que sigue se presentan los resultados obtenidos por

los métodos asintóticos en el caso cuando en los puntos de cambio de multiplicidad aparecen
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cajas de Jordan. Las soluciones asintóticas obtenidas se llamarán FAS (abreviación en inglés -
Formally Asymptotic Solutions). Para poder aplicar los resultados obtenidos a unos sistemas
más generales (por ejemplo la ecuación de LMHD), se generalizan las propiedades de los valores
propios y de los vectores propios del LSHD.
Ahora se de�nirán unas condiciones sobre el símbolo

Pn
j=1Aj(x

0
)�j tales que el sistema

linealizado de Maxwel y el sistema LHD los satisfacen. Sea N :=
��
x0; �0

�
j detQ

�
x0; �0

�
= 0
	

el conjunto característico del símbolo Q
�
x0; �0

�
del sistema (4.77) y denote por � � R2n+2

x0 ;�0
al

conjunto sobre el cual la matriz Q
�
x0; �0

�
tiene una caja de Jordán y sus raíces características

cambian multiplicidad. Suponga que en R2n+2
x0 ;�0

n� las raíces características de la matriz Q
�
x0; �0

�
tienen una multiplicidad constante.
El conjunto � se llama el conjunto de multiplicidad y suponga que � 6= ?. En los puntos�

x0; �0
�
2 N n � la solución asintótica del problema (4.77) puede ser calculada por el método

WKB (ver [33],[22]).
Suponga que detQ

�
x0; �0

�
= �kj=1 (�j + �) : Denote por �1 la proyección del � sobre R

2n+1
x0;� :

Evidentemente, �1 es el conjunto de los puntos (x0; �) en los cuales coinciden algunas dos raices
características, i.e. �m (x0; �) = �l (x

0; �) :
En lo que sigue las construcciones asintóticas se hacen en una vecindad 
 conica con respecto

a � del conjunto �1 y se obtiene el teorema de existencia bajo las condiciones siguientes.

Condición 19 (Condición de reducción local) Suponga que �1\Rn+1x0 es un conjunto compacto.

Suponga que �1 es una variedad de la clase C1 fuera de los puntos � = 0: Sea �1
�
x
0
; �
�
el

valor propio de multiplicidad r del símbolo matricial A
�
x
0
; �
�
=
Pn

j=1Aj

�
x
0
�
�j, y suponga que

existen r vectores propios ej
�
x
0
; �
�
; j = 1; :::; r; que corresponden al valor propio �1

�
x
0
; �
�
en

R2n+1
x0 ;�

n�1: Suponga que �1 2 S1(R2n+1x0 ;�
) y ej 2 S0

�
R2n+1
x0 ;�

�
para j = 1; :::; r: Ahora, sean �2; �3

2 S1(R2n+1
x0 ;�

) otros valores propios del símbolo tales que

�1j�1 = �2j�1 = �3j�1 ; �1 6= �2; �1 6= �3; �2 6= �3 en R2n+1x0 ;�
n�1:

Sean er+1; er+2 los únicos vectores propios que corresponden a los valores propios �2; �3 en
R2n+1
x0 ;�

n�1: Suponga que

er+1; er+2 2 S0
�
R2n+1
x0 ;�

�
; j�j er+1 � er+2

�2 � �3
2 S0

�
R2n+1
x0 ;�

�
; j�j er+1 � er+2

�2 � �3

����
�1

6= 0; (4.87)

y
f�1; �2g j�1 6= 0; f�1; �3g j�1 6= 0; f�2; �3g j�1 6= 0: (4.88)

Además se supone que el símbolo A(x
0
; �) no tiene otros valores propios distintos de �2; �3 y

que coinciden con �1 sobre el conjunto �1: Suponga que los demás valores propios �4; :::; �k
del símbolo A

�
x
0
; �
�
no cambian su multiplicidad y pertenecen a la clase S0(R2n+1

x0 ;�
): Suponga

también que los vectores propios er+3; :::; en que corresponden a estos valores propios pertenecen
a la clase S1(R2n+1

x0 ;�
):

De�nición 9 Sea ��1�2 el conjunto de los puntos (x
0; �) � Rn+1x0 � Rn� tales que:

��1�2 := fx0; � : �1 = �2; �1 6= �3g ;
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y sean ��1�3 ;��2�3 y ��1�2�3 ; los conjuntos en R
n+1
x0 � Rn� de�nidos como

��1�3 : = fx0; � : �1 = �3; �1 6= �2g ;
��2�3 : = fx0; � : �2 = �3; �2 6= �1g ;

��1�2�3 : = fx0; � : �1 = �2 = �1 = �3g :

De�nición 10 Sea S (V ) ; V � Rn+1x0 ; una clase de símbolos e (t; x; �) tales que:

i) e 2 C1
�
Rn+1x0 � Rn�

�
; [� Sopx0 e (x0; �) � V;

ii) Sopx0;�
���@rx0@q� e (t; x; �)��� � Crqh

�(jrj+jqj); con  < 1=2; h 2 (0; 1]; jrj ; jqj <1:

De�nición 11 Un conjunto 
 � Rn+1x0 � Rn� se llama no singular para una función �; si para
todo e (t; x; �) 2 S (V ) \ C10 (
) se tiene que@rxe�t; x;�ih @

@x

�
�


L2
' O (h1) :

De�nición 12 Un frente de onda WF� de � es el complemento de todos los conjuntos no
singulares en Rn+1x0 � Rn� :

Ahora sea T (x
0
; �) una matriz tal que sus columnas 1; :::; r; r + 2; :::; n; están formadas por

los vectores propios ej ; j = 1; :::; r; r+2; :::; n; del símbolo A
�
x
0
; �
�
y la (r + 1)�ésima columna

está formada por el vector j�j er+1�er+2�2��3 : Sea T (x
0
;�i@=@x); A(x0 ;�i@=@x); T�1(x0 ;�i@=@x) el

operador pseudodiferencial correspondiente al símbolo T (x
0
; �); A(x

0
; �); T�1(x

0
; �): La solución

asintótica del problema (4.77) se busca en la forma u = T (x
0
;�i@=@x)v: En este caso la función

v satisface el sistema hiperbólico

�i@v=@t+B(t; x;�ih@=@x; h)v = 0(h1); (4.89)

con unos datos iniciales. El operador h�1�pseudodiferencial B tiene el símbolo b(x
0
; �; h) =P1

k=0 h
kbk(x

0
; �; ); bk(x

0
; �; ) 2 S1�k(R2n+1

x0 ;�
), y el símbolo principal tiene la forma

b0 =

�
b011 0
0 b022

�
; b011(x

0
; �) =

24 �1I 0 0
0 �2 d
0 0 �3

35 : (4.90)

Aquí I es (r�r) matriz identidad , d = j�j : Cambiando la base es posible transformar el elemento
d en una función arbitraria de la clase S1(R2n+1

x0 ;�
) que no es igual a cero sobre �1; además se

tiene que @mO(h1)(t; x)=@m1
t @m2

x 2 C1(Rnx � [0; T ] ; j@mO(h1)(t; x)=@m1
t @m2

x j � CNh
N para

todo N 2 N .
El elemento b1r+2;r+1(x

0
; �) de la matriz b1(x

0
; �; ) juega un papel importante en lo que sigue.

Sea

� := �ib1r+2;r+1d= f�2; �3g ;  = m��n
�1
Re�(x

0
; �):

Usando el método descrito en el libro [25] se obtiene el lema siguiente.

Lema 19 Suponga que se satisfacen las condiciones 4.65,4.87, 4.88. Entonces existen símbolos
matriciales Pr (x; �) 2 S�r (
x;�) ; 0 � r <1; tales que:
1) P0 (x; �) es una matriz invertible;
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2) Sustituyendo u = Pv; donde P es un operador pseudodiferencial (P.D.O.) correspondiente
al símbolo P =

PN
r=0 Pr; el sistema (4.77) se reduce al sistema

@v

@t
+ b

�
x;�i @

@x

�
v = 0; 0 � t � T; (4.91)

microlocalmente en 
x;�: Aquí b
�
x;�i @@x

�
es un operador P.D.O. con un símbolo diagonal por

bloques b (x; �) de la forma

b =

�
b11 0
0 b22

�
; b11 =

1X
q=�N

bq11; b22 =
1X

q=�N
bq22:

Aqui bqjj 2 S�q (
x;�) ; j = 1; 2; y

b111 =

24 �1I 0 0
0 �2 d
0 0 �3

35 ; (4.92)

donde I es (r � r) matriz identidad y d = j�j : Además, los espectros de los operadores b111 y b122
no se intersectan.
3) Si el frente de onda de la solución v (x; t) de la ecuación (4.91) pertenece a 
x;� para todo

t 2 [0; T ] entonces se tiene que

@

@t
(Pv) +

nX
r=1

Ar (x)
@

@xr
(Pv) = RN+1v;

donde RN+1 es un P.D.O. con el símbolo RN+1 (x; �) 2 S�(N+1) (
x;�) :
Note que cambiando la base se puede transformar el elemento d en (4.92) en una función

arbitraria de la clase S1 (
x;�) que no sea igual a cero sobre �.

La construcción de FAS se reduce a la construcción de dos FAS para las ecuaciones (4.91)
con símbolos b11; b22: En lo que sigue se construye FAS para el problema de Cauchy vjt=0 =
� (x) exp

�
i
hS0 (x)

�
; � 2 C10 (Rn) ; S0 2 C1 (Rn) ;

(�i) @v
@t
+B11

�
x;�i @

@x

�
v = 0; 0 � t � T; (4.93)

donde el operador pseudodiferencial (P.D.O.) B11 tiene símbolo b11: Sea �0 una variedad de
Lagrange en 
x;� de�nida como �0 = fx = x0; � = rS0 (x0) : x0 2 Supp �g :
Se construye FAS del problema (4.93), en "p"-representación con respecto a t; análogamente

con la representación integral para las funciones de Weber (ver [28]).
Se usarán los operadores h�1�P.D.O. (ver [19]) tales que

A

�
x;�ih @

@x

�
u (x) : =

1

(2�h)
n

Z
exp

�
i

h
� [x� y]

�
a (x; �)u (y) dyd� =

1

(2�)
n

Z
exp (i� [x� y]) a (x; h�)u (y) dyd�:

Multiplicando el sistema (4.93) por h se obtiene que

(�ih) @v
@t
+B111

�
x;�ih @

@x

�
v +

0X
q=�N

h1+jqjBq11

�
x;�ih @

@x

�
v = 0; (4.94)
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con los mismos datos iniciales como para la ecuación (4.93).
Sea U(t) el grupo del operador unitario generado por la extensión de Friedrichs del op-

erador P.D.O. simétrico �(x;�ih@=@x)+ ��(x;�ih@=@x) (aquí * denota el operador formal-
mente conjugado). La solución se busca en forma v = Uw. En el dominio j�2 � �3j � h1=2�� ,
jtj � h1=2��; 0 < � � 1=8 la función w se busca en "p"-representación con respecto a t :

w(t; x; h) =

Z
C

expfi=h�1[tp+ S(p; x)]g bw(p; x; h)dp; (4.95)

aquí el contorno C pasa a lo largo del eje real y por debajo del punto p = 0 a lo largo de la
circunferencia del radio r = h1=2+2�. Sobre el contorno C se tiene que jpjjC � h1=2��: En el
dominio j�2 � �3j � h1=2��2 la función w puede ser construida por el método WKB estándar.
Estas dos soluciones se unen usando la partición de la unidad.
Se de�nen los símbolos siguientes f�j(t; x; �) = (�j � �2) � gt2(x; �), j = 1; 3, fd : = d � gt2(x; �);

donde gt2(x; �) es el �ujo de Hamilton generado por el Hamiltoniano �2: Los componentes de la
función vectorial y := expfi=h�1[S(p; x)]g bw(p; x; h) satisfacen las ecuaciones:

(p+
be�1)yj = �h

r+2X
k=1

beBj;kyk; pyr+1 +
bedyr+1 = �h r+2X

k=1

beBr+1;kyk; (4.96)

(p+
be�r+2)yr+2 = �h

r+2X
k=1

beBr+2;kyk; j = 1; :::; r

donde beBj;k son unos operadores h�1�P.D.O., y be�j = be�j(ih@=@p; x;�ih@=@x). La solución se
busca en la clase de funciones expfi=h�1[S(p; x)]g bw(p; x; h); con las funciones de fase S de la
clase C1 y las amplitudes singulares de la forma

p�

8<:
MX

k;l;j=0

(h=p)jhl(ln p)lpkck;l;j(x; h)

9=; ; M <1: (4.97)

donde ck;l;j(x; h) son polinomios en h con coe�cientes C1(Rn), y la función �(x) 2 C1: Si las
funciones yk; k 6= r + 1; pertenecen a la clase anteriormente de�nida es posible determinar la
función yr+1 hasta la precisión hN1 para un número  > 0:

yr+1 = �p�1bedyr+2 + N1X
j=1

(�1)jp�1
�
hp�1

beBr+1;r+1�j (�bedyr+2 � h X
k 6=r+1

beBr+1;kyk) (4.98)

Sustituyendo la expresión (4.98) en las ecuaciones (4.96) se obtiene que la fase S(p; x) tiene que
satisfacer una de las ecuaciones p + e�j(�@S=@p; x; @S=@x); j = 1; 3, y las amplitudes satisfacen
ecuación de transporte con coe�cientes singulares. Las soluciones de esta ecuación de transporte
pertenecerán a la clase (4.97).
Sean b0(11)i;j(x; �) los elementos del símbolo matricial b

0
11(x; �), correspondiente al operador

B011 de la ecuación (4.94). Los cálculos directos implican que

� = �ib0(11)r+1;r+2d= f�2; �3g (x;rxS(p; x)):

Sean �j (t) ; j = 1; 2; 3; las variedades gtj (�0) ; j = 1; 2; 3; donde g
t
j son los desplazamientos a

lo largo de las trayectorias de los sistemas de Hamilton con Hamiltonianos �j ; j = 1; 2; 3; respecti-
vamente. Suponga que en un punto (x0; �0) 2 �0 del espacio de fase R2nx;� la trayectoria gtj (x0; �0)
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intersecta a la variedad � para un tj0 = t (x0; �0) : En este momento se consideran las trayectorias

g
t�tj0
k

�
xj ; �j

�
que salen del punto

�
xj ; �j

�
= g

tj0
j (x0; �0) ; para k 6= j. Estas trayectorias nuevas

g
t�tj0
k

�
xj ; �j

�
se llamarán las trayectorias generadas. La familia de las trayectorias generadasn

g
t�tj0
k

�
xj ; �j

�
:
�
xj ; �j

�
= g

tj0
j (x0; �0) ; (x0; �0) 2 �0; k 6= j

o
forma una nueva variedad de Lagrange �kj � R2nx;�:
Suponga que en el momento de tiempo inicial el vector de los datos iniciales tiene la forma

� = f0; :::; 0; 1; (�3 � �2)=dgT
���
�0
�0 (x) expfih�1S0g:

Resulta que el frente de onda del término principal de FAS se concentra sobre las variedades
�3 (t) ;�23 y �13: Suponga que

�3 (t) ;�23 (t) ;�13 (t) � 
x;� para 0 � t � T

y que
�0 � 
x;�; �0 \ � = ?:

Además suponga que en el momento de tiempo t se tiene que

�3
�
t
�
\ � = ?;�23

�
t
�
\ � = ?;�13

�
t
�
\ � = ?;

y la variedad �3 (t) intersecta a � para un t tal que 0 < t1 < t < t: Para simpli�car el razonamien-
to es posible suponer que las variedades �3 (t) ;�23 (t) ;�13 (t) tienen proyecciones difeomorfas
�x de R2nx;� sobre el plano � = 0; para todo t 2

�
0; t
�
: Esto signi�ca que no hay puntos focales.

El caso general puede ser investigado usando el operador canónico de Maslov.

Teorema 13 Existe una solución FAS del problema (4.94) de la forma:
1) Para t 2 [0; t1) la solución FAS es la solución asintótica WKB

FASN (x; t; h) = C (x; t) f0; :::; 0; 1; (�3 � �2)=dgjT�3(t)�

exp

�
i

h
S3 (x; t)

�
(1 +O (h)) ; @�t C (x; t) 2 C10 (Rn) ; 0 � � � 1; (4.99)

donde S3 es la función de fase sobre la variedad �3 (t) = gt3 � �0;
2) Suponga que Re� (x; �) j
x;� � 1=2 < 0. Para los momentos de tiempo t � t la solución

FAS tiene forma

FASN (x; t; h) = h�1=2+��g
t�t30(x1;�1)
2 eC (x; t) f0; :::; 0; 1; 0gT

� exp
�
i

h
S23 (x; t)

�
(1 + o(1)) ; (4.100)

donde S23 es la función de fase sobre la variedad �23, gt�t
3
0(x1;�1)(x1; �1) = (x; @S23=@x); y

o(1) �! 0 cuando h �! 0:

Existe una función �0 (x) 2 C10 (�x (
x;�)) tal que
R
Rn jFASN (x; t; h)j

2
dx � h�� para t � t

uniformemente con respecto a h 2 (0; 1]; sin embargo se tiene que � >
R
Rn jFASN (x; 0; h)j

2
dx �

�; para 0 < �; � <1;
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3) Los residuos en las fórmulas (4.99),(4.100) son unas funciones de la clase C10 que satis-
facen las estimaciones siguientes���@�t @�xO �hl���� � Cl;�;�h

l�j�j�j�j;

4) FASN existe para todo N < 1 y satisface la ecuación (4.94) hasta la precisión O
�
hN
�

(N <1) :

4.4. Dos formas modelo para el problema de Cauchy de
un sistema lineal real hiperbólico simétrico de primer
orden

Considere la solución asintótica del problema de Cauchy de un sistema lineal real hiperbólico
simétrico de primer orden con los datos iniciales de alta frecuencia, i.e.

Q

�
t; x;�ih @

@t
;�ih @

@x

�
u = 0; ujt=0 = � exp

�
iS0
h

�
: (4.101)

Aquí u 2 Ck;x0 = (t; x) ; �0 = (�; �) ;x 2 Rn; � 2 Rn y

Q
�
x0; �0

�
:= A0 (x) � +

nX
�=1

A� (x) �� +B (x)

es un símbolo matricial de orden k hiperbólico con respecto a � .
Suponga que A0; A

�1
0 ; A� ; B 2 C1 (Rnx) ;� 2 C10 (Rn) y S0 2 C1 (U), donde Supp � � U:

Sea N el conjunto característico del símbolo Q
�
x0; �0

�
; i.e.

N :=
�
x0; �0 : detQ

�
x0; �0

�
= 0
	
;

y denote por � el conjunto siguiente:X
:=
��
x0; �0

�
2 N : dimKerQ

�
x0; �0

�
> 1
	
:

En los puntos
�
x0; �0

�
2 N n � la función det Q

�
x0; �0

�
tiene ceros simples (con respecto a la

variable �), y es posible calcular la solución asintótica del problema (4.101) usando el método
WKB (ver [33],[19]).
Suponga que detQ

�
x0; �0

�
= �kj=1 (�j + �) : Evidentemente, � es el conjunto de los puntos

(x; �; �) en los cuales coinciden algunas dos raíces, i.e. �m (x; �) = �l (x; �) : Por lo cual se tiene
que � = �m (x; �) = �l (x; �) :

Evidentemente en el dominio R2nx;�n� las raices �j ; j = 1; :::; k; pertenecen a S1
�
R2nx;�n�

�
:

Sean ej (x0; �) ; j = 1; :::; k; los vectores propios de la matriz A
�1
0

Pn
�=1A��� que pertenecen a la

clase S0
�
R2nx;�n�

�
:

Suponga que la variedad de Lagrange

�0 = fx; � : x = x0; � = rS0 (x0) ; x0 2 Ug

no intersecta al conjunto �; i.e.
� \ �0 = ?: (4.102)
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En este caso existe T 2 R1+; tal que para 0 � t � T la solución asintótica WKB del problema
(4.101) tiene la forma

uN =
kX
j=1

exp

�
i

h
Sj (x; t)

�
ej (x

0; �) j�=rSjCj (x; t) f1 +O (h)g ;

y
QuN = O

�
hN
�
:

Aquí para un t �jo los residuos y todas sus derivadas pertenecen a C10 (Rn) ; y se tiene que��@�t @�xO �hN��� � C�;�h
N���j�j;

��@�t @�xO (h)�� � eC�;�h1���j�j:
Las funciones de fase Sj se determinan a partir de las siguientes ecuaciones de Hamilton-Jacobi

@Sj
@t

+ �j (x
0;rSj) = 0; Sj jt=0 = S0 (x) ;

y los coe�cientes Cj se determinan a partir de las ecuaciones de transporte.
Durante la propagación de ondas las variedades de Lagrange

�j (t) = fx; �jx = x; � = rSj (x; t)g

pueden intersectar el conjunto de multiplicidad �:
En el caso cuando en una vecindad del conjunto � las raíces características �j y los vec-

tores propios no pierden suavidad la solución asintótica puede ser construida usando el método
desarrollado en el trabajo [5]. Sin embargo en el caso general en una vecindad del conjunto �
las raíces coincidentes pierden su suavidad sobre �: Se demuestra que es posible resolver estas
singularidades pasando en "p"-representación con respecto al grupo de variables y usando unas
amplitudes singulares y unas funciones de fase singulares.
Bajo la siguiente suposición (Suposición A)

dimKerQ
�
x0; �0

�
jNn� = 1;

dimKerQ
�
x00; �

0
0

�
j� = 2;

rank HessdetQj(x00;�00) = 3;

para
�
x00; �

0
0

�
2 �; n � 3; el sistema (4.101) microlocalmente (i.e. en una vecindad cónica 
x00;�00

con respecto a �0) se reduce a dos formas estándar (ver [34]). Por lo tanto es necesario desarrollar
unos métodos asintóticos adecuados para estas formas estándar.
Primero se describen estas formas estándar y después el método asintótico correspondiente.
La Suposición A implica que existen operadores P.D.O. A;B tales que al multiplicar la

ecuación (4.101) por la izquierda por el P.D.O. A y por la derecha por el P.D.O. B el símbolo Q
microlocalmente (en 
x00;�00) se reduce a la forma

AQB =

�
P 0

0 eQ
�
; (4.103)

donde P
�
x0; �0

�
es (2� 2) matriz con el símbolo principal real simétrico P1

�
x0; �0

�
de la clase

S1
�

x00;�00

�
y el símbolo principal Q1

�
x0; �0

�
2 S1

�

x00;�00

�
de la matriz eQ es elíptico en 
x00;�00 .

Evidentemente, la matriz simétrica P1
�
x0; �0

�
siempre puede ser representada en la forma

P1
�
x0; �0

�
=

�
q + r s
s q � r

�
;
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donde q; r; s 2 S1
�

x00;�00

�
son de primer orden y homogéneos con respecto a �0: Se tiene que

detP1 = q2 �
�
s2 + r2

�
y los valores propios de la matriz P1

�
x0; �0

�
son �� = q �

p
r2 + s2:

Esto implica que en 
x00;�00 se tiene que

detQ =
�
q2 � r2 � s2

�
Q1
�
x0; �0

�
; con Q1

�
x0; �0

�
j
x00;�00 6= 0:

Note que rank HessdetQ = 3 si y sólo si rq;rr;rs son linealmente independientes. Denote por
Hp;Hr;Hq;Hs los campos vectoriales de Hamilton correspondientes a los Hamiltonianos p; r; q; s
(en el espacio R2n+2x0;�0 ); respectivamente. Por lo tanto se tiene que Hp = 2 (qHq � rHr � sHs) :

Este campo vectorial es igual a cero en los puntos
�
x0; �0

�
2 �: Esto implica que se tiene una

linealización de�nida de manera invariante:

L = 2 (dq 
Hq � dr 
Hr � ds
Hs)

sobre �. Note que L es un endomor�smo lineal sobre T(x0;�0)
�
R2n+2

�
: Calculando el polinomio

característico sobre la base Hr;Hq;Hs se obtiene que éste tiene un valor propio igual a cero y
dos valores propios � que satisfacen la ecuación (ver [34]):

�2 = 4
�
fr; qg2 + fs; qg2 � fr; sg2

�
:

En el caso cuando � 6= 0 se tienen dos casos diferentes:

a) �2 > 0, fr; sg2 < fr; qg2 + fs; qg2 ; b) �2 < 0, fr; sg2 > fr; qg2 + fs; qg2 :

Multiplicando el símbolo P
�
x0; �0

�
por símbolos matriciales A;At elípticos en 
x00;�00 con los

elementos en S�1=4
�

x0;�0

�
es posible reducir el problema con la precisión hasta unas funciones

planas sobre � \ U; al problema con el símbolo

P =

� eq + er eses eq � er
�
; (4.104)

donde las funciones eq; er; es satisfacen las condiciones
�2 < 0, feq; erg = feq; esg = 0 y fer; esg = �1; (4.105)

�2 > 0, feq; erg = fer; esg = 0 y fes; eqg = 1: (4.106)

Note que los coe�cientes a; b; c; d dependen de todos los impulsos �0; i.e. de �; �:
Ahora se calculan las funciones q; r; s para la ecuación de cristaloóptica (ver [8]). Sean " =

k�ij"jk el tensor de la permeabilidad dieléctrica y � la constante de permeabilidad, entonces se
tiene que

1

c

@ ("E)

@t
= rotH;

1

c
�
@H

@t
= �rotE; div ("E) = 0; divH = 0;

donde H;E son los vectores de campo magnético y eléctrico, respectivamente. Suponga que
"1 (x) > "2 (x) > "3 (x) ; " (x) 2 C1

�
R3
�
: Se introduce la notación siguiente:

A21 =
1

�"3
� 1

�"2
> 0; A22 =

1

�"1
� 1

�"3
< 0; A23 =

1

�"2
� 1

�"1
> 0;

	 =
�2 � �1
�"1

+
�2 � �22
�"2

+
�2 � �23
�"3

;

X =
n
jA2j2 �22 + (A1�1 +A3�3)

2
on
jA2j2 �22 + (A1�1 �A3�3)

2
o
:
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Sobre la esféra j�j = 1 el conjunto de cambio de multiplicidad � es la suma de dos conjuntos
disjuntos:

�+ = fx; � : �2 = 0; A1�1 +A3�3 = 0g ;
�� = fx; � : �2 = 0; A1�1 �A3�3 = 0g :

Considere la función q
	�

p
X =

p
	

s
1�

p
X

	
=
p
	�1 �

p
Xp
	
�2;

donde �1 (x; �) ; �2 (x; �) 2 S0 y
p
	;
p
X=	 2 S1:

En una vecindad de �� se introducen las funciones q; r�; s� tales que

q = � �
p
	�;

r� = jA2j �2
p
�2
jA2j2 �22 + (A1�1 �A3�3)

2

	
;

s� = (A1�1 �A3�3)
p
�2
jA2j2 �22 + (A1�1 �A3�3)

2

	
:

Por lo tanto los valores propios de la segunda variación del sistema dinámico de Hamilton con el
Hamiltoniano q2 � r2� � s2� (en los puntos de �) determinarán las formas normales.
Con la precisión hasta unas funciones planas sobre �; i.e. con la precisión hastaO (jerj1 + jesj1)

(ver [34]) el símbolo principal P1 del operador (4.103) se puede reducir a las formas (4.104), donde
las funciones eq; er; es satisfacen las condiciones (4.105) ó (4.106).
Usando el teorema de Egorov (ver [36]) y los operadores integrales de Fourier se puede reducir

(ver [34]) la construcción de las soluciones asintóticas locales (ver [28]) del problema (4.101) en
el caso (4.105) al problema de la construcción de las solución asintótica del problema de Cauchy
con los datos iniciales de alta frecuencia para el sistema

�i@u
@t
+

�
�i @

@x1
x1 (�i) @

@x2

x1 (�i) @
@x2

i @
@x1

�
u+ bP1u+ bP0u+ ::: = O (h1) : (4.107)

Aquí el símbolo del operador P.D.O. bP1 es una función plana sobre �\ 
x00;�00 ; j�2j = j�j � Cte: > 0;

y P� 2 S�
�

x00;�00

�
; � = 0;�1;�2; ::: :

En el caso (4.106) el problema (4.101) puede ser reducido al problema de la construcción de
la solución asintótica de problema de Cauchy con los datos iniciales de alta frecuencia para el
sistema

�i@u
@t
+

�
�i @

@x1
t (�i) @

@x2

t (�i) @
@x2

i @
@x1

�
u+ bP 01u+ bP 00u+ ::: = O (h1) : (4.108)

Aquí el símbolo del operador P.D.O. bP 01 es una función plana sobre �\ 
x00;�00 ; j�2j = j�j � Const >

0; y P� 2 S�
�

x00;�00

�
:

En esta sección se considera el problema (4.108). Se propone considerar el problema (4.108)
directamente sin reducirlo a una ecuación con un símbolo principal escalar. Sea h = 1= j�j y se
consideran los operadores h�1�pseudodiferenciales (ver [19]):

A

�
x;�ih @

@x

�
u : =

1

(2�h)
n

Z
exp

i

h
(�; (x� y)) a (x; �)u (y) dyd� =

=
1

(2�)
n

Z
exp

i

h
(�; (x� y)) a (x; h�)u (y) dyd�:
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Multiplicando el sistema (4.108) por h se obtiene que

�ih@u
@t
+ h

�
�i @

@x1
t (�i) @

@x2

t (�i) @
@x2

i @
@x1

�
u+

1X
j=�N

h1�j bP 0j �x0;�i @@x0
�
u = 0: (4.109)

Como se investiga la transformación del plano de onda al pasar el dominio de cambio de multi-
plicidad se consideran los datos iniciales de la forma

ujt=� = � (x) exp

0@ i

h

nX
j=1

xj!j

1A ; j!2j � Const > 0;
nX
j=1

!2j = 1; � < 0;� 2 C10 (Rn) : (4.110)

Note que el símbolo principal del operador P1 satisface la estimación (ver [34])

jP1j � Cm

������
X

�+�+=m

��t��1

������ ; para todo m <1: (4.111)

En lo que sigue se considera la solución asintótica v tal que
�
�ih @

@t

�l
v = O

�
h(1=2��)l

�
y en

el espacio de fase el soporte (ver [28]) de esta solución asintótica esta contenido en el dominio
j�1j � h1=2��, jtj < h1=2��: En este caso la estimación (4.111) implica que

P1

�
x0;�ih @

@x0

�
v = O (h1) :

Los resultados obtenidos en [28] implican que para j!1j � Ch(1��)=2; � > 0 ó jtj > h1=2�� es
posible aplicar directamente el método WKB al problema (4.109),(4.110). Por lo tanto ahora se
considera la solución asintóticas del problema (4.109),(4.110) en el dominio

jtj < h1=2��; j!1j < h(1��)=2; j!2j � Const > 0, con 0 < � < 1=7: (4.112)

Sea

U =

"
1p
2

1p
2

� 1p
2

1p
2

#
y se busca la solución del problema en la forma

u = exp
i

h

0@ nX
j=1

!jxj +
t2!2
2

1AUv;

v =
1p
2�h

Z
C

exp

�
i

h
pt

�
w (x; p; h) dp; con !2 < 0: (4.113)

Aquí el contorno C con � = h1=2+3�=2 está presentado en la Figura 11
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Figura 14

Para !2 > 0 es necesario sustituir !j por �!j en la fórmula (4.113) y considerar el complejo
conjugado de w. La función w es analítica con respecto a t para jpj � h1=2�� y es igual a cero
para jtj > 2h1=2��: El método de Maslov se basa en la representación de Fourier de las funciones
de Airy y el método propuesto en esta sección se basa en la representación de Fourier de las
funciones de Weber. Por lo tanto es necesario trabajar en una vecindad pequeña del punto p = 0;
con respecto a h:
Para la función w (x; p) se obtiene la ecuación siguiente"

p !1

!1 p+ 2!2

�
ih @
@p

� #
w +

24 ih @
@p

�
�ih @

@x2

�
�ih @

@x1

�ih @
@x1

ih @
@p

�
ih @
@x2

� 35w+
1X

j=�N
h1�j bP 0j �x;�ih @@p ; p;�ih @

@x1
+ !1; :::;�ih

@

@xn
+ !n

�
w = 0: (4.114)

Este sistema se resuelve asintóticamente usando que sobre el contorno C se tiene que

jIm pjC j � h1=2+3�=2; h1=2+3�=2 � jpjC j � h1=2��1 ; 0 < �1 < �: (4.115)

Note que para obtener la estimación������ 1

1 +
!21
p2

������
C

������ � 1

2
; para j!1j < h1=2+ ;  < 1=7;

el contorno C con � = h1=2+3�=2 se sustituye por el contorno C con � = h1=2+�" y con 0 <
( � ") < 1=7:
Aplicando el método WKB la solución w se busca en la forma de una serie formal

exp

�
i

h
S (p)

� 1X
j=0

hjfj (x; p) ; (4.116)

donde la fase S tiene la forma

S (p) =
p2

4!2
� !21
2!2

ln p; (4.117)
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y las funciones fj satisfacen las estimaciones

hj
���hj�j+j�j@�p @�xfj jC��� � C�;�h

�(j�j+j�j)+�j ;

para x 2 K b Rn; y � es un número positivo. La fase se elige tal que al sustituir (4.116) en la
ecuación (4.114) el símbolo principal matricial obtenido"

p !1

!1
!21
p

#
(4.118)

tiene un valor propio igual a cero. Los vectores propios e1; e2 de la matriz (4.118) son de la forma

e1 = (�!1=p; 1)T ; e2 = (1; !1=p)T

con los valores propios �1 = 0 y �2 = p + !21=p; respectivamente. La matriz adjunta de (4.118)
tiene los vectores propios

e�1 = (�!1=p; 1)
T
=
�
1 + !21=p

2
�
; e�2 = (1; !1=p)

T
=
�
1 + !21=p

2
�
:

Evidentemente, se tiene que (ej ; e�k) = �jk: Ahora es posible aplicar el método WKB estándar
para calcular las amplitudes fj : El término principal f0 es igual a e1C0 (x; p) ; donde el coe�ciente
C0 (x; p) se determina a partir de la condición de solubilidad de la ecuación con respecto a f1:
Poniendo formalmente igual a cero a las expresiones que multiplican a hj se obtienen las

ecuaciones para las amplitudes fj : En efecto para f1 se tiene que("
p !1

!1
!21
p

#
f1 +

"
0 �i @

@x1

�i @
@x1

2!2

�
i @@p

� # f0+
+P 00

�
x;� p

2!2
+

!21
2!2p

; p; !1; :::; !n

�
f0

o
= 0:

(4.119)

Para obtener la solución asintóticas del problema de Cauchy de la ecuación (4.108) se usan
dos soluciones asintóticas. La primera es de la forma (4.113) y la segunda es

u� = exp

0@ i

h

24 nX
j=1

!jxj �
t2!2
2

351AU�v�; U� =

"
1p
2

1p
2

1p
2

� 1p
2

#

v� =
1p
2�h

Z
C

exp

�
i

h
pt

�
w� (x; p; h) dp; !2 > 0; (4.120)

y

w� = exp

�
� i

h
S (p)

� 1X
j=0

hjf�j (x; p) : (4.121)

Aquí la fase S (p) tiene la forma (4.117) y las amplitudes f�j (x; p) se construyen análogamente
como las amplitudes fj (x; p) : Para !2 < 0 es necesario reemplazar !j por �!j en la fórmula
(4.120) y considerar el complejo conjugado de la solución asintótica (4.125).
En el método WKB la condición de solubilidad de la ecuación con respecto a f1 se llama la

ecuación de transporte y tiene la forma

2!2
@C0
@p

+
2!1
p

@C0
@x1

� i (P 00e1; e�1)C0 = 0: (4.122)
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Para resolver la ecuación (4.122) se aplica el método característico estándar

dp

d�
= 2!2;

dx1
d�

=
2!1
p
;

y se obtiene la solución siguiente
x1 =

!1
!2
ln p+ x01:

Como se tiene que
j!1 ln pjC j < h1=2��=2; (4.123)

entonces usando la extensión cuasianalítica de los datos iniciales y el coe�ciente (P 00e1; e
�
1) (ver

[37]) se obtiene la siguiente solución de la ecuación (4.122) con la precisión hasta O (h1):

C0 (x; p) = C (x0 (x; p) ; p0) exp
i

!2

Z p

p0

(P 00e1; e
�
1) (x0 (x; �) ; �) d� :

Aquí
x01 = x1 �

!1
!2
ln p;x0j = xj para j � 2:

Así se obtiene que
f0 = C0 (x; p) e1 (p) :

Por lo tanto es posible calcular las amplitudes fj paso por paso. El siguiente teorema es válido.

Teorema 14 1. Para 0 < � < 1=7 existen �(�) > 0 y las funciones f�j ; fj para j 2 Z+;
los cuales son funciones polinomiales con respecto a p; p�1; ln p y tienen coe�cientes de la clase
C1 (Rnx) : Las funciones fj ; f

�
j satisfacen las estimaciones (4.115), (4.123) sobre el contorno C

y la función
uN = u+N + u

�
N ;

donde

u+N = exp

0@ i

h

24 nX
j=1

!jxj +
t2!2
2

351AU
1p
2�h

Z
C

exp (ipt)wN (p; x; h) dp; (4.124)

u�N = exp

0@� i

h

24 nX
j=1

!jxj �
t2!2
2

351AU�
1p
2�h

Z
C

exp (ipt)wN (p; x; h) dp

wN = exp

�
i

h
S (p)

� N1X
j=0

hjfj ; con N1 =
�
N

�

�
+ 3; (4.125)

satisface el sistema (4.108) en el dominio Rnxn
�
t : jtj < h1=2��

	
con la precisión hasta O

�
hN
�
:

Aquí
Supx2Rn;jtj<h1=2��

��@�t @�xO �hN��� � C�;�h
N���j�j:

2. Denote por P 00
�
x0; �0

�
ij
los elementos del operador matricial P 00

�
x0; �0

�
y sean Pij sus

valores en el punto x0 = (x; 0) ; �0 = (0; !) : En este caso para t � �h1=2�� y !2 < 0 se tiene que

u+N = exp

0@ i

h

24 nX
j=1

!jxj �
!2t

2

2

351A exp��i�
4

�"
�
�
!1
!2t

�2
P21 + P12
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� !1
2!2t

0B@�P11 + P22

1 + 1
4

�
!1
!2t

�2
1CA+O��!21

t
+ j!1j

�
jln tj

�375U � !1
2!2t

1

�
: (4.126)

u�N = exp

0@ i

h

24 nX
j=1

!jxj +
!2t

2

2

351A exp�i�
4

�"
�
�
!1
!2t

�2
P21 + P12

� !1
2!2t

0B@�P11 + P22

1 + 1
4

�
!1
!2t

�2
1CA+O��!21

t
+ j!1j

�
jln tj

�375U�� � !1
2!2t

1

�
(4.127)

Además, para �0 = �
i!21
2h!2

;f�0 = i!21
2h!2

; t � h1=2�� y !2 < 0 se tiene que

uN = u+N + u
�
N ;

u+N =
1p
2�
exp

0@ i

h

24 nX
j=1

!jxj +
!2t

2

2

351AU
�
u1N ; u

2
N

�T
+ StP+;

u�N =
1p
2�
exp

0@ i

h

24 nX
j=1

!jxj �
!2t

2

2

351AU�
�eu1N ; eu2N�T + StP�;

donde

u1N = P21 (1� exp i� (�0 � 2)) �
�
�0 � 2
2

�
h
�0�3
2 t

2��0
2 !31

�
1 +O

�
h�1
��
;

u2N = �P21 (1� exp i� (�0 � 3)) �
�
�0 � 1
2

�
h
�0�2
2 t

1��0
2 !21

�
1 +O

�
h�1
��
;

eu1N = �P21 (1� exp i� (2�f�0)) ��f�0 � 22

�
h

f�0�3
2 t

2�f�0
2 !31

�
1 +O

�
h�1
��
;

eu2N = �P21 (1� exp i� (3�f�0)) ��f�0 � 12

�
h

f�0�2
2 t

1�f�0
2 !21

�
1 +O

�
h�1
��
;

y la expresión StP+; StP� tiene la forma (4.126) y (4.127) en el punto t = h1=2��; respectiva-
mente.

Para obtener la solución asintótica para !2 > 0 es necesario reemplazar !j por �!j en la
fórmula (4.124) y considerar el complejo conjugado de la solución asintótica (4.125).
Por lo tanto en el dominio jtj > h1=2�2� la solución asintótica puede ser construida por

el método WKB, y en el dominio jtj < h1=2�� se tiene la representación integral (4.124). La
representación integral (4.124) en el punto t = h1=2�3�=2 se extiende por el método de la fase
estacionaria y después estas dos soluciones se pegan usando particiones de la unidad.
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