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RESUMEN

En el aprendizaje del algebra lineal se observan problemas debido a que los
conceptos resultan a menudo complejos por su alto nivel de abstraccion. Los
temas de combinacion lineal, conjunto generador, espacio generado,
independencia y dependencia lineal, base y dimension y valores, vectores y
espacios propios son muy abstractos, pero importantes debido a sus multiples
aplicaciones dentro y fuera de las matematicas.

Esta tesis presenta una propuesta didactica para el aprendizaje de dichos
conceptos mediante una experiencia en clase apoyada en dos marcos teoricos:
Modelos y Modelacion y Teoria APOE. EIl primero se utilizé para disefar
problemas de modelacion y el segundo en el disefio de actividades conceptuales.
Los problemas de modelacion motivan a los alumnos a usar sus conocimientos
previos que les puede ser utiles para la solucion del problema que enfrentan, pero
ademas necesitan construir nuevos conceptos para resolver el problema. El uso
de la Teoria APOE permite analizar y estudiar las construcciones mentales que
usan los alumnos durante el proceso de solucion.

Se realiza un analisis de la puesta en practica de la propuesta didactica con
alumnos de nivel universitario. Se presenta dicho analisis y los resultados
obtenidos a partir del trabajo de los alumnos con la propuesta realizada.

Se utilizaron descomposiciones genéticas y un problema de modelacion
disefados por otros investigadores para los conceptos relacionados con la
combinacion lineal. Sin embargo, para el tema de valores, vectores y espacios
propios no se encontrd en la literatura ninguna propuesta, por lo que se disefiaron
tres problemas de modelacion y una descomposicién genética que mostrd ser un
modelo valido para predecir y describir las construcciones necesarias para el
aprendizaje de dichos conceptos. Los resultados validan la descomposicion
genética propuesta y muestran evidencias del aprendizaje de los alumnos. En
particular ponen de manifiesto la posibilidad de construir una concepcion objeto de
los conceptos en estudio y la construccion de la mayoria de los alumnos de una
concepcion proceso.







ABSTRACT

Learning linear algebra often causes problems to students particularly due to
the complexity of the concepts involved and their high level of abstraction. Linear
combination, spanning set, span, linear independence and dependence, basis and
dimension, and eigenvalues, eigenvectors, and eigenspaces are very abstract, but
important concepts because of their multiple applications inside and outside of
mathematics.

This thesis considers a didactical approach to learn these concepts by means
of a classroom experience based on two theoretical frameworks: Models and
Modeling and APOS Theory. The first was used to design modeling problems and
the second to design conceptual activities. The modeling problems motivate
students both to use their previous knowledge and to build new concepts to solve
the problem. The use of APOS Theory allows researchers to analyze and study the
mental constructions that the students’ use when modeling problems.

The didactical design was applied at university level. The analysis and results
presented are based on the students’ work on the didactical design.

Genetic decompositions and a modeling problem designed by other
researchers were used for the concepts related with the linear combination.
However, as no genetic decomposition was found in literature, for eigenvalues,
eigenvectors, and eigenspaces, a genetic decomposition and three modeling
problems were designed. The genetic decomposition proved to be a valid model to
predict and describe the necessary constructions for the learning of these
concepts. The results validate the proposed genetic decomposition and show
evidence of students’ learning. They show how students can construct an object
conception of the studied concepts and how most of them could construct a
process conception.







INTRODUCCION

Actualmente se esta haciendo mucha investigacion en distintos temas de
algebra lineal. Es muy comun pensar que la primera forma de introducir un
concepto es a través de su definicion. Es por esto que muchos cursos de algebra
lineal involucran una cantidad excesiva de definiciones. Los alumnos saben que
las definiciones son importantes, sin embargo no les gustan y no siempre las
entienden. En una clase tradicional se introducen la mayoria de los conceptos
usando su definicion formal. Carlson (1997) dice:

Mis alumnos primero aprenden como resolver sistemas lineales de
ecuaciones y como calcular productos de matrices. Esto es facil para
ellos. Pero cuando llegan a subespacios, espacio generado y
dependencia lineal mis alumnos se confunden y desorientan. Parece
como si una densa neblina descendiera sobre ellos y no pueden ver
donde estan y ni a donde van. Y yo, como su maestro, me quedo
descorazonado y me pregunto sobre mi eleccion de profesion.
(Carlson, 1997, p. 39)

Mi experiencia como maestra confirma que el escenario presentado por
Carlson es muy comun en los salones de clase. Sin embargo, muchos alumnos
obtienen buenas calificaciones en los examenes finales debido a que, en general,
las preguntas unicamente requieren el uso de técnicas y procedimientos
memorizados y no la necesidad de entender’ los conceptos. Sin embargo, el
algebra lineal no es un conjunto de definiciones y teoremas sino un conocimiento
tedrico cuyo aprendizaje no debe reducirse a practicar y dominar un conjunto de
algoritmos.

La busqueda de estrategias didacticas que permitan a los alumnos desarrollar
ideas intuitivas que posteriormente sirvan de base para comprender los conceptos
del algebra lineal es una tarea dificil pero importante. En los ultimos anos se ha
hecho un gran esfuerzo en la investigacion en Educacion Matematica para
comprender los obstaculos que enfrentan los alumnos y buscar formas de
superarlos.

Muchos estudios (Lesh y Doerr, 2003; Kwon, 2002; Blum, 2009; Haines, 2009;
Bas, Cetinkaya y Kursat, 2009) sugieren que los alumnos pueden desarrollar
importantes conceptos matematicos cuando trabajan con problemas de la “vida
real” y que a través de ellos aumenta su interés en la materia. La idea de
modelacién se reconoce como fundamental en la ensefianza de las matematicas.
Distintas investigaciones (Lehrer y Schauble, 2000; Rasmussen, Zandieh, King y
Teppo, 2005; Trigueros, 2009; Possani, Trigueros, Preciado y Lozano, 2010;
Perdomo, 2011; Camacho, Perdomo y Santos, 2012) han demostrado que es

! En este trabajo los términos entender y comprender se utilizan como sinénimos y, en general, en el sentido
de la Real Academia Espariola: “Tener idea clara de las cosas”.




posible mejorar la ensefanza de las matematicas a través del uso de problemas
en contexto. Estos trabajos también muestran que la modelacién puede usarse
para introducir nuevos conceptos.

Un problema disefiado usando, por ejemplo, la Teoria de Modelos y
Modelacién (Lesh y Doerr, 2003) debe conducir a la formulacion de un modelo, no
directamente, sino a través de varios ciclos. En dichos ciclos, los alumnos
reformulan su planteamiento original y surgen nuevas preguntas y necesidades
conceptuales. La satisfaccion de dichas necesidades puede hacerse de diversas
formas. En particular, es posible usar una teoria cognitiva, por ejemplo la Teoria
APOE (Arnon, Cottrill, Dubinsky, Oktag, Roa Fuentes, Trigueros y Weller, 2014),
como complemento al uso de modelos para guiar las construcciones de los
alumnos de manera que logren superarse los obstaculos asociados a la
comprension de los conceptos.

En esta investigacion se trabajé en condiciones reales de clase. Se uso la
modelacién para la ensefianza de los siguientes conceptos: combinacién lineal,
conjunto generador, espacio generado, independencia y dependencia lineal, base
y dimension y valor, vector y espacio propio. En ella se presentan las dificultades
encontradas y la forma en que se introdujeron con mayor o menor éxito los
conceptos. Se analizan las ventajas y desventajas de introducir la modelacién
como metodologia de ensefianza y se mencionan las implicaciones que puede
tener el uso de esta metodologia en el aula.

Al enfrentar un problema de modelacion los alumnos utilizan sus
conocimientos previos y usan las construcciones que consideran necesarias para
abordar el problema. Pueden aparecer nuevos conceptos que sirven para resolver
el problema dado. Para profundizar en la construcciéon de estos nuevos conceptos
es necesario apoyar a los alumnos, por lo tanto, se us6, de forma complementaria,
la Teoria APOE para estudiar y analizar a mayor profundidad las construcciones
mentales que realizan los alumnos. Se utilizaron descomposiciones genéticas
disefiadas por otros investigadores para los temas relacionados con la
combinacion lineal. Sin embargo, para el tema de valores, vectores y espacios
propios no se encontrd en la literatura ninguna propuesta, por lo que se disefiaron
tres problemas de modelacién y una descomposicion genética que mostrd ser un
modelo valido para predecir y describir las construcciones necesarias para el
aprendizaje de dichos conceptos. Los resultados validan la descomposicion
genética propuesta y muestran evidencias del aprendizaje de los alumnos. En
particular ponen de manifiesto la posibilidad de construir una concepcién objeto,
en el sentido de la Teoria APOE, de dichos conceptos y la construccion de la
mayoria de los alumnos de una concepcidn proceso.

La experimentacion se llevé a cabo durante los semestres de enero — mayo
2011 a enero — mayo 2014. Las condiciones de la experimentaciéon se
mantuvieron a través de todo este tiempo.



La tesis esta dividida en ocho capitulos:

En el primer capitulo se hace una resefna tanto de las investigaciones que se
han llevado a cabo usando la metodologia de modelos, como de los resultados
obtenidos en investigaciones sobre el aprendizaje del algebra lineal, en particular
del aprendizaje de los conceptos antes mencionados que resultan de mayor
interés para esta investigacion.

E el segundo capitulo se presentan y explican los dos marcos teoricos usados:
Modelos y Modelacion y Teoria APOE y la forma en que se usan de manera
complementaria en este trabajo.

El tercer capitulo incluye la descripcién de la metodologia que se uso en la
investigacion sobre el aprendizaje de los conceptos de combinacion lineal,
conjunto generador, espacio generado, independencia y dependencia lineal, base
y dimension, y del problema que se eligid para introducir a los alumnos en su
estudio. La descripcion de la metodologia empleada en este trabajo continua en el
capitulo 4. En él se describe la metodologia que se uso6 para los conceptos de
valores, vectores y espacios propios que es distinta en varios aspectos a la
seguida en el capitulo 3, razén por la cual se decidié separar la metodologia en
dos capitulos distintos. En el cuarto capitulo se incluye la presentacién de los tres
problemas de modelacion elegidos para la introduccién de los conceptos de
interés y la descomposiciéon genética de los conceptos de valores, vectores y
espacios propios, disefiada para esta investigacion y que se utilizé en el disefio de
las actividades utilizadas en la propuesta didactica y en los instrumentos de
investigacion.

El capitulo 5 se dedica al analisis del trabajo de los alumnos con el problema
de modelacion empleado para la ensefanza de los conceptos combinacion lineal,
conjunto generador, espacio generado, independencia y dependencia lineal, base
y dimension. Mientras que en el capitulo 6 se presentan los resultados del trabajo
de los alumnos con las actividades didacticas disefiadas para la construccion de
los conceptos relacionados con la combinacién lineal.

En el capitulo 7 se presenta el resultado del analisis del trabajo de los alumnos
con los problemas de modelacion que se disefiaron para el tema de valores,
vectores y espacios propios. Se presenta el trabajo realizado en el primer
problema que fue disefiado con el fin de probar si dicho problema tenia el
potencial para funcionar como problema de modelacién para la ensefianza de los
conceptos de valores, vectores y espacios propios. Mas adelante, se presenta el
trabajo realizado por los alumnos en los problemas que se disefiaron con la
finalidad de explicar lo que es una ecuacion en diferencias y su solucion y por
ultimo el trabajo en el problema que se disefid para introducir los conceptos de
valores, vectores y espacios propios. El analisis de las construcciones de los
alumnos relacionadas con dichos conceptos se encuentra en el capitulo 8.



Por ultimo se presentan las conclusiones, los anexos con las soluciones de los
problemas de modelacion y de las actividades didacticas y algunas tablas que se
utilizaron para los analisis realizados.

El problema elegido para la introduccion de los conceptos relacionados con la
estructura del espacio vectorial: combinacion lineal, independencia y dependencia
lineal, conjunto generador, espacio generado, base y dimension mostro ser
motivador y muy adecuado para iniciar la construccion intuitiva de dichos
conceptos. Este hecho permitié aprovechar las ideas de los alumnos para
introducir y formalizar estos conceptos. Los resultados muestran que las
actividades conceptuales? disefiadas dieron oportunidades de reflexion a los
alumnos con lo que fue posible lograr un aprendizaje profundo de estos
conceptos.

De igual manera, los resultados obtenidos en esta investigacion muestran que
el problema de empleo — desempleo disefiado para la introduccién de los
conceptos de valores, vectores y espacios propios permitié que dichos conceptos
surgieran del trabajo de los alumnos. Los alumnos desarrollaron un proceso para
encontrar los valores y vectores propios antes de que las definiciones de estos
conceptos fueran introducidas en clase, lo que permitié la formalizacion de los
conceptos de manera natural. La descomposicion genética disefiada mostrd ser
un modelo valido para predecir y describir las construcciones necesarias para el
aprendizaje de estos conceptos. Un resultado importante de esta parte de la
investigacién es que en cada semestre, en promedio, tres estudiantes mostraron
haber construido una concepcion objeto de estos conceptos.

El analisis de todos los resultados obtenidos en este trabajo de investigacion,
permite concluir que los problemas de modelacion ayudaron a los alumnos a dar
significado a los conceptos estudiados y lograron un aprendizaje mas profundo y
solido.

2 Se llama actividades conceptuales al conjunto de actividades relativas a un concepto y diseiiadas con base
en la descomposicion genética.



CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE

En muchas universidades el curso de algebra lineal es el primero que los
alumnos cursan y esta fuertemente basado en matematicas abstractas. En esta
materia, se ensefian mas teoremas y definiciones que en otros cursos y muchos
de ellos no tienen conexién con los conceptos matematicos que los alumnos
conocen. El curso es, por ello, abstracto y poco intuitivo. Robert y Robinet (1989)
comentan que la principal critica que hacen los alumnos a los cursos de algebra
lineal es la inmensa cantidad de nuevas definiciones que tienen poca conexion
con otros conceptos matematicos que ellos conocen.

El algebra lineal es una rama de las Matematicas con muchas aplicaciones a
problemas practicos de diversas disciplinas. Ello ha conducido a que se convierta
en un curso obligatorio para los alumnos de distintas licenciaturas. Sin embargo, la
investigaciéon en Matematica Educativa acerca del algebra lineal muestra que los
alumnos presentan dificultades en su aprendizaje y que esas dificultades estan
relacionadas con la naturaleza abstracta de los conceptos que integran esta
materia, es decir, con la gran cantidad de definiciones que se incluyen y el manejo
formal que se hace de ellas (Sierpinska, 2000; Larson, Rasmussen, Zandieh,
Smith y Nelipovich, 2007; Possani, Trigueros, Preciado y Lozano, 2010). En las
investigaciones se detalla que los alumnos generalmente consideran al algebra
lineal como un conjunto de algoritmos que les permiten resolver problemas
especificos. Por ello, se esfuerzan unicamente en memorizar los procedimientos
requeridos en la solucién de los problemas y no ponen atencién a la comprension
de los conceptos que subyacen a ellos. La investigacibn muestra también que
después de un curso de esta materia, en el que se ensenan definiciones de
conceptos y teoremas, la mayoria de los alumnos no los comprenden y son
incapaces de usarlos en la solucion de problemas no rutinarios (Thomas y
Stewart, 2011).

Las definiciones de los conceptos se suelen introducir mediante un lenguaje
formal simbdlico y las referencias a definiciones previas y teoremas ya
demostrados son constantes. Segun Hillel (2000) el lenguaje formal simbdlico del
algebra lineal se puede describir mediante tres modos de pensamiento: abstracto,
algebraico y geométrico. El modo abstracto incluye el lenguaje y los conceptos de
la teoria en general (espacios vectoriales, valor y vector propio, transformaciones
lineales, etc.), el modo algebraico incluye el lenguaje y los conceptos de R"
(matrices, solucion de sistemas lineales de ecuaciones, etc.) y el modo geométrico
es el lenguaje del espacio en dos y tres dimensiones (rectas, puntos, planos, etc.).
Estos modos de pensamiento no son equivalentes pero coexisten y algunas veces
son intercambiables. Ello se refleja en los problemas que presentan los alumnos al
usarlos y sobre todo cuando es necesario pasar de uno a otro en la resolucién de
un problema.

En el afo 2000, Harel publico los resultados de una investigacion en la que
compara dos grupos de algebra lineal: en uno de ellos solamente se ensenaron




definiciones y teoremas de manera tradicional, mientras que en el otro se hizo
referencia a las interpretaciones geométricas de los conceptos. Los alumnos del
segundo grupo obtuvieron mejores resultados que los del primero en un examen
sobre el concepto de espacio vectorial, gracias a que usaron recurrentemente la
interpretacion geométrica y obtuvieron mas respuestas correctas. Este
investigador concluye que el uso de la interpretacion geométrica fue un factor
decisivo en la diferencia de los resultados. Muchos investigadores (Molina y Oktag,
2007; Dogan-Dunlap, 2009; Parraguez y Bozt, 2012) coinciden en que el uso de la
interpretacion geométrica y su relacién con la interpretacion algebraica mejora el
aprendizaje de los conceptos matematicos. Sierpinska (2000) comenta que la
habilidad de los alumnos de transitar entre el razonamiento geométrico, aritmético
y estructural es fundamental para aprender y entender los conceptos
fundamentales del algebra lineal.

Harel (2000) también comenta que los cursos de algebra lineal deben tener
énfasis en las demostraciones para ayudar en el aprendizaje de los conceptos. Sin
embargo, éstas deben presentarse a los alumnos de forma que estén al nivel de
sus habilidades para que las puedan comprender. Otra recomendacion que hace
es impartir un curso de algebra lineal a nivel preparatoria para introducir conceptos
basicos de manera geométrica. De esta forma a nivel universitario el curso puede
ser una continuacion de las ideas aprendidas en la preparatoria.

Uhlig (2003) desarrollé un marco filoséfico y pedagdgico para ensefiar un
curso de algebra lineal. Menciona que debe encontrarse un equilibrio entre los
componentes del siguiente diagrama (Uhlig, 2003, p. 148):

— AN

L Jp—

Comenta que desde 1970 hasta esa fecha los textos de algebra lineal
comienzan con algoritmos computacionales como Gauss — Jordan o aplicaciones
como sistemas de ecuaciones lineales y después se dan los conceptos
subyacentes. Es decir, se pretende ensefar los conceptos matematicos abstractos
a partir de ejemplos (parte izquierda del diagrama anterior). El autor opina que de
esta forma se deja de lado el “poder fundamental y las fuerzas naturales que estan
dentro del algebra lineal” (Uhlig, 2003, p. 150). Hace falta agregar ejemplos

Fuerzas dentro del
algebra lineal: su
esencia
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conceptuales que ayuden en la comprension abstracta de los temas, es decir, usar
la parte derecha del diagrama. De esta forma se pueden desarrollar los conceptos
y las aplicaciones y luego unirlos mediante calculos.

El autor explica que las fuerzas dentro del algebra lineal determinan cémo
debe darse un curso. Los conceptos y temas siguen una secuencia que esta
integrada en el marco del algebra lineal. Los cursos pueden comenzarse con
cualquier tema dado que hay una estrecha relacion entre ellos. Por ejemplo, si se
quiere empezar un curso con vectores generados, bases y cambio de base se
puede comenzar con la definicion de dependencia lineal que llevara al estudio de
sistemas de ecuaciones, después a Gauss — Jordan y de ahi a los demas
conceptos del algebra lineal. ElI autor comienza sus cursos con vectores,
geometria, transformaciones lineales y matrices. Lleva 18 afios trabajando de esta
forma y le parece que obtiene resultados positivos, pero no ha hecho investigacion
al respecto.

A partir de estas primeras investigaciones sobre el aprendizaje del algebra
lineal, el interés por investigar la forma en que esta materia se aprende y como
puede mejorarse el aprendizaje comenzd a crecer. Varios autores han analizado el
aprendizaje de esta disciplina ya sea de manera general o poniendo atencion a la
forma en que se aprenden conceptos especificos. Por ejemplo, Dorier, Robert,
Robinet y Rogalski (2000) estudiaron las dificultades que presentan los alumnos
en un curso de algebra lineal en el primer aino de una universidad en Francia y
presentaron, ademas, los resultados de un disefo didactico realizado en términos
de los resultados de su investigacion que fue probado con 200 alumnos durante
cinco afos con resultados satisfactorios. Oktag y Trigueros (2010), en cambio, se
han interesado en el aprendizaje de los distintos conceptos del algebra lineal; para
ello han propuesto descomposiciones genéticas (Teoria APOE) para los
conceptos de espacio vectorial, transformacién lineal, base y sistemas de
ecuaciones lineales y las han puesto a prueba a través de diversas
investigaciones con el fin de proponer sugerencias didacticas para mejorar el
aprendizaje de dichos conceptos. Wawro, Seeney y Rabin (2011) realizaron una
investigacién sobre el aprendizaje del concepto de subespacio vectorial en la que
concluyen que las primeras definiciones que los alumnos dan del concepto no
necesariamente coinciden con su definicion formal y que este fendmeno ocurre
también cuando se ensefian otros conceptos. En la misma linea de investigacion,
Wawro, Rasmussen, Zandieh, Sweeney y Larson (2012) analizaron el aprendizaje
de los conceptos de independencia lineal y conjunto generador usando un
problema “realista” que titularon “alfombra magica.” El analisis del trabajo de los
alumnos los condujo a la conclusion de que frente a un problema abierto
adecuado al nivel e intereses de los alumnos, ellos son capaces de “reinventar” los
conceptos estudiados y que a partir de sus ideas es posible formalizarlos. Por su
parte, Wawro (2014) estudidé la forma como los alumnos razonaban sobre el
teorema de la matriz inversa (teorema resumen) a lo largo de un curso. Analizé las
caracteristicas de sus reflexiones y la manera en que construyen argumentos para
relacionar las distintas afirmaciones del teorema. La informacion obtenida en su
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trabajo permite al investigador adentrarse en la forma en que los alumnos
construyen relaciones entre distintos conceptos.

Como se puede apreciar a partir del analisis de literatura anterior, se han
llevado a cabo investigaciones sobre el aprendizaje y la ensefianza de distintos
conceptos y temas del algebra lineal. Dado que el interés del presente trabajo se
centra justamente en la busqueda de formas de ensefiar esta disciplina, la
informacion que la literatura proporciona fue fundamental para iniciar el estudio de
la forma en que pueden construirse algunos conceptos del algebra lineal.

Recientemente ha surgido una linea de investigacion en el contexto de la
ensefianza y aprendizaje del algebra lineal que se interesa en la posibilidad de
lograr dicho aprendizaje mediante el uso de problemas abiertos o modelos que
susciten el interés de los alumnos. Dado que el trabajo que aqui se presenta se
inscribe en esta linea de investigacion, concretamente para la ensefanza de los
conceptos relacionados con la combinacion lineal y con los valores, vectores y
espacios propios, a continuacion se describen los resultados de una revision de la
literatura en estas dos lineas. En primer lugar se analizaron distintas
investigaciones donde se usa la modelacion para describir sus resultados en la
ensefanza de temas especificos del algebra lineal. Con ello se podra tener un
panorama de lo que se ha logrado con este tipo de estrategia didactica.
Posteriormente, se presentan resultados de investigaciones sobre los conceptos
de combinacion lineal, conjunto generador, espacio generado, independencia y
dependencia lineal, base y dimensidn que seran objeto de estudio en este trabajo.
Por ultimo, se describen los resultados de investigaciones relacionadas con el
aprendizaje de valores, vectores y espacios propios. Es a partir del analisis de los
resultados de toda la revision de esta literatura que se construyeron las preguntas
de investigacidén que guian el presente trabajo.

1.1 INVESTIGACIONES EN TORNO AL USO DE LA MODELACION PARA LA ENSENANZA

Muchos investigadores (Schorr y Lesh, 2003; Vargas, 2013; Fonseca, Pereira
y Casas, 2011; Aguirre, Elguero y Rosso, 2006) concuerdan en que el uso de la
modelacién en la ensefianza de las matematicas promueve su aprendizaje. Sus
investigaciones muestran que los alumnos tienen dificultades para usar los
conceptos que han estudiado desde un punto de vista tedrico o al resolver
problemas y aplicarlos mas adelante a situaciones en diferentes disciplinas (Blum,
2009; Haines, 2009; Trigueros, Possani, Lozano y Sandoval, 2009; Trigueros y
Possani, 2013). Segun estos estudios, la modelacion motiva a los alumnos a
involucrarse en los cursos y aumenta su interés por aprender nuevos conceptos.
También, concluyen que ayuda a poner de manifiesto las dificultades que los
alumnos enfrentan al resolver problemas y, al mismo tiempo, les apoya a
comprender conceptos matematicos especificos. En general, estos autores
consideran que esta actividad favorece que los alumnos desarrollen diferentes
formas de pensar y una variedad de estrategias para abordar los problemas, lo
cual conduce a la necesidad de nuevos conceptos en su solucién.
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Son muchas las investigaciones (Schorr y Lesh, 2003; English, Lesh y
Fennewald, 2008; Fonseca, Pereira y Casas, 2011; Vargas, 2013) que hacen uso
de la Teoria Modelos y Modelacion, pero los temas en los que se ha realizado
incluyen principalmente funciones, calculo y ecuaciones diferenciales. En estas
investigaciones se han desarrollado proyectos que muestran que es posible
ensenar diferentes conceptos matematicos usando problemas en contexto y
modelacion.

Otras investigaciones (Rasmussen, Zandieh, King y Teppo, 2005; Perdomo,
2011; Camacho, Perdomo y Santos, 2012) han mostrado que los alumnos con
habilidades promedio pueden desarrollar modelos poderosos para describir
sistemas complejos que dependen solamente de un nuevo uso de conceptos
matematicos mas o menos elementales. Estos trabajos también han puesto en
evidencia que la modelacién puede usarse exitosamente para introducir nuevos
conceptos.

Los resultados de la inclusion de modelacién en la clase de matematicas
refuerzan la hipétesis de que la introduccion de modelos en la ensefanza del
algebra lineal podria permitir a los alumnos una construccién mas solida de los
conceptos y un mayor interés por la materia. A continuacion se analizan a
profundidad algunos articulos donde se reportan resultados del uso de modelos en
el aula siguiendo estrategias didacticas basadas en diferentes marcos teéricos.

Kwon (2002) investigé un modelo de poblaciones nédmadas utilizando la Teoria
de Educacién Matematica Realista (Freudenthal, 1973, 1991) (RME por sus siglas
en inglés) con el fin de analizar la efectividad del uso de situaciones realistas, la
construccion de procedimientos de solucion y la interaccién entre alumnos y
maestros en el aprendizaje de la variacién. La RME se enfoca en la reinvencién
guiada de las matematicas a través de la matematizaciéon y toma como punto de
partida las estrategias e interpretaciones informales de solucién de los alumnos al
resolver problemas reales en contexto. La autora comenta que aunque, al parecer,
los alumnos coreanos obtienen resultados satisfactorios en las pruebas
estandarizadas que miden el aprendizaje, cuando enfrentan situaciones reales o
en contexto, muestran dificultades para utilizar dicho aprendizaje debido, en la
opinién de la autora y de otros investigadores, al manejo mecanico de los
conceptos matematicos y a la falta de comprension de como los conceptos se
pueden relacionar con situaciones de esa naturaleza. Sus resultados muestran
que el uso del modelo, conjuntamente con el uso de programas, disefiados por
ella, para la calculadora TI-92 y otros materiales basados en la Teoria RME,
permite a las alumnas encontrar sus propias formas de trabajar con los conceptos
matematicos de interés. El analisis de los resultados pone de manifiesto que esta
estrategia didactica permitié guiar a las alumnas en el paso de la formulacion de
un modelo intuitivo a un modelo formal de la situacion planteada; se observo,
ademas, en este transito, la sofisticacién de sus razonamientos matematicos. Las
conclusiones del estudio indican que el uso de modelos, de tecnologia y de
actividades disefiadas con base en una teoria de la Educacion Matematica,
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promueve el aprendizaje de la variacion en el contexto de las ecuaciones
diferenciales tanto en un aspecto practico como tedrico.

Respecto al papel del maestro en un aula en la que se usa modelacion,
Aguirre, Elguero y Rosso (2006) analizaron el uso de modelos. Utilizaron dos
problemas: uno relacionado con un cilindro que se llena de agua y otro en el que
se utiliza la ley de enfriamiento de Newton, ambos con alumnos de la licenciatura
de profesor de matematicas. El objetivo del trabajo consistia en estudiar la
capacidad de los alumnos de aplicar sus conocimientos matematicos a situaciones
reales, asi como el cambio de actitud de los alumnos frente al aprendizaje de las
matematicas. A partir de sus resultados las autoras concluyeron que el uso de la
modelacion matematica tiene potencial como herramienta didactica y permite crear
las condiciones necesarias para formar profesores de matematicas con una mayor
capacidad para reconocer, aplicar y validar el uso de las matematicas en el mundo
real. Las autoras enfatizan que este potencial esta relacionado con el
reconocimiento de que la modelacion va mas alla de la aplicacion de los
conceptos matematicos, y debe verse como un proceso que implica la
identificacion del problema; la generacién de un modelo matematico; la solucién
del problema y la validacion de la solucion propuesta junto con el reconocimiento
de sus limitaciones. En otra de sus conclusiones sefialan que cuando este proceso
incluye oportunidades para realizar simulaciones y predicciones a través de una
ensefianza interactiva con oportunidades para discutir, consultar y trabajar
cooperativamente, el interés de los alumnos aumenta considerablemente. Con
base en estas conclusiones las autoras sugieren que la modelacion debe estar
presente en el proceso de formacion de los maestros y que para lograr los efectos
como los que ellas encontraron es necesario incluir actividades especiales de
aprendizaje para que los alumnos adquieran conocimientos teoricos, practicos y
metodologicos acerca de los componentes generales del proceso de modelacion.

Los siguientes tres articulos que se incluyen en esta revision se interesan por
el uso de la modelacién en el aprendizaje y la ensefianza del algebra lineal
utilizando como fundamento tedrico la Teoria de Modelos y Modelacion (Lesh y
Doerr, 2003) y la Teoria APOE (Arnon, et al., 2014), eleccion que coincide con la
que se hace en este trabajo. Esto es de particular interés dado que su
acercamiento y sus objetivos coinciden con los de la presente investigacion.

Possani et al. (2010) trabajaron con un problema relacionado con el flujo de
trafico. Mediante dicho problema introdujeron a los alumnos a los temas
relacionados con los sistemas de ecuaciones lineales. Como se menciond, se
utilizd6 como marco tedrico un hibrido que incluyé dos teorias de Educacién
Matematica: la Teoria de Modelos y Modelacion, para la introduccion de modelos,
y la Teoria APOE, para favorecer la construccion de nuevos conceptos
aprovechando el trabajo con el modelo. En este trabajo, y considerando el uso de
la Teoria APOE, se utilizd6 una descomposicidn genética para sistemas de
ecuaciones lineales disefiada por Trigueros, Okta¢ y Manzanero (2007).
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Los resultados obtenidos en este trabajo sugieren que los alumnos son
capaces de desarrollar conceptos matematicos importantes cuando trabajan con
problemas de la vida real y que, si ademas, se incluyen actividades disefiadas en
base a la descomposicion genética, es posible que construyan los conceptos de
interés. Los autores concluyen, por una parte, que el uso de teorias de la
Educacion Matematica fue fundamental para interpretar las necesidades de los
alumnos y para disefar actividades que conducen a la construccion de
conocimientos relacionados con el proceso de modelacidn, y por otra parte, que
es posible usar dos teorias diferentes de Educacion Matematica para disefiar una
situacion real con la que los alumnos pueden trabajar y para guiar la construccion
de los conceptos relacionados con los sistemas lineales de ecuaciones.

En Trigueros (2009) se presentan los resultados del uso de tres problemas
diferentes de modelacién en clases distintas: un modelo de precios, uno
relacionado con el estudio del péndulo y el problema de transito (mencionado en la
descripcioén anterior). En la introduccion menciona que en la ensefianza basica los
programas hacen énfasis en la importancia de resolver problemas para mejorar el
aprendizaje de las matematicas, mientras que a nivel universitario las clases se
imparten introduciendo definiciones y teoremas y los problemas se dejan como un
asunto adicional a trabajar como tarea. El articulo describe parte del trabajo
realizado por un grupo de investigadores que ha experimentado la ensefianza de
matematicas a nivel universitario mediante el uso de la modelacion. Argumenta
que dado que la teoria de Modelos y Modelacién no contiene constructos que
describan la forma en que los alumnos pueden aprender nuevos conceptos
especificos, se decidié complementar el marco tedrico mediante la introduccién de
la Teoria APOE. Sus resultados muestran que este acercamiento a la ensefanza
de las matematicas en la universidad fue favorable tanto para la motivacién de los
estudiantes como para favorecer la construccion de nuevos conceptos. Esta
autora concluye que el trabajo en los modelos proporcioné una oportunidad para
que los alumnos aprendieran el significado de las matematicas en la solucion de
problemas reales e insiste en que es esencial buscar el equilibrio entre aquellos
aspectos de la modelacion que son importantes de rescatar y los conceptos que
se quieren ensefar.

La Teoria de Modelos y Modelacién conjuntamente con la Teoria APOE fueron
nuevamente empleadas por Trigueros y Possani, 2013. En esta investigacién, el
problema de modelacién planteado fue un problema de planeacion de produccién
con el interés de introducir los conceptos de combinacion lineal, dependencia e
independencia lineal. El primer objetivo de este trabajo consistié analizar como el
uso de un problema de modelacion conjuntamente con la introduccidn de
actividades disefiadas con la Teoria APOE contribuye al aprendizaje. El segundo
objetivo fue probar el problema de modelacién y estudiar su potencial para
introducir los conceptos de interés y como escenario para analizar el proceso de
razonamiento, verificacion y justificacion de los alumnos. Los autores disefiaron
una descomposicion genética de independencia y dependencia lineal y una
trayectoria hipotética de aprendizaje (modelo a priori en el que se formula una
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hipotesis de lo que se debe hacer en clase para favorecer el aprendizaje de los
alumnos (Simon, 1995)) para guiar al maestro en la clase.

A partir de los resultados del analisis de los datos, los autores concluyeron que
el problema de modelacion motivo a los alumnos y constituyé una base soélida para
la introduccion de los conceptos. El trabajo en el modelo junto con las actividades
y la trayectoria de aprendizaje contribuyd al aprendizaje, por lo que los autores
sugieren que los resultados de esta experiencia pueden ser utiles para redisefar
la trayectoria de aprendizaje y buscar la obtencion de mejores resultados.

La produccién de investigacion sobre el uso de modelacion en la ensefianza
de las matematicas es amplia. Esta literatura, independientemente del contexto en
el que se realiza, coincide en considerar que el trabajo con problemas reales o
problemas en contexto ayuda a los alumnos a desarrollar y aprender conceptos
importantes de matematicas. A pesar de la abundancia de la literatura, hace falta
desarrollar modelos especificos que permitan comprender a mayor profundidad
cémo los alumnos usan y construyen conocimientos cuando trabajan con modelos
y si basta el uso de modelos para promover el aprendizaje, como se reporta en la
investigaciéon de Aguirre, Elguero y Rosso (2006) o si es necesario introducir
actividades adicionales para promover el aprendizaje de los alumnos, como en el
estudio de Kwon (2002) y los mencionados anteriormente. Este es uno de los
objetivos de la presente investigacion.

1.2 INVESTIGACIONES SOBRE EL APRENDIZAJE DE LOS CONCEPTOS DE COMBINACION
LINEAL, CONJUNTO GENERADOR, ESPACIO GENERADO, INDEPENDENCIA Y DEPENDENCIA
LINEAL, BASE Y DIMENSION

Dado que un objetivo de esta tesis consiste en estudiar los resultados del uso
de la modelacion en la construccién de los conceptos de combinaciéon lineal,
conjunto generador, espacio generado, independencia y dependencia lineal, base
y dimension, a continuacion se describen los resultados de las escasas
investigaciones sobre el aprendizaje de estos conceptos.

En el trabajo de Trigueros y Possani (2013), descrito en la seccion anterior, se
estudia la construccién de los conceptos de combinacién lineal y dependencia e
independencia lineal considerados como abstractos e interconectados. Los
alumnos con quienes se trabajé en la investigacion tuvieron dificultades para
interpretar el problema de modelacion y para seleccionar las variables. Al trabajar
con la solucion del sistema de ecuaciones que representa al modelo, utilizando
distinta informacioén, diferentes equipos de trabajo encontraron diferencias en su
solucion: unica, multiple o inconsistente. Esta disparidad condujo a una discusion
en clase que les permitié estudiar el conjunto de datos que habian utilizado y
comparar sus caracteristicas para detectar qué podria causarla. Los autores
reportan que los alumnos concluyeron que en algunos de los conjuntos de datos
utilizados existia informacion que no era util pues de alguna manera estaba
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contenida en el resto de la informacion, asi que acufaron la expresion “hay
informacion redundante.” Esta idea les permitié dar un significado “concreto” a las
propiedades de independencia y dependencia lineal de un conjunto de vectores.
En este momento, se introdujeron en clase las actividades disefiadas con la
descomposicion genética para formalizar las definiciones de combinacién lineal,
independencia y dependencia lineal. Los autores concluyeron que el uso del
modelo y las actividades contribuyeron a la construccion de estos conceptos y por
ende a su aprendizaje.

En otra investigaciéon, Da Silva y Lins (2002) utilizaron el modelo tedrico de los
campos semanticos para estudiar el significado que los alumnos tenian del
concepto de base, los posibles supuestos que utilizan y la légica de sus
operaciones y sus argumentos. Entrevistaron a dos alumnos de un curso
introductorio de algebra lineal utilizando cuatro problemas, aunque en el articulo
solamente analizan uno: “Considera el plano m dado por x — 2y + z = 0 en R3.
Encuentra dos bases para m.” (Da Silva y Lins, 2002, p. 4). Los resultados del
estudio los condujeron a concluir que el tipo de respuesta que dan los alumnos
depende de los supuestos que utilizan. De ahi proponen que entre los alumnos
existen diferentes significados para un mismo concepto y que dichos significados
pueden provenir de los libros de texto, de la historia de las matematicas y de la
propia logica de pensamiento de los alumnos. Sugieren, ademas, que los distintos
significados deberian tomarse en cuenta en la ensefianza de las matematicas.

Por su parte, Ku (2007) y Ku, Trigueros y Oktag (2008) estudiaron el concepto
de base de un espacio vectorial. La investigacion se llevé a cabo en un curso de
algebra lineal que se impartido siguiendo el ciclo ACE (Actividades, Clase,
Ejercicios, descrito en la seccion 2.3) y utilizando el lenguaje de programacion
ISETL. Disefaron una descomposicién genética y llevaron a cabo una entrevista
que se aplicod a seis alumnos al finalizar el curso para analizar las construcciones
empleadas y, en su caso, validar o refinar la descomposicion genética. Sus
resultados mostraron que la forma en que se ensefa este concepto influye en el
aprendizaje de los alumnos y que para ellos existe una diferencia entre averiguar
si un conjunto de vectores forma una base de un espacio vectorial y encontrar una
base para un espacio vectorial. Para determinar si un conjunto es una base, los
alumnos comprobaban si un conjunto dado era linealmente independiente y si
generaba el espacio vectorial, pero no verificaban el que los vectores generadores
estuvieran en el espacio generado. Las autoras de estos estudios concluyeron que
es necesario disenar actividades especificas que permitan a los alumnos superar
esta dificultad. Con la informacién recabada, las autoras redisenaron la
descomposicion genética considerando la importancia de definir a la base como
un conjunto maximo de vectores linealmente independientes y como el conjunto
generador minimo para que los alumnos puedan construir el concepto de base
como objeto.

En otro estudio en el que se utiliza la teoria de modos de pensamiento

(Sierpinska, 2000), Parraguez y Bozt (2012) analizaron el razonamiento de
alumnos universitarios acerca de los conceptos de dependencia e independencia
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lineal, la solucién de sistemas lineales de ecuaciones en R? y Ry las relaciones
entre estos conceptos. Sus objetivos consistian en identificar los modos de
pensamiento (sintético-geométrico (SG), analitico-aritmético (AA) y analitico-
estructural (AE)) mostrados por los alumnos, promover el transito entre estos
distintos modos y averiguar las relaciones entre los conceptos en estudio. Sus
datos mostraron que existe una fuerte tendencia de los alumnos al modo de
pensamiento AA; que, en general logran transitar del modo SG al modo AA, al no
poder interpretar la solucion grafica de un sistema de soluciones; que cambian del
modo SG al modo AA en sistemas en R y que la mayoria no muestra el uso del
modo AE lo cual no les permite entender las propiedades del vector cero.

Encontraron también que la mayoria de los alumnos resolvia de manera
mecanizada de forma algebraica los sistemas de ecuaciones y que unicamente en
el caso en que no podian explicar la soluciéon recurrian a la interpretacion
geométrica. Concluyeron que es importante presentar a los alumnos las diferentes
interpretaciones (geométrica, analitica y estructural) de las definiciones formales
para permitir que los alumnos transiten entre los diferentes modos de
pensamiento. Esta consideracion se tomo en cuenta en la presente investigacion
al dar particular importancia a la relacion entre los aspectos geométricos vy
algebraicos de los conceptos estudiados.

Partiendo de los resultados de un estudio anterior en el que encontré que los
alumnos confunden los conceptos de conjunto generador y base, Ku (2012)
estudido la construccion de los conceptos de conjunto generador y espacio
generado desde la Teoria APOE. Diseidé una descomposicién genética preliminar
de dichos conceptos y con ella organizé la ensefanza de estos conceptos, disefid
tareas y actividades y analizé los resultados de los instrumentos utilizados:
entrevistas y un examen disefiados para obtener informacién detallada de las
construcciones mostradas por los alumnos. Sus resultados la llevaron a concluir
que era necesario refinar la descomposicion genética preliminar para incluir
construcciones que no se incluyeron en ella y que los alumnos mostraron en el
estudio. En la investigacion que aqui se presenta se utilizd justamente esta
descomposicion genética en el disefio y analisis de los datos.

De esta revision de la literatura se puede concluir que estos conceptos
resultan dificiles para los alumnos. Los autores relacionan las dificultades
encontradas con el hecho de que estos conceptos son muy abstractos. Los
resultados aqui reportados constituyen un antecedente de interés para el presente
trabajo que intenta, justamente, analizar las posibilidades de construccién de estos
conceptos mediante un disefio didactico basado en la Teoria APOE y en la Teoria
de Modelos y Modelacion.
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1.3 INVESTIGACIONES SOBRE EL APRENDIZAJE DE LOS CONCEPTOS DE VALORES,
VECTORES Y ESPACIOS PROPIOS

Las investigaciones relacionadas sobre el aprendizaje de los valores, vectores
y espacios propios son aun mas escasas en la literatura. Se muestra, en esta
seccion, un resumen de lo que en ellas se ha encontrado y que proporcioné
informacion para la propuesta de descomposicion genética que se utiliza en el
presente trabajo.

Larson et al. (2007) usaron la Teoria de Modelos y Modelacion para disefiar
una actividad de modelacion con el objetivo de ensefiar valores y vectores propios.
La actividad propuesta consiste en la busqueda de un modelo para distribuir
convenientemente un numero dado de autos en diferentes locales de renta, de
manera que siempre haya autos disponibles en cada uno de ellos.
Complementaron su trabajo con el disefio de secuencias didacticas para lo cual se
basaron en la Teoria de Educacion Matematica Realista RME (Gravemeijer,
1999). Los datos obtenidos de entrevistas mostraron que los alumnos aplicaron
tres estrategias en el planteamiento y la resolucién del problema: formulacién e
iteracion de una matriz de coeficientes identificada como una matriz de transicion
de un proceso de Markov; propuesta de un sistema de ecuaciones lineales para
encontrar la distribucion inicial que asigna los autos de acuerdo a la demanda
proyectada en diferentes periodos de tiempo, e interpretacion de las estadisticas
de redistribucion como razones de cambio. Con el fin de dirigir la atencion de los
alumnos a los conceptos de valor, vector y espacio propio se pidid a los alumnos
encontrar el comportamiento de la distribucion a largo plazo. A pesar de ello, en
ninguno de los casos los alumnos utilizaron directamente los valores y vectores
propios. Los investigadores reportan que enfrentaron dificultades al intentar
encontrar una forma mas o menos natural de introducir estos conceptos en el
contexto del trabajo de los alumnos y concluyeron que, a pesar de que la primera
estrategia de modelacion se puede relacionar con los valores y vectores propios,
la necesidad de estos conceptos es tardia en el trabajo con el modelo y queda, de
cierta forma, forzada. Ello no permiti6 alcanzar el fin deseado y, como
consecuencia, se considerd6 que la actividad de modelacién sugerida no es
adecuada para la ensefianza de los conceptos de interés.

En una nueva investigacion basada en el mismo marco tedrico, Larson,
Zandieh y Rasmussen (2008) entregaron a los alumnos un problema en contexto
que requiere de la formulacion de una matriz estocastica y de un proceso de
Markov para introducir mas directamente los conceptos de valor, vector y espacio
propio. Se pidi6 a los alumnos estudiar el comportamiento a largo plazo de este
problema que converge a un vector fijo. Los autores intentaban con ello que los
alumnos generalizaran la nocién de vector fijo en términos de la nocion de
vectores con la “misma direccion” resultantes del producto de matrices. Con esta
estrategia lograron que, con un matriz de 2x2 los alumnos pensaran en el proceso
de encontrar valores y vectores propios como un procedimiento con el cual
encuentran vectores cuya imagen debe estar en la misma linea que el vector
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original. En el estudio de Rasmussen y Blumenfeld (2007) se habia encontrado
que este “primer acercamiento” permite a los alumnos que estudian ecuaciones
diferenciales imaginar los movimientos que se deben hacer para forzar a los
vectores a ser paralelos, o estén sobre una misma linea recta, y a relacionar esta
necesidad con el hecho de que el determinante sea cero. En el nuevo estudio, sin
embargo, los autores encontraron que al intentar generalizar este enfoque a
matrices mas grandes, en particular de 3x3, este razonamiento se complica y no
resulta evidente para los alumnos, por lo que sugieren que el maestro introduzca
en este momento la forma tradicional de encontrar primero los valores propios y
después los vectores propios.

Las investigaciones de Stewart y Thomas (2007) y Thomas y Stewart (2011)
analizan las dificultades de los alumnos frente a los conceptos de valores y
vectores propios asociados a una matriz utilizando la Teoria de “Embodied
Cognition” (Tall, 2008). Estos autores no van mucho mas alla de mostrar que los
alumnos tienen dificultades con la manipulacién de la ecuacion Av = Av y con la
relacion entre la representacion grafica y la algébrica de estos conceptos y
sugieren que su evidencia muestra que cuando los alumnos reconocen esta
relacion, logran una mejor comprension de estos conceptos.

Existen, ademas investigaciones que se dirigen a la introduccion de los
conceptos de valor, vector y espacio propio mediante el uso de tecnologias de la
informacion. Un ejemplo de ello es la investigacion de Klasa, J. y Klasa, S. (2002)
en la que se utilizan dos programas: Cabri y Maple para introducir los conceptos
de transformacion lineal y valores y vectores propios. Los investigadores
encontraron que mediante el uso de Cabri los estudiantes mejoraron su
comprension de la relacion entre el conocimiento geométrico y conceptual, y
lograron un mayor entendimiento de los conceptos en estudio. Mas adelante,
Klasa (2010) utilizd los mismos programas para disefiar una estrategia de
ensefanza para los mismos conceptos, afnadiendo los de formas cuadraticas,
conicas y cambio de base y analizar sus efectos en el aprendizaje de los alumnos.
En el caso de los valores y vectores propios la autora disefié animaciones en las
que los alumnos pudieran ver las condiciones que se requieren para que el vector
v sea paralelo al vector T(v). El uso de los programas de computadora y de las
animaciones mostro, de acuerdo a las conclusiones de la autora que el uso de
Cabri facilita el aprendizaje de estos conceptos complejos, mientras que el uso de
Maple facilita la realizacion de operaciones complicadas.

Utilizando también el programa Cabri, Soto y Garcia (2002) crearon un
ambiente computacional interactivo para ensefar los conceptos de valores y
vectores propios de una matriz cuadrada de 2x2 y de 3x3. Para la definicion de
estos conceptos utilizan la transformacién lineal. Por medio del programa, al igual
que en la investigacién anterior, los alumnos mueven los vectores para encontrar
cuando v y T(v) son paralelos. Después de esta actividad se plantearon preguntas
a los alumnos. Los autores concluyen que el trabajo con las actividades fue
exitoso y aumento el interés de los alumnos por estos conceptos, aun y cuando se
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presentaron algunas dificultades. Finalmente, presenta el archivo con las
instrucciones de Cabri para el caso de R2.

En la misma linea que los trabajos anteriores y en un esfuerzo por dar
significado a la representacion grafica de los valores y vectores propios de una
matriz, Gol, (2012) entregd a sus alumnos matrices, A2x2, multiplicadas por un
vector, Ax y les pidi6 que encontraran los valores y vectores propios asociados a
esa matriz usando un programa de computadora. La autora estudio la interaccion
de los alumnos con los vectores propios enfocandose en su comprension, sus
expresiones linguisticas y sus gestos conforme describian la representacion
geomeétrica de los vectores propios. A partir del analisis de sus resultados, la
autora concluy6é que el uso de la computadora permitio a los alumnos ver la
direccion de los vectores y su posicion en el plano; explorar con distintos vectores
y detectar las condiciones para que dos vectores fueran colineales con la misma
direccion y con direccion opuesta; entender a los vectores propios como vectores
“‘especiales” que son colineales con el vector que se obtiene al multiplicarlos por la
matriz, y analizar el comportamiento de su transformacién bajo la matriz A, asi
como sus propiedades.

De este breve analisis es posible observar que, aunque se ha hecho
investigaciéon sobre el aprendizaje de los temas estudiados y se cuenta con
resultados que proporcionan informacién util para profundizar en este tema y para
disefiar una posible descomposicién genética para valores, vectores y espacios
propios, es necesario llevar a cabo mas investigacion para entender la forma en
que los alumnos construyen todos los conceptos antes mencionados y para
explorar la posibilidad de su aprendizaje mediante el uso de modelos en el aula.

Las preguntas de investigacion planteadas en este estudio son:

1.- ¢El uso de problemas de modelacion favorece la introduccion de algunos
conceptos de algebra lineal?

a) ¢Qué estrategias utilizan los alumnos cuando
enfrentan un problema de modelaciéon cuya solucion
requiere los conceptos de combinacion lineal, conjunto
generador, espacio generado, independencia Yy
dependencia lineal, base y dimension?

b) ¢Qué estrategias utilizan los alumnos cuando
enfrentan un problema de modelacién cuya solucion
requiere los conceptos de valor, vector y espacio
propio?

2.- ;Qué construcciones requieren los alumnos para aprender los
conceptos mencionados en el punto anterior?

a) ¢Qué construcciones requieren los alumnos para
aprender los conceptos de combinacién lineal,
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conjunto generador, espacio generado, independencia
y dependencia lineal, base y dimensién?

b) ¢Qué construcciones requieren los alumnos para
aprender los conceptos de valores, vectores vy
espacios propios?

c) ¢Es posible favorecer estas construcciones mediante
actividades disefiadas con la Teoria APOE?

3.- ¢Pueden los alumnos construir una concepcion objeto de estos conceptos

cuando son ensefiados usando un disefio didactico basado en la Teoria APOE y
en el uso de modelos?
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

En el disefo y realizacion de esta investigacion se utilizaron los seis criterios
de la Teoria de Modelos y Modelacién (Lesh y Doerr, 2003), para proponer
problemas en contexto que fueran adecuados para ser usados con los alumnos, y
la Teoria APOE (Arnon, et al., 2014) para el disefio de actividades conceptuales
con el fin de apoyar las construcciones de los alumnos en el aprendizaje de los
conceptos de combinacion lineal, conjunto generador, espacio generado,
independencia y dependencia lineal, base y dimension, y valores, vectores y
espacios propios de una matriz.

La decisién de emplear la Teoria de Modelos y Modelacidon se tomé con base
en que la revision de la literatura que hace uso de esta teoria ha demostrado que
es eficaz para la ensefanza de conceptos matematicos en diversos niveles
escolares. Algunos ejemplos del uso exitoso de este acercamiento tedrico son las
investigaciones llevadas a cabo por Aliprantis y Carmona (2003) en el caso de la
maximizacion; Carlson, Larsen y Lesh (2003) para la covarianza; Barnes (2004) en
el caso de nivelar los conocimientos de alumnos de bajo rendimiento; Aguirre,
Elguero, y Rosso (2006) para introducir la modelacion a profesores de
matematicas; Fonseca, Pereira y Casas (2011) en el caso de las funciones de
varias variables y Vargas (2013) en el de maximos y minimos de una funcion.

A pesar del éxito de la Teoria de Modelos y Modelacién, algunos
investigadores (por ejemplo, Larson, Rasmussen, Zandieh, Smith y Nelipovich,
2007; Possani, Trigueros, Preciado y Lozano, 2010; Trigueros, 2014) consideran
que el uso exclusivo de la modelacion, no ha mostrado evidencia suficientemente
clara de la forma en que los alumnos construyen nuevos conceptos matematicos
basados en sus conocimientos anteriores o, de si el trabajo en el modelo es
suficiente para el aprendizaje a profundidad de los conceptos. Estos autores
consideran que es necesario complementar el trabajo en los modelos con alguna
teoria que permita profundizar en la forma en que los alumnos construyen los
conceptos y que ademas provea de herramientas de disefio de material didactico
para favorecer las construcciones deseadas para estimular el aprendizaje de
nuevos conceptos. En concordancia con la posicion de estos autores, en este
trabajo se decidido hacer un uso complementario de la teoria antes mencionada
con la Teoria APOE.

La eleccién de la Teoria APOE se sustentd en la fortaleza de sus constructos
tedricos para realizar analisis de las posibles construcciones de los alumnos
cuando aprenden nuevos conceptos y para disefar actividades que apoyen dichas
construcciones (Trigueros, 2008, 2009 y 2014 y Possani, Trigueros, Preciado y
Lozano, 2010).

Asi, en la presente investigacion se analizé el aprendizaje de los alumnos

usando la combinacion de estas dos teorias para estudiar el aprendizaje de los
alumnos de los conceptos de combinacion lineal, conjunto generador, espacio
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generado, independencia y dependencia lineal, base y dimension, por una parte, y
por otra los conceptos de valor, vector y espacio propio de una matriz.

En la primera parte de esta investigacion se tomd un problema de modelacion
disefiado y probado por Wawro, Rasmussen, Zandieh, Sweeney y Larson (2012)
para la ensefianza de los conceptos de conjunto generador y espacio generado,
pero se amplié para poderlo emplear, ademas, en la ensefianza de los conceptos
de combinacion lineal, independencia y dependencia lineal, base y dimensién. En
la segunda parte de este estudio y con el fin de dar sentido y apoyar la
construccion de los conceptos de valor, vector y espacio propio, que son muy
abstractos y dificiles para los alumnos, se decidid usar los seis criterios de la
Teoria de Modelos y Modelacion, para disefiar un nuevo problema. A diferencia de
otras investigaciones, los criterios de la Teoria de Modelos y Modelacidon se
utilizaron ademas para validar la pertinencia del problema disefiado.

Se considera en esta investigacion que cuando los alumnos resuelven un
problema construyen nuevos conceptos que son utiles para su solucion. La
descomposicion genética de la Teoria APOE es un modelo que predice las
construcciones mentales que deben hacer los alumnos para construir esos
conceptos, asi que constituye una herramienta util para guiar las construcciones
de los alumnos en su construcciéon. En consecuencia, en ambas partes de la
investigacion se utilizé la Teoria APOE para disefiar actividades que ayudaran a
los alumnos en la construccidn de los conceptos de interés.

A continuacion se hace una breve descripcion de los dos marcos tedricos que
se utilizan en esta investigacion. Esta descripcion termina con la elaboracion de un
marco global en el que se usan ambos de manera complementaria.

2.1 MODELOS Y MODELACION

La Teoria de Modelos y Modelacion (Lesh y Doerr, 2003) es un marco
conceptual que propone que el aprendizaje puede desarrollarse a partir del trabajo
de los alumnos con una situacion real que les permita utilizar sus conocimientos
previos para desarrollar un modelo matematico con el cual puedan dar respuesta a
algunas preguntas de interés relacionadas con la situacion planteada. La solucion
del problema puede requerir, por otra parte, el uso de nuevos conocimientos por
parte de los alumnos y esos conocimientos, se pueden construir, de acuerdo a
esta teoria, mediante el trabajo en equipo y durante la discusion con el profesor en
el contexto del trabajo con el modelo.

Trigueros (2009) menciona que esta teoria es un marco teorico util para el
desarrollo de actividades que susciten modelos que permitan a los alumnos
desarrollar ideas matematicas en un contexto realista. Esta perspectiva de
modelacién se enfoca en el desarrollo de herramientas conceptuales que sean
utiles en la toma de decisiones. La idea principal de la perspectiva de Modelos y
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Modelacion consiste en introducir situaciones complejas reales que dirijan a los
alumnos hacia el pensamiento matematico y que permitan generar productos
complejos y herramientas conceptuales para conseguir la meta que se plantea en
el trabajo con la situacion real. Estos productos se construyen durante ciclos de
trabajo y reflexiéon y pueden, en cada ciclo, ser evaluados por los propios alumnos,
por el maestro y por los investigadores.

En la opinion de English, Lesh y Fennewald (2008) esta teoria no fue
desarrollada primordialmente para investigar la solucién de problemas per se, sino
para investigar el desarrollo de los conceptos matematicos de los alumnos y
entender el proceso que se sigue para resolver un problema. Para estos autores,
la Teoria de Modelos y Modelacion propone que las actividades de solucion de
problemas son actividades orientadas hacia una meta, en las que quienes
resuelven los problemas, necesitan hacer adaptaciones significativas a sus
actuales formas de pensar matematicamente para lograr la meta deseada.
Cuando se presenta un problema de modelacion a los alumnos, se espera que
usen, de entre sus conocimientos matematicos, aquéllos que les pueden ser utiles
en la solucion del problema que enfrentan. Las actividades de modelacion tienen
como finalidad promover un desarrollo significativo del razonamiento matematico
en un ambiente realista. Estas actividades le dan al maestro la oportunidad de
observar y analizar aspectos sutiles del desarrollo matematico de los alumnos vy
tener una visidn mas clara de su proceso de razonamiento. Asi, el maestro puede
observar como los alumnos verifican y justifican su modelo matematico en lugar de
s6lo observar su éxito o fracaso cuando responden a una pregunta o problema
especificos.

Los investigadores que han trabajado con esta perspectiva han desarrollado
un conjunto de criterios que deben satisfacer los problemas que se plantearan a
los alumnos para que puedan aplicarse en el aula de forma exitosa y contribuyan
asi al proceso de aprendizaje de los alumnos (Carlson, Larsen y Lesh, 2003).
Estos principios son:

1. Principio de realidad. El contexto que motiva el problema debe ser
suficientemente realista para motivar a los alumnos. Ademas, debe
sugerir suficientes elementos matematicos para que la actividad de
modelacion no sea trivial.

2. Principio de construccion de modelos. EI marco del problema debe
ser suficientemente rico para que el desarrollo del modelo requiera
de conceptos matematicos. Debe plantear la necesidad de
transformar situaciones reales, problemas, en un lenguaje que
permita analizarlos con conceptos y técnicas matematicas.

3. Principio de autoevaluacion. Los alumnos deben poder verificar su

progreso y revisar si los modelos propuestos describen
adecuadamente el comportamiento de la situacidn real que estan
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modelando. La evaluacion debe indicar a los alumnos cuando el
modelo necesita ser modificado.

4. Principio de elaboracion de documentos o de documentacion. Los
alumnos deben ser capaces de registrar su proceso de pensamiento
escribiendo supuestos y modelos en términos verbales vy
matematicos. Esto permite al maestro verificar el progreso y evaluar
el desarrollo del pensamiento de los alumnos para sugerir
actividades adicionales o conceptos nuevos que mejoren el trabajo
con el modelo.

5. Principio de generalizacion de los constructos. Los modelos
desarrollados pueden generalizarse para ser utilizados en otras
situaciones o problemas. El modelo desarrollado debe convertirse en
un nuevo objeto matematico que los alumnos puedan aplicar a otros
problemas y servirles como una nueva herramienta de analisis.

6. Principio de simplicidad. El problema debe representar un reto para
los alumnos pero no tan complicado que no les sea posible
abordarlo.

A continuacion se describe la Teoria APOE.

2.2 TeEoORIA APOE

La Teoria APOE (accion, proceso, objeto y esquema) es una teoria cognitiva
que fue desarrollada como parte de un esfuerzo por entender cémo las
matematicas se aprenden y qué se puede hacer en la ensefianza para ayudar a
los alumnos en su aprendizaje. En este marco se busca entender como, una teoria
cognitiva sobre el aprendizaje de matematicas puede ayudar al proceso de
aprendizaje al explicar fendbmenos que se observan en los alumnos que estan
tratando de construir conceptos matematicos y sugerir acciones pedagogicas que
puedan ayudar en este proceso de aprendizaje. Esta teoria, desarrollada en sus
inicios por Ed Dubinsky en 1985, esta basada en el principio de que la
investigaciéon en Matematica Educativa se refuerza de muchas formas cuando se
basa en una perspectiva tedrica. Dubinsky tomé de la epistemologia genética de
Piaget los elementos que considerd indispensables para la construccion de
conocimientos matematicos y definiéd ciertos conceptos que forman el cuerpo de
la Teoria APOE.

La Teoria APOE tiene como marco de referencia epistemoldgica a la teoria de
Piaget. Toma las ideas piagetianas sobre la manera de pasar de un estado de
conocimiento a otro para analizar la forma en que se construyen o aprenden
conceptos matematicos. Sin embargo, se enfoca en cémo se aprenden los
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conceptos matematicos, en particular, en los correspondientes a las matematicas
universitarias; aunque se ha usado también en otros niveles escolares.

Siempre que se utilizan teorias o resultados que provienen de un contexto
epistemologico en otra ciencia se requiere hacer una adaptacion para adecuarlos
y poder usarlos en su nuevo entorno. Es asi que, el uso de la epistemologia de
Piaget condujo a la elaboracion de una nueva teoria que, basada en las ideas de
dicha epistemologia, fuera de utilidad en el contexto educativo donde se desea
aplicar. Al hacer esta transposicion de la epistemologia a la educacién, fue
necesario incorporar nuevas estructuras teoricas, asi como establecer nuevas
definiciones y nuevas relaciones entre ellas.

La Teoria APOE nacié al estudiar el mecanismo de construccion de
conocimientos conocido como abstraccion reflexiva, que Piaget usa para describir
el desarrollo del pensamiento l6gico en nifios y asi extender la aplicacion de este
mecanismo al analisis del aprendizaje de las matematicas en el nivel universitario.
El mecanismo principal de construccion del conocimiento matematico dentro de
esta teoria es, pues, la abstraccion reflexiva. Este mecanismo se activa a través
de las acciones fisicas 0 mentales que un alumno realiza sobre el objeto de
conocimiento cuando reflexiona sobre ellas. Del mismo modo que en la teoria de
Piaget, la interaccion entre el sujeto y el objeto de conocimiento se considera
como dialéctica, es decir, no es posible separar al objeto de conocimiento del
sujeto que conoce.

La Teoria APOE proporciona una base tedrica al analisis de la forma en que
las ideas matematicas de los alumnos evolucionan y, al mismo tiempo, propone
una metodologia para favorecer que los alumnos hagan las construcciones
necesarias de manera que esta evolucion pueda tener lugar y el aprendizaje de
los conceptos matematicos sea efectivo. Constituye una herramienta que puede
usarse para explicar, objetivamente, las dificultades de los alumnos frente a una
gran variedad de conceptos matematicos y sugerir formas en que pueden
aprenderlos; sefala estrategias que llevan a un mejor aprendizaje de conceptos
matematicos abstractos o complejos y mejora el uso que se hace de ellos para
probar teoremas y resolver problemas.

Con la Teoria APOE como marco tedrico se han realizado investigaciones en
areas como calculo, algebra abstracta, matematicas discreta, estadistica, teoria de
numeros, algebra lineal y ecuaciones diferenciales. En Arnon et al. (2014) se
mencionan mas de 120 publicaciones realizadas en los ultimos 25 afos en todo el
mundo que hacen uso de esta teoria. Se ha usado, también, y ha sido eficaz, en el
disefio de ensenanza de conceptos matematicos basicos como factorizacion de un
numero en sus primos, divisibilidad, maximo comun divisor y minimo comun
multiplo (Bodi, 2006) y fracciones (Arnon, Nesher y Nirenburg, 1999).

El analisis tedrico, conocido como descomposicion genética, intenta predecir

las construcciones mentales que los alumnos deben hacer para entender un
concepto. Con este andlisis se disefian estrategias pedagdgicas: actividades y
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ejercicios que se trabajan en clase y sirven para ayudar a los alumnos a construir
las estructuras mentales necesarias para el aprendizaje. Después se analizan los
datos y de acuerdo a los resultados obtenidos se refina o se valida el analisis
tedrico. El analisis tedrico supone que un individuo no aprende los conceptos
directamente. Si ya ha construido las estructuras apropiadas el aprendizaje se
facilita, pero si no lo ha hecho, entonces éste se vuelve muy dificil o casi
imposible. La finalidad de este analisis es ayudar a los alumnos a construir las
estructuras necesarias y favorecer la construccion de relaciones entre ellas y los
conceptos matematicos.

Esta teoria considera que todos los conceptos matematicos pueden
construirse mediante acciones, procesos, objetos y esquemas. La hipotesis
fundamental de esta teoria es que “el conocimiento matematico consiste en la
tendencia del individuo en enfrentar problemas matematicos construyendo
acciones, procesos Yy objetos mentales y organizandolos en esquemas que tengan
sentido con estos problemas y les permitan resolver los problemas” (Dubinksy y
McDonald, 2001, p.274).

Las componentes o estructuras basicas de esta teoria se definen de la
siguiente manera (Arnon et al., 2014):

ACCIONES. Son transformaciones de los objetos cognitivos previamente
construidos que un alumno percibe como externas o que constituyen instrucciones
que el alumno requiere para realizar cada operacion de un procedimiento. La
realizacion de acciones constituye el inicio de la construccion de cualquier
concepto matematico, por ello, son indispensables. Es decir, un alumno que
muestra un conocimiento de una transformacion limitada a una concepcion accion
no puede ejecutar la transformacion mas que con indicaciones externas que le den
detalles sobre los pasos a seguir. Por ejemplo, en el caso del concepto de valores
propios un alumno que muestra una concepcion accion usa de forma memorizada
el algoritmo de busqueda de los valores y vectores propios de una matriz dada
para encontrarlos. Sin embargo, es incapaz de reconocer si un valor o un vector
dado son o no valores o vectores propios de una matriz sin resolver la ecuacion
caracteristica.

PROCESOS. Cuando la accién o las acciones se repiten, el alumno puede
reflexionar sobre ellas de tal forma que ya no requiere de las instrucciones
externas, las puede imaginar o llevar a cabo sin seguir el orden especifico dado
por las acciones. En este caso, se considera, en la teoria, que las acciones han
sido interiorizadas en un proceso. El proceso hace una transformacion semejante
a la de la accién o las acciones sin necesidad de algun estimulo externo o de
seguir pasos memorizados. Si un alumno muestra una concepcion proceso de una
transformacion puede reflexionar sobre los pasos de la transformacion, los puede
describir o invertir sin realmente efectuarlos; tiene mas control sobre la
transformacion o transformaciones que requiere aplicar, puede construir diferentes
procesos ejecutando diversas cadenas de acciones sobre un concepto y puede
coordinarlo con otros procesos, o revertirlo para obtener un proceso nuevo. En el
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caso del ejemplo anterior, un alumno que muestra una concepcion proceso de
valores y vectores propios, a diferencia de los que muestran una concepcién
accion, es capaz de encontrar las condiciones que debe cumplir un valor o un
vector dado para ser efectivamente valor o vector propio de una matriz dada. No
tiene necesidad de resolver siempre la ecuacion caracteristica y relaciona estos
conceptos con otros del curso como dependencia lineal y determinantes.

OBJETOS. Cuando un alumno enfrenta la necesidad de hacer acciones sobre
un proceso y se da cuenta de su totalidad, puede encapsular el proceso en un
objeto cognitivo. Este alumno ha construido una concepcion objeto de un concepto
matematico si es capaz de trabajar con él como una entidad, la cual puede
transformar mediante nuevas acciones, o analizar sus propiedades. Los alumnos
pueden desencapsular el objeto en el proceso que le dio origen para trabajar
nuevamente con el proceso si es necesario en la resolucion de un problema.
Regresando al ejemplo anterior, un alumno que muestra una concepcién objeto es
capaz de trabajar con los valores y vectores propios como una entidad,
independientemente de si son reales o complejos. Esto se observa en su
capacidad de comparar vectores propios, por ejemplo, explicar con claridad sus
propiedades, como su relacién con la posibilidad de diagonalizar una matriz, e
identificarlos en aplicaciones tales como los Procesos de Markov.

ESQUEMAS. Un esquema para determinado tema o concepto matematico es
la coleccion de acciones, procesos y objetos que un alumno ha construido, que
estan ligados entre si mediante relaciones de naturaleza diversa y que el alumno
evoca, de manera no necesariamente consciente, como un marco mas 0 menos
coherente en la solucion de problemas especificos ligados a los conceptos
matematicos relacionados con el esquema. Cuando el esquema es coherente, el
alumno es capaz de reconocer aquellas situaciones donde puede aplicarse y
discriminar entre los tipos de problemas que pueden o no resolverse mediante su
uso. El alumno puede ademas, conocer sus posibilidades y limitaciones. Cuando
el alumno es capaz de considerar al esquema como un objeto sobre el cual puede
ejecutar nuevas acciones se considera que el alumno ha tematizado el esquema.
Notamos, entonces que en la Teoria APOE existen dos formas de construir
objetos mediante la encapsulacion de un proceso o mediante la tematizacion de
un esquema. Siguiendo con el ejemplo, un alumno que tiene un esquema
coherente de valores, vectores y espacios propios identifica problemas en
contextos diversos que pueden resolverse usando estos conceptos. Muestra
ademas que ha construido la relacion entre valores y vectores propios como
procesos u objetos; que es capaz de identificar las propiedades de los espacios
propios como proceso; que ha construido relaciones con otros procesos u objetos
tales como los relativos al espacio nulo, a la matriz inversa, al determinante, a la
independencia lineal y que es capaz de utilizar indistintamente la interpretacion
algebraica y geométrica de los conceptos de valor, vector y espacio propio.

Las construcciones anteriores no necesariamente deben construirse en el

orden en que se presentan aqui. Los alumnos pueden ir y venir entre estas
estructuras en la construccion de un concepto. Pueden incluso mostrar distintas
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construcciones para determinados aspectos de un mismo concepto matematico.
Los investigadores pueden comparar el trabajo de los alumnos analizando las
construcciones que muestren cuando realizan actividades especificas. En la
Teoria APOE el mecanismo para pasar de una estructura a la otra es la
abstraccion reflexiva. Esta se considera como la reflexion de un alumno sobre el
sentido de las operaciones que efectua sobre sus acciones o procesos en relaciéon
con algun concepto matematico.

Como ya se habia mencionado, la Teoria APOE propone que a partir de estas
estructuras y de los mecanismos asociados a su construccion es posible disefar
un modelo tedrico detallado de la construccién de cada concepto especifico. Este
modelo se conoce como descomposicion genética del concepto en cuestion y en
el se intenta predecir las posibles construcciones que conducen al aprendizaje de
un concepto o tema matematico. El disefio de una primera descomposicion
genética puede partir de la experiencia de los investigadores como maestros, del
analisis epistemologico o histérico de las matematicas involucradas, del analisis de
los resultados encontrados en la literatura sobre el concepto en cuestidn, de la
experiencia de los investigadores como maestros o de una combinacién de estos
factores.

Una vez disefiada una descomposicion genética preliminar se utiliza en la
investigacion para analizar las construcciones que muestran distintos alumnos
cuando estan aprendiendo el concepto o los conceptos de interés. Estas
construcciones se manifiestan a través del trabajo y las explicaciones de los
alumnos cuando resuelven actividades, ejercicios y problemas relacionados con
dicho concepto. Los resultados de la investigacion se utilizan para refinar, si es
necesario, la descomposicién genética de manera que sea mas congruente con la
forma observada en la que aprenden los alumnos. Este proceso de investigacion y
refinacion puede repetirse hasta obtener una descomposicion genética que
permite ensefar de manera efectiva el concepto y explicar las construcciones
propuestas como necesarias para su aprendizaje. Es importante notar que una
descomposicibn genética no es unica. Pueden coexistir distintas
descomposiciones genéticas de un mismo concepto, siempre y cuando den cuenta
de la construccién del mismo de forma adecuada.

La descomposicion genética pone en relieve las construcciones cognitivas que
pueden ser necesarias para el aprendizaje. En ella se destacan las acciones y los
distintos procesos, ademas de la forma de estructurarlos para posibilitar la
construccion de la concepcion objeto y para propiciar también la construccion de
los esquemas que se consideran necesarios para el aprendizaje de la parte de las
matematicas en la que se esta trabajando. Actualmente se cuenta con
descomposiciones geneéticas disefadas por diversos autores sobre una gran
variedad de conceptos matematicos, ver por ejemplo: McDonald, Mathews y
Strobel, 2000; Gavilan, Garcia y Linares, 2006; Trigueros, 2009; Okta¢ vy
Trigueros, 2010; Roa-Fuentes y Oktag, 2012; Arnon et al., 2014.
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Mediante la descomposicion genética, como modelo de aprendizaje de un
concepto o un tema de las matematicas, es posible disefiar actividades que
permitan a los alumnos hacer las construcciones predichas en ella. Estas
actividades se utilizan en el aula siguiendo un ciclo de ensefianza especifico: el
ciclo ACE. En él se comienza por trabajar colaborativamente con algunas
actividades (A) en el aula en pequefios equipos, posteriormente se discute el
trabajo en clase (C) con todo el grupo y finalmente se utilizan algunas actividades
para que se trabajen como ejercicios (E) de tarea. Este ciclo se repite hasta que
se han realizado todas las actividades disefiadas.

La Teoria APOE incluye una metodologia de investigacion ademas de la
metodologia de ensefanza descrita anteriormente. Esta metodologia consta de
tres partes:

e Disefio de wuna descomposicion genética del concepto
matematico.

e Desarrollo e implementacion de métodos de instrucciéon basados
en el analisis tedrico en los que se utiliza el ciclo ACE que incluye
estrategias didacticas tales como aprendizaje colaborativo y/o
programacién en computadora.

¢ Recoleccion y analisis de datos para poner a prueba y refinar, si
es necesario, la descomposicion geneética preliminar y las
actividades de instruccion.

El analisis tedrico se centra en el disefo y redisefo, cuando es necesario, de
la descomposicion genética. Con base en ella se propone una estrategia didactica
para ayudar a los alumnos a hacer las construcciones mentales involucradas en el
aprendizaje del concepto matematico. Al final se disefan instrumentos
cuantitativos y/o cualitativos para determinar las construcciones mentales que
muestran los alumnos en relacion a los conceptos matematicos en cuestion. El
anadlisis tedrico indica, a través de las construcciones incluidas en la
descomposicidn genética, preguntas que los investigadores pueden hacer en el
proceso de analisis de los datos. Los resultados de dicho analisis muestran qué
tan efectiva ha sido la instruccion y las posibles revisiones a la descomposicion
genética que son necesarias para mejorarla como modelo predictivo de las
construcciones de los alumnos.

Un aspecto importante de la Teoria APOE, como instrumento de investigacion
y de ensefianza, es que para trabajar con ella es necesario interpretar los
conceptos matematicos desde el punto de vista tanto de las matematicas mismas
como desde el cognitivo. Por lo tanto, permite incorporar dentro del estudio de la
Matematica Educativa a la Matematica. La construccion de los conceptos
matematicos sigue una logica que es diferente a la utilizada para construir
conceptos de otras disciplinas. Los conceptos matematicos conforman su propio
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sistema, un lugar donde se desarrollan y donde se establecen relaciones entre
ellos y con conceptos de otras disciplinas. Al insertar las matematicas en el
ambito escolar estas relaciones cambian, pero es muy importante conocerlas y por
ello interesan en la Matematica Educativa. La teoria incluye, ademas de la parte
cognitiva, la parte social del aprendizaje, pues se considera que la colaboracién
entre los alumnos y el profesor es indispensable en la construccién del
conocimiento.

Dentro de la Teoria APOE las distintas representaciones se consideran como
una parte integral en la construccion de los conceptos. El desarrollo de la
representacion demanda una interiorizacion de las acciones, una encapsulacion
de los procesos y la construccion de relaciones con el objeto matematico.
Trigueros y Martinez-Planell (2010) mencionan que la Teoria APOE no habla del
papel de la representacion en la comprension de los conceptos, reportan que
algunos autores consideran que, cuando se establecen conexiones entre
constructos internos y representaciones a través de los sentidos, esta involucrada
la visualizacién. Segun Trigueros y Martinez-Planell, la visualizacién también se
puede considerar en el caso de la conexion entre representaciones o imagenes
mentales. Las construcciones que van de representaciones mentales a otras
representaciones mentales pueden describirse entonces por la interiorizacion,
coordinaciéon o reversion de procesos o por la encapsulacidon de objetos.
Comentan que este punto de vista es consistente con la propuesta de Duval
(1999, 2006) quien considera que el proceso de pensamiento de las matematicas,
requiere no solo del uso de sistemas de representacion sino también de su
coordinaciéon cognitiva. Para él la visualizacidén y el razonamiento son procesos de
pensamiento complementarios.

El paso de la descomposicion genética a las actividades didacticas no es
evidente, pero es muy importante pues implica poner una teoria en funcién
didactica. Cada actividad debe tener una meta especifica para facilitar las
construcciones que la descomposicion genética prevé y la secuencia global debe
permitir a los alumnos reforzar estas construcciones.

Esta teoria ha sido utilizada, como se ha mencionado con anterioridad, por
investigadores de distintos paises para estudiar la forma en que los alumnos
construyen una gran variedad de conceptos matematicos. También, se ha usado
para escribir libros de texto. El uso de estos libros ha sido objeto de
investigaciones que han demostrado que, efectivamente, los alumnos que los
utilizan logran hacer las construcciones previstas por la teoria y aprenden los
conceptos a mayor profundidad que los alumnos que han aprendido mediante
otros métodos. Se ha probado que, en general bastan dos o tres iteraciones del
ciclo de investigacién para disenar materiales que promuevan efectivamente el
aprendizaje de los alumnos (Weller, Clark, Dubinsky, Loch, McDonald vy
Merkovsky, 2000).

La Teoria APOE pone de relieve las dificultades que los alumnos enfrentan y
superan y permite a los investigadores ver mas alla de la manera en la que se
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aprende cada concepto en particular y entender la forma en la que los distintos
conceptos se van estructurando unos con otros para ir conformando lo que
llamamos pensamiento matematico. Es adecuada para estudiar el aprendizaje
como fenédmeno de la Educacion Matematica pues permite analizar con detalle la
forma en que los alumnos construyen los conceptos matematicos y posibilita,
ademas, disefiar didacticas especificas, basadas en modelos tedricos que se
pueden poner a prueba de manera experimental.

2.3 Uso DE MODELOS Y MODELACION Y LA TEORIA APOE DE MANERA
COMPLEMENTARIA

El objetivo de este trabajo es analizar el aprendizaje de varios conceptos del
algebra lineal a través de las estrategias que los alumnos ponen en juego frente a
problemas que requieren, para su solucién, de modelacion matematica y del
resultado del uso de actividades conceptuales disefiadas con base en la
descomposicion genética de los conceptos de interés. La Teoria APOE no
propone esta via para el aprendizaje, sin embargo, no se opone a ella. Se
consideré que para poder analizar de manera efectiva el aprendizaje de los
alumnos es necesario destacar la complementariedad de las dos teorias para,
posteriormente utilizarlas en el disefio de la investigacion. A continuacion se
describe un marco tedrico que abarca de manera complementaria las dos
propuestas teoricas.

El problema de modelacion disefiado mediante los criterios descritos por la
perspectiva de Modelos y Modelacion contribuye a fomentar el uso de los
conocimientos matematicos que los alumnos han construido con anterioridad y
gue ponen en juego en la solucidon de la situacién que enfrentan. El analisis de ese
conocimiento previo puede hacerse con la Teoria APOE en términos de las
construcciones mentales que los alumnos muestran. Por otra parte, el trabajo con
el modelo estimula la necesidad de nuevos conocimientos y mediante la Teoria
APOE pueden disefiarse actividades especificas, basadas en una descomposicion
genética, que permiten promover las construcciones relacionadas con el
aprendizaje de los nuevos conceptos, asi como guiar al maestro en sus
intervenciones y en el analisis de las respuestas de los alumnos. Asi, las dos
teorias pueden utilizarse en el disefio de una situacion de ensefanza. Los
modelos permitiran abordar la necesidad de introducir nuevos conceptos y daran
pie a las actividades desarrolladas con la Teoria APOE. Estas actividades daran, a
su vez, oportunidades para que los alumnos regresen al trabajo con el modelo
utilizando nuevas herramientas conceptuales que permiten el desarrollo de nuevos
productos. De esta manera, los ciclos de ensefianza y de investigacion de la
Teoria APOE se insertan de manera natural en los distintos ciclos de modelacién
que entran en juego de acuerdo a la perspectiva de Modelos y Modelacion.
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CAPITULO 3. METODOLOGIA RELACIONADA CON EL
PROBLEMA DE LAS PATINETAS VOLADORAS

Dada la complejidad de la investigacion que se reporta en este trabajo, se
tomd la decision de describirla en dos secciones diferentes. La primera, la
metodologia seguida en la implementacion y analisis de resultados del problema
elegido, que se denomina patinetas voladoras, para la ensehanza de los
conceptos relacionados con el espacio vectorial. En ella, y como ya se mencion6
en el capitulo 1, se tomd y adaptd un problema disefiado por otros investigadores
y descomposiciones genéticas propuestas para los conceptos de interés
existentes en la literatura. La segunda seccién de metodologia se dedica a la
seguida en la implementacion y analisis de resultados de los problemas de
modelacién disefiados para la ensefianza de los valores, vectores y espacios
propios. En este caso, tanto el problema, como la descomposicidn genética
corresponden a un disefio original de este trabajo.

La metodologia seguida en la parte correspondiente al uso y analisis de los
resultados del problema de las patinetas voladoras, puede describirse en cinco
grandes rubros que se describiran a detalle mas adelante:

3.1 DISENO DE LA INVESTIGACION

1. Eleccién de las descomposiciones genéticas relativas a los conceptos de
interés. Se decidié tomar como base del disefio de las actividades conceptuales,
de los instrumentos de investigacion y del andlisis del aprendizaje de los
conceptos las siguientes: la propuesta por Ku (2012) para combinacién lineal,
conjunto generador y espacio generado; la propuesta por esta misma autora (Ku,
2007) para base de un espacio vectorial y una adaptacion de la propuesta por
Trigueros y Lozano (2010) para independencia y dependencia lineal.

2. Analisis teorico utilizando la Teoria de Modelos y Modelacion del problema
de las patinetas voladoras y que se describe mas adelante.

3.2 DISENO DE INSTRUMENTOS

Usando las descomposiciones genéticas mencionadas anteriormente se
disefiaron los instrumentos correspondientes a esta parte de la investigacion: en
primer término, una serie de actividades didacticas para ser empleadas en el aula
como apoyo a la construccion de los conceptos suscitados por el uso del problema
de modelacion y para ponerlas nuevamente a prueba y proponer su refinacién o
validarlas con alumnos en situacion de clase. Algunas de estas actividades se
utilizaron ademas como preguntas de un cuestionario, como tarea o como
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preguntas guia en una entrevista semi-estructurada que se hizo a los alumnos al
final del curso. Por facilidad, dichas actividades se muestran organizadas en torno
a los conceptos que abordan.

1. Combinacioén lineal

2. Conjunto generador y espacio generado
3. Independencia y dependencia lineal
4

Base y dimension

3.3 METODOLOGIA DIDACTICA

La metodologia propuesta para la primera fase consistio en el trabajo de los
alumnos con el modelo y la discusion del modelo con todo el grupo. En esta fase,
se determinaron los conocimientos previos de los alumnos, sus estrategias de
solucion y la necesidad de utilizar nuevos conceptos para dar respuesta a las
preguntas planteadas en el problema de modelacién. Durante la segunda fase, se
utilizaron las actividades conceptuales disefiadas con base en la descomposicion
genética para apoyar la construccion de los nuevos conceptos que serian utiles
para continuar el trabajo con el modelo. Se discutieron, ademas, dichas
actividades y el modelo con el fin de institucionalizar y formalizar el conocimiento y
se dejaron ejercicios de tarea, relacionados con los conceptos introducidos con el
modelo y las actividades conceptuales, para reforzar la reflexion y las
construcciones de los alumnos.

3.4 METODOLOGIA DE INVESTIGACION DE LA TEORIA APOE PARA EL ANALISIS DE
LOS DATOS OBTENIDOS

Es decir, analisis del trabajo de los alumnos con el modelo en términos de sus
estrategias y de los conceptos empleados y las necesidades de nuevos
conceptos, y analisis de las respuestas de los alumnos a las preguntas del
cuestionario utilizado en clase.

3.5 ANALISIS DE LOS RESULTADOS DE LAS ENTREVISTAS

Se disend una entrevista semi-estructurada que se aplico, al finalizar el curso,
a seis alumnos cada semestre para analizar las construcciones predichas en las
descomposiciones genéticas a mayor profundidad y su aprendizaje.
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A continuacion se describe con detalle la metodologia seguida en cada uno de
estos rubros.

3.1 DISENO DE LA INVESTIGACION

En concordancia con la metodologia de investigacién de la Teoria APOE, es
necesario contar con una descomposicion genética. Al tratarse, en este caso del
analisis de la construccion de diversos conceptos relacionados con el espacio
vectorial para los cuales se han validado las descomposiciones genéticas
respectivas, se tomo la decision de utilizarlas para la presente investigacion.

3.1.1 DESCOMPOSICIONES GENETICAS

Las descomposiciones genéticas utilizadas se muestran a continuacion.

Descomposicion genética de combinacion lineal (KU, 2012)

Dado un espacio vectorial V, un conjunto especifico de
vectores S pertenecientes a V y los escalares de un cuerpo
K, los estudiantes empiezan a realizar acciones con los
vectores de S y los escalares de K. Estas acciones
consisten, por un lado, en realizar multiplicaciones de
vectores por un escalar y por otro, la suma entre ellos para
formar un nuevo vector del espacio vectorial V. Al repetir
cada una de estas acciones y reflexionar sobre ellas, se
interiorizan en un proceso, donde el estudiante puede pensar
en formar productos de vectores por escalares y realizar
sumas de vectores sin tener que trabajar con elementos
concretos. Estos dos procesos se coordinan en el proceso de
construir un nuevo vector que es un elemento del espacio
vectorial; dicho proceso es el de combinaciones lineales.

Posteriormente el estudiante puede aplicar el proceso
inverso, a saber, comprobar si existen escalares que puedan
expresar a un vector dado por suma de vectores por algun
escalar. En este caso se implica el proceso de encontrar el
conjunto solucion del sistema de ecuaciones resultante, asi
como la nocion de variable. Asi, el estudiante puede realizar
combinaciones lineales y puede determinar si algun vector w
es una combinacion lineal de un conjunto de vectores dados
(ver diagrama).
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Este proceso se encapsula en el objeto combinacion
lineal; asi el estudiante puede pensar en distintas
combinaciones lineales de los mismos vectores y puede
operar sobre ellas (Ku, 2012, p. 50 — 51).

) ) Sus Polinomios,
Campo K ————————  Espacio Vectorial V elementos — matrices, n-adas,
pueden ser vectores

geomeétricos, etc

Conjunto de vectores S

Accién Accién
Producto por un escalar Suma de vectores
Interiorizan Interiorizan
Proceso Proceso
aivi, azva,...,anVn Vi+Vot...+vn
a1,a2,...,an escalares especificos de V V1,V2,...,va Vectores de V

| Coordinacidn de procesos |

Interiorizicién

Proceso Proceso
Combinaciones lineales Conjunto Solucion, considerando

la nocién de variable
a\v;+a,v,+..+a,v, = Z a;v;
i

’ Coordinar e _invertir

Puede determinar si un vector w es combinacién lineal de un conjunto dado
de vectores

Diagrama de Ku, 2012, p. 51.

Descomposicidon genética de conjunto generador vy espacio generado (Ku, 2012)

Para construir el concepto de conjunto generador, el
estudiante  puede empezar formando todas |las
combinaciones lineales posibles de un conjunto de vectores
de S. Estas acciones se interiorizan en el proceso de
conjunto generador, cuando el estudiante es capaz de
pensar en formar combinaciones lineales sin tener que
realizar las acciones explicitamente y hasta pensar en formar
combinaciones lineales de conjuntos que contienen un
numero infinito de elementos. Este proceso se encapsula en
el objeto conjunto generador. Esta concepcién objeto implica
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que los estudiantes sean capaces de explicar que un espacio
vectorial dado puede ser generado por diferentes conjuntos
generadores, es decir que no tiene que ser generado de
manera unica. Asimismo se da cuenta que los conjuntos
generadores no tienen por qué no tener elementos en comun
0 por qué tener el mismo numero de elementos. De esta
manera el estudiante puede considerar que el numero de
elementos de los conjuntos no es un factor determinante
para ser o no un conjunto generador de un espacio vectorial.
En este caso el concepto espacio generado se da en
términos del conjunto generador, como aquel conjunto T que
se forma por todas la combinaciones lineales de los vectores
de S.

Las construcciones anteriores deben permitir que el
estudiante sea capaz de distinguir los conceptos espacio
generado y conjunto generador, asi como no confundir estos
conceptos y otros como base de un espacio vectorial (Ku,
2012, p. 52 — 53).

Adaptacion de la descomposicidon genética de independencia vy dependencia lineal
de Trigueros y Lozano, 2010

Conocimientos previos:

1) Esquema algebraico que incluye la interpretacién y uso flexible de
variables en sus tres diferentes aspectos.

2) Vectores en campos finitos Z", R> y R® como proceso: incluye la
posibilidad de operar con vectores y operar vectores con escalares.

3) Esquema de conjunto que incluye los procesos de usar notaciéon de
conjuntos y describir los elementos de un conjunto en diferentes maneras y
también el proceso de formar conjuntos con distintos tipos de elementos.

Descomposicidn genética:

Se realizan acciones sobre vectores para formar combinaciones lineales de un
conjunto dado de vectores y para representarlos geométricamente cuando sea
posible. Estas acciones se generalizan en un proceso que permita la
consideracion de todas las posibles combinaciones lineales de esos vectores.
Este proceso se coordina con el esquema de conjunto para considerar el conjunto
de los vectores resultantes. Este proceso se encapsula en el objeto combinacion
lineal.

La accién de buscar una combinacion lineal de la que se obtenga como
resultado un vector dado, en cualquier representacion, se interioriza y coordina
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con el esquema de conjunto para considerar un conjunto de combinaciones
lineales que puede representar a dicho vector, incluyendo al vector cero. Este
proceso se encapsula en un objeto vector como combinacién lineal.

Las acciones necesarias para formar combinaciones lineales e igualarlas a
vectores desconocidos para encontrar el sistema de ecuaciones correspondiente y
su conjunto solucion, se interiorizan en el proceso de considerar todos los vectores
Z" y R" que pueden obtenerse de las combinaciones lineales de todos los
elementos de un conjunto.

Se realizan acciones sobre vectores para determinar si un vector es
combinacion lineal de un conjunto dado de vectores, S. Estas acciones se
interiorizan y coordinan con el proceso de conjunto para encontrar el conjunto de
todos los vectores que se pueden expresar como combinacion lineal de los
vectores en S. Este proceso se encapsula en el objeto combinacion lineal.

El proceso combinacion lineal se utiliza para considerar si el vector cero es o
no combinacion lineal del conjunto S. Este proceso se coordina con el proceso de
conjunto solucion de un sistema homogéneo de ecuaciones lineales para
determinar si la solucion de este sistema es unica o multiple. Se pueden
determinar los conjuntos S en los cuales existe una unica forma de escribir al
vector cero como combinacion lineal (independencia lineal) y los conjuntos S en
los cuales existen muchas formas de escribir al vector cero como combinacién
lineal (dependencia lineal). Estos procesos se denominan independencia y
dependencia lineal (Trigueros y Lozano, 2010).

Descomposicidon genética de base de un espacio vectorial (Ku, 2007)

Para construir el concepto de Base de un espacio
vectorial V, un individuo se debera encontrar en un nivel de
proceso del concepto de espacio vectorial y en un nivel de
accion con las operaciones entre vectores incluyendo la
multiplicacion por un escalar.

El individuo debera realizar acciones con los elementos
de un espacio vectorial V, a través de una serie de acciones
en las que verifica, si un vector puede escribirse como
combinacion lineal de otros vectores que pertenecen a un
conjunto S dado o verificando si el conjunto de vectores dado
es o no linealmente independiente en términos de la
definicion.

El individuo repite estas acciones con vectores
pertenecientes a diversos conjuntos de espacios vectoriales
dados. A partir de la reflexién sobre estas acciones, el sujeto
es capaz de interiorizarlas en un proceso que le permite
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establecer si un vector dado o un conjunto de vectores
pertenecientes a un espacio vectorial pueden o no ser
escritos como combinaciones lineales de los vectores del
conjunto original. A través de la abstraccion reflexiva, el
individuo puede considerar al conjunto de vectores que se
pueden escribir en términos de los vectores dados como un
todo, es decir, ha encapsulado el proceso de verificacion en
dicho conjunto de vectores. Esta encapsulacion implica,
ademas que el individuo es capaz de reconocer cuales
subconjuntos del espacio vectorial pueden generarse a partir
del conjunto dado (conjunto generado).

El individuo puede ademas identificar a partir de las
acciones que le permiten establecer combinaciones lineales
de los elementos de conjuntos dados, cuales de entre ellas
producen el vector cero y de ahi determinar cuales serian los
conjuntos en los que existe una combinacion lineal unica que
da como resultado el vector cero. Estas acciones se
interiorizan en un proceso que permite determinar si un
conjunto dado de vectores cumple con esta condicion
(Independencia lineal). Posteriormente, el individuo puede
considerar este proceso como un todo, es decir, encapsularlo
para pensar en los conjuntos de vectores que satisfacen esta
propiedad.

El individuo puede ademas revertir los objetos en los
procesos que les dieron origen para verificar las propiedades
de los vectores que los conforman. Los procesos anteriores
pueden, ademas coordinarse en un nuevo proceso en el que
se verifica si los vectores de un conjunto dado son
linealmente independientes y se determina cuales vectores
de un espacio vectorial se pueden generar a partir de ellos.
Este proceso incluye también en decidir si dichos vectores
son los indispensables para generar a todos los elementos
de un espacio vectorial determinado. Este proceso se puede
también encapsular, como un todo, en un objeto relacionado
con el espacio vectorial en la mente del individuo: la base,
que le permite, por una parte, caracterizar al espacio
vectorial y por otra, ejercer sobre él nuevas acciones, como
por ejemplo, determinar su dimension, tomarla como punto
de partida para cambiar de base, etc. Ku, 2007, p. 28 — 30.
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3.1.2 ANALISIS TEORICO UTILIZANDO MODELOS Y MODELACION

Se presenta el problema de las patinetas voladoras y se describe la
metodologia seguida en el uso de este problema. Su solucion se encuentra en el
anexo A.

Problema de las patinetas voladoras

El problema de las patinetas voladoras fue disefado originalmente por Wawro,
Rasmussen, Zandieh, Sweeney y Larson (2012). Ha sido utilizado en el ITAM
durante varios afos y se ha redisefiado de manera que permite la introduccion de
otros conceptos que van mas alld de los de conjunto generador y espacio
generado y se ha generalizado para incluir R" a partir del analisis con vectores en
R? y R3. En este trabajo se utiliza para introducir los conceptos de combinacion
lineal, conjunto generador, espacio generado, independencia y dependencia lineal,
base y dimension. En este problema se presenta un escenario general en el
contexto de un posible viaje por el espacio, se inicia con la exploracion de una
situacion en la que se dan datos concretos, pero en el transcurso de toda la
actividad el problema inicial se transforma en un modelo en general.

Este problema se us6 en los semestres de agosto 2010 a enero 2014. Su
analisis incluye lo que se espera que hagan los alumnos, sea correcto o no, y
algunas de las dificultades que pueden enfrentar. A continuacién se presenta el
problema junto con un analisis:

Eres un joven viajero que deja su tierra natal por primera vez. Tus parientes
quisieron ayudarte en tu viaje, asi que antes de partir te dieron dos regalos. Te
regalaron dos medios de transporte: una patineta voladora y una alfombra magica.
Tus parientes te informaron que tanto la patineta como la alfombra tienen
restricciones a las cuales deben someterse:

e Denotaremos el movimiento de la patineta con el vector v, = (3,1).

Con esto queremos decir que si la patineta avanza “hacia adelante” durante
una hora, se moveria en un camino diagonal que resultaria en un desplazamiento
de 3 unidades hacia el este y 1 unidad hacia el norte a partir de su posicién inicial.

e Denotaremos el movimiento de la alfombra magica por el vector v, =
(1,2).

Con esto queremos decir que si la alfombra magica avanza “hacia adelante”
durante una hora, se moveria en un camino diagonal que resultaria en un
desplazamiento de 1 unidad hacia el este y 2 unidades hacia el norte a partir de su
posicion inicial.
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El viaje del sabio

Uno de tus parientes, El Tio Cramer, te recomendd que fueras en tu primer
viaje a visitar al viejo sabio Gauss. El Tio Cramer dice que el viejo Gauss vive en
una cabafa que se encuentra 107 millas hacia el este y 64 millas hacia el norte de
tu casa.

PARTE |

» ¢ Es posible usar la patineta y la alfombra magica para llegar a la cabafa
del viejo Gauss? Si lo es, ¢de qué manera? Si no es posible llegar con estos
medios de transporte, ¢por qué?

Se espera que los alumnos hagan la accién de graficar para localizar en el
plano los vectores que representan el movimiento de la patineta y la alfombra y el
punto que representa la cabafa del Tio Gauss. Graficamente pueden hacer las
acciones para ver el movimiento de cada vector y/o de los dos vectores para ver si
es posible o no llegar al punto meta. Se espera que algunos alumnos hagan
graficas pero no puedan concluir, mientras que otros pueden intentar resolver el
problema utilizando sistemas de ecuaciones lineales.

Se espera que algunos alumnos interioricen estas acciones en un proceso en
el que coordinen la representacion grafica con la representacion algebraica y
hagan el proceso de escribir la ecuacion algebraica y/o la ecuacion vectorial y la
resuelvan para encontrar el numero de horas que necesitan usar la patineta y la
alfombra para llegar a la cabafa de Gauss.

» ¢ Es posible llegar a la cabafia del viejo Gauss utilizando solamente uno de
los dos medios de transporte? ¢, Cual y de qué manera? Si no lo es, ¢ por qué?

Se espera que los alumnos hagan la accion de graficar el vector de la patineta
y reconozcan que se mueven en una sola direccion por lo que no es posible llegar
a la cabafia de Gauss. También, pueden hacer el proceso de escribir una
ecuacion vectorial y/o algebraica y determinar que no existen valores que
resuelvan la ecuacion. Es posible que algunos alumnos dibujen las graficas pero
que tengan problemas para interpretarlas y no sean capaces de concluir o
justificar sus respuestas. El caso de la alfombra magica seria equivalente.

Esta parte del problema tiene como objetivo que los alumnos utilicen
conceptos conocidos y desarrollen métodos de solucidn que permitan la
introduccién del concepto de combinacién lineal.

PARTE I
Cada semana el viejo Gauss mueve de lugar su cabafia. No estas seguro si el

viejo esta tratando de poner a prueba tu ingenio para encontrarlo, o si de verdad
quiere esconderse en un lugar donde no puedas visitarlo. Determina a cuales de
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los siguientes lugares puedes llegar partiendo de tu casa utilizando la patineta y la
alfombra. Para cada ubicacion, explica como llegar o bien explica por qué es
imposible llegar desde tu casa. Recuerda que Gauss vive en una cabafia que se
encuentra 107 millas hacia el este y 64 millas hacia el norte de tu casa.

» Si mueve su casa 3 unidades hacia el oeste y 4 unidades al norte.
» Si mueve su casa 25 unidades hacia el este.
» Si mueve su casa 12 unidades hacia el este y 36 unidades al sur.

Se espera que los alumnos hagan el proceso de resolver la ecuacion vectorial
y/o algebraica para encontrar el numero de horas que deben usar la alfombra y la
patineta para llegar a las distintas ubicaciones. Es de esperar que algunos
alumnos dibujen una grafica e intenten resolver graficamente el problema. En la
ultima ubicacion, 12 unidades este y 36 unidades sur, el numero de horas
necesarias utilizando la alfombra es negativo. Se espera que analizando sus
diagramas y ecuaciones algunos alumnos se den cuenta que este resultado
significa que la alfombra va en reversa mientras que otros concluyan que un
resultado negativo es imposible.

Esta parte del problema tiene como objetivo que los alumnos interioricen las
acciones relacionadas con la combinacion lineal en el proceso que permite escribir
cualquier vector en términos de un conjunto dado de vectores, lo que permite
iniciar las construcciones de conjunto generador y de espacio generado.

PARTE IlI

» ¢ Existe alguna ubicacidn que no se pueda alcanzar utilizando ambos
medios de transporte? Describe los lugares que puedes alcanzar utilizando una
combinacion de patineta con alfombra magica y aquellos que no pueden ser
alcanzados. Especifica los lugares geométricamente y algebraicamente. Incluye
una representacion simbdlica usando vectores. También incluye un parrafo que
explique tu respuesta.

Se espera que los alumnos hagan el proceso de escribir la ecuacion vectorial
y/o algebraica correspondiente al problema y que se den cuenta que es posible
llegar a cualquier punto en el espacio R?. También pueden hacer el proceso
correspondiente mediante graficas para indicar que moviéndose sobre los
vectores y haciendo combinaciones de ellos pueden llegar a cualquier punto en
R2. Se espera también que algunos alumnos tengan dificultades para generalizar
los resultados anteriores o que no sean capaces de interpretar la situacién y no
puedan concluir qué puntos del espacio se pueden alcanzar en las condiciones
que se les presentan.

Esta parte del problema tiene los mismos objetivos de la parte anterior con un
énfasis mayor en la construccion del espacio generado.
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Otras patinetas
PARTE IV

» Ahora supdn que tienes otros medios de transporte: una patineta v, = (2, 3)
y una alfombra v, = (5, 0). ¢Puedes ir a los mismos lugares que con las patinetas
y alfombras anteriores? Explica tu respuesta.

» Supodn que tienes una patineta v; = (2,3) y una alfombra v, = (6,9).
¢Puedes ir a los mismos lugares que con tu patineta y alfombra anteriores?
Explica tu respuesta.

» ¢ Puedes caracterizar a los pares de medios de transporte con los que
puedes alcanzar cualquier lugar en el plano de coordenadas? ¢Qué pares
permiten ir solamente a ciertos lugares del plano? ¢ Cuéles son estos lugares?

Se espera que los alumnos realicen las acciones y procesos que han hecho
anteriormente para discriminar en qué condiciones es posible alcanzar cualquier
punto del plano y en cuales no, y en estas ultimas distinguir los subconjuntos del
plano a los que es posible llegar. Algunos alumnos tendran dificultades para
diferenciar los lugares que pueden alcanzar con las distintas parejas de vectores.

El objetivo de esta parte del problema consiste en dar oportunidades a los
alumnos de interiorizar los procesos de conjunto generador y espacio generado.
Ademas, la comparacion de posibilidades permite encapsular en un objeto el
proceso de combinacion lineal y hacer las acciones iniciales para la construccion
de los conceptos de independencia y dependencia lineal.

Tres medios de transporte

PARTE V

Supon ahora que tienes tres medios de transporte, por ejemplo, una patineta
v; = (2,3), una alfombra magica v, = (5,0) y un jet skiv; = (1,4).

» ¢ Puedes llegar a cualquier lado?

Los alumnos pueden hacer la accion de graficar y/o escribir la ecuacion
vectorial y/o algebraica y darse cuenta que es posible llegar a cualquier punto del
plano R?. Se espera que construyan la coordinacién correspondiente a los
procesos de solucién multiple de un sistema de ecuaciones y de dependencia
lineal. Es posible, sin embargo, que algunos alumnos no sepan qué hacer con el
tercer vector y resuelvan tomando a los vectores de dos en dos.

» Supon que quieres ir a la ubicacion 6 este y 1 sur ¢ puedes llegar? ¢ Como?
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Se espera que los alumnos hagan el proceso de resolver la ecuacion vectorial
y/o algebraica para encontrar el nUmero de horas que usaran la patineta, la
alfombra y el jet ski para llegar a la ubicacion indicada. En este caso se espera
que utilicen el proceso ya construido que les permita identificar que el sistema de
ecuaciones correspondiente es subdeterminado por lo que su conjunto solucién
consta de un numero infinito de soluciones y que esto significa, en relacion con el
problema, que existen muchas formas de llegar a dicha ubicacién. Se espera que
quienes enfrentaron dificultades al trabajar con tres vectores no puedan resolver
las preguntas correspondientes a esta parte de la situacion.

» ¢ Qué conjuntos de tres medios de transporte permiten ir a cualquier lugar?
¢, Cudles no lo permiten? ¢Cdmo puedes describir esto de manera geométrica y
algebraica, usando vectores?

Se espera que los alumnos usen las acciones o procesos construidos
anteriormente para determinar que si los tres vectores son paralelos se llega a los
puntos sobre una recta que pasa por el origen, en caso contrario se genera R?.

Con ello se espera que los alumnos interioricen las acciones que permitan la
construccion del proceso espacio generado y que hagan las acciones necesarias
para, posteriormente, distinguir los objetos conjunto generador y base de un
espacio vectorial. Nuevamente se espera que quienes enfrentaron problemas al
trabajar con tres vectores no puedan responder estas preguntas.

Como se sefalé en el marco tedrico, bajo la Teoria de Modelos y Modelacién
un problema debe cumplir seis principios para poder ser utilizado en una actividad
que favorezca la emergencia de modelos por parte de los alumnos. A continuacion
se analiza el problema en términos de los seis principios de dicha teoria.

1. Principio de realidad. Este problema habla de una patineta
voladora y una alfombra magica, objetos que no existen. Sin
embargo, los alumnos pueden imaginar el problema y otorgarle cierta
realidad. Este problema crea un medio apropiado de
experimentacion para que los alumnos desarrollen ideas vy
razonamientos matematicos. Usando su sentido comun y sus
conocimientos, los alumnos pueden buscar estrategias de resolucion
y modelos matematicos utiles para resolver el problema.

2. Principio de construccion de modelos. Los alumnos
necesitaran conceptos matematicos al trabajar con el problema pues
transformaran las condiciones de éste a un lenguaje matematico que
pueda ser analizado con conceptos y técnicas matematicas. Deben
ser capaces de utilizar graficas o ecuaciones algebraicas y
vectoriales para construir un modelo para explicar la situacion
planteada. El modelo que se espera que construyan es el de
combinacion lineal.
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3. Principio de autoevaluacion. El problema pregunta si se puede
o no llegar a determinados lugares en el plano R? Usando su
modelo y los conocimientos que han empezado a construir, los
alumnos pueden verificar si el modelo que proponen y las
herramientas matematicas que estan usando son las 6ptimas para
responder las preguntas o si tienen necesidad de otros conceptos.

4. Principio de elaboracion de documentos o de documentacion.
Los alumnos escriben sus supuestos, razonamientos y modelos en
términos matematicos y explican su procedimiento verbalmente. Esto
permite al maestro verificar el progreso y evaluar el desarrollo del
pensamiento de los alumnos para que pueda sugerir actividades
adicionales o conceptos nuevos que mejoren el modelo. Ademas, a
través de sus discusiones y la escritura de un resumen en el que
describen, al final, el proceso completo de trabajo en el modelo, los
alumnos documentan el proceso de solucion.

5. Principio de generalizacion de los constructos. Al finalizar la
actividad se espera que los alumnos interioricen las acciones en
procesos Y si es posible encapsulen los procesos encontrados en los
objetos combinacion lineal, conjunto generado, espacio generado,
independencia y dependencia lineal, base y dimension, y que
construyan algunas relaciones entre ellos. Estos conceptos pueden
generalizarse para ser utilizados en otras situaciones o problemas.
También se pide a los alumnos que resuelvan problemas distintos
que tienen relacion (no directa) con el modelo trabajado para verificar
si reconocen la estructura matematica del modelo en ellos y tengan
la oportunidad de aplicar el mismo modelo en situaciones que
aparentemente no estan relacionadas con él.

6. Principio de simplicidad. El problema es lo suficientemente
simple para que los alumnos empiecen a trabajar con él usando sus
conocimientos previos, por ejemplo, graficas y planos cartesianos vy,
mas adelante hagan las construcciones asociadas a los conceptos
nuevos a través del problema y de las actividades conceptuales.

A partir de este analisis se puede decir que el problema cumple los principios
que debe satisfacer un problema segun la Teoria de Modelos y Modelacién.

A lo largo del trabajo de los alumnos con el problema se organizaran
discusiones con el grupo para formalizar sus resultados mediante la definicion de
los conceptos introducidos: combinacion lineal, conjunto generador, espacio
generado, independencia y dependencia lineal, base y dimension, con base en el
trabajo de los alumnos. La maestra introducira las definiciones y teoremas cuando
considere que los alumnos han tenido suficientes oportunidades para hacer las
construcciones sugeridas en la descomposicion genética. Asimismo, los alumnos
trabajaran en las actividades disefiadas con la descomposicién genética de la
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Teoria APOE que contribuiran a que hagan las construcciones mentales que se
consideran necesarias para la construccion de estos conceptos.

3.2 DISENO DE INSTRUMENTOS

Se disefd un conjunto de actividades didacticas con el fin de apoyar a los
alumnos en la construccion de los conceptos de interés a través de la promocion
de las acciones, de oportunidades de reflexion e interiorizaciéon, asi como de
coordinacion de diferentes procesos y de encapsulacion de objetos referidos en la
descomposicidn genética. Algunas de estas actividades se inspiraron en algunos
ejercicios del libro Lay (2012).

Es importante notar que los alumnos trabajaron en varias actividades
semejantes a las que aqui se muestran, con datos diferentes, con el fin de
brindarles oportunidades de reflexién sobre sus acciones y alentar la posibilidad
de su interiorizacion en los procesos correspondientes y de encapsulacion de
objetos. Las actividades disefiadas, conjuntamente con su analisis en términos de
la descomposicion genética, se presentan a continuacion, organizadas por temas
del algebra lineal. Su solucion se encuentra en el anexo B.

3.2.1 COMBINACION LINEAL

1.- Encuentra si el vector v; = (—1,14) es combinacion lineal de los vectores
v, =(1,2)yv3 =(-2,4).

Se espera que algunos alumnos hagan las acciones de graficar los vectores y
buscar los escalares que multiplican a los vectores v, y v; para que al sumarlos
se obtenga al vector v;. Otros pueden escribir la ecuacion v; = a v, + a,v; y
hacer las acciones para encontrar los valores de los escalares y concluir si v; es 0
no combinacion lineal. Se espera que algunos alumnos escriban la ecuacion, pero
no puedan concluir si 7; es o0 no combinacion lineal.

2.- Encuentra si el vector vy = (—7,7,7) es combinacion lineal de los vectores
52 = (—1,2,4) y 53 = (5,—3, 1)

Se espera que los alumnos generalicen a R3 la actividad anterior. Pueden
hacer la accién de graficar y/o resolver la ecuacién vectorial v; = a v, + a,v;
para encontrar los valores de a; y a, y concluir si 7; es 0 no combinacion lineal.
Se espera que los alumnos que tuvieron problemas con la actividad anterior no
puedan resolver ésta.

3.- Demuestra si v = (8, 4, 7) es combinacion lineal de los vectores v; = (1, O, -
1),v,=(2,1,3)yv3; =(4, 2, 6).
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Se espera que los alumnos hagan las acciones o procesos asociados a la
combinacion lineal. Habra algunos que, al no haber construido dichas acciones o
procesos, no sean capaces de responder la pregunta.

3.2.2 CONJUNTO GENERADOR Y ESPACIO GENERADO

En las siguientes actividades, y las posteriores, los alumnos tendran la
necesidad de ir empleando los conceptos construidos anteriormente. Es claro que
quienes no hayan construido dichos conceptos tendran dificultades con ellas. No
se aclara esto en cada actividad para no cansar al lector con repeticiones
innecesarias.

4.- Disilos vectoresT= (1,0) y j= (0,1) generan R

Se espera que los alumnos hagan la accion o proceso de graficar y/o
encontrar algunas de las combinaciones lineales de los vectores T y j para
después generalizar y concluir que si generan R?. Se espera que coordinen el
proceso de solucion de la ecuacion vectorial v = at + bj = (a, b) con el proceso
de conjunto generador para concluir que se genera R2 Algunos no podran
justificar sus respuestas.

5.- Di si los vectores T = (1,0,0), j = (0,1,0) y k = (0,0,1) generan R3,

Se espera que los alumnos generalicen a R® la actividad anterior y coordinen
el proceso de soluciéon de la ecuacién vectorial v = at + bj + ck = (a, b, c) con el
proceso de conjunto generador. Algunos no podran justificar sus respuestas.

6.- ¢Cudl es el espacio generado por los vectores v; =(2,-1,4) vy v, =
(4,1,6)?

Se espera que los alumnos coordinen el proceso de soluciéon de la ecuacién
vectorial v = a4V, + a,v, con el proceso de conjunto generador para encontrar el
plano en R® que generan dichos vectores. Algunos alumnos podran concluir
erréneamente que los vectores generan R® o respondan de forma memorizada
que dos vectores en R3 generan un plano, pero no puedan justificarlo o usen un
procedimiento memorizado para encontrarlo.

7.- SIN HACER operaciones, di si los siguientes vectores generan un plano vy,
en caso afirmativo, qué plano generan. EXPLICA tu respuesta. Sean v; = (3, 0, 2)
y v, =(-2, 0, 3).

Se espera que algunos alumnos respondan de forma memorizada que dos

vectores en R3 generan un plano, pero que no puedan justificarlo y tal vez no
puedan encontrar el plano que dichos vectores generan o usan un procedimiento
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memorizado para hallarlo. Otros alumnos pueden pensar en todas las
combinaciones lineales de dichos vectores sin tener que realizar las acciones
explicitamente y pueden justificar su respuesta dando evidencia de haber
construido el proceso de combinacion lineal y haberlo coordinado con el proceso
de su representacion geométrica.

3.2.3 INDEPENDENCIA Y DEPENDENCIA LINEAL

8.- ¢ Son linealmente dependientes o independientes los vectores vy = (1,2) y
v, = (2,4)?

Se espera que los alumnos hagan la accion de graficar los vectores y
reconozcan que los vectores son paralelos, multiplos, 2v; = v,, Yy/o sobre la
misma recta por lo que son linealmente dependientes (interpretacién geométrica).
Algunos pueden plantear la ecuacion de independencia y dependencia lineal
c1V1 + ¢V, = 0, coordinar su proceso de solucién para encontrar los valores de
c1 Y ¢, con el proceso de dependencia lineal y, reconocer que existe solucién no
trivial, por lo que ambas constantes pueden ser diferentes de cero y concluir que
los vectores son linealmente dependientes. Otros pueden usar sus conocimientos
previos y reconocer que el sistema tendra solucién multiple porque los vectores
son multiplos lo que implica que son linealmente dependientes. Se espera que
algunos alumnos reflexionen sobre sus acciones vy las interioricen en un proceso
con el que concluyan que dos vectores que son multiplos siempre seran
linealmente dependientes.

9.- ¢Son linealmente dependientes o independientes los vectores v; =
1,2,3), v, =(—4,1,5)y v3 =(-5,8,19)?

Se espera que algunos alumnos hagan la accion de graficar, sin embargo al
estar en R3, es mas dificil visualizar si son linealmente independientes o
dependientes. Pueden plantear la ecuacidon de independencia y dependencia lineal
€171 + €3V, + c3U3 = 0, coordinar su proceso de solucion para encontrar los
valores de ¢4, ¢ Yy c3 con el proceso de dependencia lineal y concluir que los
vectores son linealmente dependientes.

10.- ¢Son linealmente dependientes o independientes los vectores v, =
(1,2,4) y v, =(2,-5,3)?

Se espera que los alumnos hagan la accién de graficar y reconozcan que los
vectores no son paralelos por lo que son linealmente independientes. Algunos
pueden plantear la ecuacion de independencia y dependencia lineal y coordinar su
proceso de solucion, para encontrar que los escalares valen cero, con el proceso
de independencia lineal para concluir que los vectores son linealmente
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independientes. Se espera que algunos alumnos reconozcan que al no ser
multiplos son linealmente independientes.

11.- ¢Son linealmente dependientes o independientes los vectores v =
(2,-1,0,3)y v, = (—6,3,0,—9)?

Se espera que algunos alumnos intenten graficar sin reflexionar que estan en
R*. Pueden generalizar, el proceso de dependencia lineal a R* y el teorema de
vectores multiplos, para concluir que los vectores dados son linealmente
dependientes.

12.- ¢Son linealmente dependientes o independientes los vectores v =
(1,-2,3),v,=(2,-2,0) y v3=(0,1,7)?

Se espera que los alumnos hagan el proceso correspondiente a la
independencia y dependencia lineal. Ademas, se espera que algunos alumnos
resuelvan el sistema de ecuaciones lineales de manera memorizada y asi lleguen
a la conclusion correcta.

13.- Sean v, = (1, 1, 1), v, = (3, -1, 0) y v3= (4, 1, 1) linealmente
independientes. Di, sin hacer operaciones, si v = (0, 0, 1) es combinacion lineal de
Ui, U, ¥ v3. Si lo es, no es necesario dar la combinacion lineal. Explica tu
respuesta.

Se espera que algunos alumnos utilicen la ecuacidon algebraica para la
combinacion lineal. Otros pueden coordinar los procesos de independencia lineal,
conjunto generador y espacio generado para concluir que los tres vectores dados
son linealmente independientes y por lo tanto generan R3. Ademas, pueden utilizar
el proceso de combinacion lineal para concluir que v es combinacion lineal de los
vectores dados pues ¥ € R3. Se espera que los alumnos que no hayan construido
los procesos necesarios no puedan responder o necesiten plantear las ecuaciones
correspondientes a la definicién de combinacion lineal.

14.- SIN hacer operaciones di si los siguientes vectores son linealmente
dependientes o independientes. EXPLICA tu respuesta.

a) (2, 3,5),(0,0,0), (1,1, 8)
b) (-2, 4, 6, 10), (3, -6, -9, -30)
c) (1, 4), 3, -5), (2, 1)

d) (1,0,1,1), (0, 1,1,1)

Los alumnos entienden que sin hacer operaciones significa que no deben
resolver las ecuaciones correspondientes a las definiciones de independencia y
dependencia lineal.
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Se espera que algunos alumnos no puedan resolver esta pregunta sin plantear
las ecuaciones correspondientes a las definiciones de independencia y
dependencia lineal. Se espera que otros alumnos utilicen los procesos construidos
en relacion con los conceptos de independencia y dependencia lineal para
responder y analizar las propiedades de cada conjunto de vectores vy justificar sus
respuestas.

15.- ¢Si ninguno de los tres vectores, 74, U, Y T3 en R® es un mdltiplo de
alguno de los otros vectores, entonces v;, v,y 7v3son linealmente
independientes?

Los alumnos pueden coordinar el proceso de independencia lineal con el
teorema de vectores multiplos para concluir que no tienen informacioén suficiente
para determinar la independencia lineal de los vectores.

16.- Justifica si el siguiente enunciado es verdadero o falso. Siv,,v, y v3 son
linealmente independientes, entonces ¥, ,7, y T3 no estan en R?,

Se espera que los alumnos coordinen el proceso de independencia lineal con
el de la dimension del espacio o con el proceso de solucion de un sistema
subdeterminado para concluir que los vectores deben estar en R® 0 en R" con n >
2.

17.- Di si es falso o verdadero. EXPLICA tu respuesta.

a) Las columnas de cualquier matriz Asxs son linealmente
dependientes.

b) Si v; y v, son linealmente independientes y ¥4, U, y V3 son
linealmente dependientes, entonces puedes afirmar que v3; es
combinacion lineal de v, y v,.

Se espera que algunos alumnos no puedan responder esta pregunta al no
tener vectores y una matriz en particular. Puede ser que algunos de ellos escriban
algunos casos particulares pero no puedan justificar su respuesta.

Otros alumnos estaran evidenciando haber construido una coordinacion entre
los procesos de columnas de una matriz como vectores, espacio generado y
dependencia lineal al justificar que los vectores son linealmente dependientes
(inciso a).

Para el inciso b se espera que los alumnos coordinen los procesos de
combinacion lineal, independencia, dependencia lineal y espacio generado para
concluir que necesariamente v; esta en el espacio generado por vy y v, Y, por lo
tanto, es combinacion lineal de ellos.
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18.-Seav; =(1,1,1), v, =(3,-1,00)yv3 =(4,1,1). ¢Estdv =(0,0, 1) en el
espacio generado por vq, U, Y 3?

Se espera que algunos alumnos respondan de forma memorizada que tres
vectores generan R2 por lo que v esta en el espacio generado sin reflexionar
sobre la independencia lineal de los vectores o que hagan las acciones
correspondientes para verificarlo. Se espera que otros alumnos den evidencia de
haber construido los procesos de independencia y dependencia lineal y de
haberlos coordinado con el de espacio generado para responder y justificar su
respuesta.

19.- ¢ En qué casos es posible que cuatro vectores generen R>? JUSTIFICA.

Se espera que algunos alumnos escriban cuatro vectores cualesquiera o
contesten de forma memorizada que cuatro vectores no pueden generar R® 0 no
sean capaces de responder. Otros alumnos pueden reconocer que para generar
R® se necesitan cinco vectores linealmente independientes, demostrando en su
justificaciéon que han construido el proceso de conjunto generador y lo han
coordinado con el de espacio generado.

20.- Encuentra un conjunto de vectores que genere a W = {v ¢ R* | = (4a +
3b,0,a+b+c,c-2a)cona, b, c R}.

Se espera que los alumnos reconozcan que al haber tres constantes a, b y ¢
arbitrarias se necesitan tres vectores para generar el espacio W. Pueden escribir
tres vectores cualesquiera sin dar justificaciones. Otros alumnos pueden escribir
una ecuacion vectorial que incluya una combinacion lineal de vectores linealmente
independientes para encontrar el conjunto generador, mostrando haber construido
una concepcion proceso de conjunto generador y espacio generado.

21.-Seanv; = (1,0, -2),v, = (-2, 1, 7) y v3 = (h, -3, -5). ¢ Para qué valores de
h se encuentra v en gen {v;, v,}?

a) ¢Son linealmente dependientes o independientes los vectores
U4, Uy Y U3? ¢, Qué generan?

b) ¢Son linealmente dependientes o independientes los vectores
v; Y 7,7 ¢ Qué generan?

c) ¢Qué diferencia existe entre gen {v4, v, y v3} y gen {vy, V,}?

Se espera que algunos alumnos no puedan resolver esta pregunta al no poder
encontrar el valor de h. Otros alumnos podran encontrar los valores de h para los
cuales v3; es combinacion lineal de vy y v, y coordinar con los procesos de
conjunto generador y espacio generado para concluir que v; esta en el espacio
generado por 7, y U, y que los tres vectores generan un plano en R3. Se espera
que en el inciso a coordinen el proceso de dependencia lineal con el de
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combinacion lineal para concluir que los tres vectores son linealmente
dependientes. En el inciso b pueden usar el proceso de independencia lineal para
demostrar que los dos vectores son linealmente independientes. Se espera que
respondan en ambos incisos que se genera un plano en R3. Mostraran evidencia
ademas de que han construido el proceso de espacio generado al concluir que
ambos conjuntos generan el mismo plano.

22.-Seanv; =(1,0,-1), v, =(2,1,3) y v3 = (4,2,6).

a) Sin hacer calculos encuentra qué generan v, ,v, y V3.

b) Sea v=(3,1,2). ¢(Esta v en el subespacio generado por
{v1,v, yv3}. ¢Por quée?

c) Con la informacién del inciso anterior revisa el inciso a).
¢,Cambia tu respuesta? ¢Por qué?

Se espera que algunos alumnos respondan que tres vectores generan R3, sin
reflexionar sobre su independencia lineal o que sigan un procedimiento
memorizado pero no puedan interpretar el resultado obtenido del sistema de
ecuaciones. Para el inciso b se espera que comprueben si el vector dado se
puede escribir como combinacion lineal de los vectores del conjunto, pero que no
sean capaces de rectificar su respuesta en el inciso ¢ al no saber interpretar el
resultado obtenido con el sistema de ecuaciones de la combinacion lineal.

Otros alumnos pueden reconocer que los vectores v, y v; son multiplos por lo
que el conjunto de vectores dado es linealmente dependiente. En el caso de que
algunos de ellos no noten esto se espera que muestren haber construido los
procesos de independencia y dependencia lineal y concluyan que los vectores son
linealmente dependientes. Al reflexionar sobre esto se espera que utilicen el
proceso que permite transformar un conjunto de vectores linealmente
dependientes en un conjunto de vectores linealmente independientes y lo
coordinen con el proceso de espacio generado para concluir que se genera un
plano. En el inciso b se espera que coordinen los procesos de combinacion lineal
y espacio generado para concluir que el vector dado es combinacion lineal del
conjunto de vectores que encontraron y esta en el espacio generado. En el inciso
c pueden usar los procesos anteriores para contestar que la informacion del inciso
anterior les confirma que los tres vectores no generan R3.

Puede ser que algunos alumnos cometan un error y concluyan que los
vectores dados son linealmente independientes y generan R2. Sin embargo, se
espera que al resolver los incisos b y ¢ reflexionen sobre su respuesta y la corrijan
al reconocer que v no es combinacion lineal de los vectores dados.

23.- Sean vy =(3, 3,-1), v, =(1,12,0) y v3 = (3, 36,0). Sin hacer
operaciones di qué generan v, v, y U3 .
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Algunos de los alumnos pueden responder que los tres vectores dados
generan R2 sin reflexionar sobre su independencia lineal. Se espera que otros
alumnos coordinen el proceso de vectores multiplos o paralelos con el proceso de
dependencia lineal para concluir que los vectores v, y 73 son linealmente
dependientes y, por lo tanto, el conjunto de los tres vectores también lo es. En el
caso de que algunos de ellos no reconozcan esto, se espera que muestren haber
construido los procesos de independencia y dependencia lineal y concluyan que
los vectores son linealmente dependientes. Al reflexionar sobre esto se espera
que coordinen los procesos de conjunto generador e independencia lineal para
concluir que los tres vectores generan un plano en R3.

24.- Escribe dos vectores linealmente independientes en R® (explica por qué lo
son) y encuentra un vector que esté en el espacio generado por ellos.

Se espera que algunos alumnos escriban dos vectores cualesquiera en R® sin
justificar su independencia lineal y no sean capaces de encontrar el vector en el
espacio generado.

Se espera que otros alumnos utilicen el proceso de independencia lineal para
encontrar los dos vectores que se piden y lo coordinen con los procesos de
combinacion lineal, conjunto generado y espacio generado para encontrar un
vector en el espacio generado por ellos.

25.- Di si es falso o verdadero. EXPLICA tu respuesta.

a) Sean los vectores v4, V5, V3 Y V4 en R". Si sabes que las
parejas {v1, U2}, {v1, U3}, {V1, Va}, {V2, U3}, {V2, Va} y {v3, D4} sON
linealmente independientes, entonces el conjunto {v, v,, V3, U4} €S
linealmente independiente.

b) Dos vectores son linealmente dependientes si y solo si, estan
en una misma recta que pasa por el origen.

Se espera que algunos alumnos tengan dificultades para responder
correctamente y justificar sus respuestas. Los alumnos que no han construido el
proceso de independencia y dependencia lineal pueden contestar que al tener
parejas linealmente independientes el conjunto de todos los vectores también lo
sera (inciso a). Los que no han construido el proceso de conjunto generador y
espacio generado pueden contestar de forma memorizada que dos vectores
linealmente dependientes generan una recta pero no podran justificar si pasa o no
por el origen (inciso b).

Se espera que otros alumnos coordinen los procesos de independencia y
dependencia lineal para concluir, en el inciso a, que no se cuenta con suficiente
informacion para determinar si los vectores son linealmente dependientes o
independientes por lo que la afirmacion es falsa. En el inciso b, los alumnos
pueden coordinar el proceso de independencia lineal con el de representacion
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geométrica para concluir que dos vectores linealmente dependientes son
multiplos, paralelos y por lo tanto estan en una misma recta que pasa por el
origen. Esto puede responderse de forma mecanica o explicarse mediante
argumentos que pongan en evidencia la posibilidad de que los alumnos hayan
construido una concepcién proceso.

3.2.4 BASE Y DIMENSION

26.- Encuentra dos vectores que generen R?. ¢Existen otras parejas que
también lo generen? ¢Son linealmente dependientes o independientes estas
parejas de vectores? ¢ Forman una base para R?? ¢,Cudl es la dimensién de dicha
base?

Se espera que algunos alumnos respondan de forma memorizada con la
pareja: t=(1,0) y j=(0,1), pero no puedan encontrar otras parejas. Otros
pueden coordinar los procesos de independencia, dependencia lineal, conjunto
generador y espacio generado para encontrar distintas parejas de vectores,
reconocer que generan R? y determinar que deben cumplir las condiciones de
independencia lineal. Se espera que estos alumnos coordinen todos los procesos
anteriores para concluir que como dichas parejas generan R? y son linealmente
independientes cumplen las condiciones para ser una base. Se espera que estos
alumnos determinen que la dimensidén es dos al tener la base dos vectores. Tal
vez algunos alumnos expliquen que el espacio R? puede ser generado por
diferentes conjuntos generadores.

27.- Encuentra tres vectores que generen R?. ¢Existen otras tercias que
también lo generen? ¢Son linealmente dependientes o independientes estas
tercias de vectores? ¢Necesitas tres vectores para generar R?? ¢Forman una
base?

Se espera que los alumnos coordinen los procesos de conjunto generador,
espacio generado, independencia y dependencia lineal y base para encontrar
distintas tercias de vectores y reconocer que generan R2. Pueden concluir que
tienen tres vectores en R? o utilizar el proceso de dependencia lineal para
determinar que los vectores seran linealmente dependientes. Ademas, pueden
coordinar los procesos anteriores con el de combinacion lineal para determinar
que uno de los vectores es combinacion lineal de los otros dos. Al coordinar todos
los procesos anteriores pueden concluir que necesitan solamente dos vectores
linealmente independientes para generar R?. De esta forma los alumnos podran
concluir que existen distintas bases para R? pero todas de dimension dos.
Algunos alumnos tendran dificultades para responder esta pregunta por su
imposibilidad de coordinar alguno o algunos de los procesos involucrados.
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28.- ¢Son linealmente dependientes o independientes los vectores v; =
(2,-3,4), v, =(4,7,—-6),v3 = (18,-11,4) y v, = (2,-7,3)? ¢Forman una base
para R3? Explica.

Se espera que los alumnos resuelvan la ecuacion de independencia y
dependencia lineal ¢,7; + ¢;U, + ¢3U3 + ¢4, = 0 como un proceso y que
coordinen el proceso solucion del sistema con el proceso de dependencia lineal al
encontrar algunas constantes diferentes de cero. Algunos pueden coordinar con
los procesos correspondientes a otros conceptos del curso y reconocer que el
sistema de ecuaciones que resulta es un sistema homogéneo subdeterminado por
lo que tendra solucidn multiple, es decir, los vectores son linealmente
dependientes. Se espera que algunos de entre estos alumnos coordinen el
proceso relacionado al numero de elementos del conjunto con el proceso de
dimensidon del espacio al que pertenecen y con el de dependencia lineal para
determinar las condiciones en las que los vectores seran linealmente
dependientes. Se espera, por ultimo, que los alumnos coordinen el proceso de
conjunto generador con el de dependencia lineal para concluir que los vectores
dados no pueden ser una base para R3. Se espera también que algunos alumnos
tengan dificultades debido a la falta de coordinacion de los procesos antes
mencionados.

29.- Seavy; =(2,-1,4), v, =(1, 0, k) y v;3 = (3, -1, 5). ¢Para qué valores de k
los vectores 74, U, Y T3 son una base para R3? Explica tu respuesta.

Se espera que los alumnos hagan acciones correspondientes a encontrar la
independencia y/o dependencia lineal para encontrar los valores de k. Algunos
alumnos no podran explicar su respuesta. Otros alumnos encontraran los valores
de k para los cuales los vectores dados son linealmente independientes vy
coordinaran este proceso con el proceso de conjunto generador y espacio
generado para concluir que los vectores son base para R3. Estos alumnos
mostraran asi evidencia de haber construido la coordinacién de los procesos de
independencia lineal, conjunto generado, espacio generado y base. En esta
pregunta, nuevamente las dificultades posibles pueden deberse a la falta de
coordinaciéon de los procesos que aqui se mencionan.

30.-Seawv,=(7,4,-9,-5),v,=(4,-7,2,5 yv; =(1, -5, 3, 4). Sabes que v; —
3v, + 573 = 0. Usa esta informacion para encontrar una base para H = gen {7,
U,, U3}

Se espera que algunos alumnos concluyan, sin reflexionar sobre la
independencia lineal de los vectores, que forman una base. Se espera que otros
alumnos utilicen los procesos construidos en relacion con los conceptos de
combinacion lineal e independencia lineal para concluir que los vectores dados
son linealmente dependientes y coordinen los procesos anteriores con los de
conjunto generador, espacio generado y base para responder y encontrar la base
de H.
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31.- Sea H = gen {v4, v, V3, ..., V,,}, entonces {v,, v,, V3, ..., Uy} €S UNa base
para H. Cierto o falso, explica.

Algunos alumnos pueden concluir que es una base sin reflexionar sobre la
independencia lineal de los vectores. Otros alumnos pueden utilizar los procesos
construidos en relacion con los conceptos de independencia lineal, conjunto
generador, espacio generado y base para concluir que los vectores no son una
base pues no se da informacion sobre su independencia lineal.

32.- El conjunto de vectores {v,4, V,, V3, ..., Up} €S linealmente independiente
entonces {vy, v,, V3, ...., V_1} €S base del espacio generado por {vy, v,, v3, ....,
v,} . Falso o verdadero.

Se espera que algunos alumnos concluyan que el enunciado es verdadero sin
reflexionar sobre el niumero de vectores de los conjuntos dados. Otros alumnos
pueden utilizar el proceso de conjunto generador para concluir que el enunciado
es falso pues el conjunto {v,,...,V,_1} no tiene el mismo numero de elementos
que el conjunto original. De esta forma mostraran evidencia de haber construido el
proceso de base.

33.- Encuentra los vectores que se piden. Explica tu respuesta.

a) 5 vectores en R* que sean una base para R*.
b) 4 vectores en R® que sean una base para R®

c) 2 vectores linealmente independientes en R® (explica por qué
lo son) y encuentra un vector que esté en el espacio generado por
ellos.

d) Escribe una base para R’que incluya al vector cero.

Se espera que algunos alumnos al resolver los incisos a y b escriban los
vectores que se piden sin razonar si cumplen con las condiciones necesarias para
ser base para un espacio dado. Para el inciso ¢ se espera que escriban los
vectores pero no puedan justificar su independencia lineal ni encontrar un vector
en el espacio generado por ellos. Para el inciso d se espera que algunos de estos
alumnos incluyan, de forma erronea, al vector cero en la base.

Se espera que otros alumnos utilicen los procesos construidos en relacion con
los conceptos de independencia lineal, conjunto generador, espacio generado y
base para responder y analizar las propiedades de los vectores que se piden. En
el inciso a pueden coordinar los procesos de dependencia lineal y base para
concluir que no es posible construir una base con cinco vectores en R* pues cinco
vectores en R* siempre seran linealmente dependientes. En el inciso b pueden
coordinar los procesos de conjunto generador y base para concluir que necesitan
cinco vectores para generar R°® por lo que no es posible encontrar una base con
cuatro vectores. En el inciso ¢ pueden coordinar los procesos de independencia
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lineal y conjunto generador para encontrar los vectores que se piden. Finalmente,
en el inciso d pueden coordinar los procesos de dependencia lineal y base para
concluir que todo conjunto que incluya al vector cero es linealmente dependiente y
no puede ser base de R’.

34.- Encuentra una base y su dimensién para el conjunto de vectores en el
plano: x + 2y + z = 0. Explica tu procedimiento y justifica tu respuesta.

Se espera que algunos alumnos tengan dificultades para responder
correctamente y justificar su respuesta. Mientras que otros alumnos coordinen el
proceso de independencia lineal con el de conjunto generador para encontrar dos
vectores linealmente independientes en el plano. Se espera que coordinen los
procesos anteriores con el de base para concluir que cumplen las condiciones
para ser una base. Se espera que estos alumnos determinen que la dimension es
dos al tener la base dos vectores.

Algunos alumnos pueden mostrar evidencia de haber construido Ila
coordinacion de los procesos algebraico y geométrico de independencia lineal y su
coordinacién con el de espacio generado al justificar su respuesta con graficas.

35.- Sea z = 2x + by.

a) ¢ Qué representa graficamente?

Se espera que los alumnos utilicen el proceso de representacion geométrica
del plano y reconozcan que la ecuacién dada es un plano en R® que pasa por el
origen.

b) ¢Es un subespacio vectorial?

Se espera que los alumnos coordinen el proceso de subespacio vectorial con
el proceso de representacion geométrica del inciso a para concluir que es un
subespacio vectorial de Ry puedan justificarlo.

c) ¢Cuantos vectores tendria una base del espacio anterior?
¢ Existen varias bases?

Se espera que los alumnos puedan coordinar los procesos de independencia
lineal, conjunto generador y espacio generado para concluir que dos vectores
linealmente independientes en el plano lo generan. Se espera que coordinen los
procesos anteriores con el de base para concluir que dichos vectores cumplen las
condiciones para ser una base.

Algunos alumnos pueden explicar que el plano puede ser generado por

diferentes conjuntos generadores, por lo que existen muchas bases que lo
generan. Se espera que los alumnos que no han construido los procesos

59



anteriores contesten de forma memorizada que necesitan dos vectores y que
contesten erroneamente que existe solamente una base.

d) Encuentra una base y su dimension.

Se espera que los alumnos coordinen los procesos de independencia lineal,
conjunto generador, espacio generado y base para encontrar una base y su
dimensién. Los alumnos que no han construido los procesos anteriores pueden
escribir dos vectores cualesquiera y de forma memorizada contestar que la
dimension es dos.

3.3 METODOLOGIA DIDACTICA

La instruccion en clase siguio el ciclo ACE descrito en el marco tedrico. El
problema de modelacién se utilizé en los semestres que van de agosto del 2010 a
enero del 2014. Los alumnos involucrados en esta investigacion estaban inscritos
en un curso de algebra lineal en una licenciatura de economia en una universidad
privada de México, ITAM, Instituto Tecnolégico Autonomo de México. Durante los
ocho semestres en los que se pusieron a prueba los modelos disefiados los
grupos eran en promedio de 33 alumnos, los cuales se dividieron para trabajar en
equipos de 3 0 4 alumnos cada uno. Los alumnos trabajaron de forma conjunta en
la modelacion y en las actividades conceptuales y tuvieron oportunidades de
discutir y reflexionar sobre su trabajo.

Los equipos se nombraron con letras (A, B, C, etc.) y a los alumnos se les
identificé con un subindice, por ejemplo As es el alumno 3 del equipo A. El trabajo
se realizo en los semestres de agosto - diciembre 2010 a enero — mayo 2014, por
lo que se especifica para los alumnos, entre paréntesis, el semestre al que
pertenecen: Sem. 1-2014, es el primer semestre del afio 2014. Es importante
destacar que, como es usual, los comentarios de los alumnos, obtenidos de la
transcripcion de la grabacidn de sus conversaciones o explicaciones, se
reproducen textualmente entre comillas aun y cuando sus respuestas no sean
correctas.

En esta investigacion la maestra fue la autora de este trabajo. Esta decision se
tomo porque se considerd que, en esta etapa de la investigacion, si otro maestro
daba el curso podria darse el caso de que no siguiera exactamente lo planeado
para la investigacion y que la preparacion necesaria para lograr que lo hiciera
tomaria mas tiempo del que se disponia para la misma. El curso en el que se llevd
a cabo la investigacion es un curso curricular y al finalizarlo los alumnos fueron
evaluados.

Durante la clase la maestra fue elaborando una bitacora en donde se registro

el avance de los distintos equipos, con los comentarios, dudas, propuestas, etc.
que surgieron dentro de cada equipo, entre los equipos y en la discusion en clase.
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Ademas se hicieron grabaciones de las clases. Todo esto con la finalidad de poder
analizar las construcciones de los alumnos en distintos momentos del trabajo en
clase y qué dificultades encuentran al resolver los problemas y las actividades
planteadas.

Se siguié la metodologia del ciclo ACE modificada. No se dividié este ciclo por
clases por razones practicas relacionadas con el avance de los alumnos. La
metodologia de trabajo fue la siguiente: la maestra dio al grupo el problema, en
cada ocasion, y lo leyo resolviendo cualquier duda o problema de comprensién
que se presentara. Después, los alumnos trabajaron en equipos. La maestra
discutié con los distintos equipos el trabajo que realizaban, resolvié dudas e hizo
preguntas y comentarios sobre los avances en cada uno de ellos. Después de 20
minutos, la maestra paso al pizarron a 3 equipos, que abordaron el problema de
diferentes maneras, para que expusieran y argumentaran su trabajo, el cual se
discutié con los demas alumnos de la clase y con la maestra. Este procedimiento
se repitid dos veces hasta que se decidid, conjuntamente utilizar aquel modelo que
representara de mejor manera la situacién planteada.

Los alumnos regresaron a trabajar en equipos en el problema de modelacion.
La maestra observo el trabajo de los alumnos y detenia, en ocasiones, el trabajo
de los equipos para que alguno de ellos explicara en el pizarron sus ideas sobre la
respuesta a las preguntas. Mientras los alumnos trabajaban en equipo, la maestra
los apoy6é mediante preguntas pertinentes para estimular la reflexién sobre su
trabajo y para ayudar a su progreso en la solucion de las tareas incluidas en las
actividades. En cada ocasion, cuando la maestra consider6 que la discusion
sobre el trabajo en las preguntas planteaba la necesidad de trabajar las
actividades conceptuales, la maestra introdujo algunas actividades basadas en la
descomposicién genética. En la discusion con el grupo completo que sigui6 al
trabajo con las actividades, la maestra cuestiond, comparé y aclaré las opiniones y
dudas y finalmente formalizé los conceptos incluidos en las actividades. Ademas,
relacion6 dicho trabajo con la definicion y la teoria de los conceptos estudiados
que los alumnos necesitaban para continuar con su trabajo en el problema. Es
importante notar que estos conceptos se introdujeron paulatinamente, conforme
los alumnos los necesitaban o cuando era necesario formalizar aquellos conceptos
que los alumnos ya estaban empleando sin conocer su definicion.

Las actividades conceptuales se utilizaron en distintos momentos del trabajo
en clase, pues, como ya se menciond, su introduccion respondid a las
necesidades de los alumnos. Por ultimo, la maestra dejé algunas actividades y
ejercicios convencionales como tarea para reforzar el proceso de reflexion sobre
los conceptos introducidos. Este ciclo se repitio varias veces hasta que se
utilizaron todas las actividades disefiadas para cada uno de los temas estudiados
en este trabajo. Ademas se disend un cuestionario. Las preguntas de dicho
cuestionario se usaron en un examen parcial y en el final como instrumento para
analizar las construcciones de los alumnos.

61



De la seccion anterior (3.2) se tomaron los ejercicios 1, 2, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11,
12, 26, 27 y 28 como actividades conceptuales de clase y los ejercicios 3, 7, 13,
14,17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 29, 30, 31, 32, 33 y 34 para el cuestionario.
Esta decision se tomo6 después de haber disefiado todas las actividades aqui
reportadas para asegurar que las preguntas del cuestionario estaban claramente
relacionadas con las actividades en clase y las utilizadas en las tareas. Al mismo
tiempo se disefaron actividades que se destinaron a la entrevista.

3.4 METODOLOGIA DE INVESTIGACION DE LA TEORIA APOE PARA EL ANALISIS DE LOS
DATOS OBTENIDOS

La metodologia de investigacion consiste en tres componentes: analisis tedrico
(descomposicidn genética), recoleccion y anadlisis de datos y disefio e
implementacion de la ensefianza. Esta metodologia se describio en el marco
tedrico. La siguiente figura ilustra las componentes de la metodologia de
investigacion (Arnon et al., 2014, p. 94):

[ Analisis tedrico ]

/

Recoleccion y Disefio e
analisis de los <«——— | 1mplementacion de la
datos ensefianza

La maestra iba anotando todas las preguntas, respuestas, dudas, comentarios,
etc. que surgian en el momento de la discusion en clase y durante la presentacion
de la teoria y la resolucién de las actividades disefiadas. La maestra llen6 después
de clase una bitacora en la que describio el trabajo de los alumnos, las dificultades
encontradas, las ideas interesantes que surgieron del trabajo de los alumnos, y su
relacion con la descomposicion genética. Las observaciones del grupo, y la
bitacora fueron analizadas de forma independiente por las investigadoras: la
maestra y su tutora. Posteriormente, los resultados encontrados se discutieron y
se negociaron a modo de triangular los resultados obtenidos.

Al finalizar con el trabajo en el conjunto completo de actividades conceptuales
y de preguntas relacionadas con el problema de modelacion, se realizé un examen
parcial. Al final del curso, en el examen final, se incluyeron preguntas relacionadas
con los temas introducidos siguiendo la metodologia experimental. Algunas de
entre ellas requerian la realizacién de inferencias a partir del conocimiento
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construido. Se pidi6 a los alumnos que justificaran por escrito todos sus
procedimientos y respuestas. Las preguntas de ambos examenes fueron
analizadas de manera independiente por las investigadoras en los mismos
términos que el trabajo en clase. Todos los resultados obtenidos fueron discutidos
y negociados entre ellas.

Para la recopilacién de los datos se pidié a los equipos que escribieran todos
los razonamientos que empleaban en la solucion de los problemas de los
cuestionarios, ya fuesen dibujos, diagramas, calculos, etc. Se pidié que entregaran
todos sus procedimientos aunque no los consideraran correctos. Es decir, debian
entregar todo lo que hacian. Todo el trabajo de los alumnos fue analizado en
términos de las construcciones descritas en la descomposicion genética. Se
incluye en esta investigacion fotos del trabajo de los alumnos. Estas fotos se
retocaron para eliminar datos de los alumnos, fechas y anotaciones de la maestra.

El analisis de los datos incluyé todo lo recopilado a partir de los instrumentos.
Como ya se menciond, después de un primer analisis independiente por las dos
investigadoras, los resultados se discutieron y negociaron para su triangulacion.

3.5 ENTREVISTAS

Después de la experiencia en clase y con base en el analisis de las preguntas
del examen parcial se eligieron seis alumnos, en cada semestre, de los semestres
enero — mayo 2011 a enero — mayo 2014, en total 42 alumnos, para llevar a cabo
la entrevista con el fin de profundizar en el analisis de las construcciones
involucradas en el aprendizaje de los conceptos estudiados. Los alumnos se
eligieron considerando que en su trabajo previo hubieran mostrado distinto tipo de
construcciones de acuerdo al analisis realizado previamente y que pertenecieran a
distintos equipos. La entrevista semi-estructurada incluy6 preguntas relacionadas
con los conceptos de combinacion lineal, conjunto generador, espacio generado,
independencia y dependencia lineal, base y dimensién, su interpretacion
geométrica y sus aplicaciones. Se incluyeron preguntas tradicionales y otras que
no aparecen normalmente en los textos.

Para la entrevista se tomaron de la seccion 3.2 los ejercicios 14, 15, 16, 19, 22
y 35 que fueron disefiados con este fin.

Una vez disefiados los instrumentos se procedid a poner en practica la
propuesta didactica. Los resultados se detallan en los capitulos 5 y 6.
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CAPITULO 4. METODOLOGIA RELACIONADA CON VALORES
PROPIOS, VECTORES PROPIOS Y ESPACIOS PROPIOS

En el capitulo anterior se describi6 la metodologia empleada en la
investigacién que se llevd a cabo con el problema de modelacion elegido para la
ensefanza de los conceptos relacionados con la estructura del espacio vectorial.

En este capitulo se describe la metodologia empleada en la investigacion
relacionada con la introduccion de los conceptos de valores, vectores y espacios
propios. Se decidié separar la metodologia de la presente tesis en dos capitulos
debido a que, si bien en ambos casos se siguio el disefio metodoldgico de la
Teoria APOE, hay diferencias sustanciales en el disefio y puesta a prueba del
problema que se utilizdé en el caso de los conceptos de interés. Estas diferencias
se consideraron importantes de sefalar para la mejor comprension de la
investigacion y de los resultados obtenidos.

4.1 DISENO DE LA INVESTIGACION

En concordancia con la Teoria APOE, en esta parte de la presente
investigacion, se disefd, a diferencia del capitulo anterior, una descomposicién
genética preliminar relativa a los conceptos de valores, vectores y espacios
propios de una matriz. En este disefio se considerd la experiencia de la
investigadora como maestra de algebra lineal y los resultados reportados en la
literatura relacionados con estos conceptos.

La descripcion de la descomposicidn genética se complementa con el analisis
del problema de modelacion en términos de los principios de la Teoria de Modelos
y Modelacion. Debido a que el problema disefiado para la introduccion de los
conceptos de valores, vectores y espacios propios es un problema dinamico y los
alumnos no han tenido relacion con este tipo de problemas, hubo necesidad de
introducir a los alumnos al estudio de problemas dinamicos que no involucraran
matrices con el objetivo de que se adentraran en este tipo de situacion. Ademas,
el modelo de empleo - desempleo se utilizd en una primera ocasiéon utilizando
datos y con intervencion frecuente de la maestra con el fin de probarlo y
determinar sus posibilidades de uso como problema abierto.

4.1.1 DESCOMPOSICION GENETICA

Se presenta la descomposicion genética disefiada para este trabajo en
relacion a los conceptos de valores, vectores y espacios propios asociados a una
matriz.
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Descomposicion genética de valores, vectores y espacios propios
A continuacion se presenta en primer término la descomposicion genética en
un diagrama y se procede posteriormente a su descripcidon detallada.
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Se considera que los conocimientos previos necesarios para iniciar la
construccion de estos conceptos son:

e Los conceptos de matriz y vectores como objetos.
e El proceso de solucion de un sistema de ecuaciones lineales.

e Los conceptos de conjunto, conjunto solucion de un sistema,
espacio nulo de una matriz, conjunto generador y espacio generado de un
espacio vectorial como procesos.

A partir de las construcciones previas se requieren las siguientes
construcciones:

e Se realizan acciones de multiplicar una matriz por un vector para
encontrar que este producto resulta en un nuevo vector. Estas acciones se
interiorizan en un proceso que permite concebir el vector resultante del
producto para cualquier matriz y cualquier vector, con las dimensiones
apropiadas, sin necesidad de calcularlo explicitamente.

e Se hacen acciones tanto geométricas como algebraicas para
encontrar el producto de un vector por un escalar. Estas acciones se
interiorizan en un proceso que permite a los alumnos considerar el
resultado de estas acciones como una transformacién de un vector en un
nuevo vector paralelo al primero y en el que se asocia el signo del escalar
con la direccion del vector resultante. Estos dos procesos se coordinan en
un nuevo proceso en el cual ambos se consideran como vectores.

e La necesidad de comparar los vectores resultantes del proceso
anterior y considerar las condiciones que se requieren para que sean
iguales, permite encapsular la ecuacion resultante como un objeto vy
nombrar al escalar y al vector que en ella aparecen como valor y vector
propio respectivamente.

e Se realizan acciones sobre la ecuacion resultante para determinar
qué condiciones debe cumplir el escalar para que la ecuacién tenga
solucién no trivial. Estas acciones se interiorizan en un proceso en el cual
no es necesario realizar explicitamente cada accion para encontrar el
escalar y el vector correspondiente que satisfacen la ecuacion; cuando se
ha interiorizado el proceso los alumnos son capaces de plantear, resolver e
interpretar el sistema de ecuaciones resultante de la ecuacién sin
necesidad de seguir paso a paso un procedimiento especifico.

e Este ultimo proceso puede revertirse para determinar si un escalar
es valor propio de una matriz y encontrar los vectores propios
correspondientes.
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e ElI mismo proceso se coordina con el proceso de reconocer
propiedades geomeétricas de los vectores propios en un proceso geométrico
donde el hecho de que el escalar cambia la magnitud o direccion del vector
puede realizarse mentalmente para cualquier vector.

e La necesidad de determinar las propiedades de los vectores que
satisfacen la ecuacion permite la encapsulacion de este ultimo proceso en
un objeto donde el escalar y el vector que satisfacen la ecuacion se
consideren como entidades que pueden definirse y nombrarse como valor y
vector propio de una matriz dada.

e Los objetos valor y vector propio se desencapsulan en procesos que
se coordinan con el proceso de solucion de un sistema homogéneo de
ecuaciones en un nuevo proceso que permite a los alumnos interpretar el
procedimiento de encontrar los valores y vectores propios de una matriz
dada como el conjunto solucién de un sistema homogéneo de ecuaciones.

e El ultimo proceso se coordina con el proceso de espacio nulo de una
matriz en un proceso que permite reconocer el conjunto solucién de un
sistema homogéneo de ecuaciones como el espacio nulo de la matriz
correspondiente al sistema.

e La coordinacion del proceso anterior con el proceso de conjunto
generador de un espacio vectorial resulta en un proceso que permite
identificar al espacio nulo de la matriz del sistema de ecuaciones como un
espacio generado correspondiente a cada valor propio y sus vectores
propios asociados. La necesidad de comparar espacios generados por
diferentes vectores propios permite la encapsulacién del proceso de
espacio generado en un objeto definido como espacio propio
correspondiente a un valor propio de la matriz.

e Las acciones, procesos u objetos correspondientes a los valores,
vectores y espacios propios, mencionadas anteriormente, se relacionan
entre si en un esquema que podria denominarse esquema de valores
propios. Este esquema permite a los alumnos reconocer, en situaciones
problematicas diversas, la pertinencia de los valores, vectores y espacios
propios asi como la forma de encontrarlos. En este trabajo, se hizo énfasis
en la construccion de los conceptos de valor, vector y espacio como
objetos. La construccidén del esquema no se estudié en esta investigacion
por lo que no se desarrolld la descomposicidn genética del esquema.
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4.1.2 ANALISIS TEORICO UTILIZANDO MODELOS Y MODELACION

La Teoria de Modelos y Modelacion se utilizdé para el disefio de problemas
abiertos que requieren de distintos grados de matematizacion. Se presentan los
problemas disefados para la introduccion del tema de valores, vectores y
espacios propios. A continuacion se describe la metodologia seguida en el disefio
y uso de estos problemas. Su solucién se encuentra en el anexo C. En todos los
casos se espera que los alumnos interpreten y trabajen con el problema propuesto
y se esperan diversas propuestas, pero ello no es garantia de que lo hagan. La
solucién que se muestra en el anexo no tiene pretension de ser la unica posible.

Disefio inicial del problema de empleo - desempleo

Este problema se usé por primera vez en el semestre enero — mayo del 2011.
Su solucién se encuentra en el anexo C.1.

Primera experiencia. Problema empleo — desempleo

Supoéngase que Xt representa el niumero de personas empleadas en el
periodo t y yt el numero de desempleados en el mismo periodo. La fuerza
laboral L = xt + yt se mantiene constante. Sean p la probabilidad de que
una persona desempleada encuentre trabajo en cualquier periodo dado y q
la probabilidad de que una persona empleada continle empleada. El
siguiente modelo describe la dinamica del empleo:

Xtr1 = qX¢ T PYe
Yer1= A —q@x, + (1 —p)y,

Supobngase que q = %2 y p =1/3. Resuelve y encuentra a largo plazo qué
sucede.

1.- Escribe el sistema anterior en notacion matricial.
2.- Sea X, = A" una soluciébn. Demuestra que es solucion o en qué
condiciones es solucién, para ello sustituye la solucion y llega a un sistema en

funcién de la matriz A y el vector v.

3.- Encuentra los valores de A (valor propio) para los cuales ¥ # 0 (vector
propio asociado a 4).

4.- Para cada 4 (valor propio) encuentra un v (vector propio).

5.- Teniamos que X;,; = AX,;. Si ; Yy D, son vectores propios de una matriz A
con valores propios correspondientes A4; y 4, entonces la combinacion lineal de
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ellos también es solucién. Definimos: ¥, = ¢;1{7; + ¢c,457,. Demuestra que es
solucién.

6.- Sustituye ¥, = ¢, + ¢,A57, en nuestro ejemplo e interpreta el resultado
cuando t — oo.

El objetivo de la introduccion de este problema consisti6 en probar su
pertinencia para la introduccion de los conceptos de interés y las posibilidades de
emplearlo en clase. En esta primera ocasion la maestra guié a los alumnos en el
planteamiento del modelo y en la introduccién del tema de valores, vectores y
espacios propios. El problema planteado consiste en una aplicacién de las
ecuaciones en diferencia, un tema que no se incluye en el programa de la materia
de algebra lineal y que los alumnos no han enfrentado antes en otras materias. La
introduccidn de los conceptos de valores, vectores y espacios propios no es
inmediata, por lo que, ademas de presentar explicitamente un modelo se presenté
una posible solucion, x, = A'v, para guiar a los alumnos hacia la construccion de
€s0s conceptos.

Este primer uso del problema tenia la intencion de establecer si el problema
contaba con las caracteristicas necesarias para introducir los conceptos de
interés, antes de utilizarlo de manera mas abierta como problema de modelacion.
En este semestre se constatd que el problema era util para introducir los
conceptos de valor, vector y espacio propio, por lo que se rediseid como un
problema abierto.

Se espera que los alumnos interpreten el problema y concluyan que lo que
sucede en el tiempo t + 1 depende de lo que ha sucedido en el tiempo
inmediatamente anterior t. Se espera también que hagan la accion de sustituir la
solucion dada en el sistema de ecuaciones en diferencia para verificar si satisface
las ecuaciones que representan el problema. Estas acciones los conduciran a un
sistema de ecuaciones lineales que involucra los valores y los vectores propios.
En la transformacion de la ecuacion Av = Av al sistema homogéneo puede
aparecer la dificultad reportada en la literatura al hacer el cambio de 4 por AlI,
(Stewart y Thomas, 2007). En este momento se pretende partir del trabajo de los
alumnos para formalizar los conceptos de valor y vector propio e introducir una
parte de las actividades disefiadas con base en la descomposicion genética.

Para resolver el sistema homogéneo anterior, (A —AI)v = 0, y dado que se
pide ¥ # 0, se espera que los alumnos coordinen los procesos construidos
previamente, relacionados con la solucion de sistemas de ecuaciones,
independencia lineal y espacio generado y sean capaces de concluir que el
sistema debe tener solucién multiple. Se espera, ademas, que puedan coordinar el
proceso asociado al calculo del determinante con el proceso de dependencia lineal
o el de matriz inversa, de manera que reconozcan que las columnas de la matriz
A — AI son linealmente dependientes y/o que dicha matriz no tiene inversa. La
maestra introducira el concepto de polinomio y ecuacion caracteristica cuando sea
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pertinente en términos del trabajo de los alumnos con la ecuacion resultante de la
consideracion de dependencia lineal de la matriz. Se espera que los alumnos
hagan las acciones o0 procesos necesarios para encontrar las raices de la
ecuacion para encontrar los valores propios que podran utilizar en el proceso de
solucion de los sistemas homogéneos asociados con ellos para encontrar los
vectores propios asociados a cada uno de los valores propios.

Las ultimas dos preguntas (5 y 6) tienen como objetivo favorecer que los
alumnos construyan la propiedad de linealidad, es decir, que una combinacién
lineal de soluciones de una ecuacién en diferencias también es solucién de la
misma ecuacion, ademas de conducirlos a interpretar la solucién en términos del
comportamiento del sistema a largo plazo, es decir, cuando t — . En este caso,
se espera que los alumnos reconozcan que si t— o entonces una de las
soluciones encontradas tiende a cero y la otra se estabiliza por lo que en el largo
plazo prevalece una de ellas. La maestra introducira actividades para formalizar
los conceptos de valor, vector y espacio propio mediante el trabajo en algunas de
las actividades disefiadas (seccion 4.2.1).

Después del analisis de los datos de la experiencia con el uso de este
problema, que se discutira en el capitulo de resultados, se llego a la conclusion de
que el problema satisfacia las condiciones necesarias para la introduccién de los
conceptos de interés y se redisefid como un problema abierto.

Redisefio del problema de modelacion con base en los resultados de su primera
aplicacion

Dado que los alumnos no han trabajado con ecuaciones en diferencia se
considerd importante introducir, antes del problema abierto, otros problemas con
ecuaciones en diferencia mas simples, aun cuando no requirieran de los
conceptos de valor, vector y espacio propios. Se disefiaron dos problemas, uno de
poblacion y otro de empleo. Estos problemas se describen a continuacion y se
utilizaron en los semestres de agosto del 2011 a enero del 2014.

Los tres problemas (poblacién, empleo y empleo — desempleo) se disefiaron
siguiendo los seis principios que un problema debe cumplir segun la Teoria de
Modelos y Modelacién, para utilizarse con éxito en una actividad que favorezca la
emergencia de modelos por parte de los alumnos. A continuacion se muestran los
problemas disefiados.

Problema de poblacién

En un bosque de México viven los buhos manchados. Supdén gue no tienen
depredadores y tienen alimento suficiente. Sabes que en el periodo t + 1
sobrevive una proporcion de los buhos del periodo anterior.
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1.- Escribe un modelo que describa lo anterior.

2.- Encuentra la solucion, si sabes que la proporcion de buhos que
sobrevive de un periodo a otro es 2/3 y que la poblacién inicial es de 375
bdhos. ¢ Qué pasara a la larga?

3.- Encuentra la solucion para el modelo en general.

Este planteamiento es adaptacion propia de un problema que aparece en el
texto Lay (2012). Su solucién se encuentra en el anexo C.2.

A continuacion se describe la relacion del problema con los principios de la
Teoria de Modelos y Modelacién.

1. Principio de realidad. El problema es un problema de
poblaciones y los alumnos utilizan lo que conocen acerca del
crecimiento poblacional para resolver este problema.

2. Principio de construccion de modelos. Al trabajar con el
problema se espera que surja la necesidad de introducir nuevos
conceptos relacionados con ecuaciones en diferencia. Se espera que
los alumnos realicen distintas acciones para construir modelos que
expliquen la situacién planteada. EI modelo que se desea que
construyan es el de una ecuacion en diferencia y, se espera, que
junto con la maestra encuentren la forma de la solucion de una
ecuacion en diferencia.

3. Principio de autoevaluacion. Una vez propuesta una ecuaciéon
en diferencia los alumnos pueden resolverla para el caso especifico
propuesto y analizar su comportamiento a largo plazo. Esto permite
autoevaluar el modelo propuesto en términos del comportamiento
esperado. La discusion con el maestro y con el resto del grupo
contribuye también a la posibilidad de autoevaluacion del modelo
propuesto.

4. Principio de elaboracion de documentos o de documentacion.
Los alumnos deben entregar por escrito sus supuestos o hipotesis,
sus razonamientos y sus modelos en términos matematicos. Esto
permite al maestro verificar el progreso, evaluar el desarrollo del
pensamiento de los alumnos y, en términos de su avance, sugerir
actividades adicionales o introducir conceptos nuevos que les
permitan trabajar para mejorar el modelo. Se pide, ademas, como
otro producto un resumen en el que los alumnos deben describir, al
terminar, el proceso completo de su trabajo en el modelo.

5. Principio de generalizacién de los constructos. Al finalizar la
actividad se presentan nuevos problemas que, aunque pueden
modelarse con una ecuacion semejante a la desarrollada en el
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modelo, no presentan situaciones similares a la modelada en clase.
Asimismo, el trabajo en las actividades conceptuales que
acompanan el modelo debe permitir la interiorizacion de las acciones
relacionadas con los conceptos de ecuacion en diferencia y de
solucion de una ecuacion en diferencia.

6. Principio de simplicidad. Es posible esperar que los alumnos
puedan trabajar con la situacion del problema usando conocimientos
anteriores y que mediante la discusion entre ellos y con el maestro
les sea posible avanzar en la construcciéon de nuevos conocimientos
que permitan resolver distintas cuestiones relacionadas con el
problema de modelacion.

El problema reune, en principio, las condiciones que exige la Teoria de
Modelos y Modelaciéon para resultar efectivo para el aprendizaje de los conceptos
de interés.

Se espera que los alumnos utilicen la hipotesis basica de que la poblacion en
el tiempo t + 1 depende unicamente de la poblacion en el tiempo inmediatamente
anterior, t, y del indice de crecimiento (indice de mortalidad menos indice de
natalidad) con lo que podran establecer un modelo matematico representado por
una ecuacion x,,1 = kx;, que es una ecuacion en diferencia con una incégnita,
donde x; es la poblacion de buhos en el periodo t. Al elegir un valor para la
proporcion de buhos que sobrevive se espera que sustituyan valores para el
tiempo y encuentren qué sucede en el largo plazo. Se espera ademas que sean
capaces de generalizar la solucion encontrada para el caso particular para
cualquier indice de crecimiento de la poblaciéon. Se espera que algunos alumnos
no puedan plantear la ecuacion x;,1; = kx; y, por lo tanto, no puedan resolver el
problema.

Problema de empleo

En una economia sabes que el nimero de empleados en el periodo t + 1 es
una proporcién del nimero de empleados del periodo anterior.

1.- Escribe un modelo que describa la dinAmica del empleo.

2.- Encuentra una solucién de la ecuacién que representa el modelo
matematico, si sabes que la proporcidén de personas que sigue empleada es
la mitad y que la poblacion inicial es de 100 personas. ¢Qué pasara con el
numero de empleados a la larga?

3.- Encuentra la solucion para la ecuacion del modelo original que
planteaste.

Este problema es similar al anterior. Su solucién se encuentra en el anexo C.3.
El modelo pertinente es también una ecuacién en diferencia, del mismo tipo y su
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soluciéon es una funcidn exponencial discreta. Se espera de los alumnos un
comportamiento similar al descrito para el modelo de poblaciones. Algunos
alumnos tal vez no puedan plantear la ecuacion x;,1 = kx, y, por lo tanto, no
puedan resolver el problema.

El problema reune también, en principio, las condiciones que exige la Teoria
de Modelos y Modelacion para resultar efectivo para el aprendizaje de los
conceptos de interés.

Problema de empleo — desempleo

El problema de empleo — desempleo original (usado en el semestre enero —
mayo del 2011) se redisefid como un problema abierto en el que se pedia a los
alumnos el modelo, una posible solucidén a la ecuacion del modelo y qué sucedia
en el largo plazo. En el anexo C.4 se encuentra su solucion junto con las
preguntas que la maestra fue realizando al ir avanzando en su solucién.

Supoéngase que Xt representa el niumero de personas empleadas en el
periodo t y y: el nimero de desempleados en el mismo periodo. La fuerza
laboral se mantiene constante. Sean p la probabilidad de que una persona
desempleada encuentre trabajo en cualquier periodo dado y q la
probabilidad de que una persona empleada continle empleada.

Encuentra un modelo que describa la dindmica del empleo y el
comportamiento del mismo a largo plazo.

El problema cumple, como en el caso de la primera version, con los principios
de la Teoria de Modelos y Modelacion. Las diferencias que existen entre los dos
problemas intentan que cumpla mejor con el principio de realidad pues en este
caso se trata de una version abierta, asi como con el principio de construccion de
modelos dado que en esta ocasion se deja en manos de los alumnos la
construccion del modelo matematico y el trabajo con las ecuaciones resultantes.
Nuevamente se espera que algunos alumnos no puedan resolver el problema.

Se espera que los alumnos planteen las hipotesis de crecimiento del numero
de empleados en la economia y el numero de desempleados de manera que usen
un modelo simple del tipo de un sistema de ecuaciones en diferencias de la forma:

Xtr1 = qX¢ T PYe
Yer1 = A —@Qx, + (1 —p)y;

donde x; es el numero de empleados y y; es el numero de desempleados en el
periodo t.

Se espera que los alumnos generalicen la solucién de las ecuaciones que

representan los modelos de una ecuacién en diferencia trabajados anteriormente
(problema de poblacién y empleo), y que utilicen matrices y vectores y sus

74



propiedades para abordarlo. Se espera que encuentren una solucion del sistema
de ecuaciones en diferencia y que ello permita relacionar la solucion encontrada
con los nuevos conceptos e introducir los valores y vectores propios.

Después de proponer una solucion, se espera que los alumnos verifiquen que
se trata efectivamente de una solucion y que usen sus conocimientos previos
para efectuar las acciones o procesos necesarios que podrian, posteriormente,
relacionarse con los valores propios de una matriz y los vectores y espacios
propios asociados que representan los nuevos conocimientos que se desea
introducir.

Se espera que los alumnos puedan trabajar con el problema abierto, sin
embargo, en este momento la maestra proporcionara valores especificos a los
parametros para simplificar el proceso de solucion que permita encontrar los
requerimientos de la soluciéon que posibiliten hacer la relacion con los nuevos
conceptos.

Por ultimo, se espera que una vez encontrado el conjunto solucion del sistema,
algunos alumnos sean capaces de coordinar el proceso de conjunto solucion con
el de espacio generado (espacio propio) por los vectores propios, y también que
sean capaces de coordinar el proceso de espacio generado con su representacion
geomeétrica en cada caso.

Después de que los alumnos lleven a cabo el trabajo descrito anteriormente,
se organizara una discusion con el grupo para formalizar sus resultados mediante
la definicidn de los valores, vectores y espacios propios. La maestra introducira las
definiciones y teoremas.

Los alumnos trabajardn enseguida en las actividades disefiadas con la
descomposicidon genética de la Teoria APOE, que contribuiran a que hagan las
construcciones mentales que se consideran necesarias para la construccién de
estos conceptos y su relacién con la matriz.

4.2 DISENO DE INSTRUMENTOS

Se diseAd un conjunto de actividades didacticas con el fin de apoyar a los
alumnos en la construccién de los conceptos de interés a través de la promocién
de las acciones, de oportunidades de reflexion e interiorizacién, asi como de
coordinacion de diferentes procesos y de encapsulacion de objetos referidos en la
descomposicién genética. Algunas de estas actividades se inspiraron en algunos
ejercicios del libro Lay (2012).

Es importante notar que los alumnos trabajaron en varias actividades

semejantes a las que aqui se muestran, con datos diferentes, con el fin de
brindarles oportunidades de reflexién sobre sus acciones y alentar la posibilidad
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de su interiorizacion en los procesos correspondientes y de encapsulacion de
objetos. Las actividades disefadas, conjuntamente con su analisis en términos de
la descomposicion genética, se presentan a continuacion. Su solucion se
encuentra en el anexo D.

Se inicia con algunas actividades cuyo objetivo es construir una relacion entre
la interpretacion algebraica y geométrica de los valores y vectores propios, para
que los alumnos reflexionen sobre el hecho de que la ecuacion Av = Av implica
que el producto Av es un vector paralelo a v. El enfoque geométrico se trabajoé en
R?. Se introdujeron posteriormente algunas actividades con vectores en R y R*
para brindar oportunidades a los alumnos de reflexionar en la generalizacion de
Sus acciones y procesos a espacios reales de dimension mayor y mas adelante se
formalizaron los conceptos para el espacio R".

Otras actividades se dirigieron a que el alumno hiciera las acciones para
encontrar los valores, vectores y espacios propios de distintas matrices, asi como
para favorecer la interiorizacion de estas acciones en procesos. Se incluyeron
ademas actividades destinadas a la coordinacion de procesos y a la
encapsulacion de los objetos mencionados en la descomposicion genética. Se
incluyeron actividades con valores y vectores propios complejos, pero por
cuestiones de tiempo y dado que los alumnos tendran nuevas oportunidades de
trabajar en este caso en el curso de sistemas dinamicos, no se profundizé en este
tema.

4.2.1 VALORES Y VECTORES PROPIOS

_24 _21) y los vectores vy = (3,-2) y v, = (1,-2).
Encuentra y grafica Av,; y Av,. ¢Qué obtienes como resultado? Dibuja en la
gréfica los vectores v, y v,. ¢ Qué observas? ¢ Son estos vectores paralelos a Av;
y AV, respectivamente? Cuando el producto da como resultado un vector paralelo,
decimos que el vector es un vector propio de la matriz A. ¢Son vectores propios
de la matriz A?

1.- Sea la matriz 4 = (

Se espera que los alumnos hagan la acciéon de multiplicar la matriz por cada
uno de los vectores, y encuentren que el resultado es un vector que, en ocasiones
es paralelo al vector v. Esta accion y la reflexion sobre su resultado les permite
reconocer que, en el caso del vector v,, el nuevo vector es paralelo al primero vy,
por lo tanto, de acuerdo a la definicion dada en el problema si es vector propio de
A. En el caso de v, en este ejemplo, el nuevo vector no es paralelo al primero por
lo que no se trata de un vector propio de A. Al hacer la representaciéon grafica se
espera que los alumnos construyan la relacion entre la interpretacién algebraica y
la geométrica de los vectores propios como procesos. Se espera que, en general,
los alumnos no tengan problemas con esta pregunta.
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7 -8
4 5
Encuentra el vectorAv, y Av,. ¢(Son multiplos de los vectores v; y v,
respectivamente? Escribe la ecuacion Av = Av y encuentra el valor de 4 en caso
de que se cumpla la igualdad. Dibuja en una grafica los vectores v, v,, AV; Y
Av,. ¢(Cudles de ellos son paralelos? ¢Qué representa geométricamente la
constante A? A esta constante, cuando existe, se le llama valor propio de la matriz
A.

2.- Sea la matriz A = ( ) y los vectores vy =(2,1) y v, = (1,—4).

Se espera que los alumnos hagan la accién de multiplicar la matriz por el
vector, Av y encuentren que el resultado es un vector que, en ocasiones es
paralelo al vector v. Se espera que hagan las acciones necesarias para encontrar
la constante 4 cuando los vectores sean paralelos. Se espera que la reflexion
sobre estas acciones y la discusion les permitan reconocer que el valor propio
asociado a la matriz A es una constante que cambia la magnitud y/o direccion del
vector propio correspondiente. Se espera, también que los alumnos construyan la
coordinaciéon entre los procesos correspondientes a la interpretacion algebraica y
geomeétrica de valores y vectores propios como procesos.

La repeticion de actividades como las anteriores para diferentes matrices y la
reflexién sobre los resultados obtenidos permiten la interiorizacidon de las acciones
realizadas en un proceso que da cuenta de cuando un valor y un vector pueden
considerarse como valor y vector propio de una matriz y la construccion de la
coordinacion de este proceso con el proceso de representacion geométrica de
estos conceptos.

3.- En las siguientes gréficas, ¢ v es vector propio de la matriz A?

A

<\

-

7Aq

<\

~
v

En estas actividades se incluyeron una diversidad de graficas con los vectores,
Av y v, en algunas los vectores son paralelos, mientras que en otras no lo son.
Se espera que los alumnos hagan la accién o proceso de relacionar las graficas
para reconocer el hecho de que el paralelismo de los vectores significa que la
ecuacion algebraica, Av = Av, es verdadera para una 4 especifica y que en ese
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caso el vector es un vector propio de la matriz A. Mientras que si no lo es, la
igualdad no se cumple y el vector no es un vector propio de la matriz. Esta
reflexion permite coordinar el proceso relativo a la interpretacion algebraica de los
vectores propios con el de su interpretacion geométrica.

La reflexion sobre estas actividades puede permitir la interiorizacion de estas
acciones en un proceso de reconocimiento geométrico de los valores y los
vectores propios. Ademas propicia la coordinacién del proceso grafico de
definicion de los vectores propios con el proceso algebraico correspondiente.
También puede conducir a la interiorizacidn de los procesos correspondientes a
relaciones con distintos conceptos tratados previamente en el curso como, por
ejemplo, combinacion lineal o independencia lineal. La interpretacion geométrica
se trabajo en R2. Después se hicieron ejercicios en R3 y R* para generalizar mas
adelante los conceptos a R", mediante la extension del problema y actividades
similares, aunque ese no fue el enfoque del trabajo y por ello no se trabaja aqui.

4.- Sea la matrizA = (; g

Explica si son vectores propios de la matriz A y encuentra el valor del valor propio
correspondiente. ¢, Qué significa algebraica y geométricamente el valor propio?

) y los vectores v; = (6,-5) y v, = (3,-2).

Se espera que los alumnos hagan la accién de multiplicar la matriz por cada
uno de los vectores y reconocer cuando se cumple la ecuacion que define a los
valores y vectores propios de una matriz dada. Se espera que, en los casos en
que se cumple la ecuacion, hagan la accion de encontrar el valor propio
correspondiente. En este caso v; es vector propio y su valor propio asociado es
A = —4, mientras que v, no es vector propio. Se espera que la reflexion sobre sus
acciones les permita interiorizarlas en el proceso que permite reconocer al valor
propio como una constante para la cual la igualdad Av = Av se cumple, y que
corresponde al cambio necesario en la magnitud del vector v que es paralelo a
Av. Cuando los alumnos no pueden realizar el producto de la matriz por los
vectores, por carecer de los conceptos previos necesarios, se espera que no
puedan responder esta pregunta.

-3 1

5.- ¢Es vy =(1,4) vector propio de la matriz A = (_3 3

)? Si lo es,
encuentra el valor propio correspondiente.

Se espera que los alumnos reconozcan que necesitan hacer las acciones
necesarias para comprobar el paralelismo del vector con el producto de la matriz
por el mismo. Aunque, los alumnos que presentaron problemas en la actividad
anterior probablemente no podran trabajar con esta tampoco.

3 —2).

6.- Disiv; =(—-1,1) y v, =(2,1) son vectores propios de A = (1 0

Explica.
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Se espera que los alumnos coordinen los procesos de valores y vectores
propios para responder que v; no es vector propio mientras que v, es vector
propio y su valor propio asociado es 4 = 2. Algunos alumnos pueden coordinar los
procesos de valores y vectores propios con el de paralelismo de vectores para
responder. Los alumnos que no han construido estos procesos pueden usar
procedimientos memorizados para encontrar primero los valores y después los
vectores propios.

1 6

7-Sead = (5 )

). ¢Es 7 valor propio? ¢,Por qué si o por qué no?

Se espera que los alumnos sean capaces de sustituir mentalmente el valor
propio propuesto en la matriz A — AI y que puedan asimismo considerar que la
matriz resultante de esa operacion es una matriz cuyas columnas son multiplo una

.(—6 6
de la otra: ( 5 _5).

Se espera ademas que coordinen el proceso de dependencia lineal con el de
las propiedades de una matriz, y reconozcan, que en esas condiciones, el
determinante de la matriz sera cero o no existe la matriz inversa, por lo que el
sistema asociado a esa matriz tiene solucion multiple y 4 =7 es un valor propio
de la matriz A. Los alumnos que razonan de esta manera mostraran haber
construido una concepcidn al menos proceso de valores propios. Aquellos
alumnos que requieran hacer las operaciones explicitamente daran evidencia de
una concepcion accion de valores propios. Se espera que de no haber construido
las acciones necesarias para encontrar valores propios, los alumnos no podran
justificar si el valor dado es un valor propio.

8.-Sea A = (Z _31

propio de la matriz A.

). Sin hacer operaciones, demuestra que 4 = —2 es valor

Los alumnos entienden que lo que se pide por “sin hacer operaciones” es que
no resuelvan en papel la ecuacion caracteristica. Se espera que los alumnos
muestren evidencia de haber construido un proceso para valores propios que
puedan coordinar con el proceso de dependencia lineal de las columnas de la
matriz A — AI correspondiente al valor propio dado. En este caso, muestran que
pueden coordinar el proceso resultante con el de determinante de un sistema
homogéneo de ecuaciones, que sera cero, por lo que el sistema asociado a la
matriz tiene solucion multiple y responderan que 4 = —2 es un valor propio de la
matriz A. Aquellos alumnos que requieran hacer las operaciones explicitamente y
resolver la ecuacidon caracteristica daran evidencia de que han construido una
concepcion accion de valores propios. Aquellos alumnos que unicamente hayan
construido las acciones para encontrar valores propios, no podran demostrar que
es valor propio.
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9.- Usando el teorema resumen del algebra lineal di si A = 2 es un valor propio

de A = (g 52;) Justifica.

Los alumnos pueden coordinar los procesos de valores propios y dependencia
lineal con el mencionado teorema para justificar que 4 = 2 es valor propio de la
matriz. Se espera que algunos alumnos no puedan responder esta pregunta sin
resolver explicitamente la ecuacion caracteristica y otros no contesten.

10.- NO utilices la definicién de valor y vector propio y dime si A = —2 es valor

propio de la matriz A = (7 3 )
3 -1

Se espera que los alumnos puedan coordinar el proceso de valor propio con el
proceso de dependencia lineal de las columnas de la matriz A— Al
correspondiente al valor propio dado. En este caso, pueden coordinar el proceso
resultante con el de determinante de un sistema homogéneo de ecuaciones, que
sera cero, por lo que el sistema asociado a la matriz tiene solucidon multiple y
responderan que A = —2 es un valor propio de la matriz A. Los alumnos que
requieran hacer las operaciones explicitamente y resolver la ecuacion
caracteristica daran evidencia de que han construido una concepcion accion de
valores propios.

11.- Sea A = (; ;) Sean v;=(-2,3) y v, =(1,1) los vectores propios.

¢ Son linealmente dependientes o independientes?

Se espera que los alumnos coordinen el proceso de vector propio con otros
procesos construidos en el curso como el de independencia lineal para determinar,
sin hacer operaciones, la independencia lineal de los vectores dados. Los alumnos
que no hayan construido dichos procesos no responderan o necesitaran resolver
la ecuacion de independencia lineal.

12.- Escribe los valores propios y su multiplicidad algebraica si A =
/3 0 0O 0\

5 1 00 0

3 8 000

0 7 2 1 0

4 1 9 2 3

Se espera que los alumnos reconozcan a la matriz como una matriz triangular
inferior y coordinen el proceso del determinante de una matriz triangular con el
proceso de valores propios. Se espera que algunos alumnos encuentren los
valores propios 3, 1 y 0 y relacionen la multiplicidad algebraica con el grado del
polinomio caracteristico y el numero de veces que aparece el valor en la diagonal.
Sin embargo, algunos alumnos pueden confundirse con el valor de cero y los
valores repetidos y es de esperar que no puedan determinar la multiplicidad
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algebraica de los valores propios. Algunos de estos alumnos pueden hacer las
acciones asociadas a la definicion de valores propios para encontrarlos y resolver
la ecuacion caracteristica.

13.- Sin hacer operaciones encuentra algun valor propio de las siguientes
matrices. Explica.

6 12
8 16
10 20

00
5 0
4 9

a) A=

b) A=

NN W s W

Se espera que los alumnos relacionen el proceso de la dependencia de las
columnas de la matriz del inciso a con la posibilidad de que la matriz tenga un
valor propio igual a cero. Mientras que en el inciso b se espera que coordinen el
proceso de solucion del determinante con el de matriz mediante la propiedad de
que la matriz triangular tiene como determinante los elementos de la diagonal que
en este caso seran los valores propios. Los alumnos que no hayan construido los
procesos anteriores, obviamente no podran coordinarlos para responder o no
seran capaces de responder sin realizar explicitamente las operaciones.

14.- Escribe una matriz Aaxa que tenga, Unicamente como valores propios al 1,
-1y 3. Justifica.

Se espera que algunos alumnos sean capaces de revertir el proceso para
encontrar los valores propios de una matriz y reconozcan que podria haber
distintas matrices con los mismos valores propios para que busquen la mas
simple, es decir, una matriz triangular o diagonal que tiene los valores propios en
la diagonal. Se espera que aquellos alumnos que no han construido los procesos
necesarios, no puedan resolver esta actividad o la resuelvan de memoria, pero
sean incapaces de justificar.

2 -1

15.- Encuentra los valores propios de la matriz A = (_4 2

). Explica por qué
uno de ellos es cero.

Se espera que algunos alumnos hagan las acciones necesarias para resolver
la ecuacidn caracteristica para encontrar los valores propios y tengan dificultades
al explicar por qué uno de los valores propios es cero. Otros alumnos pueden
relacionar el proceso de dependencia lineal de las columnas de A con la
posibilidad de que la matriz tenga un valor propio igual a cero. Se espera que
coordinen este proceso con los procesos correspondientes a otros temas del curso
y reconozcan que en estas condiciones el determinante de la matriz sera cero v,
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por lo tanto, un valor propio sera cero. Puede ser que algunos de ellos mencionen
el teorema resumen del algebra lineal.

16.- Escribe una matriz A2x2 (no diagonal ni triangular) que tenga como valor
propio al cero.

Se espera que algunos alumnos no respondan O propongan una matriz
cualquiera, al no haber construido los procesos necesarios para elaborar su
respuesta. Otros alumnos pueden utilizar la coordinacién entre el proceso
correspondiente al conjunto solucion de un sistema de ecuaciones y el relacionado
con la dependencia lineal de las columnas de la matriz. Algunos seran capaces de
coordinar los distintos procesos relacionados con la solucion de un sistema
homogéneo de ecuaciones lineales con la definicion del valor propio para
encontrar la matriz A que se pide.

17.- Escribe una matriz Asxs que tenga como valor propio al cero, es decir, 4 =
0.

Se espera que algunos alumnos no puedan contestar esta pregunta. Otros
pueden coordinar el proceso correspondiente al conjunto soluciéon de un sistema
de ecuaciones con el relacionado con la dependencia lineal de las columnas de la
matriz para encontrar la matriz A. Otros pueden relacionar los distintos procesos
ligados a la solucion de un sistema homogéneo de ecuaciones lineales con la
definicion del valor propio para encontrar la matriz A que se pide.

18.- ¢Cuéantos valores propios distintos puede tener, cuando mucho, una
matriz Aaxa?

En este caso los alumnos pueden ofrecer distintas respuestas. Algunos
pueden considerar que el polinomio caracteristico de una matriz Asxs, €s de cuarto
grado, por lo que pueden concluir que maximo puede tener cuatro raices
diferentes y por ello la matriz tendra cuando mucho cuatro valores propios
distintos. Estos alumnos mostraran una concepcién accion de valores y vectores
propios si se determina que responden de manera memorizada, 0 proceso si son
capaces de ofrecer alguna explicacién que refleja la posible interiorizaciéon del
concepto de valor propio.

Otros alumnos pueden responder que si es posible asociar vectores propios
linealmente independientes al mismo valor propio, y dado que éstos estan en R?,
la matriz tendra maximo cuatro vectores propios. Los alumnos que dan esta
respuesta han construido la coordinacion de los procesos de valores y vectores
propios de la matriz A y la coordinacion del proceso resultante con el proceso de
espacio vectorial. Aquellos alumnos que no hayan construido la relacion entre el
numero de posibles valores propios y la independencia lineal de conjuntos de
vectores, probablemente tendran dificultad para responder esta pregunta.

19.- ¢Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera? Justifica.
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a) Los valores propios de una matriz A triangular superior son
exactamente los elementos de la diagonal diferentes de 0.

b) Las matrices semejantes tienen siempre los mismos vectores
propios.

c) Si Asxs tiene menos de cinco valores propios diferentes,
entonces A no es diagonalizable.

d) Los valores propios de una matriz no necesariamente deben
ser distintos de cero pero los vectores propios deben ser distintos del
vector cero.

Los alumnos pueden coordinar los procesos de valores y vectores propios con
otros procesos relacionados con los conceptos construidos a lo largo del curso y
reconocer que el inciso d es el unico correcto. Es de esperar que los alumnos que
no han construido los procesos anteriores no puedan responder correctamente.

20.- ¢ Cual de las siguientes afirmaciones es FALSA? Justifica.

a) Una matriz Anxn NO es invertible si y solo si 0 es un valor propio
de A.

b) Un vector fijo de una matriz de probabilidad de un proceso de
Markov es realmente un vector propio.

c) Si v,y v, son vectores propios linealmente independientes de
A entonces corresponden a distintos valores propios.

d) Si dos matrices A y B son semejantes entonces tienen los
mismos valores propios.

Se espera que los alumnos coordinen los procesos de valores y vectores
propios con otros procesos relacionados con los conceptos construidos a lo largo
del curso y reconozcan que el inciso ¢ es el unico falso. Es de esperar que los
alumnos que no han construido los procesos anteriores no puedan responder
correctamente.

21.- Si las columnas de A son linealmente independientes entonces, ¢cual de
los siguientes incisos es verdadero?

a) det(A) # 0.
b) No tiene a 0 como valor propio.
c) El sistema Ax = b tiene solucion Gnica para todo b.

d) Todas las anteriores.

e) Ninguna de las anteriores.
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Los alumnos pueden coordinar los procesos de valores y vectores propios con
otros procesos construidos a lo largo del curso y reconocer que los incisos a, b y ¢
cumplen el teorema resumen del algebra lineal. Es decir, se cumplen todas las
condiciones dadas y la respuesta correcta es el inciso d. Se espera que los
alumnos que no hayan construido estos procesos no puedan responder esta
pregunta.

22.- Sea A valor propio de la matriz A. La matriz A es invertible, es decir, existe
Al Demuestra que A1 = % es valor propio de la matriz A*. (Recuerda la

definicién de valor y vector propio: A es valor propio de A si existe T # 0 tal que
AV = 1v.)

Se espera que los alumnos coordinen los procesos de valor y vector propio
con el proceso de inversa de una matriz y los procesos de manipulacion
algebraica para transformar la ecuacion de la definicion de valor y vector propio de
A en la ecuacién de la definicion de valor y vector propio de A. Aquellos alumnos
que hayan encapsulado los conceptos de valor y vector propio mostraran ser
capaces de hacer acciones sobre el valor propio y sobre la matriz para determinar
la relacion entre los valores propios de la matriz y los de la matriz inversa. Los
alumnos que no hayan construido los procesos que requiere la respuesta a esta
pregunta no podran responder.

23.- ¢, Cudl es la definicion de valor y vector propio?

Se espera que los alumnos respondan con la definicion. Se espera que
algunos no respondan al no recordar la definicion.

24.- ¢ Qué significa algebraicamente la definicién anterior?

Dependiendo de los procesos que los alumnos hayan construido podran
interpretar su significado. Se espera que algunos alumnos coordinen los procesos
de valores y vectores propios con el de vectores y reconozcan que ambos lados
de la igualdad son vectores. Se espera que algunos alumnos que no han
interiorizado sus acciones en un proceso, no puedan dar argumentos que
justifiquen su respuesta.

25.- ¢ Qué significa geométricamente la definicion anterior?

Se espera que los alumnos coordinen los procesos de las preguntas 23 y 24
en un proceso que les permita reconocer que los vectores son paralelos. Los
alumnos que no hayan construido dichos procesos no podran responder.

26.- ¢, COmo obtienes los valores propios?

Se espera que los alumnos realicen las acciones o procesos necesarios para

explicar como se define y se calcula un valor propio de cualquier matriz. En la
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respuesta de los alumnos sera posible identificar si responden de manera
memorizada siguiendo los pasos del algoritmo para encontrar los valores propios o
si dan muestras de haber interiorizado el proceso correspondiente. Se espera
también que coordinen el proceso de solucion del sistema de ecuaciones
homogéneo asociado a la definicion con el de determinante y el de conjunto
solucion para describir e interpretar las condiciones que deben cumplirse para que
se puedan encontrar los valores propios de la matriz. Los alumnos que no hayan
construido dichos procesos no podran responder, o repetiran de manera
memorizada el algoritmo para hallarlos.

27.- ¢, COomo obtienes los vectores propios?

Se espera que los alumnos sean capaces de describir las acciones o procesos
involucrados en el calculo de los vectores propios suponiendo que conocen los
valores propios correspondientes. Se espera que los alumnos coordinen el
proceso involucrado en la definicion de vectores propios con el del conjunto
solucion del sistema correspondiente para determinar los vectores propios
asociados a un valor propio y, en ciertos casos, que sean capaces de explicar las
distintas posibilidades de conjunto solucion del sistema y su relacién con los
vectores propios correspondientes. Se espera también que algunos alumnos
muestren que han coordinado el proceso conjunto solucion del sistema con el de
espacio nulo de la matriz que define al sistema. Los alumnos que no hayan
construido dichos procesos no podran responder o repetiran de manera
memorizada el algoritmo para encontrarlos.

4.2.2 ESPACIOS PROPIOS

28.- Encuentra los valores, vectores y espacios propios de la matriz A =
2 3
(3 Z6)

Los alumnos pueden aplicar los procesos de valores, vectores y espacios
propios para resolver este problema especifico y explicar sus respuestas. En sus
explicaciones sera posible identificar si encuentran los valores, vectores y
espacios propios de manera memorizada siguiendo los pasos del algoritmo para
obtenerlos o si dan muestras de haber interiorizado los procesos
correspondientes.

29.- Encuentra los valores, vectores y espacios propios de la matriz A =
-1 -3 -9
0 5 18 |. Encuentra la multiplicidad algebraica y geométrica.
0o -2 -7

Se espera que los alumnos coordinen el proceso de comparacion de Av y Av
con el de solucién de un sistema homogéneo de ecuaciones en un nuevo proceso
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en el que se determinan las condiciones que permiten encontrar los valores y
vectores propios a través del uso del determinante. Se espera también que los
alumnos coordinen el proceso de solucion del sistema homogéneo
correspondiente a cada valor propio con el proceso de encontrar los vectores
propios correspondientes. Por ultimo, se espera que algunos alumnos coordinen el
proceso del conjunto solucion para cada valor propio con el proceso de espacio
generado por los vectores propios encontrados para construir el proceso de
espacio propio.

Algunos alumnos seran capaces de encontrar las multiplicidades pedidas y de
compararlas, mientras que otros pueden tener dificultades al encontrarlas y al
compararlas.

La forma en que los alumnos abordan distintos problemas de esta naturaleza
podria dar evidencia de que los alumnos han construido una concepcién proceso o
una concepcidn objeto de los conceptos de valor, vector y espacio propio.
También podria dar evidencia de su posibilidad de coordinar las representaciones
geomeétrica y algebraica y de la posibilidad de coordinar estos procesos con los
construidos para otros conceptos del mismo curso. Los alumnos que no hayan
construido dichos procesos no podran responder.

30.- Encuentra los valores, vectores y espacios propios de la matriz A =

G 33
1 -1/

Esta actividad es semejante a la anterior, pero en ella los valores propios de la
matriz son numeros imaginarios. Se espera que algunos alumnos no puedan
resolverlo al no poder operar con humeros imaginarios, mientras que otros puedan
hacer acciones para encontrar los valores propios pero enfrenten dificultades con
los vectores y espacios propios. Algunos podran efectuar acciones con los

numeros imaginarios, aunque tal vez presenten problemas para interpretar el
espacio propio.

31.- Encuentra los valores, vectores y espacios propios de la matrizA =
(o )
0 4/

Esta actividad es semejante a las anteriores, pero en este caso la matriz es
una matriz diagonal. Se espera que los alumnos coordinen el proceso de
determinante con los procesos correspondientes a las propiedades de los

determinantes para encontrar los valores propios. Algunos alumnos, en cambio,
necesitaran resolver la ecuacion caracteristica en su respuesta.
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32.- La siguiente matriz A tiene como valor propio a A = -1. Encuentra los
vectores propios y el espacio propio asociado a este valor propio. ¢Qué
representa graficamente el espacio propio? No necesitas dar la ecuacion

3 2 4
caracteristica. A=(2 0 2
4 2 3

Los alumnos pueden usar los procesos de valores y vectores propios para
encontrar el sistema homogéneo correspondiente y llevar a cabo el proceso de
soluciéon del sistema para encontrar los vectores propios. Al encontrar dos
vectores propios de la matriz dada, pueden coordinar los procesos de espacio
propio y espacio generado para concluir que el espacio propio es un plano. Se
espera que algunos alumnos no puedan encontrar el espacio propio.

Los alumnos que no hayan construido los procesos anteriores puede ser que
no contesten o hagan las acciones que han memorizado para encontrar los
valores, vectores y espacios propios de una matriz.

33.- Encuentra una base para el espacio propio correspondiente a cada valor
propio dado. Encuentra la multiplicidad geométrica de los espacios propios. Sea

A= (g ‘1’) A=1y4, =5.

Se espera que algunos alumnos usen los procedimientos memorizados y
encuentren los valores propios, aun y cuando estén dados en el problema, hagan
ademas las acciones para encontrar los vectores propios y enfrenten dificultades
para encontrar el espacio propio y la base.

Se espera que otros alumnos no hagan las acciones necesarias para resolver
la ecuacion caracteristica y tomen a los valores propios como datos del problema.
Se espera que coordinen el proceso de solucién del sistema homogéneo
correspondiente a cada valor propio con el proceso de vectores propios. Por
ultimo, se espera que algunos alumnos coordinen el proceso del conjunto solucion
para cada valor propio con el proceso de espacio generado por los vectores
propios encontrados para construir el proceso de espacio propio. Después, que
coordinen los procesos de independencia lineal y de espacio generado para
encontrar una base de los espacios propios. Es posible que algunos alumnos
encuentren, erroneamente, un solo espacio propio con todos los vectores propios
encontrados.

34.- SIN hacer calculos encuentra un valor propio, dos vectores propios y el
2 4 6
espacio propio de la matriz A= (2 4 6. ¢Por qué se piden dos vectores

_ 2 4 6
propios?

87



Los alumnos entienden que no deben resolver la ecuacion caracteristica. Se
espera que muestren haber construido la coordinacion entre el proceso de
dependencia lineal de las columnas de una matriz y el proceso de valor y vector
propio de la misma matriz, y consideren el hecho de que las columnas de la matriz
son linealmente dependientes. En esas condiciones, la matriz tiene un valor propio
A = 0. También se espera que, al considerar el sistema homogéneo asociado con
este valor propio, reconozcan que el conjunto solucidn incluye multiples soluciones
pero que todas ellas se representan mediante una relacion con dos grados de
libertad, y que coordinen ese proceso con el de vectores propios. Es de esperar
que aquellos alumnos que puedan unicamente realizar acciones en la respuesta a
sus preguntas no puedan resolver esta actividad sin realizar calculos.

35.- Sea Anxn. Di si es falso o verdadero. Justifica.

a) SiAv = Av para alguna v, entonces A es valor propio de A.
b) A es noinvertible = A=0.

c) A es valor propio de A & (A— ANV = 0tiene solucion
multiple.

d) Puede ser dificil encontrar un vector propio de A, pero es
facil comprobar si un vector dado es un vector propio.

e) Para encontrar los valores propios de A se reduce A a su
forma escalonada.

f) SiAv = Av paraalguna A = 7 es vector propio de A.
g) Un espacio propio de A es un espacio nulo de cierta matriz.

Se espera que algunos alumnos tengan problemas con estas preguntas pues
sus respuestas son casos generales que requieren la construccion de procesos y
si han memorizado los procedimientos no podran responder correctamente. Otros
alumnos pueden coordinar los procesos de valores, vectores y espacios propios
para responder y explicar correctamente sus procedimientos.

36.- ¢(COmo obtienes los espacios propios? ¢Qué es la multiplicidad
geométrica?

Se espera que los alumnos sean capaces de coordinar el proceso de espacio
propio con el de conjunto generador en un proceso que permite encontrar el
espacio propio que corresponde a los valores y vectores propios de una matriz
cualquiera, ademas de coordinar este proceso con los procesos de base y, de
dimensién de una base de un espacio vectorial, en un nuevo proceso que les
permita explicar coherentemente la multiplicidad geométrica. Los alumnos que no
hayan construido dichos procesos, o que no los hayan coordinado, tendran
dificultades para responder estas preguntas.
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37.- Dime una aplicacion de estos conceptos.

Se espera que los alumnos puedan describir alguno de los temas estudiados
en clase: ecuaciones en diferencia, diagonalizacién y potencias de matrices o
procesos de Markov. Se espera que algunos alumnos no recuerden aplicaciones.

38.- En una sociedad hay dos partidos politicos. Se van a llevar a cabo
elecciones y la gente vota por uno de los dos partidos. Sea g la probabilidad de
gue si una persona voto en la eleccién anterior por un partido vuelva a votar por el
mismo en la siguiente eleccién y sea p la probabilidad de que cambie su voto.
Encuentra un modelo que describa cuantas personas votaran por un Mmismo
partido y cuantas por otro en el tiempo t. (,Como lo resolverias? ¢Qué datos
necesitas?

Se espera que los alumnos reconozcan que esta situacidon puede modelarse
mediante un sistema de ecuaciones en diferencias, como el problema de empleo -
desempleo, que puedan resolverlo y describir los datos que se requeririan para
una situacion particular. Los alumnos que den muestras de modelar este problema
y de responder preguntas que involucren la interpretacion de la solucion, daran
evidencia de haber generalizado la situacion de modelacidn planteada
originalmente. Algunos alumnos tendran problemas con la modelacion o, si lo
modelan, tendran problemas para recordar la forma de resolverlo por no haber
interiorizado las acciones en proceso.

4.3 METODOLOGIA DIDACTICA

Se siguié la misma metodologia didactica explicada en la seccién 3.3. Sin
embargo, estos problemas no se aplicaron en el semestre agosto 2010, es decir,
se aplicaron en los semestres que van de enero del 2011 a enero del 2014.

De la seccion anterior (4.2) se tomaron los ejercicios 1, 2, 3,4, 5,7, 11, 12, 15,
29, 30, 31y 33 como actividades conceptuales de clase y los ejercicios 1, 8, 9,
14, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 32, 34 y 35 para el cuestionario. Esta decision se
tomo6 después de haber disefiado todas las actividades aqui reportadas para
asegurar que las preguntas del cuestionario estaban claramente relacionadas con
las actividades en clase y las utilizadas en las tareas.

4.4 METODOLOGIA DE INVESTIGACION DE LA TEORIA APOE PARA EL ANALISIS DE LOS
DATOS OBTENIDOS

Se siguiod la misma metodologia de investigacion explicada en la seccién 3.4.
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4.5 ENTREVISTAS

Después de la experiencia en clase y con base en el analisis de las preguntas
del examen parcial se eligieron seis alumnos de cada uno de los semestres enero
— mayo 2011 a enero — mayo 2014, en total 36 alumnos, para llevar a cabo la
entrevista con el fin de profundizar en el analisis de las construcciones
involucradas en el aprendizaje de los conceptos estudiados. Los alumnos se
eligieron considerando que en su trabajo previo hubieran mostrado distinto tipo de
construcciones de acuerdo al analisis realizado previamente y que pertenecieran a
distintos equipos. La entrevista semi-estructurada incluy6 preguntas relacionadas
con los conceptos de valor, vector y espacio propio, su interpretacion geométrica
y sus aplicaciones. Se incluyeron preguntas tradicionales y otras que no aparecen
normalmente en los textos.

Para la entrevista se tomaron de la seccion 4.2 los ejercicios 3, 6, 10, 13, 14,
16, 18, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 34, 36, 37 y 38 que fueron disefiados con este fin.

Una vez disefiados los instrumentos se procedid a poner en practica la
propuesta didactica. Los resultados de la misma se detallan en los capitulos 7 y 8.
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CAPITULO 5. ANALISIS DEL TRABAJO CON EL PROBLEMA
DE LAS PATINETAS VOLADORAS

En este capitulo se presenta el analisis del trabajo de los alumnos con el
problema que se ha llamado aqui de las patinetas voladoras. Nuevamente, como
en el caso de los capitulos referentes a la metodologia, se decidié hacer el analisis
de cada problema en un capitulo separado atendiendo a las diferencias en el tipo
de modelo utilizado, asi como en la metodologia que se ha descrito para llevar a
cabo la aplicacion del problema. El problema de modelacién es util, como se vera
mas adelante, para que los alumnos construyan varios conceptos relacionados
con la estructura del espacio vectorial. Por esta razon el problema se usa, con
distintos matices a lo largo de varias semanas, mientras que el problema disefiado
para introducir los valores, vectores y espacios propios tiene como objetivo, por
una parte, evaluar la descomposiciéon genética propuesta y por otra analizar las
construcciones de los alumnos en un periodo menor de tiempo y con un problema
especifico.

Se incluye a continuacion el problema del que trata este capitulo, pues,
aunque ya se habia presentado, se pensoé que se facilitaria la lectura del capitulo
si el problema formaba parte del mismo.

El problema es el siguiente. Una posible solucion se presenta en el anexo A.
PATINETAS VOLADORAS

Eres un joven viajero que deja su tierra natal por primera vez. Tus parientes
quisieron ayudarte en tu viaje, asi que antes de partir te dieron dos regalos. Te
regalaron dos medios de transporte: una patineta voladora y una alfombra magica.
Tus parientes te informaron que tanto la patineta como la alfombra tienen
restricciones a las cuales deben someterse:

e Denotaremos el movimiento de la patineta con el vector v, = (3,1).

Con esto queremos decir que si la patineta avanza “hacia adelante” durante
una hora, se moveria en un camino diagonal que resultaria en un desplazamiento
de 3 unidades hacia el este y 1 unidad hacia el norte a partir de su posicién inicial.

e Denotaremos el movimiento de la alfombra magica por el vector v, = (1, 2).

Con esto queremos decir que si la alfombra magica avanza “hacia adelante”
durante una hora, se moveria en un camino diagonal que resultaria en un

desplazamiento de 1 unidad hacia el este y 2 unidades hacia el norte a partir de su
posicion inicial.
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El viaje del sabio

Uno de tus parientes, El Tio Cramer, te recomendd que fueras en tu primer
viaje a visitar al viejo sabio Gauss. El Tio Cramer dice que el viejo Gauss vive en
una cabafa que se encuentra 107 millas hacia el este y 64 millas hacia el norte de
tu casa.

PARTE |

» ¢ Es posible usar la patineta y la alfombra mégica para llegar a la cabafia
del viejo Gauss? Si lo es, ¢de qué manera? Si no es posible llegar con estos
medios de transporte, ¢por qué?

» ¢ Es posible llegar a la cabafa del viejo Gauss utilizando solamente uno
de los dos medios de transporte? ¢ Cual y de qué manera? Si no lo es, ¢por qué?

PARTE I

Cada semana el viejo Gauss mueve de lugar su cabafia. No estas seguro si el
viejo esté tratando de poner a prueba tu ingenio para encontrarlo, o si de verdad
quiere esconderse en un lugar donde no puedas visitarlo. Determina a cuales de
los siguientes lugares puedes llegar partiendo de tu casa utilizando la patineta y la
alfombra. Para cada ubicacion, explica cdmo llegar o bien explica por qué es
imposible llegar desde tu casa. Recuerda que Gauss vive en una cabafa que se
encuentra 107 millas hacia el este y 64 millas hacia el norte de tu casa.

» Si mueve su casa 3 unidades hacia el oeste y 4 unidades al norte.

» Si mueve su casa 25 unidades hacia el este.

» Si mueve su casa 12 unidades hacia el este y 36 unidades al sur.
PARTE llI

» ¢ Existe alguna ubicacion que no se pueda alcanzar utilizando ambos

medios de transporte? Describe los lugares que puedes alcanzar utilizando una
combinacion de patineta con alfombra magica y aquellos que no pueden ser
alcanzados. Especifica los lugares geométricamente y algebraicamente. Incluye

una representacion simbdlica usando vectores. También incluye un parrafo que
explique tu respuesta.
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Otras patinetas
PARTE IV

» Ahora supon que tienes otros medios de transporte: una patineta v, =
(2,3) y una alfombra v, = (5,0). ¢Puedes ir a los mismos lugares que con las
patinetas y alfombras anteriores? Explica tu respuesta.

» Supon que tienes una patineta v, = (2,3) Yy una alfombra v, = (6,9).
¢Puedes ir a los mismos lugares que con tu patineta y alfombra anteriores?
Explica tu respuesta.

» ;Puedes caracterizar a los pares de medios de transporte con los que
puedes alcanzar cualquier lugar en el plano de coordenadas? ¢Qué pares
permiten ir solamente a ciertos lugares del plano? ¢ Cuéles son estos lugares?

Tres medios de transporte
PARTE V

Supon ahora que tienes tres medios de transporte, por ejemplo, una patineta
v; = (2,3), una alfombra méagica v, = (5,0) y un jet skiv; = (1,4).

» ¢ Puedes llegar a cualquier lado?

» Supon que quieres ir a la ubicacion 6 este y 1 sur ¢puedes llegar?
., Como?

» ¢ Qué conjuntos de tres medios de transporte te permiten ir a cualquier
lugar? ¢Cuéles no lo permiten? ¢;(Como puedes describir esto de manera
geomeétrica y algebraica, usando vectores?

Es importante destacar que el problema se aplicoé a los alumnos que cursaban
la misma materia, con la misma profesora, durante varios semestres. Esto se hizo,
de inicio, para verificar la estabilidad de los resultados de la aplicacion del
problema, pero, al comprobar que efectivamente el trabajo con el problema y las
actividades conceptuales eran estables, es decir, similares independientemente
del grupo con el que se empleaba, se decidié considerar los datos obtenidos en
todos ellos para llevar a cabo el analisis de los resultados.

A continuacion se hace un analisis de los resultados encontrados en el analisis
de los datos, que se presenta siguiendo el orden de las secciones del problema
considerado y que estan relacionadas con la construccion de los diferentes
conceptos mencionados en el capitulo 3. La estructura del capitulo es la siguiente:

Se comienza por el analisis de los resultados referentes a la construccion del
concepto de combinacion lineal que es la base para la construccidn de los otros
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conceptos (5.1), se continua con el analisis de los resultados relacionados a los
conceptos de conjunto generador (5.2) y espacio generado (5.3) cuya definicién
esta intimamente ligada a la de la combinacion lineal. Posteriormente se introduce
el analisis de los datos relativos a la construccion de los conceptos de
independencia y dependencia lineal (5.4) que permiten responder nuevas
preguntas relacionadas con el conjunto generador y el espacio generado, para
terminar con el analisis de los datos referentes a la construccion de los conceptos
de base y dimension (5.5) que permiten relacionar todos los conceptos anteriores.

Como se mencion6 en el capitulo 3, las evidencias que se muestran en
términos de las respuestas de los alumnos, sean verbales o escritas, se
transcriben, entre comillas en el caso de las verbales, exactamente como ellos las
hicieron, independientemente de si son correctas o no. Esto se hace dado que, en
una investigacion, no es ético modificar los datos obtenidos.

5.1 PARTE |. COMBINACION LINEAL

Al iniciar el trabajo con el problema, la mayoria de los alumnos hacen la accion
de graficar los vectores de la patineta y la alfombra. La casa de Gauss la dibujan
como el punto en el plano correspondiente a su ubicacién, (107, 64).

Los miembros del equipo H (Sem. 2-2010), por ejemplo (figura 1), hacen la
accién de sumar ambos vectores y buscan si la casa de Gauss es multiplo de ese
vector. Como la posicion buscada no es un multiplo de ese vector concluyen que
no es posible llegar a ella.
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Figura 1

En el caso en que solamente disponen de un medio de transporte, contindan
pensando en utilizar vectores que sean “mdltiplos” uno de otro. En el caso de la
patineta se equivocan y toman el vector (1, 3). Pareciera ser que unicamente
buscan multiplos del 3 y no trabajan con el vector como un objeto, sin embargo,
este no es el caso, lo que ocurre es que la otra componente del vector es 1y
unicamente no lo mencionan. Esta interpretacion se justifica al observar que
cuando trabajan con la alfombra si consideran el vector como un todo al buscar los
multiplos, como se muestra en la figura 2. Los alumnos comentan:
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Hs: “No es posible viajar solo en patineta porque 107 y 64 no son multiplos de
3”.

H2: “Tampoco es posible viajar solo con la alfombra porque no hay vector 107
y 64”.
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Figura 2

Otro equipo, E (Sem. 1-2014), hace lo mismo que el equipo anterior pero va
mas alla al buscar, ademas, otras opciones. Hacen la accion de multiplicar por
distintos numeros de horas para ver si de esa manera pueden llegar a la casa de
Gauss (figura 3). En la discusién en equipo los alumnos tienen la siguiente
discusién:

E1: “Necesitamos llegar al 107, entonces, ... si tomamos la patineta
necesitamos (3, 1) por ... treinta y cinco, dos tercios de horas pero ... llegamos a

(107, 352/3)... no llegamos al 64. Si usamos la alfombra ... (1, 2) por 107 ... la

necesitamos 107 horas pero ... llegamos al (107, 214) ... tampoco llegamos al 64.
No podemos llegar’.

Después, consideran usar ambos medios de transporte. Hacen la accion de
sumar ambos vectores y nuevamente comentan que no pueden llegar a la casa de
Gauss. Mas adelante, con el objeto de probar otras opciones, multiplican los
vectores utilizando, de forma incorrecta, el producto escalar y concluyen que
tampoco pueden llegar al punto de interés.

E2: “¢Por qué no usamos ambos? ;Multiplicamos los vectores o los
sumamos?” (E1 escribe ambos casos). “Si multiplicamos la patineta y la alfombra

(3, 1) por (1, 2) = (3, 2)... (3, 2) por 352/3 llegamos a (107, 71 1/3) ... Tampoco
sirve. .... Si sumamos la patineta y la alfombra (3, 1) + (1, 2) = (4, 3) ..... (4, 3) por
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26.75 = (107, 80 1/4) ... tampoco ... Solo podemos llegar al 107. Sigue pasando
lo mismo”.

Por ultimo, optan por utilizar los dos vectores pero viajando primero en un
medio de transporte y cambiando después al otro:

Es: “¢Y si no tomamos los dos al mismo tiempo? Podemos ir un rato en la
patineta y otro en la alfombra.... nos queda un sistema ... podemos resolver.... X
es en la patinetay y en la alfombra... Si funciona’.

E2: “jYal Tenemos la respuesta 30 y 17. Las probamos con la patineta y
alfombra y si funciona. Si se puede llegar”.

Este equipo lleva a cabo las acciones necesarias para escribir de forma
algebraica todos los productos que mencionan. No parecen tener una idea clara
por qué hacen dichas operaciones, sino que lo hacen unicamente por operar.
Después de algunos intentos en los que no es posible llegar al punto objetivo,
comienzan a reflexionar sobre sus acciones y son capaces de interiorizarlas en un
proceso que les permite identificar que pueden hacer la accion de sumar multiplos
de cada vector y ello les conduce a hacer las acciones necesarias para resolver el
sistema de ecuaciones lineales relacionado con esta operacion general con los
vectores direccion de la patineta y la alfombra. Hacen las acciones para resolver
dicho sistema y encuentran que de esa forma es posible llegar al destino que
buscaban. Su trabajo se muestra en la figura 3.
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Figura 3

En el caso en que solamente es posible usar un medio de transporte ya no
hacen la accion de graficar, la han interiorizado en un proceso que les permite
escribir la ecuacion vectorial y dan la respuesta sin necesidad de hacer célculos
explicitamente para encontrar el valor del escalar (figura 4). En su trabajo escriben
incluso que la patineta y la alfombra “tendrian que combinarse (ya que la direccién
gue sigue cada uno no puede llegar a las coordenadas (107, 64))”.
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Otros equipos, como el equipo G (Sem. 2-2012), hacen las acciones de
avanzar con la patineta y notan que conforme lo hacen se va reduciendo la
distancia a la casa de Gauss y van corrigiendo el calculo (figura 5).

G2: “Empezamos en (3, 1) ... multiplico por 10 llegamos a (30, 10) ... como me
acerco lo tenemos que restar de la casa de Gauss ... ahora es (77, 54). Todavia
me falta, puedo multiplicar por 20 ...(60, 20) y Gauss ... (47, 44). Me falta ...
ahora por 30 ... (90, 30) y Gauss ... (17, 34). Por 40... no sirve, me paso la
casa’.

Gs: “Espera ... no hemos usado la alfombra ... ponle eso a la alfombra”.

G2: “Cierto, entonces ... 30 horas en patineta y 17 en alfombra. jListo”

Cuando los alumnos mostraron su trabajo a la maestra, ella les pregunté si
podrian generalizar la estrategia que habian seguido. Los alumnos reflexionan y
son capaces de relacionar sus acciones con la posibilidad de escribir un sistema

de ecuaciones.

X+2y= 64
3+ y =107

Esto muestra que han interiorizado sus acciones en un proceso que les
permite abordar el problema con un sistema de ecuaciones y observan que
encuentran los mismos resultados (figura 5).
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A través de los semestres se pudo observar que la mayoria de los alumnos
que trabajaron con este problema empezaron con una interpretacion geométrica
del problema, haciendo acciones para graficar la patineta, la alfombra y la casa de
Gauss. Posteriormente, los alumnos realizan la accién de multiplicar por un
escalar estos vectores para encontrar el desplazamiento que se logra después de
un cierto tiempo. En todos los semestres se encontraron equipos en los que los
alumnos reflexionan sobre su procedimiento inicial y se dan cuenta que estan
haciendo el producto de un escalar por un vector, y relacionan el proceso de
producto por un escalar en el caso de ambos medios de transporte con el proceso
de suma de vectores que resulta en un sistema de ecuaciones lineales. Una vez
que han propuesto un sistema de ecuaciones como modelo de solucién, son
capaces de resolverlo y comparar los resultados encontrados por los dos
procedimientos. Generalmente, en los distintos semestres, solo un equipo es el
que no llega tarde o temprano a utilizar el sistema de ecuaciones.

En algunos casos, los alumnos de los equipos explican con claridad la relacién
entre el movimiento de la patineta y la alfombra y la posibilidad de llegar al destino
propuesto. Mencionan, por ejemplo A1 (Sem. 1-2011, figura 6) que: “El vector
(107, 64) que describe la distancia del destino no es paralelo a los vectores de la
alfombra y la patineta. Por lo tanto necesitamos combinaciones de los dos para
llegar al destino’.
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Es importante notar que en estos ultimos casos, los alumnos utilizan la
combinacion lineal de dos vectores sin que ésta haya sido introducida en clase.
Los alumnos se refieren a ella utilizando la palabra combinacion, como se
ejemplifica en la figura anterior. La maestra aproveché este hecho, en todos los
casos, para usar las ideas de los alumnos e introducir la definicidn de combinacién
lineal. En ese momento introduce algunas actividades disefiadas con la
descomposicion genética de la seccidn 3.2.1 para trabajar en la construccion de
este concepto. En el siguiente capitulo se muestran los resultados obtenidos del
trabajo de los alumnos en dichas actividades.

5.2 PARTE Il. CONJUNTO GENERADOR

Las experiencias realizadas mostraron evidencia de que con el trabajo en el
problema y las actividades la mayoria de los alumnos fue capaz de construir el
concepto de combinacion lineal como proceso. Al regresar al trabajo con el
problema ya no necesitan hacer las acciones correspondientes a dibujar graficas
sino que plantean y resuelven directamente el sistema de ecuaciones
correspondiente a la combinacion lineal. En el ultimo caso de esta parte del
problema, cuando se mueve la casa 12 unidades hacia el este y 36 unidades al
sur, obtienen un numero “negativo de horas.” Esto causa en los equipos
incertidumbre y se genera una discusion entre los alumnos. Por ejemplo, en el
caso del equipo H (Sem. 2-2010) que se mencioné anteriormente, uno de los
alumnos, Hz, propone: “El resultado es imposible pues las horas estan restringidas
a los numeros positivos” (figura 7).

100



| . A(-?s) 6(15) <<12 fstio, el (107
AU AN & ¢
JBed = (loq 2Pz bt P=Cx-p4 P= 22 hus
os) Pe2dzes LAY he 204
)b - 11362) Febzlez e cd-24 P 10hs
\cd P+ 2h=cH 102 ~CAAZB2 A= 12 hre
M (= < ”q> 3PeA=ld Ps ¥ 24 Ejﬁﬁgm el
o ;)'8 P24~ :‘K }LI —Cﬂ"hq: IE;& Hina in 'TS&\PTDSM
‘ — hovevds {Qm: oS
Figura 7

Al darse cuenta que la mayoria de los alumnos tienen problemas para
interpretar este hecho, y que para otros la patineta y la alfombra los puede llevar a
“todos lados” (R?), la maestra inicid, en todos los semestres, una discusion en
grupo. Algunos alumnos muestran con sus graficas como por ejemplo B1 (Sem. 2-
2010): “No sé por qué sale negativo. Si vemos la gréfica se puede ver que se llega
a todos lados ... pero ya checamos la solucién y es correcta. Si sale un negativo
cqueé esta pasando?” La maestra comenta que la interpretacion algebraica y
geométrica no puede contradecirse y les propone que sigan discutiendo. Después
de esta discusion, generalmente solamente un equipo no concluye que el signo
negativo significa que se usa el medio de transporte en reversa. Por ejemplo, un
miembro del equipo E (Sem. 1-2014), E4 explica: “Ya lo tenemos ... como
sabemos que puede llegar a todas partes pensamos ... debe pasarse con la
patineta .... entonces tiene que regresar ... 0 sea 42 horas en patineta y como se
pasa debe regresar 7 horas en alfombra” (figura 8). En este momento la mayoria
de los alumnos comentan: “el signo negativo es reversa. Ahora si puede llegar.”
Este tipo de comentarios muestra la interpretaciéon del signo negativo como
movimiento en direccion contraria. En general, los alumnos dibujan en una grafica
su explicacién de este resultado (figura 8).
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En cada semestre se observé también que muchos equipos hacen referencia
al concepto de combinacion lineal en su trabajo en esta segunda parte del
problema. Este concepto se estudio en la parte |, seccién 5.1. Al encontrar que si
pueden llegar a las distintas posiciones para la casa de Gauss hacen comentarios
del tipo, Is (Sem.1-2012): “Si son combinaciones lineales” (figura 9).
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Pudo observarse en esta parte del problema que los alumnos se refieren a
aquellos puntos a los que pueden llegar mediante frases similares a la mostrada
anteriormente o su negacion en el caso de no poder llegar a alguna posicion. De
esta manera, los alumnos han construido una idea similar a la de conjunto
generador sin que este concepto haya sido introducido en clase. Nuevamente la
maestra aprovecha esta oportunidad para introducir y formalizar el concepto e
introduce algunas actividades de la seccidbn 3.2.2 disefiadas con la
descomposicion genética para promover su construccién por parte de los alumnos.
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En el siguiente capitulo se muestran los resultados obtenidos del trabajo de los
alumnos en dichas actividades.

5.3 PARTE |ll. ESPACIO GENERADO

Después del trabajo con las actividades la maestra observo que la mayoria de
los alumnos construyeron un proceso relacionado con el conjunto generador y que
son capaces de distinguir aquellos casos en que con la patineta y la alfombra
pueden llegar a “cualquier lado” (cualquier punto de R?). En este momento la
maestra pidi6 a los alumnos que explicaran lo anterior geométricamente,
algebraicamente y con palabras. La mayoria de los equipos responden a esta
tarea con facilidad. Por ejemplo, los alumnos del equipo, C (Sem.1-2011), escriben
la ecuacion vectorial y concluyen, a partir de ella, que con esos medios de
transporte pueden llegar a cualquier punto en R2. Después graficaron (figura 10) y
se observo la siguiente discusion:

C1: “si te subes en uno nada mas, haces linea recta y si tienes dos que estan
en distintas direcciones puedes llegar a cualquier punto, ya que no hay
restricciones”.

C2: “Buscamos una combinacion lineal de patineta y alfombra en la que no
haya solucion. Esto no se da. Tiene solucién siempre. Gauss no se puede
esconder y siempre lo vas a encontrar’.
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Figura 10

Los alumnos de otro equipo, el G (Sem. 2-2012), al trabajar sobre la
representacion geométrica explican cdmo es posible llegar a cualquier punto de
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R?; Gs4 dice: “Se puede obtener cualquier punto en el area formada por los dos
vectores sumandolos” (marca en la grafica esa parte) “...se puede cambiar la
direccién de un vector y multiplicarlo por un escalar de signo negativo, entonces
obtienes cualquier punto entre las dos rectas ....” (regresa a marcar la grafica). “En
otras palabras, multiplicando por un escalar cualquiera de los dos vectores y
sumandolos se puede alcanzar cualquier punto.” Los alumnos estan utilizando el
método del paralelogramo para sumar graficamente los vectores. Sefalan
incorrectamente una parte del dibujo correspondiente a la region contenida entre
las dos rectas, pero cuando hacen el ultimo comentario sefialan el plano completo.
De esta forma, estan encontrando todas las combinaciones lineales posibles de
los dos vectores y concluyen correctamente que pueden llegar a cualquier punto
en R?. En su anotacién aclaran que es lo mismo que la ecuacion vectorial y la
escriben. Estos alumnos muestran haber relacionado la interpretacion algebraica
con la geométrica (figura 11).
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Figura 11

Algunos equipos son capaces incluso de escribir en forma general la ecuacion
que permite encontrar el numero de horas que debe viajarse en la patineta y en la
alfombra para cualquier punto del plano (figura 12, equipo C Sem. 1-2011). Este
tipo de respuesta muestra que estos alumnos han construido como proceso el
concepto de combinacion lineal y el de solucion de un sistema de ecuaciones.
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Figura 12

En cada semestre se encontr6 ademas que al menos los alumnos de un
equipo, como D (Sem. 1-2013) mencionan y escriben frases como: “se pueden

generar cualquier x, y” (figura 13) que ponen de manifiesto que muy posiblemente
han interiorizado el proceso asociado al conjunto generador.
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Figura 13

Estos alumnos, por ejemplo el equipo G (Sem. 2-2012), hacen comentarios
del tipo G1: “... genera todo R? porque el determinante es cinco, diferente de cero

y el sistema tiene solucién” (figura 14), encuentran la solucion del sistema por
medio del determinante.

105



_____

Qy 4 26, = W
o - 204 v
AT ?@l v,

LY
N
O

r},r{,- Pl
LUy mana g = 0 )

Figura 14

Cuando la maestra se dio cuenta de que la mayoria de los alumnos hacen
comentarios que indican que distinguen las situaciones en que se puede llegar a
cualquier punto del plano, de aquellas en las que esto no es posible, introdujo la
definicion de espacio generado y propuso el trabajo en algunas actividades
conceptuales de la seccion 3.2.2 disefadas con la descomposicion genética para
dar a los alumnos nuevas oportunidades de construccion de los conceptos de
conjunto generador y espacio generado. En el siguiente capitulo se muestran los
resultados obtenidos del trabajo de los alumnos en dichas actividades.

5.4 PARTE |IV. INDEPENDENCIA Y DEPENDENCIA LINEAL

En esta parte del problema, parte IV, se introducen situaciones en las que a
pesar de contar con dos medios de transporte no es posible llegar a cualquier
punto del plano y se pregunta a los alumnos a cuales puntos pueden llegar.

En todos los casos se encontraron evidencias de alumnos que habian
construido la coordinaciéon de los procesos asociados a las representaciones
grafica y algebraica de la combinacién lineal y la coordinacién de estos procesos
con el de espacio generado. Por ejemplo, los miembros del equipo C (Sem. 1-
2011) mostraron que habian construido estos procesos al ser capaces de explicar
las representaciones; por ejemplo C4 comenta: “Con éstos si podemos llegar a
todos los lugares... con estos otros no podemos llegar a todos los lugares. Solo
me puedo mover en una recta. Puedo alcanzar cualquier punto mientras mis dos
vectores no sean paralelos. Los paralelos me permiten llegar (sic.) solo lugares
especificos ... los que estan en esta recta” (figura 15).
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Figura 15

Los alumnos que hacen este tipo de comentarios muestran una concepcién
proceso del concepto de espacio generado. Otros alumnos, como en el caso de
los miembros del equipo E, (Sem. 1-2014), exhiben evidencia de haber construido
una concepcion objeto de este concepto al contestar sin necesidad de graficar o
escribir ecuaciones que “con dos vectores no paralelos se puede alcanzar todo R?,
pero si son paralelos se puede alcanzar Unicamente puntos de la forma Av,”
(figura 16), es decir, son capaces de realizar mentalmente las acciones, o mas
bien, el proceso, de construir diferentes combinaciones lineales de los vectores e
imaginar el resultado de todas ellas simultaneamente.
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Figura 16

Nuevamente puede observarse que el problema propuesto contribuye de
forma efectiva a que los alumnos usen sus conocimientos previos para construir
conceptos que no han sido previamente introducidos. En muchas ocasiones los
alumnos mencionan explicitamente los conceptos recién introducidos para explicar
cuando se puede generar todo el plano R? y cuando se puede generar una recta
(equipo E, Sem 1-2014, figura 17).
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Un ejemplo de lo anterior se encuentra en el trabajo de los miembros del
equipo C (Sem. 1-2011) quienes dan evidencia de haber construido posiblemente
una concepcion objeto del espacio generado al contestar, usando dicho concepto
sin necesidad de hacer calculos especificos, cuando se generan distintos tipos de
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espacios. Estos alumnos muestran, ademas, que han construido la coordinacion
de los procesos asociados a la representacion algebraica y geométrica a través de
aclaraciones que surgieron en su discusion:

Cs: “estos son diferentes” (senala los primeros vectores de esta parte) “pero
estos son iguales” (sefiala los vectores multiplos).

Ca4: “Es obvio que no vas a llegar a las mismas partes. Si graficamos me muevo
sobre el vector nada mas y genero una recta... cuando la patineta y alfombra son
multiplos’.

C1: “ok .... y si tenemos dos diferentes generas R?. O sea con vectores
diferentes llegamos a todo R?, pero con vectores multiplos o paralelos llegamos
solo a ciertos lugares del plano, la recta que generan.” (Escriben todo lo anterior
en forma algebraica y geométrica como se muestra en la figura 18).
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Figura 18

Estos alumnos usan el término de vectores “diferentes” para referirse a lo que
matematicamente se conoce como vectores linealmente independientes y se
refieren a vectores “iguales o mdltiplos o paralelos” para aquellos que son
linealmente dependientes. Es posible nuevamente observar que los alumnos han
construido, al menos intuitivamente, estas nociones que suelen ser dificiles. La
maestra aprovecho6 estos comentarios para introducir en la discusion en grupo los
conceptos de independencia y dependencia lineal e introdujo algunas actividades
de la seccion 3.2.3 disefiadas con la descomposicion genética para proporcionar a
los alumnos nuevas oportunidades de construccién. En el siguiente capitulo se
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muestran los resultados obtenidos del trabajo de los alumnos en dichas
actividades.

5.5 PARTE V. BASE Y DIMENSION

Los ultimos conceptos introducidos con este problema son los de base y
dimension. Se espera que los alumnos hayan construido al menos como proceso
los conceptos mencionados anteriormente: combinacion lineal, conjunto
generador, espacio generado, independencia y dependencia lineal.

En el trabajo con esta parte del problema los alumnos muestran distintas
construcciones que se ejemplifican a continuaciéon. En general, los alumnos
utilizan las siglas li y dicen “ele i” para referirse a vectores linealmente
independientes y Id y dicen “ele d” para vectores linealmente dependientes tanto al
escribir como al hablar, por lo que en sus explicaciones se utilizan estas siglas.

Los miembros del equipo D (Sem. 1-2013) muestran haber construido, al
menos como proceso, los conceptos de combinacion lineal, independencia y
dependencia lineal. Encuentran que los tres vectores son linealmente
dependientes, escogen dos y demuestran que son linealmente independientes.
Explican su procedimiento a la maestra de la siguiente manera:

D1: “Hicimos Gauss para ver como eran los vectores y llegamos a que son ele
d, hay informacion que sobra”.

D2: “... 0o sea podemos quitar algo. Escogimos alfombra y jet ski y vimos que
son ele i porque usamos el teorema ... no son multiplos”.

Ds: “Esto quiere decir que los tres son ele d y eso pasa porque el tercero es
combinacion lineal a los anteriores” (Figura 19).
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Muchos equipos utilizan graficas para explicar sus razonamientos. Un miembro
del equipo G (Sem. 2-2012, figura 20), G4, comenta: “sabemos que sobra uno ...
necesitas combinar dos y llegas a cualquier lado.” Senala las graficas que hicieron
y explica: “aqui estan los tres, puedes pasar a patineta y alfombra o patineta y jet
Ski o alfombra y jet ski. Da lo mismo.” Concluye: “puedes llegar a todos lados

usando los tres”.
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Figura 20

Otros alumnos resuelven de forma algebraica y encuentran que el sistema
tiene solucion multiple. Este es el caso, por ejemplo, del equipo | (Sem. 1-2012)

que tiene la siguiente discusion (figura 21):
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l1: “¢sllegamos a solucion mdultiple, por qué”?
l2: “¢Puedes llegar de muchas formas”?

l1: “.... Si das valores a la cs ... es libre tenemos muchos casos. Si, llegas de
muchas formas”.

Is: “ ... pero ya con dos llegabamos a todos lados, ... entonces el tercero
sobra.” Resuelven la combinacion lineal con tres y dos medios de transporte.

l1: “... miren ... el jet ski no es necesario y con dos pudimos llegar ... vamos
un tercio de hora en reversa, ... 20 minutos en patineta y cuatro tercios ... 1 hora
20 en la alfombra’.

Siguen discutiendo y concluyen:

l2: “el jet ski es informacion de mas, redundante, podemos tirarlo. Es una
combinacion lineal de patineta y alfombra”.
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Figura 21

La mayoria de los alumnos muestran haber construido al menos como proceso
los conceptos de conjunto generador y espacio generado y concluyen que con tres
medios de transporte pueden “llegar a cualquier punto” (E1, Sem. 1-2014), es decir,
“tres medios generan R2.” Ademas, mencionan que solamente son necesarios dos
medios de transporte. Algunos alumnos muestran haber construido al menos
como proceso el concepto de independencia lineal al comentar: “estos dos deben
ser linealmente independientes” (D3, Sem. 1-2013).
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Casi la totalidad de los equipos aclaran que con un solo medio de transporte
‘no se puede llegar” o “se genera una recta” o “solamente llegas a ciertas partes”
(figura 22).
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Figura 22

Los alumnos han trabajado con conjuntos de uno, dos y tres transportes que
generan una recta o R? La mayoria de los alumnos muestra haber construido
como proceso los conceptos de independencia y dependencia lineal y espacio
generado y concluyen que un vector o dos vectores paralelos son linealmente
dependientes y por lo tanto generan una recta, mientras que, dos vectores no
paralelos o no multiplos son linealmente independientes y por lo tanto generan R2.
Los alumnos que muestran una concepcion objeto han construido la coordinacion
de los procesos asociados a la representacion algebraica y geométrica vy
relacionan otros conceptos del curso como determinantes. Cuando los alumnos
trabajaron con tres vectores mencionan que siguen generando R?, pero
mencionan que ‘les sobra informacion” o ‘pueden quitar un vector’” o “tenemos
informacion redundante”.

Nuevamente, se puede observar que mediante el trabajo con el problema, los
alumnos han construido, al menos intuitivamente, los conceptos de base y
dimension. La maestra aprovechd, nuevamente, estos comentarios para introducir
actividades conceptuales de la seccidén 3.2.4 disefiadas para esta parte con base
en la descomposicidn genética para dar a los alumnos nuevas oportunidades de
construccion de los conceptos de base y dimension y para formalizar estos
conceptos. En el siguiente capitulo se muestran los resultados obtenidos del
trabajo de los alumnos en dichas actividades.

En este capitulo se analizé el trabajo de los alumnos con el problema de las
patinetas voladoras. Como se menciond, durante este trabajo los alumnos han
construido, al menos intuitivamente, los conceptos de combinacion lineal, conjunto
generador, espacio generado, independencia y dependencia lineal, base y
dimensién. Es importante destacar que el problema permite a los alumnos
imaginar el viaje en los distintos medios de transporte y pueden asi obtener una
imagen mas concreta del significado de conceptos que son sumamente
abstractos. El andlisis utilizando la Teoria APOE permite interpretar las
construcciones de los alumnos al ir resolviendo el problema, determinando, al
mismo tiempo, las posibles necesidades de algunos de los equipos para poder
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apoyarlos en su construccion. La gestion de la actividad de los alumnos en este
contexto es muy compleja. Requiere, como en este caso de que la maestra
detecte en el momento las necesidades de los alumnos y guie sus conversaciones
mediante nuevas preguntas. En este caso, ademas, la maestra aprovecho, en
cada parte del problema, las ideas y comentarios de los alumnos para introducir
las actividades conceptuales disefiadas para promover su construccion por parte
de los alumnos y para introducir y formalizar los nuevos conceptos. Como se
comentd, el problema se trabajé en R? sin embargo en las actividades
conceptuales introducidas se utilizaron otros espacios reales para trabajar
matematicamente haciendo las construcciones sefaladas en la descomposicion
genética necesarias para construir los mismos conceptos en espacios reales de
otra dimension, es decir, para generalizar los conceptos a R". En el siguiente
capitulo se muestran los resultados obtenidos del trabajo de los alumnos en las
actividades conceptuales disefiadas con la descomposicion genética.
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CAPITULO 6. ANALISIS DE LAS CONSTRUCCIONES DE LOS
ALUMNOS DE LOS CONCEPTOS RELACIONADOS CON LA
COMBINACION LINEAL

En este capitulo se presentan los resultados de esta investigacion mediante
evidencia del analisis del trabajo de los alumnos obtenida tanto de las actividades
realizadas en clase, como de los instrumentos de investigacion. La descripcion de
los resultados se hara para cada uno de los conceptos introducidos con el
problema de las patinetas voladoras, es decir, combinacién lineal, conjunto
generador, espacio generado, independencia y dependencia lineal, base vy
dimension.

Como se menciond en el capitulo anterior, el trabajo se realiz6 durante 8
semestres (2010 — 2014) pero el trabajo en cada uno de ellos y los resultados
fueron similares, por ello los resultados descritos incluyen informaciéon de todos
ellos. Los numeros que se presentan corresponden al promedio de los alumnos
por semestre que dio respuestas similares.

Construcciones previas

Las descomposiciones genéticas utilizadas suponen, como conceptos previos
para la construccion de los conceptos estudiados en este capitulo, la construccion,
entre otros, de los conceptos de plano cartesiano, vectores, suma de vectores,
producto de un escalar por un vector, ecuaciones algebraicas y vectoriales,
solucién de sistemas de ecuaciones y tipos de solucion.

Los resultados mostraron que tres alumnos en promedio cada semestre no
mostraban evidencia de haberlos construido, como se ejemplifica enseguida, y
que esto parecia ser responsable de sus dificultades en el aprendizaje de los
conceptos estudiados. Las dificultades de estos alumnos se manifestaron en
distintos momentos durante la investigacion, incluyendo la entrevista en la que se
les presentaron preguntas en contextos distintos, pero, en todos los casos, los
resultados mostraron que construyeron, en el mejor de los casos, una concepcion
accion de los conceptos de interés.

Dos de estos alumnos mostraron no haber construido el concepto de vector ni
siquiera como accion. Consideran a los vectores como puntos en el espacio y los
sustituyen en las ecuaciones para determinar si el vector estd en un espacio
especifico.

Tal es el caso del alumno B1 (Sem. 2-2010, figura 1) que cuando se le pide
que muestre si los vectores v, = (0, 5, 2), v, = (-5, 0, 3) y v3 = (2, 3, 0) forman una
base para el plano W: 3x — 2y + 5z = 0 toma a los vectores como puntos y
comenta: “A los tres vectores los sustituyo en la ecuacion ... como la cumplen ...
entonces los vectores satisfacen la ecuacion. Esto quiere decir que son una base
para W.” Considera que el hecho de que un vector “satisfaga” la ecuacién significa
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que genera ese espacio. Al parecer, el hecho de confundir el vector con un punto
no le permite construir los conceptos de conjunto generador y base.
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Figura 1

Ante la misma pregunta otro alumno, H2 (Sem. 2-2013), forma nuevos
vectores, X, y, Z, con las componentes de los vectores dados. Sustituye estos
nuevos vectores como se ve en la figura 2, llega a un absurdo y concluye: “Hago
vectores con las componentes de los vectores que me dan o sea un vector con las
X’s otro con las y’s y otro con las z’s... entonces tengo los vectores x = (0, -5, 2),y
=(5,0,3)y z=(2, 3, 0). Los sustituyo en el plano para ver si cumplen y son base
... pero con vz se llegaa 4 =0 .... absurdo... pero v; y v, si cumplen por lo que
si son base.” Al pedirle que explique su razonamiento dice: “los dos primeros si
resuelven la ecuacion, o sea generan W y por lo tanto si son base, mientras que
U3 me da un absurdo por lo que no es base”, mostrando que no ha construido los
conceptos de conjunto generador y base.

X ¥ z
0 5° -
-5 fg\((jt e =0
3 (1) Y Y
- Vo e
{h%)' (8« (8. 73
| 112 = o
Vol &) o) )
) - 10410 oo o -
-1s - L -0
\:g é*\'%‘~0}73 (O:O)';.BPDQS bace
- + O - =
0 © 4=0 @ V3 se ‘.l&gq G =0 V¥
Vi y Vo S S base

Figura 2
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Estos alumnos confunden a los vectores con variables. El alumno anterior, en
otra pregunta donde se da la combinacion lineal ¥; — 37, + 573 = 0, escribe la
palabra “vectores” (figura 3), sin embargo toma la ecuacion vectorial como una
ecuacion con variables vq, v, y v3. Despeja v, y deja a v, y v3 como variables
arbitrarias. Al preguntarle qué significa que sean arbitrarias dice: ‘“tengo dos
grados de libertad y me muevo en dos direcciones.” La maestra le insiste en que
son vectores pero el alumno no logra reconocer la diferencia.
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Figura 3

Los alumnos que no han construido como proceso la solucién de sistemas de
ecuaciones y los posibles tipos de solucion tienen problemas para construir los
conceptos estudiados. Algunos alumnos han memorizado, sin comprenderlo, el
algoritmo de Gauss — Jordan para resolver un sistema de ecuaciones. Es el caso
del alumno B3 (Sem. 2-2011, figura 4) quien al usar este algoritmo y llegar a una
matriz con ceros en la diagonal no sabe cdémo continuar. En la pregunta
mencionada anteriormente muestra al menos una concepcidon accion del concepto
de base al contestar: “Necesitamos que los tres vectores dados sean ele iy
generen el plano para ser base.” Al escribir el sistema homogéneo para encontrar
si los vectores son linealmente independientes no sabe resolverlo y comenta:
“Estoy buscando generar en R3 un plano. Necesito ver si los vectores son ele i,
entonces resuelvo la ecuacion c¢;7; + ¢, U, + c3U3 = 0 .... resuelvo el sistema
homogéneo.” Lo escribe como se ve en la figura 4, y dice: “... pero esto no se
puede resolver ... sesta mal? No sé ... ¢qué hago?... no puedo hacer pivotes.
Tengo ceros en toda la diagonal. No puedo saber si son ele i o ele d.” Al no poder
resolver el sistema homogéneo no puede determinar si los vectores dados son o
no linealmente independientes y por lo tanto no puede responder la pregunta. Al
parecer ha construido como accién los conceptos de independencia lineal y base.
Como se menciond en el capitulo anterior, en general, los alumnos utilizan las
siglas li y dicen “ele i” para referirse a vectores linealmente independientes y Id y
dicen ele de para vectores linealmente dependientes tanto al escribir como al
hablar. Se decidié escribir las citas verbales como los alumnos las comentan para
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no alterar los datos recogidos. Sin embargo, para tener mayor claridad las
ecuaciones, vectores y variables se escriben en su formato matematico.
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Figura 4

Los ejemplos anteriores ponen de manifiesto que los alumnos que no han
construido los conceptos previos no pueden hacer las construcciones previstas en
la descomposicion genética. La construccion del concepto de vector resulta
indispensable para la construccion de los conceptos estudiados. La interpretacion
de la solucion del sistema homogéneo resulta ademas imprescindible en la
construccion del concepto de independencia lineal, por lo que muestran cuando
mucho una concepcién accion de dicho concepto.

A continuacion se presentan los resultados de la investigacion para cada uno
de los conceptos introducidos con el problema de las patinetas voladoras:
combinacion lineal, conjunto generador, espacio generado, independencia y
dependencia lineal, base y dimension. Es importante recordar que los alumnos
trabajaron en varias actividades disefiadas con la descomposicion genética con
datos diferentes para darles oportunidad de reflexionar sobre sus acciones e
interiorizarlas en procesos. Como se menciond en el capitulo anterior, el problema
de las patinetas voladoras se trabajé exclusivamente en R?, con las actividades
conceptuales que se mencionaron en el capitulo 3, se generalizaron los conceptos
a R®y R* (seccidn 3. 2) y posteriormente se generalizaron a R".
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6.1 COMBINACION LINEAL

Estas actividades se aplicaron después de que los alumnos trabajaron con la
parte | del problema de las patinetas voladoras. Las primeras actividades tenian
como objetivo que los alumnos construyeran la relacién entre la interpretacion
algebraica y geométrica de una combinacién lineal.

En la primera actividad se pregunta si el vector v; = (2, 12) era combinacion
lineal de los vectores v; = (2, 3) y v, = (3, 0). En un principio los alumnos
realizaron las acciones de graficar y multiplicar los vectores por distintos
escalares. Algunos alumnos hacen mencion al problema de las patinetas. Por
ejemplo, en el equipo | (Sem. 1-2014) discuten lo siguiente:

la: “Es lo mismo que el problema de las patinetas. Hay que encontrar el
namero de horas que usamos cada vector para llegar a v3. En la gréafica
necesitamos cambiar el tamafio de los vectores v; y v, ,... el sentido. Los vamos
sumando para ver si podemos llegar a v3”.

l2: “Necesitamos encontrar los escalares que cambien el tamario y sentido de
los vectores v, y v, para llegar a la nueva casa de Gauss, v3,” refiriéndose al
vector como una nueva ubicacion de la casa de Gauss.

En sus respuestas usan la grafica para explicar que necesitan multiplicar a v,
por4ya v, por-2 para llegar a v3. Comentan:

l1: “El primer vector crece 4 veces su tamafio. El segundo vector se hace 2
veces mas grande pero cambia de sentido porque se multiplica por un negativo.
Después sumamos esos dos vectores y llegamos a v; ... enfonces v; €s
combinacion lineal de v, y v,, 0 sea podemos escribir a v; en funcion de v; y v,”.

l2: “v3 es la nueva casa de Gauss y podemos llegar usando 4 horas v; y -2
horas a v,, 2 horas en reversa porgue es negativo. Esto quiere decir que v; es
combinacion lineal de v, y v,”.

Algunos alumnos resuelven la ecuacién pero no son capaces de explicar su
razonamiento, mostrando una concepcion accion de combinacion lineal. Algunos
de ellos dibujan la grafica pero no la relacionan con la ecuacién algebraica.

El alumno 12 (Sem. 1-2014, figura 5) considera que al tener tres vectores que
no son paralelos, v{= (1, 1, 1), v, = (3, -1, 0) y v3 = (4, 1, 1), alguno de ellos sera
combinacion lineal de los otros y responde: “Los tres vectores no son paralelos ...
son diferentes en el espacio ... no sobre una recta, asi que si (sic.) es posible
hacer uno combinacion lineal de los ofros.” En su respuesta, el estudiante, al
parecer, generaliza un resultado valido en R? a R3. No queda claro si verificé o si
uno de los vectores puede escribirse como combinacion lineal de los otros, porque
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no lo escribe y pudiera ser que al ver que 3+ 1 es4y 1+ 0 es1yano haya
verificado que la segunda componente no satisface dicha suma. Al parecer no ha
construido ni siquiera una concepcion accién del concepto de combinacion lineal
pues ni siquiera planted la ecuacion, pero podria ser que haya realizado acciones
incompletas sin escribirlo.
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Después de hacer varias actividades similares con datos y espacios diferentes
los alumnos reflexionaron sobre sus acciones y, en promedio, 27 alumnos las
interiorizaron en el proceso de combinaciéon lineal que les permitid resolver la
ecuacion de la definicibn de combinacién lineal: a,v; + a,v, + azv; + ...+
a,v, = v para encontrar los valores de los escalares (a;) con los cuales dicha
ecuacion se cumple. Por ejemplo, al preguntarles si el vector v; = (-7,7,7) es
combinacion lineal de los vectores v, = (—1,2,4) y 3 = (5,—3,1) el alumno Cs
(Sem. 2-2012) que muestra una concepcion proceso de este concepto explica:
‘Resolvemos la ecuacion de combinacion lineal. Esta ecuacion es la suma de
vectores multiplicados por escalares. Los escalares a4, a, son los que cambian la
magnitud y/o direccion de los vectores. Si ¥; es combinacioén lineal, entonces lo
puedes escribir en funcién de los otros, como combinacion lineal. .... En este caso
v, = 2V, — V3 entonces si es combinacion lineal ...a; =2y a, = —1".

Algunos de estos alumnos, como E1 (Sem. 2-2013) mencionan, ademas, la
interpretacion geométrica de la ecuacioén: “si estas en R? o R® puedes graficar los
vectores. Los escalares te dicen si el vector crece o decrece y si cambia de
sentido. Sumas estos vectores y te da el que quieres, en este caso es
combinacion lineal. Eso es lo que te dice también la ecuacion, los escalares son
las a’s. Si encuentras varias combinaciones lineales puedes llegar a todo R?”.

Al parecer la mayoria de los alumnos, en promedio 30 en los distintos
semestres, ha construido la relacion entre la interpretacion grafica y algebraica. En
el caso de la actividad anterior, estos alumnos resuelven la ecuacién de
combinacion lineal, encuentran los valores a; =2 y a, = —1 y concluyen que el
vector v, es combinacion lineal de v, y de v3;. Después, grafican los tres vectores
y hacen comentarios como los de C3 (Sem. 2-2012): “En la grafica vemos que el
dos multiplica al vector v, o sea lo hace del doble del tamario .... y el menos uno
cambia de sentido y deja del mismo tamafio al vector v, .... entonces... luego
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sumamos estos dos nuevos vectores y llegamos a v, ... eso quiere decir que si es
combinacioén lineal ... si podemos llegar a él’.

El alumno C2 (Sem. 1-2011) comenta: “con dos vectores tengo dos transportes
y ya vimos que puedes llegar a todas las casas de Gauss ... 0 sea que puedo
encontrar distintos vectores que son combinacion lineal de ellos. Puedo llegar a
todo R?. Puedes escoger cualquier pareja de vectores para llegar a todo R? porque
multiplicando por escalares te mueves en los cuatro cuadrantes.” Este comentario
muestra que el alumno ha construido una concepcidon proceso de combinacion
lineal al encontrar distintas combinaciones lineales de un conjunto de vectores
dados. Esta hablando de espacio generado sin conocer el concepto, aunque
generaliza de forma erronea porque no cualquier pareja de vectores genera R2.

Algunos de los alumnos que muestran una concepcion objeto de combinacion
lineal explican claramente sus procedimientos, hacen referencia al significado de
los escalares ai, pueden comparar distintas combinaciones lineales e incluso
formar combinaciones lineales operando sobre las recién encontradas. Por
ejemplo, en la pregunta en que se piden dos vectores en R* y otro que sea
combinacion lineal de ellos, C2 (Sem. 1-2011, figura 6) responde: “... doy los que
sea ... por ejemplo v;= (1, 2, 3, 4) y v, = (5, 6, 7, 8). Estos vectores estan en R*

.. Ahora para la combinacioén lineal ... hay muchas. Puedo sumarlos (6, 8, 10, 12).
Este es combinacion lineal, pero hay otras. Puedo multiplicarlos para hacerlos mas
grandes y luego sumarlos ... o sea por 2 me daria ... (12, 16, 20, 24) ... seria lo
mismo que multiplicar el primero que me salié por 2, los hago del doble del
tamafio. También puedo hacerlos mas chicos o multiplicar por negativos para
cambiarles el sentido.... depende del escalar que escojamos .. y puedo hacer
todas las operaciones, multiplicar por cualquier numero y sumar o restar ... hay
una infinidad..... Este .... también puedo hacer una combinacién lineal con las
combinaciones lineales que encontré primero”.
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Figura 6
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La mayoria de los alumnos se refiere a la combinacion lineal de vectores como
un vector al que puedo ‘llegar” o “alcanzar”, utilizando los términos del problema
de las patinetas. Como se menciond una mayoria de los alumnos (30 en
promedio) relaciond la interpretacion algebraica y geométrica de este concepto.
Como se vera mas adelante, este concepto fue indispensable para la construccién
de los otros conceptos estudiados. La maestra pidié que resolvieran las partes Il y
Il del problema de las patinetas voladoras.

6.2 CONJUNTO GENERADOR Y ESPACIO GENERADO

Durante el trabajo con las partes Il y lll del problema de las patinetas voladoras
los alumnos utilizan los conceptos de conjunto generador y espacio generado sin
que éstos hayan sido introducidos en la clase. Los alumnos comentan (por
ejemplo Cs, Sem. 2-2012): “puedo llegar a las distintas casas de Gauss aunque la
cambie de lugar”y (D2, Sem. 1-2012) “con mi patineta y alfombra puedo llegar a
todo R?, o sea que Gauss nunca se va a poder esconder. jSiempre lo encuentro!”
En realidad estan encontrando el conjunto generador y el espacio generado por
los “vectores patineta y alfombra.” La maestra aproveché este hecho para usar las
ideas de los alumnos e introducir la definicion de conjunto generador y espacio
generado. Al finalizar dichas partes del problema se aplicaron las siguientes
actividades para formalizar y definir dichos conceptos.

Algunos alumnos que muestran una concepcion acciéon de conjunto generador
y espacio generado (en promedio 5 alumnos cada semestre), que, como se
menciond anteriormente Unicamente muestran evidencia de poder realizar
acciones en sus respuestas o responden de forma memorizada, confunden el
numero de vectores con la dimension del espacio que generan. Estos alumnos
han memorizado que tres vectores generan R3 y dos vectores generan R2. Tal es
el caso del alumno I3 (Sem. 2-2011, figura 7) quien al tener tres vectores en R3
contesta: “Los tres vectores generan un plano en R3. Tienes tres vectores. Si
tomas solamente dos ... pues generas un plano pero ahora en R?, porque tienes
dos vectores ... es diferente el espacio generado”.
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Figura 7
Nuevamente trabajaron con los vectores v; = (2, 3), v, = (3, 0) y U3 = (2, 12).

Se preguntd si los vectores v v, generaban al vector v ué espacio
1 2 3
generaban. Algunos alumnos que muestran una concepcion accion de conjunto
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generador y espacio generado resuelven la ecuacion a,v; + a,v, = V3 para
determinar si el vector v; es generado por los vectores v, y v,. Concluyen que v,
y T, generan R?, pero no son capaces de explicar su razonamiento.

Los alumnos que han interiorizado las acciones en el proceso de conjunto
generador y espacio generado (22 alumnos en promedio cada semestre), piensan
en combinaciones lineales sin tener que realizar las acciones explicitamente. Por
ejemplo, D2 (Sem. 1-2013) comenta: “en el ejercicio anterior vimos que v3 €es
combinacioén lineal de los otros dos ... o sea lo puedo escribir en funcién de v;y
U, ... pero también puedo encontrar otros vectores que sean combinacion lineal ...
si cambiamos los escalares ... ai ... encuentro mas combinaciones lineales, todas
esas combinaciones son el espacio generado. ... 0 sea v,y ¥, generan R?”.

Algunos alumnos han construido el proceso de combinacion lineal y lo
coordinan con el proceso de su representacion geométrica. Por ejemplo, E2 (Sem.
1-2014, figura 8) comenta: ‘0 sea estos dos vectores tienen muchas
combinaciones lineales no solamente a v3 .... porque Gauss cambio su casa de
lugar varias veces. En la grafica vemos que me muevo en dos direcciones porque
tengo dos medios de transporte v; y v,. Si multiplico por escalares positivos me
quedo en el primer cuadrante ... Para el sequndo cuadrante multiplico a v, por un
escalar negativo y puedo llegar a todo esto del segundo cuadrante. Asi ...
multiplico ... o sea voy variando los escalares y llego a todos los cuadrantes, llego
a todo R2. Entonces estos vectores generan todo el espacio, generan todo R2. Por
eso Gauss nunca puede esconderse”.,

Figura 8

Los alumnos que muestran una concepcion objeto (3 alumnos en promedio
cada semestre) de conjunto generador y espacio generado comentan que existen
varios conjuntos generadores para un mismo espacio y los comparan. Por
ejemplo, C4 (Sem. 1-2012) comenta: “Tengo la patineta y la alfombra del problema
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... pero ... puedo tener otras patinetas y alfombras. En clase de geometria vimos
los vectores T y j. Esos también se mueven en dos direcciones y generan RZ.
Todos los vectores en R? son combinacion lineal de T y j o sea ellos también
generan todos los vectores. .... Entonces ... si tienes dos vectores que se muevan
en distinta direccion .... generas R?. Hay muchas parejas de vectores ... muchos
conjuntos generadores que generan el espacio R?. Aqui puse dos conjuntos que
generan R2.” Estos alumnos diferencian, ademas el conjunto generador del
espacio generado.

En la siguiente pregunta algunos alumnos explican que un espacio vectorial
puede ser generado por diferentes conjuntos generadores y que estos conjuntos
pueden tener elementos en comun y distinto numero de elementos. La pregunta
decia: tienes tres vectores 7, ¥, y U3 en R3. Sabes que 73 es combinacion lineal
de v; y v,. Encuentra el espacio que generan vy, v, y v3. Encuentra el espacio
que generan v, Yy v,. ¢ Existe alguna diferencia?

El alumno C2 (Sem. 1-2013, figura 9) responde a la pregunta anterior: “Los
vectores vy, U, Y V3 No son tres en realidad porque v; es combinacion lineal de
los otros dos ... te mueves en dos direcciones ... entonces generan un plano en
R3... puedo decir entonces que v, y U, generan el mismo plano en R3. Ambos
conjuntos generan lo mismo ... Si quitamos V3 no pasa nada. El conjunto
generador es diferente pero el espacio generado es el mismo.” Este alumno
muestra una concepcion objeto de combinacion lineal, conjunto generador y
espacio generado puesto que identifica que el niumero de vectores no determina el
espacio generado.
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Figura 9

Sin embargo, en la pregunta anterior un alumno que muestra una
concepcion accion de conjunto generador considera que el numero de vectores en
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el conjunto generador afecta al espacio generado; F4 (Sem. 2-2013, figura 10)
contesta: “Primero tengo 3 vectores y luego 2 ... la diferencia es que al tener mas
vectores en un espacio, el resultado del espacio generado es distinto. No generan
el mismo espacio’.
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Figura 10

Muchos alumnos (en promedio 26 cada semestre) se cuestionan, por ejemplo
l2 pregunta (Sem. 1-2014): “; Cualquier pareja genera R?? ¢Puedo tener cualquier
patineta y alfombra?” La maestra pide que resuelvan las partes IV y V del
problema de las patinetas voladoras para resolver esta duda.

6.3 INDEPENDENCIA Y DEPENDENCIA LINEAL

En la parte IV los alumnos trabajaron con dos parejas de vectores, “medios de
transporte”. En un caso tenian dos vectores con diferentes direcciones (2, 3) y (5,
0), mientras que en el otro tenian vectores paralelos (2, 3) y (6, 9). Los alumnos
que muestran una concepcion accion de conjunto generador concluyeron, como
en el caso de F4 (Sem. 2-2013): “en los dos casos tienes dos vectores, ya vimos
que dos vectores generan todo R?. Entonces podemos concluir que dos vectores
siempre generan R2.” Este alumno utiliza de manera memorizada, aunque no
correcta, el hecho de que dos vectores generan el plano, sin llevar a cabo las
acciones especificas que le permitirian darse cuenta de que este no es el caso
para la segunda pareja de vectores.

Los alumnos que muestran una concepcion proceso de conjunto generador y
espacio generado reconocieron que los vectores del segundo conjunto son
paralelos y comentaron, como D2 (Sem. 1-2013): “no todas las parejas generan
R?, porque si son multiplos o sea paralelos solo te mueves en una recta.” Algunos
aclararon, como E2 (Sem. 1-2014): “no es cierto lo que habiamos dicho antes. A
veces dos transportes no generan R?, necesitas dos que sean .... diferentes ...
porque si son iguales o mdltiplos ... es como si tuvieras uno. Si hacemos la grafica
puedes ver que cuando son paralelos o mdultiplos o iguales ... te mueves solo en
una direccion. Necesitas fijarte qué te regalan. Algunos transportes no sirven,”
mostrando haber construido la coordinacion entre el proceso de la interpretacion
algebraica y el de la interpretacion geométrica.

En la parte V del problema de las patinetas voladoras trabajaron con tres
vectores, “medios de transporte”, (2, 3), (5, 0) y (1, 4). C4 (Sem. 1-2012) comenta:
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“‘aunque sean diferentes, no necesitas los tres ... podemos quedarnos con dos y
llegamos a todas las casas de Gauss ... a todo R? ... dos vectores generan R? y
tres vectores también. Te sobra un transporte. Podemos guardar uno en la casa y
usar los otros dos. Luego puedes cambiarlos.” Es de notar que estos alumnos
transformaron un conjunto linealmente dependiente en un conjunto linealmente
independiente y lo relacionaron con el conjunto generador y el espacio generado,
sin haber tenido ningun contacto con los conceptos de independencia y
dependencia lineal.

Algunos alumnos agregan, como Az (Sem. 1-2013): “necesitamos escoger dos
transportes diferentes, o sea ... cuando guardas uno necesitas fijarte que los dos
que te quedas sean diferentes ... si no nos pasa como en el otro ejercicio ... site
guedas con dos que son multiplos solo te mueves en una direccion y no generas
R2.” En la discusion en clase este alumno explica que para generar R?: “necesitas
por lo menos dos vectores diferentes 0 no multiplos. Si puedes tener tres o cuatro
0 mas pero no serian necesarios todos. Si tienes menos de dos no generas todo
R? ... estarias en una recta. O sea dos vectores diferentes se mueven en dos
direcciones y generas R?, un vector se mueve en una direccién y generas una
recta’.

En este momento terminaron el problema de las patinetas. Los alumnos
hablan de vectores “diferentes” para referirse a vectores linealmente
independientes e informacién “que sobra” para referirse a vectores linealmente
dependientes. Estos dos conceptos no los conocen todavia, no se han introducido
en la clase formalmente. Posterior al problema de las patinetas voladoras se
entregaron actividades de la seccion 3.2 y se formalizaron dichos conceptos. En
estas actividades se hace referencia a los conceptos anteriores: combinacion
lineal, conjunto generador y espacio generado ademas de independencia y
dependencia lineal.

Como se vera a continuacion, en un principio se trabajoé con vectores en R3y
después se generalizaron los conceptos a R". En R® algunos alumnos hicieron la
accion de graficar, pero comentaron, como por ejemplo 11 (Sem.1-2014): “es dificil
verlo, mejor resuelvo la ecuacion.” Parece que la mayoria (30 alumnos en
promedio cada semestre) ha construido la relacién entre la interpretacion
algebraica y geométrica. Hablan de vectores paralelos o multiplos sin necesidad
de graficar.

En una actividad se les presentaron tres vectores linealmente independientes
v1=(1,1,1), v, =(3,-1,0)y v3 =(4, 1, 1)y se les pregunté qué generaban y
qué vectores eran combinacion lineal de ellos. Algunos alumnos respondieron de
forma memorizada que tres vectores linealmente independientes en R® generan
R3, pero tuvieron problemas para encontrar vectores que fueran combinacion
lineal de ellos. Por ejemplo, l2 (Sem. 1-2014) comenta: “necesitaria escribir el
sistema a,v; + a, UV, + a3 v3 y resolverlo, pero ¢a quién lo igualo? ... escribo
cualquier vector, no sé como encontrar una combinacion lineal de ellos.” Estos
alumnos han construido una concepcién accién de conjunto generador, espacio
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generado e independencia lineal porque han memorizado algunas reglas o
algoritmos, pero no muestran haber construido, ni como accion, el concepto de
combinacion lineal que es un pre-requisito para la construccion de estos
conceptos.

Algunos alumnos coordinan el proceso de conjunto generador con el de
independencia lineal y concluyen que tres vectores linealmente independientes
generan R3. Ademas, escriben, por ejemplo, la suma de los vectores, v; + U, +
V3, 0 el multiplo de alguno de ellos, av;, como una combinacién lineal de v4, v, y
v3. También comentan, como E2 (Sem. 1-2014): “cualquier otro vector debe ser
combinacion lineal porque el nUmero de vectores ele i no puede ser mayor que la
dimensién en la que estan. Tenemos tres vectores en RS, entonces el cuarto
vector tiene que ser a la fuerza ele de ... no le queda mas que ser ele de y eso
hace que sea combinacion lineal.” Este alumno coordina el proceso relacionado
con el numero de vectores con el proceso de dimension del espacio al que
pertenecen y con el de dependencia lineal para determinar que cualquier otro
vector seria combinacion lineal de los tres vectores dados.

Algunos alumnos se refieren a la definicion de combinacién lineal, por ejemplo
A2 (Sem. 1-2012, figura 11) comenta: “generan el espacio R por lo que un vector
cualquiera en R® es combinacion lineal de estos vectores. Si se resuelve a,;7; +
a,v, + a3 v3 = v con Gauss — Jordan se llega a una soluciébn Unica para
cualquier v que pongas ... eso implica que si existe esa combinacion lineal”, mas
adelante dice: ‘todos los vectores en R® son combinacioén lineal de estos tres,”
mostrando que ha construido una concepcion proceso de combinacion lineal.
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El alumno C4 (Sem. 1-2012) explica, figura 12: “como los vectores generan R?,
por ser ele i y por tener tres componentes cada vector, cualquier otro vector en R3
puede escribirse como combinacion lineal de los anteriores.” Ademas, menciona y
generaliza de R? a R3 el problema de las patinetas al comentar: “no importa a
donde (sic.) se mueva el Tio Gauss ... ahora en R® ... como tenemos tres vectores
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ele i, podemos alcanzarlo,” muestra una concepcion objeto de conjunto generador
y espacio generado.
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Figura 12

La siguiente actividad era similar a la anterior, pero se pidié a los alumnos que
no hicieran operaciones. El ejercicio decia: tienes tres vectores v; = (1,-2,3),
v,=(2,-2,0) y 73=(0,1,7) en R® linealmente independientes, sin hacer
operaciones, di si el vector, v, = (1,2,3) es combinacion lineal de v4, v, y V3.

Algunos alumnos no pudieron contestar sin hacer operaciones y resolvieron la
ecuacion de la definicion de combinacion lineal: aqv; + a, v, + a3z v; = vy.
Algunos de estos alumnos hacen un mal uso de los teoremas, por ejemplo I3
(Sem. 2-2011) concluye: “no es combinacién lineal ya que no es ni suma ni
multiplo de ninguno de ellos.” Es decir, estos alumnos consideran que un vector es
combinacion lineal solamente cuando es posible obtener uno de ellos mediante las
acciones de sumar los vectores o de multiplicarlos por alguna constante. Es
posible que en este tipo de respuestas los alumnos se refieran ademas a la suma
ponderada de vectores, aunque no esta claro en su afirmacion. De cualquier
manera, los alumnos responden utilizando la memoria y sin tomar en
consideracion los teoremas en los que se ha estado trabajando. Tal vez estos
alumnos han construido una concepcion accidon de combinacion lineal y de
independencia lineal o no han construido ni siquiera una concepcion accion de
dichos conceptos.

Sin embargo, otros alumnos, por ejemplo E2 (Sem. 1-2014) comentan: “el
cuarto vector si (sic.) es combinacién lineal de los tres primeros, ya que todos ellos
son ele i y se encuentran en R3. En R® el nimero maximo de vectores ele i es tres,
y entonces generan todo R2 por eso v, forzosamente debe ser una combinacién
lineal de ellos.” Varios alumnos mencionan, nuevamente, el problema de las
patinetas, por ejemplo D2 (Sem. 1-2013) comenta: “si es una combinacion lineal
porque como en el ejemplo de las patinetas al ser los 3 ele i se pueden desplazar
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por todo R3” (figura 13). Estos alumnos coordinan los procesos de combinacion
lineal e independencia lineal con los de conjunto generador y espacio generado.
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Figura 13

En otra actividad se preguntaba si los vectores: v; = (2, 3,5), v, =(0,0,0)y
v3 = (1, 1, 8) eran linealmente independientes o dependientes. Algunos alumnos
tienen problemas al trabajar con el vector cero, pues consideran como B2 (Sem. 2-
2012) que “el vector cero nunca es combinacion lineal de otro vector y siempre
sera ele i con otros vectores.” Sin embargo, los alumnos que muestran una
concepcion proceso de dependencia lineal (20 alumnos en promedio de cada
semestre) coordinan este proceso con el proceso de las propiedades del vector
cero y concluyen que cualquier conjunto que incluya al vector cero es linealmente
dependiente. Tal es el caso de Cs (Sem. 2-2012) que comenta: “el vector cero es
una combinacion lineal de cualquier otro vector y, por lo tanto, un conjunto que
contenga al vector cero no sera linealmente independiente ... es linealmente
dependiente” (figura 14).
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Figura 14

Algunos alumnos que muestran una concepcién objeto de independencia lineal
(3 alumnos en promedio cada semestre) ademas, de dar las explicaciones
anteriores, coordinan el proceso de solucién del sistema homogéneo a;v; +
a, U, + a3; U3 = 0 con el proceso de dependencia lineal y concluyen como por
ejemplo, Cs4 (Sem. 1-2012, figura 15): “si resolvemos con la definicion de
independencia lineal ... el sistema homogéneo forzosamente tiene solucion
multiple porque una columna es de ceros ... es el vector cero. Entonces los
vectores seran ele de siempre que incluya al vector cero”.
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El alumno Az (Sem. 1-2013), refiriéndose al sistema homogéneo anterior,
muestra también una concepcidn proceso al coordinar el proceso de dependencia
lineal con el proceso de soluciéon de Gauss — Jordan y comentar: “no va a ser
posible encontrar un pivote a la hora de resolver, por lo que cs, en este caso, sera
arbitraria rompiendo asi la afirmacién de que toda ci = 0, por lo tanto los vectores
son ele de”.

As (Sem. 1-2011) coordina el proceso de dependencia lineal con otros
procesos correspondientes a otros conceptos del curso y menciona el teorema
resumen (figura 16): “son ele de por el teorema resumen si un vector esta formado
por ceros entonces el determinante es cero y si el determinante es cero entonces
son ele de ... tiene solucién multiple ... no es invertible y su FER no es la
identidad,” donde FER significa matriz en forma escalonada reducida. Mas
adelante, escoge algunos vectores del conjunto para tener vectores linealmente
independientes. Muestra que ha encapsulado el proceso en objeto al poder hacer
acciones sobre el conjunto para volverlo linealmente independiente.
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Figura 16

Como se menciono antes, los alumnos que muestran una concepcion accion
de combinacion lineal e independencia lineal, es decir, que unicamente pueden
decidir si un vector se puede escribir como combinacion lineal de otros o si un
conjunto de vectores es linealmente independiente llevando a cabo las acciones
dictadas por las operaciones en las correspondientes definiciones, aunque no dan
muestra de entenderlas a cabalidad, tienen problemas con los casos que incluyen
al vector cero. En el ejercicio en que se pedia que escribieran dos vectores
linealmente independientes en R®, el alumno I3 (Sem. 2-2011) comenta (figura
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17): “para encontrar los vectores los haremos ele i poniendo el vector 0 en uno de
ellos asi no puede ser escrito como combinacion lineal del otro y por teorema
seran ele i.” Este alumno usa el hecho de que dos vectores son linealmente
independientes si no son linealmente dependientes, asi que al buscar un vector
que no se pueda escribir como combinacién lineal de otro, elige al vector cero y
concluye, sin considerar las condiciones en que su definicion puede ser valida que
un conjunto que incluye al cero puede ser linealmente independiente, mostrando
una concepcion accién de combinacion lineal e independencia lineal.
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En esta misma actividad el alumno C2 (Sem.1-2011) explica claramente su
procedimiento (figura 18). Escribe dos vectores y dice: “son ele i porque ninguno
de los dos vectores pertenecientes a R® se puede escribir como ¥; = av, con
a € R. La Unica manera de que una combinacion de estos 2 vectores de (sic.)
cémo resultado el vector 0, es que los coeficientes que multiplican a los vectores
sean 0.” Escribe la ecuacion de independencia y dependencia lineal c,v; +
c,U, = 0 y coordina el proceso de solucién del sistema con el proceso de
independencia lineal al encontrar que las constantes son cero.
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Es importante notar que varios alumnos mencionan el problema de las
patinetas al resolver las actividades. Por ejemplo, en la siguiente pregunta se
pedia que explicaran si era falso o verdadero lo siguiente: sean los vectores v4, v,
y T3 en R2. Si sabes que las parejas {7, U5}, {1, U3} Y {V2, 3} son linealmente
independientes, entonces el conjunto {v;, v,, v3} es linealmente independiente.
El alumno E2 (Sem.1 1-2014, figura 19) responde correctamente lo siguiente: “Las
parejas son ele j entre ellas ... pero mas de tres se vuelven ele de pues estoy en
R? ... pudiendo sacar un vector y generar R2. Sobra 1 como ejemplo patineta,
jetski y alfombra,” refiriéndose al caso del problema de las patinetas donde tenian
tres transportes en R2. Este alumno muestra una concepcion objeto al coordinar el
proceso relacionado con el numero de vectores del conjunto con el proceso de
dimension del espacio al que pertenecen y con el de dependencia lineal para
determinar que en estas condiciones los vectores seran linealmente dependientes.
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En la pregunta siguiente: Si X = {74, 7y, ..., Up} & R" es un conjunto ortogonal
que no contiene al 0 tenian que responder cudl inciso era la respuesta correcta,
como se muestra en la figura 20. El alumno Hs4 (Sem. 2-2011) explica claramente
su respuesta al contestar: “la respuesta es b porque se puede ver que si todos los
vectores son perpendiculares entre si (sic.) entonces son ele i y necesito ademas
p < n. Ademas no contiene al vector cero porque ese hace a cualquier conjunto
ele de.” Al preguntarle por qué el inciso a no es correcto aclara: “es falso porque el
conjunto es ele i pero tenemos p vectores en R". Por eso escribi p < n .... para
generar R" necesito n vectores ele i, eso pasa si p = n, pero si p es estrictamente
menor a n entonces no tenemos suficientes vectores para generar R".” Muestra
una concepcion objeto de conjunto generador al hacer acciones de comparacion
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entre diferentes conceptos y espacios y es capaz de coordinar los procesos de
independencia lineal con los procesos de ortogonalidad de vectores y propiedades
del vector cero construidos a lo largo del curso.
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En la siguiente actividad se pedia que encontraran el valor de k para que los
siguientes vectores v, = (2, -1, 4), v, = (1, 0, k) y v3= (3, -1, 5) fueran linealmente
independientes. Los alumnos que muestran una concepcion accion de
independencia lineal no pueden resolver esta pregunta. Otros alumnos, como por
ejemplo D4 (Sem. 1-2013, figura 21) quien comenta: “Necesitamos que el sistema
homogéneo tenga solucion trivial para que los vectores sean linealmente
independientes,” coordinan los procesos de soluciéon de un sistema homogéneo
con el de independencia lineal.
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En la ultima parte del problema de las patinetas voladoras, parte V, los
alumnos hacen comentarios sobre el numero de vectores que necesitan para
generar un espacio y sobre su independencia o dependencia lineal. El alumno C2
(Sem. 1-2011) comenta: “parece que hay un minimo de vectores que generan R?.
Vemos que si tengo dos vectores diferentes ... o sea ele i generan R% ... No
puedo tener menos de dos porque si tengo uno se genera una recta ... Sin
embargo, si (sic.) puedo tener mas de dos ... y sigo generando R?. El problema
con mas de dos es que alguno sobra, es combinacién lineal de los otros, son ele
de”.
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La maestra les pregunté qué pasaria en R3. La mayoria de los alumnos
generaliza el concepto de forma correcta, por ejemplo E2 (Sem. 2-2012) explica:
“... si estamos en R® aumentamos una dimensién ... entonces necesitamos
movernos en tres direcciones ... necesitamos tres vectores para generar R3, tres
ele i ... también podemos tener mas de tres pero sobran, serian ele de ... Si
tengo dos ... no pueden generar R3, te estas moviendo en dos direcciones.” Los
alumnos se cuestionan qué generarian dos vectores en R3. Los alumnos que
muestran una concepcion accion de conjunto generador contestan sin poder
explicar su razonamiento, como es el caso de F4 (Sem. 2-2013): “dos vectores
generan un plano igual que en R?, ¢ el plano es R?”?

Sin embargo, otros alumnos comentan algo como E2 (Sem.1-2014): “fres
vectores 0 mas generan R® ... el problema de mas de tres es que no son
diferentes, serian ele de y si tienes tres necesitas que sean ele i. Ahora ... si
tienes menos de tres, o sea dos, no puede ser una recta ... vimos antes que dos
se mueven en dos direcciones .... 0 sea .. tiene que ser un plano, pero .... en otro
espacio porque estamos en R3.” Al preguntarle qué pasaria si tuviera un vector,
comenta: “claro! ... esa es la recta, un vector ... una dimension ... un vector
genera una recta pero ahora esta en R3.” Estos alumnos muestran una concepcién
proceso de conjunto generador.

Después de esta discusion se trabajaron otras actividades y se formalizaron
los conceptos de base y dimension que los alumnos mencionan como ‘minimo
numero de vectores”y “vectores que sobran”.

6.4 BASE Y DIMENSION

Para construir el concepto de base los alumnos necesitan haber construido los
procesos de conjunto generador, espacio generado e independencia lineal. En la
siguiente actividad: Sea H = gen {vy, v, V3, ...., U,,}, entonces {v;, V,, V3, ..., U}
es una base para H, los alumnos tenian que decir si la afirmacién era verdadera o
falsa. Algunos alumnos confunden el concepto de conjunto generador con el de
independencia lineal, por ejemplo I2 (Sem. 1-2014) comenta: “Si H esta generado
por esos vectores ... quiere decir que todos esos vectores son ele i .... entonces si
(sic.) forman una base para H. Es cierto.” Ha memorizado que la base de un
espacio debe tener un conjunto de vectores linealmente independientes que
generen dicho espacio, pero no ha construido ni como accion los conceptos de
independencia lineal y generar pues, como se ve en su respuesta, piensa que
significan lo mismo. El alumno B2 (Sem. 2-2012) muestra cuando mucho una
concepcion accion (15 alumnos en promedio de cada semestre) de base pues ha
memorizado, erroneamente, que n vectores forman una base sin reflexionar que
los vectores deben ser linealmente independientes. B2 responde: “Hay un teorema
.... dice que el espacio generado por n vectores constituye una base para ese
espacio. Es verdadera”.
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El alumno E2 (Sem.1-2014) contesta “Falso, los vectores pueden ser ele de ...
si son ele de entonces no es base,” utiliza el proceso de dependencia lineal para
concluir que el enunciado es falso pues no hay informacion sobre la
independencia lineal de los vectores. Estos alumnos muestran una concepcion
proceso de base, 10 alumnos en promedio cada semestre.

Algunos alumnos ademas de comentar lo anterior explican como A1 (Sem.1-
2014): “Si los vectores son ele de entonces la base se conforma con menos
vectores pues se necesitan vectores ele i,” muestra que ha encapsulado el
proceso de base en un objeto al ser capaz de comparar conjuntos que son base
con otros que no lo son y concluir que para la base se necesitan vectores
linealmente independientes. Ademas agrega: “En el caso de que los vectores sean
ele i entonces si seria una base para H,” mostrando una concepcion objeto de
base (2 alumnos en promedio cada semestre).

En otra actividad se pedia que encontraran una base para el espacio W ={v ¢
R‘|v=(@4a+3b,0,a+b+c,c-2a),a,b, ceR} (figura 22). El alumno H4 (Sem.
2-2011) comenta: “tengo tres variables a, b y c ... por lo que tengo tres grados de
libertad y me muevo en tres direcciones. O sea ... necesito tres vectores para
generar W. Debo dar valores a a, b y ¢ pero cuidando que no me salgan vectores
linealmente dependientes.” Al preguntarle quién es W, contesta: “seria el espacio
generado por los tres vectores que encontré. Tres variables arbitrarias, tres grados
de libertad, me muevo en tres direcciones. Como mis vectores estan en R* no lo
puedo graficar ... pero si sé que es un hiperplano en R*.” Muestra una concepcion
objeto de base pues da evidencia de que ha encapsulado el proceso de base al
considerar las condiciones necesarias para formar distintas bases que generen el
mismo espacio. Coordina, ademas, la representacion algebraica y geométrica.
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Otra actividad decia: sean los vectores: vy = (7, 4, -9, -5), v, = (4, -7, 2, 5) y
v3 = (1, -5, 3, 4). Sabes que ¥; — 37, + 573 = 0. Usa esta informacion para
encontrar una base para H = gen { v4, V5, V3}.
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Algunos alumnos necesitan resolver la ecuacién de dependencia lineal para
decir si los vectores dados son linealmente independientes o dependientes. Sin
embargo, otros alumnos coordinan los procesos de combinacion lineal vy
dependencia lineal y reconocen la ecuacion dada y por ejemplo, el alumno Has
(Sem. 2-2011, figura 23) comenta: “dada la informacion podemos estar seguros
que son vectores ele de pues ci1 =1, c2=-3,c3 =5 .... son distintos de cero, por lo
tanto tenemos solucion no trivial. Lo que nos dice que son combinacion lineal.”
Ademas aclara: ‘puedo escoger dos vectores ... en realidad cualquier pareja
porque no son multiplos. Por ejemplo, 3 y v; son base. Es decir, estos vectores
son suficientes para generar H ... no quiere decir que v, no esté en H, solo que
sobra, no puede estar en la base pues los tres vectores son ele d.” Este alumno
muestra que ha coordinado los procesos de: combinacion lineal, dependencia
lineal y base y ha construido una concepcién objeto de base por la razén dada
anteriormente.
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Nuevamente, varios alumnos mencionan el problema de las patinetas.
Comentan que era similar a cuando tenian tres medios de transporte: patineta,
alfombra y jet ski y en realidad nada mas necesitaban dos para buscar al Tio
Gauss.

Otro alumno, C2 (Sem.1-2013) explica claramente (figura 24) todo su
procedimiento. Demuestra que por parejas los vectores son linealmente
independientes y aclara: “sabemos que los tres vectores son combinacion lineal o
sea ele de .... para base quiero vectores ele i ... voy a probar de dos en dos ....
podemos encontrar una base. En realidad cualquier pareja sera base para el
hiperplano en R* puesto que son ele i y generan al hiperplano ... tengo 3 bases
distintas para el mismo subespacio,” mostrando haber construido una concepcion
objeto de base pues el alumno no se refiere a solamente tres bases posibles sino
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que basta con encontrar varias bases, que ejemplifica con tres, ya que afirma que
en realidad cualquier pareja seria base para el hiperplano.
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Algunos alumnos relacionan los procesos de combinacion lineal,
independencia lineal y base con otros procesos (por ejemplo, conjunto solucién de
un sistema homogéneo) que han aprendido anteriormente en el curso. Tal es el
caso del alumno anterior quien al tener el plano 3x — 2y + 5z = 0 y los vectores
v; =(0,5,2), v, =(-5,0,3) y v3 =(2,3,0) comenta (figura 25): “Necesitamos
saber si los vectores son ele i ... resuelvo el sistema homogéneo ... llegué a
solucion mdultiple. Esto quiere decir que son ele de.” Al preguntarle por la base
dice: “Los vectores v, V,, V3 son ele de, por lo tanto no son base para W.” Se le
pide que encuentre una base y responde: “...Ios tres son ele de ... puedo decir
gue v3 es combinacion lineal de v, y ¥, ..... hago al conjunto elei ... vy y v, son
ele i por lo tanto la base de W corresponde a vy y v, ... pero también puedo
quedarme con ofros dos ... pues ....en realidad cualquier pareja es base,”
mostrando una concepcidn objeto de independencia lineal y base.
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Figura 25

En la actividad 9 (figura 26) donde se daba la condicion de que si A no es
equivalente a la matriz identidad, los alumnos tenian que escoger cual opcion era
la correcta. El alumno H4 (Sem. 2-2011) coordina los procesos de matriz inversa,
de solucidon de un sistema y de independencia lineal (teorema resumen). Muestra
un claro conocimiento y manejo del teorema resumen al contestar: “Es verdadero
el inciso e: ninguna de las anteriores. Porque si A no es equivalente a la matriz
identidad significa que me falta algun pivote. Por lo tanto no todas las columnas de
la matriz A son ele i ... por lo tanto se niega el teorema resumen. Entonces A no
es invertible.” Al preguntarle qué mas podria decir de la matriz A contesta: “Niegas
todo el teorema o sea el determinante de A es cero, el sistema homogéneo tiene
solucion multiple y el no homogéneo no tiene Unica o sea multiple o no solucién.
Las columnas son ele de ... "
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Figura 26
Después de analizar toda la informacion obtenida del trabajo de los alumnos y

de la entrevista se concluyé que el problema de modelacion ayudo a los alumnos
a dar significado a los conceptos de combinacién lineal, conjunto generador,
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espacio generado, independencia y dependencia lineal, base y dimension. Es
importante recordar que los resultados de la literatura afirman consistentemente
que estos conceptos son muy abstractos y muy dificiles para los alumnos. En este
estudio y como se menciono anteriormente, los alumnos usaron el problema de
modelacion en muchas ocasiones como un contexto para explicar su
razonamiento. También es importante destacar que mediante el trabajo en el
problema de modelacion, varios alumnos, en cada semestre, utilizaron los
conceptos estudiados de manera informal y sin usar necesariamente sus nombres
cientificos, antes de que fueran formalizados y definidos en clase. Esto pone en
evidencia que el problema de modelacion utilizado proporciona un marco de
reflexion en el que los alumnos pueden reflexionar sobre las posibilidades de
movimiento de manera mas concreta y utilizar esta analogia a los casos que ya no
se presentan en el mismo contexto.

Por otra parte, si bien el problema brinda oportunidades de reflexién a los
alumnos, no es posible afirmar que basta con el uso del problema para que los
alumnos hagan las construcciones predichas en la descomposicion genética. La
intervencion oportuna de la maestra para introducir las actividades disefiadas con
base en la descomposicion genética proporciond a los alumnos nuevas
oportunidades de reflexion. Es importante senalar que la elaboracion de las
actividades conceptuales no es facil, la busqueda de actividades que promuevan
cada una de las construcciones requiere de un trabajo detallado y riguroso que
implica ir generalmente mas alla de las actividades que suelen usarse en clase y
en los textos. En este caso, se puede concluir que las actividades disefiadas
usando la Teoria APOE fueron efectivas en brindar a los alumnos nuevas
oportunidades para reflexionar sobre sus construcciones y hacer las acciones y
procesos necesarios para lograr un entendimiento mas profundo de estos
conceptos a través de la construccion de las estructuras previstas en la
descomposicion genética. La maestra incluyd ademas, en las discusiones con
todo el grupo y en los ejercicios de tarea nuevas oportunidades de reflexién y de
formalizacién de los mismos.

En el siguiente capitulo se muestran los resultados obtenidos respecto a la
construccion de los conceptos de valor, vector y espacio propio de la matriz A.
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CAPITULO 7. ANALISIS DE RESULTADOS RELACIONADOS
CON LOS PROBLEMAS DE MODELACION DE VALORES,
VECTORES Y ESPACIOS PROPIOS

En este capitulo se presenta el resultado del analisis del trabajo de los
alumnos al trabajar con los problemas relacionados con los valores, vectores y
espacios propios. Se inicia el analisis con la primera propuesta que se hizo del
problema de empleo — desempleo en el que se trabajé con preguntas especificas
para los alumnos con el fin de probar el problema. Posteriormente, se presentaran
los resultados obtenidos del uso de los otros problemas de modelacion. La
solucion de todos ellos se encuentra en el anexo C.

7.1 PRIMERA EXPERIENCIA. PROBLEMA DE EMPLEO — DESEMPLEO

Como se menciond en la metodologia, el objetivo de este problema era
analizar su posible funcionamiento para introducir los conceptos de valor, vector y
espacio propio. En esta ocasién la maestra guio a los alumnos en el planteamiento
del modelo.

Supongase que X: representa el numero de personas empleadas en el
periodo t y yt el nUmero de desempleados en el mismo periodo. La fuerza
laboral L = xt + yt se mantiene constante. Sean p la probabilidad de que
una persona desempleada encuentre trabajo en cualquier periodo dado y q
la probabilidad de que una persona empleada continle empleada. El
siguiente modelo describe la dinamica del empleo:

Xey1 = qX¢ T DYy
Yer1 = A —q@x, + (1 —p)y,

Supoéngase que q = %2 y p = 1/3. Resuelve y encuentra a largo plazo que
sucede.

1.- Escribe el sistema anterior en notacion matricial.
2.- Sea X, =A'w una soluciébn. Demuestra que es solucion o en qué
condiciones es solucién, para ello sustituye la solucién y llega a un sistema en

funcion de la matriz A y el vector v.

3.- Encuentra los valores de A (valor propio) para los cuales ¥ # 0 (vector
propio asociado a 4).

4.- Para cada A (valor propio) encuentra un v (vector propio).
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5.- Teniamos que X;,; = AX,. Si V; y U, son vectores propios de una matriz A
con valores propios correspondientes 4; y 4, entonces la combinacién lineal de
ellos también es solucién. Definimos: ¥, = ¢4 7, + ¢,457,. Demuestra que es
solucién.

6.- Sustituye ¥, = ¢, + 457, en nuestro ejemplo e interpreta el resultado
cuando t — oo.

El problema planteado en esta primera experiencia (enero-mayo 2011) no
puede considerarse como un problema real de modelacién pues, dado que el
objetivo era probar si el problema tenia el potencial para funcionar como un
problema de modelacion, es decir, un problema que puede ser abierto y en su
aplicacion los alumnos tienen libertad de accion, para la ensefanza de los
conceptos de valores, vectores y espacios propios, se incluyé el modelo en el
enunciado y se guio a los alumnos en el proceso de solucion. En el semestre en el
que este problema se prob6 y como ya se mencioné anteriormente en el capitulo
de metodologia, se trabajé con 32 alumnos divididos en 8 equipos de 4 alumnos
cada uno.

Los alumnos de los diferentes equipos no mostraron ninguna dificultad para
encontrar una matriz que permitiera representar el problema como una ecuacion
en diferencias en forma matricial x,;,; = Ax,. Esto mostré que los alumnos pueden
hacer acciones sobre un sistema de ecuaciones dado como un objeto.
Reconocieron también, sin problemas que los valores dados para las
probabilidades de cambio en el estado de empleo o desempleo de la economia
constituian los elementos de la matriz, es decir, que 4 = (1/2 1/3>.

1/2 2/3

Cuando la maestra preguntd a la clase por el significado de las ecuaciones,
por ejemplo el alumno A4 explicé de la siguiente manera: “...el numero total de
empleados esta dado por los empleados que siguen empleados mas los
desempleados que consiguen trabajo. Los desempleados son los empleados que
pierden su trabajo mas los que se quedan desempleados”.

Otros alumnos de otros equipos mencionaron concretamente las
probabilidades dadas en el problema, por ejemplo C3 comenta: ‘los empleados en
el periodo t son la mitad de los empleados del periodo anterior mas la tercera
parte de los desempleados del periodo anterior que ahora tienen trabajo. Los
desempleados son la otra mitad de empleados que perdio su trabajo del periodo
anterior mas dos tercios de los desempleados que siguen desempleados.” La
maestra explicd a los alumnos que las ecuaciones del modelo propuesto se
conocen como ecuaciones en diferencia puesto que lo que sucede en el tiempo t +
1 depende de lo que ocurre en el periodo anterior, t.
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Cuando la maestra pregunté si X, = A'w, podria ser solucion y en qué
condiciones, si las habia, podria serlo, unicamente los alumnos de dos equipos (D
y H) tuvieron problemas al sustituir en la ecuacién matricial la solucién propuesta.
Los alumnos del equipo D sustituyeron la solucion en la ecuacion, pero no fueron
capaces de operar con ella. Los alumnos del equipo H sustituyeron correctamente
la solucion propuesta y cancelaron el vector de ambos lados de la ecuacion, lo que
los condujo a una igualdad en la que la matriz A es igual a un escalar, A. Estos
alumnos mostraron no haber construido el concepto de vector como un objeto, su
imposibilidad de reflexionar sobre la ecuacion como un objeto los condujo,
ademas, a no darse cuenta de que esta accion los conducia a un resultado sin
sentido. En la figura 1, se muestra la parte del trabajo entregada por este equipo
en esta etapa del trabajo en clase.

T Ay i = Al
it = )(h T i, = ANV
v — Av
X
WY - AV
%1—
JV _ Ay
A= A
Figura 1

Los demas equipos hicieron la sustitucion correcta y, al hacer acciones sobre
la ecuacion, encontraron en unos casos que AV — Av = 0 y en otros que AT = AD.
Sin embargo, los alumnos mostraron dudas sobre cémo es que se puede
encontrar la solucién propuesta. La maestra explicé un método para encontrarla
que se conoce como “adivinanza ilustrada” pero los alumnos tuvieron dificultades
en darle sentido a ese proceso, posiblemente por el desconocimiento de las
ecuaciones en diferencia. Varios de los alumnos hicieron comentarios del tipo que
sefialo D2: “;es solucion, pero por qué asi? ¢De donde sale A'y 7? ;Qué son”?

La maestra respondié las preguntas explicando por qué se proponia ese tipo
de solucion y una vez que considerd que la mayor parte de los alumnos habia
comprendido introdujo las definiciones de los conceptos de valor y vector propio.
La maestra explicé que la soluciéon de los sistemas de ecuaciones en diferencia
consiste en combinaciones lineales de funciones exponenciales en las que la base
es un valor propio y que estan multiplicadas por el vector propio correspondiente al
valor propio en la exponencial. En su bitacora la maestra comenté acerca de las
dificultades de los alumnos para entender este tipo de solucion a pesar de que
fueron capaces de verificar que la solucion propuesta era, efectivamente, una
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solucién. La maestra también anotd que los alumnos no entendieron claramente
de donde aparecieron los valores y vectores propios y cual era su papel.

Después de intentar aclarar las dudas, la maestra pidi6 al grupo que
encontraran los valores propios y les recordd que el vector propio debe ser distinto
de cero. Los alumnos de seis de los ocho equipos, los mismos que no tuvieron
problema con la sustitucion de la solucién planteada, reconocieron que al utilizar la
definicion de los valores y vectores propios se obtiene un sistema homogéneo, por
lo que la solucion del sistema de ecuaciones de interés es la solucién multiple.
Todos estos alumnos recordaron el teorema resumen del algebra lineal vy
consideraron, en algunos casos, que en esas condiciones no existe la matriz
inversa de la matriz A, mientras que en otros casos, indicaron que el determinante
de dicha matriz debe ser cero. Los alumnos de los otros dos equipos (D y H)
tuvieron problemas para utilizar la definicién de los valores y vectores propios. Los
alumnos del equipo H tuvieron dificultades al operar con ella, como se muestra en
la figura 2. Escriben la ecuacion Av = Av, pero al sustituir los valores dados y
resolver igualan a cero ambas ecuaciones. Al preguntarles la maestra sobre el
valor de A cambian la parte derecha de la ecuacién, pero no saben cdémo
continuar.

y s

1, %o v UsXo :-Qa)'\% {
'/2)(4 *2/3\(; :&) = )'LL;“

Figura 2

Es importante notar que los demas equipos no mostraron dificultades con el
uso de la definicion. Algunos equipos utilizaron el hecho de que el determinante de
la ecuacion resultante debia ser cero: |A — AI| = 0, con lo que dan evidencia de
que son capaces de coordinar los procesos de sistema de ecuaciones lineales y
determinantes en el proceso de encontrar el conjunto solucién y, al hacerlo,
encuentran los valores propios. Algunos alumnos aclaran en su procedimiento el
hecho de que en este problema se necesita solucion multiple para darle sentido al
modelo (equipo B, figura 3).
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Figura 3

Al encontrar los vectores propios se presento la dificultad de transformar la
ecuacion A¥ = Av en (A — AV = O reportada en la literatura. Algunos alumnos
manipularon la ecuacion pero no reflexionaron sobre la necesidad de introducir la
matriz identidad para poder operar con matrices. Sin embargo, los alumnos de
varios equipos realizaron las acciones requeridas en esta transformaciéon. En la
discusion en clase estos alumnos fueron capaces de explicar a los demas por qué
era necesario introducir la matriz identidad (equipo E, figura 4) y con ello basté
para que el resto de los alumnos reflexionaran y entendieran la necesidad de la
matriz identidad.

P < YIS
{\/L{?L"}owf . E
Y, \/3 ) o \/z | ‘QP Y
- _.,O/
B0 Corme, que Sadetane ‘e
!OPG* - G~ l.e_ma. ,E"’alu“w‘ PUNEL p\&,

Figura 4
Una vez encontrados los valores propios, todos los alumnos fueron capaces

de hacer las acciones necesarias para encontrar los vectores propios asociados a
cada valor propio, a través de la solucién del sistema homogéneo asociado, (A —
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ADY = 0. Algunos de los alumnos propusieron un caso particular para los vectores
propios. Los alumnos del equipo A, ademas de encontrarlos, demostraron que
efectivamente dichos vectores eran vectores propios de la matriz usando la
definicion que se acababa de introducir, Av = Av, como se ve en la figura 5.

\(\\’“f\,\ =(3)

—_ \/_._ A \/ > o
N T Ma A TS
TS
e R N A
“vn—bi"i.v:bﬂ— a2 _— ~ T T e Vr o
_
- (%)
e D ey Tz i -
! ~
~/ . Noog \\ g \ . [ 2.
~ e j \ 2 J . X /
z - QC‘Q
Figura 5

La siguiente instruccion consistia en verificar que la combinacion lineal de las
soluciones encontradas para la ecuacion en diferencias era también solucién de la
misma ecuacion. Los alumnos sustituyeron y fueron capaces de hacer las
acciones correspondientes en la ecuacion correctamente (equipo C, figura 6). Sin
embargo, mostraron muchas dificultades en la comprensiéon de lo que estaban
haciendo. Al parecer, los alumnos son capaces de seguir las instrucciones, pero
no tienen los conocimientos, ni la intuicion necesaria para esperar una solucion
exponencial para este tipo de problema. Este resultado se tomd en consideracion
en la decision de no incorporar directamente el problema de modelacion en la
secuencia de ensehanza, sino incluir problemas con una sola ecuacion en
diferencia en los que los alumnos pudieran proponer, por ellos mismos, una
solucién exponencial al problema, antes de presentar el problema de modelacion.
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Figura 6

Finalmente, los alumnos encontraron qué sucedia en el largo plazo a partir de
las soluciones encontradas. Nuevamente, todos los equipos encontraron que a la
larga, la solucion dependera solamente del valor propio 4; = 1 puesto que la
solucién asociada al valor propio 4, = 1/6 tiende a cero cuando t — o. Por
ejemplo, los alumnos del equipo E, explicaron que a la larga la solucién al
problema tiende a la recta asociada al vector propio (2, 3) y que constituye una
solucion de equilibrio, como se ve en la figura 7, se equivocan al escribir el vector
y ponen (2/3).
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Figura 7

El problema planteado contribuyé a dar sentido a los valores, vectores y
espacios propios para los alumnos en el momento en que explicaron lo que
sucedia en el largo plazo. Algunos alumnos explicaron que los valores propios
determinan qué pasara en el largo plazo, por ejemplo Es comentd: “cuando
lambda es menor a uno tendera a cero a la larga, si lambda es mayor a uno
crecera indefinidamente y si lambda es uno permanece igual.” Entonces aclaroé:
‘puede llegar al vector propio o un mualtiplo o una combinacion lineal.” Por ejemplo,
en la figura 8 los alumnos del equipo B encuentran el limite y concluyen que ‘todo
va a depender de 4; y de v,”.
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Siguiendo el proceso completo de solucidén del problema fue posible darse
cuenta de que al comenzar el trabajo con el problema, la solucién propuesta, x; =
A'v, no tenia significado para los alumnos y, aunque fueron capaces de hacer las
acciones necesarias sobre la ecuacion en diferencia para verificar que dicha
funcién era efectivamente solucién de la ecuacion, no lograron entender por que la
solucion tenia esa forma. Al finalizar el problema, los alumnos fueron capaces de
relacionar los valores y vectores propios con la solucidon del problema,
comprendieron el significado de la funcién solucion a través de sus diferentes
representaciones y su comportamiento a largo plazo, aunque no eran aun
conscientes del significado matematico de los valores y vectores propios.

Los alumnos entendieron el problema y las ecuaciones en diferencia
planteadas. Como se dijo antes, fueron capaces de explicar su significado
correctamente, por lo que se concluyd que en la siguiente experiencia se podria
plantear el problema abierto como problema de modelacién para que, por una
parte, los alumnos propusieran por ellos mismos un modelo y por otra parte, al
plantear el problema abierto hubiera mas posibilidades de discusion del papel de
los parametros en el mismo y su relacion con los conceptos de interés. Se decidid
plantear antes de esa experiencia dos problemas mas simples que permitieran a
los alumnos sugerir un modelo en ecuaciones en diferencia y darse cuenta de que
la solucion de la ecuacion del modelo deberia tener forma exponencial vy,
posiblemente, generalizarla a este problema mas complejo.

Los alumnos pudieron responder a las demas preguntas y encontrar qué
sucedia en el largo plazo, por lo que se espera que al plantear el problema abierto
puedan también encontrar qué sucede a la larga. Asi se concluyd, que el problema
tenia el potencial para que emergieran los conceptos de valor, vector y espacio
propio y se les pudiera dar sentido. Se decididé usarlo como un problema abierto
para probarlo como problema de modelacién.
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7.2 EXPERIENCIAS POSTERIORES

En los seis semestres de agosto 2011 a enero 2014 se usaron tres problemas
de modelacién que se pueden plantear con ecuaciones en diferencias: uno de
poblacién, uno de empleo y finalmente el de empleo — desempleo. Los dos
primeros se disefiaron con la finalidad de explicar, a grandes rasgos, lo que es una
ecuacion en diferencias y su solucion y, con el objetivo de que los alumnos fueran
capaces de sugerir una solucidbn de tipo exponencial y de generalizarla,
posteriormente al problema de empleo — desempleo. Los resultados que se
muestran a continuacion se ejemplifican con propuestas de los alumnos de
diferentes semestres dado que el comportamiento de los alumnos fue muy similar
en cada uno de ellos.

7.2.1 PROBLEMA DE POBLACION

Se presenta en primer término el modelo de poblacion.

Problema de poblacién

En un bosque de México viven los buhos manchados. Supén que no tienen
depredadores y tienen alimento suficiente. Sabes que en el periodo t + 1
sobrevive una proporcién de los buhos del periodo anterior.

1.- Escribe un modelo que describa lo anterior.

2.- Encuentra la solucién, si sabes que la proporcion de buhos que
sobrevive de un periodo a otro es 2/3 y que la poblacion inicial es de 375
buhos. ¢ Qué pasara a la larga?

3.- Encuentra la solucion para el modelo en general.

(Adaptacion propia de un problema que aparece en el texto Lay, 2012, p.
265).

En cada ocasidon en que se plante6 el problema de poblaciones, los alumnos
encontraron rapidamente un modelo exponencial y fueron capaces de explicar su
razonamiento, como se muestra en el ejemplo de la figura 9. Sus explicaciones
son similares a la dada por el equipo | (Sem. 1-2014): “sabemos que en el periodo
t + 1 sobrevive una proporcion k de los buhos del periodo anterior. Por lo tanto, la
poblacién en t + 1 es la que habia en t, o sea B, por k, la proporcién ... o sea
...B;,1 = kB. Ademas necesitas que k esté entre cero y uno para que tenga
sentido”.
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Para encontrar qué pasa en el largo plazo, la mayoria de los alumnos
sustituyeron los valores dados, 2/3 y 375 y evaluan en el tiempo (t = 1, 2, 3, etc.).
Reconocen un patrén en el que la k esta elevada a una potencia y concluyen que
la solucion de la ecuacion del modelo es una funcién exponencial (figura 10,
equipo B, Sem. 2-2013). Por ejemplo, el alumno B4 explica que para encontrar la
poblacién en un periodo dado: ‘tenemos que elevar el 2/3 a la t y multiplicarlo por
la poblacion inicial. O sea ... siempre depende de la poblacién inicial.” Hubo
algunos alumnos en cada semestre que hicieron comentarios del tipo: “no nos
dicen si nacen buhos. Nada mas la proporcién que pasa de un tiempo a otro.
Llegamos a una exponencial ... bueno pues ... cada vez habra menos buhos... o
sea a la larga todos se mueren. Tendria que haber buhos que nacen”.
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Figura 10

La solucion a este problema es muy intuitiva y como se esperaba los alumnos
se dieron cuenta facilmente que la solucién era una exponencial. Sus dudas ante
el ejemplo concreto planteado estan justificadas pues por ser un problema de
poblaciones, esperaban que la solucion indicara crecimiento de la poblacion. El
hecho de que k resultara menor que uno permitié la discusion con la maestra del
significado de que k fuera menor que uno y su relaciéon con las hipétesis del
problema. Para los alumnos result6 facil darse cuenta que la solucion obtenida era
una funcidon exponencial decreciente, pero no tanto relacionar con las hipétesis del
problema en las que se habla de que en cada periodo hay una proporcion de la
poblacion que sobrevive. Finalmente se dieron cuenta que en realidad esa
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hipotesis hablaba de que la poblacion de buhos se estaba extinguiendo y se les
sugirié que pensaran como plantearian un nuevo modelo en el que se incluyera el
nacimiento de buhos. Esta discusion contribuyé en cada semestre pues se uso el
problema en una discusidon amplia e interesante por parte de los alumnos.
Después, se plante6 el problema de empleo.

7.2.2 PROBLEMA DE EMPLEO

Este problema es muy similar al anterior aunque el contexto es diferente. Con
€l se trataba de verificar si los alumnos podian reconocer un modelo exponencial
en una situacion nueva. A continuacién se presenta el analisis de los resultados.

Problema de empleo

En una economia sabes que el nimero de empleados en el periodo t + 1 es
una proporcién del niumero de empleados del periodo anterior.

1.- Escribe un modelo que describa la dinamica del empleo.

2.- Encuentra una solucion de la ecuacion que representa el modelo
matematico, si sabes que la proporcidén de personas que sigue empleada es
la mitad y que la poblacion inicial es de 100 personas. ¢Qué pasara con el
namero de empleados a la larga?

3.- Encuentra la solucion para la ecuacion del modelo original que
planteaste.

Los alumnos rapidamente reconocieron que el problema de empleo era igual al
anterior. Utilizaron también sus conocimientos de economia y/o la intuicién que
han desarrollado en economia e hicieron comentarios, incluso sin haber realizado
ninguna operacién, como los de Az (Sem. 2-2011): “es igual al anterior, es un
problema de poblacion, poblacién empleada. Muy facil a la larga no hay ningun
empleado.” Después de este razonamiento, escriben la misma ecuacién que
obtuvieron en el problema anterior. Muchos de ellos cambian la variable B de
buhos por E de empleados y explican de maneras similares a la que se muestra
en la figura 11 equipo A (Sem. 2-2011), “a la larga la poblacién va a ser cero,
porque q = Y2 y todo se va dividiendo a la mitad”.
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Algunos alumnos nuevamente sustituyen los valores t = 1, 2, 3 etc. y explican,
como por ejemplo Es (Sem. 1-2012): “al final tenemos la misma exponencial, la
poblacion de empleados en el tiempo t es la g elevada a la t por la poblacién
inicial ... o sea ... Pt = q* P,,” como se ve en la figura 12.
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Figura 12

El tema de ecuaciones en diferencia es nuevo para los alumnos y no forma
parte del plan de estudios de este curso. Por ello al finalizar estos problemas, la
maestra explicé que las ecuaciones que propusieron para el modelo se conocen
como ecuaciones en diferencia puesto que lo que sucede en el tiempo t + 1
depende de lo que sucede en el periodo anterior, t. Los alumnos discutieron y
varios comentaron, como Es (Sem. 1-2012): “asi como estan los problemas no
tienen sentido. Al final todos los buhos mueren o todas las personas queden
desempleadas. Necesitamos mas datos, algo mas.” Otros se cuestionaron, Ba
(Sem. 2-2013): “;la exponencial siempre es solucién de este tipo de ecuaciones?”
La maestra aclaré brevemente que la solucion es una exponencial y se discutio
con los alumnos como si la constante es mayor que uno, indica que ademas de
quedar algunos empleados del periodo anterior, podrian entrar nuevos empleados
al mercado de trabajo, es decir, habria un modelo mas realista en el que hay
empleo y desempleo o en el caso de la poblacion habria nacimientos y muertes.
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7.2.3 PROBLEMA DE EMPLEO — DESEMPLEO

Después del trabajo con los problemas anteriores se plante6 a los alumnos el
problema de empleo — desempleo. Se esperaba que, después de resolver los dos
problemas anteriores, generalizaran la solucion exponencial al considerar este
nuevo problema como un problema de poblacion empleada y desempleada. Como
se menciond en la metodologia, el problema original se redisefid haciéndolo un
problema abierto donde se pedia a los alumnos el modelo, su soluciéon y qué
sucedia en el largo plazo.

Este problema se disefié con la finalidad de introducir los conceptos de valor,
vector y espacio propio. El problema es el siguiente:

Problema de empleo — desempleo

Supongase que X: representa el nimero de personas empleadas en el
periodo t y yt el nimero de desempleados en el mismo periodo. La fuerza
laboral se mantiene constante. Sean p la probabilidad de que una persona
desempleada encuentre trabajo en cualquier periodo dado y q la
probabilidad de que una persona empleada continlie empleada.

Encuentra un modelo que describa la dinamica del empleo y el
comportamiento del mismo a largo plazo.

A continuacién se explica la forma en la que los alumnos trabajaron en la
elaboracion de sus modelos, el uso que hacen de conocimientos matematicos
previos y por qué el problema propuesto cumple los principios de la Teoria de
Modelos y Modelacion.

Los alumnos mostraron interés por el problema. Recordaron los problemas de
empleo y poblacion que habian resuelto. Varios de ellos dijeron, como por ejemplo
B2 (Sem. 2-2013): “Es como los problemas de antes ... los de ecuaciones en
diferencia. Nada mas que ahora si tenemos nuevos empleados.” Abordaron el
problema utilizando sus conocimientos acerca de sistemas de ecuaciones,
matrices, economia y sentido comun. Comentaron, como por ejemplo C1 (Sem. 2-
2013): “tenemos empleados y desempleados. Creo que necesitamos dos variables
y dos ecuaciones.” Al ser alumnos de economia también mencionaron, como Ci
(Sem. 2-2013): “La fuerza laboral es constante. Esto quiere decir que no aumenta
el total de personas, pero hay nuevos empleados y otros que dejan el empleo.”
Esto proporciond evidencia de que el problema propuesto cumple el principio de
realidad de la Teoria de Modelos y Modelacion.

Los alumnos trabajaron en equipos, desarrollaron hipotesis, seleccionaron
variables, discutieron las relaciones entre ellas y empezaron a construir modelos
matematicos para resolver el problema. A través de discusion y negociacion entre
los alumnos y con la maestra sobre ideas e hipotesis que surgieron, se
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propusieron, discutieron y modificaron las primeras propuestas de algunos
modelos. Los alumnos escribieron sus supuestos y razonamientos en términos
matematicos. La mayoria de los alumnos definié dos variables, una para empleo y
otra para el desempleo. Sin embargo, algunos tuvieron dificultades para escribir
matematicamente la forma en que el numero de empleados y el de desempleados
se podrian relacionar entre si y necesitaron apoyo y sugerencias de la maestra
para poder trabajar con su modelo y explorar sus posibilidades.

La mayoria de los equipos fue capaz de considerar que una caracteristica
importante del modelo era que el numero de empleados y desempleados en un
periodo dado estaba relacionado con el periodo anterior. Varios equipos buscaban
funciones del tiempo que pudieran describir el nUmero de personas empleadas y
el numero de personas desempleadas. Los alumnos no habian descrito
situaciones en términos de razon de cambio, excepto por los modelos de
poblacién y empleo, trabajados anteriormente, que involucraban una sola variable.
Varios equipos mencionaron que el modelo que se necesitaba para este problema
debia ser similar al modelo que encontraron para los problemas de poblacion de
buhos y de personas empleadas. La maestra anoté en su bitacora: “al parecer los
problemas anteriores ayudaron a algunos alumnos en el planteo del modelo pues
piensan que deben tener ecuaciones en diferencia.” La figura 13 muestra el
modelo propuesto por el equipo B (Sem. 2-2013). Expresiones similares fueron
presentadas por varios equipos. Durante su trabajo en equipo discutieron lo
siguiente:

B2: “Sabemos que la solucion de una ecuacion en diferencia es x,, = k"x,.
Sabemos esto de los problemas de poblacion. Entonces ... necesitamos tener una
exponencial...”.

B1: “pero ahora tenemos dos variables Xty yt ... entonces necesitamos dos
exponenciales...”.

Bs: “...p es la probabilidad de que un desempleado encuentre trabajo, asi que
uno menos p deben ser los empleados, y esto lo elevamos al tiempo t. Ahora, q es
.... lo mismo, empleados que siguen empleados asi que uno menos q son los
desempleados, también lo elevamos a la t.” Entonces, escribieron la ecuacién
x:(1-p)+ y,(1—q)t (figura 13) como modelo matematico.

Después de un tiempo de discusion, se dieron cuenta que necesitaban dos
ecuaciones por lo que llamaron a la maestra y le explicaron:

B2: “Necesitamos separar la ecuacion en dos partes. Los empleados en el
tiempot + 1 es la primera parte, empleados en el tiempo t por la probabilidad 1 - p.
Los desempleados son la segunda parte, desempleados en el tiempo t por la
probabilidad 1 - q”.

La maestra les preguntd si las ecuaciones estaban o no relacionadas. Un
alumno del equipo contesto:
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B1:“Ah! ... pero ... tal vez las personas empleadas pierden su trabajo y los
desempleados obtienen un trabajo. ¢ Ddnde estan ellos? ¢ Entonces solo tenemos
la primera ecuacion que escribimos? ¢ Solo una™

B2: “Tal vez el modelo son los empleados més los desempleados y tenemos
.... No s¢’.
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Figura 13

Los alumnos de este equipo generalizaron la solucion x, = k™x,, que habian
obtenido en los problemas de poblaciones que involucraban una sola variable
dependiente en una ecuacion en diferencia, a dos variables independientes, una
para el numero de empleados y otra para el numero de desempleados. No
tomaron en cuenta que en esta nueva situacion tenian dos variables que
necesitaban estar relacionadas. Al reflexionar sobre la pregunta de la maestra
solamente hicieron la accion de regresar a la primera ecuacion que habian
propuesto para considerar una posible relacién, pero no discutieron qué
representaba esta expresion y la dejaron como la habian planteado originalmente.

Otros equipos sugirieron modelos similares, tomando en consideracion los
cambios en el empleo y desempleo en dos ecuaciones independientes y cuatro
equipos fueron capaces de considerar la razon de cambio del empleo y desempleo
en términos de la interrelacion del cambio en las funciones describiéndolas en
diferentes periodos de tiempo sucesivos. Por ejemplo, los alumnos del equipo A
(Sem. 1-2012), discutieron (figura 14):

A2: “Yo creo que en un tiempo dado, hay un cierto numero de empleados y
desempleados, pero eso puede cambiar en el siguiente periodo. Puede pasar que
en un tiempo haya desempleados que consigan trabajo y algunos empleados que
pierdan su trabajo, pero ...".

As: “Es correcto, podemos pensar en el numero de empleados en el siguiente

periodo y ese debe ser los que siguen empleados menos los que ahora estan
desempleados ...”.
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A1: “.... Suena bien, pero en mi opinion, los empleados en el nuevo periodo
deben ser una proporcion de las personas que tienen empleo y lo siguen teniendo
mas una proporcion de la gente que estaban desempleadas antes y ahora
consiguieron empleo ...”.

A2: “Sabemos que p son los desempleados que consiguieron trabajo y q los
empleados que siguen empleados, bueno, las probabilidades”.

A1: “Ok, asi que debe ser x,.1 s igual a g por x, mas p por y,.” (escribe Xt+1 =
gxt+ pyt — empleo).

As: “Es correcto... Si p y q son probabilidades, entonces 1 - q es la
probabilidad de que una persona empleada pierda su trabajo y 1 - p es la
probabilidad de que alguien desempleado siga sin trabajo.” (A1 escribe yt+1 = (1 -
g)xt + (1 - p)yt — desempleo), “asi que el modelo del problema es este”.

Estos alumnos usaron su experiencia sobre empleo, y lo que habian aprendido
de ecuaciones en diferencia y probabilidades, para efectuar acciones en las
variables y relacionarlas en un modelo matematico que describiera la dinamica del
problema. El modelo consistidé en un sistema de ecuaciones en diferencia como el
que escribio el equipo anterior, pero mas completo (figura 14).

Figura 14

Cuando la maestra detecté que todos los equipos habian sugerido un modelo,
eligié a tres equipos que habian seguido diferentes procedimientos para exponer
su modelo y su avance al resto del grupo para que los discutieran. Durante esta
discusidn, los alumnos comentaron las ventajas y desventajas de cada uno de los
modelos propuestos. En el caso del equipo B (figura 13), al presentar su modelo al
grupo sus integrantes no fueron capaces de explicar el significado de su
expresion. Durante la discusidn, los comentarios de los otros alumnos les hicieron
darse cuenta que 1 - p era la probabilidad de que una persona desempleada
continuara sin trabajo y no el numero de empleados. Muchos alumnos les
comentaron que no habian considerado a las personas que cambiaban su estatus
de empleo. El grupo concluyé que la expresidon propuesta no describia la situacion
que presentaba el problema. El equipo A (figura 14) expuso claramente sus ideas.
Después de algunas preguntas, el grupo estuvo de acuerdo en que el modelo que
ellos presentaban reflejaba mejor la situacion. La maestra pidié a los alumnos que
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compararan este modelo con el suyo. Se realizé una nueva discusion con el grupo
y se concluyd que la propuesta del equipo A era la apropiada. El grupo decidi6
usarla como “el modelo”.

Lo expuesto anteriormente pone de manifiesto que el problema planteado,
cumple con el principio de construccidon de modelos de la Teoria de Modelos y
Modelacién. Ademas, la posibilidad de los alumnos de discutir y criticar sus
propios modelos y los de sus compaferos muestra que se cumple el principio de
autoevaluacion de esta teoria. Es importante notar que el modelo propuesto para
trabajar con el problema tiene la misma forma que el que se sugirio en la puesta a
prueba del problema descrito en la seccién 7.1, pero, en este caso, en cada
semestre fue propuesto por uno o varios equipos sin que la maestra interviniera en
ello.

El modelo propuesto para utilizar colectivamente consiste en un sistema de
ecuaciones en diferencia puesto que los valores de las variables en el tiempo t + 1
dependen de sus valores en t. Pudo observarse que los alumnos consideran que
en el problema el valor de las variables en un tiempo dado depende del valor en el
tiempo anterior y varios equipos propusieron un modelo en el que la variacion del
empleo y el desempleo estan interrelacionadas. En la discusién en grupo se
decidié emplear las variables x; y y, para describir el numero de empleados y
desempleados en el periodo t, respectivamente, con la finalidad de que todos los
alumnos trabajaran con las mismas variables y se facilitara la discusién en grupo y
la comparacion de resultados obtenidos. Dado que los alumnos fueron capaces de
plantear un modelo para representar la situacion planteada en el problema, es
posible afirmar que el problema cumple el principio de simplicidad.

Posteriormente los alumnos trabajaron con el modelo matematico propuesto
para describir el comportamiento del empleo a lo largo del tiempo. Aunque se
habia trabajado anteriormente con modelos que incluian una sola ecuacién en
diferencias, los alumnos no estaban familiarizados con este tipo de sistemas de
ecuaciones. Sin embargo, en cada semestre, la mayoria de los alumnos
reconocieron, en general, que el modelo podia escribirse usando notacion
matricial, x,,1 = AX;, con X; vector de empleo en el tiempo t, A matriz de
coeficientes y x;,4 vector de empleo en el tiempo t + 1 como se muestra a
continuacion.

La siguiente conversacion tuvo lugar mientras el equipo D (Sem. 2-2011)
estaba trabajando para encontrar la solucion del sistema de ecuaciones.

D1: “Puede ser algo como ... (escribe: X, = q'v). Parecido a lo que hicimos
para los modelos de poblacion. Necesitamos una exponencial”,

Ds: “, Qué significan ahora q y v? ;Son lo mismo que antes”?

D2: ‘g es la probabilidad que nos dan, pero también tenemos a p. ¢Cual de las
dos usamos? ¢, v es el vector de probabilidades iniciales”?
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La solucién que proponen muestra que los alumnos pueden relacionar este
problema con los problemas trabajados previamente y considerar la posibilidad de
introducir soluciones de tipo exponencial como propuesta de solucion del sistema
de ecuaciones en diferencia. Otros equipos hicieron interpretaciones similares
aunque hubo siempre equipos que interpretaron la situacion de manera diferente.
A diferencia del problema original (seccion 7.1), donde los alumnos no entendieron
por qué la solucidn era una exponencial, en este problema varios alumnos
expresaron que una exponencial podia ser solucion. En el intento de resolver la
ecuacion matricial surgieron las siguientes propuestas:

a) Generalizacion de la solucién del modelo de poblaciones como
x — At+1f
t+1 0-

b) Soluciones exponenciales del tipo x,.; = (x,)q* + (y)pt y
Yer1 = x)A -+ ()1 - p)-.

c) Uso de la inversa de la matriz en la forma x, = A~ 1%, ;.

d) Generalizacion de la solucidon encontrada previamente para el
modelo de poblacién usando vectores, en la forma X, = q*v.

La figura 15 muestra el trabajo de uno de los equipos (equipo B, Sem. 2-2013)
que sugirio la estrategia de solucién c). Es interesante notar que a pesar de usar
la notacién matricial los alumnos de este equipo, y de otros tres que propusieron
algo similar, no tenian claro que el vector de empleo tiene como componentes el
empleo y el desempleo en el tiempo t o t + 1. Utilizaron la matriz inversa sin
cuestionarse ni su existencia ni la pertinencia de su uso en este problema.

% é——f! ": A‘ )Z & _ .
AR = ATA X
/5;\)(6-)1 = T X

\
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Figura 15

Durante los distintos semestres varios equipos, generalmente cuatro, llegaron
a la solucién d) usando distinta notacién (figura 16). La estrategia de estos
alumnos fue una generalizacion ciega de la solucidn del problema de poblacién.
En la discusion anterior del equipo D, se observd que no tenian claridad en el
significado de las variables que propusieron.
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Figura 16

En la discusion en clase la maestra comentd con los alumnos las distintas
soluciones propuestas y pidié a los alumnos de los equipos correspondientes que
explicaran sus razonamientos. La mayoria de los alumnos de estos equipos
tuvieron dificultades al justificar sus propuestas. Sin profundizar en estas
explicaciones, la maestra sugirid6 que verificaran si sus propuestas eran
efectivamente solucién del modelo matematico. Al finalizar la clase la maestra
escribio: “Ningun equipo parece haber entendido las razones de su eleccion.
Parece que estan adivinando, espero que al trabajar con ellas puedan darles algun
significado. Es importante notar que en este problema, a diferencia del original,
pueden entender de forma muy general que la solucién es una exponencial, lo
cual se debe a la solucion de los dos problemas de poblacion y de empleo’.

En el debate de la siguiente clase se decidid en forma conjunta con la opinion
de todo el grupo que la solucién adecuada era la propuesta en d), dado que se
podia demostrar que era efectivamente solucion del sistema de ecuaciones en
diferencia. Casi todos los alumnos fueron capaces de hacer las acciones
necesarias para probar que la solucion propuesta era solucion del sistema de
ecuaciones en diferencia. Al parecer dejaron de lado el problema y se
concentraron en usar sus conocimientos matematicos. Pudieron hacer las
acciones de sustituir las funciones en el tiempo t y en el tiempo t + 1. Por
consenso se cambid el escalar q por k para no confundir la base de la exponencial
con ¢ la probabilidad de que una persona empleada continuara empleada.

Durante el trabajo en la verificacién de la solucién la mayoria de los equipos
utilizaron la siguiente estrategia: mediante acciones sobre la solucién, los alumnos
derivaron la ecuacion AT — kv = 0 y escribieron el sistema de ecuaciones (4 —
kv = 0, con lo que mostraron la construccion del proceso de describir el sistema
anterior como un sistema homogéneo de ecuaciones lineales con sus posibles
soluciones. Manifestaron que k y v deben cumplir esta ecuacion. En cada
semestre se encontraron, por ejemplo, propuestas como la que se muestra en la
figura 17 del equipo C (Sem 2-2012) que muestra su trabajo antes de decidir el
cambio de notacién antes mencionado, es decir, este equipo trabajé con q en
lugar de k. Durante su trabajo discutieron lo siguiente:
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C1: “... hay dos incognitas aqui, el vector v y el escalar q. Necesitamos
encontrarlas.” (Escribe q =? y v =7?).

C2: “Es un sistema homogéneo de ecuaciones. La solucién depende de q y no
tiene sentido que el vector cero sea solucion. El sistema puede tener solucion
multiple. ¢Lo resolvemos y vemos?” (C1 escribe solucion unica, v = 0 o solucion
multiple).

Cs: “Pero v igual a cero no tiene sentido para el problema ... entonces ... las
soluciones deben ser linealmente dependientes ...".

C2: “....y no existe inversa.” (C1 escribe “l.d. y A la inversa”).

Cs: “Pero entonces el determinante debe ser cero, necesitamos solucion
multiple.” (C1 escribe “|A — qlI| = 07).
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Figura 17

Algunos alumnos en otros equipos consideraron también la posibilidad de
solucion multiple para el sistema de ecuaciones, pero no usaron el determinante
de la matriz del sistema como una estrategia ni consideraron la posibilidad de
encontrar el valor de k. Solamente indicaron que se necesitaba encontrar el
conjunto solucién.

El trabajo en la verificacién de la solucion proporciona evidencia de que se
cumple el principio de autoevaluacién pues los alumnos fueron capaces de discutir
sus propuestas de solucion criticamente y de elegir aquélla que parecia mas
conveniente. Ademas, los alumnos escribieron y justificaron sus argumentos, lo
que muestra que el problema cumple ademas el principio de documentacion de la
Teoria de Modelos y Modelacién.
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En su estudio, Larson, Zandieh y Rasmussen (2008) comentan la dificultad
que involucra la transformacion de la ecuacion Av =A% en (A—ADv =0 y
posteriormente en relacionar dicha ecuacién con un sistema de ecuaciones para el
cual la solucion debe ser distinta del vector cero y por ello |A — AI| = 0. En este
estudio esta dificultad también se manifesté en cada semestre, como se observa
en la figura 18, pero varios equipos realizaron, en cada ocasion, el proceso
requerido en la transformacion de la ecuacion de manera correcta y mostraron la
posibilidad de coordinar este proceso con el proceso de determinantes con el fin
de encontrar las soluciones distintas de cero por ellos mismos como un medio
para verificar la solucion de las ecuaciones del modelo matematico propuesto.
Estos alumnos fueron capaces de utilizar las construcciones previas propuestas
en la descomposicion genética para ejercer acciones sobre la ecuacion matricial y
establecer las ecuaciones que definen a los valores propios, sin haber sido
introducidos a este concepto. Asimismo, fueron capaces de decidir, por ellos
mismos, que la solucidn del sistema de ecuaciones de interés es la solucion
multiple. Parece ser, que el trabajo en el problema los condujo a enfocar su
atencion en las propiedades de los sistemas de ecuaciones (soluciones de un
sistema homogéneo, vectores linealmente dependientes, determinantes, inversa)
gue ya conocian.

Se pudo observar que los alumnos mostraron haber construido el concepto de
conjunto solucién de un sistema de ecuaciones lineales como proceso pues fueron
capaces de considerar que la soluciéon dependia del valor del parametro y
coordinaron este proceso con los de dependencia lineal, la existencia de la matriz
inversa y determinante de la matriz.

oy
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Figura 18

Es importante mencionar que después del trabajo en este problema se dejaron
otros problemas similares al propuesto como problema de modelacion como tarea.
Los alumnos reconocieron las semejanzas con el problema propuesto en clase,
propusieron modelos matematicos semejantes y funciones solucion de tipo
exponencial. Ademas, mas adelante en el curso se estudiaron las cadenas de
Markov y nuevamente, en cada ocasion, varios alumnos reconocieron en ellos a
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los valores y vectores propios. Esto permite afirmar que el problema propuesto
cumple con el principio de generalizacion de constructos de la Teoria de Modelos
y Modelacion.

En conclusién, se constatdé que el problema propuesto cumple con los seis
principios de la Teoria de Modelos y Modelacion, lo cual lo hace un modelo que
siendo nuevo para los alumnos, les permite utilizar sus conocimientos previos para
resolverlo, a pesar de su complejidad. Es muy importante recalcar que el trabajo
con el problema permitié, ademas, que los alumnos construyeran relaciones entre
su conocimiento previo y el que se deseaba introducir, que surgi6 del trabajo de
los propios alumnos. Este hecho hizo posible dar sentido al sistema de ecuaciones
que resulta del modelo y que, al después del trabajo con él, la maestra introdujera,
de manera natural, una definicién de valores y vectores propios que tenia sentido
para los alumnos en términos del modelo e hizo mas fluida la gestién de la clase.

En el siguiente capitulo se muestran los resultados obtenidos respecto a la
construccion de estos conceptos.
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CAPITULO 8. ANALISIS DE LAS CONSTRUCCIONES DE LOS
ALUMNOS DE LOS CONCEPTOS RELACIONADOS CON LOS
VALORES PROPIOS

Se presentan los resultados de esta investigacion mediante evidencia obtenida
del analisis del trabajo de los alumnos, tanto de las actividades realizadas en
clase, como de los instrumentos de investigacion. La descripcion de los resultados
se centra en las diferencias encontradas en los alumnos que mostraron distintas
construcciones y en la explicacién de las dificultades encontradas, todo ello en
términos de la Teoria APOE.

Como se menciond, el trabajo se realizé durante siete semestres (2011-2014)
pero el trabajo en cada uno de ellos y los resultados fueron muy similares, por ello
los resultados descritos incluyen la informacién de todos ellos. Los numeros que
se presentan corresponden al promedio de los alumnos por semestre.

8.1 CONSTRUCCIONES PREVIAS

La descomposicion genética disefiada supone, como conceptos previos para
la construccién de los conceptos de valores, vectores y espacios propios, la
construccion, entre otros, de los conceptos de conjunto, conjunto solucion de un
sistema de ecuaciones lineales, espacio nulo de una matriz y conjunto generador
de un espacio vectorial como procesos. Los resultados mostraron que tres
alumnos en promedio cada semestre no los habian construido y que esto parecia
ser responsable de sus dificultades en el aprendizaje de los valores, vectores y
espacios propios. Las dificultades de estos alumnos se manifestaron en distintos
momentos durante la investigacion, incluyendo la entrevista en la que se les
presentaron preguntas en contextos distintos al de valores y vectores propios,
pero en todos los casos, los resultados mostraron que, en el mejor de los casos,
construyeron una concepcién accion de los conceptos de interés.

Dos de estos alumnos mostraron no haber construido el concepto de conjunto
solucién de un sistema de ecuaciones como proceso. El otro no dio evidencia de
haber construido los conceptos de conjunto generador y el espacio nulo de una
matriz mas alla de una concepcidn accion.

Por ejemplo, cuando al alumno D1 (Sem. 1-2012) se le pide que encuentre los
4 0

0 4
A = 4. Utiliza este valor propio para encontrar los vectores propios y resuelve el

sistema homogéneo (4 — AI)v = 0 (figura 1). Al obtener con este procedimiento la
matriz cero concluye que la solucion es el vector propio cero y comenta: “dado que
v =0 entoncesd =4 no es valor propio.” Se observa que no es capaz de
interpretar la matriz aumentada del proceso de solucién del sistema, lo que indica

valores y vectores propios de la matriz A4 = ( ) encuentra el valor propio,
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que no ha construido el concepto de conjunto solucion de un sistema de
ecuaciones como un proceso Yy que esto le impide relacionar dicha solucién con el
concepto de vector propio. Se observa que ha memorizado el procedimiento para
encontrar los valores propios, pero no ha comprendido este concepto pues su
interpretacion erronea del sistema homogéneo le lleva a concluir que el valor
propio que encontr6 no es realmente tal. De sus respuestas a éste, y otros
problemas, se determiné que no ha construido siquiera una concepcién accion de
los conceptos de valor ni de vector propio de una matriz.
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Figura 1
Cuando se le pide al alumno B2 (Sem. 2-2012) que encuentre los vectores
7 7 7
propios de la matriz A=|7 7 7|, encuentra, mediante un procedimiento
7 7 7

memorizado, dos vectores, pero uno de ellos es el vector cero (figura 2).
Construye un conjunto con estos vectores y concluye: “son dos vectores, generan
un plano.” Al igual que D1, B2 interpreta incorrectamente la solucion del sistema de
ecuaciones, no reflexiona sobre la imposibilidad de que el vector cero sea un
vector propio asociado a la matriz A, y muestra claramente que no ha construido el
concepto de espacio generado pues responde de memoria, sin considerar que su
respuesta sea compatible con el conjunto generador que ha encontrado.
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Figura 2

Los ejemplos anteriores ponen de manifiesto que los alumnos que no han
construido los conceptos previos no pueden hacer casi ninguna construccion
prevista en la descomposicion genética. La interpretacién del conjunto solucién de
un sistema de ecuaciones lineales resulta indispensable en la construccion del
concepto de vector propio, por lo que muestran cuando mucho una concepcién
accién de dicho concepto. La construccion del concepto de conjunto generador
resulta, ademas indispensable en la construccion del espacio propio de una matriz
COMO un proceso.

8.2 RESULTADOS DEL TRABAJO CON EL MODELO Y LAS ACTIVIDADES HACIENDO ALUSION
AL MODELO

Después de que los alumnos propusieron un modelo para el problema
redisefiado de empleo — desempleo (seccion 7.2.3, semestres agosto 2011 a
enero 2014) se trabajoé con él para encontrar qué sucedia en el largo plazo. A
continuacion se analizara el procedimiento que realizaron los alumnos para
encontrar los valores, vectores y espacios propios y el trabajo con el modelo para
encontrar el comportamiento de las soluciones a largo plazo tanto algebraica como
geométricamente. Se describe el analisis del trabajo del equipo A, uno de los tres
equipos que mostraron un progreso importante entre el inicio del trabajo con el
modelo, el trabajo con las actividades disefiadas y la entrevista. En todos los
semestres hubo, al menos, tres equipos que mostraron este avance y en todos los
semestres se nombré6 a uno de estos equipos como equipo A. También se
describe, de forma mas general, algunos de los obstaculos que enfrentaron otros
equipos y los alumnos del grupo.
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8.2.1 VALORES, VECTORES Y ESPACIOS PROPIOS

Los alumnos discutieron entre ellos acerca de la solucion al sistema. La mayor
parte de los alumnos, incluyendo a los del equipo A (Sem. 1-2013), consideraron
que la solucion del sistema podia ser el vector 0. Sin embargo, en la discusion en
equipos As (Sem.1-2013) comento lo siguiente, como se muestra en la figura 3: “la
solucién depende de k y no tiene sentido tener al vector cero como solucién. El
sistema puede tener solucion mdultiple. ;Por qué no lo resolvemos y vemos?”
mostrando que ha construido el proceso de solucidon de un sistema pues es capaz
de considerar que la solucién depende del valor del parametro.
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Figura 3

A partir de esa propuesta los alumnos del equipo A utilizaron el hecho de que
para que el sistema tenga solucion multiple es necesario calcular el determinante
del sistema e igualarlo a cero, es decir, |A—kI| =0, mostrando asi una
concepcion objeto del conjunto solucién de un sistema de ecuaciones y la
construccion de la relacion entre dicho conjunto y el determinante de una matriz.
También explicaron, como en el caso de Az (Sem. 1-2013) que: “En realidad
estamos encontrando el espacio nulo de la matriz A — kI.” Ademas, con ello
fueron capaces de encontrar el valor de k. Otros equipos consideraron también la
posibilidad de la solucion multiple del sistema de ecuaciones pero no utilizaron
como estrategia el calculo del determinante de la matriz del sistema y no
consideraron la posibilidad de encontrar el valor de k. Unicamente dejaron
indicado que habria que encontrar el conjunto solucién.

La maestra interrumpié el trabajo de los alumnos para discutir con todo el
grupo lo que habian hecho hasta ese momento. Se discutié el hecho de que el
sistema tuviera solucidon multiple. La maestra hablé de las condiciones
matematicas que el determinante impone en los valores de k y su relacion con el
vector v, aunque los alumnos todavia no los habian calculado. Comentd la
interpretacion de estos resultados en términos de la situacion representada por el
modelo matematico y preguntd al grupo: “;Qué significan estas variables en
términos del modelo matematico?” Después de un rato durante el cual ningun
alumno contestd, A2 (Sem. 1-2013) dijo: “Uh ... las ecuaciones dicen que en cada
nuevo periodo la situacion de empleo cambia, asi que la solucion ... si vemos lo
gue hemos hecho y lo que tenemos que hacer, las ecuaciones dicen como cambia
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el empleo en esa economia ... asi, ahora que estamos pensando en eso, me
parece que esas constantes estan relacionadas de alguna forma con las
probabilidades de cambio en el estatus de empleo... mmm, lo que quiero decir,
deben tener un valor en términos de esas probabilidades p y q, pero es todo lo
que puedo decir ... no sé el significado exacto ... necesito calcularlas’.

Algunos alumnos estuvieron de acuerdo con él, pero nadie continud la
discusion. Hasta este momento se trabajaron las preguntas del problema abierto.
Al llegar a este punto, durante la discusion, la maestra considerd que era
pertinente considerar valores especificos para los parametros del modelo y sugirié
qg=%yp=1/3.

Los alumnos regresaron a trabajar. Independientemente del método de
solucion empleado todos los alumnos fueron capaces de encontrar la solucion del
sistema usando los valores dados y llegaron a dos posibles valores para k: k;=1y

k, = 1/6. Varios equipos resolvieron el determinante para encontrar los valores de
k, valores propios, figura 4.
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Figura 4

Al regresar al trabajo en equipo, en el equipo A (Sem. 1-2013, figura 5), se dio
el siguiente dialogo:

A1 “... para k, igual a uno, los vectores solucion tienen la forma v =

(2x,/3,x,) y x2 es un parametro y para k, igual a 1/6 los vectores son de la
forma v = (—x,, x,)”.
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As: “En ambos casos Xz es arbitraria, esa es la familia de soluciones en el
conjunto solucion. ¢EI parametro es el mismo en ambos casos ....7 No, entonces
lo escribimos mal, deberiamos haber puesto x1 ..."

A2: “Eso es cierto .... Asi ... solo esos valores de k y esos valores de v ... son
solucion del sistema del modelo”.

As: “;Podemos usar un caso particular para cada familia de vectores”?

Ai1: “No sé, pero en ese caso, un caso particular ... para k1=1, v, =(2,3) y
para k2 =1/6, ¥, = (—1,1), esta bien”?

As: “Para cada k, sabemos que los vectores generan una recta, puesto que
solamente tenemos una variable arbitraria en cada caso”.
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Figura 5

Otros tres equipos hicieron consideraciones similares, demostrando que han
construido la coordinacion entre el proceso de conjunto solucién con el de espacio
generado y la coordinacion de este nuevo proceso con el involucrado en la
representacion geométrica del conjunto solucién. Es de notar que los alumnos del
equipo A y de otros tres equipos, encontraron los valores de esas constantes y
que para hacerlo desarrollaron una estrategia en la que encontraron los valores y
vectores propios de una matriz, sin haber tenido ningun contacto con estos
conceptos antes.
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Los alumnos del equipo C (Sem. 2-2013) encontraron un vector particular
(figura 6) y comentaron: “Encontramos un caso particular para ki=1,v,; = (2,3) y
para k2 = 1/6, ¥, = (—1,1) Tenemos un vector por lo que se genera una recta en
ambos casos”.

Este resultado pone de manifiesto que estos alumnos fueron capaces de
coordinar el proceso de espacio generado con su representacion geométrica,
encontrando de esta manera por ellos mismos el espacio propio asociado a los
valores propios antes de que el concepto se introdujera en clase.
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Figura 6

Un resultado interesante del estudio es que al escribir el sistema en notacion
matricial, los alumnos mostraron una tendencia a olvidar el hecho de que el
sistema es dinamico y se concentraron en la solucion del sistema de ecuaciones
lineales. Todos logran resolverlo. Es de notar que cuatro equipos, incluyendo al
equipo A (Sem. 1-2013), ponen en juego todo lo que se habia estudiado en el
curso hasta ese momento. Escriben la solucién del sistema de ecuaciones en
términos del espacio generado por los vectores elegidos, mostrando una
concepcion proceso de los conceptos de conjunto generador y espacio generado.
Se puede considerar que estos alumnos usaron un esquema en el cual
relacionaron los procesos y objetos asociados a los conceptos que han aprendido
con el conjunto solucion del sistema de ecuaciones lineales.

En la fase de discusién en grupo, la maestra revisé y comentd los resultados
obtenidos y posteriormente introdujo las definiciones de valor, vector y espacio
propio de una matriz y los teoremas asociados a ellos. La maestra sugirié en ese
momento trabajar con las actividades disefiadas usando la Teoria APOE. En ellas
se incluian algunas cuyo objetivo era relacionar los nuevos conceptos con su
representacion geométrica y asociar los resultados obtenidos en el trabajo con el
modelo con la definicién de los nuevos conceptos.

En la siguiente clase, la maestra revis6 los resultados de la tarea sin
considerar los resultados relacionados con la matriz del modelo puesto que varios
alumnos comentaron que era dificil trabajar solamente con simbolos. Estos
alumnos mostraron que solamente habian construido las acciones involucradas en
la solucion del sistema homogéneo de ecuaciones lineales. Se empezo la clase
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con el trabajo en equipo de actividades de la seccion 4.2 disefiadas con la Teoria
APOE que se describiran con mayor detalle en la siguiente seccion.

Las primeras actividades (por ejemplo seccién 4.2.1 ejercicios 1 a 4) proponen
acciones sobre distintas matrices para encontrar los valores y vectores propios
para comenzar la construccion de los nuevos conceptos y su interiorizacién en
procesos, otras actividades (por ejemplo seccion 4.2.1 ejercicios 5 y 6) incluyeron
oportunidades para coordinar los procesos involucrados en encontrar valores y
vectores propios en diferentes representaciones y otras (por ejemplo seccién 4.2.1
ejercicios 7, 8, 10) estaban relacionadas con la coordinacion de los procesos
involucrados en encontrar valores y vectores propios con el de espacio nulo de la
matriz A — Al y para reflexionar en la relacion de estos nuevos conceptos con
otros conceptos introducidos antes, para promover la construccion objeto y con la
construccion del concepto de espacio propio (por ejemplo seccidn 4.2.2 ejercicios
28 a 30).

Durante el trabajo en equipo con las actividades, los alumnos del equipo A
(Sem.1-2013) mostraron que eran capaces de coordinar el proceso relacionado
con la representacion algebraica de valores y vectores propios con el proceso de
su representacion geomeétrica y coordinar estos procesos con los previamente
construidos (figura 7). Al pedirles que interpreten la ecuacion Av = Av comentaron:

As: “.... Av = A significa que cuando multiplicas Av no cambias la direccion,
es un vector paralelo a v”.

A2: “A es en realidad un escalar que cambia la magnitud del vector. Puede ser
mas grande o mas pequerno”.

A1: “Tenemos dos vectores Av y v que son paralelos, combinacion lineal,
tienen la misma direccion y son linealmente dependientes”.
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Figura 7

La maestra volvié a preguntar qué significaban las constantes encontradas en
la solucion del modelo. Solamente los alumnos del equipo A (Sem. 1-2013) y el
equipo C (2-2013) habian hecho esto de tarea. Los alumnos del equipo A
explicaron:
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As: “... Encontramos que los valores propios son ki =1y k2= q — p, asi que
son diferentes. Uno es independiente de las probabilidades dadas y el otro es la
diferencia entre la probabilidad de que una persona continle empleada y la
probabilidad de que una persona desempleada encuentre trabajo’.

A2: “Usamos estos valores y encontramos los vectores propios, bueno
escogimos uno para cada k. Para ki = 1 encontramos el vector (p/(1-q), 1) asi que
éste esta relacionado con la razén entre la probabilidad de que una persona
desempleada encuentre trabajo en el siguiente periodo y la probabilidad de que
una persona empleada pierda su trabajo en el siguiente periodo. Como una razon
entre las probabilidades de cambiar de estatus ... el otro, para la otra k, ka =q — p
es independiente de los valores de las probabilidades, este es el vector (-1, 1) y no
podemos explicar esto... porque también hicimos una grafica y el espacio propio
relacionado con este siempre tiene vectores con una componente negativa ...”.

En este momento, muchos alumnos se habian dado cuenta y comentaron que
el vector v no estaba relacionado con las condiciones iniciales. Entonces As
pregunto:

As: “Asi que las constantes no estan relacionadas con las condiciones iniciales,
pero en el problema de la poblacién de buhos estas condiciones aparecieron en la
solucion. Discutimos su papel en términos de una familia de soluciones. Entonces,
¢,ddénde estan las condiciones iniciales en este problema? ¢No forman parte de la
solucién”?

La maestra indicé a los alumnos que pensaran en esta pregunta y regresaran
al trabajo con el sistema de ecuaciones para encontrar qué se podia predecir del
comportamiento en el largo plazo.

8.2.2 COMPORTAMIENTO A LARGO PLAZO

Los alumnos regresaron al modelo para encontrar el comportamiento de la
solucion de las ecuaciones del modelo a largo plazo utilizando todo lo que se
habia desarrollado y surgieron algunas dudas. Por ejemplo un alumno del equipo
A (Sem. 1-2013) comento:

As: “... esto esta bien, (sefalando la solucion que habian encontrado con los
parametros dados) pero tenemos muchas soluciones, ¢cual es la correcta”?

Dado que varios alumnos tenian la misma duda la maestra decidié discutirlo
con el grupo. Durante la discusion, algunos alumnos recordaron otro problema
usado en clase, el problema de las patinetas voladoras. Un alumno del equipo A
(Sem. 1-2013) pregunto:
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A1: “Escogimos un vector particular para cada conjunto solucion pero
¢podemos tomar un vector de cada familia y hacer una combinacién lineal que tal
vez genere el espacio vectorial, R?”?

Los comentarios de los alumnos nuevamente mostraron que los alumnos en el
equipo A estaban construyendo posibles relaciones entre sus conocimientos
previos y los conceptos que estaban construyendo. Esta propuesta condujo a
discutir qué relacion existia entre las soluciones, el concepto de base y la
naturaleza del espacio generado por las soluciones. Los alumnos del equipo A
(Sem. 1-2013) comentaron:

As: “¢Asi que vy y v, forman una base”?

A1: “Si, las combinaciones lineales generan muchas soluciones, un conjunto
solucion”.

Az: “;Pero cual es la solucion correcta del problema? ;Estamos haciendo algo
correcto”?

La maestra preguntd a los alumnos si la combinacion lineal de las soluciones
encontradas era también una solucién del sistema, trabajé con ellos en la
demostracion y en la discusion de que el espacio generado por la funcion solucién
es el espacio de todas las soluciones del sistema de ecuaciones en diferencia,
considerando todas las posibles combinaciones de condiciones iniciales reflejadas
en las construcciones de la combinacion lineal. Entonces les dio a los alumnos un
conjunto nuevo de actividades (seccion 4.2 ejercicios 9, 11 y 33) donde el énfasis
es justamente la construccién de relaciones entre los conceptos que estaban
construyendo y conceptos que habian construido previamente, como dependencia
e independencia lineal, espacio nulo y base.

Mientras discutian el trabajo en las actividades, los alumnos dijeron que en el
problema en el que estaban trabajando, los vectores propios debian tener
componentes positivas puesto que estaban encontrando el numero de personas
empleadas y desempleadas. Un alumno, F2 (Sem. 2-2011) comenté lo siguiente,
como se ve en la figura 8: “Son dos vectores en R? se elige 7, porque en realidad
v, no funciona (no hay “1” desempleados).” La maestra regresé a la nocion de
espacio generado y cémo la solucion del modelo debia restringirse por lo que
solamente una parte del espacio generado se tomaba en consideracion.
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Figura 8

La maestra pidié que regresaran al trabajo con el problema y encontraran qué

pasaba en el largo plazo. La siguiente conversacién tuvo lugar entre los alumnos
del equipo A (Sem. 1-2013):

A1: “... Ahora si combinamos las dos soluciones ... ahi las condiciones iniciales
juegan un papel para decidir la solucién especifica del problema ... pero ... no
puedo ver como ....".

A2: “Pero yo no entiendo ... estas soluciones son funciones del tiempo,
funciones discretas, no puedo imaginarme cémo se comportan. La maestra dijo

que estas soluciones generan un espacio solucion de funciones ... no puedo
imaginarme esto’.

A1: “Tampoco yo ....".

As: “Podemos graficar cada una de ellas en funcién del tiempo, t. Cada una
depende de t, grafiquemos por separado y veamos como se comportan ....”

A2: “Ok, luego podemos ver qué pasa cuando las combinemos ...” (Figura 9).
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En la discusién anterior parece que los alumnos del equipo A (Sem. 1-2013)
estan tratando de relacionar los nuevos conceptos del problema de modelacién,
aunque enfrentan dificultades y no estan muy seguros de cémo hacerlo, puesto
que las soluciones que han encontrado incluyen vectores que tienen como
componentes a funciones, cosa que no han estudiado antes. Sin embargo, al
graficar (figura 9) xt con t (empleo con tiempo) y y: con t (desempleo con tiempo),
por separado, pudieron sobreponerse a las dificultades al pensar en el modelo.
Viendo las graficas se dieron cuenta de que les era posible analizar el
comportamiento del empleo y del desempleo a través del tiempo.

La maestra explicé en este momento el concepto de base y espacio generado
relacionado con las funciones del modelo y el papel de las condiciones iniciales.
Después, comento la importancia del comportamiento de las soluciones en el largo
plazo y pidié a los alumnos del equipo A que mostraran sus resultados. As (Sem.
1-2013) comenta lo siguiente (figura 9): “cuando t — o, (1/6)! - 0 y entonces
tenemos que X,,; es un miltiplo de 7; = (2,3), y tenemos una proporciéon de dos
empleados por cada tres desempleados, 60 empleados y 90 desempleados. O
sea, en el largo plazo la solucién converge a la solucion que corresponde al vector
propio o ... al espacio propio”.

La maestra dejé una tarea que incluyé ejercicios relacionados con la
construccion de los conceptos de valores, vectores y espacios propios, y algunos
problemas de aplicacion. En la siguiente clase, revisé y discutié los resultados de
los alumnos e hizo énfasis en nuevas aplicaciones. En su bitacora de clase
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apunté: “la mayoria de los alumnos reconocié que el modelo matematico que
habian desarrollado en clase era aplicable a nuevos problemas. Parece que han
construido los conceptos al menos como proceso, aunque algunos pueden
haberlos construido como objeto, ellos los pueden relacionar con otros conceptos”.

Durante el trabajo con el modelo, se hizo evidente que la mayoria de los
alumnos parecian haber construido los procesos involucrados en la construccién
de los conceptos de valor, vector y espacio propio correspondientes a una matriz
A. Parece que la modelacion los ayudd a darle sentido a dichos conceptos a
través de las relaciones que hicieron entre la solucidon del sistema de ecuaciones
en diferencia, las discusiones realizadas en clase y su reflexién sobre lo que
habian hecho. El trabajo con las actividades propuestas resulté efectivo pues
ayudo a los alumnos a reflexionar sobre las acciones y procesos que construyeron
mientras trabajaban con el problema y les ayudd a construir procesos y objetos
relacionados con los conceptos de valor, vector y espacio propio. Puede
considerarse por ello que el uso del problema de modelacion, junto con las
actividades propuestas, resultoé efectivo en la construccion de estos conceptos.

Es importante sefialar que durante el trabajo con el problema se estan
buscando soluciones al modelo y encuentran dos soluciones. Le dan en primer
término sentido a cada una por separado. Esto facilita, mas adelante, la
comprension de que los vectores y espacios propios van asociados a cada valor
propio. Ademas, durante la solucién demuestran que la combinacion lineal es
solucion del modelo y que las soluciones asociadas a los vectores propios forman
una base del espacio de soluciones del modelo. Entienden que los vectores
propios forman una base para el espacio propio. El problema ayudé a dar sentido
a los conceptos de valores, vectores y espacios propios.

Al parecer se construye un esquema con los valores, vectores y espacios
propios; la independencia y dependencia lineal; la inversa; el determinante y el
espacio nulo de la matriz A — AI. Seria interesante analizar la posible evolucién de
este esquema mas adelante.

8.3 ALUMNOS QUE MUESTRAN UNA CONCEPCION ACCION DE VALORES, VECTORES Y
ESPACIOS PROPIOS

Los alumnos que muestran este tipo de concepcidén reconocen que si Av || v
entonces v es vector propio de A y si Av #f ¥ entonces no es vector propio de A.
Conocen las acciones a realizar para encontrar valores, vectores y espacios
propios pero las realizan siguiendo un procedimiento memorizado. Reconocen a
los valores y vectores propios en forma geométrica y algebraica; sin embargo la no
interiorizacion de sus acciones, particularmente aquellas que se refieren al uso
memorizado del procedimiento de busqueda de los valores y vectores propios, se
manifiesta de diferentes maneras. Por ejemplo: consideran que el vector cero
puede ser un vector propio de una matriz; cuando cometen un error no lo
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reconocen aun en casos en que obtienen resultados contradictorios; son
incapaces de reconocer si un valor o un vector dado son valores o vectores
propios de una matriz sin recurrir a la solucién de la ecuacioén caracteristica; no
relacionan el maximo numero de vectores propios con el tamafo de una matriz; no
establecen relaciones con otros conceptos del algebra lineal como el espacio nulo,
la independencia lineal de las columnas de la matriz A y tienen dificultades al
encontrar el espacio propio correspondiente a un valor propio.

Un resultado interesante durante la entrevista fue notar que algunos alumnos
de este grupo no recordaban la definicion algebraica de los vectores propios, pero
pudieron reconocerlos en la representacion grafica, lo cual les ayudo6 a reformular
la definicién de valores y vectores propios verbalmente. Al parecer, estos alumnos
han construido una relacion entre los procesos correspondientes a la
interpretacion algebraica y geométrica, pero se considera que muestran una
concepcion accion pues, aunque esta respuesta pareciera evidenciar una
concepcion proceso de valores propios, en sus demas respuestas no son capaces
de utilizar estos conceptos mas que de manera memorizada.

A continuacion se presentan las respuestas de algunos alumnos que muestran
una concepcién accién y que ilustran claramente algunas de las dificultades antes
mencionadas.

Cuando se pide a B1 (Sem. 2-2011) que encuentre los valores, vectores y
2 -1
-4 2
encontrar los valores y los vectores propios, es decir, las acciones involucradas en
la solucion de la ecuacion caracteristica y el sistema homogéneo, pero al utilizar
acciones memorizadas, no es capaz de comprender que el cero no puede ser un
vector propio de la matriz. Explica: “como el vector propio es el vector cero no
genera nada y se queda en el mismo punto” (figura 10). No ha interiorizado las
acciones en un proceso que le permita determinar las condiciones que deben
satisfacer los vectores y los espacios propios.

espacios propios de la matriz A = ( ) hace las acciones necesarias para
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Por su parte, E2 (Sem. 2- 2012) dibuja la grafica de los vectores v y Av (figura
11). Aclara que v es vector propio, encuentra el valor propio correspondiente y a
partir de ahi escribe la definicion de valor y vector propio que no habia recordado
anteriormente; utiliza las letras q y A para el valor propio y explica: “v es vector
propio de la matriz A si qu = Av.” Muestra una concepcién accion pues recuerda
la ecuacién de la definicion de valores y vectores propios hasta haber dibujado la

grafica, es decir, ésta actia como un apoyo externo.
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Figura 11

Al preguntarle sobre el numero de vectores propios que una matriz dada
puede tener, sin resolver la ecuacion caracteristica, E4 (Sem. 2- 2012) muestra
incertidumbre y responde: “No sé,... sin hacer el determinante, no... pero el
tamafio de la matriz no tiene relacion con el nimero de vectores propios.” Mas
adelante, al enfrentar en la entrevista una matriz con columnas linealmente

1 1 1
dependientes, A=|1 1 1 ] responde incorrectamente y sin reflexionar: “no es
1 1 1

posible encontrar el valor propio” y mas adelante: “el valor propio es uno con
multiplicidad geométrica tres, porque los vectores tienen tres componentes vy,
ademas, puedo dar los vectores que quiera y generan un plano,” muestra asi una
concepcion accion dado que exclusivamente puede encontrar los valores y
vectores propios a través de la aplicacion del algoritmo que ha memorizado.

1 2 4
Para la matriz A=(2 4 8 cuyas columnas son linealmente
3 6 16

dependientes, B4 (Sem. 1-2013) no puede encontrar un valor propio sin hacer las
acciones que corresponden a los calculos para hallarlos y explica: “...es dos
porque es el numero que multiplica a las columnas de A.” Ante la pregunta en la
entrevista en que se pedia que encontraran una matriz que tuviera como un valor
propio al cero, es decir 4 = 0, B4 (Sem. 1-2013) como la mayoria de los alumnos
que muestran una concepcidn accion, no responde de inicio, pero después
propone una matriz cualquiera y utiliza unicamente acciones memorizadas para
encontrar los valores propios. Al proponer varias matrices (tres en este caso) y no
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encontrar un valor propio igual a cero comenta: “No sale...es muy dificil atinarle a
una matriz para que salga el cero”.

En conclusion, en los diferentes semestres se registr6 un promedio de siete
alumnos que muestran una concepcion accién: es decir, que siguen
procedimientos memorizados y no muestran mas que en algunas respuestas
esporadicas, la interiorizacion de estas acciones en algun proceso.

8.4 ALUMNOS QUE MUESTRAN UNA CONCEPCION PROCESO DE VALORES, VECTORES Y
ESPACIOS PROPIOS

Todos los alumnos que muestran una concepcidn proceso mostraron
evidencia de haber construido los conceptos previos requeridos y distintas
evidencias de haber interiorizado las acciones en los procesos descritos en la
descomposicion genética. No solamente resuelven un mayor numero de
preguntas, sino que sus explicaciones muestran que son capaces de explicar y
generalizar sus procedimientos, ademas de encontrar las condiciones que deben
cumplirse para que un valor y un vector sean valor y vector propio de una matriz
dada.

En particular, todos ellos, reconocen de forma inmediata, el paralelismo de los
vectores Av y v para cualquier espacio R", sin necesidad de hacer calculos, lo que
muestra claramente interiorizacion de acciones; en los casos en que los vectores
estan en R? o R? algunos de estos alumnos dibujan los vectores para ejemplificar
su paralelismo y reconocen que el valor propio es un escalar que cambia la
magnitud y posiblemente la direccion del vector v mostrando coordinacion entre
los procesos correspondientes a la interpretacion grafica y analitica de los
conceptos en estudio. Todos estos alumnos son capaces de explicar el producto
de una matriz por un vector como la transformacién de un vector en uno paralelo a
si mismo e identifican el signo del valor propio con la direccién del vector
resultante lo que demuestra la coordinacion de los procesos involucrados en la
definicion de los valores y vectores propios. Estos alumnos coordinan el proceso
solucién del sistema homogéneo asociado a la busqueda de los valores y vectores
propios con el proceso de encontrar el espacio nulo de la matriz correspondiente
al sistema y relacionan los conceptos de valor y vector propio con otros conceptos
del curso, mostrando asi la construccion de coordinaciones entre distintos
procesos descritos en la descomposicion genética.

A pesar de haber interiorizado los procesos de identificacién y busqueda de
valores propios, estos alumnos tienen dificultades al enfrentar problemas que
incluyen una matriz A con componentes reales que tiene como valores propios
numeros complejos y muestran evidencias de que no necesariamente han
construido un proceso relacionado a la nocion de espacio propio. Muchos de ellos
muestran dificultades para encontrar o interpretar el espacio generado por los
vectores propios asociados a un valor propio cuando la multiplicidad algebraica del
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valor propio es mayor que uno, tanto en el caso en que se le asocia unicamente
un vector propio como en el caso en que se le asocian dos o mas vectores
propios. En estos casos recurren a respuestas memorizadas, como por ejemplo,
que un solo vector genera una recta y dos vectores un plano, mostrando que no
han interiorizado las acciones asociadas al concepto de espacio propio en
procesos.

A continuacion se presentan ejemplos de respuestas de los alumnos que
ilustran estas construcciones y las dificultades encontradas.

Dada la matriz A = (_24 _21) y el vector v{ = (1,-2), Hs (Sem. 2-2013)

aclara: “v; es un vector propio de la matriz porque los vectores Av; y V4 son
paralelos, ademas, el valor propio hace mas grande el vector v; por 4 veces.”
Posteriormente escribe su respuesta y dibuja los dos vectores a los que se refiere
(figura 12).
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Figura 12

Ante un problema, similar, G3 (Sem. 1-2013) afirma: “Si es un vector propio y
corresponde a A = 4, los vectores que se obtienen son paralelos, son linealmente
dependientes. En este caso el vector Av es cuatro veces mas grande que el vector
v.” Mas adelante afade: “4 es un escalar que hace mas grande al vector v, pero lo
deja en la misma direccion. Estos vectores son linealmente dependientes, son
multiplos y son combinacién lineal,” refiiéndose a que el vector Av puede
escribirse como multiplo de v. Mientras que, en el caso del otro vector dado, v =
(2,—3), explica: “No es vector propio, no son paralelos y son linealmente
independientes,” refiriendose a los vectores Av y v. También hace una grafica
para enfatizar su conclusién (figura 13). Sus respuestas dan evidencia de la
interiorizacion de las acciones necesarias para determinar cuando un vector es o
no un vector propio de una matriz y las acciones correspondientes a la relacion
entre la representacion algebraica y geométrica de los valores y los vectores
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propios de una matriz. Ademas, ha construido la coordinacion de estos procesos
con los de otros temas del curso y con el proceso correspondiente al espacio nulo
de una matriz: “Cuando encontramos los vectores propios estamos resolviendo el
sistema homogéneo (4 — AV = 0, o sea, el espacio nulo de la matriz (4 — AI).”
Mas adelante, refiriéndose a dicha matriz, (4 — AI), comenta: “Ademas, sé que un
valor propio es cero cuando las columnas de esta matriz son linealmente
dependientes. También ... si su determinante es cero es cuando A es un valor
propio”.

Figura 13

La reflexion sobre el hecho de que sean paralelos los lleva a relacionar a los
vectores propios con otros temas del curso: combinacion lineal, direccion,
dependencia lineal. Por ejemplo, D2 (Sem. 1-2014) comenta (figura 14): “como son
paralelos entonces son combinacion lineal, vectores ele de, tienen la misma
direccion, cuando no son paralelos no son combinacion lineal y no existe la
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Figura 14

El trabajo de F4 (Sem. 1- 2013) muestra la forma en que estos alumnos son
capaces de relacionar los conceptos de valor y vector propio de una matriz con
otros conceptos del curso. Al pedirle que encontrara una matriz que tuviera al cero

como valor propio responde: “si el valor propio es cero, al usarlo en el
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determinante de la ecuacidn caracteristica, debe ser igual a cero. El determinante
se reduce al determinante de la matriz A igual a cero... eso te dice que la matriz
no es invertible, o sea, si uso el teorema resumen la matriz tiene columnas
linealmente dependientes, asi que cualquier matriz que cumpla esto tendra un
valor propio cero”.

El trabajo de F4 (Sem. 1-2013) muestra también las dificultades encontradas
por este grupo de alumnos. Durante la entrevista explica: “Los valores propios de
esta matriz pertenecen a los complejos, son conjugados...los vectores propios
también tienen componentes complejas...pero no sé como resolver el sistema
cuando tengo numeros imaginarios...y me cuesta trabajo imaginarme como son...”
Pone en evidencia como estos alumnos generalizan sin problema la definicion a
esta situacién, pero tienen dificultades con las acciones correspondientes al
trabajo con numeros complejos, probablemente porque han tenido muy poco
contacto con el algebra de este tipo de numeros.

El trabajo de F2 (Sem. 2- 2011) en la entrevista nos permite ilustrar las
dificultades de estos alumnos en la construccion del concepto de espacio propio.
2 —1)
—4 27
incluyendo su multiplicidad algebraica (figura 15). Al comentar su trabajo explica
claramente que cada valor propio tiene su vector propio asociado, sin embargo, al
buscar el espacio propio considera que es el espacio generado por los vectores
propios correspondientes a los distintos valores propios. Dice: “el espacio propio
es generado por todos los vectores propios encontrados. Tengo dos vectores en
R?, por lo tanto genera R?,” mostrando una concepcién accion de espacios propios
pues, juzgando por su respuesta completa, utiliza el hecho memorizado de que el
espacio propio es generado por los vectores propios, pero no recuerda que el
espacio propio corresponde a cada valor propio.

Encuentra sin problema los valores y vectores propios de A = (
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Durante su trabajo en clase D4 (Sem. 1-2012) afirma: “...a cada valor propio le
corresponde un vector propio siempre” y escribe su respuesta a la pregunta que
relaciona el numero de valores propios con el tamafio de una matriz, en este caso

Aasxa (figura 16).
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Por su parte, al considerar la matriz A= | -1 -1 -1, Hi1 (Sem. 2- 2013)
-1 -1 -1

”

concluye: “A = 0 porque las columnas de la matriz son linealmente dependientes
y al escribirlo lo justifica como un “enunciado del teorema resumen del algebra
lineal” (figura 17). No ha construido la coordinacion del proceso de solucion del
sistema asociado a la definicion de los valores y vectores propios con el
correspondiente al numero de vectores propios asociados que da como resultado
el proceso de espacio propio. Comenta: “...para este valor propio tengo dos
variables arbitrarias, ¢;doy dos valores?” Escribe el conjunto solucién en términos

de la combinacion lineal de dos vectores, pero no puede encontrar el espacio
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propio correspondiente porque se le presenta una confusidon: “Dos vectores
generan un plano, pero cada valor propio tiene un vector propio, una familia... no
me equivoqué, pero no sé como explicar esto’.
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Figura 17

En promedio, en cada uno de los diferentes semestres hubo veintiin alumnos
que mostraron una concepcidon proceso, lo que pone en evidencia la efectividad de
la secuencia didactica utilizada.

8.5 ALUMNOS QUE MUESTRAN UNA CONCEPCION OBJETO DE VALORES, VECTORES Y
ESPACIOS PROPIOS

En cada semestre se encontrd, en promedio, tres alumnos que mostraron
haber construido una concepcion objeto de los conceptos en estudio. Estos
alumnos evidencian todas las construcciones mencionadas para los alumnos cuya
concepcion es proceso. Ademas, son capaces de trabajar con los valores,
vectores y espacios propios como una entidad, independientemente de que los
valores propios sean reales o complejos; pueden identificar la necesidad de usar
vectores propios en las aplicaciones y explican con claridad las propiedades de los
vectores propios, por ejemplo, su relaciéon con la posibilidad de diagonalizar una
matriz y con la definicion de matrices semejantes. Todo ello muestra que han
encapsulado los procesos de valor y vector propio en objetos. La encapsulacion
del concepto de espacio propio se pone en evidencia cuando estos alumnos
pueden hacer acciones sobre el espacio propio, por ejemplo para comparar
espacios propios correspondientes a distintos valores propios y para determinar
sus propiedades, como por ejemplo, su dimension. Algunos ejemplos permiten
ilustrar las construcciones antes mencionadas.

En el trabajo de A2 (Sem. 1-2013) con la matriz A = (_24 _21) (figura 18) es

posible observar que indica que los vectores y espacios propios corresponden a
un valor propio y encuentra la multiplicidad geométrica. Describe claramente el
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espacio propio asociado a cada valor propio. Mas adelante, cuando explica su
trabajo comenta: “Al sustituir los valores propios en el sistema homogéneo
(A—ADv = 0 estamos resolviendo el espacio nulo. La solucién sera multiple
porque 7 # 0. No tiene sentido el vector cero, en el problema de empleo —
desempleo no puede ser solucidon, no puede haber cero empleados y cero
desempleados. Cada valor propio tiene sus vectores y espacio propio asociados.”
Posteriormente aclara: “Eo es una linea recta que pasa por el origen y va en la
direccién del vector (1, 2), su dimension es uno. El espacio propio generado por el
valor propio 4 es también una linea recta, pasa por el origen, pero su direccién
esta dada por el vector (-1, 2). Si pienso en las lineas rectas que representan a los
espacios propios, son lineas que pasan por el origen pero cruzan por distintos
cuadrantes.” Este alumno muestra una concepcion objeto pues es capaz de hacer
la accidn de comparar los espacios propios que encontro.
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Al igual que Az, C2 (Sem. 2-2013) responde sin problemas todo lo que se le
explicaciones muy claras y coherentes. En el caso de la matriz

pregunta dando

-1 -1 -1
A=1|-1 -1 -1]alaque nos hemos referido antes, encuentra el valor propio
-1 -1 -1

A =0, los vectores propios y el espacio propio asociados a dicho valor propio

(figura 19).
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Al considerar el numero de valores propios que puede tener una matriz
responde: “...cuando mucho n si la multiplicidad algebraica de todos es uno,
cuando es mayor que uno disminuye el numero de valores propios pero no
necesariamente el de los vectores propios asociados a ellos, porque si la
multiplicidad geométrica es mayor que uno pueden generar un espacio propio de
dimensién mas grande, un plano o un hiperplano u otro espacio,” muestra una
concepcion objeto pues es capaz de comparar distintos espacios propios al
relacionar las distintas posibilidades determinadas por la relacién entre la
multiplicidad algebraica y la geométrica y la de éstas con la dimension del espacio
propio.

A4 (Sem. 1-2014) menciona ademas la multiplicidad algebraica para explicar
que los cuatro valores propios de una matriz Aaxsa pueden ser iguales o diferentes,
como se ve en la figura 20. Comenta: “Una matriz Aax4 puede tener cuando mucho
cuatro valores propios ya que es el grado de su polinomio caracteristico, sin
embargo estos valores pueden ser distintos o iguales debido a la multiplicidad
algebraica’.
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Figura 20

3 (Sem. 2-2011) afirma que son cuatro valores propios (figura 21), ‘porque
estos van de la mano con un vector propio. Estos vectores propios, por regla
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deben ser ele i y no puede haber mas de cuatro vectores ele i en R*,” mostrando
una concepcion proceso de espacio vectorial.
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Figura 21

C1 (Sem. 2-2012) menciona a la matriz diagonal (figura 22), y comenta: “a lo
mucho puede tener cuatro A su diagonal es su maximo”.
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Figura 22

Al trabajar con una matriz Axx2, que tiene valores propios complejos, C1 afirma:
“...los valores propios son uno conjugado del otro, son complejos A =i y A = -i.
Los vectores propios ... encontramos el espacio nulo de la matriz A — Al, son el
(1, -i) y el (1, 1). Los valores propios se pueden representar en un plano que tiene
en el eje horizontal la parte real y en el vertical la imaginaria pero ya con los
vectores propios no me lo puedo imaginar graficamente... Creo que eso no lo
vimos”.

Cuando se le pide encontrar una matriz que tenga como valor propio al cero,
A = 0, es capaz de relacionar la dependencia lineal de las columnas de la matriz
(A — AI) con la posibilidad de que la matriz A tenga un valor propio igual a cero; C+
aclara: “...esta matriz debe tener determinante igual a cero, por eso tiene solucion
multiple y no tiene inversa. Si no fuera asi tendria que tener un vector propio que
fuera cero y eso no se puede... Bueno, pues por el teorema resumen cualquier
matriz que tenga columnas ele de cumple con que tiene una A = 0” y da un

ejemplo de una matriz Asxs que tiene columnas que son todas multiplos de la
primera.
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Estos alumnos identifican el polinomio caracteristico y encuentran los valores
propios. Mas adelante reconocen que la matriz del sistema homogéneo tiene
solucion multiple, ecuaciones iguales, y resuelven con una sola de ellas para
encontrar los vectores propios. Encuentran el espacio propio, la multiplicidad
geométrica y la representacion grafica del espacio propio. Por ejemplo al trabajar

con la matrizA = (g 36
sistema homogéneo tiene solucién multiple por lo que las dos ecuaciones deben
ser multiplos o iguales. Puedo resolver usando solamente una de ellas. Hay dos
valores con un vector propio cada uno. Ambos espacios propios son una recta en

R? y la multiplicidad geométrica o sea la dimensién del espacio propio, es uno”.

), por ejemplo Ds (2-2011) comenta (figura 23): “el
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Figura 23

En conclusién, la secuencia didactica seguida permitié que, en promedio, cada
semestre tres alumnos construyeran una concepcion objeto de los conceptos de
valor, vector y espacio propio, lo cual proporciona, nuevamente evidencia de que
resulté efectiva en cada uno de los semestres investigados en este estudio.
Ademas, estos alumnos parecen haber construido relaciones entre estos
conceptos y otros conceptos del curso, es decir muestran haber construido un
esquema coherente para los conceptos de interés, dado que reconocen aquellos
problemas en los que son pertinentes, como por ejemplo los procesos de Markov.
La construccién del esquema no se estudié a profundidad en esta investigacion
por lo que no es posible profundizar en este aspecto del aprendizaje.
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8.6 RESULTADOS DE LA ENTREVISTA

Después de tres semanas, se entrevistaron seis alumnos de distintos equipos,
incluyendo a dos alumnos del equipo A mencionado anteriormente. Estas
entrevistas se realizaron al finalizar todos los semestres (agosto 2011 a enero
2014). La entrevista semi-estructurada incluyd preguntas relacionadas con los
conceptos de valor, vector y espacio propio, su interpretacion geométrica y sus
aplicaciones. Se incluyeron preguntas tradicionales y otras que no aparecen
normalmente en los textos. Se encontraron distintas respuestas de los alumnos
que ponen de manifiesto diferencias en sus concepciones.

Dos alumnos del equipo A (A1 y A2, Sem. 1-2013) y un alumno del equipo C
(Cs, Sem. 2-2012) contestaron facilmente todas las preguntas correctamente y
dieron explicaciones claras que mostraron que habian construido una concepcion
objeto de los valores y vectores propios. Los otros tres alumnos mostraron algunas
dificultades y el analisis de la informaciéon mostré que dos habian construido una
concepcion proceso y el otro una concepcion accion de dichos conceptos.

Se reporta parte de la entrevista del alumno Az (Sem. 1-2013) que ilustra las
respuestas dadas por los alumnos que mostraron una concepcion objeto de

valores, vectores y espacios propios. Cuando respondié a una pregunta en la que
4 0

0 4
algebraica dos, explico: “existe solamente un valor propio ... ;no? pero realmente

tienes dos vectores propios para esa A ... para ese valor propio ... los vectores
propios son linealmente independientes.” Reconocidé que al resolver el sistema
homogéneo asociado a ese valor propio habia dos variables arbitrarias por lo que
la solucion incluia dos vectores propios y éstos debian ser linealmente
independientes. Su respuesta muestra que fue capaz de comparar los vectores
propios en términos de su independencia lineal.

se incluyo la matriz A = ( ) con un solo valor propio con multiplicidad

Mas adelante, cuando se le pregunté que encontrara el valor propio y el
7 7 7

correspondiente vector o vectores propios de la matriz A =(7 7 7], sin hacer

7 7 7
operaciones Az responde (figura 24): “sin hacer operaciones ... 0 sea no puedo

resolver el polinomio caracteristico ... A = 0, porque las columnas de la matriz son
linealmente dependientes, el determinante sera cero. También la matriz no tiene
inversa y el sistema homogéneo tiene solucion mdultiple. Entonces, si lambda es
cero, ... la matriz aumentada del sistema tiene solo un renglén diferente de cero y
ese es la ecuacion x; + x, + x3 =0, ... asi que un vector propio es (-1, 1, 0) o un
multiplo de él y ... el otro vector puede ser (-1, 0, 1) o uno de sus multiplos. Nada
mas que tienen que ser ele i. Esos vectores generan un plano que pasa por el
origen en R? ... este plano es el espacio propio de 2 = 0"
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En esta respuesta A2 muestra que es capaz de relacionar la dependencia lineal
de las columnas de la matriz con el hecho de que la matriz A tenga un valor propio
igual a cero. Ademas, el hecho de que mencione la matriz inversa y haya
encontrado la solucidn del sistema homogéneo sin hacer acciones sobre la matriz,
demuestra que fue capaz de relacionar los valores propios con otros conceptos del
curso.
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Figura 24

Al final de la entrevista, cuando estaba trabajando con un problema de un
Proceso de Markov, Az dijo: “Hay un vector punto fijo, w, en este problema y ese
es el vector propio que tiene valor propio uno, 4 = 1, porque Pw = 1w ... Esto es
parecido a lo que hicimos en el problema de empleo ... Este proceso tiene un
vector punto fijo y puedo usar los valores y vectores propios para encontrarlo.
Ademas puedo usarlo después para diagonalizar la matriz”.

Este alumno reconoce la ecuacion Pw = 1w como la definicion de valores y
vectores propios y la relaciona con el hecho de que un valor propio es 4 = 1.
Puede usar las propiedades de las columnas de la matriz para deducir los valores
y vectores propios sin hacer calculos. Es capaz de comparar vectores propios
asociados a un valor propio en términos de su independencia lineal. Ademas,
muestra que ha construido relaciones entre una variedad de procesos
relacionados con valores y vectores propios por ejemplo, la posibilidad de realizar
el proceso necesario para encontrar una matriz diagonal relacionada con una
matriz dada y las consecuencias de encontrar un valor propio igual a uno en un
problema dado. Tomando en cuenta todas sus respuestas, comentarios y graficas
realizadas en la entrevista se encontré evidencia clara de que A2 mostré una
concepcion objeto de valor, vector y espacio propio.

189



Los otros dos alumnos, A1 (Sem. 1-2013) y Cs (Sem. 2-2012) mostraron
evidencia de haber construido una concepcion objeto de valores y vectores
propios, pero una concepcidén proceso de espacios propios. Ambos mostraron
algunas dificultades al intentar aplicar las acciones necesarias para comparar
geométricamente diferentes espacios propios. Podian decir si eran rectas, planos
o todo el espacio, de manera memorizada, pero cuando era necesario hacerlo
geométricamente requerian de las formulas memorizadas para realizar
operaciones y asi decidir, por ejemplo, cual era la diferencia entre dos planos
generados por distintos vectores propios.

Otro alumno, F2 (Sem. 2-2011) reconocid que una matriz con columnas
linealmente dependientes tenia como un valor propio al cero, 4 = 0, pero no fue
capaz de encontrar los vectores propios asociados sin hacer operaciones. Mostro,
en general, una concepcion proceso de valores y vectores propios. Tuvo varias
dificultades con las preguntas sobre espacios propios. Us6 todos los vectores
propios asociados a una matriz para encontrar el espacio propio y tuvo dificultades
cuando un valor propio tenia dos o mas vectores propios asociados. Estas
dificultades evidenciaron que no habia construido el proceso mediante el cual
puede reconocerse que un valor propio tiene su espacio propio asociado, ni el
proceso que le permite reconocer que varios vectores propios pueden estar
asociados con un mismo valor propio, Se concluyé que este alumno mostré una
concepcion accion de espacios propios.

Otro alumno, Ds (Sem. 2-2013) mostr6 una concepcién proceso de los
conceptos de interés. Mostro fluidez en sus respuestas y pudo describir procesos
de calculo sin hacer las operaciones. Utilizé propiedades de la matriz A para
demostrar por qué si la matriz tiene columnas linealmente independientes
entonces no puede tener como valor propio al cero (figura 25) y explicd con sus
palabras: “por el teorema resumen sabemos que si las columnas de A son ele i
entonces A es invertible y su determinante es diferente de cero y el valor propio no
puede ser cero. Si fuera cero tendriamos ... |A — 0l| =0 = |A| lo cual es absurdo ...
el determinante tiene que ser diferente de cero”.
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Sin embargo, mostré dificultades al comparar vectores propios relacionados
con un solo valor propio y al comparar espacios propios, sin hacer ciertos calculos.

El alumno B1 (Sem. 2-2011) mostro evidencia de haber construido el proceso
para la representacion geométrica de vectores propios. Durante la entrevista,
contesto correctamente que cuando el valor propio aumenta o disminuye, el vector
propio solamente cambia de magnitud. Al mostrarle graficas donde los vectores
Av y v eran paralelos, inmediatamente contestd: “v es un vector propio de A”.

Sin embargo, en un contexto algebraico, mostré que no habia construido los

procesos necesarios para calcular los valores propios. Al trabajar, por ejemplo,
2 4 6

con la matriz A=|2 4 6] concluyd: “el valor propio es 2 porque cuando

2 4 6
multiplicas la primera columna por dos te da la sequnda columna’.

No todos los alumnos hicieron las construcciones previstas durante esta
experiencia. El ultimo alumno entrevistado, B1 (Sem. 2-2011) mostré dificultades
con muchas de las preguntas. Por ejemplo, fue incapaz de explicar por qué una
matriz A2x2 tenia a lo mas dos valores propios. Mostré una concepcion accion de
los conceptos de valor y vector propio dado que uUnicamente puede usar
algoritmos memorizados para encontrarlos.

Después de analizar toda la informacion obtenida del trabajo de los alumnos y
de la entrevista, se considerd que el problema de modelacién ayudo a los alumnos
a dar significado a los conceptos de valor y vector propio a través de su papel en
un problema que eran capaces de interpretar con sus conocimientos de economia.
En muchas ocasiones, en sus explicaciones, los alumnos usaron el problema de
modelaciéon como un contexto para explicar su razonamiento, por ejemplo hacian
comentarios del tipo (D3, Sem. 2-2013): “esto es parecido a la ecuacion que
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teniamos en el problema de desempleo, asi que puedo hacer lo mismo, encontrar
los valores y vectores propios.” También, como varios alumnos fueron capaces de
desarrollar por ellos mismos una estrategia para encontrar los valores y vectores
propios en el contexto de las ecuaciones que representaban el problema de
modelacion, les fue mas facil transferir ese procedimiento al ambito puramente
matematico. Es decir, fueron capaces de relacionar las acciones o procesos que
habian aplicado con las definiciones formales cuya construccion se apoyo
mediante las actividades conceptuales disefiadas, asi como construir la relacion
con otros conceptos de algebra lineal.

Las actividades conceptuales disefiadas con la Teoria APOE, asi como la
gestion de la clase, resultaron fundamentales para que los alumnos pudieran
reflexionar y hacer las acciones y procesos necesarios para lograr una
comprension mas profunda de estos conceptos. Es importante notar que en este
estudio no se encontraron las dificultades reportadas en los estudios mencionados
en la revision de la literatura o fueron menos predominantes y que ello puede
deberse a la estratégica didactica seguida durante la experiencia didactica.
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CONCLUSIONES

Esta investigacion contribuye al analisis de la ensefianza y aprendizaje de los
conceptos combinacion lineal, conjunto generador, espacio generado,
independencia y dependencia lineal, base, dimension y valores, vectores y
espacios propios de una matriz. Los resultados de esta investigacién proporcionan
evidencias que muestran que cuando se disefia una estrategia didactica, basada
en teorias de Educacion Matematica, en este caso la Teoria de Modelos y
Modelacién y la Teoria APOE, es posible superar las dificultades encontradas en
otras investigaciones en el aprendizaje de los alumnos. Ademas, el uso de estas
teorias permite determinar cuales son las causas de algunas de las dificultades
encontradas.

Las estrategias seguidas por los alumnos al enfrentar los problemas de
modelacion permiten validar la construccion del proceso de modelacion en
términos de la Teoria APOE sugerida por Trigueros (2014). En ella se propone
que los alumnos tomen de sus esquemas matematicos las construcciones que son
necesarias para resolver el problema y formulen distintas hipdtesis para su
solucion. Por medio de estas hipoétesis se realizan acciones sobre las variables del
problema y se establecen relaciones entre ellas. Estas acciones se interiorizan en
procesos con los cuales dichas relaciones se transforman. A su vez, estos
procesos se coordinan con procesos de los esquemas matematicos. Al coordinar
los procesos surge un modelo que puede ser encapsulado como objeto. Sobre
este objeto se pueden hacer nuevas acciones, que al interiorizarlas o
encapsularlas, permiten determinar sus propiedades y plantear nuevas preguntas
que pueden modificar el modelo. Durante el trabajo con el modelo pueden
construirse nuevos procesos, objetos y esquemas para responder las preguntas.
Este ciclo se repite hasta que se encuentre un modelo que describa
adecuadamente el fenémeno.

Un resultado importante de esta investigacion consiste en proporcionar
evidencia de que la introduccion de un problema de modelacién ayuda a los
alumnos a involucrarse en su solucion. El problema de las patinetas voladoras y
los problemas disefiados de poblacion, empleo y empleo - desempleo fueron
efectivos para motivar el interés de los alumnos para formular modelos
matematicos usando sus conocimientos matematicos y econémicos junto con su
experiencia. El trabajo en los modelos hizo posible que los alumnos desarrollaran
estrategias que promovieron el uso de conceptos construidos con anterioridad y
permitidé que los alumnos accedieran a nuevas preguntas y conceptos sin la ayuda
de la maestra. Es decir, el uso de la modelacién proporcioné a los alumnos un
escenario para que usaran sus conocimientos y al mismo tiempo enfrentaran
nuevas necesidades conceptuales.

Los alumnos fueron capaces de comparar y discutir los modelos propuestos

para decidir cual de ellos era el mas apropiado. El contexto también estimulé su
reflexion, hecho que se manifesté a través de algunas preguntas importantes que
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realizaron, como por ejemplo en el problema de empleo — desempleo cual de las
soluciones encontradas era mejor o si podian realizar combinaciones lineales con
ellas. El trabajo en los problemas enfocé la atenciéon de los alumnos hacia
aspectos especificos y fundamentales de los conceptos introducidos y su relacion
con otros conceptos de algebra lineal como se observa claramente en el caso de
los valores y vectores propios. Este trabajo junto con las discusiones entre ellos y
con la maestra logré que los alumnos llegaran por ellos mismos a resultados del
algebra lineal que después fueron formalizados por la maestra junto con los
alumnos. Ademas, los alumnos fueron capaces de relacionar los conceptos
estudiados con otros conceptos del algebra lineal como matriz inversa,
determinantes o espacio nulo de una matriz.

La evidencia mostré que el trabajo con los problemas de modelacion
contribuyé al aprendizaje de los alumnos. Sin embargo, el trabajo en las
actividades conceptuales, disefadas en términos de las construcciones predichas
en las descomposiciones genéticas, jugd un papel importante para que los
alumnos tuvieran la oportunidad de reflexionar y hacer las construcciones
previstas para aprender estos conceptos y para construir relaciones con otros
conceptos del algebra lineal. Las actividades promovieron una reflexion mas
profunda acerca de los conceptos y su formalizacion sobre una base sélida. Los
resultados muestran que la mayoria de los alumnos con los que se trabajo en los
distintos semestres construyd una concepcién proceso de los conceptos en
estudio y, en el caso de los valores y vectores propios hubo al menos tres alumnos
que dieron evidencia de haber construido una concepcién objeto.

En cuanto al disefio didactico, los resultados permiten concluir que es posible
disefiar una estrategia didactica en la que se utilice un problema de modelacién y
en la que se favorezcan las construcciones necesarias en el aprendizaje de estos
conceptos mediante actividades disefiadas con la Teoria APOE. La evolucion de
los alumnos en la parte del curso relacionada con la ensefianza de los conceptos
estudiados mediante la estrategia didactica disefiada mostrd ser satisfactoria. Esta
investigacion puso de manifiesto, ademas, que es posible lograr que los alumnos
profundicen en la definicidn y el significado de estos conceptos.

Esta investigacion aporta estrategias didacticas que pueden ser empleadas
por otros maestros y de las cuales se esperarian resultados prometedores,
aunque habria que hacer mas investigacién al respecto.

El uso complementario y exitoso de dos teorias: Modelos y Modelacion y
Teoria APOE constituye una evidencia de la pertinencia de utilizar teorias
complementarias para apoyar el aprendizaje de los alumnos en una materia
abstracta como es el algebra lineal. La experiencia de esta investigacion y los
comentarios de los alumnos acerca de su motivacién y aprendizaje conducen a
recomendar el desarrollo de modelos para otros temas del algebra lineal.
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Problema de las patinetas voladoras

Los conceptos introducidos con este problema son muy abstractos. El
problema permite a los alumnos construir de forma intuitiva dichos conceptos y
darles significado.

En esta investigacion se puso de manifiesto que la construccion del concepto
de combinacién lineal como objeto es indispensable para el aprendizaje de los
conceptos de independencia lineal, conjunto generador, espacio generado, base y
dimensién. Los alumnos que mostraron una concepcion accion del concepto de
combinacion lineal no fueron capaces de interiorizar las acciones necesarias para
construir dichos conceptos.

Al comenzar a resolver este problema la mayoria de los alumnos hace
diagramas y graficas con los vectores asociados a la direccion de la patineta y la
alfombra para ver si pueden llegar a la casa del Tio Gauss. Esto ayudoé a los
alumnos a relacionar la interpretacion algebraica y geométrica del concepto de
combinacion lineal. Al reflexionar sobre sus acciones las interiorizan en un proceso
que les permite escribir sistemas de ecuaciones algebraicas y ecuaciones
vectoriales para resolver el problema. Las actividades conceptuales introducidas
se utilizaron para ayudar en la construccion de la relacién entre la interpretacion
algebraica y geométrica de estos conceptos. Ademas, la discusion en clase
permitid6 a los alumnos cambiar flexiblemente entre los sistemas de ecuaciones
algebraicas y vectoriales. Este resultado es importante y constituye una aportacion
de este trabajo.

El concepto de conjunto generador es muy abstracto y dificil de comprender
para los alumnos. Sin embargo, al ligarlo con la idea de los lugares en donde
puede estar la casa del Tio Gauss, los alumnos desarrollan una idea intuitiva de
este concepto que permite concretarlo de cierta manera. Ellos buscan todas las
posibles combinaciones lineales de los vectores patineta y alfombra para concluir
si pueden o no llegar a cualquier punto de R?2. A partir de esta idea se formalizo el
concepto de conjunto generador de una forma natural.

La definicion de independencia lineal es dificil de interpretar por los alumnos.
Al discutir en clases sus propuestas de solucién de las partes IV y V del problema
los alumnos construyeron ideas tanto geométricas como algebraicas que les
permitieron entender las definiciones formales cuando la maestra las introdujo en
clase. Las actividades conceptuales les permitieron generalizar tanto la
representacion geométrica como algebraica, en primera instancia de R? a R® y
mas adelante generalizar la parte conceptual a R". Los alumnos concluyeron que
los vectores eran linealmente dependientes cuando eran multiplos o cuando uno
se podia escribir como combinacidon lineal de los otros. Este resultado es
importante porque es comun que los alumnos concluyan que los vectores son
linealmente dependientes unicamente cuando son paralelos o multiplos uno del
otro. Esta definicion lleva muchas veces a los alumnos a generalizar este hecho
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erroneamente a dimensiones mayores a dos (Parraguez y Bozt, 2012). En esta
investigacion dicha generalizacidon erronea no se dio ya que los alumnos
recordaban que en el problema de las patinetas tres medios de transporte en R?
eran linealmente dependientes cuando uno de ellos era combinacién lineal de los
otros dos. Los alumnos que construyeron una concepcion accion de este concepto
no reconocen que un conjunto que contiene al vector cero es necesariamente
linealmente dependiente. Los maestros deben tomar en consideracion esta
dificultad para incluir actividades en sus clases que permitan a los alumnos
reflexionar sobre este hecho para hacer posible su interiorizacion.

En cuanto al concepto de base, en esta investigacion se encontré que para
demostrar si un conjunto de vectores es base de un espacio vectorial muchos
alumnos, de forma memorizada, verifican la independencia lineal de los vectores
sin verificar si generan o no el espacio en consideracién. También se encontré que
les resulté mas dificil encontrar una base para un espacio dado. Esta dificultad
puede superarse si los alumnos construyen los conceptos de independencia lineal
y conjunto generador como procesos Y si se dan mas oportunidades a los alumnos
de invertir el proceso de verificacion del hecho de que un conjunto dado sea o no
base de un espacio vectorial también dado.

Ku (2012) estudia los conceptos de conjunto generador y espacio generado.
Es interesante notar que en su investigacion 25 alumnos muestran una
concepcion accion, 4 una concepcidn proceso y 1 una concepcion objeto mientras
que en esta investigacion 5 muestran una concepcion accion, 22 una concepcion
proceso y 3 una concepcion objeto, lo que muestra que el problema de las
patinetas voladoras y las actividades conceptuales ayudaron en el proceso de
aprendizaje.

Problema de empleo — desempleo

Esta investigacidn muestra que a través de un problema de modelacion es
posible que los conceptos de valores, vectores y espacios propios surjan del
trabajo de los alumnos, aunque no estén conscientes que han aparecido nuevos
conceptos. El uso de las actividades conceptuales disefiadas para que los
alumnos reflexionaran en su trabajo y en dificultades especificas reportadas en la
literatura, junto con las actividades propuestas con la descomposicion genética y
las discusiones en clase con la maestra en diferentes momentos del proceso de
solucién claramente promovieron la construccion de los conceptos de interés y
promovieron el aprendizaje de los alumnos.

En esta investigacion se puso de manifiesto que la construccion de los
conceptos previos considerados en la descomposicion genética es indispensable
en un aprendizaje de los conceptos de valores, vectores y espacios propios que
vaya mas alla de la memorizacion de los algoritmos involucrados en su calculo. Un
aprendizaje de tipo accion de los sistemas de ecuaciones y de su conjunto
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solucion, ademas de las nociones de conjunto generador y espacio generado
inhibe la interiorizacion de las acciones necesarias en la construccion de estos
conceptos. Si bien en la experiencia que aqui se reporta, los alumnos con esta
dificultad fueron pocos, esta contribucidon es importante dado que por primera vez
se reconoce este hecho que resulta indispensable conocer para ensefarlos. Este
resultado alerta a los maestros a comenzar la ensefianza de este tema brindando
oportunidades a los alumnos para que construyan los conceptos previos.

Otra contribucidn importante de este trabajo es el disefio de una
descomposicidon genética que predice la construccion de estos importantes
conceptos dado que no se habia propuesto una anteriormente para estos
conceptos. Los resultados de esta investigacion sobre los valores, vectores y
espacios propios muestran evidencias de las construcciones propuestas en la
descomposicidn genética. La descomposicion genética propuesta mostré ser un
modelo valido para predecir y describir las construcciones necesarias para el
aprendizaje de estos conceptos. Esto permite, por una parte validarla y por otra
considerarla como un buen modelo para predecir las construcciones necesarias
para el aprendizaje de estos conceptos. De esta manera, la descomposicion
genética propuesta puede ser empleada por otros investigadores y también por
profesores en la planeacion didactica de actividades relacionadas con estos
importantes conceptos.

En esta investigacion, los alumnos desarrollaron un procedimiento para
encontrar los valores y vectores propios de una matriz antes de que su definicién
fuera introducida. Esto fue posible gracias al uso del problema de modelacion
disefado con el propdsito de ensefar dichos conceptos. La relacion entre el
numero de vectores propios correspondientes a un valor propio dado y su
coordinaciéon con la dimension del espacio generado por los vectores propios
asociados a cada valor propio fue dificil para muchos alumnos. La construccion del
concepto de espacio propio, en particular en el caso en que la multiplicidad
algebraica de un valor propio era mayor a uno, también resulté dificil para la
mayoria de los alumnos. Esta dificultad puede explicarse por la posible falta de
coordinacion del espacio nulo de la matriz (A — AI) con el proceso de espacio
generado por los vectores propios asociados a un valor propio. También puede
deberse a las dificultades reportadas en la literatura (Ku, Trigueros y Oktag, 2008)
en la comprension de los conceptos de conjunto generador, espacio generado y
base, sobre todo en el caso de quienes construyeron una concepcién accién de
estos conceptos, y en los obstaculos presentados al comparar diferentes objetos
geomeétricos en un espacio tridimensional. Es necesario hacer mas investigacion al
respecto.

Una aportacion del disefio tedrico y didactico utilizado en esta investigacion
consiste en lograr que la mayoria de los alumnos en los distintos semestres no
mostraran dificultad con la representacion geométrica de los vectores propios. La
mayoria de los alumnos mostrd evidencia de haber construido al menos una
construccion proceso de los conceptos de valor y vector propio. Ello como
resultado del disefo didactico que combind el problema de modelacién con el
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disefio de actividades. Este resultado constituye, asimismo, una aportacion a la
investigacion acerca de estos conceptos.

La literatura concerniente al aprendizaje de las matematicas avanzadas en
general, y del algebra lineal en particular, sefiala que la construccion de una
concepcion objeto es dificil de lograr en el tiempo destinado a un curso
universitario (Asiala, Brown, Kleiman y Mathews, 1998; Arnon et al., 2014; Clark,
Kraut, Mathews y Wimbish, 2007; Trigueros y Martinez-Planell, 2010). En el caso
de los cursos que aqui se reportan se encontraron, en promedio, al menos tres
alumnos, que construyeron una concepcion objeto de los conceptos de interés y
que una mayoria de los alumnos construyd una concepcion proceso. Estos
resultados ponen de manifiesto que es posible superar las dificultades
mencionadas en la literatura en relacion al aprendizaje de los valores, vectores y
espacios propios y constituye una aportacion importante a la investigacion
utilizando la Teoria Modelos y Modelacion y la Teoria APOE.

Es importante mencionar que los conceptos de valores, vectores y espacios
propios han sido estudiados unicamente en el caso en que los valores propios son
reales y los vectores propios se encuentran en un espacio vectorial real. En este
estudio se avanza la investigacion al considerar el problema de la construccion de
estos conceptos de manera global, por lo que se incluyd en la ensefianza el caso
de los valores, vectores y espacios propios complejos. En este ambito se encontré
que los alumnos desconocen el algebra con numeros complejos, por lo que se
considera que es necesario disefar actividades en este sentido que preparen a los
alumnos al trabajo con este tipo de valores, vectores y espacios propios. Este
problema no invalida la descomposicidon genética, pero se concluyé que es
necesario trabajar mas ampliamente en este caso.

El hecho de que este enfoque didactico permitiera que al menos tres alumnos,
cada semestre, construyeran una concepcidn objeto; el hecho de que, contrario a
investigaciones previas, la mayoria de los alumnos fueron capaces de asociar de
manera flexible las representaciones algebraica y geométrica; y el hecho de que
los alumnos fueron capaces de construir procesos relacionados con las
propiedades de estos conceptos y relaciones con otros conceptos, constituyen una
contribucion en la investigacion del aprendizaje de estos conceptos.

Aportaciones de esta investigacion

Los resultados de esta investigacion muestran que los problemas escogidos
para introducir los conceptos estudiados fueron efectivos para motivar el interés de
los alumnos para formular modelos matematicos. También, los problemas les
dieron a los alumnos un contexto que los estimuld a usar conceptos que habian
aprendido anteriormente en el curso y un contexto para facilitar al maestro la
introduccién y comprension de los conceptos. Los alumnos desarrollaron varios de
los conceptos estudiados y un proceso para encontrar los valores y vectores
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propios antes de que las definiciones de estos conceptos fueran introducidas en
clase. Las discusiones con todo el salon permitieron a la maestra introducir las
definiciones empezando con lo que se habia hecho en clase.

En el analisis de los resultados se muestran evidencias de las construcciones
propuestas en la descomposicion genética disefiada para los valores, vectores y
espacios propios de una matriz, por lo que puede considerarse como un buen
modelo para predecir las construcciones necesarias para el aprendizaje de estos
conceptos. Por lo tanto, dicha descomposicion genética puede ser empleada por
otros profesores e investigadores para futuras investigaciones.

La construccion de los conceptos previos considerados en dicha
descomposicion genética resultd indispensable para el aprendizaje de dichos
conceptos. Esta contribucion es importante de tomar en consideracion en los
cursos de algebra lineal, pues alerta a los maestros para comenzar la ensehanza
de estos conceptos brindando oportunidades a los alumnos para que construyan
los conceptos previos. Asimismo, las actividades disefiadas permitieron a la
mayoria de los alumnos construir una relacién entre la representacion geométrica
y algebraica y trabajar con ambas representaciones, lo cual es una aportacion
pues, como ya se menciono, esta relacion es dificil para los alumnos.

Se puede concluir que la estrategia didactica disefiada permiti6 superar
algunas de las dificultades encontradas en otras investigaciones y logré que los
alumnos profundizaran en los conceptos estudiados. Ademas los alumnos
construyeron relaciones entre los conceptos estudiados y otros conceptos del
algebra lineal.

Futuras investigaciones

Los alumnos que no muestran las construcciones previas necesarias tuvieron
mas dificultades para el aprendizaje de los conceptos de valor, vector y espacio
propio. Seria importante disenar actividades para mejorar el aprendizaje de los
conceptos previos e investigar su impacto en el aprendizaje de estos conceptos.

Los conceptos de valores, vectores y espacios propios han sido estudiados
unicamente en el caso en que los valores propios son reales y los vectores propios
se encuentran en el espacio vectorial real. En esta investigacion, se incluyeron
actividades con valores y vectores propios complejos. Se encontré que los
alumnos desconocen el algebra con numeros complejos. Seria necesario, en
futuras investigaciones, disefiar actividades con numeros complejos para
investigar las estrategias y dificultades y si ello implicaria algun cambio en la
descomposicion genética.

En las entrevistas se puso de manifiesto que algunos alumnos tenian
dificultades para encontrar cuantos vectores propios corresponden a un valor
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propio y cual era la dimension del espacio propio. Estos aspectos deben
estudiarse mas a fondo para determinar las construcciones que podrian hacer
posible su comprension.

El uso de modelos y actividades favorecio el aprendizaje de los alumnos. Sin
embargo, no existen disefios didacticos para muchos temas de algebra lineal.
Seria interesante disefiarlos y hacer investigacidon con disefios didacticos
semejantes al que aqui se presenta para analizar sus resultados en el aprendizaje
de los alumnos.

Por ultimo, es importante destacar que los resultados encontrados relativos a
los conceptos de combinacion lineal, conjunto generador, espacio generado,
independencia y dependencia lineal, base y dimension son alentadores y que
abren preguntas acerca de la construccion y evolucion del esquema de espacio
vectorial que seria interesante analizar.
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ANEXO A. SOLUCION DEL PROBLEMA DE LAS PATINETAS
VOLADORAS

Eres un joven viajero que deja su tierra natal por primera vez. Tus parientes
quisieron ayudarte en tu viaje, asi que antes de partir te dieron dos regalos. Te
regalaron dos medios de transporte: una patineta voladora y una alfombra magica.
Tus parientes te informaron que tanto la patineta como la alfombra tienen
restricciones a las cuales deben someterse:

e Denotaremos el movimiento de la patineta con el vector v, = (3,1).

Con esto queremos decir que si la patineta avanza “hacia adelante” durante
una hora, se moveria en un camino diagonal que resultaria en un desplazamiento
de 3 unidades hacia el este y 1 unidad hacia el norte a partir de su posicion inicial.

e Denotaremos el movimiento de la alfombra mégica por el vector v, = (1, 2).

Con esto queremos decir que si la alfombra magica avanza “hacia adelante”
durante una hora, se moveria en un camino diagonal que resultaria en un
desplazamiento de 1 unidad hacia el este y 2 unidades hacia el norte a partir de su
posicion inicial.

El viaje del sabio

Uno de tus parientes, El Tio Cramer, te recomendd que fueras en tu primer
viaje a visitar al viejo sabio Gauss. El Tio Cramer dice que el viejo Gauss vive en
una cabafa que se encuentra 107 millas hacia el este y 64 millas hacia el norte de
tu casa.

PARTE |

» ¢ Es posible usar la patineta y la alfombra magica para llegar a la cabafa
del viejo Gauss? Si lo es, ¢de qué manera? Si no es posible llegar con estos
medios de transporte, ¢por qué?

La cabanfa esta en la posicion: 107E, 64N
3 1\ _ (107
(1) +8(;)=(oq)
3a+ =107
(x+2p=64)—3

3a+ B =107
—3a—68= —192

—58 = -85
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B=17
a=64—-23=64—-34=30
Si se puede llegar a la cabafia y se necesitan:

a = 30 hrs. en patineta.
B = 17 hrs. en alfombra.

No necesariamente necesitan ir 30 horas seguidas en patineta y luego 17 en la
alfombra, pueden hacer distintas combinaciones lineales mientras el total de horas
sean 30 en patineta y 17 en la alfombra.

» ¢ Es posible llegar a la cabafia del viejo Gauss utilizando solamente uno de
los dos medios de transporte? ¢ Cual y de qué manera? Sino lo es, ¢,por qué?

Usando solamente la patineta:
3\ _ /107
a(3)= (6s)
a = 64
3\ _ (192 107
64(1)_(64)¢(64)
por lo tanto, no se puede llegar a la cabafia de Gauss.

Usando solamente la alfombra magica:

“(;) - (16047)

a =107
107(3) = (224) # (es))

por lo tanto, no se puede llegar a la cabafia de Gauss.

No se puede llegar a la cabafa de Gauss usando solamente uno de los
transportes porque no existe a tal que las igualdades anteriores se cumplan, no es
combinacion lineal.

PARTE I

Cada semana el viejo Gauss mueve de lugar su cabafa. No estas seguro si el
viejo esta tratando de poner a prueba tu ingenio para encontrarlo, o si de verdad
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quiere esconderse en un lugar donde no puedas visitarlo. Determina a cuales de
los siguientes lugares puedes llegar partiendo de tu casa utilizando la patineta y la
alfombra. Para cada ubicacion, explica como llegar o bien explica por qué es
imposible llegar desde tu casa. Recuerda que Gauss vive en una cabafa que se
encuentra 107 millas hacia el este y 64 millas hacia el norte de tu casa.

» Si mueve su casa 3 unidades hacia el oeste y 4 unidades al norte.
La nueva posiciéon de la casa de Gauss es:

107E + 30 =104E
64N + 4N = 68N

«()+#(2) = (es)

3a+ B =104
(xa+2pB=68)—3

3a+ B =104
—3a—-68 = —204
—58 = —100
B =20

a=68—-20=68-40=28
Por lo tanto, si se puede llegar usando:

a = 28 hrs. en patineta
B = 20 hrs. en alfombra

» Si mueve su casa 25 unidades hacia el este.
La nueva posicion de la casa de Gauss es:

107E + 25E = 132E
64N

«(1)+6(2) = (sr)

Ba+ p=132)-2
a+2p =64

—6a — 2B = —264
a+2p = 64
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p =132 -3a=132-120 =12
Por lo tanto, si se puede llegar usando:

a = 40 hrs. en patineta
B = 12 hrs. en alfombra

» Si mueve su casa 12 unidades hacia el este y 36 unidades al sur.
La nueva posiciéon de la casa de Gauss es:

107E + 12E = 119E
64N — 36S = 28N

«()+#(2) = (2s)

Ba+ B =119) -2
a+2B =28

—6a—2p = —238

a+2p =28
—5a= -210
a=42

B=119 -3a=119-126 = -7
Por lo tanto, si se puede llegar usando:

a = 42 hrs. en patineta

B = —7 hrs. en alfombra, pero por ser un numero negativo, en reversa

PARTE 1lI

» ¢ Existe alguna ubicaciébn que no se pueda alcanzar utilizando ambos

medios de transporte? Describe los lugares que puedes alcanzar utilizando una
combinacion de patineta con alfombra magica y aquellos que no pueden ser
alcanzados. Especifica los lugares geométricamente y algebraicamente. Incluye
representacion simbdlica usando vectores. También incluye un parrafo que

explique tu respuesta.
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Algebraicamente podemos escribir una combinacion lineal de vectores.
3 1\ /4
a(1)+8(;) = (a)

v=a())+8()

3a+ = aq
a+ 26 = a,

Tiene solucion para cualquier valor, por lo tanto puedes llegar a todo R?, se
genera R2.

Geomeétricamente son dos vectores que generan R?.
Otras patinetas
PARTE IV
» Ahora supdn que tienes otros medios de transporte: una patineta v; = (2, 3)
y una alfombra v, = (5,0). ¢Puedes ir a los mismos lugares que con las patinetas

y alfombras anteriores? Explica tu respuesta.

Combinacion lineal con los nuevos vectores:

a(3)+8 () = (a;)
20+ 56 = a4

3a = a,

Tiene solucion para cualquier valor, por lo tanto puedes llegar a todo R?, se
genera R?. Es lo mismo que los casos anteriores.

» Supodn que tienes una patineta v; = (2,3) y una alfombra v, = (6,9).
¢Puedes ir a los mismos lugares que con tu patineta y alfombra anteriores?
Explica tu respuesta.

Combinacion lineal con los nuevos vectores:

«(3)+£(5) = (a})

2a+ 6B = ay)3
(3a+9B= a—,)—Z
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6a+ 18p = 3a,
—6a — 18F = —2a,

0= 3a1— Zaz

Tiene solucién solamente si se cumple la relacién anterior. Por lo tanto, no
llegas a todo R?, sino a una recta. Esto sucede porque los vectores son multiplos,

paralelos.
3(3)= ()

» ¢ Puedes caracterizar a los pares de medios de transporte con los que
puedes alcanzar cualquier lugar en el plano de coordenadas? ¢Qué pares
permiten ir solamente a ciertos lugares del plano? ¢ Cuéles son estos lugares?

Si los vectores son paralelos se llega a una recta, pero si no son paralelos se
llega a R2.

Tres medios de transporte
PARTE V

Supon ahora que tienes tres medios de transporte, por ejemplo, una patineta
v; = (2,3), una alfombra magica v, = (5,0) y un jet skiv; = (1,4).

» ¢ Puedes llegar a cualquier lado?

Combinacion lineal con los tres vectores:

a(3)+8()+ ()= (a3)

Tiene solucion para cualquier valor, por lo tanto puedes llegar a todo R?, se
genera R2.

» Supon que quieres ir a la ubicacion 6 este y 1 sur ¢ puedes llegar? ¢ Como?

Se quiere llegar al 6E 1S.

a(3)+8()+2()= (%)

2a+ 5+ 0=6
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3a+40 = -1

_)(1 5/2  1/2| 3 )_}(1 0 4/3 —1/3)

(2 5 1 6)
0 -15/2 5/2|-10 0 1 —-1/3| 4/3

3 0 4 -1

El sistema tiene solucién multiple:

B="43+1/38
6=6

Se puede llegar de muchas formas puesto que hay solucién multiple.

» ¢ Qué conjuntos de los tres medios de transporte permiten ir a cualquier
lugar? ¢Cuéles no lo permiten? ¢(COmo puedes describir esto de manera
geomeétrica y algebraica, usando vectores?

Algebraicamente el sistema va a tener solucion multiple por lo que se puede
llegar a todo R?, se genera R2. Como hay solucién multiple para cada posicion se

puede llegar de muchas formas, es decir, existen muchas combinaciones lineales.

Graficamente si los tres vectores son paralelos se genera una recta en R?. Si
no son paralelos, se genera R?.
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ANEXO B. SOLUCION DE LAS ACTIVIDADES DIDACTICAS DE
COMBINACION LINEAL, CONJUNTO GENERADOR, ESPACIO
GENERADO, INDEPENDENCIA Y DEPENDENCIA LINEAL, BASE Y
DIMENSION

1.- Encuentra si el vector v; = (—1,14) es combinacion lineal de los vectores
1_72 = (1, 2) y1_73 = (—2,4‘)

Se resuelve el sistema a v, + a,v; = v;.

1 -2-1 1 03 : o
(2 4 |14) - (0 1 2) Por lo tanto si es combinacion lineal y vy = 3v, +

2.

2.- Encuentra si el vector v; = (—7,7,7) es combinacion lineal de los vectores
52 = (—1,2,4) y 53 = (5,—3, 1)

Se resuelve el sistema a v, + a,v; = v;.

-1 5|7 1 0] 2
2 -3|7 )={0 1|-1| Por lo tanto si es combinacion lineal y v, =
4 117 0 010

20, — V3.

3.- Demuestra si v = (8, 4, 7) es combinacion lineal de los vectores v, = (1, O, -
1), 1_72 = (2, 1, 3) Yy 1_73 = (4, 2, 6)

Se resuelve el sistema: ¢,V + ¢V, + ¢33 = V.

1 2 4|8 1 2 4|8
( 0 1 2 4) - <0 1 2|4 ) Se llega a un absurdo, por lo tanto no existe
-1 3 617 0 0 o0l-5

solucion y v no es combinacion lineal de v4, v, y V3.
4.- Disilos vectoresT=(1,0) y j= (0,1) generan R?.

Cualquier vector en R? puede escribirse como combinacion lineal de los
vectores Ty jde laforma ¥ = (a, b) = at + bj. Por lo tanto, Ty j generan R2,

5.- Di si los vectores T = (1,0,0), j = (0,1,0) y k = (0,0,1) generan R3.
Cualquier vector en R® puede escribirse como combinacion lineal de los

vectores 1, jy k de la forma v = (a,b,c) =ai+bj+ck. Porlotanto, 1, jy k
generan R3.
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6.- ¢ Cudl es el espacio generado por los vectores v; = (2,-1,4) y v, =
(4,1,6)?

Sea H = gen {v,, v,}. Se resuelve el sistema a,v, + a,v3; = v;.

2 4x 10 (x —4y)/6
(—1 1 y) -({0 1 (x+2y)/6 — existe solucion Unica si -bx + 2y
4 6lz 0 O0|(-5x+2y+32)/3

+ 3z = 0. Este plano en R® que pasa por el origen es el espacio generado por los
vectores v, y ;.

7.- SIN HACER operaciones, di si los siguientes vectores generan un plano v,
en caso afirmativo, qué plano generan. EXPLICA tu respuesta. Sean v; = (3, 0, 2)
y v, =(-2, 0, 3).

Los vectores v; y v, no son multiplos por lo que son linealmente
independientes, por lo que generan un plano en R3. La segunda componente es
cero en ambos vectores por lo que el plano que generan es el plano xz.

8.- ¢Son linealmente dependientes o independientes los vectores v; = (1,2) y
v, = (2,4)?

Los vectores son multiplos, 2v;, = ¥, » 2v; — v, = 0, por lo tanto son
linealmente dependientes.

9.- ¢Son linealmente dependientes o independientes los vectores v; =
1,2,3), v, =(—4,1,5)y v3 =(-5,8,19)?

Se resuelve el sistema ¢;7; + ¢, 7, + ¢373 = 0.

1 -4 -5|0 1 0 3|0
2 1 8|0|]—-(0 1 2|0|— Existe solucion multiple y los vectores
3 5 1910 0 0 0l0

son linealmente dependientes puesto que 37, + 27, — U3 = 0.

10.- ¢Son linealmente dependientes o independientes los vectores v =
(1,2,4) y v, =(2,-5,3)?

Se resuelve el sistema ¢;7; + ¢,7, = 0.

1 210 1 0|0
(2 -5 0) - <0 1 0) — Existe solucién unica por lo tanto los vectores son
4 310 0 olo

linealmente independientes.
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11.- ¢Son linealmente dependientes o independientes los vectores v =
(2,-1,0,3)y v, =(—6,3,0,—9)?

Los vectores son multiplos, v, = —3v4, por lo tanto son linealmente
dependientes.

12.- ¢Son linealmente dependientes o independientes los vectores v =
(1,-2,3), 7, = (2,-2,0) y ¥3 = (0,1,7)?

Se resuelve el sistema ¢;7; + ¢,U, + ¢3U3 = 0.
1 2 0|0 1 0 O
-2 -2 1|10)—>{0 1 O
0 0 0 1

3 0 7
linealmente independientes.

0
0> — Existe soluciéon unica. Los vectores son
0

13- Sean v; = (4, 1, 1), v, = (3, -1, 0) y v3= (4, 1, 1) linealmente
independientes. Di, sin hacer operaciones, si v = (0, 0, 1) es combinacion lineal de
U4, U, Y V3. Si lo es, no es necesario dar la combinacion lineal. Explica tu
respuesta.

Los vectores v;, ¥, y V3 son linealmente independientes por lo que generan
. Elv v 5 , [ ion li V4, Uy Y V3.
R3. El vector ¥ esta en R3, por lo tanto es combinacion lineal de ¥4, T, y U3

14.- SIN hacer operaciones di si los siguientes vectores son linealmente
dependientes o independientes. EXPLICA tu respuesta.

a) (2,3,5),(0,0,0), (1,1, 8)
b) (-2, 4, 6, 10), (3, -6, -9, -30)
c) (1,4),@3, -5),(121)

d (1,0,1,1),(,1,1,1)

Inciso a) El conjunto de vectores incluye al vector cero por lo tanto son
linealmente dependientes.

Inciso b) Los vectores son multiplos por lo tanto son linealmente dependientes.
Inciso ¢) Son tres vectores en R? por lo tanto linealmente dependientes.

Inciso d) Los vectores no son multiplos por lo tanto son linealmente
independientes.
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15.- ¢Si ninguno de los tres vectores, v;, U, Yy U3 en R3 es un mdltiplo de
alguno de los otros vectores, entonces v;, vV, Y 7vV3son linealmente
independientes?

No se puede concluir. El teorema dice que dos vectores multiplos son
linealmente dependientes, pero no se puede generalizar a tres vectores.

16.- Justifica si el siguiente enunciado es verdadero o falso. Si v{ ,v, y v3 son
linealmente independientes, entonces ¥, ,U, y T3 no estan en R?,

Tres vectores en R? son linealmente dependientes pues tenemos 3 > 2
(vectores > dimension). Por lo tanto, si los vectores son linealmente
independientes deben estar en R" con n > 2.

17.- Di si es falso o verdadero. EXPLICA tu respuesta.

a) Las columnas de cualquier matriz Aaxs son linealmente dependientes.

b) Si v; y v, son linealmente independientes y vy, v, Yy V3 son
linealmente dependientes, entonces puedes afirmar que v3; es
combinacion lineal de v, y v,.

Inciso a) Si Aaxs entonces seria un sistema subdeterminado con 5 variables y 4
ecuaciones que tendria solucion multiple, por lo tanto los vectores son linealmente
dependientes. Si Auxs se tienen 5 vectores en R* por lo tanto son linealmente
dependientes. Verdadero

Inciso b) Si v;, v, y V3 son linealmente dependientes y v; y v, son
linealmente independientes significa que v3 es combinacion lineal de vy y v,,
entonces v; € gen {v,,v,}. Verdadero.

18.-Seanv; = (1,1,1), v, =(3,-1,0)yv3=(4,1,1) ¢Estdav =(0,0, 1) en el
espacio generado por vq, U, Yy U3?

Se resuelve el sistema: ¢V + ¢, + c3v3 = v para saber si v es
combinacion lineal de los vectores dados.

1 3 4|0 1 0 0]7/3
(1 -1 10>—><0 1 0| 1 ) Por lo tanto v esta en el espacio
1 0 11 0 0 11-4/3

—  — — . ‘. . 7 —
generado por los vectores v4, vV, ¥ V3 y €S combinacion lineal de ellos: V1t V2 —

o=
3 37 7
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19.- ¢ En qué casos es posible que cuatro vectores generen R>? JUSTIFICA.

En ningun caso, se necesitan 5 vectores linealmente independientes para
generar R>.

20.- Encuentra un conjunto de vectores que genere a W = {v £ R* | v= (4a+3b,
0, atb+c, c-2a) con a, b, c € R}.

4 3 0
Podemos escribir al vector como: v = a (1) + b (1) + c (1) — W se genera
-2 0 1
4 3 0
con el conjunto de vectores 0 0
-1/'\1/)'\1
2 0 1

21.- Seanv; = (1,0, -2), v, = (-2, 1, 7) y v3 = (h, -3, -5). ¢ Para qué valores de
h se encuentra v; en gen {v,, v, }?

a) ¢Son linealmente dependientes o independientes los vectores vy, U,
y v3? ¢ Qué generan?

b) ¢Son linealmente dependientes o independientes los vectores v, y
v,? ¢Qué generan?

c) ¢Qué diferencia existe entre gen {v,, v, y v3 } y gen {v,, v,}?

Se resuelve el sistema c,v; + ¢V, = V3 para saber qué valor debe tener h
para que el sistema tenga solucion.

1 -2|h 1 0
(o 1]s)~ (o 1
-2 71-5 0 o0

entonces v3 € gen {v,,v,}.

h—6
-3 ) Tiene solucion si 4 + 2h =0 - si h = -2
4+ 2h

Inciso a) Los vectores v4, v, Y 73 son linealmente dependientes puesto que V3
es combinacion lineal de ¥, y v,. Los tres generan un plano en R3.

Inciso b) Los vectores v; y v, son linealmente independientes pues no son
multiplos. Generan un plano en R3.

Inciso ¢) Los vectores vy, v, y V3 son linealmente dependientes y los vectores

v, Y v, son linealmente independientes. Ambos conjuntos generan el mismo plano
en R3.
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22.-Seanv; =(1,0,-1), ¥, =(2,1,3) y 73 = (4,2,6).
a) Sin hacer calculos encuentra qué generan v, ,v, y vs.

b) Sea v=(3,1,2). ¢EstdA v en el subespacio generado por
{vy,v, yv3}. ¢Por qué?

c) Con la informacién del inciso anterior revisa el inciso a). ¢ Cambia tu
respuesta? ¢ Por qué?

Inciso a) El espacio que generan depende de cuantos vectores son
linealmente independientes. Si son linealmente independientes: tres se genera R3,
dos se genera un plano en R® y uno se genera una recta en RS,

Inciso b) Se resuelve el sistema: ¢,V + ¢V, + c3v3 = v para saber si v es
combinacion lineal de los vectores dados.

1 2 4|3 1 00

0 1 2(1]-=(0 1 2|1 Tiene solucion multiple, por lo tanto v esta en
-1 3 6I2 0 0 olo

el espacio generado por v¢, v, y U3 Y es combinacion lineal de ellos.

1

Inciso ¢) Sabemos que la matriz tiene dos pivotes por lo tanto hay dos
vectores linealmente independientes y se genera un plano en R3.

23.- Sean vy =(3, 3,-1), v, =(1,12,0) y v3 = (3, 36,0). Sin hacer
operaciones di qué generan v, ,v, y V3.

Los vectores v, y v3 son multiplos, por lo tanto son linealmente dependientes.
Los vectores v; y v, 0 los vectores v, y V3 son linealmente independientes, por
lo tanto 7, , ¥, y U3 generan un plano en R3.

24.- Escribe dos vectores linealmente independientes en R® (explica por qué lo
son) y encuentra un vector que esté en el espacio generado por ellos.

Seanv; =(1, 2, 3,4,5,6)yv,=(7, 8,9, 10, 11, 12), no multiplos por lo tanto
son linealmente independientes. Sea v; = v; + v, = (8, 10, 12, 14, 16, 18).

Cualquier pareja de vectores no multiplos y cualquier combinacion lineal de
ellos es correcta.
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25.- Di si es falso o verdadero. EXPLICA tu respuesta.

a) Sean los vectores vy, V,, V3 Y V4 en R". Si sabes que las parejas

{v1, U2}, {v1, 3}, {V1, Va}, {V2, V3}, {2, W4} y {¥3, D4} son
linealmente independientes, entonces el conjunto {v4, V5, V3, V4} €S
linealmente independiente.

b) Dos vectores son linealmente dependientes si y solo si, estan en una
misma recta que pasa por el origen.

Inciso a) El hecho de que las parejas de vectores sean linealmente
independientes no garantiza que el conjunto de los cuatro lo sea. No se puede
concluir. Falso.

Inciso b) Si los dos vectores estan sobre la misma recta entonces son
paralelos y multiplos por lo tanto son linealmente dependientes y generan una
recta que pasa por el origen. Verdadero.

26.- Encuentra dos vectores que generen R?. ¢Existen otras parejas que
también lo generen? ¢Son linealmente dependientes o independientes estas
parejas de vectores? ¢ Forman una base para R?? ¢, Cudl es la dimensién de dicha
base?

Los vectores Ty j generan R?. Si existen otras parejas que generen R2. Estas
parejas tienen que ser linealmente independientes y forman una base para R?
puesto que dos vectores linealmente independientes generan R?.

27.- Encuentra tres vectores que generen R?. ¢Existen otras tercias que
también lo generen? ¢Son linealmente dependientes o independientes estas
tercias de vectores? ¢Necesitas tres vectores para generar R?? ¢Forman una
base?

Sean v, = (1,2), U, = (2,5) y U3 = (3,—4) tres vectores que generan RZ.
También hay otras tercias que generan R2. Todas son linealmente dependientes
pues se tienen 3 vectores en R?. No es necesario tener tres vectores para generar
R?, basta con dos vectores linealmente independientes. Tres vectores no pueden
formar una base pues siempre seran linealmente dependientes.

28.- ¢Son linealmente dependientes o independientes los vectores vy =
(2,-3,4), v, =(4,7,—-6),v3 = (18,-11,4) y v, = (2,-7,3)? ¢Forman una base
para R3? Explica.

Se tienen cuatro vectores en R3, por lo tanto los vectores son linealmente

dependientes y no pueden ser base. Se necesitan 3 vectores linealmente
dependientes para que generen R®y formen una base.
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29.- Seavy; =(2,-1,4), v, = (1, 0,K) y v3 = (3, -1, 5). ¢Para qué valores de k
los vectores 74, U, Y T3 son una base para R3? Explica tu respuesta.

Se resuelve ¢,V + ¢V, + c3v3 = 0.

2 1 3]0 1 0 1 1|0
(—1 0 -1 O) - <0 1 1 0) Para que los vectores sean linealmente
4 k 510 0 0 1-klo

independientes se necesita 1 — k # 0 para que el sistema tenga solucion unica.

Por lo tanto, si k # 1 los vectores seran linealmente independientes lo que
significa que generan R3y son base.

30.-Seav,=(7,4,-9,-5),v,=(4,-7,2,5 yv; =(1, -5, 3, 4). Sabes que v; —
37, + 573 = 0. Usa esta informacion para encontrar una base para H = gen {v,,
Uy, U3}

Si v, — 3v, + 5v; = 0 entonces los tres vectores son linealmente dependientes.
Los conjuntos {v4,v,} o {vy,v3} 0 {v,, 73} generan H. Ademas, las parejas no son
multiplos por lo tanto son linealmente independientes y forman una base de
dimension dos.

31.- Sea H = gen {v,, v, V3, ...., Uy}, €NtONces {vy, vy, V3, ..., Uy} €S UNA
base para H. Cierto o falso, explica.

Para que los vectores v, v,, V3, ..., U, S€an base se necesita que generen y
sean linealmente independientes. Por lo tanto, es falso pues no sabemos si son
linealmente independientes.

32.- El conjunto de vectores {7, ..., 7,,} es linealmente independiente entonces
{vy, ..., V,_1} es base del espacio generado por {vy, ..., ,} . Falso o verdadero.

Falso pues al quitar un vector no se genera el mismo espacio.
33.- Encuentra los vectores que se piden.

a) 5 vectores en R*que sean una base para R*.

b) 4 vectores en R® que sean base para R®.

c) 2 vectores linealmente independientes en R® (explica por qué lo son)
y encuentra un vector que esté en el espacio generado por ellos.

d) Escribe una base para R’que incluya al vector cero.
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Inciso a) No existen cinco vectores en R* que sean base puesto que cinco
vectores en R*son linealmente dependientes.

Inciso b) No existen cuatro vectores en R® que sean base para R®> puesto que
cuatro vectores en R® no generan R®.

Inciso ¢) Seanv; = (1, 2, 3,4,5,6)yv,=(7, 8, 9, 10, 11, 12), no multiplos por
lo tanto son linealmente independientes. Sea v; = v; + v, = (8, 10, 12, 14, 16,
18). Cualquier pareja de vectores no multiplos y cualquier combinacion lineal es
correcta.

Inciso d) No existe ninguna base que incluya al vector cero puesto que el
conjunto de vectores seria linealmente dependiente.

34.- Encuentra una base y su dimensién para el conjunto de vectores en el
plano: x + 2y + z = 0. Explica tu procedimiento y justifica tu respuesta.

X+2y+z2=0->x=-2y -2z vy =Y, z=2z Por lo tanto una base es:

-2 -1
{( 1 >< 0 )} y la dimension es dos.
0 1

35.- Sea z = 2x + 5y.
a) ¢Qué representa graficamente?

Un plano en R3.
b) ¢Es un subespacio vectorial?

Un plano que pasa por el origen es un subespacio vectorial.
c) ¢Cuantos vectores tendria una base? ¢ Existen varias bases?

Existen muchas bases, pero todas tienen que tener dos vectores linealmente
independientes que generen al plano.

d) Encuentra una base y su dimension.
Seax=0,y=1—-z=5->7v; =(0,1,5).
Seax=1,y=0-z=2->7v, =(1,0,2).

Base {v; , 7, }, dimension de la base 2.
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ANEXO C. SOLUCION DE LOS PROBLEMAS DE MODELACION
DE VALORES, VECTORES Y ESPACIOS PROPIOS

A continuacién estan los problemas con las preguntas que la maestra fue
haciendo al ir avanzando en su solucion.

C.1 PROBLEMA ORIGINAL EMPLEO — DESEMPLEO

Supongase que x: representa el nimero de personas empleadas en el periodo
t y ytel numero de desempleados en el mismo periodo. La fuerza laboral L = x: +
yt Se mantiene constante. Sean p la probabilidad de que una persona
desempleada encuentre trabajo en cualquier periodo dado y q la probabilidad de
gue una persona empleada continie empleada. El siguiente modelo describe la
dinamica del empleo:

Xey1 = qX¢ T DYy
Yer1 = A —@x.+ (1 —p)y,

Supoéngase que g = Y2 y p = 1/3. Resuelve y encuentra qué sucede a largo
plazo.

1.- Escribe el sistema anterior en notacién matricial.
Sustituyendo los valores tenemos:

Xey1 =1/2x,+1/3y,
Yer1 = 1/2x,+2/3y,

En notacién matricial:
YVi+1 1/2 2/3)\W:
X1 = A%,

A una ecuacioén de esta forma se le llama ecuacion en diferencias, puesto que
depende del anterior.

2.- Sea X, =A'w una soluciébn. Demuestra que es solucion o en qué

condiciones es solucién, para ello sustituye la solucion y llega a un sistema en
funcién de la matriz A y el vector v.
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Sea la siguiente expresion una solucion a la ecuacion en diferencias anterior.
Et = ).t‘l_)

Como ¥, = A'w entonces X,.; = A'*1v entonces, si X, es solucion debe
cumplirse que:

X1 = AX,
A5 = A2
A5 = 21 (AD)
A(AD)-21"15 =0
Esta ecuacion puede escribirse como:
AAD)- 22 =2'(Av— 1) =0
Si 41 # 0 (en algunos casos puede tomar el valor de cero)
Av—-25=0
(A-ADT=0

Esto nos dice que la unica manera de que la solucion propuesta lo sea es que

A sea un valor propio de la matriz A y que v sea un vector propio correspondiente
aA

3.- Encuentra los valores de A (valor propio) para los cuales ¥ # 0 (vector
propio asociado a 4).

Como 7 # 0 entonces necesitamos que el sistema tenga solucién multiple por
lo que |A—AI| = 0.

Resolvemos el determinante anterior (ecuacion caracteristica).

1

>—1 1/3
2

1/2 ;-2

S(AG-A LR T

Porlotanto 4, =1y 4, = %, valores propios de la matriz A.



4.- Para cada 4 (valor propio) encuentra un v (vector propio).

Sustituimos en la ecuacién (A4 — AI)v = 0 los valores propios encontrados.
Para 4; = 1 tenemos:
-1/2  1/3 \/x1\ _ (0
( 1/2 —1/3) (xz) - (0)
1 1
—Exl + EXZ =0
2 — 2
X1 = E.XZ >V = (Exz,xz)
Se llega a una infinidad de soluciones, todas generan una misma linea recta.
Se obtiene una familia de vectores propios asociados a este valor propio. En
términos del problema basta con elegir uno.
SeaxZ =3 = X1 =2 :>§1: (2,3)

Entonces para el valor propio 4; =1 tenemos como vector propio a v; =
(2,3).

Hacemos lo mismo para 4, = %.
1/3 1/3\/x1\ _ (0
(1/2 1/2) (xz) - (0)
1 1
Exl + Exz =0
X1 ==X 2V = (—X3,x3)
Se llega a una infinidad de soluciones, todas generan una misma linea recta.
Se obtiene una familia de vectores propios asociados a este valor propio. En
términos del problema basta con elegir uno.
Sea X=1>x;=—1>7,= (—1,1)

Entonces para el valor propio 4; = 1/6 tenemos como vector propio a v, =
(-1,1).

5.- Teniamos que x;,; = AX, . Si V; y U, son vectores propios de una matriz A
con valores propios correspondientes A4; y 4, entonces la combinacion lineal de
ellos también es solucién. Definimos: ¥, = ¢4, + ¢,457,. Demuestra que es
solucion.
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Ax,; = A(ClltIT_Jl + Czl;ﬁz) = ClltlAﬁl + Czl;AﬁZ =
Cllill‘l_)l + Czl;lzﬁz = Cll§+lﬁl + Czag'-l‘l_)z = 7t+1

6.- Sustituye ¥, = ¢;1{7; + ¢,457, en nuestro ejemplo e interpreta el resultado
cuando t — oo,

X, = 1440, + €457, =
=at(3)+e§) ()
Sit —» oo entonces (%)t - 0 y nos quedaria:

weatr()=a(l)

%4 ~ €101 (g) — 1c, 1 (;) ~ 1c, (g) — 1%,

Esto quiere decir que Xx;.; es un multiplo de v; = (2,3), de esta forma la
proporcion se mantiene: hay 2 empleados por cada 3 desempleados.

Si el valor propio es distinto de uno, entonces x;,; aumentaria cada mes
por AX;.

C.2 PROBLEMA DE POBLACION

En un bosque de México viven los buhos manchados. Sup6n que no tienen
depredadores y tienen alimento suficiente. Sabes que en el periodo t + 1 sobrevive
una proporcién de los buhos del periodo anterior.

1.- Escribe un modelo que describa lo anterior.

Xer1 = kX
donde k es la proporcion de buhos que sobrevive en el periodo t.
2.- Encuentra la solucién, si sabes que la proporcién de buhos que sobrevive

de un periodo a otro es 2/3 y que la poblacion inicial es de 375 buhos. ¢Qué
pasaré a la larga?

. 2
X;41 = kx; si k =2/3 entonces x;,1 = 3 Xe
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Damos valores a t:

Sit=0= x; = %xo
Sit=1 = x, = §x1 = g(zxo) = (5)2 Xg
(&) =)= ()=

2\" . 2\" ..
Por lo tanto: x,, = (E) xo. A la larga, si n - o entonces (5) tiende a cero

por lo que la poblacién de buhos desaparecera. En general, si k < 1, todos los
buhos se moriran y si k = 1 la poblacién de buhos permanecera igual.

wWIiN

Sit=2 = X3 =§x2 =

3.- Encuentra la solucion para el modelo en general.
Daremos valores a t.

Sit=0 = x; = kx,

Sit=1= x, = kx; = k(kx,) = k*x,

k(ksz) = k3x0

Sit=2 = x3 = kx,

Por lo tanto: x, = k™x,.
C.3 PROBLEMA DE EMPLEO

En una economia sabes que el nimero de empleados en el periodo t + 1 es
una proporcion del numero de empleados del periodo anterior.

1.- Escribe un modelo que describa la dinamica del empleo.

Xt+1 = 4%

donde g es la proporciéon de empleados que sigue empleada.

2.- Encuentra una soluciébn de la ecuacion que representa el modelo
matematico, si sabes que la proporcion de personas que sigue empleada es la

mitad y que la poblacion inicial es de 100 personas. ¢Qué pasard con el nUmero
de empleados a la larga?

= ig =21 t _1
Xer1 = X SiQ = Y2 entonces X1 = - X;.
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Damos valores a t:

Sit=0= x; = %xo
Sit=1 = x, = %xl = %(lxo) = (1)2 Xg
(@) =)= () =

1\" . n" ..
Por lo tanto: x,, = (5) xo. A la larga, si n - o entonces (5) tiende a cero

Sit=2 = X3 :%xz =

N =

por lo que las personas empleadas desapareceran. En general, si ¢ < 1, toda la
gente quedara sin empleo a la larga y si g = 1 el numero de personas empleadas
permanecera igual.
3.- Encuentra la solucion para la ecuacién del modelo original que planteaste.
Daremos valores a t.
Sit=0 = x; = qx,
Sit=1= x, = qx1 = q(qx) = q*xg

Sit=2 = x3 = qx, = q(q*x9) = q>x

Por lo tanto: x,, = q"x,.

C.4 PROBLEMA DE EMPLEO — DESEMPLEO

Supongase que Xx: representa el nimero de personas empleadas en el periodo
t y yt el nimero de desempleados en el mismo periodo. La fuerza laboral se
mantiene constante. Sean p la probabilidad de que una persona desempleada
encuentre trabajo en cualquier periodo dado y q la probabilidad de que una
persona empleada continle empleada.

Encuentra un modelo que describa la dinamica del empleo y el
comportamiento del mismo a largo plazo.

1.- Encuentra un modelo que describa la dindmica del empleo. Escribelo en
notacion matricial.

Xir1 = qX; + DY
Yer1 = A —q@x, + (1 —p)y,
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En notacion matricial:

Gen)=(2q 120)G)
Vi1 1-q 1-p/\y:
X1 = A%,

A una ecuacioén de esta forma se le llama ecuacion en diferencias, puesto que
X1 depende de la anterior, x;. Las variables x; y y, estan en funcion del tiempo t.
El tiempo es un valor discreto (mensual o anual) por lo tanto x; y y, son funciones
discretas.

2.- Encuentra una solucion para el sistema anterior. Verifica que es solucién.

Propongamos X1 = k% y, por lo tanto, x, = k'¥. Se sustituye para
comprobar que es solucion.

X1 = AX,
k1 = Ak'D
k1% = k' (AD)
k'(AD)—k'*15 =0
Esta ecuacion puede escribirse como:
k'(AD)—k'kv = k'(AD — k¥) = 0
Entonces k=06
Av—kv =0
(A—kDT =0
Por lo tanto, k y v tienen que cumplir la e_cuacién anterior. Como ¥ = 0 no
tendria sentido, entonces se necesita que v # 0. Es decir, el sistema debe tener
solucion multiple por lo que |A — kI| = 0.
3.- Resuelve usando los valores q =%y p = 1/3.

Sustituyendo los valores se tiene:

Xep1 =1/2x,+1/3y;
Yer1 = 1/2x, + 2/3y,
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Usando los valores dados se resuelve el determinante anterior, |A — kI| = 0.

-k 1/3
PR RIS
3

Ty A9 4 74 4924 7 5
K= 6i\/36 4(6) _ ei\/ 36 e
2

Porlotanto ky =1y k, = %.

Para encontrar los vectores v se sustituyen los valores anteriores de k en la
ecuacion (A—khHv=0.

Para k; = 1 tenemos:
(2 1)) = o)
—%xl + %xz =0
xXq = §x2 >V = (gxz,xz)

Se llega a una infinidad de soluciones, todas generan una misma linea recta.

Se obtiene una familia de vectores asociados a este valor de k. En términos del
problema basta con elegir uno.

Seax2 =3 >x1=2 >V, = (2,3)
Para el valor de k; = 1 tenemos como vector a v; = (2, 3).

. 1
Hacemos lo mismo para k, = p

1/3 1/3
(1;2 1?2) (i;) - (g)
%xl + %xZ =0

X1 =—X; 2V =(—X3,X3)
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Se llega a una infinidad de soluciones, todas generan una misma linea recta.
Se obtiene una familia de vectores asociados a este valor de k. En términos del
problema basta con elegir uno.

Seax, =1 =2x;=-1=v,=(-1,1).

Para el valor de k, = 1/6 tenemos como vector a v, = (—1,1).

En este momento se formalizaron los conceptos de valor, vector y espacio
propio, por lo que usara el simbolo 4 para el valor propio.

4.- Dibuja en un plano cartesiano los vectores propios y los espacios propios
que encontraste. ¢ Cual escogemos? ¢ Por qué? ¢Hay otras soluciones?

Espacio propio =recta
Valor propio 1/6

Espacio propio =recta
Valor propio 1

Hacen la grafica de la recta que genera el vector (-1, 1) y la recta que genera
el vector (2, 3). Se puede escoger para 4; = 1 cualquier v = ze,xz). Para 4, =

% cualquier multiplo del vector (-1, 1) tiene el empleo negativo, por lo que no se
puede escoger ningun multiplo.

5.-Supongamos que como condiciones iniciales tenemos al vector v =
(12,18). ¢Este vector se puede generar con alguno de los vectores propios
encontrados? Si el vector inicial es v = (100,50), ¢se puede generar con alguno
de los vectores propios?

(13) =6 (:) por lo tanto este vector es multiplo del vector propio v; = (2, 3).

Esta en el espacio propio de 4; = 1.
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(15000) " “(g) y (15000) + a(_ll) por lo tanto este vector no es mudiltiplo de

ninguno de los vectores propios. No esta en ninguno de los espacios propios.

6.- Teniamos que x;,1 = AX;. Si v; Y U, son vectores propios de una matriz A
asociados a sus valores propios correspondientes A4; y 4, entonces la
combinacion lineal de ellos también es solucion. Definimos: X, = ¢;A{7; + ¢, A57;.
Demuestra que es solucion.

Se necesita demostrar que X, = ¢;A{7; + ¢, 45D, es solucion de X, ; = AX,.
Como X; = ¢;A{7; + c,A57, entonces X, 1 = 12517, + ¢, 45717, .

7t+1 = Clli-'-l‘l_?l + Cza.g'-lﬁz = Cllill"_)l + C2151252=
ClliAT]l + CzlgA”l—?Z = A(Cll‘iﬁl + Czlg”ljz) = Aft

Por lo tanto x;,; = AX;, lo que quiere decir que la combinacién lineal, x; =
c1AiT; + ¢, 457,, es solucidén y representa una familia de soluciones de las
ecuaciones en diferencias.

Si se conoce una condicion inicial es posible usarla para determinar los valores
de las constantes c1 y c2, que representa la unica solucion que, entre todas ellas,
satisface esa condicion.

7.- Supdn que nuestros vectores v = (12,18) y v = (100,50) son vectores
con las condiciones iniciales. Utiliza la combinacion lineal anterior y encuentra
para cada uno el valor de ¢, y c,.

Con el vector v = (12,18):

X, = 1247, + ¢, 257,

(1) = et (@) +e@) ()
12 = 2¢,1t — (%)tc2

18 = 3¢,1t + (%)tc2

Como son condiciones iniciales, entonces t = 0. Se sustituye:

12 =2¢; — ¢,
18 =3¢y + ¢,

30=5¢c; > ¢c1=6
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c;=18—-18 = ¢, =0
(1) =©1(3)+o() ()
Con el vectorv = (100, 50):
X, = 1 A\D; + 457,
(50)= a3+ () (7)

100 = 2¢,1t — (%)tc2

t
50 = 3¢c,1t + (%) Cy
Como son condiciones iniciales, entonces t = 0. Se sustituye:

100 = 2C1 — C2
50=3c; + ¢,

150=5C1 = C1 =30

c2=50— 90 = ¢, =—40
(50) = 6o (3)+ 40 () ()

8.- Haz una grafica de xt cont y otra grafica de y: con t utilizando el vector v =
(12,18).

(o=@ @)+o3) (()-wr()
sico= (32)=©(2) = (1)
N-6()=(2)
) =©(3)=(is)

Sit=1 = (
&

Si t=2 >
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Como ¢, = 0 y 44 =1 para cualquier valor de t se queda en el vector v, =
(12,18), lo cual significa que x;, =12 y y, =18 Vv t. El vector (12,18) se llama
constante.

9.- Haz una grafica de xt con t y otra grafica de y: con t utilizando el vector v =
(100, 50).

() =601 (5)+ 0 () ()
i =0 ()= (50)+ (s0) = (s0)

. 40/6 400/6 _
Sit=l= (;i) = (gg)+ (—4({/6) = (500;6> = (gg.ggg)'

sz () (50)+ (40030 - (220050) - (s31)

. X3\ _ (60 (40/216\ _ (13000/216\  / 60.185
sit=3= (37) = (go) * (—40/216) = (19400/216) = (go.8148)

228



U
Grafica xt

100
90
80
70|
60|

50

empleados

40

30

20

10

0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

tiempo
Equations on screen:

Data Plots:
s Data plot 1
1

~<

100
66.67
61.11
60.19

W N = OfX

Por lo tanto, para la grafica de xt con t tenemos los puntos (0, 100), (1,
66.666), (2, 61.111) y (3, 60.185). Es decir, el numero de empleados decrece a
partir de 100.
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Para la grafica de yt con t se tienen los puntos (0, 50), (1, 83.333), (2, 88.888)
y (3, 89.8148). Es decir, el numero de desempleados crece a partir de 50.

10.- Sustituye X, = c;A 71 + c,A5T, en nuestro ejemplo e interpreta el
resultado cuando t — co.

o= o st = e () (3 ()

Se observa que cuando t —» o no dependera de las condiciones iniciales.

t
Sit —» oo entonces (%) — 0y se tendria:

nmat(®)=a()
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Xy ~ Cq101 (;) — 1¢, 1t (g) = 1c, (g) - 1%,

Por lo tanto, x;,; €s un multiplo de v; = (2, 3), de esta forma la proporcién se
mantiene: hay 2 empleados por cada 3 desempleados.

Si el valor propio es distinto de uno, entonces x,,; aumentaria cada mes por
AX;.

. . 1\! .
Si se analiza la pregunta nueve, a la larga (g) — 0 y se quedara solamente el

vector (60, 90), es decir habra 60 empleados y 90 desempleados. En las graficas
de dicha pregunta se puede observar que a eso tienden los puntos.
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ANEXO D. SOLUCION DE LAS ACTIVIDADES DIDACTICAS DE
VALORES, VECTORES Y ESPACIOS PROPIOS DE LA MATRIZ A

2

—4
Encuentra y grafica Av; y Av,. ¢Qué obtienes como resultado? Dibuja en la
gréfica los vectores v, y v, ¢ Qué observas? ¢Son estos vectores paralelos a Av,
y AV, respectivamente? Cuando el producto da como resultado un vector paralelo,
decimos que el vector es un vector propio de la matriz A. ¢Son vectores propios
de la matriz A?

1.- Sea la matriz A = ( _21) y los vectores v; = (3,-2) y v, = (1,-2).

AT, = (_24 —21) (_32) - (—26)' AV, ¥ ;. Graficamente no son paralelos.

Por lo tanto, no es vector propio de A.
_ (2 —1\(1\_ (4 = - )
Av, = (_4 2 )(_2) = (—8)' Av, | v,. Graficamente si son paralelos.

Por lo tanto, si es vector propio de A.

7

4
Encuentra el vectorAv; y Av,. ¢Son mdultiplos de los vectores v; y v,

respectivamente? Escribe la ecuacion Av = Av y encuentra el valor de 4 en caso
de que se cumpla la igualdad. Dibuja en una gréfica los vectores v4, v,, AV, ¥
Av,. ¢Cuales de ellos son paralelos? ¢Qué representa geométricamente la
constante A? A esta constante, cuando existe, se le llama valor propio de la matriz
A.

2.- Sea la matriz A = ( _58) y los vectores v; =(2,1) y v, = (1,—4).

Av, = (Z :g) (i) = (_63) =3 (i) Av, || v;. Graficamente son paralelos.

Como 4 = 3 el vector Av, es tres veces mas grande que v,.

AV, = (Z :g) (_14) = (32) = ,1(_14). Av, k V,. Graficamente no son
paralelos y no existe A.
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3.- En las siguientes gréficas, ¢ v es vector propio de la matriz A?

A

<\
i

<

~
N

En la primera grafica los vectores no son paralelos por lo que v no es vector
propio. Sin embargo, en la segunda grafica los vectores son paralelos y v es
vector propio de la matriz A.

4.- Sea la matrizA = (; g) y los vectores v, =(6,-5) y v, =(3,—-2).

Explica si son vectores propios de la matriz A y encuentra el valor del valor propio
correspondiente. ¢, Qué significa algebraica y geométricamente el valor propio?

_ _ (1 6\(6\_ (—24\_ (6 _ .
Av, = (5 2) (_5) = ( 20 ) = 4(_5). Por lo tanto, v; es vector propio y
su valor propio es 4; = —4. Av,; es cuatro veces mas grande que v, pero como

el valor propio es negativo cambia de sentido.

Ay, = (; g) (_32) = (Iz) * ,1(_65). Por lo tanto, no existe A, valor propio y
VU, NO es vector propio.

5.- ¢Es v; =(1,4) vector propio de la matriz A = (:g ;)’? Si lo es,
encuentra el valor propio correspondiente.

Av, = (:g ;) (D = (219) = ,1(1) Por lo tanto, no existe 4, valor propio y

4 NoO es vector propio.

3 —2).

6.- Disiv;=(—-1,1) y v, =(2,1) son vectores propios de A = (1 0

Explica.
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El vector v; no es vector propio mientras que v, si lo es porque Av, || V,,
Av, =2V, si A=2 = v, = (2,1) es vector propio.

7.-Sea A= (; g) ¢Es 7 valor propio? ¢ Por qué si o por qué no?
_(—6 6 , :
(A—-AD = ( 5 _5) = las columnas son linealmente dependientes = el
sistema tiene solucién multiple y A = 7 es valor propio de la matriz A.
7 3 . .
8.-Sead = (3 _1). Sin hacer operaciones, demuestra que 4 = —2 es valor
propio de la matriz A.
_(9 3 . : .
A-2I) = (3 1) = las columnas son linealmente dependientes = el sistema

tiene solucion multiple y 4 = —2 es valor propio de la matriz A.

9.- Usando el teorema resumen del algebra lineal di si 4 = 2 es un valor propio

_ (3 2 .
de A = (3 8)' Justifica.
A—-2I= (; é) = las columnas son linealmente dependientes = existe

solucion multiple y 4 = 2 es valor propio de la matriz A.

10.- NO utilices la definicién de valor y vector propio y dime si A = —2 es valor
propio de la matriz A = (; _31)

Se sustituye 4 = —2, en A + 2I. Las columnas de esta matriz son linealmente
dependientes = que existe solucién multiple, por lo tanto, -2 es valor propio.

11.- Sea A = (g :) Sean v;=(-2,3) y v, =(1,1) los vectores propios.
¢, Son linealmente dependientes o independientes?

Los vectores no son multiplos, por lo tanto son linealmente independientes.

12.- Escribe los valores propios y su multiplicidad algebraica si A =
/3 0 0O 0\

51 00 0

3 8 0 0 0|

0 7 2 10

4 1 9 2 3

Los valores propios son los elementos de la diagonal: 1 y 3 con multiplicidad
algebraica dos y 0 con multiplicidad algebraica uno.
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13.- Sin hacer operaciones encuentra algun valor propio de las siguientes
matrices. Explica.

3 6 12
a)A=<4 8 16)

5 10 20

Los vectores columna v, y v3 son multiplos del primero por lo que, los tres son
linealmente dependientes y un valor propio es cero, 4 = 0.

3 00
b) A= (2 5 0>
7 4 9

En este caso la matriz es una matriz triangular inferior por lo que los elementos
de la diagonal son los valores propios: 4 = 3, 4, = 5y 43 = 9.

14.- Escribe una matriz Aaxa que tenga, Unicamente como valores propios al 1,
-1y 3. Justifica.

Como Auxa se necesitan repetir alguno de los valores propios. Puede darse
cualquier matriz triangular o diagonal que contenga estos valores en su diagonal.

1 0 0 0
_ (0 -1 0 0
4=10 0 3 0
0 0 0 3
. . 2 -1 . .
15.- Encuentra los valores propios de la matriz A = (_4 2 ) Explica por qué

uno de ellos es cero.

R J T i
p@ =la-an=> 4 1 |-

A2—41=0=>1, =0y A, =4.
Uno de los valores propios es cero porque la matriz A tiene columnas
linealmente dependientes, no tiene inversa y tiene determinante igual a cero.

16.- Escribe una matriz A2x2 (no diagonal ni triangular) que tenga como valor
propio al cero.

Cualquier matriz que tenga columnas linealmente dependientes, determinante
2 6 )

igual a cero o no sea invertible. Por ejemplo: 4 = (4 12
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17.- Escribe una matriz Asxs que tenga como valor propio al cero, es decir, 4 =

0.
Cualquier matriz que tenga determinante igual a cero, no sea invertible o tenga
1 3 2
columnas linealmente dependientes. Por ejemplo: A= |2 6 4
3 9 6

18.- ¢Cuéantos valores propios distintos puede tener, cuando mucho, una
matriz Aaxa?

Existen a lo mas cuatro valores propios distintos. El polinomio caracteristico es
de grado cuarto por lo que tiene a lo mas cuatro soluciones distintas, es decir,
cuando mucho cuatro valores propios distintos.

Si tuviera cinco valores propios existirian cinco vectores propios linealmente
independientes, uno por cada valor propio, pero el espacio es R* = cinco vectores
serian linealmente dependientes. Por lo tanto, maximo hay cuatro valores propios
distintos.

19.- ¢ Cuél de las siguientes afirmaciones es verdadera? Justifica.

a) Los valores propios de una matriz A triangular superior son
exactamente los elementos de la diagonal diferentes de O.

b) Las matrices semejantes tienen siempre los mismos vectores
propios.

c) Si Asxs tiene menos de cinco valores propios diferentes, entonces
A no es diagonalizable.

d) Los valores propios de una matriz no necesariamente deben ser
distintos de cero, pero los vectores propios deben ser distintos del
valor cero.

Los incisos a), b) y ¢) no son verdaderos por las siguientes razones: a) los
valores propios son todos los elementos de la diagonal en una matriz triangular
superior, b) las matrices semejantes tienen los mismos valores propios, no los
vectores propios y c) Asxs puede tener menos de 5 valores propios y ser
diagonalizable. El enunciado verdadero es d) cero puede ser valor propio pero el
vector cero no puede ser vector propio.

20.- ¢ Cual de las siguientes afirmaciones es FALSA? Justifica.

a) Una matriz Anxn N0 es invertible si y sélo si 0 es un valor propio de A.
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b) Un vector fijo de una matriz de probabilidad de un proceso de Markov
es realmente un vector propio.

c) Si vy y v, son vectores propios linealmente independientes de A
entonces corresponden a distintos valores propios.

d) Si dos matrices A y B son semejantes entonces tienen los mismos
valores propios.

Son verdaderos los incisos: a) si cero es valor propio la matriz no es invertible,
b) el vector punto fijo de un proceso de Markov es un vector propio y d) las
matrices semejantes tienen los mismos valores propios. El inciso c) es falso
porque los vectores propios son siempre linealmente independientes aunque
correspondan a un mismo valor propio, por lo tanto, esta es la respuesta.
21.- Si las columnas de A son linealmente independientes entonces
a) det(A) #0.
b) No tiene a 0 como valor propio.
c) Elsistema Ax = b tiene solucion Unica para todo b.
d) Todas las anteriores.
e) Ninguna de las anteriores.
Si la matriz A tiene columnas linealmente independientes entonces el

det(A) # 0, AXx = b tiene solucion Unica para todo b y cero no puede ser valor
propio, por lo que la respuesta correcta es el inciso d) todas las anteriores.

22.- Sea A valor propio de la matriz A. La matriz A es invertible, es decir, existe
Al Demuestra que A1 = % es valor propio de la matriz Al. (Recuerda la

definicion de valor y vector propio: A es valor propio de A si existe ¥ # 0 tal que
Av = 2v.)

AT = Av
A 1Av = A
Iv=A1v

1, p=4a%
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Ao =419
Por lo tanto, A~ 1es valor propio de la matriz AL,
23.- ¢, Cudl es la definicion de valor y vector propio?
Av = Av, donde A es el valor propio y v es el vector propio.
24.- ¢ Qué significa algebraicamente la definicién anterior?
Al multiplicar la matriz A por el vector v, se obtiene un multiplo del vector v.
25.- ¢ Qué significa geométricamente la definicion anterior?
Los dos lados de la ecuacidn representan vectores paralelos.
26.- ¢ Como obtienes los valores propios?

Con la ecuacion caracteristica, p(1) = |A — AI| = 0, puesto que se quiere que
el sistema homogéneo (4 — AI)v = 0 tenga solucion multiple.

27.- ¢, COmo obtienes los vectores propios?

Para cada valor propio, se sustituye el valor propio 4 en la ecuacién (4 —
Alv = 0 y se resuelve el sistema homogéneo, espacio nulo.

28.- Encuentra los valores, vectores y espacios propios de la matriz A =
2 3
G 6

Valores propios:

|2—/1 3
3

_ _ A _ —_ Qg — 32 _
e =@ D6-H-9=2+42-21

A+ 41-21=0= 1, =-7y A, =3.

Vectores propios:

Para A, = —-7:
(3 DG)=0)
3x;1+x,=0
X, = —3x; =27V =(x1,—-3x1)
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Seax1=1 :>x2:—3 :>1_71:(1,—3)

Para el valor de 4; = —7 el vector propio asociado es v; = (1, —3).

Para 1, = 3:
(5 25)G)=0)
—x1+3x, =0

x1 =3x;, 2V =(3x3,x3)

Seaxz =1 = X1 =3 ﬁ”l—?Z = (3,1)
Para el valor de 4, = 3 el vector propio asociado es v, = (3,1).

Espacios propios:

E_; =gen{v } = gen{(1,-3)} = unarecta.
E; = gen {v,} = gen {(3,1)} = una recta.
29.- Encuentra los valores, vectores y espacios propios de la matriz A =

-1 -3 -9
< 0 5 18). Encuentra la multiplicidad algebraica y geométrica.
0o -2 -7

Valores propios:

-1-2 -3 -9
pA)=lA-al=| 0 5-12 18 [=(-1-2)A%*+21+1) =
0 -2 -7-2
valor propio: 4; = —1 con multiplicidad algebraica tres.

Vectores propios:

0 -3 -9\ /%1 0
(0 6 18 |(X2|=|0]=>x,+ 3x3=0
0 -2 -6/ \X3 0

Por lo tanto:
X1 = X
Xy = — 3x3
X3 = X3
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Dos variables arbitrarias, dos grados de libertad = v, =(0,-3,1) y v, =
(1,0,0).

Espacio propio:
0 1
E_1=gen{<—3>,<0>} = plano en R® que pasa por el origen. La

1 0
multiplicidad geométrica es uno.

30.- Encuentra los valores, vectores y espacios propios de la matriz A =
3 -5
G 23)

Valores propios:

3—-1 -5

_ 22 _
1 _1_/1—1 2A+2 >

p(A)=1A—-2l| =

valores propios complejos: 44 =1+4+i y 4, =1 —1i con multiplicidad algebraica
uno cada uno.

Vectores propios:
Parad; =1+i:
2—-i -5 X1\ _ (0 _ .
( 1 _Z_i)(xz)_(o):xl—(2+l)x2
X2 = Xy
Una variable arbitraria, un grado de libertad = v; = (2 +i,1)

Espacio propio:

E,.i=gen {(2 ;‘ l) } = plano en C?. La multiplicidad geométrica es uno.

Parai, =1—1i:

G753 )GE) =)= x=e-dx

Xy = Xy

Una variable arbitraria, un grado de libertad = v, = (2 - i,1)
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Espacio propio:

E,_;=gen {(2 I i) } = plano en C?. La multiplicidad geométrica es uno.

31.- Encuentra los valores, vectores y espacios propios de la matriz A =
4 0
(o 4)

A =4 pues A es una matriz diagonal y los elementos de la diagonal son los
valores propios.

Si se resuelve el polinomio caracteristico:

4—-2 0

|A—AIl = 0 4—2

= (4-2D*=>21=4

32.- La siguiente matriz A tiene como valor propio a A = -1. Encuentra los
vectores propios y el espacio propio asociado a este valor propio. ¢Qué
representa graficamente el espacio propio? No necesitas dar la ecuacion

3 2 4
caracteristica. A=(2 0 2|.
4 2 3

Vectores propios:

A-ADv =0

4 2 4\ /%1 0
2 1 1])(*2)= 0>
4 2 4/ \X3 0

2x1+ Xy + 2x3=0

X1 = X1
Xy = —2x1 - 2x3
X3 = X3

Por lo tanto, los vectores propios pueden ser: v; =(1,-2,0)yv, =(0,-2,1) y

1 0
el espacio propio es E_; = gen {(—2) ,<—2>
0 1

dos grados de libertad y dos vectores propios el espacio propio es un plano en R3.

. Al tener dos variables arbitrarias,
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33.- Encuentra una base para el espacio propio correspondiente a cada valor
propio dado. Encuentra la multiplicidad geométrica de los espacios propios. Sea

A= (g ‘1’) Ay=1y4, =5.

Valores propios conocidos:
Ay =1y, =5.
Vectores propios:
Para 4; = 1:
(z o)) =(g)=m=0
X3 = Xy
Una variable arbitraria, un grado de libertad = v; = (0,1)

Espacio propio:

E{ =gen {((1)) } = recta en R?. Multiplicidad geométrica uno.

Para 1, = 5:
0 0)\(*1_ (0 _
(z _4) (xz) - (0) = X1 = 2%
X2 = Xy
Una variable arbitraria, un grado de libertad = v, = (2,1)

Espacio propio:
_ 2 2 C .
E; = gen {(1) } = recta en R<“. Multiplicidad geométrica uno.

34.- SIN hacer calculos encuentra un valor propio, dos vectores propios y el
2 4 6
espacio propio de la matriz A = (2 4 6). ¢Por qué se piden dos vectores

2 4 6
propios?
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Las columnas de la matriz son linealmente dependientes por lo que 4 = 0.
Para los vectores propios:

le+ 4x2+ 6X3 =0

x1+ 2x2+ 3x3:0

X1 = —sz — 3.X3
X2 = X3
X3 = X3

Por lo tanto, como hay dos grados de libertad o dos variables arbitrarias se
necesitan dos vectores propios: v; = (-2,1,0) y v, = (-3,0,1).
El espacio propio es E, = gen {v; y U}, plano en R3.
35.- Sea Anxn. Di si es falso o verdadero. Justifica.
a) Si Av = Av para alguna v, entonces A es valor propio de A.
b) A es noinvertible & A =0.
c) A es valor propio de A < (A — AIv = 0 tiene solucion mltiple.

d) Puede ser dificil encontrar un vector propio de A, pero es facil
comprobar si un vector dado es un vector propio.

e) Para encontrar los valores propios de A se reduce A a su forma
escalonada.

f) SiAv = Av paraalguna A = 7 es vector propio de A.

g) Un espacio propio de A es un espacio nulo de cierta matriz.

Inciso a) Verdadera. Es la definicion de valor y vector propio.

Inciso b) Verdadera. Si A = 0 las columnas de la matriz son linealmente
dependientes y el determinante es cero por lo que la matriz no es invertible.

Inciso c¢) Verdadera. Para que A sea valor propio se necesita v # 0, por lo que
el sistema homogéneo debe tener solucion multiple.

Inciso d) Verdadera. Para encontrar el vector propio debe resolverse el
sistema homogéneo y si la matriz es grande puede involucrar muchas
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operaciones. Sin embargo, para comprobar si un vector dado es vector propio
solamente se necesita resolver Av = Av.

Inciso e) Falsa. Para encontrar los valores propios debe resolverse el
polinomio caracteristico.

Inciso f) Verdadera. Es la definicién de valor y vector propio.

Inciso g) Falsa. El espacio propio es el espacio generado por los vectores
propios.

36.- ¢(Como obtienes los espacios propios? ¢Qué es la multiplicidad
geométrica?

Para cada valor propio 4, E; =gen{v}, es el espacio generado por los
vectores propios. La multiplicidad geométrica es la dimension del espacio propio.

37.- Dime una aplicacion de estos conceptos.

Diagonalizacién, ecuaciones en diferencia y solucién de ecuaciones en
diferencias.

38.- En una sociedad hay dos partidos politicos. Se van a llevar a cabo
elecciones y la gente vota por uno de los dos partidos. Sea q la probabilidad de
gue si una persona voto en la eleccién anterior por un partido vuelva a votar por el
mismo en la siguiente eleccién y sea p la probabilidad de que cambie su voto.
Encuentra un modelo que describa cuantas personas votaran por un Mmismo
partido y cuantas por otro en el tiempo t. ¢Cémo lo resolverias? ¢Qué datos
necesitas?

Es una ecuacion en diferencias.

Xtr1 = X + PY:
Yer1 = A —@x, + (1 —p)y,

donde x; es el numero de votos por el partido A y y, es el numero de votos por el

partido B. La solucién es ¥, = A'v donde A es el valor propio y ¥ es el vector
propio. Se necesitan las probabilidades p y q.
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ANEXO E. TABLAS

En este anexo se presentan algunas de las tablas que se realizaron para

estudiar las construcciones mentales de los alumnos. Las partes entre comillas se
copiaron idénticas al texto escrito por los alumnos.

E.1 PROBLEMA DE LAS PATINETAS VOLADORAS

Pregunta 1
UN MEDIO RESP DOS MEDIOS RESP
1 | Ec vectorial y algebraica Correcta | Ec vectorial Correcta
2 | Suman los dos vectores Incorrecta | Ningln escalar nos Correcta
lleva a (107, 64)
3 | Ec vectorial y algebraica Correcta | Ec vectorial Correcta
4 | Ec algebraica. Primero plantean mal, pero Correcta | Ec vectorial. Gréfica. | Correcta
luego corrigen
5 | Ec vectorial Correcta | Ec vectorial Correcta
6 | Ec vectorial y algebraica Correcta | Ec algebraica Correcta
7 | Ec vectorial y algebraica Correcta | Explican Correcta
8 | Ec vectorial y algebraica Correcta | Ec vectorial y Correcta
algebraica
9 | Ec vectorial y algebraica Correcta | Grafican. Hacen Correcta
operaciones.
10 | Hacen gréficas y escriben una ecuacion. Correcta | Ec vectorial y Correcta
Después de la explicacion de clase resuelven algebraica
bien.
11 | Ec vectorial y algebraica Correcta | Ec vectorial Correcta
12 | Ec vectorial y algebraica Correcta | Ec vectorial Correcta
13 | Ec vectorial y algebraica Correcta | Ec vectorial y Correcta
algebraica
Pregunta 2
SOLUCION RESPUESTA
1 | Ecuacion vectorial y | Correcta, solo error en una suma
algebraica
2 | Ecvectorial y Correcta “-7 en alfombra reversa”, “son combinaciones lineales”
algebraica
3 | Ec vectorial y Correcta, “-7 — voy de regreso”, ““ si es combinacion lineal”
algebraica
4 | Ec vectorial y “no te puedes mover -7 horas” Mas adelante 7 horas para atras, es en
algebraica reversa.”
5 | Ec vectorial y Correcta “b =-7 — en reversa”
algebraica
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6 | Ec vectorial y Correcta. No resuelven a partir de (107, 64), pero el procedimiento es
algebraica correcto. Cuando les da un nimero negativo ponen “hacia atras”.

7 | Ec vectorial y Correcta, pero cuando obtienen un resultado negativo dicen “NO ¢
algebraica puede”.

8 | Ec vectorial y Correcta. Resuelven en general y después sustituyen los tres casos.
algebraica

9 | Ec vectorial y Correcta. Cuando les da un nimero negativo ponen “absurdo”.
algebraica

10 | Ec vectorial y Correcta. “b = -7 — camina hacia atras.”
algebraica

11 | Ec vectorial y Correcta. Cuando les da negativo no dicen nada.
algebraica

12 | Ec vectorial y Correcta. Cuando les da negativo no dicen nada.
algebraica

13 | Ec vectorial y Correcta. Cuando les da negativo no dicen nada.
algebraica

Pregunta 3
RESPUESTA

1 | “Podemos llegar a cualquier lugar con x1 hrs de patineta o/y x. hrs de alfombra porque los
puntos (todos) a donde queremos llegar pueden expresarse como una combinacion lineal de los
vectores (patineta y alfombra).”

2 | Resuelven el sistema algebraico. Tienen errores de suma. “Sol. Unica para cualquier a, b.”

3 | Escriben la ec vectorial y algebraica. Grafican.

4 | Ec vectorial y algebraica. “En este caso siempre da solucion porque son dos rectas que no son
paralelas.” “; Como sabemos si tiene solucion para todo a, b? Hago Gauss — Jordan.”

5 | Ec vectorial y algebraica, pero no explican.

6 | “Se puede alcanzar cualquier punto en el plano porque como los vectores se pueden multiplicar
por cualquier escalar € R, puede dar como resultado cualquier valor R. Geométricamente se
puede alcanzar en combinacién cualquier punto porque es como si pudiéramos mover la recta
P a lo largo de toda la recta A, lo que incluiria a cualquier punto en R?. Solo se conservan las
pendientes. Todo tomando en cuenta que son rectas, con otro tipo de curva podria ser
diferente.” Hacen una gréfica.

7 | Escriben una combinacion lineal pero repitiendo los vectores. No explican.

8 | Usan la solucion general que encontraron en Il y concluyen “es posible llegar a todo punto (A;
B) £ R%.” También explican “Graficamente el area sombreada son ptos. a los que se puede
llegar con la patineta y la alfombra.”

9 | “Sipodemos llegar a cualquier lugar en R? nunca a un punto a partir de R*.” Escriben la
ecuacion vectorial.

10 | “Si estuvieran paralelas las rectas 3o+ =ay a + 2 =b, no habria solucion, pero en este
caso, siempre van a tener porque se cruzan.” Escribe la ecuacion vectorial.

11 | Ec vectorial y algebraica. Resuelven por Gauss — Jordan pero no concluyen.

12 | “Sabiendo que los escalares pueden ser cualquier nimero R, sumando los vectores de ambos se
puede obtener cualquier vector.” Escriben la ec. algebraica.

13 | Escriben la ec. algebraica y grafican, pero no explican.
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Pregunta 4

DOS PATINETAS
(LI)

SOLUCION

1 | Solo respuesta “Si, porque son vectores en R? y la casa también se encuentra en R2.”
Incorrecta, podrian ser un solo vector.
2 | Ecvectorial y “Gen. R?. - puedes llegar a cualquier lugar.”
algebraica
3 | Ec vectorial y “.. si tiene solucion. Si esta en R%.”
algebraica
4 | Ec vectorial “Si, puedes alcanzar todo R?.”
5 | Ec vectorial “¥ X,y - generatodo R%”
6 | Ec vectorial y “Si pueden a; y b, tomar todos los valores posibles de R tal que las
algebraica ecuaciones tienen solucion. Por lo tanto el par de vectores pueden
generar todo R%.”
7 | Gauss — Jordan “genera R*si puedo.”
8 | Solo respuesta “Se puede al igual que con los anteriores llegar a cualquier pto.”
9 | Ec vectorial. Gauss | “si genera R*.”
— Jordan.
10 | Ec algebraica “Si puede generarme todo R%.”
11 | Ec vectorial. Gauss | “Si te puedes mover en todo R?.”
— Jordan.
12 | Ec vectorial Gauss | “= se puede mover en todo R?, porque son 2 vectores que tienen
— Jordan. componente i, j.”
13 | Ec vectorial Gauss | “genera R%.”
— Jordan.
DOS SOLUCION
PATINETAS
(LD)
1 | Solo respuesta “también”. Incorrecta
2 | Gauss —Jordan. | “Genera una recta en R*.”
3 | Solo respuesta. “Esta en R? pero los vectores son paralelos - no pueden abarcar todo R* y
no pueden ir a los mismos lugares.”
4 | Ec vectorial “Si, puedes alcanza todo R?.” Incorrecta
5 | Ec vectorial “Genera la recta en R? .. no genera todo R2.”
6 | Ec vectorial y “No puede ir a todas partes porque el vector (6, 9) es un multiplo del (2, 3)
algebraica es decir solo tengo un vector. Si buscamos la solucién del sistema de
ecuaciones como no tenernos valores para los cuales b, solo cuando x =
2y /3 son los lugares a los cuales puedo llegar.”
7 | Gauss —Jordan. | “No puede.”
8 | Solo respuesta “se puede llegar inicamente a A(2,3) V A ¢ R.”
9 | Gauss —Jordan. | “No puedo mov. en otra direccion. Gen una recta en R*”
10 | Gauss —Jordan. | “— recta en R%.”
11 | Gauss —Jordan. | “No puedes llegar a todo R?falta un pivote. Son pivotes que van en la

Gréfica.

misma direccion.”
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12 | Ec vectorial “No se puede mover a todos los puntos solo a (x, 3/2 x)enR.”
Gauss — Jordan.

13 | Ec vectorial “no se puede generar todo R%.”

EN GENERAL

1 | “Si, los vectores necesitan ser diferentes (linealmente independientes). Los vectores q nos
permiten ir a ciertos lugares es porq son 1d.”

2 | “2 vectores pueden llega a R? siempre y cuando no sean miiltiplos uno del otro ni paralelos.”

3 | “Si tengo 2 vectores li generan R2. Si tengo 2 vectores Id genero recta.”

4 | “Para alcanzar cualquier lugar, deben tener el mismo niimero de componentes y vectores (2
componentes, 2 vectores) que del nimero de variables es la dimension. (2 comp, 2 vect. R%) y
gue no todos los vectores sean cero al mismo tiempo.” Incorrecta
Mas adelante: “No, no con todos los vectores llegas a todas partes, con una combinacion de
vectores cero solo puedes “llego al origen”. Mas adelante: No, no hay ningtn lugar especial al
que no puedas llegar.” Incorrecta

5 | “No, porque necesitas que a1 Y @ existan, y q° sean #, Y no paralelos. 2 vectores li = R%.”

6 | “No podemos ir a todos los lugares en R® con dos vectores, ya que pueden ser multiplos, es
decir que en verdad solo te estan dado un vector, uno sobre otro se veran de la siguiente forma
(gréfica) .- solo se puede llegar a puntos que estén en la direccion gque estos tengan que seria en
R? una linea recta por ejemplo en el 2° caso solo pueden llegar a puntos (X, y) tal que x =
2y /3. Por otra parte, si decimos estrictamente 2 vectores (es decir que no estén encimados o
sean el mismo) si es posible llegar a cualquier punto en R%con una combinacion de vectores.”

7 | “NO, xq necesita 2 vectores q se muevan en distinta direccion. NO paralelos.”

8 | “siempre y cuando v1 # Av2 — se puede alcanzar todo R?, si vi = Av, — se puede alcanzar
Unicamente ptos. de la forma Av..”

9 | “Con 2 vectores no siempre se puede llegar a R — tienen que ser linealmente independientes
y no linealmente dependientes. (g) y (8) = generan una recta en R%.”

10 | “Con 2 vectores = R?NO. Los dos primeros son diferentes, necesito que no sean el mismo
vector (multiplos) linealmente independiente”.

11 | “No se puede llegar a R?con todos los vectores ( # linealmente independiente) (Il linealmente
dependiente) Tienen que ser li para poder ir a todo R%.”

12 | “Solo van a todos R? aquellos vectores que sean diferentes.”

13 | “2 vectores = R?pero mientras NO sean paralelos. Si son paralelos solo se llega en ese

plano.”
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E.2 PROBLEMA DE EMPLEO —DESEMPLEO ORIGINAL (ENERO — MAYO 2011)

Pregunta 1

EQUIPO | A | x;,1 = AX;

1 Si | si

2 Si | Si

3 Si | Si

4 Si | Si

5 Si | si

6 Si | Si

7 Si | Si

8 Si | Si

Pregunta 2

EQUIPO | x, = 1'v sust Av—2v=0 | Av = AD

1 Si Si Si

2 Si Si Si

3 No saben despejar no No

4 Si Si Si

5 Sustituyen pero no resuelven | No No

6 Si Si Si

7 Si Si Si

8 Si Si Si

Pregunta 3

EQUIPO | |A — AI| = 0 sol mult p(A) 11=1yllz=%

1 “Sm|A—Al| =07 Si Si

2 “Sol mult |[A — AI| =07 Resuelven Av = no

Av }

3 “|A| £ 0, solucion unica, |A — Al| = 0” Si Si

4 No aclaran, solo resuelven Si Si

5 No aclaran, solo resuelven Si Si

6 “Queremos sol mult — |A|=0, |A—AI| = | Si Se equivocan al
0” resolver

7 “sol mult [A|=0” Si Si

8 “Buscamos que el determinante = 0 para Error de algebra Error de algebra
que tenga sol multiple”
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Pregunta 4

EQUIPO ).1 = 1,1_7= ze,xz) AZ =%,§= (—.X'Z,.X'Z)

1 Si. Familia de vectores, no dan caso Si familia de vectores.

particular.

2 Si, no dan caso particular. Si, no dan caso particular.

3 Si, no dan caso particular. Si, no dan caso particular.

4 Si, dan caso particular. Si, dan caso particular.

5 Sustituyen, pero no resuelven. Sustituyen, pero no resuelven.

6 Si, dan caso particular. Si, dan caso particular.

7 Si, dan caso particular. “gen{ v} =recta” | Si, dan caso particular.

8 Si, dan caso particular, demuestran con la | Si, dan caso particular, demuestran con la

definicion. definicion.

Pregunta 5

EQUIPO | SUSTITUIR

1 Si

2 Si

3 Si

4 Si

5 Si

6 Si

7 Si

8 Si

Pregunta 6

EQUIPO | SUSTITUIR t > o INTERPRETAR

1 Si Dejan en general, | No

no sustituyen A,
y A,
2 Si “Solo dependera | No dan interpretacion.
del vector (2,3).”
3 Si “Todovaa No
depender de A, y
de 171.”
4 Si “No importa el “Siempre va a ver es proporcion de empleados.”
tiempo x; vaa
tender a
c1(2/3,1)”

5 Si “c1(2,3)” “que cuando t — oo el nimero de personas
empleadas sera constante.” Error: mas bien la
proporcion se mantiene.

6 Si “c1(2,3)” “A la larga siempre va a haber una proporcion de 2
empleados por cada 3 desempleados.”

7 Si “c1(2,3)” “siempre serd constante por eso cuando t — o, A; =
1y eso implica que el nimero de empleados siempre
tendra la misma proporcién con los desempleados.”
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Si Si

“cuando t — oo la primera parte de la solucion tiende
a cero, por lo cual la solucidn tiende a la segunda
parte. En el infinito la solucion tiende a ¢, (2,3) que
es constante que es solucion de equilibrio.”

E.3 PROBLEMA DE POBLACION

Pregunta 1
EQUIPO | ECUACION x;,q = kx,
1 “Xpyq = kxg”
2 “Bryy = kB,
3 “Pryq = kP
4 “Xpyq = kxg”
5 Resolvid junto con equipo 4.
6 “Pry; = kB,”
’ “Xep1 = kxe”
8 “Xppq = kxg”
9 “Xpyq = kxg”
10 “Aep1 = kxy”
Pregunta 2
EQUIPO | VALORES t=0, t=1, A LA LARGA
1 Dan valores t=0 y 1, “x tiende a cero”
2 Encuentran los valores para t=0, 1 y 2. “y asi hasta llegar a 0 buhos. Los buhos tienden
a extinguirse.”
3 Encuentran t=0,1, ... 10. “P buhos — 0. A la larga no habra buhos.”
4 Encuentran hasta t=13 “... tiende a 0”
5 Resolvid junto con equipo 4.
6 Encuentran hasta t=5. ““A la larga se acaban los btthos, “P;,1 = kB;”
7 Encuentran t =0 y 1. No concluyen.
8 Encuentran t=0, 1 y 2. “A la larga tiende a cero, es decir los buhos se extinguen.”
9 Encuentran t=0, 1 y 2. giroré = 0. Con el tiempo se van a extinguir.”
10 Encuentran t=0, 1 ...5. “A la larga tiende a cero.”
Pregunta 3
EQUIPO | SOLUCION x,, = k™x,
1 “375(k)t*? solucion en general”
2 . Y EGE .
Xppq = ( / 3) Xo = exponencial
3 “Appp = (2/3)t+1x0, lim G)t — 0.Si0< k< 1=0. Si k> 1= crece siempre”
4 “Sit — oo = 0.Si0< k< 1= decrece. k> 1 = crece siempre. -k no tiene sentido.”
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5 Resolvid junto con equipo 4.
6 “P, = k™B,” Error, deberia ser B, no B;.
7 “kt — ktxO”
t+1

8 “Xpyq = (2/3) x;” Error, deberia ser x, N0 x;.
9 (13 t+1 2

Xt+1 = (2/3) Xo
10 “xp, = k™xy”

E.4 PROBLEMA DE EMPLEO

Pregunta 1

EQUIPO | ECUACION x;.4 = qx,

1 “Sucesion {x,41} = ¢ 1(xp).” También “x,,; = qx,.”Dan valor a x, y ponen varios
Casos.

2 “En+1 = 19", Xp4q = qx;”

3 “ngpq =qtn, mal, x,.; = qx; que pasara en el futuro = El # de empleados del
presente multiplicado por Lo que paso6 en el periodo pasado.”

4 “Xn = qXn_1,%p = X9 @™

5 “Nii1 = qNe”

6 “Leys = qLe”

’ “Xey1 = qxe”

8 “xo9 = tq1,qx¢ = ty, t, = q (#empleados en t,,_,) Para el primer periodo 1, n=1y
gq=1" Supone que q=1, solamente para el primer periodo. Error.

9 My =qne”

EQUIPO | ECUACION x,.4 = qx,

1 “(@)™(x) = empleados” Escriben la solucion no el modelo.

2 “Xes1 = qX¢”

3 “Et+1 — kEt”

4 “Xey1 = qxe”

5 Responden junto con el equipo 4.

6 “Et+1 — kEt”

7 “X¢p1 = qxo” Error deberia ser x;.

8 “Xes1 = qX¢”

9 “Xey1 = qxe”

10 “Xep1 = qxe”
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Pregunta 2

EQUIPO | VALORES t=0, t=1, A LA LARGA

“x, = (1/,)"(100) la poblacién disminuira”

Encuentran parat=1y 2 “y asi hasta llegar a 0.”

Encuentran para t=0,1,2y 3 “— 0~

Encuentran para t= 0y 1. No concluyen.

Responden junto con el equipo 4.

“Etyq = %(100) = 50 A la largaE, 4 tiende a cero, todos estaran desempleados.”

Encuentran para t=0y 1. “A la larga tiende a cero.”

Encuentran para t=0 y 1. “A la larga tiende a cero.”

Encuentran para t=0, 1 y 2. “A la larga todos quedaran desempleados”

P(OOIN OB~ WIN| -

0 X3

1n 1
Xt = q”x0=5 100 n—ow=--50: x, >0

Pregunta 3

EQUIPO | SOLUCION x,, = k™x,

“Xp = (1 /Z)n(IOO) la poblacion disminuira”

« _ t+1 29
Xepr = KX

“xt41 = (q)""1x,” Error, deberia ser x4 N0 x;.

“x; = q"xy” No explican.

Responden junto con el equipo 4.

“En — anO”

“Yrs1 = (@ 1x”

VN OO|O B (WIN -

NZE! ] _ _
“App1 = (E) x;” Encuentran la formula haciendo t=0, 1 y 2 y se equivocan al

ponerla en general, deberia ser x, no x;. En los pasos lo hacen bien.

. NZE!
Sustituyen para t= 0,1 y 2 y concluyen “x;,1 = (E) xo”

113 — n bE)
10 Xn = q"Xg

E.5 PROBLEMA DE EMPLEO —DESEMPLEO REDISENADO (AGOSTO 2011 A ENERO 2014)

Pregunta 1

EQUIPO | SISTEMA DE ECUACIONES
Xt+1 = qX¢ + PY;
Yer1=A—q@x,+ (A —p)y:

Si. Ademas, encuentran t=0, t=1y van sustituyendo.

Si

Si. x¢1q = qx¢ + pye Y luego x, = q"xy + p™y,y. L0 mismo para y;.
Si

Si.

Si.xp =q"xp_ 1 +P"Yn-1YXn =q"x +p"yo.

Sixi 1 = qx¢ + 0y — xp = q"xo + p"yo. LO Mismo para y;.

Si

OO |N|O|O|R|WIN|F-

Si. x;p1 = qx¢ + pye Y luego x,, = q"x¢ + p™y;. Lo mismo para y;.
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EQUIPO | SISTEMA DE ECUACIONES NOTACION MATRICIAL X;4q =
Xt+1 = qX¢ + PYe Ax,
Yer1=A—-q@x + (A —-p)y,
1 Si. “AX, = X;,.," Deberia ser X;.
2 Escriben varias ecuaciones hasta que llegan a Si. “Ecuacion en diferencias”
las correctas.
3 Si. Si. “Ecuacion en diferencias”
4 Si. Si. “Ecuacion en diferencias”
5 Resuelven junto con equipo 4.
6 Si. Si. “Ecuacion en diferencias”
7 Si. Si.
8 Si. “AogX; = Xp41” Mal ponen 4, en
lugar de A.
9 Si Si
10 Si. Si. “Ecuacion en diferencias”
Pregunta 2
EQUIPO | SUSTITUIR X1 = AX,
1 Si. Encuentran x;, x,, x3 y los dejan expresados Si
en funcion de x,. Van elevandop,q,1-pyl—q,
encuentran las potencias. Resuelven suponiendo
que x; Yy y; valen 100.
2 Si. Encuentran x4, x,, primero con los valores Si
dados y luegon con py g. Escriben q".
3 Si Si
4 Si Si
5 Si Si
6 Si. Dicen: “hay que elevar la matriz, hay que Si
elevar cada componente de la matriz, es un escalar
a la n por un niimero.”
7 Si. Primero escriben el sistema elevando los Si
coeficientes a la n.
8 Si Si. Escriben “x; = gqfxy”
9 Si. Si. Despejan utilizando la inversa.
Piden que el determinante sea
distinto de cero “|A| # 0,
A_lft+1 =X
EQUIPO | PROPUESTA DE SOLUCION | SOL MULTIPLE
SOLUCION DADA DETERMINANTE
1 “Yep1 = (gt + (y)p®y | Sustituyen. | “es un sistema homogéneo. - tiene
“Veur = (k)1 — )t + solucion unica pero no se puede pues
(y:)(1 — p)*”. Exponencial, (A-k1)=0y se harfatodo 0 = 7 = 0 -
pero no correcta. tiene solucion maltiple y el det(A-
kI)=0"
2 “x; = A™'x%,,,” Incorrecta. Sustituyen. “|A-kl|=0 = solucion multiple. |A-
“Ne =q' %+ P00 Y “Ye = kl|= 0 = no es invertible
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A='x+ A =p)y”
Exponencial, pero incorrecta.

3 Despejan de la ecuacion Sustituyen “k #0 = (A-kl) 7= 0 - solucién

matricial. “%, = A*(X,)” multiple. |A-kl|=0, det=0, .. columnas
Id.

4 Despejan de la ecuacion Sustituyen “Por ser un sistema homogéneo,
matricial. “xX, = A 1(x,)” solucién multiple, sean Id, no haya

inversa, det=0, |A-kl|=0 sol multiple.”

5 Resuelven con equipo 4.

6 “Fep1 = A%,y “x, = Sustituyen. | “Sistema homogéneo, solucion unica
kt%” Correcta 0 multiple, como ¥ no puede ser cero,

solo hay solucion mdltiple = |A-
kI]=0.”

7 “X, = (A'A) 'A%, 1”7 Sustituyen. “v # 0 |A-kI|=0"

Incorrecto, minimos
cuadrados. “x, = k‘v”
Correcta

8 “Teor = (A)F1E” y “xe = | Sustituyen. | “k#0 = (A-kl) 7=0, 7 # 0 = (A-
Q%0 + V0" Y “Visr = kl)= 0 sistema homogéneo, solucion
(1 —q)txy” y“x, = k'v” multiple, solucién tnica” Marcan la
Correcta solucion mdaltiple pero no dicen nada

del determinante.

9 Escriben x; y y,, sustituyen Sustituyen. “Es un sistema homogéneo que puede
para encontrar y,. Dejan en tener 2 soluciones, pero es absurdo
general y, con exponencial. que sea solucion tnica= 7 = 0 - |A-
Incorrecto. kI=0.”

10 “A=(xX) Yo"y “Xp = Sustituyen. | “k#0=>(kI-A) 7 =07 = 0 = S.H.
ktv” Correcta tiene SM = det = 0 = |A-kI|=0”

Pregunta 3

EQUIPO | PROPUESTA DE SOLUCION SOLUCION | SOL MULT.

DADA DETEMINANTE.

1 Resuelven usando Gauss Jordan. Suponen un Sustituyen “sistema
valor y resuelven. También resuelven en general homogéneo tiene
conpyaq. por lo menos una

solucion trivial y
tiene sol multiple,
nos sirve la
multiple |A —
ql|=0”

2 Encuentran X1, y1. Encuentran X, y sustituyen los Sustituyen “Por ser
valores de x1, y1. No concluyen. homogéneo,

necesitamos que
haya solucién
maltiple (y no sélo
sol. trivial). Sm—
1.d. — |A-qI|=0”

3 No intentan nada. Sustituyen Hacen el despeje

correcto y dicen
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que es
homogeéneo, pero
no dicen nada del
determinante.

No intentan nada.

Sustituyen

Hacen despeje
correcto. Llegan a
“A—qDv =0
q=?, v =?"

Despejan usando la inversa. “X;,q; = AX; X; =
-1z I
A™ Xeyq

Sustituyen

“sistema
homogeéneo -
tiene solucion
matliple o trivial
pero esta no sirve”

Encuentran la solucién x, = q*v

Sustituyen

“Por ser
homogeéneo se
llega a solucion
trivial o multiple.
Sin embargo sélo
nos es til la
solucién maltiple.
AA—qD™t >
|A-gl|=0.”

No intentan nada

Sustituyen.

Para despejar
dividen entre un
vector. Después lo
hacen
correctamente.
“Por ser
homogéneo llego
a solucion
maltipley a
solucion trivial,
pero la trivial no
me sirve.”

Llegana x, = q'x,.

Sustituyen

“Sist homogéneo:
S.lnica-v=06
S.Mult-1d, —» A
inversa — |A-
ql|=0"

Despejan usando la inversa. Elevan cada
componente de la matriz a la t+1. Hablan de hacer
Gauss-Jordan.

Sustituyen

Llegan a “qu —
Au=0”
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EQUIPO

r(d)

A, V1Y E;,

A2, U2y E;,

1 Si Si, dan caso particular. Si, dan caso particular.
Encuentran el espacio Encuentran el espacio
propio. propio.

2 Si Si, dan caso particular. Si, dan caso particular.
Encuentran el espacio Encuentran el espacio
propio. propio.

3 Si Si, no dan caso particular. | Si, no dan caso particular.
No encuentran el espacio | No encuentran el espacio
propio. Lo hacenen la propio. Lo hacen en la
siguiente clase. siguiente clase.

4 Si Si, no dan caso particular. | Si, no dan caso particular.
No encuentran el espacio | No encuentran el espacio
propio. propio.

5 Si Si, dan caso particular. Si, dan caso particular.
Encuentran el espacio Encuentran el espacio
propio. propio.

6 Si Si, no dan caso particular. | Si, no dan caso particular.
No encuentran el espacio | No encuentran el espacio
propio. propio.

7 Si Si, no dan caso particular. | Si, no dan caso particular.
No encuentran el espacio | No encuentran el espacio
propio. propio.

8 Si Si, dan caso particular. Si, dan caso particular.
Encuentran el espacio Encuentran el espacio
propio. propio.

9 Si, pero ponen “|A — qI| = | Si, dan caso particular. Si, dan caso particular.
0” Resuelven correctamente, | Encuentran el espacio Encuentran el espacio
toman a gt como nombre del | propio. propio.
escalar.

EQUIPO p(d) A,V 5,0,

1 Si. Si, dan caso Si, dan caso particular. Dijeron: “no se

particular. puede pq empleo es negativo”

2 Si. Si, dan caso Si, dan caso particular.

particular.

3 Si. Si, dan caso Si, dan caso particular.

particular.

4 Si. Si, dan caso Si.

particular.

5 Resuelven junto con el
equipo 4.

6 Si. Si. Si.

7 Si. Si. Si.

8 Si. Si, dan caso Si, dan caso particular.

particular.

9 Si. Si. Si.

10 Si. Si, dan caso Si, dan caso particular.

particular.
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Pregunta 4

EQUIPO | GRAFICA. SOLUCION
ESPACIOS
PROPIOS

1 Si (;Z) =1t (é) “Escogemos 7; porque en ,habria empleados
negativo o desempleados negativos”

2 Si “Dado que no podemos tener un nimero de
empleados/desempleados negativos, elegimos la solucion del vector
v, con el espacio E;”

3 Si No

4 Si “Se utiliza el de los positivos.” “Tomariamos el espacio generado
por 7; = (2,3) porque es el Gnico que tiene las dos entradas
positivas y el modelo exige que las variables sean positivas. Las
otras soluciones estarfan en R?”

5 Si “Se escogeria el E1 porque sino con £ /¢ X seria negativo y eso no
es posible.”

6 Si “Escogemos E; xgq ambas componentes de ¥; son positivas” “escojo
A4 porque no tiene negativos su vector propio.” “Escojo el E; y los
vectores propios correspondientes porque son positivos.”

7 Si “en el espacio 2 no xq tenemos negativos v, = (—1,1) (por
definicion de las variables) Escogemos el espacio 1 v; = (2,3)”

8 Si “Escogemos E; porque sus componentes son positivos.”

9 Si No responden

EQUIPO | GRAFICA. SOLUCION

ESPACIOS
PROPIOS

1 Si. “La solucién es 44 v; = (2,3)”

2 Si. “Escogemos (2,3) = v; porque (-1,1) no tiene sentido en la

realidad no hay negativos empleados/desempleados.”

3 Si. No contestan.

4 Si. “Escogemos (2,3) por no poder tener (-1,1)

empleado/desempleado.”

5 Resuelven junto con

el 4.

6 Si. “Escogemos el vector U, porque no hay valores negativos en la

vida real.”

7 Si. “(-1,1) no porque es negativo”

8 Si. “(2,3) escogemos este porque el otro es negativo”

9 Si. “(-1,1) NO! Porque no puedes tener -1 desempleados”

10 Si. No contestan.
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Pregunta 5

EQUIPO | v=(12,18) | v = (100,50) NO
=6 51

1 Si Si

2 Si Si “no es multiplo de ninguno”

3 Si Si

4 Si Si “no se puede escribir como combinacién de un vector por ello
para llegar a (100,50) debo tener una combinacion de los dos
vectores”

5 Si Si “no se puede generar ni con ¥; hi con ¥, solos pero como
combinacion lineal se puede”

6 Si Si “no se puede generar con un solo vector pero con una
combinacion lineal si”

7 Si Si “con ninguno ya que no es paralelo a ninguno”

8 Si Si

9 Si Si

EQUIPO v=(12,18) = 6 v v = (100,50) NO

1 “Es combinacion lineal. Esta | Si.

en el espacio”

2 “Este vector esta en el espacio | “No se puede generar con ninglin vector propio. No
propio de E;.” esta sobre ninguna de las dos rectas.”

3 Si. Si.

4 “Esta en el espacio propio.” “No se puede. 4 4”7

5 Resuelve con equipo 4.

6 “Solo 7 = (12,18) pertenece | “No hay A que satisfaga la ecuacion”
a la solucion.”

7 Si. Si.

8 “Esta sobre la recta.” Si.

9 Si. “No es combinacion lineal.”

10 “Esta sobre el esp propio” Si.

Pregunta 6

EQUIPO | SUSTITUIR | Av = Av

1 Si Si

2 Si Si

3 Si Si

4 Si Si

5 Si Si

6 Si Si

7 Si Si

8 Si Si

9 Si Si
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EQUIPO | SUSTITUIR

Av = Av

Si.

Si.

Si.

Si.

Si.

Si.

Si.

Si.

Resuelve con equipo 4.

Si.

Si.

Si.

Si.

Si.

Si.

Si.

Si.

P(OOINDOOTBAWIN|EF

0 Si.

Si.

Pregunta 7

EQUIPO

(12,18)

7 = (100,50)

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si “por el ejercicio 5 ya lo sabemos” | Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

OO|IN|O|OIBWIN|F-

Si

Si

EQUIPO

7 = (12,18)

7 = (100, 50)

1 Si.

Si.

Si.

Si.

Si. “condicion inicial t=0"

AlwiN

“En condiciones iniciales. Aqui da c1=6,
¢2=0 porque el vector (12,18) es
combinacion directa (solo) del vector
(2,3)A,conA=6."

“Para llegar a (100, 50) es necesario usar
€1=30, ¢,=-40 ya que no es combinacion
de un solo vector propio, pero en
combinacion si.”

(6]

Resuelven con el equipo 4.

(ep]

“(12,18) solo es combinacion lineal de
Vl-”

“(100,50) es combinacion lineal de vi y
VZ-”

Si.

Si.

Si.

Si.

Si.

Si.

POl

0 Si. “t=0”

Si. “t=0”

Pregunta 8

EQUIPO | GRAFICA

Xt

GRAFICAy,

CONCLUSION

1 Si

Si

Resuelven con t=0, t=1.

2 Si

Si

“lo mismo parat=1,t=2, ... pues 1'=1"

3 Si

Si

No
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4 Si Si “A la larga si A < 0 entonces se vuelve 0, si es igual a 1

constante, si es A > 0 crece a infinito”

5 Si Si Resuelven t=0, t=1, t=2.

6 Si Si “t—o0 > xt — 12, jp— 187

7 Si Si “se mantiene constante, t= (0,1,2)”

8 Si Si No

9 Si Si No

EQUIPO | GRAFICA x, GRAFICAy, | CONCLUSION

1 Si. Si. “Se mantiene constante dado que A=1"

2 Si. Si. Resuelven con t=0, 1, 2, ... n.

3 Si. Si. “Si A=1 a lo largo del tpo, el valor propio no
cambiari.”

4 Si. Si. “Con A=1 a lo largo del tiempo = cte. AL >0
aumenta a lo largo del tiempo. A < 0 disminuye a lo
largo del tiempo.”

5 Resuelven junto

con el equipo 4.

6 Si. Si. No concluyen.

7 Si. Si. “No cambian porque A=1 y ¢,=0"

8 Si. Si. “Siempre es igual yaque A=1 = A* V Avaaser1”
Error deberia ser Vv t.

9 Si. Si. “» siempre es lo mismo (12, 18)”

10 Si. Si. “t — o0 no cambia nada. El empleo no cambia.”

Pregunta 9

EQUIPO | GRAFICA | GRAFICAy, | CONCLUSION

Xt

1 Si Si (%)t - 0. x; tiende a 60, y, tiende a 90.

2 Si Si Encuentran t=0, 1y 2. “x; tiende a 60, y; tiende a 90.”

3 Si Si No explican.

4 Si Si “A lalarga si A < 0 entonces ese lado se vuelve 0. Si es

igual a 1 constante. Si es A > 0 crece a infinito” Calculan
t=0,1y 2.

5 Si Si Calculant=0, 1y 2.

6 Si Si Calculant=0, 1y 2.

7 Si Si “los empleados disminuyen. Los desempleados

aumentan”

8 Si Si Calculant=0, 1y 2.

9 Si Si Calculant=0, 1y 2.
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EQUIPO | GRAFICA x, GRAFICAy, CONCLUSION
1 Empieza bien en 100 pero la Empieza bien en 50 pero la hacen | Concluyen bien.
hacen para arriba. para abajo. “t » oo = (60,
90)”
2 Si. Si. Resuelve con
t=0,1,2y 3.
“Sit > 00 =
(60, 90) misma
proporcion que
(2,3) vector
propio.”
3 Si. Si. “t 500 =
(60,90).”
4 Dan valores correctos pero no Dan valores correctos pero no “t =
hacen la gréfica. hacen la gréfica. (60,90)”
5 Resuelve junto con el equipo 4.
6 Si. Si. Calculan t=0, 1,
2, 3.
7 Si. Si. “x; =60,
v =90 cuando
t > o0”
8 Si. Si. No explican.
9 Dan valores correctos pero no Dan valores correctos pero no “t > 00 =
hacen la gréfica. hacen la gréfica. (60,90).”
10 Si. Grafican la asintota, x=60. Si. Grafican la asintota, y=90. “x; —» 60 =
baja. y; - 90 =
sube”

Pregunta 10

EQUIPO | SUSTITUYEN | t > CONCLUSION
1 Si « limz — (60Y, « “En el muy largo plazo el nivel de
—00 - A 1
towt ) (90) a empleo sera 60 y el de desempleo 90.”
larga el importante es el
primer término”
2 Si “Cuando t— (60, 90) cte , | “~ (x¢, y;) — (60, 90)”
(40/6', -40/6") tiende a cero
pues dividiremos entre un
nim. muy grande”
3 Si u.(l)oo -1 y (%) - 0” “x = 60, y:90.”
4 Si “Si t—o0 los valores de “ 2 60\, « .
30 = Alal A<0
empleo y desempleo tienen (30) (3) (90) ] a ?rga St
a los obtenidos por entonces se vuelve 0. Si es igual a 1
(c)(A) (vy)” constante. Si es A>0 crece infinito”
5 Si “t—oo depende de v, ya “2 empleados x ¢/3 desempleados”
que A5 por ser fraccion se
hace pequefio”
6 Si t—oo en la pregunta 8 “tiende a (60, 90)” “x tiende a 60
“xg =12,y - 18” porque si t—oo el lado que resta tiende
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a0y el otro a 60. y tiende a 90 porque
t—oo el lado que resta tiende a0 y el
otro a 90.” “a la larga cuando t—o
xXe—60, y; = 90”

7 Si En la pregunta 8§ “se “2 emp x 3 des”
Mmantiene constante” En la
pregunta 9 “(1)* se
. 1\t
mantiene constante (g) se
va a cero”’
8 Si “Cuando t—w A—0” “(60, 90) la fuerza laboral constante”
9 Si No resuelven No resuelven
EQUIPO | SUSTITUYEN t —0 CONCLUSION
1 Si. Resuelven “(x,y) = (60,90) cuando t — c0”
cuando t — oo,
2 Si. tllﬂ}o =60. “Si.t - o0 = (60,90) misma proporcion que
giﬁ —90” (2,3) vector propio.
3 No resuelven.
4 Si. Sustituyen. (%) — 0 tiende a Cero xo, = (X0, Yoo) =
(60,90)”
5 Resuelve junto
conel 4
6 Si. Si. “Cuando t - o = (60,90) para el vector
(100,50). Cuando t —» o = (12,18) el valor
no cambia.”
7 Si. Dan valores a “x; = 60, y; = 90 cuando t —» ”
t=0,1,2y 3.
8 Si. Si. “Cuando t —» o = (60,90).”
9 Si. Dan valores. “t > 00 =(60, 90).”
10 Si. Sacan el limite. ¢

1
“to00 = = 50

o - x¢ — 60,
903’

A yt g
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E.6 EXAMENES

Pregunta:
Encuentra, de la siguiente matriz, los valores, vectores y espacios propios. Encuentra la

multiplicidad geométrica.

NOMBRE | VALOR, VECTOR, ESPACIO PROPIO, MULTIPLICIDAD GEOMETRICA

1 | Adriana Resuelve correctamente pero al dar valores para cada A encuentra dos vectores

propios.

2 | Agustin Correcta

3 | Ainslie Encuentra todo, pero al decir que el espacio vectorial es una recta da una recta
gue no pasa por el origen.

4 | Alonso Correcta

5 | Carlos Correcta

6 | Cynthia Error de &lgebra. Bien procedimiento.

7 | Fabiola Correcta

8 | Francisco | Da un espacio propio y una dimension geométrica con los dos vectores propios.

9 | Héctor Correcta

10 | Jesus Correcta

11 | Jorge A No hizo examen.

12 | Jorge L Correcta

13 | José A Correcta

14 | José | Correcta

15| José M Todo excepto la dimension geométrica por que da una para ambos espacios.

16 | Josiel Da un espacio propio y una dimensién geométrica con los dos vectores propios.
17 | Juan D Correcta

18 | JuanJ Correcta

19 | Luis Correcta

20 | Mauricio | Correcta

21 | Rafael Valores propios correctos, pero para cada uno da dos vectores propios

22 | Roberto N | Correcta

23 | Roberto S | Correcta

24 | Santiago Correcta

25 | Sergio Correcta

26 | Tania Correcta
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Pregunta

Valores y vectores propios.

a) Sin hacer calculos, encuentra un valor propio con sus dos vectores propios
linealmente independientes, el espacio propio y la multiplicidad geométrica
de:

5 5 5
A=(5 5 5>
5 5 5

b) Usando el teorema “resumen” si di A = 2 es un valor propio de:

-G

c) Explica porqué una matriz Azx puede tener, cuando mucho, dos valores

propios distintos.

d) Encuentra una matriz Asxs que tenga como valores propio al 2, 3y 5.

Inciso a
NOMBRE | VALOR, VECTOR, ESPACIO PROPIO, MULTIPLICIDAD GEOMETRICA
1 | Adriana A = 0, pero no explica. Vectores propios incorrectos.
2 | Agustin Supone A = 5. Incorrecta.
3 | Ainslie Supone A = 1. Incorrecta.
4 | Alonso Columnas Id, A = 0.
5 | Carlos Encuentra la ecuacion pero no da valores correctos.
6 | Cynthia A =0, resuelve correctamente pero no explica.
7 | Fabiola "A = 0 porque los vectores son 1d.” Le faltan vectores y espacio propio.
8 | Francisco | Columnas Id, 2 = 0. Vectores propios incorrectos, mult geom correcta.
9 | Hector Incorrecta. “Asignamos a A = 15 se cumple la ecuacion”
10 | JesUs Supone A = 5. Incorrecta.
11 | Jorge A No hizo examen.
12 | Jorge L Columnas 1d, pero concluye “no puedes encontrar nada”. Incorrecta.
13 | José A Columnas Id, 2 = 0.
14 | José | Columnas Id. Encuentra los vectores propios y de ahi deduce 1 = 0.
15 | José M Las columnas son 1d, pero dice que no “puede tener vectores propios, espacio
propio, etc.”
16 | Josiel Supone A = 5. Incorrecta.
17 | Juan D Supone A = 5. Incorrecta.
18 | JuanJ Columnas 1d, pero “no se puede hacer nada de esto”
19 | Luis Obtiene los dos vectores propios correctos, pero no encuentra el valor propio.
20 | Mauricio | Columnas Id, 2 = 0.
21 | Rafael A = 0, pero los vectores propios mal.
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22 | Roberto N | A = 0, vectores Id

23 | Roberto S | Supone A = 1. Incorrecta.

24 | Santiago Columnas Id, 2 = 0.

25 | Sergio Columnsld, 2 = 0.

26 | Tania Columnas Id, A = 0.

Inciso b

NOMBRE | SOLUCION MULTIPLE

1 | Adriana Incorrecta, pues resuelve.

2 | Agustin Incorrecta, pues resuelve.

3 | Ainslie Correcta

4 | Alonso (A — 2I) Id, sol mdltiple.

5 | Carlos Solucién multiple

6 | Cynthia (A — 2I) y encuentra el determinante

7 | Fabiola (A — 2I) y encuentra el determinante.

8 | Francisco | Matriz con vectores li, determinante igual a cero.

9 | Héctor Incorrecta. Resuelve no usa el teorema.

10 | Jesus Determinante igual a cero.

11 | Jorge A No hizo examen.

12 | Jorge L Escribe el teorema pero no sabe aplicarlo.

13 | José A (A — 2I) , renglones Id, soluciéon maltiple, si es.

14 | José | (A — 2I), columnas Id

15 | José M No responde

16 | Josiel (A — 2I) y encuentra el determinante, pero no concluye

17 | Juan D Sustituye en (A — 2I)¥, pero no concluye.

18 | JuanJ Sustituye n (A — 2I)¥, pero no concluye.

19 | Luis |[A—AI|=0

20 | Mauricio | A # 0, pero no dice nada de 1 = 2.

21 | Rafael Incorrecta. “Si es un valor propio porque ademas de que su determinante es
diferente de 0, los vectores li.”

22 | Roberto N | Sustituye en(A — 21)w, pero no concluye. Da la definicion.

23 | RobertoS | (A—ADv=0,|[A—AI|=0

24 | Santiago Solucién maltiple

25 | Sergio Columnas Id, (A — 21)

26 | Tania (A — 2I) y saca determinante. Escribe el teorema.

Inciso ¢

NOMBRE | SOLUCION

1 | Adriana “Aax puede tener maximo 2 valores propios distintos (1) si sus renglones no son
multiplos, y son independientes pues de otra forma sélo tendra un A.

2 | Agustin “Supongamos que A2« es diagonalizable, la diagonal solo tiene 2 valores que
pueden ser iguales o diferentes, es decir los valores propios de A”.

3 | Ainslie “la dimension de una matriz Ay €S 2 1o que implica que se necesita una base con
2 vectores para generar el espacio R?, también sabemos que los vectores propios
son 1i”

4 | Alonso “Una matriz Az puede tener n-vectores propios si y solo si la multiplicidad
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geométrica de todo valor propio es igual a la multiplicidad algebraica y los
valores propios deben ser distintos con vectores propios correspondientes vi y Va,
por lo que v1 y V2 son vectores li y los valores propios son li y también porque el
polinomio caracteristico seria un cuadrado y la ecuacion caracteristica tendria 2
soluciones, ya sea distintas o uno mismo con multiplicidad algebraica 2.”

Carlos

Por teorema

Cynthia

“Aax puede tener a lo mucho dos valores propios distintos ya que, éstos 2 valores
propios distintos generarian 2 vectores propios posibles y asi A puede ser
diagonalizable con exactamente 2 valores propios y 2 vectores propios.”

Fabiola

Si Anxn = tiene a lo mas n valores propios si h = 2 entonces A tiene 2 valores
propios. M&ximo porque su dimensién = 2, es decir, su multiplicidad algebraica
es menor o igual a su multiplicidad geométrica no puede generar un espacio en
una dimension mayor a 2”

Francisco

“no pudiera tener mas valores propios porque necesitariamos una matriz mas
grande” , “para poder tener como minimo 3 valores propios necesitariamos
minimo una matriz 3x3 para que genere p(1) cubica”

Héctor

“ya que al momento de resolver el determinante de |A — AI|, al ser matriz, nos va
a quedar un polinomio caracteristico cuadréatico, lo cual hace que Unicamente
tenga a lo més 2 valores de 1.”

10

Jes(s

Polinomio caracteristico “A puede tener a lo mas 2 vectores”

11

Jorge A

No hizo examen.

12

Jorge L

“un binomio cuadrado y a lo mas podemos encontrar una raiz doble”

13

José A

“porque (A — AI) provoca un p(A) de grado 2, que a lo mas solo puede tener a lo
mas 2 raices cuando |A — Al | = p(A)=0 se resuelve, teorema de g una matriz de
nxn puede tener a los mas n valores propios.”

14

José |

“porque cuando mucho puede tener 2 posiciones pivote. Por ejemplo si fuera una
matriz triangular sus valores propios serian las entradas de la diagonal y tiene 2
entradas con 2 vectores propios li tendria dos valores propios dist.”

15

José M

“cada valor propio tiene un vector propio, si hubiera mas de dos entonces los
vectores propios tendrian que ser Id. Una matriz 2x2 solo puede tener 2 vectores
propios.”

16

Josiel

Responde sobre los vectores propios no los valores propios.

17

Juan D

“a lo mucho 2 val propios distintos, ya que a lo mucho puede generar el plano xy,
es decir, con 2 vectores 1i” “en el caso de la matriz 2x2, resultan 2 lambdas”

18

JuanJ

“Al ser A, la matriz C necesariamente tiene que ser de 2x2, ya que los vectores
propios no pueden tener mas dimensiones que las de la matriz. Al ser C de 2x2, C
! necesariamente es de 2x2, por lo que la matriz diagonal es de 2x2. La matriz D
tiene a los valores propios en su diagonal y ceros en todo lo demas, por lo que si
es de 2x2, a lo mucho puede tener dos valores propios distintos.”

19

Luis

“Una matriz Az Solo puede tener 2 valores propios, ya que se debe obtener un
det(A-AI) que es mi polinomio caracteristico igualado a 0 - se tendran A2 por eso
solo es posible tener 2 valores propios”

20

Mauricio

“porque solo puede tener 2 vectores propios li” correcto, pero “a cada vector
propio le corresponde solo un valor propio”, incorrecto.

21

Rafael

“Porque si pensamos en un matriz diagonal de 2x2, sus valores propios serian los
valores de la diagonal que en este caso son s6lo 2. Por lo tanto, estos valores
pueden ser iguales o distintos pero sélo puede haber cuando mucho, dos valores
propios distintos”.

22

Roberto N

“maximo 2 valores propios distintos debido a que para poder tener valores
propios se necesitan tener vectores 1i” “también pudiera tener solo un valor propio
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con dimension algebraica 2”

23 | Roberto S | “Una matriz Ay solo puede tener 2 valores propios pues solo puede tener 2
ecuaciones li que cumplan (A — AI)v = 0 solo una A que cumpla la restriccién
aunque podria haber muchos vectores propios.” “Aay cuando mucho p(1) =
A?.. =21 =,=1Amultalg 2, = 31 absurdo”

24 | Santiago “A tiene dos variables y esta en R? también es importante sefialar que los
vectores propios son li por lo que s6lo puede haber maximo dos vectores propios,
por lo que también deben existir madximo dos valores propios que necesitamos
para encontrar los vectores propios.”

25 | Sergio “Una matriz A2y, S0lo puede llegar a tener 2 valores propios distintos ya que a la
hora de resolver el polinomio caracteristico es decir |[A — AI | nos va a resultar un
polinomio cuadratico que al igualar a cero solo tendra 2 soluciones — 2 valores
propios”

26 | Tania “Si una matriz es de 2x2, significa que a lo mucho puede tener 2 vectores li y por
lo tanto a lo mucho 2 valores propios. Sabemos por teorema que la dimensién o
multiplicidad geométrica tiene que ser menor, 0 a lo mucho igual, a la algebraica;
lo mayor que puede ser la dimension geométrica de una matriz 2x2 es = 2,
generando todo R2. Si hubiera mas de 2 valores propios, podria haber mas de 2
variables arbitrarias generando algo mayor a R? y esto no se puede”

Inciso d

NOMBRE | MATRIZ DIAGONAL O TRIANGULAR

1 | Adriana Encuentra el polinomio, no escribe la matriz.

2 | Agustin Matriz triangular

3 | Ainslie Matriz diagonal

4 | Alonso Matriz diagonal

5 | Carlos Matriz diagonal

6 | Cynthia Matriz diagonal, pero agrega otro valor propio.

7 | Fabiola Matriz triangular (sup/inf)

8 | Francisco | Matriz diagonal

9 | Héctor Matriz diagonal

10 | Jesls Matriz diagonal

11 | Jorge A No hizo examen.

12 | Jorge L Matriz diagonal, pero Aasys.

13 | José A Matriz diagonal

14 | José | Matriz diagonal

15 | José M Matriz diagonal

16 | Josiel Matriz diagonal

17 | Juan D Matriz diagonal

18 | JuanJ Matriz diagonal

19 | Luis Matriz diagonal

20 | Mauricio | Matriz diagonal

21 | Rafael Matriz diagonal

22 | Roberto N | Matriz diagonal

23 | Roberto S | Matriz diagonal

24 | Santiago Matriz diagonal

25 | Sergio Matriz diagonal

26 | Tania Matriz diagonal
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Pregunta 5

3 MEDIOS SOLUCION
1 | Ec vectorial “sumando los 3 vectores siempre van a ser 1d, ya que por lo menos uno va
Gauss — Jordan. a ser combinacion lineal de los otros 2.” Correcta, pero no contestan.
2 | Ecvectorial y “sobra 1. Sea vz combinacion lineal de vi y va. - gen el plano R%.”
algebraica
3 | Ec vectorial y “como c1, Cz, C3son #’s de cero son 1d.” No contesta.
algebraica
4 | Gauss — Jordan. “son 1d”
5 | Ec vectorial “v1, V2, V3 generan el plano R?1d.”
Gauss — Jordan.
6 | Ec vectorial “Si”. Demuestran que por pares son li.
7 | Ec vectorial “Si puedes llegar a todos lados. Son 1d y 1 es la convinacion de los otros
2.
8 | Gauss — Jordan. Demuestran gue por pares son li.
9 | Gauss — Jordan. “lo correcto es que son 2 vectores y si llegan a R%.”
10 | Gauss — Jordan. “son LD porque es un sistema subdeterminado (2 ec. 3 vectores). Con 2
vectores es suficiente para llegar a R?.” Grafica.
11 | Ec vectorial “sol multiple .. 1d. Gen R?un plano.”
12 | Ec vectorial “~ son Id los vectores. Si puedes llegar a todas partes pero hay una
combinacion de dos.”
13 | Ec vectorial y “son 1d. Generan el plano en R%.”
algebraica
14 | Ec vectorial y “Si se puede llegar a todas partes, pero hay uno que sobra.”
algebraica
3 MEDIOS SOLUCION
1 | Ec vectorial “si podemos llegar a cualquier lado porque los vectores son 1i.”
2 | Ecvectorial y “puedo llegar c/todos a cualquier lugar.”
algebraica
3 “Puedo llegar a cualquier parte. Los 3 vectores son Id — - uno de ellos es
combinacion lineal de los otros. Uno sobra. vi, V2, V3 — generan plano. Me
basta con 2 vectores.”
4 | Gauss —Jordan. | Demuestran que por pares son li. Incorrecta
5 | Matriz “cualquiera mientras 2 de ellos tengan solucion porque el tercero va a ser
aumentada convinacion lineal de los otros dos.”
6 | Gauss—Jordan. | “si”
7 | Gauss —Jordan. | “Cualquier conjunto de los tres permite ir a todos lados.”
8 | Gauss —Jordan. | Demuestra que por pares son li.
9 | No resuelve.
10 | Gauss —Jordan. | “si pueden llegar a (6, -1).”
11 | Ec vectorial “Si se puede llegar a cualquier lado pues los vectores son diferentes —
pero Id, 1 depende de los otros 2 gen el plano R? los vectores vi, Vz, Va.”
12 | No resuelve.
13 | Ec vectorial y “Cualquier conjunto porque cualquier pareja de los 3 vectores eria li. Sobra
algebraica es una suma de los otros 2 v, son 1d.” Demuestra que por pares son li.
14 | Ec vectorial y “Si se puede llegar a todas partes, pero hay uno que sobra.”
algebraica

269




EN GENERAL

1 | No resuelve.

2 | No resuelve.

3 | “Se puede llegar a cualquier lado usando los vectores li (X1 y X2).” Escriben la ecuacion
vectorial.

4 | No resuelve.

5 | “como se demostro arriba el sistema es subdeterminado y por lo tanto es 1d.” No es respuesta.

6 | “Cualquier conjunto de 2 de los tres transportes o los 3, no lo permite un solo vector o 2
vectores “iguales” (v1 = Av2).” Grafica.

7 | “Como no c indetermina genera R®=> q sean li”. Grafica

8 | “Todos permiten llegar, si tomas tinicamente dos medios de transporte a la vez que es lo
necesario, entonces cualquier par de los tres son linealmente independientes. - generan todo
RZ"

9 | No resuelve.

10 | “Con 2 vectores es suficiente para llegar a R%.” Grafica.

11 | “Cualquier par de vectores pueden generar planos en R?siendo li. Si utilizas los tres te queda 1
variable moviéndote en R? pero serian 1d. Sistema subdeterminado — sol multiple vectores 1d 1
° libertad. Lo svectores que no permitirian es cuando los hacemos multiplos y forman 1 recta.”

12 | “Cualquier combinacion de transportes puede generar todo R?dado que no son 1d.” Grafica por
pares.

13 | “Cualquier conjunto porque cualquier pareja de los 3 vectores eria li. Sobra es una suma de los
otros 2 v, son ld.” Demuestra que por pares son li.

14 | “Son linealmente dependientes los 3 vectores. vs €s combinacion lineal de vi1 y v».” Grafica.

Pregunta

Encuentra los valores, vectores y espacios propios de la matriz A = (

2 5)

EQUIPO Valores propios Vectores propios Espacios

A=0y 2A,=4 v1=(1,2), v,=(-1,2) propios
Recta, recta.

1Carolina Si. “la matriz es 1d por lo tanto | Toma una ecuacion. Si Si
una A vaa ser 0”

1 Dulce Si Si Si

1 Mario Si Toma una ecuacion. Si Si

1Cristina Si Toma una ecuacion. Si Si

2Arela Si, pero “4 no puede ser 0 por | Toma una ecuacion. Si, pero solo | Si. Solo para
lo que solo usamos A=4” resuelve para uno. uno.

2Pedro Si Si. “vq y v, son li" Si

2 Sofia Si Toma una ecuacion. Si Si

2 Elias NO HIZO EXAMEN

3 Andrés Si Toma una ecuacion. Si Si

3 Daniela Si Toma una ecuacion. Si Si

3 Rodrigo | “es Id valor propio = 2" NO. Sustituye, no concluye. No resuelve

3 Santiago | Si, pero al encontrar los Sustituye el valor propio y toma | Si, pero con
vectores propios encuentra las columnas como vectores dos vectores
otro valor propio (el nimero propios, dos vectores para cada cada uno. NO
gue multiplica a sus dos valor propio. NO
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vectores propios). NO

4 Daniela Si Toma una ecuacion. Si. Si
“tomamos esta”
4 Imanol NO HIZO EXAMEN
4 Alexis Si Toma una ecuacion. Si Si
5 Jorge Si Toma una ecuacion. Si Si
5 Victor Si Toma una ecuacion. Si Si
5 Mylene NO HIZO EXAMEN
6 Gabriela | Si Toma una ecuacion. Si Si
6 Ricardo Si Toma una ecuacion. Si Si
6 Manuel Si Toma una ecuacion. Dos Si, pero con 2
vectores para cada valor. NO vectores cada
uno.
7 Si Si. Da dos ejemplos, pero parael | Si.
Montserrat espacio propio toma uno
(correcto)
7 Alain Si Si Si
7 Carlos Si Toma una ecuacion. Si Si
7 Miguel Si Si Si
8 Diego Si Toma una ecuacion. Si Si
8 Ana Polinomio bien pero no sabe Si, pero solo para el valor propio | Si, pero solo
resolver y solo encuentra 2=0 | que encontro. para el valor
propio que
encontro.
8 Diana Si Toma una ecuacion. Si. “Dado Si
que son multiplos tomamos s6lo
una fila”
8 Francisco | NO HIZO EXAMEN
9 Si Toma una ecuacion. Da dos Si, pero con
Guillermo vectores Id para cada valor dos vectores
propio. NO cada uno. NO
9 Juan “es un sistema 1d.” 2=-2, pues | Resuelve correctamente. Toma Si, pero con 4
Fernando es el escalar que multiplica a la | una ecuacion. Pero dice que es errénea.
col2 para obtener la col 1. No | para 2=-2 en lugar de 2=0.
encuentra el otro valor propio.
NO
9 Valeria Si Toma una ecuacion. Si Si
10 Raisa Si Toma una ecuacion. Si. “Agarras | Si
cualquiera de las 2 pues son
iguales.” “Vq Yy Vo son li”
10 Fabio Si Si Si
10 Si Sustituye el valor propio y toma | Si, pero con
Elizabeth las columnas como vectores dos vectores
propios, dos vectores para cada cada uno.

valor propio. NO
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Pregunta

SIN hacer calculos encuentra un valor propio con sus dos vectores propios, el espacio
7 7 7
7 7 7).

propio y la multiplicidad geométrica de: A = (
7 7 7

EQUIPO | 2=0. Columnas Id Vectores propios | Espacio propio
1Carolina “las Si Si.
columnas/renglones
son Id .. un valor
propio serd A=0. Esta
matriz tendré
solucion maltiple.”
1 Dulce “las columnas son 1d | Si Si
=~ un valor propio
A=0.”
1 Mario “A=0 valor propio, Si. “vectores Si
porque los renglones | propios pues
por ser idénticos y ambos son li
por tanto el sist tiene | tendrias 2
solucion maltiple incognitas o
pues es la misma variables
ecuacion.” arbitrarias y una
dependiente y al
elegir =0
significa que solo
existe una
ecuacion en el
sistema y por tanto
al tener 3
incognitas y una
ecuacion existen 2
grados de libertad
y una variable
definida por estos,
y por ello los
vectores cumplen
con €s0.”
1Cristina “Las columnas de A | Si Si
son ld, ~. 4=0.”
2Arela No resuelve. No resuelve No resuelve
2Pedro “A=0 por teorema” Si, son li. Si
2 Sofia “columnas de A son | Si Si

iguales, Id, segun el
teorema resumen
A=0es un valor
propio.”
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2 Elias

NO RESUELVE EL
EXAMEN.

3 Andrés Hace cero los Si Si
renglones 2y 3y
concluye “los
eigenvalores son 7, 0
y 0” NO
3 Daniela | “A=7"NO Si Si
3 Rodrigo | “valor propio = 7" NO NO
NO
3 Santiago | “A=7"NO Pone un vector de | Bien
unos y otro de procedimiento.
sietes. NO
4 Daniela | “los vectores son 1d, | Solo da un vector. | Bien
el determinante de la | NO procedimiento
matriz es |A|=0, ...,
A=0.”
4 Imanol NO RESUELVE EL
EXAMEN.
4 Alexis “todo es I1d .~ 1=0" Si Si
5 Jorge “A=0" No explica Si Si
5 Victor “por prop. de Resuelve Bien
determinantes — si | correctamente el procedimiento.
una matriz tiene sist homogéneo,
columnas iguales — | pero solo da 1
detA=0. Teorema vector. NO
resumen dice que
detA#0 — AA0.
A=0.”
5 Mylene NO RESUELVE EL
EXAMEN.
6 Gabriela | “A=0" No explica Si Si
6 Ricardo | “A=0" No explica. Si Si
6 Manuel Si. “cols iguales” Si No resuelve
7 “La matriz A esta “Dy =0, = Bien
Montserrat | formada por (7,7,7)’ NO son 1d | procedimiento.
columnas Id por lo y las cols de A. Genera una
cual unos de sus recta, mult.
valores propios sera geom 1.
cero (A=0).”
7 Alain “A=0 porque Si Si
detA=0"
7 Carlos “A=0 porque son 1d” | Si Si.
7 Miguel “valor propio = 0 Si Si
(porque sus
columnas son Id, (de
hecho iguales)).”
8 Diego NO NO NO
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8 Ana “A tiene cols 1d, - Si Si

|A — AIl=0, 1=0.”

8 Diana “un valor propio es “dado que todas Si

A=0ya que las filas | las filas son
son 1d.” iguales tomamos
solo un renglon”
Si
8Francisco | NO RESUELVE EL
EXAMEN.

9Guillermo | Saca factor comun Bien Bien

de la matriz y dice procedimiento. procedimiento.
que A=7. NO NO NO

9 Juan “por teo sabemos Si Si

Fernando | que 4=0 si y solo si

A es no invertible,
como la matriz A de
este ejercicio es Id
entonces no es
invertible”

Pregunta

Usando el teorema “resumen” di si A = 2 es valor propio de la matriz
A= (3 2)

3 8/

EQUIPO A = 2. Explicacion

1Carolina Sustituye en A — AI. “el determinante es 0 por lo tanto la matriz es 1d y al ser 1d A=2
es valor propio y no existe la inversa.”

1 Dulce Escribe el teorema resumen. Encuentra |[A| #0. “.. existe la inversa . =2 si podria
ser un valor propio de A ya que cumple con los enunciados del teorema resumen”
NO la pregunta es si €s 0 no, no podria.

1 Mario Resuelve |4 — AI|. “Si es valor propio de la matriz pues al restarlo causa que los
renglones sean Id y si los renglones son Id tiene solucién maltiple. Ademas al
restarlo su determinante da |A|=0 y por tanto tendria solucion multiple, entonces =2
si es un valor propio pues causa gue sus renglones sean 1d.”

1Cristina “Es posible que A4=2 sea valor propio de A porque 4=2+#0, A no puede ser cero
porque A es invertible (JA|£0).” NO explica porqué 2.

2Arela Resuelve A — AI. “por el teorema resumen A=2 si es valor propio porque las
columnas de A — 21 son 1d.”

2Pedro Resuelve A — Al “las columnas son 1d por lo tanto A si es valor propio de A.”

2 Sofia “columnas de A son li -~ A#0 y A=2 puede ser un valor propio.” NO, es 0 no?

2 Elias NO RESUELVE EL EXAMEN.

3 Andrés “Las columnas de A son li, por lo que A es invertible y detA #0, y 4 #0, =2 es un
candidato.” Resuelve A — AI. Concluye erroneamente que A=2 es valor propio
porque es el escalar que multiplica a las columnas de A — AI. NO

3 Daniela “Si, A=2+#0, las cols son li - |A]#0 y tiene como valores propios 4£0.” NO, no
explica porque 2.

3 Rodrigo Resuelve |4 — Al|. “det=0 son 1d .. 2 es valor propio de la matriz”
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3 Santiago

Sustituye en A — AlI. “A=2 si es val propio.” NO explica.

4 Daniela MAL

4 Imanol NO RESUELVE EL EXAMEN.

4 Alexis “|A — AI|=0 - si es valor propio de A”

5 Jorge Encuentra A — AI. “y sus columnas son Id al ser una matriz 2x2 que sus renglones
son multiplos.” NO responde si es o no valor propio.

5 Victor Encuentra |[A — AI=0. “det=0 -. no cumple el teorema resumen detA#0 — A=0y 2
no puede ser valor propio.” NO

5 Mylene NO RESUELVE EL EXAMEN.

6 Gabriela Resuelve A — AI. “columnas ld, por tanto A=2 es valor propio de A”

6 Ricardo Resuelve A — Al “.. como las columnas son maltiplos, son Id; A=2 si es un valor
propio de la matriz.”

6 Manuel |A — AIl = 0 “como el det es 0 por el teorema resumen son 1d hay solucion multiple

y por ende con A=2 sera valor propio”

7 Montserrat

Encuentra A — AI pero se equivoca. Encuentra “|A — AI|=6#£0 .. A=2 si es valor
propio.” NO, diferente de cero seria que no es valor propio.

7 Alain Encuentra A — AI. “A=2 si es valor propio porque entonces A — AI y sus renglones
son Id por lo que |4 — AI|=0.”

7 Carlos AU = 2v. Sustituye A=2, despejay llegaa (4 — 2I) = 0. Resuelve el sistema
homogéneo “son Id por lo tanto va a tener solucion multiple y A=2 si es valor
propio.”

7 Miguel Hace Gauss — Jordan sobre Ay concluye que si puede ser. NO

8 Diego “Si |A|=0, 4=0.” Correcto, pero no contesta.

8 Ana “|A — 21|=0 si es valor propio.”

8 Diana Encuentra A — 21. “para encontrar los vectores propios debemos resolver el sistema
homogéneo y al resolverlo sabemos que hay solucién maltiple y ademas los vectores
son Id por lo que por teorema resumen sabemos que A=2 si es valor propio.”

8 Francisco | NO RESUELVE EL EXAMEN.

9 Guillermo | Resuelve |4 — AI|. “.. A=2 si es valor propio de A porque hace que su determinante
sea cero, sus columnas ld y tiene sol. multiple.”

9 Juan “con A=2, det=0 por teorema sabemos que 4 es valor propio de A”

Fernando

9 Valeria “Por teorema si las columnas de A — AI son Id al sustituir A — es valor propio. Las
columnas son Id .- si es un valor propio de A.” Ademas escribe todo el teorema
resumen.

10 Raisa “A — Al — teorema resumen.” Encuentra esta matriz, pero se equivoca. “no son Id y
su determinante diferente de cero .~ A=2 no es valor propio de A.” Teorema correcto
y bien aplicado pero se equivocd al encontrar la matriz A — Al

10 Fabio Resuelve A — Al “det #0 — A #0 - si es valor” NO, cémo sabes que es 2.

10Elizabeth | Resuelve A — AI. “Si es valor propio de A. Vectores son 1d.”
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Pregunta

Cuantos valores propios distintos puede tener, cuando mucho, una matriz Aaxa? EXPLICA.

EQUIPO Explicacién

1Carolina “al ser una matriz cuadrada el nimero méaximo de valores propios es 4, que es el
namero de renglones; n=4y n es el nimero de renglones que es igual al nimero de
columnas. Anxn los valores propios de cualquier matriz seran a lo méas n.Cada valor
tendrd distinto tendrd mult alg = 1.” NO explica.

1 Dulce “Una matriz Asxs puede tener cuando mucho 4 valores propios, una matriz no puede
tener mas valores propios que sus columnas.”

1 Mario “El maximo de valores propios es 4, pues el grado del polinomio caracteristico seria
de 4, pues esta determinado por el n de la matriz Anxn, Y un polinomio de grado 4
tiene 4 soluciones. Asxu — n=4 — polinomio caracteristico es de grado 4 — max 4
soluciones diferentes.”

1Cristina “Puede tener como maximo 4 valores propios porque la matriz es cuadrada y con este
tipo de matrices la cantidad de valores propios debe ser menor o igual a n”. NO
demuestra

2Arela “Una matriz Asx puede tener cuando mucho 4 valores propios distintos —
multiplicidad geom < dim A.” NO

2Pedro “4 pq por teorema so6lo puedes tener hasta n valores propios en una matriz nxn. Pq
me quedaria un polinomio p(4) de grado 4 por lo que sélo puede tener 4 raices.”

2 Sofia “Una matriz 4x4 puede tener, a lo mucho 4 valores propios distintos, ya que cada uno
tendria multiplicidad algebraica = 1 y la suma de las multiciplidades algebraicas debe
de ser igual al nimero de entradas.”

2 Elias NO RESUELVE EL EXAMEN.

3 Andrés “Una matriz Asxs puede tener un maximo de 4 valores propios. Sabemos que la
diagonal de una matriz triangular es igual a los valores propios, asi que esta diagonal
puede tener maximo 4 valores propios diferentes, o que se repitan (multalg>é=a
1).”

3 Daniela “Una matriz Asxa puede como maximo tener 4 valores propios de acuerdo con la
propiedad que dice que toda matriz Anxn puede tener como maximo n val propios.”
NO explica.

3 Rodrigo | “4 porque en la diagonal caben hasta 4 valores diferentes para que al restar AI de 0”

3 Santiago | “Puede tener hasta 4 debido a que tiene 4 pivotes en los cuales se multiplican las 4.”
No se multiplican, se restan.

4 Daniela “una matriz Aaxs puede cuando mucho tener cuatro valores propios, uno por cada
pivote o vector li que contenga para que sea un sistema con solucion unica”

4 Imanol NO RESUELVE EL EXAMEN.

4 Alexis “se puede tener maximo 4 valores propios en la matriz Ann” NO explica.

5 Jorge “Puede tener como maximo 4 valores propios ya que pueden llegar a tener tantos
como numero de variables y grado que queda la lambda.”

5 Victor “cuando mucho puede tener 4 distintos, si la multiplicidad algebraica es 1 (es decir si
las 4 que cumplen con la ecuacion caracteristica son todas distintas entres si)”

5 Mylene NO RESUELVE EL EXAMEN.

6 Gabriela | “Sea Anxn con n vectores li — puede tener a lo maximo n valores propios .. Auxa
puede tener 4 valores propios como maximo.” NO demuestra

6 Ricardo “cuando mucho puede tener 4 valores propios, una matriz nxn puede tener cuando

mucho n valores propios; ya que esto significa la multiplicidad algebraica y
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geométrica, la geométrica tiene que ser menor o igual a la algebraica; lo méximo que
genera es R* ya que tenemos 4 vectores.”

6 Manuel “4 valores propios o 4 A pues el polinomio puede ser de grado 4 y si la multiplicidad
algebraica es 1 o sea que no se repiten soluciones iguales hay 4 distintas.”

7 “Al ser Auxa Una matriz de la forma Anxn €l numero de valores no puede ser mayor

Montserrat | que n, en este caso el nimero mayor de 4 es 4.” NO explica.

7 Alain “Puede tener cuando mucho 4 valores propios distintos porque el determinante de la
matriz es de grado 4.”

7 Carlos “Una matriz de 4x4 al resolver p(4)=0 va a quedar un polinomio de grado 4, que a lo
mas puede tener 4 soluciones. Por eso, solo puede tener maximo 4 valores propios.”

7 Miguel “Cuando mucho, puede tener 4 diferentes, o 4 repetidos (o sea que al final sumen 4).
Al llevar a la matriz A a su forma escalonada, cada pivote representa un valor propio
de A, - solo podria tener 4.” NO.

8 Diego “Cuando mucho 3 val propios porque al meter un vector que puede generar.” NO

8 Ana “Auxa puede tener maximo 4 valores propios, esto cuando del polinomio caracteristico
salgan 4 A incégnitas con mult alg 1. Sélo puede tener 4 valores propios porque Al
solo tiene 4 pivotes, eso es lo maximo que podemos tener si ningtn valor se repite.”

8 Diana “Pueden haber hasta cuatro valores propios distintos. Una matriz 4x4 puede ser no
singular ya que es cuadrada, si lo es, entonces sabemos que tiene solucién Gnica por
lo que tiene 4 pivotes. Por teorema sabemos que los # de la diagonal de una matriz
triangular superior/inferior son sus valores propios. - cada pivote seria otro valor
propio — 4 pivotes.”

8 Francisco | NO RESUELVE EL EXAMEN.

9 “Una matriz 4x4 puede tener cuando mucho 4 valores propios porque es el nimero

Guillermo | de valores que tiene en su diagonal cuando saque su determinante solo habra maximo
4 valores que lo vuelvan cero.”

9 Juan “Puede tener cuando mucho 4 valores propios, ya que en una matriz cuadrada

Fernando obtenemos en la diagonal n valores de la forma an- A=0. Con lo cual obtenemos un
polinomio de grado n, que tiene n soluciones contando tanto reales como
imaginarios, y por teorema sabemos que la multiplicidad geométrica es menos o
igual a la algebraica. Por lo cual la matriz Asxa tiene a lo mas cuatro soluciones.”

9 Valeria “4 porque una matriz A Semejante que sea diagonal solo tiene cuando mucho 4
numeros distintos en la diagonal”

10 Raisa “puede tener 4 valores propios diferentes pues el polinomio |A — AI| puede darse de
grado 4.” No puede darse, es de grado 4.

10 Fabio “4 — puede tener diferente nimero de valores propios dependiendo de su
multiplicidad algebraica.” Pone diferentes casos correctos de mult alg 1, 2, 3 y 4,
pero no explica porque son 4.

10 “puede tener cuando mucho 4 valores propios.” NO explica.

Elizabeth
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Pregunta

Escribe una matriz Asxs que tenga, Unicamente como valores propios al 1, -1y 3.

EQUIPO Explicacién

1Carolina Escribe una matriz no diagonal ni triangular con elementos en la diagonal 1, -1, 4 y
3. “las columnas son ld por lo tanto una A=0y las demas A tendran los valores 1, -1,
3.” NO.

1 Dulce Matriz triangular, repite el 1. “valores son los de la diagonal en una matriz
triangular”

1 Mario Matriz triangular superior, repite el 1. “El determinante de una matriz triangular es
el producto de la diagonal, por tanto los factores del pol caracteristico serian los de
la diagonal y por tanto las soluciones cuando p(4)=0.”

1Cristina Matriz diagonal, repite el 1. “sus valores propios son los valores que estan en la
diagonal. Puse 2 veces 1 para completar el 4x4 . 1 tiene mult algebraica 2”.

2Arela Matriz diagonal, pero Aasys, tenia que repetir un valor. “una matriz diagonal sus
valores propios son la diagonal”

2Pedro “tengo que tener en la diagonal (-A+1) (-A-1) —A+3 entonces” Escribe una matriz
diagonal, repite el 1. “A=1 tendria mult algebraica 2.”

2 Sofia Matrid diagonal, repite el 1. “los valores propios de una matriz diagonal son los
elementos de la diagonal. En este caso A=1, mult alg = 2, A=-1, mult alg = 1, =3,
multalg=1."

2 Elias NO RESUELVE EL EXAMEN.

3 Andrés Matriz diagonal, repite el 1. “Valores propios: 1 mult. alg 2, -1 mult alg 1, 3 mult
alg 1.”

3 Daniela Matriz triangular inferior.

3 Rodrigo Matriz diagonal, repite el 1. “funciona porque el det es =0”” Explicacion incorrecta.

3 Santiago Escribe una matriz con 1, -1, 3y 5 en la diagonal, pero no es matriz diagonal. NO

4 Daniela Matriz diagonal, repite el 1 pero la escribe con — A. “con todos los valores con
multiplicidad uno excepto 4=1 con multiplicidad dos porque sabemos que en las
matrices diagonales los valores equivalen a los de la diagonal, expresados como
factores de lambda”

4 Imanol NO RESUELVE EL EXAMEN.

4 Alexis Matriz diagonal, repite el 1. “de tal forma el determinante seria la diagonal — 4
correspondiente y resolviendo obtenemos los valores propios 4=1, A=-1, 4=3y
otro 4=1.”

5 Jorge Escribe una matriz incorrecta y dice “porque son 1d.”

5 Victor Matriz triangular superior , repite el 1.

5 Mylene NO RESUELVE EL EXAMEN.

6 Gabriela Matriz diagonal, repite el 1. “Porque en una matriz diagonal, los valores propios son
los nimeros de la diagonal.”

6 Ricardo Matriz incorrecta. NO.

6 Manuel Matriz triangular inferior pero en la diagonal pone 4. Resuelve |A — AI| con A=-1.

“el determ es O por lo tanto -1 si es valor propio para esta matriz.” Hace lo mismo
paraly 3.

7 Montserrat

Matriz diagonal, pero Asys. “Al ser una matriz diagonal sus valores propios estan
dados por la diagonal.”

7 Alain Matriz diagonal, repite el 1.
7 Carlos Matriz diagonal, repite el 1.
7 Miguel Matriz triangular superior, repite el 1. “como es diagonal triangular superior sus
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VP’s son los elementos de su diagonal.”

8 Diego Escribe la matriz pero con A. Repite el uno.

8 Ana Matriz triangular superior, agrega un 4. “A4x4 tal que 4=1, -1,3 y 4.”

8 Diana Matriz triangular inferior, repite el 3. “porque es diagonal inferior y sus valores
propios son la diagonal.”

8 Francisco | NO RESUELVE EL EXAMEN.

9 Guillermo | Matriz diagonal, repite el 1. “Porque los valores propios de las matrices diagonales
son los valores de su diagonal por lo tanto A tiene como valores propiosal, -1y 3
(A=1 con mult. alg. 2).”

9 Juan Matriz diagonal, pero resta A a cada elemento. Repite el 1.

Fernando

9 Valeria Matriz diagonal, repite el 1.

10 Raisa Incorrecta.

10 Fabio Inventa una matriz pero 3x3. NO

10Elizabeth | Da una matriz incorrecta. No explica.

Pregunta

Escribe una matriz Axx2 (no diagonal ni triangular) que tenga como valor propio al cero.

EQUIPO Explicacién

1Carolina Matriz con columnas ld. “porque las columnas son Id una 4 va a ser cero”

1 Dulce Matriz con columnas Id. Resuelve |A — AI| de la matriz que escribe.

1 Mario Matriz con columnas ld. “Pues los renglones per se ya son multiplos por tanto no es
necesario restarle algun otro valor, =0, siendo 4 el valor propio, para hacerlos
multiplos y crear solucion maltiple, por si solos sin operaciones ya lo son.”

1Cristina Matriz con columnas 1d. “su determinante es cero -~ Cero es un valor propio.
(24 hH.

2Arela Matriz con elementos iguales. “tiene como valor propio 4=0.”

2Pedro Matriz con columas Id. “escogi estd pq las columnas son 1d.”

2 Sofia Matriz con columnas ld. “columnas 1d - 1=0.”

2 Elias NO RESUELVE EL EXAMEN.

3 Andrés Matriz con columnas 1d. “Aqui detA = 16 — 16 = 0, como detA=0, no es invertible, y
su valor propio es A=0.”

3 Daniela Matriz con columnas Id.

3 Rodrigo Incorrecta.

3 Santiago | Matriz con columnas Id, pero no explica.

4 Daniela Matriz con columnas ld. “lo que implica que uno de los valores de lambda sea 0.
|A[=0.”

4 Imanol NO RESUELVE EL EXAMEN.

4 Alexis “Cualquier matriz que sus columnas/renglones sean 1d”

5 Jorge Matriz con cincos en todos sus elementos. “porque el determinante es 0.”

5 Victor Matriz con columnas iguales. “las columnas son iguales o los renglones son
multiplos — det=0 — 4 no puede ser diferente de 0.” Conclusion incorrecta: =0,
pero puede haber otra A diferente de cero.

5 Mylene NO RESUELVE EL EXAMEN.

6 Gabriela | “El renglon 2 es multiplo del renglon 1. - el renglon 2 se puede poner como rengldn
de ceros — A=0. Ademés al hacer A — AI como A=0 no cambia A y sus columnas
son Id ~. A=0 si es un valor propio.”

6 Ricardo Matriz con columnas 1d. “Si 4=0 y sustituimos nos quedan columnas Id, A=0 es valor
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propio.”

6 Manuel 0 | “esta tiene al valor propio 0 pues como son iguales Id el 0 es una A posible”

7 Matriz con columnas 1d. “Al ser sus columnas ld, de acuerdo al teorema largo de

Montserrat | matrices Anxn Si tiene columnas Id si A=0 ya que para que A#0 necesita columnas li.”

7 Alain Matriz con columnas ld. “porque detA=0.”

7 Carlos Matriz con columnas ld. “Los vectores tiene que ser 1d”

7 Miguel Matriz con columnas ld. “Tiene valor propio igual a cero porque NO es invertible,
(su det es cero) y por ente sus columnas son Id.”

8 Diego Matriz con columnas ld. “|A[=0 . 1=0"

8 Ana Matriz con columnas Id. Resuelve |4 — AI|=0.

8 Diana Matriz con columnas 1d. “porque son Id — 4=0.”

8 Francisco | NO RESUELVE EL EXAMEN.

9 Guillermo | Matriz con columnas Id. Para probarlo resuelve |[A — AI.

9 Juan Matriz con columnas iguales. “det=0 . no tiene inversa por teorema A=0 si y solo si

Fernando la matriz A es no invertible.”

9 Valeria “son 1d” Encuentra el det y resuelve el polinomio.

10 Raisa Matriz con columnas Id. Encuentra el polinomio caracteristico y lo resuelve.

10 Fabio Escribe un polinomio caracteristico “p(41)=4%(6 — 1) = 0 para que un valor propio
sea 0” e intenta escribir |4 — AI| que lleve al polinomio que inventd. NO llega a la
matriz correcta.

10 Elizabeth | Matriz con columnas Id. No explica.

Pregunta

Encuentra los valores, vectores, espacios propios y dimensién geométrica de la siguiente
matriz. Di si es diagonalizable y encuentra las matrices C y D.

4 2
1= (3 3)
NOMBRE | VAL, VECT, ESP, MULT GEOM DIAGONALIZABLE

1 | Adriana Correcta. Correcta, pero no demuestra bien.
2 | Agustin Correcta. Correcta, pero no demuestra bien.
3 | Ainslie Falta multiplicidad Correcta, pero no demuestra bien.
4 | Alberto Falto espacio propio. Correcta, pero no demuestra bien.
5 | Alejandro | Correcta. Correcta.

6 | Alonso Correcta, pero espacio propio dice que un Correcta.

vector genera un punto, incorrecto.

7 | Angeles Multiplicidad geométrica mal. Correcta, pero no demuestra bien.
8 | Carlos Correcta. Correcta.

9 | Cynthia Correcta. Correcta.

10 | Fabiola Falta multiplicidad geométrica. Correcta.

11 | Francisco | Correcta. Escribe D, le falta C y explicacion

es incorrecta.

12 | Héctor Falté multiplicidad. Correcta, pero no demuestra bien.
13 | JesUs Correcta. Correcta.

14 | Jorge A
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15 | Jorge L Correcta. Correcta, pero no demuestra bien.

16 | José A

17 | José | Correcta. Correcta.

18 | José M Multiplicidad mal. Correcta.

19 | Josiel Pone un espacio propio para los dos valores | Correcta, pero no demuestra bien.
propios.

20 | Juan D Correcta. Correcta, pero no demuestra bien.

21 | JuanJ Correcta. Correcta.

22 | Luis Correcta. Correcta, pero no demuestra bien.

23 | Mauricio Correcta. Correcta.

24 | Rafael Correcta. Correcta.

25 | Roberto N | Correcta. Correcta.

26 | Roberto S | Poner un espacio propio los dos valores Correcta.
propios.

27 | Santiago Correcta. Correcta.

28 | Sergio P Correcta. Correcta.

29 | Sergio V Correcta. Correcta.

30 | Tania Correcta. Correcta.

E.7 ENTREVISTA SOBRE COMBINACION LINEAL, CONJUNTO GENERADOR, ESPACIO
GENERADO, INDEPENDENCIA Y DEPENDENCIA LINEAL, BASE Y DIMENSION

Pregunta 1
v, , U, ¥ U3 en R3no multiplos, ¢1i?

Sebastian | “No, porque uno de los vectores puede ser combinacion lineal de los otros dos.”

Roberto | “Si 3 vectores son multiplos son LD. Como ninguno es multiplo del otro entonces son
LL.” Incorrecto.

Susana “Si porque hay s.u. entonces son li.” Incorrecto.

Rodrigo | “Solo en R? se cunple el que si son maltiplos los dos vectores, son Id. porque podria ser
que fueran combinacion lineal.”

Alejandro | “NO. Con 7, , 7, y U5 Se puede construir una matriz. A continuacion operaria hasta su
Forma Escalonada Reducida. Si resulta un renglén de ceros (6 2) son linealmente
dependientes.” Hace una grafica.

Tania “Teniendo tres vectores no podemos concluir que siendo no multiplos son 1i.”

Pregunta 2
v, ,V, y s li, sestan en R??

Sebastian | “Verdadero, porque si 7; , U, y 75 son li — estan en R® 0 mas. No pueden estar en R?
porque serian 1d.”

Roberto | “3 vectores LI generan R?, por lo tanto 3 vectores LI no pueden estar en R2. Si hay 3
vectores en R? pro fuerza son LD.”

Susana “No porque si estuvieran en R?, 2 tendrian que ser 1d.”

Rodrigo | “Tres vectores li generan R?, - no pueden estar en R?, si no, serian combinacién lineal,
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1d.”

Alejandro | “Si pueden estar en R?, pero serian linealmente dependientes. Si son LI estan en R® o
superior, puedo generar R® en una dimension superior.” Incorrecta la ltima parte.

Tania “v, , U, y U3 s6lo podriamos saber en donde estan dependiendo el # de componentes
de cada vector.”

Pregunta 3
4 vectores generan R®

Sebastian | “En ninguno, porque para generar R®se necesitan por lo menos 5 vectores li. Si hubiera
6 vectores entonces serian 1d.”

Roberto | “No es posible, 4 vectores a lo mas generan R* .”

Susana “Tendrian que ser 5 vectores para generar R®.”

Rodrigo | “Nunca, a lo més seran 4 vectores li y generan R*, necesitamos 5 vectores al menos
para generar R5.”

Alejandro | “IMPOSIBLE. 4 vectores generan, a lo mas, R*. Se necesitan por lo menos 5 vectores.”

Tania “Cuatro vectores no pueden generar R>’

Pregunta 4
v, yv3 ld Generar

Sebastian | “Son multiplos” “D, YU, 0 U; YUy generanun planoen R3. 7, y

U, 0 D; Y U3 no son multiplos.”

Roberto | “v, y 73 son LD porque “A lo mas 7; , U, y U3 generan un plano. Y me quedo

2V, =03 "” con v, y v, . Si v; y v, fueran paralelos, generarian
una recta.”

Susana “D, Yy U3 son Id (son “Con ¥, y 7, seriaun plano en R® porque son 1i.”
maltiplos) - generan una recta
en R®

Rodrigo | “Generan R? ya que 7, y 75 “(Dy Y Uy )Y (1 Y D3 ) son li y generan R? y generan
son Id porque son multiplos un plano en R®.” Incorrecto que generan R?,
entre si.”

Alejandro | “v, y U5 son multiplos.” “Asi que v; ,V, Yy U3 generan un plano.”

Tania “v3 =(4,2,6) es Id con “pero v; =(1,0,-1) y ©, son li .. no pueden generar
v, =(2,1,3)” R®. Generan un plano en R®.” Hace una grafica.

Pregunta 5
Vector cero U,V Y U3

Sebastian | “El vector (0, 0, 0) es “Por lo tanto el conjunto de vectores es 1d.”
mdaltiplo de cualquier
vector.”

Roberto No “No se ve que sean multiplos entre ellos.” Incorrecto.

Susana Si “Son 1d porque el vector cero se podria multiplicar por

cualquier constante.”
Rodrigo | No “No se sabe.”
Alejandro | Lo ve como matriz “Si construyo una matriz con los vectores tendria un
renglon de ceros y por lo tanto son LD.”
Tania “Podemos descartar el “al tener solo dos vectores (2, 3, 5) y (1, 1, 8) podemos
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vector (0, 0, 0) por ser el | concluir que son li por no ser maltiplos.
origen.” Aparte podemos saber gque al hacer G-J nos quedarian 2

pivotes y una variable arbitraria, por lo tanto tenemos
solucion multiple por lo que los 3 vectores on 1d.”

Pregunta 6
Inciso a)
Gréaficamente
Sebastian | “Un plano”
Roberto | “estd en R, es un plano.”
Susana “plano en R®”
Rodrigo | “un plano”
Alejandro | “plano”
Tania “un plano en R3.”
Inciso b)
Subespacio vectorial
Sebastian | “Si es un subespacio, porque es un plano en R® y el punto (0, 0, 0) si esta incluido.”
Roberto | “Plano que pasa por el origen es subespacio.”
Susana “Si porque pasa por el origen”
Rodrigo | “si, pasa por el origen.”
Alejandro | “Si es subespacio vectorial, porque cumple cerraduras e incluye al cero.”
Tania “Si es subespacio porque pasa por el origen.”
Inciso ¢)
Numero de vectores en la base Varias bases
Sebastian | “2 vectores” “varias bases porque tiene dos variables
libres que podrian ocupar infinidad de
nimeros.”
Roberto | “2 vectores al menos y deben ser LI. 1 “Solo existe una base.” Incorrecto.
vector genera una recta.”
Susana “2 vectores” “Solo hay 1 base.” Incorrecto.
Rodrigo | “tres.” Incorrecto. “Hay varias bases.”
Alejandro | “Base 2 porque es el minimo numero de | “Pueden existir infinitas bases”
vectores que pueden construir el plano.”
Tania “dos vectores” “podriamos dar diferentes bases porque al
pasar por el origen tiene solucion multiple.”
Inciso d)
Basev; =(0,1,5yv, =(1,0,2) Dimension = 2
Sebastian | Si. Si.
Roberto | “No me acuerdo” Si.
Susana Hace Gauss — Jordan. Si Si
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Rodrigo | Da 3 vectores. Incorrecto. “dim=3.”
Incorrecto.
Alejandro | “Hallar 2 vectores en el plano que sean LL.” Pero no los No responde.
encuentra.
Tania Si. Si.

E.8 ENTREVISTA SOBRE VALORES, VECTORES Y ESPACIOS PROPIOS DE LA MATRIZ A

Pregunta 1
7= (-1,1) 7, = (2,1)
Santiago | “No es vector propio” “Si es vector propio. 4 = 2”
Fabio “D; no es vector propio” “A = 2 si es vector propio.”
Alexis “No es vector propio pq (-1,1)t # “Si es vector propio. t=2”
(-5-1)”
Daniela | “A A .. 7; no es vector propio de A” “3 1 = 2tal que Av, = Ay, .. U, es vector
propio”
Diana “AA | AU = A7 no es vector propio” “A =2 . es vector propio.”
Alain “D; no es vector propio” “¥, Si es vector propio con A = 2 valor
propio”
v =(=11) v, =(2,1)
Sebastian | “; no es vector propio porgue no “U, si es un vector propio porque existe 1=2
existe una A que satisfaga la ecuacion que si satisface la ecuacion Av = A9”
AU =AD"
Roberto | “no es vector propio” “A=2. Si es vector propio.”
Susana “A 1| AU = Av. No es vector propio.” “Si es vector propio y A=2.”
Rodrigo | “¥; no es vector propio de A” “A=2 es valor propio de A. ¥, = vector
propio de A”
Alejandro | Resuelve Av = A7. “No es vector “yector propio. A = 2 valor propio.”
propio”
Tania “D; NOo es vector propio porque no hay | “¥, es vector propio porque existe =2 que
una A que cumpla con Av = Av.” cumple con Av = Av.”
Pregunta 2
Sustituir Concluyen
Santiago | Si. “. si es val prop. Son 1d. Sol multiple.”
Fabio Si. Resuelve el determinante “no es suficiente para det si A = —2 es valor propio”
correctamente. Incorrecto si era suficiente.
Alexis Si. “Si es , columnas son Id, solucion multiple”
Daniela | Si. “cols 1d - valor propio. SM  |A- A1]=0”
Diana Si. “Si es valor propio ya que la matriz tiene vectores Id.
— solucion multiple”
Alain Si. “A = -2 es valor propio”
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Sustituir Concluyen

Sebastian | Si “un renglon es multiplo de otro —

hay S. M. .. si es valor propio.”

Roberto | Si. “No me interesa que la sol. sea tnica y “A es valor propio.”
quiero que sea multiple.”

Susana Si. “9-9=0 .. si es valor propio.”

Rodrigo | Si “Como las columnas son 1d. el det =

0, -~ A = —2 es valor propio.”
Alejandro | Escribe la formula: “Av = Av” No explica.
Tania Si. Escribe |A — AI|=0, resuelve y le da cero, | “~ A=-2 no es valor propio.”
pero concluye incorrectamente.
Pregunta 3
Gréfica 1 Gréfica 2

Santiago | “si es vector propio, porque son Id. “No es vector propio, porque son li. Tienen
Tienen la misma direccion .. son diferente direccion” Incorrecto direccion
paralelos” contraria si seria vector propio.

Fabio “Si xq son comb lineal, vectores Id, | “no3 A| AV y ¥ sean combinacion lineal.”

misma direccion, paralelidad”

Alexis “Si” “No”

Daniela | “Av y ¥ son paralelos” “AV Yy ¥ no son paralelos”

Diana “Si,yaqueIA|Av =v. Avy D “Nosonyaque?d A|Av =v. AUy ¥ no son

son vectores paralelos. Id = paralelos, son li = solucion tnica.”
solucion maltiple.”

Alain “AV = ¥ sonld” “Avy ¥ noson paralelos. «. ¥ no es vector

propio de A”
Gréfica 1 Gréfica 2

Sebastian | “li, porque los vectores son paralelos, ¥ €S “No, porque no son paralelos los
multiplo de Ap.” vectores”

Roberto | “Si es vector propio. Yo busco que A7 =1 ¥ | “No es vector propio y no son paralelos,
para que estén en la misma recta, y los ya que no hay una lambda que
vectores sean paralelos.” multiplique a 7 y sea igual a A7, es

decir no estan en la misma recta.”

Susana “Si porque ¥ por alguna constante menor a 1 | “No porque no podrias multiplicar ©
te daria Av. Son paralelos y 1d.” por algo para llegar a Av.”

Rodrigo | “como 7 y A¥ son colineales, . 7 es vector | “No es v vector propio de A ya que no
propio de A.” son combinacion lineal.” No es de Av

sino de A.

Alejandro | “Si, porque hay un escalar A tal que Av = “No, porque son LI. Al ser LI no hay
A, en este caso A<1. Estan sobre la misma escalar (4) tal que Av = 1v.”
recta (colineales).”

Tania Ve la ecuacion para después ver la gréafica. “no, porque no son paralelos y no
“Si, porque al hacer A¥ te da un vector cumplen con Av = Av”
entonces si son la misma recta podemos
saber que son Id y se cumple Av = Av.”
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Pregunta 4

Valor propio Vectores Dos vectores propios
propios
Santiago | “Valor propio es A=2 porque Da dos No explica
todas las columnas son 1d”. incorrectos
Explicacién correcta pero no era
2.
Fabio “cols 1d = no tiene inversa, = Si. “» vectores propios xq hay 2
det=0, = Ax=b— SM o0 @S, = arbitrarias.” Encuentra el espacio
Ax=0, = 1=0” propio. “gen{v,, U, }= plano en R3.”
Alexis “Por el teorema resumen si Si. No explica. Encuentra el espacio
columnas son Id A=0" propio.
Daniela | “cols Id. |A|=0, SM, 1=0” Si. “2 vectores porque tengo 2 var arb.”
Diana A=0 porque los vectores son Id.” | Si. “Espacio propio de dimension 2 ya
gue hay que dar un vector por cada
variable arbitraria que se tenga.”
Alain “A=0 porque |A| = 0" Si. “porque hay 2 variables arbitrarias.”
Valor propio Vectores Dos vectores propios
propios
Sebastian | “A = 0 porque los renglones son li “Hay 2 grados de libertad y la forma
multiplos” de crear un plano en R es por medio
de dos vectores 1i”
Roberto | No resuelve No No resuelve
resuelve
Susana “A=0 porque son 1d” Si “2 vectores propios porque tiene 2
variables arbitrarias.”
Rodrigo | “Como las columnas de A son Id, | Si “son 2 vectores ya que hay 2
el det=0, 1=0.” variables libre.”
Alejandro | “’columnas LD, el determinante No No resuelve.
es 0 por lo tanto, A=0.” resuelve.
Tania “Columnas 1d que un valor propio | Si. “solo 2 vectores porque tengo 2
es A1=0 por TR.” TR significa variables arbitrarias.”
teorema resumen.
Pregunta 5
A=0 Al=3,12=5yﬂ.3=9.
Santiago | “Si porque las columnas son Id. | “No porque las columnas son li”. Incorrecto
A=2”. Explicacioén correcta
pero no es 2.
Fabio “3 cols 1d 2=0" “triangular inferior = (3-1)(5-1)(9-1) =0 A, = 3/
Ay=5/1;=9"
Alexis “A=0 por 1d” “3-)B-)9-)=0 A4=3, 4, =513=9"
Daniela | “cols 1d, [A]=0, A=0" Correcto no explica.
Diana “A1=0 vectores son multiples = | “A; = 3,1, = 5, A3 = 9 porque es una matriz
Id = solucién multiple” triangular inferior y sabemos que los valores propios
seran los nlimeros que estan en la diagonal.”
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Alain “A=0 porque tiene columnas “Ay = 3,4, = 5,13 = 9 porque A es triangular
1d” inferior”
Pregunta 6
Valor propio Vector propio
Santiago | “Valor propio: niimero que dada una combinacion “Vector propio es el valor que
lineal, me de un multiplo.” corresponde a un valor propio.”
Fabio “Valor pr: 1| AV = Av” Formula
Alexis | “Ax=b, x=A"b, |A- AI|=0” No.
Daniela | “Av = AD” Formula
Diana “Valor propio es una A que multiplique al vector tal Formula
gue la matriz por el vector sea igual al vector por esa
A AV = AD”
Alain “El valor propio A de una matriz A es aquel tal que Formula
Av = Av ¥ siendo el vector propio.”
Valor propio Vector propio
Sebastian | “Vector propio una A que satisfaga que (A — Al) Junto con valor propio.
=0, AT =17
Roberto | “A¥ = Av valor propio” Junto con valor propio.
Susana “AD = AD” Junto con valor propio.
Rodrigo | “Av = A" Junto con valor propio.
Alejandro | “Av = AD” Junto con valor propio.
Tania “|A — AI|=0 valor propio” “(A — A = 0 vector propio.
AU = A7
Pregunta 7/
Definicion algebraica
Santiago | “La matriz por el vector es igual a el multiplicador por el vector (1)”
Fabio “Encontrar A para que un vector propio y su matriz respectiva sean comb lineal”
Alexis “Tanto la matriz como el vector son multiplo del mismo parametro A.”
Daniela | “A es el valor tal que al multiplicar la matriz A por un vector 7, obtenemos A veces el
mismo vector”
Diana “Av = Av. Matriz por vector que generan un vector es igual al mismo vector
multiplicado por una constante.”
Alain “Que la matriz funciona como un escalar. AU es un multiplo de ©.”
Definicién algebraica
Sebastian | “Si multiplicas la matriz por un vector obtengo un vector, 4 es un valor que al
multiplicarlo por ¥ nos dara el mismo resultado que Av.”
Roberto | “Mult.la matriz A pro un vector, y que esto sea igual al vector por lambda.”
Susana “Que Av es Id con 7~
Rodrigo | “Un vector que multiplicado por una matriz (del lado derecho) da igual que multiplicar
una lambda por el vector (del lado derecho) implica que v es vector propio.”
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Alejandro

“Valor propio = Un escalar tal que multiplicado por un vector sea igual a una matriz
por el mismo vector.”

Tania “Que la matriz A por un vector ¥ es lo mismo que el vector ¥ multiplicado por su valor
propio A.”
Pregunta 8
Definicion geométrica
Santiago | “A es el que define el tamafio del vector y es igual a la matriz”
Fabio “Que sean paralelos, comb. lineal”
Alexis “Vectores paralelos.” Hace una grafica.
Daniela | “significa que son paralelos AV Yy ©”
Diana “Graficamente los vectores son paralelos. ¥ puede ser mayor o menor a Av dependiendo
de la magnitud de 1” Hace una grafica.
Alain “Av es paralelo a v
Definicién geométrica
Sebastian | “Geométricamente A aumenta o disminuye el vector ¥. AD=A¥ son multiplos.”
Roberto | “Un par de vectores paralelos.”
Susana “Que son paralelas.”
Rodrigo | “Av y v son ld, - son paralelos.”
Alejandro | “Geométricamente que son colineales.” Hace una grafica.
Tania “paralelos” Hace una grafica
Pregunta 9
p(D)=1A- =0
Santiago | “|A — AI| = polinomio caracteristico. Lo factorizas y obtienes las 1”
Fabio “IA— M| =pA)”
Alexis No resuelve en papel.
Daniela | “p(A) = |[A— All, p(A) =07
Diana “AD=AD, A0 — A0 =0,(A— D)= 0,(A— I)v= 0,]|A— AI| =0 para que
pueda haber soluciéon multiple”
Alain “|A — AIl = 0 porgue queremos que sea solucion multiple”
p() = 1A— M[=0
Sebastian | “Se obtienen por medio del polinomio caracteristico el valor se obtiene por medio de la
formula |A — AI|” Falt6 igualar a cero.
Roberto | “Tengo que obtener el det A — AI”. Falto igualar a cero.
Susana “|A— AII=0”
Rodrigo | “Resolviendo A” = A v. |A — Al| polinomio caracteristico.”
Alejandro | Escribe una matriz Az, luego le resta lambda de la diagonal y dice: “Resuelvo el
determinante e igualar a 0. (solucién multiple).”
Tania “|A— AII=0”
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Pregunta 10

(A— ADv =0
Santiago | “Utilizas diferentes xi que sean li y que multipliquen a A
Fabio “(A— ADT = 0 — SM o sel-tnica”
Alexis No resuelve en papel
Daniela | “(A— ADv = 0”
Diana “(A— AI) = 0 quedan vectores Id, se resuelve sistema homogéneo que tendra solucion
multiple.” Escribe la matriz.
Alain “A— ADhv= 10"
(A— ADv =0
Sebastian | “Obteniendo la A’s, se le restan a la diagonal de la matriz A y posteriormente se
resuelve el sistema homogéneo.”
Roberto | “A — Al, y la A se sustituyo con los valores que obtuve.”
Susana | “(A— ADv =0"
Rodrigo | “(A — A)¥ = 0, ecuacion caracteristica.”
Alejandro | No resuelve.
Tania “(A— ADv =07

Pregunta 11

Espacio propio Multiplicidad geométrica

Santiago | “Espacio de A que genera “multiplicidad geométrica — dimension de la
v” base”

Fabio “gen { v } donde v es vector “mult geom = # dim = # vectores”
propio”

Alexis No resuelve en papel

Daniela | “E; = gen {7, 7,}” “mult geom = n° de vectores del espacio vectorial”
Diana No responde “multiplicidad geométrica = dim. del espacio
propio.”
Alain “gen{v propios}” “la dimension del espacio propio”
Espacio propio Multiplicidad geométrica
Sebastian | “Obteniendo los vectores propios, “La multiplicidad geom se obtiene de la
vemos qué es lo que generan.” dimension del espacio generado.”
Roberto | “Veo que generan y eso es el espacio | “Mult. geo mas grande que alg. La mult geo
propio.” es la dimension, el nimero de vectores que
utilicé para ver que genera.” Error no es la
dimension del espacio.
Susana “E; =gen{v;}” “cudntos vectores propios hay es mult geom.”
Rodrigo | “El espacio propio es el espacio “Es la cantidad de vectores que estan
correspondiente a c/u de las A’s y es el | generando el espacio.”
espacio generado por los vectores
propios.”
Alejandro | “El espacio propio es el que generan No resuelve
los vectores propios.”
Tania “Ey =gen{vy, U,}” “la multiplicidad geométrica es el # de

vectores del espacio propio.”
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Pregunta 12

Polinomio Valores | Vectores propios v = (x1, —3x1) Yy Espacios propios
caracteristico | propios | ¥ = (3x3,x3) E_,=
A2+ 41— A= gen{(1,-3)}y
21=0 =7y E; =gen{(3,1)}
AZ =3
Santiago | Si. Si. No resuelve la ecuacion. Escribe: Incorrecto. “E; =
“v = (2,3) no es vector propio porque | gen{v,}= plano en
no hay A que lo multipliquey o = (3, | R2”
-6) es vector propio porque existe una
A que multiplica al vector A = 3”
Incorrectos ambos.

Fabio Si. Si. Si. Si. Encuentra
multiplicidad
geométrica de
ambos.

Alexis Si. Si. Si. Si. Encuentra
multiplicidad
geométrica 'y
algebraica.

Daniela | Si. Si. Si. Si. Encuentra
multiplicidad
geométrica y
algebraica.

Diana Si. Si. Si. Si. Encuentra
multiplicidad
geométrica.

Alain Si. Si. Si. Al resolver y tener las ecuaciones | Si. Encuentra

dice: “usamos una porque queremos multiplicidad
S.M.” geomeétrica.
Polinomio Valores | Vectores propios v = Espacios propios E_; =
caracteristico | propios | (xq,—3x1) YV = (3x3,x,) | gen{(1,-3)}yE3 =
A2+ 40— | A= gen{(3,1)}
21=0 =7y
}'Z =3

Sebastian | Si. Si. Si. Si. Encuentra multiplicidad

geométrica de ambos.

Roberto | Si. Si. Si. Si. Multiplicidad

geométrica de ambos.

Susana Si. Si. Si. Si. Multiplicidad

geomeétrica de ambos.

Rodrigo | Si. Si. Si. Escoge una ecuacion Si. “mult geom = 1. Hay un

porque “ son Id las columnas” | vector yua que hay 1
variable libre.”

Alejandro | Si Si “SM. Matriz de 2x2 con un “Espacio propio: espacio

renglon de ceros, por lo tanto, | que generan los vectores
me queda un vector LI, que propios. Multiplicidad
seria el vector propio.” geométrica = 1.” Hace una

290




gréfica.

Tania

Si.

Si. “es SM porque las columnas y
renglones son multiplos - Id
y al solo tener una variable
arbitraria sabemos que hay un
solo vector propio p / A=-7”

“y multiplicidad
geométrica = 1, recta en
RZ'”

Pregunta 13

Dos valores | Explicacion
propios

Santiago | Si. “porque solo puede tener solo 2 pivotes 6 porque el polinomio esté al
cuadrado.”

Fabio Si. Escribe una matriz Ax Y encuentra el polinomio caracteristico.
C-MnC-»=0"

Alexis Si. “maximo valores propios para matriz 2x2 o nxn son el # de valores por
los cuales se resta A. Obteniendo 2, n, valores propios como maximo.”

Daniela | Si. Escribe una matriz 2x2 y dice “Al ser Ay, al llegar a la FER puedo
tener 2 pivotes y por lo tanto 2 valores propios.”

Diana Si. 2 valores propios ya que si la matriz es diagonal tiene 2 pivotes y la
diagonal son los valores propios.”

Alain Si. “2, porque el determinante es un polinomio de grado 2”

Dos valores Explicacién
propios

Sebastian | Si. “2, porque su multiplicidad algebraica no puede ser mayor a n=2.”

Roberto | Si. “A lo mas 2, porque me daria una cuadratica.”

Susana Si “puede tener max 2 valores propio porque es 2x2 solo puede haber 2

li (2 en la diagonal).”
Rodrigo | Si “dos, ya que nos queda una A% cuando hacemos el det.”
Alejandro | Si. “El polinomio caracteristica es de 2° grado, eso lleva al factorizarse
ados A.”
Tania Si. “Aoxe puede tener a lo mucho 2 valores propios porque por columna

hay un valor propio.”

Pregunta 14

Matriz | Explicacion
Santiago | Si. “Matriz diagonal conA=2,3,5”
Fabio Si. “Triangular inferior”
Alexis Si. “‘A=2, 2-A\"
Daniela | Si. “matriz triangular inferior”
Diana Si. “La diagonal en una matriz triangular inferior son sus valores propios.”
Alain Si. No explica.

291




Pregunta 15.

Matriz Explicacién
Santiago | Si. “A=0 porque son 1d”
Fabio Escribe dos matrices una triangular superior con Para la primera “triangular

ceros en la diagonal y una con determinante igual a | inferior”. Para la segunda “con

cero. det=0”
Alexis Si. Escribe dos matrices. “columnas 1d”
Daniela | Si. “diagonal”
Diana Si. “Ya que los vectores son 1d.”
Alain Si. “A=0 porque determinante = 0”

Pregunta 16

Aplicacion
Santiago | No responde
Fabio No responde
Alexis No responde
Daniela | No responde
Diana “Ecuaciones en diferncia”
Alain “Ecuaciones de diferencias”
Aplicacion
Sebastian | “Las
ecuaciones
diferenciales.”
Roberto | No resuelve.
Susana “Patinetas”
Rodrigo | “No”
Alejandro | “Ecuaciones
en
diferencias.”
Tania “probabilidad”

Pregunta 17

Solucién

Santiago | “Proceso de Markov. La sumatoria de los valores de p tienen que ser 1. Igual con q.”
Hace un diagrama de transicion.

Fabio “a; = mismo voto, a; = voto distinto, p + q = 1.” Escribe una matriz de transicion.
Proceso de Markov.

Alexis “Dos partidos A, B. Que datos necesito, la probabilidad p y q.” Escribe una matriz de
transicion y las ecuaciones. Ponen sus datos de forma que sumen uno para tener un
Proceso de Markov.

Daniela | Proceso de Markov. Escribe la matriz de transicion, la suma debe ser uno, escribe el
vector punto fijo y “— w, tendencia a la larga”

Diana Escribe la matriz de transicion. Proceso de Markov.

Alain “p=1-q,x=voto A, y =voto B. A =gx + py, B=(1- p)y + (1- 9)x.”
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Solucién

Sebastian | “q quede en el mismo partido, p cambie de partido.
Partido A = x, Partido B =y
X1 = QX + py
ytea= (1-g)x + (1-p)y.”
Correcto
Roberto | “Tiempo importa, voto presente depende voto pasado. Prob. de votar por el mismo.
Prob. de cambiar voto. Cademas Markov.”
Susana “A, B. diagrama con Cadena de Markov.”
Rodrigo | “m=qga + pb.
c=(g-la+ (p-Hb”
Alejandro | “Cadenas de Markov. Matriz de transicion.” Hace un diagrama de transicion.
Tania “Necesitamos el # de pers que votaron la eleccion por los dos partidos.

#ip + #.0 = P(A)
#ap + #:q = P(B)”
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