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Notacién y prerrequisitos

Suponemos que el lector esta familiarizado con conceptos elementales de algebra,

como anillos, médulos y producto tensorial.

La siguiente notacién serd la que utilizaremos en el presente trabajo: N(respectivamente
Z) representa a los nimeros naturales (respectivamente a los niimeros enteros).
Sin € N, escribimos n>>1 para denotar a un nimero natural muy grande. Si X

es un conjunto, denotamos por 1x a la funcién identidad en X.

Siempre trabajaremos sobre anillos conmutativos con identidad y sobre médu-
los unitarios. Si A es un anillo, Spec(A) denota al conjunto de todos los ideales
primos de A.Si p:A— B es un homomorfismo de anillos, a todo B-médulo M lo
podemos tratar como A-mdédulo de manera natural mediante dicho homomor-

fismo. En este caso decimos que B es un A-ilgebra.



Prologo

El presente trabajo tiene por objeto abordar resultados basicos de la Teoria
de la dimensién, enfatizando resultados elementales de Homologia, como son los

functores Tor y Ext.

No obstante los prerrequisitos, consideramos conveniente introducir dentro
del segundo capitulo de este escrito, algunos resultados imprescindibles sobre
algebra conmutativa, donde supriremos las demostraciones de ciertos resultados
que, lejos de acercarnos al objetivo de este texto, podrian alejarnos de él. Sin
embargo, en la seccién de la bibliografia sugeriremos los libros donde se pueda
accesar a la teoria que aqui se considere, junto con una explicacién mas extensa

y basta.



Capitulo 1
Homomorfismos y sucesiones exactas de moédulos

1.1 Homomorfismos de moddulos

Sea A un anillo y sean M, N dos A-médulos. Una funcién f: M — N se llama

homomorfismo de A-mdédulos (o funcién A-lineal) si

fle+y)=fl@)+ fly)y
flax) = af(x)

para todo a € A y para todo par de elementos x,y € M. En consecuencia, f es
un homomorfismo de grupos abelianos que conmuta con la accién de cada a € A.
Si A es un campo, una funcién A-lineal es lo mismo que una transformacién de
espacios vectoriales.

La composicién de funciones A-lineales es A-lineal.

El conjunto de todos los homomorfismos de A-mdédulos, de un médulo M a un
médulo NV, puede adquirir estructura de A-mdédulo si se definen las siguientes

operaciones:

(f +9)(z) = f(z) + g(),
(af)(z) = af(z)

para todo z € M. Este A-médulo se denota por Hom 4(M, N).



1.2 Sucesiones exactas de modulos

Sea A un anillo y sean M, M’, M" A-médulos. Una sucesién M'TM9I M" de
A-homomorfismos se dice exacta si ker g = imf.

Sea My — M, — My — ... — M, una sucesién de A-homomorfismos. Sea ¢
un entero con 1 < ¢ < n — 1. Decimos que la sucesién es exacta en M; si la
sucesién M;_1 — M; — M;11 es exacta. Si la sucesién es exacta en M; para
todo i, entonces decimos que dicha sucesién es exacta.

Una sucesién exacta corta es una sucesién exacta del tipo 0 — M'TMI M — 0.

Dicha sucesién se dice que se escinde si existe un A-homomorfismo ¢ : M"" — M

tal que gt = 1p7~. En consecuencia t es inyectivay M = f(M) @ t(M").

Sea 0 — M/ZM9 M" — 0 una sucesién exacta de A-médulos que se escinde
y sea F' un functor aditivo de A-mdédulos en B-médulos. Entonces la sucesién
0 — F(M)EDFM)FOF(M") — 0 también es una sucesién exacta que se

escinde.



Capitulo 2

Resultados basicos de Algebra Conmutativa

2.1 Anillos de Fracciones y Localizacion
Sea A un anillo. Un subconjunto S de A se dice multiplicativo si 1 € S y si para
todo par s,s’ € S tenemos ss’ € S. Sea M un A-mddulo y sea S un conjunto
multiplicativo de A. Definimos una relacién sobre M xS, de la siguiente manera:
(m, s)~(m',s") si existe s’ € S tal que s”(s'm — sm') = 0. La relacién ~ es de
equivalencia; al conjunto de clases de equivalencia lo denotamos por S~'M. Si
(m, s) € MxS, su clase se denota por *. Cuando M = A, a S~1A lo llamamos
anillo de fracciones de A(junto con operaciones de suma y producto entre clases

como se define entre nimeros racionales).

Si M es un A-médulo, el conjunto S~'M tiene asociado una estructura

natural de S~!A-médulo si se definen las siguientes operaciones bésicas:

’ ’ ’
m + m_ __ s m-+sm
s’ ss’
a,m _ am
< kT =
s s S8

Al S7'A-médulo S~'M lo llamamos médulo de fracciones de M respecto

de S.

Sea ¢ un ideal primo del anillo A. Entonces S = A — ( es un conjunto
multiplicativo de A. En este caso denotamos a S™'A por A¢; si M es un A-

moédulo, al conjunto S™'M lo denotamos por M.

Sean M, N A-médulos y sea f € Hom (M, N). Definimos S~1f : S~'M—S—IN
por STHf(2) = @ Se verifica facilmente que S™1f € Homg-14(S™1M,S71N)

estd bien definida.
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PROPOSICION 1: La asignacién M—S~!'M, fr—S~1f define un functor exacto
de A-médulo a S~!A-médulos.

Dem. Verifiquemos la siguiente implicacién:

La exactitud de
0—M'L ML "0
=
la exactitud de
0—S— 1M S L g1 59510170
Exactitud en S™1M"': todo elemento de S~'M" es de la forma mT” conm” e M" seS.

Sea m € M tal que g(m) = m”. Entonces mT” =S"1g(2).

Exactitud en S~'M: gof = 0 implica S~1goS™1f = S71(gof) = 0, asi que
g

imS~' fCkerS~1g. Sea ahora ™ € S™'M tal que S™'g(2) = (m) — (. En

S

tonces existe ¢ € S tal que g(tm) = tg(m) = 0. Por lo tanto, existe m’ € M’ tal
que tm = f(m’). Ahora S’lf(%l) =fm) —tm _m

ts ts s

Exactitud en en S™1M’: Sea mT/ € S7IM’ tal que %m/) = S_lf(mT/) =0.
Entonces existe t € S tal que f(tm') = tf(m’) = 0, que implica tm’ = 0, luego

’
m_
ml =,

En lo sucesivo, denotaremos por iy; : M—S~!M al morfismo natural que

envia mn—>%.

PROPOSICION 2: La asignacién ¢ : (—S~1((= (S71A) es una funcién que de-

fine una biyeccién entre el conjunto de ideales primos ( € A con (NS = y el
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conjunto de los ideales primos de S~ A.

Dem. Si ¢ € A es un ideal primo con (NS = (), aseguramos que si un ele-
mento £ € S~1A satisface T € S~1¢, entonces a € (: S € Sflﬁé% =L
con p € (,t €5, implica que existe u € S tal que uta = usp € (=a € (, pues

ut € SCA — (. Esto implica que S™'¢#£S~A. Ahora (2)(%) € S™(= € S~ ¢=ad’ € (=(a

oad)e(=%0 ‘;—: € S~1¢. Més claramente, (1S (<SG S S71¢,. Seapl S~1A

un ideal primo y sea { = i;l(p). Entonces ¢ es un ideal primo de A con (NS = (.

Veamos que p»—n’;‘l (p) es la inversa de ¢. Primeramente, para un ideal primo p de

S~LA, tenemos i;l(p)S_lAgp. Por otra parte, ¢ € p=7 € p=a € i;l(p)ég € izl(p)S_lA.
Entonces p = i;'(p)S™'A. Sea ahora ¢ un ideal primo de A con (N = (.

Entonces Cgi;‘l(CS_lA). Por otra parte, a € i;l((S_lA):% € (S 'A=a (.

Esto Muestra que ¢ =i, (S71().

[ |
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2.2 Médulos Noetherianos

PROPOSICION 3: Sea A un anillo. Para un A-médulo M, las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

1. todo submédulo de M es finitamente generado;
2. M satisface la condiciéon de cadena ascendente;

3. todo subconjunto no vacio de M tiene un elemento maximo.

Dem. (1)=(2): Sea N = U;>oM;. N es un submédulo de M. Sea {n1,..,n,}

un subconjunto de generadores de N. Existe M, que contiene a todos los ele-
mentos de dicho conjunto. Entonces NCM,CN=N = M,=>M, = My = ...
(2)=-(3): Sea x un conjunto no vacio de submdédulos de M. Sea My € x. Si My
es maximo en Yy, ya acabamos. En otro caso, elija M; € x tal que MyGM;.
Si M; es maximo, ya terminamos. En otro caso, existe Ms € x con M; G Ms.
Procediendo de esta manera, conseguimos una sucesiéon MG M1 G M>G ... nece-
sariamente finita. El ultimo elemento de la sucesion es maximo en x.
(3)=-(1): Como la condicién (3) se sigue cumpliendo aun si se reemplaza a M
por cualquier submdédulo, es suficiente mostrar que M es finitamente generado.
Sea x la familia de de todos los submédulos de M finitamente generados; desde
luego x no es vacfo. Por (3), existe un elemento méximo N € x. Si NG M, existe
m € M, m ¢ M; el submédulo generado por N y m pertenece a x y contiene a
N propiamente. Esta contradiccion prueba que M es finitamente generado.

DEFINICION 1: Un A-médulo M se dice noetheriano si satisface las tres condi-
ciones equivalentes de la proposicién anterior. Un anillo A es noetheriano si lo

es como A-mddulo.
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PROPOSICION 4: Sea A un anillo noetheriano y M, un A-mdédulo finitamente

generado. Entonces M es noetheriano.

Dem. Supongamos que M esta generado por n elementos. La proposicién se
prueba por induccién sobre n. Sin = 1, M es isomorfo a un cociente del médulo
noetheriano A. Sea n > 1 y supongamos que M estd generado por xi, ..., Tn,.
Sea M' = Axy y M" = M/M’'. M’ es noetheriano. Como M" estd generado
por las imagenes de xs, ...,z,, en M", entonces es noetheriano por la hipdtesis
de induccién.

PROPOSICION 5: Sea S un conjunto multiplicativo de un anillo noetheriano A.

Entonces S~! A es noetheriano.

Dem. Sea o un ideal de S~'A y sean ay, ..., a, elementos en A que generan
al ideal i ;" (a) de A. Entonces a;/1,...,a,/1 generan a a.

TEOREMA 1 (Teorema de la base de Hilbert): Sea A un anillo noetheriano. En-

tonces el anillo de polinomios A[x1, ...x,] en n variables sobre A es noetheriano.

Dem. Por induccién sobre n (tomando en cuenta que es suficiente probar el
teorema para el caso n = 1, es decir, para el caso B = Alz]). Sea  un ideal
de B; mostraremos que [ es finitamente generado. Sea n = {0}U{coeficientes
lideres de 8}. 1 es un ideal de A. Si 7 = 0, entonces § = 0 y no hay nada que
probar. Supongamos que n#0. Como 7 es finitamente generado, existen en A
elementos ¢y, ..., ¢, distintos de cero tales que nn = (¢1, ..., ¢). Sea f; € 8 con co-
eficiente lider ¢; para 1<i<r. Sea N = maz;(deg(f;)). Entonces aseguramos que
B=(f1,..., fr)+3,donde B = B(A+AX +...+ AXN~1). Para probar esto, es
sufieciente mostrar que todo f = a,, X™ + ... + ap € B pertence a (f1, ..., fr)+5".
Si m<N — 1, ya acabamos. Sea m>N y sea a,, = Z1gi§rdicivdi € A. En-
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tonces deg(f — ZlgigrdiXm—deg(fi)fi)gm — 1 y en consecuencia, por induc-
cién en m, f— EISiSTdiXm_deg(fi)fi € (fi,, fr) + 0, luego también f €
(fi, .., fr) + (. Siendo un submédulo de A + AX + ... + AXV=1 3 tiene un
conjunto de generadores g1, ..., gs sobre A. Entonces fi,..., fr, ..., 91, ..., gs gen-
eran (.

COROLARIO 1: Sea A un anillo noetheriano y B, un A-algebra finitamente gen-
erado. Entonces B es noetheriano.
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2.3 Lema de Nakayama

DEFINICION 2: Sea A un anillo. La interseccién de todos los ideales méaximos

de A se llama Radical de Jacobsont se denota por r(A) o bien por r.

LEMA 1 (Lema de Nakayama): Sea M un A-mddulo finitamente generado. Si

rM = M, entonces M = 0.

Dem. Suponamos que M # 0 y que z1, ..., T, €s un conjunto minimo gen-
erador de M. Como M = rM, tenemos x1 = Zlgignaiazi con a; € r . Esto
conduce a que (1 —a1)z1 = Y oric, @iy, esto es z1 = > oo (1 —a1) taz;,
lo que implica que zo, ..., x, generan a M. Esto es una contradiccion.
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2.4 Descomposicién primaria

Sea A un anillo y M, un A-médulo. Para a € A, la asignacién ap; : M — M,
definida por aps(x) = ax para x € M es un A-homomorfismo llamado homotesia
de a. Sea N un submoédulo de M. Decimos que N es primario en M, si N # M
y si para cualquier a € A, la homotesia ay;/y es inyectiva o nilpotente. Por un

ideal primario de A entendemos un submédulo primario de A.

PROPOSICION 6: Sea N un submédulo primario de un A-médulo M y sea ¢ =

{a € A]apyn no es inyectivo}. Entonces ¢ es un ideal primo de A.

Dem. Como N es primario en M, tenemos ¢ = {a € A | ap;/n es nilpotente}.
Se sigue ¢ es un ideal propio. Sea a,b € A;a,b # (. Entonces apr/n,byr/n son
inyectivos y también lo es abyr/ny = an/n © byryn- Luego ab # (= es primo.

Para un submdédulo primario N de M, el ideal primo ¢ definido en la proposi-
cién anterior se llama ideal primo asociado a IV en M. En este caso decimos que

N es (-primario (en M).

Sea N un submédulo de M. Una descomposicién de la forma N = Ny (| N2 (..

donde N;,1 < ¢ < r son submédulo primarios de M, es llamada descomposicion
primaria de N en M. Esta descomposicién es reducida si (1) N no se puede
expresar como la interseccién de un subconjunto propio de {Ni,...,N,}, y si
(2) los ideales primos (i, ..., {, asociados respectivamente a Ny, ..., N, en M son

distintos.

NN,

LEMA 2: Sean Ny, ..., N, submdédulos ¢-primarios de M. Entonces N = Ny [)...[| N

es (-primario.
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LEMA 3: Todo submdédulo irreducible N de un médulo noetheriano M es pri-
mario.

LEMA 4: Sea M un A-mddulo noetheriano. Entonces todo submdédulo propio de
M es una interseccién finita de submaoédulos irreducibles.

PROPOSICION 7: Sea M un A-médulo noetheriano. Entonces todo submédulo

propio de M admite una descomposicién primaria reducida.

Dem. Los lemas 3 y 4 garantizan que todo submoédulo propio N admite una
descomposicién primaria N = Ny [)...[ | N;.. Por el lema 2, podriamos, luego de
agrupar todos los submédulos (-primarios con el mismo ideal primo (, suponer
que los ideales primos asociados a IN; son distintos. Luego de quitar algunos de
los Nl-/, si fuese necesario, conseguimos una descomposicion primaria reducida
de N.
|

Sea M un A-médulo. Un ideal primo ¢ de A se dice asciado a M, si existe
x # 0 en M tal que € es el anulador de x. Denotamos por Ass(M) al conjunto

de todos los ideales primos de A asociados a M.

PROPOSICION 8: Sea A un anillo noetheriano y M, un A-mdédulo finitamente
generado. Sea 0 = Ny [)...[) N, una descomposicién primaria reducida de 0 en
M, con N; (;-primario para 1 < ¢ < r. Entonces Ass(M) = {(1,...,(-}. En

particular Ass(M) es finito; mds atin, M = 0 si y s6lo si Ass(M) = 0.

Dem. Sea ¢ € Ass(M). Entonces existe x # 0 en M tal que ( es el anulador
de z. Como z # 0, podemos suponer que z ¢ Ny |J...|UNj,z € Njpi()...\ Nr
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para algtin j € {1,...,7}. Para a € (;, la homotesia ayn, es nilpotente. Como
(i es finitamente generado, existe n; € N tal que (/"M C N,. Tenemos que
[L<ic; Gz © (N NN NN+ N N;) = 0. Luego [Ti,<; ¢ S
¢ = ¢ C ¢ para algin k € {1,...,j}. Por otra parte x = 0 implica que la
homotesia ay;/n, no es inyectiva para a € ¢. Por lo tanto ¢ € (4 = ¢ = (k-

Esto prueba que Ass(M) C {(1,...,(r }-

Ahora mostraremos que ¢; C Ass(M),1 < i < r. Es suficiente probar que
¢i € Ass(M). Como la descomposicién primaria dada es reducida, existe x € Na () ...\ N;, x ¢
Ni. Como N; es (i-primario, existe n € N tal que (T’ C Ny, Ib_ll‘ C Nj. Sea
y € te,y ¢ Np. Entonces (i estd contenido en el anulador de y. Por otra
parte, si a € A es tal que ay = 0, entonces ay;/n, no es inyectivo, lo que implica
a € (1. Entonces (; es el anulador de y = (3 € Ass(M).
|

COROLARIO 2: Sea A un anillo noetheriano y N, un submédulo de un A-
moédulo M finitamente generado, con descomposiciéon primaria reducida N =
Ni(..-NN;. Entonces Ass(M/N) = {¢,...,(-}, donde los (; son ideales pri-
mos asociados a N; en M, para 1 <14 < r. En particular, el conjunto {¢, ..., ¢}
de ideales primos, correspondiente a la descomposicién primaria reducida de N,
es independiente de dicha descomposicién.

Un elemento a € A se llama divisor de cero de un A-médulo M, si existe

x € M,z # 0 tal que axz = 0.

PROPOSICION 9: Sea A un anillo noetheriano y M, un A-mddulo finitamente
generado. Entonces el conjunto de divisores de cero de M es UgeAss(M) C.
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Sea A un anillo. Recordemos que Spec(A) denota al conjunto de todos los

ideales primos de A.

El nilradical ¢(A) de un anillo A se define como el subconjunto {a € A | a™® =0,n €

N} de A. Este es un ideal de A.

PROPOSICION 10: Sea A un anillo. Entonces ¢(A4) = Neegpee(a) C-
|

Sea « un ideal de un anillo A. El radical /& de « se define como el conjunto
Va={ac€A|a" € a,n € N}. /a es un ideal de A que contiene a o y que
satisface va/a = ¢(4/a).

COROLARIO 3: Sea a un ideal de A. Entonces v/oo = (ecgpec(a) coa S
|

Para un A-médulo M, definimos el anulador de M por ann(M) = {a € A |
aM = 0}. Desde luego, ann(M) es un ideal de A.

PROPOSICION 11: Sea A un anillo noetheriano y M, un A-médulo finitamente
generado con o = ann(M). Entonces v/ = (ec gg5(ar) ¢
|

COROLARIO 4: Para un anillo noetheriano A, tenemos ¢(A4) = ¢e ass(ar) ¢
|

Sea M un A-médulo. El conjunto {¢ € Spec(A) | M¢ # 0} se llama soporte
de M, y se denota por Supp(M).
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PROPOSICION 12: Sea M un A-médulo. Entonces el A-homomorfismo ¢ : M —
Hce Spec(A) M¢, inducido por el homomorfismo candénico M — M, es inyectivo.

En particular M = 0 si y sélo si Supp(M) = 0.

Dem. Sea z € M tal que p(x) = 0. Esto significa que para todo ¢ € Spec(A),
existe s¢ € A — ¢ tal que scz = 0. Entonces ann(Az) ¢ ¢, € Spec(A) =
ann(Az) = A,z = 0.
|

PROPOSICION 13: Sea A un anillo noetheriano y M, un A-médulo finitamente

generado. Para ¢ € Spec(A) las siguientes condiciones son equivalentes:

1. ¢ € Supp(M);
2. existe (' € Ass(M) tal que ¢ D (';

3. ¢ D ann(M).

Dem. (1)=-(2): Supongamos que Ass(M) = {(1, ..., (- - Si (2) no se satisface,
¢ 2 My<i<y Gi- Esto implica que ¢ 2 ann(M) = M¢ = 0, lo que contradice (1).

(2)=(3): Se tiene ¢ 2 ¢’ = ¢ D y/ann(M).

(3)=(1): Supongamos que M, = 0. Sea {z1,...,x,} un conjunto generador
de M. Existe s; € A — ( tal que s;x; = 0. Entonces s = sy...s, € ann(M). Esto
contradice (3), ya que s ¢ (.

[ |

COROLARIO 5: Tenemos que Ass(M) C Supp(M). Los elementos minimos de
Supp(M) pertenecen a Ass(M), y son precisamente los elementos minimos de
Ass(M).

|



21

2.5 Mdédulos de Artin y médulos de longitud finita

Un A-médulo M se dice de Artin si satisface la condicién de cadena descen-

dente para submédulos. Un anillo A se dice de Artin si lo es como A-mdédulo.

Un A-médulo M es de longitud finita si posee una serie de Jordan-Holder.

Se define la longiud [ de un A-médulo de longitud finita como el nimero de

eslabones de cualquiera de sus series de Jordan-Holder.

PROPOSICION 14: Sea M un A-mdédulo. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. M es de Artin;

2. Todo subconjunto no vacio de submédulos de M contiene un elemento

minimo.

PROPOSICION 15: Sea A un anillo noetheriano y M, un A-médulo finitamente
generado. Entonces M es de longitud finita si y sélo si todo ¢ € Supp(M) es

maximo.

Dem. Sea M de longitud finita. Si M = 0, entonces Supp(M) = 0 y la afirma-
cién se satisface. Supongamos que l4 (M) = 1. Entonces M 2 A/m para un ideal

méximo m con Supp(M) = m. Supongamos ahora que 4 (M) 1. Sea M’ # 0 un

submédulo propio de M. Entonces la sucesién exacta 0 — M/ — M — M/M’' — 0 =

Supp(M) = Supp(M")J Supp(M/M'"). Como I4(M"),l4(M/M’) ambas son es-
trictamente menores que l4(M), se sigue por induccién sobre 4 (M) que todo

¢ € Supp(M) es méaximo.
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Reciprocamente, supongamos que todo ¢ € Supp(M) es maximo. Si M = 0,
no hay nada que probar. Supongamos que M # 0 estd generado por x1, ..., Ty,.
Procederemos por induccién sobre n. si n = 1, M = A/« para un ideal
a C A Sea o = aq()...[ )@, una descomposicién primaria reducida de o con
«;, ¢;-primario. Por hipotesis todo (; es méximo. Tenemos un monomorfismo
A/a — @, A/a;. Es suficiente mostrar que todo A/«; es de longitud finita. Co-
mo A es noetheriano y como para todo z € (;, alguna potencia de x pertenece a
o, tenemos ¢ C o; para algin m € N. Tenemos el epimorfismo A/¢" — A/«;.
Ahora es suficiente mostrar que l4(A/(™) es finita. Esto lo verificaremos por
inducién sobre m. Como (; es méximo, A/¢; es de longitud finita. En virtud
de la sucesién exacta 0 — ¢("71/¢M™ — A/ — A/ — 0, es suficiente
demostrar que Cim_l /¢ es de longitud finita. Como (; es finitamente generado,
¢ /¢™ es finitamente generado sobre A/(;; en consecuencia es de longitud
finita como A/(;-médulo y en consecuencia como A-mdédulo.

Sean > 1. Sea M’ = Ax;. Tenemos entonces la sucesién exacta0 — M’ — M — M/M’' — 0
y Supp(M) = Supp(M") |J Supp(M/M"). Como M', M /M’ estén generados por

menos de n elementos, se sigue por hipétesis de induccién que M’ M /M’ son

de longitud finita, lo que implica que M también es de longitud finita.

PROPOSICION 16: Todo anillo de Artin es de longitud finita.
[ |

COROLARIO 6: Todo anillo de Artin es Noetheriano.
[ ]

COROLARIO 7: Todo médulo finitamente generado sobre un anillo de Artin es
de longitud finita.
|
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2.6 Mddulos graduados, médulos con filtracién. El teorema de

Artin-Rees.

Sea A un anillo. Una graduacién de A es una descomposiciéon A = @"207 nezt An
de A como suma directa de subgrupos A, de A, tal que A, A, C Anin
para todo m,n € Z*. Un anillo con graduacién se llama anillo graduado. Sea
A =@, A, un anillo graduado. Los elementos de A,, distintos de cero se llaman

homogéneos de grado n. Llamamos a A,, la n-ésima componente homogénea de A.

PROPOSICION 17: A es un subanillo de A con identidad. M4s atin, todo A4,, es
un Ag-médulo, y A es un Ap-algebra.

Sea A con las mismas caracteristicas y supongamos que k — Ay es un
homomorfismo de anillos. Entonces A es un k-dlgebra. En este caso nos referimos

a A como un k-algebra graduado.

Sea A = ®n20 A, un anillo graduado y sea M un A-mddulo. Una A-graduaciéon de M

es una descomposicién M = @,,~, M, de M como suma directa de subgru-
pos M, de M tal que A,M, C My, 1n,m,n € Z*. Dicho médulo se llama

A-médulo graduado.

Sean M =@, o Mn, N = @,,~, Nn dos A-médulos graduados. Un homo-
morfismo f : M — N de A-mdédulos graduados de grado r es un A-homomorfismo
tal que f(M,) C Npip,n € ZT. Sir =0, f se llama (simplemente) homomor-

fismo de moédulos graduados.

Sean A =P, 5o A4n, B = D,50 By dos anillos graduados. Un homomor-
fismo de anillos f : A — B se llama homomorfismo de anillos graduados si

f(An) € By,neZt.
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Sea A = P, A, un anillo graduado y sea M = @, M, un A-médu-
lo graduado. Un submédulo N de M se llama submdédulo graduado de M si
N =8, (N M,). Un ideal de A que es un submdédulo graduado de A se lla-
ma ideal homogéneo de A. Si N es un submédulo graduado de M, M/N tiene
una A-graduacién inducida por aquella de M: M/N = ,,(M,, + N)/N. Sea
f: M — M’ un homomorfismo de A-mddulos graduados. El niicleo de f, deno-
tado kerf, como la imagen de f, denotada imf, son submdédulos graduados de

M, M'; respectivamente.

PROPOSICION 18: 1. Sea A = @,, A, un anillo graduado y M = @,, M,,
un A-médulo graduado. Si M es noetheriano, M, es finitamente generado

como Agp-médulo;

2. Supongamos que A estd generado por A; como Ap-dlgebra. Entonces A es
noetheriano si y sélo si Ay es noetheriano y si A; es finitamente generado

como Ag-mébdulo.

Sea A un anillo. Una filtracién de A es una sucesion A = Ay C A; C

. C A, C .. de ideales de A tal que A,, A, C Apin,m,n € ZT. Un anillo
con filtracién se llama anillo de filtracién. Sea A un anillo de filtracién. Una
filtracién sobre un A-mdédulo M es una sucesion M = My C M, C ... C M,, C
... de submédulos M,, tal que A,,M,, C M, n,m,n € Z*. Un A-médulo con

filtracién se llama moddulo de filtracion.

Sea A un anillo de filtracién y sea a un ideal de A. Sea M un A-médulo
de filtracién (M, los submédulos asociados). Decimos que esta filtracién es
compatible con « si aM,, C M,,+1,n > 0; asimismo decimos que dicha filtracién

es a-estable si es compatible con o y si aM,, = M, 11,7 > 1.

Sea A un anillo y M, un A-médulo. Sea o un ideal de A. Entonces a define
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una filtracién A = o® D a O o2 D ... en A y define otra filtraciéon M =

o®M DO aM D o?M D ... en M, llamadas a-adicas filtraciones. Claramente,

toda a-adica filtracién es a-estable.

Sea A un anillo y «, un ideal de A. Sea M un A-médulo con filtracién
M =o°M DO aM D a?M D ... compatible con «. Considere la suma directa
A=APaPa’@ .... La multiplicacién en A induce otra multiplicacién en A
que lo dota de una graduacién. Sea M = Mo @ M; @ Mo €D ... La estructura

de A-médulo de M induce la estructura de A-médulo graduado en M.

LEMA 5: Sea a un ideal de A y sea M un A-mdédulo noetheriano con filtracion
M = My O M; D ... compatible con a. Entonces M es finitamente generado
como A-médulo si y sélo si la filtracién es a-estable.

Sea M un A-mddulo con filtracion M = My 2 M; O M D ... y supongamos
que N es un submdédulo de M. Entonces N,, = N[ M,,n > 0 define una

filtracién en M, llamada filtracién inducida en N.

TEOREMA 2 (Artin-Rees): Sea A un anillo noetheriano, o un ideal de A, M un
A-médulo finitamente generado, y N, un submédulo de M. Entonces, para toda

a-filtracion estable de M, la filtracion inducida en N es a-estable.

Dem. Sea M = My O M; O Ms O ... una filtracién a-estable de M. Sean
A=APaPo’PH...M=McPM PMP...N=NPMNON)PMNOAN)P ...
Como la filtracién en M es a-estable, se sigue que M es finitamente generado
como A-médulo. Como A es noetheriano, a es finitamente generado, y en con-
secuencia A es noetheriano. Por lo tanto M es un A-médulo noetheriano, lo que
implica que N es finitamente generado sobre A. Luego entonces, la filtracién

inducida en IV es a-estable.
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COROLARIO 8: Sea A un anillo noetheriano, o un ideal de A, M un A-médulo
finitamente generado y N, un submédulo de M. Entonces existe ng € Z* tal
que para todo n > 0, tenemos a(a"M (N) = a" 1M N.

[ |

COROLARIO 9: Sea A un anillo noetheriano y r, su radical de Jacobson. En-
tonces (,,>o " = 0.

Sea A un anillo con filtracién A = Ag D A; 2 Ay D ... y sea M un A-médulo
con filtracién M = My 2 M; 2O M>.... Consideremos la suma directa G(A) =
®D,.>0 An/An+1 de grupos abelianos A, /A, 11. Podemos hacer de G(A) un anillo
graduado al definir la siguiente multiplicacién: sean@ € A, /A,11,b € Ay /A1
elementos homogéneos de grados n, m; respectivamente. Supongamos que a €
A,,b € A, son representantes de @, b. Entonces ab € A, ,; definimos @b como
la imagen de ab en A, 1 /An4+m+1. Esta multiplicacion estd bien definida, que se
extiende a una multiplicacién en G(A), gradudndolo. De manera similar, damos
estructura de G(A)-médulo graduado a G(M) = @,,5g Mn/Mp11. G(A) es el
anillo graduado asociado a la filtracién de A. Asimismo G(M) es el mddulo

graduado asociado a la filtracién de M.

Sea A un anillo, o un ideal suyo, y M un A-médulo. El anillo graduado y el
médulo graduado asociados a las filtraciones a-adicas en A y en M, respectiva-

mente, se denotan por G, (A4) y G4 (M).

LEMA 6: Sea A un anillo noetheriano y «, un ideal de A contenido en r(A). Si
Go(A) es un dominio entero, tambien lo es A.
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Capitulo 3
Functores Tor y Ext

3.1 Functor Tor
Sea M un A-médulo y sea P = (P, €) una resolucién proyectiva de M. Entonces,

para todo A-médulo N, denotamos por P& 4, N el complejo izquierdo

= P,QNEBINp  Q,N—..—PQ,N—0.

—

Denotamos los médulos homolégicos Hy, (P &) 4 N) de dicho complejo por H,,(M, N; P).
Sea f : M — M’ un homomorfismo de A-mdédulos y sea P, P’ resoluciones
proyectivas de M, M’ respectivamente. Sea F' : P — P’ un morfismo terminal

en f. El morfismo F define para todo n € Z™ un A-homomorfismo

H,(f,N;P,P"): H,(M,N;P) — H,(M',N; P).

Dicho homomorfismo no depende de la eleccién del morfismo terminal en f.

Sea 0 — M’'ZM-LM" — 0 una sucesién exacta de A-médulos y sea
0P —P—P' 0 *)

una resolucién exacta de esta sucesién exacta. Sea para todo n > 1 9, (N, (x)) :
H,(M",N;P")— H,_1(M', N; P’) el homomorfismo conector definido por (*).

Tenemos el siguiente lemas:

LEMA7: 1. Sean f: M — M’ ,g: M’ — M" homomorfismos de A-mdédulos
y supongamos que P, P’, P"” son resoluciones proyectivas de M, M’ y M",

respectivamente. Entonces para todo n € ZT tenemos
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H,(gf,N; P,P") = Hy(g,N; P\, P")H,(f,N; P, P). Més atin,
H7L(1]\/I7N;B7 B) = 1Hn(MuN§£)'

2. 590 —-P - P—-P'—0 (*) es una resolucién
proyectiva de una sucesién exacta de A-médulos 0 — M’ =M -LM" — 0,

entonces la sucesion

e —
H,(M" N; P2 H, (M, N; P22t O g, (v, Ny Py HeO g, (M7 N3 P —
.. — Ho(M" ,N; P") — 0 es exacta (donde hemos escrito 9, en vez de

On(N, (%)), vy Hp—1(2) en vez de H,_1(i, N; P'P), etcétera).

0O - M - M —- M — 0
L f L
0O - L —- L — L' — 0

es un diagrama conmutativo de A-mddulos con renglones exactos, y si

0 — B - p — P7” — 0
0o - Q - Q — Qﬁ" — 0

es un diagrama conmutativo de complejos, donde los dos primeros ren-
glones de éste (denotados por * y por **| respectivamente) son resoluciones
proyectivas de los dos primeros renglones del diagrama anterior (en el mis-
mo 6rden), y donde P’ — Q' (respectivamente P — Q,P” — Q") es un
morfismo terminal en M’ — L' (respectivamente en M — L, M" — L"),

entonces el diagrama

Ho(M", N; Py 22 (17, N: Q)

On (N, () ! ! On (N, (+5))
Hoo (M, NPy ZetBm®) (1 N: Q)

—

conmuta para todo n > 1.
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Dem. (1): Si F: P — P',G : P’ — P” son homomorfismos terminales en
f, g respectivamente, entonces GF es terminal en gf. Més aun, 1p es terminal
en 1ps. (2) vy (3) son claros.

PROPOSICION 19: Sea M un A-médulo y sean P, Q resoluciones proyectivas de

M . Entonces

Hn(1y, N3 P,Q) + Hy(M, N; P) — Hn (M, N; Q)

es un isomorfismo para todo n € Z*. Si f : M — M’ es un homomorfismo de
A-médulos y si P, @ son resoluciones proyectivas de M’, entonces el siguiente

diagrama conmuta:

H,(M,N;p) DTRG0 N Q)
H,(f,N;P,P') ! ! H,.(f,N;Q,Q")
Hy (M, N; Py P NELGD g v )
M4s atin, si 0 - M/ — M — M"” — 0 es una sucesién exacta de A-mdédulos y

si

0—-—P —-—P—-P'—>0 (*)
0@ Q- Q =

son dos resoluciones proyectivas de dicha sucesion, entonces el siguiente diagra-
ma conmuta para todo n > 1:

Hy, (1p0,N;P",Q")

—

H,(M",N;P") H,(M",N: Q")
On (NN, (x)) ! 1 On (N, (+x))
anl(Mz N,B) Hn71(1M/,N;£,Q) Hn,]_(M/, N, Q/)

—
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Dem. Tenemos que Hy (17, N;Q, P)H, (1, N; P, Q) = Hyp (107, N; P, P) =
Lp, (M,N;p) POT el lema anterior. Asimismo H.,(1r, N; P, Q)Hy(1a, N;Q, P) =
Lp, (m,n;Q)- Luego entonces Hy, (1ar, N; P, Q) es un isomorfismo. Ahora H,(f, N; Q,Q")H,(1m, N; P, Q) =
H,.(f,N;P,Q") = H,(1p,N; P/, Q" )Hy(f, N; P, P') por el mismo lema. Esto
prueba la conmutatividad del primer diagrama.

Para probar la conmutatividad del segundo diagrama de esta proposicién, con-

sidere el siguiente diagramas:

O - M - M - M — 0
IS A O VN R 0V
o - M - M - M — 0
Existen morfismos F’, F, F" terminales en 14,17, 157; respectivamente tal

que el siguiente diagrama conmuta:

0 — P — p — P — 0
F’ l F l F" l
0 — Q/ — Q — Q” — 0

El resultado se sigue del lema 7.

Sea para todo n € Z*+, Tor}(M, N) = H, (M, N; P), donde P es una resolu-
cién proyectiva de M. En virtud de la proposicién anterior, tenemos para un
A-médulo fijo N, una sucesién {Tor (M, N)},ez+ de functores de A-médulos
a A-modulos, definidos independientemente de las resoluciones proyectivas P de
M. Mss atin, si 0 — M’ — M — M" — 0 es una sucesién exacta de A-mddulos,
tenemos A-homomorfismos {0, : Tor}(M",N) — Tor:_|(M',N)},>1 llama-
dos homomorfismos conectores.

Sea ahora M un A-mddulo y P, una resolucién proyectiva de M. Si f : N — N’
es un homomorfismo de A-médulos, el morfismo 1pQ f: PR N — PQ N’ de

complejos, induce para todo n € Z*, un A-homomorfismo
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Tor (M, f) : Tor}(M,N) — Tor}(M,N").

Si0 — N'— N — N” — 0 es una sucesién exacta de A-médulos, entonces la

sucesion de complejos

0-PR N -PRX, N—-PRQ,N"—0

es exacta. por lo tanto, ésta define homomorfismos conectores

On : Tord(M,N") — Tor*_, (M, N").

n—1

TEOREMA 3: 1. Paraun A-médulo fijo N, las asignaciones { M + Tor (M, N)},cz+, {M

Tor(N, M)}, cz+ son sucesiones de functores de A-médulos a A-médulos.

2.8510 - M — M — M"” — 0 es una sucesién exacta de A-mddulos,

entonces las sucesiones

= Tord(M",N)2&Tor2_|(M',N) — Tor:_,(M,N) —
Tord [ (M",N) — ..Torg(M",N) — 0,

o= Tor (N, M"Y Tord_|(N,M') — Tor*_(N, M) —
Tor [(N,M") — .. Tord(N,M") — 0

son exactas.
3. Si
0 - M — M — M — 0

i i i)
0 - K' - K — K' — 0



32

es un diagrama conmutativo de A-mdédulos con renglones exactos, entonces

para todo n € ZT, tenemos:

Tor2(M",N) % Torl (M',N)
i !
Tor2(K",N) % Torl (K',N)

Torf(N,M") 2= Tord (N,M’)
! !
Tord(N,K") % Tor

son conmutativos.
4. Para todo n € Z*, el functor TorZ (M, N) es A-lineal en M y en N.

5. Existe un A-isomorfismo Torg' (M, N) = M @ , N que es functorial en M
yen N.

Dem. En virtud del teorema anterior, (1) y (2) se satisfacen. Lo referente a
los functores {M + Tor(M,N)} de (3), también se sigue del teorema ante-
rior y de un resultado béasico sobre diagramas conmutativos de complejos con
renglones exactos (ver apéndice). Para demostrar lo referente a los functores
{M + Tor}(N,M)}, notemos que si P es una resolucién proyectiva de M,

entonces el diagrama

0 - PR M — PR M — PRQ;M — 0
! ! !
0 - PRUK — PRJK — PRQyjK" — 0

es conmutativo, por lo que el mismo resultado referenciado sobre diagramas
conmutativos de complejos con renglones exactos, se tiene la conmutatividad
del diagrama asociado.

Demostremos (4): Sean f,g : N — N’ homomorfismos de A-mdédulos y sea
P una resolucién proyectiva de M. Como para a,b € A, tenemos a(lp @ f) +

b(lp®g) = 1p Q (af + bg), tenemos que aTorA (M, f)+bTor (M, g) = Tor (M, af+
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bg). Esto demuestra que Tor} (M, N) es A-lineal en N. Sean ahora @, Q' resolu-
ciones proyectivas de N, N’ respectivamente. Entonces para a, b € A, el morfismo

aF + bG es terminal en af + bg y en consecuencia se tiene la A-linealidad de
Tord(M,N) en M.

Finalmente, para demostrar (5), supongamos que P es una resolucién proyec-

tiva de M. Como Torg' (M, N) = (Py @ 4 N)/im(d1 @ 1), el A-homomorfismo
e@In:Ph@®@4 N — M@, N induce un A-homomorfismo e(M, N) : Torg!(M,N) —
M @ 4 N. Debemos demostrar que (M, N) es un isomorfismo functorial en M y

en N. Como P, 4 Py= M — 0 es exacta, la sucesién Py ®ANd1®1NPO®AN6 O IN M Q, N —

—

0 es exacta, de modo que (M, N) es un isomorfismo. Si ahora f: M — M’ es
un homomorfismo de A-médulos, y si F': P — P’ es un morfismo terminal en f,
donde P, P’ son resoluciones proyectivas de M, M’, respectivamente, entonces

el diagrama siguiente conmuta:

PL@QuN dl%@l Po@uN EQ_Z))l M@,N - 0
! el i @1 ! f&®1
P @uN @ Po@uN Egl M@ N - 0

lo que implica que el siguiente diagrama también es conmutativo:

Torg(M,N) MM ey, N

—

Torg'(f,N) l l f® 1y
Tord(M',N) N Ay N

—

Esto prueba que (M, N) es functorial en M. Ahora sea g : N — N’ un A-
homomorfismo y sea P una resolucién proyectiva de M. Entonces, la conmuta-

tividad del siguiente diagrama:

PN dl@%m PN 23@% M@ N — 0
| 1Qy ! 1Qg ! 1Qyg
PN LB PR, N Bl MR, N -~ 0

implica que €(M, N) es functorial en N.
[ |
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LEMA 8: Sea P un A-médulo proyectivo. Entonces Tor: (P, M) = 0, Tor2 (M, P) =

0 para todo A-médulo y para todo n > 1.

Dem. Como P es proyectivo, tenemos la resolucién proyectiva 0 — P 1:PP —
0. Luego entonces Tor (P, M) = 0,n > 1. Por otra parte, si (Q,¢) es cualquier

resolucién proyectiva de M, la sucesién

o Qu@UP = Q@ P— .. > Q@ PEIM®, P —0

es exacta. Por lo tanto Tor/ (M, P) = 0 para todo n > 1.

PROPOSICION 20: Sean M y N A-médulos. Entonces para todo n € ZT, existe

un isomorfismo TorZ (M, N) = Tor: (N, M), que es functorial en M, N.

Dem. Por induccién sobre n. Para n = 0 tenemos por el teorema anterior,
isomorfismos functoriales Torg! (M, N) = M @ 4 N, Tord'(N,M) = N@ , M.
Como M@, N = NQ 4, M, el resultado se satisface para n = 0. Sea n > 0.
Supongamos que la sucesién de A-médulos 0 — K — F — M — 0 es exacta,

donde F es libre. Esto induce la siguientes sucesiones exactas:

Tor(F,N) — Tor{(M,N)%Tor | (K,N) — Tor

n—1

Tor(N,F) — Tor2(N,M)2Tor2_,(N,K) — Tor{

n—1

(F,N)
(N, F)

Como n > 0, tenemos Tor/}(F,N) = 0 = TorZ(N, F) por el lema anterior. En

consecuencia, por hipdtesis de induccion, tenemos el siguiente diagrama conmu-

tativo
0 — Tor(M,N) % Tord ,(K,N) —  Tord |(F,N)
! ® ! (0
0 — Tord(N,M) 2 Tord ,(N,K) — Tor (N, F)
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donde ¢, 1) son isomorfismos. En consecuencia, ¢ induce un isomorfismo ¢’ :
Tor(M,N) = Tor (N, M). Como ¢ es functorial por hipétesis y como tam-
bién 9,, es functorial -por el teorema anterior-, el isomorfismo ¢’ también es

functorial.
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3.2 Functor Ext

Sean M, N A-médulos y sea (P,¢) una resolucién proyectiva de M. Deno-

tamos por Hom4 (P, N) al complejo derecho

0 — Homa(Py, N) 29 Hom 4 (P, N)2Y2) . Homu(P,, N)2Udesn) _,

—

y por Ext" (M, N) al n-ésimo médulo de homologia H"(Homa(P,N)). Si f :

M — M’ g: N — N’ son A-homomorfismos, entonces definimos

Eat(f,N) : Ext"(M',N) — Ext" (M, N)

y
Ext’(M,g) : Exty(M,N) — Ext’(M,N')

del mismo modo como enel caso de Tor. Si 0 — M’ — M — M" — 0 es
una sucesion exacta de A-médulos y N, es un A-médulo, definimos, como en la

seccion anterior, homomorfismos conectores
o' Ext Y (M',N) — Ext’y(M",N)

y de forma similar para sucesiones exactas en la segunda variable. De este modo,

tenemos:

TEOREMA 4: 1. Paraun A-mdédulo N, la asignacién {M — Ext’y (M, N)},cz+
es una sucesién de functores contravariantes de A-médulos a A-médulos,
y la asignacién {M +— Ext"y(N, M)}, cz+ es una sucesién de functores de

A-mdédulos a A-médulos.

2.0 - M — M — M"” — 0 es una sucesién exacta de A-mddulos,

entonces las sucesiones
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0 — Exty(M",N) — ... —» Ext’y *(M",N) — Exty (M, N) —
Eat" " (M, N)2Z2 Extn (M",N) — ...

—

y
0 — Exty(N,M') — ... — Bzt "(N,M’) — Exty (N, M) —
Ext’ " (N, M") = Ext" (N, M’) — ...

son exactas.
3. Si
O - M —- M — M' — 0
1 1 1
0 - K -— K —- K' — 0
es un diagrama conmutativo de A-mddulos con renglones exactos, en-

tonces, para todo n > 1, los diagramas inducidos

Ext’""(M',N) 2 Extn(M",N)

T T
Ext’ Y (K',N) 2 Ext"(K",N)

Ext’ Y (N,M") 22 Extn (N, M’)

! !
Ext’”Y(N,K") 2 Ext"(N,K’)

son conmutativos.
4. Para todo n € ZT, el functor Ext"y (M, N) es A-lineal en M y en N.

5. Existe un A-isomorfismo Ext% (M, N) = Hom (M, N), que es functorial
en M yen N.

6. Sea P un A-mdédulo proyectivo. Entonces Exzt’ (P, N) = 0 para todo A-
médulo N y para todo n > 1.

Dem. La misma demostracién como la que se hizo previamente para el func-
tor Tor.
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Capitulo 4
Teoria de la Dimension

4.1 Polinomio de Hilbert-Samuel

Sea f : ZT — Q una funcién. Definimos Af : Zt — Q por Af(n) =
f(n+1)— f(n);n € Z*. Por induccién sobre r, definimos A" fpara todo r € Z*

por

Af = f;
ATf = AN f),r > 1.

Sea Q[X] el anillo de polinomios en una variable con coeficientes en Q. Una
funcién f : ZT — Q se llama funcién polinomial, si existe g € Q[X] tal que
f(n) = g(n), para todo n > 1. Si f es una funcién polinomial, g es unico. El
grado de g se llama grado de f, y el coeficiente lider de g se llama coeficiente
lider de f. Si f # 0 ysi f(n) > 0 para n > 1, entonces el coeficiente lider de
f es positivo. Sean f1, fo dos funciones polinomiales. Decimos que f; < fo si

f1(n) < fa(n) para n > 1.

LEMA 9: Sea r € N. La funcién f : ZT — Q es polinomial de grado r si y sélo

si Af : ZT — Q es una funcién polinomial de grado r — 1.

Dem. Si f es polinomial de grado r, Af es una funcién polinomial de grado
r — 1. Demostraremos la suficiencia por induccion sobre r. Si r = 1, existe

p € Q,p+#0 tal que Af(n) = p para n > 1. Entonces

f(n+1) = f(n)=p=pn+1)—pn,
estoes f(n+1)—pn+1)=f(n)—pn=g¢q

para n > 1 y para algin q € Q. Esto implica que f(n) =pn+q paran > 1y
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ya terminamos para este caso.
Sea ahora r > 1. Sea g(X) = aoX"™! + ... + a,_1 € Q[X],a0 # 0 tal que
Af(n) =g(n),n > 1. Entonces

fin+1) = f(n) = Af(n) = {(n+1)" —n" + h(n)}

donde h € Q[X] y degh <r — 2. Haciendo f*(n) = f(n) — “2n", tenemos, para
n>1

Afr(n) = f*(n+1) = f*(n) = h(n)

y por hipdtesis de induccion, f*(n) es una funcidn polinomial de grado menor
0 igual que 7 — 1. Como f(n) = “n" 4 f*(n) para n > 1,a9 # 0, el resultado
se satisface.

Por conveniencia asignamos grado —1 al polinomio 0.
Sea R = ®n20 R, un anillo graduado tal que Ry es de Artin y R estd generado,
como Ry-algebra, por r elementos zi,...,x, de R;. Entonces R, siendo fini-
tamente generado como Ry-algebra, es noetheriano. Sea N = ®n20 N, finita-
mente generado como R-mddulo graduado. Entonces todo N,,, como Ry-médulo,

es fnitamente generado y de longitud finita. Definamos x(xNV,.) : ZT — Z por
X(N,.)(n) = x(N,n) =g, (N,).

PROPOSICION 21 (Hilbert): La funcién x(&V,.) es una funcién polinomial de gra-

do <r —1, donde r es como arriba.

Dem. Demostraremos la proposiciéon por induccién sobre r. Si r = 0, en-
tonces R = Ry. Sea S un conjunto finito de generadores homogéneos de N

sobre R = Ry, y supongamos que m = supscs(degs). Entonces N,, = 0 para
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n > m. Entonces x(N,n) = 0 para n > 1, esto es, x(N,n) es una funcién
polinomial de grado —1. Supongamos ahora que r > 0 y que el resultado se
satisface para todos los médulos graduados finitamente generados sobre anillos
graduados R, que son generados como Ry-algebras, por menos que r elementos
de R;.

Supongamos que K, C son, respectivamente, el kernel y el cokernel de los endo-
morfismos graduados ¢ : N — N de grado 1, dados por ¢ = (z,) y, la homotesia

de z,.. Tenemos, para todo n, una sucesion exacta

0— K, — N,ZNu11 — Cppq1 — 0.

Como N es noetheriano, los R-médulos K,C son noetherianos, por lo que
X(K,.),x(C,.) se pueden definir. Se sigue de la proposicién que x(K,n) —
X(N,n) 4+ x(N,n+1) — x(C,n+1) =0, esto es,

AX(N,TL) = X(Can+ ]-) _X(Kvn)'

Como z, anula a K y a C, estos son finitamente generados como mdédulos
graduados sobre el subanillo graduado R’ = Ry[z1, ..., z,—1] de R. Por hipdtesis
de induccidén, x(C,n), x(K,n) son funciones polinomiales de grados menores o
iguales que r — 1, y lo mismo ocurre con Ax(N,n).

El polinomio asociado a la funcién polinomial x(V, n) se llama polinomio de Hilbert

de N y también estd denotado por x(N,n).

Hasta el final de éste capitulo supondremos que A es un anillo noetheriano local.
Denotamos por m a su ideal méximo. Por un A-mddulo siempre entenderemos
un A-médulo finitamente generado.

Un ideal « de A se llama un ideal de definicién de A, si m™ C o C m para algin

entero n > 1.



41

Sea a un ideal de definicién de A. Denotamos por G,(A) al anillo graduado
&,50 " /a1 asociado a la a-ddica filtracién de A. Asimismo, para un A-
moédulo M, denotamos por G (M) al Go-médulo graduado ),,~ a"M/a" Tt M,
correspondiente a la a-adica filtracion de M. Por hipétesis de induccién sobre
a, Supp(A/a) = {m}. Por lo tanto A/a es de longitud finita, y en conse-
cuencia, de Artin. Como A es noetheriano, el ideal « es finitamente generado,
digamos, por r elementos, y la condicién de la proposicién anterior la satisfacen
R = Go(A),N = Go(M). Por lo tanto, x(Ga(M),n) = la/o(a™M/a"T1 M) es
un polinomio de grado menor o igual que r — 1.

Como Supp(M/a"M) = {m}, el A-médulo M /oM es de longitud finita. Hag-
amos Pp (M, n) = la(M /a™M). Como la(a™ M /a1 M) = lajo(a™M /a1 M),

la sucesién exacta
0— a"M/a" "M — M/a"" M — M/a™M — 0

implica que x(Go(M),n) = Py (M,n+1)— Py (M,n) = AP, (M,n). Por el lema

9 y sus observaciones, obtenemos:

TEOREMA 5 (Samuel): Sea A un anillo local, M un A-mdédulo finitamente gen-
erado y «, un ideal de A de definicién generado por r elementos. Entonces
P, (M, N) es una funcién polinomial de grado menor o igual que r.

LEMA 10: Sea M un A-médulo y sean «, o ideales de definicién de A. Entonces

P,(M,N)y Py(M,N) tienen el mismo grado.

Dem. Es suficiente demostrar que P,(M,n) y P, (M,n) tienen el mismo
grado. Como « es un ideal de definciéon de A, existe m € N tal que m™ C
a C m. Entonces, para todo n € N tenemos que m™" C o C m, por lo que
P, (M,nm) > P,(M,n) > P, (M,n).
|
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PROPOSICION 22: Sea « un ideal de definicién de A y sea 0 — M’ — M —

M’ — 0 una sucesién exacta de A-mddulos. Entonces tenemos

Po(M',n) + Po(M",n) = Po(M,n) + R(n),

donde R(n) es una funcién polinomial menor que degP, (M, n) y donde el coe-

ficiente lider de R(n) es no negativo.

Dem. Para todo n € N, tenemos una sucesién exacta (inducida)

0—-M/MNa"M - M/a"M — M"/a™"M" — 0

Esto implica

Li(M' /M (& M) + Ly(M" Ja M") = I4(M /o™ M).

Haciendo M,, = M'(a™M, tenemos

la(M'/M]) = Po(M,n) — Po(M",n) (1)

lo que demuestra que I4(M'/M)) es una funcién polinomial. Por el teorema
de Artin-Rees existe m € N tal que oM = M) | para n > m. Se sigue
que para todo n € N, o™ M' C M/

m

La(M’ Ja™ M) > 1y (M /M), > La(M Ja™ M)

= "M C ™M, por lo que

esto es

Pu(M',n 4 m) = La(M'/M},,,) > Pu(M, n) )
Estas desigualdades demuestran que Po(M',n) y que [4(M'/M]) tienen el mis-
mo grado y el mismo coeficiente lider. en consecuencia R(n) = Po(M',n) —
Ia(M'/M]) es una funcién polinomial de grado menor que el grado de l4(M'/M))
que, por (1), es menor o igual que el grado de P, (M,n), ya que degP, (M’ ,n) <
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P,(M,n). Como por (2), R(n) > 0,n>> 1, su coeficiente lider es no negativo.
|

COROLARIO 10: Sea M’ un submdédulo de M. Entonces degP,(M',n) < degP,(M,n).

Dem. Sea M" = M/M’. Se tiene degP,(M",n) < degP,(M,n).
[ |

Todos los resultados anteriores se aplican al caso M = A. Sea G(A) = G, (A)
y supongamos que k = A/m. Si m estd generado por r elementos x1, ..., T,
tenemos que degyx(G(A),n) < r — 1. Tenemos un epimorfismo de k-algebras
graduadas ¢ : k[X71,...X,] — G(A) definido por ¢(X;) = 7;, donde 7; denota la

clase de xz;modm?.

PROPOSICION 23: Bajo la notacién previa, tenemos que degx(G(A),n) =r—1

siy sélo si ¢ : k[Xq, ..., X;] = G(A) es un isomorfismo.

Dem. Sea B = k[z1, ..., Zy].
Sea  un isomorfismo. Entonces tenemos un isomorfismo B, = m"/m"! de
k-espacios vectoriales, donde B,, denota la n-ésimo componente homogéneo de

B. Por lo tanto x(G(A),n) = ly(m™/m"*t1) = I(B,) = ("T71), ya que B,, es

r—1

un k-espacio vectorial de rango ("*7~!). La asignaciéon n — cb(n+r—1,7—1) es

una funcién polinomial de grado r—1, y en consecuencia degy(G(A),n) = r—1.
Reciprocamente, supongamos que ¢ no es un isomorfismo y sea N = ker ¢ # 0.

Entonces, para todo n € ZT, tenemos una sucesién exacta

0— N, — B, —m"/m"*1 — ¢

de k-espacios vectoriales, que conduce a la siguiente igualdad

X(G(A),n) = (FH]71) = Ik (Na) *)
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Escojamos un elemento homogéneo f € N distinto de cero, y supongamos que
degf = d. Entonces, para todo n € Z*, tenemos fB,, C N,.4, lo que implica
que Iy (Npya) = lk(fBrn) = l(By) > I (Ny,). Entonces I (N,,), lk(B,) = (Zflr_l)
tienen el mismo grado r — 1 y el mismo coeficiente lider. Ahora (*) implica que
degP,(A,n) <r—1.

|

COROLARIO 11: Tenemos degP,,(A,n) = r si y sélo si

v k[X1,.., X, ] = G(4)

es un isomorfismo.

Dem. Es consecuencia de la proposicién anterior, ya que AP,, (A, n) = x(G(A),n).
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4.2 Teorema de la Dimensiéon

Una cadena en A es una sucesién (g C ... C (. de ideales primos en A tales
que (; # (41 para 0 < i < r — 1; decimos que dicha cadena es de logitud r. La

altura de un ideal primo (, denotado ht(, esta definida por

ht¢ = sup{r | existeenAunacadenaly C ... C= (}.

Si S es un conjunto multiplicativo de A con (()S = 0, entonces ht¢ =

htS~'¢. La coaltura de un ideal primo ¢, denotada por coht(, esta definida por

coht( = sup{r | existeenAunacedenal = (y C ... C ¢,

Sea M un A-mdédulo distinto de cero. La dimensién de Krull de M, denotada

por dimaM (o simplemente dimM), estd definida por

dimM = sup¢esupp(ar)coht(.

En consecuencia, dimM es el supremo de las ongitudes de cadenas de ideales
primos pertenecientes a Supp(M). Como los elementos minimos de Supp(M)
pertenecen a Ass(M), tenemos que dimM = Supceass(mycohtC. Si M = 0 es,
Supp(M) = 0, y definimos dimM = —1. La dimensién de Krull de un anillo A
estd definida como dim 4 A, y denotada por dimA. En consecuencia, dimA es el
supremo de las longitudes de todas las cadenas de ideales primos en A. Si ( es
un ideal primo de A, dimA/¢ = coht( y dimA¢ = ht(.

La dimensién de Chevalley s(M) de un A-médulo M # 0 se define como el menor
entero r para el que existen elementos ay, ..., a, en m tales que M/(aq,...,a,)M
es de longitud finita como A-médulo. Ahora bien, como M/mM es de longitud
finita, tal r existe. Si M = 0, definimos s(M) = —1. Definimos la dimensién de

Chevalley de A como su dimensién de Chevalley como A-médulo.
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Sea « un ideal de definicién de A, esto es, m™ C a C m para algun m € N. Para
un A-médulo M, denotamos como antes, la longitud del A-mdédulo M/a™M
por P,(M,n). Por el teorema de Samuel, sabemos que si « estd generado por r
elementos, entonces P, (M, n) es una funcién polinomial de grado menor o igual
que 7. Por el lema 10, degP,(M,n) es independiente de la eleccién del ideal «

de definicién, y es igual a degP,, (M, n). Definimos

d(M) = degP,,(M,n).

TEOREMA 6 (de la Dimensién): Sea A un anillo noetheriano local. Si M es un

A-médulo finitamente generado, entonces dimM = d(M) = s(M).

Dem. Demostraremos la siguiente desigualdad: dimM < d(M) < s(M) <
dimM.
Primero demostremos la primera desigualdad: dimM < d(M). Si d(M) = —1,
entonces P, (M,n) = 0 para n > 1, lo que implica que M = m™M para

n > 1. Como M es finitamente generado, se sigue por el Lema de Nakayama,

que M =0, y en consecuencia dimM = —1. Supongamos ahora que d(M) > 0.
Como Ass(M) es finito, existe ¢ € Ass(M) tal que dimM = coht( = dimA/(.
Como ¢ € Ass(M), tenemos un monomorfismo A/¢ < M, y por el corolario 10,
d(A/¢ < d(M)). Es suficiente demostrar que dimA/((d(A/(). Para demostrar
esto, tenemos que verificar que si { = (p C ... C (. es una cadena en A,
entonces r < (A/¢). Como (A/¢) # 0, tenemos d(A/{) # —1 y ya no hay
nada que demostrar si r = 0. Supondremos entonces que r > 1. Formulemos la
siguiente hipétesis de induccién: si ¢’ = () C ... C (] es una cadena de longitud
r—1en A, entonces r — 1 < d(A/{’). Elijjamos a € (1,a ¢ ( y suponga que ¢’
es un ideal primo minimo con Aa + ¢ C ¢’ C (;. Tenemos entonces la siguiente
cadena ¢’ C {3 C ... C ¢, de longitud r — 1, que implica r — 1 < d(A/¢’). Més
aun, como ¢’ € Ass(A/Aa+ (), tenemos el monomorfismo A/¢" — A/Aa+¢, lo
que implica, por el corolario 10, que d(A/¢’") < d(A/Aa + ¢). Considere ahora

la sucesion exacta
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0— A/o£ Ao — A/Aa+ o — 0

donde la funcién ¢ : A/p — A/p es la homotesia de a. Por la proposicién 22,

tenemos

P, (A/o,n) + Ppn(AJ/Aa+ o,n) = P, (A/o,n) + R(n),

donde R(n) es una funcién polinomial de grado menor que d(A4/p). Por lo tanto
d(A/Aa + o) < d(A/0), lo que implica que r < d(A/p).

Probaremos que d(M) < s(M). Si s(M) = —1, entonces M =0y d(M) = —1.
Ahora supongamos que s = s(M) > 0 y supongamos que ay, ..., as € m tal que
M/(ay,...,as)M es de longitud finita. Sea £ = annM y sea 8 = (aq,...,as) +
&. Conjeturamos que Supp(A/B8) = {m}, ya que, como M/(ay,...,as)M =
M@, A/(a,...,as), tenemos que Supp(M/(as, ..., a,)) = Supp(M) () Supp(A/(ai, ..., as))
y Supp(M/(a1,...,as)M) = {m}. Asimismo tenemos que Ass(A4/¢) = {m}. En
consecuencia 3 es m-primario, por lo que m™ C [ para algtin n € N. Luego 3 es
un ideal de definicién de A. Sea A = A/¢ y sea A = A/¢. Entonces A es un anillo
local y 3, es un ideal de definicién de A y generado por los elementos @y, ..., G,
donde @; denota la imagen de a; € A. Considerando M como A-médulo, se sigue
del teorema de Samuel que Pz(M,n) es de grado menor o igual que s. Como
la(M/B7") = 1a(M/B" M), tenemos Pg(M,n) = Pg(M,n) y d(M) < s.
Finalmente probaremos por induccidn sobre dimM que s(M) < dimM, que es
finito, ya que dimM < M. Si dimM = —1, entonces M =0 y s(M) = —1.
Si dimM = 0, entonces Supp(M) = {m}, de modo que M es de longitud fini-
ta. Se sigue que s(M) = 0. Supongamos que dimM > 0 y supongamos que
01,...,0g Son los elementos de Ass(M), de donde dimM = cohtp;,1 < i < g.
Como dimM > 0, tenemos g; # m, para todo i y luego m ¢ Uzgigg 0;. Elija
a€m,a <<, 0y supongamos que M' = M/aM. Entonces Supp(M') C
Supp(M) — {01, ..., 04}, por lo que dimM' < dimM. Sea t = s(M') y suponga
que ay,...,a; € m tales que M'/(ay,...,a;)M’ es de longitud finita. Entonces
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M/(a,aq,...,a:) M es de longitud finita, de modo que s(M) <t+ 1. Por induc-
cion de hipdtesis, t < dimM’'. Luego s(M) < dimM.
|

COROLARIO 12: Sea A un anillo noetheriano local y M, un A-médulo finita-

mente generado. Entonces dim a4 M < oo.

Llamamos al nimero comin dimM = d(M) = s(M) la dimensién de M y

la denotamos por dima M (0 simplemente dimM).

COROLARIO 13: Sea B un anillo noetheriano y sea § un ideal de B, generado
por r elementos. Entonces, para todo ideal primo minimo ¢ € B que contenga

0B, tenemos que ht¢ < r.

Dem. Considere el anillo local B¢. Como ¢ es un ideal primo minimo que
contiene (3, tenemos Supp(B¢/BB¢) = {¢B¢}. Por lo tanto Ip (B¢ /(B;) < ooy
entonces s(B¢) < r. En consecuencia ht( = dimB; = s(B¢) < r.
|

COROLARIO 14 (Teorema de los ideales principales): Sea B un anillo noetheri-
ano y sea Ba un ideal principal de B. Sean (i, ..., (4 los ideales primos minimos
de B que contienen a Ba. Entonces ht(; < 1 para 1 < i < g. Mas aun, si a no

es un divisor de cero de B, entonces ht(; =1 para 1 <i <g.

Dem. La primera parte de este corolario se desprende del anterior. Supong-
amos que a no es un divisor de cero de B. Entonces no puede pertenecer a
ningin ideal primo minimo de B. En consecuencia, para ( € Ass(B/Ba), ten-
emos ht( > 1. Entonces ht(; =1 para 1 <1 < g.
|
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Capitulo 5
Caracterizacion homolégica de la dimension y
aplicaciones a anillos locales regulares

5.1 Dimension homoldégica

Sea M un A-mdédulo no cero y sea

d €

- P, - Po.4 —- .. - Pp - M — 0

una resolucién proyectiva de M. Decimos que dicha resolucién es de longitud

nsi P, # 0y P, =0,i > n. La dimensién homolégica de un A-médulo M no

cero, denotada hda M, es el menor entero n, si existe, tal que hay una resoluciéon
proyectiva de M de longitud n. Si no existe tal entero, hacemos hdga M = oo.
Si M = 0, definimos hd4M = —1. En los ejercicios se debe demostrar que un
A-médulo M es proyetivo si y sélo si hda M < 0.

La dimensién global de un anillo A, denotada gl.dim A, se define como gl.dimA =

supprhd oM, donde el supremo se toma sobre el conjunto de todos los A-mdédu-

los M.

PROPOSICION 24: Para un A-médulo M, las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. M es proyectivo;
2. ExtQ(M, N) =0 para todo A-médulo N y para todo j > 1;

3. Extl(M,N) = 0 para todo A-médulo N
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Dem. (1)=-(2): Como M es proyectivo, M tiene una resolucién proyectiva

1y
O - M — M — 0

Al utilizar esta resolucién para calcular el functor Ext, observamos que E;vtf;‘(M ,N) =
0 para todo N y para todo j > 1.

(2)=(3): Claro

(3)=(1): Sea

M
e L f
N — N’ - 0

un diagrama de A-homomorfismos, con el renglén exacto. Si N’ = ker ¢, la

siguiente sucesién exacta

®
0 - NN — N — N' —= 0

induce la sucesién exacta

0%
Homa(M,N) — Homa(M,N") — Homa(M,N')

Como Ezty (M, N') = 0 por hipétesis, o+ es un epimorfismo. En consecuencia,
existe un A-homomorfismo g : M — N tal que po g = f.
|

PROPOSICION 25: Para un A-médulo M y para unn € Z™, las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

1. hdaM < mn;
2. Egctf4 (M,N) = 0 para todo A-médulo N y para todo j > n + 1;

3. Extﬁ“(]\/[, N) =0 para todo A-médulo N;
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0O - K, - P11 —» .. - P —- M — 0

es exacta, donde P; es A-proyectivo para 0 > j > n — 1, entonces K, es

A-proyectivo.

Dem. (1)=(2): Por hipétesis existe una resolucién proyectiva de M de longitud
menor o igual que n. Al calcular el functor Ext de dicha resolucion, el resultado
se obtiene.

(2)=-(3): es claro.

(3)=(4): Sin =0, M es proyectivo. Sea n > 1. La sucesién exacta dada induce

la siguiente sucesion exacta corta:
0 — Kj+1 — Pj — Kj — 0

para 0 < j <n—1, donde K;41 = im(Pj41 — P;),0<j<n-—-2y Ky= M.

Para todo A-mdédulo N, estas sucesiones inducen las otras sucesiones exactas
El‘tn_j(Pj,N) — E.’Etn_j(Kj+1,N) — El'tn_j+1 (KJ7N) — E$tn_'j+1(Pj7N)

0 <j <n-—1. Como Pj es proyectivo, Ext"(P;, N) = Ext" 7t (P;,N) =0
para 0 < j < n — 1. En consecuencia, Ext!(K,,N) ~ Ext*(K,_1,N) ~
... Ext"tY(Ky,N). Como Ky = M, tenemos Ext’}x“(Ko,N) = 0, y en con-
secuencia Bzt (K,, N) = 0. Como N es arbitrario, K,, es proyectivo.

(4)=-(1):Raghavan-Sridharan[proposicién 2.5]

COROLARIO 15: Para todo A-médulo M no cero, tenemos hda M = supp{n | 3
un A-médulo N con Ext” (M, N) # 0}.
|

COROLARIO 16: Si M’ es un sumando directo de M, entonces hda M’ < hdaM.
Dem. ejercicio
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PROPOSICION 26: Sea
0O - M —- P — M' — 0

una sucesion exacta de A-mddulos con P, proyectivo. Entonces

1. M” proyectivo=> M’ proyectivo;

2. hdaM" >1= hdaM" = hdaM' + 1, donde ambos pueden ser infinitos

Dem. (1): Si M" es proyectivo, la sucesién
O - M —- P — M — 0

se escinde, de modo que M’ es un sumando directo de P, y e n consecuencia es
proyectivo.

(2): Para un A-médulo N y para n € N, tenemos una sucesién exacta
0 — Eaty(M',N) — Exzt "' (M",N) — 0

, ya que P, por ser proyectivo, Ezt’y(P,N) =0 = ExtTl(P, N). El resultado
se sigue de la proposicion 28.

LEMA 11: Sea M un A-mddulo con hdg M < oo. Si a es un no divisor de cero
de A ni de M, entonces hd /s, M/aM < oco.

Dem. Por induccién sobre hd s M. Podemos suponer que M # 0. Si hdaM = 0,
M es A-proyectivo y en consecuencia M /aM = M @ A/Aa es A/Aa-proyectivo.
Supongamos que hdaM > 0y sea

O - N - P —- M — 0

()

una sucesién exacta con P, A-proyectivo. Por la proposicién anterior, hd4 N =
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hdaM — 1. La sucesién (*) induce la sucesién exacta
Tor{y(M,A/Aa) — NJ/aN — P/aP — M/aM — 0

de A/Aa-médulos. Como a no es un divisor de cero de A, obtenemos la sucesién

exacta
2
0 - A - A — A/Aa — 0

, donde ¢ es la homotesia a4. Esto a su vez, induce la sucesién exacta

a

0 — Tor{{(M,A/Aa) — M — 0

Como a no es un divisor de cero de M, Tor{*(M, A/Aa) = 0. Por lo tanto, la

sucesion
0 - N/aN — P/aP — M/aM — 0
es exacta. Por hipétesis de induccion, hda s, N/aN < oo, y como P/aP es
A/Aa-proyectivo, hdgjaqM/aM < cc.
|
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5.2 Dimensién inyectiva y dimension global

Un A-médulo @ se llama inyectivo, si dado cualquier diagrama

i

0 — M -~ M
I\

Q

con renglén exacto, existe un A-homomorfismo f: M — Q tal que foi = f.

PROPOSICION 27: Un A-médulo N es inyectivo siy s6lo si todo A-homomorfismo
de un ideal de A a N se puede extender a un A-homomorfismo de A a N.
Dem. Claramente todo médulo inyectivo tiene la propiedad de la proposicion.
Supongamos que N es un A-médulo con la propiedad requerida. Sea M un A-
moédulo, M’ un A-submédulo y f : M’ — N un A-homomorfismo. Debemos
demostrar que f se puede extender a un A-homomorfismo de M a N.

Sea I una coleccién de parejas (P, g), donde P es un submdédulo de M que con-
tiene a M’ y donde g : P — N es un A-homomorfismo que extiende a f. Dicha
familia es no vacfa, pues (M’, f) € T'. Consideremos el orden parcial sobre T’
dado por (P1,91) < (Pa,g2) si PL C Py ysiga | Pr = g1. Si (Pa,ga)acr €s una

subfamilia totalmente ordenada, sea P =J_.; Pa- Sea g : P — N definida por

ael
21P, C P = g(x) = go(x). Se verifica facilmente que (P,g) € T' y que también
es una cota superior de esta familia. Por el lemma de Zorn, I' tiene un elemento
méximo (Mj, f1). Afirmamos que M; = M. Supongamos que M; # M y que
r € M,x ¢ M. La asignacién a — ax de A a M induce un A-isomorfismo
A/p~ Az, donde [ es un ideal de A. Bajo dicho isomorfismo, M; [ Az se cor-
responde con un ideal ¢/8 C A/f. La restriccién de f; a M; () Az induce un

A-homomorfismo ¢/3 — N. Componiendo este homomorfismo con el morfis-

mo candénico ¢ — ¢/, obtenemos un homomorfismo ¢ — N que se anula en
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8. Por hipétesis sobre N, este homomorfismo se puede extender a un homo-
morfismo A — N que se anula en 3, de modo que tenemos un homomorfismo
fo i Az =~ A/B — N. Considere la asignacién g : M; + Az — N dada por
g| My = f1ygl| Az = fs, de manera que (M; + Ax,g) € T, lo que contradice
la maximalidad de (M, f1).

|

Recordemos que un médulo M sobre un dominio entero se llama divisible si

para todo m € M,0 # a € Adn € M tal que m = an.

PROPOSICION 28: Si A es un dominio entero, todo A-médulo inyectivo es divis-
ible. Si A es un dominio principal, todo A-médulo divisible es inyectivo.

Dem. Sea M un A-mdédulo inyectivo y supongamos que m € M,a € A,a # 0.
Definamos un A-homomorfismo f : Aa — M por f(ba) = bm. Como M es
inyectivo, f se puede extender a un homomorfismo f : A — M. Si n = f(1),
tenemos m = an.

Supongamos ahora que A es un dominio principal y que M es un A-médulo
divisible. Sea f : ¢ — M un A-homomorfismo, donde ¢ es un ideal de A. Si
¢ =0, f =0y se puede extender a un homomorfismo A — M. Supongamos que
¢ = Aa # 0. Supongamos que f(a) = m. Como M es divisible, existe n € M tal
que m = an. Definamos f : A — M por f(b) = bn. Entonces f extiende f. En
consecuencia, M es inyectivo.

COROLARIO 17: Los Z-médulos Q, Q/Z son inyectivos.
Dem. Z es principal y Q, Q/Z son divisibles.
|

PRroPOSICION 29: Todo médulo es isomorfo a un submédulo de un médulo in-
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yectivo.

Dem. Sea M un A-médulo. Definamos M* = Homy(M,Q/Z). Dotamos a M*
de una estructura de A-médulo si para a € A, f € M*,af € Homz(M,Q/Z)
por (af)(m) = f(am). Tenemos un A-homomorfismo iy : M — M** definido
por iy (m)(f) = f(m),m € M, f € M*. Afirmamos que iy es inyectivo. En
efecto, si x € M,z # 0, tenemos un Z-homomorfismo h : Zz — Q/Z tal que
h(z) # 0;si « es de orden infinito (considerando a M como un grupo abeliano),
elegimos h(z) como un elemento no cero de Q/Z, y si = es de orden n, elegimos
h(x) como la clase de 1/n € Q/Z. Como Q/Z es Z-inyectivo, dicho homomor-
fismo se extiende a h : M — Q/Z y h(z) = h(x) # 0, es decir, ip(z) # 0. Por
tanto i,; es inyectivo. Sea

J
F — M* — 0
una sucesién exacta con F' un A-médulo libre. En consecuencia, tenemos la

sucesion exacta

53k

J
0 - M* — F*
de A-médulos, de modo que M es isomorfo a un submoddulo de F*. Ahora debe-
mos demostrar que si P es un A-mddulo proyectivo, entonces P* es inyectivo.
Sea P un A-médulo proyectivo y supongamos que tenemos el siguiente diagrama

de A-homomorfismos:

7

0o — M - M
g "\

P*

Como Q/Z es Z-inyectivo, i* = M* — M'™ es sobre, y también obtenemos el
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siguiente diagrama:

ip

P N P**
NoLgt

M* - M ~ 0

7:*

Como P es A-proyectivo, existe un A-homomorfismo h : P — M™* tal que
g* oip = i* o h. De esta forma obtenemos un A-homomorfismo h* : M** — P*.
Se verifica facilmente que h* oip; o7 = g, donde iy : M — M™ es el A-
homomorfismo definido antes.

PROPOSICION 30: Para un A-mdédulo N, las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. N es inyectivo;
2. Extl (M, N) = 0 para todo A-médulo M;
3. Exty, (M, N) = 0 para todo entero i > 1 y para todo A-médulo M;

4. Eztl(M,N) = 0 para todo A-médulo M finitamente generado;

ot

. Ext(A/s,N) = 0 para todo ideal ¢ de A.

Dem. (1)=-(2): Sea M un A-médulo y sea
i J
0O - R - P — M — 0
una sucesion exacta con P, A-proyectivo. Esto induce una sucesién exacta
i*

Homa(P,N) — Homa(P,N) — FEat4y(M,N) — FEaxty(P,N)
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Como P es proyectivo, Extl (P, N) = 0. El morfismo i* es sobre, ya que N es
inyectivo. Luego entonces, Ext (M, N) = 0.
(2)=-(3): Supongamos por induccién que Ezt, (M, N) = 0 para todo i,1 < i <
n—1,n > 2y para todo A-médulo M. Demostraremos que Ext’ (M, N) = 0
para todo A-médulo M. Si
i J
0O - R - P - M — 0

es exacta con P proyectivo, obtenemos la sucesién exacta
Exzt""Y(R,N) — Ext7'(R,N) — Eat’y7 '(R,N)

Por hipétesis de induccién, Ext”; ' (R, N) = 0. Como P es proyectivo, Ext’ (P, N) =
0. En consecuencia Ezt (M, N) = 0.

(3)=(4): claro.

(4)=(5): claro.

(5)=-(1): Para un ideal ¢ de A, la sucesién exacta
0 - ¢ - A —- Al — 0
induce la sucesion exacta
Homa(A,N) — Homua(s,N) — Exty(A/s,N)

Por hipétesis Ext!(A/s,N) = 0, de modo que todo A-homomorfismo ¢ — N se
puede extender a un A-homomorfismo A — N. Por tanto N es inyectivo.

Sea N un A-médulo no cero. La dimensién inyectiva de IV, denotada injdim N,

estd definida por injdimaN = sup{n | 3 un A-médulo M con Ext’y(M,N) #
0}, si existe, sino, se define como oo. Si N = 0, hacemos injdima N = —1.
Una observaciéon de la proposicién anterior es que un A-médulo N es inyectivo

siy sélo si injdima N < 0.
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PROPOSICION 31: Para un A-médulo N, injdimaN = sup{n | 3 un A-mddulo
M finitamente generado tal que Ext’; (M, N) # 0}.

Dem. Es suficiente demostrar que para todo entero i > 0, si Ext'y(M,N) =
0 para todo A-médulo M finitamente generado, entonces Eaxty(M,N) = 0
para todo A-médulo M. Esto lo demostraremos por induccién sobre i. Si i =
0, N~ Homa(A,N) = Ext%(A,N), de modo que Ext%(A,N) =0 = N = 0.
Para ¢ = 1, el resultado se sigue de la proposicién anterior. Supongamos que

1 > 2. Entonces existe una sucesion
0 - N - Q@ - Q/N — 0
con Q inyectivo. Para todo A-mdédulo M, se induce una sucesién exacta
Ext'yv'(M,Q) — Eat'y'(M,Q/N) — FEaty(M,N) — Exty,(M,Q)

Como Q es inyectivo, Exty (M, Q) = Ext, (M, Q) = 0, por lo que tenemos un
isomorfismo Ext’y '(M,Q/N)~ Extyy (M, N). Como Exty, (M, N) = 0 para todo
A-médulo M finitamente generado, E:ctf:l(M ,Q/N) = 0 para todo A-médulo
M finitamente generado. Luego, por hipétesis de induccién, Ext’y ' (M,Q/N) =
0 para todo A-médulo M, lo que implica nuevamente por el isomorfismo con-
siderado, ExtYy (M, N) = 0 para todo A-médulo M.

|

PROPOSICION 32: Para todo anillo A, gl.dimA = supyinjdimaN.

Dem. gl.dimA = supprhdaM = suppysup{n | 3 un A-médulo N tal que
Ext" (M,N) # 0} = sup{n | 3 médulos M, N tales que Ext’y(M,N) # 0} =
supnsup{n | 3 un A-médulo M tal que Ext’y(M,N) # 0} = supninj.dimaN.
|

TEOREMA 7: Para todo anillo A, gl.dimA = supp{hdaM | M es finitamente
generado}.

Dem. Por la proposicién anterior tenemos que gl.dimA = supyinjdimaN =
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supnysup{n | 3 un A-médulo M finitamente generado con Ext’y(M,N) # 0} =
supprf.g.{n |3 un A-médulo N con Exty (M, N) # 0} = suppry.g hdaM.
|
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5.3 Dimension global y anillos noetherianos locales
En esta seccién, A denota un anillo local, m, su ideal miaximo, y k = A/m,
su campo residual. Todos los A-mdédulos que se considerardn son finitamente

generados.

LEMA 12: Sea M un A-médulo. Un conjunto de elementos z1, ..., z, de M es un
conjunto minimo generador de M si y sélo si sus imagenes candnicas T, ..., Tp
en M/mM forman una base del k-espacio vectorial M/mM. En particular, la
cardinalidad de un conjunto minimo generador de M es igual al rango del k-
espacio vectorial M/mM.

Dem. Es suficiente demostrar que x1,...,z, € M generan a M sobre A si y
sélo si Ty, ..., Ty € genran a M/mM sobre k. Si z1,...,x, € M generan a M,
T, ..., Ty generan a M/mM. Reciprocamente, supongamos que 1, ...,x, € M
son tales que Z1, ..., T, generan a M/mM sobre k. Sea M’ un submdédulo de M
generado por a1, ..., T,. Si M"” = M/M’, obtenemos la sucesién exacta

i
O - M - M —- M — 0

que implica la siguiente sucesion exacta:

7

M /mM — M/mM — M'/mM’" — 0
Como x1,...,z, € M' y como Ty, ..., T, generan a M /mM , i es un epimorfismo,
por tanto M"”/mM" = 0. Como M" es finitamente generado, M"” = 0 (Lema
de Nakayama) y M’ = M.
|

PROPOSICION 33: Sea A un anillo local y M, un A-médulo finitamente genera-

do. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. M es libre;
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2. M es proyectivo;
Més ain, si A es noetheriano, (1) y (2) también sonequivalentes a las

siguientes condiciones:
3. Torj‘(M7 N) =0 para todo A-médulo N y para todo j > 1;

4. Tor{*(M,k) = 0.

Dem. (1)=(2): Es claro.
(2)=(1): Sea {1, ..., T, } un conjunto minimo generador de M y sea ¢ : FF — M
un epimorfismo, donde F' es un A-mddulo libre con una base con n elementos.
Si K = ker ¢, se tiene la sucesion exacta
¥
*
0O - K - F —-— M — 0

Como F' es proyectivo, esta sucesién se escinde, de modo que
1%}
0 - K/mK — F/mF — M/mM — 0

Kk

es exacta. Por lema anterior, ¥ es un isomorfismo y K/mK = 0. Como la
sucesién (*) se escinde, K es finitamente generado. En consecuencia, el Lema
de Nakayama garantiza que K = 0; asimismo ¢ es un isomorfismo y M es libre.

(2)=-(3): Como M es proyectivo, tiene una resolucién proyectiva

1
O - M —- M — 0
Componamos esta sucesién con el functor Tor.
(3)=(4): Es claro.
(4)=(1): La demostracién de esta implicacién es similar a la de la implicacién
7(2)=(1)”, salvo que la exactitud de la sucesién (**), es consecuencia de que
Tor{(M,k) =0y de que K es finitamente generado debido a que A es noethe-

riano.
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PROPOSICION 34: Sea A un anillo noetheriano local, M un A-médulo finita-

mente generado y n € ZT. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. hdaM < m;
2. Tor}4 (M, N) =0 para todo A-médulo N y para todo j > n + 1;

3. Tord, (M, k) =0.

Dem. Considerando una resolucién proyectiva de longitud menor o igual que n
para componer con el functor Tor, obtenemos que TOTJA (M,N) = 0 para todo
A-médulo N y para todo j > n + 1.

(2)=(3): Es claro.

(3)=(1): Por induccién sobre n. Si n = 0, Tor{'(M, k) = 0, y por la proposicién
anterior, M es libre. En consecuencia hdy M < 0. Por tanto podemos suponer

que n > 1. Entonces existe una sucesiéon exacta
0O - M —- P — M — 0
, donde P es A-proyectivo. Esto induce la sucesién exacta
Tori, ((M,k) — Torl{(M'.k) — Torl(Pk)

Por hip6tesis Tori, (M, k) = 0y por la proposicién anterior, Tor (P, k) = 0,
de modo que Tor (M’ k) = 0. Luego, por hipdtesis de induccién, hda M’ <
n — 1, y por la proposicién anterior, hd4 M < n.

PROPOSICION 35: Sea A un anillo noetheriano local. Para todo n € Z%, las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. gl.dimA < n;

2. Tor;‘(M, N) = 0 para todos los A-médulos M, N y para todo j < n+ 1;
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3. Torl, (k. k) = 0.

Dem.(1)=(2): Se deduce de la proposicién anterior.

(2)=(3): Es claro.

(3)=(1): Por la proposicién anterior, Tor,,(k, M) = 0 para todo A-médulo
M. Como Tors, (M, k) ~ Tori, (k, M), se tiene por la proposicién anterior
que M es finitamente generado, luego hd4 M < n. Como esto ocurre para todo
A-médulo M finitamente generado, (1) se obtiene del teorema 7.

COROLARIO 18: Para todo anillo noetheriano local A, gl.dimA = hd zk.
[ |

5.4 Anillos regulares locales

En esta seccién, A denota un anillo noetheriano local y m, su ideal méximo.
Asimismo k = A/m denota su campo residual.
Supongamos que dimA = r. Por el teorema de Samuel, m no puede generarse
por menos que 7 elementos.

Un anillo noetheriano local A de dimensién r se llama regular si su ideal maximo

si se puede generar por r elementos.

TEOREMA 8: Sea A un anillo noetheriano local con ideal maximo m y hagamos

k = A/m. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. A es regular;

2. el rango del k-espacio vectorial m/m? es dimA;
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3. la k-dlgebra G(A) = P >0 m? /miT1 es isomorfa -como k-algebra graduada-

a una algebra de polinomios k[X1, ..., X;s];

4. G(A) esisomorfo como k-dlgebra graduada al dlgebra de polinomios k[ X7, ..

donde r = dimA.

Dem.(2)=(1): Es consecuencia del lema 12

(3)=(2): Sea ¢ : k[X1,...,Xs] — G(A) un isomorfismo de k-dlgebras gradu-
adas y sean z1,...,zs € m tales que ¢(X;) = zj(médulo m?) para 1 < j <
s. Por el lema 12, los elementos x1,...,xs generan m, y por el corolario 11,
degP,,(A,n) = s. Por otra parte, como m/m? = G(A); ~ k[X;,..., Xs]1, ten-
emos que rankiym/m?® = s.

(4)=(3): Es claro.

(1)=(4): Sea {z1,...,x,} un conjunto generador de m con r = dimA. Sea
v k[X1,...,X;] = G(A) el homomorfismo de k-dlgebras graduadas definido
por p(X;) = zj(médulom?), 1 < j < r. Como degP,,(A,n) = r, tenemos por
el corolario 11, que ¢ es un isomorfismo.

COROLARIO 19: Todo anillo regular local es un dominio entero.
Dem. Como G(A) ~ k[X}, ..., X;:] es un dominio entero, el resultado se sigue del
lema 6.

Sea A un anillo regular local de dimensién r. Todo conjunto generador de m

con r elementos se llama sistema regular de pardmetros de A.

PROPOSICION 36: Sea A un anillo regular local de dimensién r y sean aq, ..., a; j

elementos de m, 0 < j < r. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

5 Xr,
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1. {a1,...,a;} es parte de un sistema regular de pardmetros de A;

2. las imagenes @y, ...,@; de a1, ..., a; bajo el morfismo canénico m — m/m?

son linealmente independientes sobre k;

3. A/(a1,...,a;) es un anillo regular local de dimensién r — j.

Dem. (1)«(2): Es consecuencia del lema 12.

(1)=(3): Sea A = A/(a1,...,a;j) y hagamos m = m/(ay, ..., a;). Seaay, ..., a;, a1, ...

un sistema regular de parametros de A. Entonces las imédgenes canonicas de
@jt1,...,0r €N T generan a m, y en consecuencia, por el teorema de Samuel,
dimA < r — j. Supongamos que s = dimA y sean by,...,b, € m tales que, si
by, ...,bs son sus imagenes canénicas en 7, Z/(El, ...,55) es de longitud finita.
Como A/(a1,...,a;,b1,...,bs) = A/(b1,...,bs), tenemos s + j > dimA = r. En
consecuencia dimA = r — j. Como T estd generado por r — j elementos, A es
regular.

(3)=(1): Sean a;i1,...,ar € m tales que sus imagenes candnicas en M =

m/(ay, ..., a;) generan . Entonces aq, ..., aj, @41, ..., 4, generan m.

COROLARIO 20: Sea {ai,...,a;} parte de un sistema regular de pardmetros de
un anillo regular local A. Entonces ¢ = (a1, ...,a;) es un ideal primo de A con
altura j.

Dem. Por la proposicién anterior, A/¢ es un anillo regular local, por tanto
también es un dominio entero (corolario 19); en consecuencia ¢ es un ideal
primo. Demostraremos por induccién sobre j, que ht( = j.Si j =0, =0y en
consecuencia ht{ = 0. Sea j > 0. Por hipétesis de induccién, el ideal (a1, ..., a;-1)
es primo y tiene altura 7 — 1. Mds aun, dicho ideal estd contenido propiamente
en ¢, ya que {ai, ..., a; } es un sistema generador minimo de ¢. Entonces ht¢ > j.
por otro lado, el corolario 13 implica que ht{ < j. Por tanto ht( = j.

|

7a'r
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Sea M un A-médulo no cero. Una sucesién aq, ..., a, de elementos de m se
llama M-sucesién, si a; no es un divisor de cero de M/(ay,...,a;—1)M para
1 <i <7 (Parai =1, dicha condicién es equivalente a que a; no es un divisor

de cero de M).

PROPOSICION 37: Sea M un A-médulo no cero y sea ay, ..., a, una M-sucesién.
Entonces » < dimM.
Dem. Por induccién sobre r. Para r = 0 es claro. Supongamos que r > 0 y sea
M" = M/a; M. Como a; no es un divisor de cero de M, tenemos una sucesién
exacta
¥

0O - M - M —- M' — 0
, donde ¢ es la homotesia de a;. Por la proposicién 22, P,,(M",n) = R(n), donde
R(n) es una funcién polinomial de grado menor que degP,,(M,n), es decir,
dimM" < dimM. Como as, ...,a, es una M"-sucesién, tenemos por hipdtesis
de induccién que r — 1 < dimM" < dimM — 1.
[ |

COROLARIO 21: Un anillo noetheriano local A es regular si y sélo si su ideal
maximo estd generado por una A-sucesion.

Dem. Supongamos que A es regular y sea {ai,...,a,} un sistema regular de
pardmetros de A. Por la proposicién 36, aq, ..., a, es una A-sucesién. Recipro-
camente, supongamos que daq,...,a, €s una A-sucesiéon que genera m. Por la
proposicién 37, r < dimA. Por el Teorema de Samuel, dimA < r. Por tanto,
r = dimA.

|
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5.5 Caracterizacién homolédgica de los anillos regulares locales

El objetivo principal de esta seccién es demostrar que un anillo local A es
regular si y sélo si gl.dimA < co.
En esta seccién, A denota a un anillo noetheriano local, m, su ideal maximo, y

k, su campo residual.

LEMA 13: Si a € m — m?, la sucesién exacta
0 — Aa/ma — m/ma — m/Aa — 0

de A/Aa-mébdulos se escinde.

Dem. Sea d = rankym/m?. Como a ¢ m?, existen -por el lema 12- a1, ...,a4_1 €
m tales que {a,ay,...,a4—1} es un conjunto generador de m minimo. Sea ¢ =
(a1,...;a4-1). Sea b € A tal que ba € ¢. Por minimalidad de {a,a1,...,aq—1}
como conjunto generador de m, b no es una unidad, de modo que b € m. En
consecuencia, ¢()Aa C ¢ ma. Como ¢[)Aa 2 ¢[]ma, por lo que ¢[)Aa =
¢(ma. Asimismo tenemos (s + ma)/ma ~ ¢/(¢(Vma) = /(s 4a) ~ (s +
Aa)/Aa = m/Aa, que demuestra que el homomorfismo canénico m/ma —
m/Aa envia isomérficamente (¢ + ma)/ma a m/Aa. por lo tanto la sucesién

exacta se escinde.

COROLARIO 22: Sea A un anillo noetheriano local con gl.dimA < oco. Si a €
m — m? no es un divisor de cero de A, entonces gl.dimA/Aa < oco.
Dem. Tenemos un isomorfismo (A/Aa)/(m/Aa) ~ A/m = k, y en consecuencia

una sucesion exacta

0 - m/Aa — A/Aa — k — 0

de A/Aa-médulos. Por el corolario de la proposicién 34, gl.dimA/Aa = hda ak.

Ahora es suficiente demostrar -en virtud de la proposicién 22- que hd 4/4,m/Aa <
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0o. Por hipoétesis, gl.dimA < oo, y en consecuencia hd4m < oo. Por el lema 11,
hdajaam/ma < oo. Por el lema anterior, m/Aa es un sumando directo de
m/ma. Por el corolario de la proposicion 21, hds/a,m/Aa < oco.

LEMA 14: Sea M un A-mdédulo no cero y sea a¢ € m un no divisor de cero de
M. Entonces hdaM/aM = hdaM + 1, donde ambos lados pueden ser infinitos.
Dem. La sucesién exacta

anp

0O - M - M — M/eM — 0
induce la sucesién exacta

Toran, k)

Tori, ((M,k) — Tori,(M/aM,k) — Tori(M,k) — Tor (M, k)

n+1
para todon € Z*. Como a € m, a; = 0, por tanto Tor’ (an, k) = aTor (1, k) =

Tor?(1yr,ax) = 0. En consecuencia, la sucesion

TorA

(M k) — Tor;?H(M/aM,k) — Tor;?(M,k) — 0

es exacta. El lema se sigue de la proposicién 33.

LEMA 15: Sea A un anillo noetheriano local tal que m # m? y tal que todo

2 es un divisor de cero. Entonces todo A-médulo de dimensién

elemento de m—m
homoldégica finita es libre.

Dem. Por la proposicién 9 tenemos m — m? Ceeassa) UG Esto significa que
m Ceeasscay UCU m?, y como m # m?, tenemos por el lema 1.10[Raghavan-
Sridharan], m € Ass(A) y también tenemos un monomorfismo k = A/m — A.

Sea M un A-médulo con hdaM =n < co. Sin = —1, M =0y el resultado se

cumple. Supongamos que n > 0. La sucesién exacta

0 - k& - A - Ak —- 0
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induce la sucesién exacta
Torl,, — TorlX(M,k) — Tori(M,A)

Por la proposicién 33, Torit (M, A/k) = 0y Tor (M, k) # 0. Esto implica que
Tor{ (M, A) # 0, por lo que n = 0. Por lo tanto, M es proyectivo. El resultado

se obtiene de la proposicién 32.

TEOREMA 9: Sea A un anillo noetheriano local. A es regular si y sélo si gl.dimA <
00; mds aun, si gl.dimA < oo, entonces gl.dimA = dimA.

Dem. Por el corolario a la proposicién 37, es suficiente demostrar que el ideal
maximo m de A estd generado por una A-sucesion si y solo si gl.dimA < ooy
si, en este caso, gl.dimA = dimA.

Supongamos que m estd generado por una A-sucesién ag,...,a,. Por aplica-
ciones repetidas del lema 14, hd4A/m = r. El corolario a la proposicién 34,
gl.dimA = r < oco. Méas atn, por la proposicién 37, r < dimA. Ahora bien, el
teorema de Samuel implica dimA < r, de modo que gl.dimA = r = dimA.
Para completar la demostracion, es suficiente demostrar que si gl.dimA < oo,
m es generado por una A-sucesién. Supongamos entonces que gl.dimA < oo.
Usaremos induccién sobre r = rankym/m? para demostrar que m estd gnerado
por una A-sucesién. Si r = 0, entonces m = m?, lo que implica por el lema
de Nakayama que m = 0, por lo que m estd generado por la sucesiéon vacia.

2 es un divisor de

Supongamos ahora que r > 0. Si todo elemento de m — m
cero, entonces, como hdsA/m < oo, tenemos por el lema anterior, que A/m es
libre; en consecuencia m = 0, lo que contradice que r > 0. Por lo tanto existe
a € m —m? que no es un divisor de cero. En consecuencia, por el corolario
al lema 13, gl.dimA/Aa < oco. Sea m = m/Aa; como T/Mm> es un k-espacio
vectorial de rango r — 1, tenemos por induccién que m/Aa estd generado por
una A/Aa-sucesién ay, ..., a,—1, donde a; € m y @; es la clase de a; médulo Aa

para 1 <4 <r — 1. Entonces a,aq, ...,a,_1 es una A-sucesion que genera m.
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COROLARIO 23: Sea A un anillo regular local y sea ¢ un ideal primo de A.
Entonces A¢ es un anillo regular local.
Dem. En vista del teorema anterior, es suficiente demostrar que gl.dimA; <

gl.dimA. Sea
0 - F, — F,1 — .. — F — A/ — 0 (¥

una resolucién A-libre del A-médulo A/¢ con n < gl.dimA. En vista de las

proposiciones 1 y 2, obtenemos al tensorizar (*) con A¢, una resolucién Ac-libre

0 = Fa@44c — Far1@u4c — . — FQaAc — A¢/CAc

de A¢/CA¢, lo que implica que hda, A¢/CA¢ < n. Ahora bien, el corolario de la
proposicién 34 implica que gl.dimA¢ = hda Ac/CA¢ <n < gl.dimA.
|

—
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Ejercicios resueltos

1*. Sea
f g
O - M —- M — M — 0
una sucesién exacta que se escinde, y sea F' un functor aditivo de A-mddulos en

B-mddulos; entonces la sucesion

E(f) F(g)

0O - FM) —» FWM) - FM') — O(*)

también se escinde.
Dem. Claramente F(g) o F(f) = F(1n) = 1pasrmy-
Chequemos que (*) es exacta:

Como

f
M — M
podemos identificar a M’ como un submdédulo de M ; luego al restringir el rango
de f a f(M'), podemos extender a f a M, de modo que f = 15/ |pv, por lo que
F(f) = F(1m |m) = F(1m) = 1pury, por lo tanto

F(f)
F(M') < F(M)

Esto demuestra que F(f) es inyectiva.

Ahora bien, como f,t son inyectivas, podemos identificar a M = M' @ M".
Consideremos extensiones de f,t a M tales que f = 0(modM’) y t = 0(modM"").

Por aditividad, 1pa) = F(1x) = F(f+t) = F(f)+F(t), F(f) = 0(modF (M"))

y F(t) = 0(modF (M")). Tenemos lo siguiente:

(1) F(M) = F(f)(F(M")) + F()(F(M")); F(M) = F(M’) + F(M") (por in-
yectividad).

(2) F(£)(F(M")) (| F(t)(F(M”)) = {0}: supongamos que F(f)(m') = F(t)(m"),
quem € F(M')yquem” € F(M"), entonces 0 = F(g)F(f)(m') = F(g9)F(t)(m") =
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m”, lo que implica por inyectividad que F'(¢)(") = 0; asimismo F(f)(m') = 0.

)

) ker F(g) = imF(f): F(9)1ran) = F(9)F(f)+F(9)F(t); uego F(g)(F(M)) =
F(M"), lo que demuestra que F(g) es sobre y que ker F(g) = F(M)/F(M") ~

(

2. Sea F un functor aditivo exacto de A-médulos en B-médulos (Ver [Raghavan-
Sridharan]). Si
My — My — .. — M,

, entonces la sucesion
F(My) — F(M) — .. — F(M,)

es exacta.

Dem. Para cada i € {1,...,n — 1}
Ji-1 fi
M;_4 - M, — M
es exacta. Si V; = im(f;_1) = ker(f;), entonces
i fi
0 — Ni — ]\4Z - Ni-i—l — 0
es exacta, lo que implica por hipdtesis que
F(i) F(fi)
es exacta, por tanto, ker(F(f;)) = F(N;) y imF(f;) = F(Nit1), es decir, la
sucesion
F(fi-1) F(fi)
es exacta.
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3. Demuestre que si m,n € Z son coprimos ((m) + (n) = (1) como ideales),
entonces (Z/mZ) Q,(Z/nZ) = 0.
Dem. (m) + (n) = (1) <> am + bn = 1 para algunos a,b € Z. Verifiquemos que
1®1=0:
1RQl=(am+bn)@1l=a(m@1)+b(1Rn)=0.
|

4. Sea A un anillo y sean M,N A-médulos. N se llama A-mddulo plano si
el functor Ty : M — M @, N es exacto. Demuestre que si f : A — B es un
homomorfismo de anillos y M es un A-mddulo plano, entonces Mp = B , M
es un B-modulo plano.

Dem. Para demostrar este resultado, nos apoyaremos de la proposicién 2.19 de
[M. F. Atiyah, I. G. Macdonald].

Sea g : N’ — N un monomorfismo de B-médulos (claramente N, N’ tienen
una estructura de A-mdédulos inducida por f). Como M es A-plano, entonces
g®1 : NQ,M — NQ, M es un monomorfismo de A, B-mddulos. Co-
mo N'~ N QpByN~NQpgB, entonces ¢ Q1r : (N QpB) Qs M —
(NQp B) Q4 M esinyectiva (¢ = 9@ 15)- 9@ lpg , m: N Qp(BQQ,y M) —
NQg(BQ 4 M) es inyectiva — gQ 1r, : N' Qg Mp — N Qg Mp es inyec-
tiva <= Mp es plano.

5. Sea A un anillo y sean a;,b ideales de A para todo i € I(conjunto de
indices). Supongamos que []; a; C b, entonces a; C b para algin j € I.
Dem. Supongamos que para todo j € I, existe x; € a; — b, entonces [[z; €
[I;(ai =b) S N(a; —b) C[[;ai—0.
|

6. Sea A un anillo. (1) Entonces « € A nilpotente = 1+ 2 € A es unidad.
(2) Deduzca la suma de un elemento nilpotente con una unidad es una unidad.

Dem. (1): Sea I el ideal generado por 1 + z. —z(1 +z) = —x — 2% € I, luego
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l+z—2—2?>=1-2%2€l, —x(1-22) = —x+23 € I, por tanto 1 +z—z+2° =
1+ 23 € I. Siguiendo de esta manera, llegamos a que 1+ (—=1)"*1z” =1 € I.
En consecuencia 1 + x es una unidad.

(2): Sea z un elemento nilpotentee y sea y una unidad. Sea J el ideal generado

1,.2

por z + y. Entonces —xy l(y + ) = —z —yta? € J, luego y + x — x —

ylz? =y —y 2% € J. Asimismo —xy~(y —yl2?) = —z +y 223 € J, luego
2

y+r—x+y :v?’:y—i—gf2x3

€ J. Siguiendo de este modo, obtenemos que
y+ (=) 1yl=ma" = y € J. Como y es unidad, y + = es unidad.

7. Sea A un anillo tal que todo ideal no contenido en el nilradical n contiene
un elemento idempotente distinto de cero (e? = e # 0). Demuestre que n = r(A).
Dem. Recordemos que si 1 # e es idempotente, no es unidad: supongamos que
existe b # 1 tal que be = 1, entonces b = b(be) = b(be?) = (be)? = 1.
Queremos demostrar que 7 = r(A). Como n C r(A), basta verificar la otra
inclusién.
Supongamos que r(A) ¢ 1, entonces existe e € r(A) tal que e* = e # 0= (1 —
O = SN (—1)rEen Tk = e ST (1) R T = e(S (1)~ 1)) +
l—e=e(l-1)"+1—-e=1-—epara todon € N. En particular 1 # 1 — e es
idempotente.

8. Demuestre lo siguiente:

1. Ann(M + N) = Ann(M) () Ann(N)

2. (N:P)=Ann((N+ P)/N)

Dem. (1): a € Ann(M + N) = a(M + N) =0, luego aM =0y aN = 0. Sea
a € Ann(M) () Ann(N), entonces aM = 0y aN = 0. Luego,sim € M yn € N,
entonces a(m +n) = am + an = 0, es decir a € Ann(M + N).

(2): Sea a € A tal que aP C N. Sin+p € N + P, entonces a(n +p) + N =
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an+ap+ N = N, es decir, a € Ann((N + P)/N). Sea a € Ann((N + P)/N),
entonces, en particular, a(0 + p) + N = N para todo p € P, es decir, aP C N.
|

9. Sea M; una familia de A-médulos (¢ € I-familia de indices-) y sea M su
suma directa.
Demuestre que M es plano si y sélo si cada M; es plano.
Dem. =) Sea f : N’ — N un homomorfismo de A-mdédulos, inyectivo, entonces
FQ1lnm, : N'Q 4 M; — NQ 4 M; es inyectiva; de otra forma existirfa (n', a;) #
(0,0) tal que (n/, (x;)) € ker f con x; = a; y, en consecuencia, con (n/, (z;)) # 0.
<) Sea

®1 P2
0O - N - N — N' — 0

una sucesion exacta de A-mdédulos y consideremos la sucesién

1 1 2 @ 1
0 - NQQ M — NQQ,M — N'Q,M — 0

Verifiquemos la exactitud en N @ , M: Supongamos que tm(o1 @4 1nm) &
ker ¢o @ 4, 1as, entonces existe n@(z;) € NQ, M tal que ga(n) # 0 =
n ¢ ker ps = imep;. No obstante f(n) @ m; # 0 para todo i € I, por tanto
0# (.o, f(n) @My, ...) = f(n) QC(..., My, ...) 4, esta ultima igualdad dada por la
relacién 0.4(V) del libro [Raghavan-Sridharan], y donde se ha identificado

P2
~ (Bier M")/D

donde D = {submddulo de elementos con al menos dos coordenadas distintas}

N/ ker o

y donde @, es el morfismo inducido por ¢a.

10. Sea A[X] el anillo de polinomios en una indeterminada. Demuestre que
A[X] es una A-dlgebra plana.
Dem. A[X] = @, S4, donde Sy es el submédulo generado por todos los ele-
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mentos de grado d. Verifiquemos que Sy es plano: sea f : M’ — M un monomor-
fismo, entonces f@1: M' Q) Sq — M ) Sy es inyectivo, pues dado 0 # p € Sy,
ap =0,a € A, a = 0.El resultado se obtiene del ejercicio anterior.

11. (1) Si M y N son A-médulos planos, entonces M ) , N también lo es;
(2) Si B es una A-dlgebra plana y N es un B-mdédulo plano, entonces N es un
A-médulo plano.
Dem. (1) Sea f : P — P un monomorfismo de A-mdédulos, entonces f @1 :
P& M — P, M esinyectivo, luego fQ(1X 1) = (fRQLXR1: PPRQu(MQQ,N) —
PR (M &4 N) también lo es por ser N plano.
(2) Como B es una A-élgebra, existe f : A — B, homomorfismo de anillos. Sea
¢ : P/ — P un monomorfismo de A-médulos, entonces ¢ @1 : P'Q 4B —
P , B es un monomorfismo de A-médulos (B-médulos). Como N es un B-
médulo plano, (¢ Q1)@ 1: (P Q4 B) @z N — (PQR4B) Qg N es un monomor-
fismo < ¢ Q@(1®1) : PPQRQ (BQRsN) = PQRQ4(BQgN) es un monomor-
fismo < o @1: P @, N — P, N es un monomorfismo.
|

12. Sea 0 — M’ — M — M" — 0 una sucesién exacta de A-mdédulos. Si M’
y M" son finitamente generados, también lo es M.
Dem. Tenemos M /M’ ~ M". Si {m/,...,m!/} es un conjunto generador de M",
{mi + M',....,my, + M’} es un conjunto generador de M/M’'(suponemos que
myi, ...,m, son los representantes en M). Sea m + M’ = Y " a;m; + M' €
M/M' «— m— 3" aym; € M'. Como M’ es finitamente generado, existe un
conjunto generador {m/, ...,m},} de M’ tal que m—>_"" | a;m; = 25:1 aym’;, es

j
. k

decir, m = 371 agm; + 327, ajm)j. Por tanto {mi, ..., mn,, m}, ..., m}} genera
a M como A-médulo.

13. Sea A un anillo y ¢ un ideal suyo. A — g es un conjunto multiplicativo si
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y s6lo si ¢ es primo.

Dem.<) Claramente se observa que 1 € A —¢q. Sean a, b€ A—q=abe A—g;
de otra forma ab€ ¢g=a € qo b€ gf.

=) 1¢ q. Sean a,b € A tales que ab € ¢ = a € q 0 b € ¢; de otra forma, ambos,
a,be A—qf.

[ |

14. Sea A un anillo y sea S un conjunto multiplicativo. Entonces S™1A =
0-0€ebS.
Dem. =) 1/s =0+t =1t = 0 para algin ¢ € S.
<) Sea a/s € ST A. Entonces a/s = 0, pues 0 € S y a,0 = 0.
[ |

15. Sean A, B anillos, f : A — B un homomorfismo de anillos y ¢, un ideal
primario de B. Entonces ¢¢ es primario (¢¢ indica la imdgen inversa de ¢ bajo
f, y se llama contraccién).

Dem. Sea vy € f~!(q), entonces f(zy) € ¢ < f(z) € ¢ o f(y)" € q. En el
primer caso, z € f~1(q), y en el segundo, y™ € f~1(q).
[ |

16. (1) Sea M un A-médulo noetheriano y sea u : M — M un homomorfismo
de A-mddulos. Si u es sobre, entonces es un isomorfismo.
(2) Si M es de Artin y u es inyectiva, entonces u es un isomorfismo.
Dem. (1) Considere la cadena -estacionaria, desde luego- ker(u) C ker(u?) C
... Cker(u®) = ker(u®*!) = .. .. Entonces, tenemos lo siguiente: x € ker(u®), Iy €
u~1(x) tal que y € ker(u*Tt), u(y) = x, pero ker(u®) = ker(u®t1), luego u®(y) =
0, es decir, 0 = u*(y) = v (u(y) = vw*Hz) = = € ker(u®1), luego
ker(u*~1) = ker(u®). Al repetir el mismo razonamiento considerando los con-
juntos ker(u®~1), ..., ker(u?), tenemos que ker(u) = ker(u”’) para todo J > 1;
més atn, si z € ker(u),3Jy € u=l(x) tal que y € ker(u?),u(y) = =z, pero

ker(u) = ker(u?), luego 0 = u(y) = x, por tanto 0 = ker(u)
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(2) Considere la cadena u(M) D u?(M) 2 ... D u™(M) = u"+*1(M).Seay € M,
entonces u"(y) € u"(M) = u" (M) = Iz € M tal que u"(y) = u"T(z) =
() = u(y — u(z)) = 0 oy = u(z).

|

17. Sea S un conjunto multiplicativo de A. S se llama saturado si zy € S <
x € Syy €S (Para checar otros criterios que ayudan a verificar si un conjunto
multiplicativo es saturado, ver Atiyah-Macdonald [capitulo 3, seccién de ejerci-
cios].
El conjunto Sy de todos los no divisores de A es un conjunto multiplicativo sat-
urado. En consecuencia, el conjunto D de divisores de cero de A es una unién de
ideales primos (ver Atiyah-Macdonald [capitulo 1, ejercicio 14]). Demuestre que
todo ideal primo minimo de A estd contenido en D (checar Atiyah-Macdonald
[capitulo 3, ejercicio 6]).

El anillo Sy ' A se llama anillo total de fracciones de A. Demuestre lo siguiente:

1. Sp es el conjunto multiplicativo mds grande de A para el que A — Sj |

es un monomorfismo.
2. Todo elemento en So_lA es una unidad o un dividor de cero.

3. Todo anillo en donde toda no unidad es un divisor de cero es igual a su

anillo total de fracciones

Dem. Sea p un ideal primo minimo de A = S = A—p € T es maximo (7= {5 |
0¢S}). Spe

Supongamos que S € S = p € D = p € p;, donde D = |J,p; = 3z €
p — pi(para todo i), luego 1 = > a;z; + bx(x;s divisores de cero, x no divisor
de cero). Sean (para todo i) y; # 0 tal que z;y; = 0. Si y = []y:, entonces
y = bry < x es una unidad, por tanto p = (1)f.

(1) Sea A — S~!A inyectivo, entonces 0 # z € A satisface #/1 # 0 < para

todo s € S, sx # 0. Como z es arbitrario, S C Sy.
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(2) /s es una unidad si y sélo si & € Sy, esto es, no es divisor de cero. Por tanto
x ¢ Sy satisface lo siguiente: existe y # 0 tal que zy = 0, luego z/s *y/1 = 0
para todo s € Sy.

(3) Ningtn divisor de cero es una unidad: 0 # x € A divisor de cero implica
ry = 0 para algiin y # 0. Si x es una unidad, entonces 0 = = (xy) = yf. En
consecuencia, el resultado se reduce a observar que un elemento de A es una
unidad si y s6lo si no es un divisor de cero; para a/s € Sy 1A tenemos que
¢~ a/s) = as~!, donde ¢ : A — S5 A es el homomorfismo natural.

18. Sea A un anillo. Se dice que A es absolutamente plano si todo A-médulo

es plano (ver Atiyah-Macdonald [capitulo 2, ejercicio 27] para checar condiciones
necesarias y suficientes que definen a un anillo absolutamente plano).
Demostrar que si A es absolutamente plano y S es un conjunto multiplicativo
de A, entonces S~ A es absolutamente plano.

Dem. Sea (a/s) un ideal principal de S™'A y sea a'/s’ * a/s € (a/s). Como
A es absolutamente plano, a’a = ba? para algin b € A. Luego a'/s' * a/s =
sb/s' x a?/s? € (a?/s?).

19. Sea ¢ un ideal primo de A. ( € Ass(M) < existe un A-monomorfismo
Al — M.
Dem. =) ¢ = (0: x),0 #£€ M, luego entonces, el morfismo ¢ : A/( — M dado
por a + ( +— ax es inyectivo.
<) Sea ¢ : A/ — M un A-monomorfismo. Sea ab € (conb ¢ ( = a €y
@(ab) = 0, no obstante = := ¢(b) # 0. Para cualquier otro a’ € ¢, p(a’b) = 0.
Por lo tanto ¢ = (0 : (b)) = (0 : z).
|

20*. De acuerdo con la definicién de ideal primario de la pagina 15, demuestre

que ¢ es un ideal primario de A siy sélo si A/s # 0 y todo divisor de cero de
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A/ es nilpotente.

Dem. =) Sea @ € A/¢ un divisor de cero y supongamos que @ proviene de
0 # a € A mediante el homomorfismo natural. Como @ es un divisor de cero,
existe 0 # b € A/s tal que ab = 0. Luego a/(b) = ab = ab = 0, por tanto a4
es nilpotente. Asi, para algin n € N, az/g(l) = (al)" = a" = 0, es decir, a es
nilpotente.

<) Sea a € Ay supongamos que la homotesia a4/, no es inyectiva, entonces
existe 0 # b € A/ tal que 0 = a4,.(b) = ab. Como @ es un divisor de cero,
a@ es nilpotente, por tanto existe n € N tal que @” = 0. En consecuencia, si
ce Afs,ay, (¢) =0. Esto es, a/ es nilpotente.

[ |

21. Un A-médulo M es proyectivo si y sélo si hda M < 0.
Dem. =) (caso M # 0)
dy do
0 - M — 0
es un complejo izquierdo con cada moédulo proyectivo; si hacemos € = 1y,

entonces

e=1pm
0 - M — M — 0
es una resolucién proyectiva de M con longitud 0, es decir, hd4 M = 0.
(caso M = 0) Por definicién, hdgM = —1.
<) El caso hdaM = —1 es por definicién.

(caso hds M = 0) Existe una resolucién proyectiva

€
0 - P - M — 0
luego M ~ P,.
|

22*. Con relacién a la proposicién 6, demuestre que si g es un ideal primario

de A, entonces ¢ = {a € A | ay/q 10 es inyectivo } = r(q).
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Dem. Sélo necesitamos checar que ¢ C ¢ y que ¢ es minimo en relacién a los
ideales primos que contienen a q.

Sea 0 # a € g, entonces a4/, no es inyectivo: ay/,(1) = a = 0(modg). Esto
demuestra que g C (.

Ahora bien, si a € (, entonces a,,, es nilpotente, luego (aA/q)" = 0 para
algin n € Z*. En particular (a4,4)"(1) = a™ = 0(modg)« a™ € ¢, por tanto
q C ¢ Cr(q). Es decir, ¢ =r(q) (ver Atiyah-Macdonald[proposicién 1.14]).

|
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Apéndice 1

Functores

Sean A, B anillos. Un functor covariante F' de A-médulos en B-mddulos es

una asignacién

1. un B-médulo F(M) a cada A-médulo M, y

2. un homomorfismo F' = Fy n : Homa(M,N) — Homg(F(M),F(N)) a
cada par M, N de A-moédulos, tal que

(a) F(1a) = 1p,

(b) F(gf) = F(g9)F(f), paratodo f € Homa(M,N),g € Homa(N,P); M,N, P A-

modulos.

En lo sucesivo llamaremos simplemente functor a un functor covariante.

Un functor de A-médulos en B-médulos se dice aditivo si Fiy, v €s un homomor-
fismo de grupos para cada par de A-médulos M, N. Un functor F' de A-mddulos
en A-médulos se dice A-lineal si para cada par M, N de A-médulos; Fisn es
un A-homomorfismo.

Sean F'y G dos functores de A-médulos en B-médulos. Una coleccién {pps :
F(M) — G(M)} de B-homomorfismos, donde M corre sobre todos los A-médu-
los, se llama functorial en M, si para todo f € Hom4 (M, N), el siguiente dia-

grama conmuta:
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Apéndice 2

Conceptos basicos de Homologia

Un complejo X de A-moédulos es una sucesién
X, x,dn X
T Aptl— n = T7Ap—1 "7 ...

de A-médulos X,, y A-homomorfismos d,, tales que d,, o d,11 = 0 para todo
n € Z. Decimos que un complejo X es izquierdo (respectivamente derecho), si
X,, = 0 para todo n < 0 (respectivamente para todo n > 0).

Definimos el n-ésimo médulo de homolgia de X como kerd, /imd, 11, y lo de-

notamos por H,(X).
Sean X, Y complejos de A-médulos. Un morfismo f : X — Y de complejos
es una familia {f, : X,, — Y, }nez de A-homomorfismos tales que, para todo
n € Z, el diagrama siguiente conmuta:

Xpp1 It Yo

dn+1 ! Lody
X, In Y,

Sif:X — Y es un morfismo de complejos, entonces f,, induce otro morfismo
Hp(f) : Ho(X) — Hp(Y).

Una sucesiéon de complejos
0—-X/'Y9Z—0
se llama exacta, si para todo n € Z, la sucesion
0— X, /7Y, 9"Z -0

es exacta.

Toda sucesién exacta de complejos 0 — Xf Y9 Z — 0 induce un homomorfismo
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O : Hp(Z) — H,—1(X) de manera natural.

Sean f,g : X — Y dos morfismos de complejos X,Y de A-médulos. Una
homotopia h entre f y g es un conjunto h = {h,}nen de A-homomorfismos
hy : Xy — Yo tales que hy_1dy, +d), 1 hy, = fn — gn para todo n € Z. En este

caso decimos que f y g son homotdpicos.

PROPOSICION 38: Sean f,g : X — Y homomorfismos homotépicos de comple-

jos de A-médulos. Entonces H,, (f) = H,(g) para todo n € Z.

Dem. Ver bibliografia.
[ |

PROPOSICION 39: Para un A-médulo P, las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. P es un sumando directo de un A-mdédulo libre;

2. dado cualquier diagrama

P

L f
M ¢, M - 0

de A-homomorfismos con el renglén exacto, existe un A-homomorfismo

f: P — M tal que dicho diagrama conmuta;

3. toda sucesion exacta de médulos 0 — M’ — M¥? P — 0 se escinde.

Dem. Ver bibliografia.
|
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Un A-médulo P que satisfaga las condiciones equivalentes de la proposicion

anterior se llama A-médulo proyectivo.

Sea M un A-médulo. Una resolucién proyectiva de M es una pareja (P,¢),

donde P es un complejo izquierdo con cada P; un A-médulo proyectivo y donde

e: Py — M es un A-homomorfismo tal que la sucesién

—>Pnd_7} n_1—>...—>P0€_}M—>O

es exacta.
Sea f : M — M’ un homomorfismo de A-médulos y sean (P,¢), (P’ €’) res-
oluciones proyectivas de M, M’ respectivamente. Un morfismo F : P — P’ de

complejos se dice terminal en f si fe = &' Fy.

PROPOSICION 40: Sea f : M — M’ un homomorfismo de A-mdédulos y sean
(P,e), (P’ €") resolcuines proyectivas de M, M’', respectivamente. Entonces ex-
iste un morfismo F : P — P’ terminal en f. Més atn, si F,G : P — P’ son
morfismos terminales en f, entonces F'y G son homotdpicos.
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