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Control por l6gica difusa para sistemas mecanicos con friccion de
Coulomb y backlash

Resumen

La mayoria de los sistemas industriales operan bajo condiciones inciertas debido a fendmenos
no-suaves como juego mecanico (backlash), zona muerta y friccion de Coulomb; produciendo
inexactitudes no deseadas, oscilaciones e inestabilidad que degradan el desemperio del sistema.
La presente tesis consiste en proponer controladores difusos tipo Mamdani para resolver el pro-
blema de regulacion y seguimiento de trayectorias en sistemas mecanicos compuesto por dos
subsistemas: la carga y el actuador acoplados entre si a través de engranes con acoplamiento
imperfecto debido al backlash, asumiendo Unicamente la retroalimentacidon de la posicion de la
carga. Aunado a lo anterior, se aborda el analisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov para
un motor de corriente directa (CD) con friccién de Coulomb y el efecto del backlash. Debido a que
se asume que el modelo dinamico de la planta no esta disponible y al hecho que el controlador
difuso tipo Mamdani es un método heuristico, se implementa un método determinista para reali-
zar el andlisis de estabilidad en el sistema basado en el lema de comparacion y en una funcion
candidata de Lyapunov.

Palabras clave: I6gica difusa, estabilidad en el sentido de Lyapunov, no linealidades no suaves,
retroalimentacion por salida.



Fuzzy logic control for mechanical systems with Coulomb friction
and backlash

Abstract

Most of industrial systems operate under uncertain conditions due the nonsmooth phenomena
such as backlash, dead-zone, and Coulomb friction producing undesired inaccuracies, oscilla-
tions, and instability thereby degrading the system. This thesis proposes Mamdani-type fuzzy con-
trollers to solve the regulation and tracking control problems in mechanical systems (composed by
two sub-systems: the actuator and the load) affected by backlash, that load position is the only in-
formation available for feedback. A Lyapunov stability analysis for a DC motor affected by Coulomb
friction and backlash is addresed. It is assumed that the dynamic model is not available and the
fact that Mamdani fuzzy logic controller is an heuristic method, a deterministic analysis based on
the comparison principle and nonsmooth Lyapunov functions is used to verify the stability of a
Mamdani fuzzy controller.

Keywords: fuzzy logic, Lyapunov stability, nonsmooth nonlinearities, output feedback.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1. Antecedentes

La mayoria de los sistemas industriales como los robot manipuladores con engranes, las com-
puertas mecanicas de las presas, calderas, entre muchos mas, operan bajo condiciones inciertas
debido entre tantas cosas como al juego mecanico (backlash), zona muerta y friccién de Coulomb,
las cuales provocan errores en estado estable, ciclos limites y en el peor caso son las causantes
de la inestabilidad en el sistema degradandolo severamente [1]. A este tipo de fendmenos se les
conoce como no linealidades no suaves porgue por lo general estan representados por ecuacio-
nes discontinuas o no diferenciables lo que conduce a un problema desafiante en términos de
control de posicion y velocidad, el cual ha atraido considerable interés de los investigadores. Sin
embargo, a pesar de la diversidad en la literatura sobre este tema [2, 3, 4, 5, 6], los fendmenos
mencionados siguen siendo dificiles de modelar y, por tanto, se describen a menudo con modelos

con parametros con un alto grado de incertidumbre [7].

El backlash que es el juego mecanico entre las partes moviles adyacentes, es un fenomeno
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comun tanto en sistemas mecanicos, electromecanicos, como en sistemas hidraulicos y neumati-
cos. El backlash esta acompanado con histéresis entre la entrada y la salida causando retrasos,
oscilaciones e impactos. La friccién seca es una no-linealidad no-suave que ocurre comunmente
en sistemas mecanicos [8]. Otra no-linealidad no-suave mas importantes es la zona muerta que
puede limitar severamente el desempefo del sistema y esta presente en actuadores como las
valvulas, servomotores de corriente directa y en otros dispositivos. Es por esto que el efecto de

zona muerta debe ser considerado en el disefo y analisis de sistemas de control.

Una estrategia comun para resolver el problema de control es la compensacién de los términos
de la friccion, sin embargo resulta dificil lidiar con todas las variables que la friccion pueda tener
(friccion viscosa, strickbeck) [9], [10], es por ello que lo mas apropiado es emplear estrategias de

control simples que rechacen su efecto sin necesidad de la compensacion [11], [12].

Para representar el efecto de backlash se han propuesto diferentes modelos. Algunos de es-
tos incluyen funciones descriptivas de la sintesis en el dominio del frecuencia, como también para
sistemas con comportamiento sinusoidal [13, 14]. Otro modelo extensamente utilizado es el mo-
delo inverso [15, 16], que es una funcion estatica discontinua que revierte el efecto del backlash
cuando aparece a la entrada o en la salida del sistema. Este modelo requiere una estimacion
exacta de los parametros ya que una compensacion inadecuada (sobrecomprensacion o sub-
compensacion) puede conducir a la inestabilidad. El backlash también puede ser representado
por un modelo dindamico como en [17], requiriendo un conocimiento preciso de los parametros.
El resultado es una aproximacion que omite un importante parte del comportamiento del back-
lash, y solo se han reportado resultados numéricos para validar el uso del modelo [18, 19]. Los
modelos estaticos, propuestos en [20] y [21], reemplazan las no-linealidades no suaves por unas

mas suaves de este modo atenuan las inexactitudes en la representacion del backlash. En [22],
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el backlash es visto como una perturbacion que requiere el disefio del un observador extra para
estimar la perturbacion inducida por el backlash. Todos estos modelos ignoran los efectos no-
suaves los cuales son importantes en el diseno de realimentacidon para lograr exactitud en el

comportamiento del sistema en lazo cerrado.

1.2. Metodologia

La técnica de la l6gica difusa se ha aplicado con éxito en sistemas de control donde no se
cuenta con el modelo matematico exacto de la planta [23]. Los controladores difusos también
muestran tener un desempeno satisfactorio en sistemas complejos [24, 25]. Conforme la popula-
ridad de las técnicas de control difuso han aumentado, es de suma importancia clarificar la razon
del porque son preferibles ante las técnicas de control clasicas. Una de las ventajas mas signi-
ficativas es la robustez en la variacion paramétrica de la estructura y en las incertidumbres no

estructuradas [26].

Uno de los principales retos a los que se han enfrentado los controladores difusos desde sus
inicios en los afos setenta a sido el analisis de estabilidad, ya que para los pioneros de esta teoria
el hecho de que la tarea fuera realizada satisfactoriamente era suficiente. Sin embargo esto no

ha sido aceptado del todo.

A lo largo de varios anos se ha buscado formalizar algunos criterios de estabilidad, pero estas
investigaciones han sido enfocadas al estudio de controladores difusos tipo Takagi-Sugeno ya
que estos por definicion trabajan con funciones [27], esto permite introducir de manera mas facil
un analisis determinista, algunos de los trabajos enfocados a resolver el problema son [28], [29],

[30], [31] y [32], entre muchos otros. A pesar de esto el estudio de estabilidad en controladores
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difusos tipo Mamdani ha quedado rezagado, por esta razon, surge el interés del presente trabajo.

Entre los trabajos mas trascendentales en el analisis de estabilidad de controladores difusos
tipo Mamdani se encuentran [33], [34], [35] y [36], donde se propone una variante del analisis de
estabilidad en el sentido de Lyapunov (método para concluir estabilidad en controladores basa-
dos en modelo), cominmente llamada sintesis difusa de Lyapunov. Este método se basa en la
propuesta de una funcién candidata de Lyapunov, la cual es utilizada como base para la construc-
cién de las reglas difusas. En contraste a los trabajos anteriormente presentados, en el presente
trabajo de tesis se proponen controladores no-basados en una funcién candidata de Lyapunov,

complementadolo con el uso del lema de comparacion [37].

1.3. Objetivos

El objetivo general es resolver el problema de regulacion de posicion y seguimiento de trayec-

toria en un motor de corriente directa.
Los objetivos especificos se enuncian a continuacion:
= Disenar un controlador por l6gica difusa, via retroalimentacion de la posicion del actuador,

para estabilizar la trayectoria de un motor de CD, con friccion de Coulomb, en un punto

deseado.

= Realizar un controlador por légica difusa para un motor con backlash, via retroalimentacion

de la posicién del actuador.

m Comprobar estabilidad de cada uno de los sistemas en lazo cerrado, utilizando el criterio de

estabilidad de Lyapunov.
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1.4. Justificacion

El enfoque de la presente tesis conduce a la solucién de tres principales problemas:

El primer problema es disenar un regulador difuso con retroalimentacion de posicion de la
carga para sistemas con backlash y friccion. Cuando se trabaja con sistemas afectados por el
backlash, donde se considera el backlash como un sistema de dos masas, lo que resulta en un
sistema subactuado constituido por dos subsistemas, el actuador y la carga. La gran parte de los
trabajos resuelven el problema de control asumiendo medicién de la posicion tanto del lado del
actuador como en el lado de la carga, a excepcion de [35], [11]. Lo cual en aplicaciones practicas
no sucede, lo cotidiano es que Unicamente se pueda obtener mediciones de posicion en el lado

del actuador.

El segundo es resolver el problema de seguimiento trayectorias a través de un controlador
difuso con retroalimentacion de posicion de la carga con backlash y friccion. La gran mayoria de
los trabajos cuando se trata de sistemas con backlash solo resuelven el problema de regulacion,
a excepcion de [8], en donde el problema se vuelve un tanto complicado y es necesario resolver
ecuaciones diferenciales o utilizar ecuaciones de Riccati. A diferencia de resolver el problema con

controladores difusos donde la solucién es computancionalmente mas sencilla.

Por dltimo realizar el analisis de estabilidad de un controlador difuso tipo Mamdani. Tomando
en cuenta la condicién heuristica del controlador, sumado a esto el disefio de un controlador libre
de modelo, hace imposible realizar analiticamente el analisis de estabilidad del sistema en lazo
cerrado de forma directa. Dadas las circunstancias se propone el uso del lema de comparacion

complementado con el analisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov.
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1.5. Contribuciones

= Se propone un analisis de estabilidad determinista para controladores difusos heuristicos

utilizando el Lema de comparacion.

= Se resuelve el problema de control de sistemas con backlash asumiendo que solo es posible

el sensado de la posicion de la carga.

= Se presenta la solucién al problema de seguimiento de trayecotias por retro-alimentacion de

salida en sistemas con backlash.

1.6. Organizacion de la tesis

La tesis esta organizada de la siguiente manera. En el capitulo dos presentan los conceptos
basicos de la teoria de l6gica difusa, asi como definiciones y teoremas de estabilidad en el sentido
de Lyapunov, los cuales seran utiles para el lector a lo largo de la tesis. En el capitulo tres se
incluye el modelo dinamico y la descripcion de la plataforma donde se realizan los experimentos.
En el capitulo cuatro se presentan casos de estudios con la solucion al problema de regulacién
de un motor de corriente directa (CD). El capitulo cinco presenta la solucién al problema de

seguimiento para un motor CD. Finalmente en el capitulo seis se incluyen las conclusiones.



Capitulo 2

CONCEPTOS BASICOS

2.1. Logica Difusa

La légica difusa o l6gica borrosa nace a mediados de los sesenta en la universidad de Berkeley
en California por el ingeniero Lofti A. Zadeh [38]. Sus primeras investigaciones estan basadas
en el trabajo de J. Lukasiewicz quien habia propuesto una alternativa a la légica bi-valuada de
Aristoteles; la cual consistia en un tercer valor el cual puede ser traducido como “posible”, y le

asigné a un valor numérico entre verdadero y falso dando pie a la I6gica multi-valuada.

Cuando Zadeh se dio cuenta de lo que llamé principio de incompatibilidad: “Conforme la com-
plejidad de un sistema aumenta, nuestra capacidad para ser mas precisos y construir instruc-
ciones sobre su comportamiento disminuye hasta el umbral mas alla del cual, la precision y el
significado son caracteristicas excluyentes”. Introdujo entonces el concepto de conjunto difuso
[39] en el cual reside la idea de que los elementos sobre los que se construye el pensamiento

humano no son nimeros sino etiquetas lingtisticas.
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El aspecto central de los sistemas basados en la teoria de l6gica difusa es permitir representar
el conocimiento comun, que es en su mayoria del tipo linglistico cualitativo y no necesariamente
cuantitativo, en un lenguaje matematico a través de la teoria de conjuntos difusos y funciones

caracteristicas asociadas a ellos.

Desde sus inicios, la teoria de logica difusa ha sido controversial, ya que al inicio no existian
aplicaciones reales, era dificil defender la teoria desde un punto de vista puramente filosofico.
Pero a finales de los sesenta y principio de los setenta Zadeh propuso nuevos conceptos, los
cuales fueron fundamentales para la teoria de logica difusa [40]. En 1973, Zadeh [41] establece
las bases para el control difuso, introduce el concepto de variables linglisticas y propone el uso

de reglas Si-Entonces para formular el conocimiento humano.

Desde entonces la lo6gica difusa ha tenido gran éxito por la variedad de sus aplicaciones,
las cuales van desde control de complejos sistemas industriales, control de electrodomésticos

inteligentes, control automatico de frenado en automoviles, hasta mejoras en imagenes médicas.

2.1.1. Conjuntos difusos

Los conjuntos difusos pueden ser considerados como una generalizacion de los conjuntos
clasicos (conjuntos crisp) con una diferencia conceptual importante: la teoria de conjuntos clasi-
cos soélo contempla la pertenencia o no de un elemento en un conjunto, mientras que la teoria
de conjuntos difusos contempla la pertenencia parcial de un elemento a un conjunto, es decir,
la transicion de “pertenecer a un conjunto” a “no pertenecer a un conjunto” es gradual y cada
elemento presenta un grado de pertenencia a un conjunto difuso que puede tomar cualquier valor

entre 0y 1.
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Definicion 1 (Conjunto [42]) Si X es una coleccion de objetos denotados por x, entonces un

conjunto difuso A en X se define como un conjunto de pares ordenado:

A={(z,pa(z))|lz € X} (2.1)
donde pa(x) es llamada la funcion de membrecia para el conjunto difuso A, la funcion de mem-

brecia mapea cada elemento X a un grado de membrecia entre 0 y 1.

Una forma alternativa para denotar un conjunto difuso A puede ser:

A= [ pata)/a. 2.2)

donde el simbolo [ indica la unién de los pares (z,ua(x)). Si X es una coleccién de objetos
discretos, A se define comunmente como:
A=) palwi)/zi (2.3)
z,€X

donde el simbolo > indica la unién de los pares (z, pa(x)).

Los conjuntos difusos, al igual que los conjuntos clasicos tienen algunas operaciones basicas.
Asumiendo que A y B son conjuntos difusos definidos en el mismo universo de discurso X, la

igualdad, el interior, el complemento, la unién e interseccion pueden ser definidos como:

Definicion 2 (Igualdad [42]) Se dice que un conjunto difuso A y un conjunto difuso B son iguales

si y solamente si pa(x) = pp(x) paratodo x € X.

Definicion 3 (Interior [42]) Se dice que un conjunto difuso A esta contenido en un conjunto di-

fuso B y se denota como A C B, siy solamente si ux(x) < up(x) paratodo x € X.

Definicion 4 (Complemento [27]) E/ complemento de un conjunto difuso A es un conjunto difuso
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A en X cuya funcién de membrecia esta definida como

pa(x) =1—pa(z). (2.4)

Definicion 5 (Unidn [27]) La unién de un conjunto A y un conjunto B es un conjunto difuso en X,

denotado por A U B, cuya funcion de membrecia es definida como

paup(@) = max(pa(e), up (@), (2.5)

Definicion 6 (Interseccion [27]) La interseccion de un conjunto A y un conjunto B es un conjunto

difuso en X, denotado por A N B, cuya funcion de membrecia es definida como

panp(r) = minfpa(z), pp(x)). (2.6)

2.1.2. \Variables lingtiisticas

Una variable linglistica es aquella cuyos valores son palabras o sentencias en un lenguaje
natural o artificial [43]. De esta forma, una variable lingUistica sirve para representar cualquier

elemento que sea demasiado complejo, o del cual no sea posible obtener una definicién concreta.

De esta forma una variable lingliistica es caracterizada por una quintupla (z, 7'(z), X, G, M) en
la cual = es el nombre de una variable; T'(x) es el conjunto de términos de z, esto es, el conjunto
de de sus valores linglisticos o términos linglisticos; X es el universo de definicion; G es la regla
sintactica que genera los términos en T'(z); y M es una regla semantica que asocia con cada

valor lingUistico A su significado M (A), donde M (A) denota un conjunto difuso en X [27].
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2.1.3. Reglas Si-Entonces difusas

Una regla difusa si-entonces (también conocida como regla difusa, implicacion difusa o decla-

racion condicional difusa) asume la forma:

Siz es A entonces y es B, (2.7)

donde A y B son son valores linguisticos definidos por conjuntos difusos en universos X y Y
respectivamente. Frecuentemente “z es A” es el antecedente o la premisa, mientras que “y es B”

es el consecuente o conclusion [27].

2.2. Sistemas difusos

La estructura basica de un sistema de inferencia difusa consiste en cuatro componentes fun-
damentales (figura 2.1): la base de reglas, que contiene una seleccion de reglas difusas como
(2.1.3); el fusificador, mapea numeros de entrada en sus correspondientes membrecias difusas;
el motor de inferencia, es el mecanismo de razonamiento que realiza el procedimiento de inferen-

cia; y por ultimo el defusificador, encargado de extraer el valor numérico de la salida.

2.2.1. Métodos de inferencia

La inferencia difusa puede definirse como el proceso de obtener un valor de salida para un
valor de entrada empleando la teoria de conjuntos difusos. Existen varios métodos para realizar
la inferencia difusa [27], sin embargo los mas utilizados por su facilidad de implementacion son

los de tipo Mamdani [44] y Sugeno [45].

El presente trabajo solo se tomara en cuenta los sistemas de inferencia tipo Mamdani.
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Base de reglas |
| difusas

| |
4’ . N
Entrada | Desfusificador||——»
A

- Salida
numerica | I numérica
| Maquina de |

inferencia difusa

Figura 2.1: Estructura de un sistema de Idgica difusa.

2.2.2. Inferencia difusa tipo Mamdani

El método fue propuesto por Ebrahim Mamdani en 1975 [44], con el enfoque de hacer control
de sistemas usando reglas linglisticas obtenidas de la experiencia de los expertos humanos. La
figura 2.2 es una ilustracion de cémo un sistema de inferencia difusa de dos reglas encuentra la

salida total de Z cuando esta sujeta a dos entradas numéricas X y Y.

2.3. Sistemas de control difusos tipo Mamdani

El supuesto basico del enfoque del control de logica difusa propuesto por E.H Mamdani en
1974, es que en caso de ausencia del modelo explicito de la plata y/o clara exposicién de los
objetivos de control, el conocimiento informal de como operar la planta dada, puede ser codificada
en términos de reglas si-entonces o reglas condicidn-accion las cuales formaran las bases para

la estrategia de control lingUistica [38].
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Figura 2.2: Sistema de inferencia Mamdani.

Como se menciono anteriormente la estrategia de control basada en reglas tiene la siguiente

forma

Si OA; es—y OA; es—y...Entonces CA; es—y CA; es—...

SiOA; es—y OAs es—y...Entonces CA; es—y CA; es—...

La cual mapea los atributos observables (O A1, O As) del sistema fisico dado en sus atributos

controlables (C A1, C As), donde

Salida <+ Atributo observable

Entrada < Atributo controlable

Cada OA;,i =1,2,..., es una variable directamente medible y/o la diferencia entre cualquier

variable y su valor de referencia asociado. Donde cualquier valor filtrado de cualquier atributo (por
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ejemplo, cambio de posicion) puede ser dentro de la premisa de una regla:

OA1=e=vg—w (2.8)
de
OAy = s (2.9)

donde e puede ser el error de posicion. Alternativamente en el caso de la implementacion en
tiempo discreto de un sistema de control difuso, OAs = e(t) — e(t — T') donde T es el llamado

periodo de muestreo del sistema.

2.4. Definiciones de estabilidad

La teoria de estabilidad de Lyapunov [46] tiene como principal objetivo el estudiar el compor-

tamiento de sistemas dinamicos gobernado por ecuaciones diferenciales de la forma:

z(t) = f(t,z(t)), te Ry eseltiempo, (2.10)

donde el vector z(t) € R™ son los estados y 2:(0) € R™ denota la condicién inicial o estado inicial.

Se asume que la funcion f : Ry x R™ — R™ es continua en t y z(t), y ademas se supone que:

= La ecuacion (2.10) tiene una solucién Unica en el intervalo de ¢ € [0, c0) correspondiente a

cada condicion inicial z(0).

» Si z(t) es la solucion de (2.10) correspondiente a la condicion inicial z(0) entonces z(t)

depende de manera continua del estado inicial z(0).

Comentario 1 Si la funcion f no depende explicitamente del tiempo, i.e., f(t,z(t)) = f(xz(t)),

la ecuacion (2.10) se denomina auténoma. Si f(t,z(t)) = A(t)z(t) + u(t) con A(t) siendo una
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matriz cuadrada de dimension n y siendo A(t) y u(t) funciones tnicamente dependientes de t o

constantes entonces la ecuacion (2.10) es lineal. En caso contrario es no lineal.

Definicion 7 (Equilibrio [46]) Un vector constante x. € R™ es un equilibrio o estado de equilibrio

del sistema (2.10) si

f(t,x) =0, Vt>0. (2.11)

Definicion 8 (Estabilidad [46]) E/ origen es un equilibrio estable (en el sentido de Lyapunov) de

la ecuacion (2.10) si para cada par de numeros e > 0 y ty < 0, existe 6 = d(to,€) > 0, tal que:

|z(0)]] < 6 = z(t)] <e V> o0. (2.12)

En la figura 2.3 se muestra graficamente el concepto de estabilidad

Estabilidad

15 T

5 6 7 8 9 10
Tiempo [s]

Figura 2.3: Estabilidad.

Definicion 9 (Estabilidad asintética [46]) E/ origenx = 0 € R™ es un equilibrio asintoticamente

estable de (2.10) si:

1. El origen es estable;
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2. El origen es atractivo, i.e., para cadaty > 0, existe &' > 0 tal que

|z(0)]| <6 = |z(t)|| =0 cuandot — cc.

En la figura 2.4 se muestra graficamente el concepto de estabilidad.

Estabilidad asintética

-4

-6

-8

—-10+
1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Tiempo [s]

Figura 2.4: Estabilidad asintotica.

10

(2.13)

Definicion 10 (Funcion de Lyapunov [46]) Una funcion candidata de Lyapunov V (t,z) para la

ecuacion (2.10) es una funcion de Lyapunov para (2.10) si su derivada a lo largo de las trayectorias

de (2.10) satisface:

V(t,z) <0 Vt>0

y para ||z|| suficientemente pequena.

(2.14)

Definicion 11 (Estabilidad asintoética global [46]) E/ origen de la ecuacion (2.10) es un equili-

brio uniformemente asintoticamente estable si:

1. el origen es uniformemente estable;

2. el origen es uniformemente atractivo, i.e., existe un numero &' > 0 tal que (9) mantenga un

rango de convergencia independiente de t.
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Definicion 12 (Funcion candidata de Lyapunov [46]) Una funcion V : Ry x R® — R, es una

funcion candidata de Lyapunov para el equilibrio x = 0 € R™ de (2.10) si:

1. V(t,z) es una funcion definida positiva localmente.
oV (t,x)
ot

vV (t,x)
ox

2.

es una funcion continua con respecto at y x.

3. es una funcion continua con respecto at y x.

Definicion 13 (Derivada de una funcion candidata de Lyapunov [46]) SeaV (t, ) una funcion
candidata de Lyapunov para la ecuacion (2.10). La derivada de V (t, z) a lo largo de las trayectorias

de (2.10), denotada por V (t, z) esta dada por

: d oV (t,x) N v (t,x)"

Vit,z) = %V(t, x) = T o

f(t, ). (2.15)

2.5. Conceptos de estabilidad en el sentido de Lyapunov

Teorema 1 (Estabilidad [46]) E/ origen x = 0 € R™ es un punto de equilibrio estable de la ecua-
cion (2.10), si existe una funcion candidata de Lyapunov V (t,x) tal que su derivada temporal

satisfaga (2.14) al menos para ||z|| suficientemente pequena.

Teorema 2 (Estabilidad asintética global [46]) E/ origen x = 0 € R™ es un estado de equilibrio

asintéticamente estable en forma global de (2.10) si:

m ¢l origen es estable;

m el origen es globalmente atractivo, esto es,

|lz(t)]]| =0 comot— oo, Vz(ty) € R", tn <0.



2.5 Conceptos de estabilidad en el sentido de Lyapunov 18

Teorema 3 (Estabilidad exponencial global [46]) E/ origen de (2.10) es estable exponencial-
mente en forma global si existe una funcion candidata de Lyapunov V (t, z)y constantes positivas

a,B,vyp>1tal que:

w afzl|P <V(tx) < Bzl

n V(t,z) < —yljz||P, V>t >0 VreR"™

Definicion 14 (Ecuacion con el lado derecho discontinuo [47]) Sea la ecuacion diferencial
= f(x,t), (2.16)

que es discontinua en x € R" y sea para cada punto (z,t) € R™ x R el conjunto convexo ce-
rrado mas pequeno F(x,t) que contiene todos los puntos limite de f(x*,t) cuando =* — x,t =

constante, y(x*,t) € R”H(Uj]\il@Gj).

Definicion 15 (Dinamica cero [48]) Dado

= fa(n,€) (2.17)

£ = fe(n,€ u) (2.18)

asumase que existe una u tal que & — 0 de manera asintdtica. Entonces haciendo ¢ = 0 en (2.17)

resulta

= fz(n,0) (2.19)

que se conoce como dinamica cero.

De acuerdo con [37], el lema de comparacidén es una herramienta para calcular los limites

en la solucion de una ecuacion diferencial sin calcular la solucion en si. El lema de comparacion
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compara la solucion de un diferencial desigualdad con la solucion de una ecuacion diferencial.
Una funciéon que satisface la desigualdad se llama una solucion de la ecuacién diferencial. El
presente analisis consiste por lo tanto en proponer una desigualdad diferencial cuya solucion
superior o inferior acotada pueda se comparada con las respuestas en el tiempo de la salida de

la planta.

Lema 1 (Lema de comparacion [37]) Considerando la ecuacion escalar diferencial

z= f(tv Z), Z(tO) = 20 (2.20)

donde f(t,z) es continua en t y localmente Lipschitz en z, para todot > 0 y todo z € B, C R.
Sea [ty, 00) el intervalo maximo de la existencia de la solucion z(t), y suponiendo z(t) € B, para
todo t € [tg,00). Sea v(t) una funcion continua con el lado derecho derivable v(t) satisface la

desigualdad diferencial

0(t) < f(t,v(t)), v(to) = 2o (2.21)

conv(t) € B, para todot € [tg,00). Entonces, v(t) < z(t) paratodot € [ty, o).

Ejemplo 1 La ecuacion diferencial escalar

&= f(2)=-(1+2%z, 2(0)=a

tiene una solucion unica en [0,t,) paraunt, > 0, porque f(x) es localmente Lipschitz. Se propone

v(t) = 22(t). La funcidn v(t) es diferenciable y su derivada esta dada por

b(t) = 2z(t)it = —222(t) — 221 (t) < —22%(¢).



2.5 Conceptos de estabilidad en el sentido de Lyapunov 20

Por lo tanto, v(t) satisface la desigualdad diferencial

i=-2z, 2(0)=a® = z2(t)=da’exp ¥,

Después, por el lema de comparacion, la solucion x(t) esta definida para todo t > 0 y satisface

le(®)]| = /o) < exp~t[lall, Vi > 0.



Capitulo 3

MOTOR DE CORRIENTE DIRECTA'Y

PLATAFORMA EXPERIMENTAL

En esta seccion se presenta el modelo dinamico de la plataforma experimental. EI modelo
dinamico considera un motor de corriente directa, actuando bajo condiciones inciertas tales como

la friccién de Coulomb, el efecto del backlash y perturbaciones externas.

3.1. Descripcion de la plataforma

Los controladores que se presentan en los siguientes capitulos se desarrollan en la plataforma
experimental instalada en el laboratorio de robética y control automatico del Centro de Investiga-
cion y Desarrollo de Tecnologia Digital (CITEDI-IPN), la cual involucra un motor CD gobernado
por el modelo dinamico (4.2)—(3.6) bajo los parametros presentados en la tabla 3.1. Las cons-
tantes J y K son obtenidas de la hoja de datos que proporciona el fabricante, mientras que los

parametros de friccion fueron identificados siguiendo el procedimiento dado por Kelly et al. [49].
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Tabla 3.1: Parametros del motor CD.

Parametro Valor Unidad
Inercia del motor (J) 3.11 x 107°  Kgm?
Coeficiente de friccion viscosa ( f,) 2.25 x 107> Nms/rad

Coeficiente de friccion de Coulomb (f.) 7.745 x 1073 Nm

Constante del amplificador (K,) 4.2 AN
Coeficiente de rigidez (K) 10000
Zona muerta (jo) 0.0025

En la figura 3.1 se muestra una fotografia de la base experimental y la figura 3.2 corresponde

al diagrama de bloques de la plataforma.

Figura 3.1: Base experimental.

La base experimental consiste en una computadora convencional con MATLAB/SIMULINK®,
la cual envia y recibe la senal del motor a través de una tarjeta de adquisicion de datos dSPACE

DS11083, esta tarjeta procesa la informacion y se la envia al motor mediante un servo-amplificador
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Figura 3.2: Diagrama de bloques de la base experimental.

lineal modelo 16 A20ACV manufacturado por Advanced Motion Controls. La tarjeta a su vez recibe
las mediciones de posicion del motor obtenidas mediante el encoder y las envia a la computadora,

donde se estima la velocidad a través del bloque d/dt, sin embargo se puede implementar un

observador de velocidad.

A continuacion se en listan las caracteristicas de la tarjeta dSPACE DS1103

» Procesador PPC 750GX, reloj 1 Ghz.

Memoria de programa 32 MB, memoria de datos 96 MB.

Temporizador de 32 bit, resolucién 30 ns.

Conversor A/D: 16 canales multiplexados, 4 canales paralelos. Resolucion 16 bit, entrada

+10 V.

Conversor D/A: 8 canales, resolucion 16 bit, salida £10 V.
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= Encoder digital: 6 canales independientes, simple (TTL) 6 diferencial (RS422).

= Encoder analdgico: 1 can, 1 Vpp diferencial 6 11 uApp diferencial.

3.2. Modelo dinamico

Se considera un motor CD operando bajo condiciones inciertas debido a la friccidén y backlash.

El motor CD se rige por la siguiente ecuacién dinamica [12]

JGg=u—F(q) — Fi(t) + w(t) (3.1)

donde ¢(t) € R es la posicion angular del motor, ¢(¢t) € R es la velocidad angular del motor,
u(t) € R es la entrada de control, t € R es la variable de tiempo, y w(t) son perturbaciones

externas desconocidas pero uniformemente acotadas, es decir

|lw(t)]| < W, para toda . (3.2)

El parametro J denota la inercia motor y F(6) es la fuerza de friccion gobernada por el siguiente

modelo estatico

F(q) = fodq + fesign(q), (3.3)

donde el primer término define la friccion viscosa con un coeficiente positivo f, y el Gltimo término

es el modelo de la friccion de Coulomb con un coeficiente positivo f., el cual es un modelo ideal
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multi-valuado para velocidad cero, es decir,

1 sig>0
sign(q) =\ [-1,1] sig=0 (3.4)
-1 sig<O0.

Por lo tanto, la friccion seca descrita por la fuerza de friccion de Coulomb en reposo, puede tomar
cualquier valor en el segmento [ f., f.] siendo una fuente de incertidumbre en la planta. En otras

palabras, el error de posicion en estado estable es causado por la friccion seca.
Finalmente, Fi(t) (véase figura 3.3), esta dado por

—K(A0 — jo) siAf = jo

i) =140 si |AG] < jo (3-5)

—K (A0 + jo) siAf < —jo
describe el backlash como en [1] en términos de la magnitud maxima de éste j, > 0, el coeficiente

de rigidez es K > 0, y la desviacion Ad(t) = q(t) — 6(t) de la posicion del motor ¢(t) respecto a la

posicion de la carga 6(t) la cual esta gobernada por
JO(t) = —Fy(t). (3.6)

En todo momento, el significado preciso de la ecuacién diferencial (4.2), (5.4) continua a trozos

por el lado derecho es definida en el sentido de Filippov [47].

La representacion en espacio de estados para el sistema (4.2)—(3.6) en términos del error
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Efecto de Backlash
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Figura 3.3: Backlash.
e=(e1, ez e3,es) = (0—04,0—04,q— F(03),4— F(,)) esta dada por
€1 = ey
1
€9 = jFl(e) — ‘9d
€3 — €4 (37)

e =~ s+ F00) - Lsign(en + E(0)

1 o 1 1
B _ - -
5 1(e) 9d+Ju+Jw(t),

donde F(04(t)) es la posicion angular deseada del motor en términos de la posicion deseada

de la carga y Fi(e) es el fendmeno del backlash en términos de los estados del sistema. Asi,

el problema de control difuso es sintetizar w(t) para dirigir la posicion y velocidad de la carga

z = (e1,e2)T a cero.



Capitulo 4

CONTROL DIFUSO PARA

REGULACION DE UN MOTOR CD

4.1. Preambulo

En el presente capitulo se presenta la solucién al problema de regulacion y en analisis de
estabilidad para un motor CD operando bajo condiciones inciertas y dirigido por un controlador
difuso tipo Mamdani. Es importante mencionar que el diseno de los controladores parte de la idea
de que se desconoce el modelo del sistema y solo se cuenta con la informacion que proporciona

el experto de la planta [44] [50].

Los casos de estudio se presentan en dos secciones, en la seccidn 4.2 se expone el disefno
de un controlador considerando solamente friccién. En la seccion 4.3 se presenta el disefio del
controlador asumiendo presencia de friccion y backlash debido al acoplamiento imperfecto entre

la carga y el actuador.
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4.1.1. Obijetivo de control

El problema de control se plantea de la siguiente manera: dada la posicion deseada 6,(t) € R,
el objetivo de control es llevar la posicion de la carga 6(t) hacia un punto deseado 64(t) que es

constante (f; = 6, = 0 Vt), en otras palabras, se debe satisfacer que
Jim [|64(t) = 0(1)]| = 0, (4.1)

para una condicion inicial arbitraria 6(0) € R a pesar de la presencia de perturbaciones externas.

4.2. Solucion al problema de regulacion de un motor CD con friccion
Se propone el disefio de un controlador difuso tipo Mamdani para un motor CD el cual es
gobernado por las ecuaciones
Jij=u—F(4) +w(t) (4.2)
con perturbaciones externas desconocidas pero uniformemente acotadas, es decir
|w(t)] <W,  paratoda t. (4.3)

La friccion es descrita por el siguiente modelo estatico

F(q) = fuq + fesign(q), (4.4)

Se asume que el modelo de la planta es desconocido, y sin efecto de backlash.

El objetivo es disenar la base de reglas difusas para alcanzar el objetivo de control (4.1). Para

esto, se disena un controlador difuso PD, con dos entradas y una salida. Las entradas seran el
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Figura 4.1: Funciones de membrecia de las variables de entrada (e, ¢).

error e(t) = 6(t) — 04(t) y el cambio en el error é(t) = 0(t), para el error se utilizan cinco funciones
de membrecia, todas triangulares y para el cambio en el error, tres funciones de membrecia
trapezoidales a los extremos y triangular al centro; como salida se utilizé la corriente aplicada al
motor u(t) dividida en cinco funciones de membrecia triangulares. Las funciones de membrecia se
pueden observar en las figuras 4.8 y 4.9. La figura 4.8 corresponde a las funciones de membrecia

para las entradas y la figura 4.9 representa las funciones de mebrecia de la salida.

La base de reglas difusas esta compuesta por quince reglas difusas, en la tabla 4.1 se puede
observar un resumen de las reglas difusas. En la figura 4.3 se muestra las curvas producidas por

las entradas y la salida.

En las figuras 4.4-4.6 se muestra los resultados obtenidos en la simulacion. La figura 4.4

muestra la respuesta del sistema en lazo cerrado, donde es posible observar que se cumple el
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Tabla 4.1: Conjunto de reglas difusas donde el prefijo N es Negativo, P es Positivo, Z es Cero, S

es Pequeno, y B es Grande.

SN SN | SN | SN

BN BN | BN | BN

Z z Z | Z

SP SP | SP | SP

BP BP | BP | BP

objetivo de control. La figura 4.5 muestra el error de posicion, a pesar de que en la figura se puede
observar que la trayectoria converge en tiempo finito, se asume que el punto de equilibrio del
sistema en lazo cerrado es asintéticamente estable (véase Definicion 9). Finalmente, la entrada

de control es presentada en la figura 4.6.

4.2.1. Analisis de estabilidad

Para realizar un analisis de estabilidad determinista se utiliza el Lema de comparacion, (véase
Lema 1). Considerando que existe una sefal de control difusa u(t) que sea capaz de llevar la posi-
cion y la velocidad al origen, esto es una solucion no-negativa de x(¢) de (4.2)—(5.4) es dominada

v(t) < z(t) por la solucién
2(z(t), &(t)) = |z(to)| exp0) o >0 (4.5)

de la ecuacion diferencial
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Figura 4.4: Posicion del motor (linea sélida) y posiciéon deseada 6, = 7/2 rad (linea punteada).
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Figura 4.5: Error de posicion angular del motor e(t) = 0(t) — 04(t).
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Figura 4.6: Senal de control.

cuya solucion para diferentes condiciones iniciales esta acotada por la derivada de la funcién de
almacenamiento v, la cual es, o(z, %) < —av, como se puede observar en la figura 4.7 donde v

es negativa definida para toda (z, #)7.

4.3. Solucion al problema de regulacion de un motor CD con friccidn

y backlash
Se plantea un controlador difuso tipo Mamdani, el cual sea capaz de alcanzar el objetivo de
control propuesto en (4.1) para un motor CD con friccion y backlash gobernado por las ecuaciones
JG=u—F(q) +w(t) (4.7)
con perturbaciones externas desconocidas pero uniformemente acotadas, es decir

w(t)] < W, para toda ¢. (4.8)
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Figura 4.7: Error de posicion de la carga (lineas continuas) y solucion superior e inferior de la

desigualdad diferencial (lineas discontinuas) o = Apnin{Q}/2 = 2.

La friccion es descrita por el siguiente modelo estatico

F(Q) = foq+ fe sign((j), (49)

Finalmente, Fi(t), esta dado por

CK(AD—jo) siA> o

Fi(t) = { o si |Ad] < jo (4.10)

—K (A0 + jo) siAf<—j
describe el backlash como en [1] en términos de la magnitud maxima de éste j, > 0, el coeficiente

de rigidez es K > 0, y la desviacion A6(t) = ¢(t) — 6(t) de la posicion del motor ¢(t) respecto a la

posicion de la carga 6(t) la cual esta gobernada por

JO(t) = —Fy(t). (4.11)

Teniendo como proposito lo anterior se plantea la base de reglas difusas tomando como an-
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Figura 4.8: Funciones de membrecia de las variables de entrada (e, ¢).

tecedentes el error e(t) = 6(t) — 04(t) y el cambio en el error é(t) = 6(t) y como consecuente la
senal de control u(t). Las funciones de membrecia se pueden observar en las figuras 4.8 y 4.9.
La figura 4.8 (a) corresponde a las funciones de membrecia para el error y la figura 4.8 (b) para

el cambio en el error y la figura 4.9 representa las funciones de membrecia de la salida.

En latabla 4.2 se muestra un resumen del conjunto de reglas difusas, donde la primer columna
y el primer rengldn corresponden a las variables linglisticas de la entrada, y los restantes corres-
ponden a las variables linglisticas de la salida. La figura 4.10 muestra las curvas producidas por

las entradas y salida del controlador difuso.

Considerando el sistema (4.7)— (4.11), cuyos parametros se proporcionan en la Tabla 3.1, se
presentan los resultados obtenidos de la simulacién del sistema en lazo cerrado. Para la simula-

cién, se requiere que la carga se mueva desde posicion inicial (0) = 0 rad siguiendo la trayectoria
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Figura 4.10: Superficie de control.
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Tabla 4.2: Conjunto de reglas difusas para el regulador de posicion del sistema con friccion y

backlash.
é
Neg Zero Pos
e
Neg Big Pos | Pos Zero
Zero X Zero X
Pos Zero Neg | Big Neg
ettt |
0, e u(t) o(t)l q j F, 0|
—» AN » Perturbacion P Motor > ! > Carga —p
- FLC Backlash I
: d F | I |
dr ¢ | Panta | ° |

Figura 4.11: Retroalimentacion del sistema con un controlador por logica difusa

deseada 6, = /2 rad. La velocidad inicial fue establecida en 6(0) = 0 rad/s. La retroalimenta-
cién del sistema con un controlador por l6gica difusa se muestra en la figura 4.3, normalmente
el bloque d/dt es utilizado para obtener la derivada temporal, sin embargo se puede utilizar un

observador para evitar ruido en el controlador.

En la figura 4.12 se muestra la respuesta del sistema y la senal de control para un motor CD
con friccién y backlash, dirigido por un controlador difuso tipo Mamdani. La figura 4.12(a) muestra
que la posicién de la carga alcanza la trayectoria deseada. En la figura 4.12(b) se presenta la

posicion del motor, donde es posible observar un pequeno error en estado estable el cual permite
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que la carga logre llevar a la posicion deseada. El error de posicion en estado estable se presenta
en la figura 4.12(c) donde el tiempo de asentamiento fue T' ~ 5.5 s. Finalmente, la figura 4.12(d)

muestra la sefnal de control u(t).

4.3.1. Analisis de estabilidad

Para realizar el analisis de estabilidad se toma en cuenta el error de posicién de la carga
presentada en la figura4.12 como la trayectoria a analizar. Considerando que existe una senal
de control difusa u(t) capaz de dirigir el error de posicion y de velocidad al origen y existe una
funcién definida positiva V() = 7 Pz, donde = = (e, ¢)” € R? y P es una matriz simétrica definida
positiva. Suponiendo que existe una una matriz positiva definida y simétrica @, la cual su derivada

en el tiempo de V' a lo largo de la solucién del sistema en lazo cerrado debe satisfacer
V< = Amin{ Q}ll2]* = —Amin{Q}V- (4.12)

Es importante observar que la matriz P puede ser una solucién de la ecuacién de Lyapunov
PA+ ATP = —(Q, donde la matriz A se puede obtener linealizando el modelo de la planta, sin
embargo, para el siguiente analisis solo es necesario el valor propio minimo de Q. Siendo z(¢) la

solucion de la ecuacién diferencial
Z=—Amin{Q}z (4.13)
la cual esta dada por

2(t) = 2(0)eAmin{@H, (4.14)
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Figura 4.12: (a) Posicion de la carga, (b) Posicién del motor, (c) Error de posicion de la carga, y

(d) senal de control.
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Figura 4.13: Error de posicidon de la carga (linea continua) y solucién superior e inferior de la
desigualdad diferencial (lineas discontinuas) donde o = A\,in{@}/2 = 0.38.

Por el Lema de comparacion, la solucion xz(t) esta acotada por

le(t)ll = vV < V70) exp{ m‘“{Q}} (4.15)

para todo ¢ > 0. La figura 4.13 muestra la solucion de la desigualdad diferencial (4.12), bajo
V(0) = e(0)? + ¢(0)2 = 72/4 y Amin{Q} = 0.76, es una cota de la respuesta en el tiempo del

sistema. Esta ultima desigualdad envuelve una rango de respuestas.

4.3.2. Analisis de estabilidad de la dinamica cero

Para demostrar estabilidad de los estados (e3,e4)” del sistema (3.7), donde u es la sefal de

control acotada, es decir, ||u|| < U™, se considera que (ey, e2)” = 0, es decir,

é3 — €4 (416)

K Kj 1
€4 = —%64 — % sign(eq) + 763 + % sign(eg) — ju (4.17)
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Partiendo de que

%F1(6> =0

y dado que (5.5) se puede representar como

0 si |A6] < jo
Fi(t) = (4.18)

KA6 — Kjosign(Af) de otra manera

entonces
Kes — Kjosign(es) = 0. (4.19)
Despejando e3 de (4.19) se obtiene que
e3 € [—Jjo, jo)- (4.20)

Revisando la estabilidad de e, se considera la siguiente funcién candidata de Lyapunov

1 1
V= §Ke§ + 5,]6?1. (4.21)

La derivada temporal de (4.21) para la solucién de la ecuaciéon en lazo cerrado (3.7) esta dada

por

V = K€3é4 + J€4é4
= Keseyq + eq[—foes — fesign(es) — Kes + Kjosign(es) + u
= —foed — felea| + eaK josign(es) + uey
2 . N
< _fve4 - fc‘e4’ + KJO‘€4’ +UTey

= _[fv€4 + fc - Kjo — U+]|64|
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Para garantizar que V sea negativa semi-definida es necesario que f,e4 + f. — Kjo— U+t > 0. Lo

cual se garantiza si

U+ B fc +Kj0
o '

eq4 >

Por lo tanto se garantiza acotamiento de (es, es)?.

4.4. Comentarios

La condicion heuristica de un controlador difuso tipo Mamdani, sumado a un modelo de li-
bre disenio de control, no hace posible predecir analiticamente la estabilidad del sistema en lazo
cerrado forma directa. Este Gltimo motiva el uso del principio de comparacién para un motor de co-
rriente continua acoplado junto con el controlador difuso tipo Mamdani. Dado que la la naturaleza
lineal de la planta, es posible proponer una soluciéon exponencial de una desigualdad diferencial

lineal que puede ser una funcién de almacenamiento también llamada funcién de Lyapunov.



Capitulo 5

CONTROL DIFUSOS PARA

SEGUIMIENTO DE UN MOTOR CD

5.1. Preambulo

Durante el presente capitulo se mostrara la solucion al problema de seguimiento en un motor
CD operando bajo condiciones inciertas y gobernado por un controlador difuso tipo Mamdani,
luego se presentara el andlisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov. Al igual que en el capitulo
4 el objetivo principal es el disefar un controlador asumiendo la ausencia del modelo matematico

de la planta.

5.1.1. Obijetivo de control

El problema de control se formula de la siguiente manera: dada la trayectoria deseada 6,(t) €

R, el objetivo de control es llevar la posicion de la carga 6(t) hacia la trayectoria deseada 6,(¢) ,
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es decir,
Jim [[6a(t) = 6(2)[| = 0, (5.1)

para cualquier condicion inicial arbitraria 6(0) € R a pesar de la presencia de perturbaciones

externas.

5.2. Solucion al problema de seguimiento de un motor CD con fric-

cion y backlash
Se plantea el disefio de un controlador difuso tipo Mamdani para un motor CD con el propdsito
de cumplir el objetivo de control (5.1) el cual esta gobernado por las siguientes ecuaciones
JG=u—F(q)+w(t) (5.2)
con perturbaciones externas desconocidas pero uniformemente acotadas, es decir
lw(t)] < W, para toda ¢. (5.3)

La friccion es descrita por el siguiente modelo estatico

F(q) = foq+ fesign(q), (5.4)

Finalmente, Fi(t), esta dado por

—K(A9 —jo) si Af > 7o

Fi(t) =149 si |Ad] < jo (5.5)

—K (A0 + jo) si A8 < —j
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Figura 5.1: Funciones de membresia de las variables de entrada (e, ¢).

describe el backlash como en [1] en términos de la magnitud maxima de éste jo > 0, el coeficiente

de rigidez es K > 0, y la desviacion Ad(t) = q(t) — 6(t) de la posicion del motor ¢(t) respecto a la

posicion de la carga 0(t) la cual esta gobernada por

JO(t) = —Fy(¢).

La base de reglas difusas esta formada por dos entradas y una salida. El error e(¢)

(5.6)

o(t) —

04(t) y el cambio en el error é(t) = 6(t) — B4(t) fueron seleccionados como entradas, ambas estan

dividas en cinco funciones de membresia triangulares y como salida se utiliza la corriente aplicada

al motor u(¢). En las figuras 5.1 y 5.2 se muestran las funciones de membresia seleccionadas.

Enlatabla 5.1 se muestra un resumen de las 21 reglas difusas utilizadas. La figura 5.3 muestra

la superficie producida por las entradas y salida.
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Tabla 5.1: Conjunto de reglas difusas

‘ Big Neg Neg Zero Pos Big Pos
e
Big Neg | Big Pos | Big Pos | Big Pos Pos Zero
Neg Big Pos | Big Pos Pos Zero Neg
Zero X X Zero X X
Pos Pos Zero Big Neg | Big Neg | Big Neg
Big Pos Zero Neg Big Neg | Big Neg | Big Neg

Considerando el sistema (5.2)—(5.6) cuyos parametros se proporcionan en la tabla 3.1 se pre-
sentan los resultados obtenidos de la simulacion del sistema en lazo cerrado. Para la simulacion,
se requiera que la carga se mueva desde posicion 6(0) = 0 rad hasta la posicion deseada 6; = 7/2
rad. La velocidad inicial fue establecida en 6(0) = 0 rad/s. La retroalimentacién del sistema con
un controlador por légica difusa se muestra en la figura 4.3, normalmente el bloque d/dt se utiliza
para estimar la derivada temporal, sin embargo se puede utilizar un observador para evitar ruido

en el controlador.

La respuesta del sistema y la sefal de control para un motor CD con friccion y backlash dirigido
por un controlador difuso tipo Mamdani se muestran en la figura 5.4. La figura 4.12(a) muestra
que la posicion de la carga alcanza la posicion deseada asintéticamente. En la figura 5.4(b) se
presenta la posicion del motor, donde es posible observar un pequeno error en estado estable
el cual permite que la carga logre llevar a la posicién deseada. El error de posicion en estado
estable se presenta en la figura 5.4(c) donde el tiempo de asentamiento fue T' =~ 5.5s. Finalmente

la figura 5.4(d) muestra la sefnal de control u(t).
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Figura 5.4: (a) Posicion de la carga, (b) Posicién del motor, (c) Error de posicién de la carga, y (d)

senal de control.
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5.2.1. Analisis de estabilidad

Para realizar el analisis de estabilidad se tomara en cuenta el error de posicion de la carga
presentada en la figura 5.4 como la trayectoria a analizar. Tomando en cuenta que existe una
senal de control difusa u(t) capaz de dirigir el error de posicion y de velocidad al origen y existe
una funcién definida positiva V(t) = 27 Pz, donde = = (e, ¢é)” € R? y P es una matriz simétrica
definida positiva. Suponiendo que existe una una matriz positiva definida y simétrica @, tal que su

derivada temporal de V" a lo largo de la solucion del sistema en lazo cerrado satisfaga

V < Dmin{QHlz[? = —Amin{Q}V- (5.7)

Es importante observar que la matriz P puede ser una solucion de la ecuacion de Lyapunov
PA+ ATP = —(Q, donde la matriz A podria ser obtenida linealizando el modelo de la planta, sin
embargo, para el siguiente andlisis solo es necesario el valor propio minimo de . Siendo z(¢) la

solucion de la ecuacién diferencial

= Aain{Q) (5.8)

la cual esta dada por

Por el lema de comparacion, la solucién z(t) esta acotada por

l=(6)] = VV () < Fexp{ “““{Q}} (5.10)

para todo ¢ > 0. La figura 5.5 muestra la solucion de la desigualdad diferencial (5.7), bajo V' (0) =
e(0)2+¢(0)2 = 7m2/4y Amin{Q} = 0.76, es una cota de la respuesta en el tiempo del sistema. Esta

ultima desigualdad envuelve un rango de respuestas.
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Figura 5.5: Error de posicion de la carga (linea continua) y solucion superior e inferior de la de-

sigualdad diferencial (lineas discontinuas) donde o = A\pin{@}/2 = 0.15.

5.2.2. Analisis de estabilidad de la dinamica cero

Para demostrar estabilidad de los estados (e3,e4)” del sistema (3.7), donde u es la sefal de

control acotada, es decir, u < U™, se considera que (e, es)? = 0, es decir,

é3:€4 (511)

. . K Kj 1
€4 = —f—;e4 - f71)9d - % sign(eq + 04) + 763 + % sign(eg) — ju (5.12)

Partiendo de que

1
jFl(@) =0

y dado que (5.5) se puede representar como

0 si |Af] < jo
Fi(t) = (5.13)

KA6 — Kjysign(Af) de otra manera

entonces

Kes — K jysign(es) = Jb, (5.14)
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Despejando e3 de (5.14) se obtiene que

g T
e3 € [_]O‘F?eda]O‘f‘EQd : (5.15)

Por lo tanto e3 permanece acotado y las trayectorias estan en el conjunto (5.15).

Revisando la estabilidad de ¢4 se considera la siguiente funcién candidata de Lyapunov
1
V= Ja (5.16)
La derivada temporal de V para la solucién de la ecuacion en lazo cerrado (3.7) esta dada por

V = Jqids
= fa(—foqs — fesignqs — Kes + Kjosign(es) + u)

< —foqa — felgal — Kquet + Kjolqa| + U™

Para garantizar que Vsea negativa semi-definida es necesario que f,|q|+ fo+ Ket —Kjo— U+ >

0. Lo cual se garantiza si

U+—|—Kjo—fc—K€+
Jo .

qq >

Por lo tanto se garantiza acotamiento de (es, es)”.

5.3. Comentarios

La solucion al problema de control de seguimiento de un motor de corriente continua con fric-
cion y backlash usando mediciones de posicion de motor ha sido abordado. Debido a la condicién
de la heuristica tipo Mamdani controlador difuso, sumado al disefio de un controlador libre mode-

lo, no es posible predecir analiticamente la estabilidad del sistema en lazo cerrado. Este ultimo
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motiva el uso del principio de comparacion para un motor de CD acoplado junto con el controlador
difuso tipo Mamdani. Dado que la naturaleza lineal de la planta, es posible proponer una solucion
exponencial de un diferencial lineal la desigualdad que puede ser una funcion de almacenamiento

también llamada funcion de Lyapunov. Para finalmente concluir estabilidad en el sistema.



Capitulo 6

CONCLUSIONES

En este trabajo de tesis se presento el analisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov para
un sistema discontinuo gobernado por un controlador difuso tipo Mamdani. En especifico un motor

de corriente directa el cual opera bajo condiciones inciertas debido a la friccién seca y backlash.

El analisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov es un método ampliamente estudiado
para concluir estabilidad de los sistemas basados en modelo. Dada la condicion heuristica de los
controladores difusos tipo Mamdani y asumiendo que el modelo dinamico de la planta es descono-
cido, no es posible realizar directamente el analisis de estabilidad. Es por esto que fue necesario
encontrar una herramienta capaz de unir la condicién determinista del analisis de estabilidad en
el sentido de Lyapunov y la parte heuristica de los controladores difuso tipo Mamdani, dado esto
se propone una técnica determinista como criterio de estabilidad de Lyapunov, es ahi donde el

lema de comparacién juega un importante rol.

Utilizando el lema de comparacién en combinaciéon con una funcién candidata de Lyapunov

fue posible realizar el analisis de estabilidad en cada uno de los controladores propuestos durante
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el trabajo de tesis y asi poder concluir estabilidad o estabilidad asintética segun fuera el caso.
Dada la nauraleza de la planta fue posible proponer soluciones exponenciales de una desigualdad
lineal diferencial la cual puede ser una funcion de almacenamiento tambien llamada funcion de

Lyapunov.

Se resuelve el problema de retroalimentacién de posicion de la carga para sistemas con back-
lash y friccion seca, es decir, sistemas compuestos por dos sub-sistemas el actuador y la carga.

Se hace énfasis que Unica medicion accesible del sistema es la posicion de la carga.

Se propuso un controlador difuso tipo Mamdani para seguimiento en un sistema con backlash
y friccion de Coulomb, donde a pesar de la presencia de los fendmenos no-suaves, el controlador
difuso sigue a la senal de referencia utilizando la posiciéon de la carga como la Unica medicion

accesible del sistema.

Se comprob6 que los controladores difusos pueden estabilizar la posicion alrededor de una

trayectoria desea tomando en consideracién la posicion de la carga o el actuador Unicamente.

Se confirma la robustez de los controladores difusos ante perturbaciones no lineales, no sua-

ves como lo son la friccién de Coulomb y el fendmeno del backlash, en sistemas discontinuos.

El trabajo anteriormente presentado pretende ser el punto de partida para la formalizacion del

analisis de estabilidad de controladores difusos tipo Mamdani.
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