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Resumen

En este trabajo se estudia la dinámica global de sistemas biológicos que describen la evolución del cáncer, la

respuesta del sistema inmunológico y el efecto producido en el corto y el largo plazo por algunos tratamientos

como la inmunoterapia y la quimioterapia. En particular se analizan cuatro modelos matemáticos de sistemas

invariantes en el tiempo compuestos por ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. El primero no

considera la aplicación de ningún tratamiento y muestra la evasión inmune de un tumor maligno mediante la

producción de la citoquina TGF −β. El segundo sistema modeliza la acción de una vacuna celular en pacientes

con cáncer de próstata. El tercero define el efecto de la quimioterapia tanto en células cancerosas como en

células inmuno-efectoras. El cuarto modelo describe la interacción entre células cancerosas, células NK, células

efectoras, linfocitos circundantes y los tratamientos de quimioterapia e inmunoterapia.

El análisis se realiza al aplicar el método de Localización de Conjuntos Compactos Invariantes, la Teoŕıa de

Estabilidad de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle. Utilizar en conjunto estos métodos permite

realizar conclusiones sobre la estabilidad y la dinámica global de cada sistema bajo estudio. Se definen los ĺımites

de un dominio acotado en el cual se localizan todos los conjuntos compactos invariantes y se determina que

dicho dominio es atractivo y positivamente invariante en el ortante no negativo. Adicionalmente, se establecen

condiciones suficientes para la eliminación del tumor y para asegurar estabilidad asintótica global del punto de

equilibrio libre de tumor. Las condiciones calculadas se escriben en función de los parámetros de cada sistema.

Todos los resultados obtenidos se ilustran mediante simulaciones numéricas.

La contribución principal de esta investigación consiste en el establecimiento de una base teórica para

analizar la dinámica local y global de modelos matemáticos de sistemas biológicos modelizados por ecuaciones

diferenciales ordinarias de primer orden, en particular de aquellos que describen la evolución del cáncer. Sin

embargo, la metodoloǵıa desarrollada se puede aplicar en cualquier sistema cuya dinámica se localice en el

ortante no negativo.

Palabras clave: Ecuación Diferencial Ordinaria, Conjunto Compacto Invariante, Estabilidad, Lyapunov,

LaSalle, Cáncer, Quimioterapia, Inmunoterapia, Simulación.
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Abstract

In this work we study the global dynamics of biological systems that describe cancer evolution, immune

response and the effect of treatments such as chemotherapy and immunotherapy in the short and long term.

Particularly we investigate four autonomous systems of first-order ordinary differential equations. The first

system shows the tumor-immune evasion due to the TGF−β cytokine production. The second system modelize

the effect of a cellular vaccine on prostate cancer patients. The third system describes the chemotherapy action

on cancer and immune-effector cells. The fourth system is about the interactions of cancer cells, NK cells,

effector cells, circulating lymphocytes and the chemotherapy and immunotherapy treatments.

We made the analysis by applying the Localization of Compact Invariant Sets method, Lyapunov Stability

Theory and LaSalle’s Invariance Principle. The application of these methods allows us to conclude several

properties about stability and global dynamics of each system under study, i.e. we define the limits of a

polytope in which all compact invariant sets are located and we determine conditions under which this domain

is positively invariant in the nonnegative orthant. Further, we establish sufficient conditions for tumor clearance

and global asymptotic stability of the tumor-free equilibrium point. All conditions are given in terms of each

system’s parameters. Finally, we illustrate our results by means of numerical simulations.

The main contribution of this investigation consists in the establishment of a theoretical base to analyze

local and global dynamics of mathematical models of biological systems modeled by first order ordinary

differential equations, in particular those that describe cancer evolution. Nevertheless, the methodology

developed on this research can be applied to any system whose dynamics is located in the nonnegative orthant.

Keywords: Ordinary Differential Equation, Compact Invariant Set, Stability, Lyapunov, LaSalle, Cancer,

Chemotherapy, Immunotherapy, Simulation.
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1

Caṕıtulo 1

Introducción

El cáncer es considerado una de las principales causas de enfermedad y muerte en el mundo; de acuerdo

con la Organización Mundial de la Salud [1] en el año 2012 murieron alrededor de 8.2 millones de personas

a causa de esta enfermedad, y estimaciones indican que los casos de cáncer aumentarán de 14 millones en el

2012 a 22 millones en las siguientes dos décadas. Aunque México tiene la tasa de mortalidad más baja de

América Latina, el cáncer representa la tercera causa de muerte en el páıs; en el 2011, el 12.07% del total de

defunciones se debió a algún tumor maligno [2; 3]. De acuerdo con un estudio realizado por GLOBOCAN [4]

los cinco tipos de cáncer que más afectan a los mexicanos son el de próstata, el de mama, el cervicouterino, el

de pulmón y el de estómago.

Cáncer es un término utilizado para definir un grupo de más de 100 padecimientos que afectan a una

persona en cualquier parte del cuerpo y se caracteriza por un crecimiento anormal de células que han perdido

la capacidad de regular su tiempo de vida (apoptosis); este fenómeno les permite crecer más allá de sus ĺımites

habituales e invadir tejidos y órganos circundantes formando nuevos focos cancerosos conocidos como tumores

malignos. El proceso en el que las células cancerosas se diseminan a través del cuerpo se conoce como metástasis

y representa la principal causa de muerte por esta enfermedad [5].

Con el propósito de comprender la compleja dinámica del cáncer, los biólogos y matemáticos han recurrido

al modelizado matemático como una herramienta para obtener información acerca de la relación entre el

crecimiento tumoral, el sistema inmunológico y los efectos producidos por la aplicación de tratamientos como

la quimioterapia y la inmunoterapia. Algunos modelos se diseñan con datos experimentales y resultados cĺınicos.

En la literatura se encuentran distintas publicaciones, por ejemplo [6—14].

La Localización de Conjuntos Compactos Invariantes (LCCI) es una método que permite analizar la

dinámica global de modelos matemáticos de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. El método

fue propuesto por Krishchenko en [15] y optimizado por Krishchenko y Starkov en [16]. Recientemente se ha

utilizado para el análisis de sistemas biológicos [17—24].

El objetivo principal de utilizar el método de LCCI es determinar un dominio en Rn en el cual se localizan

todos los conjuntos compactos invariantes que se presentan bajo ciertas condiciones en un sistema espećıfico:

órbitas periódicas, homocĺınicas y heterocĺınicas; ciclos ĺımite; puntos de equilibrio y atractores caóticos. La

importancia del método radica en que el análisis es útil para conocer la dinámica del sistema en el largo plazo;

su caracteŕıstica principal consiste en que es un método estrictamente anaĺıtico, lo que implica la solución del

problema sin la necesidad de integrar numéricamente el sistema de ecuaciones diferenciales.
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La LCCI es importante para el análisis de sistemas biológicos que describen la evolución de un tumor

maligno debido a que estos sistemas proporcionan información sobre la carga tumoral en un sitio espećıfico del

cuerpo, la eficacia del sistema inmunológico y la eficiencia de los tratamientos aplicados. Los ĺımites superiores

e inferiores del dominio de localización se expresan mediante desigualdades en función de los parámetros del

sistema y tienen un significado biológico acerca de la densidad de las variables del sistema; las cuales pueden

ser células cancerosas, células efectoras, la concentración de algún tratamiento o protéınas que estimulan o

regulan una respuesta antitumoral por parte del sistema inmunológico.

La contribución de esta investigación es el estudio de algunas caracteŕısticas correspondientes a la dinámica

global de cuatro modelos matemáticos que describen la evolución de tumores malignos y su interacción con

el sistema inmunológico en casos con y sin tratamiento. Mediante el método de LCCI, el Método Directo de

Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle se determinan ĺımites ı́nfimos y supremos para todas las

variables de cada sistema biológico, se demuestra la existencia de un dominio acotado positivamente invariante

y se establecen condiciones suficientes para la eliminación del tumor y la estabilidad asintótica global del punto

de equilibrio libre de tumor.

El documento de Tesis doctoral se organiza como se describe a continuación. En el caṕıtulo 2 se recopila

toda la información necesaria para aplicar y comprender el método de LCCI, la teoŕıa de estabilidad en el

sentido de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle. En el caṕıtulo 3 se realiza una breve introducción

al modelizado matemático de sistemas biológicos y se describen las principales ecuaciones de crecimiento de

poblaciones. En el caṕıtulo 4 se muestra el análisis correspondiente a un modelo de evasión-inmune. En el

caṕıtulo 5 se presenta el estudio de un sistema de cáncer de próstata. En el caṕıtulo 6 se analiza un modelo

matemático de quimioterapia y en el caṕıtulo 7 uno de quimioinmunoterapia. Cabe destacar que todos los

resultados obtenidos se ilustran mediante simulaciones numéricas. Finalmente, en el caṕıtulo 8 se escriben las

conclusiones de la investigación.
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1.1. Hipótesis

El análisis mediante el método de Localización de Conjuntos Compactos Invariantes, la Teoŕıa de

Estabilidad de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle permite determinar condiciones para

establecer estabilidad global en modelos matemáticos de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

que describen la evolución de un tumor maligno.

1.2. Objetivo general

Analizar la dinámica local y global de sistemas que modelizan la evolución de un tumor canceroso y su

interacción con el sistema inmunológico, en casos con y sin tratamiento, mediante el método de Localización

de Conjuntos Compactos Invariantes, la Teoŕıa de Estabilidad de Lyapunov y el Principio de Invariancia de

LaSalle.

1.3. Objetivos espećıficos

1. Calcular los ĺımites ı́nfimos y supremos para las variables de cada sistema biológico.

2. Definir un dominio acotado en el ortante no negativo en el cual se localicen todos los conjuntos compactos

invariantes de cada sistema estudiado.

3. Proponer condiciones bajo las cuales el dominio de localización es atractivo y positivamente invariante.

4. Analizar la estabilidad local de los puntos de equilibrio de cada modelo matemático.

5. Establecer condiciones para asegurar la eliminación de la población de células cancerosas.

6. Determinar condiciones para la estabilidad asintótica global del punto de equilibrio libre de tumor.

7. Ilustrar los resultados obtenidos mediante simulaciones numéricas.

8. Realizar la interpretación biológica de los resultados matemáticos obtenidos.



4

Caṕıtulo 2

Preliminares matemáticos

En este caṕıtulo se presentan los fundamentos matemáticos necesarios para comprender y aplicar el método

de Localización de Conjuntos Compactos Invariantes, la Teoŕıa de Estabilidad de Lyapunov y el Principio de

Invariancia de LaSalle.

2.1. Ecuación de estado

En esta investigación se estudian sistemas dinámicos modelizados mediante un conjunto finito de ecuaciones

diferenciales ordinarias de primer orden

ẋ1 = f1 (t, x1, ..., xn) , (2.1)

...

ẋn = fn(t, x1, ..., xn), (2.2)

donde ẋi (i = 1, ..., n) representa la derivada de xi con respecto al tiempo t, es decir ẋi = dxi/dt. Las funciones

f1, ..., fn son determinadas por el problema que se analiza y las variables x1, ..., xn se denominan variables de

estado. Usualmente se utiliza la notación en forma de vector escrita de la siguiente forma

x =






x1
...

xn





, f (t, x) =






f1 (t, x)
...

fn (t, x)





,

para reescribir el modelo (2.1)-(2.2) como una ecuación diferencial ordinaria n−dimensional de primer orden

como se muestra a continuación

ẋ = f (t, x) , (2.3)

y esta se conoce como la ‘ecuación de estado’ de un sistema no autónomo, es decir, variante en el tiempo. Si el

sistema no muestra una dependencia expĺıcita del tiempo, entonces (2.3) se reescribe de la siguiente manera

ẋ = f (x) , (2.4)

y en este caso el sistema se denomina autónomo o invariante en el tiempo [25].
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2.2. Espacio de fase

El espacio de fase es un plano n−dimensional también conocido como espacio de estados en el cual se

representan visualmente las soluciones de las ecuaciones diferenciales que componen un sistema dinámico de

la forma (2.3) o (2.4). Los ejes del plano corresponden a cualquier combinación de las variables del modelo

matemático bajo estudio. El espacio de fase bidimensional se denomina ‘plano de fase’.

En la siguiente sección se ilustra en el espacio de fase la dinámica de cada uno de los conjuntos compactos

invariantes.

2.3. Tipos de conjuntos compactos invariantes

Los conjuntos compactos invariantes son dinámicas que se presentan bajo ciertas condiciones en un sistema

de la forma (2.4) y se clasifican en órbitas periódicas, homocĺınicas y heterocĺınicas; ciclos ĺımite; puntos de

equilibrio y atractores caóticos, en esta sección se describen las caracteŕısticas de cada uno de ellos.

2.3.1. Definiciones

A continuación se muestran las definiciones necesarias para comprender el concepto de conjunto compacto

invariante [25—28].

Definición 2.1. Espacio Euclidiano.

El conjunto de todos los vectores n−dimensionales x = [x1, ..., xn]
T , donde x1, ..., xn son números reales,

definen el espacio Euclidiano n−dimensional denotado por Rn. El espacio Euclidiano unidimensional consiste

de todos los números reales y se denota por R.

Definición 2.2. Conjunto en Rn.

Un conjunto es una colección de objetos denominados elementos o puntos. Si A es un conjunto y x es un

elemento de A, se escribe x ∈ A. Si A y B son conjuntos y cada elemento de A es también un elemento de B,

se dice que B incluye a A, y que A es un subconjunto de B y se escribe A ⊂ B.

Un conjunto vaćıo se define como aquel que no posee ningún elemento y se denota por el śımbolo ‘∅’. La
unión y la intersección de A y B se definen respectivamente por:

A ∪B = {x : x ∈ A o x ∈ B} ,

A ∩B = {x : x ∈ A y x ∈ B} .

Definición 2.3. Normas.

La norma x de un vector x es un función de valor real con las siguientes propiedades:

x ≥ 0 para todo x ∈ Rn, con x = 0 si y solo si x = 0.
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x+ y ≤ x+ y, para todo x, y ∈ Rn. Esta propiedad se conoce como ‘desigualdad del triángulo’.

αx = |α| x, para toda α ∈ R y x ∈ Rn.

Definición 2.4. Vecindad.

Una vecindad ε de un vector x ∈ S donde S ⊂ Rn se define como:

N (x, ε) = {z ∈ Rn : z − x < ε} ∀ ε > 0.

Definición 2.5. Frontera o ĺımite.

Un punto p se denomina punto de frontera o punto ĺımite de un conjunto S ⊂ Rn si la vecindad de p

contiene al menos un elemento de S y otro elemento que no pertenece a S. El conjunto de todos los puntos

ĺımite se denomina frontera o ĺımite de S y se denota como ∂S.

Definición 2.6. Cerradura.

La cerradura de un conjunto S se denota por S̄ y es la unión de S y su frontera.

Definición 2.7. Complemento.

Un conjunto U es llamado complemento del conjunto S, donde S ⊂ Rn, si

U = {x ∈ Rn | x /∈ S} .

Definición 2.8. Conjunto abierto.

El conjunto S ⊂ Rn se denomina abierto si para cada vector x ∈ S se puede encontrar una vecindad

N (x, ε) ⊂ S. Un conjunto abierto no contiene ningún punto ĺımite.

Definición 2.9. Conjunto cerrado.

Un conjunto S es cerrado si y solo si su complemento en Rn es abierto. De manera equivalente S es cerrado

si cada secuencia convergente {xi} con elementos en S converge a un punto dentro del mismo conjunto S.

Un conjunto cerrado contiene todos sus puntos ĺımite, es decir, tiene una frontera; por lo tanto un conjunto

cerrado es igual a su cerradura.

Definición 2.10. Conjunto acotado.

El conjunto S ⊂ Rn es acotado si existe un número real r > 0 tal que:

x ≤ r ∀ x ∈ S.
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Definición 2.11. Conjunto compacto.

El conjunto S ⊂ Rn es compacto si es cerrado y acotado.

Definición 2.12. Conjunto invariante.

Un conjunto S ⊂ Rn es invariante con respecto al sistema dinámico (2.4) si cumple con la siguiente

propiedad:

x (0) ∈ S ⇒ x (t) ∈ S, ∀ t ∈ R,

es decir, si una solución pertenece a S en un instante de tiempo, entonces pertenece a S para todo tiempo

futuro y pasado.

Definición 2.13. Conjunto compacto invariante.

Se dice que un conjunto S ⊂ Rn es compacto e invariante con respecto al sistema dinámico (2.4) si es

cerrado, acotado e invariante.

Definición 2.14. Conjunto positivamente invariante.

El conjunto S es positivamente invariante si

x (0) ∈ S ⇒ x (t) ∈ S ∀ t ≥ 0.

Definición 2.15. Conjunto compacto positivamente invariante.

Se dice que un conjunto S ⊂ Rn es compacto e invariante con respecto al sistema dinámico (2.4) si es

cerrado, acotado y positivamente invariante.

Definición 2.16. Conjunto atractor.

Un conjunto cerrado e invariante S ⊂ Rn es llamado conjunto atractor de (2.4) si existe una vecindad ε

de S tal que para toda x ∈ ε, φ (x) ⊂ ε para todo t ≥ 0 y φ (x)→ S cuando t→∞.

2.3.2. Conjuntos α−ĺımite y ω−ĺımite

Si se considera un sistema dinámico de la forma (2.4) con f ∈ C1 (S) donde S es un subconjunto abierto de

Rn y se asume que (2.4) define al sistema dinámico φ (t, x) en S entonces la función φ (·, x) : R→ S define una

curva solución, trayectoria u órbita de (2.4) en S. Por lo tanto, un punto p ∈ S, se denomina punto ω−ĺımite

de la trayectoria φ (·, x) si existe una secuencia tn →∞ tal que

ĺım
n→∞

φ (tn, x) = p.

Similarmente, si existe una secuencia tn →−∞ tal que

ĺım
n→∞

φ (tn, x) = q,
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y el punto q ∈ S entonces es llamado punto α−ĺımite de la trayectoria φ (·, x). La colección de todos los

puntos ω−ĺımite de una trayectoria Γ es llamada ‘conjunto ω−ĺımite’ y se denota como ω (Γ); de igual forma,

la colección de todos los puntos α−ĺımite de una trayectoria Γ es llamada ‘conjunto α−ĺımite’ y se denota

como α (Γ). Cualquier trayectoria Γ := α (Γ) ∪ ω (Γ) se conoce como conjunto ĺımite de Γ. Con base en estas

definiciones se establece lo siguiente:

Teorema 2.1. Vea [28]. Los conjuntos α y ω−ĺımite de una trayectoria Γ de (2.4) son subconjuntos cerrados

de S, y si Γ está contenida en un subconjunto compacto de Rn entonces α (Γ) y ω (Γ) son no vaćıos, conectados

y subconjuntos compactos de S.

Teorema 2.2. Vea [28]. Si p es un punto ω−ĺımite de una trayectoria Γ de (2.4), entonces todos los demás

puntos de la trayectoria φ (·, p) de (2.4) a través del punto p son también puntos ω−ĺımite de Γ, es decir, si

p ∈ ω (Γ) entonces Γp ⊂ ω (Γ) y similarmente si p ∈ α (Γ) entonces Γp ⊂ α (Γ).

Corolario 2.1. Vea [28]. α (Γ) y ω (Γ) son invariantes con respecto al flujo de φt de (2.4).

2.3.3. Punto de equilibrio

Un punto x = x∗ ∈ S, donde S ⊂ Rn, se denomina equilibrio si cumple con la propiedad de que si la

condición inicial del sistema es x (0) = x∗ entonces x (t) = x∗ para todo tiempo. Para un sistema autónomo

definido por (2.4) los puntos de equilibrio son las soluciones reales de la siguiente ecuación:

ẋ =
dx

dt
= f(x) = 0.

Tradicionalmente se supone que el origen del espacio de estados Rn, esto es x = 0 ∈ Rn, es un punto

de equilibrio de (2.4), si este no es el caso cualquier equilibrio puede trasladarse hacia el origen mediante un

cambio de coordenadas o cambio de variable. Suponga que x∗ �= 0 es un punto de equilibrio y considere el

cambio de variable y = x− x∗, la derivada de y está dada por

ẏ = ẋ = f (x) = f (y + x∗) := g (y) , donde g (0) = 0,

en la nueva variable y el sistema tiene el equilibrio en el origen. Una ecuación diferencial puede tener más de

un equilibrio o un número infinito de ellos, sin embargo, también ocurre que una ecuación no tiene ningún

punto de equilibrio [25—27].

Cualquier punto de equilibrio x∗ de (2.4) es su propio conjunto α y ω−ĺımite debido a que φ (t, x∗) = x∗

para todo t ∈ R. Adicionalmente si una trayectoria Γ de (2.4) tiene un único punto ω−ĺımite x∗ entonces por

el Corolario 2.1 x∗ es un punto de equilibrio [28].

En la Figura 2.1 se ilustra el concepto de punto de equilibrio en el plano temporal y en el plano de fase.

En la Figura 2.1.a se muestra la dinámica en el tiempo cuando la condición inicial del sistema es x (0) = x∗ y

en la Figura 2.1.b se observa el plano de fase correspondiente.
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En las Figuras 2.1.c y 2.1.d se grafican respectivamente las series de tiempo y el plano de fase del mismo

sistema cuando se utiliza una condición inicial diferente al punto de equilibrio, es decir x (0) �= x∗, en este

caso particular el punto de equilibrio es asintóticamente estable por lo tanto la trayectoria converge a x∗ y

permanece ah́ı.
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Figura 2.1: Concepto de equilibrio mediante series de tiempo y planos de fase con condiciones iniciales distintas.
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2.3.4. Órbita periódica

Una órbita de (2.4) es cualquier solución cerrada que no es un punto de equilibrio. Se dice que una órbita

periódica Γ es estable si para cada ǫ > 0 existe una vecindad ε de Γ tal que para toda x ∈ ε y t ≥ 0 entonces

la distancia d (φ (t, x) ,Γ) < ǫ; es inestable si no es estable; y asintóticamente estable si para todos los puntos

x en una vecindad U de Γ se cumple lo siguiente

ĺım
t→∞

d (φ (t, x) ,Γ) = 0.

Los ciclos del sistema (2.4) corresponden a soluciones periódicas debido a que φ (·, x0) define una solución

cerrada si y solo si para todo t ∈ R se cumple que φ (t+ T, x0) = φ (t, x0) para algún T > 0. El valor ḿınimo

de T para el cual la igualdad anterior se cumple se llama periódo de la órbita periódica φ (·, x0) [28]. En la

Figura 2.2 se ilustra la dinámica de una órbita periódica en el plano temporal y en el plano de fase, se observa

que la órbita describe una trayectoria cerrada.

t

x 1
(t

)

x
1
(t)

x 2
(t

)

t

x 2
(t

)

T

T

(b)(a)

x(t + T) = x(t)

Figura 2.2: Órbita periódica. (a) Plano temporal. (b) Plano de fase.

2.3.5. Órbita homocĺınica

Una órbita homocĺınica es un conjunto ω−ĺımite que no es una órbita cerrada o un punto de equilibrio

[29], sus trayectorias empiezan y terminan en el mismo punto de equilibrio x∗. Estas órbitas son comunes en

sistemas conservativos pero raras en otros tipos [30]. En la Figura 2.3 se muestra un ejemplo de la dinámica

de una órbita homocĺınica en el plano temporal 2.3.a y en el plano de fase 2.3.b.
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2.3.6. Órbita heterocĺınica

Una órbita heterocĺınica es aquella en la cual su conjunto α−ĺımite está dado por un punto de equilibrio x∗1

y su conjunto ω−ĺımite es otro punto de equilibrio x∗2 [28], es decir, la trayectoria de una órbita heterocĺınica

une a dos puntos de equilibrio, al igual que las órbitas homocĺınicas estas son más comunes en sistemas

conservativos [30]. En la Figura 2.3 se muestra un ejemplo de la dinámica de una órbita heterocĺınica en el

plano temporal 2.3.c y en el plano de fase 2.3.d.
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Figura 2.3: Plano temporal y plano de fase de una órbita homocĺınica (a)-(b) y una heterocĺınica (c)-(d).
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2.3.7. Ciclo ĺımite

Un ciclo ĺımite Γ de un sistema no lineal de la forma (2.4) es el conjunto α u ω−ĺımite de una trayectoria de

(2.4) diferente a Γ. Si el ciclo Γ es el conjunto ω−ĺımite de cualquier trayectoria en una vecindad de Γ, entonces

se denomina ciclo ω−ĺımite o ‘ciclo ĺımite estable’; por el contrario si Γ es el conjunto α−ĺımite entonces se

llama ciclo α−ĺımite o ‘ciclo ĺımite inestable’; y si Γ es el conjunto ω−ĺımite de una trayectoria y el conjunto

α−ĺımite de otra entonces se dice que Γ es un ‘ciclo ĺımite semiestable’ [28]. En la Figura 2.4 se ilustran en el

plano de fase los tres tipos de ciclos ĺımites que se pueden presentar en un sistema dinámico.
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Figura 2.4: Plano de fase de un ciclo ĺımite. (a) Estable, (b) Inestable, (c) y (d) Semiestable.
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En otras palabras un ciclo ĺımite es una trayectoria cerrada aislada para el cual las trayectorias vecinas

son espirales que se acercan o se alejan de dicho ciclo. Un ciclo ĺımite estable es aquel en que las trayectorias

convergen hacia el ciclo ĺımite independientemente de las condiciones iniciales (excepto puntos de equilibrio),

un ciclo ĺımite inestable es aquel en el que las trayectorias se alejan de él y en un ciclo limite semiestable

algunas trayectorias convergerán hacia el ciclo ĺımite y otras se alejarán. Este comportamiento no se presenta

en sistemas lineales [30].

2.3.8. Atractor caótico

Un sistema no lineal puede presentar un comportamiento en estado estacionario más complicado que no

se considera equilibrio, oscilación periódica u oscilación casi periódica, tal comportamiento por lo general

se denomina caos. Algunos de estos movimientos caóticos expresan aleatoriedad a pesar de la naturaleza

determińıstica del sistema [25]. En la Figura 2.5 se muestra un ejemplo de un atractor caótico en el espacio de

estados.

x
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(t)x

1
(t)

x 3
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Figura 2.5: Atractor caótico de Lorenz [30; 31].

Un sistema caótico es aquel en el cual sus trayectorias presentan un comportamiento aperiódico en un

sistema determińıstico que es cŕıticamente sensible a sus condiciones iniciales. El comportamiento aperiódico

implica que las trayectorias nunca alcanzan un punto de equilibrio, una órbita periódica o cuasiperiódica cuando

t→∞. Un sistema determińıstico no tiene entradas o parámetros aleatorios. La sensibilidad a las condiciones
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iniciales significa que pequeñas diferencias en estas ocasionan una dinámica totalmente diferente en el sistema,

es decir, dos trayectorias con condiciones iniciales ligeramente distintas se desviarán exponencialmente una de

la otra [27; 29; 30].

2.4. Localización de conjuntos compactos invariantes

El método de Localización de Conjuntos Compactos Invariantes (LCCI) fue propuesto por Krishchenko

en el 2005 en [15] y optimizado por Krishchenko y Starkov en [16] para el análisis de sistemas invariantes

en el tiempo. En 2008 se extiende el método de LCCI para el análisis de sistemas variantes en el tiempo por

Krishchenko y Starkov en [32] y en [33] por Kanatnikov y Krishchenko. Este método se utiliza para determinar

un dominio en el espacio de estados en el cual se localizan todos los conjuntos compactos invariantes que se

presentan bajo ciertas condiciones en un sistema espećıfico. El espacio de estados se define como Rn si el

sistema es autónomo y Rn ×R = {(x, t)} si es no autónomo. La importancia del método radica en que el

análisis es útil para conocer la dinámica del sistema en el largo plazo; su caracteŕıstica principal consiste en

que es un método estrictamente anaĺıtico, lo que implica la solución del problema sin la necesidad de integrar

numéricamente el sistema de ecuaciones diferenciales.

2.4.1. Función localizadora

Una función h (x), donde x ∈ Rn, es una función vectorial continua para un C∞ y se llama función

localizadora si es una expresión que contiene las variables y/o parámetros de un sistema dinámico invariante

en el tiempo de la forma (2.4) o variante en el tiempo de la forma (2.3). Si el sistema es no autónomo entonces

la función h (x) se define en el espacio Rn×R = {(x, t)}. Una función localizadora no es una primera integral,

lo cual significa que no es un punto de equilibrio del sistema.

2.4.2. Derivada de Lie

Sea h (x) : S → R una función localizadora continuamente diferenciable definida en un dominio S ⊂ Rn,

su derivada de Lie a lo largo de las trayectorias de (2.4) se denota como Lfh (x) y está dada por

Lfh (x) =
n�

i=1

∂h

∂xi
ẋi =

n�

i=1

∂h

∂xi
fi (x) =

�
∂h

∂x1
,
∂h

∂x2
, ...,

∂h

∂xn

	





f1 (x)
...

fn (x)





=

∂h

∂x
f (x) .

De manera similar, la derivada de Lie de a lo largo de las trayectorias de (2.3) se denota como Lfh (x, t) y

está dada por

Lfh (x, t) =
n�

i=1

∂h

∂xi
ẋi =

n�

i=1

∂h

∂xi
fi (x, t) =

�
∂h

∂x1
,
∂h

∂x2
, ...,

∂h

∂xn

	





f1 (x, t)
...

fn (x, t)





=

∂h

∂x
f (x, t) .
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Las caracteŕısticas de una función continuamente diferenciable se describen en la siguiente definición.

Definición 2.17. Función continuamente diferenciable.

Una función f (x) : R→ R se denomina diferenciable en x si el siguiente ĺımite existe

f ′ (x) = ĺım
h→0

f (x+ h)− f (x)

h
, (2.5)

donde f ′ (x) se llama derivada de f en x; consecuentemente una función f (x) : Rn → Rm se dice que es

continuamente diferenciable en el punto x0 si las derivadas parciales ∂fi (x) /∂xj existen y son continuas en

x0 para 1 ≤ i ≤ m y 1 ≤ j ≤ n. Una función es continuamente diferenciable en un conjunto S si y solo si es

continuamente diferenciable en cada punto de S.

2.4.3. Localización de conjuntos compactos invariantes para sistemas invariantes en el

tiempo

Considerar un sistema no lineal invariante en el tiempo de la forma (2.4), es decir

ẋ = f (x) ,

donde f es una función vectorial continua para un C∞ y x ∈ Rn es el vector de estados. Sea h (x) : Rn → R, la

cual es llamada función localizadora y no es la primera integral de (2.4), entonces, por h (x) |B se denota la

restricción de h (x) a un conjunto B ⊂ Rn. Por S(h) se denota el conjunto {x ∈ Rn | Lfh (x) = 0}, donde
Lfh (x) es la derivada Lie de (2.4) y se define h́ınf := ı́nf {h (x) | x ∈ S (h)} ; hsup := sup {h (x) | x ∈ S (h)}.

A continuación se definirán el Teorema General de LCCI, una proposición de no existencia de conjuntos

compactos invariantes y el Teorema Iterativo.

Teorema 2.3. Vea [16]. Cada conjunto compacto invariante Γ de (2.4) está contenido en el conjunto de

localización

K(h) = {h́ınf ≤ h (x) ≤ hsup} .

Si se considera la localización de todos los conjuntos compactos invariantes dentro del dominio U ⊂ Rn

se tiene el conjunto de localización K (h) ∩ U , con K (h) definida en el Teorema 2.3. Suponga que todos

los conjuntos compactos invariantes correspondientes a (2.4) están localizados en dos conjuntos cualesquiera

llamados Q1 y Q2, donde Q1, Q2 ⊂ Rn, entonces también estarán localizados en el conjunto Q1 ∩Q2. Ahora,

si se desea determinar la localización de todos los conjuntos compactos invariantes en algún subconjunto Q

del espacio de estados Rn, entonces se formula lo siguiente

Proposición 2.1. Vea [16]. Si Q∩S (h) = ∅ entonces el sistema (2.4) no tiene conjuntos compactos invariantes

localizados en Q.
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Un refinamiento del conjunto de localización K (h) se realiza con el uso del Teorema Iterativo que establece

lo siguiente

Teorema 2.4. Vea [16]. Sea hm (x) ,m = 0, 1, 2, . . . una secuencia de funciones de clase infinitamente

diferenciables. Los conjuntos

K0 = K (h0) , Km = Km−1 ∩Km−1,m, m > 0,

con

Km−1,m = {x : hm,́ınf ≤ hm (x) ≤ hm,sup} ,
hm,sup = sup

S(hm)∩Km−1

hm (x) ,

hm,́ınf = ı́nf
S(hm)∩Km−1

hm (x) ,

contienen cualquier conjunto compacto invariante del sistema (2.4) y

K0 ⊇ K1 ⊇ · · · ⊇ Km ⊇ . . . .

2.4.4. Localización de conjuntos compactos invariantes para sistemas variantes en el

tiempo

Considerar un sistema no lineal variante en el tiempo de la forma (2.3), es decir

ẋ = f (x, t) ,

donde f es una función vectorial continua para un C∞ y x ∈ Rn ×R = {(x, t)} es el vector de estados. Sea

h(x) : Rn → R, la cual es llamada función localizadora y no es la primera integral de (2.3), entonces,

por h (x) |B se denota la restricción de h (x) a un conjunto B ⊂ Rn. Por S(h) se denota el conjunto

{(x, t) ∈ Rn ×R | Lfh(x, t) = 0}, donde Lfh (x, t) es la derivada Lie de (2.3). Ahora, sea λ (x, t) = x y

S (h) = λ (S (h)) esto implica que x ∈ S (h) y si t ∈ R existe de tal forma que (x, t) ∈ S (h) entonces se

define hı́nf := ı́nf {h (x) | x ∈ S (h)} ; hsup := sup {h (x) | x ∈ S (h)}, por lo tanto se estable lo siguiente

Teorema 2.5. Vea [32]. Cada conjunto compacto invariante Γ de (2.3) está contenido en el conjunto de

localización

K(h) = {h́ınf ≤ h (x) ≤ hsup} .

2.5. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

Los métodos directo e indirecto de Lyapunov se utilizan para analizar la estabilidad de los puntos de

equilibrio, en particular del origen del espacio de estados x = 0 ∈ Rn. Un punto de equilibrio x∗ de (2.4)

es estable si cualquier trayectoria con condiciones iniciales cercanas permanece cerca de él y asintóticamente

estable si las trayectorias tienden hacia el punto cuando t → ∞. En esta sección se presentan los teoremas
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de estabilidad de Lyapunov los cuales proporcionan condiciones suficientes para establecer estabilidad y

estabilidad asintótica de manera local o global.

2.5.1. Conceptos básicos

Para aplicar el método directo de Lyapunov es necesario elaborar una ‘función candidata de Lyapunov’ la

cual debe ser definida positiva; el tipo de estabilidad que se determina dependerá del signo de la derivada de

esta función. El método indirecto de Lyapunov se utiliza para analizar la estabilidad local del equilibrio, dicha

estabilidad se determina al calcular los valores propios de la matriz Jacobiana correspondiente al sistema. A

continuación se muestran las condiciones que debe cumplir una función para definir su signo de manera local

o global, y se describe el procedimiento para calcular los valores propios de una matriz cuadrada [25; 26; 34].

Definición 2.18. Signo de una función.

Una función V (x) es definida positiva si satisface los siguientes criterios

V (0) = 0,

y

V (x) > 0 ∀ x �= 0.

Si la función V (x) cumple con lo siguiente

V (0) = 0,

y

V (x) ≥ 0 ∀ x �= 0,

entonces se dice que es semidefinida positiva. La función V (x) es negativa definida o negativa semidefinida

si −V (x) es respectivamente positiva definida o positiva semidefinida. Si V (x) no tiene un signo definido

entonces se denomina función indefinida.

Definición 2.19. Función localmente definida positiva.

Una función continua V : D→ R, donde D ⊂ Rn, es localmente definida positiva si

V (0) = 0,

y

V (x) > 0 ∀ x ∈ D, x �= 0.

Definición 2.20. Función globalmente definida positiva.

Una función continua V : Rn → R es globalmente definida positiva si

V (0) = 0,
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y

V (x) > 0 ∀ x �= 0.

Ahora se presentan dos definiciones necesarias para aplicar el método indirecto de Lyapunov.

Definición 2.21. Matriz Jacobiana.

Para una función continuamente diferenciable dada por f (x) : Rn → Rm la matriz Jacobiana A es un

arreglo m× n definido por la siguiente expresión

A =






∂f1 (x)

∂x1
. . .

∂f1 (x)

∂xn
...

. . .
...

∂fm (x)

∂x1
. . .

∂fm (x)

∂xn





=

∂f (x)

∂x
, (2.6)

cuyo elemento en la i−ésima fila y j−ésima columna está dado por ∂fi (x) /∂xj. Si (2.6) es una matriz cuadrada

n× n entonces f (x) : Rn → Rn y su determinante se conoce como ‘Jacobiano’.

Definición 2.22. Valores propios.

Los valores propios de una matriz A cuadrada n× n se denotan por λi, i = 1, ..., n, y son aquellos valores

que satisfacen la siguiente igualdad:

det (A− λI) = 0, (2.7)

donde λ es una matriz diagonal e I es la matriz identidad, ambas cuadradas de n×n. Adicionalmente, si todos

los valores propios satisfacen Reλi < 0, A se denomina ‘matriz Hurwitz’ o matriz estable.

Definición 2.23. Matriz triangular.

Una matriz triangular es una matriz cuadrada n× n de la forma

AL =






l11 0 . . . 0

l21 l22 . . . 0
...

...
. . .

...

ln1 ln2 . . . lnn






o AU =






u11 u12 . . . u1n

0 u22 . . . u2n
...

...
. . .

...

0 0 . . . unn





,

donde AL se denomina triangular inferior y AU triangular superior. Las caracteŕısticas principales de una

matriz triangular consisten en que su determinante es el producto de los elementos de su diagonal y sus valores

propios están dados por cada uno de los elementos de su diagonal.

2.5.2. Método directo de Lyapunov

Lyapunov mostró que un cierto tipo de funciones pueden ser utilizadas para determinar la estabilidad de un

punto de equilibrio [25]. Sea V (x) : D → R una función candidata de Lyapunov continuamente diferenciable
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definida en el dominio D ⊂ Rn el cual contiene al origen. La derivada de V (x) a lo largo de las trayectorias

de (2.4) se denota como V̇ (x) y está dada por

V̇ (x) =
n�

i=1

∂V

∂xi
ẋi =

n�

i=1

∂V

∂xi
fi (x) =

�
∂V

∂x1
,
∂V

∂x2
, ...,

∂V

∂xn

	






f1(x)

f2(x)
...

fn(x)





=

∂V

∂x
f(x).

La derivada de V (x) depende de las ecuaciones que componen el modelo matemático, por lo cual V̇ (x)

será diferente para cada sistema. Si φ (t, x) es la solución de (2.4) que comienza en la condición inicial x en el

tiempo t = 0, entonces

V̇ (x) =
d

dt
V (φ (t, x)) |t=0,

por lo tanto, si V̇ (x) es negativa, entonces V decrecerá a lo largo de las trayectorias de (2.4). A continuación

se muestran los teoremas de estabilidad en el sentido de Lyapunov.

Teorema 2.6. Vea [25]. Si x = 0 es un punto de equilibrio del sistema (2.4), D ⊂ Rn es un dominio que

contiene a x = 0 y V : D → R es una función continuamente diferenciable tal que

V (0) = 0 y V (x) > 0 en D − {0} , (2.8)

y

V̇ (x) ≤ 0 en D, (2.9)

entonces, x = 0 es estable. Adicionalmente, si

V̇ (x) < 0 en D − {0} , (2.10)

entonces, x = 0 es asintóticamente estable.

Una ‘función de Lyapunov’ es una función continuamente diferenciable que satisface los criterios (2.8)

y (2.9). El origen es un equilibrio estable si existe una función de Lyapunov cuya derivada es negativa

semidefinida y asintóticamente estable si su derivada es negativa definida. El Teorema 2.6 se utiliza para

demostrar estabilidad local en un dominio D ⊂ Rn, si se quiere demostrar estabilidad en todo el espacio de

estados Rn, es decir, que la trayectoria φ (t, x) se acerca al origen cuando t→∞ sin importar cuán grande es

x, entonces la función candidata de Lyapunov debe cumplir también con el criterio de la siguiente definición.

Definición 2.24. Función radialmente desacotada.

Una función continua V : Rn → R es radialmente desacotada si

V (x) −→∞ cuando x → ∞.
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Entonces, el teorema de estabilidad asintótica global en el sentido de Lyapunov establece lo siguiente:

Teorema 2.7. Vea [25]. Si x = 0 es un punto de equilibrio del sistema (2.4) y V : Rn → R es una función

continuamente diferenciable tal que

V (0) = 0,

V (x) > 0 ∀ x �= 0,

V (x) −→∞ cuando x → ∞,

V̇ (x) < 0 ∀ x �= 0;

entonces, x = 0 es global asintóticamente estable.

Si el origen x = 0 es un punto de equilibrio global asintóticamente estable de (2.4), entonces debe ser el

único punto de equilibrio. Los teoremas de estabilidad de Lyapunov se aplican sin la necesidad de resolver las

ecuaciones diferenciales del sistema (2.4). Sin embargo, no existe un método expĺıcito para encontrar funciones

candidatas de Lyapunov. También es importante mencionar que el hecho de que no se pueda encontrar una

función candidata de Lyapunov que satisfaga los requisitos de estabilidad o estabilidad asintótica no implica

que el equilibrio tenga que ser necesariamente inestable, solo significa que no se puede determinar estabilidad

en el sentido de Lyapunov.

2.5.3. Método indirecto de Lyapunov

Si el origen es un punto de equilibrio de un sistema no lineal de la forma (2.4), entonces la dinámica del

sistema alrededor de este punto se puede aproximar en una pequeña vecindad mediante linealización. Este

proceso convierte el sistema ẋ = f (x) en uno de la forma

ẋ = Ax, (2.11)

donde

A =
∂f (x)

∂x
|x=0,

es decir, A es la matriz Jacobiana de f (x) evaluada en el origen. El siguiente teorema se conoce como el

método indirecto de Lyapunov y establece condiciones bajo las cuales se concluye estabilidad local del origen

del sistema no lineal (2.4) al investigar la estabilidad del origen del sistema lineal (2.11).

Teorema 2.8. Vea [25]. Sea x = 0 un punto de equilibrio del sistema no lineal (2.4) donde f (x) : D → Rn

es una función continuamente diferenciable y D es una vecindad del origen, entonces

1. El origen de (2.4) es local asintóticamente estable si Reλi < 0 para todos los valores propios de A de

(2.11).
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2. El origen de (2.4) es inestable si Reλi > 0 para uno o más valores propios de A de (2.11).

Si inicialmente se tiene un sistema lineal invariante en el tiempo de la forma (2.11) entonces el siguiente

teorema permite establecer la estabilidad asintótica global del origen.

Teorema 2.9. Vea [25]. El punto de equilibrio x = 0 de ẋ = Ax es global asintóticamente estable si y solo si

A es una matriz Hurwitz, es decir, todos los valores propios de A satisfacen Reλi < 0.

2.6. Principio de invariancia de LaSalle

El Principio de Invariancia de LaSalle es un criterio que permite establecer estabilidad asintótica global

en sistemas dinámicos invariantes en el tiempo cuando no se puede concluir esto mediante una función de

Lyapunov debido a que la derivada de V (x) resulta negativa semidefinida, es decir V̇ (x) ≤ 0, entonces

de acuerdo con el Teoremas 2.6 solo se concluye estabilidad global. Sin embargo, si se logra demostrar que

ninguna trayectoria puede permanecer en los puntos donde V̇ (x) = 0, excepto en x = 0, entonces el origen

es asintóticamente estable [25]. Para establecer el Teorema de Invariancia de LaSalle es necesario presentar el

siguiente lema.

Lema 2.1. Vea [25]. Si una solución x (t) de (2.4) es acotada y pertenece a D ⊂ Rn, para t ≥ 0, entonces su

ω (Γ) es un conjunto no vaćıo, compacto e invariante. Además, x (t) tiende a ω (Γ) cuando t→∞.

El lema anterior se complementa con la Definición 2.15 y el Teorema 2.1. Ahora, se presenta el Teorema

de LaSalle.

Teorema 2.10. Vea [25]. Sea Ω ⊂ D un conjunto compacto positivamente invariante con respecto a (2.4),

V : D→ R una función continuamente diferenciable tal que V̇ (x) ≤ 0 en Ω, E el conjunto de todos los puntos

en Ω donde V̇ (x) = 0 y M el conjunto compacto invariante más grande en E, entonces, cualquier solución

que comience en Ω tiende a M cuando t→∞.

Khalil muestra en §4.2 en [25] la siguiente prueba al Teorema 2.10. Sea x (t) una solución de (2.4) que

comienza en Ω, V̇ (x) ≤ 0 en Ω, V (x (t)) una función decreciente de t, V (x) continua en el conjunto compacto

Ω y acotada por debajo. Entonces, V (x (t)) tiene un ĺımite a cuanto t → ∞. Cabe destacar que el conjunto

ω−ĺımite ω (Γ) está en Ω porque este es un conjunto cerrado y para cualquier p ∈ ω (Γ) existe una secuencia

tn con tn → ∞ y x (tn) → p cuando n → ∞. Por continuidad de V (x), V (p) = ĺım
n→∞

V (x (tn)) = a, por lo

tanto, V (x) = a en ω (Γ) y ya que éste es un conjunto invariante, V̇ (x) = 0 en ω (Γ). En consecuencia se tiene

lo siguiente:

ω (Γ) ⊂M ⊂ E ⊂ Ω.
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Ahora, ya que x (t) es acotada y tiende a ω (Γ) cuando t → ∞, entonces, x (t) tiende a M cuando t → ∞.

La diferencia de los teoremas de estabilidad en el sentido de Lyapunov y el Teorema de LaSalle es que no se

requiere que la función V (x) sea positiva definida. Adicionalmente, la construcción del conjunto Ω no tiene

que estar ligada a la función V (x). Sin embargo, si se tiene que V (x) es positiva definida entonces el Teorema

2.10 se extiende al siguiente corolario.

Corolario 2.2. Vea [25]. Si x = 0 un punto de equilibrio de (2.4), V : Rn → R continuamente

diferenciable, radialmente desacotada y positiva definida tal que V̇ (x) ≤ 0 para toda x ∈ Rn, además sea

S =


x ∈ Rn | V̇ (x) = 0

�
y al suponer que ninguna solución, que no sea la trivial x (t) ≡ 0, permanece en S

entonces el origen es global asintóticamente estable.

2.7. Otras teoŕıas de estabilidad

En esta sección se presentan tres teoŕıas de estabilidad que son útiles en el análisis de la dinámica global

de sistemas compuestos por ecuaciones diferenciales ordinarias.

2.7.1. Lema de Pliss

Un sistema dinámico continuo en el tiempo descrito por un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias

de la forma

ẋ = Ax+ φ (x) , (2.12)

donde A es una matriz cuadrada n×n y φ : Rn → Rn es una función continua. Adicionalmente se asume que

la matriz A es estable, es decir, todos sus valores propios tienen parte real negativa, entonces Boichenko et al.

[35] presentan el siguiente resultado conocido como Lema de Pliss.

Lema 2.2. Vea [35]. Si un sistema dinámico es descrito por (2.12) donde φ (x) es acotada en Rn, entonces

dicho sistema es disipativo.

Este lema permite determinar el comportamiento de un sistema a partir de la estructura de sus ecuaciones

de estado.

2.7.2. Estabilidad en el sentido de Levinson

Para un sistema dinámico de la forma (2.4) donde f : Rn → Rn es una función continuamente diferenciable,

Boichenko et al. [35] presentan la siguiente definición y proposición para definir la estabilidad en el sentido de

Levinson.
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Proposición 2.2. Vea [35]. El sistema dinámico (2.4) es disipativo en el sentido de Levinson si existe un valor

r > 0 tal que para cada p ∈ Rn se cumple que

ĺım
t→+∞

sup
��φt (p)

�� < r.

Proposición 2.3. Vea [35]. El sistema dinámico (2.4) es disipativo en el sentido de Levinson si y solo si existe

un conjunto acotado D ⊂ Rn tal que este atrae cualquier punto en Rn.

Si un sistema dinámico es disipativo en el sentido de Levinson con D como su región de disipatividad,

entonces cualquier atractor Λ de dicho sistema satisface la inclusión Λ ⊂ D [35]. Si un sistema es disipativo en

el sentido de Levinson esto implica que cualquier trayectoria con condiciones iniciales dentro de la región de

disipatividad no divergirá cuando t→∞.

2.7.3. Estabilidad en sistemas cooperativos y competitivos

Existen dos tipos de sistemas que se consideran estables debido a la estructura de sus ecuaciones de estado.

Un sistema dinámico invariante en el tiempo de la forma (2.4), es decir

ẋ = f (x) ,

donde f es una función vectorial continua para un C∞ y donde x ∈ Rn es el vector de estados, se denomina

cooperativo o competitivo si cumple con alguna de las siguientes definiciones [36].

Definición 2.25. Sistema cooperativo.

El sistema (2.4) se denomina cooperativo si todos los elementos de su matriz Jacobiana, excepto los de su

diagonal, son no negativos, es decir
∂fi (x)

∂xj
≥ 0 ∀ i �= j.

Definición 2.26. Sistema competitivo.

El sistema (2.4) es llamado competitivo si todos los elementos de su matriz Jacobiana, excepto los de su

diagonal, son no positivos, es decir
∂fi (x)

∂xj
≤ 0 ∀ i �= j.

Ahora, para sistemas cooperativos o competitivos el siguiente corolario permite establecer convergencia

para las trayectorias de sus soluciones.

Corolario 2.3. Vea [36]. Sea {φt} la solución en R2 de un sistema cooperativo o competitivo para el cual el

cuadrante R2
+,0 es positivamente invariante, entonces cualquier trayectoria cerrada [0,∞)→ R2

+,0 converge.
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Si un sistema de la forma (2.4) es competitivo o cooperativo y además tiene un único punto de equilibrio,

entonces el corolario anterior permite establecer la estabilidad asintótica global de dicho punto. Ahora, si un

sistema es cooperativo en Rn y posee un único punto de equilibrio entonces el siguiente teorema permite

concluir estabilidad asintótica global.

Teorema 2.11. Vea [37]. Considerar un sistema de la forma (2.4) y suponer que las siguientes aserciones se

cumplen

1. El sistema (2.4) es cooperativo en Rn o Rn
+,0.

2. El sistema (2.4) tiene un único punto de equilibrio en Rn o Rn
+,0.

3. Cada semi-trayectoria positiva del sistema (2.4) tiene una cerradura compacta en Rn o Rn
+,0.

Entonces el equilibrio es global asintóticamente estable.

2.8. Positividad en sistemas lineales y no lineales

Un sistema dinámico de la forma (2.4), es decir

ẋ = f (x) ,

donde f es una función vectorial continua para un C∞ y donde x ∈ Rn, se denomina positivo si para cualquier

condición inicial en el ortante no negativo Rn
+,0 la trayectoria de su solución permanece en Rn

+,0 para todo

tiempo futuro [38; 39].

Para un sistema lineal continuo e invariante en el tiempo descrito por ecuaciones de estado de la forma

ẋ = Ax+ b, (2.13)

donde A es una matriz cuadrada n × n y b ∈ R, el siguiente teorema permite demostrar formalmente si un

sistema lineal es positivo.

Teorema 2.12. Vea [38]. El sistema lineal (2.13) es positivo si y solo si la matriz A es Metzler, es decir,

todos sus elementos excepto los de su diagonal son no negativos [aij ≥ 0,∀ (i, j) , i �= j] y b ≥ 0.

Para el caso de un sistema no lineal continuo e invariante en el tiempo descrito por ecuaciones de estado de

la forma (2.4) el siguiente lema proporciona una condición suficiente y necesaria para establecer la positividad

de su dinámica.

Lema 2.3. Vea [39]. El sistema no lineal (2.4) es positivo si y solo si la siguiente condición se satisface

∀x ∈ ∂Rn
+,0 : xi = 0⇒ fi (x) ≥ 0.
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Caṕıtulo 3

Modelizado de sistemas biológicos

Los sistemas del mundo real pueden ser modelizados para entender su estructura y funcionamiento mediante

el registro de datos experimentales. Un modelo matemático es una representación formal y simplificada que

describe la evolución en el tiempo de un sistema dinámico.

El modelizado de sistemas biológicos implica la necesidad de representar y resolver problemas complejos

generados por la caracteŕıstica fundamental de la materia viva, es decir, su necesidad de supervivencia.

Para comprender este comportamiento es necesario analizar las variables y los parámetros que componen

las ecuaciones de estado de los modelos matemáticos.

En este caṕıtulo se muestran las ecuaciones de crecimiento fundamentales para el modelizado matemático

de sistemas biológicos, en particular de aquellos que describen el desarrollo del cáncer, su interacción con el

sistema inmunológico y el efecto de tratamientos como la quimioterapia e inmunoterapia. Adicionalmente, se

resuelven las ecuaciones diferenciales de cada una de las leyes de crecimiento para calcular sus ĺımites inferior

y superior e ilustrar su dinámica con respecto al tiempo en el corto y el largo plazo, esta información resulta

útil al momento de proponer funciones localizadoras y analizar la dinámica local y global de cualquier sistema.

3.1. Crecimiento exponencial

La ley de crecimiento exponencial es la manera más simple de modelizar la evolución de un tumor y ha

tenido un papel importante en el campo de la quimioterapia. Varias investigaciones han demostrado que se

presenta en diferentes tipos de leucemias y linfomas. Aunque ha sido documentada en algunos casos de tumores

sólidos no se considera aplicable durante periodos de tiempo muy largos [40]. Fue formulada en 1956 por Collins

et al. como se presenta a continuación
dx

dt
= kx, (3.1)

donde x es el número de células tumorales en un instante de tiempo y k > 0 es una constante de

proporcionalidad.

La solución de la ecuación (3.1) con la condición inicial x = x0 en t = 0, vea [41], está dada por

x (t) = x0e
kt, (3.2)

cuya dinámica se ilustra en la Figura 3.1 para tres valores distintos de k y la condición inicial x (0) = 1, además

se observa que cuando el valor de k incrementa la tasa de crecimiento también aumenta y que la función (3.2)
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tiene el siguiente ĺımite inferior

x (t) ≥ x0,

para t ≥ 0.
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Figura 3.1: Dinámica del crecimiento exponencial.

La mayoŕıa de los tumores siguen un patrón de crecimiento particular, crecen rápidamente en el inicio y

eventualmente alcanzan un tamaño máximo, es esta caracteŕıstica por la cual la ley de crecimiento exponencial

falla en modelizar la dinámica de una neoplasia maligna in vivo.

3.2. Decrecimiento exponencial

La ley de decrecimiento exponencial se formula mediante la siguiente ecuación diferencial

dx

dt
= −kx, (3.3)

donde k > 0 es denominada como una constante de proporcionalidad y x suele representar la concentración

de algún tratamiento o el efecto producido por este en células tumorales o células inmunes en un instante de

tiempo determinado [41].

La solución de la ecuación (3.3) con la condición inicial x = x0 en t = 0 está dada por

x (t) = x0e
−kt, (3.4)

y su dinámica se ilustra en la Figura 3.2 para tres valores distintos de k y la condición inicial x (0) = 1, también

se observa que la tasa de decrecimiento aumenta con el valor de k y que la función (3.4) tiene los siguientes
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ĺımites

0 < x (t) ≤ x0,

para t ≥ 0.
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Figura 3.2: Dinámica del decrecimiento exponencial.

La manera más común de utilizar la ley de decrecimiento exponencial es en conjunto con la ley de

crecimiento loǵıstico para modelizar el efecto que causan las células efectoras y la quimioterapia en la evolución

de un tumor.

3.3. Crecimiento y decrecimiento exponencial modificado

La ley de decrecimiento exponencial (3.3) se modifica como se muestra a continuación para modelizar la

dinámica en el cuerpo humano de distintos tratamientos como la quimioterapia e inmunoterapia

dx

dt
= X − kx, (3.5)

donde k > 0 es una constante de decaimiento, X ≥ 0 representa la administración constante de algún

tratamiento. La ecuación (3.5) tiene un único punto de equilibrio dado por

x∗1 =
X

k
, (3.6)

el cual es global asintóticamente estable, esto se concluye al realizar un cambio de variable y aplicar el método

directo de Lyapunov.
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Al solucionar mediante el método de separación de variables la ecuación diferencial (3.5) con la condición

inicial x = x0 en t = 0 se obtiene lo siguiente

x (t) =
X

k
−

X

k
− x0

�
e−kt, (3.7)

y se observa que

ĺım
t→∞

x (t) = x∗1 =
X

k
.

Ahora, si satisface la condición
X

k
> x0, (3.8)

la función (3.7) tiene los ĺımites

x0 ≤ x (t) <
X

k
,

para t ≥ 0 y se establece la ley de crecimiento exponencial modificado con la cual se modeliza normalmente la

concentración del tratamiento de quimioterapia. En la Figura 3.3 se ilustra el comportamiento de la función

(3.7) cuando se cumple (3.8), se utilizan tres valores distintos de k, X = 1 y la condición inicial x (0) = 0.
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Figura 3.3: Dinámica del crecimiento exponencial modificado.

Si se tiene el caso contrario, es decir
X

k
< x0, (3.9)

entonces la función (3.7) tiene los ĺımites
X

k
< x (t) ≤ x0,
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para t ≥ 0 y se determina la ley de decrecimiento exponencial modificado la cual suele describir la dinámica

de la inmunoterapia. En la Figura 3.4 se muestra la gráfica de la función (3.7) cuando se satisface (3.9), se

toman tres valores distintos de k, X = 1 y la condición inicial x (0) = 2.5.
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Figura 3.4: Dinámica del decrecimiento exponencial modificado.

3.4. Crecimiento loǵıstico

En 1838 Pierre Verhulst utilizó por primera vez la ecuación loǵıstica para describir el crecimiento de una

población y aunque esta ley de crecimiento fue redescubierta en varias ocasiones por distintos investigadores a

través de los años [42], no fue hasta 1923 que T.B. Robertson la aplicó para modelizar la dinámica de un tumor

[40] y desde entonces ha sido una ecuación fundamental en el diseño de modelos matemáticos del cáncer.

La ley de crecimiento loǵıstico establece que en un espacio finito existe un ĺımite superior para el número

de organismos que lo pueden ocupar ya que los recursos disponibles en el ambiente afectan directamente al

desarrollo de la población, esta ley se formula mediante la siguiente ecuación diferencial

dx

dt
= kx (1− bx) , (3.10)

donde k es la tasa de crecimiento intŕınseco de la población y b−1 representa su capacidad de carga máxima

[40—42]. Al realizar unos cálculos de rutina se determina que la ecuación loǵıstica (3.10) tiene los siguientes

dos puntos de equilibrio

x∗1 = 0, (3.11)



30

x∗2 =
1

b
, (3.12)

de los cuales al analizar su estabilidad local se establece que x∗1 es localmente inestable y x∗2 es local

asintóticamente estable. Si el modelo (3.10) es utilizado para describir el desarrollo del cáncer entonces x∗1

y x∗2 se denominan respectivamente ‘punto de equilibrio libre de tumor’ y ‘punto de equilibrio con carga

tumoral máxima’.

Al solucionar la ecuación (3.10) con la condición inicial x (0) = x0 se obtiene la siguiente función

x (t) =
x0e

kt

bx0 (ekt − 1) + 1
, (3.13)

y se observa que

ĺım
t→−∞

x (t) = x∗1 = 0 y ĺım
t→∞

x (t) = x∗2 =
1

b
,

por lo tanto, se concluye que la función (3.13) tiene los siguientes ĺımites para t ∈ R

0 < x (t) <
1

b
,

y si t ≥ 0 entonces se tiene que

x0 ≤ x (t) <
1

b
.

En la Figura 3.5 se ilustra la dinámica de la ecuación de crecimiento loǵıstico (3.13) para tres valores

distintos de k, b = 1/10 y la condición inicial x (0) = 1.
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Figura 3.5: Dinámica del crecimiento loǵıstico.

En esta investigación se analizan tres modelos matemáticos que describen la evolución del cáncer mediante

la ley de crecimiento loǵıstico.
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3.5. Cinemática de Michaelis-Menten

La tasa a la que un órgano metaboliza y excreta un fármaco está limitadas por el flujo sangúıneo que

recibe, este proceso ha demostrado una dinámica de primer orden cuando se aplican tratamientos en dosis

terapéuticas, es decir, la cantidad que se metaboliza o excreta en un instante de tiempo determinado es

directamente proporcional a la concentración del fármaco en la circulación sistémica en ese momento, dicho

comportamiento se conoce como la cinemática de Michaelis-Menten, la cual se presenta mediante la siguiente

ecuación

V (x) =
Vmáxx

k + x
, (3.14)

donde Vmáx es la tasa máxima de eliminación del tratamiento, k es la concentración del fármaco en la cual

la tasa de eliminación es Vmáx/2, x es la concentración del tratamiento en el plasma y V (x) es la tasa de

eliminación [43]. En la Figura 3.6 se ilustra la dinámica de la ecuación (3.14) en el intervalo x ∈ [0, 5] para

tres valores distintos de k y Vmáx = 1 .
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Figura 3.6: Dinámica de la ecuación de crecimiento de Michaelis-Menten.

La ecuación de crecimiento de Michaelis-Menten se utiliza como un término de saturación para describir el

efecto producido por un tratamiento o por una población sobre el desarrollo de otra. Esta ecuación se encuentra

presente en los cuatro modelos matemáticos que se mostrarán en los siguientes caṕıtulos.
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Caṕıtulo 4

Sistema de evasión-inmune

En este caṕıtulo se estudia la dinámica global del modelo de evasión-inmune presentado por Arciero,

Jackson y Kirschner en [6], el cual describe la interacción entre células efectoras, células cancerosas y las

citoquinas IL−2 y TGF−β en el sitio del tumor. El sistema modeliza distintos comportamientos, como puntos

de equilibrio, órbitas periódicas y ciclos ĺımite estables. Al utilizar el método de Localización de Conjuntos

Compactos Invariantes se logra definir un dominio en el espacio de estados donde se localizan todas las

dinámicas que exhibe el modelo de evasión-inmune. La localización de dicho dominio es importante debido a

que proporciona información sobre la salud del individuo en el corto y el largo plazo. Los ĺımites de tal dominio

representan los valores mı́nimos y máximos de las variables de estado y se expresan mediante desigualdades

algebraicas dadas por una combinación de los parámetros del sistema. Adicionalmente, mediante una función

candidata de Lyapunov se demuestra que la región de localización es un dominio positivamente invariante, esto

que permite asegurar que dada cualquier condición inicial las trayectorias del sistema no divergen. Finalmente,

se presentan simulaciones numéricas y se realiza un análisis de las posibles implicaciones biológicas de los

resultados obtenidos.

4.1. Descripción del modelo matemático

En esta sección se presenta el estudio de la dinámica global del modelo matemático de evasión-inmune

presentado por Arciero, Jackson y Kirschner en [6]. Este sistema modeliza el desarrollo de un tumor maligno

y su interacción con el sistema inmunológico mediante las siguientes cuatro ecuaciones diferenciales:

ẇ =
p4y

2

τ2c + y2
− µ3w, (4.1)

ẋ =
cy

1 + γw
− µ1x+


xz

g1 + z

�
p1 −

q1w

q2 +w

�
, (4.2)

ẏ = ry
�
1− y

b

�
− axy

g2 + y
+

p2wy

g3 +w
, (4.3)

ż =
p3xy

(g4 + y) (1 + αw)
− µ2z. (4.4)

La ecuación (4.1) representa la tasa de cambio de la citoquina supresora TGF − β. El primer término

representa la producción de la TGF − β por parte del tumor con una tasa máxima dada por el parámetro p4,

el parámetro τ2c representa el valor cŕıtico en el cual la población de las células tumorales es lo suficientemente

grande y sufren ausencia de ox́ıgeno, por lo cual el tumor comienza a aumentar la producción de la TGF−β para
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estimular el proceso de angiogénesis. El último término de la ecuación representa la velocidad de disminución

de la TGF − β en forma natural.

La ecuación (4.2) describe el reclutamiento de células efectoras al sitio del tumor. El primer término

representa la habilidad del sistema inmune para reconocer células tumorales y reclutar células efectoras, es

decir células T; esta habilidad es disminuida por la producción de la citoquina TGF − β y el parámetro

de inhibición γ. El segundo término representa la perdida de células efectoras por muerte celular. El tercer

término asevera que la proliferación de células efectoras es dependiente de la presencia de la citoquina IL− 2

y disminuye cuando la TGF − β se encuentra presente en el sitio del tumor, con p1 como la máxima tasa de

proliferación de células efectoras y q1 el máximo efecto anti-proliferativo de la TGF − β.

La ecuación (4.3) modeliza el desarrollo del tumor canceroso. El primer término representa la dinámica

del crecimiento del tumor en forma loǵıstica, con una tasa intŕınseca dada por r y una capacidad de carga

tumoral b en ausencia de células efectoras y la citoquina TGF−β. El segundo término representa la eliminación

de células tumorales debido a la acción del sistema inmunológico, el parámetro a determina la fuerza de la

respuesta inmune hacia las células tumorales. El tercer término representa un aumento extra en el crecimiento

del tumor debido a la producción de la TGF − β; en la presencia de esta citoquina el tumor podŕıa exceder

su capacidad de carga, el parámetro p2 determina la tasa máxima del aumento en la proliferación de células

tumorales.

La ecuación (4.4) define la cinética de la citoquina IL − 2. El primer término representa la producción

de la IL − 2 a una tasa máxima dada por el parámetro p3, esta es estimulada por la interacción entre las

células efectoras y tumorales. La presencia de la TGF − β en el sitio del tumor inhibe la producción de la

IL− 2, el parámetro α es una medida de inhibición. El último término de la ecuación representa la velocidad

de disminución de la IL− 2 en forma natural.

La caracteŕıstica principal del modelo matemático es que toma en consideración que el tumor secreta la

citoquina TGF − β, la cual es uno de los principales factores que impide el combate de dicho tumor por el

sistema inmunológico; a continuación se describen sus principales efectos:

Contrarrestar las propiedades inmuno-estimuladoras de la IL− 2.

Prevenir la detección del tumor por parte del sistema inmune.

Inhibir la activación y expansión de las células T citotóxicas y células B.

Reducir la expresión de ant́ıgenos en las células cancerosas.

Adicionalmente, la citoquina TGF − β posee propiedades angiogénicas lo que beneficia el desarrollo y

metástasis de los tumores malignos [5; 6].

La descripción y los valores de los parámetros se muestran en la Tabla 4.1, la estimación de los valores es

presentada en [11] por Kirschner y Panetta y en [6] por Arciero, Jackson y Kirschner.
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Parámetro Descripción Valores y unidades

p4 Tasa de producción máxima de la TGF − β 0− 3× 108 pg
l × dı́as

τc Término de acumulación cŕıtica de células tumorales 1× 106 células
ml

µ3 Vida media de la TGF − β 10 dı́as−1

c Antigenicidad 0− 0.035 dı́as−1

γ Parámetro de inhibición de ant́ıgenos por la TGF − β 10 l
pg

µ1 Tasa de muerte de las células inmunes 0.03 dı́as−1

g1 Saturación media del término de proliferación: p1 2× 107 pg
l

p1 Tasa de proliferación de las células efectoras 0.1245 dı́as−1

q1 Tasa máxima del efecto de anti-proliferación producido por la TGF − β 0.1121 dı́as−1

q2 Saturación media del término de anti-proliferación: q1 2× 106 pg
l

r Tasa de crecimiento intŕınseco del cáncer 0.18 dı́as−1

b Carga tumoral máxima 1× 109 células
ml

a Fuerza inmunológica contra el cáncer 1 dı́a−1

g2 Saturación media del término de eliminación: a 1× 105 células
ml

p2 Tasa máxima de aumento de la proliferación de células tumorales 0.27 dı́as−1

g3 Saturación media del término de proliferación: p2 2× 107 pg
ml

p3 Tasa de producción de la IL-2 5 pg
células × dı́a

g4 Saturación media del término de producción: p3 1× 103 células
ml

α Párametro de inhibición de la IL-2 por la TGF − β 1× 10−3 l
pg

µ2 Vida media de la IL-2 10 dı́as−1

Tabla 4.1: Descripción, valores y unidades de los parámetros correspondientes al sistema de evasión-inmune
(4.1)-(4.4).

La dinámica del sistema de evasión-inmune (4.1)-(4.4) se encuentra localizada en el ortante no negativo:

R4
+,0 := {w ≥ 0, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}.

4.2. Análisis de estabilidad local del punto de equilibrio libre de tumor

En esta sección se determina la estabilidad local del único punto de equilibrio libre de tumor del sistema

de evasión-inmune (4.1)-(4.4) dado por

(w∗, x∗, y∗, z∗) = (0, 0, 0, 0) , (4.5)

vea [6]. Para esto, se calcula la matriz Jacobiana del sistema y se evalúa en el punto de equilibrio, es decir

J |(w∗,x∗,y∗,z∗) y se tiene que

J |(w∗,x∗,y∗,z∗) =






−µ3 0 0 0

0 −µ1 c 0

0 0 r 0

0 0 0 −µ2





, (4.6)

y debido a la estructura de la matriz (4.6) se determina que las ráıces del Jacobiano están dadas por −µ3,
−µ1, r y −µ2. Por lo tanto, se concluye que el punto de equilibrio libre de tumor (4.5) es localmente inestable.
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4.3. Localización de conjuntos compactos invariantes

En esta sección se definen los ĺımites máximos para las densidades de las células cancerosas, células efectoras

y las citoquinas IL− 2 y TGF − β. Con los ĺımites calculados se define un dominio compacto en R4
+,0 en el

cual se localizan todos los conjuntos compactos invariantes del sistema de evasión-inmune (4.1)-(4.4). Estos se

encuentran expresados mediante desigualdades en función de los parámetros del sistema y se obtienen mediante

funciones localizadoras lineales y no lineales. Los ĺımites que definen la región de localización se muestran en

el Teorema 4.1; para determinar este teorema se utilizaron las funciones localizadoras: h1 = w, h2 = y, h3 = x,

h4 = z, h5 = y + ηz y h6 = xy. Por simplicidad en las notaciones de esta sección se considera S (h) ∩R4
+,0 y

K(h) := K(h) ∩R4
+,0.

Teorema 4.1. Si µ1 > p1 entonces todos los conjuntos compactos invariantes del modelo de evasión-inmune

(4.1)-(4.4) se encuentran contenidos dentro del dominio compacto:

KBPID := K (h1) ∩K (h2) ∩K (h3) ∩K (hz) ∩K (h6) , (4.7)

donde

K (h1) =

�
0 ≤ w ≤ wmáx :=

p4
µ3

�
,

K (h2) =

�
0 ≤ y ≤ ymáx := b


1 +

p2wmáx
r (g3 +wmáx)

��
,

K (h3) =

�
0 ≤ x ≤ xmáx :=

cymáx
µ1 − p1

, µ1 > p1

�
,

K (h4) =

�
0 ≤ z ≤ z1máx :=

p3
µ2
xmáx, µ1 > p1

�
,

K (h5) =

�
0 ≤ z ≤ z2máx :=

δ22
4δ1µ2η

�
,

K (hz) =





K (h4) si z1máx < z2máx, µ1 > p1

K (h5) si z1máx ≥ z2máx, µ1 > p1





,

K (h6) =

�
xy ≤ b

r


β22
4β1

+ cymáx

��
,
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y las constantes η, δi y βi, i = 1, 2; se definen como

η ≥ mı́n

�
ag4
p3g2

,
a

p3

�
,

δ1 :=
r

b
,

δ2 := r + p2 + µ2,

β1 :=
a

g2 + ymáx
,

β2 :=
p2wmáx

g3 +wmáx
+ p1 + r − µ1.

A continuación se muestra mediante seis funciones localizadoras la prueba del Teorema 4.1.

1. Ĺımite superior de la protéına TGF −β, w (t) . Se toma la función localizadora h1 = w, cuya derivada

de Lie está dada por

Lfh1 =
p4y

2

τ2c + y2
− µ3w,

y de la cual se obtiene el conjunto

S (h1) =

�
p4


1− τ2c

τ2c + y2

�
− µ3w = 0

�
,

entonces, se calcula la siguiente fórmula

h1|S(h1)
=

p4
µ3


1− τ2c

τ2c + y2

�
,

por lo tanto se determina que todos los conjuntos compactos invariantes de w (t) se encuentran localizados en

el dominio

K (h1) =

�
0 ≤ w ≤ wmáx :=

p4
µ3

�
.

2. Ĺımite superior de las células cancerosas, y (t) . Se utiliza la función localizadora h2 = y, con y > 0,

de la cual al calcular su derivada de Lie se obtiene

Lfh2 = ry − r

b
y2 − axy

g2 + y
+

p2wy

g3 +w
,

y de la anterior se calcula el conjunto

S (h2) ∩ {y > 0} =
�
r − r

b
y − ax

g2 + y
+ p2


1− g3

g3 +w

�
= 0

�
,

del cual se obtiene

h2|S(h2)∩{y>0}
=

b

r

�
r − ax

g2 + y
+ p2


1− g3

g3 +w

�	
.

Al aplicar el Teorema Iterativo con el conjunto K (h1) se tiene

h2|S(h2)∩{y>0}∩K(h1)
≤ b

�
1 +

p2
r


1− g3

g3 +wmáx

�	
,
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lo que permite aseverar que todos los conjuntos compactos invariantes de y (t) se encuentran localizados en el

dominio

K (h2) =

�
0 ≤ y ≤ ymáx := b


1 +

p2wmáx
r (g3 +wmáx)

��
.

3. Ĺımite superior de las células efectoras, x (t) . Se utiliza la función localizadora h3 = x, y se obtiene

su derivada de Lie como se muestra a continuación

Lfh3 =
cy

1 + γw
− µ1x+

xz

g1 + z


p1 −

q1w

q2 +w

�
,

entonces, se obtiene el conjunto

S (h3) =

�
cy

1 + γw
− µ1x+ p1x−

g1p1x

g1 + z
− q1wxz

(q2 +w) (g1 + z)
= 0

�
,

del cual, al discriminar los términos racionales negativos y si la siguiente condición se cumple

µ1 > p1,

se llega a la siguiente fórmula

h3|S(h3)
≤ 1

µ1 − p1


cy

1 + γw

�
,

ahora, mediante el Teorema Iterativo se redefine h3|S(h3)
y se llega a lo siguiente

h3|
S(h3)∩

2
i=1K(hi)

≤ cymáx
µ1 − p1

,

entonces, se tiene que todos los conjuntos compactos invariantes de x (t) se encuentran localizados en el dominio

K (h3) =

�
0 ≤ x ≤ xmáx :=

cymáx
µ1 − p1

�
.

4. Ĺımite superior de la citoquina IL − 2, z (t) . Al tomar la función localizadora h4 = z, y calcular su

derivada de Lie se llega a

Lfh4 =
p3xy

(g4 + y) (1 + αw)
− µ2z,

entonces se obtiene el conjunto

S (h4) =

�
p3x

1 + αw


1− g4

g4 + y

�
− µ2z = 0

�
,

del cual se determina

h4|S(h4)
=

p3x

µ2 (1 + αw)


1− g4

g4 + y

�
,

ahora, si la condición µ1 > p1, se cumple, se puede redefinir h4|S(h4)
al hacer uso del Teorema Iterativo como

se muestra a continuación

h4|
S(h4)∩

3
i=1

K(hi)
≤ p3xmáx

µ2


1− g4

g4 + ymáx

�
,
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por lo tanto, se determina que todos los conjuntos compactos invariantes de z (t) se encuentran localizados en

el dominio

K (h4) =

�
0 ≤ z ≤ p3xmáxymáx

µ2 (g4 + ymáx)
≤ z1máx :=

p3
µ2
xmáx

�
.

5. Ĺımite superior de la citoquina IL− 2, sin restricción en los parámetros del sistema. Mediante

la función localizadora h5 = y + ηz, se establece un ĺımite adicional para la variable z (t) sin condiciones en

los parámetros. Se calcula su derivada de Lie y se obtiene lo siguiente

Lfh5 = ry − r

b
y2 − axy

g2 + y
+

p2wy

g3 +w
+

ηp3xy

(g4 + y) (1 + αw)
− ηµ2z,

de la cual se llega al conjunto

S (h5) =

�
(r + p2) y −

r

b
y2 − p2g3y

g3 +w
− Pxy − ηµ2z = 0

�
,

donde

P :=
(ηp3 − a) y − awyα− awαg4 − ag4 + ηg2p3

(g4 + y) (g2 + y) (1 + αw)
,

y se tiene que P ≥ 0 si se considera lo siguiente para el valor de η

η ≥ mı́n

�
ag4
p3g2

,
a

p3

�
,

entonces, se calcula la siguiente fórmula

h5|S(h5)
=

1

µ2

�

−δ1

y − δ2

2δ1

�2
− p2g3y

g3 +w
− Pxy +

δ22
4δ1

�

,

donde

δ1 =
r

b
,

δ2 = r + p2 + µ2,

y se reescribe como se muestra a continuación

h5|S(h5)
≤ δ22

4δ1µ2
,

por lo tanto, se obtiene que todos los conjuntos compactos invariantes se encuentran localizados en el dominio

K∗ (h5) =

�
0 ≤ y + ηz ≤ δ22

4δ1µ2

�
.

El conjunto anterior se redefine mediante la intersección K∗ (h5) ∩ {y = 0} y se determina que todos los

conjuntos compactos invariantes de la variable z (t) se encuentran localizados en el dominio

K (h5) =

�
0 ≤ z ≤ z2máx :=

δ22
4δ1µ2η

�
.
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6. Dominio de localización mediante una función no lineal. Se toma la función localizadora h6 = xy,

cuya derivada de Lie está dada por

Lfh6 = y

�
cy

1 + γw
− µ1x+

xz

g1 + z


p1 −

q1w

q2 +w

�	
+ xy

�
r
�
1− y

b

�
− ax

g2 + y
+

p2w

g3 +w

	
,

entonces, al realizar las operaciones correspondientes se obtiene el conjunto

S (h6) ∩ {y > 0} =
�

cy

1 + γw
− µ1x+

xz

g1 + z


p1 −

q1w

q2 +w

�
+ rx− r

b
xy − ax2

g2 + y
+

p2wx

g3 +w
= 0

�
,

y se calcula la siguiente fórmula

r

b
h6|S(h6)∩{y>0}

= x


1− g1

g1 + z

�
p1 −

q1w

q2 +w

�
− µ1x+ rx+

cy

1 + γw
− ax2

g2 + y
+ p2x


1− g3

g3 +w

�
,

esta última se redefine al aplicar el Teorema Iterativo con los conjuntos K (h1) y K (h2)

r

b
h6|

S(h6)∩{y>0}∩
2
i=1K(hi)

≤ −µ1x+ p1x+ rx− ax2

g2 + ymáx
+ cymáx + p2x


1− g3

g3 +wmáx

�
;

ahora, realizando las sustituciones correspondientes se obtiene lo siguiente

h6|
S(h6)∩{y>0}∩

2
i=1

K(hi)
≤ b

r

�
−β1x2 + β2x+ cymáx

�
;

donde

β1 :=
a

g2 + ymáx
,

β2 :=
p2wmáx

g3 +wmáx
+ p1 + r − µ1,

entonces, se completa el cuadrado y se obtiene

h6|
S(h6)∩{y>0}∩

2
i=1K(hi)

≤ b

r

�

−β1

x− β2

2β1

�2
+

β22
4β1

+ cymáx

�

;

de esta forma se concluye que el conjunto de localización está dado por

K (h6) =

�
xy ≤ b

r


β22
4β1

+ cymáx

��
.

�

Es importante mencionar que la condición µ1 > p1 implica que la tasa de muerte de las células efectoras es

mayor a su tasa de proliferación y afecta solamente a los conjuntos de localización K (h3) y K (h4) los cuales

representan los ĺımites máximos de las densidades de las células efectoras y la citoquina IL−2 respectivamente.

En la sección 4.5 se presentan los escenarios en los cuales se puede cumplir esta condición, aśı como las

implicaciones biológicas que esto conlleva. La importancia del conjunto de localización K (h5) radica en que

su existencia no condiciona los valores de los parámetros del sistema de evasión-inmune (4.1)-(4.4).
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4.4. Existencia de un dominio acotado positivamente invariante en R4
+,0

En esta sección se describen las condiciones necesarias bajo las cuales el dominio (4.7) es atractivo y

positivamente invariante en R4
+,0. Para demostrarlo se utiliza la teoŕıa relacionada al sistema presa-depredador

de Lotka-Volterra, el cual posee una primera integral conformada por una combinación de funciones lineales

y logaŕıtmicas de sus variables. Este tipo de combinaciones se utiliza con el propósito de encontrar funciones

candidatas de Lyapunov de modelos que describen la dinámica de sistemas biológicos. De esta forma, se propone

una función candidata de Lyapunov para el sistema de evasión-inmune (4.1)-(4.4) y se logra determinar el

Teorema 4.2.

Teorema 4.2. Si se cumple que µ1 > p1, entonces el politopo (4.7) dado por

KBPID := K (h1) ∩K (h2) ∩K (h3) ∩K (hz) ∩K (h6) ,

es un Dominio Acotado Positivamente Invariante en R4
+,0 ∩{y > 0} para el sistema de evasión-inmune (4.1)-

(4.4).

A continuación se presenta la prueba del Teorema 4.2. Se toma la siguiente función candidata de Lyapunov

h7 = ε1x+ ε2y − ln y + ε3z + ε4w, y, εi > 0, i = 1, ..., 4,

cuya derivada se encuentra dada por la siguiente expresión

Lfh7 =
ε1cy

1 + γw
− ε1µ1x+ ε1


xz

g1 + z

�
p1 −

q1w

q2 +w

�
+ ε2ry −

ε2r

b
y2 − ε2axy

g2 + y
+
ε2p2wy

g3 +w

−r + r

b
y +

ax

g2 + y
− p2w

g3 +w
+

ε3p3xy

(g4 + y) (1 + αw)
− ε3µ2z +

ε4p4y2

τ2c + y2
− ε4µ3w.

Ahora, al tomar los términos racionales positivos de la forma
G

σ +G
, se obtienen las siguientes igualdades

ε1xz

g1 + z


p1 −

q1w

q2 +w

�
= ε1p1x− ε1

g1p1x

g1 + z
− ε1

q1wxz

(q2 +w) (g1 + z)
,

ε2p2wy

g3 +w
= ε2p2y −

ε2p2g3y

g3 +w
,

ε3p3xy

(g4 + y) (1 + αw)
=

ε3p3x

1 + αw
− ε3p3g4x

(1 + αw) (g4 + y)
,

ε4p4y
2

τ2c + y2
= ε4p4 −

ε4τ
2
cp4

τ2c + y2
,

y se reescribe Lfh7 de la siguiente manera

Lfh7 = −ε4µ3w −

ε1µ1 − ε1p1 −

a

g2 + y
− ε3p3

1 + αw

�
x+


ε1c

1 + γw
+ ε2r +

r

b
+ ε2p2

�
y

−ε2r
b
y2 − ε3µ2z −

ε1g1p1x

g1 + z
− ε1q1wxz

(q2 +w) (g1 + z)
− ε2axy

g2 + y
− ε2p2g3y

g3 +w

− ε3p3g4x

(1 + αw) (g4 + y)
− ε4τ

2
cp4

τ2c + y2
− p2w

g3 +w
− r + ε4p4,
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entonces se determinan las desigualdades que se muestran a continuación en los coeficientes de x y y


ε1µ1 − ε1p1 −

a

g2 + y
− ε3p3

1 + αw

�
x ≥ ρ1x,


ε1c

1 + γw
+ ε2r +

r

b
+ ε2p2

�
y ≤ ρ2y,

donde

ρ1 := ε1µ1 − ε1p1 −
a

g2
− ε3p3,

ρ2 := ε1c+ ε2r +
r

b
+ ε2p2.

Parte del desarrollo fundamental para determinar atractividad del dominio de localización (4.7) es definir

las condiciones bajo las cuales Lfh7 es negativa en R4
+,0 ∩ {y > 0}, entonces, para que ρ1 > 0 se propone la

siguiente condición sobre los parámetros del sistema

µ1 > p1,

y la siguiente condición sobre el coeficiente ε1

ε1 >
ε3p3

µ1 − p1
+

a

g2 (µ1 − p1)
, (4.8)

por lo tanto, al asumir que existe un conjunto de soluciones ε∗i > 0, i = 1, 3; que satisfacen (4.8), se tiene

Lfh7 < −ε4µ3w− ρ1x− ρ3


y − ρ2

2ρ3

�2
− ε∗3µ2z −

ε∗1g1p1x

g1 + z
− ε∗1q1wxz

(q2 +w) (g1 + z)

− ε2axy

g2 + y
− ε2p2g3y

g3 +w
− ε∗3p3g4x

(1 + αw) (g4 + y)
− ε4τ 2cp4
τ2c + y2

− p2w

g3 +w
+ ρ4,

donde

ρ3 :=
ε2r

b
,

ρ4 := −r + ε4p4 +
ρ22
4ρ3

,

Finalmente, si

ρ4 > 0,

se define un dominio U1 = {Lfh7 < 0} en R4
+,0 ∩ {y > 0} , y por fórmula se tiene que en U1 se satisface lo

siguiente

ρ4 < ε4µ3w + ρ1x+ ρ3


y − ρ2

2ρ3

�2
+ ε∗3µ2z +

ε∗1g1p1x

g1 + z
+

ε∗1q1wxz

(q2 +w) (g1 + z)

+
ε2axy

g2 + y
+
ε2p2g3y

g3 +w
+

ε∗3p3g4x

(1 + αw) (g4 + y)
+

ε4τ
2
cp4

τ2c + y2
+

p2w

g3 +w
,
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además se observa que su complemento C {U1} es un dominio acotado. Esto, de acuerdo con el Principio de

Invariancia de LaSalle, significa que todas las trayectorias en R4
+,0 ∩ {y > 0} entran en el dominio compacto

(4.7) y permanecen en este. Por lo tanto, para cada solución (w,x, y, z)T ∈ R4
+,0∩{y > 0} su conjunto ω−ĺımite

ω
�
(w,x, y, z)T

�
es no vaćıo y es un conjunto compacto invariante, vea Perko [28] en §3.2 y Khalil [25] en

§4.2. Entonces se tiene que
ω
�
(w, x, y, z)T

�
⊂ KBPID.

�

4.5. Implicaciones biológicas

La existencia de los conjuntos K (h3), K (h4) y del Teorema 4.1 depende de la condición µ1 > p1, esta

implica que la tasa de mortalidad de las células efectoras es mayor a su tasa de proliferación. Aunque es una

condición que conlleva un deterioro en la salud del paciente es importante analizarla. En la literatura se ha

encontrado que esta condición puede presentarse debido a los siguientes dos escenarios:

1. Los mecanismos de defensa del tumor. Estos afectan el tiempo de vida de las células del sistema

inmune y son generados por la inestabilidad genética de las células cancerosas [5]. Algunos tumores presentan

niveles de ant́ıgenos demasiado bajos para ser detectados por el sistema inmune, lo cual puede inducir apoptosis

en las células T debido a la falta de señales de peligro que alerten al sistema inmunológico, este fenómeno

puede provocar una tolerancia inmunológica hacia las células cancerosas. Otros tumores producen sustancias

inhibidoras del sistema inmunológico, como lo es la TGF − β o inducen la proliferación de las células T

supresoras.

2. Tratamientos como la quimioterapia y la radioterapia. Estos juegan un papel importante en la

deficiencia del sistema inmune del paciente dado que afectan la capacidad de proliferación de las células, lo

cual disminuye el número de glóbulos blancos y debilita el sistema inmune, esto contribuye a que el paciente

sea más susceptible a adquirir diversos tipos de infecciones [44; 45]. En [46] Zitvogel et al. realizan un análisis

detallado sobre los efectos adversos que pueden tener en el sistema inmunológico el arsenal de componentes

terapéuticos utilizados en la quimioterapia, aśı como la condición de linfopenia ocasionada por la radioterapia.

Por lo tanto, los resultados mostrados en este trabajo seŕıan aplicables a la mayoŕıa de los pacientes. Bajo

esta premisa se realizaron simulaciones de las ecuaciones diferenciales del sistema de evasión-inmune para

distintos valores del parámetro p1 que cumplieran con la condición µ1 > p1. De esta forma se decidió utilizar

el valor p1 = 0.01 y mantener el valor µ1 = 0.03 junto con los demás mostrados en la Tabla 4.1 para realizar

las simulaciones.

En la Figura 4.1 se muestra una comparación de las series de tiempo de las células efectoras y las células

cancerosas obtenidas con cada uno de los valores de p1.
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Figura 4.1: Comparación de las series de tiempo del sistema de evasión-inmune (4.1)-(4.4) con dos valores
diferentes en el parámetro p1.



44

Se observa que al disminuir la tasa de proliferación p1 la densidad de células efectoras se reduce de forma

significativa lo cual disminuye a su vez la densidad de la citoquina IL− 2; sin embargo, la densidad de células

cancerosas sólo se incrementa ligeramente, por lo cual se intuye que el valor propuesto para el parámetro p1 es

aceptable debido a que no afecta de manera drástica la carga tumoral del individuo. A su vez, se observa que

debido a la baja densidad de células efectoras, el tiempo que el tumor permanece activo es un poco mayor,

no obstante, ambas densidades convergen hacia un valor con carga tumoral ḿınima. El valor máximo de la

citoquina TGF−β permaneció constante, esto debido a que depende de la relación p4/µ3, aunque śı se visualiza

un aumento en el peŕıodo que esta citoquina permanece activa.

La órbita periódica de la Figura 4.1 es un fenómeno conocido como ‘tumor durmiente’ y es una etapa en

el desarrollo de la enfermedad en la que las células cancerosas permanecen ocultas y asintomáticas por largos

periodos de tiempo. Esta condición puede presentarse como resultado de un tratamiento ‘exitoso’ lo cual la

convierte en punto cŕıtico para la supervivencia a largo plazo del paciente [47].

Es importante mencionar que con el valor propuesto para el parámetro p1 es posible obtener las dinámicas

mostradas por Arciero, Jackson y Kirschner en [6], es decir, puntos de equilibrio, órbitas periódicas y ciclos

ĺımite estables.

4.6. Simulaciones numéricas

Con el propósito de ilustrar los resultados obtenidos se realizan simulaciones del sistema de evasión-inmune

(4.1)-(4.4) utilizando los siguientes valores en los parámetros: c = 0.0029, µ1 = 0.03, p1 = 0.01 y p4 = 0.1204,

los demás valores utilizados son los mostrados en la Tabla 4.1.

En la Figura 4.2 se ilustra que al tomar una condición inicial fuera del dominio de localización (4.7),

las trayectorias de las variables del sistema w (t), x (t), y (t) y z (t) convergen hacia dicho dominio, a su vez

se observa que el conjunto ω−ĺımite ω
�
(w, x, y, z)T

�
se encuentra definido por una órbita periódica. Las

condiciones iniciales utilizadas para realizar la simulación son las siguientes: w (0) = 0.015, x (0) = 1.7× 108,

y (0) = 1.1× 109 y z (0) = 9× 107.

Para el conjunto de parámetros utilizados se cumple la desigualdad z1máx < z2máx, por lo tanto en la

simulación numérica se utilizó el ĺımite para la variable z (t) definido en el conjunto K (h4). Ahora, dado que

la órbita periódica mostrada en las Figura 4.2 es un conjunto compacto invariante, se asegura que la trayectoria

no abandonará la región de localización cuando t→∞, lo que permite visualizar gráficamente el resultado del

Teorema 4.2, es decir, el dominio (4.7) es acotado y positivamente invariante.
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Figura 4.2: Dinámica que muestra la convergencia de las trayectorias del sistema de evasión-inmune (4.1)-(4.4)
hacia una órbita periódica dentro del dominio de localización KBPID. (a) Proyección del espacio de fase de las
variables w, x, y. (b) Proyección del espacio de fase de las variables x, y, z.
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4.7. Análisis de resultados

Mediante la aplicación del método de LCCI se logró definir el dominio (4.7), en el cual se localizan todos

los conjuntos compactos invariantes que presenta el sistema de evasión-inmune (4.1)-(4.4). Adicionalmente, el

Método Directo de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle permiten determinar que dicho dominio

es atractivo y positivamente invariante en R4
+,0 ∩ {y > 0}. Esto es importante debido a que el único punto de

equilibrio libre de tumor del sistema es localmente inestable. Por lo tanto, con los resultados mostrados en los

Teoremas 4.1 y 4.2 se establece que las densidades de las poblaciones de células y citoquinas no crecerán fuera

de los ĺımites del dominio compacto (4.7).

Del Teorema 4.1 se realizan las siguientes observaciones:

La densidad máxima de la citoquina TGF − β se muestra en el conjunto K (h1) y está dada por la

relación entre su tasa de producción (p4) y vida media (µ3); esta relación p4/µ3 puede tomar un rango

de valores de 0− 3× 107 debido a que la tasa de producción de la citoquina TGF − β vaŕıa de acuerdo

a la densidad de células cancerosas, un mayor volumen de células producirá una mayor concentración de

citoquina.

De acuerdo al resultado obtenido en el conjunto K (h2) se determina que con la presencia de la citoquina

TGF −β (wmáx) el tumor tiene la capacidad de exceder su carga máxima (b), tal como lo dicen Arciero,

Jackson y Kirschner en [6]. Esta citoquina aumenta la producción de células cancerosas mediante la

relación dada por la tasa de proliferación inducida (p2) y su crecimiento intŕınseco (r). Cabe destacar

que el valor de wmáx puede variar de acuerdo con el tipo de tumor y de la etapa de desarrollo en la que

se encuentre, por lo tanto, un tumor con una tasa de producción muy alta de la citoquina TGF − β

(p4) alcanzará un valor cŕıtico en el cual ya no podrá ser contenido en su ambiente inicial y comenzará a

estimular el proceso de angiogénesis con el propósito de obtener los nutrientes y ox́ıgeno necesarios para

su sustento, esto implica que comenzará el proceso de metástasis.

Con el objetivo de determinar el ĺımite para la densidad máxima de las células efectoras mostrado en

el conjunto K (h3) fue necesario imponer la condición µ1 > p1, con esta se obtiene que su densidad

máxima es una relación entre la proporción dada por la antigenicidad (c) de las células cancerosas (ymáx)

y las tasas de muerte (µ1) y proliferación (p1) de las propias células efectoras. Este ĺımite vaŕıa según el

parámetro c el cual tiene un rango de 0− 0.035, en [6] se muestra un análisis para diferentes valores y

los tipos de dinámicas que se pueden obtener, un valor alto implica que las células cancerosas pueden ser

detectadas con mayor facilidad por el sistema inmunológico, mientras que con un valor bajo el sistema

inmunológico pierde el control sobre el tumor y este puede alcanzar su carga máxima (b).

Mediante la aplicación del Teorema Iterativo fue posible determinar dos ĺımites superiores para la

citoquina IL − 2 dados por z1máx y z2máx, estos están definidos en los conjuntos K (h4) y K (h5)
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respectivamente. Sin embargo, la existencia del ĺımite z1máx depende de la condición µ1 > p1, mientras

que el ĺımite z2máx no presenta restricciones en los parámetros del sistema. El ĺımite z1máx describe la

densidad máxima de la citoquina como una proporción de la densidad máxima de las células efectoras

(xmáx), dicha proporción está dada por la relación entre la tasa de producción (p3) y la vida media (µ2) de

la citoquina IL−2. En el ĺımite z2máx la densidad máxima depende principalmente de la relación entre la

carga tumoral máxima (b) y el crecimiento intŕınseco del tumor (r). Para determinar qué conjunto forma

parte del dominio (4.7) se elige el mı́n {z1máx, z2máx}, el cual, de acuerdo a los parámetros utilizados en

la simulación numérica es el valor z1máx.

El parámetro a representa la fuerza inmunológica contra el cáncer y su influencia se observa en el conjunto

K (h6), con este se logra disminuir el dominio donde se localiza la dinámica de las células efectoras y las

células cancerosas.

Cabe destacar que los parámetros de saturación g1, g4 y τ2c no afectan los dominios de localización. El

parámetro g1 se descarta en el término racional −g1 (g1 + z)−1 para obtener el conjunto K (h3). Los

parámetros g4 y τ2c pierden su influencia en los dominios de localización ya que ymáx ≫ g4, τ
2
c y por lo

tanto el valor de los términos:
ymáx

g4 + ymáx
,

y2máx
τ2c + y2máx

≈ 1.

Los parámetros de inhibición γ y α son eliminados al tomar las desigualdades:

cy

1 + γw
≤ cy;

p3xy

(g4 + y) (1 + αw)
≤ p3xy

g4 + y
;

esto con el propósito de obtener los conjuntos K (h3) y K (h4) respectivamente.

Se espera que el análisis realizado en este documento ayude a comprender con mayor claridad a los

médicos especialistas la dinámica en el corto y largo plazo de la enfermedad, esto debido a que los ĺımites del

dominio (4.7) pueden ser manipulados dado que se encuentran definidos mediante desigualdades en función

de los parámetros del sistema. Dicha manipulación podŕıa lograrse mediante la aplicación de tratamientos o

bioterapias que ayuden a potenciar el sistema inmune o regular los mecanismos de defensa del tumor maligno.

A su vez, con base a los resultados obtenidos, los médicos podŕıan planear mejor las dosis de las terapias.
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Caṕıtulo 5

Sistema de cáncer de próstata

En este caṕıtulo se presenta el estudio de la dinámica global para un sistema biológico que modeliza la

respuesta inmune hacia el cáncer de próstata en pacientes que reciben una terapia de vacunación celular.

El modelo matemático fue propuesto por Kronika et al. en el 2010 y puede ser individualizado mediante

valores espećıficos en los parámetros del sistema para cada individuo. Una de las caracteŕısticas principales del

sistema es que describe el crecimiento del tumor de forma exponencial lo cual impide encontrar condiciones de

estabilidad asintótica global y de eliminación del tumor. Sin embargo, se calculan los puntos de equilibrio del

sistema y se establecen condiciones para la estabilidad local del punto de equilibrio libre de tumor al linealizar

el sistema, además se determina estabilidad en el sentido de Levinson y estabilidad asintótica global en el

sentido de Lyapunov para las variables del modelo que describen la estimulación del sistema inmunológico por

parte de la vacuna celular. Adicionalmente, mediante el método de LCCI se define un dominio acotado en el

cual se localizan todos los conjuntos compactos invariantes del modelo. Finalmente, se realizan simulaciones

numéricas para ilustrar los resultados obtenidos.

5.1. Descripción del modelo matemático

El modelo matemático de cáncer de próstata fue desarrollado y validado con estudios cĺınicos en al menos 15

pacientes porKronika et al. en [12], este proporciona una descripción general de la dinámica de la enfermedad, la

estimulación inmune por una vacuna celular y la supresión inmune por parte del tumor mediante las siguientes

siete ecuaciones diferenciales ordinarias:

V̇ = −kinvV, (5.1)

Ḋm = ki (V + Vp)− kmDm, (5.2)

ḊC = αlkmDm − kCRDC , (5.3)

ḊR = kCRDC − µDDR, (5.4)

Ṙ = aRDR − µRR, (5.5)

Ċ = aCDC − µCC − kRCR, (5.6)

Ṗ = rP − aPCP
hP

hP + P
. (5.7)
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La descripción del modelo es la siguiente: La vacuna celular (V ) es inyectada en la dermis en donde estimula

la maduración de células dendŕıticas (DCs, por su siglas en inglés) inactivas a DCs maduras presentadoras

de ant́ıgeno (Dm), las cuales migran de la piel hacia los ganglios linfáticos con el propósito de unirse al

grupo funcional de DCs presentadoras de ant́ıgeno (DC). Estas reclutan y activan células T citotóxicas (C)

(CTLs, por sus siglas en inglés) espećıficas de tumor, las cuales son las encargadas de eliminar a las células

cancerosas. Después de la interacción con las CTLs las DCs presentadoras de ant́ıgeno se extenúan y generan

una población de DCs reguladoras (DR), estas se encargan de regular y suprimir la activación de las CTLs

mediante la producción de señales que habilitan la expansión y diferenciación de células T reguladoras (R),

cuya función espećıfica es inactivar a las CTLs. Se asume que la población de las células del cáncer de próstata

(P ) crece de forma exponencial y que su tasa de eliminación es proporcional a la cantidad de CTLs, sin

embargo, la efectividad de las CTLs disminuye cuando la carga tumoral aumenta.

Las definiciones, valores y unidades de los parámetros se muestran en la Tabla 5.1.

Parámetro Descripción Valores y unidades

ki Tasa de maduración de las DCs provocada por la vacuna celular 0.06 h−1

nv Células requeridas para inducir la maduración de una DC 1

Vp Flujo natural de las DCs maduras Epaciente (células)

km Tasa de migración de las DCs maduras de la piel al ganglio linfático 0.027 h−1

αl Fracción de DCs maduras que entran al ganglio linfático 0.03

kCR Tasa de extenuación de las DCs presentadoras de ant́ıgeno 0.027 h−1

µD Tasa de muerte de las DCs reguladoras 0.014 h−1

aR Tasa de reclutamiento de células T reguladoras por las DCs reguladoras 3× 10−3 h−1

µR Tasa de muerte de las células T reguladoras 0.03 h−1

aC Tasa de reclutamiento de CTLs por las DCs presentadoras de ant́ıgeno 0.38 h−1

µC Tasa de muerte de las CTLs 0.007 h−1

kR Tasa de inhibición de las CTLs por las células T reguladoras 6× 10−7 (células× h)−1

r Tasa de crecimiento del tumor Epaciente

�
h−1
�

aP Eficacia máxima de eliminación de las células tumorales por las CTLs Epaciente (células× h)−1

hP Coeficiente de amortiguamiento de la eficacia de las CTLs 108 células

Tabla 5.1: Descripción, valores y unidades de los parámetros del sistema de cáncer de próstata (5.1)-(5.7).

La término ‘Epaciente’ implica que es un valor espećıfico por paciente. Adicionalmente, se supone que todos

los valores de los parámetros del sistema son positivos y que VP ≥ 0. Adicionalmente, la dinámica del sistema

se localiza en el ortante no negativo:

R7
+,0 := {V ≥ 0, Dm ≥ 0, DC ≥ 0,DR ≥ 0, C ≥ 0, R ≥ 0, P ≥ 0}.

Para mayor información vea el material complementario proporcionado por Kronika et al. en [12].
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5.2. Puntos de equilibrio

En esta sección se realizan los cálculos necesarios para obtener los dos puntos de equilibrio del sistema de

cáncer de próstata. Primero, se igualan a cero cada una de las ecuaciones diferenciales del modelo matemático

(5.1)-(5.7) y al realizar los cálculos correspondientes se obtienen los siguientes dos puntos de equilibrio:

(V ∗, D∗
m, D

∗
C , D

∗
R, R

∗, C∗, P ∗1 ) , (5.8)

(V ∗, D∗
m, D

∗
C , D

∗
R, R

∗, C∗, P ∗2 ) , (5.9)

donde

V ∗ = 0,

D∗
m =

kiVp
km

,

D∗
C =

αlkiVp
kCR

,

D∗
R =

αlkiVp
µD

,

R∗ =
αlaRkiVp
µDµR

,

C∗ =
µDµRαlaCkiVp

kCR (µCµDµR + αlaRkikRVp)
,

P ∗1 = 0,

P ∗2 = hP


µDµRαlaCaPkiVp

kCRr (µCµDµR + αlaRkikRVp)
− 1

�
.

y se tiene que (5.8) representa el punto de equilibrio libre de tumor y (5.9) el punto de equilibrio con carga

tumoral. Para que el valor P ∗2 sea biológicamente factible y no negativo, es decir diferente de P ∗1 , se impone la

siguiente condición
µDµRαlaCaPkiVp

kCRr (µCµDµR + αlaRkikRVp)
− 1 > 0,

la cual se reescribe en función del parámetro Vp como se muestra a continuación

Vp > V ∗p :=
µCµDµRkCRr

αlki (µDµRaCaP − aRkRkCRr)
. (5.10)

La condición anterior es necesaria para que el sistema de cáncer de próstata presente un punto de equilibrio

con carga tumoral, sin embargo el valor del parámetro Vp depende de la salud de cada individuo debido a que

representa el flujo natural de las DCs maduras. Por lo tanto si (5.10) no se cumple entonces el valor de P ∗2 no

es biológicamente factible y esto implica que el sistema (5.1)-(5.7) tiene un único punto de equilibrio dado por

(5.8) el cual es libre de tumor.
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5.3. Estabilidad local de los puntos de equilibrio

En esta sección se determinan las condiciones para la estabilidad local de los puntos de equilibrio (5.8)

y (5.9). Para esto, se calcula la matriz Jacobiana del sistema (5.1)-(5.7) y se obtiene lo que se muestra a

continuación

JCaP =






−kinv 0 0 0 0 0 0

ki −km 0 0 0 0 0

0 αlkm −kCR 0 0 0 0

0 0 kCR −µD 0 0 0

0 0 0 aR −µR 0 0

0 0 aC 0 −kRC −µC − kRR 0

0 0 0 0 −aPhPP
hP + P

0 r − aPh
2
PC

(hP + P )2






. (5.11)

Con la matriz Jacobiana (5.11) se define la mejor aproximación lineal del sistema (5.1)-(5.7) alrededor de

los puntos (5.8) y (5.9). Al calcular los valores propios de la matriz (5.11) evaluada en los puntos de equilibrio

se determina si el sistema es estable o inestable alrededor de estos.

Con el propósito de determinar la estabilidad local del punto de equilibrio libre de tumor se evalúa la

matriz Jacobiana (5.11) en (5.8). Al realizar las operaciones correspondientes se obtiene lo siguiente

JCaP |(V ∗,D∗m,D∗
C
,D∗
R
,R∗,C∗,P∗1 )

=






−σ1 0 0 0 0 0 0

ki −σ2 0 0 0 0 0

0 αlkm −σ3 0 0 0 0

0 0 kCR −σ4 0 0 0

0 0 0 aR −σ5 0 0

0 0 aC 0 −σ8 −σ6 0

0 0 0 0 0 0 −σ7






, (5.12)

donde

σ1 = kinv,

σ2 = km,

σ3 = kCR,

σ4 = µD,

σ5 = µR,

σ6 =
µCµDµR + αlaRkikRVp

µDµR

,
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σ7 =
µDµRαlaCaPkiVp − αlaRkikRkCRrVp − µCµDµRkCRr

kCR (µCµDµR + αlaRkikRVp)
,

σ8 =
µDµRaCαlkikRVp

kCR (µCµDµR + αlaRkikRVp)
.

Por lo tanto, debido a la estructura de la matriz (5.12) los valores −σi, i = 1, ...7, representan las ráıces del

Jacobiano. Por lo tanto, a partir de la ráız −σ7 se determina que el punto de equilibrio libre de tumor (5.8) es

local asintóticamente estable si

Vp > V ∗p ,

e inestable si

Vp < V ∗p .

Ahora, se evalúa la matriz Jacobiana (5.11) en (5.9) para determinar la estabilidad local del punto de

equilibrio con carga tumoral. Al realizar las operaciones correspondientes se obtiene lo siguiente

JCaP |(V ∗,D∗m,D∗
C
,D∗
R
,R∗,C∗,P∗2 )

=






−δ1 0 0 0 0 0 0

ki −δ2 0 0 0 0 0

0 αlkm −δ3 0 0 0 0

0 0 kCR −δ4 0 0 0

0 0 0 aR −δ5 0 0

0 0 aC 0 −δ8 −δ6 0

0 0 0 0 −δ9 0 −δ7






, (5.13)

donde

δ1 = kinv,

δ2 = km,

δ3 = kCR,

δ4 = µD,

δ5 = µR,

δ6 =
µCµDµR + αlaRkikRVp

µDµR

,

δ7 =
r (αlaRkikRkCRrVp − µDµRαlaCaPkiVp + µCµDµRkCRr)

αlµDµRaCaPkiVp
,

δ8 =
µDµRaCαlkikRVp

kCR (µCµDµR + αlaRkikRVp)
,

δ9 =
αlµDµRaCaPhPkiVp − αlaRhPkikRkCRrVp − µCµDµRhPkCRr

αlµDµRaCkiVp
.

Por consecuencia, debido a la estructura de la matriz (5.13) los valores −δi, i = 1...7, representan las ráıces

del Jacobiano. Por lo tanto, a partir de la ráız −δ7 se determina que el punto de equilibrio con carga tumoral
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(5.13) es local asintóticamente estable si

Vp < V ∗p ,

sin embargo, esta desigualdad contradice la condición (5.10) la cual establece la existencia del punto de

equilibrio (5.9) por lo tanto se descarta del análisis. El punto (5.9) es inestable si

Vp > V ∗p .

De acuerdo a los resultados mostrados en esta sección se establece lo siguiente

Teorema 5.1. Si (5.10) se cumple, es decir Vp > V ∗p , entonces el punto de equilibrio libre de tumor

(5.8) es local asintóticamente estable y el punto de equilibrio con carga tumoral (5.9) existe y es inestable.

Adicionalmente, si Vp < V ∗p entonces (5.8) es inestable y (5.9) no existe.

5.4. Localización de conjuntos compactos invariantes

En esta sección se muestran los resultados correspondientes a los ĺımites inferiores y superiores de las

variables de estado del sistema de cáncer de próstata (5.1)-(5.7). Los ĺımites se determinan mediante seis

funciones localizadoras e integración por separación de variables, se presentan mediante desigualdades en

función de los parámetros del sistema y proporcionan información acerca de las densidades de las células y la

vacuna celular en el largo plazo. La intersección de los ĺımites permite definir un dominio compacto en R7
+,0

en el cual se localizan todos los conjuntos compactos invariantes del sistema (5.1)-(5.7).

Los ĺımites de la vacuna celular se obtienen al integrar la ecuación diferencial (5.1) con la condición inicial

V (0) = V0, V0 > 0, (5.14)

este valor representa la dosis de la vacuna celular administrada al paciente en t = 0. Al realizar las operaciones

correspondientes se obtiene la siguiente función

V (t) = V0e
−kinvt,

de la anterior se determina que la concentración de la vacuna celular tiene los siguientes ĺımites cuando t ≥ 0

V ∗ ≤ V (t) ≤ V0,

es evidente que el punto de equilibrio V ∗ es global asintóticamente y por lo tanto el único conjunto compacto

invariante de (5.1). Ahora, la función V (t) se sustituye en las ecuaciones (5.2)-(5.7) y se estudia su dinámica

en el dominio

KV := R6
+,0 × (0, V0] ,
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el análisis se realiza mediante seis funciones localizadoras hi (x), i = 1, ..., 6, las cuales están definidas en

el espacio R6
+,0 × R = {(V, t)}. Adicionalmente, por simplicidad en las notaciones se considera también lo

siguiente: S (h) := S (h) ∩KV y K (h) := K (h) ∩KV .

Para definir los ĺımites de las densidades de las DCs maduras presentadoras de ant́ıgeno se propone la

función localizadora h1 = Dm, y al calcular su derivada de Lie se obtiene

Lfh1 = ki (V + Vp)− kmDm,

y de la cual se escribe el siguiente conjunto

S (h1) =

�
Dm =

ki
km

(V + Vp)

�
,

entonces, se determina la fórmula

h1|S(h1) =
ki
km

(V + Vp) ,

ahora, se utiliza el Teorema Iterativo al sustituir los valores V ∗ = 0 y V0 para obtener los ĺımites inferior y

superior respectivamente, con lo cual se determina que las densidades mı́nima y máxima de las DCs maduras

presentadoras de ant́ıgeno están dadas por el conjunto:

K (h1) =

�
Dmmı́n :=

ki
km

Vp ≤ Dm ≤ Dmmáx :=
ki
km

(V0 + Vp)

�
.

Las densidades de las DCs presentadoras de ant́ıgeno se determinan mediante la función localizadora

h2 = DC , de la cual al calcular su derivada de Lie se obtiene

Lfh2 = αlkmDm − kCRDC ,

entonces se define el conjunto

S (h2) =

�
DC =

αlkm
kCR

Dm

�
,

y se llega a la siguiente fórmula

h2|s(h2) =
αlkm
kCR

Dm,

de la cual al aplicar el Teorema Iterativo con los valores Dmmı́n y Dmmáx del conjunto K (h1) se obtienen

los valores de los ĺımites inferior y superior respectivamente, al realizar las sustituciones correspondientes se

establece que las densidades mı́nima y máxima de las DCs presentadoras de ant́ıgeno están dadas por el

conjunto:

K (h2) =

�
DCmı́n :=

αlki
kCR

Vp ≤ DC ≤ DCmáx :=
αlki
kCR

(V0 + Vp)

�
.

Ahora, se propone la función localizadora h3 = DR con el fin de determinar las densidades de las DCs

reguladoras, al calcular su derivada de Lie se obtiene el siguiente resultado

Lfh3 = kCRDC − µDDR,
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con el cual se obtiene el conjunto

S (h3) =

�
DR =

kCR

µD

DC

�
,

y se llega a la siguiente fórmula

h3|S(h3) =
kCR

µD

DC ,

entonces, al aplicar el Teorema Iterativo con los valores DCmı́n y DCmáx del conjunto K (h2) se obtienen los

valores de los ĺımites inferior y superior respectivamente, al realizar las sustituciones correspondientes se define

que las densidades mı́nima y máxima de las DCs reguladoras están dadas por el conjunto:

K (h3) =

�
DRmı́n :=

αlki
µD

Vp ≤ DR ≤ DRmáx :=
αlki
µD

(V0 + Vp)

�
.

Al aplicar la función localizadora h4 = R se determinan las densidades de las células T reguladoras, primero

se calcula su derivada de Lie como se indica a continuación

Lfh4 = aRDR − µRR,

y de la cual se obtiene lo siguiente

S (h4) =

�
R =

aR
µR

DR

�
,

entonces se formula lo que sigue

h4|S(h4) =
aR
µR

DR,

y al hacer uso del Teorema Iterativo con los valores DRmı́n y DRmáx del conjunto K (h3) se obtienen los valores

de los ĺımites inferior y superior respectivamente, al realizar las sustituciones correspondientes se define que

las densidades mı́nima y máxima de las células T reguladoras están dadas por el conjunto:

K (h4) =

�
Rmı́n :=

αlaRki
µDµR

Vp ≤ R ≤ Rmáx :=
αlaRki
µDµR

(V0 + Vp)

�
.

Las densidades de las CTLs se establecen mediante la función localizadora h5 = C. Al calcular la derivada

de Lie de la función se obtiene lo siguiente

Lfh5 = aCDC − µCC − kRCR,

y de la anterior se define el conjunto

S (h5) =

�
C =

aCDC

µC + kRR

�
,

con el cual se determina la siguiente fórmula

h5|S(h5) =
aCDC

µC + kRR
,
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entonces, al utilizar el Teorema Iterativo con los conjuntos K (h2) y K (h4) se obtienen los valores de los ĺımites

inferior y superior. Primero se aplica este teorema utilizando los valores DCmı́n y Rmáx como se muestra a

continuación

h5|S(h5)∩K(h2)∩K(h4) ≥
aCDCmı́n

µC + kRRmáx
,

ahora se aplica de nuevo el Teorema Iterativo utilizando los valores DCmáx y Rmı́n de la siguiente manera

h5|S(h5)∩K(h2)∩K(h4) ≤
aCDCmáx

µC + kRRmı́n
,

al realizar las sustituciones correspondientes se define que las densidades ḿınima y máxima de las células T

citotóxicas están dadas por el conjunto:

K (h5) =

�
Cmı́n :=

αlµDµRaCkiVp
µCµDµRkCR + αlaRkikRkCR (V0 + Vp)

≤ C ≤ Cmáx :=
αlµDµRaCki (V0 + Vp)

µCµDµRkCR + αlaRkikRkCRVp

�
.

La densidad máxima de las células de cáncer de próstata se establece mediante la función localizadora

h6 = P , con P > 0, la densidad mı́nima de las células es cero debido a la estructura de la ecuación (5.7). Al

calcular la derivada de Lie de la función h6 se obtiene lo que se muestra a continuación

Lfh6 = rP − aPCP
hP

hP + P
,

a partir de la función anterior se determina el conjunto

S (h6) =

�
[r (hP + P )− aPhPC]

P

hP + P
= 0

�
,

el cual se reescribe como se muestra a continuación

S (h6) =

�
P =

aPhPC − hP r

r

�
,

y entonces se formula lo siguiente

h6|s(h6) =
aPhP
r

C − hP ,

ahora, al aplicar del Teorema Iterativo con el valor Cmáx del conjunto K (h5) se obtiene

h6|s(h6)∩K(h5) ≤
aPhP
r

Cmáx − hP ,

y si la siguiente condición se cumple
aP
r
Cmáx − 1 > 0,

la cual se puede escribir en función del parámetro Vp como se muestra a continuación

Vp >
µDµR (µCkCRr − αlaCaPkiV0)

αlki (µDµRaCaPhP − aRkRkCRr)
, (5.15)

entonces las densidades ḿınima y máxima de las células del cáncer de próstata están dadas por el conjunto:

K (h6) =

�
0 ≤ P ≤ Pmáx :=

αlµDµRaCaPhPki (V0 + Vp)

µCµDµRkCRr + αlaRkikRkCRrVp
− hP

�
.
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De acuerdo con los resultados mostrados en esta sección se establece lo siguiente

Teorema 5.2. Si la condiciones (5.14)-(5.15) se cumplen, todos los conjuntos compactos invariantes del

sistema de cáncer de próstata (5.1)-(5.7) se localizan dentro del dominio compacto:

KBD := KV ∩6i=1 K (hi) , (5.16)

donde

V0 = V (0) ,

K (h1) =

�
ki
km

Vp ≤ Dm ≤
ki
km

(V0 + Vp)

�
,

K (h2) =

�
αlki
kCR

Vp ≤ DC ≤
αlki
kCR

(V0 + Vp)

�
,

K (h3) =

�
αlki
µD

Vp ≤ DR ≤
αlki
µD

(V0 + Vp)

�
,

K (h4) =

�
αlaRki
µDµR

Vp ≤ R ≤ αlaRki
µDµR

(V0 + Vp)

�
,

K (h5) =

�
αlµDµRaCkiVp

µCµDµRkCR + αlaRkikRkCR (V0 + Vp)
≤ C ≤ αlµRµDaCki (V0 + Vp)

µCµDµRkCR + αlaRkikRkCRVp

�
,

K (h6) =

�
0 ≤ P ≤ hP


αlµDµRaCaPki (V0 + Vp)

µCµDµRkCRr + αlaRkikRkCRrVp
− 1

��
.

5.5. Existencia de un dominio acotado positivamente invariante en R6
+,0

En esta sección se presentan condiciones suficientes mediante las cuales el subsistema (5.1)-(5.6), el cual

describe la estimulación del sistema inmunológico por parte de la vacuna celular, es estable en el ortante no

negativo R6
+,0, la ecuación (5.7) se descarta del análisis debido a que esta modeliza el crecimiento del tumor

de manera exponencial. Entonces, se toma la siguiente función candidata de Lyapunov

h7 = ε1V +Dm + ε2DC +DR + ε3R+C, εi > 0, i = 1, ..., 3,

cuya derivada de Lie se muestra a continuación

Lfh7 = − (ε1nv − 1) kiV − (1− αlε2)kmDm − (ε2kCR − kCR − aC)DC

− (µD − ε3aR)DR − ε3µRR− µCC − kRCR+ kiVp,

y de la cual se imponen las siguientes condiciones en los coeficientes εi > 0, i = 1, ..., 3;

ε1 >
1

nv
, (5.17)

ε2 >
kCR + aC

kCR
, (5.18)
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ε2 <
1

αl

, (5.19)

ε3 <
µD

aR
, (5.20)

ahora, al asumir que existe un conjunto de soluciones ε∗i > 0, i = 1, ..., 3; que satisface las desigualdades (5.17)-

(5.20) se define el dominio U1 = {Lfh7 ≥ 0} en R6
+,0 y por fórmula se tiene que en su complemento C {U1} se

cumple lo siguiente

kiVp < (ε∗1nv − 1)kiV + (1− αlε
∗
2)kmDm + (ε∗2kCR − kCR − aC)DC

+(µD − ε∗3aR)DR + ε∗3µRR+ µCC + kRCR,

y se observa que U1 es un dominio acotado. Por lo tanto, para un valor suficientemente grande de R, el

dominio BR = {h7 < R} contiene el dominio U1 y se tiene que en la frontera {h7 = R} de BR se cumple

la desigualdad Lfh7 < 0. Esto significa que BR es un dominio acotado y absorbente, por lo tanto, para

cada solución (V,Dm,DC , DR, R,C)
T ∈ R6

+,0 su conjunto ω−ĺımite ω
�
(V,Dm, DC , DR, R,C)

T
�
es no vaćıo,

compacto e invariante, vea Perko [28] en §3.2 y Khalil [25] en §4.2. Entonces,

ω
�
(V,Dm, DC , DR, R,C)

T
�
⊂ KBPID,

donde

KBPID := KV ∩5i=1 K (hi) , (5.21)

entonces, de acuerdo a los resultados mostrados en esta sección se establece lo siguiente

Teorema 5.3. Si las condiciones (5.17)-(5.20) se cumplen, el sistema (5.1)-(5.6) tiene un atractor global en

R6
+,0, es decir, todas las trayectorias fuera del conjunto (5.21), se dirigirán eventualmente hacia este dominio

acotado positivamente invariante y permanecerán dentro del mismo.

5.6. Disipatividad en el sentido de Levinson

En esta sección se presentan los resultados correspondientes a la disipatividad en el sentido de Levinson

para el subsistema (5.1)-(5.6) y la estabilidad global de su único punto de equilibrio. Primero, es evidente que

el sistema (5.1)-(5.5) es lineal e invariante en el tiempo y que sus valores propios son negativos, además es

cooperativo y tiene un único punto de equilibrio dado por (V ∗,D∗
m, D

∗
C ,D

∗
R, R

∗), por lo tanto esto implica que

dicho punto es global asintóticamente estable en R5
+,0 [25; 37]. Ahora, para analizar la estabilidad global del

subsistema (5.1)-(5.6) se reescribe de la siguiente manera

ẋ = Ax+ φ (x) ,
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es decir

ẋ =






−kinv 0 0 0 0 0

ki −km 0 0 0 0

0 αlkm −kCR 0 0 0

0 0 kCR −µD 0 0

0 0 0 aR −µR 0

0 0 aC 0 0 −µC











V

Dm

DC

DR

R

C






+






0

Vpki

0

0

0

−kRCR






.

cuyo único punto de equilibrio está dado por

(V ∗,D∗
m,D

∗
C ,D

∗
R, R

∗, C∗) , (5.22)

además, se observa que A es una matriz Hurwitz y que las trayectorias de φ (x) son globalmente acotadas

por el Teorema 5.3, entonces, de acuerdo con el Lema de Pliss esto significa que el subsistema (5.1)-(5.6) es

disipativo, vea Boichenko et al. [35] en §2.3. Adicionalmente, debido a que los ĺımites inferiores y superiores

de las variables (5.1)-(5.6) se encuentran definidos por el dominio acotado positivamente invariante

KBPID := KV ∩5i=1 K (hi) ,

se determina que el subsistema (5.1)-(5.6) es disipativo en el sentido de Levinson, vea Boichenko et al. [35] en

§2.1, entonces se establece lo siguiente

Teorema 5.4. Todas las trayectorias del sistema (5.1)-(5.6) convergerán al punto de equilibrio (5.22).

5.7. Simulaciones numéricas

Con el propósito de ilustrar los resultados obtenidos se realizan simulaciones numéricas del sistema de

cáncer de próstata (5.1)-(5.7) utilizando los valores de la Tabla 5.1. En las Figuras 5.1 y 5.2 se ilustra

que la dinámica de las variables (5.1)-(5.7) converge hacia el punto de equilibrio libre de tumor (5.8).

Las condiciones iniciales utilizadas para realizar la simulación son las siguientes: V (0) = V0 = 5 × 105,

Dm (0) = DC (0) = DR (0) = R (0) = C (0) = 1 y P (0) = 2× 107.

Los valores de r y aP dependen del estado de salud de cada individuo y de acuerdo con la estimación

realizada en [12] se tiene que r ∈
�
1× 10−6, 1× 10−3

�
y aP ∈

�
0, 2× 10−6

�
, por tanto se utiliza el valor de

r = 1× 10−3 asumiendo la máxima tasa de crecimiento del tumor y los autores del trabajo proponen un valor

de aP = 1.14× 10−6. Para cumplir con la condición (5.10) de estabilidad local del punto de equilibrio libre de

tumor (5.8) se utiliza Vp = 250.
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Figura 5.1: Dinámica de las variables Dm (t), DC (t), DR (t) y R (t) del sistema de cáncer de próstata, se
observa que las trayectorias convergen al punto de equilibrio libre de tumor (5.8).
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Figura 5.2: Dinámica de las variables V (t), C (t) y P (t) del sistema de cáncer de próstata, se observa que las
trayectorias convergen al punto de equilibrio libre de tumor (5.8).
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5.8. Análisis de resultados

En este caṕıtulo se realizó el análisis de la dinámica local y global para un modelo matemático que describe

el est́ımulo producido por una vacuna celular en células presentadoras de ant́ıgeno y células T para atacar a

las células de cáncer de próstata. La caracteŕıstica principal que se considera para el análisis matemático es

que el sistema describe el crecimiento del tumor de manera exponencial.

Se determinó que el sistema de cáncer de próstata presenta dos puntos de equilibrio dados por (5.8) y (5.9)

los cuales representan respectivamente un estado libre de tumor y uno con carga tumoral. Cabe destacar que

de acuerdo con la estructura del modelo (5.1)-(5.7) el valor y la existencia de (5.9) depende expĺıcitamente del

parámetro VP , es decir, del flujo natural de las células presentadoras de ant́ıgeno.

Al linealizar el sistema (5.1)-(5.7) alrededor de sus dos puntos de equilibrio y analizar las ráıces de los

Jacobianos correspondientes se determinaron condiciones suficientes sobre los parámetros con las cuales se

establece la estabilidad asintótica local del punto de equilibrio libre de tumor (5.8), dichas condiciones se

escriben en el Teorema 5.1. También se mostró que si el punto de equilibrio (5.8) es localmente inestable

entonces el punto de equilibrio con carga tumoral (5.9) no existe y la trayectoria de la población de las células

del cáncer de próstata crece exponencialmente cuando t → ∞. Adicionalmente, el análisis realizado permite

asegurar que el punto (5.9) es localmente inestable.

Mediante el método de LCCI se definieron los ĺımites inferiores y superiores para un dominio acotado en

R7
+,0 en el cual se localizan todos los conjuntos compactos invariantes del sistema de cáncer de próstata (5.1)-

(5.7). Dicho dominio se determina al solucionar la ecuación diferencial (5.1), aplicar seis funciones localizadoras

lineales y hacer uso del Teorema Iterativo para establecer las cotas de todas las variables. Los ĺımites se escriben

como desigualdades en función de los parámetros del sistema y permiten visualizar el efecto que estos tienen en

las densidades mı́nimas y máximas de las poblaciones de células descritas por el sistema de cáncer de próstata.

El dominio de localización está definido por el conjunto (5.16). En particular los parámetros que presentan el

mayor efecto en los ĺımites de las variables son V0 y VP , donde V0 representa la concentración de la vacuna

celular administrada al paciente.

Aunque no se logró establecer la estabilidad global del sistema (5.1)-(5.7) śı se determinó la existencia de

un dominio acotado positivamente invariante para las ecuaciones (5.1)-(5.6) y que su dinámica es disipativa

en el sentido de Levinson en R6
+,0.

Debido a que la ecuación (5.7) describe el crecimiento del cáncer de próstata de manera exponencial

no se lograron definir condiciones para asegurar la eliminación de la población de células cancerosas, sin

embargo, mediante la Teoŕıa de Estabilidad de Lyapunov se establecieron condiciones suficientes para asegurar

la estabilidad asintótica local del punto de equilibrio libre de tumor (5.8). Adicionalmente, la estructura del

sistema (5.1)-(5.6) permite concluir que su único punto de equilibrio (5.22) es global asintóticamente estable

en R6
+,0.
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En las Figuras 5.1 y 5.2 se ilustra que la dinámica de la vacuna celular, las células presentadoras de

ant́ıgeno, las células T y las células del cáncer de próstata convergen hacia el punto de equilibrio libre de

tumor (5.8). Cabe destacar que la condición inicial P (0) se encuentra lo suficientemente cerca del equilibrio y

que la condición de estabilidad local (5.10) se satisface al utilizar un valor de VP = 250.

Se espera que los resultados mostrados ayuden a comprender la dinámica descrita por las ecuaciones (5.1)-

(5.7) las cuales muestran el est́ımulo producido por una vacuna celular para la eliminación de las células de

cáncer de próstata por células T.
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Caṕıtulo 6

Sistema de quimioterapia

En este caṕıtulo se estudia la dinámica global de un sistema de quimioterapia presentado por de Pillis

et al. en 2007. Este modelo matemático describe la interacción entre células cancerosas, células inmuno-

efectoras, linfocitos circundantes y el tratamiento de quimioterapia. Mediante la aplicación del método de

LCCI se determinan ĺımites ı́nfimos y supremos para las tres poblaciones de células. Adicionalmente, se define

un dominio acotado en R4
+,0 en el cual se localizan todos los conjuntos compactos invariantes del sistema

y se presentan condiciones bajo las cuales dicho dominio es atractivo y positivamente invariante. A través

del ĺımite superior de la población de células tumorales se derivan condiciones bajo las cuales no existen

conjuntos compactos invariantes fuera del plano T = 0. Al aplicar el método de LCCI, la Teoŕıa de Estabilidad

de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle se establecen condiciones suficientes para asegurar la

eliminación del tumor y para demostrar estabilidad asintótica global del punto de equilibrio libre de tumor.

Todas las condiciones se expresan en función de los parámetros del sistema. Finalmente, se realizan simulaciones

numéricas con el fin de ilustrar los resultados obtenidos.

6.1. Descripción del modelo matemático

El modelo matemático del sistema de quimioterapia es presentado por de Pillis et al. en [9] y describe

los efectos de la quimioterapia en células cancerosas, células efectoras y linfocitos circundantes mediante las

siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden:

Ṫ = aT − abT 2 − c1NT −KTMT, (6.1)

Ṅ = α1 + g
T

s+ T
N − µN − pNT −KNMN, (6.2)

Ċ = α2 − βC −KCMC, (6.3)

Ṁ = −γM + VM (t) . (6.4)

La ecuación (6.1) modeliza la población de células tumorales. El crecimiento del tumor se asume de forma

loǵıstica, mientras que la eliminación de las células cancerosas es proporcional a la cantidad de células efectoras

y a la concentración de quimioterapia en el sitio del tumor.

La ecuación (6.2) describe la dinámica de la población de células inmuno-efectoras. Estas tienen un flujo

constante dado por α1 y el término racional determina el reclutamiento de células efectoras por parte del
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tumor mediante la cinética de Michaelis-Menten con una saturación máxima dada por g. Las células efectoras

tienen una muerte natural a una tasa µ, son inactivadas por las células cancerosas a una tasa p y eliminadas

por la quimioterapia.

La ecuación (6.3) representa la población de linfocitos circundantes. El término α2 representa una fuente

constante de linfocitos los cuales tienen una muerte natural con una tasa dada por β. El tercer término

representa la eliminación de linfocitos por la quimioterapia.

La ecuación (6.4) define la dinámica de la concentración de quimioterapia en el torrente sangúıneo. El

primer término representa la tasa de decaimiento del tratamiento dada por γ. El segundo término representa

la administración de quimioterapia. Esta droga afecta las tres poblaciones de células a diferentes tasas dadas

por los parámetros KT , KN y KC .

La descripción, valores y unidades de los parámetros se muestran en la Tabla 6.1.

Parámetro Descripción Valores y unidades

a Tasa de crecimiento del tumor 4.31× 10−3 dı́as−1

b b−1 es la capacidad tumoral máxima 1.02× 10−14 células−1

c1 Fracción de células tumorales eliminadas por las células efectoras 3.41× 10−10 células−1dı́as−1

KT Fracción de células tumorales eliminadas por la quimioterapia 8.00× 10−1 dı́as−1

α1 Fuente constante de células efectoras 1.20× 104 células dı́as−1

g Tasa máxima de reclutamiento de células efectoras por el tumor 1.50× 10−2 dı́as−1

s Saturación media del término de reclutamiento de células efectoras 2.02× 101 células

µ Tasa de muerte de las células efectoras 4.12× 10−2 dı́as−1

p Tasa de inactivación de células efectoras por el tumor 2.00× 10−11 células−1dı́as−1

KN Fracción de células efectoras eliminadas por la quimioterapia 6.00× 10−1 dı́as−1

α2 Fuente constante de linfocitos circundantes 7.50× 108 células dı́as−1

β Tasa de muerte de los linfocitos circundantes 1.20× 10−2 dı́as−1

KC Fracción de linfocitos circundantes eliminados por la quimioterapia 6.00× 10−1 dı́as−1

γ Tasa de decaimiento de la quimioterapia 9.00× 10−1 dı́as−1

VM (t) Concentración de quimioterapia 0 ≤ VM (t) ≤ 1

Tabla 6.1: Descripción, valores y unidades de los parámetros del sistema de quimioterapia (6.1)-(6.4).

La dinámica del sistema se encuentra localizada en el ortante no negativo:

R4
+,0 = {T ≥ 0,N ≥ 0, C ≥ 0,M ≥ 0} ,

y todos los parámetros del sistema son positivos con excepción del tratamiento de quimioterapia que se

encuentra definido en el intervalo cerrado VM (t) ∈ [0, 1].

6.2. Localización de conjuntos compactos invariantes

En esta sección se presentan los cálculos correspondientes a los ĺımites de un dominio que contiene todos los

conjuntos compactos invariantes del sistema de quimioterapia (6.1)-(6.4). Estos ĺımites se expresan mediante
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desigualdades en función de los parámetros del sistema y proporcionan información sobre la densidad de las

poblaciones de células y la concentración de quimioterapia a largo plazo. Los resultados se obtuvieron mediante

la aplicación de funciones localizadoras lineales e integración por separación de variables.

La solución de la ecuación diferencial (6.4) se calcula al considerar el tratamiento de quimioterapia como

una constante, es decir, se tiene que VM (t) = VM para t ≥ 0, al imponer la siguiente condición en el parámetro

de decaimiento de la quimioterapia

0 < γ < 1. (6.5)

y la siguiente condición inicial

M (0) = VM , (6.6)

el resultado obtenido se muestra a continuación

M (t) =
VM
γ
− e−γt

�
γ−1 − 1

�
VM .

Los ĺımites de la función M (t) se determinan para t ≥ 0, el ĺımite inferior se obtiene al tomar t = 0 y el

superior al calcular ĺımt→∞M (t), con lo cual se establece que la concentración del tratamiento de quimioterapia

tiene las siguientes cotas

Mmı́n := VM ≤M (t) ≤Mmáx :=
VM
γ
,

se observa que el valor Mmáx es el punto de equilibrio de (6.4) y es evidente que es global asintóticamente

estable y por lo tanto su único conjunto compacto invariante.

Ahora, se sustituye la función M (t) en las ecuaciones (6.1)-(6.3) y se estudia su dinámica en el dominio

KM := R3
+,0 × [VM ,∞),

el análisis se realiza mediante tres funciones localizadoras hi (x), i = 1, 2, 3, definidas en el espacio

R3
+,0 × R = {(M, t)}. Adicionalmente, por simplicidad en las notaciones se considera también lo siguiente:

S (h) := S (h) ∩KM y K (h) := K (h) ∩KM .

La densidad máxima de la población de células tumorales se determina al tomar la función localizadora

h1 = T con T > 0. Esta condición se impone debido a que para obtener el ĺımite superior es necesario localizar

todos los conjuntos compactos invariantes fuera del plano T = 0, y para realizar esto la derivada de Lie de h1

dada por

Lfh1 = aT − abT 2 − c1NT −KTMT,

debe ser dividida por T , a partir de lo cual se obtiene el siguiente conjunto

S (h1) ∩ {T > 0} =
�
T =

1

b
− c1N +KTM

ab

�
,

esta fórmula implica que

h1|S(h1)∩{T>0} =
1

b
− c1N +KTM

ab
,
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y tal como lo aseveran los autores del modelo se verifica que la capacidad de carga tumoral determina la

densidad máxima de células cancerosas, esto sin tomar en cuenta la acción el sistema inmune y la quimioterapia,

entonces se escribe el siguiente conjunto

K1 (h1) =

�
T ≤ 1

b

�
.

La densidad de los linfocitos circundantes se calcula al aplicar la función h2 = C, de la cual al calcular su

derivada de Lie se obtiene

Lfh2 = α2 − βC −KCMC,

del resultado anterior se define el siguiente conjunto

S (h2) = {(β +KCM)C = α2} .

Los ĺımites inferior y superior se establecen mediante la aplicación del Teorema Iterativo al conjunto S (h2).

Primero, se calcula el ĺımite inferior aplicando dicho teorema de la siguiente forma

S (h2) ⊂ {(β +KCMmáx)C ≥ α2} ,

entonces se obtiene la fórmula

h2|S(h2) ≥
α2

β +KCMmáx
,

y se determina que el ĺımite inferior de la población de linfocitos circundantes está dado por

K1 (h2) =

�
C ≥ Cmı́n :=

α2
β +KCMmáx

�
.

Ahora, con el propósito de definir el ĺımite superior se toma nuevamente el conjunto S (h2) y se aplica el

Teorema Iterativo como se muestra

S (h2) ⊂ {(β +KCMḿın)C ≤ α2} ,

y se obtiene la fórmula

h2|S(h2) ≤
α2

β +KCMmı́n
,

de la cual se determina que el ĺımite superior de la población de linfocitos circundantes se encuentra dado por

K2 (h2) =

�
C ≤ Cmáx :=

α2
β +KCMmı́n

�
.

Por lo tanto se concluye que la densidad de linfocitos circundantes está definida por el conjunto:

K (h2) = {Cmı́n ≤ C ≤ Cmáx} .

Los ĺımites inferior y superior de la población de las células inmuno-efectoras se determinan mediante la

función localizadora h3 = N , cuya derivada de Lie está dada por

Lfh3 = α1 + g
T

s+ T
N − µN − pNT −KNMN,
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y de la cual se obtiene el siguiente conjunto

S (h3) =

�
α1 + g

T

s+ T
N − µN − pNT −KNMN = 0

�
.

Entonces, con el fin de establecer el ĺımite inferior se reescribe la ecuación despejando los términos negativos

como se muestra a continuación

S (h3) =

�
(pT + µ+KNM)N = α1 + g

T

s+ T
N

�
,

se aplica el Teorema Iterativo de la siguiente forma

S (h3) ∩K1 (h1) ⊂

�p

b
+ µ+KNMmáx

�
N ≥ α1

�
,

y se obtiene la fórmula

h3|S(h3)∩K1(h1) ≥ α1
�p
b
+ µ+KNMmáx

�−1
,

de la cual se determina que el ĺımite inferior de la población de células efectoras está dado por

K1 (h3) =

�
N ≥ Nmı́n :=

α1b

p+ µb+ bKNMmáx

�
.

Ahora, se toma de nuevo el conjunto S (h3) considerando la siguiente igualdad

g
T

s+ T
N = gN − gsN

s+ T
,

se agrupan los términos como se indica a continuación

S (h3) =

�
(KNM + µ− g)N = α1 −

gsN

s+ T
− pNT

�
,

y al descartar los términos negativos del lado derecho de la ecuación y aplicar el Teorema Iterativo se obtiene

S (h3) ⊂ {(KNMmı́n + µ− g)N ≤ α1} ,

entonces, si la siguiente condición se cumple

KNMmı́n + µ− g > 0, (6.7)

se obtiene la fórmula

h3|S(h3) ≤ α1 (KNMmı́n + µ− g)−1 ,

y se determina que el ĺımite superior de la población de células efectoras se encuentra dado por

K2 (h3) =

�
N ≤ Nmáx :=

α1
KNMmı́n + µ− g

�
.

Por lo tanto se concluye que la densidad de células inmuno-efectoras está definida por el conjunto:

K (h3) = {Nmı́n ≤ N ≤ Nmáx} .
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Con los resultados obtenidos es posible definir un ĺımite superior para la población de células cancerosas que

considere la acción del sistema inmune y el efecto de la quimioterapia, para realizar esto se toma el conjunto

S (h1) y se aplica el Teorema Iterativo como se indica a continuación

S (h1) ∩K1 (h3) ⊂
�
T ≤ 1

b
− c1Nmı́n +KTMmı́n

ab

�
.

En consecuencia, se puede determinar que la densidad de células tumorales está definida por el siguiente

conjunto:

S (h1) ∩ {T > 0} ∩K1 (h3) ⊂
�
T ≤ Tmáx :=

1

b
− c1Nmı́n +KTMmı́n

ab

�
,

y como T > 0, se debe imponer la siguiente condición

a− c1Nmı́n −KTMmı́n > 0, (6.8)

la cual implica que el valor de Tmáx es siempre positivo, por lo tanto, todas las dinámicas con carga tumoral

del sistema quimioterapia (6.1)-(6.4) se localizan dentro del conjunto S (h1) ∩ {T > 0} ∩ KM ∩ K1 (h3), es

decir, puntos de equilibrio, ciclos ĺımite, atractores caóticos, orbitas periódicas, homocĺınicas y heterocĺınicas.

La única dinámica libre de tumor es un punto de equilibrio el cual se encuentra localizado en el plano T = 0

y dado que éste es un plano invariante del sistema su localización es trivial. Entonces, se determina que la

densidad de células tumorales está definida por el conjunto:

K (h1) = {0 ≤ T ≤ Tmáx} .

Por lo tanto, de acuerdo a los resultados mostrados en esta sección se establece lo siguiente

Teorema 6.1. Si la condiciones (6.5)-(6.8) se cumplen, todos los conjuntos compactos invariantes del sistema

de quimioterapia (6.1)-(6.4) se encuentran localizados dentro del dominio

KBPID := KM ∩K (h1) ∩K (h2) ∩K (h3) , (6.9)

donde

Mmı́n = VM ,

Mmáx =
VM
γ
,

K (h1) =

�
0 ≤ T ≤ Tmáx :=

1

b
− c1Nmı́n +KTMmı́n

ab

�
,

K (h2) =

�
Cmı́n :=

α2
β +KCMmáx

≤ C ≤ Cmáx :=
α2

β +KCMmı́n

�
,

K (h3) =

�
Nmı́n :=

α1b

p+ µb+ bKNMmáx
≤ N ≤ Nmáx :=

α1
KNMmı́n + µ− g

�
.
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6.3. Existencia de un dominio acotado positivamente invariante en R4
+,0

En esta sección se proporcionan condiciones suficientes bajo las cuales el dominio acotado (6.9) es atractivo

y positivamente invariante en R4
+,0 para el sistema de quimioterapia (6.1)-(6.4). Los resultados se obtienen

mediante una función candidata de Lyapunov compuesta por una combinación de términos lineales, tal como

se muestra a continuación

h4 = ε1T + ε2N + ε3C + ε4M,

al calcular su derivada se obtiene lo siguiente

Lfh4 = ε1aT − ε1abT
2 − ε1c1NT − ε1KTMT + α1ε2 + ε2

gNT

s+ T
− ε2µN

−ε2pNT − ε2KNMN + ε3α2 − βε3C − ε3KCMC − γε4M + ε4VM ,

la cual se puede reescribir al tomar la siguiente igualdad

ε2
gNT

s+ T
= ε2gN − ε2

sgN

s+ T
,

y completar el cuadrado de la siguiente forma

ε1aT − ε1abT
2 = −ε1ab


T − 1

2b

�2
+
ε1a

4b
,

entonces se obtiene el siguiente resultado

Lfh4 = σ1 − ε1ab


T − 1

2b

�2
− ε2 (µ− g)N − βε3C − γε4M

−ε2gsN
s+ T

− (ε1c1 + ε2p)NT − (ε1KTT + ε2KNN + ε3KCC)M,

donde

σ1 :=
ε1a

4b
+ α1ε2 + α2ε3 + ε4VM .

Ahora, se asume un conjunto de soluciones para los coeficientes ε∗i > 0, i = 1, ..., 4; y se impone la siguiente

condición en los parámetros del sistema

µ− g > 0, (6.10)

y se define el dominio U1 = {Lfh4 ≥ 0} en R4
+,0 y por fórmula se tiene que en su complemento C {U1} se

satisface lo siguiente

σ1 < ε∗1ab


T − 1

2b

�2
+ ε∗2 (µ− g)N + βε∗3C + γε∗4M +

ε∗2gsN

s+ T

+(ε∗1c1 + ε∗2p)NT + (ε∗1KTT + ε∗2KNN + ε∗3KCC)M,

además se observa que U1 es un dominio acotado. Entonces, para un valor suficientemente grande de R, el

dominio BR = {h4 < R} contiene el dominio U1 y se tiene que en la frontera {h4 = R} de BR se cumple la
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desigualdad Lfh4 < 0. Esto significa que BR es un dominio acotado y absorbente, por lo tanto, para cada

solución (T,N,C,M)T ∈ R4
+,0 su conjunto ω−ĺımite ω

�
(T,N,C,M)T

�
es no vaćıo, compacto e invariante,

vea Perko [28] en §3.2 y Khalil [25] en §4.2. Entonces,

ω
�
(T,N,C,M)T

�
⊂ KBPID.

Por lo tanto, de acuerdo a los resultados mostrados en esta sección se establece lo siguiente

Teorema 6.2. Si las condiciones (6.5)-(6.8) y (6.10) se cumplen, el sistema de quimioterapia (6.1)-(6.4)

tiene un atractor global en R4
+,0 localizado en (6.9), es decir, cada trayectoria fuera del conjunto (6.9)

se dirigirá eventualmente hacia este dominio acotado positivamente invariante y permanecerá dentro o se

acercará a su frontera.

Una trayectoria se acercará a la frontera del dominio (6.9) cuando una o varias de sus cotas correspondan

con un punto de equilibrio.

6.4. Estabilidad asintótica global del punto de equilibrio libre de tumor

En esta sección se determinan condiciones suficientes para asegurar la eliminación del tumor y para

demostrar que el punto de equilibrio libre de tumor es global asintóticamente estable en R4
+,0. La eliminación

del tumor se puede demostrar al determinar atractividad del plano T = 0, para realizar esto se toma la función

candidata de Lyapunov

h5 = N−η2T, N > 0,

de la cual al calcular su derivada se obtiene lo siguiente

Lfh5 = −η2N−1N−η2T


α1 − µN + g

T

h+ T
N − pNT −KNMN

�
+N−η2T (a− abT − c1N −KTM) ,

y se reescribe como se muestra a continuación

Lfh5 = h5

�
−α1η2N−1 − c1N +

�
η2p− ab

�
T − η2gT

h+ T
+
�
η2KN −KT

�
M + a+ µη2

	
,

entonces se determinan las siguientes condiciones

η2KN −KT < 0, (6.11)

η2p− ab < 0, (6.12)

se aplica la desigualdad de la media geométrica como se indica

−α1η2N−1 − c1N ≤ −2η√α1c1,
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y se substituye el ĺımite inferior de la concentración de quimioterapiaMmı́n = VM en Lfh5 con el fin de obtener

la siguiente expresión

Lfh5 ≤ h5

��
η2p− ab

�
T − η2gT

h+ T
+ η2 (KNVM + µ)− 2η

√
α1c1 −KTVM + a

	
,

por lo tanto, para concluir que Lfh5 < 0 se debe satisfacer la siguiente condición

η2 (KNVM + µ)− 2η
√
α1c1 −KTVM + a < 0. (6.13)

Ahora, mediante un cálculo de rutina se determinan los conjuntos de solución de las desigualdades (6.11)-

(6.13), los resultados obtenidos se muestran a continuación:

1. La solución de (6.11) está dada por η ∈ (η1− , η1+), donde

η1+ =
�
KTK

−1
N ,

η1− = −
�
KTK

−1
N .

2. La solución de (6.12) está dada por η ∈ (η2− , η2+), donde

η2+ =
 
abp−1,

η2− = −
 
abp−1.

3. La solución de (6.13) está dada por η ∈ (η3− , η3+), donde

η3+ =

√
α1c1 +

�
KNKTV 2M + (µKT − aKN)VM − aµ+ α1c1

KNVM + µ
,

η3− =

√
α1c1 −

�
KNKTV 2M + (µKT − aKN)VM − aµ+ α1c1

KNVM + µ
,

y dado que el radicando debe ser no negativo, se impone la condición adicional

A1V
2
M +A2VM +A3 ≥ 0, (6.14)

donde

A1 := KNKT ,

A2 := µKT − aKN ,

A3 := −aµ,

y los ĺımites de la solución de (6.14) se encuentran dados por

VM+
1
= − A2

2A1
+
 
A4,

V
M−
1
= − A2

2A1
−
 
A4,
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con

A4 :=


A2
2A1

�2
− A3
A1

.

Se observa que para resolver simultáneamente las desigualdades (6.11)-(6.13) el valor η se debe encontrar

dentro del siguiente conjunto

η ∈ (máx {ηi−} ,mı́n {ηi+}) , i = 1, 2, 3,

y dado que la concentración del tratamiento de quimioterapia debe de cumplir con VM ≥ 0, entonces la única

solución biológicamente factible para el tratamiento es

VM ≥ VM+
1
, (6.15)

y esta se considera como una condición suficiente para la eliminación del tumor. Entonces si (6.15) se satisface,

por el Principio de Invariancia de LaSalle se concluye que las trayectorias de T (t) y N (t) se dirigirán hacia

el conjunto compacto más grande dentro del dominio KBPID ∩{T = 0, N > 0}, vea Khalil [25] in §4.2. Por lo
tanto,

ω
�
(T,N,L,C,M, I)T

�
⊂ KBPID ∩ {T = 0,N > 0} .

También es posible determinar condiciones suficientes para la atractividad del plano T = 0 mediante una

función candidata de Lyapunov lineal si se hace uso de los resultados obtenidos mediante el método de LCCI

y el Principio de Invariancia de LaSalle, dicha función está dada por

h6 = T,

cuya derivada se escribe a continuación

Lfh6 = (a− abT − c1N −KTM)T,

y se observa que Lfh6 ≤ 0 en R4
+,0 si T = 0 y

a− abT − c1N −KTM < 0,

entonces se define el dominio U2 = {Lfh6 ≤ 0} en R4
+,0, y se calcula Lfh6|KBPID

al tomar los ĺımites ḿınimos

de las variables correspondientes, i.e. T = 0, Nmı́n y Mmı́n, como se presenta a continuación

Lfh6 ≤ (a− c1Nmı́n −KTMmı́n)T ≤ 0,

de la desigualdad anterior se impone la siguiente condición

a− α1γbc1
γp+ γµb+ bKNVM

−KTVM < 0. (6.16)

Si se considera la desigualdad (6.16) en términos del parámetro de tratamiento de quimioterapia (VM ) se

obtiene lo que se muestra a continuación
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B1V
2
M +B2VM +B3 < 0, (6.17)

donde

B1 := −bKNKT ,

B2 := abKN − γKT (p+ µb) ,

B3 := γ (ap+ µab− α1c1b) .

Mediante un cálculo básico se determinan los siguientes ĺımites para la solución de (6.17)

VM+
2
= − B2

2B1
+
 
B4,

VM−
2
= − B2

2B1
−
 
B4,

donde

B4 :=


B2
2B1

�2
− B3
B1

.

Ahora, dado que el parámetro de VM es no negativo, entonces dependiendo de los valores de B2, B3 y B4

se definen los siguientes casos en los que la condición (6.17) se cumple:

Caso 6.1: Si B3 > 0, entonces VM+
2
es la única ráız positiva y la solución para (6.17) se presenta a continuación

VM > VM+
2
. (6.18)

Caso 6.2: Si B3 < 0 y B2, B4 > 0, entonces VM−
2
y VM+

2
son ambas ráıces positivas por lo que las soluciones

de (6.17) están dadas por

VM < V
M−
2
, (6.19)

VM > VM+
2
. (6.20)

Caso 6.3: Si B4 < 0, entonces VM−
2
y VM+

2
son ráıces negativas o complejas lo que implica que la solución de

(6.17) es la siguiente

VM ≥ 0. (6.21)

Si se considera el significado biológico de los parámetros, entonces la única solución de (6.17) biológicamente

factible está dada por el caso 6.1. Esto implica que VM > VM+
2

es una condición suficiente para asegurar la

eliminación del tumor en el sistema de quimioterapia (6.1)-(6.4). Entonces, si la condición (6.18) se cumple,

por el Principio de Invariancia de LaSalle se concluye que la trayectoria de T (t) se dirigirá hacia el conjunto

compacto invariante más grande dentro del dominio (6.9), vea Khalil [25] en §4.2. Entonces se tiene que

ω
�
(T,N,C,M)T

�
⊂ KBPID ∩ {T = 0} .
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Por lo tanto, si la administración del tratamiento de quimioterapia cumple con la condición

VM > mı́n


VM+

1
, VM+

2

�
, (6.22)

se establece lo siguiente

Teorema 6.3. Si la condición (6.22) se cumple, entonces el plano T = 0 es globalmente atractivo en R4+,0, lo

que implica la eliminación del tumor para el sistema de quimioterapia (6.1)-(6.4).

Ahora se demuestra, bajo las condiciones de los Teoremas 6.2 y 6.3, que el punto de equilibrio libre de

tumor

(T ∗,N∗, C∗,M∗) =


0,

α1γ

γµ+KNVM
,

α2γ

βγ +KCVM
,
VM
γ

�
, (6.23)

es global asintóticamente estable en R4
+,0. La estabilidad asintótica local de (6.23) se estudia en [9], los

resultados obtenidos se muestran a continuación como un complemento al análisis de estabilidad global. La

matriz Jacobiana de (6.1)-(6.4) evaluada en (6.23) está dada por

J =






−γ 0 0 0

−KCC
∗ −β −KCM

∗ 0 0

0 0 a− c1N
∗ −KTM

∗ 0

−KNN
∗ 0 −

�
p− gs−1

�
N∗ −µ−KNM

∗





,

y dado que J es una matriz triangular inferior, sus valores propios son los siguientes

λ1 = −γ,

λ2 = −β −KCM
∗,

λ3 = a− c1N
∗ −KTM

∗,

λ4 = −µ−KNM
∗,

se observa que λi, i = 1, 2, 4, son valores negativos, por lo tanto el punto de equilibrio libre de tumor (6.23) es

local asintóticamente estable si λ3 < 0, de acuerdo con [9] esto depende solamente del parámetro de tratamiento

VM .

Es evidente que si la condición (6.22) se cumple entonces se presentará la eliminación del tumor en el

sistema de quimioterapia, por lo tanto se sustituye T = 0 en las ecuaciones (6.1)-(6.4) y se obtiene el siguiente

modelo no negativo de tres ecuaciones diferenciales

Ṅ = α1 − µN −KNMN, (6.24)

Ċ = α2 − βC −KCMC, (6.25)

Ṁ = −γM + VM , (6.26)
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el cual tiene un único punto de equilibrio dado por

(N∗, C∗,M∗) =


α1γ

γµ+KNVM
,

α2γ

βγ +KCVM
,
VM
γ

�
. (6.27)

Ahora, el objetivo es demostrar que (6.27) es global asintóticamente estable para el modelo (6.24)-(6.26),

para esto se consideran dos sistemas bidimensionales, el primero definido por las ecuaciones (6.24) y (6.26) y

se denota por Σ1, el segundo por las ecuaciones (6.25) y (6.26) y se denota por Σ2. Se observa que Σ1 tiene

el único punto de equilibrio (N∗,M∗) y que Σ2 tiene el único punto de equilibrio (C∗,M∗), además ambos

sistemas son competitivos lo que implica que cada semi-trayectoria positiva en R2
+,0 de los sistemas Σ1 y Σ2

converge respectivamente hacia (N∗,M∗) y (C∗,M∗). Por lo tanto cada semi-trayectoria positiva en R3
+,0 de

(6.24)-(6.26) converge a (N∗, C∗,M∗) y dado que las trayectorias son acotadas se concluye lo siguiente

Teorema 6.4. Si las condiciones (6.5)-(6.7), (6.10) y (6.22) se cumplen, entonces el punto de equilibrio libre

de tumor (6.23) del sistema de quimioterapia (6.1)-(6.4) es global asintóticamente estable en R4+,0.

6.5. Simulaciones numéricas

Con el fin de ilustrar los resultados obtenidos es necesario definir un valor numérico para la concentración

del tratamiento de quimioterapia (VM ) que satisfaga todas las condiciones necesarias para establecer estabilidad

asintótica global del punto de equilibrio libre de tumor (6.23).

La existencia del dominio acotado positivamente invariante (6.9) y la estabilidad global del sistema depende

de las condiciones (6.5)-(6.8) y (6.10), la cuales se cumplen de acuerdo con los valores mostrados en la Tabla

6.1, para la eliminación del tumor es necesario satisfacer la condición (6.22). Primero, al calcular los valores

de los coeficientes de (6.17) se verifica que su solución está dada por el caso 6.1, es decir B3 > 0. Ahora, al

determinar los valores de V
M+
1
y V

M+
2
se obtiene lo siguiente

VM+
1

= 5.387500× 10−3,

V
M+
2

= 5.387497× 10−3,

entonces, debido a que VM+
2
< VM+

1
el tratamiento de quimioterapia debe satisfacer la condición VM > VM+

2
,

por lo tanto se toma el valor VM = 5.388× 10−3.

La simulación es realizada con los valores de la Tabla 6.1 y las condiciones iniciales propuestas por de

Pillis et al. en [9], las cuales están dadas por: T (0) = 1× 107, N (0) = 3× 105 y C (0) = 6.25× 1010, para el

tratamiento de quimioterapia se utiliza la condición inicial M (0) = VM = 5.388 × 10−3. En la Figura 6.1 se

ilustra la estabilidad asintótica global del punto de equilibrio libre de tumor (6.23) del sistema de quimioterapia

(6.1)-(6.4).
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Figura 6.1: Estabilidad asintótica global del punto de equilibrio libre de tumor (6.23) del sistema de
quimioterapia (6.1)-(6.4).
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Es importante mencionar que el ĺımite inferior de la población de linfocitos circundantes coincide con el

punto de equilibrio aśı como el ĺımite superior de la concentración de quimioterapia, de igual forma se visualiza

que dada una condición inicial dentro del dominio (6.9) la trayectoria de las células efectoras no abandona

el conjunto de localización y la trayectoria de los linfocitos circundantes cuya condición inicial está fuera del

dominio converge hacia él.

6.6. Implicaciones biológicas

La contribución principal de este trabajo consiste en la base teórica de una metodoloǵıa para determinar

el valor mı́nimo en que el tratamiento de quimioterapia elimina la población tumoral descrita por el sistema

(6.1)-(6.4). Los autores de [9] proponen la administración de una dosis alta durante unos cuantos d́ıas, sin

embargo, este protocolo de tratamiento disminuye considerablemente la población de las células efectoras lo

cual afecta directamente la salud del paciente. En este trabajo se propone una forma alternativa de eliminar

asintóticamente la población de células cancerosas mediante la aplicación de una dosis pequeña y constante

de quimioterapia durante un peŕıodo largo de tiempo.

En la Figura 6.1 se observa que con la aplicación de una dosis pequeña y constante de quimioterapia se

elimina la población de células cancerosas y que la dinámica de las células efectoras converge hacia un valor

cercano a su condición inicial.

La administración de dosis pequeñas de quimioterapia no es algo inusual en la práctica médica y se conoce

como quimioterapia metronómica [48—54], por lo tanto se espera que los resultados obtenidos permitan diseñar

una estrategia óptima de tratamiento que elimine la población tumoral en menor tiempo que el mostrado en

la Figura 6.1 y sin causar un impacto negativo en la población de células efectoras descritas por el modelo

(6.1)-(6.4).

6.7. Análisis de resultados

El trabajo mostrado en este caṕıtulo se enfoca en el estudio de la dinámica global de un modelo matemático

que describe la interacción entre la quimioterapia, células cancerosas y el sistema inmune. La caracteŕıstica

principal del modelo es que describe los efectos secundarios producidos por la quimioterapia en linfocitos

circundantes y células efectoras, lo cual continúa siendo un problema abierto en pacientes enfermos de cáncer

tratados con esta droga [45].

Se determinan condiciones suficientes para asegurar la eliminación del tumor mediante dos funciones

candidatas de Lyapunov dadas por h5 = N−η2T y h6 = T . Las condiciones se imponen sobre la concentración

del tratamiento de quimioterapia y al comparar los valores numéricos de VM+
1
y VM+

2
, los cuales se determinan

mediante las funciones h5 y h6 respectivamente, se obtienen los siguientes resultados: V
M+
1
= 5.387500× 10−3

y VM+
2
= 5.387497× 10−3. Adicionalmente, debido a que la estructura y la derivada de Lie de la función h5



79

es más compleja que la de h6 se concluye que el método de LCCI permite calcular de una manera más simple

una condición óptima para asegurar la eliminación del tumor.

El tratamiento de quimioterapia afecta la densidad de las tres poblaciones de células, esto se observa en el

conjunto (6.9) definido en el Teorema 6.1. Por lo tanto, el parámetro VM puede ser utilizado para disminuir

el ĺımite máximo de la población de células cancerosas, tal como se muestra en la fórmula Tmáx. Sin embargo,

es importante considerar que si el valor de VM es grande entonces las densidades de las células inmunes

disminuirán, vea los conjuntos K (h2) y K (h3). Adicionalmente, de acuerdo con los valores de la Tabla 6.1 se

observa las condiciones del Teorema 6.2 se satisfacen y esto implica que el sistema es disipativo en el sentido

de Levinson, es decir, las poblaciones de células descritas por el modelo (6.1)-(6.4) no crecerán de manera

desmesurada cuando t→∞.

Al utilizar el método de LCCI en conjunto con el segundo método de Lyapunov y el Principio de Invariancia

de LaSalle se establecen las condiciones (6.5)-(6.8), (6.10) y (6.22) para establecer la estabilidad asintótica

global del punto de equilibrio libre de tumor (6.23) del sistema de quimioterapia (6.1)-(6.4).

Se espera que los resultados de este caṕıtulo ayuden a comprender mejor el rol de la quimioterapia en la

evolución tumoral descrita por el sistema (6.1)-(6.4).
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Caṕıtulo 7

Sistema de quimioinmunoterapia

En este caṕıtulo se estudia la dinámica global del sistema de quimioinmunoterapia presentado por de Pillis

et al. en 2006. Este modelo matemático describe la interacción entre células cancerosas, células NK, células

efectoras, linfocitos circundantes y los tratamientos de quimioterapia e inmunoterapia. Mediante la aplicación

del método de LCCI se determinan los ĺımites ı́nfimos y supremos para las cuatro poblaciones de células.

Adicionalmente, se define un dominio acotado en R6
+,0 en el cual se localizan todos los conjuntos compactos

invariantes del sistema, y se presentan condiciones bajo las cuales dicho dominio es atractivo y positivamente

invariante en el ortante no negativo. Se establecen condiciones suficientes para asegurar la eliminación del

tumor y la estabilidad asintótica global del punto de equilibrio libre de tumor, estas condiciones se imponen

sobre el parámetro de quimioterapia y se obtienen al aplicar el método de LCCI, la Teoŕıa de Estabilidad

de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle. Finalmente, se realizan simulaciones numéricas para

ilustrar los resultados obtenidos.

7.1. Descripción del modelo matemático

El modelo de quimioinmunoterapia es presentado por de Pillis et al. en [8] y describe la dinámica entre

células cancerosas, células NK, células efectoras, linfocitos circundantes y los tratamientos de quimioterapia e

inmunoterapia mediante las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden:

Ṫ = aT − abT 2 − q1NT −DT −KT

�
1− e−M

�
T, (7.1)

Ṅ = αNC − µNN +
p2T 2N

g2 + T 2
− q2NT −KN

�
1− e−M

�
N, (7.2)

L̇ = −µLL+
p3D

2T 2L

g3 +D2T 2
− q3LT + (r1N + r2C)T − q4NL2 +

p4IL

g4 + I
−KL

�
1− e−M

�
L+ vL (t) ,(7.3)

Ċ = αC − µCC −KC

�
1− e−M

�
C, (7.4)

Ṁ = −µMM + vM (t) , (7.5)

İ = −µII + vI (t) , (7.6)

donde

D =
p1 (L/T )

l

g1 + (L/T )l
=

p1L
l

T lg1 + Ll
.
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La dinámica del sistema (7.1)-(7.6) se localiza en el ortante no negativo

R6
+,0 = {T ≥ 0,N ≥ 0, L ≥ 0, C ≥ 0,M ≥ 0, I ≥ 0} .

La ecuación (7.1) modeliza la evolución de las células tumorales, cuyo crecimiento se considera de manera

loǵıstica con una tasa a y una capacidad de carga determinada por b−1 en la ausencia de una respuesta inmune.

El tumor maligno es eliminado por las células NK, T CD8+ y la quimioterapia a unas tasas máximas de q1,

p1 y KT respectivamente. El término D representa la lisis tumoral provocada por las células T CD8+.

El comportamiento de las células NK se define en la ecuación (7.2). El crecimiento principal de esta

población está dado por una proporción αN de linfocitos circundantes que se convierten en células NK con una

muerte natural µN . Adicionalmente, son inactivadas y reclutadas por células tumorales a unas tasas de q2 y p2

respectivamente. El reclutamiento está descrito mediante el término de Michaelis-Menten. La quimioterapia

elimina una fracción de células NK con una tasa máxima dada por KN .

La población de células T CD8+ en el sitio del tumor se describe por la ecuación (7.3). Estas tienen

una muerte natural dada por µL, son inactivadas por las células cancerosas y NK a unas tasas de q3 y q4

respectivamente; además, la quimioterapia elimina una fracción de células efectoras a una tasa dada por KL.

El incremento de la población de células T CD8+ es proporcional a la interacción entre el tumor con linfocitos

circundantes y con células NK, dichas proporciones están dadas por r1 y r2. Adicionalmente, son reclutadas a

unas tasas máximas de p3 y p4 por las células cancerosas y por la citoquina IL-2. El término vL (t) representa

el tratamiento de inmunoterapia basada en TIL (del inglés Tumor-Infiltrating Lymphocytes).

La dinámica de los linfocitos circundantes se representa por la ecuación (7.4), estos presentan un flujo

constante αC , tienen una muerte natural dada por µC y son eliminados por la quimioterapia con una tasa

máxima de KC .

La concentración de quimioterapia en el torrente sangúıneo se modeliza por la ecuación (7.5), tiene una tasa

de eliminación por el cuerpo humano dada por µM , la administración del tratamiento se considera mediante

el término vM (t).

La citoquina IL-2 forma parte del tratamiento de inmunoterapia y su concentración en el torrente sangúıneo

se describe por la ecuación (7.6), tiene una tasa de eliminación por el cuerpo humano dada por µI y la

administración del tratamiento se considera por medio del término vI (t).

La descripción, los valores y las unidades de los parámetros para dos pacientes humanos y una rata de

laboratorio se presenta en [8]. En la Tabla 7.1 se muestran los parámetros correspondientes a un paciente

humano (‘Paciente 10’, vea [8]), los cuales son utilizados en este análisis. Todos los parámetros tienen valores

positivos y la administración de los tratamientos de quimioterapia e inmunoterapia puede tomarse como una

función o como una constante, ambas con valores no negativos.
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Parámetro Descripción Valores y unidades

a Tasa de crecimiento del tumor 4.31× 10−1 dı́as−1

b b−1 es la capacidad tumoral máxima 1.02× 10−9 células−1

q1 Tasa de eliminación de células tumorales por células NK 6.41× 10−11 células−1dı́as−1

p1 Tasa máxima de eliminación de células tumorales por células T CD8+ 1.88 dı́as−1

l Exponente de lisis tumoral provocada por células T CD8+ 1.81

g1 Saturación media del témino de lisis tumoral 5.12× 10−1

KT Tasa de eliminación de células tumorales por la quimioterapia 9.00× 10−1 dı́as−1

αN Tasa de conversión de linfocitos circundantes en células NK 2.08× 10−7 dı́as−1

µN Tasa de muerte de las células NK 4.12× 10−2 dı́as−1

p2 Tasa máxima de reclutamiento de células NK por el tumor 1.25× 10−2 dı́as−1

g2 Saturación media del témino de reclutamiento por el tumor 2.02× 107 células2

q2 Tasa de inactivación de las células NK por el tumor 3.59× 10−6 células−1dı́as−1

KN Tasa de eliminación de células NK por la quimioterapia 6.00× 10−1 dı́as−1

µL Tasa de muerte de las células T CD8+ 9.12 dı́as−1

p3 Tasa máxima de reclutamiento de células T CD8+ por el tumor 2.49× 10−2 dı́as−1

g3 Saturación media del témino de reclutamiento por el tumor 5.66× 107 células2

q3 Tasa de inactivación de las células T CD8+ por el tumor 1.59× 10−6 células−1dı́as−1

r1 Tasa de producción de células T CD8+ debida a la eliminación 1.10× 10−7 células−1dı́as−1

de células tumorales por células NK

r2 Tasa de producción de células T CD8+ debida a la interacción 6.50× 10−11 células−1dı́as−1

entre linfocitos circundantes y células tumorales

q4 Tasa de regulación de células T CD8+ por las células NK 3.00× 10−10 células−2dı́as−1

p4 Tasa máxima de reclutamiento de células T CD8+ por la IL-2 1.25× 10−1 dı́as−1

g4 Saturación media del témino de reclutamiento por la IL-2 2.00× 107 células

KL Tasa de eliminación de células T CD8+ por la quimioterapia 6.00× 10−1 dı́as−1

vL (t) Concentración de inmunoterapia basada en TIL

αC Fuente constante de linfocitos circundantes 5.00× 108 células dı́as−1

µC Tasa de muerte de los linfocitos circundantes 8.00× 10−3 dı́as−1

KC Tasa de eliminación de linfocitos circundantes por la quimioterapia 6.00× 10−1 dı́as−1

µM Tasa de eliminación de la quimioterapia por el cuerpo humano 9.00× 10−1 dı́as−1

vM (t) Concentración de quimioterapia

µI Tasa de eliminación de la IL-2 por el cuerpo humano 1.00× 101 dı́as−1

vI (t) Concentración de la IL-2

Tabla 7.1: Descripción, valores y unidades de los parámetros correspondientes al sistema de quimioinmunoter-
apia (7.1)-(7.6).

7.2. Localización de conjuntos compactos invariantes

En esta sección se presentan los cálculos de los ĺımites inferiores y superiores de un politopo en R6
+,0 en el

cual se localizan todos los conjuntos compactos invariantes del modelo (7.1)-(7.6). Los ĺımites se escriben por

medio de desigualdades en función de los parámetros del sistema y representan los valores mı́nimos y máximos

de las poblaciones de células y de las concentraciones de los tratamientos de quimioterapia e inmunoterapia.
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Los ĺımites inferiores y superiores para t ≥ 0 de las ecuaciones diferenciales (7.5) y (7.6) se obtienen al

solucionarlas mediante integración por separación de variables. Para esto se consideran los tratamientos como

constantes, es decir vM (t) = vM y vI (t) = vI , las siguientes restricciones en los parámetros del sistema

0 < µM < 1, (7.7)

µI > 1, (7.8)

y se imponen las siguientes condiciones iniciales

M (0) = vM , (7.9)

I (0) = vI . (7.10)

La concentración del tratamiento de quimioterapia se determina al solucionar la ecuación diferencial (7.5),

con el cálculo se obtiene la siguiente función

M (t) =
vM
µM

− e−µM t
�
µ−1M − 1

�
vM ,

la cual tiene las siguientes cotas cuando t ≥ 0

Mmı́n := vM ≤M (t) ≤Mmáx :=
vM
µM

.

De manera similar se calcula la concentración de la citoquina IL-2, se soluciona la ecuación (7.6) y se

determina la siguiente función

I (t) =
vI
µI

+ e−µIt
�
1− µ−1I

�
vI .

la cual tiene las siguientes cotas cuando t ≥ 0

Imı́n :=
vI
µI
≤ I (t) ≤ Imáx := vI .

Se observa que Mmáx y Imı́n son respectivamente los puntos de equilibrio de (7.5) y (7.6) y debido a la

estructura de las ecuaciones se concluye que ambos puntos son global asintóticamente estables. Ahora, las

funciones M (t) e I (t) se sustituyen en las ecuaciones (6.1)-(6.3) y se estudia su dinámica en el dominio

KMI := R4
+,0 × [vM ,∞)×

�
vI
µI

,∞
�
,

y se proponen cuatro funciones localizadoras hi (x), i = 1, ..., 4, las cuales están definidas en el espacio

R4
+,0 ×R2= {(M, I, t)}. Adicionalmente, por simplicidad en las notaciones se considera también lo siguiente:

S (h) := S (h) ∩KMI y K (h) := K (h) ∩KMI .

El ĺımite máximo de la población de células tumorales se determinan al proponer la función localizadora

h1 = T , con T > 0, y calcular su derivada de Lie, cuyo resultado se muestra a continuación

Lfh1 = aT − abT 2 − q1NT − p1L
l

T lg1 + Ll
T −KT

�
1− e−M

�
T,
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la cota máxima se obtiene al dividir por T la ecuación Lfh1 = 0, razón por la cual impone la condición

T > 0, esto implica que se localizaran solamente los conjuntos compactos invariantes fuera del plano T = 0.

El resultado obtenido se escribe en el siguiente conjunto

S (h1) ∩ {T > 0} =
�
T =

1

ab

�
a− q1N − p1L

l

T lg1 + Ll
−KT

�
1− e−M

�	�
,

entonces, al descartar los términos negativos se concluye que el ĺımite máximo de la población de células

cancerosas está dado por la capacidad de carga del tumor, por lo cual se define lo siguiente

K1 (h1) =
!
0 ≤ T ≤ b−1

"
.

Ahora, con el objetivo de establecer los ĺımites ı́nfimos y supremos de las demás variables del sistema de

quimioinmunoterapia, se proponen cuatro funciones localizadoras lineales y se aplican el método de LCCI y el

Teorema Iterativo con los resultados mostrados anteriormente.

Los linfocitos son células linfáticas que se clasifican en linfocitos B, T o NK. El sistema (7.1)-(7.6) considera

la población general de linfocitos circundantes y describe la dinámica de las células NK y las células T

citotóxicas. Los ĺımites ı́nfimo y supremo de la población de linfocitos circundantes se determina mediante

la función localizadora h2 = C, cuya derivada está dada por la siguiente función

Lfh2 = αC − µCC −KC

�
1− e−M

�
C,

y de la cual se obtiene el conjunto

S (h2) =
!
C
�
µC +KC

�
1− e−M

��
= αC

"
,

en el cual se aplica el Teorema Iterativo con el supremo de la concentración de quimioterapia

S (h2) ⊂
!�
µC +KC

�
1− e−Mmáx

��
C ≥ αC

"
,

y por consecuencia se define el siguiente ĺımite inferior

K1 (h2) =

�
C ≥ Cmı́n :=

αC

µC +KC (1− e−Mmáx)

�
.

El ĺımite superior se determina al aplicar nuevamente el Teorema Iterativo al conjunto S (h2), pero en esta

ocasión se realiza con el ĺımite ı́nfimo de la concentración de quimioterapia

S (h2) ⊂
!�
µC +KC

�
1− e−Mmı́n

��
C ≤ αC

"
,

con lo cual se obtiene el siguiente resultado

K2 (h2) =

�
C ≤ Cmáx :=

αC

µC +KC (1− e−Mmı́n)

�
.
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Por ende, el conjunto K (h2) define los ĺımites ḿınimo y máximo de la población de linfocitos circundantes,

donde

K (h2) = {Cmı́n ≤ C ≤ Cmáx} .

Las células NK representan una defensa secundaria contra el cáncer, su función principal es reconocer y

atacar a células tumorales que han perdido sus moléculas CMH de clase I, lo cual permite que las células

cancerosas evadan el reconocimiento y el ataque de las células T citotóxicas. Para obtener los ĺımites de la

variable N (t) se propone la función h3 = N y se calcula su derivada de Lie como se muestra a continuación

Lfh3 = αNC − µNN +
p2T

2N

g2 + T 2
− q2NT −KN

�
1− e−M

�
N,

entonces, se determina el siguiente conjunto

S (h3) =

�
αNC − µNN +

p2T
2N

g2 + T 2
− q2NT −KN

�
1− e−M

�
N = 0

�
,

ahora, para obtener el ĺımite inferior se reescribe el conjunto S (h3) de la siguiente manera

S (h3) =

��
µN + q2T +KN

�
1− e−M

��
N = αNC +

p2T 2N

g2 + T 2

�
,

se descarta el término racional del lado derecho de la ecuación y se aplica el Teorema Iterativo

S (h3) ∩K1 (h1) ∩K1 (h2) ⊂
!�
µN + q2b

−1 +KN

�
1− e−Mmáx

��
N ≥ αNCmı́n

"
,

de esta forma se obtiene el siguiente resultado

K1 (h3) =

�
N ≥ Nmı́n :=

αNCmı́n
µN + q2b−1 +KN (1− e−Mmáx)

�
.

El ĺımite superior se calcula al reescribir nuevamente el conjunto S (h3) como se muestra a continuación

S (h3) =

��
µN − p2 +KN

�
1− e−M

��
N = αNC −

g2p2N

g2 + T 2
− q2NT

�
,

entonces, se descartan los términos negativos del lado derecho de la ecuación y se aplica el Teorema Iterativo

como se indica

S (h3) ∩K2 (h2) ⊂
!�
µN − p2 +KN

�
1− e−Mmı́n

��
N ≤ αNCmáx

"
,

y si la siguiente condición se satisface

µN − p2 +KN

�
1− e−Mmı́n

�
> 0, (7.11)

el ĺımite superior está dado por

K2 (h3) =

�
N ≤ Nmáx :=

αNCmáx
µN − p2 +KN (1− e−Mmı́n)

�
.
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Por lo tanto, si la condición (7.11) se cumple, el conjunto K (h3) define los ĺımites inferior y superior de la

población de las células NK, donde

K (h3) = {Nmı́n ≤ N ≤ Nmáx} .

Las células T CD8+ son la principal defensa del sistema inmunológico adaptativo contra el cáncer, su

función es reconocer y eliminar a las células infectadas, dañadas o cancerosas. Entonces, con el objetivo de

establecer los ĺımites mı́nimo y máximo de la población de células citotóxicas se propone la función localizadora

h4 = T , de la cual al calcular su derivada de Lie se obtiene la siguiente función

Lfh4 = −µLL+
p3D

2T 2L

g3 +D2T 2
− q3LT + (r1N + r2C)T − q4NL2 +

p4IL

g4 + I
−KL

�
1− e−M

�
L+ vL,

y de esta se define el conjunto S (h4)

S (h4) =

�
−µLL+

p3D
2T 2L

g3 +D2T 2
− q3LT + (r1N + r2C)T − q4NL2 +

p4IL

g4 + I
−KL

�
1− e−M

�
L+ vL = 0

�
,

entonces, el ĺımite inferior de L (t) se determina al reescribir S (h4) de la siguiente manera

S (h4) =

�
q4NL2 +

�
µL + q3T −

p4I

g4 + I
+KL

�
1− e−M

�	
L = vL +

p3D
2T 2L

g3 +D2T 2
+ (r1N + r2C)T

�
,

y al descartar los términos no lineales del lado derecho de la ecuación y aplicar el Teorema Iterativo se obtiene

el subconjunto

S (h4) ∩K1 (h1) ∩K2 (h3) ⊂
#

ρ1L
2 + ρ2L = ρ1


L+

ρ2
2ρ1

�2
− ρ22

4ρ1
≥ vL

$

,

donde

ρ1 := q4Nmáx,

ρ2 := µL +
q3
b
− p4Imı́n
g4 + Imı́n

+KL

�
1− e−Mmáx

�
,

con ρi > 0, i = 1, 2; entonces el ĺımite inferior está dado por

K1 (h4) =

#

L ≥ Lmı́n :=

%
vL
ρ1

+
ρ22
4ρ21

− ρ2
2ρ1

$

.

Ahora, el ĺımite superior se determina al reescribir el conjunto S (h4) como se muestra a continuación

S (h4) =

�
q4NL2 +

�
µL − p3 −

p4IL

g4 + I
+KL

�
1− e−M

�	
L = vL + (r1N + r2C)T − q3LT −

g3p3L

g3 +D2T 2

�
,

entonces, al descartar los términos negativos del lado derecho de la ecuación y aplicar el Teorema Iterativo se

obtiene el siguiente subconjunto

S (h4) ∩K1 (h1) ∩K2 (h2) ∩K (h3) ⊂
#

ρ3L
2 + ρ4L = ρ3


L+

ρ4
2ρ3

�2
− ρ24

4ρ3
≤ ρ5

$

,
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donde

ρ3 := q4Nmı́n,

ρ4 := µL − p3 −
p4Imáx

g4 + Imáx
+KL

�
1− e−Mmı́n

�
,

ρ5 := vL + (r1Nmáx + r2Cmáx) b
−1,

con ρi > 0, i = 3, 4, 5; entonces el ĺımite superior está dado por

K2 (h4) =

#

L ≤ Lmáx :=

%
ρ5
ρ3

+
ρ24
4ρ23

− ρ4
2ρ3

$

.

De esta forma se concluye que el conjunto K (h4) define los valores ı́nfimo y supremo de la población de células

T CD8+, donde

K (h4) = {Lmı́n ≤ L ≤ Lmáx} .

Con la información obtenida se redefine el ĺımite máximo de la población de células tumorales al aplicar el

Teorema Iterativo al conjunto S (h1) de la siguiente manera

S (h1) ∩ {T > 0} ∩K1 (h1) ∩K1 (h3) ∩K1 (h4) ⊂ {T ≤ Tmáx} ,

donde

Tmáx :=
1

b
− q1
ab
Nmı́n −

p1L
l
mı́n

ab
�
b−lg1 + Ll

mı́n

� − KT

ab

�
1− e−Mmı́n

�
> 0, (7.12)

debido a que la función h1 presenta la restricción T > 0, esto por el cálculo de S (h1)∩{T > 0} = {Lfh1 = 0}.
Por tanto, dentro del subconjunto S (h1)∩{T > 0}∩K1 (h1)∩K1 (h3)∩K1 (h4) se localizan todas las dinámicas

con carga tumoral del sistema de quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6); es decir, puntos de equilibrio, ciclos ĺımite,

atractores caóticos, orbitas periódicas, homocĺınicas y heterocĺınicas. La única dinámica libre de tumor es un

punto de equilibrio el cual se encuentra localizado en el plano T = 0 y dado que éste es un plano invariante

del sistema su localización es trivial. Entonces, se determina que los ĺımites ı́nfimo y supremo de la población

de células tumorales están definidos por el conjunto

K (h1) = {0 ≤ T ≤ Tmáx} .

De acuerdo a los resultados mostrados en esta sección se establece lo siguiente

Teorema 7.1. Si las condiciones (7.7)-(7.12) se cumplen, entonces el dominio KBPID ⊂ R6
+,0 contiene todos

los conjuntos compactos invariantes del sistema de quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6), donde

KBPID := KMI ∩4i=1 K (hi) , (7.13)

y

K (h1) =

#

0 ≤ T ≤ Tmáx =
1

b
− q1
ab
Nmı́n −

p1L
l
mı́n

ab
�
b−lg1 + Ll

mı́n

� − KT

ab

�
1− e−Mmı́n

�
$

,
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K (h2) =

�
Cmı́n =

αC

µC +KC (1− e−Mmáx)
≤ C ≤ Cmáx =

αC

µC +KC (1− e−Mmı́n)

�
,

K (h3) =

�
Nmı́n =

αNCmı́n
µN + q2b−1 +KN (1− e−Mmáx)

≤ N ≤ Nmáx =
αNCmáx

µN − p2 +KN (1− e−Mmı́n)

�
,

K (h4) =

#

Lmı́n =

%
vL
ρ1

+
ρ22
4ρ21

− ρ2
2ρ1

≤ L ≤ Lmáx =

%
ρ5
ρ3

+
ρ24
4ρ23

− ρ4
2ρ3

$

,

con

Mmı́n = vM ,

Mmáx =
vM
µM

,

Imı́n =
vI
µI

,

Imáx = vI ,

ρ1 = q4Nmáx,

ρ2 = µL + q3b
−1 − p4Imı́n

g4 + Imı́n
+KL

�
1− e−Mmáx

�
,

ρ3 = q4Nmı́n,

ρ4 = µL − p3 −
p4Imáx

g4 + Imáx
+KL

�
1− e−Mmı́n

�
,

ρ5 = vL + (r1Nmáx + r2Cmáx) b
−1.

7.3. Existencia de un dominio acotado positivamente invariante en R6
+,0

En esta sección se determinan condiciones suficientes bajo las cuales el dominio (7.13) es atractivo y

positivamente invariante en el ortante no negativo R6
+,0. Esto implica que dada cualquier condición inicial las

trayectorias del sistema de quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6) se dirigirán hacia el conjunto compacto invariante

más grande dentro del dominio (7.13), es decir, las poblaciones de células no incrementarán desmesuradamente

cuando t→∞. Los resultados se obtienen al proponer la siguiente función candidata de Lyapunov

h5 = ε1T + ε2 (N +C) + ε3 (L+ TC) + ε4M + ε5I,

y al calcular su derivada de Lie se obtiene la función

Lfh5 = ε1
�
aT − abT 2 − q1NT −DT −KT

�
1− e−M

�
T
�
+ ε4 (vM − µMM) + ε5 (vI − µII)

+ε2

�
αNC − µNN +

p2T
2N

g2 + T 2
− q2NT −KN

�
1− e−M

�
N + αC − µCC −KC

�
1− e−M

�
C

	

+ε3

�
−µLL+

p3D
2T 2L

g3 +D2T 2
− q3LT + r1NT + r2CT − q4NL2 +

p4IL

g4 + I
−KL

�
1− e−M

�
L+ vL

	

+ε3
�
αCT − µCCT −KC

�
1− e−M

�
CT + aCT − abCT 2 − q1CNT −CDT −KT

�
1− e−M

�
CT
�
.
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Ahora, se reescribe Lfh5 al considerar las siguientes igualdades

p2T
2N

g2 + T 2
= p2N − g2p2N

g2 + T 2
,

p3D
2T 2L

g3 +D2T 2
= p3L−

g3p3L

g3 +D2T 2
,

p4IL

g4 + I
= p4L−

g4p4L

g4 + I
,

completar el cuadrado de la siguiente manera

−ε1abT 2 + ε1aT + ε3αCT = −ε1ab

T − ε1a+ ε3αC

2ε1ab

�2
+

(ε1a+ ε3αC)
2

4ε1ab
,

y al agrupar los términos como se muestra a continuación

Lfh5 = σ1 − ε1ab


T − ε1a+ ε3αC

2ε1ab

�2
− ε1KT

�
1− e−M

�
T − ε2

�
µN − p2 +KN

�
1− e−M

��
N

−ε3
�
µL − p3 − p4 +KL

�
1− e−M

��
L− ε2

�
µC − αN +KC

�
1− e−M

��
C

−ε4µMM − ε5µII − (ε1q1 + ε2q2 − ε3r1)NT − ε3
�
µC − a− r2 + (KC +KT )

�
1− e−M

��
CT

−ε1DT −
ε2g2p2N

g2 + T 2
− ε3


abCT 2 + q4NL2 + q1CNT +CDT + q3LT +

g4p4L

g4 + I
+

g3p3L

g3 +D2T 2

�
,

donde

σ1 :=
(ε1a+ ε3αC)

2

4ε1ab
+ ε2αC + ε3vL + ε4vM + ε5vI .

Ahora, al considerar que −
�
1− e−M

�
≤ −
�
1− e−Mmı́n

�
= − (1− e−vM ) se define lo siguiente

Lfh5 ≤ Lfh5+ ,

donde

Lfh5+ : = σ1 − ε1ab


T − ε1a+ ε3αC

2ε1ab

�2
− ε1KT

�
1− e−M

�
T − ε2

�
µN − p2 +KN

�
1− e−vM

��
N

−ε3
�
µL − p3 − p4 +KL

�
1− e−vM

��
L− ε2

�
µC − αN +KC

�
1− e−vM

��
C − ε4µMM − ε5µII

− (ε1q1 + ε2q2 − ε3r1)NT − ε3
�
µC − a− r2 + (KC +KT )

�
1− e−vM

��
CT − ε1DT

−ε2g2p2N
g2 + T 2

− ε3


abCT 2 + q4NL2 + q1CNT +CDT + q3LT +

g4p4L

g4 + I
+

g3p3L

g3 +D2T 2

�
,

entonces, se asume un conjunto de soluciones para los coeficientes ε∗i > 0, i = 1, ..., 5; y se imponen las siguientes

condiciones en los parámetros del sistema

ε∗1q1 + ε∗2q2 − ε∗3r1 > 0, (7.14)

µN − p2 +KN

�
1− e−vM

�
> 0, (7.15)

µL − p3 − p4 +KL

�
1− e−vM

�
> 0, (7.16)
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µC − αN +KC

�
1− e−vM

�
> 0, (7.17)

µC − r2 − a+ (KC +KT )
�
1− e−vM

�
> 0. (7.18)

Las desigualdades (7.15)-(7.18) se resuelven con respecto al parámetro vM como se indica

vM > vM1 := − ln


µN − p2
KN

+ 1

�
,

vM > vM2 := − ln


µL − p3 − p4

KL
+ 1

�
,

vM > vM3 := − ln


µC − αN

KC

+ 1

�
,

vM > vM4 := − ln


µC − r2 − a

KC +KT
+ 1

�
,

de esta forma, la concentración del tratamiento de quimioterapia debe cumplir con la siguiente condición

vM > máx {vMi
} , i = 1, ..., 4. (7.19)

Entonces se define el dominio U1 = {Lfh5+ ≥ 0} en R6
+,0 y por fórmula se tiene que en su complemento

C {U1} se satisface lo siguiente

σ1 < ε∗1ab


T − ε1a+ ε3αC

2ε1ab

�2
+ ε∗1KT

�
1− e−M

�
T + ε∗2

�
µN − p2 +KN

�
1− e−vM

��
N

+ε∗3
�
µL − p3 − p4 +KL

�
1− e−vM

��
L+ ε∗2

�
µC − αN +KC

�
1− e−vM

��
C + ε∗4µMM + ε∗5µII

+(ε∗1q1 + ε∗2q2 − ε∗3r1)NT + ε∗3
�
µC − a− r2 + (KC +KT )

�
1− e−vM

��
CT + ε∗1DT

+
ε∗2g2p2N

g2 + T 2
+ ε∗3


abCT 2 + q4NL2 + q1CNT +CDT + q3LT +

g4p4L

g4 + I
+

g3p3L

g3 +D2T 2

�
,

además se observa que U1 es un dominio acotado. Entonces, para un valor suficientemente grande de R, el

dominio BR = {h5 < R} contiene el dominio U1 y se tiene que en la frontera {h5 = R} de BR se cumple

la desigualdad Lfh5+ < 0. Esto significa que BR es un dominio acotado y absorbente, por lo tanto, para

cada solución (T,N,L,C,M, I)T ∈ R6
+,0 su conjunto ω−ĺımite ω

�
(T,N,C,M)T

�
es no vaćıo, compacto e

invariante, vea Perko [28] en §3.2 y Khalil [25] en §4.2. Entonces,

ω
�
(T,N,L,C,M, I)T

�
⊂ KBPID.

Por lo tanto, a partir de los resultados mostrados en esta sección se concluye lo siguiente

Teorema 7.2. Si las condiciones (7.7)-(7.12), (7.14) y (7.19) se cumplen, entonces el sistema de

quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6) tiene un atractor global en R6
+,0, y el conjunto (7.13) es un dominio

acotado positivamente invariante, es decir, cualquier trayectoria fuera de este dominio se dirigirá hacia él

y permanecerá dentro para todo t ≥ 0.
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7.4. Eliminación de la población de células tumorales

En esta sección se establecen condiciones suficientes para asegurar la eliminación del tumor en el sistema

de quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6). Esto se realiza al determinar atractividad al plano T = 0 en R6
+,0, por

tanto, se propone la función candidata de Lyapunov

h6 = T,

cuya derivada de Lie está dada por

Lfh6 =


a− abT − q1N − p1L

l

T lg1 + Ll
−KT

�
1− e−M

��
T,

y se observa que Lfh6 ≤ 0 si lo siguiente se cumple

a− abT − q1N − p1L
l

T lg1 + Ll
−KT

�
1− e−M

�
< 0. (7.20)

Ahora, con el propósito de simplificar el análisis y la solución de la desigualdad (7.20) se realizan las

siguientes aserciones en los ĺımites de las variables del sistema (7.1)-(7.6)

Cmı́n ≥ Cmı́n− :=
αC

µC +KC

,

Cmáx ≤ Cmáx+ :=
αC

µC

,

Nmı́n ≥ Nmı́n− :=
αNCmı́n−

µN + q2b−1 +KN
,

Nmáx ≤ Nmáx+ :=
αNCmáx+

µN − p2
,

Lmı́n ≥ Lmı́n− :=

%
vL
ρ6

+
ρ27
4ρ26

− ρ7
2ρ6

,

donde

ρ6 : = q4Nmáx+ ,

ρ7 : = µL + q3b
−1 +KL,

y a partir de estas consideraciones se define lo que sigue

Lfh6 ≤
&

a− q1Nmı́n− −
p1Ll

mı́n−

b−lg1 + Ll
mı́n−

−KT

�
1− e−Mmı́n

�
'

T ≤ 0,

donde la desigualdad del lado derecho se resuelve con respecto al parámetro vM y se obtiene lo que se indica

a continuación

vM > vM5 := − ln



1 +
q1Nmı́n− − a

KT
+

p1L
l
mı́n−

KT

�
b−lg1 + Ll

mı́n−

�



 . (7.21)
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Por el Teorema de LaSalle se concluye que si la condición (7.21) se cumple, entonces la trayectoria de T (t)

se dirigirá hacia el conjunto compacto invariante más grande dentro del dominio KBPID ∩{T = 0}, vea Khalil

[25] en §4.2, es decir
ω
�
(T,N,L,C,M, I)T

�
⊂ KBPID ∩ {T = 0} ,

y se determina lo siguiente

Teorema 7.3. Si la condición (7.21) se cumple, entonces el plano T = 0 es globalmente atractivo en R6
+,0,

esto implica la eliminación del tumor en el sistema de quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6).

La condición (7.21) también permite determinar la no existencia de conjuntos compactos invariantes fuera

del plano T = 0. Esto se realiza al tomar el ĺımite superior de la población de células tumorales y definir lo

que se indica a continuación

Tmáx ≤
1

b
− q1Nmı́n−

ab
−

p1Ll
mı́n−

ab
�
b−lg1 + Ll

ḿın−

� − KT

ab

�
1− e−Mmı́n

�
< 0, (7.22)

y al resolver la desigualdad del lado derecho se obtiene la condición

vM > vM5,

y en consecuencia se determina lo siguiente

Corolario 7.1. Si la condición (7.21) se cumple, entonces el sistema de quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6) no

tiene conjuntos compactos invariantes localizados en R6
+,0 ∩ {T > 0}.

Los resultados obtenidos permiten establecer que la existencia de un dominio acotado positivamente

invariante, la eliminación del tumor y la no existencia de conjuntos compactos invariantes fuera del plano

T = 0, dependen directamente del tratamiento de quimioterapia, cuya concentración debe cumplir con la

siguiente condición

vM > máx {vMi
} , i = 1, ..., 5. (7.23)

7.5. Estabilidad asintótica global del punto de equilibrio libre de tumor

En [8] se analiza y establecen condiciones para concluir la estabilidad local del punto de equilibrio libre

de tumor del sistema quimioinmunoterapia no dimensionalizado. En este trabajo se estudia la estabilidad

asintótica global del punto de equilibrio libre de tumor del sistema original descrito por las ecuaciones (7.1)-

(7.6), dicho punto se calcula al igualar cada ecuación a cero y realizar las operaciones correspondientes, con lo

cual se obtiene el siguiente resultado

(T ∗, N∗, L∗, C∗,M∗, I∗) , (7.24)
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donde

T ∗ = 0,

M∗ =
vM
µM

,

I∗ =
vI
µI

,

C∗ =
αC

µC +KC (1− e−M∗)
,

N∗ =
αNC

∗

µN +KN (1− e−M∗)
,

L∗ = L∗+,

el valor de L∗+ se determina a partir del siguiente polinomio de segundo orden

A1L
2 +A2L− vL = 0,

donde

A1 := q4N
∗,

A2 := µL −
p4I∗

g4 + I∗
+KL

�
1− e−M∗

�
,

y cuyas ráıces están dadas por

L∗+ = − A2
2A1

+
 
A3,

L∗− = − A2
2A1

−
 
A3,

con

A3 :=


A2
2A1

�2
+

vL
A1

,

de las cuales al suponer que A2 > 0 y vL ≥ 0, se concluye que L∗− < 0, y L∗+ ≥ 0, esto implica que L∗+ es la

única solución biológicamente factible para el sistema de quimioinmunoterapia.

En la sección anterior se establecen condiciones en el Teorema 7.1 bajo las cuales el plano T = 0 es atractivo,

por lo tanto, se sustituye este valor en las ecuaciones del sistema (7.1)-(7.6) y se obtiene el modelo matemático

(7.25)-(7.29) no negativo de cinco ecuaciones diferenciales

Ṅ = αNC − µNN −KN

�
1− e−M

�
N, (7.25)

L̇ = −µLL− q4NL2 +
p4IL

g4 + I
−KL

�
1− e−M

�
L+ vL, (7.26)

Ċ = αC − µCC −KC

�
1− e−M

�
C, (7.27)

Ṁ = −µMM + vM , (7.28)

İ = −µII + vI , (7.29)
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el cual tiene un único punto de equilibrio dado por

(N∗, L∗, C∗,M∗, I∗) . (7.30)

Es evidente que M∗ y I∗ son puntos global asintóticamente estables, esto debido a que las ecuaciones

(7.28) y (7.29) son lineales, invariantes en el tiempo y con valores propios negativos, además su solución se

muestra en la sección 7.2. Adicionalmente, se observa que las ecuaciones (7.27)-(7.28) describen un sistema

competitivo, esto implica que la trayectoria de (7.27) siempre converge hacia C∗. Ahora, la estabilidad de N∗

y L∗ se determina al proponer la siguiente función candidata de Lyapunov

h7 = δ1 (N +C) + δ2L,

cuya derivada de Lie está dada por

Lfh7 = δ1
�
αNC − µNN −KN

�
1− e−M

�
N + αC − µCC −KC

�
1− e−M

�
C
�

+δ2

�
−µLL− q4NL2 +

p4IL

g4 + I
−KL

�
1− e−M

�
L+ vL

	
,

la cual se reescribe como sigue

Lfh7 = σ2 − δ1 (µC − αN)C − δ2 (µL − p4)L− µNδ1N − δ2q4NL2

− (δ1KNN + δ2KLL+ δ1KCC)
�
1− e−M

�
− δ2p4g4L

g4 + I
,

donde

σ2 := αCδ1 + vL,

y se imponen las siguientes condiciones en los parámetros del sistema

µC − αN > 0, (7.31)

µL − p4 > 0, (7.32)

con base en lo anterior se define el dominio U2 = {Lfh7 ≥ 0} en R6
+,0 ∩{T = 0} y por fórmula se tiene que en

su complemento C {U2} se satisface lo siguiente

σ2 < δ1 (µC − αN)C − δ2 (µL − p4)L+ µNδ1N + δ2q4NL2

+(δ1KNN + δ2KLL+ δ1KCC)
�
1− e−M

�
+
δ2p4g4L

g4 + I
,

además se observa que U2 es un dominio acotado. Entonces, para un valor suficientemente grande de R, el

dominio BR = {h7 < R} contiene el dominio U2 y se tiene que en la frontera {h7 = R} de BR se cumple la

desigualdad Lfh7 < 0. Esto significa que BR es un dominio acotado y absorbente, por lo tanto, para cada
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solución (T,N,L,C,M, I)T ∈ R6
+,0 ∩ {T = 0} su conjunto ω−ĺımite ω

�
(T,N,C,M)T

�
es no vaćıo, compacto

e invariante, vea Perko [28] en §3.2 y Khalil [25] en §4.2. Entonces,

ω
�
(T,N,L,C,M, I)T

�
⊂ KBPID ∩ {T = 0} .

Por lo tanto, con base en los resultados obtenidos y debido a que el punto de equilibrio (7.30) es único, el

Principio de Invariancia de LaSalle permite concluir lo siguiente

Teorema 7.4. Si las condiciones (7.7)-(7.11), (7.14), (7.23) y (7.31)-(7.32) se cumplen, entonces el punto

de equilibrio libre de tumor (7.24) del sistema de quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6) es global asintóticamente

estable en R6
+,0.

7.6. Simulaciones numéricas

En esta sección se ilustran los resultados obtenidos mediante simulaciones numéricas. Primero, se verifica

que las condiciones (7.7)-(7.8), (7.11), (7.14), (7.23) y (7.31)-(7.32) se cumplen al sustituir los valores mostrados

en la Tabla 7.1; posteriormente, se asignan los valores vL = 1.00×106 y vI = 5.00×103 para los tratamientos de

inmunoterapia, y se calculan los valores correspondientes a las condiciones de la concentración de quimioterapia

vMi, i = 1, ..., 5, los resultados son los siguientes

vM1 = −4.670× 10−2,

vM2 = −2.770,

vM3 = −1.320× 10−2,

vM4 = 3.313× 10−1

vM5 = 6.518× 10−1,

por lo tanto, se concluye que el sistema quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6) es globalmente estable si vM > vM4 , y

que el punto de equilibrio libre de tumor (7.24) es global asintóticamente estable si vM > vM5 . Las condiciones

iniciales para cada ecuación diferencial son las siguientes: T (0) = 2.00× 107, N (0) = 1.00× 103, L (0) = vL,

C (0) = 6.00× 108, M (0) = vM e I (0) = vI .

En las Figuras 7.1 y 7.2 se muestra la dinámica del sistema de quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6) con un valor

de vM = 3.320×10−1, se observa que las trayectorias no abandonan el dominio KBPID y que estas convergen a

un punto de equilibrio con carga tumoral alta. En las Figuras 7.3 y 7.4 se muestra la dinámica del sistema con

un valor en el parámetro de quimioterapia de vM = 6.520×10−1, en este caso todas las trayectorias convergen

hacia el punto de equilibrio libre de tumor (7.24).
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Figura 7.1: Dinámica de las variables T (t), L (t) y N (t) del sistema de quimioinmunoterapia con un valor de
vM = 3.320× 10−1, se observa que las trayectorias convergen a un punto de equilibrio con carga tumoral alta.
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Figura 7.2: Dinámica de las variables C (t), M (t) y I (t) del sistema de quimioinmunoterapia con un valor de
vM = 3.320× 10−1, se observa que las trayectorias convergen a un punto de equilibrio con carga tumoral alta.
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Figura 7.3: Dinámica de las variables T (t), N (t) y L (t) del sistema de quimioinmunoterapia con un valor de
vM = 6.520× 10−1, se observa que las trayectorias convergen al punto de equilibrio libre de tumor (7.24).
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Figura 7.4: Dinámica de las variables C (t), M (t) y I (t) del sistema de quimioinmunoterapia con un valor de
vM = 6.520× 10−1, se observa que las trayectorias convergen al punto de equilibrio libre de tumor (7.24).
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7.7. Análisis de resultados

En este caṕıtulo se muestra el análisis de la dinámica global de un modelo matemático que describe la

evolución de un tumor maligno en presencia de los tratamientos de quimioterapia e inmunoterapia; también

modeliza los efectos nocivos de la quimioterapia en linfocitos circundantes, las células NK y las células T

CD8+. Los resultados de este trabajo se determinan al aplicar el método de LCCI, la Teoŕıa de Estabilidad

de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle.

Las soluciones de las ecuaciones (7.5)-(7.6) se calculan al integrarlas por separación de variables con las

condiciones inicialesM (0) = vM e I (0) = vI , es necesario imponer estas condiciones para determinar los valores

ı́nfimos y supremos de cada ecuación cuando t ≥ 0; estos valores permiten calcular las cotas mı́nimas y máximas

de las ecuaciones (7.1)-(7.4) mediante el método de LCCI. Con estos resultados se define el dominio compacto

(7.13) en el cual se localizan todos los conjuntos compactos invariantes del sistema de quimioinmunoterapia.

Al aplicar la Teoŕıa de Estabilidad de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle se determinan

condiciones para establecer que el dominio acotado (7.13) es positivamente invariante, lo que implica que el

sistema de quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6) tiene un atractor global en R6+,0, es decir, su conjunto compacto

invariante más grande es global asintóticamente estable, por lo tanto las trayectorias no divergen cuando t ≥ 0.

En las Figuras 7.1 y 7.2 se ilustra que las trayectorias de la variables (7.1)-(7.3) no abandonan el dominio (7.13)

y la trayectoria de la variable (7.4) se dirige eventualmente hacia él.

El análisis realizado con el método de LCCI y la Teoŕıa de Estabilidad de Lyapunov permite

establecer condiciones suficientes para asegurar la eliminación de la población tumoral descrita por el

sistema de quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6). La condición principal se impone sobre el parámetro del

tratamiento de quimioterapia vM mediante la administración de una dosis pequeña y constante. La

administración de dosis pequeñas de quimioterapia no es algo inusual en la práctica médica y se conoce

como quimioterapia metronómica [48—54]. De acuerdo con las simulaciones numéricas la población tumoral se

elimina asintóticamente al utilizar una concentración de quimioterapia de vM = 6.520 × 10−1 en un peŕıodo

menor a 150 d́ıas, en las Figuras 7.3 y 7.4 se observa que todas las trayectorias del modelo matemático (7.1)-

(7.6) convergen hacia el punto de equilibrio libre de tumor (7.24). Cabe destacar que no se lograron obtener

resultados matemáticos biológicamente factibles al realizar el análisis con respecto al parámetro del tratamiento

de inmunoterapia vL.

Se espera que los resultados sean de utilidad para comprender los efectos de la quimioterapia y la

inmunoterapia en el desarrollo tumoral presentado por el sistema (7.1)-(7.6).
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Caṕıtulo 8

Conclusiones

Los resultados obtenidos en esta Tesis permiten confirmar la hipótesis propuesta para esta investigación,

es decir, mediante el método de Localización de Conjuntos Compactos Invariantes, la Teoŕıa de Estabilidad

de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle se logró analizar con éxito la dinámica local y global de

cuatro modelos matemáticos que describen la evolución de un tumor maligno y su interacción con el sistema

inmunológico en casos con y sin tratamiento. Adicionalmente, para los sistemas de quimioterapia (6.1)-(6.4)

y quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6) se calcularon condiciones suficientes para asegurar la estabilidad asintótica

global del punto de equilibrio libre de tumor de cada sistema en el ortante no negativo.

Con el método de Localización de Conjuntos Compactos Invariantes se calcularon los ĺımites ı́nfimos y

supremos de las variables de cada sistema biológico bajo estudio. Estos ĺımites permiten definir un dominio

acotado en el ortante no negativo dentro del cual se encuentran todos sus conjuntos compactos invariantes.

Al aplicar la Teoŕıa de Estabilidad de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle se determinó que

los dominios compactos (4.7), (6.9) y (7.13), los cuales corresponden respectivamente a los sistemas de evasión-

inmune (4.1)-(4.4), quimioterapia (6.1)-(6.4) y quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6), son positivamente invariantes

en el ortante no negativo. Esto implica que los sistemas son globalmente estables debido a que cualquier

trayectoria fuera de los dominios de localización converge eventualmente hacia ellos y permanece dentro o en

su frontera para todo tiempo futuro. Para el sistema de cáncer de próstata (5.1)-(5.7) no se logró determinar que

su dominio compacto (5.16) es positivamente invariante y se concluye que esto es debido a que el crecimiento

del tumor se presenta en forma exponencial, es decir, el crecimiento no es acotado como en los otros modelos

en los cuales se describe el desarrollo tumoral mediante la ecuación loǵıstica. Sin embargo, si se determina

que el dominio (5.21), el cual contiene todos los conjuntos compactos invariantes del subsistema (5.1)-(5.6), es

positivamente invariante en el ortante no negativo.

Para el modelo de evasión-inmune (4.1)-(4.4) se determinó la estabilidad asintótica global de su conjunto

compacto invariante más grande en el ortante no negativo y se concluye que no fue posible establecer condiciones

para la eliminación del tumor debido a que el modelo matemático no incluye ninguna ecuación de estado o

parámetro de tratamiento para la eliminación de las células cancerosas.

Mediante el Método indirecto de Lyapunov se calcularon condiciones para asegurar la estabilidad asintótica

local del punto de equilibrio libre de tumor del sistema de cáncer de próstata (5.1)-(5.7). Además se concluye

que no se pueden establecer condiciones para la estabilidad asintótica global de dicho punto debido a que el

tratamiento de la vacuna celular se modeliza como una sola aplicación y el crecimiento del tumor se describe
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de manera exponencial.

Se establecieron condiciones suficientes para asegurar la eliminación del tumor y la estabilidad asintótica

global del punto de equilibrio libre de tumor de los modelos de quimioterapia (6.1)-(6.4) y quimioinmunoterapia

(7.1)-(7.6). Esto se logró al aplicar en conjunto el Método de Localización, la Teoŕıa de Estabilidad de Lyapunov

y el Principio de Invariancia de LaSalle. Las condiciones de eliminación del tumor se impusieron sobre el

parámetro de quimioterapia para ambos modelos matemáticos. El sistema (7.1)-(7.6) modeliza también el

efecto de la inmunoterapia sobre el cáncer, sin embargo, no se logró determinar alguna condición biológicamente

factible sobre este tratamiento.

La contribución principal de esta investigación consiste en una base teórica para analizar la dinámica local

y global de modelos matemáticos de sistemas biológicos invariantes en el tiempo que describen la evolución

del cáncer por medio de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

Como trabajo futuro se pretende aplicar la metodoloǵıa desarrollada a otros modelos matemáticos de

sistemas biológicos, en particular aquellos diseñados con datos reales obtenidos in vivo o in vitro, esto con la

finalidad de proporcionar a la comunidad cient́ıfica resultados aplicables en pacientes reales, por ejemplo, el

desarrollo e implementación de tratamientos como la quimioterapia e inmunoterapia para eliminar la carga

tumoral o disminuir los padecimientos provocados por el cáncer.
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