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Resumen

En este trabajo se estudia la dindmica global de sistemas bioldgicos que describen la evolucién del cancer, la
respuesta del sistema inmunolégico y el efecto producido en el corto y el largo plazo por algunos tratamientos
como la inmunoterapia y la quimioterapia. En particular se analizan cuatro modelos matematicos de sistemas
invariantes en el tiempo compuestos por ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. El primero no
considera la aplicacion de ninguin tratamiento y muestra la evasiéon inmune de un tumor maligno mediante la
produccion de la citoquina TG F — 3. El segundo sistema modeliza la accién de una vacuna celular en pacientes
con cancer de préstata. El tercero define el efecto de la quimioterapia tanto en células cancerosas como en
células inmuno-efectoras. El cuarto modelo describe la interaccion entre células cancerosas, células NK, células
efectoras, linfocitos circundantes y los tratamientos de quimioterapia e inmunoterapia.

El analisis se realiza al aplicar el método de Localizacién de Conjuntos Compactos Invariantes, la Teoria de
Estabilidad de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle. Utilizar en conjunto estos métodos permite
realizar conclusiones sobre la estabilidad y la dindmica global de cada sistema bajo estudio. Se definen los limites
de un dominio acotado en el cual se localizan todos los conjuntos compactos invariantes y se determina que
dicho dominio es atractivo y positivamente invariante en el ortante no negativo. Adicionalmente, se establecen
condiciones suficientes para la eliminacion del tumor y para asegurar estabilidad asintética global del punto de
equilibrio libre de tumor. Las condiciones calculadas se escriben en funcién de los parametros de cada sistema.
Todos los resultados obtenidos se ilustran mediante simulaciones numéricas.

La contribucién principal de esta investigacion consiste en el establecimiento de una base tedrica para
analizar la dindmica local y global de modelos matematicos de sistemas biolégicos modelizados por ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden, en particular de aquellos que describen la evolucion del cancer. Sin
embargo, la metodologia desarrollada se puede aplicar en cualquier sistema cuya dindmica se localice en el

ortante no negativo.

Palabras clave: Ecuacion Diferencial Ordinaria, Conjunto Compacto Invariante, Estabilidad, Lyapunov,

LaSalle, Cancer, Quimioterapia, Inmunoterapia, Simulacion.
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Abstract

In this work we study the global dynamics of biological systems that describe cancer evolution, immune
response and the effect of treatments such as chemotherapy and immunotherapy in the short and long term.
Particularly we investigate four autonomous systems of first-order ordinary differential equations. The first
system shows the tumor-immune evasion due to the TGF — 3 cytokine production. The second system modelize
the effect of a cellular vaccine on prostate cancer patients. The third system describes the chemotherapy action
on cancer and immune-effector cells. The fourth system is about the interactions of cancer cells, NK cells,
effector cells, circulating lymphocytes and the chemotherapy and immunotherapy treatments.

We made the analysis by applying the Localization of Compact Invariant Sets method, Lyapunov Stability
Theory and LaSalle’s Invariance Principle. The application of these methods allows us to conclude several
properties about stability and global dynamics of each system under study, i.e. we define the limits of a
polytope in which all compact invariant sets are located and we determine conditions under which this domain
is positively invariant in the nonnegative orthant. Further, we establish sufficient conditions for tumor clearance
and global asymptotic stability of the tumor-free equilibrium point. All conditions are given in terms of each
system’s parameters. Finally, we illustrate our results by means of numerical simulations.

The main contribution of this investigation consists in the establishment of a theoretical base to analyze
local and global dynamics of mathematical models of biological systems modeled by first order ordinary
differential equations, in particular those that describe cancer evolution. Nevertheless, the methodology

developed on this research can be applied to any system whose dynamics is located in the nonnegative orthant.

Keywords: Ordinary Differential Equation, Compact Invariant Set, Stability, Lyapunov, LaSalle, Cancer,

Chemotherapy, Immunotherapy, Simulation.
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Capitulo 1

Introduccion

El cancer es considerado una de las principales causas de enfermedad y muerte en el mundo; de acuerdo
con la Organizacién Mundial de la Salud [1] en el ano 2012 murieron alrededor de 8.2 millones de personas
a causa de esta enfermedad, y estimaciones indican que los casos de cancer aumentaran de 14 millones en el
2012 a 22 millones en las siguientes dos décadas. Aunque México tiene la tasa de mortalidad més baja de
América Latina, el cidncer representa la tercera causa de muerte en el pais; en el 2011, el 12.07 % del total de
defunciones se debié a algiin tumor maligno [2; 3]. De acuerdo con un estudio realizado por GLOBOCAN [4]
los cinco tipos de cancer que mas afectan a los mexicanos son el de préstata, el de mama, el cervicouterino, el
de pulmén y el de estémago.

Cdncer es un término utilizado para definir un grupo de mas de 100 padecimientos que afectan a una
persona en cualquier parte del cuerpo y se caracteriza por un crecimiento anormal de células que han perdido
la capacidad de regular su tiempo de vida (apoptosis); este fendmeno les permite crecer mas alla de sus limites
habituales e invadir tejidos y érganos circundantes formando nuevos focos cancerosos conocidos como tumores
malignos. El proceso en el que las células cancerosas se diseminan a través del cuerpo se conoce como metastasis
y representa la principal causa de muerte por esta enfermedad [5].

Con el proposito de comprender la compleja dindmica del cancer, los bidlogos y matematicos han recurrido
al modelizado matematico como una herramienta para obtener informacién acerca de la relacién entre el
crecimiento tumoral, el sistema inmunoldgico y los efectos producidos por la aplicacién de tratamientos como
la quimioterapia y la inmunoterapia. Algunos modelos se disefian con datos experimentales y resultados clinicos.
En la literatura se encuentran distintas publicaciones, por ejemplo [6-14].

La Localizacién de Conjuntos Compactos Invariantes (LCCI) es una método que permite analizar la
dindmica global de modelos mateméaticos de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. El método
fue propuesto por Krishchenko en [15] y optimizado por Krishchenko y Starkov en [16]. Recientemente se ha
utilizado para el anélisis de sistemas bioldgicos [17-24].

El objetivo principal de utilizar el método de LCCI es determinar un dominio en R" en el cual se localizan
todos los conjuntos compactos invariantes que se presentan bajo ciertas condiciones en un sistema especifico:
orbitas periédicas, homoclinicas y heteroclinicas; ciclos limite; puntos de equilibrio y atractores cadticos. La
importancia del método radica en que el andlisis es 1til para conocer la dindmica del sistema en el largo plazo;
su caracteristica principal consiste en que es un método estrictamente analitico, lo que implica la solucién del

problema sin la necesidad de integrar numéricamente el sistema de ecuaciones diferenciales.



La LCCI es importante para el analisis de sistemas biolégicos que describen la evolucién de un tumor
maligno debido a que estos sistemas proporcionan informacién sobre la carga tumoral en un sitio especifico del
cuerpo, la eficacia del sistema inmunolégico y la eficiencia de los tratamientos aplicados. Los limites superiores
e inferiores del dominio de localizacién se expresan mediante desigualdades en funcién de los pardmetros del
sistema y tienen un significado biolégico acerca de la densidad de las variables del sistema; las cuales pueden
ser células cancerosas, células efectoras, la concentraciéon de algin tratamiento o proteinas que estimulan o
regulan una respuesta antitumoral por parte del sistema inmunologico.

La contribucién de esta investigacién es el estudio de algunas caracteristicas correspondientes a la dindmica
global de cuatro modelos mateméticos que describen la evolucién de tumores malignos y su interaccion con
el sistema inmunoldgico en casos con y sin tratamiento. Mediante el método de LCCI, el Método Directo de
Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle se determinan limites infimos y supremos para todas las
variables de cada sistema biolégico, se demuestra la existencia de un dominio acotado positivamente invariante
y se establecen condiciones suficientes para la eliminacién del tumor y la estabilidad asintdtica global del punto
de equilibrio libre de tumor.

El documento de Tesis doctoral se organiza como se describe a continuacion. En el capitulo 2 se recopila
toda la informacién necesaria para aplicar y comprender el método de LCCI, la teoria de estabilidad en el
sentido de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle. En el capitulo 3 se realiza una breve introduccién
al modelizado matematico de sistemas biolégicos y se describen las principales ecuaciones de crecimiento de
poblaciones. En el capitulo 4 se muestra el analisis correspondiente a un modelo de evasién-inmune. En el
capitulo 5 se presenta el estudio de un sistema de cancer de préstata. En el capitulo 6 se analiza un modelo
matematico de quimioterapia y en el capitulo 7 uno de quimioinmunoterapia. Cabe destacar que todos los
resultados obtenidos se ilustran mediante simulaciones numéricas. Finalmente, en el capitulo 8 se escriben las

conclusiones de la investigacion.



1.1. Hipdtesis

El andlisis mediante el método de Localizacién de Conjuntos Compactos Invariantes, la Teoria de
Estabilidad de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle permite determinar condiciones para
establecer estabilidad global en modelos mateméticos de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

que describen la evolucién de un tumor maligno.

1.2. Objetivo general

Analizar la dinamica local y global de sistemas que modelizan la evoluciéon de un tumor canceroso y su
interaccién con el sistema inmunoldgico, en casos con y sin tratamiento, mediante el método de Localizacién
de Conjuntos Compactos Invariantes, la Teoria de Estabilidad de Lyapunov y el Principio de Invariancia de

LaSalle.
1.3. Objetivos especificos
1. Calcular los limites infimos y supremos para las variables de cada sistema biolégico.

2. Definir un dominio acotado en el ortante no negativo en el cual se localicen todos los conjuntos compactos

invariantes de cada sistema estudiado.
3. Proponer condiciones bajo las cuales el dominio de localizacién es atractivo y positivamente invariante.
4. Analizar la estabilidad local de los puntos de equilibrio de cada modelo matemaético.
5. Establecer condiciones para asegurar la eliminacién de la poblacién de células cancerosas.
6. Determinar condiciones para la estabilidad asintética global del punto de equilibrio libre de tumor.
7. llustrar los resultados obtenidos mediante simulaciones numéricas.

8. Realizar la interpretacién bioldgica de los resultados matematicos obtenidos.



Capitulo 2

Preliminares matematicos

En este capitulo se presentan los fundamentos matematicos necesarios para comprender y aplicar el método
de Localizacién de Conjuntos Compactos Invariantes, la Teoria de Estabilidad de Lyapunov y el Principio de

Invariancia de LaSalle.

2.1. Ecuacién de estado

En esta investigacién se estudian sistemas dindmicos modelizados mediante un conjunto finito de ecuaciones

diferenciales ordinarias de primer orden

{ﬁl =f1 (t,(El,...,{En), (2.1)

En = fu(t,z1, ..., Tn), (2.2)

donde #; (i =1, ...,n) representa la derivada de z; con respecto al tiempo t, es decir &; = dx;/dt. Las funciones
fi, ..., fn son determinadas por el problema que se analiza y las variables x1, ..., x, se denominan variables de

estado. Usualmente se utiliza la notacién en forma de vector escrita de la siguiente forma

] fl (tal‘)

Tn fn (t,(E)

para reescribir el modelo (2.1)-(2.2) como una ecuacién diferencial ordinaria n—dimensional de primer orden

como se muestra a continuacién
= f(t,x), (2.3)

y esta se conoce como la ‘ecuacién de estado’ de un sistema no auténomo, es decir, variante en el tiempo. Si el

sistema no muestra una dependencia explicita del tiempo, entonces (2.3) se reescribe de la siguiente manera

T =f(x), (2.4)

y en este caso el sistema se denomina auténomo o invariante en el tiempo [25].



2.2. Espacio de fase

El espacio de fase es un plano n—dimensional también conocido como espacio de estados en el cual se
representan visualmente las soluciones de las ecuaciones diferenciales que componen un sistema dindmico de
la forma (2.3) o (2.4). Los ejes del plano corresponden a cualquier combinacién de las variables del modelo
matematico bajo estudio. El espacio de fase bidimensional se denomina ‘plano de fase’.

En la siguiente seccién se ilustra en el espacio de fase la dindmica de cada uno de los conjuntos compactos

Invariantes.

2.3. Tipos de conjuntos compactos invariantes

Los conjuntos compactos invariantes son dindmicas que se presentan bajo ciertas condiciones en un sistema
de la forma (2.4) y se clasifican en érbitas periédicas, homoclinicas y heteroclinicas; ciclos limite; puntos de

equilibrio y atractores cadticos, en esta seccion se describen las caracteristicas de cada uno de ellos.

2.3.1. Definiciones

A continuacién se muestran las definiciones necesarias para comprender el concepto de conjunto compacto

invariante [25-28].

Definiciéon 2.1. Espacio Euclidiano.
El conjunto de todos los vectores n—dimensionales x = [z1, ...,mn]T, donde 1, ..., x, son numeros reales,
definen el espacio Euclidiano n—dimensional denotado por R"™. El espacio Euclidiano unidimensional consiste

de todos los ntimeros reales y se denota por R.

Definicion 2.2. Conjunto en R".

Un conjunto es una colecciéon de objetos denominados elementos o puntos. Si A es un conjunto y x es un
elemento de A, se escribe z € A. Si A y B son conjuntos y cada elemento de A es también un elemento de B,
se dice que B incluye a A, y que A es un subconjunto de B y se escribe A C B.

Un conjunto vacio se define como aquel que no posee ningtin elemento y se denota por el simbolo ‘(). La

unién y la interseccién de A y B se definen respectivamente por:
AuB = {z:2€A o xz€ B},
ANB = {z:2€A y ze€B}.

Definicion 2.3. Normas.

La norma ||z|| de un vector = es un funcién de valor real con las siguientes propiedades:

= ||z|| > 0 para todo x € R™, con ||z|| = 0 si y solo si = 0.



v ||z +y] <|lz|| + |lyll, para todo z,y € R™. Esta propiedad se conoce como ‘desigualdad del tridngulo’.

» ||az| = || |z||, para toda a € Ry € R™.

Definicion 2.4. Vecindad.

Una vecindad € de un vector = € S donde S C R" se define como:

N(z,e)={zeR":||z—z| <e} Ve>0.

Definicion 2.5. Frontera o limite.
Un punto p se denomina punto de frontera o punto limite de un conjunto S C R si la vecindad de p
contiene al menos un elemento de S y otro elemento que no pertenece a S. El conjunto de todos los puntos

limite se denomina frontera o limite de S y se denota como 0S.

Definicion 2.6. Cerradura.

La cerradura de un conjunto S se denota por S y es la unién de S y su frontera.

Definicién 2.7. Complemento.

Un conjunto U es llamado complemento del conjunto S, donde S C R", si

U={zecR"|x¢S}.

Definicion 2.8. Conjunto abierto.
El conjunto S C R"™ se denomina abierto si para cada vector z € S se puede encontrar una vecindad

N (z,e) C S. Un conjunto abierto no contiene ningin punto limite.

Definicion 2.9. Conjunto cerrado.

Un conjunto S es cerrado si y solo si su complemento en R™ es abierto. De manera equivalente S es cerrado
si cada secuencia convergente {z;} con elementos en S converge a un punto dentro del mismo conjunto S.
Un conjunto cerrado contiene todos sus puntos limite, es decir, tiene una frontera; por lo tanto un conjunto

cerrado es igual a su cerradura.

Definicion 2.10. Conjunto acotado.

El conjunto S C R" es acotado si existe un nimero real r > 0 tal que:

|z|| <rVazels.



Definicion 2.11. Conjunto compacto.

El conjunto S C R"™ es compacto si es cerrado y acotado.

Definicion 2.12. Conjunto invariante.
Un conjunto S C R™ es invariante con respecto al sistema dindmico (2.4) si cumple con la siguiente
propiedad:
z(0)eS = z(t)es, V teR,

es decir, si una solucién pertenece a S en un instante de tiempo, entonces pertenece a S para todo tiempo

futuro y pasado.

Definicion 2.13. Conjunto compacto invariante.
Se dice que un conjunto S C R™ es compacto e invariante con respecto al sistema dindmico (2.4) si es

cerrado, acotado e invariante.

Definiciéon 2.14. Conjunto positivamente invariante.

El conjunto S es positivamente invariante si

z(0)eS = xz(t)eS V t>0.

Definicion 2.15. Conjunto compacto positivamente invariante.
Se dice que un conjunto S C R™ es compacto e invariante con respecto al sistema dindmico (2.4) si es

cerrado, acotado y positivamente invariante.

Definicion 2.16. Conjunto atractor.
Un conjunto cerrado e invariante S C R"™ es llamado conjunto atractor de (2.4) si existe una vecindad e

de S tal que para toda x € ¢, ¢ (x) C € para todot >0y ¢ (x) — S cuando t — oo.

2.3.2. Conjuntos a—limite y w—limite

Si se considera un sistema dindmico de la forma (2.4) con f € C* () donde S es un subconjunto abierto de
R" y se asume que (2.4) define al sistema dindmico ¢ (¢, x) en S entonces la funcién ¢ (-, z) : R — S define una
curva solucién, trayectoria u érbita de (2.4) en S. Por lo tanto, un punto p € S, se denomina punto w—Ilimite

de la trayectoria ¢ (-, z) si existe una secuencia t,, — oo tal que

lim ¢ (£, @) = p.

n—oo

Similarmente, si existe una secuencia t,, — —oo tal que

lim ¢(tn7$) =4q,

n—oo



y el punto ¢ € S entonces es llamado punto a—limite de la trayectoria ¢ (-, z). La coleccién de todos los
puntos w—limite de una trayectoria I" es llamada ‘conjunto w—Ilimite’ y se denota como w (I'); de igual forma,
la coleccion de todos los puntos a—limite de una trayectoria I' es llamada ‘conjunto a—limite’ y se denota
como « (I'). Cualquier trayectoria I' := « (I') Uw (") se conoce como conjunto limite de I'. Con base en estas

definiciones se establece lo siguiente:

Teorema 2.1. Vea [28]. Los conjuntos o y w—Ilimite de una trayectoria I' de (2.4) son subconjuntos cerrados
de S, y si I' estd contenida en un subconjunto compacto de R™ entonces o (I') y w (I') son no vacios, conectados

y subconjuntos compactos de S.

Teorema 2.2. Vea [28]. Si p es un punto w—Ilimite de una trayectoria T' de (2.4), entonces todos los demds
puntos de la trayectoria ¢ (-,p) de (2.4) a través del punto p son también puntos w—limite de T", es decir, si

p € w () entonces I'y, C w (I') y similarmente si p € (') entonces I'), C a(I').

Corolario 2.1. Vea [28]. a(T") y w (I") son invariantes con respecto al flujo de ¢, de (2.4).

2.3.3. Punto de equilibrio

Un punto x = x* € S, donde S C R", se denomina equilibrio si cumple con la propiedad de que si la
condicién inicial del sistema es x (0) = z* entonces x (t) = x* para todo tiempo. Para un sistema auténomo

definido por (2.4) los puntos de equilibrio son las soluciones reales de la siguiente ecuacién:

. dx
0=

—azf(x)zo.

Tradicionalmente se supone que el origen del espacio de estados R"™, esto es = 0 € R, es un punto
de equilibrio de (2.4), si este no es el caso cualquier equilibrio puede trasladarse hacia el origen mediante un
cambio de coordenadas o cambio de variable. Suponga que x* # 0 es un punto de equilibrio y considere el

cambio de variable y = x — x*, la derivada de y esta dada por

y=12=f(x)=f(y+2"):=g(y), donde g (0) =0,

en la nueva variable y el sistema tiene el equilibrio en el origen. Una ecuacion diferencial puede tener més de
un equilibrio o un nimero infinito de ellos, sin embargo, también ocurre que una ecuacién no tiene ningin
punto de equilibrio [25-27].

Cualquier punto de equilibrio z* de (2.4) es su propio conjunto « y w—limite debido a que ¢ (¢, 2*) = z*
para todo t € R. Adicionalmente si una trayectoria I de (2.4) tiene un tnico punto w—Ilimite z* entonces por
el Corolario 2.1 z* es un punto de equilibrio [28].

En la Figura 2.1 se ilustra el concepto de punto de equilibrio en el plano temporal y en el plano de fase.
En la Figura 2.1.a se muestra la dindmica en el tiempo cuando la condicién inicial del sistema es x (0) = z* y

en la Figura 2.1.b se observa el plano de fase correspondiente.



En las Figuras 2.1.c y 2.1.d se grafican respectivamente las series de tiempo y el plano de fase del mismo
sistema cuando se utiliza una condicién inicial diferente al punto de equilibrio, es decir x (0) # z*, en este
caso particular el punto de equilibrio es asintoticamente estable por lo tanto la trayectoria converge a z* y

permanece ahi.

(a) (b)
= )
=
t =
= ©
- o
t X ]( t)
(0 (d)
= )
=
t =
RN
Nl o
t x (1)

Figura 2.1: Concepto de equilibrio mediante series de tiempo y planos de fase con condiciones iniciales distintas.
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2.3.4. Orbita periédica

Una érbita de (2.4) es cualquier solucién cerrada que no es un punto de equilibrio. Se dice que una érbita
periédica I' es estable si para cada € > 0 existe una vecindad ¢ de I' tal que para toda x € £ y t > 0 entonces
la distancia d (¢ (¢,z),I') < €; es inestable si no es estable; y asintéticamente estable si para todos los puntos

2 en una vecindad U de I' se cumple lo siguiente

lim d (¢ (t,z),T) = 0.

t—o0

Los ciclos del sistema (2.4) corresponden a soluciones periédicas debido a que ¢ (-, zg) define una solucién
cerrada si y solo si para todo t € R se cumple que ¢ (t + T, x0) = ¢ (¢, z0) para algin T > 0. El valor minimo
de T para el cual la igualdad anterior se cumple se llama periédo de la dérbita periédica ¢ (-,zo) [28]. En la
Figura 2.2 se ilustra la dindmica de una orbita periddica en el plano temporal y en el plano de fase, se observa

que la érbita describe una trayectoria cerrada.

T

:N
x(t+T)=x(t)
t =
><N

T

T
(a) ! (b) x,(1)

Figura 2.2: Orbita periédica. (a) Plano temporal. (b) Plano de fase.

2.3.5. Orbita homoclinica

Una o6rbita homoclinica es un conjunto w—limite que no es una érbita cerrada o un punto de equilibrio
[29], sus trayectorias empiezan y terminan en el mismo punto de equilibrio z*. Estas érbitas son comunes en
sistemas conservativos pero raras en otros tipos [30]. En la Figura 2.3 se muestra un ejemplo de la dindmica

de una 6rbita homoclinica en el plano temporal 2.3.a y en el plano de fase 2.3.b.
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2.3.6. Orbita heteroclinica

Una érbita heteroclinica es aquella en la cual su conjunto a—limite estd dado por un punto de equilibrio z}
y su conjunto w—limite es otro punto de equilibrio =% [28], es decir, la trayectoria de una érbita heteroclinica
une a dos puntos de equilibrio, al igual que las 6rbitas homoclinicas estas son m&s comunes en sistemas
conservativos [30]. En la Figura 2.3 se muestra un ejemplo de la dindmica de una drbita heteroclinica en el

plano temporal 2.3.c y en el plano de fase 2.3.d.

=

\’N

=

x*
t SN
=

=

\’N

= %

Ox x* <
(a) ! (b) x (1)
&k
xZ

E’N

=

t Sy
=
=
T
£
xl
(c) f (d) x,(1)

Figura 2.3: Plano temporal y plano de fase de una érbita homoclinica (a)-(b) y una heteroclinica (c)-(d).
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2.3.7. Ciclo limite

Un ciclo limite I" de un sistema no lineal de la forma (2.4) es el conjunto « u w—limite de una trayectoria de
(2.4) diferente a I'. Si el ciclo I es el conjunto w—limite de cualquier trayectoria en una vecindad de I', entonces
se denomina ciclo w—limite o ‘ciclo limite estable’; por el contrario si I' es el conjunto av—limite entonces se
llama ciclo a—limite o ‘ciclo limite inestable’; y si I' es el conjunto w—limite de una trayectoria y el conjunto
a—limite de otra entonces se dice que I' es un ‘ciclo limite semiestable’ [28]. En la Figura 2.4 se ilustran en el

plano de fase los tres tipos de ciclos limites que se pueden presentar en un sistema dindamico.

(a) (b)

SN EN
= =
(d)
= =
x]( t) X ]( t)

Figura 2.4: Plano de fase de un ciclo limite. (a) Estable, (b) Inestable, (c) y (d) Semiestable.
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En otras palabras un ciclo limite es una trayectoria cerrada aislada para el cual las trayectorias vecinas
son espirales que se acercan o se alejan de dicho ciclo. Un ciclo limite estable es aquel en que las trayectorias
convergen hacia el ciclo limite independientemente de las condiciones iniciales (excepto puntos de equilibrio),
un ciclo limite inestable es aquel en el que las trayectorias se alejan de él y en un ciclo limite semiestable
algunas trayectorias convergeran hacia el ciclo limite y otras se alejaran. Este comportamiento no se presenta

en sistemas lineales [30].

2.3.8. Atractor caético

Un sistema no lineal puede presentar un comportamiento en estado estacionario mas complicado que no
se considera equilibrio, oscilacién peridédica u oscilacion casi periddica, tal comportamiento por lo general
se denomina caos. Algunos de estos movimientos cadticos expresan aleatoriedad a pesar de la naturaleza
deterministica del sistema [25]. En la Figura 2.5 se muestra un ejemplo de un atractor caético en el espacio de

estados.

x(1)

x,(1) x, (1)

Figura 2.5: Atractor caético de Lorenz [30; 31].

Un sistema cadtico es aquel en el cual sus trayectorias presentan un comportamiento aperiédico en un
sistema. deterministico que es criticamente sensible a sus condiciones iniciales. El comportamiento aperiédico
implica que las trayectorias nunca alcanzan un punto de equilibrio, una érbita periédica o cuasiperiédica cuando

t — oo. Un sistema deterministico no tiene entradas o parametros aleatorios. La sensibilidad a las condiciones
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iniciales significa que pequenas diferencias en estas ocasionan una dindmica totalmente diferente en el sistema,
es decir, dos trayectorias con condiciones iniciales ligeramente distintas se desviaran exponencialmente una de

la otra [27; 29; 30].

2.4. Localizacion de conjuntos compactos invariantes

El método de Localizacién de Conjuntos Compactos Invariantes (LCCI) fue propuesto por Krishchenko
en el 2005 en [15] y optimizado por Krishchenko y Starkov en [16] para el andlisis de sistemas invariantes
en el tiempo. En 2008 se extiende el método de LCCI para el andlisis de sistemas variantes en el tiempo por
Krishchenko y Starkov en [32] y en [33] por Kanatnikov y Krishchenko. Este método se utiliza para determinar
un dominio en el espacio de estados en el cual se localizan todos los conjuntos compactos invariantes que se
presentan bajo ciertas condiciones en un sistema especifico. El espacio de estados se define como R™ si el
sistema es auténomo y R"™ x R = {(z,¢)} si es no auténomo. La importancia del método radica en que el
andlisis es 1til para conocer la dindmica del sistema en el largo plazo; su caracteristica principal consiste en
que es un método estrictamente analitico, lo que implica la solucién del problema sin la necesidad de integrar

numéricamente el sistema de ecuaciones diferenciales.

2.4.1. Funcion localizadora

Una funcién h(z), donde x € R", es una funcién vectorial continua para un C* y se llama funcién
localizadora si es una expresion que contiene las variables y/o pardmetros de un sistema dindmico invariante
en el tiempo de la forma (2.4) o variante en el tiempo de la forma (2.3). Si el sistema es no auténomo entonces
la funcién h (z) se define en el espacio R x R = {(«,¢)}. Una funcién localizadora no es una primera integral,

lo cual significa que no es un punto de equilibrio del sistema.

2.4.2. Derivada de Lie

Sea h(z) : S — R una funcién localizadora continuamente diferenciable definida en un dominio S C R",

su derivada de Lie a lo largo de las trayectorias de (2.4) se denota como L¢h () y estd dada por

=~ Oh Oh Oh  Oh @ Oh
th Z@xz Z&x,f (v) = [6—961’8—@""’8—% : :% (z).
De manera similar, la derivada de Lie de a lo largo de las trayectorias de (2.3) se denota como L¢h (z,t) y

esta dada por

" o o on o1l U
Lyh(z,t) Z@x, Zla—xzfl (z,1) = [8—951’6—@""’6—% : = or (z,t).
fn (Scat)
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Las caracteristicas de una funcién continuamente diferenciable se describen en la siguiente definicién.

Definicion 2.17. Funcion continuamente diferenciable.

Una funcién f (z) : R — R se denomina diferenciable en z si el siguiente limite existe

o) — i LT 1 (@)

h—0 h ’

(2.5)

donde f’(x) se llama derivada de f en z; consecuentemente una funcién f(z) : R — R™ se dice que es
continuamente diferenciable en el punto xg si las derivadas parciales 0f; (x) /Oz; existen y son continuas en
zog para 1 <i<my1l<j<mn.Una funcién es continuamente diferenciable en un conjunto S si y solo si es

continuamente diferenciable en cada punto de S.

2.4.3. Localizacién de conjuntos compactos invariantes para sistemas invariantes en el

tiempo

Considerar un sistema no lineal invariante en el tiempo de la forma (2.4), es decir

donde f es una funcién vectorial continua para un C* y = € R" es el vector de estados. Sea h (z) : R" — R, la
cual es llamada funcién localizadora y no es la primera integral de (2.4), entonces, por h(x)|p se denota la
restriccién de h (z) a un conjunto B C R". Por S(h) se denota el conjunto {z € R" | Lyh (x) = 0}, donde
L¢h(z) es la derivada Lie de (2.4) y se define hu¢ :=inf {h (z) | € S(h)}; hsup :=sup{h(z) |z € S(h)}.

A continuacién se definirdn el Teorema General de LCCI, una proposiciéon de no existencia de conjuntos

compactos invariantes y el Teorema Iterativo.

Teorema 2.3. Vea [16]. Cada conjunto compacto invariante T' de (2.4) estd contenido en el conjunto de
localizacion

K(h) = {hinf <h (JI) < hsup} .

Si se considera la localizacién de todos los conjuntos compactos invariantes dentro del dominio U C R"
se tiene el conjunto de localizaciéon K (h) N U, con K (h) definida en el Teorema 2.3. Suponga que todos
los conjuntos compactos invariantes correspondientes a (2.4) estdn localizados en dos conjuntos cualesquiera
llamados Q1 y @2, donde @1, Q2 C R"™, entonces también estardn localizados en el conjunto (1 N Q2. Ahora,
si se desea determinar la localizaciéon de todos los conjuntos compactos invariantes en algin subconjunto )

del espacio de estados R”, entonces se formula lo siguiente

Proposicién 2.1. Vea [16]. Si QNS (h) = 0 entonces el sistema (2.4) no tiene conjuntos compactos invariantes

localizados en Q.
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Un refinamiento del conjunto de localizacién K (h) se realiza con el uso del Teorema Iterativo que establece

lo siguiente

Teorema 2.4. Vea [16]. Sea hpy (z),m = 0,1,2,... wuna secuencia de funciones de clase infinitamente

diferenciables. Los conjuntos
KO =K (hO) ’ Km = NKm;m-1N KWL71,WL7 m > 07

con
Km—l,m = {:L' : hm,l’nf < hm (IE) < hm,sup}a

hm,sup - sup hm (IE) )
S(hm)NKm—1
hm inf = inf hm ’
B i, " ()

contienen cualquier conjunto compacto invariante del sistema (2.4) y

KooKi2---2Kp2....

2.4.4. Localizacion de conjuntos compactos invariantes para sistemas variantes en el

tiempo

Considerar un sistema no lineal variante en el tiempo de la forma (2.3), es decir

:L‘:f(l‘at)a

donde f es una funcién vectorial continua para un C® y z € R" x R = {(z,t)} es el vector de estados. Sea
h(z) : R" — R, la cual es llamada funcién localizadora y no es la primera integral de (2.3), entonces,
por h(z)|p se denota la restriccién de h(x) a un conjunto B C R™. Por S(h) se denota el conjunto
{(z,t) e R" xR | Lyh(z,t) = 0}, donde Lsh(x,t) es la derivada Lie de (2.3). Ahora, sea A(z,t) = x y
S (h) = A(S(h)) esto implica que z € S(h) y si t € R existe de tal forma que (z,t) € S(h) entonces se
define hine :=inf{h (z) |z € S(h)}; heup :=sup{h (z) | z € S (h)}, por lo tanto se estable lo siguiente

Teorema 2.5. Vea [32]. Cada conjunto compacto invariante I' de (2.3) estd contenido en el conjunto de
localizacion

K(h) = {hinf < h(l‘) < hsup} .

2.5. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

Los métodos directo e indirecto de Lyapunov se utilizan para analizar la estabilidad de los puntos de
equilibrio, en particular del origen del espacio de estados x = 0 € R™. Un punto de equilibrio z* de (2.4)
es estable si cualquier trayectoria con condiciones iniciales cercanas permanece cerca de él y asintéticamente

estable si las trayectorias tienden hacia el punto cuando t — oo. En esta secciéon se presentan los teoremas
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de estabilidad de Lyapunov los cuales proporcionan condiciones suficientes para establecer estabilidad y

estabilidad asintotica de manera local o global.

2.5.1. Conceptos basicos

Para aplicar el método directo de Lyapunov es necesario elaborar una ‘funcién candidata de Lyapunov’ la
cual debe ser definida positiva; el tipo de estabilidad que se determina dependera del signo de la derivada de
esta funcién. El método indirecto de Lyapunov se utiliza para analizar la estabilidad local del equilibrio, dicha
estabilidad se determina al calcular los valores propios de la matriz Jacobiana correspondiente al sistema. A
continuacién se muestran las condiciones que debe cumplir una funcién para definir su signo de manera local

o global, y se describe el procedimiento para calcular los valores propios de una matriz cuadrada [25; 26; 34].

Definicion 2.18. Signo de una funcién.

Una funcién V (x) es definida positiva si satisface los siguientes criterios

V(0)=0,
y
V(z) >0V ax#0.
Si la funcién V (z) cumple con lo siguiente
V(0) =0,
y

V(z)>0Va#0,

entonces se dice que es semidefinida positiva. La funcién V (z) es negativa definida o negativa semidefinida
si —V (z) es respectivamente positiva definida o positiva semidefinida. Si V' (z) no tiene un signo definido

entonces se denomina funcién indefinida.

Definicion 2.19. Funcién localmente definida positiva.

Una funcién continua V : D — R, donde D C R", es localmente definida positiva si

V() >0V axeD, x#0.

Definiciéon 2.20. Funcién globalmente definida positiva.

Una funcién continua V' : R™ — R es globalmente definida positiva si
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Viz) >0V x#0.

Ahora se presentan dos definiciones necesarias para aplicar el método indirecto de Lyapunov.

Definicion 2.21. Matriz Jacobiana.
Para una funcién continuamente diferenciable dada por f(z) : R — R™ la matriz Jacobiana A es un

arreglo m x n definido por la siguiente expresién

0f1 () 0f1(x)

8%1 o 8.7:”
A= : . : zagf% (2.6)
Ofm () Ofm ()
8%1 o 8.7:”

cuyo elemento en la i—ésima fila y j—ésima columna esta dado por df; (z) /Ox;. Si (2.6) es una matriz cuadrada

n x n entonces f(x): R™ — R" y su determinante se conoce como ‘Jacobiano’.

Definicion 2.22. Valores propios.
Los valores propios de una matriz A cuadrada n x n se denotan por A;,7 = 1,...,n, y son aquellos valores
que satisfacen la siguiente igualdad:

det (A — \I) =0, (2.7)

donde A es una matriz diagonal e I es la matriz identidad, ambas cuadradas de n x n. Adicionalmente, si todos

los valores propios satisfacen Re \; < 0, A se denomina ‘matriz Hurwitz’ o matriz estable.

Definicion 2.23. Matriz triangular.

Una matriz triangular es una matriz cuadrada n x n de la forma

l11 0 e 0 Uil U2 ... Uin
AL _ l21 l22 .. 0 o AU _ 0 u‘22 . UQn ’
L lnl lng e lnn i L 0 0 cor Unn |

donde Ay se denomina triangular inferior y Ay triangular superior. Las caracteristicas principales de una
matriz triangular consisten en que su determinante es el producto de los elementos de su diagonal y sus valores

propios estan dados por cada uno de los elementos de su diagonal.

2.5.2. Meétodo directo de Lyapunov

Lyapunov mostré que un cierto tipo de funciones pueden ser utilizadas para determinar la estabilidad de un

punto de equilibrio [25]. Sea V (z) : D — R una funcién candidata de Lyapunov continuamente diferenciable
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definida en el dominio D C R"™ el cual contiene al origen. La derivada de V (z) a lo largo de las trayectorias

de (2.4) se denota como V (z) y est4 dada por

fi(z)
- SOV ROV ov ov oV ]| falx) oV
Vi(z) = - 8—%% = 2 a_mfi (z) = [8_961’ Oza " O : =~ oz ().
RACON

La derivada de V (z) depende de las ecuaciones que componen el modelo matemdtico, por lo cual 1%4 (x)
sera diferente para cada sistema. Si ¢ (¢, z) es la solucién de (2.4) que comienza en la condicién inicial = en el

tiempo t = 0, entonces

d

V(z) = =V (¢ (t2)) i,

por lo tanto, si V () es negativa, entonces V decrecers a lo largo de las trayectorias de (2.4). A continuacién

se muestran los teoremas de estabilidad en el sentido de Lyapunov.

Teorema 2.6. Vea [25]. Si x = 0 es un punto de equilibrio del sistema (2.4), D C R™ es un dominio que

contiene a x =0y V : D — R es una funcion continuamente diferenciable tal que

V(0)=0yV(z)>0enD — {0}, (2.8)

V(z)<0 en D, (2.9)

entonces, x = 0 es estable. Adicionalmente, si

V(z) <0en D — {0}, (2.10)
entonces, x = 0 es asintoticamente estable.

Una ‘funcién de Lyapunov’ es una funcién continuamente diferenciable que satisface los criterios (2.8)
y (2.9). El origen es un equilibrio estable si existe una funcién de Lyapunov cuya derivada es negativa
semidefinida y asintéticamente estable si su derivada es negativa definida. El Teorema 2.6 se utiliza para
demostrar estabilidad local en un dominio D C R", si se quiere demostrar estabilidad en todo el espacio de
estados R", es decir, que la trayectoria ¢ (¢, ) se acerca al origen cuando ¢t — oo sin importar cudn grande es

||z||, entonces la funcién candidata de Lyapunov debe cumplir también con el criterio de la siguiente definicién.

Definicion 2.24. Funcién radialmente desacotada.

Una funcién continua V : R™ — R es radialmente desacotada si

V (z) — oo cuando ||z| — oc.
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Entonces, el teorema de estabilidad asintética global en el sentido de Lyapunov establece lo siguiente:

Teorema 2.7. Vea [25]. Si © = 0 es un punto de equilibrio del sistema (2.4) y V : R™ — R es una funcion

continuamente diferenciable tal que

V(z)>0 VY z#0,

V (z) — oo cuando ||z| — oo,

V() <0 V z#£0;

entonces, x = 0 es global asintdticamente estable.

Si el origen = 0 es un punto de equilibrio global asintéticamente estable de (2.4), entonces debe ser el
tnico punto de equilibrio. Los teoremas de estabilidad de Lyapunov se aplican sin la necesidad de resolver las
ecuaciones diferenciales del sistema (2.4). Sin embargo, no existe un método explicito para encontrar funciones
candidatas de Lyapunov. También es importante mencionar que el hecho de que no se pueda encontrar una
funcién candidata de Lyapunov que satisfaga los requisitos de estabilidad o estabilidad asintética no implica
que el equilibrio tenga que ser necesariamente inestable, solo significa que no se puede determinar estabilidad

en el sentido de Lyapunov.

2.5.3. Meétodo indirecto de Lyapunov

Si el origen es un punto de equilibrio de un sistema no lineal de la forma (2.4), entonces la dindmica del
sistema alrededor de este punto se puede aproximar en una pequena vecindad mediante linealizacion. Este

proceso convierte el sistema & = f (x) en uno de la forma
= Az, (2.11)

donde
_ Of (@)
A= 81’ |z=0a

es decir, A es la matriz Jacobiana de f(x) evaluada en el origen. El siguiente teorema se conoce como el

método indirecto de Lyapunov y establece condiciones bajo las cuales se concluye estabilidad local del origen

del sistema no lineal (2.4) al investigar la estabilidad del origen del sistema lineal (2.11).

Teorema 2.8. Vea [25]. Sea x = 0 un punto de equilibrio del sistema no lineal (2.4) donde f(z): D — R"

es una funcion continuamente diferenciable y D es una vecindad del origen, entonces

1. El origen de (2.4) es local asintéticamente estable si Re\; < 0 para todos los valores propios de A de

(2.11).
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2. El origen de (2.4) es inestable si Re \; > 0 para uno o mds valores propios de A de (2.11).

Si inicialmente se tiene un sistema lineal invariante en el tiempo de la forma (2.11) entonces el siguiente

teorema permite establecer la estabilidad asintdtica global del origen.

Teorema 2.9. Vea [25]. El punto de equilibrio x =0 de & = Ax es global asintdticamente estable si y solo si

A es una matriz Hurwitz, es decir, todos los valores propios de A satisfacen Re \; < 0.

2.6. Principio de invariancia de LaSalle

El Principio de Invariancia de LaSalle es un criterio que permite establecer estabilidad asintética global
en sistemas dindmicos invariantes en el tiempo cuando no se puede concluir esto mediante una funcién de
Lyapunov debido a que la derivada de V (x) resulta negativa semidefinida, es decir V (z) < 0, entonces
de acuerdo con el Teoremas 2.6 solo se concluye estabilidad global. Sin embargo, si se logra demostrar que
ninguna trayectoria puede permanecer en los puntos donde 1% (x) = 0, excepto en = = 0, entonces el origen
es asintGticamente estable [25]. Para establecer el Teorema de Invariancia de LaSalle es necesario presentar el

siguiente lema.

Lema 2.1. Vea [25]. Si una solucion x (t) de (2.4) es acotada y pertenece a D C R™, para t > 0, entonces su

w (I') es un congunto no vacio, compacto e invariante. Ademds, x (t) tiende a w (I') cuando t — oc.

El lema anterior se complementa con la Definicién 2.15 y el Teorema 2.1. Ahora, se presenta el Teorema

de LaSalle.

Teorema 2.10. Vea [25]. Sea Q@ C D un conjunto compacto positivamente invariante con respecto a (2.4),
V : D — R una funcién continuamente diferenciable tal que V () <0 en Q, E el conjunto de todos los puntos
en € donde V(sc) =0y M el conjunto compacto invariante mds grande en E, entonces, cualquier solucion

que comience en €2 tiende a M cuando t — oo.

Khalil muestra en §4.2 en [25] la siguiente prueba al Teorema 2.10. Sea z (¢) una solucién de (2.4) que
comienza en Q, V (z) < 0 en Q, V (z (t)) una funcién decreciente de ¢, V (z) continua en el conjunto compacto
2 y acotada por debajo. Entonces, V (z (t)) tiene un limite a cuanto t — oo. Cabe destacar que el conjunto
w—limite w (I") estd en 2 porque este es un conjunto cerrado y para cualquier p € w (I') existe una secuencia
t, con t, — ooy x(t,) — p cuando n — oo. Por continuidad de V (x), V (p) = T}LH;OV(x (tn)) = a, por lo
tanto, V (z) = a en w (T') y ya que éste es un conjunto invariante, V (z) = 0 en w (). En consecuencia se tiene
lo siguiente:

w)cMcCFECQ.
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Ahora, ya que x (t) es acotada y tiende a w (I') cuando ¢ — oo, entonces, z (t) tiende a M cuando t — oc.
La diferencia de los teoremas de estabilidad en el sentido de Lyapunov y el Teorema de LaSalle es que no se
requiere que la funcién V' (z) sea positiva definida. Adicionalmente, la construccién del conjunto €2 no tiene
que estar ligada a la funcién V (x). Sin embargo, si se tiene que V () es positiva definida entonces el Teorema

2.10 se extiende al siguiente corolario.

Corolario 2.2. Vea [25]. Si © = 0 un punto de equilibrio de (2.4), V. : R™ — R continuamente
diferenciable, radialmente desacotada y positiva definida tal que V(x) < 0 para toda x € R™, ademds sea
S = {m €R" | 1%4 () = O} y al suponer que ninguna solucion, que no sea la trivial x (t) = 0, permanece en S

entonces el origen es global asintoticamente estable.

2.7. Otras teorias de estabilidad

En esta seccion se presentan tres teorias de estabilidad que son ttiles en el analisis de la dindmica global

de sistemas compuestos por ecuaciones diferenciales ordinarias.

2.7.1. Lema de Pliss

Un sistema dindmico continuo en el tiempo descrito por un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias
de la forma

t=Ax+ ¢ (z), (2.12)

donde A es una matriz cuadrada n xn y ¢ : R®™ — R" es una funcién continua. Adicionalmente se asume que
la matriz A es estable, es decir, todos sus valores propios tienen parte real negativa, entonces Boichenko et al.

[35] presentan el siguiente resultado conocido como Lema de Pliss.

Lema 2.2. Vea [35]. Si un sistema dindmico es descrito por (2.12) donde ¢ (x) es acotada en R", entonces

dicho sistema es disipativo.

Este lema permite determinar el comportamiento de un sistema a partir de la estructura de sus ecuaciones

de estado.

2.7.2. Estabilidad en el sentido de Levinson

Para un sistema dindmico de la forma (2.4) donde f : R" — R" es una funcién continuamente diferenciable,
Boichenko et al. [35] presentan la siguiente definicién y proposicién para definir la estabilidad en el sentido de

Levinson.
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Proposicién 2.2. Vea [35]. El sistema dindmico (2.4) es disipativo en el sentido de Levinson si existe un valor

r > 0 tal que para cada p € R™ se cumple que

tll’grnoo sup ‘d)t (p)‘ <.

Proposicién 2.3. Vea [35]. El sistema dindmico (2.4) es disipativo en el sentido de Levinson si y solo si existe

un conjunto acotado D C R" tal que este atrae cualquier punto en R”.

Si un sistema dindmico es disipativo en el sentido de Levinson con D como su regién de disipatividad,
entonces cualquier atractor A de dicho sistema satisface la inclusién A C D [35]. Si un sistema es disipativo en
el sentido de Levinson esto implica que cualquier trayectoria con condiciones iniciales dentro de la region de

disipatividad no divergira cuando t — oo.

2.7.3. Estabilidad en sistemas cooperativos y competitivos

Existen dos tipos de sistemas que se consideran estables debido a la estructura de sus ecuaciones de estado.

Un sistema dindmico invariante en el tiempo de la forma (2.4), es decir
&= f(x),

donde f es una funcién vectorial continua para un C*° y donde x € R" es el vector de estados, se denomina

cooperativo o competitivo si cumple con alguna de las siguientes definiciones [36].

Definicion 2.25. Sistema cooperativo.
El sistema (2.4) se denomina cooperativo si todos los elementos de su matriz Jacobiana, excepto los de su

diagonal, son no negativos, es decir
ofi (x)
a%'j

>0V i

Definicion 2.26. Sistema competitivo.
El sistema (2.4) es llamado competitivo si todos los elementos de su matriz Jacobiana, excepto los de su

diagonal, son no positivos, es decir
Ofi (z)
Ox;

<0Vi#j.

Ahora, para sistemas cooperativos o competitivos el siguiente corolario permite establecer convergencia

para las trayectorias de sus soluciones.

Corolario 2.3. Vea [36]. Sea {¢,} la solucion en R? de un sistema cooperativo o competitivo para el cual el

cuadrante Ri,o es positivamente invariante, entonces cualquier trayectoria cerrada [0,00) — Ri,o converge.
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Si un sistema de la forma (2.4) es competitivo o cooperativo y ademds tiene un tinico punto de equilibrio,
entonces el corolario anterior permite establecer la estabilidad asintética global de dicho punto. Ahora, si un
sistema es cooperativo en R"™ y posee un tnico punto de equilibrio entonces el siguiente teorema permite

concluir estabilidad asintética global.

Teorema 2.11. Vea [37]. Considerar un sistema de la forma (2.4) y suponer que las siguientes aserciones se

cumplen
1. El sistema (2.4) es cooperativo en R™ o R} ;.
2. El sistema (2.4) tiene un unico punto de equilibrio en R™ o RY .
3. Cada semi-trayectoria positiva del sistema (2.4) tiene una cerradura compacta en R™ o RY .

Entonces el equilibrio es global asintoticamente estable.

2.8. Positividad en sistemas lineales y no lineales

Un sistema dindmico de la forma (2.4), es decir
&= f(x),

donde f es una funcién vectorial continua para un C*° y donde z € R", se denomina positivo si para cualquier
condicién inicial en el ortante no negativo R’ ; la trayectoria de su solucién permanece en R ; para todo
tiempo futuro [38; 39].

Para un sistema lineal continuo e invariante en el tiempo descrito por ecuaciones de estado de la forma
i=Azx+0b, (2.13)

donde A es una matriz cuadrada n x n y b € R, el siguiente teorema permite demostrar formalmente si un

sistema lineal es positivo.

Teorema 2.12. Vea [38]. El sistema lineal (2.13) es positivo si y solo si la matriz A es Metzler, es decir,

todos sus elementos excepto los de su diagonal son no negativos [a;; > 0,V (4,7),1# j] y b > 0.

Para el caso de un sistema no lineal continuo e invariante en el tiempo descrito por ecuaciones de estado de
la forma (2.4) el siguiente lema proporciona una condicién suficiente y necesaria para establecer la positividad

de su dindmica.

Lema 2.3. Vea [39]. El sistema no lineal (2.4) es positivo si y solo si la siguiente condicion se satisface

Ve € ORY g1z, =0= f;(z) > 0.
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Capitulo 3
Modelizado de sistemas biol6gicos

Los sistemas del mundo real pueden ser modelizados para entender su estructura y funcionamiento mediante
el registro de datos experimentales. Un modelo matemédtico es una representacién formal y simplificada que
describe la evolucion en el tiempo de un sistema dindmico.

El modelizado de sistemas biolégicos implica la necesidad de representar y resolver problemas complejos
generados por la caracteristica fundamental de la materia viva, es decir, su necesidad de supervivencia.
Para comprender este comportamiento es necesario analizar las variables y los parametros que componen
las ecuaciones de estado de los modelos matematicos.

En este capitulo se muestran las ecuaciones de crecimiento fundamentales para el modelizado matematico
de sistemas bioldgicos, en particular de aquellos que describen el desarrollo del cancer, su interaccién con el
sistema inmunoldgico y el efecto de tratamientos como la quimioterapia e inmunoterapia. Adicionalmente, se
resuelven las ecuaciones diferenciales de cada una de las leyes de crecimiento para calcular sus limites inferior
y superior e ilustrar su dindmica con respecto al tiempo en el corto y el largo plazo, esta informacién resulta

util al momento de proponer funciones localizadoras y analizar la dinamica local y global de cualquier sistema.

3.1. Crecimiento exponencial

La ley de crecimiento exponencial es la manera mas simple de modelizar la evoluciéon de un tumor y ha
tenido un papel importante en el campo de la quimioterapia. Varias investigaciones han demostrado que se
presenta en diferentes tipos de leucemias y linfomas. Aunque ha sido documentada en algunos casos de tumores
sélidos no se considera aplicable durante periodos de tiempo muy largos [40]. Fue formulada en 1956 por Collins

et al. como se presenta a continuacion

dx

— =kx, 3.1
o (3.1)
donde x es el ntimero de células tumorales en un instante de tiempo y £ > 0 es una constante de

proporcionalidad.

La solucién de la ecuacién (3.1) con la condicién inicial = xg en t = 0, vea [41], estd dada por
z (t) = e, (3.2)

cuya dindmica se ilustra en la Figura 3.1 para tres valores distintos de k y la condicién inicial z (0) = 1, ademads

se observa que cuando el valor de k incrementa la tasa de crecimiento también aumenta y que la funcién (3.2)
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tiene el siguiente limite inferior

x (t) > xo,

para t > 0.

100
90
80
70
60

50

x(t)

40

30

20

10

10

Figura 3.1: Dindmica del crecimiento exponencial.

La mayoria de los tumores siguen un patrén de crecimiento particular, crecen rapidamente en el inicio y
eventualmente alcanzan un tamano maximo, es esta caracteristica por la cual la ley de crecimiento exponencial

falla en modelizar la dinamica de una neoplasia maligna in vivo.

3.2. Decrecimiento exponencial

La ley de decrecimiento exponencial se formula mediante la siguiente ecuacion diferencial

dx

— = —kx 3.3
dt ) ( )

donde k£ > 0 es denominada como una constante de proporcionalidad y x suele representar la concentracién

de algin tratamiento o el efecto producido por este en células tumorales o células inmunes en un instante de

tiempo determinado [41].

La solucién de la ecuacién (3.3) con la condicién inicial x = xp en t = 0 estd dada por
z (t) = zoe Ft, (3.4)

y su dindmica se ilustra en la Figura 3.2 para tres valores distintos de & y la condicién inicial z (0) = 1, también

se observa que la tasa de decrecimiento aumenta con el valor de k y que la funcién (3.4) tiene los siguientes
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0<z(t) < m,

limites

para t > 0.

x(1)

Figura 3.2: Dinamica del decrecimiento exponencial.

La manera mas comun de utilizar la ley de decrecimiento exponencial es en conjunto con la ley de

crecimiento logistico para modelizar el efecto que causan las células efectoras y la quimioterapia en la evolucién

de un tumor.
Crecimiento y decrecimiento exponencial modificado

La ley de decrecimiento exponencial (3.3) se modifica como se muestra a continuacién para modelizar la

dindmica en el cuerpo humano de distintos tratamientos como la quimioterapia e inmunoterapia
dx
— =X — kx, 3.5
I (3.5)
donde k£ > 0 es una constante de decaimiento, X > 0 representa la administracion constante de algin
tratamiento. La ecuacién (3.5) tiene un dnico punto de equilibrio dado por
(3.6)

el cual es global asintéticamente estable, esto se concluye al realizar un cambio de variable y aplicar el método

directo de Lyapunov.
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Al solucionar mediante el método de separacién de variables la ecuacién diferencial (3.5) con la condicién

inicial z = 2y en t = 0 se obtiene lo siguiente

X X Rt
z(t) = T (k sc0> e " (3.7)
y se observa que
If t)y=ux] = X
fg e ) =oi=1

Ahora, si satisface la condicién

la funcién (3.7) tiene los limites

para t > 0y se establece la ley de crecimiento exponencial modificado con la cual se modeliza normalmente la
concentracién del tratamiento de quimioterapia. En la Figura 3.3 se ilustra el comportamiento de la funcién

(3.7) cuando se cumple (3.8), se utilizan tres valores distintos de k, X =1 y la condicién inicial z (0) = 0.

251
2_
k=0.5
sk R ==k
- = =k=15
=
1+ : _"\_.—"'—'—'-'-'-"-'-‘-'-"'-'-'-'-"-'-'-'-'-"-'-'-'-"-'-"
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Figura 3.3: Dindmica del crecimiento exponencial modificado.
Si se tiene el caso contrario, es decir
X
— < xo, 3.9
L < %o (3.9)
entonces la funcién (3.7) tiene los limites
X
m <z (t) < xo,
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para t > 0 y se determina la ley de decrecimiento exponencial modificado la cual suele describir la dinamica
de la inmunoterapia. En la Figura 3.4 se muestra la gréfica de la funcién (3.7) cuando se satisface (3.9), se

toman tres valores distintos de k, X =1 y la condicidn inicial z (0) = 2.5.

2.5
2
k=0.5
L5 kel
== =f=]5
=
1+ \ L ~’-',:,-'-:-|,:-|-|-7|;-|-|->‘-i-\-l——‘—l-l-l'-"l-l-l-:i-|-‘-'jl'-l-l-"
\
~
N---_-----------------------------
0.5
0 | | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 3.4: Dindmica del decrecimiento exponencial modificado.

3.4. Crecimiento logistico

En 1838 Pierre Verhulst utilizé por primera vez la ecuacion logistica para describir el crecimiento de una
poblacién y aunque esta ley de crecimiento fue redescubierta en varias ocasiones por distintos investigadores a
través de los anos [42], no fue hasta 1923 que T.B. Robertson la aplic6 para modelizar la dindmica de un tumor
[40] y desde entonces ha sido una ecuacién fundamental en el disefio de modelos matematicos del céncer.

La ley de crecimiento logistico establece que en un espacio finito existe un limite superior para el niimero
de organismos que lo pueden ocupar ya que los recursos disponibles en el ambiente afectan directamente al
desarrollo de la poblacién, esta ley se formula mediante la siguiente ecuacién diferencial

fl—”t” — ke (1—ba), (3.10)
donde k es la tasa de crecimiento intrinseco de la poblacién y b~! representa su capacidad de carga maxima
[40-42]. Al realizar unos célculos de rutina se determina que la ecuacién logistica (3.10) tiene los siguientes

dos puntos de equilibrio

25 =0, (3.11)
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1
3=, (3.12)

de los cuales al analizar su estabilidad local se establece que z] es localmente inestable y x5 es local
asintéticamente estable. Si el modelo (3.10) es utilizado para describir el desarrollo del cancer entonces zj
y 5 se denominan respectivamente ‘punto de equilibrio libre de tumor’ y ‘punto de equilibrio con carga
tumoral maxima’.

Al solucionar la ecuacién (3.10) con la condicidn inicial x (0) = x se obtiene la siguiente funcién

zoeht

~ bag (eft —1) 41’

z(t) (3.13)

y se observa que

lim z(t)=2] =0y limx(t) =a5 = —

t——o0 t—oo b’

y si t > 0 entonces se tiene que

1
xo <z (t) < 7

En la Figura 3.5 se ilustra la dindmica de la ecuacién de crecimiento logistico (3.13) para tres valores

distintos de k, b =1/10 y la condicién inicial z (0) = 1.

11

~
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I

x(1)

NS w A ) =)} AN Co O
I

20

Figura 3.5: Dinamica del crecimiento logistico.

En esta investigacion se analizan tres modelos mateméticos que describen la evolucién del cancer mediante

la ley de crecimiento logistico.
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3.5. Cinematica de Michaelis-Menten

La tasa a la que un érgano metaboliza y excreta un farmaco estd limitadas por el flujo sanguineo que
recibe, este proceso ha demostrado una dindmica de primer orden cuando se aplican tratamientos en dosis
terapéuticas, es decir, la cantidad que se metaboliza o excreta en un instante de tiempo determinado es
directamente proporcional a la concentracion del firmaco en la circulacién sistémica en ese momento, dicho
comportamiento se conoce como la cinematica de Michaelis-Menten, la cual se presenta mediante la siguiente

ecuacion
vaétx:r

V(=)= k4+z’

(3.14)

donde Vi5x es la tasa maxima de eliminacion del tratamiento, k es la concentracién del firmaco en la cual
la tasa de eliminacién es Visx/2,  es la concentracién del tratamiento en el plasma y V (x) es la tasa de
eliminacién [43]. En la Figura 3.6 se ilustra la dindmica de la ecuacién (3.14) en el intervalo x € [0, 5] para

tres valores distintos de k y Vipsx = 1.

Vix)

Figura 3.6: Dindmica de la ecuacion de crecimiento de Michaelis-Menten.

La ecuacién de crecimiento de Michaelis-Menten se utiliza como un término de saturacién para describir el
efecto producido por un tratamiento o por una poblacién sobre el desarrollo de otra. Esta ecuacion se encuentra,

presente en los cuatro modelos matematicos que se mostraran en los siguientes capitulos.
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Capitulo 4

Sistema de evasion-inmune

En este capitulo se estudia la dindmica global del modelo de evasién-inmune presentado por Arciero,
Jackson y Kirschner en [6], el cual describe la interaccién entre células efectoras, células cancerosas y las
citoquinas IL—2 y TGF — (3 en el sitio del tumor. El sistema modeliza distintos comportamientos, como puntos
de equilibrio, érbitas periddicas y ciclos limite estables. Al utilizar el método de Localizacién de Conjuntos
Compactos Invariantes se logra definir un dominio en el espacio de estados donde se localizan todas las
dindmicas que exhibe el modelo de evasién-inmune. La localizacién de dicho dominio es importante debido a
que proporciona informacion sobre la salud del individuo en el corto y el largo plazo. Los limites de tal dominio
representan los valores minimos y maximos de las variables de estado y se expresan mediante desigualdades
algebraicas dadas por una combinacién de los pardmetros del sistema. Adicionalmente, mediante una funcién
candidata de Lyapunov se demuestra que la region de localizacién es un dominio positivamente invariante, esto
que permite asegurar que dada cualquier condicién inicial las trayectorias del sistema no divergen. Finalmente,
se presentan simulaciones numéricas y se realiza un andlisis de las posibles implicaciones biolégicas de los

resultados obtenidos.

4.1. Descripcion del modelo matematico

En esta seccién se presenta el estudio de la dindamica global del modelo matematico de evasién-inmune
presentado por Arciero, Jackson y Kirschner en [6]. Este sistema modeliza el desarrollo de un tumor maligno

y su interaccién con el sistema inmunoldgico mediante las siguientes cuatro ecuaciones diferenciales:

2
pay
_ _ 4.1
Tg + yg H3w, ( )
. cy Tz qw
T = — Wz + — , 4.2
T (gﬁz) <p1 q2+w> (42)
. ) ary pwy
(1 _) _ n 7 43
Y Y < b/ gty gztw (43)
z = P3ty — lgZ. (4.4)

(94 +y) (1 + aw)

La ecuacién (4.1) representa la tasa de cambio de la citoquina supresora TGF — (3. El primer término
representa la produccién de la TGF — 3 por parte del tumor con una tasa maxima dada por el pardametro py,
el pardmetro 72 representa el valor critico en el cual la poblacién de las células tumorales es lo suficientemente

grande y sufren ausencia de oxigeno, por lo cual el tumor comienza a aumentar la produccién de la TGF —( para



33

estimular el proceso de angiogénesis. El tltimo término de la ecuacién representa la velocidad de disminucién
de la TGF — (8 en forma natural.

La ecuacién (4.2) describe el reclutamiento de células efectoras al sitio del tumor. El primer término
representa la habilidad del sistema inmune para reconocer células tumorales y reclutar células efectoras, es
decir células T; esta habilidad es disminuida por la produccion de la citoquina TGF — 3 y el pardametro
de inhibicién . El segundo término representa la perdida de células efectoras por muerte celular. El tercer
término asevera que la proliferacién de células efectoras es dependiente de la presencia de la citoquina /L — 2
y disminuye cuando la TGF — 3 se encuentra presente en el sitio del tumor, con p; como la maxima tasa de
proliferacién de células efectoras y ¢; el maximo efecto anti-proliferativo de la TGFEF — (3.

La ecuacién (4.3) modeliza el desarrollo del tumor canceroso. El primer término representa la dindmica
del crecimiento del tumor en forma logistica, con una tasa intrinseca dada por r y una capacidad de carga
tumoral b en ausencia de células efectoras y la citoquina T'GF — 5. El segundo término representa la eliminacién
de células tumorales debido a la accién del sistema inmunolégico, el pardmetro a determina la fuerza de la
respuesta inmune hacia las células tumorales. El tercer término representa un aumento extra en el crecimiento
del tumor debido a la produccién de la TGFEF — (; en la presencia de esta citoquina el tumor podria exceder
su capacidad de carga, el parametro py determina la tasa méxima del aumento en la proliferacién de células
tumorales.

La ecuacién (4.4) define la cinética de la citoquina IL — 2. El primer término representa la produccién
de la IL — 2 a una tasa maxima dada por el parametro ps, esta es estimulada por la interaccién entre las
células efectoras y tumorales. La presencia de la TGF — (3 en el sitio del tumor inhibe la produccién de la
IL — 2, el pardmetro « es una medida de inhibicién. El ultimo término de la ecuacion representa la velocidad
de disminucién de la IL — 2 en forma natural.

La caracteristica principal del modelo matematico es que toma en consideracién que el tumor secreta la
citoquina TGF — 3, la cual es uno de los principales factores que impide el combate de dicho tumor por el

sistema inmunolégico; a continuacién se describen sus principales efectos:

Contrarrestar las propiedades inmuno-estimuladoras de la IL — 2.

Prevenir la deteccién del tumor por parte del sistema inmune.

Inhibir la activacion y expansién de las células T citotoxicas y células B.

Reducir la expresion de antigenos en las células cancerosas.

Adicionalmente, la citoquina TGF —  posee propiedades angiogénicas lo que beneficia el desarrollo y
metéstasis de los tumores malignos [5; 6].
La descripcién y los valores de los parametros se muestran en la Tabla 4.1, la estimacién de los valores es

presentada en [11] por Kirschner y Panetta y en [6] por Arciero, Jackson y Kirschner.
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Parametro Descripcién Valores y unidades
D4 Tasa de produccién méxima de la TGF — 3 0—3x10% 24—
Te Término de acumulacién critica de células tumorales 1 x 108 %
s Vida media de la TGF — 3 10 dias™!

c Antigenicidad 0 —0.035 dias™!

y Pardmetro de inhibicién de antigenos por la TGF — 3 10 #

1y Tasa de muerte de las células inmunes 0.03 dias™?

g1 Saturaciéon media del término de proliferacion: py 2 x 107 B

D1 Tasa de proliferacién de las células efectoras 0.1245 dias™!

q1 Tasa méxima del efecto de anti-proliferacién producido por la TGF — 3 0.1121 dias™*

q2 Saturaciéon media del término de anti-proliferacién: ¢; 2 x 106 Ed
Tasa de crecimiento intrinseco del cancer 0.18 dias™!
Carga tumoral méxima 1 x 100 celulas

a Fuerza inmunolégica contra el cancer 1 dia™"

92 Saturacién media del término de eliminacién: a 1 x 105 «lulas

D2 Tasa maxima de aumento de la proliferacion de células tumorales 0.27 dias™!

gs Saturacion media del término de proliferacién: po 2 x 107 24

P3 Tasa de produccién de la IL-2 5 célulaZ; L

g4 Saturacion media del término de produccién: ps 1x 103 %

a Parametro de inhibicién de la IL-2 por la TGF — 3 1x1073 pl—g

Lo Vida media de la IL-2 10 dias=1

Tabla 4.1: Descripcion, valores y unidades de los parametros correspondientes al sistema de evasién-inmune

(4.1)-(4.4).

La dindmica del sistema de evasién-inmune (4.1)-(4.4) se encuentra localizada en el ortante no negativo:

Ri,o ={w>0,2>0,y >0,z > 0}.

4.2. Analisis de estabilidad local del punto de equilibrio libre de tumor

En esta seccién se determina la estabilidad local del tnico punto de equilibrio libre de tumor del sistema

de evasion-inmune (4.1)-(4.4) dado por

(w*a x*ay*a Z*) = (07 07070) )

(4.5)

vea [6]. Para esto, se calcula la matriz Jacobiana del sistema y se evalia en el punto de equilibrio, es decir

J| (= 2%y z+) ¥ S€ tiene que

Iz e 2y =

—H3
0
0
0

0

—Hq
0
0

0
c
r

0

0
0

—H2 |

, (4.6)

y debido a la estructura de la matriz (4.6) se determina que las raices del Jacobiano estan dadas por —pus,

—1, Ty —lg. Por lo tanto, se concluye que el punto de equilibrio libre de tumor (4.5) es localmente inestable.
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4.3. Localizacién de conjuntos compactos invariantes

En esta seccién se definen los limites maximos para las densidades de las células cancerosas, células efectoras
y las citoquinas IL — 2 y TGF — 3. Con los limites calculados se define un dominio compacto en Rflho en el
cual se localizan todos los conjuntos compactos invariantes del sistema de evasién-inmune (4.1)-(4.4). Estos se
encuentran expresados mediante desigualdades en funcion de los parametros del sistema y se obtienen mediante
funciones localizadoras lineales y no lineales. Los limites que definen la region de localizacién se muestran en
el Teorema, 4.1; para determinar este teorema se utilizaron las funciones localizadoras: hy = w, ho =y, hg = x,
hy = z, hs =y +nz y hg = zy. Por simplicidad en las notaciones de esta seccién se considera S (h) N Rflho y

K(h) == K(h) NRL,,

Teorema 4.1. Si p; > p1 entonces todos los conjuntos compactos invariantes del modelo de evasion-inmune

(4.1)-(4.4) se encuentran contenidos dentro del dominio compacto:

Kpprp:= K (h1) N K (ha) N K (h3) N K (hy) N K (hg), (4.7)
donde
K (h1) = <0< w < wmax —&},
H3

K (ha) = OSySyméX::b<1+W—méX)}’

r (93 + wméx)

C z
0<z<Tmax = ymaxa#l>p1}a
H1—P1

K (h3) =

{
{
{
K (hy) = {0 < 2 < 2max = i—?’xméx, [y > pl} ,
{
{

2

5
0<2z< 2omsx i= 451'“ n s
2

K (ha) st Zimax < Z2max, 1 > D1
K

(hs) st 2imax > 22méx, M1 > P1

x <é —g—i-c 5
y—r 461 ymax I
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y las constantes n, 0; y B;, 1 = 1,2; se definen como

n= min{—ag4 ,ﬁ},
b3g2 Pp3
r
(51 = g,

02 1= T+ p2 + po,

a
fri= ——,
! 92 + Ymsx
DP2Wmax
By v= LW
2 g3+wmé,x !

A continuacién se muestra mediante seis funciones localizadoras la prueba del Teorema 4.1.

1. Limite superior de la proteina T'GF — 3, w (t) . Se toma la funcién localizadora hy = w, cuya derivada
de Lie esta dada por
pay’

Lihy = =——— — pgw,
fha T%—i—y? H3

y de la cual se obtiene el conjunto

5 ()= {“ <1Ty> “3w:0}’

entonces, se calcula la siguiente férmula
S <1 _ L)
)
S(hl) “3 7—% + y2

por lo tanto se determina que todos los conjuntos compactos invariantes de w (¢) se encuentran localizados en

el dominio

K(hl):{nggwméX::i—z}.

2. Limite superior de las células cancerosas, y (t). Se utiliza la funcién localizadora hg = y, con y > 0,

de la cual al calcular su derivada de Lie se obtiene

r

ax w
y? — Y +p22/

Lihy =1y —
M2=r=y g+y gtw

y de la anterior se calcula el conjunto

S(hg)ﬂ{y>0}:{1“%y @ +p2<1 93 ):0},

92 +y gs +w

del cual se obtiene

b ar g3
h2|s(hz)ﬁ{y>o} ~r [T - g2 +y P2 <1 o g3 er)} ’

Al aplicar el Teorema Iterativo con el conjunto K (hy) se tiene

b2 g3
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lo que permite aseverar que todos los conjuntos compactos invariantes de y (¢) se encuentran localizados en el

dominio

K P2Wmax
g < < z = 1 _—_— .
(hQ) {O—y_ymax b< +T(93+wm’ )>}

3. Limite superior de las células efectoras, z (¢). Se utiliza la funcién localizadora hs = z, y se obtiene

su derivada de Lie como se muestra a continuacién

cy Tz qQw
Lihs = — T+ - )
s 1+ ~yw H g1+ z <p1 Q2+w>

entonces, se obtiene el conjunto

cy gip1T QWITZ
S (h3) = — T +p1T — — =0,
(hs) {1+’yw i p1 a+z (g+w)(g+=2) }

del cual, al discriminar los términos racionales negativos y si la siguiente condicién se cumple

,U’I > b1,

se llega a la siguiente féormula

1 cy
h < ,
Blsng) = 4 py <1 +7w>

ahora, mediante el Teorema Iterativo se redefine hg) (hg)Y 5€ llega a lo siguiente

h Cyméx
3| 9 = )
S(hg)ni_; K(h;) M1 — D1

entonces, se tiene que todos los conjuntos compactos invariantes de x (t) se encuentran localizados en el dominio

K(h?:):{()gxgscméx::%}-
1 M1

4. Limite superior de la citoquina /L — 2, z(t). Al tomar la funcién localizadora hy = z, y calcular su

derivada de Lie se llega a

3Ty
L h = - Z7
M= it y) (I +aw) 12

entonces se obtiene el conjunto

pP3x 94
S(hs) = 1-— — poz =0
(he) {1+Olw< g4+y> 2 }7

del cual se determina

h __ psw L9
o0 =y (T aw) U gaty)”
ahora, si la condicién py > p1, se cumple, se puede redefinir hy| S(h4)al hacer uso del Teorema Iterativo como

se muestra a continuacién

P3Tmax g4
h < 1-— )
Hstand k() = 1y < ga + yméX)
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por lo tanto, se determina que todos los conjuntos compactos invariantes de z (¢) se encuentran localizados en

el dominio
K (hy) = {0 < p g DIIEIME ) g = p—sﬁméX}
Ho (94 + Ymax)

5. Limite superior de la citoquina /L — 2, sin restriccién en los parametros del sistema. Mediante

Ha

la funcién localizadora hs = y + 7z, se establece un limite adicional para la variable z (¢) sin condiciones en

los pardametros. Se calcula su derivada de Lie y se obtiene lo siguiente

r ary | pawy np3xy
Lihs =1y — —1* —
e = Y Tty T gstw ! (gaty)(1+ow

— Nz,
)

de la cual se llega al conjunto

r D293y
hs) = + 27 p
S (hs) {(T p2)y by g3 + W LY — N2z 0}7

donde
(nps — a) y — awyo — awoags — ags + ngaps
(94 +v) (92 +y) (1 + aw)

y se tiene que P > 0 si se considera lo siguiente para el valor de n

n > min{%,i},
P3g2 P3

P :=

)

entonces, se calcula la siguiente formula

1 52 \> D203y 53
h =—|-6 -] - - P —=
5‘5(}15) o [ ! < 2(51) g3 4+ w rY + 451

donde

0 =
0y =

y se reescribe como se muestra a continuacion

03
hs <
I5ths) = 4611y’

por lo tanto, se obtiene que todos los conjuntos compactos invariantes se encuentran localizados en el dominio

52
K*(hs) =0<y+nz<—2 }
(hs) { Yy s g

El conjunto anterior se redefine mediante la interseccion K* (hs) N {y =0} y se determina que todos los

conjuntos compactos invariantes de la variable z (t) se encuentran localizados en el dominio

é%
K(hs) =<0< 2<% méx ‘— 15 .
( 5) { 2 1“2/‘7}
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6. Dominio de localizacién mediante una funcién no lineal. Se toma la funcién localizadora hg = zy,

cuya derivada de Lie esta dada por

cy Tz QW Y azr Dow
Lyhg = — T+ ~ +ay|r(1-3) - + ,
e y[1+vw H g1+z<p1 Q2+w>] Y [T b 92ty gstw

entonces, al realizar las operaciones correspondientes se obtiene el conjunto

2
cy Tz qQrw r axr bwx

S (he) N {y >0} = - - Ty =
(he) N{y > 0} {1+»yw M1x+91+z<p1 q2+w)+m b 92+y+gg+w }

y se calcula la siguiente férmula

2
r g1 qQuw cy ax g3

—h, = 1-— — — — 1-— ,
b COlsthenty>0r :z:< gl—i—z) <p1 qg—i—w) p e 1+yw g2+y+p2x< gg—i—w)

esta tltima se redefine al aplicar el Teorema Iterativo con los conjuntos K (hy) y K (h2)

2

fh < — + + — L + + 1— L .
b Slstantmongy () = I T P T O TR 93+ Wmax )’

ahora, realizando las sustituciones correspondientes se obtiene lo siguiente

b 2
6|S(h6)ﬁ{y>0}ﬁf:1K(hi) — ; (—51{E + 62$ + Cyméx) )
donde
a

Bri=—2—,

! 92 + Ymax

P2Wmax

By = ———+ D1+ 71— Uy,

2 g3 + Wmsx 1

entonces, se completa el cuadrado y se obtiene

hy| <

S(hg){y>0}n2_; K (h;)

b
T 2/, 43,

s\, B3
_61 <$_—2 +—2+Cyméx ;
de esta forma se concluye que el conjunto de localizacion estd dado por

2
st (o)}

O

Es importante mencionar que la condicién p; > p; implica que la tasa de muerte de las células efectoras es
mayor a su tasa de proliferacién y afecta solamente a los conjuntos de localizacién K (h3) y K (hg) los cuales
representan los limites maximos de las densidades de las células efectoras y la citoquina I L — 2 respectivamente.
En la seccién 4.5 se presentan los escenarios en los cuales se puede cumplir esta condicién, asi como las
implicaciones biolégicas que esto conlleva. La importancia del conjunto de localizaciéon K (hs) radica en que

su existencia no condiciona los valores de los pardmetros del sistema de evasién-inmune (4.1)-(4.4).
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4.4. Existencia de un dominio acotado positivamente invariante en R

En esta seccién se describen las condiciones necesarias bajo las cuales el dominio (4.7) es atractivo y
positivamente invariante en Rflho. Para demostrarlo se utiliza la teoria relacionada al sistema presa-depredador
de Lotka-Volterra, el cual posee una primera integral conformada por una combinacién de funciones lineales
y logaritmicas de sus variables. Este tipo de combinaciones se utiliza con el propdsito de encontrar funciones
candidatas de Lyapunov de modelos que describen la dindmica de sistemas biolégicos. De esta forma, se propone
una funcién candidata de Lyapunov para el sistema de evasién-inmune (4.1)-(4.4) y se logra determinar el

Teorema 4.2.

Teorema 4.2. Si se cumple que 1y > p1, entonces el politopo (4.7) dado por
Kppip := K(hl) ﬂK(hg) N K(hg) N K(hz) N K(h@),

es un Dominio Acotado Positivamente Invariante en Rflho N{y > 0} para el sistema de evasion-inmune (4.1)-

(4-4)-
A continuacién se presenta la prueba del Teorema 4.2. Se toma la siguiente funcién candidata de Lyapunov
hr =eix 4+ ey —Iny +e3z+eqw, y, >0, i=1,....4,

cuya derivada se encuentra dada por la siguiente expresion

g1cy Tz qiw g2 o ga2axy E2Pp2WyY
L¢hy = — 1T +e - + eary — —y* — +
s T+qw 1<g1+z> (pl q2+w> Y T ey mtw
2
r ax bw €3P3TY €4P4Y
-+ y+ - — €397 + — E4figwW.
0/ Tty mtw (g (taw) TRz
Ahora, al tomar los términos racionales positivos de la forma paral se obtienen las siguientes igualdades
o
€122 <p1 . quw ) R 11 Qwzz
g1+ 2 g2 +w g1+ % (92 +w) (g1 + 2)’
fap2wy Eopay — €2P293Y
g3 +w 22 gz t+w’
€3P3TY €3p3T €3P394%

(94 +y) (1 + aw)

e4pay?
72 + 92

y se reescribe Lyhr de la siguiente manera

l+aw (1+ow)(gs+y)

2
€4T P4

6 —_— ————
4P4 Tg+y2’

a £3P3 g1c T
Lihy = —equqw— (e — € — — T+ +eor+—-+¢
Vil 4M3 < 1Mq 1Ph1 g2ty 1+ozw> <1 ¥ yw 2 b 2p2> Y
2T o €191p1® E1q1wrz €axyY  E2P293Y
——Y — &3z — - - -
b gtz (et+w)(g+z) gp+y g+tw
2
€3P394T E4T P4 p2w
— — — — T + €4P4,
(I+aw)(ga+y) 72+y* gstw aba
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entonces se determinan las desigualdades que se muestran a continuacion en los coeficientes de = y y

E1f4y — €1P1 — TSP )y > p1T
1 gty l1+oaw = M

N It <
Eor +—-+¢ ,
1+ w 2 p T2 Y = P2y

donde
a
p1 = €11 —E1P1 — — — E€3DP3,
g2

r
po = €1C+ €21 + b + €2p2.

Parte del desarrollo fundamental para determinar atractividad del dominio de localizacién (4.7) es definir
las condiciones bajo las cuales Lyh7 es negativa en Rflho N {y > 0}, entonces, para que p; > 0 se propone la

siguiente condicién sobre los parametros del sistema

1 >p1>

y la siguiente condicion sobre el coeficiente €1

£3p3 a
+ )
pr—p1 92 (g —p1)

(4.8)

por lo tanto, al asumir que existe un conjunto de soluciones € > 0,7 = 1, 3; que satisfacen (4.8), se tiene

2 * *
P2 * €191Pp1T E1Q1WTZ
Lihy < —eqpqw —pix—p <y——) — E3llnZ — —
d SO T\ T g ) TR T T @t w) (o 1 2)
€202y £2P29g3Y £3P394 eaT?ps  pow
- - - ) 2 = + Py,
92+y gtw (I+tow)(gat+y) 7Te+y* gtw
donde
. for
p3 T b )
2
P3
Py = T FE4pst
4p3

Finalmente, si

p4>07

se define un dominio Uy = {Lsh7 < 0} en R‘_lho N{y > 0}, y por férmula se tiene que en U; se satisface lo

siguiente
p\ . STIVIE Elqwzz
Py < Eqp3W + p1T + p3 (y— 2_,03) +E302 + gtz (@tw)(nta)
€203y | €2P293Y £3P394 4TiPs | Paw

g+y @gtw (I+ow)(ga+y) 72+y2 gt+w
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ademds se observa que su complemento C' {U;} es un dominio acotado. Esto, de acuerdo con el Principio de
Invariancia de LaSalle, significa que todas las trayectorias en Rflho N{y > 0} entran en el dominio compacto
(4.7) y permanecen en este. Por lo tanto, para cada solucién (w, z,y, z)! € R‘_lhoﬂ{y > 0} su conjunto w—limite
w ((w,x, v, z)T) es no vacio y es un conjunto compacto invariante, vea Perko [28] en §3.2 y Khalil [25] en

§4.2. Entonces se tiene que

w ((w#ﬁ,ya Z)T> C Kppip-

4.5. Implicaciones biolégicas

La existencia de los conjuntos K (h3), K (hs) y del Teorema 4.1 depende de la condicién pq > pi, esta
implica que la tasa de mortalidad de las células efectoras es mayor a su tasa de proliferacion. Aunque es una
condicion que conlleva un deterioro en la salud del paciente es importante analizarla. En la literatura se ha
encontrado que esta condicion puede presentarse debido a los siguientes dos escenarios:

1. Los mecanismos de defensa del tumor. Estos afectan el tiempo de vida de las células del sistema
inmune y son generados por la inestabilidad genética de las células cancerosas [5]. Algunos tumores presentan
niveles de antigenos demasiado bajos para ser detectados por el sistema inmune, lo cual puede inducir apoptosis
en las células T debido a la falta de senales de peligro que alerten al sistema inmunoldgico, este fenémeno
puede provocar una tolerancia inmunolégica hacia las células cancerosas. Otros tumores producen sustancias
inhibidoras del sistema inmunoldgico, como lo es la TGF — 8 o inducen la proliferacion de las células T
Supresoras.

2. Tratamientos como la quimioterapia y la radioterapia. Estos juegan un papel importante en la
deficiencia del sistema inmune del paciente dado que afectan la capacidad de proliferacién de las células, lo
cual disminuye el nimero de globulos blancos y debilita el sistema inmune, esto contribuye a que el paciente
sea mds susceptible a adquirir diversos tipos de infecciones [44; 45]. En [46] Zitvogel et al. realizan un analisis
detallado sobre los efectos adversos que pueden tener en el sistema inmunoldgico el arsenal de componentes
terapéuticos utilizados en la quimioterapia, asi como la condicién de linfopenia ocasionada por la radioterapia.

Por lo tanto, los resultados mostrados en este trabajo serian aplicables a la mayoria de los pacientes. Bajo
esta premisa se realizaron simulaciones de las ecuaciones diferenciales del sistema de evasién-inmune para
distintos valores del parametro p; que cumplieran con la condicién pq; > p;. De esta forma se decidié utilizar
el valor p; = 0.01 y mantener el valor p; = 0.03 junto con los demés mostrados en la Tabla 4.1 para realizar
las simulaciones.

En la Figura 4.1 se muestra una comparacion de las series de tiempo de las células efectoras y las células

cancerosas obtenidas con cada uno de los valores de p;.
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Figura 4.1: Comparacién de las series de tiempo del sistema de evasién-inmune (4.1)-(4.4) con dos valores
diferentes en el pardmetro p;.
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Se observa que al disminuir la tasa de proliferaciéon p; la densidad de células efectoras se reduce de forma
significativa lo cual disminuye a su vez la densidad de la citoquina I L — 2; sin embargo, la densidad de células
cancerosas solo se incrementa ligeramente, por lo cual se intuye que el valor propuesto para el pardmetro p; es
aceptable debido a que no afecta de manera drastica la carga tumoral del individuo. A su vez, se observa que
debido a la baja densidad de células efectoras, el tiempo que el tumor permanece activo es un poco mayor,
no obstante, ambas densidades convergen hacia un valor con carga tumoral minima. El valor maximo de la
citoquina TG F — 3 permaneci6 constante, esto debido a que depende de la relacién ps/pg, aunque si se visualiza
un aumento en el periodo que esta citoquina permanece activa.

La oOrbita periddica de la Figura 4.1 es un fenémeno conocido como ‘tumor durmiente’ y es una etapa en
el desarrollo de la enfermedad en la que las células cancerosas permanecen ocultas y asintomaéticas por largos
periodos de tiempo. Esta condiciéon puede presentarse como resultado de un tratamiento ‘exitoso’ lo cual la
convierte en punto critico para la supervivencia a largo plazo del paciente [47].

Es importante mencionar que con el valor propuesto para el parametro p; es posible obtener las dinamicas
mostradas por Arciero, Jackson y Kirschner en [6], es decir, puntos de equilibrio, 6rbitas periddicas y ciclos

limite estables.

4.6. Simulaciones numeéricas

Con el propdsito de ilustrar los resultados obtenidos se realizan simulaciones del sistema de evasiéon-inmune
(4.1)-(4.4) utilizando los siguientes valores en los parametros: ¢ = 0.0029, p; = 0.03, p; = 0.01 y ps = 0.1204,
los demas valores utilizados son los mostrados en la Tabla 4.1.

En la Figura 4.2 se ilustra que al tomar una condicién inicial fuera del dominio de localizacién (4.7),
las trayectorias de las variables del sistema w (t), = (t), y (t) y z (t) convergen hacia dicho dominio, a su vez
se observa que el conjunto w—limite w <(w,x,y, z)T> se encuentra definido por una drbita periddica. Las
condiciones iniciales utilizadas para realizar la simulacién son las siguientes: w (0) = 0.015, z (0) = 1.7 x 102,
y(0) =1.1x10°y 2z (0) = 9 x 10.

Para el conjunto de parametros utilizados se cumple la desigualdad zimsx < 22max, por lo tanto en la
simulacién numérica se utiliz6 el limite para la variable z (t) definido en el conjunto K (hy4). Ahora, dado que
la 6rbita periddica mostrada en las Figura 4.2 es un conjunto compacto invariante, se asegura que la trayectoria
no abandonard la region de localizacién cuando ¢ — 00, lo que permite visualizar graficamente el resultado del

Teorema 4.2, es decir, el dominio (4.7) es acotado y positivamente invariante.
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Figura 4.2: Dindmica que muestra la convergencia de las trayectorias del sistema de evasién-inmune (4.1)-(4.4)
hacia una 6rbita periédica dentro del dominio de localizacién Kpprp. (a) Proyeccién del espacio de fase de las
variables w, x,y. (b) Proyeccién del espacio de fase de las variables z,y, z.
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4.7. Analisis de resultados

Mediante la aplicacién del método de LCCI se logré definir el dominio (4.7), en el cual se localizan todos
los conjuntos compactos invariantes que presenta el sistema de evasion-inmune (4.1)-(4.4). Adicionalmente, el
Método Directo de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle permiten determinar que dicho dominio
es atractivo y positivamente invariante en R‘_lho N{y > 0}. Esto es importante debido a que el inico punto de
equilibrio libre de tumor del sistema es localmente inestable. Por lo tanto, con los resultados mostrados en los
Teoremas 4.1 y 4.2 se establece que las densidades de las poblaciones de células y citoquinas no creceran fuera

de los limites del dominio compacto (4.7).

Del Teorema 4.1 se realizan las siguientes observaciones:

= La densidad maxima de la citoquina TGF — [3 se muestra en el conjunto K (h1) y estd dada por la
relacién entre su tasa de produccién (p4) y vida media (u3); esta relacion py/pg puede tomar un rango
de valores de 0 — 3 x 107 debido a que la tasa de produccién de la citoquina TGF — 3 varfa de acuerdo
a la densidad de células cancerosas, un mayor volumen de células producird una mayor concentracion de

citoquina.

= De acuerdo al resultado obtenido en el conjunto K (hs) se determina que con la presencia de la citoquina
TGF — 5 (wmax) €l tumor tiene la capacidad de exceder su carga maxima (b), tal como lo dicen Arciero,
Jackson y Kirschner en [6]. Esta citoquina aumenta la produccién de células cancerosas mediante la
relacién dada por la tasa de proliferacién inducida (p2) y su crecimiento intrinseco (7). Cabe destacar
que el valor de w5 puede variar de acuerdo con el tipo de tumor y de la etapa de desarrollo en la que
se encuentre, por lo tanto, un tumor con una tasa de produccién muy alta de la citoquina TGF — 3
(p4) alcanzard un valor critico en el cual ya no podra ser contenido en su ambiente inicial y comenzara a
estimular el proceso de angiogénesis con el propdsito de obtener los nutrientes y oxigeno necesarios para

su sustento, esto implica que comenzara el proceso de metdstasis.

= Con el objetivo de determinar el limite para la densidad méxima de las células efectoras mostrado en
el conjunto K (hg) fue necesario imponer la condicién p; > pp, con esta se obtiene que su densidad
méxima es una relacién entre la proporcién dada por la antigenicidad (c) de las células cancerosas (ymsx)
y las tasas de muerte (u,) y proliferacién (p;) de las propias células efectoras. Este limite varia segiin el
pardmetro c el cual tiene un rango de 0 — 0.035, en [6] se muestra un andlisis para diferentes valores y
los tipos de dindmicas que se pueden obtener, un valor alto implica que las células cancerosas pueden ser
detectadas con mayor facilidad por el sistema inmunolégico, mientras que con un valor bajo el sistema

inmunoldgico pierde el control sobre el tumor y este puede alcanzar su carga maxima (b).

s Mediante la aplicacién del Teorema Iterativo fue posible determinar dos limites superiores para la

citoquina IL — 2 dados por zimsx Y Z2max, estos estan definidos en los conjuntos K (hg) y K (hs)
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respectivamente. Sin embargo, la existencia del limite 21 4x depende de la condicion gy > pi, mientras
que el limite z9 3¢ NO presenta restricciones en los parametros del sistema. El limite z1 msx describe la
densidad méxima de la citoquina como una proporcién de la densidad méxima de las células efectoras
(Tmsx ), dicha proporcién esta dada por la relacién entre la tasa de produccion (ps) y la vida media (uy) de
la citoquina I L —2. En el limite 29 n3x la densidad maxima depende principalmente de la relacién entre la
carga tumoral maxima (b) y el crecimiento intrinseco del tumor (7). Para determinar qué conjunto forma
parte del dominio (4.7) se elige el min {21 max, 22max }, €l cual, de acuerdo a los pardmetros utilizados en

la simulacién numérica es el valor 21 msx.

= El pardmetro a representa la fuerza inmunolégica contra el cadncer y su influencia se observa en el conjunto
K (hg), con este se logra disminuir el dominio donde se localiza la dindmica de las células efectoras y las

células cancerosas.

» Cabe destacar que los pardmetros de saturacién g1, g4 y 72 no afectan los dominios de localizacién. El
pardmetro g; se descarta en el término racional —g; (g1 + z)fl para obtener el conjunto K (hs). Los
pardmetros g4 y 72 pierden su influencia en los dominios de localizacién ya que ymax > g4,72 y por lo

tanto el valor de los términos:
Yrmiix Y2 i

94 + Umax T2+ Y24

~ 1.

= Los parametros de inhibicién v y « son eliminados al tomar las desigualdades:

Cy <
-
1+yw — Y5
p3Ty o bsy
(gat+y)(Al+aw) — gty

esto con el propdsito de obtener los conjuntos K (hs) y K (hg) respectivamente.

Se espera que el andlisis realizado en este documento ayude a comprender con mayor claridad a los
médicos especialistas la dindmica en el corto y largo plazo de la enfermedad, esto debido a que los limites del
dominio (4.7) pueden ser manipulados dado que se encuentran definidos mediante desigualdades en funcién
de los pardmetros del sistema. Dicha manipulacién podria lograrse mediante la aplicacién de tratamientos o
bioterapias que ayuden a potenciar el sistema inmune o regular los mecanismos de defensa del tumor maligno.

A su vez, con base a los resultados obtenidos, los médicos podrian planear mejor las dosis de las terapias.
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Capitulo 5
Sistema de cancer de prdéstata

En este capitulo se presenta el estudio de la dindmica global para un sistema biolégico que modeliza la
respuesta inmune hacia el cancer de préstata en pacientes que reciben una terapia de vacunacion celular.
El modelo matematico fue propuesto por Kronika et al. en el 2010 y puede ser individualizado mediante
valores especificos en los pardmetros del sistema para cada individuo. Una de las caracteristicas principales del
sistema es que describe el crecimiento del tumor de forma exponencial lo cual impide encontrar condiciones de
estabilidad asintdtica global y de eliminacion del tumor. Sin embargo, se calculan los puntos de equilibrio del
sistema y se establecen condiciones para la estabilidad local del punto de equilibrio libre de tumor al linealizar
el sistema, ademds se determina estabilidad en el sentido de Levinson y estabilidad asintdtica global en el
sentido de Lyapunov para las variables del modelo que describen la estimulacién del sistema inmunolégico por
parte de la vacuna celular. Adicionalmente, mediante el método de LCCI se define un dominio acotado en el
cual se localizan todos los conjuntos compactos invariantes del modelo. Finalmente, se realizan simulaciones

numéricas para ilustrar los resultados obtenidos.

5.1. Descripcion del modelo matematico

El modelo matemaético de cancer de prostata fue desarrollado y validado con estudios clinicos en al menos 15
pacientes por Kronika et al. en [12], este proporciona una descripcién general de la dindmica de la enfermedad, la
estimulacién inmune por una vacuna celular y la supresion inmune por parte del tumor mediante las siguientes

siete ecuaciones diferenciales ordinarias:

V o= —kmn,V, (5.1)
Dm = ki(VA4V,) = knDyp, (5.2)
Dc = opky Dy — korDe, (5.3)
Dr = kcrDc — ppDr, (5.4)

R = agDp — ugR, (5.5)

C = acDc — peC — krCR, (5.6)

hp

P = rP—apCP

hp—l—P‘
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La descripcién del modelo es la siguiente: La vacuna celular (V') es inyectada en la dermis en donde estimula

la maduracién de células dendriticas (DCs, por su siglas en inglés) inactivas a DCs maduras presentadoras

de antigeno (D,,), las cuales migran de la piel hacia los ganglios linfiticos con el propésito de unirse al

grupo funcional de DCs presentadoras de antigeno (D¢). Estas reclutan y activan células T citotéxicas (C)

(CTLs, por sus siglas en inglés) especificas de tumor, las cuales son las encargadas de eliminar a las células

cancerosas. Después de la interaccion con las CTLs las DCs presentadoras de antigeno se extentan y generan

una poblacién de DCs reguladoras (Dpg), estas se encargan de regular y suprimir la activacién de las CTLs

mediante la produccién de sefiales que habilitan la expansién y diferenciacién de células T reguladoras (R),

cuya funcién especifica es inactivar a las CTLs. Se asume que la poblacion de las células del cancer de prostata

(P) crece de forma exponencial y que su tasa de eliminacién es proporcional a la cantidad de CTLs, sin

embargo, la efectividad de las CTLs disminuye cuando la carga tumoral aumenta.

Las definiciones, valores y unidades de los pardametros se muestran en la Tabla 5.1.

Parametro Descripcién Valores y unidades
k; Tasa de maduracién de las DCs provocada por la vacuna celular 0.06 L1
Ty Células requeridas para inducir la maduracién de una DC 1
Vp Flujo natural de las DCs maduras Epaciente (células)
km Tasa de migracion de las DCs maduras de la piel al ganglio linfatico 0.027 !
Qq Fraccion de DCs maduras que entran al ganglio linfatico 0.03
kcr Tasa de extenuacién de las DCs presentadoras de antigeno 0.027 !
o Tasa de muerte de las DCs reguladoras 0.014 b1
aR Tasa de reclutamiento de células T reguladoras por las DCs reguladoras 3 x 1073 A1
LR Tasa de muerte de las células T reguladoras 0.03 h=!
ac Tasa de reclutamiento de CTLs por las DCs presentadoras de antigeno  0.38 h™!
1%, Tasa de muerte de las CTLs 0.007 h~1
kr Tasa de inhibicién de las CTLs por las células T reguladoras 6 x 1077 (células x h)™"
r Tasa de crecimiento del tumor Epaciente (h_l)
ap Eficacia mdxima de eliminacién de las células tumorales por las CTLs Epaciente (células x h)_1
hp Coeficiente de amortiguamiento de la eficacia de las CTLs 108 células

Tabla 5.1: Descripcién, valores y unidades de los parametros del sistema de cédncer de prostata (5.1)-(5.7).

La término ‘Epgciente’ implica que es un valor especifico por paciente. Adicionalmente, se supone que todos

los valores de los pardmetros del sistema son positivos y que Vp > 0. Adicionalmente, la dindmica del sistema

se localiza en el ortante no negativo:

Rl ,:={V=>0,Dy,>0Dc>0,Dg>0C>0R>0,P >0}

Para mayor informacién vea el material complementario proporcionado por Kronika et al. en [12].
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5.2. Puntos de equilibrio

En esta seccién se realizan los calculos necesarios para obtener los dos puntos de equilibrio del sistema de
cancer de préstata. Primero, se igualan a cero cada una de las ecuaciones diferenciales del modelo matematico

(5.1)-(5.7) y al realizar los célculos correspondientes se obtienen los siguientes dos puntos de equilibrio:

(V*, Dy, D¢, Dy, R*,C*, P{), (5.8)
(V*aD:naDE’7D>}k%7R*7C*7P2*)7 (59)
donde
Ve o= 0,
k; V.
Dy, = —2£
m km bl
pp = A
kcr
Dy = 2
1295)
o— OllaRkin’
HDHR
oF = pUpproaack:Vy
kcr (poptpr + cwarkikrVy)’
Py o= 0,
P = hp < ipprogacapk;Vy _ 1) )
kcrr (potpip + cragkikrVy)

y se tiene que (5.8) representa el punto de equilibrio libre de tumor y (5.9) el punto de equilibrio con carga
tumoral. Para que el valor P sea biolégicamente factible y no negativo, es decir diferente de P}, se impone la

siguiente condicién
Uplrouacapk;Vy
kerr (poptppr + cuarkikrVy)

—-1>0,

la cual se reescribe en funcién del pardmetro V}, como se muestra a continuacién

. pchpirkcrr
V,>V*.= . 5.10
L aik; (pppracap — arkrkcrr) (510

La condicién anterior es necesaria para que el sistema de cancer de préstata presente un punto de equilibrio
con carga tumoral, sin embargo el valor del pardmetro V,, depende de la salud de cada individuo debido a que
representa el flujo natural de las DCs maduras. Por lo tanto si (5.10) no se cumple entonces el valor de Py no
es bioldgicamente factible y esto implica que el sistema (5.1)-(5.7) tiene un tinico punto de equilibrio dado por

(5.8) el cual es libre de tumor.
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5.3. Estabilidad local de los puntos de equilibrio

En esta seccién se determinan las condiciones para la estabilidad local de los puntos de equilibrio (5.8)

y (5.9). Para esto, se calcula la matriz Jacobiana del sistema (5.1)-(5.7) y se obtiene lo que se muestra a

continuacién

[ kn, 0 0 0 0 0 0 ]
k; —km 0 0 0 0 0
0 otk —kcr 0 0 0 0

Joup = 0 0 kcr  —Uip 0 0 0 (5.11)

0 0 0 aR —UR 0 0
0 0 ac 0 —krC  —pco —krR 0
0 0 0 7aphpP 0 . aph%C'

i hp + P (hp + P)* |

Con la matriz Jacobiana (5.11) se define la mejor aproximacién lineal del sistema (5.1)-(5.7) alrededor de
los puntos (5.8) y (5.9). Al calcular los valores propios de la matriz (5.11) evaluada en los puntos de equilibrio
se determina si el sistema es estable o inestable alrededor de estos.

Con el propésito de determinar la estabilidad local del punto de equilibrio libre de tumor se evalda la

matriz Jacobiana (5.11) en (5.8). Al realizar las operaciones correspondientes se obtiene lo siguiente

—0o1 0 0 0 0 0 0
ki —oo 0 0 0 0 0
0 ok, —o03 0 0 0 0
JC“P|(v*,D;L,De,Dg,R*,C*,Pf): 0 0 kor —ou 000 4, (5.12)
0 0 0 ar —o05 O 0
0 0 ac 0 —og —og O
0 0 0 0 0 0 —o7
donde

o1 = kiny,

g2 = kma

g3 = kCRa

04 = Up,

05 = IR,

Uckpip + aarkikrV)

06 = )
HDMR
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pphrogacapk;Vy, — aqarkikrkorrVy — popppirkorr
kor (botppr + cuarkikrVyp)

o7 = )

tplracarkikrVy
kcr (potptir + cvarkikrVy)

o8

Por lo tanto, debido a la estructura de la matriz (5.12) los valores —o;, i = 1,...7, representan las raices del
Jacobiano. Por lo tanto, a partir de la raiz —o7 se determina que el punto de equilibrio libre de tumor (5.8) es
local asintéticamente estable si

Vo >V,
e inestable si

Vp < V.

Ahora, se evalia la matriz Jacobiana (5.11) en (5.9) para determinar la estabilidad local del punto de

equilibrio con carga tumoral. Al realizar las operaciones correspondientes se obtiene lo siguiente

—01 0 0 0 0 0 0
k; —09 0 0 0 0 0
0 ok, —03 0 0 0 0
JCGP‘(V*,D;n,D*C,D*;z,R*,c*,pZ*): 0 0 kcr —04 0 0 0 ) (5.13)
0 0 0 aRr —(55 0 0
0 0 ac 0 —-dg —d¢ O
0 0 0 0 -8 0 —0b
donde

01 = kiny,

52 - kﬂ’h

03 = kcr,

54 = MD?

55 = MR

55 = pBobphr + ararkikrVy

HDHR ’

5. = = (varkikrkcrrVy — ppprouacapkiVy + popipirkerr)
aipippracapkiVyp ’

5s = pphracakikrVy

kcr (poppir + cvarkikrVy)’
5y = apppracaphpk;Vy, — aqaghpkikrkorrVy, — popppghpkcrr

aipipprack:Vy
Por consecuencia, debido a la estructura de la matriz (5.13) los valores —d;, @ = 1...7, representan las raices

del Jacobiano. Por lo tanto, a partir de la raiz —d7 se determina que el punto de equilibrio con carga tumoral
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(5.13) es local asintéticamente estable si

Vo <V,

sin embargo, esta desigualdad contradice la condicién (5.10) la cual establece la existencia del punto de

equilibrio (5.9) por lo tanto se descarta del andlisis. El punto (5.9) es inestable si
Vp >V
De acuerdo a los resultados mostrados en esta seccién se establece lo siguiente

Teorema 5.1. Si (5.10) se cumple, es decir V, > V. entonces el punto de equilibrio libre de tumor
(5.8) es local asintdticamente estable y el punto de equilibrio con carga tumoral (5.9) existe y es inestable.

Adicionalmente, si V, <V, entonces (5.8) es inestable y (5.9) no existe.

5.4. Localizacion de conjuntos compactos invariantes

En esta seccién se muestran los resultados correspondientes a los limites inferiores y superiores de las
variables de estado del sistema de cancer de prostata (5.1)-(5.7). Los limites se determinan mediante seis
funciones localizadoras e integracién por separacion de variables, se presentan mediante desigualdades en
funcién de los pardmetros del sistema y proporcionan informacién acerca de las densidades de las células y la
vacuna celular en el largo plazo. La interseccién de los limites permite definir un dominio compacto en Ri,o
en el cual se localizan todos los conjuntos compactos invariantes del sistema (5.1)-(5.7).

Los limites de la vacuna celular se obtienen al integrar la ecuacion diferencial (5.1) con la condicién inicial
V(0) = Vo, Vo > 0, (5.14)

este valor representa la dosis de la vacuna celular administrada al paciente en ¢ = 0. Al realizar las operaciones

correspondientes se obtiene la siguiente funcién
V (t) = Voe kimot,

de la anterior se determina que la concentracién de la vacuna celular tiene los siguientes limites cuando ¢ > 0
VISV (t) < Vo,

es evidente que el punto de equilibrio V* es global asintéticamente y por lo tanto el inico conjunto compacto
invariante de (5.1). Ahora, la funcién V (¢) se sustituye en las ecuaciones (5.2)-(5.7) y se estudia su dindmica
en el dominio

Ky :=RS ; x (0, Vq],
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el andlisis se realiza mediante seis funciones localizadoras h; (x), i = 1,...,6, las cuales estdn definidas en
el espacio R‘jﬁo x R={(V,t)}. Adicionalmente, por simplicidad en las notaciones se considera también lo
siguiente: S (h) :=S(h)NKy y K (h) := K (h)N Ky.

Para definir los limites de las densidades de las DCs maduras presentadoras de antigeno se propone la

funcién localizadora hy = D,,, y al calcular su derivada de Lie se obtiene
Lih1 =k (V+V,) — kmDp,

y de la cual se escribe el siguiente conjunto

ki

S(hl):{Dm:a(V—i—V}))},

entonces, se determina la férmula

ki
hilsn) = P V+V),

ahora, se utiliza el Teorema Iterativo al sustituir los valores V* = 0 y 1 para obtener los limites inferior y
superior respectivamente, con lo cual se determina que las densidades minima y maxima de las DCs maduras

presentadoras de antigeno estan dadas por el conjunto:

K(hl) = {Dmmin = ko ks

Las densidades de las DCs presentadoras de antigeno se determinan mediante la funcién localizadora

ho = D¢, de la cual al calcular su derivada de Lie se obtiene
th2 = atkm Dy — korDc,

entonces se define el conjunto

$(e = {2 = Goron

y se llega a la siguiente férmula

de la cual al aplicar el Teorema Iterativo con los valores Dy, mm ¥ Dimmeax del conjunto K (hi) se obtienen
los valores de los limites inferior y superior respectivamente, al realizar las sustituciones correspondientes se
establece que las densidades minima y méxima de las DCs presentadoras de antigeno estdan dadas por el
conjunto:

oqk; agk;

K(h2) - {DC’min = @Vp < DC < DC’méx = E (VO + Vp)} .

Ahora, se propone la funcién localizadora hs = Dpg con el fin de determinar las densidades de las DCs

reguladoras, al calcular su derivada de Lie se obtiene el siguiente resultado

L¢hs = k¢crDco — pupDR,
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con el cual se obtiene el conjunto

y se llega a la siguiente férmula

ko
h3ls(hy) = u—ch’

entonces, al aplicar el Teorema Iterativo con los valores Domm ¥ Domax del conjunto K (he) se obtienen los
valores de los limites inferior y superior respectivamente, al realizar las sustituciones correspondientes se define

que las densidades minima y maxima de las DCs reguladoras estan dadas por el conjunto:

agk; ks
K (h3) = {Dle'n = #V}; < Dp < Dppax := Ml ¢
D D

<vo+vp>}.

Al aplicar la funcién localizadora hy = R se determinan las densidades de las células T reguladoras, primero

se calcula su derivada de Lie como se indica a continuacién
th4 = CLRDR — MRR,

y de la cual se obtiene lo siguiente

S (hs) = {R - Z—ZDR} :

entonces se formula lo que sigue

ar
h4|S(h4) = U_RDR’

y al hacer uso del Teorema Iterativo con los valores Drmm ¥ Drmax del conjunto K (hs) se obtienen los valores
de los limites inferior y superior respectivamente, al realizar las sustituciones correspondientes se define que

las densidades minima y méxima de las células T reguladoras estan dadas por el conjunto:

K (hy) = {Rmm L Qarkiy o p g QAR

= W+YV, } .
EpHR b UpHUR ( p)

Las densidades de las CTLs se establecen mediante la funcién localizadora hs = C'. Al calcular la derivada

de Lie de la funcién se obtiene lo siguiente
L¢hs = acDc — poC — krCR,

y de la anterior se define el conjunto

acDc¢
S(hs) =4C = ;
( 5) { Mo + kRR}
con el cual se determina la siguiente férmula
acDc

hslsns) =
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entonces, al utilizar el Teorema Iterativo con los conjuntos K (h2) y K (h4) se obtienen los valores de los limites
inferior y superior. Primero se aplica este teorema utilizando los valores Do min v Rmax como se muestra a

continuacion

aCDCmin
h T Ty N,
5 5(hs)N K (h2)NK (ha) 2= po + krRmax

ahora se aplica de nuevo el Teorema Iterativo utilizando los valores Do msx v Rmin de la siguiente manera

ac D¢ max

h =6+ kR
5l 5(hs)nK (o) (ha) < fic + kr Rt

al realizar las sustituciones correspondientes se define que las densidades minima y méaxima de las células T

citotéxicas estan dadas por el conjunto:

K (hs) = {C’ - aipipirackiVy <O <Cos i— appprack: (Vo + V},) }
" popperker + ciarkikrkor Vo + Vo) T 7 T T popphirkor + cuarkikrkerVy

La densidad méaxima de las células de cancer de prdstata se establece mediante la funcién localizadora
he = P, con P > 0, la densidad minima de las células es cero debido a la estructura de la ecuacién (5.7). Al

calcular la derivada de Lie de la funcién hg se obtiene lo que se muestra a continuacion

hp

Lihg =P — apCP
she =rP —apCP—=5.

a partir de la funcién anterior se determina el conjunto

S (he) = {[T (hp + P) —aphpC]| hpip = 0},

el cual se reescribe como se muestra a continuacién

hpC —h
S (he) = {Pz—“P e ’”“},
y entonces se formula lo siguiente
aph
h6ls(he) = PT 20— hp,

ahora, al aplicar del Teorema Iterativo con el valor Cpsx del conjunto K (hs) se obtiene

aphp

6 s(he)nK (hs) < Cmax — hp,

y si la siguiente condicion se cumple
ap
—Chax — 1 > 0,
r
la cual se puede escribir en funcién del parametro Vj, como se muestra a continuacién

pphr (pokorr — ajacapk; Vo)
ki (ppppacaphp — agkrkcrr)’

Vp > (5.15)

entonces las densidades minima y maxima de las células del cdncer de prostata estdn dadas por el conjunto:

K (hg) = {0 < P < Py 1= —tpinocopheki o+ Vy) hP} |
Heltpprkcrr + ajarkikrkorrVp
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De acuerdo con los resultados mostrados en esta seccién se establece lo siguiente

Teorema 5.2. Si la condiciones (5.14)-(5.15) se cumplen, todos los conjuntos compactos invariantes del

sistema de cdncer de préstata (5.1)-(5.7) se localizan dentro del dominio compacto:

Kgpp = Ky n%_, K (h;), (5.16)
donde
Vo = V(0),
k; k;
K (h1) = k—VpﬁDmS—(VO+Vp) ,
k; k;
K (hy) = {Zl V, < D¢ < Zl (Vo+vp)},
CR CR
k; k;
Kk = {500, < Do < S 4 v,)
“p 1235)
ajark; ayark;
K (hy) = Vp <R< Vo+Vp) ¢,
UpUR UpHR
K(hs) = { aipphrackVy <0< apipppack; (Vo +Vp) }’
pobpbrkor + aiarkikrkor (Vo + Vp) potpprkcr + cuarkikrkorVy

K = do<p<np ajpppracapk; (Vo + Vp) _1\ U
pobpprkerr + qparkikrkorrVy

5.5. Existencia de un dominio acotado positivamente invariante en R

En esta seccién se presentan condiciones suficientes mediante las cuales el subsistema (5.1)-(5.6), el cual
describe la estimulacién del sistema inmunolégico por parte de la vacuna celular, es estable en el ortante no
negativo Rfjho, la ecuacién (5.7) se descarta del andlisis debido a que esta modeliza el crecimiento del tumor

de manera exponencial. Entonces, se toma la siguiente funcién candidata de Lyapunov
hy=e1V+Dn+eDo+Dr+esR+C, ¢, >0,i=1,...,3,
cuya derivada de Lie se muestra a continuacién
Lihy = —(einy — 1) kiV — (1 — ye2) kD — (e2kcr — kcr — ac) D
— (p —ezar) Dr — esppR — e C — krCR + k; V),
y de la cual se imponen las siguientes condiciones en los coeficientes ¢; > 0,7 =1,...,3;

&g > —, (5.17)

€2 i — (5.18)
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1
1 5.19

g2 < o ) ( )

es < HD (5.20)
ar

ahora, al asumir que existe un conjunto de soluciones €7 > 0,7 = 1, ..., 3; que satisface las desigualdades (5.17)-
(5.20) se define el dominio Uy = {Lyhy > 0} en R ; y por férmula se tiene que en su complemento C' {U;} se

cumple lo siguiente
kEVy, < (einy — 1) kiV + (1 — ae) kD + (e5kcr — kcr — ac) Do
+(up — €3ar) Dr + e3upr R + poC + krCR,

y se observa que U; es un dominio acotado. Por lo tanto, para un valor suficientemente grande de R, el
dominio Br = {h7 < R} contiene el dominio U; y se tiene que en la frontera {h; = R} de Bg se cumple
la desigualdad Lyhy < 0. Esto significa que Br es un dominio acotado y absorbente, por lo tanto, para
cada solucién (V, Dy, D¢, DR, R, C)T € Rpr su conjunto w—limite w ((V, Dy, Do, Dg, R, C’)T) es no vacio,

compacto e invariante, vea Perko [28] en §3.2 y Khalil [25] en §4.2. Entonces,
w (V. D, Do, Di R,C)") € Kppin,

donde
Kppip = Ky N_; K (hy) (5.21)

entonces, de acuerdo a los resultados mostrados en esta seccién se establece lo siguiente

Teorema 5.3. Si las condiciones (5.17)-(5.20) se cumplen, el sistema (5.1)-(5.6) tiene un atractor global en
Rip, es decir, todas las trayectorias fuera del conjunto (5.21), se dirigirdn eventualmente hacia este dominio

acotado positivamente tnvariante y permanecerdn dentro del mismo.

5.6. Disipatividad en el sentido de Levinson

En esta seccién se presentan los resultados correspondientes a la disipatividad en el sentido de Levinson
para el subsistema (5.1)-(5.6) y la estabilidad global de su tnico punto de equilibrio. Primero, es evidente que
el sistema (5.1)-(5.5) es lineal e invariante en el tiempo y que sus valores propios son negativos, ademas es
cooperativo y tiene un tinico punto de equilibrio dado por (V*, D}, D, D}, R*), por lo tanto esto implica que
dicho punto es global asintéticamente estable en Ri,o [25; 37]. Ahora, para analizar la estabilidad global del

subsistema (5.1)-(5.6) se reescribe de la siguiente manera

&= Az +¢(x),
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es decir i} oo . _ ;
—kiny, 0 0 0 0 0 % 0
k; —km 0 0 0 0 D,, Vpki
) 0 otk —kcr 0 0 0 D¢ 0
T = +
0 0 ker —pp 0 0 Dpg 0
0 0 0 ar —pp O R 0
0 0 ac 0 0 —uc C —krCR
cuyo unico punto de equilibrio esta dado por
(V*,D;,, D¢, D, R*,C), (5.22)

ademds, se observa que A es una matriz Hurwitz y que las trayectorias de ||¢ (z)|| son globalmente acotadas
por el Teorema 5.3, entonces, de acuerdo con el Lema de Pliss esto significa que el subsistema (5.1)-(5.6) es
disipativo, vea Boichenko et al. [35] en §2.3. Adicionalmente, debido a que los limites inferiores y superiores

de las variables (5.1)-(5.6) se encuentran definidos por el dominio acotado positivamente invariante
Kpprp = Ky Ni_y K (i),

se determina que el subsistema (5.1)-(5.6) es disipativo en el sentido de Levinson, vea Boichenko et al. [35] en

§2.1, entonces se establece lo siguiente

Teorema 5.4. Todas las trayectorias del sistema (5.1)-(5.6) convergerdn al punto de equilibrio (5.22).

5.7. Simulaciones numéricas

Con el propésito de ilustrar los resultados obtenidos se realizan simulaciones numéricas del sistema de
cancer de préstata (5.1)-(5.7) utilizando los valores de la Tabla 5.1. En las Figuras 5.1 y 5.2 se ilustra
que la dindmica de las variables (5.1)-(5.7) converge hacia el punto de equilibrio libre de tumor (5.8).
Las condiciones iniciales utilizadas para realizar la simulacién son las siguientes: V (0) = Vp = 5 x 10°,
Dy, (0) = Do (0) = DR (0) = R(0) =C(0) =1y P(0) =2 x 107.

Los valores de r y ap dependen del estado de salud de cada individuo y de acuerdo con la estimacién
realizada en [12] se tiene que 7 € [1 x 10751 x 107] y ap € [0,2 x 107°], por tanto se utiliza el valor de
r =1 x 1073 asumiendo la méxima tasa de crecimiento del tumor y los autores del trabajo proponen un valor
de ap = 1.14 x 107°. Para cumplir con la condicién (5.10) de estabilidad local del punto de equilibrio libre de

tumor (5.8) se utiliza V), = 250.
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Figura 5.1: Dindmica de las variables D, (t), D¢ (t), Dr(t) y R(t) del sistema de cancer de préstata, se
observa que las trayectorias convergen al punto de equilibrio libre de tumor (5.8).
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Figura 5.2: Dindmica de las variables V (t), C (t) y P (t) del sistema de cédncer de préstata, se observa que las
trayectorias convergen al punto de equilibrio libre de tumor (5.8).
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5.8. Analisis de resultados

En este capitulo se realizé el andlisis de la dindmica local y global para un modelo matematico que describe
el estimulo producido por una vacuna celular en células presentadoras de antigeno y células T para atacar a
las células de cancer de prostata. La caracteristica principal que se considera para el analisis matematico es
que el sistema describe el crecimiento del tumor de manera exponencial.

Se determiné que el sistema de cancer de préstata presenta dos puntos de equilibrio dados por (5.8) y (5.9)
los cuales representan respectivamente un estado libre de tumor y uno con carga tumoral. Cabe destacar que
de acuerdo con la estructura del modelo (5.1)-(5.7) el valor y la existencia de (5.9) depende explicitamente del
parametro Vp, es decir, del flujo natural de las células presentadoras de antigeno.

Al linealizar el sistema (5.1)-(5.7) alrededor de sus dos puntos de equilibrio y analizar las raices de los
Jacobianos correspondientes se determinaron condiciones suficientes sobre los parametros con las cuales se
establece la estabilidad asintética local del punto de equilibrio libre de tumor (5.8), dichas condiciones se
escriben en el Teorema 5.1. También se mostré que si el punto de equilibrio (5.8) es localmente inestable
entonces el punto de equilibrio con carga tumoral (5.9) no existe y la trayectoria de la poblacién de las células
del céncer de prostata crece exponencialmente cuando ¢ — oco. Adicionalmente, el analisis realizado permite
asegurar que el punto (5.9) es localmente inestable.

Mediante el método de LCCI se definieron los limites inferiores y superiores para un dominio acotado en
RZL,O en el cual se localizan todos los conjuntos compactos invariantes del sistema de cancer de préstata (5.1)-
(5.7). Dicho dominio se determina al solucionar la ecuacién diferencial (5.1), aplicar seis funciones localizadoras
lineales y hacer uso del Teorema Iterativo para establecer las cotas de todas las variables. Los limites se escriben
como desigualdades en funcién de los parametros del sistema y permiten visualizar el efecto que estos tienen en
las densidades minimas y maximas de las poblaciones de células descritas por el sistema de cdncer de prostata.
El dominio de localizacién estd definido por el conjunto (5.16). En particular los pardmetros que presentan el
mayor efecto en los limites de las variables son Vg y Vp, donde Vj representa la concentracion de la vacuna
celular administrada al paciente.

Aunque no se logré establecer la estabilidad global del sistema (5.1)-(5.7) si se determiné la existencia de
un dominio acotado positivamente invariante para las ecuaciones (5.1)-(5.6) y que su dindmica es disipativa
en el sentido de Levinson en Ri,O'

Debido a que la ecuacién (5.7) describe el crecimiento del cdncer de préstata de manera exponencial
no se lograron definir condiciones para asegurar la eliminacion de la poblacion de células cancerosas, sin
embargo, mediante la Teoria de Estabilidad de Lyapunov se establecieron condiciones suficientes para asegurar
la estabilidad asintética local del punto de equilibrio libre de tumor (5.8). Adicionalmente, la estructura del
sistema (5.1)-(5.6) permite concluir que su tnico punto de equilibrio (5.22) es global asintdéticamente estable

6
en RY ;.
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En las Figuras 5.1 y 5.2 se ilustra que la dindmica de la vacuna celular, las células presentadoras de
antigeno, las células T y las células del cancer de préstata convergen hacia el punto de equilibrio libre de
tumor (5.8). Cabe destacar que la condicién inicial P (0) se encuentra lo suficientemente cerca del equilibrio y
que la condicién de estabilidad local (5.10) se satisface al utilizar un valor de Vp = 250.

Se espera que los resultados mostrados ayuden a comprender la dindmica descrita por las ecuaciones (5.1)-
(5.7) las cuales muestran el estimulo producido por una vacuna celular para la eliminacién de las células de

cancer de prostata por células T.
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Capitulo 6
Sistema de quimioterapia

En este capitulo se estudia la dindmica global de un sistema de quimioterapia presentado por de Pillis
et al. en 2007. Este modelo matematico describe la interaccién entre células cancerosas, células inmuno-
efectoras, linfocitos circundantes y el tratamiento de quimioterapia. Mediante la aplicacién del método de
LCCI se determinan limites infimos y supremos para las tres poblaciones de células. Adicionalmente, se define
un dominio acotado en Rflho en el cual se localizan todos los conjuntos compactos invariantes del sistema
y se presentan condiciones bajo las cuales dicho dominio es atractivo y positivamente invariante. A través
del limite superior de la poblacidon de células tumorales se derivan condiciones bajo las cuales no existen
conjuntos compactos invariantes fuera del plano T' = 0. Al aplicar el método de LCCI, la Teoria de Estabilidad
de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle se establecen condiciones suficientes para asegurar la
eliminacién del tumor y para demostrar estabilidad asintética global del punto de equilibrio libre de tumor.
Todas las condiciones se expresan en funcién de los pardmetros del sistema. Finalmente, se realizan simulaciones

numéricas con el fin de ilustrar los resultados obtenidos.

6.1. Descripcion del modelo matematico

El modelo matemético del sistema de quimioterapia es presentado por de Pillis et al. en [9] y describe
los efectos de la quimioterapia en células cancerosas, células efectoras y linfocitos circundantes mediante las

siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden:

T = ol —abT? — ¢, NT — KpMT, (6.1)
N = a1+ g——N— puN —pNT — KyMN (6.2)
= oty N —uN-p NMN, :

C = an—pC—KcMC, (6.3)
M = —yM+Vy(t). (6.4)

La ecuacién (6.1) modeliza la poblacién de células tumorales. El crecimiento del tumor se asume de forma
logistica, mientras que la eliminacion de las células cancerosas es proporcional a la cantidad de células efectoras
v a la concentracion de quimioterapia en el sitio del tumor.

La ecuacién (6.2) describe la dindmica de la poblacién de células inmuno-efectoras. Estas tienen un flujo

constante dado por «y y el término racional determina el reclutamiento de células efectoras por parte del
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tumor mediante la cinética de Michaelis-Menten con una saturacién méaxima dada por g. Las células efectoras
tienen una muerte natural a una tasa p, son inactivadas por las células cancerosas a una tasa p y eliminadas
por la quimioterapia.

La ecuacién (6.3) representa la poblacién de linfocitos circundantes. El término as representa una fuente
constante de linfocitos los cuales tienen una muerte natural con una tasa dada por S. El tercer término
representa la eliminacién de linfocitos por la quimioterapia.

La ecuacién (6.4) define la dindmica de la concentracién de quimioterapia en el torrente sanguineo. El
primer término representa la tasa de decaimiento del tratamiento dada por «y. El segundo término representa
la administracion de quimioterapia. Esta droga afecta las tres poblaciones de células a diferentes tasas dadas
por los parametros K1, Ky y K.

La descripcién, valores y unidades de los pardametros se muestran en la Tabla 6.1.

Parametro Descripcién Valores y unidades
a Tasa de crecimiento del tumor 4.31 x 1073 dias™!
b b~! es la capacidad tumoral maxima 1.02 x 10~ células™!
1 Fraccién de células tumorales eliminadas por las células efectoras 3.41 x 10719 células ' dias™"
Kr Fraccién de células tumorales eliminadas por la quimioterapia 8.00 x 107! dias™*
aq Fuente constante de células efectoras 1.20 x 10* células dias™"
Tasa méaxima de reclutamiento de células efectoras por el tumor 1.50 x 1072 dias™!
S Saturacién media del término de reclutamiento de células efectoras  2.02 x 10" células
I Tasa de muerte de las células efectoras 4.12 x 1072 dias!
P Tasa de inactivacién de células efectoras por el tumor 2.00 x 1071 células™ dias™1
Ky Fraccién de células efectoras eliminadas por la quimioterapia 6.00 x 107! dias™*
a9 Fuente constante de linfocitos circundantes 7.50 x 10® células dias™!
B8 Tasa de muerte de los linfocitos circundantes 1.20 x 1072 dias™*
K¢ Fraccién de linfocitos circundantes eliminados por la quimioterapia  6.00 x 10~! dias™!
v Tasa de decaimiento de la quimioterapia 9.00 x 107! dias™?
Vi (t) Concentracién de quimioterapia 0<Vy(t) <1

Tabla 6.1: Descripcién, valores y unidades de los pardmetros del sistema de quimioterapia (6.1)-(6.4).
La dindmica del sistema se encuentra localizada en el ortante no negativo:
Ri,={T'>0,N>0,C>0,M >0},

y todos los parametros del sistema son positivos con excepcién del tratamiento de quimioterapia que se

encuentra definido en el intervalo cerrado Vi (t) € [0, 1].

6.2. Localizacion de conjuntos compactos invariantes

En esta seccion se presentan los cdlculos correspondientes a los limites de un dominio que contiene todos los

conjuntos compactos invariantes del sistema de quimioterapia (6.1)-(6.4). Estos limites se expresan mediante
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desigualdades en funcién de los pardmetros del sistema y proporcionan informacién sobre la densidad de las
poblaciones de células y la concentracién de quimioterapia a largo plazo. Los resultados se obtuvieron mediante
la aplicacion de funciones localizadoras lineales e integraciéon por separacién de variables.

La solucién de la ecuacién diferencial (6.4) se calcula al considerar el tratamiento de quimioterapia como
una constante, es decir, se tiene que Vys (t) = Vs para t > 0, al imponer la siguiente condicién en el pardmetro
de decaimiento de la quimioterapia

0<y<l. (6.5)

y la siguiente condicion inicial

M (0) = Vi, (6.6)
el resultado obtenido se muestra a continuacién

M) = 2L - (7 1) Vi,
Y
Los limites de la funcién M (t) se determinan para ¢ > 0, el limite inferior se obtiene al tomar ¢ = 0 y el
superior al calcular lim;_,, M (t), con lo cual se establece que la concentracién del tratamiento de quimioterapia
tiene las siguientes cotas

e
Mt := Vi < M(t) < Mpax := TMa

se observa que el valor M4, es el punto de equilibrio de (6.4) y es evidente que es global asintéticamente
estable y por lo tanto su unico conjunto compacto invariante.

Ahora, se sustituye la funcién M (t) en las ecuaciones (6.1)-(6.3) y se estudia su dindmica en el dominio
Ky =R3 5 x [Vay, 00),

el andlisis se realiza mediante tres funciones localizadoras h;(z), ¢ = 1,2,3, definidas en el espacio
Ri,o x R ={(M,t)}. Adicionalmente, por simplicidad en las notaciones se considera también lo siguiente:
S(h):=S(h)NKy y K (h):=K (h)N K.

La densidad maxima de la poblacién de células tumorales se determina al tomar la funcién localizadora
hi1 =T con T > 0. Esta condicién se impone debido a que para obtener el limite superior es necesario localizar
todos los conjuntos compactos invariantes fuera del plano 1" = 0, y para realizar esto la derivada de Lie de hq
dada por

Lthy = aT — abT? — oy NT — K+ MT,

debe ser dividida por 7', a partir de lo cual se obtiene el siguiente conjunto

s<h1)m{T>0}:{T= —M},

1
b ab
esta formula implica que

1 ClN + KTM
Pilsn)n{T>0y = 2 ab
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y tal como lo aseveran los autores del modelo se verifica que la capacidad de carga tumoral determina la
densidad méxima de células cancerosas, esto sin tomar en cuenta la accion el sistema inmune y la quimioterapia,

entonces se escribe el siguiente conjunto

Kl(hl):{Tg%}.

La densidad de los linfocitos circundantes se calcula al aplicar la funcién hy = C, de la cual al calcular su
derivada de Lie se obtiene

thg = g — BC - KcMC,

del resultado anterior se define el siguiente conjunto
S(h2) ={(B+ KcM)C = as}.

Los limites inferior y superior se establecen mediante la aplicacién del Teorema Iterativo al conjunto S (ha).

Primero, se calcula el limite inferior aplicando dicho teorema de la siguiente forma
S (h2) C {(B + KcMmax) C > asz},

entonces se obtiene la férmula
(0]
Palsttn) 2 B R M

y se determina que el limite inferior de la poblacién de linfocitos circundantes estd dado por

a2
Ky (hy) =4C > Coy = ——22__ 1
1( 2) { o 5+K0Mméx}

Ahora, con el propésito de definir el limite superior se toma nuevamente el conjunto S (hg) y se aplica el

Teorema Iterativo como se muestra
S(hQ) - {(6 + KCMmin) C < CVQ},

y se obtiene la férmula
o
"5 = G R M

de la cual se determina que el limite superior de la poblacién de linfocitos circundantes se encuentra dado por

P
Ko (hg) =< C<Chsx i =——— 7.
2 ( 2) { - ﬁ + Ko Mum }

Por lo tanto se concluye que la densidad de linfocitos circundantes esta definida por el conjunto:
K (h2) = {le'n < C < Cméx} .

Los limites inferior y superior de la poblacion de las células inmuno-efectoras se determinan mediante la

funcién localizadora hs = N, cuya derivada de Lie esta dada por

T
Lthg = — N —uN —pNT — KxnMN
i3 041+98+T iz P N ,
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y de la cual se obtiene el siguiente conjunto

T
hs) = —— N-—uN—pNT — KyMN =0}
S (h3) {Oz1+gs+T pN —p N 0}

Entonces, con el fin de establecer el limite inferior se reescribe la ecuacién despejando los términos negativos

como se muestra a continuacién

T
h3) = T KNM)N = —N
(1) = { 0T+ 1+ KnM) N = 1 + 92N}

se aplica el Teorema Iterativo de la siguiente forma

S (ha) (1 K () © { (% + ot K Munas) N 2 e

y se obtiene la férmula

D -1
h3|s(hs)niy (hy) = 1 (Z +p+ KNMméx) ;

de la cual se determina que el limite inferior de la poblacién de células efectoras esta dado por

qu
Ki(hg) =< N > Ny = .
1( 3) { Z {V¥min p+ﬂb+bKNMmax}
Ahora, se toma de nuevo el conjunto S (h3) considerando la siguiente igualdad

gsN
N = _
s+T 9 T

9

se agrupan los términos como se indica a continuacién

_ ) N=ay - PN
S (1) = { (KnM 1= 9) N = = 55— pT ),

y al descartar los términos negativos del lado derecho de la ecuacién y aplicar el Teorema Iterativo se obtiene
S (h3) C{(KnMun +p—g) N < oa},
entonces, si la siguiente condicién se cumple
KnyMpin +p—g >0, (6.7)

se obtiene la formula

h3|s(hy) < 1 (KN M + p — 9,

y se determina que el limite superior de la poblacién de células efectoras se encuentra dado por

a1
Ko (h3) =< N < Npsx = .
2( 3) { a KNMmin+M_g}

Por lo tanto se concluye que la densidad de células inmuno-efectoras esta definida por el conjunto:

K(h?)) = {Nmin <N< Nméx} .
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Con los resultados obtenidos es posible definir un limite superior para la poblacién de células cancerosas que
considere la accion del sistema inmune y el efecto de la quimioterapia, para realizar esto se toma el conjunto

S (h1) y se aplica el Teorema Iterativo como se indica a continuacién

1 Nmin K Mml’n
S(hl)ﬂKl(hg)C{ng—cl ZbT }

En consecuencia, se puede determinar que la densidad de células tumorales estd definida por el siguiente

conjunto:

1 Nmin K Mml’n
S(hl)ﬂ{T>0}ﬂK1(h3)C{TSTméX::E01 —;bT },

y como T > 0, se debe imponer la siguiente condicién
a — 1 N — KMy > 0, (68)

la cual implica que el valor de Ty,4, €s siempre positivo, por lo tanto, todas las dindmicas con carga tumoral
del sistema quimioterapia (6.1)-(6.4) se localizan dentro del conjunto S (h1) N {T > 0} N Ky N K (hg), es
decir, puntos de equilibrio, ciclos limite, atractores caéticos, orbitas periédicas, homoclinicas y heteroclinicas.
La unica dindmica libre de tumor es un punto de equilibrio el cual se encuentra localizado en el plano 7' = 0
y dado que éste es un plano invariante del sistema su localizacién es trivial. Entonces, se determina que la

densidad de células tumorales esta definida por el conjunto:
K (h1) ={0<T < T} -
Por lo tanto, de acuerdo a los resultados mostrados en esta seccién se establece lo siguiente

Teorema 6.1. Si la condiciones (6.5)-(6.8) se cumplen, todos los conjuntos compactos invariantes del sistema

de quimioterapia (6.1)-(6.4) se encuentran localizados dentro del dominio

Kpprp := Ky N K (hy) N K (ho) N K (hs), (6.9)
donde
Mml’n = VMa
oYM
max ’y bl
1 €1 Nmin + K7 Mmm
K (h = 0<T<Tméx::__ )
(ha) { =0 = b ab }
a2 (0]
K (h = le'n::—gcgcméx::— ’
(ha) { B+ KoM, 5+ KoM }

a1b aq
K (h = Npin := <N < Npsx = .
( 3) { e p+ub+bKNMmax - o KNMml'n+Ug}
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6.3. Existencia de un dominio acotado positivamente invariante en R

En esta seccién se proporcionan condiciones suficientes bajo las cuales el dominio acotado (6.9) es atractivo
y positivamente invariante en Rflho para el sistema de quimioterapia (6.1)-(6.4). Los resultados se obtienen
mediante una funcién candidata de Lyapunov compuesta por una combinacion de términos lineales, tal como
se muestra a continuacion

hy = 1T + eoN + e3C + 4 M,

al calcular su derivada se obtiene lo siguiente

NT
Lihy = e1al — e1abT? — g1 NT — 1K MT + aiieg + €9 g

—eauN
s+ T sl

—eopNT — es KNMN + e3as — PesC — esKoMC — ve4 M + €4V,

la cual se puede reescribir al tomar la siguiente igualdad

T sgN
s N — _
T e e PO
y completar el cuadrado de la siguiente forma
e1aT — e1abT? = —c1ab T—i 2+51_a
1 1 =—& % 1

entonces se obtiene el siguiente resultado

1 2
th4 = Ul—Elab<T—2—b) —EQ(M—Q)N—5530—754M

_ g9gsN
s+ T

— (e1¢1 +€9p) NT — (e KpT 4+ e KNy N + es KcC) M,

donde

£1a
o1 = E + 169 + aoeg + 4V

Ahora, se asume un conjunto de soluciones para los coeficientes €7 > 0,7 = 1, ..., 4; y se impone la siguiente
condicion en los parametros del sistema

w—g >0, (6.10)

y se define el dominio U; = {L¢hs > 0} en Rflho y por férmula se tiene que en su complemento C {U;} se

satisface lo siguiente

1\2
o1 < s*{ab<T—%) +e5(u—g) N + Be3C + yex M +

€59sN
s+T

+(e5e1 +e5p) NT + (65 K7T + es KN N + e5KcC) M,

ademads se observa que U; es un dominio acotado. Entonces, para un valor suficientemente grande de R, el

dominio Br = {h4a < R} contiene el dominio U; y se tiene que en la frontera {hs = R} de Bp se cumple la
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desigualdad Lyhs < 0. Esto significa que Br es un dominio acotado y absorbente, por lo tanto, para cada
solucién (T, N, C, M)T € Rflho su conjunto w—limite w ((T, N, C, M)T) es no vacio, compacto e invariante,

vea Perko [28] en §3.2 y Khalil [25] en §4.2. Entonces,
w <(T7 N, C, M)T) C KppID-
Por lo tanto, de acuerdo a los resultados mostrados en esta seccién se establece lo siguiente

Teorema 6.2. Si las condiciones (6.5)-(6.8) y (6.10) se cumplen, el sistema de quimioterapia (6.1)-(6.4)
tiene un atractor global en Ri,o localizado en (6.9), es decir, cada trayectoria fuera del conjunto (6.9)
se dirigird eventualmente hacia este dominio acotado positivamente invariante y permanecerd dentro o se

acercard a su frontera.

Una trayectoria se acercar a la frontera del dominio (6.9) cuando una o varias de sus cotas correspondan

con un punto de equilibrio.

6.4. Estabilidad asintética global del punto de equilibrio libre de tumor

En esta seccién se determinan condiciones suficientes para asegurar la eliminacién del tumor y para
demostrar que el punto de equilibrio libre de tumor es global asintéticamente estable en Rflho. La eliminacién
del tumor se puede demostrar al determinar atractividad del plano T = 0, para realizar esto se toma la funcién
candidata de Lyapunov

hs = N""T, N >0,

de la cual al calcular su derivada se obtiene lo siguiente

T
Lhs = —>N'N~7"'T <a1 — N + g5 N = pNT — KNMN> + N"T(a—abT — 1N — Kp M),

y se reescribe como se muestra a continuaciéon

2
T
Lhs = hs {—aanNl —ca N+ (772p— ab) T — % =+ (772KN - KT) M+ a+ un?|,

entonces se determinan las siguientes condiciones
Ky —Kr < 0, (6.11)
n”’p—ab < 0, (6.12)

se aplica la desigualdad de la media geométrica como se indica

—a1?N~t — ;N < —2n\/arcy,



72

y se substituye el limite inferior de la concentracién de quimioterapia Mmym = Var en Lyhs con el fin de obtener

la siguiente expresién

2
T
th5 < hs (772p — ab) T — ;Z—i-—gT + 772 (KNVM + ,U,) —2ny/aics — KV +al ,

por lo tanto, para concluir que Lyhs < 0 se debe satisfacer la siguiente condicién
n* (KnVar + p) — 2ny/arer — K-V +a < 0. (6.13)

Ahora, mediante un calculo de rutina se determinan los conjuntos de solucién de las desigualdades (6.11)-

(6.13), los resultados obtenidos se muestran a continuacién:
1. La solucién de (6.11) estd dada por n € (n9;-,m;+), donde
M+ = 1/ KpKy',
m- = —\/KrKy".
2. La solucién de (6.12) esta dada por n € (15—, M4+ ), donde
Mo+ = \/W )
M- = —W-

3. La solucién de (6.13) estd dada por 1 € (13-, 73+ ), donde

vaicer + \/KNKTVJ?J + (,UKT — CLKN) VM —au+ aicp

st = KnVy +p ’

\/O1C1 — \/KNKTVJ?J + (,UKT — CLKN) VM —au+ aic

s = KnVy +p ’

y dado que el radicando debe ser no negativo, se impone la condicién adicional
AVE + AV + Az >0, (6.14)
donde
Ay = KK,
Ay = pKr —aKy,
Ag = —ayp,

y los limites de la solucién de (6.14) se encuentran dados por
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con )
[ A As
Aa = <2A1) AL

Se observa que para resolver simultdneamente las desigualdades (6.11)-(6.13) el valor n se debe encontrar

dentro del siguiente conjunto
ne (méx {"727} ,min {772+}) 72. = 17 27 37

y dado que la concentracién del tratamiento de quimioterapia debe de cumplir con Vj; > 0, entonces la tnica

solucién biolégicamente factible para el tratamiento es
>
Ve 2 Vs (6.15)

y esta se considera como una condicién suficiente para la eliminacién del tumor. Entonces si (6.15) se satisface,
por el Principio de Invariancia de LaSalle se concluye que las trayectorias de T'(t) y N (t) se dirigirdn hacia
el conjunto compacto mas grande dentro del dominio Kgprp N{T = 0,N > 0}, vea Khalil [25] in §4.2. Por lo
tanto,

W ((T, N,L,C, M, I)T) C KppipN{T =0,N > 0}.

También es posible determinar condiciones suficientes para la atractividad del plano T' = 0 mediante una
funcién candidata de Lyapunov lineal si se hace uso de los resultados obtenidos mediante el método de LCCI

y el Principio de Invariancia de LaSalle, dicha funcién esta dada por
he =T,
cuya derivada se escribe a continuacion
Lihe = (a — abT — ;N — Ko M) T,
y se observa que Lfhg < 0 en Rflho siT=0y
a—abl —cgN — KrM <0,

entonces se define el dominio Uy = {Lyghg < 0} en R ), y se calcula Lyhg|xpp,, al tomar los limites minimos

de las variables correspondientes, i.e. T'= 0, Ny Vv M, como se presenta a continuacién
th(i < (a - Clel'n - KTMml'n) T < 07

de la desigualdad anterior se impone la siguiente condicién

0 a1vbey
yp + "Y/Lb + bKNVM

— KV < 0. (616)

Si se considera la desigualdad (6.16) en términos del pardmetro de tratamiento de quimioterapia (Vjy) se

obtiene lo que se muestra a continuacién
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BV + BV + By <0, (6.17)

donde
B; := —bKyKrp,
By := abKyn — vK1 (p+ pb),
Bs :=y (ap + pab — ajc1b) .

Mediante un célculo bésico se determinan los siguientes limites para la solucién de (6.17)

B>

VM2+ == —2—& + B4,
Bs

Vi = 3, ~ VB

donde

Ahora, dado que el pardmetro de Vj; es no negativo, entonces dependiendo de los valores de By, Bs y By

se definen los siguientes casos en los que la condicién (6.17) se cumple:

Caso 6.1: Si B3 > 0, entonces VM; es la tinica raiz positiva y la solucién para (6.17) se presenta a continuacién
Ve > Vit (6.18)

Caso 6.2: Si By < 0y By, B4 > 0, entonces VM; y VM2+ son ambas raices positivas por lo que las soluciones

de (6.17) estéan dadas por
Vi < Vi (6.19)
Vi > VM;‘ (6.20)

Caso 6.3: Si B4 < 0, entonces VM; y VM2+ son raices negativas o complejas lo que implica que la solucién de
(6.17) es la siguiente
Vv = 0. (6.21)

Si se considera el significado biolégico de los pardmetros, entonces la tinica solucién de (6.17) bioldgicamente
factible estd dada por el caso 6.1. Esto implica que Vj; > VM2+ es una condicién suficiente para asegurar la
eliminacién del tumor en el sistema de quimioterapia (6.1)-(6.4). Entonces, si la condicién (6.18) se cumple,
por el Principio de Invariancia de LaSalle se concluye que la trayectoria de T'(¢) se dirigira hacia el conjunto

compacto invariante mas grande dentro del dominio (6.9), vea Khalil [25] en §4.2. Entonces se tiene que

w ((T,N,C,M)T) C KBp]Dﬂ{TZO}.
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Por lo tanto, si la administracién del tratamiento de quimioterapia cumple con la condicién
Vs > min {VMT’ VM;} , (6.22)
se establece lo siguiente

Teorema 6.3. Si la condicion (6.22) se cumple, entonces el plano T = 0 es globalmente atractivo en Rflho, lo

que implica la eliminacion del tumor para el sistema de quimioterapia (6.1)-(6.4).

Ahora se demuestra, bajo las condiciones de los Teoremas 6.2 y 6.3, que el punto de equilibrio libre de

tumor

* * * * a1y a7y VM
T*, N*.C*, M*) = (0, : M) 6.23
( ) < Y+ KnVy By+ KeVu® vy ) (6:23)

es global asintéticamente estable en R‘_lho. La estabilidad asintética local de (6.23) se estudia en [9], los
resultados obtenidos se muestran a continuacién como un complemento al andlisis de estabilidad global. La

matriz Jacobiana de (6.1)-(6.4) evaluada en (6.23) estd dada por

— 0 0 0
J_ | KO B KoM 0 0 |
0 0 a—cN* — KpM* 0
| —KNN* 0 —(p—gs')N*  —p— KnM* |

y dado que J es una matriz triangular inferior, sus valores propios son los siguientes
A= =7,
A2 = —B—KcM",
A3 = a—cN*— KrM*,
M = —p— KyM*,

se observa que \;, i = 1,2, 4, son valores negativos, por lo tanto el punto de equilibrio libre de tumor (6.23) es
local asintGticamente estable si A3 < 0, de acuerdo con [9] esto depende solamente del pardmetro de tratamiento
Vs

Es evidente que si la condicién (6.22) se cumple entonces se presentard la eliminacién del tumor en el
sistema de quimioterapia, por lo tanto se sustituye 7" = 0 en las ecuaciones (6.1)-(6.4) y se obtiene el siguiente

modelo no negativo de tres ecuaciones diferenciales
N = a;—uN— KyMN, (6.24)
C = ay—pBC—KcMC, (6.25)

M = —yM +Vy, (6.26)
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el cual tiene un unico punto de equilibrio dado por

* * * a7y a7y VM
N*,C*, M*) = , M) 6.27
( ) <’YM+KNVM By + KceVu v ) (6:27)

Ahora, el objetivo es demostrar que (6.27) es global asintéticamente estable para el modelo (6.24)-(6.26),
para esto se consideran dos sistemas bidimensionales, el primero definido por las ecuaciones (6.24) y (6.26) y
se denota por X1, el segundo por las ecuaciones (6.25) y (6.26) y se denota por ¥3. Se observa que ¥; tiene
el inico punto de equilibrio (N*, M*) y que 3 tiene el tnico punto de equilibrio (C*, M*), ademds ambos
sistemas son competitivos lo que implica que cada semi-trayectoria positiva en Ri,o de los sistemas 31 y X9
converge respectivamente hacia (N*, M*) y (C*, M*). Por lo tanto cada semi-trayectoria positiva en Ri,o de

(6.24)-(6.26) converge a (N*,C*, M*) y dado que las trayectorias son acotadas se concluye lo siguiente

Teorema 6.4. Si las condiciones (6.5)-(6.7), (6.10) y (6.22) se cumplen, entonces el punto de equilibrio libre

de tumor (6.23) del sistema de quimioterapia (6.1)-(6.4) es global asintdticamente estable en Rflho.

6.5. Simulaciones numeéricas

Con el fin de ilustrar los resultados obtenidos es necesario definir un valor numérico para la concentracién
del tratamiento de quimioterapia (V) que satisfaga todas las condiciones necesarias para establecer estabilidad
asintotica global del punto de equilibrio libre de tumor (6.23).

La existencia del dominio acotado positivamente invariante (6.9) y la estabilidad global del sistema depende
de las condiciones (6.5)-(6.8) y (6.10), la cuales se cumplen de acuerdo con los valores mostrados en la Tabla
6.1, para la eliminacién del tumor es necesario satisfacer la condicién (6.22). Primero, al calcular los valores
de los coeficientes de (6.17) se verifica que su solucién estd dada por el caso 6.1, es decir Bs > 0. Ahora, al

determinar los valores de VM1+ y VM2+ se obtiene lo siguiente

Vagr = 5.387500 x 1072,

Vg = 5387497 x 1077,

entonces, debido a que VM; < VM1+ el tratamiento de quimioterapia debe satisfacer la condicién Vj; > VM2+,
por lo tanto se toma el valor Vj; = 5.388 x 1073,

La simulacién es realizada con los valores de la Tabla 6.1 y las condiciones iniciales propuestas por de
Pillis et al. en [9], las cuales estan dadas por: T (0) = 1 x 107, N (0) = 3 x 10° y C (0) = 6.25 x 10'°, para el
tratamiento de quimioterapia se utiliza la condicién inicial M (0) = Vjy = 5.388 x 1073, En la Figura 6.1 se
ilustra la estabilidad asintética global del punto de equilibrio libre de tumor (6.23) del sistema de quimioterapia

(6.1)-(6.4).
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Figura 6.1: Estabilidad asintética global del punto de equilibrio libre de tumor (6.23) del sistema de

quimioterapia (6.1)-(6.4).



78

Es importante mencionar que el limite inferior de la poblacién de linfocitos circundantes coincide con el
punto de equilibrio asi como el limite superior de la concentracién de quimioterapia, de igual forma se visualiza
que dada una condicién inicial dentro del dominio (6.9) la trayectoria de las células efectoras no abandona
el conjunto de localizacién y la trayectoria de los linfocitos circundantes cuya condicién inicial estéd fuera del

dominio converge hacia él.

6.6. Implicaciones bioldgicas

La contribucién principal de este trabajo consiste en la base tedrica de una metodologia para determinar
el valor minimo en que el tratamiento de quimioterapia elimina la poblacién tumoral descrita por el sistema
(6.1)-(6.4). Los autores de [9] proponen la administracién de una dosis alta durante unos cuantos dias, sin
embargo, este protocolo de tratamiento disminuye considerablemente la poblacion de las células efectoras lo
cual afecta directamente la salud del paciente. En este trabajo se propone una forma alternativa de eliminar
asintéticamente la poblacién de células cancerosas mediante la aplicacion de una dosis pequena y constante
de quimioterapia durante un periodo largo de tiempo.

En la Figura 6.1 se observa que con la aplicaciéon de una dosis pequena y constante de quimioterapia se
elimina la poblacién de células cancerosas y que la dindamica de las células efectoras converge hacia un valor
cercano a su condicién inicial.

La administracién de dosis pequenas de quimioterapia no es algo inusual en la practica médica y se conoce
como quimioterapia metronémica [48-54], por lo tanto se espera que los resultados obtenidos permitan disenar
una estrategia éptima de tratamiento que elimine la poblaciéon tumoral en menor tiempo que el mostrado en

la Figura 6.1 y sin causar un impacto negativo en la poblacion de células efectoras descritas por el modelo

(6.1)-(6.4).

6.7. Analisis de resultados

El trabajo mostrado en este capitulo se enfoca en el estudio de la dindmica global de un modelo matematico
que describe la interaccion entre la quimioterapia, células cancerosas y el sistema inmune. La caracteristica
principal del modelo es que describe los efectos secundarios producidos por la quimioterapia en linfocitos
circundantes y células efectoras, lo cual continta siendo un problema abierto en pacientes enfermos de cancer
tratados con esta droga [45].

Se determinan condiciones suficientes para asegurar la eliminaciéon del tumor mediante dos funciones
candidatas de Lyapunov dadas por hs = N -’ y he = T'. Las condiciones se imponen sobre la concentracién
del tratamiento de quimioterapia y al comparar los valores numéricos de VM1+ y VM;, los cuales se determinan
mediante las funciones hs y hg respectivamente, se obtienen los siguientes resultados: VM1+ = 5.387500 x 1073

y VM2+ = 5.387497 x 1073. Adicionalmente, debido a que la estructura y la derivada de Lie de la funcién hs



79

es mas compleja que la de hg se concluye que el método de LCCI permite calcular de una manera més simple
una condicién éptima para asegurar la eliminacién del tumor.

El tratamiento de quimioterapia afecta la densidad de las tres poblaciones de células, esto se observa en el
conjunto (6.9) definido en el Teorema 6.1. Por lo tanto, el pardmetro V3, puede ser utilizado para disminuir
el limite maximo de la poblacion de células cancerosas, tal como se muestra en la férmula T}, 4. Sin embargo,
es importante considerar que si el valor de Vj; es grande entonces las densidades de las células inmunes
disminuirdn, vea los conjuntos K (hy) y K (hs). Adicionalmente, de acuerdo con los valores de la Tabla 6.1 se
observa las condiciones del Teorema 6.2 se satisfacen y esto implica que el sistema es disipativo en el sentido
de Levinson, es decir, las poblaciones de células descritas por el modelo (6.1)-(6.4) no creceran de manera
desmesurada cuando t — oo.

Al utilizar el método de LCCI en conjunto con el segundo método de Lyapunov y el Principio de Invariancia
de LaSalle se establecen las condiciones (6.5)-(6.8), (6.10) y (6.22) para establecer la estabilidad asintética
global del punto de equilibrio libre de tumor (6.23) del sistema de quimioterapia (6.1)-(6.4).

Se espera que los resultados de este capitulo ayuden a comprender mejor el rol de la quimioterapia en la

evolucién tumoral descrita por el sistema (6.1)-(6.4).
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Capitulo 7
Sistema de quimioinmunoterapia

En este capitulo se estudia la dindmica global del sistema de quimioinmunoterapia presentado por de Pillis
et al. en 2006. Este modelo matematico describe la interaccion entre células cancerosas, células NK, células
efectoras, linfocitos circundantes y los tratamientos de quimioterapia e inmunoterapia. Mediante la aplicacién
del método de LCCI se determinan los limites infimos y supremos para las cuatro poblaciones de células.
Adicionalmente, se define un dominio acotado en Ri,o en el cual se localizan todos los conjuntos compactos
invariantes del sistema, y se presentan condiciones bajo las cuales dicho dominio es atractivo y positivamente
invariante en el ortante no negativo. Se establecen condiciones suficientes para asegurar la eliminacién del
tumor y la estabilidad asintética global del punto de equilibrio libre de tumor, estas condiciones se imponen
sobre el pardmetro de quimioterapia y se obtienen al aplicar el método de LCCI, la Teoria de Estabilidad
de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle. Finalmente, se realizan simulaciones numéricas para

ilustrar los resultados obtenidos.

7.1. Descripcion del modelo matematico

El modelo de quimioinmunoterapia es presentado por de Pillis et al. en [8] y describe la dindmica entre
células cancerosas, células NK, células efectoras, linfocitos circundantes y los tratamientos de quimioterapia e

inmunoterapia mediante las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden:

T = al —abT? —qNT — DT — Kr (1 —e )T, (7.1)

N = anC—puyN+ 52212];2 — NT - Ky (1—e M) N, (7.2)

L = —p L+ ;’352522;2 — LT + (1N +12C) T — uNL? + gi‘*fl K (1—e ™) L4vg(t),(7.3)

C = ac—pcC—Ko(l-e™M)C, (7.4)

M = —pyM+uvy(t), (7.5)

I = —pud+or(t), (7.6)
donde

_n@m ol
g+ L/ T+ L
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La dindmica del sistema (7.1)-(7.6) se localiza en el ortante no negativo
RS (={T'>0,N>0,L>0,C>0M>0,I>0}.

La ecuacién (7.1) modeliza la evolucién de las células tumorales, cuyo crecimiento se considera de manera
logistica con una tasa a y una capacidad de carga determinada por b~! en la ausencia de una respuesta inmune.
El tumor maligno es eliminado por las células NK, T CD8" y la quimioterapia a unas tasas méaximas de ¢,
p1 v K7 respectivamente. El término D representa la lisis tumoral provocada por las células T CD8™.

El comportamiento de las células NK se define en la ecuacién (7.2). El crecimiento principal de esta
poblacién estd dado por una proporcién an de linfocitos circundantes que se convierten en células NK con una
muerte natural 1. Adicionalmente, son inactivadas y reclutadas por células tumorales a unas tasas de g2 y p2
respectivamente. El reclutamiento estd descrito mediante el término de Michaelis-Menten. La quimioterapia
elimina una fraccién de células NK con una tasa méaxima dada por Kpy.

La poblacién de células T CD8" en el sitio del tumor se describe por la ecuacién (7.3). Estas tienen
una muerte natural dada por p;, son inactivadas por las células cancerosas y NK a unas tasas de ¢3 y qu
respectivamente; ademas, la quimioterapia elimina una fracciéon de células efectoras a una tasa dada por K7,.
El incremento de la poblacién de células T CD8™ es proporcional a la interaccién entre el tumor con linfocitos
circundantes y con células NK, dichas proporciones estan dadas por r1 y ro. Adicionalmente, son reclutadas a
unas tasas maximas de ps y pg por las células cancerosas y por la citoquina IL-2. El término vy, (t) representa
el tratamiento de inmunoterapia basada en TIL (del inglés Tumor-Infiltrating Lymphocytes).

La dindmica de los linfocitos circundantes se representa por la ecuacién (7.4), estos presentan un flujo
constante o, tienen una muerte natural dada por - y son eliminados por la quimioterapia con una tasa
maxima de K.

La concentracién de quimioterapia en el torrente sanguineo se modeliza por la ecuacién (7.5), tiene una tasa
de eliminacién por el cuerpo humano dada por p;, la administracion del tratamiento se considera mediante
el término vy (t).

La citoquina IL-2 forma parte del tratamiento de inmunoterapia y su concentracién en el torrente sanguineo
se describe por la ecuacién (7.6), tiene una tasa de eliminacién por el cuerpo humano dada por p; y la
administracién del tratamiento se considera por medio del término vy ().

La descripcidn, los valores y las unidades de los parametros para dos pacientes humanos y una rata de
laboratorio se presenta en [8]. En la Tabla 7.1 se muestran los pardmetros correspondientes a un paciente
humano (‘Paciente 10’, vea [8]), los cuales son utilizados en este analisis. Todos los pardmetros tienen valores
positivos y la administracion de los tratamientos de quimioterapia e inmunoterapia puede tomarse como una

funcién o como una constante, ambas con valores no negativos.
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Parametro Descripcién Valores y unidades
a Tasa de crecimiento del tumor 4.31 x 107! dias™1
b b~! es la capacidad tumoral maxima 1.02 x 1079 células™!
@ Tasa de eliminacién de células tumorales por células NK 6.41 x 1071 células™'dias™!
D1 Tasa maxima de eliminacién de células tumorales por células T CD8"  1.88 dias—!
l Exponente de lisis tumoral provocada, por células T CD8* 1.81
g1 Saturacién media del témino de lisis tumoral 5.12 x 1071
Kr Tasa de eliminacion de células tumorales por la quimioterapia 9.00 x 10! dias™*
an Tasa de conversién de linfocitos circundantes en células NK 2.08 x 1077 dias—*
Uy Tasa de muerte de las células NK 4.12 x 1072 dias™!
D2 Tasa méaxima de reclutamiento de células NK por el tumor 1.25 x 1072 dias™*
g2 Saturacion media del témino de reclutamiento por el tumor 2.02 x 107 células®
0 Tasa de inactivacién de las células NK por el tumor 3.59 x 1076 células™'dias™"
Ky Tasa de eliminacion de células NK por la quimioterapia 6.00 x 10! dias™*
Ir, Tasa de muerte de las células T CD8% 9.12 dias™1
D3 Tasa maxima de reclutamiento de células T CD8* por el tumor 2.49 x 1072 dias™!
gs Saturacion media del témino de reclutamiento por el tumor 5.66 x 107 células®
qs3 Tasa de inactivacién de las células T CD8* por el tumor 1.59 x 1076 células~'dias™!
1 Tasa de produccién de células T CD8* debida a la eliminacién 1.10 x 1077 células ' dias™*
de células tumorales por células NK
) Tasa de produccién de células T CD8T debida a la interaccién 6.50 x 1071 células 'dias™"
entre linfocitos circundantes y células tumorales
Q4 Tasa de regulacién de células T CD8T por las células NK 3.00 x 10719 células2dias™"
Da Tasa maxima de reclutamiento de células T CD8% por la IL-2 1.25 x 10~ dias™!
' Saturacion media del témino de reclutamiento por la IL-2 2.00 x 107 células
Ky Tasa de eliminacién de células T CD8T por la quimioterapia 6.00 x 107! dias™*
v, (1) Concentracién de inmunoterapia basada en TIL
ac Fuente constante de linfocitos circundantes 5.00 x 108 células dias™'
e Tasa de muerte de los linfocitos circundantes 8.00 x 1072 dias™!
Ke Tasa de eliminacién de linfocitos circundantes por la quimioterapia 6.00 x 10! dias™*
s Tasa de eliminacion de la quimioterapia por el cuerpo humano 9.00 x 10! dias™*
o (t) Concentracién de quimioterapia
iy Tasa de eliminacién de la IL-2 por el cuerpo humano 1.00 x 10" dias™*
vr (t) Concentracién de la I1-2

Tabla 7.1: Descripcion, valores y unidades de los pardmetros correspondientes al sistema de quimioinmunoter-
apia (7.1)-(7.6).

7.2.

Localizacién de conjuntos compactos invariantes

En esta seccion se presentan los calculos de los limites inferiores y superiores de un politopo en Ri o en el

cual se localizan todos los conjuntos compactos invariantes del modelo (7.1)-(7.6). Los limites se escriben por

medio de desigualdades en funcién de los parametros del sistema y representan los valores minimos y maximos

de las poblaciones de células y de las concentraciones de los tratamientos de quimioterapia e inmunoterapia.
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Los limites inferiores y superiores para ¢t > 0 de las ecuaciones diferenciales (7.5) y (7.6) se obtienen al
solucionarlas mediante integracién por separacién de variables. Para esto se consideran los tratamientos como

constantes, es decir vys (t) = var y v (t) = vy, las siguientes restricciones en los pardmetros del sistema
0 < py <1, (7.7)
pr > 1, (7.8)
y se imponen las siguientes condiciones iniciales
M(O) = o, (7.9)
I(0) = wor. (7.10)

La concentracion del tratamiento de quimioterapia se determina al solucionar la ecuacién diferencial (7.5),

con el calculo se obtiene la siguiente funcién

De manera similar se calcula la concentracién de la citoquina IL-2, se soluciona la ecuacién (7.6) y se
determina la siguiente funcion

T(t) =L et (1—pl) vy
Kr

la cual tiene las siguientes cotas cuando t > 0
Lo = ur < I (t) < Igx :=vr.
Hr

Se observa que Mpysx v Imim son respectivamente los puntos de equilibrio de (7.5) y (7.6) y debido a la
estructura de las ecuaciones se concluye que ambos puntos son global asintéticamente estables. Ahora, las
funciones M (t) e I (t) se sustituyen en las ecuaciones (6.1)-(6.3) y se estudia su dindmica en el dominio

Kyr = Rflho X [var, 00) X [ﬂ,oo) ,
K1

y se proponen cuatro funciones localizadoras h; (z), i = 1,...,4, las cuales estdn definidas en el espacio
Rflho x R?={(M, I,t)}. Adicionalmente, por simplicidad en las notaciones se considera también lo siguiente:
S(h):=S(h)NKyry K(h):=K(h)NKyy.

El limite méximo de la poblacién de células tumorales se determinan al proponer la funcién localizadora

h1 =T, con T > 0, y calcular su derivada de Lie, cuyo resultado se muestra a continuacion

p1 Lt

Lihy =aT —abT? — ¢ NT — ————
fra a a q1 Tlg1+Ll

T-Kr(l1-e™)T,
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la cota maxima se obtiene al dividir por 7' la ecuacién Lghy = 0, razén por la cual impone la condicién
T > 0, esto implica que se localizaran solamente los conjuntos compactos invariantes fuera del plano 7' = 0.

El resultado obtenido se escribe en el siguiente conjunto

1 p L M

entonces, al descartar los términos negativos se concluye que el limite maximo de la poblacion de células

cancerosas esta dado por la capacidad de carga del tumor, por lo cual se define lo siguiente
Ki(h)={0<T<b'}.

Ahora, con el objetivo de establecer los limites infimos y supremos de las demds variables del sistema de
quimioinmunoterapia, se proponen cuatro funciones localizadoras lineales y se aplican el método de LCCI y el
Teorema Iterativo con los resultados mostrados anteriormente.

Los linfocitos son células linfaticas que se clasifican en linfocitos B, T o NK. El sistema (7.1)-(7.6) considera
la poblacién general de linfocitos circundantes y describe la dindmica de las células NK y las células T
citotéxicas. Los limites infimo y supremo de la poblacion de linfocitos circundantes se determina mediante

la funcién localizadora hy = C, cuya derivada esta dada por la siguiente funcién
Lihy = ac — peC — Kco (1 — e*M) C,
y de la cual se obtiene el conjunto
S(h2) ={C [pc+ Kc (1 —e™)] =ac},
en el cual se aplica el Teorema Iterativo con el supremo de la concentracién de quimioterapia
S (h2) C {[{puc + Ko (1 - e_Mm““‘)] C>ac},

y por consecuencia se define el siguiente limite inferior

ac
Ki(he)=<C > Cpin := .
() { B uc+Kc<1eMméx>}

El limite superior se determina al aplicar nuevamente el Teorema Iterativo al conjunto S (hg), pero en esta

ocasion se realiza con el limite infimo de la concentracién de quimioterapia
S (ha) C {[pc+ Kc (1 - e_Mmf")] C<ac},

con lo cual se obtiene el siguiente resultado

ac
K3 (hs) = { C < Cuax = .
2 (hz) { = uc+Kc(16Mmf“)}
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Por ende, el conjunto K (hg) define los limites minimo y méaximo de la poblacién de linfocitos circundantes,
donde
K (hQ) = {le'n < C < Cméx} .

Las células NK representan una defensa secundaria contra el cdncer, su funcién principal es reconocer y
atacar a células tumorales que han perdido sus moléculas CMH de clase I, lo cual permite que las células
cancerosas evadan el reconocimiento y el ataque de las células T citotoxicas. Para obtener los limites de la
variable N () se propone la funcién hg = N y se calcula su derivada de Lie como se muestra a continuacién

p2T2N

Lihs =anC — uyN +
Fhs3 N 122\ g2 + T2

—@NT — Ky (1—e )N,

entonces, se determina el siguiente conjunto

2

T“N
S (h3) = {O‘NCUNN+§22+T2 —@NT — Ky (1eM)N:()},

ahora, para obtener el limite inferior se reescribe el conjunto S (h3) de la siguiente manera

po T2 N
go+T2 ]’

S (h3) = {[MN +@T+ Ky (1- efM)} N =anC +
se descarta el término racional del lado derecho de la ecuacién y se aplica el Teorema Iterativo
S (h3) N K1 (k1) N K7 (he) C { [y + @b + Ky (1 — e Mms) ] N > anCrn }

de esta forma se obtiene el siguiente resultado

Kl (h3) = {N > le'n = aNle'n } ‘

pn + q2b™t + Ky (1 — e Mmax)

El limite superior se calcula al reescribir nuevamente el conjunto S (h3) como se muestra a continuacion

N
S (hs) = {[MN —p2+ Ky (1—eM)]N =aynC - ggfsz - Q2NT} :

entonces, se descartan los términos negativos del lado derecho de la ecuacion y se aplica el Teorema Iterativo
como se indica

S (hs) N Ky (ha) C {[:U*N —p2+ Ky (1 — G_Mmf“)] N < OzNCméX} ,

y si la siguiente condicién se satisface
iy —p2 + Ky (1 — e Mmin) >0, (7.11)

el limite superior esta dado por

Ky (h3) = {N < Nmé,x = aNCma’x } .

py —p2 + Ky (1 — e Mnim)
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Por lo tanto, si la condicién (7.11) se cumple, el conjunto K (hg) define los limites inferior y superior de la

poblacion de las células NK, donde
K(h?)) — {Nmin < N < Nméx} .

Las células T CD8T son la principal defensa del sistema inmunoldgico adaptativo contra el cdncer, su
funcién es reconocer y eliminar a las células infectadas, danadas o cancerosas. Entonces, con el objetivo de
establecer los limites minimo y maximo de la poblacién de células citotéxicas se propone la funcién localizadora

hy =T, de la cual al calcular su derivada de Lie se obtiene la siguiente funcién

p3D?*T?L 5 palL Y
Lihy = —p L+ —5—= — q3LT N T—qNL — K (1- L
rha=—nplt = — BLT+ (N +r2C)T — aNL” + il Ko (1—e™) L+uwg,
y de esta se define el conjunto S (hy)
p3D2T2L 2 p4IL -M
S(hy) =< —pu L+ ———-— — q3LT N CYT —quNL —— =K (1 - L =0
(ha) { ol e + (11N +720) T — g4 S (1—e™)L+ug ;

entonces, el limite inferior de L (¢) se determina al reescribir S (hy) de la siguiente manera

p3sD?*T?L

_ 2 pal -M _
S(h4)—{Q4NL +[NL+(]3T—+KL(16 ):|L—UL+m

4+ (rN +rC)T
ga+1 (1 2)}

y al descartar los términos no lineales del lado derecho de la ecuacién y aplicar el Teorema Iterativo se obtiene

el subconjunto

2 2
S(h4)ﬂK1 (hl)ﬂKQ(h;g) C {p1L2+p2L:p1 <L+ P2 ) _ P2 ZUL},

2p; 4py
donde
pl = q4Nméx7
a3 Palmin M.
Po = U +———+KL 1—e méx )
2 o b 94 + Imin ( )

con p; > 0,7 = 1,2; entonces el limite inferior esta dado por

2
vL | P2 P2
K1 (hg) =L > Lot = | = + 2% — 220
1 (ha) {_ p1+4p% 2p1}

Ahora, el limite superior se determina al reescribir el conjunto S (h4) como se muestra a continuacion

g3psL
g5+ DPT? [

IL
S (hs) = 4 @uNL? + |py — ps — 2
(ha) {Q4 [ML e

+ Ky, (1—€M):| L=vr+ (riN+rC)T —qsLT —

entonces, al descartar los términos negativos del lado derecho de la ecuacién y aplicar el Teorema Iterativo se

obtiene el siguiente subconjunto

2 2
§ (h) N K (h1) 0 K (he) N K (hs) © {p3L2+p4L — s <L+2”—p“3) ~4 S p5},
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donde

pP3 = Q4Nm1'n7

p4Iméx

Kp (1 — e Muin
g4+Imé,x+ L( ¢ )7

Pq =ML —P3 —

5 = VL 4+ (711 Nmax + 72Cmax) b1,

con p; > 0,7 = 3,4, 5; entonces el limite superior esta dado por
Kz(h4)={L<L = &+p—‘2‘ﬂ}
R T T
De esta forma se concluye que el conjunto K (h4) define los valores infimo y supremo de la poblacién de células
T CD8*, donde
K (ha) = {Lmin < L < Linax} -

Con la informacién obtenida se redefine el limite méximo de la poblacién de células tumorales al aplicar el

Teorema Iterativo al conjunto S (h1) de la siguiente manera
S(hl) N {T > 0} N K, (hl) NK; (hg) N K; (h4) C {T < Tméx},

donde
1 a L K

DR Y 1= Py

min

(1— e Mmin) >0, (7.12)

Tsx =

debido a que la funcién h; presenta la restricciéon T' > 0, esto por el calculo de S (hi) N{T > 0} = {L¢h1 = 0}.
Por tanto, dentro del subconjunto S (hy)N{T > 0}NK; (h1)N K (hs)N K7 (hg) se localizan todas las dindmicas
con carga tumoral del sistema de quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6); es decir, puntos de equilibrio, ciclos limite,
atractores caodticos, orbitas periddicas, homoclinicas y heteroclinicas. La tinica dindmica libre de tumor es un
punto de equilibrio el cual se encuentra localizado en el plano T = 0 y dado que éste es un plano invariante
del sistema su localizacién es trivial. Entonces, se determina que los limites infimo y supremo de la poblacién

de células tumorales estdn definidos por el conjunto
K(h1)={0<T < Thax}-
De acuerdo a los resultados mostrados en esta seccién se establece lo siguiente

Teorema 7.1. Si las condiciones (7.7)-(7.12) se cumplen, entonces el dominio Kgpprp C Rip contiene todos

los conguntos compactos invariantes del sistema de quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6), donde

Kppip = Ky Ny K (hi) (7.13)

I ¢ pill Kr M
Kh — O<T<Tmé,)(:_7_Nm1’n7 min - 1i min ,
() { - b ab ab(b~lg+ L) ab (1-e )

min
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ac ac
Cmin = < C < Cméx = 5
e e = ol

_ anCmin o anCmax }
pn + qeb~t + Ky (1 — e~ Mmax) puy —p2 + Ky (1 — e Mnmin) |7

2 2
UL P2 P2 Ps Py P4
K (h = L/:,/— 22" < n o= /5By
(4) {mln ) + 4[0% 2P1 ~ > Lmix s + 4[0:% 2P3}7

K (hg) = {Nmin

con
Mmin = UM,
UM
Mméx = T
1237}
Ur
Iml'n = T
K
Iméx = v,
pl = q4NméX7
_ Palmin M.
pr = ppasbt = = K (1 e Mmex)
2 o g4+Imin ( )
Py = Q4Nm1'n7
Palmax M. -
o= e LI (1 )

g4+ Tnsx

ps = vp+ (Tleéx + T2Cméx) bil'

7.3. Existencia de un dominio acotado positivamente invariante en RS

En esta seccién se determinan condiciones suficientes bajo las cuales el dominio (7.13) es atractivo y
positivamente invariante en el ortante no negativo Rfiho. Esto implica que dada cualquier condicién inicial las
trayectorias del sistema de quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6) se dirigirdn hacia el conjunto compacto invariante
més grande dentro del dominio (7.13), es decir, las poblaciones de células no incrementarédn desmesuradamente

cuando t — oo. Los resultados se obtienen al proponer la siguiente funcién candidata de Lyapunov
hs =e1T+ea(N+C)+e3(L+TC) +eaM + 51,
y al calcular su derivada de Lie se obtiene la funcién

Lihs = e1[aT —abT? — ¢NT — DT — Kp (1 — e ™) T] +e4 (vnr — pay M) + €5 (vr — prl)

2

T2N
+e2 [ozNC'—,uNN—l— §2+T2 —@NT—Ky(1—e™)N+ac—pcC—Ke(1—e ™) C]
2

p3sD?T?L 5 palL
= LT+ rNT+rCT —qNL*+
9 +D2T2 qs3 1 2 q4 94 +I

+€3 |:—/LLL+ - K (1—€M)L+Q)L:|

+e3 [acT — peCT — Ko (1 — e ™) CT + aCT — abCT? — tCNT — CDT — Kr (1 — e M) CT].
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Ahora, se reescribe Lths al considerar las siguientes igualdades

2
2T N 2 2N
pIPN - N e
g+ T g+ T
psD*T?L I gspsL
g5+ D22~ BT g DT
palL gapsL
—— = mlL— ;
g+ 1 gs+1

completar el cuadrado de la siguiente manera

2 €1a + e3ac 2 (€1a+83ac)2
—e1abT” + 10T 4+ e3acT = —c1ab | T — ————— - = 7
2e1ab 4eq1ab
y al agrupar los términos como se muestra a continuacion

€1a + e3a ¢

2
2¢1ab ) —akKr (1-e™)T - [uy —p2+ Ky (1—e )] N

th5 = 01—51ab <T
—e3 [pp —p3s —pa+ K (1 - B_M)] L—¢e[pc—an+Ke(1- G_M)] C

—eapipy M — esppd — (e1q1 + €2g2 — £3m1) NT — €3 [ —a—ro + (Ko + Kp) (1 — e M) CT

N L L
—e, DT — 2292020 <abCT2 + uNL? + CNT + CDT + s LT + 94022 | 93P3 ) ,

g2+ T g+1 " gs+DT?
donde
2
g1a+¢€
o1 = M + &9 + €3V + €4V + E5V].
451ab
Ahora, al considerar que — (1 — e*M) < - (1 — e*Mmfn) = — (1 — e~ ¥M) se define lo siguiente
th5 § th5+,
donde
2
Lihgt : =01 —¢c1ab <T — %) — 1 Kr (1 — e*M) T —¢e9 [,uN —p2+ Kn (1 — e*”M)] N
1a

—e3pp —ps—pa+ K (1—e ™) L—e (o —an+ Ko (1 —e )] C —eqppy M — esppl

—(e1q1 + e2q2 —e3r1) NT —e3 [uc —a — 1o + (Ko + Kr) (1 — ") CT — &1 DT

gapaL 93p3L
gs+1 g3+ D212 )’

_ €2gapaN
g2 + T2

— 3 <abCT2 + @NL? + uCNT + CDT + ¢3LT +

entonces, se asume un conjunto de soluciones para los coeficientes € > 0,7 = 1, ..., 5; y se imponen las siguientes

condiciones en los parametros del sistema,

€101 + 5q2 — e5m1 > 0, (7.14)

py —p2+ Ky (1—e7") > 0, (7.15)

pr—p3—pa+Kp (1—e™™) > 0, (7.16)
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po—an+ Ko (1—e ™) > 0, (7.17)
po—r2 —a+ (Ko + Kp) (L—e™™) > 0. (7.18)

Las desigualdades (7.15)-(7.18) se resuelven con respecto al pardmetro vy, como se indica

UN — D2
UM > U :zln(TN+1),
oy > %::_ln<wﬂ>,
Ky,

UM > UM :zln<w+1>,

UM > UM, ::1n<'u0712a+1>a

de esta forma, la concentracion del tratamiento de quimioterapia debe cumplir con la siguiente condicion
vy > max{vp,}, i=1,..,4. (7.19)
Entonces se define el dominio Uy = {Lhs+ > 0} en Ri,o y por férmula se tiene que en su complemento

C{U,} se satisface lo siguiente

€1a + e3a¢

jab (T —
1< Aad < 2e1ab

2
) tefKp(1—e™™)T+es [uy —p2+ Kn (1—€e ™) N
+e5 [pp —p3s—pa+ Kp (L—e ™) L+ej [uc —an + K (1—e ™)) C+ejpuy M +ejpl

+ (Eiql +€§Q2 - E;'f’l) NT+E§ [MC —a—1"T —+ (KC -+ KT) (1 _ e_'U]M)] CT"‘EIDT

e59op2 N
g+ T?

L L
+ +ef <abCT2 + @NL? + ;ONT + CDT + gz LT + J4P4= | 93P3 > ,

g1+1 g3+ D2T?

ademads se observa que U; es un dominio acotado. Entonces, para un valor suficientemente grande de R, el
dominio B = {hs < R} contiene el dominio U; y se tiene que en la frontera {hs = R} de Bpr se cumple
la desigualdad Lyhs+ < 0. Esto significa que Br es un dominio acotado y absorbente, por lo tanto, para
cada solucién (T, N, L,C, M, I)T € R‘jﬁo su conjunto w—limite w ((T, N,C, M)T) es no vacio, compacto e
invariante, vea Perko [28] en §3.2 y Khalil [25] en §4.2. Entonces,

T
w ((TaNaLaCanl) ) C KppID-
Por lo tanto, a partir de los resultados mostrados en esta seccién se concluye lo siguiente

Teorema 7.2. Si las condiciones (7.7)-(7.12), (7.14) y (7.19) se cumplen, entonces el sistema de
quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6) tiene un atractor global en RS, y el conjunto (7.13) es un dominio
acotado positivamente invariante, es decir, cualquier trayectoria fuera de este dominio se dirigird hacia él

y permanecerd dentro para todo t > 0.
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7.4. Eliminacién de la poblacion de células tumorales

En esta seccion se establecen condiciones suficientes para asegurar la eliminacién del tumor en el sistema
de quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6). Esto se realiza al determinar atractividad al plano 7' = 0 en Ripa por

tanto, se propone la funcién candidata de Lyapunov
h6 = T7

cuya derivada de Lie esta dada por
!

_ p1L -M
thﬁ—((l@bT(]leKT(le ))T,

y se observa que Lyhg < 0 si lo siguiente se cumple

p1 L

—abT — N — ———
a a q1 Tlg1+Ll

~Kr(1-e™)<o. (7.20)

Ahora, con el propésito de simplificar el andlisis y la solucién de la desigualdad (7.20) se realizan las

siguientes aserciones en los limites de las variables del sistema (7.1)-(7.6)

ac
le'n > le'n7 = Ma
ac
Cmax < Cméer =
1276}
O[NC o —
Noo: > N . _ — min
min min MN+q2b71+KN’
aNC' sxt
Nmax < Nypgoer = ﬁ’
P N
s ps 45 2ps
donde
Pe - :qlleébX*a
pr + =pp+ash T+ Ky,

y a partir de estas consideraciones se define lo que sigue

plLl,, M
Lihg<|a—-qN_ . ————min" g (1—¢ M) )T <0,
f 6_<a @1 NV in bilgl—i_Linin* r(l1—e )) <

donde la desigualdad del lado derecho se resuelve con respecto al parametro vy y se obtiene lo que se indica

a continuacion
—a plLl .o

+ L . (7.21)
Kp Kr (b—lgl +Ll )

min—

min_

VM > UM = —1In 1+q1
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Por el Teorema de LaSalle se concluye que si la condicién (7.21) se cumple, entonces la trayectoria de T (t)
se dirigird hacia el conjunto compacto invariante mas grande dentro del dominio Kgp;p N{T = 0}, vea Khalil
[25] en §4.2, es decir

w ((T, N,L,C, M, I)T> C KpprpN{T =0},

y se determina lo siguiente

Teorema 7.3. Si la condicion (7.21) se cumple, entonces el plano T = 0 es globalmente atractivo en Rip,

esto implica la eliminacion del tumor en el sistema de quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6).

La condicién (7.21) también permite determinar la no existencia de conjuntos compactos invariantes fuera
del plano T' = 0. Esto se realiza al tomar el limite superior de la poblacién de células tumorales y definir lo
que se indica a continuacién
. b Er

1 N _
b ab ab (b—lgl —i—Ll ; 7) ab

min—

(1— e Mmin) <0, (7.22)

y al resolver la desigualdad del lado derecho se obtiene la condicién

UM > UMy,

y en consecuencia se determina lo siguiente

Corolario 7.1. Si la condicion (7.21) se cumple, entonces el sistema de quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6) no

tiene conjuntos compactos invariantes localizados en Ri,o N{T > 0}.

Los resultados obtenidos permiten establecer que la existencia de un dominio acotado positivamente
invariante, la eliminacién del tumor y la no existencia de conjuntos compactos invariantes fuera del plano
T = 0, dependen directamente del tratamiento de quimioterapia, cuya concentraciéon debe cumplir con la
siguiente condicién

vy > max{va,}, i =1,...,5. (7.23)

7.5. Estabilidad asintética global del punto de equilibrio libre de tumor

En [8] se analiza y establecen condiciones para concluir la estabilidad local del punto de equilibrio libre
de tumor del sistema quimioinmunoterapia no dimensionalizado. En este trabajo se estudia la estabilidad
asintética global del punto de equilibrio libre de tumor del sistema original descrito por las ecuaciones (7.1)-
(7.6), dicho punto se calcula al igualar cada ecuacién a cero y realizar las operaciones correspondientes, con lo
cual se obtiene el siguiente resultado

(T*, N*, L*,C*, M*, I*), (7.24)



donde

™ = 0,

M* = U_M7
1227

r-= 2z
Ky

cr = o,
/L0+K0(1—€ )

% CKNCM<

N == *\ 9
MN+KN(1—€_M)

L* = L%,

el valor de L% se determina a partir del siguiente polinomio de segundo orden
A1L2 + AsL — v, =0,

donde

y cuyas raices estan dadas por

con

[ A2 2w
Ag = <2—Al) +A—1,

93

de las cuales al suponer que As > 0y vp > 0, se concluye que L* < 0,y L% > 0, esto implica que L es la
Y Yy by +

Unica solucién biolégicamente factible para el sistema de quimioinmunoterapia.

En la seccion anterior se establecen condiciones en el Teorema 7.1 bajo las cuales el plano 1" = 0 es atractivo,

por lo tanto, se sustituye este valor en las ecuaciones del sistema (7.1)-(7.6) y se obtiene el modelo matematico

(7.25)-(7.29) no negativo de cinco ecuaciones diferenciales

N = aNC—MNN—KN(l—e_M)N,

palL

L = —p L —@NL?+ 2=
1279 q4 gt 1

C = ch—/LCC—Kc(l—efM)C,
M = —uyM+uoy,

j = 7/~LII+UD

—KL (1—€_M)L+’UL,

(7.25)
(7.26)
(7.27)
(7.28)

(7.29)



94

el cual tiene un unico punto de equilibrio dado por
(N*, L*,C*, M*, I"). (7.30)

Es evidente que M* y I* son puntos global asintéticamente estables, esto debido a que las ecuaciones
(7.28) y (7.29) son lineales, invariantes en el tiempo y con valores propios negativos, ademds su solucién se
muestra en la seccién 7.2. Adicionalmente, se observa que las ecuaciones (7.27)-(7.28) describen un sistema
competitivo, esto implica que la trayectoria de (7.27) siempre converge hacia C*. Ahora, la estabilidad de N*

y L* se determina al proponer la siguiente funcién candidata de Lyapunov
h7 =61 (N +C) + 2L,
cuya derivada de Lie esta dada por

Lihy = 61 [anC—pyN — Ky (1—e™)N+ac—pcC— Ko (1—e M) (]

palL

+0o | —pp L — uNL?* + 2=
2 |[THL q4 gt

KL (1—€_M)L+’UL s
la cual se reescribe como sigue

Lihy = 09—61(ue —an)C — 02 (i, — pa) L — pn61N — 62g4 N L?

_ 02pagal
—(61KNN + 62K L+ 61KcC) (1 — e M) — 2222
(01 KN 2K, 1KcC) ( ) P
donde
o2 = acd1 + v,
y se imponen las siguientes condiciones en los pardmetros del sistema
pe —an > 0, (7.31)
pr, —ps > 0, (7.32)

con base en lo anterior se define el dominio Uy = {Lh7 > 0} en Ri,o N{T = 0} y por férmula se tiene que en

su complemento C' {Us} se satisface lo siguiente

oy < 01 (e —an)C — 082 (up —pa) L+ pun61N + S2qa NL?

1) L

+ (01 KNN 4+ 02K L+ 61 KcC) (1 — efM) + %,

ga+1

ademads se observa que Us es un dominio acotado. Entonces, para un valor suficientemente grande de R, el
dominio Br = {h7 < R} contiene el dominio U, y se tiene que en la frontera {h7; = R} de Bp se cumple la

desigualdad Lyh7 < 0. Esto significa que Bgr es un dominio acotado y absorbente, por lo tanto, para cada
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solucién (T, N, L,C, M, I)T € Rpr N{T = 0} su conjunto w—limite w ((T, N,C, M)T) es no vacio, compacto
e invariante, vea Perko [28] en §3.2 y Khalil [25] en §4.2. Entonces,

w(aumnyMJF>ckmem{T:0}

Por lo tanto, con base en los resultados obtenidos y debido a que el punto de equilibrio (7.30) es unico, el

Principio de Invariancia de LaSalle permite concluir lo siguiente

Teorema 7.4. Si las condiciones (7.7)-(7.11), (7.14), (7.23) y (7.81)-(7.82) se cumplen, entonces el punto
de equilibrio libre de tumor (7.24) del sistema de quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6) es global asintéticamente

6
estable en R .

7.6. Simulaciones numéricas

En esta seccién se ilustran los resultados obtenidos mediante simulaciones numéricas. Primero, se verifica
que las condiciones (7.7)-(7.8), (7.11), (7.14), (7.23) y (7.31)-(7.32) se cumplen al sustituir los valores mostrados
en la Tabla 7.1; posteriormente, se asignan los valores vy, = 1.00x 108 y v; = 5.00 x 103 para los tratamientos de
inmunoterapia, y se calculan los valores correspondientes a las condiciones de la concentracién de quimioterapia

v, =1, ..., 5, los resultados son los siguientes

vy, = —4.670x 1072,
vy, = —2.770,
vy, = —1.320 x 1072

vy, = 3.313x107!

vy, = 6.518 x 1071,

por lo tanto, se concluye que el sistema quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6) es globalmente estable si vy > vpr,, v
que el punto de equilibrio libre de tumor (7.24) es global asintéticamente estable si vy > vay,. Las condiciones
iniciales para cada ecuacién diferencial son las siguientes: 7" (0) = 2.00 x 107, N (0) = 1.00 x 103, L (0) = vy,
C (0) = 6.00 x 108, M (0) = vpr e I(0) = vy.

En las Figuras 7.1 y 7.2 se muestra la dindmica del sistema de quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6) con un valor
de vy = 3.320 x 1071, se observa que las trayectorias no abandonan el dominio Kpgprp y que estas convergen a
un punto de equilibrio con carga tumoral alta. En las Figuras 7.3 y 7.4 se muestra la dindmica del sistema con
un valor en el pardmetro de quimioterapia de va; = 6.520 x 10™1, en este caso todas las trayectorias convergen

hacia el punto de equilibrio libre de tumor (7.24).
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Células cancerosas
= = = Tmax
v Punto de equilibrio libre de tumor

OHIII|l||I|||III|l|II|0IIII|IIII|0IIII|||II|0IIII||III|0IIII||III|0IIII|IIII|0IIII||III|0III||IIII|04—
| |
0 50 100 150
. Dias
10 T T
Células NK
102 = = = Nmax s
| Nmin
=
100 -\ i
10—2 | | |
0 50 100 150
Dias
10° 1 . :
: Células TCD8+
10°1 = = =] .max _
''''' Lmin
IS b
104 B B
102 | | |
50 100 150
Dias

Figura 7.1: Dindmica de las variables T (¢), L (t) y N (t) del sistema de quimioinmunoterapia con un valor de
var = 3.320 x 1071, se observa que las trayectorias convergen a un punto de equilibrio con carga tumoral alta.



97

C(1)

Linfocitos circundantes
= = = Cmax —
tionin Punto de equilibrio: Cmin

25 30 35 40 45 50
Dias
0.38 T T T T T T T T T
0-37_||||ii||||i||||ii||||illI =
0.36 .
- Quimioterapia
§ 0.35 virin Punto de equilibrio: Mmax (H
————— Mmin
0.34 n
033 ~ T T T T T T m T m T e -
0.32 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Dias
6000 T T T T T T T T T
5000k = = = = ]
4000 [y = : i -
Citoquina IL-2
< 3000 | = = = Imax -
v Punto de equilibrio: Imin
2000 |
1000 n
0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Dias

Figura 7.2: Dindmica de las variables C (t), M (t) y I (t) del sistema de quimioinmunoterapia con un valor de
var = 3.320 x 1071, se observa que las trayectorias convergen a un punto de equilibrio con carga tumoral alta.
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Células cancerosas

Punto de equilibrio |
libre de tumor

1(1)

0 DL LN T T T T T T T T T T I O A O | T
-0.5 . .
0 50 100 150
Dias
1200 1 T T
1000-‘|IIIV|V|IIIIV\IIIIVIVIIIIIV\IIIIVIVIIIIIV\‘IIIIVIVIIIIIV\|II|V||IIIV|V|IIIIV“ . : - : - : -
800 .
- 600 i Células NK .
= | tiovin Punto de equilibrio |
400 = = = Nmax
2000 Nmin _
0 o e T P S S e P S S g PSP —
_200 | | |
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Células TCD8+
--------------------------- 1o Punto de equilibrio |~
ol ; ; = = = [ max
0% Lmin -
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Figura 7.3: Dindmica de las variables T (¢), N (t) y L (t) del sistema de quimioinmunoterapia con un valor de
var = 6.520 x 1071, se observa que las trayectorias convergen al punto de equilibrio libre de tumor (7.24).
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Figura 7.4: Dindmica de las variables C (t), M (t) y I (¢) del sistema de quimioinmunoterapia con un valor de
vy = 6.520 x 1071, se observa que las trayectorias convergen al punto de equilibrio libre de tumor (7.24).
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7.7. Analisis de resultados

En este capitulo se muestra el andlisis de la dindmica global de un modelo matematico que describe la
evolucién de un tumor maligno en presencia de los tratamientos de quimioterapia e inmunoterapia; también
modeliza los efectos nocivos de la quimioterapia en linfocitos circundantes, las células NK y las células T
CDS8™. Los resultados de este trabajo se determinan al aplicar el método de LCCI, la Teorfa de Estabilidad
de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle.

Las soluciones de las ecuaciones (7.5)-(7.6) se calculan al integrarlas por separacién de variables con las
condiciones iniciales M (0) = vps e I (0) = vy, es necesario imponer estas condiciones para determinar los valores
infimos y supremos de cada ecuacion cuando t > 0; estos valores permiten calcular las cotas minimas y maximas
de las ecuaciones (7.1)-(7.4) mediante el método de LCCI. Con estos resultados se define el dominio compacto
(7.13) en el cual se localizan todos los conjuntos compactos invariantes del sistema de quimioinmunoterapia.

Al aplicar la Teoria de Estabilidad de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle se determinan
condiciones para establecer que el dominio acotado (7.13) es positivamente invariante, lo que implica que el
sistema de quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6) tiene un atractor global en Rfiho, es decir, su conjunto compacto
invariante mas grande es global asintéticamente estable, por lo tanto las trayectorias no divergen cuando ¢ > 0.
En las Figuras 7.1 y 7.2 se ilustra que las trayectorias de la variables (7.1)-(7.3) no abandonan el dominio (7.13)
y la trayectoria de la variable (7.4) se dirige eventualmente hacia él.

El andlisis realizado con el método de LCCI y la Teoria de Estabilidad de Lyapunov permite
establecer condiciones suficientes para asegurar la eliminacién de la poblacién tumoral descrita por el
sistema de quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6). La condicién principal se impone sobre el pardmetro del
tratamiento de quimioterapia vy; mediante la administracion de una dosis pequena y constante. La
administracién de dosis pequenas de quimioterapia no es algo inusual en la practica médica y se conoce
como quimioterapia metronémica [48-54]. De acuerdo con las simulaciones numéricas la poblacién tumoral se
elimina asintéticamente al utilizar una concentracién de quimioterapia de vy = 6.520 x 10~! en un periodo
menor a 150 dias, en las Figuras 7.3 y 7.4 se observa que todas las trayectorias del modelo matematico (7.1)-
(7.6) convergen hacia el punto de equilibrio libre de tumor (7.24). Cabe destacar que no se lograron obtener
resultados matematicos biolégicamente factibles al realizar el andlisis con respecto al pardmetro del tratamiento
de inmunoterapia vr,.

Se espera que los resultados sean de utilidad para comprender los efectos de la quimioterapia y la

inmunoterapia en el desarrollo tumoral presentado por el sistema (7.1)-(7.6).
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Capitulo 8

Conclusiones

Los resultados obtenidos en esta Tesis permiten confirmar la hipdtesis propuesta para esta investigacion,
es decir, mediante el método de Localizacion de Conjuntos Compactos Invariantes, la Teoria de Estabilidad
de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle se logré analizar con éxito la dindmica local y global de
cuatro modelos matematicos que describen la evolucién de un tumor maligno y su interaccién con el sistema
inmunoldgico en casos con y sin tratamiento. Adicionalmente, para los sistemas de quimioterapia (6.1)-(6.4)
y quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6) se calcularon condiciones suficientes para asegurar la estabilidad asintética
global del punto de equilibrio libre de tumor de cada sistema en el ortante no negativo.

Con el método de Localizacién de Conjuntos Compactos Invariantes se calcularon los limites infimos y
supremos de las variables de cada sistema bioldgico bajo estudio. Estos limites permiten definir un dominio
acotado en el ortante no negativo dentro del cual se encuentran todos sus conjuntos compactos invariantes.

Al aplicar la Teoria de Estabilidad de Lyapunov y el Principio de Invariancia de LaSalle se determiné que
los dominios compactos (4.7), (6.9) y (7.13), los cuales corresponden respectivamente a los sistemas de evasion-
inmune (4.1)-(4.4), quimioterapia (6.1)-(6.4) y quimioinmunoterapia (7.1)-(7.6), son positivamente invariantes
en el ortante no negativo. Esto implica que los sistemas son globalmente estables debido a que cualquier
trayectoria fuera de los dominios de localizacién converge eventualmente hacia ellos y permanece dentro o en
su frontera para todo tiempo futuro. Para el sistema de cancer de préstata (5.1)-(5.7) no se logré determinar que
su dominio compacto (5.16) es positivamente invariante y se concluye que esto es debido a que el crecimiento
del tumor se presenta en forma exponencial, es decir, el crecimiento no es acotado como en los otros modelos
en los cuales se describe el desarrollo tumoral mediante la ecuacién logistica. Sin embargo, si se determina
que el dominio (5.21), el cual contiene todos los conjuntos compactos invariantes del subsistema (5.1)-(5.6), es
positivamente invariante en el ortante no negativo.

Para el modelo de evasién-inmune (4.1)-(4.4) se determiné la estabilidad asintética global de su conjunto
compacto invariante mas grande en el ortante no negativo y se concluye que no fue posible establecer condiciones
para la eliminacién del tumor debido a que el modelo matemético no incluye ninguna ecuacion de estado o
parametro de tratamiento para la eliminacién de las células cancerosas.

Mediante el Método indirecto de Lyapunov se calcularon condiciones para asegurar la estabilidad asintética
local del punto de equilibrio libre de tumor del sistema de cdncer de préstata (5.1)-(5.7). Ademads se concluye
que no se pueden establecer condiciones para la estabilidad asintética global de dicho punto debido a que el

tratamiento de la vacuna celular se modeliza como una sola aplicacion y el crecimiento del tumor se describe
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de manera exponencial.

Se establecieron condiciones suficientes para asegurar la eliminacién del tumor y la estabilidad asintdtica
global del punto de equilibrio libre de tumor de los modelos de quimioterapia (6.1)-(6.4) y quimioinmunoterapia
(7.1)-(7.6). Esto se logré al aplicar en conjunto el Método de Localizacién, la Teorfa de Estabilidad de Lyapunov
y el Principio de Invariancia de LaSalle. Las condiciones de eliminacién del tumor se impusieron sobre el
pardmetro de quimioterapia para ambos modelos matematicos. El sistema (7.1)-(7.6) modeliza también el
efecto de la inmunoterapia sobre el cancer, sin embargo, no se logré determinar alguna condicién biolégicamente
factible sobre este tratamiento.

La contribucion principal de esta investigacion consiste en una base tedrica para analizar la dinamica local
y global de modelos matematicos de sistemas bioldgicos invariantes en el tiempo que describen la evolucién
del cédncer por medio de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

Como trabajo futuro se pretende aplicar la metodologia desarrollada a otros modelos matematicos de
sistemas bioldgicos, en particular aquellos disenados con datos reales obtenidos in vivo o in vitro, esto con la
finalidad de proporcionar a la comunidad cientifica resultados aplicables en pacientes reales, por ejemplo, el
desarrollo e implementacion de tratamientos como la quimioterapia e inmunoterapia para eliminar la carga

tumoral o disminuir los padecimientos provocados por el cincer.
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