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DESCOMPOSICION DE DOMINIO PARA MODELOS DE INTERFASE
DIFUSA EN PROCESADORES GRAFICOS

Resumen

En este trabajo se resolviéo un modelo de interfase difusa en tres dimensiones formulado por
la ecuacion de Cahn-Hilliard aplicando el método de diferencias finitas con descomposicion de
dominio en un cluster de procesadores graficos. Se aplicd la ecuaciéon de Cahn-Hilliard para
simular la evolucién de la separacién de las dos fases en un fluido binario con una interfase
difusa.

La ecuacion de Cahn-Hilliard es no lineal y de cuarto orden, lo cual demanda métodos
numéricos robustos para su solucién, en este trabajo se resolvié en 2D con un esquema semi-
implicito del método de diferencias finitas aplicando el gradiente conjugado en un GPU. También
se resolvi6 en 3D de forma iterativa con el esquema explicito del método de diferencias finitas.

El uso de mallas finas requiere de grandes cantidades de memoria para su almacenamiento.
En la presente tesis se utilizé el método alternante de Schwarz como una técnica de descompo-
sicion de dominio mediante la cual es posible obtener resultados similares a los obtenidos con
un solo dominio. Para optimizar el uso del método alternante de Schwarz se utilizé un cluster
de dos nodos con procesadores graficos.

Palabras clave. Interfase difusa, descomposicién de dominio, diferencias finitas, GPU.
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DOMAIN DESCOMPOSITION FOR DIFFUSE INTERFACES MODELS IN A
GRAPHICS PROCESSORS.

Abstract

This work present a diffuse interface model in three dimensions given by Cahn-Hilliard
equation, we using the finite difference method with a domain decomposition on a cluster of
GPU’s. The Cahn-Hilliard equation was used to simulate the evolution and separation between
two phases in a binary fluid with a diffuse interface.

The Cahn-Hilliard equation is nonlinear and to fourth order, which need to robust numerical
methods for their solution, this equation was solved in 2D with a semi-implicit scheme of the
finite difference method using the conjugate gradient in a GPU. The Cahn-Hilliard equation
was solved iteratively in 3D with the explicit scheme of finite difference method.

The finite difference method with fine mesh require more memory for storage. The Schwarz
alternating method was used in this work as a domain decomposition method by to obtain
similar result to those obtained results with a simple domain. A two-node cluster with graphics

processors was used to optimize the use of the alternative method of Schwarz.

Keywords. Diffuse interface, domain decomposition, finite differences, GPU.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes y motivacion

El estudio de fluidos multicomponente es de gran importancia en aplicaciones cientificas
y tecnoldgicas, ya que permiten dar solucién a problemas sencillos como la separacién entre
mezclas de fluidos, formaciones de gotas de agua o burbujas, los cuales se encuentran presentes
en gran numero de fluidos complejos (emulsiones, espumas y soluciones poliméricas), lo que
hace interesante el estudio de la dinamica de fluidos.

Debido a la importancia que han tenido durante estos tltimos anos el uso de fluidos mul-
ticomponentes en el procesamiento de materiales [1], el modelado computacional desempena
un papel importante al realizar analisis en esta area de investigacién, ya que resulta ser mas
econémico trabajar con simulaciones a partir de modelos que obtienen resultados similares a
los de un experimento fisico. Sin embargo, la dinamica de fluidos es un desafio computacional
porque requiere de precisién al capturar datos en las distintas escalas de tiempo que intervienen
en el fenémeno bajo estudio.

En la literatura hay modelos que permiten estudiar el comportamiento de las interfases de
mezclas binarias. Estos modelos son herramientas importantes en el modelado de las ciencias
de los materiales. Por ejemplo, cuando la cinética de una reaccién es mayor que la difusion
provoca fisicamente una separacion en dos estados o fases tinicas. La separacion de fases entre
las aleaciones de metales y el crecimiento de un grano de cristal dentro de una aleaciéon de metal
en su etapa de cocimiento, son ejemplos de lo que sucede en cada capa de transicién [2]. Dos
ecuaciones que modelan la cinética de reaccion en los sistemas de reaccion-difusion, asi como
los modelos de difusién-conveccién en la dinamica de fluidos son las ecuaciones de Allen-Cahn
y Cahn-Hilliard. En [2] se analiza una mezcla entre liquido-liquido con limites de espesor finito,
alli se observa que hay un cambio rapido y suave en la frontera de ambos fluidos, a esta variacion

se le conoce como interfase difusa.



Durante los tltimos afnos los modelos de interfase difusa se han utilizado como alternativa en
el estudio de fluidos multicomponente, por ejemplo, en [3] se propone un esquema conservativo
con el método de diferencias finitas para dar solucién numérica a la ecuacién de Cahn-Hilliard
con caracteristicas inherentes, que van desde la conservacién de la masa hasta el decremento
de energia total a partir del modelo y en [4] se revisa el desarrollo reciente de modelos con
interfase difusa junto con los diferentes métodos numéricos utilizados para modelar fluidos mul-
ticomponente. El modelo se basa en un sistema de Navier-Stokes acoplado con la ecuacion de
Cahn-Hilliard a través de una fuerza de tension superficial que depende de la fase de campo con
diferentes variables como la densidad y la viscosidad, asi como un término de adveccion.

Los modelos con interfase difusa tienen un parametro de orden, es decir una capa de transi-
ciéon completamente desarrollada de magnitud pequena, la teoria de interfases difusas permite
analizar problemas en la fase de separacion a través de este parametro de orden el cual evolu-
ciona con el tiempo. Es posible calcular este parametro de orden con modelos de campo de fase
(phase-field) [1].

El limite clasico infinitamente delgado de separacion entre dos fluidos inmiscibles se sustituye
por una pequena region de transicion, a traves del cual la composicion de la mezcla varia
constantemente [5]. Algunos modelos de campo de fase son capaces de calcular los cambios
topolégicos como la division y fusién de fluidos multicomponente [4].

Hay muchas técnicas numéricas para dar soluciéon a modelos evolutivos como los antes men-
cionados, el Método de Diferencias Finitas (MDF) [6] es una técnica sencilla de utilizar e
implementar para dar soluciones aproximadas a ecuaciones diferenciales al transformarlas en
ecuaciones algebraicas y que permite una resolucion y precision aproximada a la solucién real.
El MDF puede ser implementado utilizando diferentes esquemas, por ejemplo, en [7] se presen-
tan diferentes técnicas utilizadas con el MDF en el modelo de Cahn-Hilliard, que van desde un
esquema explicito bésico, hasta utilizar un sistema no lineal estabilizado.

Recientemente se han realizado experimentos que modelan evoluciones morfoldgicas con el
modelo de Cahn-Hilliard en 3D. En [8], se ha resuelto numéricamente este modelo por diferentes
técnicas, entre las mas utilizadas estan diferencias finitas, elementos finitos, volumen finito y
métodos espectrales.

El modelo de Cahn-Hilliard fue propuesto en 1958, para emular transiciones de fases en alea-
ciones binarias, posteriormente se realizaron muchas aplicadas a nanoescala y a escala planetaria,
tales como el analisis de la formacion de polimeros, procesamiento de imagenes, electromagnéti-
cas y la dindmica planetaria [9].

Las aplicaciones del modelo de Cahn-Hilliard generalmente consumen mucho poder de
computo. El uso de arquitecturas paralelas permite la ejecucion de dos o més procesos al mis-

mo tiempo utilizando mas de un procesador. El procesamiento paralelo hace que un programa



se ejecute rapidamente porque existen mas procesadores que trabajn en forma simultanea y
coordinada en diferentes partes de un problema.

La construccién de aplicaciones méas complejas ha requerido de computadoras mas rapidas.
Debido a la reduccion de costos del hardware y al incremento del uso en mayor capacidad
de céomputo surgen los procesadores multinicleo (Multicore), los cuales estan integrados por
mé&s de un nucleo (core) de procesamiento. Estos procesadores se encuentran desde pequenas
computadoras portatiles hasta estaciones de trabajo.

Otra vertiente de los procesadores multicores son las Unidades de Procesamiento Graficos
(GPU, del inglés Graphics Processing Unit). Una GPU estd altamente segmentada, lo que indica
que posee gran cantidad de unidades funcionales, y son usadas para apoyar al sistema operativo
y la demanda de graficos que requieren aplicaciones como los videojuegos. Con la finalidad
de aplicar las GPUs en computo de propdsito general, se ha introducido la filosofia GPGPU
(del inglés General Purpose Computing on Graphics Processing Units), esto significa que las
GPUs no solo son usadas para el procesamiento de graficos, sino para una gran diversidad de
aplicaciones de propdésito general [10].

En los ultimos anos, las aplicaciones generales que combinan el computo en procesadores
de propdsito general y de procesamiento grafico se ha incrementado considerablemente, debido
a la capacidad de computo de los procesadores graficos y la disminucion en sus precios, por lo
que se puede crear un sistema de computo de alto rendimiento masivamente paralelo con poca
inversién [11].

Actualmente los clusters (agrupamientos) de computadoras desempenan un papel importan-
te en diversas areas de las ciencias de la computacién, ya que al tener disponible la capacidad
de cémputo en cada elemento del cluster, es posible resolver problemas que requieren una al-
ta capacidad de calculo. Este tipo de cluster es denominado cluster de alto rendimiento [12].
Muchas de las computadoras mas rapidas del mundo consisten de un cluster con GPUs, estos
tienen la particularidad de que todos sus nodos incluyen una o varias GPUs [13].

Los métodos de descomposicion de dominio son técnicas que se utilizan para resolver pro-
blemas donde se necesitan mayores cantidades de memoria, estos métodos trabajan a través de
comunicaciones entre procesos. En [8] se propone un algoritmo paralelo para calcular las solu-
ciones en equilibrio de la ecuacién de Cahn-Hilliard-Cook. La ecuacién se discretiza mediante un
esquema de diferencias finitas centradas y el tamano del paso de tiempo se decide por una adap-
tacion tentativa en el tiempo, al igual que utiliza un algoritmo de Newton-Krylov-Schwarz para
resolver el problema no lineal en cada paso de tiempo. En comparacion con métodos explicitos,
el esquema implicito permite dar pasos de tiempo mucho mas grandes y se utiliza la técnica de
Schwarz que es un método de descomposicién de dominio trabajado hasta en 2048 procesadores

obteniendo resultados razonables para el modelo de Cahn-Hilliard-Cook.



En este trabajo se propone una solucién numérica al modelo de Cahn-Hilliard con el MDF y
utilizando el método de Schwarz como una técnica de descomposicion de dominio para optimizar

el tiempo de computo en un cluster de GPUs.

1.2. Planteamiento del problema

La implementacion de modelos matematicos en un sistema informatico es ahora una solucién
econdémica en comparaciéon con el desarrollo de experimentos fisicos, esto se convierte en un
reto computacional si las técnicas numéricas utilizadas en los modelos requieren de grandes
cantidades de procesamiento, lo que impide obtener resultados en un tiempo razonable.

El método de diferencias finitas es una técnica numérica sencilla de comprender y de aplicar a
modelos matematicos como el de Cahn-Hilliard. Una forma sencilla de aplicar el método de dife-
rencias finitas es el esquema explicito, pero dado que el modelo de Cahn-Hilliard esta expresado
por una ecuacion de cuarto orden no lineal, aplicar el esquema explicito requiere de discretizar
el tiempo en intervalos muy pequenos y a consecuencia de esto, el tiempo de procesamiento se
incrementa.

La arquitectura paralela que presentan las unidades de procesamiento grafico permiten dis-
minuir significativamente el tiempo de procesamiento en el modelado matematico, pero para el
modelo de Cahn-Hilliard los tiempos de procesamiento siguen siendo altos.

Los métodos de descomposicién de dominio son utilizados en cémputo paralelo como una
alternativa para encontrar soluciones aproximadas a modelos matematicos. Estos métodos per-
miten dividir un problema en diferentes subproblemas de menores dimensiones.

En la presente tesis se plantea disminuir el tiempo de procesamiento del modelo de Cahn-
Hilliard utilizando el método de diferencias finitas con esquema explicito y aplicar técnicas
de descomposicién de dominio que permitan resolver un problema general mediante diferentes

subrutinas.

1.3. Hipoétesis

La implementacién de técnicas de descomposiciéon de dominio en un cluster de procesadores
graficos reduce el tiempo de ejecucién del modelo de Cahn-Hilliard en comparacién con el uso
de un GPU.



1.4. Objetivo General

Implementar diferencias finitas con descomposicion de dominio en paralelo para modelar

fluidos con interfase difusa en procesadores graficos.

1.5. Objetivos especificos

s Formulacién de la ecuacion de Cahn-Hilliard utilizando el método de diferencias finitas.

= Solucién numérica a la ecuacién de Cahn-Hilliard con el método de diferencias finitas en

un programa secuencial.

= Solucién numérica a la ecuacién de Cahn-Hilliard con el método de diferencias finitas en

un programa en paralelo.

» Formulacion de la ecuacién de Cahn-Hilliard con el método de diferencias finitas y el

método alternante de Schwarz.

= Solucién numérica de la ecuacién de Cahn-Hilliard con descomposicion de dominio en un

procesador grafico.

= Desarrollo e implementacion de un modelo de interfase difusa mediena la ecuacién de
Cahn-Hilliard en un cluster de GPU'’s.

1.6. Organizaciéon de la tesis

Este trabajo estd organizado en seis capitulos. En el capitulo 1 se presenta la introduccién
del desarrollo de la tesis, asi como el planteamiento del problema y objetivos que se desean
obtener durante la evolucion del trabajo. En el capitulo 2 se abordan conceptos generales sobre
los modelos de interfase difusa y se presentan los modelos de Allen-Cahn y Cahn-Hilliard. El
desarrollo de la tesis se basa en el modelo de Cahn-Hilliard. En el capitulo 3 se realiza la formu-
lacion con el método de diferencias finitas y el método alternante de Schwarz para el modelo de
Cahn-Hilliard. En el capitulo 4 se muestran los conceptos generales para la implementacion de
algoritmos utilizando diferentes bibliotecas de funciones como CUDA, CUBLAS, CUSPARSE y
MPI. Las diferentes aplicaciones, métodos y técnicas utilizadas en los capitulos 3 y 4 se presen-
tan como resultados en el capitulo 5, donde se abordan diferentes argumentos de interpretacion
para el modelo de Cahn-Hilliard. En el capitulo 6 se dan a conocer las conclusiones obtenidas

y las propuestas a trabajo futuro que se consideran en el desarrollo de la presente tesis.



Capitulo 2
Modelos de interfase difusa

Los modelos clasicos utilizados en la dinamica de fluidos definen a la tension superficial como
una capa infinitamente delgada dotada de ciertas propiedades fisicas. En los modelos de interfase
difusa, este concepto se remplaza por una capa de variacion continua con un parametro de orden
(por ejemplo, la densidad). Para el estudio y el andlisis de una interfase difusa se utilizan modelos
evolutivos de campo de fase [9].

La ciencia de los materiales utiliza los modelos de campo de fase para analizar fenémenos
ocurridos durante el desarrollo de los materiales. La idea principal de estos modelos es utilizar
un pardametro de orden o fase (¢) que muestre el estado actual del fluido en cada instante de
tiempo. Esto provoca que el parametro de orden varie constantemente durante la evolucién del
modelo hasta alcanzar un estado donde la variacién de las fases sea uniforme [9].

La conservacién del parametro de orden durante la evolucién de los modelos de campo de
fase permite analizar efectos tensoactivos como las fuerzas a largo alcance y la viscoelasticidad,
posibles de modelar mediante modificaciones adecuadas en la energia libre. Un ejemplo es el
proceso de recocido por el cual un metal, vidrio o cualquier otro material se calienta y se deja en-
friar. Las tres etapas de recocido consisten en la recuperacion, recristalizacion y el equilibrio. La
primera etapa es el reblandecimiento del metal a través de la eliminacion de defectos cristalinos.
La segunda exhibe granos que crecen para reemplazar a las deformaciones internas. La tercera
etapa es el estado por el cual este crecimiento ha alcanzado el equilibrio [14]. Particularmente, en
este proceso el metal se fortalece, mejora su estructura y ductilidad. Los ejemplos mas comunes
en la practica son los metales tales como el Cobre, Plata, acero y bronce. La recristalizacion
es el proceso que puede ser modelado con las ecuaciones de Allen-Cahn y Cahn-Hilliard, los
granos deformados se reemplazan por granos no deformados que se generan y crecen hasta que

los granos originales se han consumido por completo [14].



2.1. Modelo de Allen-Cahn

El modelo de Allen-Cahn fue propuesto por Allen y Cahn en 1979 [15] y ha sido ampliamente
utilizado para estudiar diversos fenémenos en la naturaleza, particularmente se ha convertido
en una ecuacién que permite el desarrollo y el estudio de la interfase difusa para el estudio de
la dindmica y las transiciones de la interfase dentro de la ciencia de los materiales [16]. Este
modelo ha sido implementado para dar solucién a problemas como el procesamiento de imagenes
[17, 18], el movimiento de flujos [19] y la formacién de cristales [20].

La ecuacién de Allen-Cahn 5

P = 1(9) (2.1)
fue propuesta originalmente para describir el movimiento de las fronteras en las fases provocada
por cristales solidos que son impulsados por la tension superficial. En este contexto, ¢ repre-
senta la concentracion de uno de los dos componentes metélicos de la aleaciéon, el pardmetro e
representa el grosor de la interfase que es considerablemente muy pequeno en comparacion con

el resto del compuesto, donde
1
£(8) = 31— 22
Se espera que la solucion de la ecuacién de Allen-Cahn se comporte como una funcién constante
en dos secciones una con valor de ¢ = 1 y la otra con valo de ¢ = —11 cuando el valor de € es

muy pequeno la interfase difusa es muy delgada.

2.2. Modelo de Cahn-Hilliard

El modelo de Cahn-Hilliard fue propuesto en 1958 [21] y permite estudiar el comportamiento
de una mezcla homogénea entre dos sustancias mediante el uso de un parametro de orden (¢),
a este comportamiento se le conoce como proceso de difusion.

Siendo ¢ una concentracién relativa de los componentes y ¢(z) = ¢, para algin valor de ¢,,
constante, se tiene que los perfiles de equilibrio se pueden encontrar mediante la minimizacién

de la enenergia libre de

Hiol = [ {r060) + 3219000 pax, 23)

sujeto a la restriccién de la conservacion de la masa

/Q H(x)dx = b, |9, (2.4)

donde €2 es la regién del espacio ocupado por el sistema. El gradiente marca la energia de la



superficie y el espesor de la interfase es dado por ¢, donde f(¢p(x)) es la densidad de la energia.

Para obtener un modelo simétrico se toma la funcién de doble potencial

1 2
f@)= 50— 6. (2.5)
El potencial quimico u estda dado por la primera derivada variacional de (2.3)

_0H[9]

1(6) = Sy = 1(600) —V20(x) (26)

y el estado de equilibrio estd dado por la solucién de p(¢) = constante. Cahn-Hilliard generalizan
el problema a una situacién dependiente del tiempo mediante la aproximacion de la interfase
entre flujos binarios que se obtiene por el gradiente del potencial quimico para asi hacer cumplir
la conservacion del campo donde

9¢(t, x)

= —V-J con J=-M(@)Vu (2.7)

y M(¢) > 0 es el coeficiente de movilidad de Osanger, mediante este proceso se obtiene la
ecuacion de Cahn-Hilliard,
0¢(t, x)

—or =V MOV, o)==V +f(9), pura zeQ  (28)

La ec. (2.8) modela la creacién, evolucién y disolucién de una interfase en un campo de
fase difuso controlado. Las condiciones de frontera periédicas y de no flujo (n-V¢ = 0y
n- MV =0), se utilizan generalmente para la solucién numérica de esta ecuacion.

La ecuacién de Cahn-Hilliard inicialmente fue utilizada para modelar la transicion de fases
en aleaciones binarias [21, 22|, posteriormente se encontraron aplicaciones de este modelo a
nanoescalas [23] y macroescalas [24], por ejemplo el uso de polimeros [25], el procesamiento
de imégenes electromagnéticas [26] y dindmica planetaria [24]. Desde los primeros trabajos de
Langer et al [27] los métodos numéricos para la ecuacién Cahn-Hilliard han sido ampliamente
estudiados entre los cuales destacan el método de diferencias finitas [28, 29], elementos finitos
[30, 31], volumen finito [32, 33] y los métodos de Monte-Carlo [34]. También es posible modelar
la separacién de la macrofase que produce un fluido binario isotérmico cuando esta mezcla se
inactiva por debajo de una temperatura critica en la que se vuelve inestable.

En la ecuacién de Cahn-Hilliard se tienen derivadas de cuarto orden y un operador Lapla-
ciano en el término no lineal f '(¢), por lo tanto los métodos de integracién de tiempo explicito
requieren un paso pequeno en el tiempo para la estabilidad. Se han propuesto varias discre-

tizaciones totalmente implicitas y semi-implicitas de tiempo para mejorar las limitantes en la



estabilidad de alto orden.

El célculo del problema de valor inicial para la ec. (2.8) exige alta resolucién en el espacio
y en el tiempo. Espacialmente, la solucién se desarrolla para microestructuras finas en tiempos
cortos O(g?) y un proceso de engrosamiento que separa las dos fases en una escala de tiempo
mucho més largo O(e~!). Para modelar con precisién los sistemas experimentales reales, esta
capa tiene que ser muy pequena en relaciéon con el tamano del dominio, lo que implica que la
solucién tendrd gradientes de grosor O(e™1), por lo que el cdlculo exacto de la solucién requiere
un enfoque adaptativo que sélo puede ser puesto en practica si los intervalos de desplazamientos
en el tiempo son pequenos.

La ecuacion de Cahn-Hilliard también aparece en el modelado de varios fenémenos que
van desde la evolucion en la mezcla de los componentes de dos materiales, la dindmica de
dos poblaciones hasta el modelado biomatemético de una pelicula bacteriana [35]. También es
utilizado en el analisis de separacién de fases en el modelado de una mezcla binaria de metales.
La evolucién del parametro de orden se forma por la aproximacién al minimo local de la energia
libre que corresponde a la conservacién de campo de fase y como resultado las capas de la
interfase no deterioran su dinamica.

Otra de las aplicaciones que utilizan a los modelos de campo de fase es la formacién de estruc-
turas y evolucién en los sistemas de flujo, un area de impacto tecnologico en el procesamiento
de materiales blandos.

La ecuacién de Cahn-Hilliard es dificil de resolver numéricamente por dos razones:

= Se requiere de un mallado fino porque la ecuacion es de cuarto orden, esto provoca inter-
valos de tiempo pequeiios para mantener la estabilidad ya que At ~ Az* para métodos

explicitos.

= La no linealidad en la funcién del potencial quimico puede contribuir a una inestabilidad

del proceso.

2.2.1. Equilibrio del modelo de Cahn-Hilliard

Para el caso de un sistema unidimensional, la solucién es una funcién de paso centrado, lo
que implica que las dos fases del fluido estan separadas completamente por una interfase difusa.
Las condiciones de frontera se definen de tal forma que el parametro de orden y el potencial
quimico sean cero en ambos limites, esto también implica la conservacion de la masa para las

dos fases. La solucién de estado estacionario dado en [15] es

gbsteady(I) = tanh (SLZ)’ (29)



donde la condicién inicial y el estado de equilibrio estan representadas en la Fig. 2.1. La frontera
del sistema unidemensional ¢(z) esta dada por ¢(zp) = —1 y ¢(xy) = 1 mientras que la fase de
separacion se encuentra establecida en x = 0. La interfase es reubicada en el espacio para un

lapso de tiempo posterior, pero esto no perjudica sus componentes ya que el valor de x = 0 se

mantiene.
o(x)
1.0 [f——Solucién estable
—— Condicién inicial
0.5} i
0.0+ i
—0.5F 4
~1.0 . . . ]
—-1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0

Fig. 2.1: Modelo unidimensional de Cahn-Hilliard con valor en la frontera de ¢(—1) = —1y
®(1) = 1 que evoluciona a un estado estacionario desde una condicién inicial.
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Capitulo 3

Solucion numérica a modelos de

interfase difusa

En este capitulo se describen diferentes técnicas de implementacién numérica del modelo de
Cahn-Hilliard utilizando un esquema discreto para el MDF.

El MDF consiste en obtener una solucion numérica aproximada a la solucién analitica de
una EDP. Para el caso del modelo de Cahn-Hilliard, la funcion ¢ se discretiza utilizando una
secuencia de puntos llamada malla. Dos paramentros importantes utilizados en el MDF son Az,
que representa la distancia de separacién entre cada punto de la malla, y At, que es el incremento
en el tiempo. En la Fig. 3.1 se muestra un ejemplo de discretizacion para una funciéon en una
dimension con intervalos Az y At. Para el desarrollo de esta tesis se consideran mallas unifomes

con Ax = Ay = Az.

Fig. 3.1: Malla representativa en una dimensién, utilizada en la implementacién del MDF para el
modelo de Cahn-Hilliard.
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Con este método se pueden resolver ecuaciones diferenciales utilizando distintos valores en
la frontera e iniciales [6]. Para ello es necesario sustituir férmulas obtenidas por el desarrollo de

la serie de Taylor

Ip(x;) N Ax? 0¢*(x;) N Ax® 0> (x;)

4 Ar) = )+ A
o(zi + Az) = d(z;) + Ar—p- 2 o 3 &

(3.1)

en cada punto de la malla, donde Az = x;;1 — ;.

El MDF ha sido implementado utilizando diferentes técnicas, por ejemplo, en [7] se resolvié el
modelo de Cahn-Hilliard utilizando un esquema explicito y semi-implicito. El método explicito
surge cuando se considera el valor de ¢ como condiciéon inicial y se sustituye en las féormulas
del MDF'. La ventaja de usar un esquema explicito es la simplicidad con que se trabaja en
un programa de computo paralelo ya que cada punto de la malla puede se resuelto de manera
independiente. La desventaja de esta técnica es que se requieren intervalos At muy pequenos. En
un programa informdtico esto provoca muchas iteraciones para alcanzar un punto de equlibrio
en el modelo.

El método implicito es una técnica numérica que permite encontrar una solucién aproximada
de una ecuacion diferencial considerando la soluciéon del modelo como un sistema de ecuaciones
lineales A¢ = b, esto permite incrementar el tamano de At y como consecuencia las iteraciones
se reducen para llegar al punto de equilibrio. La desventaja de utilizar un esquema implicito es
que aumenta la cantidad de procesamiento porque se almacenan valores para una matriz A.

En computo paralelo, la solucién de un sistema de ecuaciones es resuelto como un problema
de optimizacion porque los métodos tradicionales tienen dependencias de datos y no es eficien-
te su paralelizacion. Hay otras técnicas resultantes de la combinacion del método explicito e
implicito [7]. El esquema semi-implicito se considera una técnica apropiada en la solucién de
modelos no lineales. Para el caso del modelo de Cahn-Hilliard, esto permite encontrar soluciones
a través de un sistema de ecuaciones que resulta de la linealizacién del modelo en las derivadas

espaciales.

3.1. Modelo de Cahn-Hilliard con el MDF

En esta seccién se describe la implementacion del modelo de Cahn-Hilliard utilizando el
MDF. Para obtener una solucién numérica se discretiza la ec. (2.8) en dominio de una, dos y
tres dimensiones. En la formulacién del modelo de Cahn-Hilliard se utiliza el esquema explicito

y semi-implicito de Euler.

12



El modelo de Cahn-Hilliard es
0¢p B

%0 -V M) l0)]. (32)
Para el desarrollo de la presente tesis se considera a M (¢) = 1 y se sustituye en la ec. (3.2) para
tener 96
p—— 2
donde
p=f(¢) —eV3¢p. (3.4)

La solucién numérica con el MDF para la ec. (3.2) puede resolverse de dos formas. La primera
es con un operador bi-armonico que resulta de la formulacién de la cuarta derivada y que se
obtiene al sustituir la ec. (3.4) en la ec. (3.3)

o9

5 —eVio+ V7 (¢° — 9). (3.5)

La segunda solucién estda dada por la formulacién de las ecs. (3.3) y (3.4) como un sistema

de dos ecuaciones acopladas

0
= =V (3.6)
p=f(¢)— V. (3.7)

3.1.1. Modelo de Cahn-Hilliard como un sistema de ecuaciones con
el método explicito de Euler

El primer método que se utiliza es un esquema explicito, es decir que cada instante de

tiempo se calcula una nueva solucion ¢ utilizando solo la informaciéon almacenada en el tiempo

anterior. Para ello se discretiza la segunda derivada de orden espacial en la ec. (3.7) utilizando

un esquema de diferencias centrales. La Fig. 3.2 presenta la discretizacion del método explicito.

En la ec. (3.6) se sustituye la derivada temporal

Op(xy) _ o — gy
ot At ’

(3.8)
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Fig. 3.2: Representacién de un esquema discreto del método explicito, donde el nivel ™! y el
nodo z; es dependiente de los puntos " |, zj" y i} .

y se reemplaza a g ¢ en la derivada espacial de la (3.7) con

Po(a) _ by — 20" + ¢

8I2 - Al’2 (39)
Al sustituir las ecs. (3.8) y (3.9) en las ecs. (3.6) y (3.7) se tiene
At
o7 = o7+ (i — 2 + i), (3.10)
2
€
pitt = (07 = ") — 5 (01 — 207" + 01y, (3.11)

Az 2

En dos dimensiones se desarrolla la soluciéon de forma similar que en una dimension. El

modelo discreto de Cahn-Hilliard en dos dimensiones es

b7 = =i+ —(Mz 1t — A+ ), (3.12)
m m 8 m m
i = (( i,j)s — %) — A2 (D7 + @iy — 4B + &y + D ) (3.13)

Sucede lo mismo con el modelo de Cahn-Hilliard en tres dimensiones, se continia con el

14



mismo procedimiento y la formulacién en tres dimensiones es

¢Zﬂl =¢7 + %(szu,k + w1 g -1 — O e e kT
Hita ik + B r1)s (3.14)
e =0 = ) = g (B O+ B — OOt
ik T Ol e T Prikr1)- (3.15)

3.1.2. Modelo de Cahn-Hilliard como un sistema de ecuaciones con

el método semi-implicito de Euler

Un esquema implicito del MDF consiste en encontrar la solucién a una funcién ¢(x) calculan-
do el resultado en un mismo instante de tiempo, es decir que cada intervalo At tiene informacion
numérica de A(t + 1) y A(t — 1), pero la solucién de la derivadas espaciales se expresa solo en
intervalos A(t+1). Esto hace que una solucién para la funcién ¢ necesite resolver un sistema de
ecuaciones Ax = b. En la Fig 3.3 se presenta una solucién para un elemento x; en un tiempo
t™, ahi se necesita conocer los valores de z;_1, ¥; ¥ Z;41 en el tiempo ¢,

El esquema semi-implicito de FEuler es una técnica de linealizacion entre el Ap y el término
de A¢ en el sistema de ecs. (3.7). Por lo tanto se evaliia % en el tiempo m con un esquema de
diferencias finitas hacia adelante y las derivadas espaciales se resuleven con diferencias finitas
centradas en el tiempo m + 1.

La formulacién de la ec. (3.7) para una dimensién es

" At m m m
i A_xQ(/Lz’:{I =2 ) = o7 (3.16)
2
3
p o O = 20 Ol = (07" — o). (3.17)
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Fig. 3.3: La dependencia de un sistema discreto hacia atras varia con la dependendencia del
método explicito, ahora los valores del estado de tiempo t™ dependen de los valores de t"!, los
cuales son desconocidos.

Para dos dimensiones se utiliza la misma técnica empleada en el modelo de una dimensién.

La formulacién del método semi-implicito en el modelo de Cahn-Hilliard en dos dimensiones es

m t m m m m m m
¢ 1 A (qu Jilj + #”Hl 4# 4 :ui,jill + Nz;{l]) = @4 (3.18)

P S+ om — A0 4 o+ ) = (D) - o). (319)

La ec. (3.7) utilizando diferencias finitas centradas en las derivadas espaciales y diferencias
finitas hacia adelante en la derivada temporal. La formulacién del modelo de Cahn-Hilliard en

tres dimensiones es

At
m+1 A ( m+1 + Merl 4 Mm+1 6,um+1

1,5,k i—1,5,k i,j—1,k i,5,k—1 @7, k
A T ) = o (3.20)
2
B+ S (T O+ UL, — 66
Cb?r{ljk + ¢nﬁll k ;n;i;clJrl) = (( Zn]k>3 - ;n]k) (3'21>

3.1.3. Modelo de Cahn-Hilliard con operador biarmoénico con el méto-

do explicito de Euler

Anteriormente se explicé que este método es una técnica sencilla de implementar porque que
el calculo solo depende de una solucion en el tiempo ty para conocer un resultado en el tiempo
t1.
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Para la formulacion del modelo de Cahn-Hilliard en una dimensién con el MDF se desarrolla

la ec. (3.5) como

5= Sapi T g @ 9 (3.22)

en la cual se aplican diferencias finitas hacia adelante en la derivada temporal y diferencias

centradas en la derivada espacial. El desarrollo numérico de la ec. (3.22) esta dado por

G o [OT = 407 + 607 — 40T, + 6Tk,

At N Azt
L) =200+ (91) O — 201 + ot (3.23)
Az? (Ax)2 ’ '
en donde se desea conocer el valor de qﬁgmﬂ) y se obtiene que
PPt =" — A_x4¢?12 — 49" +6¢;" — 40 + 9ot
T [(01)" = 2067 + (6110)° — 0 — 267" + 1 (3.24)

Para la soluciéon numérica en dos dimensiones se tiene un término cruzado que resulta de
resolver la cuarta derivada espacial en dos direcciones. A este término se le conoce como operador

bi-armoénico y para dos dimensiones esta dado por

oz, y) | O'o(x,y)  ,0'¢(z,y)
ozt + oyt +28x28y2,’ (3.25)

Vig(z,y) =

que al sustituir en la ec. (3.5) se tiene

m m eAt m m m m m
qsi,j—i_l = ¢z,j - A 4 (¢i—2,j - 4¢i—1,j + 12¢z,] - 4¢i+1,j + ¢i+2,j +

i ] 2 4¢zg 1 4¢?fj+1 + ¢z ]+2)
20t ¢, m m
F [((bifl,jfl - 2¢i,j71 + ¢i+1,j71) -2 (¢z 1,5 2¢z] + ¢z+1 ])
(¢z 1,5+1 2¢z J+1 + ¢z+1 ]+1)i|

[0 = 2060 + (610" — (67— 200 + 603, +

Az?
m 3 m m
(975-1)" = 20675)° + (@15.30)* = (@051 = 2075+ 0501) | (3.26)
En el caso de tres dimensiones se tiene que el operador bi-arménico contiene tres derivadas
cruzadas
ot o4 o4 ot o4 o
Vigp = 0 00 00 o 00 Ly 00 5 00 (3.27)

oxt  Oy* 04 0x20y?2  “0y2022 T 02202%’
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esto incrementa el procesamiento del modelo en un programa informatico. Se continta con el
desarrollo del modelo utilizando las formulas de diferencias centradas en las derivadas espaciales
y en la derivada temporal se sustituyen los términos por diferencias finitas hacia adelante. La

discretizacién del modelo se obtiene como

41 eAt
O = ik — Al (Qb?izj,k — 49" jx 180 — 4D kT Pia ik T

ok — A0 1k — Ak Dok T O ke — 4D k1 — 405 ,]k+1+¢,Jk+2)+
2At

At [((bﬁl,jfl k=400 1kt (bﬁl,jfl,k) -2 (2¢21,j,k 69;" 1. + 2¢z+13k) +
(9252 1j+1k — 400kt Qbﬁl,jﬂ,k) + ( k1 — A0 T Qﬁil,j,kfl) +

(¢i—1,j,k+1 — 4% 1 T ¢ﬁ1,j,k+1) (¢le_1,k—1 + ¢?fj+1,k—1) + (¢§Z’—1,k+1 + ¢Tj+1,k+1)] +
At

A2 [( ﬁ1,j,k)3 — 6( ;r;k)?) + ( ﬁl,j,k)g - (¢ﬁl,], — 69" + it k)

(92%'71,16)3 + (¢Z}+1,k)3 - (éb??jq,k + ¢;Z‘+1,k) +

(67 301) + (07 )’ = (B0 + OTn) |- (3.28)

3.1.4. Condiciones de frontera

Para resolver una ecuacién diferencial se debe tomar en cuenta las condiciones de frontera que
pertenecen al problema. Generalmente estas condiciones son utilizadas en diferentes aspectos de
la fisica. En el desarrollo de la presente tesis se resuelven problemas con condiciones de frontera
de tipo Dirichlet, Neumann y periédicas.

El uso de condiciones de frontera periddicas es comun cuando se necesita modelar un frag-
mento dentro de un sistema grande y que éste se encuentre lejos de la frontera. La dinamica
molecular es un ejemplo donde se utilizan las condiciones de frontera periddicas para simular
acumulaciones de gas, liquidos, cristales, mezclas, etc [6]. De igual forma se puede dar solucién

al modelo Cahn-Hilliard utilizando condiciones de frontera de no flujo (Neumann).

Condicién de frontera de Neumann para el modelo de Cahn-Hilliard como sistema

de ecuaciones

A continuacién se presenta el desarrollo de las férmulas que se aplican en la frontera para el
modelo de Cahn-Hilliard con condiciones de frontera de Neumann. Estas férmulas se obtienen

de la ecs. (3.7) donde se considera a ¢ = 0 en la primera ecuacién

9¢(xo) , 99 (o)
or o ox

Ad(zo) = — 0, (3.29)
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entonces
$1— ¢
C2Ax

donde ¢_; es un elemento de la malla que no existe. Es este punto el que se toma para establecer

=0, (3.30)

la condicion de frontera. Para encontrar el valor de ¢_; es necesario despejarla y por lo tanto

la condicion de frontera en un punto ¢q es

¢-1 = ¢1, (3.31)

también se considera a Ay = 0 como condicién de frontera para las ecs. (3.7). La férmula de p

esta dada por
M—1 = H1. (332)

Lo mismo ocurre en el otro extremo de la malla, es decir en el nodo con subindice N de la malla.

La condicién de frontera para ¢ y u estan dadas respectivamente por

ON+1 = ON-1 Y N1 = UN-1 (3.33)

Las condiciones de frontera para todos los nodos con xq en el tiempo m + 1 estan dado por

A
P = O+ o (20— 20) (334)
2
B = () = 68) — 5 (267 — 26, (3.35)

mientras que para los nodos de x y para el tiempo m + 1 de la malla estan expresados como

¢N+1 = oy + A_xg(2NN—1 —2uy) (3.36)

2
P = (1) — gy — Ag_xg(Qﬁban—l —20). (3.37)

Condicion de frontera de Neumann para el modelo de Cahn-Hilliard con operador

bi-arménico

Para la formulaciéon de las condiciones de frontera del modelo de Cahn-Hilliard en dos di-
mensiones se considera la ec. (3.26). Al igual que en el caso anterior el valor de los términos ¢_s ;
y ¢—1,; no se puede calcular de forma directa porque estos puntos no se encuentran explicitos
en la malla. Para este caso particular se tomara como condiciéon de frontera =0y 3 a¢ = 0.

La solucion para la condicién g = 0 en los nodos donde ¢ = 0 en la malla se presenta en la
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ec. (3.31). Para
D3¢
55 =0, (3.38)

y sustituyendo ¢_; = ¢; en la férmula de la tercera derivada se tiene

—Q_2j+ Gaj Po(xo,yy) | P2+ day _
2Ax3 N ox3 o 2Ax3 =9, (3.39)
que al despejar el valor de ¢_» ; se obtiene
G2 = Q2 (3.40)

en los elemento donde ¢ = 0 en dos dimensiones. De igual forma sucede para los nodos i = N,

j =0y j= N. Las férmulas para cada condicién de frontera estan dadas respectivamente por

Gi,—2 = Qj2, ONt1;=ON-14 Y PinNt1 = PiN-1. (3.41)

Para la formulacién del término cruzado en un tiempo m de la ec (3.26) se considera que la

discretizacion con el MDF esta expresado como

No(z,y) 2 . . .
2 0220y> T AL [( 11— 2¢;5-1+ ¢z‘+1,j—1)— (3.42)

2(45?11,3' - 2¢TJ + d’?}rm) + (¢?11,j+1 - 2¢?7j+1 + ¢?i1,j+1)} ) (3.43)

que al sustituir el valor dado por la ec. (3.31) en la ec. (3.43) se tiene que las condiciones de

frontera para los términos cruzados de la malla en un tiempo m son

84¢ L0, Yj 4 m m m m m m
2 ax(ngg]) T AL [( Ui — Pog-1) — 2(97 — ¢0y) + (9141 — O,j—&-l)} ) (3.44)

2 ax2ay2 _Ax4 [( N-1,j-1 " %,jfl) B 2( %fl,j - 7Nn3) + (gb%fl,jJrl - TJG,J'H)] ) (3-45>
a4¢ Lis Y ) 4 m m m m m m
ax(gaygo :Aa:4 [( i—1,1 — ¢i—1,0) - 2( i1 i,o) + ( i+1,1 ¢¢+1,0)} ) (3-46)
a4¢(xi7 yN) 4 m m

2 0220y T AL [(¢F1,N71 — i N) = 2N — biy) T (AN — ¢ﬁ1,N)] . (3.47)

3.2. Método del gradiente conjugado

El método del gradiente conjugado lineal fue propuesto por Hestenes y Stiefel en la década

de 1950 como un método iterativo para resolver un sistema lineal representado con una ma-
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triz simétrica y definida positiva. El rendimiento del método del gradiente conjugado lineal se
determina por la distribucién de los eigenvalores de la matriz de coeficientes [36].

El uso del método del gradiente conjugado cada vez es més interesante ya que esta técnica es
utilizada para dar solucién a grandes sistemas de ecuaciones lineales, este método es adaptable
para obtener resultados a problemas de optimizacién no lineales. Al aplicar un precondiciona-
miento a la matriz se obtiene una distribucion mas adecuada y se mejora significativamente la
convergencia del método.

El primer método del gradiente conjugado no lineal fue presentado por Fletcher y Reeves
en la década de 1960. Es una de las técnicas mas antiguas conocidas para resolver grandes
problemas de optimizacién no lineales [36].

El método del gradiente conjugado es considerado como una técnica iterativa utilizada pa-
ra resolver sistemas de ecuaciones Ax = b, este sistema es comparado con un problema de

minimizacién de un sistema de funciones cuadraticas convexas

1
min f(x) = §XTAX —b'x, (3.48)

donde x, b € R" y A € R™" es una matriz simétrica positiva definida. Para minimizar la

funcién f(x) se calcula el gradiente y que resulta en f(x) como el residual de x
Vf(x)=Ax—b=r(x), (3.49)

que para r = Ik
r, = b — AXk. (350)

Una de las propiedades del método del gradiente conjugado es la capacidad de generar de
manera econdémica un conjunto de vectores con una propiedad conocida como conjugaciéon. Un
conjunto de vectores no nulos [py, Py, , Py se dice que son conjugados con respecto a la

matriz A simétrica definida positiva
pz-TApj =0, para toda i # j. (3.51)

La importancia de la conjugacion estd en la posibilidad de reducir al minimo una funcién
f(-) en N pasos minimizando sucesivamente a lo largo de las direcciones individuales. Para
comprobar esta afirmacion se considera el método de direcciones conjugadas. Dado un punto
de partida xo € R™ y un conjunto de direcciones conjugadas [py, Py,- -+ ,Pn_1) S€ genera una
sucesion xj a partir de

Xpt1 = Xg + OkPL, (352)
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donde aj es un minimizador unidimensional para funciones cuadraticas f(-) a lo largo de x; +
apy,, dado explicitamente como

rip
PLAD;

Si se define p;,; como la direccién mas cercana al gradiente ry bajo la restriccién de ser

(3.53)

A — —

conjugado. Esta direccion estd dada por la proyeccion de ry en el espacio ortogonal a p, con

respecto al producto interno inducido por A, asi

Pis1 = —Tk + BPy (3.54)
donde TA
Py AT
B = i 3.55
pgApk ( )

En el algoritmo del gradiente conjugado se observa que la matriz A aparece repetidamente
en el célculo de las ecs. (3.53) y (3.55), esto provoca un intenso gasto en tiempo ya que el
algoritmo requiere de repetidas operaciones matriz-vector para obtener un resultado. El valor

de v de la ec. (3.52) puede plantearse como un método de busqueda directa

A través de los anos, se han propuesto diferentes versiones del método del gradiente con-
jugado original. Las principales caracteristicas para estos algoritmos es disminuir el uso de las

operaciones vector-matriz.

» Hestenes-Stiefel afirman la posibilidad encontrar el valor de 5 en la ec. (3.55) sin verse en
la necesidad de realizar repetidamente operaciones matriz-vector utilizando el teorema de

induccién del algoritmo de direcciones conjugadas [6]
rpi1 = Ty + @Apy, (3.57)

del cual se despeja Ap, y se sustituye en la ec. (3.55)

B, = r£+1[rk+1 — 1y
pf[rkﬂ — 1y

(3.58)

» Polak-Ribiere plantean mejorar la ec. (3.58) tomando como referencia el producto resul-
tante del denominador considerando el teorema de ortogonalidad del residuo del algoritmo

de direcciones conjugadas [6]

Pl n)Tert =0, (3.59)
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y recordando el valor de paﬂ) en la ec. (3.54) se tiene que
PiTk = —TpT; + By 1Th Py = —ThT (k) (3.60)
el cual se sustituye en el denominador de la ec. (3.58) y se obtiene que

I'T Tk — Ik
B, = (k+1)[ (k+1) ( )]' (3.61)

rlry

» Fletcher-Reeves utilizan a la ec. (3.61) para dar inicio a una nueva propuesta para el

gradiente conjugado, en esta ocasion se basan en el producto de numerador de la formula

[6]
T
Te1Tk — Th+1Tk

B, = - , (3.62)

r, I

dando por hecho que rgﬂrk = 0 se tiene que

TT T
By = L (3.63)

Tk Tk

El seudocédigo del método del gradiente conjugado se presenta en el Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Algoritmo del gradiente conjugado.
X, Condicion inicial
ro < b — Axq, Residual inicial
P + ro, Direccion de descenso inicial
k<+0
while r; # 0 do
I'TI'
QO <— #wkk
Xg41 < X + Py
| | (—TI‘k — QW
r )
Br kjk%ir:
Pit1 < —Tht1 + Brt1Pg
k+—k+1

end while

3.3. Meétodo del gradiente biconjugado

Este método esta basado en la técnica del gradiente conjugado y de igual forma sirve para

resolver sistemas de ecuaciones lineales Ax=b, con la diferencia que Ae R¥*" no tiene que
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ser simétrica, este método requiere calcular un pseudo-residual 7, y una pseudo-direccién de
descenso pi. El método se construye de tal forma que los pseudo-residuales 7, sean ortogonales
a los residuales g; y que las pseudo-direccidnes de descenso py sean ortogonales a la matriz A
en la direccion de descenso py.

Si la matriz A es simétrica, entonces el método es equivalente al gradiente conjugado, esto
no garantiza la convergencia del método en N pasos como lo hace el gradiente conjugado debido
a que se requiere hacer dos multiplicaciones matriz-vector [36]. El seudocdédigo del método del

gradiente bi-conjugado se muestra en el Algoritmo 2.

Algoritmo 2 Algoritmo del gradiente bi-conjugado.

Xg, Condicién inicial
ro + b — Axg, Residual inicial
To < ro, Pseudo-residual inicial
P « ro, Direccion de descenso inicial
Py < Po, Pseudo-direccion de descenso inicial
k<0
while r; # 0 do

w <« Ap,

\X/’k — ATﬁk

QO <— fgi

Pr Wk

Xk41 < X + Py

i1 < T — QW

Tpp1 < T — Wy,

=T
Br < rk;,%:iﬂ

Pii1 < —Thit + Brt1Pg
Prt1 ¢ —The1 + Brr1Pg
k+—k+1

end while

3.4. Descomposicién de dominio

El uso de métodos numéricos en la solucion de EDP consume muchos recursos computacio-
nales. Para el caso del MDF, entre méas grande sea el tamano de la malla, el procesamiento
sera mayor y por lo tanto el consumo de espacio en la memoria RAM se incrementa conside-
rablemente. El uso de algoritmos paralelos permite mejorar la limitante del procesamiento de
informacién en equipos tradicionales utilizando asi las arquitecturas multicore[37].

Una de las mayores dificultades del procesamiento en paralelo es la coordinacion de acti-
vidades entre los diferentes procesadores, asi como el intercambio de informacién entre cada
actividad [38]. Al usar métodos de descomposicién de dominio conjuntamente con arquitecturas

paralelas es posible resolver estos problemas de manera més eficiente en varios subdominios [39].
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3.4.1. Meétodo de Schwarz

Para describir el método, se considera un dominio €2 que estad formado de dos subdominios
0y y €y traslapados, es decir 2 Ny # 0, entonces = Uy y se denota a Y, = 901 N Qy,
Do =00 N y Q2 =0 NQy, como se muestra en la Fig. 3.4 para dos dominios distintos

[
[
—
L=y
[
—
]
(=
[
]

Fig. 3.4: Dominio 2 dividido en dos subdominios Q; y Qo

La forma original del método iterativo de Schwarz consiste en resolver sucesivamente los
siguientes problemas. Sea ¢y una funcién inicializada y definida en 2, que se nulifica en 0€2,
ademés se hace ¢! = (1) y ¢9 = ¢(€2,)°. Para m > 0 se definen dos sucesiones ¢**! y ¢3!

para resolver respectivamente

Pt = f(n) en U
71”+1 = 72”+1 en >, (3.64)
(bTH = 0 en 01NN

oyt = f() en Q
Pyt = gt e Y, . (3.65)
=0 en 002,NQ

resolviendo los problemas secuencialmente en cada subdominio (por ejemplo con el MDF).
Para el caso que ¢ sea subdividido en g para F > 1 subdominios, cada subdominio com-

parte ciertos niveles de traslape. La velocidad de convergencia depende del nivel de traslape

que hay entre cada subdominio adyacente. Cuando se utiliza descomposicién de dominio, la

velocidad de convergencia se deteriora conforme se aumenta el nimero de subdominios.
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Capitulo 4

Implementaciéon de modelos de

interfase difusa en procesadores graficos

La computacion paralela es una técnica de programacion en la que diferentes instrucciones
son ejecutadas simultaneamente. El cémputo paralelo puede ser trabajado a nivel de instruccion,
de hilos o por procesos. Las computadoras paralelas se clasifican segin el nivel de paralelismo
que admite su hardware: equipos con procesadores multinicleo, multi-procesadores que tienen
multiples elementos de procesamiento dentro de una sola maquina y clusters [40].

Los procesadores graficos funcionan como coprocesadores para el procesador principal donde
el CPU (del inglés Central Processing Unit) realiza operaciones secuenciales que corresponden
al algoritmo y distribuye esta informacién a la memoria de la GPU (Graphics Processing Unit),
para que ésta iltima realice las operaciones paralelizables. En general, este tipo de operaciones
son las que demandan célculos intensivos y que deben ser ejecutados en repetidas ocasiones ya
sea de manera independiente o utilizando diferentes datos, permitiendo asi realizar un aisla-
miento sencillo de resolver en una funciéon independiente y ejecutarse en un procesador grafico
mediante una gran cantidad de hilos de ejecucion, lo que disminuye la carga de informacion al
CPU.

4.1. Unidad central de procesamiento (CPU)

Uno de los retos mas importantes al que se ha enfrentado la computacion ha sido aumentar
la velocidad del reloj en el procesador principal para mejorar el rendimiento de los dispositivos
computacionales. Debido a las diferentes limitantes que existen en la fabricacién de circuitos
integrados, en los ultimos anos los fabricantes se han visto obligados a buscar alternativas que
mejoren el potencial de calculo numérico, ya que no es factible depender de la velocidad del

reloj como un medio para mejorar la velocidad de los ordenadores.
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Durante varias décadas, las supercomputadoras también han hecho mejoras en el rendi-
miento de sus dispositivos de manera similar. El rendimiento de un procesador utilizado en
un superordenador ha escalado astronémicamente las mejoras en el CPU de la computadora
personal mediante el aumento en el nimero de procesadores. En 2005 los principales fabricantes
de CPU comenzaron a ofrecer procesadores con dos nicleos de computacion en lugar de uno.
Durante los siguientes anos se sigui6 este desarrollo con el lanzamiento de tres, cuatro, seis y
ocho nicleos en el CPU [41].

4.2. Unidad de procesamiento grafico (GPU)

La diferencia entre un CPU y una GPU esta en la arquitectura de ambos componentes.
Aunque estan disenados para funcionar de modo muy similar, las GPU estan construidas para
trabajar eficientemente el calculo de informaciéon grafica. Esto iltimo las hace estar mucho mas
optimizadas que un procesador convencional por el tipo de labor que realizan.

Los procesadores centrales han evolucionado en ambas ramas, ya sea en las velocidades
de reloj o el incremento del nimero de ntcleos. Mientras tanto, el procesamiento grafico se
sometié a una dramética revolucién a finales de la década de 1980 y principios de 1990. El
crecimiento intesivo provocado por los sistemas operativos de Microsoft Windows ayudé a crear
en el mercado informatico un nuevo tipo de procesador. A principios de 1990 los usuarios
empezaron a comprar aceleradoras de graficos en 2D para las computadoras personales.

En 1999 se introduce al mercado la primer GPU donde las operaciones correspondientes a
la visualizacion de graficos se realizan en la GPU y el CPU se libera de la carga computacional.
Para programar estos procesadores graficos era necesario utilizar una API (del inglés Applica-
tion Programming Interface). En 2006, la compania NVIDIA lanza al mercado la arquitectura
CUDA, con la que es posible programar los procesadores graficos de NVIDIA como computacion

de propdsito general, en lenguaje estandar como C/C++ [41].

4.2.1. Arquitectura de las GPU

La arquitectura de los procesadores graficos esta conformada por arreglos de multiprocesado-
res (SM, del inglés Streaming Multiprocessor). Cada arquitectura contiene diferentes cantidades
de multiprocesadores. La arquitectura Kepler (usada en esta tesis) se compone de 192 proce-
sadores escalares SP (del inglés Scalar Processors), cada SP es un nucleo de la GPU [41]. El
modelo de programacién que se utiliza en la GPU es el SPMD (del inglés Single Program, Mul-
tiple Data), en el que todas las unidades de procesamiento ejecutan el mismo cédigo y operan

sobre diferentes datos. Esto reduce la complejidad de la unidad de control y permite que el
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procesador grafico dedique mayor espacio de trabajo.

4.2.2. Tipos de memoria

El manejo de distintos tipos de memoria en un procesador grafico permite acelerar la eje-
cucion de un programa informatico mediante el uso correcto que proporciona la arquitectura.
Dentro de la arquitectura de los procesadores gréaficos se encuentran los siguientes tipos de

memoria:

= Memoria global: Es la memoria principal de los procesadores graficos la cual funciona
como memoria RAM (del inglés Random Access Memory) para la GPU. El uso general
de la memoria estd dado por la lectura y el almacenamiento de la informacion ya que
todos los hilos pueden acceder facilmente a ella modificando tinicamente los indices en
el arreglo por el cual se ubica el elemento correspondiente. Sin embargo, como todos los
hilos intentan acceder a la memoria al mismo tiempo, el acceso a la memoria global es
mayor comparado con la velocidad de computo del procesador grafico, lo que limita el
rendimiento de la GPU.

= Memoria compartida: Se encuentra fisicamente dentro de la memoria de cada multipro-
cesador, esto acelera el tiempo de acceso a los datos. Esta memoria puede ser compartida
por todos los hilos en el mismo bloque que corresponden a los que ejecuta el multipro-
cesador. En este tipo de memoria estd permitido la lectura y la escritura de datos a la
memoria compartida, lo que probablemente pueda generar errores en la sincronizacién
de hilos, es decir que un hilo lee un valor y posteriormente otro hilo reescribe otro dato.
Por este motivo se utilizan barreras de sincronizaciéon lo que limita la paralelizacién del

algoritmo [42].

= Memoria local: Cada hilo tiene reservada una memoria individual la cual no puede ser
accedida por ningun otro hilo. Es utilizada para almacenar variables privadas y célcu-
los locales de cada hilo, aunque posteriormente la variable puede ser transferida a otra

localidad de memoria en caso de ser necesario.

4.3. Plataforma de desarrollo de CUDA

La industria de la computacion esta al borde de una revolucion con la computacién paralela
y NVIDIA CUDA C ha sido hasta ahora uno de los lenguajes de mayor éxito jamas disenados
para la computacién paralela [41]. Una GPU es capaz de ejecutar grandes cantidades de proce-

samiento en paralelo, a través del uso de hilos (threads, en inglés) debido a que estd compuesto
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por una serie de nucleos de procesamiento dedicados al computo en paralelo. Un hilo es la
unidad bésica utilizada del procesador [43].

La funcién que se ejecuta en la GPU es llamada kernel. Para ejecutar una funcion kernel
en la GPU se requiere de reservar un espacio de memoria tanto en el CPU como en la GPU,
ambos espacios de memoria deben de ser del mismo tamano ya que el CPU y la GPU cuentan
con espacios de memoria RAM independientes y por ello los datos de entrada de la GPU deben
copiarse tal y como se encuentran almacenados desde la CPU. Posteriormente se ejecuta la
funcién kernel en la GPU. El resultado, el cual se encuentra almacenado en la memoria de la
GPU debe ser transferido al CPU para su almacenamiento y visualizacién. En el Algoritmo 3

se presenta el proceso que se lleva a cabo para implementar programas en una GPU.

Algoritmo 3 Algoritmo para la implementacién de una funcién kernel.
Uy, Asignacion de memoria en el CPU.
Up, Asignacién de memoria en la GPU.
cudaMemcpy, Transferencia de memoria del CPU a la GPU.
dim3, Dimensionar el tamaifio del bloque.
kernel <<< grid,thread >>>, Ejecucion de la funcién kernel.
cudaM emcpy, Transferencia de memoria de la GPU al CPU.
cudafree(Up), Liberacién de memoria en la GPU.
free(Up), Liberacién de memoria en el CPU.

4.4. Biblioteca de funciones CUBLAS

La biblioteca CUBLAS es una implementaciéon de BLAS (del inglés, Basic Linear Algebra
Subprograms) para la plataforma de desarrollo CUDA, la cual permite al usuario acceder a los
recursos computacionales de una GPU NVIDIA.

Desde sus inicios con CUDA 6.0 la biblioteca CUBLAS expone dos conjuntos de API (API
CUBLAS y API CUBLASXT).

En API CUBLAS, la aplicacién debe de asignar a las matrices y a los vectores requeridos
un espacio de memoria en la GPU, a continuacion se requiere llenar cada espacio de memoria
con datos, después se llama una por una a las funciones de CUBLAS deseadas. Finalmente se
devuelven los datos obtenidos del uso de cada una de las funciones de CUBLAS a la memoria
del servidor o CPU. Esta API también proporciona funciones que ayudan a escribir y recuperar
datos de la GPU sin necesidad de declarar una funcién extra para copiarlos [44].

La API CUBLASXT presenta una interfaz entre el CPU y multi-GPU, al utilizar esta API
el programa solo tiene que declarar las matrices necesarias en un espacio de memoria del CPU.
No hay restriccion en el tamano de las matrices, siempre que pueden caber en la memoria del
CPU. La API CUBLASXT se encarga de asignar los espacios de memoria a través de las GPUs
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designadas y del envié de la carga de trabajo entre ellos. Finalmente se recuperan los resultados
al CPU. La API CUBLASXT solo es compatible con las rutinas BLAS3 para el cdlculo intensivo
(por ejemplo, las operaciones entre matrices), donde las transferencias PCI (del inglés, Peripheral
Component Interconnect) de ida y vuelta desde la GPU pueden ser amortizadas [44].

A diferencia en la API CUBLASXT se deben de mantener los datos en el CPU y la biblioteca

se encarga de enviar una a una las operaciones a la GPU presente en el sistema.

4.5. Biblioteca de funciones CUSPARSE

Trabajar con métodos numéricos en la solucién de sistemas de ecuaciones lineales como
el caso de la ec. (3.17) presenta complicaciones de almacenamiento para una implementacién
computacional porque se requiere de resolver matrices de grandes dimensiones. En ocasiones la
mayoria de los elementos de la matriz resultante suelen ser igual a cero. A este tipo de arreglos
se le conoce como matrices ralas.

El resultado de la implementacion del esquema semi-implicito del MDF en el modelo de
Cahn-Hilliard es un sistema de ecuaciones Ax=b donde donde A es una matriz rala. En la
literatura se describen muchas técnicas que permiten dar soluciéon a operaciones entre matrices
ralas inicamente tomando en cuenta los datos distintos a cero de la matriz.

La API CUBLAS fue disenada para el uso en procesadores graficos de NVIDIA y forma
parte del conjunto de herramientas de CUDA. La biblioteca CUSPARSE es un conjunto de
subrutinas basicas de dlgebra lineal utilizadas en la manipulacién de matrices ralas. Las rutinas
de esta biblioteca estan disenadas para ser llamadas desde C o C++ y se clasifican en cuatro

categorias:

Nivel 1: operaciones entre un vector en formato ralo y un vector en formato denso.

Nivel 2: operaciones entre una matriz en formato ralo y un vector en formato denso.

Nivel 3: operaciones entre una matriz en formato ralo y un conjunto de vectores en formato

denso.

= Conversion: operaciones que permiten la conversién entre distintos formatos de matriz.

La biblioteca CUSPARSE permite a los desarrolladores acceder a los recursos de una GPU
a pesar de que no sea autoparalelizable a través de miultiples GPUs ya que esta API considera
que los datos de entrada y salida residen en la memoria de la GPU a menos que se indique lo

contrario.
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4.5.1. Matrices ralas por coordenadas (COO)

Este tipo de almacenamiento, COO, del inglés coordinate, Almacenamiento de matrices
ralas mediante una lista de coordenadas (renglones y columnas) y valores, se distingue en su
representacion ya que cada entrada de la matriz A requiere de tres vectores. Los elementos

necesarios para formar una matriz tipo COO estan dados en la Tabla 4.1.

Tabla 4.1: Elementos contenidos en una matriz rala de tipo COO.
nnz | Cantidad de datos diferentes de cero
vy | Vector con valores diferentes de cero

Vector que contienen los indices del renglén

al que pertence cada valor de vy

Vector que contienen los indices de la columna

al que pertence cada valor de vy

iy

Jk

Para dar un ejemplo sencillo donde se muestre el almacenamiento de una matriz rala en

formato COO se considera una matriz rala A dada por

14000
02300
, (4.1)
5 00 7 8
009 06
donde el formato COO indexado a cero de la matriz A estaria expresado en
vi=11 42 35 7 8 9 6/,
ik=[00112223 3,
Jb=10 11 2 0 3 4 2 4. (4.2)

4.5.2. Almacenamiento comprimido por renglones (CSR) y por co-

lumnas (CSC).

Una matriz rala A estd representada en formato CSR (del inglés, Compressed Sparse Row)
por los parametros que se presentan en la Tabla 4.2.

Para el almacenamiento de una matriz rala en formato COO se enumera cada dato diferente
de cero segtn la posiciéon que se encuentre teniendo como priodidad el nimero de fila. Es decir,
el arreglo de filas comprimidas contiene el valor asignado al primer elemento que aparece en el

renglon. Ejemplo:
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Tabla 4.2: Elementos contenidos en una matriz rala de tipo CSR.
nnz | Cantidad de datos diferentes de cero
v | Vector con valores diferentes de cero

Vector comprimido que contiene el subindice
del renglon al que pertence cada valor de vy,
Vector que contienen los indices de la columna
al que pertence cada elemento de v

i

Se tiene una matriz rala de 4 x 5

14000
02300
: (4.3)
500 7 8
009 06
donde el almacenamiento indexado a cero del formato CSR es
v:-142357896},
i=[0 247 9],
j:_011203424}. (4.4)

Anélogamente existe el método CSC (del inglés, Compressed Sparse Column) en el cual el

almcenamiento se comprime por columnas en vez de renglones.

4.5.3. Formato Ellpack-Itpack (ELL)

Una matriz rala A con m x n elementos se almacena en formato ELL utilizando dos matrices
densas de dimensiones m x k, donde k es el numero de elementos diferentes de cero de la fila
que tiene la mayor cantidad de datos diferentes de cero. La primera matriz de datos contiene
valores de los elementos no vacios, mientras que la segunda matriz contiene los indices de la
columna correspondiente.

Ejemplo: Se tiene una matriz rala de 4 x 5 elementos

o o O
S O N~
o O w O
[ = )
S 0 O O
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y su almacenamiento en formato ELL indizado a cero esta dado por las matrices de

140 01 -1
2 30 1 2 -1
valores = : indices = (4.6)
5 7 8 0 3 4
9 6 0 2 4 -1

Los elementos de las filas con menos elementos diferentes de cero se rellenan con valores de
—1. El formato ELL no esta soportado directamente por la biblioteca de CUBLAS, sin embargo,

se utiliza para el almacenamiento de la matriz en el formato HYB.

4.5.4. Formato hibrido (HYB)

El formato de almacenamiento HYB se compone de una parte regular (normalmente se
almacena en formato ELL) y una parte irregular (normalmente se almacena en formato COO)
[44]. HYB se implementa como un formato de datos ralos que requiere el uso de una operacién
de conversion para almacenar una matriz en el mismo. La operacion de conversién divide a la
matriz general en partes regulares e irregulares de forma automatica o de acuerdo con criterios

de desarrolladores especificado.

4.6. Matriz de la ecuacion de Cahn-Hilliard

De la formulacién semi-implicita del modelo de Cahn-Hilliard utilizando el operador biarmoni-
co se obtiene un sistema de ecuaciones Ax=Db, que para el caso de una dimension ésta expresion

se representa CcOo1mo:

u @ o 0 0 0 0 " by

-4 64+1 4 0 0 0 m b
1 —4 6+ —4 0 0 0 gn b
0 1 -4 64+1 —4 1 0 0 e b

Ap=a| s T =] =@

0 0 0 1 —4 6+ —4 1 mo, by_o
0 0 0 0 1 -4 6+1 —4| |on by_1

0 0 0 o 2 el ] [by]
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donde a4, as, as, ¢1, 2, c3, by v by se obtienen de las condiciones de frontera,

eAt

o = —@, (48)
y
m—1,2
bi = ¢i L m<¢i—ll - ¢i+11) + N (¢i—11 - 2¢i ! + ¢i+11) . (4-9>

Si se desea trabajar el modelo semi-implicito de Cahn-Hilliard utilizando la matriz completa
de la ec. (4.7), hay que tomar en cuenta que el tamano de la matriz A es de N x N elementos
y se requieren de 8(N x N) bytes para almacenar dichos datos en un espacio de memoria, ya
que los elementos de la matriz son de tipo double.

Para desarrollar la matriz COO de la ec. (4.7) se toma en cuenta que cada renglén de la
matriz A contiene cinco elementos diferentes de cero, entonces, el niimero de elementos distintos
de cero de la matriz COO es de (N x 5) y ademads se utilizan dos vectores con la misma cantidad
de elementos, uno para el indice 7 y el otro para el indice 5 de la matriz completa. La cantidad
total de elementos en una matriz COO son de 3 x (N x 5), mientras que el espacio de memoria
utilizada es de 16 x (N x 5) bytes, porque se genera un primer vector el cual incluye los datos
diferentes de cero de la matriz almacenados como tipo double mas dos vectores que indican la
posicion y estos son almacenados en espacios de tipo int.

En la Tabla 4.3 se presenta una comparacion entre la cantidad de recursos utilizdos por una
matriz completa y el espacio que utiliza una matriz rala para el caso del modelo semi-implicito
de Cahn-Hilliard formulado con el operador biarménico en una dimensién.

Del desarrollo semi-implicito del modelo de Cahn-Hilliard utilizando el operador biarménico
en dos dimensiones se obtiene un sistema de ecuaciones Ax=b similar al de la ec. (4.7).

A diferencia de una dimension, para el modelo semi-implicito de Cahn-Hilliard en dos di-
mensiones se tiene que el tamafio de la matriz es de N? x N? elementos, cada elemento de la
matriz se almacena en espacios de memoria de tipo double, por lo que la cantidad de memoria

que se utiliza para su almacenamiento es de 8 x (N? x N?) bytes.
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Tabla 4.3: Comparacién en el uso de memoria requerida entre la matriz completa y matriz COO para
el modelo semi-implicito de Cahn-Hilliard en 1D.
Matriz Matriz Memoria Memoria  Ahorro de

N4 coo A COO  memoria (%)
6 256 240 2Kb  125Kb  37.50
32 1024 480  8Kb 25 Kb 63.75
64 4096 960  32Kb  5Kb 84.38
128 16384 1920 128 Kb 10 Kb 92.19
256 65536 3840 512Kb 20 Kb 96.09
512 262144 7680  2Mb 40 Kb 98.04

La matriz resultante del esquema semi-implicito del modelo de Cahn-Hilliard en dos dimen-
siones tiene trece elementos diferentes de cero en cada renglon, para utilizar la matriz COO se
generan tres vectores, el primero esta compuesto por (N2 x 13) elementos, los otros dos vectores
se construyen con los valores de los indices ¢ y 7 de la matriz A. El primer vector es almacenado
en espacios de memoria de tipo double y los vectores de indices en espacios tipo int. El tamano
total para una matriz COO es de 13 x (N? x 13) elementos y la cantidad de memoria utilizada
es de 16 x (N? x 13) bytes.

En la Tabla 4.4 se muestra una comparacion en el uso de la memoria que se requiere para
almacenar la matriz completa y la ventaja de utilizar una matriz COO.

Para tres dimensiones se tiene un sistema de ecuaciones donde la matriz A es de N3 x N3
elementos porque contiene N? renglones, cada elemento de la matriz se almacena en espacios de
memoria de tipo double. Para el almacenamiento de esta matriz se requieren de 8 x (N3 x N?)
bytes. En comparacion a una matriz COO se observa que cada renglén de la matriz completa
tiene 25 elementos diferentes de cero, esto genera los tres vectores de tamaiio (N3 x 25) elementos
cada uno. Donde el primero es reservado por espacios de memoria de tipo double y los otros
dos de tipo int para cada uno de los indices, esto da un tamano total de la matriz COO de
3 x (N3 x 25) elementos y el espacio total de la memoria requerida es de 16 x (N3 x 25) bytes.

En la Tabla 4.5 se muestra la comparacion con respecto al uso de memoria que se requiere
si se trabaja con la matriz completa o con la matriz COO para el modelo de Cahn-Hilliard en

tres dimensiones con el operador biarmonico.
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Tabla 4.4: Comparacién en el uso de memoria requerida entre la matriz completa y matriz COO para
el modelo semi-implicito de Cahn-Hilliard en 2D.

N Matriz Matriz ~ Memoria Memoria  Ahorro de
A COO A COO  memoria (%)
16 x 16  6.55 x 10* 9984 512 Kb 52 Kb 89.84
32 x 32 1.05 x 10° 39936 8 Mb 208 Kb 97.46
64 x 64  1.67 x 107 159744 128 Mb 832 Kb 99.36
128 x 128 2.68 x 10® 638976 2 Gb 3.25 Mb 99.84
256 x 256  4.29 x 10° 2555904 32 Gb 13 Mb 99.96
512 x 512 6.87 x 109 10223616 512 Gb 52 Mb 99.99

Tabla 4.5: Comparacién en el uso de memoria requerida entre la matriz completa y matriz COO para
el modelo semi-implicito de Cahn-Hilliard en 3D.

N Matriz Matriz Memoria Memoria Ahorro de
A COO A COO  memoria (%)
16 x 16 x 16  1.67 x 10" 3.07 x 10° 1.56 Mb  1.56 Mb 98.47
32 x 32 x 32 1.07 x 10°  2.45x 105 12.49 Mb 12.49 Mb 99.84
64 x 64 x 64 6.87 x 10 1.96 x 107 100 Mb 100 Mb 99.98
128 x 128 x 128 4.39 x 102 1.57 x 108 800 Mb 800 Mb 99.99
256 x 256 x 256 2.81 x 10 1.25 x 10° 6.24 Gb 6.24 Gb 99.99
510 x 510 x 510 1.80 x 10® 1 x 10% 50 Gb 50 Gb 99.99

4.7. Implementacion de un cluster con GPUs

Un cluster es un sistema que se utiliza para el procesamiento paralelo o distribuido compuesto
por un conjunto de computadoras que trabajan como un solo equipo de computo. Los clusters de
CPUs constan de dos o méas nodos conectados entre si por un canal de comunicacion, asi mismo
cada nodo tnicamente necesita un elemento de proceso, memoria y una interfaz con la red del
cluster. También necesitan software especializado, ya sea a nivel de aplicacién o a nivel del
nicleo y por lo tanto todos los elementos del cluster trabajan para cumplir una funcionalidad
conjunta.

Los clusters son empleados para mejorar el rendimiento y la disponibilidad de ciertos servi-
cios que normalmente no son proporcionados por una sola computadora, como alto rendimiento,
alta disponibilidad, balanceo de carga, escalabilidad.

La construccién de un cluster es accesible y se pueden clasificar en tres tipos,
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» Homogéneo (mismo hardware y sistema operativo)
» Heterogéneo (diferente hardware y sistema operativo)

» Hibrido (diferente rendimiento pero con arquitecturas y sistemas operativos diferentes)

JANRTITTY ' ' ((D"
/ B o R
Ethernet

Nodo esclavo 1

Nodo FEthernet — -
maestro @ ‘ . F‘I(\(IDTA
LLLILLILS PCI_E i

Nodo esclavo 2

Fig. 4.1: Diagrama del diseno de un cluster de GPUs.

Con el incremento del uso de procesadores graficos en el computo de alto rendimiento, se ha
logrado implementar el uso de las GPU’s en las supercomputadoras y cluster mas potentes en
el mundo.

En este apartado se presenta el diseno, implementacion y gestion de un prototipo de cluster
con GPUs para computo de alto rendimiento. Se describen todos los componentes necesarios
para un cluster con GPUs utilizando software libre y con un costo minimo de hardware.

Un cluster con GPUs, es un conjunto de computadoras interconectadas por una red donde
cada elemento del cluster se le conoce como nodo. Cada nodo esta equipado por una unidad de
procesamiento grafico, de esta forma la potencia de calculo de cada nodo se aprovecha en tareas
que requieren de alta actividad para el computo de datos.

La interconexién de nodos en un cluster con GPUs requiere de un hardware capaz de trans-
mitir grandes cantidades de datos en poco tiempo, esto podria aumentar el tiempo de operacion
sobre los datos. El tipo de interconexién depende también del nimero de nodos presentes en
el cluster. Para obtener reultados de la presente tesis se implemento un cluster de tres CPUs
donde cada nodo incluye una tarjeta grafica de NVIDIA modelo Geforce GTX 670 como se

observa en la Fig. 4.1.
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4.8. Interfaz de paso de mensaje (MPI)

El paso de mensajes es una técnica empleada en programacion concurrente para aportar
sincronizaciéon entre procesos y permitir el trabajo mutuo. La principal caracteristica es que no
requiere de memoria compartida, lo que es una importante aportacion para la programacion de
sistemas distribuidos. Los elementos que intervienen en el paso de mensajes son el proceso que
envia, el que recibe y el mensaje. La Interfaz de Paso de Mensajes (MPI, del inglés Message
Passing Interface) es una estandarizacién encargada de realizar operaciones que utilizan paso
de mensaje. MPI aborda problemas utilizando programacién paralela en el que los datos se
mueven mediante operaciones de acceso remoto a la memoria desde un espacio reservado para
un proceso a otro de diferente proceso. Esto hace que todas las operaciones de MPI se expresen
como funciones, subrutinas o métodos de acuerdo con los lenguajes que se encuentren trabajando
(C, Fortran son parte del estandar MPI).

Algoritmo 4 Implementacién del método alternante de Schwarz para el modelo de Cahn-Hilliard

utilizando MPI.
e, Constante de interfase.

L, Longitud del dominio.
N, Cantidad de nodos en el dominio.
Ax, Incremento sobre el eje espacial .
Ay, Incremento sobre el eje espacial .
Az, Incremento sobre el eje espacial z.
At, Incremento sobre el eje temporal.
T, Tiempo mdximo de modelado.
r, Numero de iteraciones para alternar las fronteras de subdominios.
¢, Condicion incial del pardmetro de orden.
Traslape, Numero de nodos que ocupa el traslape.
MPI_Init, Se inicializa comunicacion MPL.
if (Master) then
¢, Se genera condicion inicial para el pardmetro de orden.
MPI_Send, Se subdivide el pardmetro ¢ y se envian datos a los nodos Slaves.
MPI_Recv, Se reciben las particiones del pardmetro ¢ de los nodos Slaves y se ordenan.
Save ¢, Se almacenan los resultados para su visualizacion.
else
MPI_Recv, Se reciben la particion del pardmetro ¢ del nodo Master.
for i=0toi<T/r)do
for j=0toj <rdo
& =V - [M(6)Vu(9)).
end for
Coom_Slave, Se alternan fronteras entre nodos Slave.
end for
end if

Las principales ventajas de establecer una comunicacién estandar para programas de pa-
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so de mensaje es la portabilidad y facilidad de uso. Esto proporciona a los proveedores un
conjunto claramente definido de rutinas aplicables de manera eficiente, en algunos casos pue-
den proporcionar soporte de hardware, mejorando asi la escalabilidad. El objetivo del MPI es
desarrollar una comunicacién estandar ampliamente utilizada para escribir programas paso de
mensaje. Como tal, la interfaz debe establecer una norma practica, portable, eficiente y flexible
la comunicacion de mensajes.

OpenMPI es un API de cédigo abierto desarrollado para facilitar la programacién paralela
y distribuida que implementa el estandar MPI. Esta API permite la distribucion de procesos de
forma dinamica, provee de alto rendimiento y tolerancia a fallos, soporte para redes heterogéneas
y es portable ya que funciona en diferentes sistemas operativos (Linux, OS-X y Solaris). Presenta
también opciones de configuracién durante la instalacién, la compilacion de programas y su
ejecucion. La implementacion del método de Schwarz para modelo de Cahn-Hilliard en tres

dimensiones por el esquema explicito y semi-implicito se representa en el Algoritmo 4.
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Capitulo 5

Resultados

En esta secciéon se presentan los resultados obtenidos con las implementaciones realizadas al
modelo de Cahn-Hilliard. Se muestra la evolucién del modelo para una, dos y tres dimensiones
utilizando diferentes condiciones de frontera con el esquema explicito y a su vez se realiza
una comparacion entre las ventajas y desventajas que se obtienen al trabajar con técnicas de

descomposicion de dominio en un GPU y en un cluster de GPU’s.

5.1. Condiciones de los experimentos numéricos

El modelo de Cahn-Hilliard esta representado por

W e 4 V(6 ) (5.1

para una constante € > 0.

Los resultados que se presentan fueron realizados para diferentes tamanos de mallas. Para
las mallas en dos y tres dimensiones se consideran valores de Az = Ay = Az. Debido a que
el GPU trabaja con warps (grupos de 32 hilos), se utilizan tamanos de malla con N = 32 ,64,
96 y 128 para favorecer el acceso a la memoria del GPU, también se utilizan tarjetas graficas

modelo Geforce GTX 670. Las caracteristicas de estas tarjetas se presentan en la Tabla 5.1.

Tabla 5.1: Caracteristicas de la GPU Geforce GTX 670.

Especificaciones Valor
Ntcleos totales 1344
Memoria interna 2 Gb
Ancho de banda 192 Gb/s

Velocidad de la memoria 6.0 Gbps
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5.2. Solucion numérica del modelo de Cahn-Hilliard en
1D

En esta seccién se resuelve el modelo de Cahn-Hilliard en una dimensién con el método
semi-implicito. El método semi-implicito para el modelo de Cahn-Hilliard se obtiene al formular
el término no lineal con el método explicito y la parte lineal utilizando el método implicito.
Este método tiene implicito un sistema de ecuciones Ax = b, que para el caso del modelo de
Cahn-Hilliard la matriz A esta expresada en la ec. (4.7).

El sistema de ecuaciones de la ec. (4.7) no puede resolver en paralelo con métodos tradicio-
nales por lo que se plantea como un método de optimizacién y se resuelve con el método del
gradiente conjugado.

Para el modelado de la ecuacién de Cahn-Hilliard se consideré una malla con N = 96,
At = 1 x 1073, En la Fig. 5.1 se muestra la solucién al modelo de Cahn-Hilliard para una

5z

condicién inicial de ¢(x,0) = sin (%5%) y condiciones de frontera de Dirichlet

o(—1,t)=—-1, ¢ (—-1,t)=0, o(1,t)=1 y ¢(1,t)=0, (5.2)

210 —05 00 0.5 1.0

t=0.0 t=0.2

S50 —05 00 0.5 1.0

t=0.4 t=0.6
1.0
0.5
0.0
—05
-10 05 00 0.5 1.0 ~10  —05 00 0.5 1.0

t=0.8 t=1.0

Fig. 5.1: Evolucién del modelo semi-implicito de Cahn-Hilliard en 1D.
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En la Fig. 5.1 se observa que el modelo de Cahn-Hilliard alcanza una estabilidad en ¢t > 1. El
uso de técnicas de paralelizacién no son necesarias para resolver este modelo en una dimension
ya que el procesamiento que requiere el modelo es muy poco en comparacién a cuando se resuelve

en dos y tres dimensiones.

5.3. Solucion numeérica del modelo de Cahn-Hilliard en
2D en un GPU

El método semi-implicito es una técnica que permite mejorar el tamano de At, esto ayuda
a disminuir el nimero de iteraciones para llegar a una solucion estable y como consecuencia
ayuda a disminuir el tiempo de procesamiento.

Una de las desventajas que se presenta al trabajar con esquema semi-implicito es que se
requiere de mucha cantidad de memoria ya que se necesita almacenar la matriz que resulta de
la linealizacion del modelo de Cahn-Hilliard.

La matriz que se obtiene al implementar el MDF en el modelo de Cahn-Hilliard es de tipo
rala, y para en 2D con condiciones de frontera periédicas el nimero de elementos diferentes de
cero en cada renglén es igual a 13. Para dar solucion al sistema de ecuaciones que se obtiene
mediante la linealizacién que se presento en el capitulo 3 se utilizan matrices CSR y se plantea

la solucion como un método de optimizacion.

t=0.00 t=0.02 t=0.04

t=0.06 t=1.0 t=2.0

Fig. 5.2: Evolucién del modelo semi-implicito de Cahn-Hilliard en 2D.
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En la Fig. 5.2 se muestra la evolucion del modelo de Cahn-Hilliard en dos dimensiones con
condiciones de frontera periddicas, con una malla de 92x 92, ¢ = 0.008 y modelado hasta t = 2.0.
En este caso la matriz que resulta es completamente simétrica y definida positiva lo que permite
el uso del método del gradiente conjugado.

Existen diferentes casos, por ejemplo, las condiciones de frontera de no flujo en el que la
matriz no es simétrica ni definida positiva. Para este caso especial se puede dar solucién al

sistema de ecuaciones con el método del gradiente biconjugado.

5.4. Solucion del modelo de Cahn-Hilliard en 3D en un
GPU

Se resolvio la ecuacion de Cahn-Hilliard utilizando el sistema de dos ecuaciones diferenciales
de segundo orden dado en la ec. (3.7) con condiciones de frontera de Neumann. Debido a la
naturaleza del MDF, el esquema explicito que resulta en el modelo de Cahn-Hilliard permite
una paralelizacion sencilla del modelo de Cahn-Hilliard. Este método requiere solo operaciones
de aritmética sencilla, esto a la vez presenta una desventaja cuando se discretiza ya que los
pasos de At deben de ser muy pequenos. Este es un método altamente inestable por lo que
se requiere de mallas muy finas, por lo tanto se requiere almancenar mucha informacion. A
consecuencia de esto se desperdicia mucho tiempo de modelado. En la tabla 5.2 se muestran los
tiempos de modelado que se obtuvieron de la implementacién en un GPU con caracteristicas
ya mencionadas.

En este experimento se observa que el tiempo de ejecucion del algoritmo es alto ya que
conforme se incrementa el nimero de nodos de la malla, el tiempo también incrementa ya que
el tamafno de At disminuye conforme el tamano de la malla aumenta.

En la Fig. 5.3 se muestra la evolucién del modelo de Cahn-Hilliard en tres dimensiones para
una malla de 32 x 32 x 32 con una € = 0.008 hasta ¢t = 10.00 utilizando condiciones de frontera

de Dirichlet y condiciones iniciales aletorias.

Tabla 5.2: Resultados de medicién del tiempo en el modelado de Cahn-Hilliard en tres dimensiones
en un GPU.

N At € Tiempo

32 0.0025  0.008 8.21 seg
64  0.00001 0.0008 2 min, 64 seg
128 0.000001 0.0008 2 hrs, 56 min
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t=2.0 t=5.0 t=8.0 t=10.0

Fig. 5.3: Evolucién del modelo explicito de Cahn-Hilliard en 3D con condiciones iniciales aleatorias.

En la Fig. 5.4 se muestra otra evoluciéon del modelo de Cahn-Hilliard en tres dimensiones
para una malla de 32 x 32 x 32 con una ¢ = 0.008 hasta ¢t = 10.00, esta vez se utilizaron
condiciones de frontera de Dirichlet y condiciones iniciales alternando 1 y —1 en cada elemento

de la malla.

1
Io.s

0.4
0
0.4

0.8

t=2.0 t=5.0 t=8.0 t=10.0

Fig. 5.4: Evolucién del modelo explicito de Cahn-Hilliard en 3D con condiciones iniciales alternando
1y —1 en cada elemento de la malla.
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5.5. Solucion del modelo de Cahn-Hilliard en 3D con des-

composiciéon de dominio en un GPU

Es posible reducir el tiempo que se presentaron en la Tabla 5.2 si se le aplican técnicas
de descomposicién de dominio ya que el nimero de operaciones se compartirdn en diferentes
subprocesos, por lo que el proceso a resolverse disminuye de igual forma. En la Fig. 5.3 se
observa que la evolucién del modelo de Cahn-Hilliard mantiene un cambio rapido en los primeros
instantes de tiempo, esta observacién es importante para implementar el método alternante de
Schwarz. Para ello se examina el comportamiento del modelo durante los primeros instantes de
evolucion con el objetivo de encontrar una forma éptima de mantener comunicacién entre cada
uno de los nodos del cluster.

Para la implementacion del modelo de Cahn-Hilliard con el método alternante de Schwarz
se utiliza la biblioteca de funciones de MPI para comunicar las subrutinas que realiza cada
proceso. La implementacién del algoritmo de Schwarz se complica para el modelo de Cahn-
Hilliard debido a que es un modelo no lineal de cuarto orden. Esto provoca que se deban tomar
precacuciones con la subdivision del dominio y la asignacién en los niveles de traslape. La
comunicacion entre los nodos que pertenecen a las fronteras interiores incrementa entre mayor
sea el numero de subdominios, si el intervalo de comunicacién es mayor afecta al resultado
del modelo. Por lo tanto es necesario considerar los datos presentados en la Tabla 5.3 para
llevar a cabo la actualizacion de los valores en cada area de traslape de cada subdominio. A la
frecuencia con la que se actuzalizan los datos en estos elementos lo conoceremos como resolucion
de transferencia.

En la tabla 5.3 se observa que si el nivel de traslape aumenta, el tamano de la malla incre-
menta también, pero los subdominios requieren de menos intervalos de comunicacién. Aumentar
el nimero de traslapes tampoco es conveniente ya que el tamano de la malla se incrementa y
dicha descomposicién de dominio no tendria impacto alguno ya que el objetivo es disminuir el

uso de recursos computacionales.

Tabla 5.3: Resultados al modelar una malla de 32 x 32 x 32 con el método alternante de Schwarz para
dos subdomios en un GPU hasta t = 10, con € = 0.008 y At = 0.000025.
Niveles de Resolucion de Tiempo Resolucion de Tiempo

Traslape  transferencia  (seg)  transferencia  (seg)
4 154.01 150.05
6 100 At 167.93 200 At 166.57
8 174.53 171.93
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Fig. 5.5: Modelo explicito de la ecuacién de Cahn-Hilliard en 3D, utilizando el método de descompo-
sicién de dominio de Schwarz para una resoluciéon de transferencia de datos de 200 At.

Para el caso de la Fig. 5.5 donde se utilizé el modelo explicito de la ecuacién de Cahn-Hilliard
en 3D, para una malla de 32 x 32 x 32, una € = 0.008 en ¢ = 10.00 con una condicién inicial de
intervalos de 1, —1 y utilizando el método de descomposicién de dominio de Schwarz para una
resolucién de transferencia de datos de 200 At, se observa que con cuatro niveles de traslape, el
modelo no converge en una solucién similar a la que se obtiene en la Fig. 5.4. Caso contrario de
cuando se utilizan seis niveles de traslape donde la solucién obtenida se considera aproximada
de acuerdo a la soluciéon obtenida en la Fig. 5.4.

Se trabajo en la implementacién del modelo de Cahn-Hilliard en tres dimensiones utilizando
descomposicion de dominio con el método alternante de Schwarz en dos subrutinas y una tarjeta
grafica. Se consideran las mismas condiciones de la Tabla 5.3 para el modelado en una malla
de 64 x 64 x 64 e incrementos en los niveles de traslape considerados en la Tabla 5.3 para que
estos sean proporcionales en la Tabla 5.4.

Al igual que en la Tabla 5.5, ahora se considera una resolucién de 100 At. Por lo tanto

se requieren 4000 ciclos de 100 iteraciones cada uno para encontrar una solucién en el tiempo

t =10.00 .

Tabla 5.4: Resultados al modelar una malla de 64 x 64 x 64 con el método alternante de Schwarz para
dos subdomios en un GPU hasta t = 10, con € = 0.008 y At = 0.000001.
Niveles de Resolucion de Tiempo Resolucion de  Tiempo

Traslape  transferencia (seg) transferencia (seg)
8 16900.56 17553.76
12 2500 At 18446.62 5000 At 19138.90
16 19911.54 20750.60
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Fig. 5.6: Modelo explicito de la ecuacién de Cahn-Hilliard en 3D, utilizando el método de descompo-
sicion de dominio de Schwarz para una resolucién de transferencia de datos de 100 At.

En la Fig. 5.6 se observa que con el método explicito de la ecuacion de Cahn-Hilliard en
3D, para una malla de 32 x 32 x 32, una ¢ = 0.008 en ¢ = 10.00 y una condicién inicial de
intervalos de 1 y —1 utilizando el método de descomposicién de dominio de Schwarz para una
resolucion de transferencia de datos de 100 At el modelo alcanza un patrén esperado con cuatro
niveles de traslape , pero el resultado se encuentra incompleto ya que la convergencia ain no es
la esperada con respecto a la Fig. 5.4, por lo que si se quiere utilizar este nivel de transferencia

es necesario utilizar seis niveles de traslape.

5.6. Solucion del modelo de Cahn-Hilliard en 3D con des-

composiciéon de dominio en un cluster con GPUs

Se implementé el método alternante de Schwarz como una técnica de descomposicion de
dominio para el modelo de Cahn-Hilliard en 3D. Después de realizar un analisis donde se con-
sideraron las condiciones para implementar el modelo de Cahn-Hilliard utilizando el método de
Schwarz se utiliza una resolucion de transferencia de 200 At, es decir que los subdominios se

mantendran comunicados cada 200 soluciones individuales.

Tabla 5.5: Resultados de medicién del tiempo en el modelado de Cahn-Hilliard en tres dimensiones
aplicando descomposiciéon de dominio en un cluster de GPU con dos subdominios.
Resolucion de  Niveles de

N At € . Tiempo
transferencia  traslape

64  0.00001 0.0008 2500 At 12 1min, 32 seg

128 0.000001  0.0008 2500 At 24 1 hr, 56 min

256 0.0000001 0.00008 2500 At 48 2 hrs, 58 min
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En la Tabla. 5.5 se presentan los resultados obtenidos para el modelo de Cahn-Hilliard
utilizando condiciones de frontera de Neumann, condiciones iniciales aleatorias, para ello se
usaron mallas con tamanos de N x N x N donde N = 32,64 y 128 nodos.

El método alternante de Schwarz se implementd en un cluster con dos nodos y cada nodo
contiene un tarjeta grafica. Los resultados obtenidos se presentan en la Tabla 5.5.

Con los resultados de la Tabla 5.5 se puede concluir que es recomendable aplicar descom-
posicién de dominio al MDF y el modelo de Cahn-Hilliard ya que en comparacion con la Tabla
5.2 para el caso de una malla de 128 x 128 x 128 el tiempo de ejecucién disminuye en razén
de 33 % para una solucién en ¢ = 1. También se debe hacer mencién que para una malla de
256 x 256 x 256 no es posible encontrar una solucién en la targeta GPU que se esta utilizando
ya que la memoria no es suficiente, pero al aplicar descomposicion de dominio se pudd obtener

un resultado para este tamano de malla gracias al uso de memoria distribuida.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

6.1. Conclusiones

Después de implementar el método alternante de Schwarz al método de diferencias fini-
tas utilizando el modelo de Cahn-Hilliard como un modelo con interfase difusa se llegd a las

siguientes conclusiones:

= Utilizar el método explicito del MDF permite obtener resultados del modelo de Cahn-
Hilliard con mayores cantidades de nodos en una malla en comparaciéon con el método
semi-implicito que requiere de almacenar una matriz, pero a consecuencia de esto el tiempo
de procesamiento aumenta debido a que el método explicito presenta un problema de

inestabilidad y eso requiere de disminuir el valores de la discretizacion en el tiempo.

= El método alternante de Schwarz permite disminuir el tiempo de procesamiento utilizando
un cluster con procesadores graficos permitiendo asi incrementar la cantidad de nodos
para un dominio completo ya que el método alternande de Schwarz subdivide al dominio

completo en subdominios que trabajan en subrutinas independientes que son procesadas

en diferentes GPU’s.

= Es recomendable aplicar el método alternante de Schwarz como un método de descompo-
sicion de dominio en el MDF y el modelo de Cahn-Hilliard ya que el tiempo de ejecucion

disminuye en razén de 33 % para una malla de 128 x 128 x 128 nodos.

= Para una malla de 256 x 256 x 256 no es posible encontrar una solucién numérica en
la tarjeta Geforce GTX 670 ya que la memoria interna no es suficiente, pero al aplicar
descomposicién de dominio si es posible obtener un resultado para este tamano de malla

ya que los datos son distribuidos en dos subrutinas.
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6.2. Trabajo a futuro

Es importante identificar las lineas de trabajo para dar continuidad al esfuerzo invertido
durante el desarrollo de la presente tesis. Por esto, en esta seccion presentamos el trabajo
futuro para continuar con las actividades realizadas. Estas lineas pueden resumirse en los puntos

siguientes:

» Las ecuaciones de Navier-Stokes son utulizadas para analizar y estudiar el comportamien-
to de los flujos, por tal motivo sugerimos continuar con la metodologia utilizada en el

desarrollo de la tesis para analizar y resolver las ecuaciones de Navier-Stokes.

= El modelo H es una implementacién entre el modelo de Cahn-Hilliard y las ecuaciones
de Navier-Stokes el cual estudia el comportamiento de las fases mientras son sometidas a
una fuerza. El uso de este modelo permitira utilizar estructucturas mas complejas para el
desarrollo y evolucién del modelo. Por lo tanto el tamano del cluster y sus componentes
incrementaran. Se propone implementar técnicas de descomposicion de dominio para esta

variante del modelo de Cahn-Hilliard.

= Los resultados obtenidos se visualizan mediante una etapa de posprocesamiento, para

obtener una visualizacién simultanea al procesamiento se sugiere utilizar técnicas de in-

teroperabilidad entre OpenGL y CUDA.
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Apéndice A
Configuracion de un cluster en Ubuntu

En esta seccién se describe como configurar un clister utilizando el sistema operativo de
Ubuntu.

Para la compresion de la guia, se asume un conocimiento basico del uso de la linea de
comandos y clusters.

En el siguiente ejemplo se consideran dos nodos que se ejecutan en el servidor de Ubuntu
con nombres de host: ub0 y ubl.

= Crear un usuario en cada nodo que del cluster, es importante que todos los usuarios sean
creados con las mismas caracteristicas en cada nodo (contrasena, nombre, grupo y nimero
de usuario).

= Configurar las direcciones IP de cada computadora, para ello hay que editar el archivo
hosts, # /etc/hosts como se observa en la Fig. A.1.

|| *hosts x
127.0.0.1 localhost

10.2.125.136 ubo
10.2.125.177 ub1

# The following lines are desirable for IPv6 capable hosts
il ip6-localhost ip6-loopback
fed@d::

® ip6-localnet
ffee::0 ip6-mcastprefix
ffe2::1 ip6-allnodes
ffe2::2 ip6-allrouters

Fig. A.1: Configuracién de las IP en el archivo hosts en cada nodo del cluster-

» Instalar NFS (del inglés, Network File System), el NFS permite al usuario crear una
carpeta en el nodo maestro y sincronizarlo en todos los nodos del cluster. Esta carpeta
se puede utilizar para almacenar programas. Para instalar el servidor NFS en el nodo
maestro ejecute # apt-get install nfs-server, y en el nodo esclavo ejecute: # apt-get install
nfs-client.
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= Compartir la carpeta del nodo maestro, para esto se edita en el nodo maestro el archivo
(/etc/exports) tal y como se observa en la Fig. A.2 Acontinuacién se reinicia el servidor

|| exports x

Jetc/exports: the access control list for filesystems which may be exported
to MFS clients. See exports(5).

/srv/homes hostname1(rw,sync,no_subtree_check) hostname2(ro,sync,no_subtree_check)

Example for NFSv4:
J/srv/nfs4 gss/krb5si(rw,sync,fsid=0,crossmnt,no_subtree_check)

b
#
#
# Example for NFSv2 and NFSv3:
#
#
#
#
# [srv/nfs4/homes gss/krb5i(rw,sync,no_subtree_check)

[-ﬁhome}mpi *(rw,sync)

Fig. A.2: Configuracién del archivo exports en el nodo maestro del cluster-

NF'S para el nodo maestro y analizar que la configuracién fue realizada, para esto se teclea
en la terminal: # service nfs-kernel-server restart.

» Instalar del servidor SSH (del inglés, Secure SHell). Para esta accién se ejecuta el comando

# apt-get install openssh-server en todos los nodos del cluster para instalar el servidor de
OpenSSH.

= Configuracién del servidor SSH para la comunicacion entre nodos sin contrasena, primero
se genera una clave de acceso al servidor RSA, para esto se teclea en la terminal: ”"ssh-
keygen -t rsa”. Después de realizar esto se pueden realizar pruebas de acceso al nodo
ingresando al directorio del servidor SSH (cd. ssh) e ingresando a la carpeta compartida
(ssh ub0 o ssh ubl).
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