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RESUMEN

En el primer capitulo se plantea hacer una resefia sobre el sistema de suspension vehicular
que es empleado en la mayoria de los automdviles comerciales, enfatizando en aquellos
sistemas que son compuestos por resorte y amortiguador viscoso. Se realiza una
documentacion de los diferentes tipos de suspensiones que se han analizado asi como los
parametros operacionales que se han empleado en el desarrollo de estas, esto debido a la
gran importancia que representa el saber como se encuentra el estudio de este tema y tener
una referencia de la magnitud de éste, asi como el area y los pardmetros que han sido

cubierto por las mas resientes investigaciones.

En el segundo capitulo se realiza un andlisis matematico para determinar la dinamica del
sistema de suspension vehicular contemplando las condiciones operacionales a las que un
automovil estd expuesto para determinar cuales son los pardmetros que el desarrollo de

dicho sistema debe contemplar.

El capitulo tres hace un andlisis de vibraciones mecanicas para un sistema de suspension
con excitacion en la base caracterizando la superficie del camino, considerando los
principales componentes de dicho sistema asi la determinacion de la fuerza maxima que

experimenta la carroceria un vez que la suspension ha filtrado el sistema de suspension.

En el cuarto capitulo se emplea el método del elemento finito para analizar 3 acoplamientos
empleados actualmente entre el sistema de suspension y la carroceria, una vez determinado
el peor acoplamiento se realiza la optimiza del acoplamiento del sistema de suspension y la
carroceria a traves de software de elemento finito para que ayude a la seleccion de la mejor

geometria de las propuestas de disefio.



En el capitulo cinco se realiza el analisis de los resultados obtenidos en las simulaciones
definiendo asi la mejor geometria para la suspension y las caracteristica que este va a

mejora durante la operacion de este sistema.

Arquimedes Zabdi Macias Guzman



OBJETIVO.

Esta tesis tiene como objetivo realizar un analisis para poder optimizar las caracteristicas
que forman parte de una suspensién tipo Macpherson en la filtracion y disminucion de las
vibraciones mecénicas de un auto comercial, mediante un estudio sistematico del
comportamiento dinamico del sistema. Definiendo cuales son las mejores geometrias como
parte de una suspensién vehicular y realizar un analisis de dindmico del sistema a través de
un software de elemento finito, concluyendo en la mejor forma y dimensiones para dicho

sistema.



JUSTIFICACION.

El automovil como medio de transporte ha ido evolucionando de forma tal que se ha
buscando no solo un mejor funcionamiento mecéanico paro también la comodidad del
pasajero. En lo que concierne al confort siempre se ha buscado un sistema que sea capaz de
disminuir los efectos causado por las irregularidades de las superficies en las que se
desplaza un automdvil. En el afan de satisfacer esta necesidad se desarrollaron diversos
sistema de suspension en los cuales se incrementd la complejidad mecanica teniendo como
repercusion el aumento de peso y costos no solo en la fabricacion de nuevos dispositivos

para la suspension, pero también en su mantenimiento.

El disefio de un sistema de suspension vehiculas tiene como principales pardmetros los
amortiguador viscoso y los resorte. Actualmente no existen investigaciones en las cuales se
considere la geometria del punto de sujecién del sistema de suspensién vehicular con la

carroceria, dicha configuracion filtrara cierto rango de frecuencias.



ALCANCE.

En este andlisis se considera Unicamente un sistema de suspension vehicular tipo
Macpherson para un automovil comercial en el cual son contemplados los resortes y
amortiguadores viscosos asi como las perturbaciones y fuerzas verticales que generan
vibraciones. Ademas se emplean las caracteristicas de un cuarto del automdvil, por otra
paste no serd analizado un sistema de suspension en el cual los componentes como

amortiguadores empleen para su funcionamiento algun dispositivo de control.



Capitulo |

Estado del Arte

Para un vehiculo, el sistema de suspension tiene la funcién de aislar los severos
choques y vibraciones inducidos por la superficie del terreno hacia los pasajeros o a la
carga que esta trasladando. Este aislamiento de choques y vibraciones inducido por la
forma del camino también ayuda a la duracion de vida media del vehiculo. Otra funcion
importante de la suspension es que permite a la rueda mantener el contacto con la
superficie del camino, asegurando asi la estabilidad y control del vehiculo.

Por definicion la suspension es un sistema utilizado para soportar la carga o fuerza a la
que esta sometido el vehiculo por la forma de la superficie del camino y las vibraciones,
desempefiando la funcion de un medio eléstico. En realidad las componentes del
mecanismo que aisla a los ocupantes de un vehiculo moderno de las irregularidades del
camino son, en gran medida el sistema de suspension. Los tres elementos cruciales de
un sistema de suspension son:

e Flexibilidad, proveida por un resorte que distorsiona y recupera (tipicamente
compresiones y expansiones) cuando la rueda atraviesa irregularidades en la
superficie del camino

e Amortiguamiento, que es esencialmente restringir el cuerpo del vehiculo y
rueda de los grandes movimientos.

e La ubicacion de la rueda 6 eje de la rueda.

La Figura 1.1 muestra el concepto basico de un sistema de suspension en funcion de la
elasticidad y amortiguamiento (pero ignora el aspecto de la ubicacion de la rueda). Este
esquema es frecuentemente usado en publicaciones técnicas para el desarrollo
matematico de un sistema de suspension, este esquema es normalmente llamado
“modelo de un cuarto del vehiculo”, es la forma en que se representa para cada seccion
de rueda. La figura muestra la cuarta parte de masa principal del vehiculo (sprung
mass), soportada en la parte baja por el sistema de suspension y la llanta, estos dos
ualtimos componentes forman la segunda masa mostrada en el esquema (unsprug mass),
esta segunda parte es la que se encuentra en contacto directo con la superficie de camino
por el cual el vehiculo se esta desplazando. Entre las masas se encuentran el
amortiguador y el resorte.

Sprung mass

- Friction

—Damper

—— Main spring
——Unsprung mass
~—— Tira spring
Tire damping
i

Fig. 1.1 Vehicle suspension systems contain several elements, with a
main spring supporting the sprung mass and the damper dissipating

A ; ;

the energy stored in the spring during movement. The tire acts as a

secondary spring system, acting on both the unsprung mass of the

suspension and the sprung mass of the loaded vehicle.
Figura 1.1
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Los elementos de un sistema de suspension usualmente son clasificados dentro de dos
grupos: el primer grupo son aquellos que controlan el comportamiento elastico (el
resorte principal, amortiguadores y las barras antivolcadura), en el segundo grupo se
consideran todo aquellos componentes del sistema que mantienen la llanta en su
posicion y controlan la ubicacion de dichos elementos asi como el control de sus
movimientos bajo condiciones de cargas dinamicas.

Las primeras formas de generar elasticidad en el sistema de suspension fueron
proporcionadas por un par de muelles. Durante muchos afios esta fue la unica forma de
resorte para la parte trasera y delantera de los vehiculos principalmente en los carruajes,
comunmente conocidas para la parte delantera del carro como hoja semi-eliptica. El
nombre surge de la necesidad de proporcionar una curvatura entre las hojas de muelle
con la finalidad de generar un claro que permitiera la deflexion de éstas hojas metélicas,
la forma de éstas se asemeja mucho a una elipse; de aqui su nombre. Coches como el
Daimler 1886 usd este sistema de suspension en cada uno de las cuatro ruedas. Lo que
hacia este sistema de muelles atractivo en los primeros dias del uso y disefio de un
sistema de suspension era la facilidad con la que estos componentes eran manejados y
manufacturados con la herreria de la época.

Por varias décadas, hasta los afios de 1960s los sistemas de resortes multi-muelles y de
eje trasero flexible fueron establecidos como los disefios estandares para los vehiculos y
permanecieron como las formas mas comunes de suspension encontrados para
vehiculos comerciales; desde coches medianos hasta los carros pesados. Otro disefio
pionero del sistema de suspension es en el que los resortes de muelles, son montados de
forma transversal, por lo que en esta configuracidn existe solo un punto de apoyo en el
centro del eje sobre el que se encuentra montado el cuerpo del vehiculo. A finales de los
sesentas el sistema de multi-muelles fue acoplado a cada una de la ruedas. El uso actual
de este sistema es principalmente en las camionetas ligeras de uso domestico y en los
vehiculos deportivos utilitarios (Sport Utility Vehicle 6 SUVs).

El uso del resorte helicoidal como componente primario del sistema de suspension
aparecié con el incremento del manejo independiente de la suspension delantera
después de la segunda guerra mundial. Incluso después de esta época usualmente estos
dos sistemas tanto el de muelle y resorte helicoidal fueron usados en conjunto, el
sistema de muelles se empleaba para la parte posterior y para la parte delantera el
sistema de resorte helicoidal. La gran ventaja que ofrecid el sistema de resorte es que
presenta una casi nula friccion interna, esto permitia que la funcion que tiene el sistema
de amortiguamiento sea una forma o unidad mas precisa de controlar. A pesar de que el
resorte tiene mejor eficiencia para almacenar energia y una mejor deflexion por los
desplazamientos o movimientos de alargamiento y compresion, necesita reaccionar al
control de los componentes verticales que se encuentran en la parte superior e inferior
del resorte principalmente en los puntos de apoyo. También a diferencia del muelle, el
resorte no tiene un apoyo, eje 6 ubicacion directo en la rueda, por lo que requiere un
brazo o miembro para poder ser colocado.

Los origenes de la suspension independiente no han sido del todo confirmado, pero
Morgan de Inglaterra introdujo el sistema de “pilar movil”, incorporando el resorte
circular en 1910. Morgan usé éste en un sistema de configuracion con tres ruedas (una
sola rueda trasera), el cual fue construido en chasis tubular, para el caso de una
configuracion de cuatro ruedas fue producido desde 1936 hasta nuestros dias.
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De cualquier forma, compaiiia Lancia de Italia tiene la distincion como la primera
marca en producir en gran escala este sistema. ElI Lambda, lanzado en 1922 fue el
primer vehiculo en emplear la primera version de suspensién independiente producida
por Lancia con una “columna deslizable”, la cual constava de un resorte helicoidal que
incluye un amortiguador hidraulico como parte interna. Un chasis ligero y rigido
fabricado de una hoja de acero soldada, formaba el cuerpo principal de la estructura del
vehiculo.

La funcién primaria de un sistema de suspension ha cambiado muy poco a través de los
afos, incluso en el entendimiento de su comportamiento y la calidad de la comodidad
que proporciona en el andar del vehiculo ha tenido estas dos caracteristicas grandes
avances. Un sistema de resorte es requerido para absorber las cargas producidas por la
forma de la superficie del camino, esto lo hace siendo inicialmente comprimido y
subsecuentemente expandido contra la masa del coche. La relacion de la energia que es
almacenada depende de la relacion del resorte en los desplazamientos, o de la rigidez de
éste, el limite de energia que es capaz de almacenar es controlado por la frecuencia
natural de la masa del vehiculo, normalmente en el rango de 1-1.5 Hz.

La energia del resorte es convertida en calor y disipada una pequefia parte por la
friccion del sistema pero mayormente por el amortiguador. Un amortiguador
usualmente tiene la forma de un embolo trabajando en un cilindro lleno de fluido
hidraulico; este ejerce una fuerza que es proporcional a la velocidad del embolo.

En la actualidad la mayoria de las suspensiones emplean un resorte que varia en algunas
formas, tipicamente colocado concéntrico con el cilindro de la estructura del
amortiguador. La flexibilidad en su disefio y la facilidad de ser manufacturado es
relativamente barata, cuando este componente se produce en forma industrial mantiene
una consistencia en sus caracteristicas, por esta y varias razones se ha traido al resorte
helicoidal al primer plano del disefio en el sistema de la suspension moderna. La forma
mas comun de una suspension delantera es la configuracion de resorte helicoidal con un
amortiguador, esta estructura delantera es conocida como suspension MacPherson.

El anterior reconocimiento de los sistemas de suspensiones pasivas, se representan en la
gran mayoria de los sistemas que actualmente se encuentran en operacion. Por muchas
décadas las empresas que han manufacturado estos sistemas han empleado sofisticados
procesos, considerando las interconexiones entre las suspensiones delanteras y traseras
asi como su auto nivelacién. El proceso mas exitoso de los sistemas que se han
empleado y aun en uso es, el desarrollo del sistema hidroneumatico de Citroén usado en
1953.

Alrededor de 1980, comenzaron los experimentos con la suspension activa. Un sistema
activo es aquel donde el amortiguador y el resorte metalico son reemplazados con
actuadores hidraulicos que bajo el control computarizado, ajusta la longitud con base a
la entrada de las imperfecciones de la superficie del camino, ademas es capaz de
mantener el sistema sin algun posible giro del sistema en las curvas y el frenado. El
primer exponente de este sistema fue Lotus Engineering en el Reino Unido.
Desafortunadamente este sistema mostré dos grandes desventajas, el sistema era
demasiado caro y la energia requerida para hacer funcionar dicho sistema era muy alta.
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1.2 Suspensiones Delanteras.
1.2.1 Suspensiones Independientes.

En el afio de 1935, los carros de Estados Unidos principalmente adoptaron el sistema de
“Rodilla Activa” que es un tipo de suspension independiente delantera. La pobre calidad
en las carreteras europeas alentaron a las compafiias Ford y General Motors a llevar esta
tecnologia norteamericana a sus subsidiarias en Alemania e Inglaterra. Algunas
compafiias Europeas como Lancia y Morgan también manufacturaron este tipo de
suspension independiente de rueda delantera, incluso para vehiculos comerciales ligeros
y medianos.

En el transcurso de los afios, varios tipos de suspensién independiente delantera han
sido intentados. Varios de ellos han sido descartados por varias razones. Solo dos
conceptos basicos han tenido éxito, las estructuras de Doble Brazo y MacPherson.

La geometria de cualquier suspension independiente delantera debe ser elaborada para
cumplir con ciertas caracteristicas:

e Debe permitir un centro de giro a una altura para ser acoplada a un nivel
deseado.

e Debe permitir una conexion a una direccion transversal y ser elaborada para
cualquier conexion de rueda, que induzca una minima variacion en cualquier
configuracion con movimientos verticales de la rueda.

e Debe de permitir una geometria anti-inmersion en caso de que sea requerida.

e Debe permitir un resorte helicoidal, barra de torsion 6 cualquier otro tipo de
resorte para dar la deflexion deseada.

e Debe ser posible el incorporar un amortiguador.

e Debe permitir una barra antivolcadura para ser afiadida en caso de que sea
necesaria.

¢ No debe considerar alguna interferencia con la posicion del motor.

e Debe resistir todas las fuerzas generadas por el frenado, aceleracion, y las curvas
del camino con la habilidad para aislar la estructura del vehiculo del ruido y
vibracion.

e Debe restringir fuerzas de inercia, giroscopicas u otras producidas por el
movimiento vertical de las ruedas.

e Debe crear la minima cantidad de friccion asociada con el movimiento vertical
de la suspension.

e Debe operar sin ruido durante todo el recorrido y alcanzar sus limites de forma
progresiva.

1.2.2 Suspensién MacPherson.

El disefio mas comun empleado en una suspensién frontal en los coches modernos es
conocida como MacPherson. Esta es nombrada asi después de que el ingeniero de la
Ford Earle S. MacPherson quién en America durante los 1950’s, fue el primero en
patentar la idea de colocar un sistema estructural inclinado lateralmente con una union
transversal y longitudinalmente por medio del brazo nivelador de la barra anti
volcadura. El disefio original de la MacPherson tiene el merito de la simplicidad y bajo
costo, pero una de las desventajas es la dificultad del cumplimiento longitudinal del
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sistema. La figura 1.2 muestra el disefio original de la suspension MacPherson como fue
empleada por Audi. En este sistema es notorio el soporte en el acoplamiento superior
del brazo de direccién con el centro del eje de la ruedas para manejar la direccion de los
componentes inferiores. Comparado con un acoplamiento inferior del brazo de
direccion, se reduce la sensibilidad de las tolerancias en el ensamble de la suspension y
del sistema de direccion.

For the Audi 100 front suspension, the anti-roll bar locates the
lower links according to the description in the original MacPherson
patent. (Courtesy Audi AG,)
Figura 1.2

La construccion de la estructura MacPherson esta basada en un tubo externo fijado en el
nacleo de la carroceria en la parte mas baja soldada al asiento de la suspension en su
parte final superior. Dentro del resorte helicoidal esta un amortiguador telescopico con
un embolo que se desplaza acoplado a un rodamiento de empuje en el centro de la torre
formado a la entrada del arco de la rueda del cuerpo del carro, el cual carga también en
acoplamiento superior del sistema. La colocacion de la parte final inferior de la
estructura del sistema puede ser descrita aqui para el disefio original MacPherson 6 el
brazo de control puede ser colocado longitudinalmente por una barra de unién. El
arreglo mas reciente permite mas libertad para el disefio longitudinal dentro de la
suspension. Incrementando a la fecha, una localizacion mas baja del sistema que podria
ser a través de un brazo en L. Un brazo en L como su nombre lo indica es un
componente mecéanico en forma de L, como una seccién dispuesta longitudinalmente a
la masa de la carroceria. Esta seccidn es ensamblada en sus dos extremos a la carroceria
Yy, unida a esta L esta otra seccion que se extiende al exterior lateralmente a la parte baja
del ndcleo de union de la rueda (Fig. 1.3). En este arreglo el funcionamiento
longitudinal de la rueda es proveido por el funcionamiento lateral del pivote trasero del
brazo L, este brazo oscila en el plano horizontal alrededor de su pivote frontal. El pivote
trasero usualmente es afectado con un cojinete vacio teniendo un eje vertical, mientras
que el pivote frontal es hecho con un cojinete sin vacio, usualmente teniendo un eje
longitudinal pero algunas veces teniendo un eje vertical.
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Schematic plan view of an L-arm, often used as the lower
location for a MacPherson strut.
Figura 1.3

Las ventajas de la estructura MacPherson son que las entradas al cuerpo del vehiculo
pueden ser generadas por la rigidez y el espacié entre las areas de contacto. Similar a un
sistema de doble brazo con longitudes variables, permitiendo asi una considerable
flexibilidad en el disefio. De cualquier forma estos sistemas también proveen ventajas
significantes que un subsistema frontal no requiere usualmente para asegurar las
adecuadas tolerancias cerradas en los puntos de ensamble. Lo que es crucial en un
sistema de manejo bajo es que, para asegurar que las caracteristicas cinematicas de la
Ilanta coincidan con las propuestas en el disefio, las tolerancias de montaje entre el lugar
donde se ensamblan los componentes de la suspension y los componentes de sistema de
direccion sean cerradas. En el caso de acoplamiento con un sistema de direccion
elevado este hecho es menos importante (Fig. 1.2).

1.2.3 Suspensién de doble brazo.

Existen varias formas en las que un par de brazos paralelos pueden ser acoplados para
configurar la geometria de una suspension. Puede ser un brazo superior y otro inferior
en cada lado (empleado con una barra de torsion transversal como en el caso del
Volklswagen Beetle) con un arreglo tubular simétrico transversal. EI movimiento
paralelo de las uniones de igual longitud mantienen la inclinacién correcta de la rueda
debido cuando ésta es golpeada causando cambios en la traccion y angulos positivos al
ser generados por un deslizamiento de cuerpo, por el desgaste del de la fuerza debido a
las curvas.

La mejor forma de controlar el angulo de inclinacién de la rueda en este sistema es
acoplar brazos superiores mas pequefios que los inferiores, de esta forma la parte
superior de la rueda se mueve corrigiéndose como la suspension es desplazada de la
posicion principal del recorrido.

Si una subestructura frontal forma parte de un disefio en un vehiculo, un sistema de
doble brazo puede ser disefiador para tener una mejor atenuacion del ruido. Para un
control preciso del sistema, tolerancias cerradas en la manufactura en éste son vitales,
también es usual maquinar las piezas de éste sistema después de ser ensambladas para
obtener un mejor rendimiento.
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La forma clasica de una suspension de doble brazo, como se usa en los carros
deportivos como el Lotus Elisa, 0 como tal vez puede ser en un coche de carreras debe
ser similar al mostrado en la figura 1.4

Jaguars used double wishbone front suspensions for many years.
The design provides a compact layout with minimal installed height, but it
involves extra complexity and cost over simpler strut systems.

Figura 1.4

Esta suspension puede proveer excelente control del angulo de la rueda y una rigidez
lateral, pero no un buen cumplimiento longitudinal. Esto se debe a que la separacion
vertical de los pivotes de esta suspension es pequefia, por lo tanto para el caso de los
vehiculos de carreras donde el tipo de refinamientos son secundarios o0 no preocupan y
donde los angulos de los giros son pequefios, la suspension de doble brazo es popular.

En la suspension frontal multiuniones de Nissan, la geometria de doble brazo ha sido
ingeniosamente incorporada dentro de restricciones por lo ancho de las ruedas y lo bajo
de la carroceria, afiadiendo una parte curvada superior al acoplamiento del sistema
como se muestra en la figura 1.5
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The multi-link front suspension for the 1990 Nissan 300ZX allows
a much longer upper wishbone to be used, offset to clear a low-mounted
coil spring and damper unit. (Courtesy Nissan Motor Co. Ltd.)
Figura 1.5
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1.2.4 Suspension frontal de doble pivote conductor.

Con una suspension frontal convencional, en la cual el eje de manejo es definido por
dos unicos pivotes, uno superior y otro inferior, la union inferior debe estar dentro del
nucleo de la rueda. Este requiere un disco de rueda pesado y un espacio para acomodar
la unién y el sistema de frenos. Un sistema de suspension frontal de doble pivote
conductor es aquel en el que, por ejemplo un control bajo de brazos acoplado a la parte
baja de la suspension en forma vertical via dos uniones de bola en lugar de una. Una
ventaja de éste es que el eje del pivote es ahora definido en la parte final inferior por un
centro virtual localizado en la interaccion de la proyeccion brazos de control, y las dos
uniones puedes ser colocadas dentro de la cremallera, dejando un mayor alojamiento
dentro del ndcleo de la rueda y requiriendo asi un menor hueco en la rueda. Otra ventaja
de este sistema es estar dando un mayor cumplimiento longitudinal mientras se
mantiene una adecuada rigidez lateral y control del cambio en el angulo de la rueda. El
centro virtual definido por la parte inferior final del eje de control también es un centro
instantaneo que es movido en la misma forma que se mueve la rueda. El principio de
doble pivote puede ser usado por los brazos de control superior. El levantamiento
vertical experimentado por los coches cuando las llantas son giradas es mas complicado
determinarlo que con el sistema de pivote simple.

Este sistema, también conocido como sistema frontal de multi-uniones es usado por
BMW, Mercedes-Benz y Audi (Figura 1.6y 1.7)

Rear Arm

Virtual
Center

~

Front Arm

Schematic plan view of a double steering-pivot arrangement
for front suspension lower arms. The steering linkage provides the
remainder of the location.

Figura 1.6
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Front suspension of the Audi A4, showing double steering-pivot
arrangement for both upper and lower suspension arms.
Figura 1.7

1.3 Suspensiones Traseras.
1.3.1 Suspension de eje trasero para carga.

Los vehiculos largos con traccion trasera ahora requieren de alguna forma de suspension
independiente para proveer un estandar competitivo para el confort y manejo. A pesar,
de un cambio completo en el disefio de la rueda trasera a la traccion de la rueda
delantera en coches pequefios y medianos, la suspension de eje trasero para carga
sobrevive para carros de pasajeros. De cualquier forma este sistema sobrevive en
algunos vehiculos deportivos utilitarios y camionetas al igual que en algunos otros
coches comerciales.

Por varias décadas este sistema fue un disefio universal que proveia economia, robustez
y eficiencia. Su desventaja principal era la considerable masa extra que este sistema
aportaba debido al diferencial y su carcasa, ademas de una parte de la flecha para
generar la traccion en el eje. Asi pues este excedente de masa comprometia el andar del
vehiculo y hacia el eje trasero mas propenso a los saltos y a la generacién de ruido,
especialmente cuando un alto torque era transmitido.

El sistema mas simple de este sistema fue llamado direccion Hotchkiss, donde el eje es
acoplado al chasis del vehiculo solo por resortes longitudinales de muelles. La figura
1.8 muestra un sistema tipico de suspension trasero con resortes de ballestas. Con este
arreglo, el control del torque, para resistir los torques de frenado y avance son proveidos
solo por el resorte de muelles. Algunas de las flexiones angulares del eje ocurriran al
rededor del eje de giro de la rueda y posiblemente en la traslacion hacia delante y hacia
atras, dependiendo en donde se posicione el eje verticalmente con respecto a los resortes
de muelles. Para una relacion dada de las deflexiones del angulares pueden ser
reducidas, en proporciones o relaciones inversas de la longitud del resorte entre el
alargamiento de los muelles.
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The typical leaf spring comprises several separate leaves and
is mounted on a bushed pivot at one end with a swinging shackle at
the other. The axle tube is clamped to the central portion by U-bolts.
Figura 1.8

Un eje trasero centrado en un muelle simétrico se movera hacia arriba y hacia abajo sin
flexion angular sobre el eje de giro de la rueda, tan largo como éste sea no sera sometido
a un torque. La compensacion del eje trasero en el resorte longitudinal producira
deflexiones angulares sobre el eje de giro de la rueda como sea flexionado
verticalmente.

Durante las aceleraciones fuertes o frenados bruscos, la combinacion de los
movimientos rotacionales y traslacionales del eje trasero debido al torque y a la flexion
vertical pueden llevar a una condicion conocida como eje trasero pesado. Esta condicion
del eje trasero envuelve un giro eliptico del eje y puede ser auto excitado.

Debido al eje trasero pesado y al deseo de mejorarlo éste eje , otro tipo de sistemas de
suspension para eje trasero son considerados. En muchos casos, estos sistemas
alternativos tienen envueltos el reemplazo del resorte de muelles con resortes
helicoidales, y la introduccién de uniones longitudinales y laterales para proveer la
localizacion y el control del torque. Un arreglo tipico usa cuatro uniones longitudinales,
dos superiores y dos inferiores, estas uniones dan una localizacién longitudinal y control
del torque, y una union transversal acoplada al chasis en ambos lados del coche. Esta
unién conocida como barra Panhard (debido al manufacturero Frances Panhard) y
siendo de un largo relativo, otorga una deflexion minima lateral en el eje trasero como
los movimientos laterales. Un arreglo mas sofisticado reemplaza la barra Panhard con
una union Watt, como la que se muestra en la Fig. 1.9.
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Axle
Pivot

The classic Watt linkage, with two equal-length lateral links
pivoted at their outer ends to the chassis and at their inner ends to a
vertical link, which is pivoted at its center to the axle.
Figura 1.9
La ventaja de la unién Watt es que forza al eje donde pivota la union vertical, para
moverse verticalmente con una pequefia deflexion lateral. En varias instalaciones de
este sistema ha sido mas conveniente desviarlo la unién Watt a un lado mas que
acoplarlo en el centro del eje, esto genera una desigualdad de longitudes en las uniones
laterales. Para preservar el movimiento vertical del eje del pivote, la unién vertical del
sistema Watt debe tener un punto de pivote en el centro, con la seccién larga conectada
a la seccion lateral mas pequefia.

Otra opcion para este sistema de suspension es emplear tres uniones longitudinalmente,
donde la union superior provee las restricciones laterales. Usualmente esto es llevada
acabo haciendo la union superior en forma de brazo A, donde la base de este brazo es
acoplado al chasis a través de pivotes con ejes laterales, el vertice es acoplado al eje
trasero a por medio de uniones de bala. Sistemas como este fueron empleados en
modelos de Alfa Romeo en 1954, algunos Lotus a principios de los 1960.

1.3.2 Suspension de Eje De Dion.

Este sistema fue llamado asi por un inventor y constructor Francés de carros de los
inicios de la industria automotriz, el cual consiste en una mezcla del sistema suspension
de eje trasero para carga y un sistema independiente, el cual contempla una menor
cantidad de masa. En ésta propuesta del sistema de suspension del eje trasero pero el
mismo tipo de rigidez del sistema antes explicado. En un concepto basico, el sistema de
eje de Dion tiene el diferencial montado al chasis con las dos ruedas conectadas
rigidamente a través de un tubo transversal liviano, normalmente curveado para
proporcionar el espacio necesario de los accesorios que permiten el buen
funcionamiento de la llanta. Este sistema no es completamente independiente por lo que
este sistema es normalmente referido como semi- independiente.

1.3.3 Suspension de eje independiente para autos de direccién delantera.

La suspensién de eje independiente, es un ensamble ligero simple usado para sujetar las
Ilantas traseras que no cuentan con un sistema de direccion. Debido a que esta
suspension no contempla un sistema complejo de direccion, puede ser disefiado y
manufacturado mucho mas simple que los sistemas anteriores reduciendo su costo. Los
métodos para la ubicacion del sistema de eje independiente son similares a los que son
empleados en los ejes independientes en cada una de las ruedas, las ruedas estan
conectadas directamente. Algunas interesantes variantes de este sistema han sido
empleadas por Fiat en el modelo Lancia Y10 y el Fiat Panda, también por Alfa Romeo
en el Alfasud.
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The Scott-Russell linkage. The two links abc and bd
are joined at pivot b
Figura 1.10

En el caso de Nissan, adoptaron una novedosa alternativa de este sistema llamado multi-
barras de union, el cual sigue siendo empleado en algunos de los modelos actuales. En
lugar de emplear el sistema de uniones Watt, Nissan emplea el sistema conocido como
Scott-Russell, el cual realiza una funcion similar al primero pero es mas compacto.
Usando como referencia la Fig 1.10, si la relacion de la longitudes ab:bc iguales a la
relacién bc:bd, entonces cunado os puntos ¢ y d experimentan la misma flexion vertical,
el punto d se mueve préacticamente en linea vertical, mientras que simultaneamente el
punto ¢ experimenta un movimiento lateral. Nissan adapto este mecanismo para sujetar
algunos de los puntos del sistema al cuerpo del vehiculo mientras que los puntos c y d
fueron sujetados al eje trasero. El punto c es acoplado a través de un cojinete, el cual
trabaja de forma eficiente para los movimientos laterales, pero verticalmente es poco
eficiente. La figura 1.11 muestra un esquematico de la innatacién de este sistema en el
eje primario trasero.

Schematic of the Scott-Russell linkage on the Nissan Primera
rear axle. (Courtesy Nissan Motor (GB) Ltd.)

Figura 1.11

1.3.4 Suspensidn de viga inclinada para vehiculos de direccidn delantera.

El sistema de suspension de eje trasero y viga inclinada es conocida por otros nombres,
incluyendo el de “barra de torsion” entre otros. El pionero en el uso de este sistema fue
General Motors y Volkswagen. El sistema mas moderno de esta suspension consiste en
un ensamble con dos brazos interconectados por una viga transversal rigida acoplada a
estos brazos en cada extremo. No tiene uniones flexibles en el eje trasero, a pesar de que
en algunas aplicaciones (cuando la viga esta en linea con el centro de la rueda) una
pequefia seccion del sistema barra Panhard es empleado para controlar los movimientos
laterales del eje trasero de la ruedas. Siendo una estructura, el sistema de barra de
torsion de las grandes deformaciones elésticas de la estructura para cumplir con su
funcion. La figura 1.12 muestra el eje trasero de un Audi A2 que emplea este sistema.
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The twist-beam axle shown here on the Audi A2.

(Courtesy Audi UK.)
Figura 1.12
Las principales atracciones de este sistema de barra de torsion son: que es una
suspension relativamente econdmica y compacta, como se puede ver en la figura 1.12.
El costo y la facil colocacion por su tamafio la hacen muy atractiva para coches
compactos.

1.3.5 Suspensidn trasera independiente-estructura multi-uniones.

La variacion de grados de los componentes del sistema debido a la falta de la
flexibilidad de los disefiadores pretende llevar acabo la geometria de la llanta como la
suspension le requiere. A principio de los afios 1980s, para el nuevo modelo190 de
Mercedes-Benz llegd con un nuevo disefio de sistema de multi uniones para proveer una
flexibilidad total en la geometria cuando el vehiculo experimenta desplazamientos
verticales, ademas una buena respuesta en los movimientos longitudinales sin efectos
adversos en la rueda, ademas permita un bajo nivel del coche con respecto del piso y
una compensacion de levantamiento. Este sistema también contempla una relativa masa
pequefia en su composicion.

Este sistema de suspension independiente trasero, depende de dos acoplamientos en el
que cada uno tiene un sistema de ensamble de cinco uniones, cada union permite la
flexion. EI compacto ensamble de sistema contempla una unidad flexible montada en
cuatro puntos en la estructura del vehiculo. El resorte en cada lado del eje y el
amortiguador estdn acoplados en la parte superior al coche. Debido al buen
acoplamiento de este sistema, se genera una alta eficiencia en el modelo 190 lo cual
genera cero cambios en el sistema de direccion incluso con las flexiones verticales o
longitudinal de la rueda. Al mismo tiempo este sistema este sistema permite una rigidez
lateral asegurando una buena posicion de la rueda. De esta forma este sistema fue capaz
de deslindar algunos requerimientos cruciales en el sistema de direccion para la rueda al
sistema de suspension, pudiendo de esta forma mejorarlos, posibilitando de esta forma
un buen funcionamiento de la rueda sin significantes deformaciones de ésta bajo casi
todas las condiciones de trabajo.

El disefio mas reciente de este sistema de suspension se encuentra instalado en el
modelo Mercedes-Benz clase SL, el cual se muestra en las Figs. 1.13y 1.14.
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La novedad del sistema, como fue acoplado en el modelo 190 es mejor observado en el
estudio de que muestra la figura 1.15, que representa la forma de la estructura de union.
Cada triangulo superior e inferior comprime dos uniones, bolas de goma unidas a los
extremos, con dos excepciones, una excepcién es la union baja trasera, el cual a la
entrada tiene un cojinete de goma para proveer estabilidad para el funcionamiento del
resorte y amortiguador, en la parte final tiene una bola de acero en una carcasa de
plastico. La segunda excepcion es la parte exterior de las cinco uniones, que también
tiene una bola metalica dentro de una carcasa plastica. Esta union provee una influencia
en la estabilidad y es una parte esencial del sistema de varias uniones.

Single rear-wheel suspension of the Mercedes-Benz SL500.

(Courtesy DaimlerChrysler AG.)
Figura 1.13
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Rear suspension assembly of the Mercedes-Benz SL500.
(Courtesy DaimlerChrysler AG,)

Figura 1.14
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The skeleton view of the Mercedes linkage in perspective
requires the corresponding front and side views and plan to be fully
understood. (Courtesy Institution of Mechanical Engineers.)

Figura 1.15
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1.4 Justificacion del tema y descripcion del contenido de los capitulos.

El andlisis de los sistemas de suspension siempre ha contemplado los elementos
principales, en algunos casos la masa y la rigidez son los dos elementos al momento del
estudio de dicho sistema, en algunas otras ocasiones se realiza un andlisis mas complejo
al incluir el elemento del amortiguador. De los elementos antes mencionados la masa
del vehiculo es considerada como un valor numérico al momento resolver estos analisis,
sin tomar en cuenta la forma que ésta tenga, principalmente en el punto de unién entre
el sistema de suspension y el cuerpo del vehiculo, al observar algunas de las formas
empleadas para dicho punto de unién por algunos de los grupos automotrices se observa
que cada uno tiene su propia geometria definida. Actualmente no existe algun analisis
de este punto importante de unién, pues la forma que toma la geometria en este punto
podria ayudar a filtrar los desplazamientos generados por las excitaciones verticales del
sistema, es por esto que este trabajo de investigacion realiza un andlisis y mejora de
dicho punto de unién con la finalidad de determinar la mejor geometria que ayude a
disminuir los desplazamientos que al final so experimentados por los ocupantes de un
vehiculo automotriz.

La presente tesis contempla el desarrollo de cuatro capitulos para realizar el estudio del
tema propuesto. En el primer capitulo nombrado Estado del Arte, se proporciona un
bosquejo historico del sistema de suspension, ademas de una clasificacion de los tipos
de suspensiones usando como referencia dos grandes grupo; el primero menciona los
sistemas frontales mas empleados o de mayor éxito en la industria automotriz. El
segundo grupo de la clasificacion muestra los sistemas més eficientes para las
suspensiones empleados en los ejes de las ruedas traseras. La informacion de la
clasificacion ates mencionada muestra el funcionamiento y descripcion bésica de cada
sistema asi como sus principales componentes.

En el capitulo dos se muestra el desarrollo del modelo matematico para un sistema de
suspension de dos grados de libertad, él describe la dindmica de dicho sistema. Dicho
analisis contempla los elementos , resorte y amortiguador en cada uno de los grados de
libertad estudiando el sistema con los principales elementos.

Una vez establecido el modelo matematico del sistema de suspension, se procede al
Analisis de las Vibraciones Mecanicas en el capitulo tres, el cual contempla una
excitacion armonica en la base. Calculando la amplitud méxima debido a la aceleracién
del sistema se realiza el céalculo de la fuerza maxima que percibe el cuerpo del vehiculo
una vez que el sistema de suspension filtro la entrada en la base. El objetivo en este
capitulo es determinar la fuerza méaxima a la cual esta sometida la carroceria de un
vehiculo.

Por ultimo el cuarto capitulo contempla el método del elemento finito y su relacién
matematica con la mecéanica de Lagrange en el andlisis de vibraciones mecanicas con la
finalidad de definir y optimizar la geometria en el punto de acoplamiento entre el
sistema de suspension y la carroceria de un vehiculo. Para este estudio el uso del
software ANSYS® es empleado con la finalidad de hacer los analisis en geometrias
complejas. Este capitulo también contempla el analisis de los resultados obtenidos
durante el desarrollo de la presente investigacion.
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Capitulo 11

Ecuaciones del Movimiento y respuesta dinamica de un sistema de
suspension de 2 grados de libertad.

2.1 Ecuaciones de Movimiento.

Para una buena simplificacion de las ecuaciones de Lagrange se asume que no hay una
relacion cinematica que satisfacer para las coordenadas generalizadas. Entendiendo por
coordenadas generalizadas como variables que posicionan un sistema. De cualquier
forma hay algunos sistemas, tales como cuerpos que giran, en los cuales la variable de
la velocidad debe satisfacer ciertas condiciones. Esto se debe a que la velocidad es la
derivada de la posicion limitante de velocidad, como la limitante de la velocidad
representa ecuaciones diferenciales que deben de ser satisfechas por las condiciones
generales. Siendo que estas ecuaciones diferenciales gobiernan la velocidad del sistema
no podran ser resueltas en forma independiente de las ecuaciones de movimiento.

Si N es el numero de grados de libertad de un sistema, las coordenadas generalizadas N,
sin relacion con las condiciones cinematicas auxiliares, definen la posicion del sistema.
Cualquier combinacion de estas variables representan un estado cinematico admisible,
el cual ocurre dependiendo de las fuerzas que son aplicadas en el sistema. Por esta razon
se dice que las coordenadas generalizadas no deben ser restringidas.

Para el caso en el cual se requiere determinar ecuaciones de movimiento que no
contengan fuerzas limitantes se emplea el principio d’Alambert, que considera
desplazamientos virtuales. Un desplazamiento virtual es un desplazamiento
infinitesimal que podria ser producido si las coordenadas generalizadas a un instante
arbitrario estuvieran dando incrementos infinitesimales sin cambio en el valor de la
variable tiempo ¢. La palabra “virtual” describe el hecho de que tal desplazamiento no
describe el movimiento real del sistema. Cuando un desplazamiento virtual es aplicado
a un sistema, no existe movimiento en la direccion de la fuerza limitante, porque el
tiempo no cambia. La fuerza limitante es cualquier fuerza que imponga alguna
restriccion en el movimiento y no actué en cualquier movimiento que no viole tal
restriccion.

El trabajo realizado por una fuerza cuando un sistema sufre un desplazamiento virtual es
el trabajo virtual dW. Para caracterizar el desplazamiento virtual de una particula la
posicion es dependiente de 7 =7(g;,?) . El desplazamiento virtual es producido por el

incremento de las coordenadas generalizadas por cantidades infinitesimales dg;. Estos
incrementos pueden ser asignados de forma arbitraria. Como ¢ es constante el
desplazamiento virtual correspondiente & para varias particulas sera

<

b o N o
:7q +7q +...= 7@ 2'1
&, O, Z s

En la ecuacion anterior N, representa le nimero de grados de libertad. La segunda ley
de Newton obviamente aplicada a una simple particula, por lo que el trabajo virtual para
una particula esta dada por:
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W=F-&§=ma-or 2.2

Sin embargo Lagrange uso el desarrollo D’ Alembert como el punto de partida para una
formulacion en términos de la energia cinética. Para hacer esto, se sustituye la ecuacion
2.1 dentro del termino del lado derecho de la ecuacién 2.2, recordando que la
aceleracion es @ = dv/dr , por lo tanto

oF u dv or
—g, =) m—-—,
‘ 5q J ; d 5qj J

Hlr il

El siguiente paso es introducir una identidad derivada de la ecuacion 2.1. Como
7 =7(g;,t) lavelocidad esta dada

W =ma -

M=

23

N _ _
sza—rq T 2.4

Note que el coeficiente de ¢, en la ecuacion anterior es el mismo que el coeficiente en

0q, de la ecuacion 2.1. Se puede obtener el mismo coeficiente asociado con el subindice
Jj derivando v con respeto de ¢; , lo que muestra

oy _ o 25
0q; 04,

Este término es introducido en la ecuacion 2.3. Para el segundo término, se observa que
la derivada con respecto a diferentes variables puede ser tomada en cualquier secuencia,

por lo tanto
d| or 0 (drj oV 6
dt 6q f 8(]] dt 6q i

Estas dos identidades lleva a

< v ov
Z’L’t( éqj my - aq]éq_ 2.7

La energia cinética de una particula es T =mv-v/2, derivando
o(v-v)/op =2v-0v/of, donde B es un valor arbitrario. Asi, el trabajo virtual para una
particula esta relacionada con la energia cinética de una particula por
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W = Z or|_or ; 2.8
=\ dr\eg, ) o,

La ecuacion 2.8 fue obtenida contemplando una solo particula, pero ésta también aplica
a cualquier sistema de particulas, incluyendo sistemas de cuerpos rigidos. Para
considerar lo anterior como cierto, observamos que el trabajo virtual y la energia
cinética de un sistema son equivalentes a las sumas de las respectivas contribuciones
por las particulas que constituyen dicho cuerpo rigido. La caracteristica fundamental de
esta suma es que la fuerza limitante no contribuye al trabajo virtual. Asi la ecuacion 2.8
se refiere a las fuerzas externas conocidas de las coordenadas generalizadas.

Hasta el momento no se ha explicado un aspecto basico del desplazamiento virtual, el
cual define los estados que los incrementos dg; dan a las coordenadas generalizadas que
en cualquier instante son independientes y arbitrarias. Para hacer uso de dicha
arbitrariedad, se usan las ecuaciones 2.1 y 2.2 para representar el trabajo virtual. Se
emplea f como subindice para indicar cual fuerza externa es considerada, y 7, es la

posicion donde la fuerza es aplicada.

éWZF&r ZFZ 2.9

]laqj

El coeficiente virtual de cada incremento esta definido por 8g; para una fuerza
generalizada Q;. por lo tanto

- - OF
W =2.0,8,, QjZZFf'ai 2.10
J= ! q,

Usando esta expresion para describir el trabajo virtual en la ecuacion 2.8 quedando de la
siguiente manera

Nl d|oT oT
Z (J__ ,»59,-:0 2.11

Esta relacion debe ser satisfecha por cualquier valor de dg;. Se pueden seleccionar varias
combinaciones de N en la que solo un incremento no debe ser cero. En tal circunstancia,
la tinica posibilidad de satisfacer la relacion es que el coeficiente de cada 8g; aparezca
idéntico.

dIor)\ or _ 4 joi2.N 2.12
dt\oq, ) oq, '

Estas son las ecuaciones de Lagrange, las cuales evaluan el rendimiento de un sistema
especifico de N ecuaciones diferenciales de movimiento.
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Las ecuaciones de Lagrange son implementadas normalmente en formas ligeramente
distintas. La fuerza generalizada que esta en la ecuacion anterior describe todas las
fuerzas externas, independientemente de que sean o no conservativas. Del cualquier
forma el de de balance de de fuerza muestra que es mas conveniente representar el
efecto de las fuerzas conservativas en términos de la energia potencial. La definicion de
una fuerza conservativa es que el trabajo que ésta hace en la transmision entre cualquier
estado inicial 1 y el estado final 2 de un sistema es relacionada a su energia potencial en
estos estados por

W ,=V,~V, 2.13

2 =
Tomando estos dos estados como la posicion del sistema antes y después del
desplazamiento virtual. Debido a que la energia potencial puede depender inicamente
de la posicion instantanea del sistema, V puede depender solo de las coordenadas
generalizadas y del tiempo. El tiempo se mantiene constante en un desplazamiento
virtual por lo que V;=V(q,t) y V>=V(q;+ 8q;t). Asi el trabajo virtual realizado por una
fuerza conservativa es descrito por

W, =V(q;,)=V (g, + ;1) 2.14

Los incrementos virtuales son infinitesimales en magnitud, lo cual permite usar
diferentes calculos para representar las diferencias de la ecuacion anterior

X ov
5WC0”S = _zaaqj 2015

=194,
Esta relacion es usada para dividir el trabajo virtual en contribuciones de las fuerzas
conservativas y no conservativas. Se deben considerar los parametros de la fuerzas
generalizadas Q; que consisten de solo fuerzas que se han incluido en la energia
potencial, asi que

N N aV
W =W, +W, =Y 0.4, _Zggqj 2.16
Jj=1 j=1 Y4

Una comparacion de ésta representacion del trabajo virtual con la ecuacion 2.12 muestra
que los parametros de (; que aparecen previamente deben se reemplazados por
0, —8V/8qj , donde las tUnicas fuerzas descritan por Q; son las no contenidas en V. de

esta forma las ecuaciones de Lagrange son
ANoT) 0T OV 5 212N 2.17
dt\ 4, ) 6q; 0q,

Las ecuaciones de movimiento pueden ser obtenidas por diferentes métodos, para este
caso se emplea la mecéanica de Lagrange. El principio de de las ecuaciones de Lagrange
esta basado en la cantidad del Lagrangiano. El Lagrangiano es una cantidad que
describe el balance entre las energias no disipadas. Este se escribe como
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L=T,-V, 2.18

Donde Tr es la energia cinética y Vt es la energia potencial. Para poder emplear las
ecuaciones de Lagrange es importante considerar los grados de libertad del sistema. El
numero de grados de libertad es el nimero de coordenadas independientes necesario
para la descripcion completa del movimiento del sistema. Las coordenadas
independientes estan dadas por qi, Q,..., qu y son referidas como coordenadas
generalizadas.

Para los sistemas mecanicos, algunas posiciones (particularmente de las masas) serviran
como coordenadas generalizadas. En el caso de sistemas eléctricos, las cargas eléctricas
y los flujos magnéticos sirven como coordenadas generalizadas apropiadas.

Hay un numero de circunstancias bajo las cuales es permisible ignorar la gravedad en la
determinacion del coeficiente de rigidez. Tres razones comunes se presentan en el
plano horizontal. Traslacion a lo largo una linea recta y el movimiento de rotaciéon en
donde el centro de masa en la direccion vertical. Incluso cuando ninguna de estas
condiciones es conocida es posible que la gravedad pueda ser no importante en
comparacion con el efecto que representa el total del resorte.

En el caso de la suspension pasiva el efecto de la gravedad es despreciado en el trabajo
o funcion total del resorte, debido a que el efecto de la gravedad es minimo en
comparacion con el desplazamiento producido por las fuerzas externas. Por lo tanto el
efecto de la energia potencial desarrollada por la gravedad es omitido al momento de
determinar las funcionales Lagrangianas.

Asociada con cada coordenada generalizada g;, la ecuacion de Lagrange es dada por

dfoL) oL o _, 2.19
dt\ oq; ) 0q 0q;

Donde Pr es denominado como la funcion de disipacién de energia la cual describe la
disipacion de la energia en el sistema, Q; son las entradas generalizadas externas
(fuerzas) que acttian en el sistema.

Para analizar el sistema de suspension pasivo de dos grados de libertad se considera la
figura 2.1 que muestra el desplazamiento en el sistema.

Figura 2.1.

La energia cinética para éste sistema se expresa en las siguientes ecuaciones
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T,=T+T, 2.20

z:l%ﬁ 221
2
g:é%ﬁ 222

En el caso de la energia potencial se puede determinar aplicando las siguientes

ecuaciones
VT = Vl + Vz 223

La energia potencial de los resortes de este sistema de suspension pasiva se define por
las siguientes ecuaciones

|14 =lk]y12 2.24
2
1

Vz :Ekz(yz_yl)z 2.25

Por ultimo la ecuacion para el caso de la funcion de disipacion de energia

Pr=P;+P; 2.26
P Zld]ylz 2.27
2
1
P, :Edz(yz_yl)z 2.28

Utilizando las ecuaciones 2.20, 2.23 se determina la ecuacion lagrangiana del sistema.

L=T. -V,
L—lm '2+lm ‘Z—lk 2—lk( -y)’ 2.29
5 M 5 2V > M 5 2V =N .

Como se muestra en la figura 2.1 el sistema es de dos grados de libertad, por lo tanto se
determina primero la ecuacion del movimiento 6 Lagrangiana correspondiente en este
caso en ausencia de fuerzas externas al sistema queda de la siguiente forma

d(%]_%aﬂ:o 2.30
dt \ oy, oy, oy,
i 8—L =my, 2.31
dt \ oy,

oL
aiz_liﬁ‘sz(J’z_J’l) 2.32
Vi
OP

.T =d\y,—d,(y,—») 2.33
oy,

Reemplazando las ecuaciones 2.30, 2.31 y 2.32 en 2.33 la ecuaciéon del movimiento o
Lagrangiana es
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my +ky —k,(y,—y)+dy—d,(y,-y)=0 2.34

Para el caso de y, se tiene

d(aLJ o ok 235
dt\ oy, )" oy, M,

a a—L =m,Y, 2.36
dt\ oy,

OL

a:_kz(yz_%) 2.37
oP,

ai,rzdz(yz_yl) 2.38
V>

Finalmente las ecuaciones 2.35, 2.36 y 2.37 se reemplazan en la ecuacion 2.38 y la
ecuacion de movimiento para y; es

m,y, +k,(y, = y)+d, (3, = 3)=0 2.39

De esta forma las ecuaciones 2.34 y 2.39 son las Lagrangianas del sistema de
suspension pasivo vehicular con dos grados de libertad.

2.2 Respuesta dinamica de la suspension pasiva.

Las ecuaciones diferenciales que describen el movimiento de un sistema de suspension
pasiva de dos grados de libertad pueden ser escritas de forma matricial de la siguiente
manera

0 k+k, -k d+d, —d,|y
[ml :||:y1:|+|: 1 Ty 2}{)’1}4_[ 1 T4, 2}{)’1} =|:ﬁ(t):| 240
0 m —k, ky, | > -d, d, |7 0
La forma general de las ecuaciones del movimiento para un sistema de n grados de

libertad sin excitacion externa es
MY +DY+KY =0 2.41

Donde X =[xy, X2 ... X5 | son las coordenadas generalizadas, M es la matriz de masa, K
es la matriz de rigidez y D esa la matriz de amortiguamiento

M:{ml O} D:{dﬁdz —dz} K:|:k1+k2 —kz}

0 m,| —-d, d, [ —k, k,

Un sistema de n grados de libertad tendra »n frecuencias naturales, cada una de las
frecuencias naturales correspondera a un modo de vibracion. Un modo de vibracion
define las relaciones entre las amplitudes de vibracion de cada coordenada generalizada.
Para realizar el analisis de las frecuencias naturales normalmente el amortiguamiento no

es considerado o sea el sistema libre. Por lo que la ecuacion de frecuencia natural es de
la siguiente forma

o, =0,1-¢° 242

35



Considerando a wg como la frecuencia de amortiguamiento, @, como la frecuencia
natural, aplicando un factor de { < 0.2 se considera que las frecuencias natural y de
amortiguamiento son casi las mismas. Debido a esta consideracion se determinan las
frecuencias naturales si amortiguamiento es decir D = 0 por lo que la ecuacion 2.41
queda de la siguiente forma

MY +KY =0 242
Para determinar las frecuencias naturales la ecuacion 2.42 es multiplicada por M asi se
obtiene

Y+M7KY=0 243
Definiendo A = M'K y proponiendo Y = xe?®, con y constante y j* = -1 como solucion
de la ecuacion 1.4.8 el resultado es

—@’ e " + Aye ' =—@’Y + AY =0 2.44

Agrupando términos y considerando A = ®?, la ecuacién 2.44 toma la siguiente forma

[A-AI]x =0 2.45
Considerando a I como la matriz identidad, esta ecuacidn es un sistema de ecuaciones
algebraicas homogéneas, para obtener la solucion de dicho sistema el determinante de la
matriz [A-Al] debe ser cero. Dicho determinante esta dado por

A +b A +b, A7 +..+b, =0 2.46

cuya ecuacion 2.46 es conocida como el polinomio caracteristico ¢ polinomio de
frecuencias.

Sustituyendo las ecuaciones del movimiento 2.34 y 2.39 en A y [A-AI] se obtiene

k1+k2 ;kz kl_k2 ) _ﬁ
= -l = ml ml A_I/l = ml ml
e B A A E

m, m, m, m,

Y el polinomio de frecuencias queda como

det[A—I/z]zz%/{—kl—kz—kz}klkz 2.47
memom, | mym,
Las raices de dicho polinomio que definen las frecuencias naturales del sistema son

_kmy +kymy + keym, + \/klzmzz +2kmik, = 2mm k. k, +k;m; + 2k; m,m, + kim} 5 48

1
2mym,
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_kmy +kym, + kym, —x/klzmz2 +2kmik, —2mm,kk, + kam; + 2k;mym, + kom! 5 49

2
2mm,

El siguiente paso en el andlisis de las vibraciones mecénicas de un sistema de
suspension pasiva de dos grados de libertad es encontrar la funcion de transferencia
aplicando la transformada de Laplace a las ecuaciones del movimiento

ms’Y, +(k + k)Y, kY, = F
m,s’Y, —k,Y, +k,Y, =0

2.50

Donde
Y, =L(y),Y, =L(y,), F =L(f(1)) 2.51

Y L(e) es el operador Laplaciano. Finalmente las funciones de transferencia

G,(s)= %, G,(s) = Y%, son obtenidas resolviendo las ecuaciones 2.50 para Y,y Y»

[F
Y =4; 2.52
0
Donde
4= ms® +k, +k, —k, ¥ Y 5 53
’ —k, mys* +k, | Y,
Esto es
k,F

4 2 2 2
ms m, +msk, +kmys” +kk, +k,m,s

= 2.54
(m1s2 +k +k, )F
ms*m, +ms’k, + mks> +kk, +k,m,s’
Al dividir el primer componente de la matriz 2.54 entre F
G, = y 2.55

ms*m, +ms’k, +km,s® +kk, +k,m,s’

Para obtener la frecuencia del sistema en suspension pasiva con dos grados de libertad
es necesario considerar valores para k; = 400000 N/m, k; = 140000 N/m, m; = 290 kg,
my =59 kg y s = iw; obtenido

G - 140000
' 7 171100" —724600000" + 56000000000

2.56
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Se considera un intervalo para o de 0 a 70 Hz la respuesta del sistema es la siguiente

[F(s)¥(s)| [4B]

0 10 o a0 40 50 Bl 70

Frequency o [Hz]
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CAPITULO Il

ANALISIS MODAL DEL SISTEMA DE SUSPENSION
AUTOMOTRIZ CON EXCITACION EN LA BASE

El analisis de la suspension automotriz desde el punto de vista de disefio mecéanico es contemplando
un cuarto de la suspension del automovil y del sistema de dos grados de libertad como se muestra
en la figura 2.1; ésta también muestra la excitacion en la base que representa la forma de la
superficie por la cual se desplaza un vehiculo. En este analisis se considera una excitacion de tipo
armoénica.

3.1 Determinacion de las ecuaciones de movimiento con excitacion en la base.

wt

ma
ke H_‘ p
|
mg
k. ’J_‘ s

Wl

Wl

Figura 3.1 Cuarto de suspension con excitacion en la base.

Los datos a considerar para cada una de las variables del modelo propuesto como lo muestra la
figura 3.1

Tabla 3.1 Valores numéricos de los parametros considerados en el sistema.

mMa | Masa de un cuarto de automovil 500 kg

mg | Masa de suspension, placa y empaque 57 kg

k, | Rigidez del empaque 2.03x10° N/m
ks | Rigidez de la suspension 46251 N/m

Cp, | Coeficiente de amortiguamiento del empaque(calculado en el punto 2.3) | 402 000 N s/m
C; | Coeficiente de amortiguamiento de la suspension 6874.8 N s/m

39



Las ecuaciones de movimiento pueden ser determinados por diferentes métodos, en el capitulo I se
muestra uno de ellos para determinar dichas ecuaciones, por lo tanto las ecuaciones quedan de la
siguiente forma para un sistema del tipo antes mencionado:

Ko(¥o =)+ Cylya —yi)=m,y, 3.1
Ko(¥5 = ¥2)+ Co(¥5 = V2 )+ Ko (¥ = ¥2) +Co (3, = ¥,) = me y, 3.2
Para ésta analisis se propone un movimiento de la base de tipo arménico de la siguiente forma
y,(t) = Ysenajt 3.3
Derivando con respecto al tiempo se tiene
A (t) =Yw, cos w,t 3.4

Sustituyendo las ecuaciones 3.3 y 3.4 en 3.2 y reacomodando términos, la ecuacion antes
mencionada queda de la siguiente manera:

ks(Ysena%t - yz) +C5(Ya)3 Cosa)3t - y2)+ kp(yl - Y2)+Cp(y1 - yz) =Mgy,
k;Ysenat =Ky, +cYw, cosot —c.y, + K (Y, = ¥,) +C, (Y, = ¥,) =m,Y,
MY, +K Y, =K (Y, = Y,) + €Y, —=C (Y= Y,) =K Ysenawst +C.Y w, cos o, cos wt 3.5

Con la substitucion antes mostrada por las ecuaciones de movimiento pueden ser expresadas como
se muestra a continuacion.

mAyl_Kp(yz_yl)_cp(Y2_y1)=0 3.6

MgV, + Ky, =K (Y, = ¥,) +C. Y, —C, (Y, = ¥,) = KYsenast + ¢.Y w; cos ot 3.7
Las ecuaciones 3.6 y 3.7 pueden ser escritas de forma matricial, quedando de la siguiente forma:

m, 0]y n Cp _Cp i " Kp _Kp Yi _ 0 38
0 mg]ly,] |-C, C+C lly,| |-K, Ki+K, [y, K.Y sinot+CYm,cosmt |

La ecuacion 3.8 es de la forma que se neutra a continuacion:

My + Cy + Ky = F(t) 3.9
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3.2 Calculo de las frecuencias naturales

Una vez determinadas las ecuaciones que describen la dinamica del sistema el calculo de las
frecuencias naturales es calculado de la siguiente forma:

Para el calculo de las frecuencias naturales se hace la misma consideracion que en la seccion 2.2
(Considerando a @y como la frecuencia de amortiguamiento, ®, como la frecuencia natural,
aplicando un factor de { < 0.2 se considera que las frecuencias natural y de amortiguamiento son
casi las mismas. Debido a esta consideracion se determinan las frecuencias naturales sin
amortiguamiento es decir D = 0), por lo tanto la ecuacion 3.9 queda de la siguiente forma

My + Ky =0 3.10

Las frecuencias naturales son determinadas mediante la solucion del siguiente problema propio

A=M"K 3.11
Sustituyendo matrices
L 0 ﬁ _5
A=|Ma {kp K }: My M,
0 L _kp ks+kp _ﬁ k5+kP
Mg Mg Mg

Obteniendo los valores propios de la matriz A como se muestra a continuacion:

22 22 22 2 2
_kymy+k mg +km, +\/kpmA +k,mg +kimy, +2k m,mg +2m,k ko —2m,mgk k;

3.12
2m,m,

_kmy+k,mg +k.m, —Jkgmf\ +komg +kZmy +2kom,mg +2mgk k, —2m,mgk k, i 13

? 2m,m,

Sustituyendo los valores correspondientes de acuerdo al problema planteado y considerando que A=
o’ resulta lo siguiente:

A, =404039 = @ =wn, =./4 =201rad/s=31.99 Hz
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A,=81.53 = ,=on,=./4, =9rad/s=1.43 Hz

3.3 Calculo del coeficiente de amortiguamiento de la placa.

Para el empaque de polimero que se encuentra como absorbedor de vibraciones entre la suspension
y la carroceria del automévil se considera que tiene una relacion de amortiguamiento de tal manera
que el sistema desacoplado placa-polimero-automoévil sea sobre amortiguado, entonces proponemos
una relacion de amortiguamiento de { = 2 por lo que:

C
{=—1"—; 3.14
2m,w,

Despejando Cp de la ecuacion 3.14 y sustituyendo los valores de la tabla 3.1 asi como la frecuenta
natural de m, se obtiene el coeficiente de amortiguamiento del empaque

C, =2(2)(500)201) = 402000 Ns/m

3.4 Calculo de la respuesta en el tiempo del sistema de suspension con la excitacién en la base.

Con el célculo del amortiguamiento del empaque, todos los parametros necesarios para calcular la
fuerza que se transmite a la masa por medio de la suspension debido a la forma del camino por el
cual el vehiculo se desplaza: Para realizar dicho calculo la ecuacion 3.8 es empleada nuevamente,
ésta ecuacion muestra que se tiene que considerar el principio de superposicion, ya que la excitacion
esta dada por dos entradas armodnicas para obtener la respuesta en el tiempo. Las dos entradas

armonicas son: Fy, =k.Ysena,t y la segunda es Fj, =CYw,cosw,t. Para continuar con los

calculos de la fuerza a la que esta sometida la suspension se considera w; = ® la cual es la
frecuencia de excitacion en la base.

La respuesta de un sistema de este tipo: My +Cy+ Ky =F (t) esta dada por:
y(io)=Z"(io)F, 3.15

~1(: . . . . y s
Donde Z (I a)) es la inversa de la matriz de impedancia mecanica, Fy es el vector de fuerzas
incluyendo las frecuencias al que se encuentra sometido el sistema.

La respuesta del sistema en cuestion estd dada como se menciono anteriormente por la
superposicion de las respuestas considerando Fy; y Fy, por separado por lo que:

y(t)TotaI = y(t)Fm + y(t)Foz 3.16

Donde y(t)T

dos fuerzas armoénicas consideradas como Fg; v Fy,. El término y(t)FO1 es la respuesta en el tiempo

ol €S la respuesta en el tiempo combinada para el sistema de suspension, debida a las

debida a la fuerza Fy, y y(t)FO2 es la respuesta en el tiempo debida a la fuerza F,.
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Considerando F;, =Kk.,Ysenat la respuesta se calcula a continuacion. Primero se obtiene la matriz
de impedancia mecanica:

Z(iw){—wfmA+iw3(:p+Kp -iw}C, - K, }

—iw;C, - K, —o{mg +io,(C,+C )+ K + K,

Al sustituir los valores correspondientes a nuestro sistema se determina la matriz de impedancia
mecanica

. ~500@; +i4020000, +2.03x10° —i4020000; —2.03x10°
Z(iw) = 18

—i4020000; —2.03x10° ~57w; +i6874.8w, +2.4782x10°

El vector de fuerza para el caso cuando la fuerza de excitacion es: Fj; = K;Ysenm;t esta dado de la
siguiente manera, donde F; es la magnitud de la fuerza Fy,.

0
Fo = [kY}sena}J = F -senat 3.19

S
Realizando la operacion: y(t)=Z '(iw)-F,

—46251(2.03x10° +i4020000°)

| —16160402850000* +1.655215x10" @ +i(2.273514x10° &° +1.63212x10” w* —1.664668 x10'"* @) —9.38895x 10"

—46251(5000° +2.03x10° +i4020000)

—1616040285000* +1.655215x10" @* +i(2.273514x10" @ +1.63212x10" 0* —1.664668x10'* ) —9.38895x10"

Donde el primer termino del vector anterior es:

—46251(2.03x10° +i4020000°)

—1616040285000* +1.655215x10" @ +i(2.273514x10"° &° +1.63212x 10" * —1.664668 x 10" ) —9.38895x10"°
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Debido a la complejidad de las ecuaciones 3.21 se agruparan términos para simplificar el
procedimiento. Se puede observar que la ecuacion de Yy, (o) esta de la forma:

A+iB
w)=——kY 3.22
ylFOl( ) C+|D S

Separando los términos real e imaginarios:

AC -BD)+i(BC - AD
YiFoi(o) = _( Cz _ Igz ) KY 3.23

La magnitud de este valor esta dada por:

AC-BDY) (BC-ADY
mag_yn:m(a))z KsY\/( C:_D2 ) +( Cc2_D2 ) 3.24

Con un angulo definido por

¢, =tan” BC-AD 3.5
AC — BD

Por lo tanto el valor total de Y, es decir, el desplazamiento debido a la carga F,, = K.Ysena,t es:

Yy, =mag _ y1F01(a))Sin(wt - (01) 3.26
Donde:

A=2.03x10°
B = 4020000°
C =-1616040285000" +1.655215x10" »* —9.38895x 10"
D =2.273514x10°®’ +1.63212x10" @* —1.664668 x10" ®

Con el mismo procedimiento la magnitud y,; debida a la fuerza F;, =Kk.)Ysena,t se calcula

—46251(5000° +2.03x10° +i4020000) 397
—1616040285000° +1.655215x 10" @ +i(2.273514x 10"’ +1.63212x 10" &* —1.664668 x 10" @) —9.38895 x 10"°
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Agrupando términos para simplificar el procedimiento. La ecuacion de Y, (o) esta de la forma:

a+ib
=——kY 3.28
yZFOl C+id S

Separando los términos real e imaginarios se tiene:

_(ac—hd) +i(bc—ad)

Yaroi (@) = g’ k.Y 3.29
La magnitud de este valor esta dada por:
ac—bd ) (bc-ad)
mag_yZFm(a)):ksYJ(cz_dzj +(c2—d2} 2.30
Y el angulo se define por
()

Por lo tanto el valor total de Y5, es decir, el desplazamiento debido a la carga F), = ksYsena)3t
sera:

Y,, =mag _ Y,e (@) sen(at —e,) 3.32
Donde:

a=500w+2.03x10°
b = 4020000

c =-1616040285000" +1.63212x10" ®* —9.38895x 10"
d=2.273514x10%@> +1.63212x102 w* —1.664668x10" @
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El calculo de los desplazamientos generados por la fuerza Fy; ha sido calculador. La fuerza total a la
que el sistema se encuentra sometido el sistema de suspension en éste analisis esta formada por 2

componentes; la fuerza Fj, =CY®,cosm;ty la segunda componente de la fuerza total. Para

determinar las ecuaciones que describen los desplazamientos es empleado el mismo procedimiento
que fue aplicado para determinar los desplazamientos por la fuerza uno. .

La matriz de impedancia mecanica es:

~ 500007 +i402000, +2.03x10° 40200007 —2.03x10°

Z(iw) =
(1) —i4020000; —2.03x10° ~57w; +i6874.8w, +2.4782x10°

El vector fuerza para el caso cuando la fuerza de excitacion es: Fj, = C.Y®, cosaw,t esta dado de la

siguiente manera, donde F, es la magnitud de la fuerza F,.

0
Fo, = coswst = F, -cosmgt 3.34
c.Y w,

Realizando la operacion Y(t) = Z ' (iw)- F,, se obtiene como resultado el vector:

6874.8(i4020000° +2.03x10°)
| —1616040285000° +1.655215x10" @® +i(2.27351x10° @® +1.63212x10" 0* —1.664668 x 10" ) —9.38895x10" | 3.35
P2 6874.8(—5000° +i402000@ + 2.03x10°)
—1616040285000* +1.655215x10" @® +i(2.27351x10° @® +1.63212x10" 0> —1.664668 x10"* ) —9.38895x10"

Obteniendo el primer valor de este vector tenemos:

6874.8w(14020000” +2.03x10°) 3.36
~1616040285000" +1.655215x10" @ +i(2.27351x10° @® +1.63212x10" 0* —1.664668 x10'* ) —9.38895 x10"°

Yo (@) =

Se observa que esta ecuacion es de la forma:
E+iF
C

———CcYo 3.38
G+1H

Yiro (@) =—
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Yy (@) =

Separando los términos real e imaginarios obtenemos:

(EG-FH)+i(FG—EH)
GZ_H2

Yiro (@) =— CYw 3.39

La magnitud de este valor esta dada por:

EG-FH) (FG-EHY
mag_Y1Foz(w):Cst\/[ G2_H2 J +(G2—H2 j 3.40
El angulo esta definido por la siguiente ecuacion
o = tan‘l(FG —En j 341
EG-FH

Por lo tanto el valor total de Y», es decir, el desplazamiento debido a la carga F, = C.Y @, cos st

sera:
Yi(t) =mag _ Y, (@) - cos(at —pl) 3.42
Donde:

E=2.03x10°
F =4020000°
G =-1616040285000" +1.6552215x10" @* —9.38895x10°
H =2.273514x10°0" +1.63212x10" »* —1.664668x10" o

El calculo de y, debida a la fuerza Fj, = C,Yw, cosaw,t es:

6874.80(—50000 + 4020000+ 2.03x10°)

—~1616040285000* +1.655215x10" @* +i(2.27351x10° @’ +1.63212x10" @* —1.664668 x 10" @) —9.38895x10"°
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La cual esta de la forma:

exif cYw 3.44

Yore (@) =— T

Separando los términos real e imaginarios se tiene:

(eg — fhy+i(fg _Eh)CYa)

Yare (@) = g’ —h’ s 3.45
La magnitud de este valor esta dada por:
2 2
eg— fh fg —eh
mag_yzpoz(a’)=Cst\/[gz_hzj +(gz_h2 3.46
Con un angulo
@, = tan‘( 9 eh] 3.47
eg— fh

Por lo tanto el valor total de Y2, es decir, el desplazamiento debido a la carga F, = C.Y @, cosaw;t
sera:

Y,=mag VY,r,(®): cos(a)t - goz) 3.48

Donde:

e =-500w" +2.03x10°
f =402000w

g = —1616040285000" +1.655215x10" @* —9.38895x10"

h=2273514x10°@" +1.63212x10"% @’ —1.664668x10" »
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La respuesta combinada estard dada por la suma de las respuestas individuales como se muestra a
continuacion:

Y, (t)=Y,,(t)+Y,(t) 3.49

Yz(t):Yzl(t)"'Yzz(t) 3.50

La magnitud de la ecuacion 2.49 y el angulo son obtenidas para obtener el desplazamiento de Y, (t) :

Yl (t) =mag _ Yeq (a)) ’ Sen(a)t - (pl) +Mag _ Yiep (a)) ’ cos(a)t - (01) 3.51

Y = X/mag _ ylFOl(a))Z +mag _ Yigp (60)2 *COS(C‘)t —¢ _¢1) 3.52

Donde el angulo ¢, es

¢1 — tanl(mag — ylFoz(a))j 353
mag _ Y, ()

También se consideran la siguiente relacion I = — vy se grafica.
1

La grafica correspondiente a la funcion de la respuesta combinada del desplazamiento Y; se
muestra a continuacion:
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.14+

.12+

Yro1 [m]

0 .02+

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

ﬂ/
&H‘{

Grafica 3.1 Desplazamiento de Y, (t)

El procedimiento para calcular el angulo y la magnitud en la ecuacion 3.50 es el mismo empleado
en la ecuacion 3.49

YyM) =mag Y, (@) -sen(ot—@,)+mag _ Y,qq, (@) cos(at—p,) 3.54

Yor = \/mag _ ysz(a))z +mag _ y2F01(0))2 -cos(wt—¢, —9,) 3.55
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Donde

# = tan‘l(mag = yZFOZ(a’)] 3.56
mag _ Y,eq (@)

., . ., [
También se considera la relacion I, = — y se grafica.
1

A continuacion se muestra la grafica correspondiente la funcion del desplazamiento Y):

.02
0.015]
—
=
—
L |
=
o
.01
0.005]
o 05 1 15 2 25

Grafica 3.2 Desplazamiento de Y, (t)
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3.5 Célculo de la fuerza transmitida.

Para obtener la fuerza transmitida a la carroceria del vehiculo se deriva dos veces el desplazamiento
total de la respuesta de los dos grados de libertad y multiplicarla por la masa, las @ que aparecen en
estas funciones son la excitacion de la base.

Las ecuaciones de movimiento 3.1 y 3.2 son las siguientes

K, (Y, =y,)+C,(y, - v,)=m,y,

Ko(¥s = ¥2)+Co (5 = ¥5)+ Ko (v, = ¥,)+ Co(y, = V2 ) = Mg ¥,

La respuesta en el tiempo de las dos coordenadas generalizadas del sistema se define con las
ecuaciones 3.52 y 3.53, y la aceleracion de cada uno de los desplazamientos totales es obtenida
mediante la obtencion de la segunda derivada de los desplazamientos. La respuesta combinada de la
coordenada generalizada Y, y la segunda derivada es:

Yy =Y = _a)z\/mag Ve (@) +mag _y,ep (@) -cos(at -9, - 4) 3.57

La segunda derivada de la coordenada generalizada:

Y, =Yy =—0"\/mag _ Y, (@) +mag Y, (@) -coslat —p, -4, .
Yy =-a" | () () cos(at—g,—¢) 358

Multiplicando por las masas del sistema, las ecuaciones 3.57 y 3.58 se tiene:

Fr (t) = —mAa)z\/mag _ )/n:m(a))2 +Mag _ Yigp, (a))z ~cos(a)t ¢ _¢1) 3.59

For (t) = _mBa)z\/mag _ ysz(a))2 +mag _ YzFoz(a))2 -COS(a)t 2 _¢2) 3.60
Estas ecuaciones son de la forma:
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Fr () = R (0/@)-sen(ot — ¢, - ¢) 2.61
Coni=1.2

Lo que interesa es la F; (@), para después sumar las fuerzas y obtener el valor de la fuerza total,
dicha fuerza es la que se transmite hacia la masa mg.

Por lo que se tendra que Fr es la fuerza total transmitida a la masa mg:

Fr=F; (a)/a)l)+ For (a)/a)l) 3.62

La grafica 3.3 muestra el comportamiento de la fuerza a la que se encuentra sometido el sistema en
un barrido de relacion de frecuencias de 0 a 100.

Fr [N]

10

@ [Hz]

Grafica 3.3 Fuerza transmitida a la masa mg.
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CAPITULO IV

ANALISIS DEL ACOMPLAMIENTO DEL SISTEMA DE
SUSPENSION Y CARROCERIA

El método de los elementos finitos es utilizado para determinar la solucion numérica de
las ecuaciones diferenciales parciales que gobiernan el sistema acoplado entre
suspension y carroceria del vehiculo por analizar.

El método se basa en dividir el dominio sobre el que estan definidas las relaciones
diferenciales de las variables en forma de ecuaciones diferenciales parciales que
caracterizan el comportamiento fisico del problema en una serie de subdominios no
intersectantes entre si denominados elementos finitos. El conjunto de elementos finitos
forma una particion del dominio también denominada discretizacion. Dentro de cada
elemento se distinguen una serie de puntos representativos llamados nodos. Dos nodos
son adyacentes si pertenecen al mismo elemento finito; ademas, un nodo sobre Ila
frontera de un elemento finito puede pertenecer a varios elementos. El conjunto de
nodos considerando sus relaciones de adyacencia se llama malla.

Los célculos se realizan sobre una malla o discretizacion creada a partir del dominio con
programas especiales llamados generadores de mallas, en una etapa previa a los calculos
que se denomina pre-proceso. De acuerdo con estas relaciones de adyacencia o
conectividad se relaciona el valor de un conjunto de variables incognitas definidas en
cada nodo y denominadas grados de libertad. El conjunto de relaciones entre el valor de
una determinada variable entre los nodos se puede escribir en forma de sistema de
ecuaciones lineales. La matriz de dicho sistema de ecuaciones se llama matriz de rigidez
del sistema. El numero de ecuaciones de dicho sistema es proporcional al numero de
nodos.

Tipicamente el método de los elementos finitos se programa computacionalmente para
calcular el campo de desplazamientos y, posteriormente, a través de relaciones
cinematicas constitutivas el calculo de las tensiones respectivamente cuando se trata de
un problema de mecanica de sélidos deformables o mas generalmente un problema de
mecanica de medios continuos. El método de los elementos finitos es utilizado debido a
su generalidad y su versatilidad de considerar dominios de de geometria compleja y a la
diversidad de campos tanto de la fisica como de la ingenieria tal como son problemas
de transmision de calor, de mecanica de fluidos para calcular campos de velocidades y
presiones (mecanica de fluidos computacional, CFD) o de campos
electromagnéticos.Soluciones numéricas debido a la imposibilidad practica de encontrar
la solucion analitica de estos problemas, con frecuencia en la ingenieria los métodos
numéricos y, en particular, los elementos finitos, se convierten en la Unica alternativa
practica de célculo.

54



4.1. — Funciones de interpolacion.

Para establecer el escenario para el desarrollo técnico del Método del Elemento Finito y
obtener las matrices de masa y rigidez se considera un elemento finito e con un grado de
libertad u, puntos de mallado 6 nodo 1 y 2 y una longitud L como se muestra en la

figura 4.1
v T
’ |
" L >
I |
1; Element e 1,
— ] ——
1 2
Figura 4.1

De la figura anterior se puede formar el vector de desplazamiento de los nodos

e [
o=l 4.1
Si se conectan los nodos (u; y u;) en una linea recta se puede emplear una funcion de

interpolacion lineal. De esta forma esta funcion es equivalente para representar la
dependencia de u sobre el elemento de la siguiente forma

u(x) =uy,,(x) + u,p,,(x)

4.2
X X .
xX)=1-—, X)=—
l//ul( ) L l//uz( ) L
Sustituyendo la funcién de interpolacién in u(x)
u(x=0)=
(x=0)=u 43
u(x=L)=u,

El campo de desplazamiento del elemento es relacionado con el desplazamiento de los
nodos por

[u(e.0]= [Nl 44

Donde [N )] esta formado por la funcion de forma

N=lv., v.] 45

4.2 Matrices Elementales
4.2.1 Matrices elementales de un elemento finito

El siguiente paso es construir las expresiones eclementales de energia y fuerza
relacionadas con el desplazamiento del elemento. Se deben emplear las funciones de
forma para representar la dependencia axial de los pardmetros de masa y rigidez en la
seccion transversal en términos de los respectivos valores en el nodo de acuerdo con
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PA() = (pA) . +(PA)y,,
EA(x) = (EA)\y,, + (EA)zl//uz 4.6

EI(x) = (ED)y,, +(EI)y,,

La energia cinética del elemento es obtenida usando la ecuacion 4.4 para caracterizar la
velocidad de los componentes, por lo tanto

r= ;J.OL PA G [”2 }z’x
7 =2 [ lon) v+ (or)y Jalkis
4.7
7= (oA [ vl TINT Vb (om) [ wala TINY Vg o
- (on), [ v o VT T i

r=1
9 4

1

Por definicion la representacion estandar de la energia cinética T es
1 e r e e
=l b} 48

La comparacion de estas alternativas que describen la energia cinética T lleva a la
matriz de inercia del elemento

)= 32 (om) [/, VT I hin 49

En el caso especial donde la seccidon transversal es constante sobre el elemento, la
funcién es yy,1 + Yy = 1, por lo tanto

[ ]= pA [ [NT [V ki 4.10

La descripcion de la energia potencial procede de una forma similar. El operador
matricial [D] para indicar las operaciones requeridas para obtener el esfuerzo axial y de
flexion del desplazamiento de la siguiente forma

oo o ol w17 0] e

o*w/ow? w(zx, 1) 0 &*/ax?

La suma de las energias debido a esfuerzos de flexion y tension en el elemento esta dada
por
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1L ouY 0*w ’
V=2 jo [EA(x)(axj +E1(x)( 6x2j }dx 4.12

La variacion espacial de EA y EI se describe en las ecuaciones 4.6 y las ecuacion 4.11
describe el campo de esfuerzo de donde se define

” . il//uj(EA)j 0
v =1 [ oIl | 2 [DIV Y e

4.13
OISO & AT
La forma estandar de la energia potencial V por un elemento es
v =t el 4.14

Acoplando las dos ltimas expresiones se obtiene la matriz de rigidez del elemento.

(E4), 0

kS lo| ) ) ol s

Si la seccion transversal es uniforme a través del elemento, la ecuacién anterior se
reduce a

E4 O
0 EI

k)= [ IvT [D]{

}[D][N]dx 416

Para el caso de un grado de libertad de un elemento con una seccién transversal
constante se obtiene la matriz de masa usando la ecuacién 4.10. Resolviendo es
ecuacion se obtiene

VT ][, w{‘”H o %%z} .17

2
u2 Vo Vo

Aplicando la integral como muestra la ecuacion 4.10 para cada funcion la matriz
anterior se obtiene

PAL  pAL
; 3 6 |_pPALI2 1
el _ 4.18
[ ] PAL  pAL 6 [1 2

6 3
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Ahora tomando la ecuacion 4.16 y resolviéndola para el caso del elemento en cuestion
se obtiene la matriz de rigidez

GC Tl N TR Gl [Pl i) T

4.19

!

EA(l//ul lr//u2 ) EA(Wu2 )2 B

:|: EA((//;” )2 EA(‘//uI l//,uZ )

Siguiendo el procedimiento de la ecuacion e integrando cada termino en la matriz
anterior se obtiene la matriz de rigidez del elemento que se esta analizando en este
ejemplo.

[Ke]=EA[1 _1} 4.20
L|-1 1

4.2.2Ensamble de las Matrices Elementales .
El siguiente ejemplo de la figura 4.2 esta compuesto por dos elementos y dos grados de

libertad y resuelto con el procedimiento anterior pero ilustrando el método del elemento
finito para 2 elementos.

w QTE. 11 W3 13
o=

Wy Lo,

Figura 4.2

El primer paso en la solucion de este problema es considerar cada elemento y
desarrollar el proceso antes mostrado, por lo tanto se considera el elemento horizontal
con el numero 2 como lo indica la figura anterior. Para determinar la matriz de masa se
determinan los parametros necesarios.

58



u(x) =wy,, (x)+uy,,(x)

X
l//ul(x)zl_z

u(0) =u,

X
W, (x) = 7
u(Ll)=u,

PA®) = (pA) v, +(PA ),

421
EA(x) = (EA)1 Vit (EA)z Vs
l//ul (X) = l//wl (X) l//uZ (X) = WWZ (X)
)=
q (= {ul’WI’MZ’WZ}
[v*]- [%1 0 w, 0 }
0 WWI 0 lr//wZ
Usando la ecuacion 4.10 se obtiene
Wul 0
0 0 0
[N]T [N] _ Vi |:l//ul Vi }
u2 0 O le O l//w2
0 l//w2
s 4.22
Vi 0 ViV 0
— O l//w12 0 WWIWW}
Vil 0 ‘//uzz 0
O lelr//w3 0 l//W32
Integrando cada termino de la matriz de la ecuacion 4.22
/3 0 16 0
0 113 0 16
[M?]= pAL / / 4.23
/6 0 1/3 0
0 16 0 13

Debido a que la matriz [N] es la misma para los dos elementos que componen el sistema
mostrado en la figura 4.2, la matriz de masa es la misma para dichos elementos

(elemento 1 y elemento 2)

Empleando ahora la ecuacion 4.16 se determina la matriz de rigidez para el caso del

elemento de dos grados de libertad.
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Wul O l//ul O
INFIDT 0 wafdox 0 ] o y, [BA 0
L 00 @] |y " o [0 EI
0 l//w2 L 0 WWZ ]
lr//ul EA O Wul EA O _
| 0 wuE [N]D]= 0 v,Eljy, 0
l//u2 EA O l//uZ EA 0 L 0 l//wl
L 0 l//wz EI_ L 0 WWZ EI_
i "N\ 2 ' '
EA(‘//ul ) 0 EA(V/ul l//uZ ) 0
1\ 2 "
0 EI(WWI ) 0 El(l/lwl l//WZ
= ' ’ \2
EA(Wul l//u2 ) O EA(I//uZ ) O
" " ”\2
0 EI(WWl lf//W2 ) 0 EI(WWZ \J

l//uZ
0

l// w2

:

4.24

Resolviendo cada una de los integrales en los elementos de la matriz de rigidez obtenida

en la ecuacion 4.24 se obtiene

EA , _EA
L L
k-] 0, 0 0 0
_EA 4 EA 4
L L
0 0 0 0

4.3 Conversion a las coordenadas globales.

4.25

Para el caso del elemento 1, la matriz de rigidez [K] es la misma debido a que Isa
componentes son iguales. Esta matriz debe ser llevada al las coordenadas globales del
sistema. Para poder representarla en forma global dicho se emplea la matriz [R°], la
es el vector

global de coordenadas generalizadas para el elemento e, si se toma como referencia el
elemento 2, por lo que el elemento 1 es movido, debido a que existe un angulo entre
estos elementos de 90° entre ellos por lo que las funciones senf y cosf son empleadas.

cual se denomina como la matriz de transformacion de rotacion y {qe

)=l Ty
-l T T

4.26
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0 1 0
-10 0 0
[R']=
0 0 0 1
0 0 -1 0
[0 0 0 0]
PA . EA . 0 -1 0 0
- B 1 0 0
[KI]Z[RI][KZ][RI]: oL 0 OL 0lo o o0 -1
_EA 0 _EA 0oilo o 0
L L
L - 4.27
0O 0 0 0
o FA o EA
0O 0 0 ©0
o FA o EA
i L L |

La matriz obtenida en 4.27 para el elemento uno es compatible con el elemento dos por
que ahora este elemento esta en el sistema global de coordenadas.

4.4 Ensamble de los Elementos.

Debido a que los dos elementos construyen un componente general es necesario
ensamblar las matrices que se han determinado en las secciones anteriores (masa y
rigidez).En efecto para poder realizar lo anterior es importante introducir un nuevo
concepto que permite crear una nueva matriz para el ejemplo que se esta analizando.
Este nuevo concepto es llamado conector de matrices y esta representado por [S°] 'y se
aplica como se muestra a continuacion.

e y=1sJia) 428
Para el elemento uno tenemos
u, 0 0 0 Offu,
0 0 0 Of|w
=" = ¢ 4.29
u, 1 0 0 Offu,
w, 0 1 0 0f\w,
y para el caso del elemento dos
u, I[ 0 0 0ffu,
0 1 0 Of|w
=" = “ 430
u, 0 0 1 0fug
w, 0 0 1][w,;
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La letra g indica el elemento y nodo en el que se esta trabajando. Una vez obtenida la
matriz [S], el proceso para encontrar las matrices antes mencionadas se procede de la
siguiente forma, asi para el caso de la matriz de masa, se determina por:

[M]:Z[SHMIS] 431
Por otra parte la matriz de rigidez se determina mediante

[R]-Zls Tr]s] 432

Donde [M ] y [K ] son las matrices de masa y rigidez de todo el sistema que se esta
analizando, por lo que queda de la siguiente manera

000O0[Y3 0 16 00O 0 1 0
00 0O0[0 13 0 1/6{0 00 1
[s'] [m']s']= / /
1 000(l/6 0 13 0[O0 000
01000 16 0 13/0 0 0 0
433
1
Aooo
]
_[o Koo
0 0 0 0
0 0 0 0
10003 0 /6 01 0 0 0
01 00[0 13 0 16[01 00
50T )- N
001 0|6 0 13 0[00T10
000 1|0 16 0 13]0 0 0 1
4.34

o oo

[y —_
NI
(e

—_ —_
&oo\ o

Aplicando la ecuacion 4.31 se obtiene
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— NS
SEIN o&
(@]

— —

° T o T

0
1
AR 70 C T O ) O VS BRI e
Y
Para la matriz de rigidez
0 0 0 0]
vixrfo 0000 B0 EAlG oo
[SHKIS]:loooo 0 0 0o 00 0
EA EA
0100_0707__0000
436
0 0 00
[0 EAZ 0 0
o 0o 00
0 0 00
1000_ELA O—ELAO—_1000
0100 0100
Tl )- 0010 _gj g é g 0010
0001_0L o 5 o0 0 01
437
EA/L 0 _E% 0
| o 0o o o0
_EA/L 0 E% 0
0 0 0 0
De la ecuacidn 4.32 se determina
_EA/L . —EA/L .
RI-[TeTs 1ot e lse]-) O P 0 0 g
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4.5 Condiciones de restriccion.

Para considerar las condiciones de restriccion se deben establecer las coordenadas
generalizadas restringidas y no restringidas. En el siguiente analisis de la figura 4.2 se
ilustran estas condiciones. Se puede observar en dicha figura que el punto restringido es
g;. Para llevar este proceso de restriccion es necesario determinar la matriz de
coeficientes restringidos [A.c], que indica los puntos libres y los restringidos.

=t 239

Donde {qf} representa los puntos o nodos libres y {qc} representa los nodos
restringidos. En el ejemplo empleado para ilustrar este procedimiento g; es el punto
empotrado por lo que {qL, }= {0 O}T , por lo que resulta

Uy
W I 0 0 0ffu,,
U _ 0 1 0 0w, 440
W, 0 0 1 Offu,, '
U,y 0 0 0 1]|w,,
W3

Las condiciones de restriccion se denota como

{a.} =16} 4.41

La funcion Gy, representa los desplazamientos que g. describe en este caso. Para este
caso se considera igual a cero

Finalmente las matrices de inercia y rigidez con en funcion de las restricciones [Ac] se
determina por

[M]=[4.][1]4,] 4.42
[k]=[4.T[k]4.] 443

Sustituyendo las matrices previamente determinadas en las ecuaciones de inercia 4.42 y
rigidez 4.43
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100 0] ° 6 O 000
o 2, o 1
I I A172 VI R I B ) L
0010l 0 1 ofoo10
0001 1 /1o 0 0 1
__04()4—_
4.44
500 Jg 0
0 0
e 0 5 0
0%0%
1oo o] Ba o -EA o1 0 0 0
EA
Kol TRTAI_|® 1 00 o EAL o oo 100
0010 _EA/ o EA/ 00 10
0.0 01 0 0 0 0l0 0 0 1
4.45

0

_ EOA/L
e

0

S O© o O
S o o O

Las frecuencias naturales del ejemplo en cuestion se determinan igual que en la seccion
capitulo 3, seccion 3.2 obteniendo

® =0 o, =1.333x10"rad / seg w, =0 w, = 6.666x10’rad / seg

Repitiendo el mismo proceso pero considerando el nodo g; un grado de libertad y
manteniendo el resto de los nodos igual, dicho de otra forma u,, = senwt , por otra parte

G(t) =sinwt. Debido a que {qc} es diferente de cero la matriz [A.] es modificada de
acuerdo a la ecuacion 4.39

ugl

wal| [1 0 0 0]f[u,

uo| [0 10 04w, »
we| 1000 0 1w,

uy| 100 1 0] fu,

Wg3
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Empleando las ecuaciones 4.42 y 4.43 para la matriz de inercia y rigidez pero ahora
considerando el grado de libertad del nodo g3

1000"%0%0'1000
. 0o100[0 25 0 Yio 1 0 o0
(AR {173 P B R IVIRCIREA] RO
6 3
0010 1 /10 0 1 0
Jo oo A
4.47
- o
00 kg
2/ 1
AL 0 13 16 0
o b oo
1 1
s 00l
1 oo ofEAY o -EAZ o1 0 0 0
EA
K=l Tk =0 L 00 o E 0 ojorlo
_ /L 0 E% 0ol0 0 0 1
001 0] o 0 o ol0 0 10
4.48
[ EA _EA/]
Y v i)
E
| o AT 00
0 0 0 0
_EA EA
-EAL 00 EAL
Las ecuaciones del movimiento para el sistema son
M ]{{?" }} + [K]{{"f }} =0 4.49
{a.} {a.}

Para llegar a la forma de la ecuacion anterior, las matrices [M] y [K] son descompuestas
conforme a la siguientes ecuaciones (4.50 y 451), tomando en cuenta que elementos de
estas matrices son parte de gry q.

-] e

pa, ] [ar.,

=[]

4.50
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Introduciendo las valores para el ejemplo de la figura 4.2 en la ecuacion 4.49 llegamos

/ 0 0 fa,] |! E% 0 0y _Ezy
/ / Wy |+ é i+ 0 EA/L 0 ngzz + 0 - Uy =0 4.52
0 % A Wg3 0 0 0 0 W,y 0

4.6 Respuesta Dinamica

Empleando el operador de Laplace en la ecuaciones del movimiento estas quedan como

/ 0 0 : EA/L 0 0fu, gOE%JrW%]SZVsz
o 24 1lw 0 EA/ 0w, |+= 0 4.53
0 % A wg3 0 0 || wes 0

-/ . Y, - .
La funcion de transferencia G,(s) =""! fo de la ecuacion anterior es

JEA LW R
L 6

_
h=4, {0}_ A(Zssz2+3EXs2+w2)’ 0 0 44

De la ecuacion anterior se obtiene Gi(s);

2
3 %+W— Lw
L 6

= Aol 4 3E)s + )

4.55

Sustituyendo los valores s =iw, E = 70X10°, A = 0.002m°, p = 2700 km/m’ , L =0.Im y
w = 2m(100), la ecuacion 4.55 queda

0.131951x10"
G, = 2 12 2
(- 540 +0.2101x10" |- ® +394773.4561)

4.56

Graficando la funcién de transferencia anterior y considerando un intervalo para o de 0
a 16000 Hz el resultado se muestra en la figura 4.3
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FREQUENCY RESPONSE

Y{sWF(s) [dB]

1 2 o 4 5 6 7 g8
o [Hz] w10
Figura 4.3

4.7 Analisis del acoplamiento entre el sistema de suspension y la carroceria.

Hasta este punto del analisis se ha realizado el estudio del sistema de suspension de un
vehiculo automotriz, considerando una cuarta parte del coche debido a la gran
importancia de dicho sistema en la dindmica del vehiculo. Como parte de este analisis
se considera el estudio del acoplamiento entre el sistema de suspension y la carroceria
del vehiculo, dicho acoplamiento forma parte de la carroceria.

Una vez determinada la fuerza maxima que experimenta la carroceria y debido a la
complejidad en las geometrias que se emplean como punto de unioén entre estos dos
componentes del vehiculo se emplea un andlisis computacional del elemento finito a
través del Sorftware ANSYS®. El punto de interés en la carroceria se muestra en la
figura 4.4

Punto de mterés

Figura 4.4 Suspension MacPherson
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Este punto de interés se presenta en diversas geometrias en los vehiculos automotrices.
En el presente estudio se consideran 3 de las geometrias mas comunes empleadas en las
carrocerias de los vehiculos particulares de uso diario.

Debido al interés en la dinamica de estas tres geometrias propuestas se realiza un
analisis modal y armoénico para cada una de estas piezas con la finalidad de determinar
la amplitud méxima en el desplazamiento vertical de los puntos de union.

Una vez determinado el acoplamiento y determinando el comportamiento dinamico se

procede a observar a la pieza que mostré mayores desplazamientos verticales.

Las propiedades del material y consideraciones a emplear en cada uno de los analisis en
el Sorftware ANSYS® se muestran en la tabla 4.1

Tabla 4.1 Propiedades del Material y condiciones de analisis

Material Densidad Coeficiente Modulo de Relacién de Fuerza
[103 kg/m3] de Young Amortiguamiento [N]
Poisson [GPa]
AISI 301
Acero 7.92 0.27 193 0.1 74
Inoxidable

4.7.1 Andlisis de acoplamiento cuadro, opcion 1.

Esta primera propuesta muestra caracteristicas geométricas cuadradas y pocas curvas

como lo muestra la figura 4.5 y figura 4.5a
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Figura 4.5a Dibujo del acoplamiento cuadrado
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4.7.1.1 Analisis Modal Opcion 1
El anélisis es realizado para determinar el modo de vibracion vertical, que es el de

interés para el presente estudio, asi como la frecuencia en el que dicho modo se
presenta. Los resultados y se muestran en la figura 4.5

DISPLACEMENT

STEP=1
SUB =1

Figura 4.5 Analisis Modal, opcion 1

De los resultados de la figura se muestra que el modo vertical de vibracion se presenta
eno=1.164 Hz

4.7.1.2 Andlisis Harmonico. Opcion 1

Con la finalidad de determinar el comportamiento dinamico de ésta pieza; se realiza un
analisis armoénico en el cual se emplea la fuerza determinada en el capitulo 3 para el
sistema de suspension, ademas tomando en cuenta el resultado del analisis modal el
rango en el que dicho armonico se lleva acabo es de 0 a 100 Hz.

La siguiente figura 4.6 muestra las consideraciones empleadas en dicho analisis las

cuales restringen los desplazamientos en los tres ejes, x v y z; condiciones de frontera y
la fuerza empleada.
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Figura 4.6 Condiciones de Frontera y Fuerza aplicada

Con las condiciones mostradas en la figura anterior 4.6 la grafica de amplitud es fig 4.7

POST26

AMFLITUDE
Uz

(x10%*-10)

Figura 4.7 Diagrama de Amplitud, opcion 1
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A continuacion se presentan los resultados de la grafica mostrada en la figura 4.7

Tabla 4.2, Resultados, opcion 1

Frecuencia [Hz] Amplitud [m] Angulo de Fase [°]
1.0000 0.298579E-09 -28.3788
2.0000 0.263630E-09 -34.3165
3.0000 0.578367E-09 -73.6447
4.0000 0.234438E-09 -64.4489
5.0000 0.451255E-09 -62.7732
6.0000 0.471781E-09 -102.259
7.0000 0.347842E-09 -99.4069
8.0000 0.311510E-09 -94.8154
9.0000 0.338124E-09 -89.8100
10.000 0.375512E-09 -95.7065
11.000 0.342488E-09 -101.104
12.000 0.323873E-09 -99.8887
13.000 0.316247E-09 -98.0912
14.000 0.327134E-09 -96.5681
15.000 0.334253E-09 -98.4382
16.000 0.331244E-09 -99.8195
17.000 0.326933E-09 -100.061
18.000 0.330482E-09 -100.426
19.000 0.330502E-09 -102.200
20.000 0.321594E-09 -103.511
21.000 0.313390E-09 -103.149
22.000 0.313237E-09 -102.688
23.000 0.313545E-09 -103.341
24.000 0.308516E-09 -104.161
25.000 0.300802E-09 -104.078
26.000 0.296072E-09 -102.996
27.000 0.297112E-09 -101.799
28.000 0.301934E-09 -101.251
29.000 0.307240E-09 -101.537
30.000 0.310529E-09 -102.383
31.000 0.311075E-09 -103.457
32.000 0.308754E-09 -104.464
33.000 0.304687E-09 -105.122
34.000 0.300465E-09 1-05.432
35.000 0.296554E-09 -105.523
36.000 0.292964E-09 -105.428
37.000 0.289903E-09 -105.150
38.000 0.287641E-09 -104.702
39.000 0.286560E-09 -104.126
40.000 0.286981E-09 -103.524
41.000 0.288948E-09 -103.025
42.000 0.292305E-09 -102.763
43.000 0.296544E-09 -102.881
44 .000 0.300558E-09 -103.458
45.000 0.303028E-09 -104.416
46.000 0.303122E-09 -105.540
47.000 0.300871E-09 -106.583
48.000 0.296959E-09 -107.375
49.000 0.292238E-09 -107.841
50.000 0.287440E-09 -107.971
51.000 0.283173E-09 -107.792
52.000 0.279949E-09 -107.368
53.000 0.278137E-09 -106.807
54.000 0.277815E-09 -106.256
55.000 0.278683E-09 -105.852
56.000 0.280165E-09 -105.667
57.000 0.281670E-09 -105.696
58.000 0.282810E-09 -105.882
59.000 0.283423E-09 -106.157
60.000 0.283495E-09 -106.468
61.000 0.283092E-09 -106.770
62.000 0.282340E-09 -107.036
63.000 0.281381E-09 -107.254




64.000 0.280323E-09 -107.424
65.000 0.279232E-09 -107.551
66.000 0.278158E-09 -107.640
67.000 0.277148E-09 -107.693
68.000 0.276244E-09 -107.719
69.000 0.275459E-09 -107.729
70.000 0.274778E-09 -107.731
71.000 0.274182E-09 -107.725
72.000 0.273681E-09 -107.709
73.000 0.273315E-09 -107.686
74.000 0.273121E-09 -107.665
75.000 0.273097E-09 -107.663
76.000 0.273192E-09 -107.696
77.000 0.273330E-09 -107.769
78.000 0.273434E-09 -107.881
79.000 0.273442E-09 -108.024
80.000 0.273314E-09 -108.189
81.000 0.273032E-09 -108.363
82.000 0.272596E-09 -108.534
83.000 0.272031E-09 -108.691
84.000 0.271376E-09 -108.824
85.000 0.270684E-09 -108.929
86.000 0.270010E-09 -109.007
87.000 0.269407E-09 -109.060
88.000 0.268914E-09 -109.098
89.000 0.268554E-09 -109.131
90.000 0.268324E-09 -109.172
91.000 0.268202E-09 -109.231
92.000 0.268147E-09 -109.318
93.000 0.268106E-09 -109.436
94.000 0.268023E-09 -109.585
95.000 0.267849E-09 -109.762
96.000 0.267542E-09 -109.959
97.000 0.267077E-09 -110.165
98.000 0.266444E-09 -110.371
99.000 0.265648E-09 -110.565
100.00 0.264712E-09 -110.738
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El dibujo de la opcion 2 se muestra en la figura 4.8a

4.7.2 Analisis de acoplamiento esférico
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4.7.2.1 Analisis Modal, opcion 2
Nuevamente el modo de vibracion es vertical determinado para esta segunda pieza de

la cual se quiere conocer el comportamiento dinamico, los resultados se muestran en la
figura 4.8

DISPLACEMENT

STEP=1

Figura 4.8 Analisis Modal, opcion 2

Los resultados para este caso muestran que el modo vertical se presenta en la frecuencia
de 1.189 Hz

4.7.2.2 Andlisis Armdnico. Opcion 2.
Para conocer el comportamiento dindmico de este acoplamiento esférico, nuevamente
se emplea el analisis armodnico bajo las condiciones de frontera mostrados en la Figura

4.9, la cual indica que este componente esta restringido para los desplazamientos en el
ejesx, yy z.
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Figura 4.9 Condiciones de Frontera y Fuerza aplicada

Con las condiciones mostradas en la figura 4.9 los resultados obtenidos de amplitud a
través de un analisis harmonico de 0 a 100 Hz se muestran en la figura 4.10

L ANSYS

EMPFLITUDE
Y

(®10%*-10)

Figura 4.10 Diagrama de Amplitud, opcion 2
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Los resultados mostrados en la grafica de la figura 4.10 se presenta a continuacion en la
siguiente tabla.

Tabla 4.3 Resultados, opcion 2.

Frecuencia [Hz] Amplitud [m] Angulo de Fase [°]
1.0000 0.173201E-09 -32.8912
2.0000 0.746748E-10 -115.215
3.0000 0.252936E-10 -63.9256
4.0000 0.576613E-10 -24.6164
5.0000 0.958435E-10 -19.8041
6.0000 0.126633E-09 -21.3950
7.0000 0.164378E-09 -18.9903
8.0000 0.218775E-09 -20.4695
9.0000 0.291465E-09 -25.9802
10.000 0.360386E-09 -36.0615
11.000 0.458482E-09 -45.3292
12.000 0.534826E-09 -68.1489
13.000 0.469705E-09 -86.7093
14.000 0.382536E-09 -93.6923
15.000 0.374004E-09 -93.2120
16.000 0.373406E-09 -105.134
17.000 0.290415E-09 -113.924
18.000 0.224221E-09 -107.802
19.000 0.217568E-09 -95.0515
20.000 0.248487E-09 -90.5530
21.000 0.270846E-09 -94_.5546
22.000 0.265021E-09 -98.9692
23.000 0.255304E-09 -99.6564
24.000 0.256917E-09 -100.135
25.000 0.255828E-09 -103.577
26.000 0.236621E-09 -106.429
27.000 0.215791E-09 -104.330
28.000 0.211965E-09 -99.2281
29.000 0.226049E-09 -96.2098
30.000 0.244557E-09 -98.1124
31.000 0.249597E-09 -103.287
32.000 0.237128E-09 -107.895
33.000 0.217707E-09 -109.621
34.000 0.201536E-09 -108.603
35.000 0.191584E-09 -106.278
36.000 0.186005E-09 -103.622
37.000 0.183812E-09 -100.691
38.000 0.186224E-09 -97.7851
39.000 0.193584E-09 -95.8970
40.000 0.203320E-09 -95.9103
41.000 0.210834E-09 -97.8484
42.000 0.212014E-09 -100.902
43.000 0.205490E-09 -103.811
44 .000 0.193589E-09 -105.332
45.000 0.180823E-09 -104.778
46.000 0.171293E-09 -102.276
47.000 0.167319E-09 -98.6877
48.000 0.169212E-09 -95.2461
49.000 0.175503E-09 -93.0222
50.000 0.183456E-09 -92.5143
51.000 0.189853E-09 -93.5734
52.000 0.192072E-09 -95.5456
53.000 0.189242E-09 -97.5247
54.000 0.182616E-09 -98.6918
55.000 0.174642E-09 -98.5983
56.000 0.167641E-09 -97.2402
57.000 0.163116E-09 -94.9524
58.000 0.161718E-09 -92.2464
59.000 0.163447E-09 -89.6741
60.000 0.167760E-09 -87.7201
61.000 0.173603E-09 -86.7045
62.000 0.179518E-09 -86.7085
63.000 0.183946E-09 -87.5533
64.000 0.185716E-09 -88.8437

78




65.000 0.184523E-09 -90.0822
66.000 0.181042E-09 -90.8226
67.000 0.176582E-09 -90.8025
68.000 0.172537E-09 -90.0020
69.000 0.169948E-09 -88.6192
70.000 0.169318E-09 -86.9870
71.000 0.170612E-09 -85.4622
72.000 0.173353E-09 -84.3275
73.000 0.176784E-09 -83.7322
74.000 0.180039E-09 -83.6760
75.000 0.182348E-09 -84.0264
76.000 0.183240E-09 -84.5613
77.000 0.182677E-09 -85.0321
78.000 0.181040E-09 -85.2334
79.000 0.178952E-09 -85.0553
80.000 0.177059E-09 -84.4998
81.000 0.175847E-09 -83.6600
82.000 0.175571E-09 -82.6794
83.000 0.176261E-09 -81.7114
84.000 0.177764E-09 -80.8874
85.000 0.179793E-09 -80.2970
86.000 0.181979E-09 -79.9777
87.000 0.183936E-09 -79.9113
88.000 0.185333E-09 -80.0296
89.000 0.185972E-09 -80.2290
90.000 0.185831E-09 -80.3938
91.000 0.185068E-09 -80.4228
92.000 0.183965E-09 -80.2507
93.000 0.182847E-09 -79.8600
94.000 0.182005E-09 -79.2783
95.000 0.181640E-09 -78.5664
96.000 0.181842E-09 -77.8009
97.000 0.182593E-09 -77.0574
98.000 0.183785E-09 -76.3966
99.000 0.185255E-09 -75.8551
100.00 0.186814E-09 -75.4418
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4.7.3 Analisis de acoplamiento cilindrico. Opcion 3.

Dibujo de la opcion 3, Figura 4.11a
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4.7.3.1 Analisis Modal. Opcion 3

La importancia que reviste del analisis modela en esta pieza obedece al hecho de
determinar la frecuencia a la cual se presenta el modo de vibracion vertical en el cual
esta interesado el presente estudio. Nuevamente ¢ésta frecuencia es determinada
donde los resultados se muestran en la figura 4.11.

DISPLACEMENT

Figura 4.11 Analisis Modal, opcion 3
De los resultados anteriores se observa que el modo de vibracion vertical de la pieza se
presenta a una frecuencia de 2.668 Hz
4.7.3.2 Anédlisis Armonico. Opcion 3.
El comportamiento dindmico de la Opcion 3 esta determinado mediante analisis

armonico con las debidas condiciones de frontera y la fuerza a la que esta sometido éste
componente como se muestran en la figura 4.12, sin desplazamientos en los ejes x, y y z.
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Figura 4.12 condiciones de frontera y fuerza aplicada
Los resultados obtenidos del analisis se muestran en la figura 4.13
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Figura 4.13 Diagrama de Amplitud. Opcién 3
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Los resultados mostrados en la grafica de la figura 4.12 se listan en la tabla 4.4

Tabla 4.4 Resultados, opcion 3

Frecuencia [Hz]

Amplitud [m]

Angulo de Fase [°]

1.0000 0.398876E-10 -12.3915
2.0000 0.118481E-09 -20.7818
3.0000 0.152000E-09 -125.142
4.0000 0.529675E-10 -61.3789
5.0000 0.751224E-10 -92.0298
6.0000 0.537127E-10 -47.0526
7.0000 0.823920E-10 -36.7187
8.0000 0.104544E-09 -34.1825
9.0000 0.131402E-09 -32.9496
10.000 0.165487E-09 -35.9582
11.000 0.200458E-09 -42.9578
12.000 0.222907E-09 -53.5411
13.000 0.228718E-09 -61.1318
14.000 0.230188E-09 -69.5594
15.000 0.223389E-09 -74.9384
16.000 0.212011E-09 -81.8366
17.000 0.185977E-09 -84.9466
18.000 0.170565E-09 -82.1365
19.000 0.168949E-09 -81.1342
20.000 0.159607E-09 -81.8798
21.000 0.148262E-09 -79.2991
22.000 0.142168E-09 -74.9079
23.000 0.140966E-09 -69.3326
24.000 0.147312E-09 -63.9042
25.000 0.159613E-09 -60.7201
26.000 0.173196E-09 -60.2373
27.000 0.182516E-09 -61.5495
28.000 0.186285E-09 -62.4257
29.000 0.190196E-09 -62.3235
30.000 0.195614E-09 -62.4081
31.000 0.200473E-09 -62.8634
32.000 0.204320E-09 -63.4227
33.000 0.207171E-09 -63.9930
34.000 0.208906E-09 -64.4979
35.000 0.209432E-09 -64.7820
36.000 0.209184E-09 -64.6423
37.000 0.209150E-09 -63.9902
38.000 0.210271E-09 -62.9584
39.000 0.212744E-09 -61.7440
40.000 0.216633E-09 -60.3914
41.000 0.222573E-09 -58.9792
42.000 0.231114E-09 -57.7791
43.000 0.241961E-09 -57.1184
44 .000 0.253879E-09 -57.1645
45.000 0.265289E-09 -57.8092
46.000 0.275312E-09 -58.7450
47.000 0.284354E-09 -59.7132
48.000 0.293386E-09 -60.6971
49.000 0.302761E-09 -61.8431
50.000 0.312001E-09 -63.2569
51.000 0.320394E-09 -64.9349
52.000 0.327380E-09 -66.8213
53.000 0.332488E-09 -68.8446
54.000 0.335354E-09 -70.9008
55.000 0.335958E-09 -72.8595
56.000 0.334700E-09 -74.6110
57.000 0.332170E-09 -76.0989
58.000 0.328906E-09 -77.3061
59.000 0.325382E-09 -78.2284
60.000 0.322109E-09 -78.8796
61.000 0.319575E-09 -79.3174
62.000 0.318012E-09 -79.6453
63.000 0.317253E-09 -79.9657
64.000 0.316869E-09 -80.3261
65.000 0.316482E-09 -80.7054
66.000 0.316009E-09 -81.0478
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67.000 0.315674E-09 -81.3152
68.000 0.315813E-09 -81.5209
69.000 0.316619E-09 -81.7264
70.000 0.318002E-09 -82.0065
71.000 0.319611E-09 -82.4076
72.000 0.321018E-09 -82.9246
73.000 0.321927E-09 -83.5066
74.000 0.322305E-09 -84.0873
75.000 0.322360E-09 -84.6201
76.000 0.322389E-09 -85.0987
77.000 0.322609E-09 -85.5528
78.000 0.323060E-09 -86.0271
79.000 0.323620E-09 -86.5585
80.000 0.324076E-09 -87.1632
81.000 0.324210E-09 -87.8353
82.000 0.323855E-09 -88.5518
83.000 0.322931E-09 -89.2813
84.000 0.321444E-09 -89.9923
85.000 0.319462E-09 -90.6589
86.000 0.317089E-09 -91.2632
87.000 0.314437E-09 -91.7953
88.000 0.311608E-09 -92.2516
89.000 0.308690E-09 -92.6330
90.000 0.305751E-09 -92.9433
91.000 0.302836E-09 -93.1867
92.000 0.299983E-09 -93.3661
93.000 0.297230E-09 -93.4839
94.000 0.294623E-09 -93.5433
95.000 0.292212E-09 -93.5512
96.000 0.290033E-09 -93.5186
97.000 0.288101E-09 -93.4592
98.000 0.286404E-09 -93.3869
99.000 0.284911E-09 -93.3137
100.00 0.283573E-09 -93.2480

Después del analisis de los tres acoplamientos mas comunes entre el sistema de
suspension y carroceria se puede determinar que la opcion numero uno muestra los
mayores desplazamientos de acuerdo con las graficas de amplitud.

En los capitulos anteriores se muestra que la dindmica de un sistema puede modificarse
si variamos los parametros como son tanto propiedades del material como la geometria
y la masa de los elementos asi para llevar acabo la optimizacion de la Opcion 1 se
modifica la masa y por consiguiente la geometria de dicho acoplamiento.
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4.8.1 Analisis Optimizado del Acoplamiento de la Opcién 1.
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El dibujo de la opcion optimizada se muestra a continuacion, figura 4.14a
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4.8.1.1 Andlisis Modal. Opcion 1 Optimizado.
Debido a la modificacion geométrica de la Opcionl y el incremento de masa que ahora

se muestra, es importante determinar el modo de vibracion vertical. Como en los
analisis anteriores determinado y los resultados obtenidos se muestran en la figura 4.14

DISPLACEMENT

STEP=1
SUB =1

Figura 4.14 Analisis Modal, opcion 1 optimizada

De la figura anterior se puede determinar que el modo de vibracion vertical se presenta
en una frecuencias de 225. 684 Hz

4.8.1.1 Andlisis Armonico. .Opcion 1 Optimizado.

El analisis armonico es empleado para conocer el comportamiento dinamico de esta
pieza modificada. Empleando como referencia la frecuencia natural determinada en el
analisis modal se emplea un barrido frecuencial de 200 a 300 Hz, bajo las condiciones
de frontera que muestra la figura 4.15, las cuales no permiten desplazamientos en los
ejesx, yy z.
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¢
ELEMENTS

Figura 4.15 condiciones de frontera y fuerza aplicada.
Bajo las condiciones mostradas en la figura 4.15 el andlisis harmdénico muestra los
resultados en la figura 4.16

1
POST26
7 2009

G ]
AMPLITUDE 8:42:16

Uz

(x10%*-12)

Figura 4.16 Diagrama de Amplitud. Opcion 1 optimizada
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Los resultados de la grafica mostrados en la figura 4.16 se listan en la tabla 4.5

Tabla 4.5 Resultados, opcion 1 optimizado.

Frecuencia [Hz] Amplitud [m] Angulo de Fase [°]
201.00 0.255335E-12 91.4064
202.00 0.505945E-12 89.6753
203.00 0.751278E-12 87.9350
204.00 0.990791E-12 86.1877
205.00 0.122395E-11 84.4357
206.00 0.145023E-11 82.6815
207.00 0.166914E-11 80.9280
208.00 0.188020E-11 79.1781
209.00 0.208299E-11 77.4348
210.00 0.227710E-11 75.7013
211.00 0.246220E-11 73.9810
212.00 0.263799E-11 72.2773
213.00 0.280427E-11 70.5937
214.00 0.296086E-11 68.9336
215.00 0.310770E-11 67.3004
216.00 0.324478E-11 65.6973
217.00 0.337215E-11 64.1273
218.00 0.348997E-11 62.5932
219.00 0.359844E-11 61.0976
220.00 0.369784E-11 59.6426
221.00 0.378848E-11 58.2300
222.00 0.387076E-11 56.8614
223.00 0.394509E-11 55.5379
224.00 0.401193E-11 54.2601
225.00 0.407173E-11 53.0285
226.00 0.412501E-11 51.8430
227.00 0.417225E-11 50.7034
228.00 0.421396E-11 49.6090
229.00 0.425064E-11 48.5590
230.00 0.428279E-11 47 _.5523
231.00 0.431088E-11 46.5875
232.00 0.433542E-11 45.6630
233.00 0.435685E-11 44_7770
234.00 0.437564E-11 43.9273
235.00 0.439223E-11 43.1115
236.00 0.440704E-11 42.3271
237.00 0.442049E-11 41.5708
238.00 0.443296E-11 40.8394
239.00 0.444482E-11 40.1290
240.00 0.445639E-11 39.4356
241.00 0.446797E-11 38.7545
242.00 0.447983E-11 38.0810
243.00 0.449216E-11 37.4100
244.00 0.450515E-11 36.7360
245.00 0.451889E-11 36.0536
246.00 0.453344E-11 35.3572
247.00 0.454882E-11 34.6414
248.00 0.456496E-11 33.9007
249.00 0.458176E-11 33.1301
250.00 0.459907E-11 32.3248
251.00 0.461670E-11 31.4803
252.00 0.463440E-11 30.5927
253.00 0.465192E-11 29.6585
254.00 0.466895E-11 28.6748
255.00 0.468520E-11 27.6392
256.00 0.470035E-11 26.5497
257.00 0.471407E-11 25.4049
258.00 0.472606E-11 24.2039
259.00 0.473601E-11 22.9461
260.00 0.474365E-11 21.6312
261.00 0.474871E-11 20.2593
262.00 0.475098E-11 18.8307
263.00 0.475025E-11 17.3459
264.00 0.474635E-11 15.8054
265.00 0.473917E-11 14.2098
266.00 0.472861E-11 12.5599
267.00 0.471462E-11 10.8562
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268.00 0.469718E-11 9.09911
269.00 0.467632E-11 7.28913
270.00 0.465209E-11 5.42647
271.00 0.462458E-11 3.51121
272.00 0.459391E-11 1.54320
273.00 0.456024E-11 -0.477880
274.00 0.452376E-11 -2.55260
275.00 0.448467E-11 -4.68173
276.00 0.444321E-11 -6.86632
277.00 0.439965E-11 -9.10761
278.00 0.435427E-11 -11.4071
279.00 0.430738E-11 -13.7665
280.00 0.425930E-11 -16.1876
281.00 0.421039E-11 -18.6726
282.00 0.416100E-11 -21.2236
283.00 0.411152E-11 -23.8429
284.00 0.406234E-11 -26.5328
285.00 0.401386E-11 -29.2955
286.00 0.396652E-11 -32.1333
287.00 0.392073E-11 -35.0480
288.00 0.387694E-11 -38.0412
289.00 0.383559E-11 -41.1142
290.00 0.379713E-11 -44.2674
291.00 0.376200E-11 -47.5009
292.00 0.373065E-11 -50.8136
293.00 0.370350E-11 -54.2039
294.00 0.368099E-11 -57.6686
295.00 0.366349E-11 -61.2040
296.00 0.365138E-11 -64.8047
297.00 0.364499E-11 -68.4644
298.00 0.364461E-11 -72.1757
299.00 0.365047E-11 -75.9302
300.00 0.366275E-11 -79.7184
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CONCLUSIONES

El andlisis modal y el analisis de respuesta armoénica tienen fundamental importancia en el
disefio del sistema de suspension de un vehiculo automotor, las cargas transmitidas desde
las ruedas por la irregularidad del camino, pueden conducir a serios problemas de fatiga en
otras partes y sistemas del vehiculo, asi también a la generacion de ruido al interior de la

cabina disminuyendo la calidad en el confort acustico.

Se ha realizado el analisis de vibraciones en el sistema de suspensién tipo Macpherson que
es el sistema mas ampliamente utilizado en la actualidad en la industria automotriz, para tal

efecto, se empleo el software comercial de Elementos Finitos ANSY S®.

El analisis de vibraciones mecanicas consistié en el analisis modal para determinar las
frecuencias naturales del sistema y el andlisis de respuesta debida a una excitacion
armonica en la base. Estos permitieron calcular las amplitudes méaximas debidas a la
aceleracion del sistema, se determinaron también las fuerzas maximas que percibe el

cuerpo del vehiculo una vez que el sistema de suspensién actla de filtro en la base.

Podemos concluir que el método de elementos finitos representa una herramienta
importante en el analisis de vibraciones especialmente, aplicado a este tipo de geometrias
complejas. Los resultados obtenidos pueden utilizarse como primer paso para realizar otros
estudios de mayor especializacion como estudios de fatiga, analisis de sensibilidad y

acentuar en la optimizacion del disefio.

90



AMPLITUD [m]

COMPARACION DE LA RESPUESTA DE LA OPCION 1, PROPUESTA vs OPTIMIZADA

6.00E-10

—OPCION 1 PROPUESTA
5.50E-10

—OPCION 1 OPTIMIZADA

5.00E-10

4.50E-10 -

4.00E-10 -

3.50E-10 -

3.00E-10 VXN

2.50E-10 |

2.00E-10

1.50E-10

1.00E-10

5.00E-11

0.00E+00 ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200 250 300 350

w [Hz]




REFERENCIAS

BASTOW Donald, HOWARD Geoffrey, WHITEHEAD John P.

“Car Suspension and Handling”
SAE International 4a Edicién
2004 United States of Ameri

DE SILVA Clarance W.

“Vibration Fundamental and Practice”
Taylor & Francis 2a Edicion

2007 United States of America

MAOVENI Saeed

“Finite Element Analysis theory and Application with ANSYS”
Pearson Prentice Hall 3a Edicién

2008 United States of America

KAMAL Mounir M., WOLF Joseph A.
“Modern Automotive Structural Analysis”
Van Nostrand Reinhold

1982 United States of America

KELLY S. Graham

“Fundametals of Mechanilas Vibrations”
MacGraw-Hill 2a Edicion

1993 United States of America

OGATA Katsuhiko

“System Dynamics”

Prentice Hall 3a Edicion

1998 United States of America

HARRIS M. Cyril, PIERSON G. Allan
“Harris’ Shock and Vibration Handbook™
MacGraw-Hill 5a Edicion

2002 United States of America

CARROLL W. F.

“A Primer for Finite Elements in Elastic Structures”
Edit. Wiley

1999 United States of America

92



RAO Singiresu S.
“Mechanical Vibratios”
Addison-Wesley 3a Edicion
1995 United States of America

GINSBERG Jerry H.

“Mechanical and Structural Vibrations Theory and Applications”
Wiley 1a Edicion

2001 United States of America

BORESI Arthur P., SCHMIDT Richard J.
“Advanced Mechanics of Materials”
Wiley 6a Edicion

2003 United States of America

JAMES M. I, SMITH G. M., WOLFORD J. C.y WHALEY P. W.

“Vibration of Mechanical and Structural Systems with Microcomputer Appications”
Harper Collis Publishers 2a Edicion

1994 United States of America

Technical Paper

PAZ Robert A.

“System Modeling: The Lagrange Equations”

Klipsch School of Electrical and Computer Engineering
June 5, 2001

Technical Paper

LIN Jung-Shan, KANELLAKOPQULOS loannis
“Nonlinear Design of Active Suspension”

June 1997

Technical Paper

CHRISTIAN R. GUENTHER AND CORNELIUS T. LEONDES

“Synthesis of a High-speed Tracked Vehicle Suspension System - Part I: Problem
Statement, Suspension Structure, and Decomposition”

Abril, 1995

Technical Paper

CHRISTIAN R. GUENTHER AND CORNELIUS T. LEONDES

“Synthesis of a High-speed Tracked Vehicle Suspension System - Part |1l: Definition
and Solution of the Control Problem”

Abril, 1995




Technical Paper

Kisaburo Hayakawa, Kenichiro Matsumoto, Masashi Yamashita, Y oshiaki Suzuki,
Kazuo Fujimori, and Hidenori Kimura

“Robust H -Output Feedback Control of Decoupled Automobile Active Suspension

Systems”
Febrero, 1999

Technical Paper

Marcus Borner , Harald Straky, Thomas Weispfenning, Rolf Isermann

“Model based fault detection of vehicle suspension and hydraulic brake systems”
Institute of Automatic Control, Laboratory of Control Engineering and Process
Automation, Darmstadt University of Technology Landgraf-Georg-Str. 4, D-64283
Darmstadt, Germany

2002

Technical Paper

Seung-Bok Choi , Sang-Soo Han

“H1 control of electrorheological suspension system subjected to parameter
uncertainties”

Smart Structures and Systems Laboratory, Department of Mechanical Engineering, Inha
University, Incheon 402-751, South Korea

2002

Technical Paper

Steffen Gruber , Martin Semsch, Thomas Strothjohann, Bert Breuer
“Elements of a mechatronic vehicle corner”

Department of Automotive Engineering, Darmstadt University of Technology,
Petersenstrasse 30, D-64287 Darmstadt, Germany

2002

Technical Paper

G.Z. Yao, F.F. Yap, G. Chen, W.H. Li, S.H. Yeo

“MR damper and its application for semi-active control of vehicle suspension system”
School of Mechanical & Production Engineering, Nanyang Technological University,
50 Nanyang Avenue, Singapore 639798, Singapore

Marzo 2001

SAE Technical Paper

Keum-Shik Hong, Dong-Seop Jeon and Wan-Suk Yoo, School of Mechanical
Engineering, Pusan National University Pusan, Korea

Hyun Sunwoo, Sang-Yoon Shin and Cheol-Min Kim Daewoo Precision Industries, Ltd.,
Technical Center Pusan, Korea

Byung-Suk Park Korea Atomic Energy Research Institute Taejon, Korea

“A New Model and an Optimal Pole-Placement

Control of the Macpherson Suspension System”

1999

94



Tesis

Erik Ryan Andersen

“Multibody Dynamics Modeling and System Identification for a Quarter-Car Test Rig
with McPherson Strut Suspension”

Mayo 3 de 2007

Tesis

Christopher A. Paré

“Experimental Evaluation of Semiactive Magneto-Rheological Suspensions for
Passenger Vehicles”

Mayo de 1998

Tesis
Fernando D. Goncalves

“Dynamic Analysis of Semi-Active Control Technigues for Vehicle Applications"
Agosto de 2001

Technical Paper
David Vetturi, Marco Gadola, Danilo Cambiaghi, and Luca Manzo

“Semi-Active Strategies for Racing Car Suspension ControI”
1996

95



ANEXO CAPITULO II

FORMULACION VARIACIONAL DE VIBRACIONES MECANICAS.

2.1 FORMULACION VARIACIONAL PARA PROBLEMAS HIPERBOLICOS.

Deduciremos la formulacion variacional de los problemas hiperbdlicos tales como
los gobernados por la ecuacion de la onda que en una dimension podemos expresar como:

o%u 1 0%u
u gy tou 2.1
ox? () c? ot? 1)

En la mecénica del medio continuo una gran mayoria de problemas involucran
elementos y/o maquinas consideradas como cuerpos continuos, por ejemplo, el estudio de
los modos de vibracion axial, transversal o torsional de una flecha de transmision, conduce
al estudio de vibraciones en medios continuos.

Ahora bien, al abordar un problema del medio continuo desde un punto variacional,
es necesario deducir antes la formulacion variacional del problema. En efecto, vamos a
considerar el caso unidimensional seleccionando una barra elastica homogénea e
infinitamente larga que sea susceptible de experimentar oscilaciones axiales; es decir,
vibracion axial o en otras palabras, desplazamientos oscilatorios a lo largo de su eje.
Nuestro procedimiento consistird en deducir la formulacion variacional de esta barra
continua a partir de un modelo discretizado de ella, y para el cual si conocemos las
ecuaciones del movimiento que son las ecuaciones de Euler-Lagrange y refinando cada vez
mas nuestro modelo discretizado de tal manera que al pasar al limite de una distribucion
discreta al continuo se tenga la formulacion deseada. En efecto, si tomamos como modelo
discreto una cadena de masas puntuales acopladas por resortes de masa despreciable y
constante de rigidez K, espaciadas una cantidad Ax considerada como constante (figura
2.1).

equilibrio

X i+1
desplazado

Figura 2.1. Sistema acoplado de resortes, mostrando la posicidn de equilibrio y el sistema desplazado.
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Si u; denota el desplazamienio de la particula i, es decir, del desplazamiento del nodo
i de masa Am, la energia cinética T del sistema de particulas serd la suma de las
2

_1 G2 g
T_Zzi:Am,uI ; donde: 1= - (2.2)

Por otro lado, la energia potencial para cada una de las particulas es la debida al
potencial eléstico de las fuerzas de tension y compresion que experimenta la particula i
(figura 3.2), obteniendo de la misma manera un potencial total V de toda la cadena, para lo
cual plantearemos lo siguiente: -K(u; — uj.1) para el sistema en compresion y K(Uj+1 — Uj)
para el mismo en tension; siendo el desplazamiento neto hacia la derecha de la particula |
Ui+1 — Ui | Y el correspondiente a la izquierda | ui— ui.1 |. Asi entonces, la fuerza actuando
sobre la particula i seré:

Fi = K(Ui+1- U;) = K(Ui- Uj-1). Ley de Hooke (2.3)

esta fuerza F;. puede derivarse de una funcion de potencial V; como es facil ver de:

Vi = % K(Ui- Uig)? + % K(Uis1- U;)? (2.4)
derivandola:
Zzi :K(Ui —Ui—l)—K(Um—Ui) (2-5)

y observando que:

Fi=——t=K(uy —u;)-K(u; —ui4) (2.6)

AX
Xi1 Xi Xis1
u Ui

Figura 2.2. Sistema de resortes mostrando puntos de tensién y compresion.
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Ahora bien, del hecho de gue la funcién Lagrangiana viene dada por:

L=T-V

tenemos, para nuestro sistema de particulas que discretizan la barra:

L =2 Ama? =23 Kl —u = 3 K-ty ) 2.7)

X

2 2
f. _1 Am 12 Uiy — U _ U; —Ui4 _ '
Asi: L, = 5 AX Ei {Ax u; KAX(A J KAX(AX ] } Ei AXL; (2.8)

donde L; es la Lagrangiana de la i-ésima particula, Li = (T; - Vj)4x.

Ly =L, (U0, t)= S4A™ 42 Ay (s —u)® e iuis) | (2.9)
[ I 1= - 2 AX I sz AXZ .

Asi, las ecuaciones de Euler-Lagrange para cada masa puntual i quedan:

sl ] e10

haciendo calculos en L; y substituyendo en la expresion anterior:

dfoL)_am.
dt{ au; ) Ax

oLy  Am .

ou; T AX

oLi _ KAX(UHl —Ui J_ KAX(Ui _uilJ
au; AX? AX?

obtenemos como la ecuacion de Euler-Lagrange para i:

Amu‘i+KAx(ui_uil)—KAX[ui+l_uij=0 (2.11)
A X Ax? Ax?

Ahora vamos a proceder al limite cuando Ax — 0, es decir, refinando la discretizacién
lo que se consigue aumentando el numero de particulas a lo largo de la barra y por
consiguiente disminuyendo el espacio Ax entre ellas. Esto constituye el meollo del asunto
en el modelaje de modelos continuos mediante la aproximacion de modelos discretos. Pero
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antes de proceder vamos a hacer algunas consideraciones a lo que se refieren algunas
cantidades: Am/Ax y KAx al pasar al limite Ax — 0.

De la ley de Hooke de relacion esfuerzo-deformacion, se tiene que:

g = (Ui+1A;Ui) (a)
(2.12)
= Kl )= Ky a0 )

Las ecuaciones 3.12 representan (a) la deformacion y (b) el esfuerzo unitario que
experimenta la particula i en el nodo x;, de esta manera, al tender al limite Ax — 0, las
cantidades Am/Ax y KAx, representan la densidad o(x), es decir, la constante modulo de
Young (E) del material, siendo:

lim Am . _lim Am
AX —> 0 AX AX—> 0 AX

Por otro lado, el nodo i de la cadena x;, que experimenta un desplazamiento ui,
entonces podemos considerar:

u; =u(x;,t)

Uiy =U(x; +AXt)

Uiy =u(x; —Ax,t)

Asi las deformaciones unitarias quedaran:

Ui —U;  u(x +Axt)-u(x,t)

AX AX
(2.13)

up —Upy  u(x,t)-u(x; —Axt)

AX AX

que substituidas en las ecuaciones de Lagrange:
2 f— . . f— R

A—ma—u(xi ) Kax [u(x; +Ax, t)-u(x; ’t)]+ KA [u(x;,t)—u(x; —Ax,t)] o (2.14)
Ax at? AX? AX?
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procediendo al limite y del hecho de que:

d%u 1—2u-+u-_1}
t)= lim KAx| =21~ 7i=L 2.15
)3 )= iy e 172 @2.15)
se obtiene que para cada x;:
_fa(oL;) oL | a8t o%u _
lfc'){at(aui ]_ au }_Gatz(xi’t)_E@(z(x"t)_o (2.16)

que es la ecuacion de la i-ésima particula.

o%u o%u
t)-E—-(x;,t)=0 2.17
o0 2 4,0-E 22 .1 @17)

Por otro lado, con relacion a la Lagrangiana, se tiene que:
L-1% Am[au(x-,t)Jz—KAx Ui )|, (2.18)
244 Axlat AXx

y reemplazando a x; por X, se tiene en general L (u,d,t) como:

szl oftp e A e

de donde se obtiene:

L (u,u,t):%j

L G[ZL:)Z - E[f;ﬂdx (2.20)

que es la funcional energia para la vibracién axial de la barra.

Sin embargo, por conveniencia haremos o /E = 1 / ¢® de tal manera que la
Lagrangiana adopte la forma:

s
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Ahora bien, el principio de Hamilton dice que, de entre todas las trayectorias posibles

en que el sistema se traslada durante los tiempos t; y tp, existe una trayectoria tal que la
t1

funcional: I[u]= J' Ldt satisface a: 8l[u]=0 (2.22)
t2

Ademéas, sabemos que el principio de Hamilton es una condicion necesaria y
suficiente para que se verifiquen las ecuaciones de Euler-Lagrange del movimiento,
entonces se tiene que: la trayectoria u(x, t) representa un valor estacionario de la energia
I(u), esto es:

5J.Ldt —5J' H (a“] (azj }dxdt:O (2.23)

notese que el término -%2 no afecta en absoluto el proceso de derivacion de I(u). Por lo que
podemos tomar como expresion definitiva para nuestra funcional a:

'(“):TH@;T‘@(% }a xdt =0 (2.24)

lo que representa la funcional energia de nuestro sistema continuo o sea, la cuerda elastica
homogénea de longitud | y cuya ecuacion es:

; c0<t

R M U
ot

donde: ¢® = T/o representa la razén de la tensién de la cuerda a su masa por unidad de
longitud, la cual, para un problema real, estara sujeta a condiciones tanto de frontera como
iniciales.

Condiciones de frontera: u(0,t) = u(l,t) = 0 (2.25)
Condiciones iniciales: u(x, 0) =f(x) ; 0<x<lI
(2.26)
%“(x,o)z gx) ; 0<x<I
La energia cinética esta dada por:
1 pfau)
T 24[@} e (2:27(a))

y la energia potencial sera entonces:
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v :;pi mzdx (2.27(%)

OoX

Ahora bien, el principio de Hamilton implica la verificacion de las ecuaciones de
Euler-Lagrange para el sistema de particulas discretizado de nuestra barra sometida a
vibracion axial:

d(a"j—a"zo y cuya funcional Energia 1[u,u,t]corresponde a la ecuacion (2.1)

dt\ ou ou
bajo condiciones iniciales (2.25) y de frontera (2.26):

ox?  c? at? c0<x<l| ; O0<t<ow

gue es una ecuacion diferencial hiperbdlica, donde el operador diferencial:

?[]_1 o]
ol J=— =53
OX c® ot
necesariamente tiene un valor extremal (maximal o minimal), sino que apenas representa
un valor estacionario de I(u), o sea, solucion a dl(u) = 0. A diferencia de las ecuaciones
Elipticas en donde el operador diferencial era definido positivo y por consiguiente
aseguraba gue toda solucién u de ella, representaba un valor extremal de I(u). Esto significa
que los algoritmos numéricos basados en este funcional no necesariamente convergen,
como es el caso de los diferenciales elipticos definidos positivos. Esto vale en general, para
los problemas de ingenieria con valores iniciales, no existe una formulacion variacional que
asegure valores extremales, sin embargo, sirven en el sentido de que podemos determinar
soluciones aproximadas a la solucion del problema, es decir, a los valores estacionarios de
I(u). Para este fin se requiere que las funciones u sobre las que se este ensayando la
solucion deban de satisfacer las condiciones de frontera: u(0,t) = u(l,t) = 0 en forma
esencial.

es un operador Hiperbolico, lo que significa que I(u) no

2.2 LA FORMULACION VARIACIONAL LAGRANGIANA Y EL METODO DEL
ELEMENTO FINITO

2.2.1 Cuerpos con geometria regular.

A fin de deducir las ecuaciones generales del método del elemento finito para el
analisis de vibraciones lineales, continuaremos nuestra linea de exposicion al analizar una
barra prismatica (Figura 2.3) de longitud L y de seccion transversal A susceptible de
experimentar desplazamientos periddicos a lo largo de su eje x; es decir, vibraciones
axiales.
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Figura 2.3. Barra prismatica susceptible de vibraciones axiales.

Para esto, vamos a dividir nuestro modelo Q, o sea la barra, en una familia de
elementos:

P(Q)={a®,A? ., A®)] (2.28)

Esto se logra seleccionando una serie de puntos Xi, Xz, ..., X, @ lo largo del eje de la
barra con cierto criterio de ingenieria y que depende de Q (Figura 2.4).

A(l) A(Z) A(E'l) A(E)

X1 Xo X3 Xp-1 Xp
1 2 3 p-1 p

Figura 2.4. Representacion con elementos finitos.

donde cada uno de los elementos A® tiene por extremos i, j (figura 2.5) y de masa
Am® = 5@ L®  Donde p'?,A® L® son respectivamente la densidad, area de seccion
transversal y longitud del elemento A®. Siendo que nuestro estudio es el analizar los
desplazamientos axiales de la barra, esto equivale a analizar los desplazamientos de cada
uno de los 4® y por consiguiente el analisis de los desplazamientos axiales que sufren los
nodos i, j de cada elemento A4®.

A(X)

i j

Figura 2.5. Representacion de un elemento con sus nodos.

esto se logra asumiendo una cantidad variable que nos aproxime linealmente los
desplazamientos que experimentan los puntos x del elemento A® en el instante t. Sea u(x,
t) el desplazamiento del punto x en el instante t, como x; <= x <= x; donde L® = xj - x;
denotaremos a U © (x,t) los desplazamientos del elemento A® . De esta manera:

U© (x,1)= N (x); (0)+N ;U5 (t) (2.29)
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sera un polinomio de interpolacion lineal local que aproximara los desplazamientos de los
puntos xeA® en el instante t. Las funciones N N conocidas como las funciones de

forma del polinomio,u ©(x,t), estas funciones vienen expresadas como:

Ni(e)(x):[l—xj . 0<x<L®

L(e)
(2.30)
€)(x)= X
NG (x) 0
y tienen las siguientes propiedades:
N®(x;)=NE(x)=0
NG =N )=1 @31

resultando que los desplazamientos U ©(x,t) en los nodos i, j de A® sean:

U@ (x,1) = N (x)U; (£) + N (U (1) =U; ()

donde Uj(t), Uj(t) son los valores nodales en el instante t, o valores nodales dinamico del
polinomiou ®(x,t). También observe que:

)= P Pl -y 32)

permite determinar la velocidad de los desplazamientos de los nodos i, j para cada A® .

GO0k, 1)= Y (1) INO (), N ge>(x)}{u i_ (t)} “NO @) (2.33)

y por consiguiente la energia cinética de la masa Am®, llamada también energia cinética
local, de cada elemento A® queda expresada por:

2
O L [ am)| Y
T (t)—zj A = (x,t)| dx (2.34)

104



En cuanto a su energia potencial v© () que es el trabajo realizado por las fuerzas

elasticas la variar U@ (xt) con relacion a x, t:

o © T
v<e>(t)=% [ EA(e){aL(Jat(x,t)} dx (2.35)

Estas expresiones locales de las energias cinética y potencial pueden ser expresadas
también en forma interpolada:

L 2 e)p (e
T(e)(t):% j Am@[[l 0 ]u (t)+ 5 Y| (t)} ;Am(;"()[u ®+U; (U (1) +U (t)]

(2.36)

L © gN® ©
o 1 o [ AN® AN} U, (b) A¢ Uity Y;® 1EA
V0= | EA)de'd’XHLJ,-mH ZI ”{ O 1 } oy o - 21050-00)

(2.37)

Ahora bien, la energia local asociada al elemento A® que nos permite establecer las
ecuaciones del movimiento es la funcién de Lagrange L ©(t):

(2.38)
©) © .
LO @) = 1%@ +U, U, 0+02m]-* ELA LZm-20,00,0+U2w]  (2.39)

asi, esta Lagrangiana local L ®@()=L® (Ui,Ui,U j ,Uj,t) permitira establecer las ecuaciones
de Euler-Lagrange para cada elemento A®© . Entonces, calculando localmente se obtiene:

oL®  EA® EA(e)
U U;(t)+ U;®

i L

© CHON ©pe .
oL® _AmOL | L1am®L U,
oy, 3 2

© CHONS ©@Le .

:t(al_' J:Am3L O+
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oL®  AMOLE AMELE®
= U0+ U@

ou,
oL® EA® EA®
=T UG ()
an L® L®
() ©p@ . ey ..
d aL. _Am™TL Uj(t)+1MUi(t)
dt U 3 2 3

Substituyendo en las ecuaciones de Euler-Lagrange locales, para los nodos i, j,

tenemos:
dfoL®) aL®
S | =0
dt oy, ou,
d{oL® | o ®
— = |- =0
dt U au;
obteniéndose:
AMEL® .. @@ . © )
AmOLE 5 o 1amOLE 0 BAG o BAY g
3 2 3 ! LE® L@
@@ . @) .. (®) (e)
Am® L U-(t)+3Am L Ui(t)_EA Ui(t)+EA
3 23 L® L®
que en su forma matricial queda:
AMOL® 1 AM©L® | .. EA® EA®
3 o i (1) TG
1 AnOLD  AmOLO ] o Tl EA®  EA®
2 3 3 ’ BTG
0 bien:

Am®L© {2 1} Ui)| ga® {1 —1} Ui
— —+ =

(2.40)
(3.40)
\
. (241)
_/
(2.42)
(2.43)
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donde:

() (e)
[Am(e)]:AmL{2 1} (2.44)
6 12
@] EAG 1 -1
[K ]_ L® {_1 1 (2.45)

Las matrices de masa y rigidez local y los vectores de posicion y aceleracion de los
nodos i, j del elemento A® en t son:

. Ui(t) A

bwol=1.
U;i® (2.46)
U, (t) >

U=

vl {u,.@}

Finalmente, las ecuaciones del movimiento locales son:

[Am © ]{J (t)}+ [K © ]{u t)} =10} (2.47)

ecuacion que es conocida como oscilacion libre de los nodos i, j del elemento A®.

Para el caso en que el movimiento se viera sujeto a fuerzas de friccion o disipativas

del tipo Rayleigh, tendriamos para ese elemento A® la expresion de la fuerza de disipacion
de Rayleigh:

donde:
oF © oF ©
B = — JUJ y - = — |U|
U U,
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que seran las fuerzas de friccidn de los nodos i, j, de esta manera las ecuaciones de Euler-
Lagrange quedan:

L L@
W :{ l’ £ (x, t)(l— Lz(e) jdx+ £ (t)}éUi(t)+{ ! L(—Xe)dx+ £ (t)}éU [® (2.49(a))
© © ©
dfa®) (a®) k@ (2.49(5)
dt| ou; ou | U

0 expresadas en forma matricial:

[am®@ G+ [« @ Ju 0+ [« © Ju )= o} (2.50)
conocida como la ecuacién de las oscilaciones amortiguadas.

Por ultimo, el caso en que existen fuerzas externas y no conservativas, que fuerzan al
elemento A® a oscilar. Estas fuerzas las podemos representar por f(x, t), donde f(x, t)
comprende la fuerza distribuida en el elemento A®, digamos f(x, t) y las fuerzas en los
extremos i, j del elemento producidas por los elementos adyacentes A®™?, digamos fi(t), fi(t).
Para determinar la expresion de las fuerzas generalizadas Qi(t), Qj(t) en los nodos del
elemento A® , consideremos un desplazamiento virtual su © (x,t) del elemento A®, el cual

vendra expresado por los desplazamientos virtuales de los nodos i, j, es decir:

8U @ (x,1) = N (x)3U; (1) + N (x)3U ; (1) (2.51)

De acuerdo con el principio de D’Alambert el trabajo desarrollado por las fuerzas
externas sobre el sistema para cualquier desplazamiento virtual debe ser nulo, entonces:

SW = O (x,1)0U @ (x,t) = £ & (x,1)0U @ (x,1) + £;D0U; (1) + £ P U ; (1) (2.52)

L@
OW = j £ (x,t)Kl—XjéUi(tHXéUj(t)}dx+ RO 1)+ DU (1)
0

L(e) L(e)
L@ L©
oW = { ! PO, t)[l—L(Xe)jdX + £, (t)}éU (t) +{ ! L(—Xe) dx+ £ © (t)}éU (@) (2.53)
AW =Q;(t)oU; (1) +Q;j0U (1) (2.54)
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Donde:

L(E)

Q)= ! f‘e>(x,t)(1—L(Xe)jdxni‘e’(t) (2.55(a))
L®
Q)= { %dm £ (t) (2.55(b))
y tomando:
Qi (1)
Q(t) = (2.56)
QM

finalmente, la ecuacion para el caso de las oscilaciones amortiguadas y forzadas queda
expresada como:

ke o} koo~ ko) @1

2.2.2 Cuerpos con geometria no lineal.

Para este caso la barra © no es de seccion transversal constante A, sino que cambia
conforme varia el punto x sobre el eje de la barra (Figura 2.6).

Figura 2.6. Cuerpo con geometria no lineal.

IIIIII

Figura 2.7. Modelo con elementos finitos.

Nuestro modelo, entonces, seré el siguiente:
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Debido a la simetria geométrica del problema, solo la parte de la derecha es
aproximada por elementos de la forma de seccion constante y variable (figura 2.8), el
primero A®(x) es funcién lineal de x, el segundo A® = cte., y es el caso que ya se ha
tratado. De manera que deduciremos las ecuaciones del movimiento para el caso de seccion
variable A®(x).

Figura 2.8. Aproximacion geométrica para elementos finitos.

Observemos que tan solo basta modificar las cantidades Am® (x) = p’® A® (x)L® ;
EA® (x) que dependen de A®(x). Ambas cantidades pueden ser modificadas con tan solo
tomar por A®(x) aA® | donde:

A + Al

A =
2

(2.58)

En efecto, reemplazando:

Am® (x) = p/e) Al®) (x) L@
con:  A®(x) = N® () A® +N& (x) AL

en la integral:

L(e)
Am® = J. p® [N E AP + N (AP }jx (2.59)
0

L® L@

@) e
@ _ @J1_ X Ja@ X A :J‘ @pC) _P X a@e) P (@
Am J'p {(1 L(e)jA, o Al }dx {p A =B AT R AR
0 0

L® _ p(e) XZ A(E)

. (©) 42
Coa® 0 A

AP TICIRE

L®
0

Am® = P (e) Ai(e) X

p(e) Ai(e) L® N p(e) Aj(e) L® B p(e) Ai(e) L(® N p(e)AEe) L®

Am® = p(e) Ai(e) L@ _
2 2 2 2
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(e) (e)
© A +Aj

5 LE) = p© A @)@ (2.60)

Am® = p

De donde:
AM® — @ ACLE

que es la misma expresion del caso de seccion constante con tan solo tomar A® por A®©;
esto nos permite tomar las mismas ecuaciones que el caso anterior con tan solo tomar A®
por A®, se llamé[am | a la matriz masa del elemento A® obtenida de esta formay |k © |

la matriz rigidez obtenida reemplazando en EA® por EA®, entonces:

sm o @l k@ Jumi=k® o) (2.61)

representa la ecuacién del movimiento de oscilaciones forzadas y amortiguadas del
elemento A® cuando su seccién no es constante.

Es claro que en una red fina, es decir, con suficientes elementos (Figura 2.9), la
aproximacion lineal de A® al elemento seccién de la barra es mayor cuanto mayor es el
namero de nodos en que se parta la longitud de la flecha.

En cuanto al ensamble de los elementos A4® en toda la estructura que constituyenQ .

Q=U A®

e=1

o

\\\§“

.

2

Figura 2.9. Elemento finito mostrando los nodos i, j.

Mostramos, mediante el caso de oscilaciones libres:
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A(e'l) A(e'l) A(e+ 1)

i-1 i i+1 i+2

Figura 3.10.

Para el elemento A4® de extremos i-1, i se tiene:

Am(e—l) L(e—l) . 1 Am(e—l) L(e—l) . EA(e 1) EA(e—l)
fui(t)“'af ia () + L Ui(t)—FUH(t):O

(3.62)
Am®ED L(e—l) . 1 AmEDLED . EAC-D EA(CD
3 Uiy (t)+ fui(mﬁ ia(O- LD ———U;(t)=0
y para el elemento A® de extremos i, i+1:
Am(e)L(e) . 1Am(9)|_(9) . EA(e) A(e)
— Ui+ #Ui(t)"' L©® Ui (t )— Uijt)=0

(3.63)
Am®L® . 1 Am®@LE .. EA® EA(e
#Ui(t)Jranm(t)ﬂL L Ui (- Ui (6)=0
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Con relacién a las matrices de masa|am©™ | y [am® |, quedando sumadas |am© |+ |[am®| dentro de una matriz de orden p x p, como sigue:

(0000

T AmED | D
00002 "L

1L AnEDLED
+ J—

0000

0000

0000

2 3
0

0

0
1 Am(e—l) L(e—l) Am(e—l) L(e—l) 1 Am(e) L(e) Am(e) L(e)
= + += +
2 3 3 2 3 3

0

0

0

0

0
1 Am(e) L(e) Am(e) L(e)

2 3

0

0000]

0000
0000

0000

0000]

U, (1)

Uia®
Ui ®)
Ui+l (t)

Up(®)

(2.64)
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De manera similar para|Kk ¢ |+ |k © |; Si definimos a las matrices de rigidez y masa
totales de la barra, por:

k)= K

(2.65)

E
M]=>" am®
e=1
., C _— 1& oo .
la funcion de disipacion de Rayleigh: F =52{ai Ult)+afu; (t)} (2.66)
e=1

E
donde la matriz de amortiguamiento como: [«]= Z[a(e)]
=1

y por {Q(t)} la matriz global de las fuerzas generalizadas:

Q¥ (1)
=Q“ () (2.67)
Q1)
Entonces, la ecuacion general del movimiento de todos los nodos de la barra sera:
M1+l + (K]} - low} (2.68)
donde, [M], [a] y [K] son matrices de p x p, mientras [Q(t)] es una matriz de p x 1.

De las expresiones (2.36) y (2.37) para T(t), V®(t) se obtienen las energias cinética
y potencial:

E
TM=>T®
- (2.69)

E
V(t) = Zv ©
e=1

Como L = T(t) — V(t) es la Lagrangiana, finalmente obtenemos la ecuacion de
Lagrange correspondiente a la barra total @ como un continuo.:

d (oL oL oF
S HE) G
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2.3 EL METODO DE RITZ-RAYLEIGH.

El método de Ritz-Rayleigh consiste en aproximar numéricamente la solucién de una
ecuacion diferencial o integral dada, bajo condiciones iniciales o de frontera, cuando se ha
determinado explicitamente la expresion de la energia del sistema de una manera funcional,
la cual es evaluada en la solucién numérica propuesta y asi poder determinar en los puntos
criticos de esta funcional derivandola e igualandola a cero. En realidad lo que se obtiene
son los coeficientes de la expresion numerica de la posible solucion, que para el caso
dindmico, como enseguida lo veremos a través de la aplicacion a la membrana vibrante,
QcR 2.

Sean yi(x, ¥), x2(X, ¥),... , xn(X, ¥) una familia finita de funciones base, las cuales son
normales y linealmente independientes tales que el espacio E" = <y, ..., yn> es el espacio

de todas las funciones definidas en 2 que son combinaciones lineales de las funciones
base wi(x,y), espacio en el cual es buscada la solucién u(x, y) de aproximacion, a la

solucion u(x,y) exacta del problema planteado. De esta manera: a(x, y)=> Ciw;(x,y) sera la
i=1

funcion a determinar del problema planteado en Q <R 2.
Lu=fen (2.71)
Bu=gen 2Q (2.72)

cuya funcional Energia I[u] esta determinada explicitamente como:

I[u]:_[(uLu—2fu)dQ+j(uLv—vLu)dQ (2.73)

Q

donde v es una funcion que satisface las condiciones de frontera (3.102) del problema dado,
dichas condiciones comprenden en general a las condiciones de frontera tipo Dirichlet y
Mixta, esta ultima a su vez, considera como un caso particular a la condicién de Neumann.
Si 0Q=I,ul,ul, donde /3, /7y I3 significan respectivamente la parte de <2 que

satisface las condiciones de frontera del tipo Dirichlet, Neumann o Mixta. Por la
consideracidn anterior, solo seran consideradas 71y 73, €s decir:

Lu=fen (2.71)
_ U‘rl = 91(5)
Bu _{VUOﬁ+0(S)LJF3 =g;(s) (2.72)

donde, haciendo os) =0 se obtiene:
Bu=Vuonl, =g,(s) como un caso particular del tipo mixto.
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Explicitamente hablando, la funcional (2.73) queda:

I[u]=J‘(uLu—2fu)dQ+I(uLv—vLu)dQ (2.73)

Q Q

Ahora bien, como debemos determinar los puntos criticos de (2.73), que son las
soluciones de (2.71) bajo (2.72), derivamos la expresion anterior y la igualamos a cero, es
decir:

difu] _
4kl (2.74)

de donde es posible determinar a u, la cual es la solucién de (2.71) bajo (2.72). El proceso
de Ritz-Rayleigh consiste en resolver (2.74) cuando u es substituida por u :

Ia]= {Zn“ciwi}: 1[C,,C,.Cs,....Cp s, Cy ] (2.75)

n
donde: u(x, y):ZCiy/i(x, y). La derivacion de I[u] con relacién a u es equivalente al
i=1

[C,.C,.....C,]

. : . al .
sistema de derivadas parciales =0 con 0 <'i <n, que debe ser resuelto para

Cy, Cy,..., Cy, los cuales definen en forma Unica a la funcion u(x, y).

En efecto, evaluemos a I[u] en u :

, ;{zj{z]}

i=1 i=1

n n
CiZIV/iLV/idQ+ZCiCJ’_[(WiLWJ’ +y Ly, )dQ+ZCi'[(2y/i f +l,z/iLV+th//i)dQ
Q

i=1 j#i i1 0
(2.76)

donde, derivando con relacion a C;, tenemos:
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ol : n
! i=1 Q j#i Q
! 2.77)
-y o
1<i<n

para el cual, derivando con relacion a C; obtenemos:

al n n n
i i-1 i o i=1

j(_ 2y f+y;Lv—vLy; MQ (2.78)
Q

Este sistema puede también ser expresado como:

j=1

Q Q

que expresado en forma matricial quedara:

AC =h (2.81)
C h
A A e e
A=| i 1o ; C={7? ; h={2 (2.82)
Anl Ann ‘ .
Cn hn

de donde se pondré determinar a C, en forma Unica siempre y cuando A no sea singular, lo
cual sucede si el operador L es definido positivo. A manera de ejemplificar este método, lo
aplicaremos a problemas de vibraciones en una y dos dimensiones.

Problema 1. Considérese el siguiente problema, con valores en la frontera:

Lu=-u"(x)=x* ; 0<x<1
u©)=0

B(u)=
u@d) =0
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A fin de resolver (E.1) bajo (E.2), supondremos una solucion polinomial cubica:

la cual debe satisfacer las condiciones de frontera del problema. De manera que de:
u(0)=C, =0y u(l)=C, +C, +C, =0, se tiene: C3= -(C; + C;), de donde se obtiene:

U(x)=Cyx+Cyx? —(Cy +C, X* =C; (1-x?)x+C, (1-x)x?

U(x) = Coy1 (x)+Cop, (x)

Calculando las entradas de A, tenemos:

h oy, \ Ow h oy, \ Ow

— 1 1 d : — 1 2 d
A ﬂaxJ(axjx Ao ﬂaxJ(axe

1 1

oy, | owy . oy, | 9w,

A=l —45| —1d ; A, = —21d
SEIEE -] oo

de esta manera, derivando las y;, i = 1, 2 e integrando para obtener A;;, 1 <i <2;1 <j <2:

(1—x2X2x—3x2)dx= Ay :%

O ey

1
Allzj(:l-_xz)zdxzé ; A =
0

1 1 1
2 1. 1. 1
Azzz_c[(Zx—sz) dx=% ; hlz.([x(l—xz)dx:zo ; h2=.([x2(l—x)x2dx=30

11 1
36 |C|_J20
12]c, |1
6 15 30

de donde resultan: C, :115 y C,= 613 ; de esta manera la funcién solucion u(x):

u(x)= 3):)(1— x)(2 +5x) diferira de la solucion exacta: u(x)= 1)(2(1— x*)cuyo error puede
ser evaluado a partir de una tabla.

El caso bidimensional lo trataremos mediante un ejemplo para la ecuacion de
Poisson.
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Problema 2. Considérese la region Q < R?, bajo condiciones de frontera no

homogéneas, es decir:
- Vu=fen 2 (P2.1)

sujeta a las condiciones de frontera:

ur, =g,(s) - [1 < A0 Dirichlet

. (P2.2)
Vuon+o(sl, =g,(s) ; 73 ca? Mixta

donde :6Q =T, UT,;g[6Q = g, T, U g,|T;, .

Y la condicion de frontera del tipo Neumann se obtiene como un caso particular de la

Mixta, haciendo o(s) =0, en la parte en que se cumple.

La funcional de (P2.1) bajo (P2.2) fue deducida como:

1[u]= [(vu]* ~2fubio + [(ou? - 2guls (P2.3)

Q oQ

explicitamente hablando, I[u] queda como:

I[u]= j{@)‘:]z {Z;]Z —2fu}dQ+£(ou2 —2guds (P2.4)

Q

la cual sera minimizada numéricamente si: U = Cyy;(x, y)+ g(x, y) (P2.5)
i=1l

es la solucion propuesta de (P2.1) bajo (P2.2); obsérvese que para que U satisfaga la
condicion de Dirichlet, se requiere que necesariamente y,(x(s) y(s))=w.(s)T, =0

1<i<n.Asi
u =(x(s) y(s))=g(x(s). y(s)) = g(s) en 73

haciendo: v,.,(x,y)=g(x,y),C,.. =1, U queda como:

u :icil//i (X’ Y) (P2.6)
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Evaluando a (P2.4) en u obtenemos:
n+l n+l 2 n+l
I[C11C21 n+l J.{[ZC alﬂl) (zcl aalglJ _ZZfC|WI}dQ+
i=1 i=1
n+l n+l
| C{ZCMJ ~2).Cw0
i=1

o

(P2.7)

derivando esta Ultima ecuacion se tiene:

B CORE]I

n+l n+l 0 i 61// 0 i 8(// n+l n+l ,
O E T

i=l O i=1 I,

n+l
i zjzocjwiz//,-ds—ZIZWigdS=0

%=1, i=1 T,

(P2.8)

de donde, reconociendo para los indices i, j se obtienen:

A, = g[ {(88"’; j(ag;" J+ [081/; ]{ a;’;" J}dxdy (P2.9)

S; = [oyw,ds (P2.10) K; = [gy;ds (P2.11)
Iy I3

h, = j fy, dxdy (P2.12)
Q

S[A +S,,c =h +K =1, ; 1<is<n

j=1

haciendo B = A, + S, , se obtiene el sistema matricial: B (nx(n+1));

c'={c.C,.....C,,} ; BC =I (P2.13)

120



El sistema representado por la ecuacion (P2.13) debe ser modificado, a fin de obtener
un sistema de n x n en Cy, C,,...,.Cpn, Ya que Cn+1 = 1. Para esto consideremos la primera
modificacion y luego para las demas en 2, 3, ..., n, obteniendo asi el siguiente sistema:

B,C, +B,C, +...4B,,C +By,,,Cs = I 1 )
B,C, +B,C, +...+4B,,C, = l 1~ BinaCha
ByCi+ByCy+...+B,,C =1, -B,,,Chs ’ (P2.14)
Bnlcl_'_BnZCZ +"‘+Bnncn :In nn+1Cn+1 J
y que finalmente queda representado como:
B'C=1I" (P2.15)
donde B‘ es una matriz de n x n, C el vector en C;, Cp, .., C, Yy asi:

u(x,y)=g(xy)+ iciwi (x,y)es la solucion de (P2.1) bajo (P2.2).

i=1

En el caso dinamico, que es aquel que nos ocupa, al resolver la ecuacién diferencial
parcial de la membrana vibrante para el caso forzado y amortiguado, los coeficientes Ci(t)
seran dinamicos, luego la solucién propuesta a(x, y,t) para cada instante t dependera de la
expresion:

u(x,y,t)= ZC (%, y) (2.83)

donde wa(X.y), ..., wn(X,y) son las funciones base que generan el espacio de funciones de
dimension finita E ".

Propiamente hablando, la ecuacion diferencial parcial de la membrana vibrante
Q < R? fue deducida como:

o’u 0% i&zu
2

ou
+ - —2b—+ku= f(x,vy,t 2.84
ox>  oy® c¢® ot ot (xy.t (284)

cuyas condiciones de frontera las supusimos homogeéneas, es decir:

u(x(s), y(s), t) =0 (2.85)

y las condiciones iniciales son consideradas como:
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u(x, y, 0) = uo(x, y) }
(2.86)
ou(x,y,t

eIy, x.y)

ot

Asi también, para este problema fue deducida la funcional Energia 1[u,u,t]en términos
de los operadores diferenciales L/u/= - V" 4K W) = F(x,y,t) cuando:

ou

10 0 ||ox
—vto(KVu)z—{;(,sy,jt}oul) Z;
PO

ot

y F(x,y,t)=f(x, y,t)—ZbZl:+ku

De esta manera la funcional Energia queda como:

t
UUt

'—u

j (uLu — 2Fu)dQdt (2.87)
Q

0

donde, substituyendo las expresiones de L/ /y F obtenemos:

t 2 2
-1 (&‘j L —12(8“} “ouku+2ub® —2fuldadt  (2.88)
) o | % oy ) c?\at ot

como los puntos criticos de la funcional (3.118) son los candidatos a ser soluciones de
(2.83) bajo (3.114 y (3.115), debemaos derivar e igualar a cero con el fin de resolverla

di[u]

du

0 (2.89)

Como el método de Ritz-Rayleigh resuelve numéricamente (2.89), entonces debemos
evaluar (2.88) en u, con lo que se obtiene:
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+ 3 [ 211, 0, o (2.90)

Si denominamos por:

- “by/it// dQdt; B, = I i {[ aa'/;i j( ag)'(" ]+ (aa";i J(ag;" J}det ;

t
“ky/iwdedt y h = H fy,dQdt obtenemos el sistema ordinario de n ecuaciones
0Q 0Q

-

con n incognitas:

(Zl A, jCi(t)+il(Bu —K, ), (t)+h =0 ; 1<i<0 (2.92)

=

de donde se obtienen los valores de C;:

Ci(0)=(us(x, y)wi(x, y) = IUO(X: yli(x, y)Q (2.93)

Q
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