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Sintesis del Resumen

Las Méaquinas de Soporte Vectorial son una clase muy especifica de algoritmos, que se
caracterizan por la utilizacion de kernels, la ausencia de los minimos locales, la poca
densidad de la solucién y el control de la capacidad obtenido por actuar en el margen, o
en otra “dimension independiente”, cantidades tales como el nimero de vectores de
soporte. Fueron inventados por Boser, Guyon y Vladimir Vapnik, y se introdujo por
primera vez en una ponencia; COLT 1992. Todas estas caracteristicas, sin embargo, ya
estaban presentes y se ha utilizado en la maquina de aprendizaje desde el década de
1960: hyperplanes de maximo margen en el espacio de entrada fueron discutidos por,
Duda y Hart, Cover, Vapnik y colaboradores, y varios articulos de la mecénica
estadistica (por ejemplo Anlauf y Biehl); la utilizacion de kernels fue propuesta por
Aronszajn, Wahba, Poggio, y otros, pero es el articulo de Aizermann y colaboradores,
publicado en 1964 que introdujo la interpretacion geométrica de los kernels como
productos internos en un espacio de caracteristicas. Técnicas de optimizacion similares
fueron utilizadas en reconocimiento de patrones por Mangasarian, y la poca densidad
también habia sido ya discutida. El uso de variables de holgura para superar el problema
de ruido y la no de separabilidad fue introducida también en la década de 1960 por
Smith y mejorado por Bennett y Mangasarian. Sin embargo, no fue hasta 1992 que todas
esas caracteristicas fueron puestas juntas para formar el clasificador de maximo margen,
la maquina basica de soporte vectorial, y no fue hasta 1995 que la versién del margen
suave fue introducido: presentado por Cortés y Vapnik es sorprendente como,
naturalmente, y elegantemente todas las piezas encajan y se complementan entre si. Los
articulos de Shawe-Taylor y colaboradores Bartlett dio el primer limite estadistico
riguroso sobre la generalizacion de la margen duro de las SVMs, mientras que el articulo
de Shawe-Taylor y Cristianini ofrece limites similares para los algoritmos de margen
suave y para el caso de regresion.

Después de su introduccion, un namero creciente de investigadores que han trabajado en
ambos algoritmos y el analisis tedrico de esos sistemas, creando en pocos afios lo que es
efectivamente una nueva direccion de investigacion por derecho propio, emergiendo
conceptos de disciplinas tan distantes como: estadisticas, analisis funcional,
optimizacion, asi como la maquina de aprendizaje. El clasificador de margen suave fue
introducido unos afios mas tarde por Vapnik y Cortés, y en 1995 el algoritmo fue
extendido al caso de regresion.


http://www.support-vector.net/chapter_6.html#dudahart
ftp://ftp.cs.wisc.edu/tech-reports/reports/91/tr1054a.ps
http://www.support-vector.net/chapter_6.html#Cortes%20and%20Vapnik

Los dos ultimos libros escritos por Vapnik proveen una muy amplia base tedrica de la
materia y desarrolla los conceptos de una Méaquina de Soporte Vectorial.

El algoritmo v - vector soporte para la clasificacion y regresion fue introducido y
desarrollado por Smola, Schoelkopf, Williamson y Bartlett. Otras adaptaciones de los
planteamientos béasicos se han utilizado para la estimacién de la densidad, la
transduccion, la estimacion de puntos de Bayes, la regresion ordinal.

Recientemente, una serie de aplicaciones practicas de SVMs han sido reportadas en
campos tan diversos como la bioinformatica, la linglistica computacional y la vision por
computadoras. Muchos de estos avances recientes son presentados en las colecciones
Schoelkopf, Smola y colaboradores, por Burgues, Smola, Schoelkopf y por Evgeniou,
Pontil y Poggio.

Por altimo, la tesis de doctorado de Cortés, Osuna, Schélkopf y Smola proporcionar una
valiosa fuente de primera mano de temas como el trabajo de investigacion sobre la
viabilidad en esta brecha.

En este trabajo de tesis se presenta un nuevo modelo de reconocimiento automatico
de patrones, las Maquinas Asociativas Alfa-Beta con Soporte Vectorial, mismo que
se ubica dentro del Enfoque Asociativo de Reconocimiento de Patrones. Este modelo
nace al fusionar algunos elementos tedricos de las memorias asociativas Alfa-Beta
con algunos elementos tomados de las Support Vector Machines, originando a su
vez varias transformadas matematicas novedosas.

Ademas, se presenta un estudio experimental del desempeno del algoritmo
propuesto, comparando su rendimiento de clasificacién con el exhibido por otros
reconocedores de patrones, al trabajar con diversas bases de datos de acceso
publico.

En dichos experimentos se muestra que el modelo propuesto exhibe resultados
competitivos con respecto a algunos de los algoritmos mas ampliamente conocidos,
presentes en la literatura cientifica contemporanea, al aplicarse al reconocimiento
de digitos escritos a mano; en particular de la base de datos MNIST.

Con este trabajo de tesis se engrosan las filas del Enfoque Asociativo de
Clasificacién de Patrones, con un modelo de alto desempefio que ofrece una eficacia
competitiva, ademas de ser robusto ante patrones modificados con alteraciones
mezcladas.
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Introduccion

En este trabajo de tesis se presentan las maquinas asociativas alfa-beta con soporte
vectorial, que conforman un nuevo modelo de reconocimiento automatico de
patrones, el cual surge al tomar elementos de dos ramas importantes del
reconocimiento de patrones. Por un lado, se utiliza el modelo de las memorias
asociativas Alfa-Beta como punto de partida, tomando de éste los operadores Alfa y
Beta y sus propiedades; y por otro, la idea del vector de soporte se toma de la teoria
de las maquinas de soporte vectorial (SVM, por sus siglas en inglés). El nuevo
modelo exhibe un desempefio experimental competitivo, al ser comparado con otros
1importantes clasificadores descritos en la literatura actual.



Resumen

En este trabajo de tesis se presenta un nuevo modelo de reconocimiento automatico
de patrones, las Maquinas Asociativas Alfa-Beta con Soporte Vectorial, mismo que
se ubica dentro del Enfoque Asociativo de Reconocimiento de Patrones. Este modelo
nace al fusionar algunos elementos tedricos de las memorias asociativas Alfa-Beta
con algunos elementos tomados de las Support Vector Machines, originando a su
vez varias transformadas matematicas novedosas.

Ademas, se presenta un estudio experimental del desempeno del algoritmo
propuesto, comparando su rendimiento de clasificacién con el exhibido por otros
reconocedores de patrones, al trabajar con diversas bases de datos de acceso
publico.

En dichos experimentos se muestra que el modelo propuesto exhibe resultados
competitivos con respecto a algunos de los algoritmos mas ampliamente conocidos,
presentes en la literatura cientifica contemporanea, al aplicarse al reconocimiento
de digitos escritos a mano; en particular de la base de datos MNIST.

Con este trabajo de tesis se engrosan las filas del Enfoque Asociativo de
Clasificacién de Patrones, con un modelo de alto desempefio que ofrece una eficacia
competitiva, ademas de ser robusto ante patrones modificados con alteraciones
mezcladas.



Abstract

In the current document of thesis, a new model for automatic pattern recognition is
presented. This new model, the Alpha-Beta Associative Support Vector Machines, is
a member of the Associative Approach of Pattern Recognition. This model arises
when some theoretical elements from the Alpha-Beta associative memories are
merged with some theoretical elements taken from Support Vector Machines,
giving also birth to several new mathematical transforms.

An experimental study of the proposed algorithm performance is presented. In this
study, the classification performance of the Alpha-Beta Associative Support Vector
Machines is compared to that exhibited by other classifiers, while working with
different data bases of public domain.

In particular, when applied to handwritten digits recognition (namely in the
MNIST database) the Alpha-Beta Associative Support Vector Machines exhibit
competitive results against some of the most widely known algorithms currently
available in scientific literature.

With this work of thesis, the number of models belonging to the Associative
Approach of Pattern Recognition has been increased, with a high performance
model which offers a very competitive efficacy, besides being robust against
patterns modified with mixed alterations.



Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo de tesis se presentan las maquinas asociativas alfa-beta con soporte
vectorial, que conforman un nuevo modelo de reconocimiento automa&tico de patrones,
el cual surge al tomar elementos de dos ramas importantes del reconocimiento de
patrones. Por un lado, se utiliza el modelo de las memorias asociativas Alfa-Beta como
punto de partida, tomando de éste los operadores oy 8 y sus propiedades; y por otro,
la idea del vector de soporte se toma de la teoria de las maquinas de soporte vectorial
(SVM, por sus siglas en inglés). El nuevo modelo exhibe un desemperio experimental
competitivo, al ser comparado con otros importantes clasificadores descritos en la
literatura actual.

1.1. Antecedentes

El proceso de reconocer cosas, fenémenos y conceptos, tales como un sonido, cierta
comida, un depredador, una imagen, un amigo, un sabor, entre otras instancias, es algo
que los seres vivos hacemos de forma inconsciente, pero que nos permite adaptarnos
a nuestro entorno y puede ser clave en el momento de la supervivencia [1]. La gran
importancia de las tareas de reconocimiento de patrones realizadas cotidianamente,
ha conducido a que en ciertos equipos de investigacién cientifica, sobre todo con el
advenimiento de los sistemas computacionales modernos, surja la idea de crear, disenar
e implementar sistemas de reconocimiento automdtico de patrones [2].

Una de las primeras observaciones de quienes nos dedicamos a tratar de resolver
este tipo de problemas en una computadora, es que la solucién general es muy com-
plicada, dado que son muchos los factores que estdn involucrados en el proceso de re-
conocer. Por ello, la identificacién o seleccién de rasgos o caracteristicas en los objetos,
procesos, fenémenos y conceptos a reconocer de manera automatica, es una actividad
que se realiza de manera inductiva, de lo simple a lo complejo, de lo concreto a lo
abstracto, y con una buena dosis de ensayo y error [3]. No obstante, es preciso aclarar
que la seleccién de rasgos en los sistemas modernos autométicos de reconocimiento de
patrones es una linea de investigacién vigente [4].

Después de haber seleccionado los rasgos o caracteristicas de las instancias en
estudio, se crean vectores que representan a esas instancias, cada una de cuyas com-
ponentes es uno de dichos rasgos o caracteristicas: a esos vectores se les conoce como
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patrones, aunque por convencién en la literatura cientifica el término patrén se refiere
de manera indistinta a la instancia o al vector que la representa. Acto seguido, se
requiere del disefio e implementacién de una estrategia que permita crear y operar un
sistema computacional que automé&ticamente reconozca patrones. Esta es la etapa de
reconocimiento de patrones, la cual es posible sélo si existié previamente una etapa de
aprendizaje o entrenamiento en el sistema automatico [5], [6].

Dependiendo de la aplicacién y del problema especifico, la fase de reconocimiento
de los patrones en el sistema automaético puede operarse con al menos dos intenciones:
recuperar o clasificar los patrones en estudio [2], [3]. Por ello, gran parte de la literatura
relacionada con el drea de reconocimiento de patrones menciona explicitamente la
clasificacién de patrones [7], [8].

Actualmente, entre los principales enfoques de Reconocimiento Automatico de Pa-
trones, se encuentran los siguientes:

= Enfoque estadistico-probabilistico. Su principal clasificador estd basado en la
teoria de la probabilidad, y especificamente en el teorema de Bayes. Es histéri-
camente el primer enfoque que existié y probablemente el mas desarrollado [3],

[5], [9)-[17].

= Clasificadores basados en métricas. Usualmente se ubican dentro del enfoque
estadistico y se basan en el concepto de métrica y en las propiedades de los
espacios métricos para hacer la clasificacién [18]-[29].

= Enfoque sintdctico-estructural. Se basa en la teoria de autématas y lenguajes
formales para hacer la clasificacién. Se enfoca més en la estructura de las cosas
a clasificar que en mediciones numéricas [9], [12], [30], [31].

= Enfoque neuronal. Se basa en modelos mateméticos de las neuronas del cere-
bro humano y, a diferencia del enfoque estadistico-probabilistico, los sistemas
automaéticos de reconocimiento de patrones basados en en el enfoque neuronal,
ademds de clasificar patrones, también son capaces de recuperarlos [9]-[13], [32]-
[51].

= Enfoque asociativo. Este enfoque fue creado en el Centro de Investigacién en
Computacién del IPN en 2002, y utiliza los modelos de memorias asociativas
para disenar e implementar reconocedores de patrones robustos ante la presencia
de patrones alterados. Los sistemas automaticos de reconocimiento de patrones
basados en en el enfoque asociativo son capaces de realizar la tarea de clasifi-
cacién de patrones, como un caso particular de la tarea principal que realizan de
manera eficiente: recuperar patrones [4], [7], [51]-[72]

En cada uno de los enfoques mencionados, se han creado algoritmos para disenar
reconocedores de patrones. Por ejemplo, el reconocedor de patrones mas famoso en
el enfoque estadistico-probabilistico es el clasificador bayesiano [3], y el clasificador
euclidiano se identifica con el enfoque basado en métricas [73]. Sin embargo, la mayoria
de los algoritmos de reconocimiento de patrones comparten caracteristicas de mds
de un enfoque y elementos de otras dreas de la ciencia, especialmente de disciplinas
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matematicas. Esto es particularmente notorio en el clasificador euclidiano dado que,
no obstante que es un clasificador basado en métricas, también utiliza de manera
importante la teoria de las funciones discriminantes, misma que no interviene en otros
clasificadores basados en métricas. Esta situacién de tomar elementos de un enfoque
especifico de reconocimiento de patrones y algunas disciplinas mateméticas sucede
también con las Mdquinas de Soporte Vectorial (en la literatura cientifica actual, se
refiere a este modelo por sus siglas en inglés, SVM, por lo que en el presente documento
continuaremos con esta tendencia), técnica desarrollada por Vapnik que utiliza un
algoritmo de entrenamiento, el cual maximiza el margen entre los patrones en el limite
de clases; estos patrones han sido llamados por Vapnik vectores de soporte (support
vectors) [74], [75]. Cabe mencionar que esta técnica ha sido aplicada exitosamente en
diversas dreas de la actividad humana [76]-[79].

Entre los algoritmos reconocedores de patrones existentes en la actualidad que
pertenecen a los enfoques anteriores, hay dos que sobresalen porque comparten nota-
bles caracteristicas deseables en un algoritmo de este tipo, a saber: su sencillez y su
alta eficacia.

Uno es el clasificador k-NN (k-nearest neighbor, los k-vecinos més cercanos), el cual
es un modelo de minima distancia y se ubica en los clasificadores basados en métricas.
El método del k-NN calcula la distancia de un patrén de prueba respecto a cada uno de
los patrones de aprendizaje o entrenamiento, ordena las distancias de menor a mayor
y retiene la clase que se obtiene por mayorfa entre los k patrones més cercanos [18],
[27], [80], [81]. En el cldsico proyecto Statlog, desarrollado en Escocia por Michie y sus
colaboradores a inicios de la década de los noventa, se muestra experimentalmente la
superioridad del k-NN respecto de un buen nimero de clasificadores automaticos de
patrones [13]. Sin embargo, la gran desventaja del k-NN es su poca eficiencia, puesto
que cuando se trabaja con un conjunto amplio de patrones de aprendizaje, el hecho
de calcular las distancias de todos esos patrones con respecto al patrén de prueba vy,
posteriormente, ordenar las distancias, es un proceso computacionalmente caro [18],
[82]-[84].

El otro enfoque es el asociativo, mismo que se inicié con dos trabajos de tesis
desarrollados durante 2002 en el CIC-IPN: una tesis de doctorado en ciencias de
la computacién [53], donde se introdujeron los operadores o y 3, y una tesis de
maestria en ciencias de la computacién [52], la cual combina dos importantes modelos
de memorias asociativas para generar un clasificador eficiente. El enfoque asociativo
de reconocimiento de patrones se basa en las memorias asociativas, cuyos modelos
matematicos pioneros [85] son contempordneos a los primeros modelos de redes neu-
ronales [33]. El estado del arte en las memorias asociativas que sirven de base a modelos
asociativos de reconocimiento de patrones, estd constituido por las memorias asocia-
tivas Alfa-Beta, cuyo modelo se basa en dos operaciones simples, a y (3, las cuales son
equiparables en sencillez a las operaciones bésicas de la 1égica booleana [53]. En un
nimero importante de investigaciones recientes, se ha mostrado tedrica y experimen-
talmente que, a pesar de su sencillez, los modelos de reconocimeinto automético de
patrones basados en las memorias asociativas Alfa-Beta son altamente eficaces, asi co-
mo competitivos con los modelos reportados en la literatura actual [4], [7], [8], [51]-[68],
[71], [72], [87]. Ademds, estos modelos son mds eficientes que el k&-NN para conjuntos
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grandes de patrones de aprendizaje [86].

Cabe mencionar que las memorias asociativas Alfa-Beta trabajan solamente con
patrones binarios, por lo que dichos patrones pueden presentar alteraciones aditivas,
sustractivas o mezcladas. En este sentido, existen dos tipos de memorias asociativas
Alfa-Beta: uno que es muy robusto ante alteraciones aditivas pero muy sensible ante
alteraciones sustractivas, mientras que el otro tipo es muy robusto ante alteraciones
sustractivas pero muy sensible ante alteraciones aditivas. La gran desventaja que pre-
sentan estos modelos matematicos, es que la presencia de alteraciones mezcladas afecta
fuertemente y de manera negativa su eficacia, puesto que son sensibles ante ellas [53],
[54], [56], [87]. El problema ha sido parcialmente resuelto como resultado de algunos
trabajos de investigaciéon desarrollados por miembros del Grupo Alfa-Beta, quienes
han ideado la aplicacién de conceptos y técnicas de diversas dreas, a saber: el desar-
rollo y uso del c6digo Johnson-Mobius modificado [56], la creacién y aplicacién de las
redes neuronales Alfa-Beta sin pesos [51], la creacién, fundamentacion y aplicaciéon de
las memorias asociativas bidireccionales Alfa-Beta [54], la creacién y uso de las mul-
timemorias Alfa-Beta [65] y el desarrollo y aplicacién del clasificador Gama [67]; no
obstante los esfuerzos realizados, este problema permanece sin una solucién definitiva,
y con el presente trabajo de tesis se pretende avanzar en esa direccién.

De esta manera, la presente propuesta de tema de tesis queda delimitida dentro del
drea de investigacion del enfoque asociativo de reconocimiento automético de patrones,
en sus tareas de recuperacién y clasificaciéon de patrones.

1.2. Objetivo

Crear e implementar un modelo matematico de reconocimiento automaético de pa-
trones, las maquinas asociativas Alfa-Beta con soporte vectorial, que surja al tomar
elementos de dos ramas importantes del reconocimiento de patrones. Por un lado, los
operadores o y 3 y sus propiedades, aportacién del modelo de las memorias asociati-
vas Alfa-Beta; y por otro, la idea del vector de soporte, que proviene de la teoria de
las méquinas de soporte vectorial (SVM, por sus siglas en inglés). El nuevo modelo
debers exhibir un desempeno experimental competitivo, al ser comparado con otros
importantes clasificadores descritos en la literatura actual.

1.3. Aportaciones

= Una transformada vectorial original, llamada Transformada 7, cuyos argumentos
de entrada son dos vectores de igual dimensién con componentes binarias, que
permite conocer la cantidad y ubicacién de la alteracién aditiva del segundo
vector de entrada respecto del primero.

= Un nuevo modelo de reconocimiento automético de patrones llamado méquinas
asociativas Alfa-Beta con soporte vectorial, que exhibe un desempefio experimen-
tal competitivo, al ser comparado con otros importantes clasificadores descritos
en la literatura actual.

= Anélisis experimental del nuevo modelo, al aplicarlo en bases de datos conocidas.
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1.4. Organizaciéon del documento

En este Capitulo se han presentado: los antecedentes, el objetivo y las aportaciones
de este trabajo de tesis . El resto del documento esté organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 2 se presenta el estado del arte de las dos dreas de investigacién que
sirven de base para la presente tesis, que son las memorias asociativas Alfa-Beta por
un lado, y las Maquinas de Soporte Vectorial por otro.

A su vez, el Capitulo 3 es la parte més relevante de este documento. En el mismo se
introduce el algoritmo propuesto, junto con las operaciones y herramientas matemati-
cas desarrolladas en este trabajo de tesis, que le dan sustento. El contenido del Capitulo
incluye las definiciones de las herramientas que sustentan el nuevo modelo, asi como
el desarrollo del algoritmo principal, cuyo diagrama de flujo constituye el Apéndice A.

Los resultados experimentales, asi como la discusién de los mismos, se presentan en
el Capitulo 4; y en el Capitulo final, el 5, se exponen las conclusiones y recomendaciones
para trabajo futuro. Finalmente, se incluyen las referencias bibliogréficas.



Capitulo 2

Estado del Arte

En este capitulo se presenta el estado del arte de las dos dreas de investigacién que
sirven de base para la presente tesis, que son las memorias asociativas Alfa-Beta por
un lado, y las Mdquinas de Soporte Vectorial (SVM) por otro.

En la seccién 2.1 se describen brevemente los conceptos bédsicos de memorias aso-
ciativas, y se presentan los operadores operadores @ y 8 y sus propiedades; es muy
importante hacer notar que de las memorias asociativas af se toman sélo los op-
eradores operadores « y [y sus propiedades, no asi los algoritmos de las fases de
aprendizaje y recuperacién de esas memorias.

En la seccién 2.2 se describen de manera breve las maquinas de soporte vectorial
(SVM) y se ejemplifica gréficamente su funcionamiento; es preciso aclarar que de las
SVM sélo se tomard la idea del vector de soporte, no asi su concepto, puesto que el
concepto del nuevo vector de soporte es totalmente diferente del concepto que usan
las SVM clésicas. A fin de ilustrar las enormes diferencias que existen entre las SVM
clasicas y las mdquinas asociativas Alfa-Beta con soporte vectorial, se plantea el hecho
de que,mientras que las SVM cldsicas trabajan en modo biclase, el nuevo modelo de
mdquinas asociativas Alfa-Beta con soporte vectorial es capaz de resolver problemas
multiclase.

2.1. Memorias Asociativas

Los conceptos que a continuacién se presentan estan fuertemente basados en [53],
[54], [69], [70], [88].

Una Memoria Asociativa puede formularse, para su operacién, como un sistema de
entrada y salida, idea que se esquematiza a continuacién.

x— | M| —y

En este esquema, los patrones de entrada y salida estdn representados por vectores
columna denotados por x y y, respectivamente. Cada uno de los patrones de entrada
forma una asociacién con el correspondiente patrén de salida, la cual es similar a
una pareja ordenada; por ejemplo, los patrones x y y del esquema anterior forman
la asociacién (x,y). A un patrén de entrada x' le corresponders el patrén de salida
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y!, y ambos formarsn la asociacién (x!,y!); del mismo modo, para un nimero entero

positivo k especifico, la asociacién correspondiente es (x*, y*).

La memoria asociativa M se representa mediante una matriz, la cual se genera a
partir de un conjunto finito de asociaciones conocidas de antemano: este es el conjunto
fundamental de aprendizaje, o simplemente conjunto fundamental. El conjunto funda-
mental se representa de la siguiente manera: {(x*,y*) | p = 1,2,...,p} donde p es un
nimero entero positivo que representa la cardinalidad del conjunto fundamental. La
naturaleza del conjunto fundamental proporciona un importante criterio para clasificar
las memorias asociativas: Una memoria es autoasociativa si se cumple que x* = y*
Vi € {1,2,...,p}, por lo que uno de los requisitos que se debe de cumplir es que n = m.
Por otro lado, una memoria heteroasociativa es aquella en donde 3p € {1,2,...,p}
para el que se cumple que x* # y*. Nétese que puede haber memorias heteroasocia-
tivas con n = m.

En los problemas donde intervienen las memorias asociativas, se consideran dos
fases importantes: La fase de aprendizaje, que es donde se genera la memoria asociativa
a partir de las p asociaciones del conjunto fundamental, y la fase de recuperacién u
operacién que es donde la memoria asociativa opera sobre un patrén de entrada con
objeto de reconocerlo, a la manera del esquema que aparece al inicio de esta subseccién.

A fin de especificar las componentes de los patrones, se requiere la notacién para
dos conjuntos a los que llamaremos arbitrariamente A y B. Las componentes de los
vectores columna que representan a los patrones, tanto de entrada como de salida,
serdn elementos del conjunto A, y las entradas de la matriz M serdn elementos del
conjunto B. No hay requisitos previos ni limitaciones respecto de la eleccién de estos
dos conjuntos, por lo que no necesariamente deben ser diferentes o poseer caracteris-
ticas especiales.

Por convencién, cada vector columna que representa a un patrén de entrada tendrs
n componentes cuyos valores pertenecen al conjunto A, y cada vector columna que
representa a un patrén de salida tendrda m componentes cuyos valores pertenecen
también al conjunto A; es decir: x* € A" y y* € A™ Vi € {1,2,...,p}. La j-ésima
componente de un vector columna se indicard con la misma letra del vector, pero sin
negrilla, colocando a j como subindice: la j-ésima componente del vector columna x*

se representa por: x? .

2.2. Operadores ay f3

Las memorias asociativas Alfa-Beta, por su parte, son de dos tipos y pueden operar
en dos modos diferentes. El operador « es utilizado en la fase de aprendizaje, mientras
que el operador  es util durante la fase de recuperacion. Estos dos operadores fueron
definidos de manera tabular y sus propiedades demostradas en [53]; a continuacién

se incluyen las tablas que representan a los operadores « y f3,: dados los conjuntos
A={0,1}y B=1{0,1,2}:
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Tabla 2.1. Definicién de los operadores Alfa y Beta

a:AxA—B B:BxA— A

r Yy a(zy) z |y | B(zy)

0 0 1 00 0

0 1 0 01 0

1 0 2 110 0

1 1 1 1|1 1
210 1
211 1

La operacién binaria « exhibe algunas propiedades algebraicas, expuestas en la
Tabla 2.2.

Tabla 2.2. Propiedades de la operacién binaria o

isoargumentos en « a(z,x) =1

intercambio de argumentos en « (x <y) < alz,y) < a(y, )

« creciente por la izquierda (z <y) < [a(z,2) < oy, 2)]

« decreciente por la derecha (x <y) < [alz,z) > a(z,y)]

a distributiva por la derecha respecto a \/ | a[(z\ y), 2] = a(z, 2) \ a(y, 2)
a distributiva por la derecha respecto a A | a[(z Ay), 2] = a(z, 2) A a(y, 2)

Asimismo, en la Tabla 2.3 se muestran algunas propiedades de la operacién binaria

5.
Tabla 2.3. Propiedades de la operacién binaria 3
propiedad del 1 B(l,x) ==
isoargumentos en 3 Blx,z) =2z Yz € A
B creciente por la izquierda (x <y) — [Blz, 2) < By, 2)]
B creciente por la derecha (z <y)— [B(z,z) < B(z,19)]
B distributiva por la derecha respecto a \/ | B[(xVy),2] =8 (x,2)\V B (v, 2)
B distributiva por la derecha respecto a A | S[(x Ay),z2] =B (x,2) AB (v, 2)
B distributiva por la izquierda respecto a \/ | Bz, (yV 2)] = 8 (z,v) V 8 (z, 2)
B distributiva por la izquierda respecto a A | Bz, (W A\ 2)] = B (z,y) A B (z,2)

Por otro lado, en la Tabla 2.4 se presentan las propiedades de la aplicacién combi-
nada de ambas operaciones a y f3.

Tabla 2.4. Propiedades de la aplicacién combinada de las operaciones « y 3
B es la inversa de a por la derecha Bla(z,y),y] =
B es la inversa de « por la izquierda Blalz,y),z] ==
isoargumentos en o como argumento de § | 8[a(z,z),y] =y
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B Hiperplane éptimo

Figura 2.1: Support Vector Machine. Los vectores de soporte estdn indicados con un
recuadro mientras que el hiperplano 6ptimo aparece como una lfnea punteada

2.3. Support Vector Machines

El algoritmo utilizado por las SVMs funciona como un clasificador biclase que mini-
miza simultdneamente el error empirico de clasificacién y maximiza algunas caracteris-
ticas de las métricas involucradas [89], [90]. Como tal, este algoritmo estd fuertemente
basado en la teorfa de aprendizaje estadistico desarrollada por Vapnik, Chervonenkis
y otros, que dio lugar a la implementacién de las SVMs durante la década de los
noventas, en los Bell Laboratories de AT&T por Vapnik y sus colaboradores [74], [75].

El problema bésico que ataca este modelo es el de de separar un hiperplano n-
dimensional en dos clases, por medio de un hiperplano n — 1-dimensional. Sin embar-
go, existen mds de un hiperplano que logra este cometido. El objetivo de las SVMs
es encontrar el hiperplano éptimo que mejor generalice la clasificaciéon. Para ello, se
utiliza el concepto de vector de soporte, que se refiere a los patrones més cercanos al
hiperplano buscado; dichos patrones se encuentran en la frontera de las clases. Para
encontrar ese hiperplano 6ptimo, se maximiza la distancia a los vectores de soporte.
De manera informal, podemos afirmar que los vectores de soporte son los patrones
que proporcionan més informacién para la tarea de clasificacién [3]. Ahora bien, puede
darse el caso de que existan patrones, cercanos a la frontera de las clases, que se
comportan mads como excepciones. Si dichos patrones se tomaran como vectores de
soporte, degradarian la generalizacién de la clasificacién. Para solucionar este prob-
lema, se incluye cierto margen de error, con lo cual se admite que ciertos patrones
cercanos a la frontera no sean tomados como vectores de soporte, siempre y cuando
se mantengan a una distancia menor o igual al margen de error establecido. Entonces,
el problema de encontrar el hiperplano que divide las dos clases de manera 6ptima, se
resuelve maximizando la distancia entre dicho hiperplano y los patrones mds cercanos
a la frontera de las clases (vectores de soporte), a la vez que se minimiza el error [75],
[91], [92]. Un ejemplo de SVM se puede apreciar en la figura 2.1.
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Espacio de entrada Espacio de caracateristicas

Figura 2.2: Ejemplo de funcién kernel

En caso de que el problema no sea linealmente separable en el espacio original, se
utiliza una transformacién por medio de una funcién kernel, para llevar los patrones a
un espacio en una dimensién mayor, en el cual el problema sea linealmente separable
[92]. La figura 2.2 muestra un ejemplo de mapeo de un espacio de entrada de dos
dimensiones a un espacio de caracteristicas de dos dimensiones, donde los datos no
pueden ser separados por una funcién lineal en el espacio de entrada, pero si pueden
serlo en el espacio de caracteristicas, donde la separacién lineal es mucho més facil.



Capitulo 3

Modelo Propuesto

Este capitulo es el més relevate del trabajo de tesis. Para la creacién, diseno y
fundamentacién del nuevo modelo de maquinas asociativas Alfa-Beta con soporte vec-
torial, se utilizard el modelo de las memorias asociativas Alfa-Beta como punto de
partida, tomando de éste los operadores o y 3 y sus propiedades; ademds, del modelo
SVM (Support Vector Machines) se tomard la idea del vector de soporte, aunque el
concepto del nuevo vector de soporte es totalmente diferente del concepto que usan
las SVM. Es preciso hacer notar que parte de la estrategia para la creaciéon del nuevo
modelo, es no usar ni la teoria de los modelos asociativos Alfa-Beta ni la teoria de las
SVM, sino crear un nuevo concepto teérico de vector de soporte, caracterizado con
base en los operadores « y [ y sus propiedades. Podria pensarse en el nuevo modelo
como un tipo de SVM binarias.

Dado que el modelo de las méquinas asociativas Alfa-Beta con soporte vectorial
es autoasociativo, se asume que se tiene un problema de reconocimiento de patrones,
donde el conjunto fundamental es de la forma {(x*,x*) | p =1,2,...,p}, con x* € A"
Vu € {1,2,...,p}, siendon,pe ZT y A=1{0,1}.

Los vectores x* son vectores columna, y el indice de las componentes es creciente
de arriba hacia abajo, segin se ilustra a continuacién:

m
L1

m
La

xt = . e A"
T

El capitulo consta de 6 secciones. En la seccién 3.1, con el auxilio de un ejemplo
grafico, se realiza una descripcién sencilla de los propdésitos, las caracterisitcas, los
alcances y las limitaciones de las méquinas asociativas Alfa-Beta con soporte vectorial;
con esta descripcién es posible notar las enormes diferencias que hay entre el nuevo
modelo y las SVM cldsicas, descritas en la seccién 2.2.

La seccién 3.2 contiene las definiciones y resultados preliminares que servirdn de
apoyo en el planteamiento formal del nuevo modelo de méquinas asociativas Alfa-Beta
con soporte vectorial, cuyo concepto fundamental, el vector de soporte para el nuevo
modelo, se presenta en la seccién 3.3.

Ademads del vector de soporte como concepro fundamental, en la seccién 3.4 de

11
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este trabajo de tesis se introducen y ejemplifican dos transformadas originales: la
Transformada 7 y la Transformada 6; estas dos nuevas transformadas son cruciales
en la generacién del algoritmo principal del nuevo modelo de méaquinas asociativas
Alfa-Beta con soporte vectorial.

Finalmente, en las secciones 3.5 y 3.6 se presentan, respectivamente, el algoritmo
principal y el anélisis de su complejidad.

3.1. Descripcion de las maquinas asociativas Alfa-Beta
con soporte vectorial - ejemplo grafico

Una de las ideas originales del modelo propuesto es la de tratar de aprovechar aque-
lla informacién que se repite en los patrones fundamentales. Asi, primero se obtiene
un patrén que contiene la informacién repetida en todos los patrones fundamentales;
posteriormente, esta informacion es eliminada de los patrones fundamentales, quedan-
do unicamente con la informacién que diferencia a un patrén fundamental de todos los
demads. Esta informacién repetida es la que ha inspirado el nuevo concepto de vector
de soporte.

Cuando se presenta al modelo ya creado un patrén desconocido (puede pertenecer
al conjunto fundamental o no), mismo que se pretende reconocer con este modelo,
se procederd a eliminar la informacién repetida, tomando como base el patrén que
contiene esta informacion repetida, que no es otra cosa que el vector de soporte para
ese conjunto fundamental.

Ahora, es necesario determinar, de alguna manera, cudl de los patrones fundamen-
tales es menos diferente con respecto a este patrén desconocido, al que se le quité la
informacién repetida (vector de soporte). Se espera que el patrén fundamental menos
diferente sea el méds parecido. Sélo faltara volver a colocar la informacién que se eliminé
en el patrén fundamental recuperado, y se tiene listo el patrén de salida.

Para ilustrar lo anterior, veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.1 Sea un conjunto fundamental como el mostrado en la figura 3.1. Llevar
a cabo las fases de aprendizaje y recuperacion del modelo propuesto.

Figura 3.1: Conjunto fundamental

A partir de los patrones que conforman el conjunto fundamental, se obtiene un nue-
vo patrén que contiene la informacion presente en todos los patrones fundamentales:
el vector de soporte. Esto se ilustra en la figura 3.2.

Este patrén se utiliza para eliminar la informacién presente en todos los patrones
fundamentales. El resultado de lo anterior se puede ver en la figura 3.3.
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T

Figura 3.2: Patrén con la informacion repetida (vector de soporte)

Figura 3.3: Conjunto fundamental con la informacién presente en todos los patrones
fundamentales eliminada

Por otra lado, a partir de los patrones del conjunto fundamental original, se obtiene
otro patrén con la informacién ausente en todos los patrones fundamentales. Esto se
logra al negar los patrones fundamentales (puesto que los patrones son binarios; ver
figura 3.4) y obtener el patrén con la informacién repetida en ellos (ver figura 3.5).

Figura 3.4: Conjunto fundamental negado

El resultado de restarle la informacién ausente a los patrones fundamentales se
puede observar en la figura 3.6.

Ahora bien, al presentar un patrén al modelo, durante la fase de recuperacion,
como puede ser el mostrado en la figura 3.7, primero se elimina la informacién presente
repetida (usando el patrén que se muestra en la figura 3.2). El resultado de eliminar
dicha informacién se puede ver en la figura 3.8.

Por otro lado, se hace este mismo proceso anterior, pero con la imagen negada,
para asi quitarle al patrén la infromacién ausente que se repite en los patrones funda-
mentales, usando como base el patrén mostrado en la figura 3.5. Entonces, se obtiene
el patrén negado (ver figura 3.9) y se le elimina la informacién ausente repetida; el



3. Modelo Propuesto 14

H
+H
ins |

Figura 3.5: Patrén con la informacion repetida, ausente en todos los patrones funda-
mentales

T FEIIEIL - -

Figura 3.6: Conjunto fundamental con la informacién ausente en todos los patrones
fundamentales eliminada

iEEEENSERENEENEES

Figura 3.7: Patrén desconocido
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Figura 3.8: Patrén desconocido al que se ha eliminado la informacién presente repetida
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resultado es la figura 3.10.

i EempiOrianel it = O X

Figura 3.9: Patron desconocido negado

Figura 3.10: Patrén desconocido al que se ha eliminado la informacién ausente repetida

Al comparar el patrén desconocido al que se ha eliminado la informacién presente
repetida con los patrones del conjunto fundamental sin la informacién presente repeti-
da, y el patrén desconocido negado al que se ha eliminado la informacién ausente
repetida con los patrones fundamentales sin la informacién ausente repetida, respec-
tivamente, podemos ver que el patréon fundamental que menos diferencias tiene es el
mostrado en la figura 3.11 para el primer caso, y el mostrado en la figura 3.12 para el
segundo.

I
T

.
aRRERARRRARAEEES

Figura 3.11: Patrén fundamental sin la informacién presente repetida menos diferente
al patrén desconocido al que se ha eliminado la informacién presente repetida

Como en este caso, ambos patrones sin informacién repetida corresponden al mismo
patrén fundamental, basta con incorporarles de nuevo la informacién eliminada para
obtener el patrén de salida correspondiente al patrén desconocido presentado a la
entrada, mismo que se muestra en la figura 3.13.

Este mismo proceso se lleva a cabo para los restantes patrones fundamentales.
El patrén de entrada, su negado, el patrén de entrada sin la informacién presente
repetida, el patrén negado sin la informacién ausente repetida, y el patrén recuperado,
se muestran en las figuras 3.14, 3.15 y 3.16. En dichas figuras, el patrén de entrada
se muestra en azul; seguido del patrén negado en verde; a continuacién, estos dos
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Figura 3.12: Patrén fundamental sin la informacién ausente repetida menos diferente
al patron desconocido al que se ha eliminado la informacién ausente repetida

Figura 3.13: Patrén de salida

patrones sin la informacién repetida (la presente y la ausente, respectivamente), en
azul y verde cada uno; y por tultimo, el patrén recuperado en rojo.

{0

T
LT

Figura 3.14: Recuperacién del segundo patrén fundamental

Como se puede ver, el modelo recuperé correctamente cada uno de estos patrones
fundamentales.

De este ejemplo es posible concluir para qué tipo de patrones se presta aplicar el
modelo propuesto. Dado que la idea fundamental del modelo es aprovechar la infor-
macién repetida en los patrones fundamentales, es de esperarse que se presente un
mejor desempenio mientras més tengan en comtn los patrones con los que se trabaje.
Asi, las imdgenes binarias son un tipo de patrén facilmente aplicable a este modelo.
En parti- cular, imdgenes binarias de caracteres escritos, ya sea digitalizadas de car-
acteres ecritos a mano en papel (como los patrones de la base de datos MNIST), o
digitalizadas por un dispositivo especializado (como serfa el dispositivo de entrada de
un handheld). Sin embargo, cabe mencionar que este modelo no sélo funciona para
imégenes binarias, sino para imagenes en otros planos de color, como puede ser escala
de grises 0 RGB. La idea es que los patrones a tratar compartan dreas extensas con
informacién comin. Incluso pueden trabajarse patrones que no sean imédgenes, siempre
y cuando dichos patrones compartan informacién entre si.
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Figura 3.15: Recuperacién del tercer patrén fundamental

Figura 3.16: Recuperacién del cuarto patrén fundamental

Figura 3.17: Recuperacién del quinto patrén fundamental
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3.2. Definiciones y resultados preliminares

En esta seccion se plantean las definiciones y resultados preliminares, que son el
apoyo para el planteamiento formal del nuevo modelo de méquinas asociativas Alfa-
Beta con soporte vectorial.

Definicién 3.2 Un wvector cero se define como el vector cuyas componentes son todas
de valor 0, y se denota como 0.[101]

La dimension del vector 0 quedard determinada segin el contexto donde se use.
Asi, el mismo simbolo 0 representa vectores cuyas componentes son todas de valor 0,
no obstante que sus dimensiones sean diferentes.

0
Ejemplo 3.3 Sea A = {0,1}, y sean los vectores x* = [0 |, x? =
0

cococoo
»
I
coocococoo

0
Como se puede ver, x' € A3, x? € A®, x3 € A%; sin embargo, dado que para cada uno
se cumple que xf =0Vi, con p=1,2,3; es claro que x* = 0 en un contexto donde
los vectores que se usan son de dimension 3, x> = 0 para dimension 5 y x3 = 0 para
dimension 8.

Definicién 3.4 Un vector uno se define como el vector cuyas componentes son todas
de valor 1, y se denota como 1.

La dimensién del vector 1 quedard determinada segiin el contexto donde se use.

Asi, el mismo simbolo 1 representa vectores cuyas componentes son todas de valor 1,
no obstante que sus dimensiones sean diferentes.

1
Ejemplo 3.5 Sea A = {0,1}, y sean los vectores x' = 1 ,x2 = <1>, x3 =
1

e T e

1
Como se puede ver, x' € A*, x%> € A%, x3 € A%; sin embargo, dado que para cada uno
se cumple que zf' =1 Vi, con p =1,2,3; es claro que x! =1 en un contexto donde
los vectores que se usan son de dimension 4, x> = 1 para vectores de dimension 2 y
x3 =1 para dimension 9.
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Definicién 3.6 Sea A = {0,1}, y sea x un vector columna x € A", conn € Z*. Se
define el vector negado de x como el vector denotado por X tal que, para cada incide
1 €{1,2,3,...,n}, las componentes de ambos vectores cumplen la expresion T; = -z,
donde — es la operacion de negacion booleana.

0
Ejemplo 3.7 Sea x= | 1|; obtener X.
0
De acuerdo con la Definicién 3.6, se tiene que: T1 = —~z1 = =0 = 1, To = —x9 =
1
-1=0yZT3=-2z3=-0=1;porello,x= (0
1

Definicién 3.8 Sea A = {0,1}, y sea x un vector columna x € A", con n € Z*; sea,
ademds, i € Z* tal que 1 < i < n. Se define el escalar o;(x) como sigue:

oi(x) = Zﬂ(xj,xj) para i € {1,2,...,n}

=1

Nota 3.9 Obsérvese que la operacion 3 (x;,x;) es una forma alternativa de expresar
la operacion ldgica AND del valor binario x; consigo mismo; esto significa que el
escalar o;(x) representa el nimero de componentes con valor 1 que contiene el vector
x en las primeras i componentes.

0
Ejemplo 3.10 Sea x = [ 1 | ; obtener o;(x), para cada i € {1,2,...,n}.
0

Es claro que x € A™, con n = 3. Por la definicién 3.8, se pueden calcular 3 diferentes
valores para o;(x):

o1(x) =B (x1,21) =5(0,0)=0
UQ(X) :ﬁ(xlaxl)"i_ﬂ(x%x?) :B(an) +B(171) =0+1=1
o) = B (0100) + 8 (aa02) + B za,22) = 5(0,0) + 5 (1,1) + 6 0.0
3 =0+1+0=1
1 0
Ejemplo 3.11 Sean x = (1] yy = |1 ]; obtener o;(x), 0i(y), para cada i €
0 1

{1,2,...,n}.
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Es claro que x € A", y € A™, ambos con n = 3. Por la definicién 3.8, se pueden
calcular 3 diferentes valores para o;(x) y otros 3 para o;(y):

=0 (z1,21) =64(1,1) =1

o1(x)
o2(x)

o3(x)

o1(y)
oa(y)

o3(y)

Ejemplo 3.12 Sea x un vector columna x € A", donden =8 yx =

los diferentes valores de 0;(x), para cada i € {1,2,...

Ejemplo 3.13 Sean y =

= ﬁ(xlyxl) +ﬁ(x27x2) = /8(171) +ﬁ(171
= B (z1,21) + B (x2,22) + B (23,23) = B (

=14+1+0=2
= B(y1,91)
=p

=0+1+

O R O O =

— 5(0,0) =0

(y1,91) + B (y2,92) = 8(0,0) + B(1,1) =0+ 1=

=B (y1,y1) + B (y2,y2) + B (y3,y3) = B(0,0) + 5 (1,1) + B (1,1)
1=2

>
I

2
M

Q
[\V]
™

Q
w

Q
(23
»

Q
(=2}
»

Il

)
3

Q
S

AAAAE\AA/—\

S N N N N N N N

>

w
|
SR R W N ==

S
[oe]

_ o O = O O

0i(z), para cada i € {1,2,...,n}.

,n}.

Por la definicién 3.8, se pueden calcular 8 diferentes valores para o;(x):

):
1,1)

1+1=2

+5(1,1)+3(0,0)

O O = == OO

; obtener

; obtener los diferentes valores de o;(y),
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Es claro que y,z € A™ donde n = 6, por lo que los valores para o;(y) y 0;(z) son
los siguientes:

o1(y) =1 01(z) =0
oa(y) =2 o02(z) =0
o3(y) =2 o3(z) =1
oay) =2 o4(z) =1
os(y) =3 o35(z) =1

o6(y) =3 o6(z) =
Para esta operacion, existen dos casos particulares, que son cuando se trabaja con
vectores cuyas componentes tienen, o todas valores de 0, o todas valores de 1; esto es,
los vectores 0 y 1. Lo anterior se puede apreciar en el siguiente ejemplo.

0 1
0 1
0 1
. 0 1
Ejemplo 3.14 Sean 0 = ol ¥ 1= 1 |es claro que 0,1 € A™ donde n = 8, por
0 1
0 1
0 1
lo que los valores para 0;(0) y o;(1) son los siguientes:
0'1(0) =0 0'1(1) =1
02(0) =0 0'2(1) =2
03(0) =0 0'3(1) =3
04(0) =0 o4(1)=4
05(0) =0 0’5(1) =5
06(0) =0 0’6(1) =6
07(0) =0 0'7(1) =7
os(0) =0 og(1) =8

Nota 3.15 Como se puede apreciar 0;(0) = 0 Vi € {1,2,...,n}. Esto se debe a que
todas la componentes de 0 son 0, por lo que no existen componentes con valor de 1. Por
otro lado, 0;(1) =i Vi € {1,2,...,n}. Lo anterior no tiene nada de raro, puesto que
todas las componentes de 1 son 1, por lo que habrd tantos valores 1 como componentes
se revisen; esto es, i componentes.

Proposicién 3.16 Sea A = {0,1}. Si x es un vector columna x € A", con n € Z*;
el escalar o, (x) representa el nimero total de componentes con valor 1 que contiene
el vector x.

Demostracién.- Sea j € Z* tal que 1 < j < n. Dado que x € A", x; posee uno de
dos valores posibles: z; =0 0 z; = 1; si x; = 0 se tiene que 3 (z;,z;) = 0, y en el caso
de que z; =1, B (z;,x;) = 1. Ahora, para calcular el valor o,(x), se debe realizar la
suma de todos los valores 3 (z;,2;) con 1 < j < n; cada vez que z; = 0 el resultado
de la suma no varfa, pero cada vez que z; = 1, el resultado de al suma se incrementa
en 1, quedando, al llegar a j = n, el ndmero total de componentes con valor 1: y es
precisamente el valor de o, (x).H
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Nota 3.17 En todo el capitulo, se usard el simbolo B para serialar el final de una
demostracidn.

1 0
. 0 0
Ejemplo 3.18 Sean x = y=1qlvz= ; obtener oy, (X), on(y) y on(z).
1 0

O = = O

Es claro que x,y,z € A™ donde n = 4. Entonces, por la definicién :3.8 o4(x) = 3,
o4(y) =1, 04(z) = 2.

Ejemplo 3.19 Sean x! = Y X ; obtener o, (x') y o, (x2).

oo oo
(v}
I

1
1
1
0
1
0
1
0

1 2

Como se puede ver x! € A® mientras que x?> € A%. Los valores para o,(x!) y
on(x?) son, respectivamente: o5(x') = 1 y og(x?) = 5.

Ejemplo 3.20 Sean 0 = ; obtener 0,(0) y op(1).

S O O OO
<
-
|
—

Es claro que 0 € A®, mientras que 1 € A3. Los valores para 0,(0) y o,(1) son,
respectivamente: 05(0) = 0 y o3(1) = 3. Lo anterior concuerda con lo visto en el
ejemplo 3.14.

Definicién 3.21 Sea A = {0,1}, y sean x y z dos vectores columna x € A" yz € A™
conx#0, x#1,2#0,z#1 yn € Z*; ademds, sea ¢ € Z* que cumple con la
condicion
n
c= /\(] tal que xj; =1)
j=1
donde N es el operador minimo. Se define la Eliminacion en z seqin X, como la
operacion mediante la cual se realizan las siguientes dos acciones, en orden: se eliminan
las componentes x. y zc; y ademds, los indices de las componentes x; y z; conc < i <n,
si existen, se disminuyen en 1. Al finalizar estas dos acciones, se obtienen dos vectores
transformados, £1(x) y &1(z). Si la Eliminacion en z segin x se aplica iteradamente,
los vectores transformados en la k-ésima iteracion, con k € Z*, se denotan asi: E(X)
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y Ex(z), siempre que la k-ésima iteracion sea vdlida; es decir, que E,_1(x) # 0; para
ello, el cilculo de c se realiza asi:

= A\ tal que [Er1(x)]; =1)

7j=1
1 0
0 0
0 1
. 1 0 Ty .
Ejemplo 3.22 Sean x = ol ¥z2=11|’ obtener la Eliminacidon en z segin X.
1 0
1 1
0 0

Es claro que x € A" y z € A™ con n = 8 para ambos vectores; ahora bien, el valor
¢ =1 cumple con la condicién

8
c= /\(j tal que z; = 1)
j=1
8
puesto que {j | z; =1} = {1,4,6,7} y /\(1,4,6, 7) = 1. Entonces, de acuerdo con la
j=1
definicién 3.21, se realizan las dos siguientes acciones:
i) Dado que ¢ = 1, se eliminan las componentes x1 y 21:

1 0
0 0 29 =0 2 =0 22:8 22:(1)
0 1 Z‘3=0 2,’321 $3:1 23:0
. 1 0 zi=1 2 =0 4 17
i) x= yz= — y — |zs=0| vy |25=1
0 1 1‘5:0 Z5=1 e — 1 o
1 0 z6 =1 26 =0 x6:1 6:1
1 1 zr =1 =1 ;:O 27:0
0 0 1‘820 28:0 8~ 8~

ii) Se observa que si existen las componentes x; v z; con 1 < i < n, las cuales
son s, T3, x4, L5, L6, T7, L8, 22, 23, 24, 25, 26, 27 ¥ 28; por ello, los indices de estas com-
ponentes se disminuyen en 1.

:L‘QZO 2’220 .731:0 Z1=0
153:0 Z3=1 :ngO 2’221
l‘4=1 Z4=0 $3=l 2’3:0
W) |xs=0|y |m=1] —|za=0|=&X)y |z2a=1]| =E&i(2)
e =1 26 =0 5 =1 25 =0
z7 =1 z7 =1 g =1 26 =1

:]38:0 ZgZO 1177:0 2720
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Asf, tenemos como resultado de la Eliminacién en z segiin x que £ (x) € A7, £(z) € A,

0 0
0 1
1 0
con&i(x)=(0]yé&i(z)=]1
1 0
1 1
0 0
0 1
1 0
0 0
Ejemplo 3.23 Seanx= | 1| yz = |0 |; obtener la Eliminacion en z segin Xx.
1 0
0 1
1 0

Es claro que x € A" y z € A" con n = 7 para ambos casos; ahora bien, ¢ = 2
cumple con la condicién

7
c= /\(] tal que z; = 1)
j=1

Entonces, de acuerdo con la definicién 3.21, se realizan las dos siguientes acciones:
i) Dado que ¢ = 2, se eliminan las componentes zg y zo:

0 1 1 =0 z1=1
. ! .CC1=0 2’121
1 0 T 0 z 0
0 0 x3=0 23=0 s 3
:E4=1 2’4:0
i) x=|1]yz=|0] — |a4=1]| y |24=0 y
1‘5:1 2’5:0
1 0 .1‘521 2:5:0
1'6:0 26:1
0 1 Z‘GZO Z6=1 x 1 2 0
1 0 zr=1 27=0 7 7

ii) Se observa que si existen las componentes x; y z; con 2 < i < n, las cuales
son T3, T4, s, L6, L7, 23,24, 25,26 Y 27; por ello, los indices de estas componentes se
disminuyen en 1.

z1=0 z1=1 1 =0 z1=1
1'320 Z3:0 CEQZO 2’220

.. $4:1 24:0 5[3321 _ 23—0 _

i) zs=1|"7 =0 |aa=1 =&(x) 22=0 =&(2)
:E6:0 26:1 1‘5:0 25:1

zr =1 zr =20 xg =1 26 =0



3. Modelo Propuesto 25

Ast, tenemos como resultado de la Eliminacién en z segiin x que & (x) € A%, &£1(z) € A,

0 1
0 0
con & (x) = 1 y &1(z) = 8
0 1
1 0
0 1
0 0
0 0
1 0
Ejemplo 3.24 Seanx = | 1| yz = |0 |; obtener la Eliminacion en z segin x.
0 1
1 0
1 0
0 1

Esclaroquex € A" yz € A" con n =9y ¢ =4, asi que al realizar las dos acciones
de la definicién 3.21 se obtiene lo siguiente:

0 1 £L‘1—0 21—1 21 =0 2 =1
0 0 £L‘2:O 22—0 1= 1=
$2=0 2220
0 0 z3=0 z3 =10
I3=0 2320
! 0 5 =1 25 =
i) x=|1]yz=|0| — [25= y | 25 = — ;:0 y 25:1
0 1 26 =0 2% =1 x6:1 26:0
1 0 z7r=1 27 =0 ;: 2,7:
1 0 x5 =1 =0 ;‘:0 28:1
0 1 29 =0 29 =1 9~ o
I = zZ1 = xr1 = z21 =
:13220 ZQZO CCQZO 2’2:0
:17320 2’320 .’13320 2’3:0
.. 1:521 Z5=0 .’E4=1 o Z4=0 o
“) J,‘G:O Y 2621 — $5=0 _51(X)y 2’5:1 —51(Z)
1‘7:1 Z7:0 mﬁzl 2’620
Ty = 28 =0 zr =1 zr =0

IEQZO 29:1 5[78:0 28:1
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Ast, el resultado de la Eliminacion en z segiin x es &1 (x) € A%, £1(z) € A®, &1 (x) =

O = = O = O OO

y &1(z) =

—_ O O = O O O

Proposicién 3.25 Sea A = {0,1}. Six y z son dos vectores columna x € A" y
z€ A" conx#0,x#1,z#0,z#1 yn¢cZ", se cumple que al aplicar una vez la
operacion Eliminacion en z segin x, la dimension de cada vector, tanto £1(x) como
&1(z), esn— 1.

Demostracion.- Hay dos casos mutuamente exclusivos.

CASO 1 El valor de ¢ en la definicién 3.21 es n. Esto significa que el valor més
pequeiio de j tal que x; = 1 es n; ademds, x; es la tinica componente del vector x cuyo
valor es 1, y por ello es el tinico valor de indice para el que se elimina una componente
tanto en el vector x € A™ como en el vector z € A", quedando ambos vectores con
n — 1 componentes; es decir, £1(x) € A" y & (z) € A"~!. Entonces, la dimensién de
cada vector, tanto & (x) como &;(z), es n — 1.

CASO 2 El valor de c en la definicién 3.21 es tal que 1 < ¢ < n. Esto significa que
existen al menos una componente x; y al menos una componente z; con ¢ < i < n; los
indices de estas compnentes, segin la definicién 3.21, se disminuyen en 1 incluyendo,
por supuesto, a las tdltimas componentes de ambos vectores, z,, v z,, las cuales se
convierten en x,_1 v zp—1, quedando asi ambos vectores con n — 1 componentes; es
decir, &1(x) € A" !y &(z) € A"!. Entonces, la dimensién de cada vector, tanto
&1(x) como &1(z), esn— 1.0

Ejemplo 3.26 Sean x = Yz =

0
0 Ny .
0 ; obtener la Eliminacidn en z segun X.
1

[ R S

Para este caso ¢ = 4; como x,z € A* es claro que n = 4, asi que ¢ = 4 = n,
por lo que nos encontramos en el primer caso de la proposicién 3.25. Por la definicién

0 1
3.21, tenemos que & (x) = [ 0] y &1(z) = [ 1|, de donde resulta que & (x) € A3 y
0 0

£1(z) € A3, siendo entonces n — 1 la dimensién de £1(x) y de & (z).
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Ejemplo 3.27 Sean x = ; obtener la Eliminacion en z segin X.

—H OO OO0 oo
— O OO MFMFEOF OO -

Ahora tenemos que ¢ = 12; como x,z € A'2 es claro que n = 12, asf que ¢ = 12 = n,
por lo que nos encontramos en el primer caso de la proposicién 3.25. Por la definicién

0 1
0 0
0 0
0 1
0 0
3.21, tenemos que £1(x) = [ 0| y £1(z) = [ 1 |, de donde resulta que & (x) € Ay
0 1
0 0
0 0
0 1
0 0

&1(z) € A, siendo entonces n — 1 la dimensién de & (x) y de &1(z).

Ejemplo 3.28 Sean x = ; obtener la Eliminacion en z segin X.

yz=

O—R O, O, OO
O = = O = OO

Para este caso ¢ = 3; como x,z € A% es claro que n = 8, asi que ¢ = 3 # 8 = n; mds
bien, 1 < ¢ < 8, por lo que nos encontramos en el segundo caso de la proposicién 3.25.

0 1
0 0
0 1
Por la definicién 3.21, tenemos que & (x) = | 1| y &1(z) = | 0|, de donde resulta
0 1
1 1
0 0

que E1(x) € A" y & (z) € A7, siendo entonces n — 1 la dimensién de £1(x) y de &1(z).
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Ejemplo 3.29 Sean x = ; obtener la Eliminacion en z segin X.

—_ O, O O
<
N
|

—_ 0 = O = OO

Para este caso ¢ = 1; como x,2z € A7 es claro que n = 7, asf que ¢ = 1 # 7 = n. més
bien, 1 < ¢ < 7, por lo que nos encontramos en el segundo caso de la proposicién 3.25.

0 0
0 1
.., 1 0
Por la definicién 3.21, tenemos que &£;(x) = ol ¥ &i(z) = NE de donde resulta
1 0
1 1

que &1(x) € A% y & (z) € AS, siendo entonces n — 1 la dimensién de £1(x) y de &1(z).

Definicién 3.30 Sea A = {0,1}, y sean x y'y dos vectores columnax € A" yy € A™
conx#0,x#41,y#0,y#41 yn € Z". Se define la Restriccion de y por X, y se
denota como y|,, al vector que resulta, a partir del vectory, de aplicar iteradamente
la operacion Eliminacion en'y segin X, para todas y cada una de las componentes de
x con valor 1.

Ejemplo 3.31 Sean x = vy ; obtener y|,, que es la Restriccion de'y

O = = O = OO
O R OO, OO

por X.
De acuerdo con la definicién 3.30, para obtener y|, es necesario llevar a cabo la

Eliminacién en y segin x, para todas y cada una de las componentes de x con valor
1. Entonces, como se vio en el ejemplo 3.22, para ¢ = 1:

y &iy) =

%)

A

—~

»

S—

Il
O = = O = OO
O R O OO
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En la segunda iteracién de la operacién Eliminacién en y segin x, al calcular el valor

de ¢ se obtiene ¢ = 3:

En la tercera iteracion ¢ = 4:

Para la cuarte iteracién ¢ = 4:

Ea(x) =

53(X) =

Ea(x) =

O == O OO

o= O O O

o O O O

y &2y) =

O = O = = O

y E(y) =

O R = O

y Euly) =

O = = O

No es posible realizar la quinta iteracién de la operacién Eliminacién en y segin

x, dado que &4 (x) = 0.

Ast, tenemos que la Eliminacién en y segin x, denotada por y|, = &(y) =

— = O

0

Notese que tanto la tercera como la cuarta Eliminaciones en y segtin x se hicieron
para la componente ¢ = 4. Esto no representa ningin problema, puesto que para la
tercera Eliminacion, ¢ se calcula a partir de £2(x) mientras que para la cuarta se utiliza

&3(x) para calcular c.

Ejemplo 3.32 Sean x =

—_ O Ok OO OO -

vy =

; obtener y|,.

O R PR O~ =OOO

Para obtener y|, es necesario llevar a cabo la Eliminacién en y segtin x tres veces,
puesto que x tiene 3 componentes con valor de 1; asi, tenemos para ¢ =1, c =5y
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c = 7, respectivamente:

por lo que y|, = &(y) =

Ejemplo 3.33 Sean x =

51 (X) =

&3(x) =

== =0 O

vy =

R O R OO RO, OO

= O O = O O OO

_ o O O O o O

O O O O OO

H OO OO, OOOoOOo

0
0
1
1
vaw =1,
1
1
0
0
0
1
y&(y)=|1
1
1
0
0
0
1
1
1

; obtener y|.
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En este caso se realizan 6 Eliminaciones en y segin x:

O o H O o oo oo H

y Eo(y) =

oo o A 40 o +H O A

o O O —H O

I
x
)
]

S o oo

y &i(y) =

o O - O

S o - o -

51 (X) =

SO —H O OO O

y Euly) =

SO OO —=H O

Il I

¥ ¥

N N
So-ocoocoocooco~ Do-ooo

Il Il

K )

3 5

> >
Soo-oo-0o- Do0oO0OO

Il Il

® ®

3 5

con lo que se obtiene y|, = [

], obtener la

SO~ O —H O

— OO A O - - O

—

)

SO 4O H O -+ O

Ejemplo 3.34 Sean x' =
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Restriccion de y* por xX, yi| | ; la Restriccion de y? por x2, y2| ,: la Restriccion de
y' porx', y'| i y? por x*, y?| .
2

x! pory!, x! g1y la Restriccion de x* por y?, x 2

Al aplicar la definicién 3.30, yl‘xl = &yl =

O == O =

<
&)
»®

M)

Il
o
—
<
[\v}
SN—
Il
—

Xliyl = 84()(1) = Yy X2|y2 = 53(X2) =

O = = O
= O

Proposicién 3.35 Sea A = {0,1}.Si x y y son dos vectores columna x € A™ y
y € A" conx#0,x#1, y#0,y#1 yn € Z%, se cumplen las siguientes dos
afirmaciones:

i) Para obtener y|,, se requiere aplicar o, (x) veces la operacion Eliminacion en'y
segun X.

i) La dimension del vector y|, es n —o,(x); es decir, y|, € A"~on(),

Demostracién.-

i) De acuerdo con la Definicién 3.21, cada vez que se aplica la la operacién Elimi-
nacién en y seguin x se elimina en el vector x una componente con valor 1; lo cual esta
acorde con la proposicién 3.25, porque la dimensién del vector £1(x) es n — 1. Por otro
lado, segun la Definicién 3.30, para obtener y|, se aplica iteradamente la operacién
Eliminacién en y seguin x, para todas y cada una de las componentes de x con valor
1; pero segtin la proposicién 3.16 el escalar 0, (x) representa precisamentre el nimero
total de componentes con valor 1 que contiene el vector x. Por lo tanto, se concluye
que para obtener y|
seguin X.

ii) De acuerdo con la Definicién 3.21, al aplicar una vez la operacién Eliminacién
en y segun X, se obtienen los dos vectores transformados & (x) y £1(y), ambos de
dimensién n — 1. En la segunda iteracién, cada uno de los vectores transformados,
E(x) y &(y), sera de dimensién (n — 1) — 1 = n — 2; asi, al llegar a la tltima
iteracion, que es la iteracién o, (x) segun la parte i) de esta proposicién, se tendrd que
el vector transformado Egn(x)(y), el cual es precismante yl|,, tiene por dimensién el

«» Se requiere aplicar o, (x) veces la operacién Eliminacién en y

valor n — oy, (x); es decir,y|, € An—on(x) B

Definicién 3.36 Sea A = {0,1}, y sean x y z dos vectores columna x € A™ yz € A™
conx#0,x#1,z#0,z#1,n,meZ", ym=mn—o,(x); ademds, sea c € Z* que
cumple con la condicion

n
c= /\(] tal que xj; =1)
7=1

donde N es el operador minimo. Se define la Insercion en z segin x, como la operacion
mediante la cual se realizan las siguientes tres acciones, en orden: los indices de las
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componentes z; con c < i < m, si existen, se aumentan en 1; se inserta una componente
en la posicion ¢ del vector z, de modo que z. = 1; y se ejecuta la siguiente asignacion:
z. = 0. Al finalizar estas tres acciones, se obtienen dos vectores transformados, I (x)
yZ1(z). Sila Insercion en z segin x se aplica iteradamente, los vectores transformados
en la k-ésima iteracion, con k € Z*, se denotan asi: Ti(x) y Zi(z), siempre que la
k-ésima iteracion sea vdlida; es decir, que Zy—1(x) # 0; y para ello, el cdlculo de ¢ se
realiza asi:

/\ J tal que [I—1(x)]; = 1)

Nota 3.37 De algin modo, la operacion Insercion en z segun X es una especie de
inversa (bajo ciertas condiciones que se evidenciardn en un teorema posterior) de la
operacion Eliminacion en z segin x

Ejemplo 3.38 Sean x = ; obtener la Insercion en z segin x.

cor~rorRrOoOR
<
N
I
o= oo

Como se puede ver, x € A3, n =8 0,(x) =3, n—0,(x) =8-3=5yzc A5
por lo que m = n — 0,(x), valores acordes a la definicién 3.36; el valor ¢ = 1 cumple
con la condicién

n
= /\(j tal que z; = 1)
=1

Ahora, se llevan a cabo, en orden, las tres acciones de la definicién 3.36:
i) Las componentes de z; con ¢ < ¢ < m si existen, y son: z1 22 23 24 y 25 ; por ello,
sus fndices se aumentan en 1.

1
0
0 2=0 20 =0
2’2—1
i) x= L z=|z=0| — =1
“lo| YET BT 21=0
z4=1
1 2 — 0 2:5:1
0 b 26 =0
0

ii) Se inserta una componente en la posicién ¢ = 1 del vector z, de modo que z. = 1:
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21—1

ZQZO 22:0

) 2321 N Z3=1
v 2420 Z4=0
25:1 25:1
26:0 26:0

iii) Se ejecuta la siguiente asignacién: z. = 0.

xr1 = 0
Tro = 0 zZ1 = 1
T3 = 0 29 = 0
iy |“=H=nmy [*7 =00
Ty = 0 24 = 0
g =1 z5 =1
z7 =0 26 =
g = 0
0 1
0 0
0 1
. . . 1 0
Asi, tenemos como resultado de la Insercién en z segin x: Z; (x) = olY Ti(z) = 1
1 0
1 1
0 0
0
1
0 0
Ejemplo 3.39 Seanx= | 1| yz = |1|; obtener la Insercion en z seqin X.
1 0
0
1

Como se puede ver, x € A", n =7, 0,(x) =4, n—0o,(x) =T—-4=3yzc A3
por lo que m = n — o,(x), valores acordes a la definicién 3.36; en este caso, el valor
¢ = 2 cumple con la condicién

n
c= /\(] tal que z; = 1)
j=1

Ahora, se llevan a cabo, en orden, las tres acciones de la definicién 3.36:
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Al realizar las tres acciones de la definicién 3.36 se obtiene:

0
1
0 0 21—0
i) x=|1]yz=[1] — P
3 =
1 0 24 =0
0
1
21:1 Z1:0
1) — =1
23:1 2321
2420 2420
xl—O
xg—o
583_0 21:0
i) |wa=1|=T1(x)y 22:1 =TI1(z)
75 =1 zg 0
ZL‘G:O 17
7 =1

con lo que 7 (x) =

_ O == O oo
<
)
—
N
N~——
Il
O~ Rk O

Ejemplo 3.40 Sean x = ; obtener la Insercion en z segin X.

O R R ORrREF~,OOO
<
N
I
O = O O =
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En este caso ¢ = 4; entonces, para obtener la Insercién en z segin x se realiza lo
siguiente:

0
0
0 1 21_1
2:
. ! 0 z3=0
i) x=|1] yz=[0] —
0 1
1 0 ?71
1 6
0
21:1 21:1
Z9 = 2220
.. 2320 2320
1) —
Z4 =
2’5:1 Z5:1
2’620 2’6:0
$1=0
?:0 z1=1
3= _
o
i) |es=1]=Tix)y |2 | =Ti(2)
Z4=1
T = o
Z5—1
= z6 =0
33'8—1 6
1}9—0
0
0 1
0
0
0
0
conloqueZi(x)=| 1| yZi(z) = 1
0
1
L 0
1
0

Proposicién 3.41 Sea A = {0,1}. Six y z son dos vectores columna x € A" y
z€A™ conx#0,x#1,z2#0,z#1, n,m €Z" ym =n—o,(x), se cumple que
al aplicar una vez la operacion Insercion en z segin X, la dimension del vector I;(z)
esn—op(x)+ 1.

Demostracién.- Después de calcular el valor de ¢ segin la definicién 3.36, los indices
de las componentes z; con ¢ < ¢ < m se aumentan en 1; dado que el indice de
la componente z,, se aumenta en 1, el indice de la idltima componente del vector
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transformado Z1(z) es m + 1, y por ello Z;(z) € A™!. Entonces, la dimensién del
vector Z1(z) esm+1=n—o,(x)+ 1.0

Definicién 3.42 Sea A ={0,1}, y sean x yy dos vectores columnax € A" yy € A™
conx#0,x#1,y#0,y#1, n,meZ" ym=n—o,(x). Se define la Expansion
de y por x, y se denota como y|*, al vector que resulta, a partir del vector y, de
aplicar iteradamente la operacion Insercion en 'y segin X, para todas y cada una de
las componentes de x con valor 1.

0
1

Ejemplo 3.43 Sean x = vy =11 obtener y[*, que es la Expansion de 'y
0

O = = O = OO -

poT X.

De acuerdo con la definicién 3.42, para obtener y|* es necesario llevar a cabo la
Insercién en y segin x, para todas y cada una de las componentes de x con valor 1.
Entonces, para ¢ = 1:

0
0 1
0
1 0
LX) =|,| ya) =1
1
1 0
1
0
para c = 4:
0
0 1
0 0
L =[] v B =],
1 1
1 0
0
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para c = 6:

0 1

0
0

0
0 1
Lix)=|,| vy =|1
1

0
1
L 0

0

y parac=T:

0 1
0 0
0 1
0 1
0 1
0 1
0 0

asf que la Expansion de y por x es y|* = Zy(y) =

O R R = =) = O

Ejemplo 3.44 Sean x = ; obtener y|*.

vy =

e e = )

— O O =, O OO O

Para obtener y[* es necesario llevar a cabo la Insercién en y segiin x tres veces,
puesto que x tiene 3 componentes con valor de 1; asi, tenemos para ¢ =1, c =6y
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c =9, respectivamente:

N O O~~~

y Ti(y) = [

OO O OO —H OO

Il (X) =

—N O O~ =~

—n OO =

I I
— —
» >
S~— S~—
o el
R WS
) )
OO OO OO O o H OO OO O oo oo
I I
— —
™ >
3 )
N [ael
R 8

— O O = o

Iy(y) =

x_

por lo que y]|
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], obtener y|*.

En este caso se realizan 6 Inserciones en y segin x:

co o oo
{||\
I
b
P>

— OO 4O A OO - O~

Ejemplo 3.45 Sean x

O O A - O o O

vy I2(y) =

OO OO OO A —H OO A O

5
>

OO O A O A OO A O

I
®
Xy

— OO —H - - A O O O

v Zu(y) =

S OO oo oo oo Ao H

— I4(x) =

— OO OO OO

y I3(y) =

SO oo oo OO - O

I
®
g
I
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0 0 1
1
0 : 0 0
A A
0 ! 0 1
— T5(x) = 0 vIs(y)=| 1| — Zs(x) = 0 v Zs(y) = 1
1
0 0 0
0
T ol
0 L 0 0
0
1 0 1
1
0
0
1
1
. x 1
con lo que se obtiene y|* = 1
0
0
1
0
1

Proposicién 3.46 Sea A = {0,1}. Si x y y son dos vectores columna x € A™ y
YyEA" conx#0,x# 1, y#0,y#1, n,meZ" ym=n—o,(x), se cumplen las
siguientes dos afirmaciones:

i) Para obtener y|*, se requiere aplicar o,(X) veces la operacion Insercion en'y
segun X.

ii) La dimensidon del vector y|* es n; es decir, y[* € A™.

Demostracién.-

i) De acuerdo con la Definicién 3.36, cada vez que se aplica la operacién Insercién
en y segin x se inserta en el vector y una componente con valor 1; lo cual estd acorde
con la proposicién 3.41, porque la dimensién del vector Z;(y) es m + 1. Por otro
lado, segiin la Definicién 3.42, para obtener y|™ se aplica iteradamente la operacién
Insercién en y segin x, para todas y cada una de las componentes de x con valor 1;
pero segun la proposicién 3.16 el escalar o, (x) representa precisamentre el nimero
total de componentes con valor 1 que contiene el vector x. Por lo tanto, se concluye
que para obtener y|*, se requiere aplicar o,,(x) veces la operacién Insercién en y segin
X.

ii) De acuerdo con la Definicién 3.36, al aplicar una vez la operacién Insercién en y
segun x, se obtiene el vector transformado Z; (y) de dimensién m+1 = (n—o,(x))+1.
En la segunda iteracion, el vector transformado Zz(y) serd de dimensién (m+1)+1 =
m+2 = (n—op,(x))+2; ast, al llegar a la tltima iteracién, que es la iteracién o, (x) segin
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la parte i) de esta proposicion, se tendré que el vector transformado Ian(x)(y), el cual
es precisamente y|, tiene por dimensién el valor m+o,(x) = (n—0,(X)) +0on(x) = n;
es decir,y[* € A".1

3.3. El vector de soporte para el nuevo modelo

Las definiciones y resultados preliminares de la seccién previa, serdn de gran utili-
dad en la presentacién de algunos ejemplos que nos guien hacia el nuevo concepto de
vector de soporte, que es uno de los pilares conceptuales de las méquinas asociativas
Alfa-Beta con soporte vectorial.

La secuencia de los ejemplos estd diseniada de modo tal, que conlleva de manera na-
tural hacia el concepto y definicién del nuevo vector de soporte; para ello, se aprovecha
el relevante hecho de que, bajo ciertas condiciones, la Expansién (la cual estd basada
en la operacion de Insercién) es una especie de inversa de la Restriccién (que a su vez se
basa en la operacién de Eliminacién). Paso a paso, los ejemplos exhiben claramente las
condiciones suficientes para que la Expansion sea, en efecto, inversa de la Restriccién,
y estas condiciones suficientes son plasmadas en el Teorema 3.56; a partir de ahi, surge
claramente la necesidad de definir un vector de soporte que cumpla, para un conjunto
fundamental dado, las condiciones suficientes de dicho Teorema.

La definicién del nuevo vector de soporte, junto con dos transformadas originales
introducidas en este trabajo de tesis, sirven como base fundamental del algoritmo prin-
cipal con el que funcionan, en ambas fases (aprendizaje y recuperacién de patrones),
las maquinas asociativas Alfa-Beta con soporte vectorial.

3.3.1. Ejemplos ilustrativos

Ejemplo 3.47 Sean x € A" y y! € A™ vectores columna de dimension n =8, donde

1 0

0 1

1 0
_ |1 1_ |0 1 1] \|¥
x=1,19y =1, .Obtenery|xy(y |x)|

0 1

1 0

0 1

Al aplicar 0, (x) = 5 veces la operacién Eliminacién en y! segiin x, se obtiene y!
restringido por x.

&i1(x) = y&y') = —  &(x) = y &(yh) =

O R O~ KR = O
— O R OO0 O
O R O R = O
= O = O O
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0 1 0 1
1 0 0 1
Ex)=|0| y&uH=|1| — &a=|;|vaH=,1 —
1 0 0 1
0 1
0 1
E(x)=[0] y&yH =1
0 1
1
con lo que se obtiene la Restriccién de y! por x, o sea, y?! |x =11
1

o ., X .
De acuerdo con la definicién 3.42, para obtener (yl |x) | es necesario llevar a cabo
la Insercién en y?! |x segin x, para todas y cada una de las componentes de x con valor
1, es decir, la operacién Insercién sera efectuada oy, (x) = 5 veces.

0 0
0 0
1 1 0 1
1 1 1

Il(X) = 1 y Zl(y1|x) = 1 s IQ(X) = 1 y Zg(y]"x) =11
0 1 0 1
1 1
0 0
0 0
0 1 0 1
0 1 0 1
0 1 0

Z3(x) = 1 y Is(yt, ) = N Tu(x) = 0 y Ia(y', )= |1
0 1 0 1
1 1 1 1
0 0
0 1
0 1
0 1
0 1

Lx) = || v B =]
0 1
0 1
0 1
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con lo que se obtiene la Expansién de y! |x por X: (yllx) ‘x =

[ e T =

Al comparar el vector obtenido mediante la Expansién de y?! . bor x contra el
vector original y?!, se puede observar que existen 5 posiciones incorrectamente recu-
peradas, las cuales han sido encerradas en rectangulos en la siguiente expresion:

H
_ o = O O O = O
—~
<
)

%

SN—"

B
Il
EEREEEEE

Ejemplo 3.48 Sean x € A" y y? € A™ vectores columna de dimension n =8, donde

1 0

0 1

1 0

1 2 _ 0 2 2 X
x=1,19y" =, .Obtenery|xy(y |x)|

0 0

1 0

0 1

Al aplicar 0,(x) = 5 veces la operacién Eliminacién en y? segin x, se obtiene la
1
Restriccién de y? por x, o sea, y?2 «=10
1
De acuerdo con la definicién 3.42, para obtener (y2 |x) |x es necesario llevar a cabo
la Insercién en y2 . segun x, para todas y cada una de las componentes de x con
valor 1, es decir, la operacién Insercién serd efectuada o,(x) = 5 veces, con lo que se
1

obtiene la Expansién de y2|x por x: (yzyx) ’x =

R = O~ = =
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Al comparar el vector obtenido mediante la Expansién de y2|X por x contra el
vector original y?2, se puede observar que existen 4 posiciones incorrectamente recu-
peradas, las cuales han sido encerradas en rectdngulos en la siguiente expresion:

0
1 1
0
0 1
v =1, (y?[ ) =
0 0
0
1 1

Ejemplo 3.49 Sean x € A" y y3 € A" vectores columna de dimension n =8, donde
1 1

. Obtener y3|X Y (y3|x)|x.

»
Il
O R O K~~~ O
<
<
|
— = -0 O O O

Al aplicar 0,(x) = 5 veces la operacién Eliminacién en y3 segtin x, se obtiene la
0
Restriccién de y2 por x, o sea, y3 <= 11
1

De acuerdo con la definicién 3.42, para obtener (y3 |x) |X es necesario llevar a cabo

la Insercién en y3|X segin x, para todas y cada una de las componentes de x con

valor 1, es decir, la operacién Insercién sera efectuada o, (x) = 5 veces, con lo que se
1

obtiene la Expansién de y3 « por x: (y3!x) ’x =

e e e i e S )

1
Al comparar el vector obtenido mediante la Expansién de y3|x por x contra el
vector original y32, se puede observar que existen 3 posiciones incorrectamente recu-
peradas, las cuales han sido encerradas en rectangulos en la siguiente expresion:
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1 1
0 0
0
S
0 x
1 1
1 1
1 1
Ejemplo 3.50 Sean x € A" y y* € A" vectores columna de dimension n =8, donde
1 0
0 1
1 1
X ! a_ |1 Obtener 4| ( 4| )|X
0 1
1 1
0 0
Al aplicar 0,(x) = 5 veces la operacién Eliminacién en y4 segin x, se obtiene la
1
Restriccién de y* por x, o sea, y* <=1
0

., x .
De acuerdo con la definicién 3.42, para obtener (y4|x) | es necesario llevar a cabo
la Insercién en y* .. segun x, para todas y cada una de las componentes de x con valor

1, es decir, la operacién Insercién serd efectuada o, (x) = 5 veces.con lo que se obtiene
1

la Expansién de y*|, por x: (y*|,)[*=

G O T G

0
Al comparar el vector obtenido mediante la Expansién de y* . bor x contra el
vector original y?, se puede observar que existen 2 posiciones incorrectamente recu-
peradas, las cuales han sido encerradas en rectdngulos en la siguiente expresion:

0
1 1
1 1
1 1
=1, ()" =
1 1
1 1
0 0
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Ejemplo 3.51 Sean x € A" y y® € A" vectores columna de dimension n = 8, donde

1 1
0 1
1 1
1 5 O 5 5 X
x=1,19y" =], .Obtenery‘xy(y ’x)’ .
0 0
1 1
0 1
Al aplicar 0,(x) = 5 veces la operacién Eliminacién en y® segin x, se obtiene la
1
Restriccién de y® por x, o sea, y® «=10
1

o ., X .
De acuerdo con la definicién 3.42, para obtener (y5 |x) | es necesario llevar a cabo
la Insercién en y5|X segin x, para todas y cada una de las componentes de x con

valor 1, es decir, la operacién Insercién serd efectuada o, (x) = 5 veces, con lo que se
1

obtiene la Expansién de y® « por x: (y"’!x) ’x =

[ s YR S G A W G

1
Al comparar el vector obtenido mediante la Expansién de y® . bor x contra el
vector original y®, se puede observar que existe 1 posicién erréneamente recuperada,
la cual ha sido encerrada en un rectdngulo en la siguiente expresion:

1 1
1 1
1 1
0 1
=1, (y?l ) =
0 0
1 1
1 1

Ejemplo 3.52 Sean x € A" y y8 € A™ vectores columna de dimension n = 8, donde
1 1

. Obtener y®|_y (¥8|, )]

O L O, KRR ~=O
<
<
Il

O = O R R
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Al aplicar 0,(x) = 5 veces la operacién Eliminacién en y® segin x, se obtiene la
1
Restriccién de y® por x, o sea, y© «=10
0

De acuerdo con la definicién 3.42, para obtener (y6 |x) |x es necesario llevar a cabo

la Insercién en y® . segun x, para todas y cada una de las componentes de x con

valor 1, es decir, la operacién Insercién serd efectuada o,(x) = 5 veces, con lo que se
1

obtiene la Expansién de y6|x por x : (yG‘x) ‘x =

O = O

Al comparar el vector obtenido mediante la Expansién de y® . bor x contra el
vector original y®, se puede observar que todas las posiciones son correctamente

recuperadas:

(Y[ =

<«

\
O = O = =
O = O = =

3.3.2. Analisis de los ejemplos ilustrativos

Si consideramos que la aplicacién de la Expansién de un vector a la Restriccién
del mismo segin otro vector es una recuperacion, el andlisis de lo que sucedié en el
ejemplo 3.47 nos arroja que 5 de las componentes, encerradas en rectdngulos en la
figura siguiente, fueron recuperadas incorrectamente.

—

R O R P P~ O K
=

— O = O O OO

=

|

— =

_

<

sy

»

SN—

S

|
===

0

Veamos qué se observa en las posiciones de esas componentes:

» Para la posicién 1, 21 = 1y yf = 0.
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= Para la posicién 3, x5 =11y y?} =0.
» Para la posicién 4, z4 = 1y yi = 0.
» Para la posicién 5, x5 = 1y yi = 0.
= Para la posicién 7, x7y =1y y% =0.

Por otro lado, en las posiciones donde las componentes del vector x tienen valor
0, la recuperacién fue correcta. Se observa también que estas posiciones coinciden con
las posiciones del vector y! de donde se formé el vector y?! e

Los resultados del andlisis previo inspiran el primer lema de esta seccién.

Lema 3.53 Sea A ={0,1}, y secan x y'y dos vectores columna x € A™ yy € A™ con
x#£0,x#1,y#0,y#1ynecZ". Siz;=1yy; =0 coni € Z" tal que 1 <i < mn,
entonces [(y|,)|™]; # vi; es decir, y; no se recupera de manera correcta.

Demostracion.- De acuerdo con la Definicién 3.21, en el proceso de calcular y/|,, la
Restriccién de y segin x, al ser z; = 1 se eliminan ambas componentes, x; y y;. Esto
significa que en el vector resultante, y|,, ya no aparece el valor 0 que correspondia a
yi, de modo que al realizar la operacién de Insercién para el indice ¢ en el proceso de
calcular (y|,)*, la Expansion de y|, segin x, donde habfa un valor 0 se coloca un
valor 1, de acuerdo con la Definicién 3.36. Por ello, al ser y; = 0y [(y],)[*], = 1, se
tiene que [(y|,)|*]; # i; es decir, y; no se recupera de manera correcta.ll

A continuacién se pesentan los vectores correspondientes al ejemplo 3.48 donde,
de nuevo como en todos los ejemplos, las componentes recuperadas incorrectamente
se encierran en rectdngulos.

w
Il
—_ O == O -
%}
|
— O O = O OO
N
|
— O =
—~
<
i
bl
SN—
»
|
~[Fe ~EI=) =)

0

Al igual que en el ejemplo 3.47 , en las posiciones ¢ = 1, 3,4, 7 de este ejemplo 3.48
donde la recuperacién es incorrecta, se cumple que z; = 1y yf = 0, acorde con el
Lema 3.53.

Sin embargo, en las posiciones ¢ = 2,5,6,8 donde la recuperacién es correcta, se
observa algo novedoso; mientras que en las posiciones i = 2,6,8 se cumple lo mismo
que en el ejemplo 3.47; es decir, que x9 = xg = xg = 0, la posicién i = 5 es especial,
porque x5 # 0, pero se cumple que x5 = 1 y también yg =1.

Veamos qué sucede con los resultados del ejemplo 3.49:
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«w

|
=0 OO OO O

«w

|

—_

—~

<

_©

®

S~—

H

|
-~ === e =

»
I
O R O R FH= F=OKF
<
|

Aqui sélo hay tres componentes recuperadas de manera incorrecta, las cuales
cumplen la misma condicién de los ejemplos 3.47 y 3.48 (Lema 3.53):

» Para la posicién 3, x3 = 1y y5 = 0.
= Para la posicién 4, x4 =1y yi =0.
= Para la posicién 5, x5 =1y yg =0.

De las posiciones donde la recuperacién fue correcta, podemos distinguir dos casos;
uno, donde la posicién coincide con alguna de las posiciones del vector y3 a partir de
las cuales se formé el vector y3|_ ., y que son:

X

» Para la posicién 2, x5 =0y y5 = 0.
= Para la posicién 6, 16 = 0y y5 = 1.
» Para la posicién 8, x5 =0y y3 = 1.

Obsérvese que para este grupo de posiciones, no importa el valor de la componente
en el vector y3, sino el hecho de que la componente en el vector x sea 0. Pero ademads,
estas posiciones coinciden con aquellas posiciones, tanto del vector x como del y3, a
partir de las cuales se formé el vector y3|x.

El segundo grupo de posiciones correspode a las que no contribuyen en la formacién
del vector y3 o 1as cuales son:

» Para la posicién 1, 21 = 1y y$ = 1.
= Para la posicién 7, x7 =1y y? =1.

Obsérvese que en todos los casos de este segundo grupo, el valor de las componentes
es 1 en ambos vectores, X y y3.

Con el material proporcionado por el andlisis de los ejemplos anteriores, ya se van
perfilando ciertas conclusiones, que se confirmardn con el anilisis del ejemplo 3.50 a
continuacion.
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1 0
0 1 1
1 1 1
1 1l 1 A |1
=11 yt= of Y ix=1! ()" =
0 1 1
1 1 1
0 0 0

Se confirma que las posiciones i = 2,6,8 donde z; = 0 son condiciones de no
importa, dado que se recuperan de manera correcta, sin importar el valor de yf.

Al parecer, las posiciones relevantes son aquellas donde x; = 1, y se enlistan a
continuacién, en dos grupos claramente distinguibles.

Primer grupo, donde las recuperaciones son incorrectas (Lema 3.53):

= Para la posicién 1, z1 =1y y‘l1 =0.

= Para la posicién 5, x5 =1y yé =0.

Segundo grupo, donde las recuperaciones son correctas:

= Para la posicién 3, x5 =11y yg‘ =1.

» Para la posicién 4, x4 = 1y yj = 1.

= Para la posicién 7, z7 =1y y‘% =1.

Estas consideraciones dan pie al enunciado y demostracién de dos lemas adicionales.

Lema 3.54 Sea A = {0,1}, y sean x y y dos vectores columna x € A" yy € A"
conx#0,x#41,y#0, y£1ynecZ". Sizi=0coni € Z" tal que 1 <1i < n,
entonces [(y|,)|*], = yi: es decir, y; se recupera de manera correcta.

Demostracion.- De acuerdo con la Definicién 3.21, en el proceso de calcular y|,,
la Restriccion de y seguin x, al ser x; = 0, el valor de y; permanece en el vector y|,,
sin importar que y; = 0 o que y; = 1, aunque el indice de compnente cambia segin
la definicién del proceso de obtener y|,, la Restriccién de y segin x. Sin embargo, al
realizar la operaciéon de Insercién para el indice i en el proceso de calcular (y|,)|™,
la componente vuelve a tener el indice original i. Esto significa que al realizar la
Expansion de y|, segin x, donde habia un valor 0 se coloca un valor 0, y donde habia
un valor 1 se coloca un valor 1, de acuerdo con la Definicién 3.36. Por ello se tiene que
[(¥]x)I*]; = ¥s; es decir, y; se recupera de manera correcta.l

Lema 3.55 Sea A ={0,1}, y sean x y'y dos vectores columna x € A" yy € A" con
x#£0,x#1,y#0,y#1yncZ". Siz;=1yy;=1coni € Z" tal que 1 <i < mn,
entonces [(y|,)|™]; = vi = 1; es decir, y; se recupera de manera correcta.
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Demostracion.- De acuerdo con la Definicién 3.21, en el proceso de calcular y|,, la
Restriccién de y segiin x, al ser x; = 1 se eliminan ambas componentes, z; y y;. Esto
significa que en el vector resultante, y|,, no obstante que ya no aparece el valor 1 que
correspondia a y;, al realizar la operacién de Insercién para el indice ¢ en el proceso de
calcular (y|,)[*, la Expansién de y|, segin x, de cualquier modo se coloca un valor
1, de acuerdo con la Definicién 3.36. Por ello, al ser y; = 1y [(y],)[*], = 1, se tiene
que [(y|)[*]; = yi; es decir, y; se recupera de manera correcta.ll

Los resultados del ejemplo 3.51 confirman lo anterior:
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En efecto, la unica componente donde la recuperacién fue incorrecta es la que
tiene fndice 4, donde 74 = 1y y; = 0 (Lema 3.53). En congruencia con lo analizado
anteriormente, las recuperaciones correctas, ademéds de ocurrir en las posiciones donde
las componentes del vector x son cero (Lema 3.54), se dan en las siguientes posiciones
(Lema 3.55):

» Para la posicién 1, 21 =1y yf = 1.
= Para la posicién 3, x5 =11y yg =1.
= Para la posicién 5, x5 =1y yg =1.
= Para la posicién 7, z7 =1y y2 = 1.

Los resultados del ejemplo 3.52, donde todas las componentes son recuperadas de
manera correcta permiten, como consecuencia de los andlisis previos, inducir condi-
ciones suficientes para la recuperacién correcta.

1 1 1
0 1 1
1 1 1
1 1 L 1
X=14 y® = 1 y6x: 0 (y6|x)|x: 1
0
0 0 0
1 1 1
0 0 0

En efecto, se observa que en las posiciones ¢ = 2,6, 8 donde x; = 0 la recuperacién
es correcta, sin condiciones adicionales; por otro lado, si z; = 1, la condicién que se
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induce para la recuperacién correcta es que y? = 1, como se observa en las posiciones
1=1,3,4,5,7.
Los anilisis anteriores se resumen en el siguiente Teorema:

Teorema 3.56 Sea A = {0,1}, y sean x y 'y dos vectores columna x € A" yy € A"
conx#0,x#41,y#0,y41ynecZ". SiicZ" tal que 1 < i < n, entonces el
unico caso para el que y; no se recupera de manera correcta, y por ello [(y])[*]; # vi,
es cuando x; =1 y y; = 0.

Demostracion.- Hay cuatro casos mutuamente excluyentes:

CASO 1 z; = 0y y = 0: Segun el Lema 3.54, [(yl,)[*];
recupera de manera correcta.

CASO 2 z; = 0y y; = 1: Segun el Lema 3.54, [(y|,)[*], = i es decir, y; se
recupera de manera correcta.

CASO 3 z; = 1y y; = 1: Segin el Lema 3.55, [(y|,)[*], = wi; es decir, y; se
recupera de manera correcta.

CASO 4 z; = 1y y; = 0: Seguin el Lema 3.53, [(y|,)[*]; # vi; es decir, y; no se
recupera de manera correcta.

Por lo tanto, el tnico caso para el que y; no se recupera de manera correcta, y por
ello [(y|y)|*]; # vi, es cuando z; = 1y y; = 0.1

yi; es decir, y; se

3.3.3. Definicién del nuevo vector de soporte, ejemplos y resultados

El andlisis de los ejemplos ilustrativos y los resultados expresados en el Teorema
3.56, proporcionan los cimientos conceptuales sobre los que descansa el concepto del
nuevo vector de soporte, que a su vez sirve de base tedrica fundamental del nuevo
modelo de mdquinas asociativas Alfa-Beta con soporte vectorial.

La idea central que permite generar una definicién de vector de soporte 1til, estd
dada por el Teorema 3.56. El vector x, segin el cual se realiza tanto la Restriccién
como la Expansién del vector y, se perfila como el vector de soporte; y el vector y,
sobre el que recaen los efectos tanto de la Restricciéon como de la Expansién, toma el
papel de uno de los vectores del conjunto fundamental para las maquinas asociativas
Alfa-Beta con soporte vectorial.

Si en un problema dado el conjunto fundamental es {(x*,x*) | p = 1,2,...,p} con
xt e A" Vu € {1,2,....,p}, A={0,1},n € ZT, p e Z*, y 1 < p < 2", lo primero
que debe exigirse a un sistema de reconocimiento de patrones es que el conjunto
fundamental completo sea recuperado de manera correcta. A fin de lograr que el nuevo
modelo de médquinas asciativas Alfa-Beta con soporte vectorial recupere correctamente
todos y cada uno de los patrones del conjunto fundamental, basta con asegurar que
nunca ocurra el CASO 4 del Teorema 3.56; para ello, el vector de soporte S debe
definirse de modo tal, que para ningtin p € {1,2,...,p} y para ninguna i € {1,2,...,n}
ocurra el caso en el que S; =1y z' =0.

Lo anterior se puede lograr aplicando una regla simple: el vector de soporte S no
podré tener un 1 en la componente de posicién ¢, si en esa posicién al menos uno de los
patrones del conjunto fundamental tiene un 0; en otras palabras, S; tendrd valor 1 si
y s6lo si todos los patrones del conjunto fundamental tienen un 1 en la componente i.
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Y eso es ni mds ni menos que una operacién 16gica AND entre todas las componentes
i; pero como la operacién AND se puede caracterizar con la operacién [ propia de los
modelos asociativos Alfa-Beta, la definicién del vector de soporte S se hard en funcién
de la operacion S.

Definicién 3.57 Sean A ={0,1}, n € Z*, p€ Z*, con 1 < p < 2"; y sea {(x",x") |
w=1,2,...p} un conjunto fundamental de cardinalidad p, con x* € A" Vu € {1,2,...,p}.
Se define el vector de soporte S, como aquel cuyas componentes S;, con 1 <i <n se
calculan, a partir del conjunto fundamental, de acuerdo con la siguiente expresion:

p/2
/\ I3 (xfkil,x%k) sip es par
k=1
Si= (v-1)/2
I3 I} (x?kil, x?k) ,ab | sip es non
k=1

Ejemplo 3.58 Sean x',x2,x3 x%,x5,x% x7 € A" conn =9 los vectores que confor-

man el conjunto fundamental:
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i) Usar la Definicion 8.57 para construir el vector de soporte S.
ii) Para cada p € {1,2,3,4,5,6,7} realizar lo siguiente: a) Obtener x/|q; b) Obten-
er (X“|S)\S y ¢) Verificar que (X“\S)|S = xH.

RESPUESTAS:

i) Tomando la definicién 3.57 para el célculo del vector soporte y sabiendo que la
cardinalidad del conjunto fundamental es impar p = 7 entonces usamos la siguiente
expresion:

(p—1)/2
Si=8| N B8 a) ol
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Se=BBANABMLN)ALMLTL),1]=8[AA1A1),1]=4[1,1]=1
S6*5[6(171)/\6(171)/\6(171)71]:B[(l/\lAl)al]:B[lvl]zl
S7=B[B(L,1)AB(0,1)AB(0,1),0] =B[(LAOAD),0] =3[0,0]=0
Sg=B[B(LABMLILABMLIL),1=8[1A1A1),1]=8[11]=1
59:/B[ﬁ(lvl)/\ﬁ(lvl)/\ﬁ(lvl)’l]:6[(1/\1/\1)’1]:ﬁ[lvl]zl

0
1
0
1
de ahf que el vector de soporte para este conjunto fundamental es S = | 0
1
0
1
1
0
1
; 0
ii.1-a) Para el primer vector x! = | 0 | la Restriccién de x! por S es x! g = 8
1
1 1
1
1

ii.1-b) De acuerdo con la definicién 3.42, para obtener (x1 |S) ‘S es necesario llevar

a cabo la Insercién en x1!

g segun S, para todas y cada una de las componentes de S

con valor 1, es decir, la operacién Insercién serd efectuada o, (S) = 5 veces, con lo que

se obtiene la Expansién de x1|s por S: (x1|s) |S

0

= O R O

1

ii.1-c) Al comparar el vector obtenido mediante la Expansién de x! g pbor S contra
el vector original x!, se puede observar que todas las posiciones son correctamente



3. Modelo Propuesto 56

recuperadas:
0 0
1 1
0 0
1 S 1
1_ 1 _
x>=10 (x |s) =10
1 1
1 1
1 1
1 1
0
1
g :
ii.2-a) Para el segundo vector x2= | 1 | la Restriccién de x2 por S es x2 g = (1)
1
1 1
1
1
ii.2-b) De acuerdo con la definicién 3.42, para obtener (x2|s) |S es necesario llevar

2

a cabo la Insercién en x“|g segin S, para todas y cada una de las componentes de S

con valor 1, es decir, la operacién Insercién serd efectuada o,(S) = 5 veces, con lo que

0

se obtiene la Expansién de les por S: (x2|s) |S =

e e e =

1
ii.2-c) Al comparar el vector obtenido mediante la Expansién de x2 g por S contra
el vector original x2, se puede observar que todas las posiciones son correctamente
recuperadas:

(X2|s)|s

»
N
Il
=== = = = O = O
Il
= = = = = O = O




3. Modelo Propuesto 57

ii.3-a) Para el tercer vector x3= la Restriccién de x3 por S es X3|

S:

O = = O

— o= O = == O

. C ey S .

ii.3-b) De acuerdo con la definicién 3.42, para obtener (x3|s)| es necesario llevar
a cabo la Insercién en x3’S segin S, para todas y cada una de las componentes de S
con valor 1, es decir, la operacién Insercién serd efectuada o,(S) = 5 veces, con lo que

0

se obtiene la Expansién de x3|s por S: (x3’S) |S =

— O = e

1
ii.3-c) Al comparar el vector obtenido mediante la Expansién de x3 g pbor S contra

el vector original x3, se puede observar que todas las posiciones son correctamente
recuperadas:
0 0
1 1
1 1
1 1
x? =1 (X3|s)|S: 1
1 1
0 0
1 1
1 1

4= la Restriccién de x* por S es x g =

ii.4-a) Para el cuarto vector x 4|

— = = RO RO =
_ O O =

ii.4-b) De acuerdo con la definicién 3.42, para obtener (X4|S) |S es necesario llevar

a cabo la Insercién en x* g segin S, para todas y cada una de las componentes de S

con valor 1, es decir, la operacién Insercién serd efectuada o, (S) = 5 veces, con lo que
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se obtiene la Expansion de x*|g por S: (x*|) |S =

=== O = O =

1
ii.4-c) Al comparar el vector obtenido mediante la Expansién de x* g bor S contra
el vector original x*, se puede observar que todas las posiciones son correctamente
recuperadas:

(X4|s)|s

»
I
Il
== = = O = O =
Il
— = == O R O

5— la Restriccién de x5 por S es x°|, =

ii.5-a) Para el quinto vector x s

S O = =

== O = O e e

. . S .

ii.5-b) De acuerdo con la definicién 3.42, para obtener (X5 |S) ‘ es necesario llevar
a cabo la Insercién en x° g segin S, para todas y cada una de las componentes de S
con valor 1, es decir, la operacién Insercién serd efectuada o, (S) = 5 veces, con lo que

1

se obtiene la Expansion de x5|g por S: (x5|) |S =

— O~ O = =

1
ii.5-c) Al comparar el vector obtenido mediante la Expansién de x® g pbor S contra
el vector original x5, se puede observar que todas las posiciones son correctamente
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recuperadas:
1 1
1 1
1 1
1 S 1
5 _ 5 _
x>=10 (x |s)| =10
1 1
0 0
1 1
1 1
0
1
1
1 0
ii.6-a) Para el sexto vector x6= | 0 | la Restriccién de x8 por S es x® g = (1)
1
1 1
1
1
ii.6-b) De acuerdo con la definicién 3.42, para obtener (x6|s) |S es necesario llevar

6

a cabo la Insercién en x°|g segin S, para todas y cada una de las componentes de S

con valor 1, es decir, la operacién Insercién serd efectuada o, (S) = 5 veces, con lo que

0

se obtiene la Expansién de xﬁls por S: (x6|s) |S =

—= == O ==

1
ii.6-c) Al comparar el vector obtenido mediante la Expansién de x® g por S contra
el vector original x®, se puede observar que todas las posiciones son correctamente
recuperadas:

(X6|s)|s

»
(=)
Il
[ R == I = S S )
Il
= = = O = = = O
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7

ii.7-a) Para el séptimo vector x"=

la Restriccién de x por S es X7|

S:

O = O O

0
1
0
1
1
1
0
1

1

. C ey S .

ii.7-b) De acuerdo con la definicién 3.42, para obtener (x7|s)| es necesario llevar
a cabo la Insercién en x7’S segin S, para todas y cada una de las componentes de S
con valor 1, es decir, la operacién Insercién serd efectuada o,(S) = 5 veces, con lo que

0

se obtiene la Expansién de x7|s por S: (x7’S) |S =

—_ O O =

1
ii.7-c) Al comparar el vector obtenido mediante la Expansién de x” g pbor S contra

el vector original x7, se puede observar que todas las posiciones son correctamente
recuperadas:
0 0
1 1
0 0
1 1
x" =1 (X7|s)|S: 1
1 1
0 0
1 1
1 1

Ejemplo 3.59 Sean x',x% x3 € A" conn = 4 los vectores que conforman el conjunto

fundamental:

-
_ == O
N
_ o~

Usar la Definicion 3.57 para construir el vector de soporte S.

Tomando la definicion 3.57 para el cdlculo del vector soporte y sabiendo que la
cardinalidad del conjunto fundamental es impar p = 3 entonces usamos la siguiente
expresion:
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(r—1)/2
S;=p /\ B (m?kil,x?k) Lt
k=1
Si= BB (x},2]) =]]
S1=p[8(0,1),0] =3[0,0] =0
Se=p[8(1,1),0] = B[1,0] =0
S3 = B[8(1,0),1] = 3[0,0] =0
Sy=p[8(1,1),0]=B[1,0]=0

de ahi que el vector de soporte para este conjunto fundamental es S =

o O O O

Aparece de pronto un problema: un vector de soporte S que tiene todas sus com-
ponentes con valor 0; es decir, S = 0. Pero en las principales definiciones y resultados
previos se pide que el vector x # 0, y en este caso deberia cumplirse que S # 0 para
poder aplicar las definiciones y resultados previos. La razén por la que se pone como
condicién que x # 0 es para evitar que se pesenten casos anémalos, pero el vector
de soporte S = 0 surgié de un ejemplo real de conjunto fundamental; jqué se puede
hacer?.

Reflexionemos un poco: en el ejemplo 3.59, jtiene algin significado la expresién
x1! |S si sabemos que S = 07 Veamos: para obtener x! g» de acuerdo con la Definicién
3.30 deberfamos de aplicar iteradamente la operacién Eliminacién en x! segtin S, para
todas y cada una de las componentes de S con valor 1, pero...;S no tiene componentes
con valor 1!; es decir, deberfamos de aplicar la operacién Eliminacién en x! segtin
S cero veces, y eso significa que se eliminan cero componentes del vector x!, lo que
significa, a su vez, que el vector x!

Lo anterior nos sugiere que x1|0 = x!. No debe extrafiarnos una definicién se-

no sufre modificacién alguna; queda igual.

mejante, pues en las matemdticas se presenta una situacién similar con la definicién
del factorial de un nimero; segin la referencia [102], el factorial de un nimero entero
positivo n, denotado por n!, se define comon! =n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1, pero
jacaso tiene sentido la expresién 0!7 La respuesta es si, y por definicién, se dice que
0! = 1. Tomando como inspiracién esta definicién del factorial de cero, se plantea la
siguiente definicion.

Definicién 3.60 Sea A = {0,1}, y sea x un vector columna x € A", conn € Z*. Se
define la Restriccion de x por 0 como: X|q = X; asimismo, se define la Expansion de
x por 0 como: x|° = x.

Ejemplo 3.61 En referencia ol Ejemplo 3.59, para cada u € {1,2,3} obtener (x”\s)|s,

Tomemos arbitrariamente un valor de p € {1,2,3}. Dado que S = 0, usemos la
Definicién 3.60, para obtener: (X“|S)|S = x| = x#. Como el valor de p se escogi6 de
manera arbitraria, lo anterior se cumple para todas las u € {1,2,3}.
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Teorema 3.62 Sean A ={0,1}, n € Z*, p € Z*, con 1 < p < 2"; y sea {(x",x") |

w=1,2,....p} un conjunto fundamental de cardinalidad p, conx* € A" Vi € {1,2,...,p}
cuyo vector de soporte es S, de acuerdo con la Definicidn 3.57. La siguiente expresion

se cumple para Y € {1,2,...,p}:

S
(xH[g)[7 = x*

Demostracién.- De acuerdo con la Definicién 3.57, dado un valor p € {1,2,...,p}

y un valor ¢ € {1,2,...,n}, no es posible que ocurra ' = 1y S; = 0. Si identificamos

al vector x* con el vector x y al vector S con el vector y del Teorema 3.56, el CASO

4 nunca ocurre; es decir, se cumple que [(x“|s)\S] =t Vp € {1,2,...,p}, Vi €
2

{1,2,...,n}. Por lo tanto, La siguiente expresién se cumple para Vu € {1,2,...,p}:
(x]g)|° = x*.

3.4. Dos nuevas transformadas

El Teorema 3.62 es de suma importancia para el nuevo modelo de maquinas asocia-
tivas Alfa-Beta con soporte vectorial, dado que garantiza la recuperacién del conjunto
fundamental en su totalidad.

Recuperar todo el conjunto fundamental, sin falla, es uno de los requisitos béasicos
que debe cumplir un reconocedor de patrones; pero eso no es todo: la relevancia del
nuevo modelo de méquinas asociativas Alfa-Beta con soporte vectorial se pondra de
manifiesto cuando se exhiba que este modelo es robusto ante alteraciones aditivas,
sustractivas y, sobre todo, alteraciones mezcladas.

Los experimentos muestran sin duda que, en efecto, las maquinas asociativas Alfa-
Beta con soporte vectorial son robustas ante estos tres tipos de alteraciones, a diferen-
cia de otros modelos que fallaban cuando a la entrada habia un patrén con alteraciones
mezcladas respecto a uno de los patrones del conjunto fundamental.

A fin de estar en posibilidades de formular el algoritmo principal de este trabajo
de tesis, se requiere la definicién de dos transformadas originales: la Transformada 7
y la Transformada 6.

Definicién 3.63 Sea A = {0,1}, y sean x y y dos vectores x € A", y € A", con
n € Z%. La Transformada T de x con respecto a 'y da como resultado un vector
T (X,y) de dimension n, cuya i— ésima componente se calcula como sigue:

[T (Xa y)]z = 5 [miv « (07 yl)}

Ejemplo 3.64 Sean x = yy = ; obtener T (x,y), la Transformada T de

O Rk OO =K~ O
=0 O = = O =

X con respecto a'y.
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De acuerdo con la definicién 3.63, el resultado de la Transformada 7 de x con res-
pecto a y es un vector de dimensién n, cuya i— ésima componente se calcula haciendo
uso de la expresion [T (x,y)];, = B [, o (0,y;)]; apliquemos esta expresién en cada una

de las 8 componentes:

[T (% y)ly = Blz1, 2 (0,41)] = B[0,a(0,1)
[T (%, ¥)]ly = B w2, (0, 32)] = B[1,(0,0)]
[T (%, ¥)]l3 = B2z, (0, 93)] = B[1,a(0,1)]
[T (%, ¥)la = B 24,2 (0,94)] = 8[0,0(0,1)]
[T (%, ¥)l5 = B 25, (0,95)] = 5[0,(0,0)]
[T (%, ¥)lg = B [26, (0, 96)] = B[1,(0,0)]
[T (% ¥)l7 = Bler, (0, y7)] = B[1,a(0,1)]
[T (%, ¥)ls = Bws, (0, 98)] = [0, (0, 1)]

Asi que la Transformada 7 de x con respecto a y es:

OO H O OO~ O

T(x,y)

Se puede observar que el vector obtenido 7 (x,y), tiene valor 1 en aquellas posi-

ciones donde existen alteraciones sustractivas del vector y con respecto al vector x.

Nota 3.65 Una alteracion sustractiva del vector y con respecto al vector x, puede

considerarse también como una alteracion aditiva del vector x con respecto a'y.

Ejemplo 3.66 Sean x yy los mismos vectores del Ejemplo 3.64; obtener T (y,x), la

Transformada T de 'y con respecto a X.

De acuerdo con la definicién 3.63, el resultado de la Transformada 7 de y con re-
specto a x es un vector de dimensién n, cuya i— ésima componente se calcula haciendo
uso de la expresion [7 (y,x)];, = B [y, @ (0, x;)]; apliquemos esta expresién en cada una

de las 8 componentes:

[ (v, %))y = By, (0,21)] = B[1,(0,0)]
[T (Y7 X)]Q = 5 [927 @ (Oa xQ)] = ﬁ [07 @ (07 1)]
[T (y,x)]3 = Blys, @ (0,23)] = 81, (0,1)]
[T (Y7 X)]4 = 5 [y47 @ (Oa $4)] = ﬁ [17 @ (07 0)]
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[T (y,%)]l5 = Blys, a (0,25)] = 510, (0,0)] = 5[0,1] = 0
(7 (y, )]s = Bys, @ (0,26)] = 5[0, (0,1)] = 5[0,0] = 0
[T (y,%)l; = Blyr, a(0,27)] = B[1,a(0,1)] = B[1,0] = 0
[T (y,¥)]s = Blys, @ (0,28)] = B[1,a(0,0)] = S[1,1] = 1

Asi que la Transformada 7 de y con respecto a x es:

T(y,x)=

_ O OO = O O

Se puede observar que el vector obtenido T (y, %), tiene valor 1 en aquellas posi-
ciones donde existen alteraciones sustractivas del vector x con respecto a y; o de
manera equivalente, donde existen

alteraciones aditivas del vector y con respecto al vector x.

Definicién 3.67 Sea A = {0,1}, y sean x y y dos vectores x € A", y € A", con
n € Z*. La Transformada 6 de x con respecto a'y es un escalar 0 (x,y) definido como
stque:

0(x,y) =on[r(x,y)] + on 7 (y,%)]

Ejemplo 3.68 Sean x yy los mismos vectores del Ejemplo 3.64; obtener 8 (x,y), la
Transformada 0 de x con respecto a'y.

De acuerdo con el Ejemplo 3.64, la Transformada 7 de x con respecto a y es el
vector siguiente:

T (xvy) =

=Nl Sl eNeNel =

Al aplicar oy, [T (x,y)] de acuerdo con la Definicién 3.8, obtenemos el escalar
os [T (x,y)] = 2.



3. Modelo Propuesto 65

Del mismo modo, usando el resultado del Ejemplo 3.66, la Transformada 7 de y
con respecto a X:

(v, %)=

_— O OOk OO

Al aplicar o, [T (x,y)] de acuerdo con la Definicién 3.8, obtenemos el escalar
os [T (y,%)] = 3.

Una vez que se tienen calculados los valores de og [T (x,¥)] v 0s [T (¥, X)] es posible
obtener la Transformada 6 de x con respecto a y usando la definicién 3.67.

0(x,y)="5

3.5. Algoritmo Principal

Se asume que se tiene un problema de reconocimiento de patrones, donde el conjun-
to fundamental es de la forma {(x*,x*) | p =1,2,...,p}, conx* € A" Vu € {1,2,...,p},
siendo n,p € Zt y A =1{0,1}.

Fase de aprendizaje del nuevo modelo

1. A partir del conjunto fundamental, calcular el vector de soporte S, de acuerdo
con la Definicién 3.57.

2. Para cada p € {1,2,...,p}, obtener x*|g de acuerdo con las Definiciones 3.30 y
3.60. A partir de estos resultados se forma el conjunto fudamental restringido

{(XH‘S’X“|S) |/J’ = 1)27"'7p} .

3. Para cada p € {1,2,...,p}, obtener x#, el vector negado de x*, usando la Defini-
cién 3.6. Con los p vectores negados, se forma el conjunto fundamental negado

(A% | p=1,2, ..., p}.

4. A partir del conjunto fundamental negado, calcular el vector de soporte §, de
acuerdo con la Definicién 3.57.

5. Para cada p € {1,2,...,p}, obtener x/|g de acuerdo con las Definiciones 3.30
y 3.60. A partir de estos resultados se forma el conjunto fudamental negado
restringido {(x7|§ , ﬁ|§) lp=1,2,... ,p} )

Fase de recuperacién del nuevo modelo
Sea x € A™ un patrén de entrada cuyo patrén asociado x* se desconoce de ante-
mano.

1. Obtener la Restriccién X|g de acuerdo con las Definiciones 3.30 y 3.60.
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2. Para cada p € {1,2,...,p}, obtener T (X|g, x*|g), de acuerdo con la Definicién

3.63.
3. Para cada p € {1,2,...,p}, obtener, T (x*|g, X|g), de acuerdo con la definicién
3.63.
4. Para cada p € {1,2,...,p}, obtener 6 (X|g, x*|g), de acuerdo con la definicién
3.67.
P
5. Encontrar ¢ € {1,2,...,p} tal que@(i|s,x¢’ /\ (X|g, x"[g)-

6. Obtener X, el vector negado de X, usando la Definicién 3.6.
7. Obtener la Restriccion §|§ de acuerdo con las Definiciones 3.30 y 3.60.

8. Para cada p € {1,2,...,p}, obtener T (§|§ , ﬂ|§), de acuerdo con la Definicién
3.63.

9. Para cada p € {1,2,...,p}, obtener, T (@|§ , §’§), de acuerdo con la definicién
3.63.

10. Para cada p € {1,2,...,p}, obtener (§}§ , W|§), de acuerdo con la definicién
3.67.

p
11. Encontrar ¢ € {1,2,...,p} tal que 6 (x| ,X%|g) = /\ 0 (x|g x7|§)

12. Si 6 (x|g, x¥|g) < 0 (X|g, x?[g), realizar la asignacién w = 1; de otro modo,
realizar la asignacién w = .

13. Obtener (x‘*’|S)\S, que por el Teorema 3.62 es precisamente el vector x*.

Nota 3.69 Si X es uno de los patrones del conjunto fundamental, el Teorema 3.62
garantiza que la recuperacion es correcta.

En el Anexo A se muesta el diagrama de flujo del algoritmo de las maquinas asocia-
tivas Alfa-Beta con soporte vectorial, en ambas fases: de aprendizaje y de recuperacion

3.6. Complejidad del algoritmo propuesto

Una medida de la eficiencia de un algoritmo es el tiempo usado por la computadora
para resolver un problema utilizando dicho algoritmo. El anélisis del tiempo requerido
para resolver un problema de un tamafo en particular es una medida de la complejidad
del algoritmo utilizado para resolver ese problema. La complejidad en tiempo de un
algoritmo se puede expresar en términos del nimero de operaciones usadas por el
algoritmo cuando la entrada tiene un tamano n. Para el andlisis del costo temporal
se utiliza un modelo formal de maquina y el conjunto de instrucciones asociados a ese
modelo. Aqui utilizamos la RAM (Random Access Memory) [100] caracterizada por
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un conjunto de instrucciones limitada que se ejecutan en la unidad de tiempo. Por
lo tanto, el costo temporal del algoritmo puede establecerse contando la cantidad de
instrucciones requeridas para su implementacién.

De lo anterior se tienen dos observaciones:

= Todas las operaciones légicas y de comparacién tienen un costo unitario

= Dado un conjunto de instrucciones para un cédlculo, el costo total de un paso de-
terminado es el producto de ese costo veces la cantidad de instrucciones requerida
(for).

Entonces, es posible analizar la complejidad en tiempo del algoritmo propuesto
al estudiar cudntas operaciones elementales necesita realizar. Tomando como base los
diagramas de flujo mostrados en el Anexo A y los primeros 5 pasos del algoritmo en
pseudocddigo como una muestra, se realizé el andlisis de complejidad del algoritmo.
Las restantes 13 lineas del algoritmo fueron analizadas del propio cédigo.

Al final de cada paso del algoritmo en pseudocédigo, se presenta una breve expli-
cacion del grado de dificultad.

PASO 1 (Vector soporte)

//svmab.h
bool **xu;
bool **nxu;
void pasol(void)
{
int i,k,min;
for(i=0;i<n;i++)
{
min=1;
if (p%2==0)
{
for (k=0;k<p/2;k++)
{
if (Betal[x[2xk-1] [1],x[2*k] [1]==0)
{
min=0;
break;
}
}

S[il=min;

else
{
for(k=0;k<(p-1)/2;k++)
{
if (Betal[x[2*¥k-1] [i] ,x[2xk] [1]1==0)
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{
min=0;
break;
}
}
S[il=min;
S[i]=Betal[S[i]] [x[p] [11];
}
}
}

El algoritmo contempla dos for anidados, uno que considera la dimensién n de los
vectores y otro que considera todos los vectores del conjunto fundamental llamado p;

(PASO 2) (Vectores restringidos)

void paso2(void)

{
int u,i,j;
nu=0;
for(i=0;i<n;i++)
if (S[i]==0)
nu++;

xu=new boolx*[p];
for(i=0;i<p;i++)
xul[i]l=new bool[nu];
for(u=0;u<p;ut++)
{
3=0;
for(i=0;i<n;i++)

{

if(S[i]==0)
{
xulul [j++]=x[u]l [i];
}
}
}
}

El algoritmo contempla dos for anidados, uno que considera la dimensién n de los
vectores y otro que considera todos los vectores del conjunto fundamental llamado p;

(PASO 3) (Vectores negados)

void paso3(void)
{

int u,i,j;
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nx=new boolx*[p];
for(i=0;i<p;i++)

nxul[i]l=new bool[n];
for (u=0;u<p;u++)

{
3=0;
for(i=0;i<n;i++)
{
nx [u] [i]1="x[u] [i];
+
}
}

El algoritmo contempla dos for anidados, uno que considera la dimensién n de los
vectores y otro que considera todos los vectores del conjunto fundamental llamado p;

(PASO 4) (Vector soporte negado)

void paso4(void)
{
int i,k,min;
for(i=0;i<n;i++)
{
min=1;
if (p%2==0)
{
for (k=0;k<p/2;k++)
{
if (Beta[nx [2*k-1] [i],nx [2*k] [1]==0)
{
min=0;
break;
}
}
nS[i]l=min;
}
else
{
for (k=0;k<(p-1)/2;k++)
{
if (Beta[nx [2*k-1] [i],nx [2*k] [1]==0)
{
min=0;
break;
}
}

nS[il=min;
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nS[i]=Beta[nS[i]l] [nx[p] [i1];
}
}
}

El algoritmo contempla dos for anidados, uno que considera la dimensién n de los
vectores y otro que considera todos los vectores del conjunto fundamental llamado p;

(PASO 5) (Vectores restringidos negados)

void paso5(void)
{
int u,i,j;
nnu=0;
for(i=0;i<n;i++)
if (nS[i]==0)
nnu++;
nxu=new boolx*[p];
for(i=0;i<p;i++)
nxu[i]=new bool[nnu];
for (u=0;u<p;u++)
{
j=0;
for(i=0;i<n;i++)
{
if (nS[i]==0)
{
nxu[u] [j++]=nx[u] [i];
}
}
}
}

El algoritmo contempla dos for anidados, uno que considera la dimensién n de los
vectores y otro que considera todos los vectores del conjunto fundamental llamado p;

Definicién 3.70 Sean f(n) y g(n) dos funciones en R. Se dice que f(n) es O(g(n))
st existen dos enteros positivos a y b tales que f(n) < a g(n) para cadan >b
El siguiente teorema estd tomado directamente del texto [107].

Teorema 3.71 Sean fi(n) y fa(n) dos funciones tal que fi(n) es O(g1(n)) y fa(n) es
O(g2(n)) se tiene:

a) fi(n)+ fa(n) es O(maz(g1(n), (92(n))
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b) fi(n)fa(n) es O(g1(n)(g2(n))

Analicemos la sentencia for (int i=0; i<n; i++). La siguiente tabla muestra la
cantidad de veces que se entra en el ciclo for dado un valor n.

n | for(int i =0; i <n; i+ +)
1 1
2 2
3 3
n n

Tomemos a f(n)= for(int i=0; i<n; i++). Afirmamos que f(n) es O(g(n)).
En efecto basta tomar a = b = 1 en la definicién para O. Se tiene que

n=f(n)<ag(n)=1g(n)=1nparacadal =>b>n

Por lo tanto f(n) es O(g(n), es decir, un for simple tiene orden de complejidad lineal.

Ahora, consideremos dos for anidados, puesto que el orden de cada for es lineal,
por el inciso b del teorema anterior se concluye que el for anidado es cuadrético. A
continuacién se mostrard la complejidad por fases de cémo quedé finalmente después
de haber realizado el andlisis.

Fase de Aprendizaje

Paso | Complejidad
1 O(n?)
2 O(n?)
3 O(n?)
4 O(n?)
5 O(n?)
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Fase de Recuperacién

Paso | Complejidad
O(n)

—| =
DBl | o ot | wo| b =
S
—
S

—_
V]
)
—~|—
3
~— | —

13 O(n

De la primera tabla se puede observar que se tiene O(n? + n? + n? + n? + n?)
=5 O(n?), esto representa que efectivamente la fase de aprendizaje tiene un costo de
O(n?).

En la segunda tabla arroja O(n+n24+n?+n?+n’+n+n+n?+n2+n4n?+ntn) =
5(0(n)) +8(0(n?)), lo que también esto nos sugiere que la fase de recuperacién tiene
un costo de O(n?).

Cabe aclarar que las operaciones se realizaron bit a bit entre vectores.

Finalmente se concluye que tanto la fase de aprendizaje como la fase de recu-
peracién son de O(n?).



Capitulo 4

Resultados y Discusién

Este Capitulo esta dedicado a la presentacion de resultados experimentales realiza-
dos con el algoritmo propuesto y su discusién. Los experimentos se realizaron con un
software disenado e implementado en Borland C++ Builder 6.0, ex-profeso para este
fin. Dicho software se ejecuté en una computadora personal (armada) con microproce-
sador DualCore Intel Pentium D 950 de 64 bits a 3400 MHz, 2 GBytes de memoria
DDR2 SDRAM, con disco duro SCSI de 80 GBytes; sobre el sistema operativo Win-
dows XP Professional x64 bits.

Dos bases de datos se escogieron para probar experimentalmente el nuevo algoritmo
de méquinas asociativas Alfa-Beta con soporte vectorial: la base de datos MNIST de
caracteres escritos a mano, motivo de la seccién 4.1, y la base de datos Iris Plants,
cuya descripcién y resultados experimentales se presentan en la seccién 4.2.

4.1. Base de datos MINIST de digitos escritos a mano

La base de datos MNIST de digitos escritos a mano es un subconjunto de im&dgenes
tomadas de una base de datos mds extensa que proporciona el NIST (National Institute
of Standards and Technology): fue construida a partir de la Base de Datos Especial 3
y Base de Datos Especial 1 del NIST (Instituto Nacional de Estandares y Tecnologia
de los Estados Unidos, por sus siglas en inglés), que contienen imagenes de digitos
escritos a mano [93].

Dos son las razones principales por las cuales se decidié tomar esta base de datos
para la fase experimental del presente trabajo de tesis:

= Por sus caracteristicas, los patrones de esta base de datos se prestan de man-
era muy clara, como se explicé ampliamente en la seccién 3.1, para probar el
algoritmo de las méquinas asociativas Alfa-Beta con soporte vectorial.

= Diversos grupos de investigacion reconocidos en el mundo la han utilizado para
evaluar el desempeno de sus algoritmos de aprendizaje, permitiendo hacer una
comparacién consistente entre los resultados presentados en esta tesis y los que
se encuentran actualmente en la literatura cientifica relacionada.

73
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La descripcion de la la base de datos MNIST y los resultados experimentales rela-
cionados con el modelo de médquinas asociativas Alfa-Beta con soporte vectorial, se
presentan en cinco partes.

Primeramente se describe la base de datos y la manera en que los patrones estdn
etiquetados en 10 clases diferentes. Acto seguido, se describen brevemente dos métodos
de prueba del algoritmo con los patrones sin preprocesamiento; es decir, usando los
valores originales de los pixelees en escala de grises.

Las dos partes siguientes constan de dos sendos métodos de umbralizacién, que
permiten trabajar con imdgenes binarias; mientras que la tercera parte consiste en la
explicacién de un método de umbralizacién a través de promedios calculados en una
ventana de 3 x 3 pixeles, en la cuarta parte se describe un método de umbralizacién a
través del uso de histogramas, a la manera de Otsu [104].

Finalmente, en la quinta parte se presenta un resumen de los resultados experi-
mentales, y la correspondiente discusién.

4.1.1. Las diez clases de la base de datos MNIST

La base de datos MNIST consiste en un conjunto de 70,000 imdgenes agrupadas en
10 clases diferentes, de las cuales 60,000 instancias son utilizadas para el entrenamiento
del algoritmo y las 10,000 restantes para prueba. Cada una de las instancias de esta
base de datos estd normalizada y centrada dentro de una imagen en tonos de gris de
28 x 28 pixeles; las figuras 4.1 a 4.4 son ejemplos de patrones de entrenamiento (digitos
escritos a mano) para las clases 0,1,2 y 9 respectivamente.

Nota 4.1 No obstante que en la base de datos original los tonos mds oscuros se a-
cercan al cero y los tonos mds claros estdn cerca del valor 255, para efectos de mejor

visualizacion, en todos los experimentos de esta tesis se han tomado los negados de los
patrones, de modo que el fondo sea blanco y el cardcter sea mds cercano al negro.

¢ ¢ ¢ 0 O Q

-~

v o e on o @

Figura 4.1: Patrones de entrenamiento para la clase 0

141 1 11
111 11 1

Figura 4.2: Patrones de entrenamiento para la clase 1
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2 2 2 2 2 )

22 2 2 2 2

Figura 4.3: Patrones de entrenamiento para la clase 2

999 99 9
999 9919

Figura 4.4: Patrones de entrenamiento para la clase 9

Aun cuando la tarea que se estd llevando a cabo durante la fase de prueba es la
de recuperar o reconocer patrones, por la naturaleza de la base de datos empleada,
es posible atacar el problema de reconocimiento de digitos escritos a mano como un
problema de clasificacién multiclase. Para ilustrar lo anterior veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.2 Dado el conjunto de instancias disponibles para entrenamiento en la
base de datos MNIST; tomar cada una de las 60,000 imdgenes y formar las aso-
ctaciones correspondientes, posteriormente, tomar las 10,000 instancias de prueba y
proceder con Su TeCuperacion..

Ololo[dloo] el o] o] o] —>
DDDPDILDDID T =
EIEIEIEI EIZIEY E1 2 Ele=—
B3B3 =
nnannen —>
< S[S]s =
¢ —>
777z =
—>

n
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e|élefelc]efe
17771 7]
OEHEHEREBRER
[@afafafelalafafafq|—=>

Figura 4.5: Conjunto de entrenamiento
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Si tomamos cada una de las 60,000 instancias de entrenamiento y a cada una le
asociamos la etiqueta de clase que le corresponde, obtendremos asociaciones como las
que se muestran de la figura 4.5.

Del mismo modo, al ejecutar el algoritmo sobre las 10,000 instancias de prueba se
espera obtener sin ambiguedad la etiqueta de clase que le corresponde a cada patrén;
consecuentemente, para todos aquellos patrones de prueba que entreguen la misma eti-
queta de clase, se les puede considerar elementos de una misma clase. Asi, es posible
atacar el problema de reconocimiento de digitos escritos a mano como un problema de
clasificacién multiclase. La figura 4.6 muestra una ventana de 10 instancias de entre-
namiento con sus respectivas etiquetas de clase, mientras que la figura 4.7 muestra una
ventana de 60 instancias de prueba con sus respectivas etiquetas de clase recuperadas
correctamente.

Figura 4.7: Ventana de 60 instancias de prueba

4.1.2. Dos experimentos sin preprocesamiento

En virtud de que el modelo de las maquinas asociativas Alfa-Beta con soporte
vectorial requiere de patrones binarios para su funcionamiento en ambas fases, y dado
que los patrones de la base de datos MNIST son imé&dgenes en escala de grises, es
necesario realizar una codificacién de los valores de cada pixel, para obtener las cadenas
binarias correspondientes.
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En el primer experimento la codificacién se realizé a la manera usual: convirtiendo
directamente cada valor de pixel, el cual estd entre 0 y 255, en una cadena binaria
normal usando el conocido algoritmo de conversién binaria [103].

Para el segundo experimento, se utilizé un método de conversién mas sofisticado:
el cédigo Johnson-Mobius modificado [56].

Los resultados de ambos experimentos se presentan en la tabla 4.1.

4.1.3. Meétodo de umbralizacién basado en promedios locales

A continuacién se presenta un método para obtener autométicamente un valor de
umbral para el proceso de binarizacién de las imdgenes en escala de gris que conforman
la base de datos MNIST. La idea que subyace a este método es tomar informacién local
de los vecinos de un pixel para elegir el umbral para ese pixel.

Primero, se forma una ventana de 3 x 3 pixeles; con esta ventana se tomard la
informacién de los 8 vecinos contiguos al pixel central, y se obtiene el promedio de los
valores de los pixeles vecinos; este valor constituye el valor del umbral para el pixel
central. Ahora se compara el valor del pixel que se estd trabajando, el pixel central de
la ventana, con el valor de umbral obtenido anteriormente: si el valor actual es mayor
o igual al umbral, se asigna el valor correspondiente al fondo (que normalmente es el
valor 16gico 0); en caso contrario, se asigna el valor del objeto (que normalmente es el
valor légico 1). Este nuevo valor binario se asigna al pixel correspondiente de la imagen
binarizada. Finalmente se recorre la ventana por todos y cada uno de los pixeles de la
imagen original.

Mis especificamente, sea una imagen I de N pixeles en escala de grises cuyos valores
de pixel son {1,2,3, ..., L}, con el valor fijo L € Z". Representemos el valor de un pixel
cualquiera de la imagen, el cual tiene coordenadas (z,y) por pg, y consideremos que
las coordenadas y los valores de sus 8—vecinos estdn distribuidos en la vecindad de
Moore de la siguiente manera:

Coordenadas  Valor de pixel

(l‘—l—l,y) p1
(:L'—I—l,y—l) P2
(I’,y—l) P3
(xilvyil) P4
(.I’*l,y) Ps
({E—l,y—|—1) Pe
(x7y+1) b7

La distribucién espacial de los valores del pixel (x,y) y de sus 8—vecinos luce asi:

Pe | P7 | P8
D5 | Po | P1 (4.1)
Ps | P3| P2
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El umbral u que se utiliza en este método es el promedio local de los 8—vecinos

8
1
i ; 4.2
U 5 ;:1 p (4.2)

Este método de umbralizacién asigna un valor a py de acuerdo con la siguiente
expresion:

1,s8ipg > u
Po = (4.3)
0,sipg <u

Nota 4.3 En los bordes y las esquinas, a los vecinos que quedan fuera de la imagen
se les asigna el valor 0.

Con objeto de aplicar el método de umbralizacién basado en promedios locales a
la imagen I, se localiza el primer pixel I y ahi se centra la vecindad de Moore 4.1
tomando en consideracién la nota 4.3. Acto seguido, se calcula el umbral u mediante
la férmula 4.2 y se aplica la umbralizacién 4.3. Se hace lo mismo para todos los pixeles
de la imagen I.

Para mayor claridad, veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.4 Sea la imagen de la figura 4.8 la imagen original a ser binarizada. Sequir
el método descrito arriba para obtener la imagen binarizada.

Figura 4.8: Imagen a ser binarizada. Un pixel blanco representa un valor alto, mientras
que un pixel azul representa un valor bajo, ambos en la escala de grises

Figura 4.9: Ventana de 3 x 3

Nétese que los pixeles blancos de la imagen representan valores altos (cercanos al
255, el color blanco en la escala de grises) y los pixeles azules representan valores bajos
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(cercanos al 0, el color negro en la escala de grises). Entonces, el primer paso es formar
la ventana de 3 x 3 pixeles; ésta se puede ver en la figura 4.9.

Ahora, dado un pixel, se centra la ventana en dicho pixel y se procede a calcular
el promedio de los valores de los pixeles vecinos, marcados por la ventana, y asignarlo
como el umbral correspondiente.

Un ejemplo de lo anterior se puede apreciar en la figura 4.10, en donde el pixel en
cuestién estd marcado en verde. Como indica el método, lo que sigue es comparar el
valor del umbral con valor del pixel. En este caso, se tienen 4 vecinos con valores altos
(pixeles blancos) y 4 vecinos con valores bajos (pixeles negros), lo que da un promedio
cercano al valor medio de la escala, 128. Es claro que este valor serd mayor que el valor
de los pixeles bajos, por lo que se le asigna un valor de objeto (valor légico 1) al pixel.

Figura 4.10: Ventana centrada en el pixel (6,4) de la imagen

Lo que sigue es recorrer la imagen para trabajar con cada pixel. En este sentido,
existen varios casos particulares de interés. Primero, ;qué sucede con un pixel del
fondo, rodeado de pixeles de fondo? Esto se puede ver en la figura 4.11. Dado que en
este caso todos los pixeles presentes en la ventana tienen un valor muy similar, cercano
al blanco, el promedio de los pixeles de fondo dars valores altos. Asumiendo que todos
estos pixeles tengan un valor igual o muy cercano (algo bastante comiin en este tipo
de imagenes), es de esperarse que el valor del pixel central sea igual o mayor que el
promedio, asi que al pixel se le asigna un valor de fondo (valor légico 0).

Figura 4.11: Caso de interés: pixel del fondo rodeado de pixeles de fondo

Veamos ahora el caso contrario: ;qué sucede con un pixel del objeto, rodeado de
pixeles de objeto? Esto se puede ver en la figura 4.12. La situacién es muy similar al caso
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anterior; todos los pixeles presentes en la ventana tienen un valor muy similar, cercano
al negro, por lo que el promedio dard valores bajos. Tomando la misma asuncién del
caso anterior, que todos estos pixeles tengan un valor igual o muy cercano, se espera
que el valor del pixel central sea igual o mayor que el promedio, asi que al pixel se le
asigna un valor de fondo (valor 16gico 0). Esto parece un tanto desconcertante... sin
embargo, el efecto que tiene en el proceso de umbralizacién es que, en la mayoria de
las imagenes de la base de datos MNIST, este método da valores binarios de objeto
(valor légico 1) al contorno del mismo, y valor de fondo (valor légico 0) al resto de la
imagen.

Figura 4.12: Caso de interés: pixel del objeto rodeado de pixeles de objeto

El tercer caso de interés se presenta en la frontera de la imagen misma: para
poder centrar en la ventana los pixeles de la orilla, algunos de los pixeles vecinos
circunscritos por la ventana quedan "fuera de la imagen"(ver figura 4.13). Existen
béasicamente dos enfoques de solucién para esta situaciéon. El primero es asignar un
valor predeterminado, elegido arbitrariamente, a estos pixeles "fantasma'". La otra
opcioén es ignorarlos para el cdlculo de los promedios, tomando en cuenta sélo aquellos
que quedan dentro de la imagen. Si se elige la primera opcién, lo ideal es asignar un
valor cercano a los valores de los pixeles que se encuentran en la frontera; en el caso de
la figura 4.13, convendria un valor alto. Si se elige la segunda opcién, en la figura 4.13
participarian sélo lo pixeles (1,2), (2,1) y (2, 2) para calcular el umbral del pixel (1,1).
En el presente trabajo se utilizé la primera opcién, asignandole el valor 255 (blanco)
a los pixeles fuera de la imagen.

Figura 4.13: Caso de interés: pixel de la orilla de la imagen
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Entonces, el resultado final de la binarizacién de la imagen 4.8 se muestra en la
figura 4.14. En este caso se representan los pixeles de fondo (valor 16gico 0) con el color
blanco y los pixeles de objeto (valor 16gico 1) con el color verde.

Figura 4.14: Resultado de la binarizacién

Para llevar a cabo el experimento, se realizé una etapa de preprocesamiento a todas
y cada una de las 70,000 im&genes de la base de datos, y para ello se aplicé el método
de umbralizacién aqui descrito. Acto seguido, se trabajaron ambas fases del modelo
de las méquinas asociativas Alfa-Beta con soporte vectorial con las imagenes binarias
obtenidas.

Los resultados del experimento se presentan en la tabla 4.1.

4.1.4. Método de umbralizacién de Otsu [104]

En 1979, Otsu propuso un método de umbralizacién de imédgenes en escala de grises
bimodales, basado en una idea simple: buscar un umbral que minimice la varianza
dentro de cada una de las clases de pixeles, al mismo que maximiza la varianza entre
las dos clases.

CONSIDERACIONES:

= Sea una imagen [ en escala de grises que deberd ser umbralizada, y quedard con
dos clases de pixeles: la clase, la 1 y la clase 2

= N es el nimero total de pixeles de T
= n,; es el nimero de pixeles con valor ¢ = 0,1,2,3,...,255

La probabilidad del valor ¢ se calcula asi:

g

p(i) = N

= Sitesun umbral tal que ¢t =0,1,2,3,...,255, q1(¢) v g2(t) se calculan asi:
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i=0
255
()= > pi)
i=t+1
ALGORITMO DE OTSU:
Inicializacién
1)
q1(0) = p(0)
2)
11(0) =0
3)
255
p=" i p(i)
i=0
Recursion

1)
qa(t+1)=q(t)+pt+1)

2)
_a®m@)+(E+Dp(t+1)
:U’l(t_"l)_ ! q1(t+1)
3)
kD +1)
/’L2(t + 1) - 1— q1(t +11)
Final

Buscar el valor de t que maximice la expresion:

o () = a1(t) [1 = @1 ()] [ () — pa())”

Salida: ¢ es el umbral buscado.

4.1.5. Meétodo de umbralizacién basado en histogramas

Inicialmente este experimento se llevé a cabo realizando binarizaciones con um-
brales propuestos manualmente por el usuario del software. En esos intentos de ensayo
y error, se encontré que un buen valor de umbral estaba entre 10 y 12.

Sin embargo, se inicié una evolucién del experimento con el intento de automatizar
la determinacién del umbral. La hipotesis es similar a la de Otsu: el método es til
para umbralizar imdgenes bimodales en escala de grises (cominmente de 256 valores).

La idea es muy simple, y se resume en los siguientes pasos:
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= Se suman todas las ocurrencias de un valor dado de pixel, para todos los patrones
de la base de datos.

= Se traza un histograma acumulado de todas las sumas.

= Se localiza el par de valores (entre 0 y 255) para el cual el cambio es cero; o el
trio de valores para los cuales la tendencia cambia.

Ms4s concretamente, sea una imagen I en escala de grises que deberd ser umbral-
izada, y quedard con dos clases de pixeles: la clase, la 1 y la clase 2. Sea N es el
nimero total de pixeles de I, y representemos por n; el nimero de pixeles con valor
i=0,1,2,3,..., 255.

Después de trazar el histograma acumulado,consideremos los puntos en el plano:
(0,m0), (1,n1), (2,m2), (3,n3), (4,14), ..., (255, n9s5), en ese orden.

Representemos por m; la pendiente del segmento de recta que une los dos puntos
(i,n;) y (i + 1,ni41); esa pendiente se calcula asf:

Tir1 — Ty Nir1 — Ny
m; = .z+ ‘7,: 1+ 7
1+1—1 1

= MNj+1 — Ny (4.4)

ALGORITMO

= Iniciar con ¢ =0
= Poner un contador que se inicia en ¢ =0

= Repetir lo siguiente:

{

Calcular m;

Calcular m;41

Si {[((signo de m; es +)OR(m; = 0))AND(signo de m;4+1 es —)]OR][((signo de
m; es —)OR(m; = 0))AND(signo de m,; 41 es +)]}incrementar el contador ¢

Hasta que [(m; =0 AND ¢=1) OR ¢ = 2]
Final: el umbral que se busca es ¢

Al aplicar el algortimo la base de datos MNIST, el histograma acumulado se con-
struyé con los 60,000 patrones de aprendizaje. El primer incremento al contador c se
dio en el par de valores ¢ = 1, ¢ = 2; y el segundo incremento se dio en el par de valores
1 =6,17 =7, por lo que aquif se da la salida del algoritmo con el valor de umbral i = 6.

Los primeros 13 valores se muestran a continuacién, y mds abajo aparece el his-
tograma de esos totales.
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314,282
801,557
1,513,207
653,888
117,808
59,559
39,342
35,418
37,041
9 33,844
10 35,397
11 37,199
12 37,029

0 N O Ttk WD+~ O

Los resultados del experimento para un cdlculo automaético del umbral se presentan
en la tabla 4.1.

Un ejemplo de las imdgenes con las que se trabajd, tanto las originales en escala
de grises como las binarizadas, se puede apreciar en la figura 4.15.
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4.1.6. Cuadro de resultados

Los resultados obtenidos se comparan con los resultados presentados en [94] a
[99], mismos que se muestran en la tabla 4.1 (incluyendo, por supuesto, al algoritmo
propuesto en este trabajo de tesi en todas sus modalidades)

Nota 4.5 En el Cuadro 4.1 usaremos la abreviatura SVM Alfa-Beta para referirnos
a las maquinas asociativas Alfa-Beta con soporte vectorial.

Cuadro 4.1: Comparacién entre varios algortimos aplicados a la base de datos MNIST

Algoritmo [Referencial Afo Preprocesamiento Error

k-NN, Euclidean (L2) [94] 1998 ninguno 5.0%

k-NN, Euclidean (L2) [94] 1998 deskewing 24%

SVM Alfa-Beta 2008 ninguno 2.1%

(codificacién binaria)

2-layer NN, 300 HU [94] 1998 deskewing 1.6%

2-layer NN, 800 HU, Cross-Entropy [95] 2003 ninguno 1.6 %
2 layer MLP (CE) [95] 2003 ninguno 1.6 %

SVM [96] 2002 affine 1.4%

k-NN, Tangent Distance [94] 1998 affine & thick 1.1%

2 layer MLP (CE) [95] 2003 affine 1.1%

k-NN, Tangent Distance [94] 1998  subsampling 16x16 1.1%

16x16 pixeles
NN, RBM + NCA training [97] 2007 ninguno 1.0%
Convolutional net LeNet-5 [94] 1998 ninguno 0.95%
2-layer NN, 800 HU, MSE [95] 2003 distortiones eldsticas 0.9 %
large conv. net, random features [98] 2007 ninguno 0.89 %
Convolutional net LeNet-5 [94] 1998  distortions enormes  0.85%
SVM Alfa-Beta 2008 binarizado 0.66 %
(umbralizacién - promedios locales)
SVM Alfa-Beta 2008 binarizado 0.65 %
(umbralizacién - Otsu)
SVM Alfa-Beta 2008 ninguno 0.52%
(c6digo Johnson-Mébius modificado)
SVM Alfa-Beta 2008 binarizado 0.49 %
(umbralizacién - histogramas)

large conv. net, unsup pretraining [99] 2006 distortiones eldsticas  0.39 %

Se puede observar que las mdquinas asociativas Alfa-Beta con soporte vectorial
tienen un desempeno competitivo con respecto a otros algoritmos de la literatura
cientifica actual.

4.2. Base de datos Iris Plants

A continuacién se presenta la base de datos Iris Plants Database, que fue tomada
del Repositorio de Machine Learning del Departamento de Informacién y Ciencias de
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la Computacién de la University of California, Irvine [105]. Esta es una base de datos
cldsica en el drea de Reconocimiento de Patrones y, a pesar de ser una de las primeras
bases de datos utilizadas para probar algoritmo del drea, sigue siendo muy utilizada.
El conjunto de datos contiene 3 clases de 50 instancias cada una, donde cada clase hace
referencia a un tipo de planta de iris (Iris Setosa, Iris Versicolor e Iris Virginica). Cada
patrén que representa una planta de iris tiene 4 atributos mdas uno que representa la
clase. En esta base de datos los rasgos que representan el largo y ancho de los pétalos
estdn altamente correlacionados. Asimismo, se conoce que mientras la clase 1 (Iris
Setosa) es linealmente separable de las otras dos clases, las clases 2 y 3 (Iris Versicolor
e Iris Virginica, respectivamente) no son linealmente separables entre si. En el Cuadro
4.2 se describen los rasgos presentes en esta base de datos.

Cuadro 4.2. Rasgos de la base de datos Iris Plant

Rasgo Descripcién
1 Largo del sépalo en centimetros
2 Ancho del sépalo en centimetros
3 Largo del pétalo en centimetros
4 Ancho del pétalo en centimetros
5 Clase

El Cuadro 4.3 se presenta una comparaciéon de los redimientos reportados en la
tesis [52] y en un articulo publicado el mes de enero de 2007 en la prestigiosa revista
Pattern Recognition [106], del desempefio de varios clasificadores con respecto a la
base de datos Iris Plant. En particular, es importante hacer notar que los dos mejores
algoritmos segiin la Tabla 6.4 de la mencionada tesis, al tomar los mejores 20 resultados
de 1000 experimentos, son el 1-NN con la mejor clasificacién correcta de 96.67 % y el
CHAT con la mejor clasificacién correcta de 98.67 %. Por otro lado, los dos mejores
clasificadores multiclase presentados en la Tabla 7 del articulo mencionado, son el de
3 redes neuronales construido con el método OAQO y el de 1 red neuronal construido
con el método OAA, ambos con la mejor clasificacién correcta de 98 % al probarlos
con un proceso de 10-fold cross validation.

Cuadro 4.3. Comparacion del rendimiento con la base de datos Iris Plant

Clasificador Mejor rendimiento
CHAT 98.67 %
OAO 3 nets 98 %
OAA 1 net 98 %
1-NN 96.67 %
C-means difuso usando func. de disimilaridad 96.0 %
OAA 3 nets 96 %
OAHO 2 nets 96 %
3-NN 95.33 %
C-means 89.33 %
C-means difuso 90.0 %
SVM Alfa-Beta (codificacién binaria) 99.3 %
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Es notable que, no obstante que el tipo de datos de esta base de datos no es el
més adecuado para ser trabajado por las maquinas asociativas Alfa-Beta con soporte
vectorial, el resultado fue el mejor de los comparados.



Capitulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

En este capitulo se presentan las conclusiones derivadas de los resultados
obtenidos en el proceso de este trabajo de tesis; ademas, se proponen algunos de los
posibles trabajos que se podrian realizar con objeto de continuar con las ideas
propuestas aqui, tanto en lo que resta del proceso propio de este trabajo de tesis,
como en general, dando la pauta a futuros investigadores sobre los puntos no
cubiertos, pero que pudieran ser afrontados en otros trabajos de investigacion.

5.1. Conclusiones

1. En este trabajo de tesis se introduce un nuevo modelo matematico de
reconocimiento automatico de patrones: las maquinas asociativas Alfa-Beta con
soporte vectorial.

2. Se define un vector de soporte para el nuevo modelo, el cual es diferente del
concepto de vector de soporte de las SVM clasicas. El nuevo vector de soporte se
forma con la informacién redundante al considerar la totalidad de los patrones
del conjunto fundamental.

3. Se definen dos transformadas: la transformada t de x con respecto a y que
permite calcular la alteracién aditiva de x con respecto a y; y la transformada
de x con respecto a y que permite calcular la alteracion total del vector x con
respecto al vector y.

4. El modelo de reconocimiento de patrones propuesto es competitivo, en
rendimiento, con respecto a los algoritmos presentes en la literatura cientifica

actual; en particular al clasificar caracteres escritos a mano tomados de la base
de datos MNIST.
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Figura A.1 Diagrama de flujo para la fase de aprendizaje
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