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RESUMEN

Las densidades de fluidos son importantes para muchas ramas de la ciencia
y la industria. Es por esta importancia, que se requiere de determinaciones
experimentales que tengan buena exactitud y, en algunos casos, se espera ob-
tener resultados de la manera más rápida posible. Por estos motivos, en la
presente tesis se realizó un estudio a fondo del modelo de calibración mecánico
de caminos forzados, FPMC por sus siglas en inglés, para denśımetros de tubo
vibrante; con el objetivo de reducir los tiempos de calibración y sistematizar el
procedimiento de medición. Para cumplir estos objetivos se necesitó de trabajo
experimental y teórico, para lo cual se contaba con dos sistemas de medición y
tres denśımetros de tubo vibrante distintos en el laboratorio de caracterización
PVT, ubicado en la ESIQIE, Instituto Politécnico Nacional.

Uno de los principales estudios, sobre la reducción del número de datos
experimentales se llevó a cabo mediante pruebas de hipótesis. Para realizar
las pruebas de hipótesis, fue necesario proponer un método para estimar la
incertidumbre de los modelos matemáticos que son ajustados por regresión de
mı́nimos cuadrados. Para realizar el cálculo de densidades y la estimación de
incertidumbres que eran requeridas en las pruebas de hipótesis, también se ne-
cesitó el desarrollo de algoritmos de depuración de datos experimentales y de
tratamiento estad́ıstico de los datos depurados para desarrollar un programa
que calculará las densidades junto con su incertidumbre, a partir del modelo
FPMC.

Se realizaron determinaciones de densidad de diferentes fluidos en los tres
denśımetros, con el objetivo de realizar las pruebas de hipótesis sobre estos
datos experimentales. Las pruebas de hipótesis se realizaron sobre los datos
calculados de densidad junto con su incertidumbre, con el objetivo de deter-
minar la cantidad mı́nima de presiones requeridas por isoterma para calibrar
el denśımetro y si era factible determinar las densidades de una isoterma uti-
lizando los parámetros calibrados del FPMC a la temperatura de otra isoterma.

Los resultados de las pruebas de hipótesis mostraron que se pod́ıa reducir
hasta tres presiones por isoterma para realizar la calibración con las regresio-
nes simples y cuatro presiones por isoterma con las regresiones por el método
de varianzas efectivas. Sin embargo, mediante las pruebas de hipótesis se ob-
tuvo que las calibraciones se tienen que realizar por isotermas, a las mismas
temperaturas a las que se haŕıan las determinaciones experimentales del fluido
de interés. Por este motivo, se buscó modificar el modelo FPMC y desarrollar
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un nuevo modelo de calibración, para reducir la cantidad de isotermas para
calibrar los denśımetros.

El FPMC es un modelo de calibración que se basa en principios termo-
mecánicos del tubo vibrante, lo cual permitió que se pudiera estudiar a fondo
el problema que teńıa con la temperatura. A partir de este estudio, se siguió
una metodoloǵıa iterativa para corregir el modelo FPMC y para diseñar un
nuevo modelo de calibración con el cual se pudiera reducir aún más los tiempos
de calibración y que, además, tuviera buena exactitud desde las condiciones a
vaćıo (0 bar) hasta las condiciones máximas de operación de los sistemas de
medición con los que se contaba (700 bar).

Como resultado final, se obtuvieron unas reglas para crear modelos de
calibración llamadas reglas de sombra vibrante. Los modelos de calibración
generados por estas reglas mostraron tener buena exactitud desde 0 bar hasta
700 bar sin la necesidad de hacer calibraciones por cada isoterma. Las reglas de
sombra vibrante fueron utilizadas para medir densidades desde 1 a 1000 kg/m3

con una incertidumbre menor a la del modelo FPMC. Además, se propuso
un método para determinar las densidades de fluidos con viscosidades altas,
mediante los modelos creados a partir de las reglas de sombra vibrante; con el
fin de que sea desarrollado en futuros trabajos.
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ABSTRACT

Fluid densities are important for many branches of science and industry.
It is for this reason that experimental determinations with good accuracy are
required, and, in some cases, results are expected in the shortest posible time.
For these reasons, an in-depth study of the mechanical calibration of forced
paths (FPMC) was carried out for vibrating tube densimeters; with the aim
of reducing the calibration times and systematizing the measurement proce-
dure. In order to meet these objectives, experimental and theoretical work was
required, for which two measuring systems and three different vibrating tube
densimeters were available in the PVT characterization laboratory, located at
the ESIQIE campus, “Instituto Politécnico Nacional”.

One of the main studies on the reduction of the number of experimen-
tal data was carried out using hypothesis tests. To perform the hypothesis
tests, it was necessary to propose a method to estimate the uncertainty of
the mathematical models that are adjusted by least squares regression. In or-
der to perform the calculation of densities and the estimation of uncertainties
that were required in hypothesis tests, it was also necessary to develop algo-
rithms for debugging experimental data, and for the statistical treatment of
the debugged data a program that calculated the densities together with their
uncertainty was develop, from the FPMC model.

Density determinations of different fluids were carried out in the three den-
simeters, with the objective of performing hypothesis tests on these experimen-
tal data. The hypothesis tests were performed on the calculated density data
together with their uncertainty in order to determine the minimum amount of
isothermal pressure required to calibrate the densimeter and whether it was
feasible to determine the densities of an isotherm using the calibrated parame-
ters of the FPMC at the temperature of another isotherm.

The results of the hypothesis tests showed that the calculations could be
reduced up to three isothermal pressures to perform the calibration using a
simple regressions method, and four isotherm pressures using a regressions by
effective variance method. However, by hypothesis testing, the calibrations had
to be performed by isotherms, at the same temperatures at which experimental
determinations of the fluid of interest would be made. For this reason, we tried
to modify the FPMC model and develop a new calibration model, to reduce
the amount of isotherms to calibrate the densimeters.
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The FPMC is a calibration model that is based on thermomechanical prin-
ciples of the vibrating tube, which allowed a deeper study of the inconvinience
of temperature. From this study, it was followed an iterative methodology to
correct the FPMC model and to design a new calibration model with which it
would be possible to reduce even more the calibration times and that, besides,
had good accuracy under vacuum conditions (0 bar) and maximum operating
conditions of the measuring systems with which it was counted (700 bar).

As a final result, some rules were obtained to create calibration models
named “vibrating shadow rules”. The calibration models generated by these
rules showed good accuracy from 0 bar to 700 bar without the need to make
calibrations for each isotherm. Vibrating shadow rules were used to measure
densities from 1 to 1000 kg/m3 with less uncertainty than the FPMC model. In
addition, a method was proposed to determine the densities of fluids with high
viscosities, through the models created from the rules of vibrating shadow; in
order to be developed in future works.
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4.1 Metodoloǵıa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.2 Sistema de medición y mediciones experimentales . . . . . . . . 54

4.3 Propuesta para la estimación de la incertidumbre en la regresión
por mı́nimos cuadrados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

Página V



4.4 Desarrollo de algoritmo de depuración y tratamiento estad́ıstico
de datos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

4.5 Calibración de instrumentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
4.6 Primer sistematización del cálculo de densidad y estimación de

incertidumbre para el DTV utilizando el modelo FPMC . . . . . 92
4.7 Nuevo procedimiento de medición para el DTV utilizando el

modelo FPMC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
4.8 Estudio de la temperatura y el vaćıo en el FPMC . . . . . . . . 112
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damente el modelo matemático de µr y con datos aleatorios de
distribución normal, con heterocedasticidad y error sistemático. 80
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4.21 Poĺıgonos cóncavos no permitidos en el algoritmo de depuración. 83

4.22 Dos poĺıgonos unidos por un mismo vértice. . . . . . . . . . . . 85
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simples. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

4.9 Densidades calculadas y estimación de incertidumbre con el pro-
grama del FPMC de un aceite de petróleo utilizando regresiones
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las RSV utilizando el sistema de medición z6. . . . . . . . . . . 125

4.11 Resultados de las calibraciones globales con diferentes modelos
en el DTV-DMA-512P. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

4.12 Resultados de las calibraciones globales con diferentes modelos
en el DTV-DMA-HPM-1 y DTV-DMA-HPM-2 del sistema de
medición a51. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

4.13 Densidades calculadas y estimación de incertidumbre con las
RSV y el FPMC. Sistema de medición z6. . . . . . . . . . . . . 130

Página XI



4.14 Densidades del dodecano y su estimación de incertidumbre usan-
do las RSV, con una incertidumbre expandida máxima en la
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D.13 Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura 49.99◦C/30.84◦C
para el aceite x2 a una temperatura promedio de la isoterma de
49.98◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la re-
gresión simple. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

D.14 Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura 49.99◦C/30.84◦C
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D.44 Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura 99.97◦C/120.89◦C
para el aceite x98 a una temperatura promedio de la isoterma
de 101.71◦C medido en el DTV-DMA-HPM-1 del sistema de
medición a51 utilizando la regresión simple. . . . . . . . . . . . 183

D.45 Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura 20.05◦C/39.74◦C
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Índice de śımbolos

MAYÚSCULAS

A — Área, constante de Lamé, constante de modelo clásico de calibra-
ción.

Ap — Área de un poĺıgono.
As — Sumatoria de las áreas de los triángulos formados por un punto y

los vértices de un poĺıgono.

At — Área transversal.
B — Constante de Lamé, constante de modelo clásico de calibración.
E — Módulo de Young.
Er — Módulo de Young a una temperatura de 298.15◦K.
Fx — Vector fuerza, que es la resultante de la fuerza aplicada por la bo-

bina, la gravedad y cualquier otra fuerza en el DTV.
G — Factor de ganancia del algoritmo Levenberg-Maquart.
H0 — Hipótesis nula en pruebas de hipótesis.
H1 — Hipótesis alternativa en pruebas de hipótesis.
I — Segundo momento de inercia del área transversal, matriz identidad.
I0 — Segundo momento de inercia del área transversal a condiciones de

vaćıo.
K — Rigidez, factor de cobertura.
KT — Módulo de compresibilidad.
K0 — Rigidez a condiciones de vaćıo.
L — Longitud de la viga o tubo.
L0 — Longitud de la viga o tubo a condiciones de vaćıo.
L00 — Longitud del tubo a las condiciones de referencia T = 25C y P = 0.
M0 — Masa de la viga o tubo.
P — Presión.
Pa — Presión atmosférica.
Pi — Presión interna.
Pe — Presión externa.
Pobs — Presión indicada por el manómetro BetaGauge.
R — Resistencia en Ω.
S00 — Factor de sensibilidad geométrica del tubo bajo condiciones de vaćıo

y una temperatura de referencia.
Sr — Sumatoria de los residuos al cuadrado.
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S2
yx — Varianza de la regresión.
S2
yxm — Varianza de la regresión debido a la ponderación.
T — Temperatura, variable aleatoria estándar de distribución t de stu-

dent.
T0 — Temperatura que corresponde al valor de τ00.
U(y) — Incertidumbre expandida.
V — Volumen, voltaje, variable aleatoria estándar de distribución χ2.
Vi — Volumen interno del tubo del denśımetro.
Xi — Magnitud de entrada i-ésima.
Xiz — Valor z-ésimo de la magnitud de entrada i-ésima.
Y — Magnitud de salida.
Z — Variable aleatoria estándar de distribución normal.

MINÚSCULAS

aj — Parámetro j-ésimo de un modelo matemático.
e — Espesor de un tubo.
eoo — Espesor de un tubo de referencia a una temperatura T = 25◦C y

presión P = Pa.
ePa — Espesor de un tubo a una temperatura T y presión P = Pa.
e2 — Varianza debido al error entre y y µr.
e2z — Varianza debido al error entre y y µr en un valor fijo de Xiz.
k — Constante de proporcionalidad de la ecuación 3.1.
lp1 — Lado del triángulo formado por la ĺınea que un punto y un vértice

de un poĺıgono.
lp2 — Lado del triángulo formado por la ĺınea que un punto y un vértice

de un poĺıgono.
l12 — Lado del triángulo formado por la ĺınea que une dos vértices conti-

nuos de un poĺıgono.
m — Número de parámetros en un modelo matemático para aplicar re-

gresión por mı́nimos cuadrados.
n — Número de datos experimentales.
nv — Número de vértices de un poĺıgono.
nyz — Número de observaciones de la magnitud de salida que hay en Xiz.
o — Sub́ındice que se refiere a la cantidad total de valores Xiz.
p2 — Error sistemático diferente del error ocasionado por la diferencia

que existe entre µr y y y que puede ser eliminado o reducido.
p2z — Error sistemático diferente del error ocasionado por la diferencia

que existe entre µr y y correspondiente a un valor de Xiz y que
además puede ser eliminado o reducido.

q — Número de magnitudes de entrada.
r — Radio.
re — Radio externo de un tubo.
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rref — Radio inicial antes de deformar el tubo.
reoo — Radio externo de un tubo de referencia a una temperatura T =

25◦C y presión P = Pa.
rePa — Radio externo de un tubo a una temperatura T y presión P = Pa.
ri — Radio interno de un tubo.
riPa — Radio interno de un tubo a una temperatura T y presión P = Pa.
rioo — Radio interno de un tubo de referencia a una temperatura T = 25◦C

y presión P = Pa.
rm — Radio medio de un tubo.
rmoo — Radio medio de un tubo de referencia a una temperatura T = 25◦C

y presión P = Pa.
rmPa — Radio medio de un tubo a una temperatura T y presión P = Pa.
s — Constante del modelo 3.34 del módulo de Young en función de la

temperatura, semipeŕımetro.
si — Estimación de la desviación estándar de la magnitud Xi.
sci — Desviación estándar del parámetro i-ésimo ajustado en una regre-

sión por mı́nimos cuadrados.
s2z — Varianza combinada de s2zy y e2yx.
s2xiz — Varianza que corres ponde a la media xiz.
s2yz — Varianza de las observaciones de la magnitud de salida correspon-

diente en un punto sobre la ĺınea µr en un valor de Xiz.
t — Tiempo, constante del modelo 3.34 del módulo de Young en función

de la temperatura.
u — Desplazamiento en dirección radial.
ui — Incertidumbre con contribuciones combinadas de la magnitud de

entrada Xi.
v — Grados de libertad en diferentes distribuciones para pruebas de

hipótesis.
w — Deflexión.
wj — Ponderación en la magnitud de salida j-ésima para el método de

regresión por mı́nimos cuadrados.
x — Eje longitudinal de la viga.
y — Valor de la magnitud de salida Y proveniente de observaciones.
yj — Observación j-ésima de la magnitud de salida en un valor Xiz.
yjz — Valor de la magnitud de salida Y proveniente de una observación

j-ésima en a un valor ordenado y fijo de la magnitud de entrada
Xiz.

xij — Magnitud de entrada Xi de la observación j-ésima.

LETRAS GRIEGAS

α1 — Primera constante del polinomio de cuarto orden del coeficiente de
dilatación longitudinal.
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α2 — Segunda constante del polinomio de cuarto orden del coeficiente de
dilatación longitudinal.

α3 — Tercera constante del polinomio de cuarto orden del coeficiente de
dilatación longitudinal.

α4 — Cuarta constante del polinomio de cuarto orden del coeficiente de
dilatación longitudinal.

αe — Coeficiente de dilatación del espesor.
αL — Coeficiente de dilatación longitudinal.
αrm — Coeficiente de dilatación del radio medio de un tubo.
αV — Coeficiente de dilatación volumétrico de un tubo.
βV — Coeficiente de expansión volumétrico de un tubo.
βτ — Coeficiente de respuesta de presión para la constante de resorte.
γ — Estimación de la media de la magnitud de salida a partir de un

conjunto de observaciones {yj}.
γL — Coeficiente de expansión longitudinal de un tubo.
γ1 — Ordena al origen de la función lineal del coeficiente de expansión

longitudinal.
γ2 — Pendiente de la función lineal del coeficiente de expansión longitu-

dinal.
γV — Coeficiente de expansión volumétrico de un tubo.
γz — Estimación de la media de la magnitud de salida a partir de un

conjunto de observaciones {yj} correspondiente a un valor ordenado
con Xiz o xiz.

ε — Desplazamiento unitario.
εr — Desplazamiento unitario radial.
εt — Desplazamiento unitario circunferencial.
ετ1 — Coeficiente de respuesta lineal de temperatura de la constante de

resorte.
ετ2 — Coeficiente de respuesta cuadrático de temperatura de la constante

de resorte.

θ — Ángulo entre la fuerza aplicada a una geometŕıa y el plano neutral
de dicha geometŕıa.

λ — Tamaño de paso para el algoritmo Levenberg-Maquart.
λ0 — Valor inicial del tamaño de paso para el algoritmo Levenberg-

Maquart.
µ — Media poblacional.
µr — Media poblacional de una correlación entre la magnitud de salida

con las magnitudes de entrada.
µy — Media poblacional de la magnitud de salida.
µλ — Parámetro para la estimación inicial de λ0.
ν — Coeficiente de Poisson.
ρ — Densidad del fluido.
ρm — Densidad del material de la viga.
σ — Desviación estándar de la media poblacional.
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σr — Tensión normal radial sobre un tubo.
σt — Tensión normal circunferencial sobre un tubo.
σz — Tensión normal axial o longitudinal sobre un tubo.
σxi — Desviación estándar poblacional de la magnitud de entrada i-ésima.
σy — Desviación estándar de la media poblacional µy.
τ — Peŕıodo de vibración.
τ0 — peŕıodo de vibración a condiciones de vaćıo.
τ00 — Peŕıodo de vibración a condiciones de vaćıo y a un temperatura de

referencia.
ω — Frecuencia natural de vibración.

CARACTERES ESPECIALES

A — Ancho del cuboide de la sombra vibrante.
A00 — Ancho del cuboide de la sombra vibrante a una temperatura

y presión de referencia.
B — Altura del cuboide de la sombra vibrante.
B00 — Altura del cuboide de la sombra vibrante a una temperatura

y presión de referencia.
C — Matriz de coeficientes de sensibilidad.
cov(xi, xl) — Covarianza de las distribuciones muestrales entre las mag-

nitudes de entrada Xi-Xl.
cov(Xi, Xl) — Covarianza entre las magnitudes de entrada Xi-Xl.−→
f (x, t) — Fuerza transversal por unidad de longitud actuando sobre

la viga.
M — Matriz de varianza-covarianza.
uik — Incertidumbre de la contribución k-ésima en la magnitud de

entrada Xi.
V(A) — Matriz varianza-covarianza de los parámetros estimados A

de una regresión.
sy(xi) — Desviación estándar de yj como una función de la magnitud

xi.
u(y) — Incertidumbre combinada.
xi — Mejor estimado de la magnitud de entrada Xi.
y — mejor estimación de Y .
1− α — Nivel de confianza.
ε — Criterio de parada pero métodos iterativos de la regresión

por mı́nimos cuadrados.
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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

En la literatura, no hay estudios para determinar la cantidad mı́nima de
datos experimentales requeridos para calibrar a los denśımetros de tubo vibran-
te, utilizando el modelo de calibración mecánico de caminos forzados, FPMC
por sus siglas en inglés. Tampoco existe un procedimiento de medición para
el denśımetro de tubo vibrante (DTV), utilizando el modelo FPMC, que sea
establecido con bases estad́ısticas. Es por esto, que este trabajo está enfocado
a la sistematización de la densimetŕıa de tubo vibrante mediante el uso del mo-
delo FPMC, con el objetivo general de reducir el tiempo de calibración para el
DTV mediante la sistematización de un procedimiento de medición, sin afectar
estad́ısticamente1 la exactitud ni la incertidumbre del cálculo de densidad.

Para llevar a cabo dicha sistematización de la densimetŕıa de tubo vibrante,
se propuso una metodoloǵıa para la estimación de incertidumbre en el calculo
de densidades para un DTV dado un modelo de calibración (objetivo espećıfico
1). En conjunto con lo anterior, es necesaria la creación de algoritmos para faci-
litar la depuración de los datos de mediciones experimentales y su tratamiento
estad́ıstico, para su posterior cálculo de densidad y estimación de incertidum-
bre (objetivo espećıfico 2).

La mejora en la exactitud del cálculo de densidades para el DTV, a través
de un modelo de calibración y medición, implica una revisión profunda de las
caracteŕısticas de los experimentos y del modelo de calibración desde las condi-
ciones a vaćıo hasta las presiones máximas de interés a diferentes temperaturas
(objetivo espećıfico 3).

Además de la reducción de datos experimentales, hay otros aspectos que
se tratan en este trabajo; tal es el caso de la determinación experimental de
densidades de gases. Con el objetivo de realizar determinaciones de densidad
a baja densidad, es especialmente importante encontrar una solución o expli-
cación a los problemas de reproducibilidad del periodo de vibración a vaćıo
(objetivo espećıfico 4).

Esos objetivos deben de permitir reducir la incertidumbre del mensurando
(densidad) (objetivo espećıfico 5), Optimizar el tiempo durante el procedimien-

1Se utiliza la palabra estad́ısticamente ya que la afirmación o negación, sobre la modifi-
cación en el cálculo de densidades, son hechas con base a magnitudes estad́ısticas medibles
y/o estimables.
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Caṕıtulo 1. INTRODUCCIÓN

to de medición (objetivo espećıfico 6) y finalmente permitir una sistematización
completa del procedimiento de medición (objetivo espećıfico 7).

El objetivo espećıfico 3, se llevó a cabo mediante pruebas de hipótesis rea-
lizadas a partir de determinaciones de densidad obtenidas con el algoritmo
de depuración, tratamiento estad́ıstico y cálculo de densidad e incertidumbre.
Con base a los resultados obtenidos de las pruebas de hipótesis se establece
un nuevo procedimiento de medición para la densimetŕıa de tubo vibrante,
utilizando el modelo FPMC.

EL objetivo espećıfico 4, también está relacionado a los resultados obte-
nidos de las pruebas de hipótesis. Por lo tanto, se pusieron a prueba varias
hipótesis hechas, para tratar de explicar los problemas de reproducibilidad del
periodo de vibración a vaćıo y la inconsistencia del modelo FPMC con respecto
a la temperatura (resultados obtenidos de las pruebas de hipótesis).

El contenido de esta tesis se organiza de la siguiente manera:

El caṕıtulo 2 contiene toda la teoŕıa que fue utilizada para el desarrollo de
esta tesis. La sección 2.1, se usó para explicar de donde se obtienen los modelos
de calibración presentados en el estado del arte, en el caṕıtulo 3. También se
usó como base para crear nuevos modelos de calibración en la sección 4.9. Las
secciones 2.2-2.5, son la introducción a conceptos de metroloǵıa, estimación de
incertidumbre y los diferentes métodos de regresión por mı́nimos cuadrados.
Estas secciones son utilizadas en la mayoŕıa de la tesis. En la sección 2.6, se
presenta la teoŕıa de las pruebas de hipótesis que son utilizadas para el desa-
rrollo de un nuevo procedimiento de medición en la sección 4.7.

El caṕıtulo 3 contiene el estado del arte de los diferentes modelos de cali-
bración del DTV. En las secciones 3.1-3.3, se presentan distintos modelos de
calibración para el DTV. En la sección 3.4, conforme se presenta el modelo
FPMC, también se exponen análisis e hipótesis sobre el modelo. El modelo
FPMC, es la base de este trabajo de tesis y se utiliza en las secciones 4.6-4.8.
En la sección 3.5, se presenta la śıntesis del estado del arte y, con base a esto,
se hace el planteamiento del problema.

En el caṕıtulo 4, se presenta el desarrollo, resultados y discusiones. En la
sección 4.1,se presenta la metodoloǵıa seguida para el desarrollo de la tesis. En
la sección 4.2, se presenta el equipo experimental usado. En la sección 4.3, se
propone una ecuación para la estimación de incertidumbre en modelos ajus-
tados por el método de regresión de mı́nimos cuadrados. En la sección 4.4,
se muestra el desarrollo de un algoritmo para la depuración de datos y trata-
miento estad́ıstico. La sección 4.5, contiene la calibración de los instrumentos
de medición (presentados en la sección 4.2) utilizando la ecuación propuesta
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en la sección 4.3 y el algoritmo de la sección 4.4.

En la sección 4.6, se presenta el algoritmo de cálculo de densidades y la
estimación de incertidumbre para el modelo FPMC. Mediante el uso de es-
te algoritmo, en la sección 4.7, se muestran los resultados de las pruebas de
hipótesis hechas en el modelo FPMC y, con base a estos resultados, se propone
un nuevo procedimiento de medición. En la sección 4.8, se muestra un estudio
del peŕıodo de vibración a condiciones de vaćıo, utilizando el modelo FPMC.
A partir de este estudio, se proponen las reglas de sombra vibrante para crear
modelos de calibración del DTV, estas reglas se presentan en la sección 4.9.
Mediante el uso de las reglas de sombra vibrante, se propone un método para
considerar el efecto que tiene el fluido dentro del tubo del DTV en el peŕıodo
de vibración, en la sección 4.10. En la sección 4.11, se comparan los diversos
modelos de calibración del DTV presentados en esta tesis.

Finalmente, en el caṕıtulo 5, se presentan las conclusiones de la tesis y las
recomendaciones de los diversos temas presentados en el caṕıtulo 4.
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CAPÍTULO 2

MARCO TEÓRICO

Los temas presentados en el caṕıtulo del marco teórico son requisito para
el desarrollo de esta tesis.

En la sección 2.1 se presentan las bases teóricas para poder formular mo-
delos de calibración para el denśımetro de tubo vibrante. Esta sección será
útil para analizar los modelos de calibración ya existentes y al momento de
formular un nuevo modelo de calibración del denśımetro.

La sección 2.2 introduce conceptos metrológicos, ya que en gran parte de
esta tesis se estarán utilizando. Los conceptos de la sección 2.2 dan continuidad
a la estimación de incertidumbre de la sección 2.3, tema que será ampliamente
utilizado en esta tesis para poder utilizar herramientas como las pruebas de
hipótesis de la sección 2.6. El hecho de que las pruebas de hipótesis se pre-
senten hasta el final de este caṕıtulo es porque serán utilizadas en modelos
matemáticos provenientes de regresiones por mı́nimos cuadrados; estas prue-
bas de hipótesis se presentan respecto a las regresiones. Los diferentes métodos
para la regresión por mı́nimos cuadrados se presentan en las secciones 2.4 y
2.5; además, se hace una introducción a la estimación de la incertidumbre en
los métodos de regresión por mı́nimos cuadrados; tema que será abordado con
mayor profundidad en la sección 4.3.

2.1. El denśımetro de tubo vibrante (DTV)

En esta sección se describe el principal instrumento experimental de este
trabajo de tesis, el denśımetro de tubo vibrante, como su nombre lo ı́ndica es
un equipo diseñado para determinar la densidad1 de fluidos (ĺıquidos o gases).

El modo de operación de los denśımetros de tubo vibrante está basado en
la vibración transversal del tubo (con forma de U), a esta vibración se le puede
relacionar con la densidad del fluido dentro del tubo. El tubo y el mecanis-
mo de accionamiento están restringidos a vibrar en un solo plano. El tubo en
forma de U contiene unos convertidores electromagnéticos como sistemas de
accionamiento de la vibración como se muestra en la figura 2.1. Los conver-
tidores electromagnéticos constan de dos bobinas y dos magnetos, además el

1La densidad es definida como la masa de un volumen de una substancia bajo condiciones
fijas de presión y temperatura [1].
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2.1. El denśımetro de tubo vibrante (DTV)

Bloque de
 aislamiento

Bobinas

Magnetos

Tubo en 
forma de U

Figura 2.1: Denśımetro de tubo vibrante

denśımetro cuenta con un bloque de aislamiento, un contador de frecuencia y
una fuente de corriente. El bloque de aislamiento está unido a los extremos del
tubo y sirve para aislar al tubo de vibraciones externas. En la sección del tubo,
dos magnetos están montados y éstos entran a las bobinas que se encuentran
unidas a la base. Una fuente de corriente está conectada a una bobina (fun-
cionando como inductor); esta bobina es el elemento de accionamiento, la otra
bobina (funcionando como generador) se encuentra conectada a un contador
de frecuencia; esta bobina es el elemento de toma.

El método de operación del denśımetro es activar el elemento de acciona-
miento mediante una corriente sobre la bobina que generará un campo magnéti-
co y éste, a su vez, empujará el magneto que se encuentra dentro de la bobina
de accionamiento hacia afuera; empujando aśı al tubo y actuando como una
especie de martillo golpeando al tubo sin que haya contacto, por lo que se evita
el desgaste de las piezas. Con el golpe generado el tubo vibra transversalmente
a su plano neutral y entonces el otro magneto se mueve hacia afuera y adentro
de la bobina de toma; este movimiento genera una corriente con una frecuencia
que es igual a la frecuencia de vibración del tubo. Conforme la densidad del
fluido cambia, la frecuencia del tubo cambia.

En todos los modelos de calibración del DTV se utilizan funciones para-
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Caṕıtulo 2. MARCO TEÓRICO

metrizadas de la presión y de la temperatura, en las que los parámetros o
coeficientes se encuentran normalmente mediante uno o varios fluidos de refe-
rencia y/o el vaćıo sobre una gama de temperaturas y presiones.

El DTV puede ser descrito matemáticamente mediante la ecuación de
Euler-Bernoulli (ecuación 2.1) para la vibración transversal de vigas.

∂2

∂x2

(
EI(x)

∂2w(x, t)

∂x2

)
+ ρmAt(x)

∂2w(x, t)

∂t2
=
−→
f (x, t) (2.1)

donde ρm es la densidad del material de la viga, At(x) es el área transversal,
w(x, t) es la deflexión, t es el tiempo, E es el módulo de Young, I(x) es el

segundo momento de inercia del área transversal,
−→
f (x, t) es la fuerza trans-

versal por unidad de longitud actuando sobre la viga y x es la dimensión del
eje longitudinal de la viga.

Se puede observar que los términos I(x) y At(x) de la ecuación 2.1 están en
función de la longitud (x) medida sobre la viga; por lo tanto, cuando se tienen
vigas uniformes sobre su eje longitudinal I(x) y At(x) pueden ser consideradas

constantes. La fuerza
−→
f (x, t) puede ser constante cuando se distribuye unifor-

memente sobre la viga y en la misma magnitud durante todo el tiempo.

La mayoŕıa de los modelos de calibración del DTV hacen las mismas consi-
deraciones sobre la ecuación de Euler-Bernoulli. Se considera que el tubo está
bajo vibración libre2, que el sistema está en resonancia3, no hay efectos de
amortiguamiento4, consideran que es despreciable el efecto de la vuelta que
presenta el tubo en U, a los magnetos y todo el material ligado a los magne-
tos; es decir, transforman el tubo en forma de U en una figura uniforme de

dos tubos rectos. Las implicaciones de estas consideraciones son
−→
f (x, t) = 0,

I(x) = I y At(x) = At, por lo que la ecuación 2.1 se puede reescribir como
muestra a continuación:

c2
∂4w(x, t)

∂x4
+
∂2w(x, t)

∂t2
= 0 (2.2)

donde

c2 =
EI

ρmAt

Para resolver la ecuación 2.2, w(x, t) se puede descomponer, como se mues-
tra en la ecuación 2.3, con el método de separación de variables.

2Vibración libre: cuando un sistema mecánico es puesto en movimiento con una fuerza
inicial y se deja vibrar libremente.

3Resonancia: cuando la frecuencia de la fuente emisora de ondas coincide con la frecuencia
natural del resonador (objeto que oscila).

4Amortiguamiento: capacidad de un sistema o cuerpo para disipar enerǵıa cinética en
otro tipo de enerǵıa.
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2.1. El denśımetro de tubo vibrante (DTV)

w(x, t) = W (x)T (t) (2.3)

Sustituyendo la ecuación 2.3 en la ecuación 2.2 se tiene:

c2

W (x)

∂4W (x)

∂x4
= − 1

T (t)

∂2T (t)

∂t2
= ω2 (2.4)

donde ω es siempre positiva y se le conoce como frecuencia natural de vibración.

A partir de la ecuación 2.4 se puede construir el siguiente sistema de ecua-
ciones:

∂4W (x)

∂x4
− β4W (x) = 0

∂2T (t)

∂t2
+ ω2T (t) = 0

 (2.5)

donde

β4 =
ω2

c2
=
ω2ρmAt
EI

En el sistema de ecuaciones 2.5 se tienen dos ecuaciones diferenciales que
pueden ser consideradas ecuaciones diferenciales ordinarias homogéneas de or-
den superior con coeficientes constantes y sus ecuaciones auxiliares son las
siguientes:

(s− β)(s+ β)(s− βi)(s+ βi) = 0
(s+ ωi)(s− ωi) = 0

}
(2.6)

Por lo tanto las soluciones de W (x) y T (t) son:

W (x) = C1e
βx + C2e

−βx + C3cos(βx) + C4sin(βx) (2.7)

T (t) = C5cos(ωt) + C6sin(ωt) (2.8)

Utilizando las identidades e−x = cosh(x)−sinh(x) y ex = cosh(x)+sinh(x)
la ecuación 2.7 se puede reescribir como la ecuación 2.9.

W (x) = C1cos(βx) + C2sin(βx) + C3cosh(βx) + C4sinh(βx) (2.9)

Al sustituir las ecuaciones 2.8 y 2.9 en la ecuación 2.3 se tiene que la
solución para w(x, t) es:

w(x, t) = [C1cos(βx) + C2sin(βx) + C3cosh(βx) + C4sinh(βx)]
[C5cos(ωt) + C6sin(ωt)]

(2.10)
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a) DTV

b) Fijo-Fijo c) Fijo-Libre

Figura 2.2: Condiciones de frontera de vigas.

Las constantes C1-C6 se pueden encontrar con valores en la frontera y
valores iniciales; por lo tanto, se ocupan cuatro valores en la frontera para
C1-C4 y dos valores iniciales para C5 y C6. Para los valores iniciales se tiene
que la viga está en reposo cuando t = 0, por lo que se tienen las siguientes
condiciones:

w(x, 0) = 0 (2.11)

∂w(x, 0)

∂t
= 0 (2.12)

Los valores en la frontera dependerán de las condiciones de los extremos
de la viga en x = 0 y x = L, donde L es la longitud de la viga. En el siguiente
listado se muestran las condiciones de frontera que son de importancia para
este trabajo de tesis.

Extremo libre:

EI
∂2w(x, t)

∂x2
= 0 (2.13)

∂

∂x

(
EI

∂2w(x, t)

∂x2

)
= 0 (2.14)

Extremo fijo:
∂w(x, t)

∂x
= 0 (2.15)

w(x, t) = 0 (2.16)

Se puede obtener la ecuación base de donde parten la mayoŕıa de los mo-
delos de calibración del DTV a partir de dos combinaciones diferentes de las
condiciones en la frontera. Una combinación surge del desdoblamiento del DTV
(figura 2.2,a) hasta convertirlo en una viga recta (figura 2.2,b), es decir, am-
bos extremos de la viga se encuentran fijos, en la referencia [2] se utilizaron
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2.1. El denśımetro de tubo vibrante (DTV)

estas condiciones de frontera. La otra combinación surge de considerar el DTV
(figura 2.2,a) como una viga uniforme (figura 2.2,c) obteniéndose un extremo
fijo y un extremo libre, estas condiciones de frontera son las consideradas en el
modelo FPMC [3]. En el caso del FPMC, el modelo fue hecho para un tubo en
el que el plano que contiene las ramas es vertical. En la actualidad se cuentan
con instrumentos que son operados en planos horizontales, este tema será tra-
tado en la sección 3.4. Es necesario hacer estas transformaciones de la figura
2.2,a debido a las consideraciones hechas en las que básicamente la ecuación
2.1 se resuelve para una viga uniforme.

Sustituyendo las condiciones iniciales y las condiciones frontera para la
figura 2.2,b en la ecuación 2.10 se llega al siguiente sistema de ecuaciones.

C1 [cos(βL)− cosh(βL)] + C2 [sin(βL)− sinh(βL)] = 0

−C1 [sin(βL) + sinh(βL)]− C2 [cos(βL) + cosh(βL)] = 0

 (2.17)

El sistema de ecuaciones 2.17 es homogéneo; por lo tanto, puede tener una
solución trivial cuando C1 = 0 y C2 = 0. Para encontrar la solución no trivial
se tendŕıa que establecer un intervalo para βL, en el cual el determinante para
la matriz correspondiente al sistema de ecuaciones es diferente de cero; sin em-
bargo, para no establecer un intervalo también se puede encontrar la solución
por medio de βL. Al determinante de la matriz del sistema de ecuaciones 2.17
igualado a cero se le conoce como la ecuación de frecuencia y se muestra en la
ecuación 2.18.

cos2(βL)+sin2(βL)+cosh2(βL)−sinh2(βL)−2cos(βL)cosh(βL) = 0 (2.18)

La ecuación 2.18 se puede reducir utilizando las identidades trigonométricas
cos2(x)+sin2(x) = 1 y cosh2(x)+sinh2(x) = 1 como se muestra en la ecuación
2.19.

cos(βL)cosh(βL) = 1 (2.19)

Para encontrar la solución de la ecuación 2.19 se pueden utilizar las iden-
tidades cosh(x) = cos(ix) y 2cos(x)cos(y) = cos(x+ y) + cos(x− y).

cos(βL[1− i]) + cos(βL[1 + i]) = 2 (2.20)

De la ecuación 2.20 se obtiene el sistema de ecuaciones 2.17.

βL[1− i] = 2nπ

βL[1 + i] = 2nπ

 (2.21)

9
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donde n = 1, 2, ....

Del sistema de ecuaciones 2.21 se obtiene:

β2L2 = 2n2π2 = β2
2n (2.22)

donde β2n es una constante.

Utilizando la definición de β4 en la ecuación 2.22, se puede reescribir como:

ω2ρmAt
EI

L4 = β4
2n (2.23)

El peŕıodo de vibración τ es definido como el inverso de la frecuencia de
vibración τ = 1/ω; además para el tubo en forma de U del DTV considerado
como una viga uniforme, se tiene que ρmAt = (M0 + ρVi)/L, donde M0 es la
masa de la viga, ρ la densidad del fluido y Vi el volumen interno del tubo del
denśımetro. Sustituyendo estas definiciones en la ecuación 2.23 y reacomodan-
do se llega a la ecuación 2.24, la cual se usa para calibrar al DTV utilizando
una viga con condiciones en la frontera de tipo fijo-fijo.

τ 2 =
(M0 + ρVi)L

3

β4
2nEI

(2.24)

A partir de las condiciones frontera para una viga de tipo fijo-libre (figura
2.2,c) se puede llegar a la ecuación de frecuencia 2.25 de igual modo que como
se hizo para el caso anterior.

cos(βL)cosh(βL) = −1 (2.25)

cos(βL[1− i]) + cos(βL[1 + i]) = −2 (2.26)

Por lo tanto el sistema de ecuaciones obtenido a partir de la ecuación 2.26
es el siguiente.

βL[1− i] = nπ

βL[1 + i] = nπ

 (2.27)

donde n = 1, 2, ....

Del sistema de ecuaciones 2.27 se obtiene:

β2L2 =
n2π2

2
= β2

n/2 (2.28)

donde βn/2 es una constante.

10
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A partir de la ecuación 2.28 se llega a la ecuación 2.29 para calibrar al DTV
utilizando una viga con condiciones en la frontera de tipo fijo-libre.

τ 2 =
(M0 + ρVi)L

3

β4
n/2EI

(2.29)

La diferencia entre las ecuaciones 2.24 y 2.29 es el valor de las contantes β2n
y βn/2. Estas constantes no son de importancia para los modelos de calibración
del DTV ya que, por lo general, son eliminadas o determinadas durante el
proceso de calibración. Por lo tanto, se puede tener una ecuación general de
base para la formulación de los modelos de calibración del DTV:

τ 2 ∝ M0 + ρVi
K

(2.30)

donde K ∝ EI

L3
es conocida como la rigidez del tubo.

La importancia de esta sección es mostrar de donde se obtiene la ecuación
base 2.30 para desarrollar modelos de calibración para el DTV; para ello el
tubo en forma de U fue deformado como se indica en la figura 2.2. Estos
temas se retomarán en la sección 4.9 para el desarrollo de un nuevo modelo de
calibración del DTV.

2.2. Metroloǵıa: conceptos

Mucho del trabajo en esta tesis va a requerir de mediciones experimentales
y de relacionar estas mediciones a un modelo f́ısico y a un modelo matemático
con el fin de calcular la variable que se busca medir; es decir, la densidad. Es
importante poder asignarles una incertidumbre a los datos experimentales, al
modelo matemático y a la variable que se busca medir, no solo por el hecho de
que es un valor que puede indicar la precisión de la medición si no que se pue-
de usar para llevar a cabo diferentes tratamientos estad́ısticos. Las siguientes
secciones (2.3, 2.4, 2.5 y 2.6) del marco teórico y muchas de las secciones del
caṕıtulo 4 del desarrollo y resultados estarán relacionados a la estimación de la
incertidumbre (desde el ajuste de modelos matemáticos a partir datos experi-
mentales y equipos hasta los cálculos del mensurando) y su uso en pruebas de
hipótesis, por lo que es necesario introducir conceptos que liguen los siguientes
caṕıtulos a los temas de incertidumbre.

La organización JCGM5 definió estos conceptos en un vocabulario interna-
cional para metroloǵıa conocido como VIM (referencia [4]), del cual se tomaron

5JCGM, por sus siglas en inglés, Joint Committee for Guides in Metrology; es una or-
ganización internancional con la responsabilidad de realizar dos tipos de documentos, la
gúıa para expresar la incertidumbre en la medición (GUM) y el vocabulario internacional
de metroloǵıa (VIM).

11
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los conceptos más importantes para esta tesis presentándose en el siguiente lis-
tado:

Magnitud: propiedad de un fenómeno, cuerpo o sustancia, que puede
expresarse cuantitativamente mediante un número y una referencia.

Mensurando: magnitud que se desea medir, en esta tesis el mensurando
frecuentemente será la densidad.

Medida: la medida consta de un principio, el cual es el fenómeno que
sirve como base de una medición, para poder desarrollar un método de
medición que se basa en una descripción genérica de la secuencia lógica
de operaciones utilizadas (por ejemplo, método directo e indirecto). A
partir de estas caracteŕısticas se puede definir un procedimiento de medida
mediante la descripción detallada de una medición conforme a uno o más
principios de medida y a un método de medida dado, basado en un modelo
de medida y que incluye los cálculos necesarios para obtener un resultado
de medida. El principio de medida ya ha sido descrito en la sección 2.1,
el método de la medida será descrito en la sección 4.2, mientras que el
procedimiento de medida se encuentra en la mayoŕıa de las secciones
del caṕıtulo 3; sin embargo, esta tesis tiene como objetivo modificar el
procedimiento.

Exactitud: proximidad entre un valor medido y un valor verdadero de un
mensurando.

Precisión: proximidad entre las indicaciones o los valores medidos obteni-
dos en mediciones repetidas de un mismo objeto, o de objetos similares,
bajo condiciones especificadas.

Error: diferencia entre un valor medido de una magnitud y un valor de
referencia.

Error sistemático: componente del error de medida que, en mediciones
repetidas, permanece constante o vaŕıa de manera predecible. Este con-
cepto será muy utilizado en la sección 4.3.

Sesgo de medida: valor estimado de un error sistemático.

Error aleatorio: componente del error de medida que, en mediciones re-
petidas, vaŕıa de manera impredecible. Al igual que el concepto de error
sistemático, también el concepto de error aleatorio será utilizado en la
sección 4.3.

Repetibilidad: precisión de medida bajo un conjunto de condiciones de
repetibilidad las cuales son condiciones de medición que pueden ser esta-
blecidas en un conjunto de condiciones como el mismo procedimiento de
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medida, los mismos operadores, el mismo sistema de medida, las mismas
condiciones de operación y el mismo lugar, aśı como mediciones repetidas
del mismo objeto o de un objeto similar en un periodo corto de tiempo.
En el laboratorio donde fue realizado este trabajo de tesis, se tiene acceso
a dichas condiciones.

Reproducibilidad: precisión de medida bajo un conjunto de condiciones
de reproducibilidad, las cuales son condiciones de medición que pueden
ser establecidas en un conjunto de condiciones como diferentes lugares,
operadores, sistemas de medida y mediciones repetidas de los mismos
objetos u objetos similares. En el laboratorio donde fue realizado este
trabajo de tesis, se tiene acceso a estas condiciones: dos tipos de instru-
mentos y tres instrumentos diferentes.

Incertidumbre: parámetro no negativo que caracteriza la dispersión de
los valores atribuidos a un mensurando, a partir de la información que
se utiliza. La incertidumbre utilizada en este trabajo de tesis es la incer-
tidumbre t́ıpica combinada, ya que por lo general, la incertidumbre es
expresada como una desviación t́ıpica (desviación estándar) y que además
se obtiene a partir de las incertidumbres t́ıpicas individuales asociadas a
las magnitudes de entrada de un modelo de medición. Cada incertidum-
bre t́ıpica individual esta conformada por la combinación de distintas
contribuciones.

Incertidumbre expandida: producto de una incertidumbre t́ıpica combi-
nada y un factor mayor que uno, llamado factor de cobertura, con el fin
de aportar una probabilidad de cobertura.

Intervalo de cobertura: intervalo que contiene el conjunto de valores ver-
daderos de un mensurando con una probabilidad determinada, basada
en la información disponible.

Probabilidad de cobertura: probabilidad de que el conjunto de los valores
verdaderos de un mensurando esté contenido en un intervalo de cober-
tura especificado. Conviene no confundir este concepto con el concepto
estad́ıstico del “nivel de confianza”.

Magnitud de entrada en un modelo de medición: magnitud que debe ser
medida, o magnitud cuyo valor puede obtenerse de otra manera, para
calcular un valor medido de un mensurando.

Magnitud de salida: magnitud cuyo valor medido se calcula mediante
los valores de las magnitudes de entrada en un modelo matemático de
medición que relaciona matemáticamente la magnitud de salida y todas
las magnitudes de entrada conocidas que intervienen en una medición.

Instrumento de medida: dispositivo utilizado para realizar mediciones,
solo o asociado a uno o varios dispositivos suplementarios.
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Sistema de medida: conjunto de uno o más instrumentos de medida y,
frecuentemente, otros dispositivos, incluyendo reactivos e insumos va-
rios, ensamblados y adaptados para proporcionar valores medidos dentro
de intervalos especificados, para magnitudes de naturalezas dadas. El
sistema de medición junto con sus instrumentos serán descritos en las
secciones 4.2 y 4.5.

Sensibilidad de un sistema: cociente entre la variación de una indicación
de un sistema de medida y la variación correspondiente del valor de la
magnitud medida.

Resolución: variación mı́nima de la magnitud medida que da lugar a una
variación perceptible de la indicación correspondiente.

Incertidumbre instrumental: componente de la incertidumbre de medida
que procede del instrumento o sistema de medida utilizado.

Patrón de medida: Realización de la definición de una magnitud dada,
con un valor determinado y una incertidumbre de medida asociada, to-
mada como referencia.

Los temas de las secciones 2.4 y 2.5 del marco teórico fueron desarrolla-
dos en términos de los conceptos de la lista presentada con el fin de evitar
confusiones.

2.3. Estimación de incertidumbre en medicio-

nes (datos discretos)

En esta sección se verán las ecuaciones para la estimación de incertidumbre
que se necesitarán, espećıficamente, para los modelos matemáticos presentes
en esta tesis. La mayor parte de lo presentado se puede encontrar en [5, 6], si
el lector quiere profundizar en los temas relacionados, se recomienda entrar al
portal web de BIPM [7] donde se pueden encontrar las gúıas para la expresión
de incertidumbre en las mediciones o GUM, por sus siglas en inglés.

En la figura 2.3 se muestra un diagrama con los pasos para estimar la
incertidumbre. Lo primero es la definición del mensurando, posteriormente se
establece el modelo f́ısico, el cual se basa en una serie de suposiciones sobre
el mensurando o las magnitudes de entrada para luego poder establecer un
modelo matemático a partir del modelo f́ısico de la siguiente manera:

Y = F (X1, X2, ..., Xq) (2.31)

donde Y es la magnitud de salida, Xi la magnitud de entrada i-ésima y q es
el número de magnitudes de entrada.
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Definir el mensurando

Establecer el modelo físico y matemático

Identificar fuentes de incertidumbre

Asignar una distribución de probabilidad 
a las fuentes de incertidumbre 

Estimar la incertidumbre 
 de cada una de las 
contribuciones a las

magnitudes de entrada Estimar las covarianzas 
entre las magnitudes 

de entrada

Calcular coeficientes
 de sensibilidad

Calcular incertidumbre combinada

Calcular incertidumbre expandida

Combinar las 
contribuciones para cada

magnitud de entrada

Figura 2.3: Diagrama para la estimación de incertidumbre en mediciones.

Continuando con el diagrama de la figura 2.3, después de establecer el
modelo matemático se identifican las fuentes de incertidumbre que afectan a
cada una de las magnitudes de entrada y se les asigna una distribución de
probabilidad. Para asignar una distribución de probabilidad a cada fuente de
incertidumbre se debe tener conocimiento de la función de densidad de proba-
bilidad de dicha fuente de incertidumbre. En la gúıa [8] se puede encontrar los
diferentes tipos de distribución con sus funciones de densidad de probabilidad.
Las distribuciones más comunes suelen ser la distribución normal (Gaussiana),
distribución rectangular y la distribución triangular.

Después de asignar las distribuciones se estiman las incertidumbres de las
magnitudes de entrada. Existen dos tipos de evaluaciones para estimar la in-
certidumbre de las fuentes de incertidumbre:

Evaluación tipo A: evaluación de una componente de la incertidumbre
de medida mediante un análisis estad́ıstico de los valores medidos obtenidos
a partir de observaciones bajo condiciones de medida definidas. El mejor esti-
mado para el valor de la magnitud de entrada Xi es xi, dada por la ecuación
2.32.
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xi =
1

n

n∑
j=1

xij (2.32)

donde xij es el valor de la magnitud Xi observada en una medición j-ésima de
los n números de observaciones.

En la ecuación 2.32, xi es conocida como la media y es un parámetro
caracteŕıstico de una distribución de probabilidad y se le puede asociar una
dispersión de las observaciones. Para una distribución normal, la dispersión de
las observaciones se conoce como desviación estándar y puede ser estimada (se
usa la palabra estimación cuando se obtiene un valor de la desviación estándar
a partir de un muestreo de la población) mediante la ecuación 2.33.

si =

√√√√ 1

n− 1

n∑
j=1

(xi − xij)2 (2.33)

En las gúıas [5] y [6] se estima la incertidumbre uik de la contribución k-
ésima a la magnitud de entrada Xi mediante el error estándar o desviación
estándar de la media (ecuación 2.34).

uik =
si√
n

(2.34)

La desviación estándar de la media mide la dispersión de las medias que se
podŕıan tener en diferentes experimentos a condiciones de repetibilidad o con-
diciones de reproducibilidad, es decir, “la dispersión de las medias de diferentes
experimentos repetidos sobre la media de las medias de diferentes experimen-
tos repetidos”. Ya que los resultados se reportan por experimento, se optó por
estimar la incertidumbre mediante la desviación estándar, además sirve para
evitar problemas de sesgo en la incertidumbre (un aspecto importante para
las pruebas de hipótesis) ya que el valor de la desviación estándar de la media
es, siempre, más chico que el valor de la desviación estándar. Por lo tanto la
ecuación 2.35 será la empleada para la evaluación tipo A.

uik =

√√√√ 1

n− 1

n∑
j=1

(xi − xij)2 (2.35)

Con el fin de combinar contribuciones de la incertidumbre que tienen distri-
buciones diferentes, es necesario representar los valores de las incertidumbres
originales como incertidumbres estándar [5]. Para ello se determina la desvia-
ción estándar de la distribución asignada a cada fuente mediante sus funciones
de densidad de probabilidad. Las desviaciones estándar de las distribuciones
rectangular y triangular se estiman con las ecuaciones 2.36 y 2.37, respectiva-
mente.
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uik =
a√
12

(2.36)

uik =
a√
24

(2.37)

donde a es la diferencia entre el valor de los ĺımites superior e inferior de la
función de la densidad de probabilidad.

Evaluación tipo B: evaluación de una componente de la incertidumbre
de medida de manera distinta a una evaluación tipo A de la incertidumbre
de medida. Se usa por información externa u obtenida por experiencia. Este
tipo de evaluación puede ser contenida en certificados de calibración, valores
indicados por el fabricante, etc.

Una vez que se estimaron las incertidumbres para todas las contribuciones
de cada magnitud de entrada, éstas se combinan mediante la ecuación 2.38.

ui =

√√√√ c∑
k=1

[uik]2 (2.38)

donde c es la cantidad de contribuciones para una magnitud de entrada.

Para tener en cuenta la variación conjunta de dos magnitudes de entrada se
utiliza la covarianza, que sirve para determinar la dependencia que tiene una
magnitud con otra magnitud. La covarianza puede ser estimada, para valores
discretos, mediante la ecuación 2.39.

cov(Xi, Xl) =
1

n− 1

n∑
j=1

(xi − xij)(xl − xlj) (2.39)

En las gúıas [5] y [6] se utiliza la ecuación 2.40 que es las covarianza de las
distribuciones muestrales de las diferentes magnitudes de entrada.

cov(Xi, Xl) =
1

n(n− 1)

n∑
j=1

(xi − xij)(xl − xlj) (2.40)

En este trabajo de tesis se utilizó la covarianza (ecuación 2.39) de manera
análoga a la desviación estándar y por las mismas razones que se empleó la
expresión de la desviación estándar.

Para poder combinar la incertidumbre de todas las magnitudes de entrada
en la magnitud de salida es necesario calcular los coeficientes de sensibilidad,
que representan el efecto del cambio de una magnitud de entrada sobre la
magnitud de salida. El coeficiente de sensibilidad puede ser calculado a través
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de la derivada parcial del modelo matemático de medición.

Cuando en el modelo matemático se le asocian errores a las magnitudes
de entrada y éste se propaga al valor de la magnitud de salida, se calcula un
estimado de Y definido como y. Para propagar el error sobre y se puede usar
una aproximación mediante la ecuación 2.41.

u(y) =

√√√√ q∑
i=1

(
∂Y

∂Xi

ui

)2

+ 2

q−1∑
i=1

q∑
l=i+1

∂Y

∂Xi

∂Y

∂Xl

cov(Xi, Xl) (2.41)

donde u(y) es la incertidumbre de la magnitud de salida y se le conoce como
incertidumbre combinada.

La incertidumbre calculada en la ecuación 2.41 corresponde a una probabi-
lidad de cobertura del 68.27 % si y es distribuido normalmente. Para aumentar
la probabilidad de cobertura, la incertidumbre se multiplica por un factor de
cobertura K mayor a uno para obtener lo que se conoce como incertidumbre
expandida.

U(y) = Ku(y) (2.42)

Es común que el valor de K de la ecuación 2.42 sea de dos, que corresponde
a una probabilidad de cobertura del 95.45 %.

La incertidumbre combinada también puede ser calculada de forma matri-
cial como se muestra a continuación:

u(y) =
√

(CT )(MC) (2.43)

C =


∂Y
∂X1
∂Y
∂X2
∂Y
∂X3
...
∂Y
∂Xq

 (2.44)

M =


u21 cov(X1, X2) cov(X1, X3) ... cov(X1, Xq)

cov(X2, X1) u22 cov(X2, X3) ... cov(X2, Xq)
cov(X3, X1) cov(X3, X2) u23 ... cov(X3, Xq)

...
...

...
. . .

...
cov(Xq, X1) cov(Xq, X2) cov(Xq, X3) ... u2q

 (2.45)

donde 2.44 es la matriz de coeficientes de sensibilidad y 2.45 es la matriz de
varianza-covarianza.
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2.4. Regresión por ḿınimos cuadrados sin considerar errores en las
magnitudes de entrada y salida

2.4. Regresión por mı́nimos cuadrados sin con-

siderar errores en las magnitudes de en-

trada y salida

Las calibraciones que se harán más adelante se basan en calcular la magni-
tud de salida (ya sea el mensurando u otra magnitud de salida necesaria para
calcular el mensurando) a partir de un modelo matemático que involucra una o
varias magnitudes de entrada y parámetros; las magnitudes de entrada pueden
ser tanto datos experimentales como constantes mientras que los parámetros se
estiman a partir de los datos experimentales. Este modelo matemático puede
ser expresado de la siguiente manera:

Y = F (X1, X2, ..., Xq, a1, a2, ..., am) (2.46)

donde ai es el parámetro i-ésimo y m el número de parámetros.

La primer clasificación en este tipo de métodos de regresión por mı́nimos
cuadrados depende en si la función de la ecuación 2.46 es exacta o no; si es
exacta se trata de una relación determinista, pero si en dicha función hay una
componente de error aleatorio o sistemático se trata de una relación proba-
biĺıstica. Esta clasificación será útil más adelante cuando se analice el número
requerido de datos experimentales que se necesitan para llevar a cabo la regre-
sión para cierto modelo matemático. Cuando se trata de una relación proba-
biĺıstica, la ecuación 2.46 se transforma en la ecuación 2.47 donde se estima y
como la mejor estimación de Y .

y = F (X1, X2, ..., Xq, a1, a2, ..., am) (2.47)

Para esta tesis se utilizó una clasificación que depende del valor de q y del
tipo de la función F . Esta clasificación permite que se agrupen los métodos de
regresión por mı́nimos cuadrados en la forma de resolverlos y consta de tres
grupos.

Cuando q = 1, m > 1 y el tipo de la función es el de la ecuación 2.48 se
clasifican como una regresión lineal respecto a los parámetros.

y = a1f1 (X) + a2f2 (X) + a3f3 (X) + ...+ amfm (X) (2.48)

Cuando q ≥ 1, m > 1 y el tipo de la función es el da la ecuación 2.49 se
clasifican como una regresión lineal múltiple respecto a los parámetros.

y = a1g1 + a2g2 + a3g3...+ amgm (2.49)

donde gl = gl(X1, X2, ..., Xq).
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Para q ≥ 1, m > 1 y cualquier función diferente a las ecuaciones 2.48 y
2.49 se clasifican como una regresión no lineal.

2.4.1. Regresión lineal múltiple respecto a los paráme-
tros

Ya que la ecuación 2.48 es un caso especifico de la ecuación 2.49 se puede
generalizar la forma de resolver la regresión por mı́nimos cuadrados para la
regresión lineal y la regresión lineal múltiple respecto a los parámetros. La
regresión por el método de los mı́nimos cuadrados consiste en minimizar Sr
de la ecuación 2.50 para encontrar los valores óptimos de los parámetros del
modelo matemático.

Sr =
n∑
j=1

[yj − yj]2 =
n∑
j=1

[yj − F (x1j, x2j, ..., xqj, a1, a2, ..., am)]2 (2.50)

donde yj es la medición j-ésima de Y , F (x1j, x2j, ..., xqj, a1, a2, ..., am) tiene la
forma de la ecuación 2.49 con glj = gl(x1j, x2j, ..., xqj).

Para hallar el valor de los parámetros de F (x1j, x2j, ..., xqj, a1, a2, ..., am)
que minimizan a Sr, se debe encontrar el mı́nimo local de dicha función Sr
mediante las derivadas parciales de Sr con respecto a cada parámetro, obte-
niéndose el siguiente sistema de ecuaciones:

∂Sr
∂a1

= −2
∑

[yj − F (x1j, x2j, ..., xqj, a1, a2, ..., am)]g1j = 0

∂Sr
∂a2

= −2
∑

[yj − F (x1j, x2j, ..., xqj, a1, a2, ..., am)]g2j = 0

∂Sr
∂a3

= −2
∑

[yj − F (x1j, x2j, ..., xqj, a1, a2, ..., am)]g3j = 0

... =
... =

...
∂Sr
∂am

= −2
∑

[yj − F (x1j, x2j, ..., xqj, a1, a2, ..., am)]gmj = 0


(2.51)

Con el sistema de ecuaciones 2.51 se puede llegar hasta la expresión matri-
cial de la ecuación 2.52.

[ZTZ]A = ZTY (2.52)

donde:

Z =


g11 g21 g31 ... gm1

g12 g22 g32 ... gm2

g13 g23 g33 ... gm3
...

...
...

. . .
...

g1n g2n g3n ... gmn
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Y =


y1
y2
y3
...
yn



A =


a1
a2
a3
...
am



La ecuación 2.52 se resuelve para encontrar los valores de A por cualquiera
de los métodos para resolver un sistema de ecuaciones lineales (Gauss-Jordan,
Gauss-Seidel, etc.), aunque será necesario obtener la inversa de la matriz [ZTZ]
para hacer una estimación de la varianza y covarianza en los parámetros de la
regresión.

La ecuación 2.50 se puede usar como la suma de los residuos al cuadrado de
la ecuación 2.33 para estimar la varianza de la regresión, los grados de libertad
(denominador de la ecuación 2.33) para la regresión estarán determinados por
el número de parámetros estimados como se muestra en la ecuación 2.53.

S2
yx =

Sr
n−m

(2.53)

donde S2
yx es la varianza de la regresión.

Además de la varianza de la regresión, también los parámetros estimados
tendrán una varianza y covarianza entre ellos y puede ser estimada mediante
la matriz varianza-covarianza V(A) que está relacionada con la inversa de la
matriz [ZTZ] y la varianza de la regresión [9].

V(A) = [ZTZ]−1S2
yx (2.54)

Un tema importante a tratar es el número mı́nimo de observaciones reque-
ridas para la regresión. Śı m = n el sistema de ecuaciones de la regresión por
mı́nimos cuadrados se reduciŕıa a encontrar un valor único de los parámetros;
es decir, la relación seŕıa determinista ya que no habŕıa error; la curva ajusta-
da pasaŕıa exactamente por todos los datos experimentales y esto no implica
que sea un buen ajuste, lo que indica es que hace falta información. Otro ca-
so en el que n < m implicaŕıa varianzas negativas. Por lo antes expuesto, se
requiere que la desigualdad n ≥ m+ 1 se cumpla en la regresión por mı́nimos
cuadrados.
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2.4.2. Regresión no lineal

En la sección anterior se analizó la regresión por mı́nimos cuadrados para
los modelos lineales respecto a sus parámetros, en esta sección se busca resolver
la regresión por mı́nimos cuadrados a todos los modelos no lineales respecto a
sus parámetros, aunque también los métodos expuestos en esta sección pueden
ser aplicables para los modelos lineales respecto a sus parámetros.

De igual modo que con la regresión lineal se parte de minimizar Sr:

Sr =
n∑
j=1

[yj − yj]2 =
n∑
j=1

[yj − Fn (x1j, x2j, ..., xqj, a1, a2, ..., am)]2 (2.55)

donde Fn representa un modelo no lineal respeto a sus parámetros.

El problema de los modelos no lineales es que no se pueden despejar los
parámetros del sistema de ecuaciones de las derivadas parciales de Sr. Pa-
ra afrontar este problema, los modelos no lineales pueden ser aproximados a
modelos lineales respecto a los parámetros mediante series de Taylor; a este
algoritmo se le conoce como el método de Gauss-Newton. Para poder despejar
los parámetros es necesario que la serie de Taylor sea truncada después del
término de la primer derivada como se muestra en la ecuación 2.56.

Fn
(
x1j, x2j, ..., xqj, a

k+1
1 , ak+1

2 , ..., ak+1
m

)
≈ Fn

(
x1j, x2j, ..., xqj, a

k
1, a

k
2, ..., a

k
m

)
+

m∑
l=1

∂Fn
(
x1j, x2j, ..., xqj, a

k
1, a

k
2, ..., a

k
m

)
∂al

(ak+1
l − akl )

(2.56)

donde el supeŕındice k es el valor inicial y k + 1 es la predicción por medio de
la serie de Taylor.

Sustituyendo la ecuación 2.56 en la ecuación 2.55 se obtiene una expresión
para los modelos no lineales de Sr.

SrT =
n∑
j=1

[
yj − Fn

(
{x}j, {a}k

)
−

m∑
l=1

∂Fn
(
{x}j, {a}k

)
∂al

(ak+1
l − akl )

]2
(2.57)

donde {x}j = x1j, x2j, ..., xqj y {a}k = ak1, a
k
2, ..., a

k
m.

A partir de la ecuación 2.57 se puede obtener un sistema de ecuaciones a
partir de las derivadas parciales de SrT respecto a los parámetros, como en la
regresión lineal, pero se debe tener en cuenta que los parámetros en el valor
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inicial k pasan a ser constantes y las variables son los valores de los parámetros
en la predicción k + 1.

∂Sr

∂ak+1
1

= −2
n∑
j=1

[rj]
∂Fn

(
{x}j, {a}k

)
∂a1

= 0

∂Sr

∂ak+1
2

= −2
n∑
j=1

[rj]
∂Fn

(
{x}j, {a}k

)
∂a2

= 0

∂Sr

∂ak+1
3

= −2
n∑
j=1

[rj]
∂Fn

(
{x}j, {a}k

)
∂a3

= 0

... =
... =

...

∂Sr
∂ak+1

m

= −2
n∑
j=1

[rj]
∂Fn

(
{x}j, {a}k

)
∂am

= 0



(2.58)

donde

rj = yj − Fn
(
{x}j, {a}k

)
−

m∑
l=1

∂Fn
(
{x}j, {a}k

)
∂al

(ak+1
l − akl )

Al resolver el sistema de ecuaciones 2.58 se puede llegar a la expresión
matricial de la ecuación 2.59. [

JTJ
]
∆A = JTD (2.59)

donde:

J =



∂Fn({x}1,{a}k)
∂a1

∂Fn({x}1,{a}k)
∂a2

∂Fn({x}1,{a}k)
∂a3

...
∂Fn({x}1,{a}k)

∂am
∂Fn({x}2,{a}k)

∂a1

∂Fn({x}2,{a}k)
∂a2

∂Fn({x}2,{a}k)
∂a3

...
∂Fn({x}2,{a}k)

∂am
∂Fn({x}3,{a}k)

∂a1

∂Fn({x}3,{a}k)
∂a2

∂Fn({x}3,{a}k)
∂a3

...
∂Fn({x}3,{a}k)

∂am
...

...
...

. . .
...

∂Fn({x}n,{a}k)
∂a1

∂Fn({x}n,{a}k)
∂a2

∂Fn({x}n,{a}k)
∂a3

...
∂Fn({x}n,{a}k)

∂am



D =


y1 − Fn

(
{x}1, {a}k

)
y2 − Fn

(
{x}2, {a}k

)
y3 − Fn

(
{x}3, {a}k

)
...

yn − Fn
(
{x}n, {a}k

)



∆A =


ak+1
1 − ak1
ak+1
2 − ak2
ak+1
3 − ak3

...
ak+1
m − akm

 = Ak+1 − Ak
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Ak+1 =


ak+1
1

ak+1
2

ak+1
3
...

ak+1
m



Ak =


ak1
ak2
ak3
...
akm


La ecuación 2.59 se resuelve para encontrar los valores de Ak+1 mediante ite-

raciones en donde se comienza por un valor inicial estimado de los parámetros
{a}0 para predecir el valor de los parámetros {a}1, en las siguientes iteraciones.
Para predecir los parámetros {a}k+1 el valor de los parámetros {a}k viene de la
predicción de la iteración anterior. Este proceso se repite hasta que un criterio
de parada ε alcanza un valor establecido previamente. Los criterios de parada
ε que se utilizarán en esta tesis son el un número máximo de iteraciones εi y
el error absoluto relativo de los parámetros εa, donde el criterio de parada se
cumple cuando |∆A| ≤ εa|Ak+1|.

El método de Gauss-Newton tiene varias desventajas como el de que puede
converger con lentitud, puede cambiar de dirección continuamente y es sus-
ceptible a la no convergencia si los valores iniciales de los parámetros están
alejados de la solución [10].

Existen otros algoritmos por los cuales se puede encontrar los valores de
los parámetros {a} que minimizan la función Sr y que además pueden ofrecer
otras ventajas contra el algoritmo Gauss-Newton. Un ejemplo de estos algo-
ritmos es el algoritmo del gradiente descendiente que tiene la ventaja de ir en
dirección del decrecimiento de Sr, pero tiene la desventaja de fijar un tamaño
de paso λ y se corre el riesgo de que si es demasiado grande λ la función Sr
no sea decreciente; además, tiene el inconveniente de la convergencia lenta.
Otro algoritmo para resolver la regresión por mı́nimos cuadrados, y del que se
hará uso en esta tesis, es el algoritmo de Levenberg-Marquardt que combina
los métodos del gradiente descendiente y Gauss-Newton. Aunque el algorit-
mo Levenberg-Marquardt puede ser más lento en converger que el método del
gradiente descendiente, es mucho más robusto que el método del gradiente y
Gauss-Newton; es decir, aunque la estimación inicial de los parámetros estén
más lejos de la solución se puede llegar a converger.

Al igual que en el método del gradiente descendiente, el algoritmo Levenberg-
Marquardt incorpora un tamaño de paso λ en la ecuación 2.59 como se muestra
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a continuación en la ecuación 2.60.[
JTJ + λI

]
∆A = JTD (2.60)

donde I es la matriz identidad.

Se busca que el tamaño de paso λ disminuya conforme se va acercando a
la solución de los parámetros. Para esto, se utiliza el factor de ganancia G que
controla el tamaño del paso en cada iteración; pero un valor inicial del tamaño
de paso λ0 será requerido. El valor λ0 puede ser obtenido de la ecuación 2.61.

λ0 = µλ máx(JTJ(i)(i)) (2.61)

el valor de µλ se utiliza como una medida de cercańıa de los parámetros a
la solución y su valor se obtiene de manera emṕırica, que por lo general esta
entre 1 y 10−8; los sub́ındices entre paréntesis indican que son ı́ndices libres y
no una sumatoria (notación de Einstein), es decir, se busca el valor máximo
de la diagonal de la matriz JTJ.

Una vez obtenido λ0, en las iteraciones siguientes se utilizará el factor
de ganancia G de la ecuación 2.62 para actualizar el valor de λ. Este factor
de ganancia representa la relación del incremento de la función no lineal con
respecto a la del modelo lineal de las series de Taylor.

G =
Sr(Ak)− Sr(Ak+1)

SrT (∆A = 0)− SrT (∆A)
(2.62)

El denominador de la ecuación 2.62 puede ser expresado en matrices como
se muestra a continuación:

SrT (∆A = 0) =
n∑
j=1

[yj − Fn({x}j, {a}k)]2 = Sr(Ak) = DTD (2.63)

SrT (∆A) =
n∑
j=1

(
yj − Fn({x}j, {a}k)

)2
+

n∑
j=1

(
m∑
l=1

∂Fn
(
{x}j, {a}k

)
∂al

(ak+1
l − akl )

)2

− 2
n∑
j=1

([
yj − Fn({x}j, {a}k)

] [ m∑
l=1

∂Fn
(
{x}j, {a}k

)
∂al

(ak+1
l − akl )

])
=DTD− 2∆ATJTD +∆ATJTJ∆A

(2.64)

Utilizando las ecuaciones 2.63 y 2.64 se obtiene SrT (∆A = 0)− SrT (∆A).
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SrT (∆A = 0)− SrT (∆A) = ∆AT [2JTD− (JTJ + λI)∆A + (λI)∆A] (2.65)

Sustituyendo la ecuación 2.60 en la ecuación 2.65 se obtiene la siguiente
expresión:

SrT (∆A = 0)− SrT (∆A) = ∆AT [JTD + λ∆A] (2.66)

Por último, al sustituir la ecuación 2.66 en la ecuación 2.62 se obtiene el
factor de ganancia expresado en forma matricial:

G =
Sr(Ak)− Sr(Ak+1)

∆AT [JTD + λ∆A]
(2.67)

Una vez que se tiene el valor del factor de ganancia, se utiliza este valor
para continuar o terminar la iteración como se muestra en la siguiente lista
[11]:

Śı G > 0, entonces: Ak = Ak+1; λ = λ ·máx
(
1
3
, 1− (2G− 1)3

)
; η = 2.

Śı G ≤ 0, entonces: λ = λη; η = 2η. Śı es la primera iteración η inicializa
con un valor de 2.

La secuencia de los pasos del algoritmo Levenberg-Marquardt utilizado en
este trabajo de tesis se presenta en la figura 2.4.
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Calcular
yJT J JT D

λ 0=μλmax([J
T J ](i)(i ))

|Δ A|≤εa|A
k+1

|

k=εi

G≤0

Insertar
μλ εi εa

η=2 k=0 A 0

(J T J+λ I )Δ A=JT D

A k+1=A k+Δ A

G=
S r(A

k
)−Sr (A

k+1
)

Δ AT (JT D+λΔ A )

λ=λ η

η=2η

SI

λ=λmáx ( 1
3
,1−(2G−1)3)

A k=A k+1

η=2

NO

FIN

k=k+1

SI

NO

Figura 2.4: Diagrama del algoritmo de Levenberg-Marquardt.

En cuanto a las caracteŕısticas estad́ısticas del método de Levenberg-Marquardt,
se puede estimar la varianza de los parámetros ajustados de la última iteración
de manera análoga a la regresión lineal con las ecuaciones 2.68 y 2.69.

S2
yx =

Sr
n−m

(2.68)

La ecuación 2.68 es una estimación que se genera por un proceso de conver-
gencia y se le conoce como estimación asintótica; por lo tanto, debe notarse que
Sr, de la ecuación 2.68, es la suma de los residuos al cuadrado de la ecuación
2.55 y no la de la ecuación 2.57.

V(A) = [JTJ]−1S2
yx (2.69)
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Para la regresión no lineal, al igual que la regresión lineal múltiple, la
cantidad de datos requeridos tiene que cumplir la desigualdad n ≥ m+ 1.

2.5. Regresión por mı́nimos cuadrados consi-

derando errores en las magnitudes de en-

trada y salida

En la sección 2.4 se vio como hacer regresiones por mı́nimos cuadrados de
distintos tipos de modelos en observaciones (datos experimentales) sin consi-
derar algún error sobre éstas. De una forma más formal, los métodos vistos en
la sección 2.4 están bajo la suposición de que las observaciones tienen homo-
cedasticidad6, es decir, la varianza de las magnitudes de entrada y de salida
no afecta en la estimación de los parámetros de la regresión por mı́nimos cua-
drados.

En esta sección se van presentar métodos de regresión por mı́nimos cua-
drados para la misma clasificación de modelos vista en la sección 2.4 sobre
observaciones con heterocedasticidad7.

2.5.1. Regresión por mı́nimos cuadrados ponderados

En la regresión por mı́nimos cuadrados ponderados se tratan observaciones
con heterocedasticidad en la magnitud de salida. ]Este método no puede con-
templar la varianza en las magnitudes de entrada, por lo que es sólo aplicable
cuando las varianzas de las magnitudes de entrada no afectan en la estimación
de los parámetros del modelo.

Para considerar la varianza en la magnitud de salida, se introduce una
ponderación en la suma de los residuos al cuadrado como se muestra en la
ecuación 2.70.

WSr =
n∑
j=1

wj[yj−yj]2 =
n∑
j=1

wj[yj−Fn (x1j, x2j, ..., xqj, a1, a2, ..., am)]2 (2.70)

donde Fn representa un modelo lineal o no lineal con respecto a sus parámetros
y wj es una ponderación en la magnitud de salida en la observación j-ésima.

La ponderación wj puede establecerse para cuando se desea ajustar el mo-
delo con mayor exactitud en cierto intervalo o cuando se desea tomar en cuenta

6Homocedasticidad: cuando todas las variables de naturaleza aleatoria tienen una varian-
za constante a lo largo de las observaciones.

7Heterocedasticidad: cuando no se cumple con la homocedasticidad
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las caracteŕısticas metrológicas de la magnitud de salida. Para esta tesis, los
aspectos metrológicos son los que se tomarán en cuenta. Para tal objetivo, la
ponderación wj esta relacionada con la incertidumbre de la magnitud de salida
debido a los instrumentos y mediciones como se muestra en la ecuación 2.71.

wj =
1

u(y)2j
(2.71)

Sustituyendo la ecuación 2.71 en la ecuación 2.70 se obtiene la ecuación
2.72 con la que se puede desarrollar la regresión por mı́nimos cuadrados pon-
derados tanto para los modelos lineales y modelos no lineales con respecto a
los parámetros. De la ecuación 2.72 se puede observar que los datos experi-
mentales con menor incertidumbre tendrán más importancia que aquellos con
mayor incertidumbre.

WSr =
n∑
j=1

[yj − Fn (x1j, x2j, ..., xqj, a1, a2, ..., am)]2

u(y)2j
(2.72)

A partir de la ecuación 2.72 se puede obtener un sistema de ecuaciones de
las derivadas parciales de la función WSr con respecto a los parámetros para
minimizar dicha función. A partir de dicho sistema de ecuaciones se obtiene
la ecuación 2.73 en forma matricial para revolver una regresión lineal múltiple
respecto a los parámetros.

[ZTWZ]A = ZTWY (2.73)

donde:

W =


w1 0 0 ... 0
0 w2 0 ... 0
0 0 w3 ... 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 ... wn


Se puede observar de la ecuación 2.73 que cuando hay un caso de homoce-

dasticidad la matriz W puede ser expresada como wI, donde w es un escalar;
el escalar w se puede eliminar de la ecuación 2.73 dividendo toda la ecuación
sobre w y la matriz identidad no afectaŕıa ningún lado de la ecuación; por lo
tanto, la ecuación 2.73 se reduce a [ZTZ]A = ZTY.

En caso de que la función Fn no sea lineal, se puede linealizar con respecto a
sus parámetros (para obtener WSrT ) del mismo modo como se vio en la sección
anterior para obtener una expresión matricial que incluya las ponderaciones ya
sea para el método de Gauss-Newton (ecuación 2.74) o Levenberg-Marquardt
(ecuación 2.75).

[JTWJ]∆A = JTWD (2.74)
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[JTWJ + λI]∆A = JTWD (2.75)

El factor de ganancia correspondiente al método de Levenberg-Maquart
ponderado se obtiene mediante la ecuación 2.76.

G =
WSr(Ak)−WSr(Ak+1)

WSrT (∆A = 0)−WSrT (∆A)
(2.76)

Los términos del denominador de la ecuación 2.76 se obtienen de las ecua-
ciones 2.77 y 2.78

WSrT (∆A = 0) = DTWD (2.77)

WSrT (∆A) = DTWD− 2∆ATJTWD +∆ATJTWJ∆A (2.78)

El denominador del factor de ganancia puede ser expresado de forma ma-
tricial restando las ecuaciones 2.77 y 2.78 para después utilizar la ecuación 2.75
del mismo modo como se hizo cuando se desarrolló el método de Levenberg-
Marquardt en la sección anterior.

WSrT (∆A = 0)−WSrT (∆A) = ∆AT [JTWD + λ∆A] (2.79)

Al sustituir la ecuación 2.79 en la ecuación 2.76 se obtiene el factor de
ganancia expresado en forma matricial.

G =
WSr(Ak)−WSr(Ak+1)

∆AT [JTWD + λ∆A]
(2.80)

Los pasos para resolver el método de Levenberg-Marquardt se muestra en
la figura 2.5.
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Calcular
yJT J JT D

λ 0=μλmax([J
TWJ ](i )(i))

|Δ A|≤εa|A
k+1

|

k=εi

G≤0

Insertar
μλ εi εa

η=2 k=0 A 0

(J TWJ+λ I )Δ A=J TWD

A k+1=A k+Δ A

G=
WSr (A

k
)−WS r(A

k+1
)

Δ AT (JTWD+λ Δ A)

λ=λ η

η=2η

SI

λ=λmáx ( 1
3
,1−(2G−1)3)

A k=A k+1

η=2

NO

FIN

k=k+1

NO

SI

u( y ) jEstimar para 

generar la matriz W

Figura 2.5: Diagrama del algoritmo de Levenberg-Marquardt ponderado.

Para estimar la varianza de los parámetros es necesario estimar la varianza
del ajuste debido a las ponderaciones utilizando WSr como se muestra en la
ecuación 2.81.

S2
yxm =

WSr
n−m

(2.81)

La matriz de varianza-covarianza puede ser estimada para los modelos li-
neales y no lineales con respecto a los parámetros mediante las ecuaciones 2.82
y 2.83 respectivamente.

V(A) = [ZTWZ]−1S2
yxm (2.82)
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V(A) = [JTWJ]−1S2
yxm (2.83)

Se debe hacer notar que Syxm es diferente de Syx. Por un lado, Syxm re-
presenta una varianza debido a las ponderaciones utilizadas para estimar la
varianza de los parámetros, mientras que Syx es la varianza del ajuste; es de-
cir, una representación de cómo están distribuidas las observaciones sobre la
curva ajustada. Por lo general, cuando se busca información sobre la regresión
por mı́nimos cuadrados ponderados en la literatura, solo se encuentra el uso
de Syxm para estimar V(A) como una medida de cómo estos parámetros esti-
mados están distribuidos, pero en metroloǵıa lo que interesa es asociarle una
incertidumbre a la magnitud de salida. Aún no está claro la manera adecuada
de cómo asociar una incertidumbre a la magnitud de salida, ya sea debido a
una regresión por mı́nimos cuadrados simple o considerando los errores de las
magnitudes de entrada y salida en la regresión.

En el portal web de la organización BIPM [7] aún está en desarrollo una gúıa
(Suplemento 3 de la GUM) en el que posiblemente se tratará el problema, por lo
que para esta tesis era requerida una propuesta8 para estimar la incertidumbre
en la magnitud de salida debido a una regresión, la cual será presentada más
adelante. Para esto, Syx deberá ser estimada para la regresión por mı́nimos
cuadrados ponderados mediante la ecuación 2.53 para los modelos lineales y la
ecuación 2.68 para los modelos no lineales. Por lo tanto, las ponderaciones no
tienen influencia en la forma de estimar la dispersión de las observaciones sobre
la curva ajustada pero śı en el valor estimado. No obstante, se profundizará en
el tema en la sección 4.3.

2.5.2. Método de varianza efectiva (MVE)

En la regresión por mı́nimos cuadrados ponderados se tomó en cuenta el
error en la magnitud de salida para estimar los parámetros del modelo, mien-
tras que el error en las magnitudes de entrada fue despreciable o era homoce-
dastico. La suposición en el método de varianza efectiva es que el error de la
magnitud de salida y la magnitud de entrada es heterocedastico.

Para tomar en cuenta la varianza de las magnitudes de entrada se hace una
ligera modificación a la ponderación de wj mediante la ecuación 2.84 como se
muestra en la referencia [12].

wj =
1

u(y)2j +

q∑
i=1

(
∂Fn({x}j, {a}s)

∂Xi

uij

)2
(2.84)

8La necesidad de dicha propuesta era debido a que para las pruebas que se realizaron
(pruebas de hipótesis) era necesario una buena estimación de las incertidumbres.
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magnitudes de entrada y salida

donde Fn representa un modelo lineal o no lineal con respecto a sus paráme-
tros y el supeŕındice de {a}s representa la iteración s del método de varianza
efectiva.

FIN

|
∂F n({x } j , {a }

s
)

∂X i
−

∂F n({x } j , {a }
s−1

)

∂ X i

∂Fn({x }j , {a }
s
)

∂ X i
|≤εmve

w j=
1

u( y) j
2+∑

i=1

q

(∂F n({x }j , {a }
s
)

∂ X i
u ij)

2

w j=
1

u( y) j
2
+∑
i=1

q

(∂F n({x }j , {a }
s
)

∂ X i
u ij)

2

w j=
1

u( y) j
2

(ZTWZ)A s=ZTWY

s=1

(ZTWZ)A s=ZTWY
(ZTWZ)A s=ZTWY

s=s+1
s=s+1

NO

SI

Figura 2.6: Diagrama del método de varianza efectiva para el algoritmo de
regresión lineal ponderada.

En la ecuación 2.84 se puede observar que las varianzas de la magnitud
de entrada y de salida se combinan mediante una aproximación de series de
Taylor con truncamiento en la primer derivada, ésto implica que el método de
varianza efectiva sea iterativo. El criterio de terminación para este método será
cuando el error absoluto relativo del coeficiente de sensibilidad en

∂Fn({x}j ,{a}s)
∂Xi

y
∂Fn({x}j ,{a}s+1)

∂Xi
sea menor o igual a un valor fijo εmve. El hecho de que el méto-

do de varianza efectiva sea iterativo implica que se estime un valor inicial de
los parámetros para la regresión lineal, esta estimación puede ser hecha con el
método de regresión por mı́nimos cuadrados simples o ponderados; en el caso
de las regresiones no lineales la estimación de los valores de los parámetros
ya está impĺıcita dentro de los métodos no lineales. Los pasos para resolver el
método de varianza efectiva para modelos lineales y no lineales respecto a sus
parámetros se muestra en las figuras 2.6 y 2.7, respectivamente.

Las ecuaciones para estimar las varianzas de los parámetros para modelos
lineales y no lineales son las mismas presentadas en la regresión por mı́ni-
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mo cuadrados ponderados; hay que tener en cuenta que estas ecuaciones son
calculadas con la última iteración s del método de varianza efectiva.

Calcular
yJT J JT D

λ 0=μλmax([J
TWJ ](i )(i))

|Δ A|≤εa|A
k+1

|

k=εi

G≤0

Insertar
μλ εi εa

η=2 k=0 A 0

(J TWJ+λ I )Δ A=J TWD
A k+1=A k+Δ A

G=
WSr (A

k
)−WSr(A

k+1
)

Δ AT (JTWD+λ Δ A)

λ=λ η

η=2η

SI

λ=λmáx (
1
3
,1−(2G−1)3)

A k=Ak+1

η=2

NO

FIN

k=k+1

|
∂F n({x } j , {a }

s
)

∂X i
−

∂F n({x } j , {a }
s−1

)

∂ X i

∂Fn({x }j , {a }
s
)

∂ X i
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s=1

s=s+1

s=s+1

w j=
1

u( y) j
2+∑

i=1

q
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s
)

∂ X i
u ij)

2
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μλ

η=2 k=0

A 0

λ 0=μλmax([J
TWJ ](i )(i))
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1

u( y) j
2+∑

i=1

q
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s
)
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2
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SI SI

Figura 2.7: Diagrama del método de varianza efectiva para el algoritmo de
Levenberg-Marquardt ponderado.
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2.6. Pruebas de hipótesis sobre dos medias

Se puede dar el caso en el que el experimentador comete el error de supo-
ner que dos valores son iguales con tan sólo ver el valor de las medias, ya sean
medidas o estimadas como magnitudes de salida de un modelo matemático,
sin tomar en cuenta la varianza que va asociada a dicho valor. Por ejemplo, se
tienen dos medias, las cuales tienen un residuo pequeño y con esto el experi-
mentador se puede ver tentado a suponer que son iguales, pero śı las varianzas
de ambas son pequeñas, tan pequeñas que la mayor parte de la densidad de
probabilidad de ambas medias no se interceptan no hay evidencia estad́ısti-
ca para afirmar que ambas medias son iguales. En la sección 2.3 se vio como
estimar la incertidumbre (con una distribución final del tipo normal) para
mediciones, modelos matemáticos y, posteriormente, se verá como estimar in-
certidumbres para regresiones por mı́nimos cuadrados (sección 4.3); ¿para qué
sirve esta incertidumbre?, además de ser un valor que indica la exactitud del
valor de la estimación de la media, ésta puede ser utilizada en herramientas
estad́ısticas como las pruebas de hipótesis para saber si un modelo matemático
está funcionando correctamente.

Para las pruebas de hipótesis presentadas en esta sección se suponen dos
muestras aleatorias (que para este trabajo de tesis serán magnitudes de sali-
da de un modelo matemático), de distribución normal e independientes entre
ellas; cada una con su media poblacional (µ), varianza y número de datos.
El estimador de la diferencia entre las medias de las poblaciones µ1 − µ2 está
representado por y1 − y2. Por lo tanto, mediante el teorema del ĺımite central
aplicado para dos muestras aleatorias e independientes, en donde y1− y2 tiene
una distribución normal con media µ1− µ2 y varianza σ2

1/n1 + σ2
2/n2 (n1 y n2

son lo suficientemente grandes); se tiene que la variable Z de la ecuación 2.85
es una variable aleatoria, normal y estándar.

Z =
(y1 − y2)− (µ1 − µ2)√

σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

(2.85)

Para una distribución normal de dos colas se puede asegurar, con una pro-
babilidad9 de 1−α, que la variable normal estándar Z está entre −Zα/2 y Zα/2.

En las pruebas de hipótesis se tienen la hipótesis nula, que se refiere a cual-
quier hipótesis que se desea probar, denotada por H0 y la hipótesis alternativa
H1 que se refiere a cuando la hipótesis nula es rechazada. La hipótesis nula para
saber si dos medias son iguales es H0 : µ1−µ2 = 0 y la hipótesis alternativa es
H1 : µ1− µ2 6= 0. El valor de los residuos de las medias en la hipótesis nula no
necesariamente siempre tiene que ser cero; se puede suponer la hipótesis nula

9El nivel de confianza 1− α es diferente de una probabilidad de cobertura, ya que 1− α
es la probabilidad en que la estimación está contenida dentro del intervalo de confianza.
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de que una media es del doble del valor que la otra, en dado caso el residuo de
las medias seŕıa uno. Sustituyendo la hipótesis nula para medias iguales en la
ecuación 2.85 se tiene:

Z =
(y1 − y2)√
σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

(2.86)

Para una región cŕıtica de dos colas, H0 se acepta si −Zα/2 < Z < Zα/2,
esta desigualdad también puede expresarse como |Z| < Zα/2.

En caso de que se sepa que las varianzas de las medias son iguales, la
ecuación 2.86 se transforma en la ecuación 2.87.

Z =
(y1 − y2)

σ

√
1

n1

+
1

n2

(2.87)

En la mayoŕıa de los casos, las varianzas de las medias no se conocen y se
deben estimar. Para el caso cuando se supone que las varianzas de las medias
son iguales, ésta se estima de las varianzas de las muestras y se tiene que
V1 = (n1 − 1)s21/σ

2 y V2 = (n2 − 1)s22/σ
2 son variables aleatorias estándar que

tienen una distribución χ2 con ν = n− 1 grados de libertad y en consecuencia
su suma:

V = V1 + V2 =
(n1 − 1)s21 + (n2 − 1)s22

σ2
(2.88)

es una distribución χ2 con ν = n1 + n2 − 2 grados de libertad.

En la referencia [13] se demuestra que la relación entre la distribución
normal y la distribución χ2 esta dada por la ecuación 2.89.

T =
Z√
V

ν

(2.89)

donde T es una variable aleatoria estándar con distribución t de student con
ν = n1 + n2 − 2 grados de libertad.

Sustituyendo las ecuaciones 2.87 y 2.88 en la ecuación 2.89 se tiene que:

T =
(y1 − y2)

sp

√
1

n1

+
1

n2

(2.90)

donde sp es la varianza promedio:
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sp =
(n1 − 1)s21 + (n2 − 1)s22

n1 + n2 − 2

Para una región cŕıtica de dos colas, H0 se acepta si −tα/2,ν < T < tα/2,ν ,
esta desigualdad también puede expresarse como |T | < tα/2,ν .

Del mismo modo que las pruebas de hipótesis de varianzas desconocidas e
iguales se puede obtener la prueba de hipótesis para varianzas desconocidas y
diferentes mediante la ecuación 2.91.

T ′ =
(y1 − y2)√
s21
n1

+
s22
n2

(2.91)

donde T ′ tiene una distribución t aproximada con grados de libertad aproxi-
mados:

v =

(
s21
n1

+
s22
n2

)2

(
s21
n1

)2

n1 − 1
+

(
s22
n2

)2

n2 − 1

En las últimas dos pruebas de hipótesis cuando la varianza es desconocida,
se puede notar que cuando los grados de libertad de la prueba t sean lo sufi-
cientemente grandes, se puede utilizar la distribución normal.

Las pruebas de hipótesis se llevarán a cabo sobre las magnitudes de salida y
calculadas a partir de modelos matemáticos ajustados por el método de mı́ni-
mos cuadrados. Las estimaciones de las varianzas s2 serán las incertidumbres
estimadas para el cálculo de y.
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CAPÍTULO 3

ESTADO DEL ARTE

En este caṕıtulo se presentan los diferentes modelos de calibración para el
DTV, para después, con base a los modelos presentados, hacer el planteamien-
to del problema y los objetivos de la tesis.

Los modelos de calibración para el DTV se pueden clasificar de la siguiente
manera:

Modelos discretos: están caracterizados por necesitar datos experimenta-
les de calibración a la misma temperatura y presión a la cual se determi-
nará la densidad del fluido de interés. Ésto debido a que surgen de una
interpolación en la densidad a partir de peŕıodos de vibración (referencia
[3]).

Modelos continuos: contienen funciones en temperatura y presión y no
sólo dependen del peŕıodo de vibración. Por lo tanto, se intenta que ya
no sea necesario reproducir la condiciones de temperatura y presión de
la calibración en las determinaciones de densidad del fluido de interés
(referencia [3]).

Antes de presentar los modelos de calibración del DTV es necesario rees-
cribir la ecuación 2.30 como una función de la temperatura y presión como
se muestra en la ecuación 3.1 para que pueda ser usada en los modelos de
calibración del DTV.

τ 2(T, P ) ∝ M0 + ρ(T, P )Vi(T, P )

K(T, P )
=

[M0 + ρ(T, P )Vi(T, P )]L3(T, P )

E(T )I(T, P )
(3.1)

3.1. Método clásico de calibración del DTV

La información de esta sección se obtuvo de la referencia [3]. En los métodos
clásicos la ecuación 3.1 puede ser escrita como:

τ 2(T, P ) = B(T, P ) +
1

A(T, P )
ρ(T, P ) (3.2)

donde 1/A(T, P ) ∝ Vi(T, P )/K(T, P ) y B(T, P ) ∝M0/K(T, P ).
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3.2. Modelo f́ısico de siete parámetros

Los valores de A y B deben ser encontrados a diferentes temperaturas y
presiones usando dos fluidos de referencia de densidad bien conocida, los fluidos
más usados son nitrógeno, aire y agua. La constante de proporcionalidad de
la ecuación 3.2 puede ser absorbida por los valores de A y B al momento de
aplicar la regresión por mı́nimos cuadrados para calibrar. Los parámetros A
y B se pueden expresar en función a los fluidos de referencia a partir de la
ecuación 3.2 como se muestra a continuación.

A(T, P ) =
ρH2O(T, P )− ρN2(T, P )

τ 2H2O
(T, P )− τ 2N2

(T, P )
(3.3)

B(T, P ) = τ 2H2O
(T, P )−

τ 2H2O
(T, P )− τ 2N2

(T, P )

ρH2O(T, P )− ρN2(T, P )
ρH2O(T, P ) (3.4)

A partir de las ecuaciones 3.3 y 3.4 se puede calcular la densidad del fluido
de interés como se muestra en la ecuación 3.5.

ρ(T, P ) =
[
τ 2(T, P )−B(T, P )

]
A(T, P ) (3.5)

Es importante hacer notar que tanto A como B son funciones de la tem-
peratura y presión y, por lo tanto, para cada punto del fluido de interés que
se mide a una temperatura y presión (Ti, Pi) se debe hacer otra medición para
cada fluido de referencia a las mismas condiciones (Ti, Pi). Además, al ser el
modelo clásico un método de interpolación, se tiene un intervalo de densidad
para medir que está delimitado por las densidades de los fluidos de referencia.
Por lo tanto, es necesario tener una idea de los valores de densidad que tendrá
el fluido de interés, aspecto que resulta un gran inconveniente cuando no se
tienen referencias de densidad para el fluido de interés.

3.2. Modelo f́ısico de siete parámetros

El modelo propuesto por May et al. [14] tiene la caracteŕıstica de ser con-
tinuo. Puede ser utilizado para mediciones a bajas densidades y se reporta
que tiene una buena exactitud y baja incertidumbre. Además, para ajustar los
parámetros del modelo sólo es necesario el vaćıo y un fluido de referencia.

A condiciones de vaćıo la ecuación 3.1 puede ser expresada como se muestra
a continuación:

ĺım
ρ→0

[
τ(T, P )2

]
= τ 20 (T ) = ĺım

ρ→0

[
k

(
M0 + ρ(T, P )Vi(T, P )

K(T, P )

)]
= k

(
M0

K0(T )

)
(3.6)

donde k es una constante de proporcionalidad y K0(T ) = K(T, 0).
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Sustituyendo la constante k de la ecuación 3.6 en la ecuación 3.1 y despe-
jando ρ se obtiene:

ρ(T, P ) =
M0

Vi(T, P )

[(
K(T, P )

K0(T )

)(
τ 2(T, P )

τ 20 (T )

)
− 1

]
(3.7)

El modelo de May et al. [14] parte de la ecuación 3.7 donde las variables
K(T, P ), K0(T ), τ 20 (T ) y M0/Vi(T, P ) se parametrizan para obtener el modelo
f́ısico de siete parámetros (ecuación 3.8).

ρ =
ρm/S00

1 + αV T + βV P

[(
τ

τ00(1 + ετ1T + ετ2T 2)

)2

(1 + βτP )− 1

]
(3.8)

donde ρm/S00 es un parámetro a ajustar y representa la relación entre la densi-
dad de la viga y un factor de sensibilidad geométrica del tubo bajo condiciones
de vaćıo y una temperatura de referencia, αV es el coeficiente de dilatación vo-
lumétrico del tubo del denśımetro, βV es el coeficiente de expansión volumétrico
del tubo del denśımetro, τ00 es el peŕıodo de vibración del denśımetro a condi-
ciones de vaćıo y a un temperatura de referencia, ετ1 y ετ2 son los coeficientes
de respuesta lineal y cuadrático, respectivamente, de temperatura de la cons-
tante de resorte, mientras que βτ es el coeficiente de respuesta de presión para
la constante de resorte.

La expresión τ00(1+ετ1T+ετ2T
2) de la ecuación 3.8 sirve como una correla-

ción entre la temperatura y el peŕıodo de vibración a condiciones de vaćıo; por
lo tanto, todos los parámetros de esta expresión son obtenidos por una regre-
sión lineal en condiciones de vaćıo a diferentes temperaturas. Los parámetros
ρm/S00, αV , βV y βτ son obtenidos a partir de una regresión no lineal con un
fluido de referencia.

3.3. Modelo de calibración de Anton Paar

El modelo de calibración propuesto por el fabricante (y diseñador origi-
nal) de denśımetros Anton Paar para denśımetros de tubo vibrante modelo
DMA-HPM, entra en la clasificación de modelo continuo, pero es un modelo
totalmente emṕırico en el que todos los coeficientes son estimados mediante
una regresión de mı́nimos cuadrados. Este modelo se presenta en la ecuación
3.9.

ρ(T, P ) = C1 + C2T + C3P + C4T
2 + C5P

2

+ (C6 + C7T + C8P + C9T
2 + C10P

2) τ 2 + C11τ
4 (3.9)
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3.4. FPMC: Calibración mécanica de caminos forzados

La ecuación emṕırica 3.9 tiene la desventaja de tener muchas constantes que
no son f́ısicas y se obtienen por calibración. Pero tiene la ventaja de ser lineal
con respecto a sus parámetros. Una mayor cantidad de parámetros implica
la necesidad de requerir una mayor cantidad de datos experimentales para la
regresión. La ventaja de que sea lineal con respecto a sus parámetros es que
se puede usar la regresión lineal múltiple por mı́nimos cuadrados, por lo que
no es necesario hacer una estimación inicial de los parámetros.

3.4. FPMC: Calibración mécanica de caminos

forzados

En esta sección se presenta el modelo FPMC original de la referencia [3]
con algunas modificaciones hechas por de la Rosa [15]. Por lo tanto, el FPMC
utilizado en esta tesis incluye dichas modificaciones. Además, conforme se esté
presentando el modelo FPMC en esta sección, se irán haciendo observaciones
en ciertas partes del modelo, que después en el caṕıtulo 4 serán retomadas.

El modelo de calibración del denśımetro de tubo vibrante FPMC, desarro-
llado por Bouchot y Richon [3], tiene la finalidad de proporcionar un modelo
continuo para calibrar el denśımetro de tubo vibrante utilizando un sólo fluido
de referencia y datos del peŕıodo de vibración del tubo a condiciones de vaćıo.
Como se mencionó en la sección 2.1, en el modelo FPMC se considera al tubo
en forma de U del denśımetro como una viga con condiciones de frontera del
tipo fijo-libre tal como se muestra en la figura 3.1.

El modelo FPMC parte de la ecuación 3.7, en donde el volumen interno
del tubo Vi(T, P ) se calcula con la ecuación 3.10.

Vi(T, P ) = πr2i (T, P )L(T, P ) (3.10)

donde ri(T, P ) es el radio interno del tubo. En este caso se refiere al radio
interno de los tubos de la figura 3.1.

En la tesis presentada por Noyola [16] se demostró mediante simulaciones
termomecánicas que el volumen interno del tubo del modelo FPMC; es de-
cir, la ecuación 3.10, necesitaba ser corregida. En esta tesis se tiene la idea
de que la longitud L(T, P ) que se encuentra expresada en la ecuación 3.10
debeŕıa ser la longitud real de todo tubo en forma de U y no la longitud de
la geometŕıa considerada en el FPMC de la figura 3.1. Sin embargo, como
se verá a continuación el volumen interno Vi(T, P ) está multiplicado por un
parámetro de calibración y este parámetro absorbe en cierta medida este error.

La relación entre la rigidez a condiciones de vaćıo y a presión se puede
expresar como en la ecuación 3.11; las constantes de proporcionalidad y el
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g

z
y

x

L

Figura 3.1: Geometŕıa del tubo en forma de U del DTV considerada en el
FPMC. Donde g representa la fuerza de gravedad y L la longitud de la viga.

módulo de Young son eliminadas de esta relación. Éste último es eliminado
porque solo es dependiente de la temperatura.

K(T, P )

K0(T )
=

(
I(T, P )

I0(T )

)(
L0(T )

L(T, P )

)3

(3.11)

donde I(T, P ) y L(T, P ) son el segundo momento de inercia y la longitud a
condiciones de vaćıo (I0(T ) y L0(T ) ) o con presión, respectivamente, de la
viga presentada en la figura 3.1.

La relación entre los segundos momentos de inercia a condiciones de vaćıo
y presión se pueden expresar como se muestra en la ecuación 3.12. En el anexo
A se muestra como obtener la expresión del segundo momento de inercia para
un tubo hueco.

I(T, P )

I0(T )
=
r4e(T, P )− r4i (T, P )

r4eo(T )− r4io(T )
(3.12)

donde re(T, P ) es el radio externo del tubo, rio(T, P ) y reo(T, P ) son el radio
interno y externo, respectivamente, del tubo a condiciones de vaćıo. Los radios
se refieren a los del tubo presentado en la figura 3.1.

Se hace la observación de que al acomodar el tubo del denśımetro, de modo
tal que el vector de fuerza que impulsa al tubo no sea paralelo a la gravedad
(ya sea en modo positivo o negativo), el segundo momento de inercia debe te-
ner un efecto debido al ángulo formado entre el plano de simetŕıa longitudinal
paralelo al eje z y el vector de fuerza impulsora (figura 3.1). En el modelo
FPMC se considera despreciable este ángulo.

Para cuantificar el efecto que tiene la presión y la temperatura en el cambio
de la longitud L del tubo se puede expresar a dicho cambio dL como una
diferencial total como se muestra en la ecuación 3.13.
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Constantes del polinomio del coeficiente de dilatación

α1 m/m
◦C 1.14446473× 10−5

α2 m/m
◦C2 9.69730610× 10−9

α3 m/m
◦C3 −1.65494812× 10−11

α4 m/m
◦C4 2.33399563× 10−14

Tabla 3.1: Valores de las constantes del polinomio de cuarto orden del coefi-
ciente de dilatación para el acero Hastelloy C-276.

dL

L
=

1

L

(
∂L

∂T

)
P

dT +
1

L

(
∂L

∂P

)
T

dP (3.13)

El término del cambio de la longitud debido a la presión de la ecuación 3.13
se le conoce como el coeficiente de expansión longitudinal γL (ecuación 3.14) y
representa el cambio de la longitud del tubo debido a la presión ejercida en el
interior de dicho tubo a una temperatura constante y es uno de los parámetros
de calibración del modelo ya que no hay datos reportados en la literatura.

γL =
1

L

(
∂L

∂P

)
T

(3.14)

El coeficiente de expansión longitudinal fue expresado como una función
lineal en de la Rosa [15], como se muestra en la ecuación 3.15.

γL = γ1 + γ2P (3.15)

Ambas constantes de la ecuación 3.15, γ1 y γ2, son parámetros de calibra-
ción en el modelo FPMC.

Por otro lado, la contribución al cambio de la longitud del tubo debido a
la temperatura a presión constante es el coeficiente de dilatación longitudinal
αL (ecuación 3.16).

αL =
1

L

(
∂L

∂T

)
P

(3.16)

El coeficiente de dilatación longitudinal fue expresado como un polinomio
de cuarto orden en de la Rosa [15], como se muestra en la ecuación 3.17. Los
valores de las constantes del polinomio del coeficiente de dilatación longitudinal
se obtuvieron de la referencia [15] y son presentados en la tabla 3.1.

αL = α1 + α2T + α3T
2 + α4T

3 (3.17)

Al sustituir las ecuaciones 3.14 y 3.16 en la ecuación 3.13 e integrando
desde la temperatura de referencia de 25◦C hasta la temperatura T y desde la
presión de referencia de vaćıo hasta la presión P se tiene:
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L = L00 exp

(∫ T

25

αLdT +

∫ P

0

γLdP

)
= L00δL (3.18)

donde L00 es la longitud del tubo a las condiciones de referencia T = 25◦C y
P = 0.

El coeficiente de expansión longitudinal y el coeficiente de dilatación lon-
gitudinal de la ecuación 3.18 se calculan mediante las ecuaciones 3.15 y 3.17,
respectivamente. Se debe remarcar que en la ecuación 3.18, y en general, en
todo el modelo FPMC, se refiere a la presión, denotada por P , a la presión
dentro del tubo del denśımetro, es decir, la presión generada por el fluido; esto
quiere decir que a una presión de P = 0 no hay fluido dentro del tubo; sin em-
bargo, el tubo si está expuesto a efectos de presión en su parte externa debido
a la presión atmosférica.

La relación de las longitudes del tubo L0(T ) y L(T, P ) se pueden obtener
de las ecuaciones 3.18 y 3.17.

L0(T )

L(T, P )
=

L00 exp
(∫ T

25
αLdT

)
L00 exp

(∫ T
25
αLdT

)
exp

(∫ P
0
γTdP

) = exp

(
−
[
γ1P +

γ2P
2

2

])
(3.19)

Sustituyendo las ecuaciones 3.10, 3.11, 3.12, 3.18 y 3.19 en la ecuación 3.7
se obtiene el modelo del FPMC expresado de una manera compacta como se
muestra en la ecuación 3.20, donde aún faltan expandir las ecuaciones de los
radios del tubo y del peŕıodo de vibración en condiciones de vaćıo.

ρ =
M0

L00

(
1

πr2i δL

)[(
τ 2

τ 20

)(
r4e − r4i
r4e0 − r4i0

)
exp

(
−3

[
γ1P +

γ2P
2

2

])
− 1

]
(3.20)

en esta ecuación M0/L00 es el último parámetro de calibración del modelo
FPMC y representa la relación entre la masa del tubo (y que debeŕıa incluir a
todas las piezas vibrantes) y la longitud de referencia L00.

El cambio de la longitud de los radios externo e interno considerado en el
modelo FPMC, desde una temperatura de referencia de T = 25 a la tempera-
tura T y a una presión atmosférica P = Pa, se representa con las ecuaciones
3.21 y 3.22, respectivamente.

rePa = reooexp

(∫ T

25

αLdT

)
(3.21)

donde rePa es el radio externo a una temperatura T y presión P = Pa mientras
que reoo es el radio externo de referencia a una temperatura T = 25◦C y presión
P = Pa.
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3.4. FPMC: Calibración mécanica de caminos forzados

Radios de referencia

ri(25C,Pa) 0.10730 cm
re(25C,Pa) 0.15875 cm

Tabla 3.2: Valores de los radios de referencia.

riPa = riooexp

(∫ T

25

αLdT

)
(3.22)

donde riPa es el radio interno a una temperatura T y presión P = Pa, mientras
que rioo es el radio interno de referencia a una temperatura T = 25◦C y presión
P = Pa.

Los valores de los radios de referencia reoo y rioo son los que se muestran
en la tabla 3.2. Estos valores fueron medidos para un instrumento en particu-
lar (DTV-DMA-512P) y en principio no tienen por qué ser los mismos para
un instrumento diferente, pero en la sección 4.2, donde se presenta el equipo
experimental, se especifica que se usaron tres DTVs diferentes. Los valores de
los radios de referencia fueron usados por igual para todos. El motivo de esto
se expone en la sección 4.8

En el anexo B se presenta la relación que existe entre los diferentes tipos
de coeficientes de dilatación que hay en un cilindro. A partir de la ecuación
αV = αL + αrm + αe (véase anexo B) se pretende demostrar la implicación
que tienen las ecuaciones 3.21 y 3.22 sobre la forma en que se dilata el tubo.
Los cambios en los radios rePa y riPa están relacionados a la dilatación en radio
medio rm y el espesor e mediante las ecuaciones 3.23 y 3.24, siguiendo la misma
nomenclatura para los sub́ındices el radio rm y e.

rePa = rmPa +
ePa
2

= rmooexp

(∫ T

25

αrmdT

)
+
eooexp

(∫ T
25
αedT

)
2

(3.23)

riPa = rmPa −
ePa
2

= rmooexp

(∫ T

25

αrmdT

)
−
eooexp

(∫ T
25
αedT

)
2

(3.24)

Para que las ecuaciones 3.23 y 3.24 sean iguales a las ecuaciones 3.21 y 3.22,
se requiere que αrm = αe = αL (en el anexo B se muestra como se obtiene rm
y e); por lo tanto, la ecuación B.4 puede ser escrita como la ecuación 3.25.

αV = 3αL (3.25)
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La ecuación 3.25 indica que la dilatación volumétrica αV del tubo del
denśımetro deformado es uniforme en las direcciones del espesor, el radio me-
dio y la longitud. En este trabajo se tiene la idea de que esta forma de dilatar
no es la correcta, ya que la figura del tubo original, sin deformar, se encuentra
con varias restricciones geométricas y algunos obstáculos (como la forma de U
y los imanes) que impediŕıan una dilatación uniforme en todo el tubo.

El criterio ri/(re− ri) < 10 es usado para considerar la teoŕıa de los tubos
de pared gruesa. En las referencias [3] y [14] se considera al tubo del denśıme-
tro de pared gruesa; ya que , por lo general, se cumple ri/(re − ri) ≈ 4 para
el tubo de los denśımetros. A partir de la teoŕıa de los tubos de pared gruesa,
que se puede encontrar en el anexo C, se calculan los cambios de los radios del
tubo debido a los efectos de la presión interna y externa como se muestra a
continuación.

rj =

rjref +

√
r2jref + 4

[
1− (1− ν)A

E
+
ν

E
σz

] [
B(1 + ν)

E

]
2

[
1− (1− ν)A

E
+
ν

E
σz

] (3.26)

A =
Pir

2
i − Per2e
r2e − r2i

(3.27)

B =
(Pi − Pe)r2er2i

r2e − r2i
(3.28)

σz =
Pir

2
i − Per2e
r2e − r2i

(3.29)

donde rref es un radio de referencia, σz es la carga en el eje axial, ν es el
coeficiente de Poisson y el sub́ındice j = i, e se usa para indicar que se refiere
al radio interno o externo, respectivamente.

Para obtener las constantes de Lamé A y B de las ecuaciones 3.27 y 3.28, en
el modelo FPMC se considera que la presión interna es la presión manométrica
Pi = P −Pa y la presión externa es Pe = 0. Además, en el tubo no se considera
ningún tapón, por lo que σz = 0. Los radios a condiciones de vaćıo reo y rio de
las ecuaciones 3.30 y 3.31, respectivamente, son obtenidos de la ecuación 3.26.

reo =

rePa +

√
r2ePa + 4

[
1− (1− ν)A

E

] [
B(1 + ν)

E

]
2

[
1− (1− ν)A

E

] (3.30)
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rio =

riPa +

√
r2iPa + 4

[
1− (1− ν)A

E

] [
B(1 + ν)

E

]
2

[
1− (1− ν)A

E

] (3.31)

donde

A =
−Par2i
r2e − r2i

B =
−Par2er2i
r2e − r2i

De la misma ecuación 3.26 se pueden obtener las expresiones para los radios
re y ri de las ecuaciones 3.32 y 3.33, respectivamente.

re =

rePa +

√
r2ePa + 4

[
1− (1− ν)A

E

] [
B(1 + ν)

E

]
2

[
1− (1− ν)A

E

] (3.32)

ri =

riPa +

√
r2iPa + 4

[
1− (1− ν)A

E

] [
B(1 + ν)

E

]
2

[
1− (1− ν)A

E

] (3.33)

donde

A =
(P − Pa)r2i
r2e − r2i

B =
(P − Pa)r2er2i

r2e − r2i
Para calcular el módulo de Young del acero Hastelloy C-276 como una

función de la temperatura, de la Rosa [15] propuso calcularlo mediente la
ecuación 3.34 que se obtuvo a partir de un modelo propuesto por Varshni [17].

E = Er + s

(
1

exp( t
298.15

)− 1
− 1

exp( t
T

)− 1

)
(3.34)

donde Er es el valor del módulo de Young a una temperatura de 298.15K, s,
t son constantes del modelo y T se usa en kelvin.
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Módulo de Young

s 1.17308× 106 bar
t 1298.51 K
Er 2054637.586 bar

Coeficiente de Poisson

ν 0.307

Tabla 3.3: Valores de las constantes de la ecuación 3.34 del módulo de Young
y valor del coeficiente de Poisson para el acero Hastelloy C-276.

La relación entre el coeficiente de Poisson y la temperatura es poco co-
nocido. Para el acero Hastelloy C-276, el valor del coeficiente de Poisson se
consideró constante e independiente de la temperatura en el modelo FPMC.
En la tabla 3.3 se muestran los valores de las constantes de la ecuación 3.34
para el módulo de Young y el valor utilizado del coeficiente de Poisson.

El peŕıodo de vibración a condiciones de vaćıo debe ser estimado a la mis-
ma temperatura que el peŕıodo de vibración con fluido dentro del tubo. Para
esto es necesario utilizar una correlación con el peŕıodo de vibración al vaćıo
y la temperatura; dicha correlación se obtiene con la ecuación 3.35.

τ0 = a1 + a2T + a3T
2 (3.35)

donde τ0 es el peŕıodo de vibración a condiciones de vaćıo y T0 es la tempera-
tura que corresponde al valor de τ0.

Se ha mostrado que el peŕıodo de vibración en el vaćıo vaŕıa en el tiempo.
Algunos autores muestran que este valor es inestable en el tiempo [2] y otros
muestran que bajo ciertas circunstancias, una parte de esta inestabilidad se
debe a relajaciones térmicas y presentan formas exponenciales de decaimiento
en el tiempo [18]. De la Rosa [15] señaló que la pendiente de la gráfica τ0 contra
T se mantiene constante a través del tiempo como se muestra en la gráfica de
la figura 3.2 (afirmación que es hecha sin bases rigurosas); es decir, se tiene la
hipótesis que la curva de τ0 contra T a diferentes tiempos es sólo una traslación
en el eje de τ0 y, por lo tanto, es posible calcular τ0 a partir de la pendiente
del polinomio de segundo orden (ecuación 3.35) y con un peŕıodo de referencia
τ00, como se indica en la ecuación 3.36.

τ0 = (a2 + 2a3T0)(T − T0) + τ00 (3.36)

El objetivo de la ecuación 3.36 es no hacer tantas mediciones del peŕıodo
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de vibración a condiciones de vaćıo; sin embargo, si con cada calibración se
vuelven a hacer las mediciones del peŕıodo de vibración al vaćıo a diferentes
temperaturas; es decir, por lo menos una medición del periodo a vaćıo para
cada temperatura de calibración, la ecuación 3.35 debeŕıa ser usada en lugar
de la ecuación 3.36. Esta recomendación se hace con base a que no se han
hecho pruebas estad́ısticas, donde se demuestre que la pendiente del peŕıodo
de vibración en función de la temperatura y a condiciones de vaćıo se mantiene
constante a través de las diferentes calibraciones realizadas. Por lo tanto; para
este trabajo, la ecuación 3.35 será utilizada en todas las determinaciones de
densidad.

Figura 3.2: Gráfica del peŕıodo de vibración contra el tiempo obtenido en
mediciones de diferentes tiempos.

La metodoloǵıa para calibrar el denśımetro de tubo vibrante se resume en
la siguiente lista:

1) Determinaciones experimentales del peŕıodo de vibración a condiciones de
vaćıo a diferentes temperaturas cubriendo el intervalo de temperatura al
cual se desea determinar las densidades del fluido de interés para ajustar la
ecuación 3.35.

2) Determinaciones experimentales de las densidades del fluido de referencia
por isotermas, cubriendo el intervalo de temperatura y presión a la cual se
desea medir el fluido de interés.

3) Utilizar la ecuación 3.35 o 3.36 para calcular peŕıodos de vibración a con-
diciones de vaćıo a la misma temperatura que las mediciones del fluido de
referencia.
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4) Calibrar el modelo FPMC de la ecuación 3.20 por isotermas con las de-
terminaciones experimentales de las densidades del fluido de referencia del
paso 2 y los peŕıodos de vibración al vaćıo del paso 3.

5) Determinaciones experimentales de las densidades del fluido de interés a
diferentes isotermas.

6) Utilizar la ecuación 3.35 o 3.36 para calcular los peŕıodos de vibración
a condiciones de vaćıo a la misma temperatura que las determinaciones
experimentales de las densidades del fluido de interés.

7) Calcular las densidades por isotermas de las mediciones del paso 5 con la
ecuación 3.20 utilizando los datos del peŕıodo a condiciones de vaćıo del
paso 6.

En resumen, los parámetros ajustados para el FPMC son a1, a2, a3 a con-
diciones de vaćıo a partir de la ecuación 3.35 y M0/L00, γ1 y γ2 de la ecuación
3.20. Los parámetros M0/L00, γ1 y γ2 son ajustados a cada isoterma con la
idea de disminuir el error en el cálculo de densidades, pero antes de este traba-
jo de tesis, no hab́ıa trabajo que comprobará como impacta el hecho de usar
isotermas individuales o todas las temperaturas juntas para calibrar el DTV
usando el modelo FPMC en la densidad calculada.

3.5. Śıntesis y planteamiento del problema

En las secciones previas de este caṕıtulo, se presentaron diferentes modelos
de calibración para el denśımetro de tubo vibrante. La exactitud y la incer-
tidumbre de las densidades calculadas con el DTV, dependerán del modelo
empleado en la calibración y del procedimiento de medición asociado a dicho
modelo.

El procedimiento de medición del modelo FPMC, tiene la necesidad de
realizar las calibraciones del DTV por isoterma para mejorar el cálculo de
densidades. Sin embargo, no hay información reportada en la que se estudie
el efecto de la diferencia entre una temperatura de calibración del DTV y la
temperatura del cálculo de densidad. De igual manera, tampoco existen estu-
dios sobre la cantidad de puntos en presión necesarios en la calibración, para
obtener buenos resultados en el cálculo de densidad. Estos estudios tienen el
propósito de optimizar el tiempo necesario para realizar las determinaciones
de densidad sin afectar la exactitud ni la incertidumbre del modelo.

Para los modelos continuos presentados, que contienen una cierta expli-
cación f́ısica, se observa que hay una necesidad de determinar el peŕıodo de
vibración a condiciones de vaćıo; es decir, ocupan la relación τ/τ0 (referencias
[2], [3] y [14]). Sin embargo, para correlacionar la temperatura con el peŕıodo
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de vibración a condiciones de vaćıo, se utiliza un modelo matemático emṕıri-
co. En este trabajo, se tiene la hipótesis de que un modelo matemático que
relacione la calibración realizada con el fluido de referencia y el problema de la
reproducibilidad del peŕıodo de vibración a condiciones de vaćıo que se reporta
[2, 18, 15]; podŕıa ser útil para solucionar el problema, reportado en [19], de
las determinaciones de densidades bajas de gases.
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CAPÍTULO 4

DESARROLLO Y
RESULTADOS

La sección 4.1 tiene el objetivo de explicar el porqué se presenta el desarro-
llo junto con los resultados y cómo es que la hipótesis de la tesis se modifica
conforme la metodoloǵıa se desarrolla.

Una vez presentada la forma en el que se desarrolló este trabajo de tesis
en la sección 4.1, se presentan los sistemas de medición y cómo se realizan
las determinaciones experimentales en la sección 4.2. Es necesario que en este
trabajo de tesis se lleven a cabo mediciones experimentales ya que las modifica-
ciones a procedimientos de medición o el desarrollo de nuevos procedimientos
de medición tienen que ser corroborados mediante experimentos.

En las secciones 4.3, 4.4 y 4.5 se presentan métodos y herramientas creados
en esta tesis para la sistematización del procedimiento de medición para el
DTV y para proceder con el algoritmo de trabajo presentado en la sección 4.1.

En la sección 4.6 se presenta el algoritmo de sistematización para el modelo
FPMC presentado de la sección 3.4, para después aplicarle pruebas de hipótesis
a este algoritmo y establecer un procedimiento nuevo de medición usando el
modelo FPMC (sección 4.7). Con base a los resultados obtenidos de las pruebas
de hipótesis, se presenta un estudio del modelo FPMC en las condiciones de
vaćıo (sección 4.8), para formular una nueva hipótesis. A partir de esta nueva
hipótesis se diseña un nuevo modelo de calibración y se compara con otros
modelos de calibración en las secciones restantes de este caṕıtulo.

4.1. Metodoloǵıa

La metodoloǵıa seguida en la tesis es un trabajo en conjunto de los objeti-
vos espećıficos, la hipótesis, el desarrollo y resultados.

Para llevar a cabo los objetivos de la tesis, presentados en el caṕıtulo 1, se
empezó por proponer un método de estimación de incertidumbre para el cálcu-
lo de densidades que incluye una propuesta para estimar la incertidumbre en
modelos matemáticos ajustados por regresiones (objetivo espećıfico 1). A par-
tir de los resultados obtenidos del objetivo espećıfico 1, se diseñaron algoritmos
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Definir objetivos
específicos

Sistematización del
 procedimiento

de medición inicial

Hipótesis inicial

¿Objetivos específicos
logrados?

SI
FIN

Modificar hipótesis

Analizar procedimiento
 de medición anterior/es 

Sistematización del
 procedimiento

de medición

NO

Figura 4.1: Diagrama del algoritmo de la metodoloǵıa de la tesis.

para la depuración de datos, tratamiento estad́ıstico, cálculo de densidad y es-
timación de incertidumbre (objetivo espećıfico 2).

Lograr los objetivos espećıficos 3-7, depend́ıa de los objetivos 1 y 2; por
lo que estos dos últimos, teńıan que lograrse primero. La metodoloǵıa para
cumplir con los objetivos 3-7, se llevó a cabo como se muestra en la figura 4.1.

Una vez definidos los objetivos espećıficos (véase caṕıtulo 1), los cuales
serán el criterio para terminar el algoritmo de la figura 4.1, se define la hipóte-
sis inicial. Como hipótesis inicial se establece que es factible reducir la cantidad
de mediciones experimentales para ajustar al modelo FPMC el denśımetro me-
diante las pruebas de hipótesis, además que dicho modelo puede ser modificado,
mejorado o utilizado para crear uno nuevo con base a las observaciones realiza-
das en la sección 3.4, tales como la consideración del coeficiente de dilatación
volumétrico (ecuación 3.25), la diferencia entre el radio interno del volumen
interno del tubo y el radio interno utilizado para calcular el segundo momento
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de inercia, y las consideraciones tomadas para calcular los radios del tubo a
partir de las ecuaciones de Lamé.

La sistematización del procedimiento de medición inicial se refiere a la con-
cretización de la inter-relación entre los siete puntos presentados al final de
la sección 3.4 mediante algoritmos y la creación de programas, aśı como el
análisis de las pruebas de hipótesis. Si los objetivos son logrados, el algorit-
mo termina; pero si no son logrados, se analiza el procedimiento de medición
anterior (o los procedimientos) para crear una nueva hipótesis con el objetivo
de modificar el procedimiento anterior o crear un nuevo procedimiento para
después sistematizarlo nuevamente, esta secuencia de pasos se repetirán hasta
alcanzar los objetivos especificados.

4.2. Sistema de medición y mediciones expe-

rimentales

En esta sección se describen los diferentes sistemas de medición usados para
las determinaciones experimentales de densidades, dichos sistemas de medición
tienen diferentes DTVs. Utilizar diferentes DTVs sirve para probar que los re-
sultados obtenidos sean reproducibles; es decir, que dichos resultados de una
prueba de hipótesis o nuevos modelos sean aplicables para diferentes denśıme-
tros.

Antes de empezar a describir los sistemas de medición, se introducirán
algunas clasificaciones (obtenidas de las referencias [1] y [20], y adaptadas al
lenguaje de esta tesis) de diferentes métodos de medición:

Métodos estáticos: mediciones en las que el sistema bajo estudio se en-
cuentra en un estado termodinámico definido y estable, donde el valor
medido es, o está relacionado, con una de las variables de estado.

Métodos dinámicos: mediciones en las que el instrumento de medición es
empleado en un régimen dinámico; el sistema bajo estudio se encuentra
en un estado de no equilibrio debido a la variación temporal o a per-
turbaciones generadas en una de sus variables de estado. La medición
puede ser relacionada a la variable perturbada o a una consecuencia de
la perturbación.

Métodos indirectos: mediciones en las que el mensurando es calculado
usando mediciones de otra magnitud mediante una correlación conocida.

Métodos directos: mediciones en las que el mensurando se obtiene inter-
actuando con el instrumento de medición y el valor de la medición es
obtenido directamente del instrumento.
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Como complemento de las clasificaciones anteriores, se distinguen los méto-
dos sintéticos o anaĺıticos. Se llama método sintético a aquel en que la com-
posición del material bajo estudio está definido de antemano por medio de
un análisis composicional que puede ser anaĺıtico o gravimétrico. Los métodos
anaĺıticos se refieren a métodos en los que la determinación de la composi-
ción del sistema es parte del procedimiento de medición. Lo que interesa en
este trabajo de tesis es la metodoloǵıa para hacer las mediciones del peŕıodo
de vibración una vez que el fluido o la mezcla está dentro del instrumento
de medición y cuando las condiciones de estado son estables. En ese sentido,
se puede clasificar el método de densimetŕıa en tubo vibrante como método
estático, sintético, indirecto.

En la figura 4.2 se muestra uno de los sistemas de medición (nombrado como
sistema de medición z6) y consta de los siguientes instrumentos de medición:

Un denśımetro de tubo vibrante modelo DMA-512P que está conectado
a un contador universal (marca Agilent, modelo 53210-A) para medir el
peŕıodo de vibración con una sensibilidad de 1 × 10−7 mili segundos en
un régimen estable.

Un sensor de temperatura, el cual es una resistencia de platino de 100Ω/0◦C
que se inserta en un pozo termométrico colocado entre las dos ramas
del tubo en U del DTV. Esta resistencia se encuentra conectada a un
termómetro digital (puente) F200, de la marca ASL, para la medición de
la temperatura.

Un transductor de presión Druck PMP4000. Se usan transductores con
escalas de 200 psi y 10,000 psi alimentados en tensión por una fuente de
poder estable HP E3610A a 12 V y la lectura se obtiene de un mult́ımetro
de 6 digitos HP34401A.

Además de los instrumentos de medición, el sistema de medición z6 consta
de un baño térmico para regular la temperatura del denśımetro, una bomba
manual para ejercer presión en el sistema, una bomba de vaćıo para limpiar y
medir las condiciones a vaćıo en el sistema, una celda de carga que contiene el
fluido que se introducirá en el sistema, una computadora para la adquisición
de datos y un juego de válvulas.

Utilizando la figura 4.2 se describe la forma de operar del sistema de medi-
ción z6 a continuación: para ejercer presión en el sistema, se utiliza la bomba
manual que utiliza un fluido de presurización (agua para el sistema de medición
z6); al reducir o aumentar el volumen de la bomba manual mediante el actua-
dor manual de dicha bomba, se tiene una disminución o aumento de presión que
se transmite a través de la tubeŕıa que conecta la bomba manual a la celda de
carga. La celda de carga a su vez transmite esta presión al sistema de medición.
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Figura 4.2: Diagrama del sistema de medición z6.

Para llenar la bomba manual con el fluido de presurización se cierra la
válvula V2 y se abre la válvula V1 de la figura 4.2. Una vez que está llena la
bomba manual de fluido de presurización, cerrando la válvula V1 y abriendo
la válvula V2 se puede ejercer presión sobre un pistón que se encuentra dentro
de la celda de carga y, éste a su vez, ejerce la presión en el sistema de medición.

Mediante la válvula V3 de la figura 4.2 se carga el fluido al sistema de
medición z6. La válvula V5 siempre tiene que estar abierta durante las medi-
ciones hechas a fluidos, ya que esta válvula permite el paso al transductor de
presión. La válvula V4 sirve para limpieza o para hacer vaćıo en el sistema con
la bomba de vaćıo. Una vez que el fluido es cargado en el sistema de medición
z6, la temperatura se controla mediante un baño térmico y la presión mediante
la bomba manual.

Los instrumentos de medición del sistema z6 están conectados a una compu-
tadora, la cual tiene una interfaz para realizar la adquisición de datos. Esta
adquisición de datos (programada en lenguaje Python 2.7) se diseño para tra-
bajar en conjunto con otro programa de depuración de datos y tratamiento
estad́ıstico de datos (sección 4.4). La adquisición de datos es vital ya que las
variables presión (P ), temperatura (T ) y peŕıodo de vibración (τ) vaŕıan con-
forme el tiempo. Al ser un método estático, se busca siempre estabilizar las
variables de estado, por lo que es importante poder observar continuamente
su comportamiento en el tiempo. A partir de estas observaciones, se forman
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Figura 4.3: Ejemplo de adquisición de datos del sistema de medición z6. Presión
contra peŕıodo de vibración y temperatura contra dato.

conjuntos de datos que mantengan las variables lo más estables posible en las
mediciones como se muestra en la figura 4.3. Esta estabilidad se logra mediante
los baños térmicos para la temperatura y utilizando la bomba manual y las
válvulas para controlar la presión.

El otro sistema de medición, identificado como a51, se muestra en la figura
4.4 y consta de los siguientes instrumentos de medición:

Dos denśımetros de tubo vibrante modelo DMA-HPM. El DTV-DMA-
HPM-1 está conectado a un sistema de lectura mPDS modelo 5 y el DTV-
DMA-HPM-2 está conectado a un sistema de lectura mPDS modelo 4.

Un transductor de presión Stellar GT1650 con escala de 22 kpsi que se
conecta a una unidad de procesamiento para la alimentación en corriente
y para la medición de la presión mediante un amperaje que va de los 4
a 20 mA.

Los dos denśımetros DMA-HPM cuentan con una sonda de temperatura
interna que procesa la temperatura en la unidad de evaluación mPDS; sin em-
bargo, también se puede introducir una sonda o resistencia externa para medir
la temperatura. Al igual que en el caso de los DTV DMA512 P, esa sonda
externa se coloca en un pozo termométrico entre las dos ramas del tubo en
U. Las sondas internas de los denśımetros DMA-HPM fueron calibradas con
resistencias de platino externas como se mostrará en la sección 4.5.

Además de los instrumentos de medición, el sistema de medición a51 consta
de dos baños térmicos para regular la temperatura de cada DTV DMA-HPM,
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Figura 4.4: Diagrama del sistema de medición a51.

una bomba automática para presurizar en el sistema, una bomba de vaćıo pa-
ra limpiar y determinar el peŕıodo de vibración a las condiciones a vaćıo del
sistema, una celda de carga que contiene el fluido que se introducirá en el sis-
tema, una computadora para la adquisición de datos y un juego de válvulas.
En la configuración actual se usan los dos denśımetros en paralelo, cada uno
regulado a una temperatura propia.

Utilizando la figura 4.4 se describe la forma de operar del sistema de me-
dición a51 a continuación: para ejercer presión en el sistema se utiliza una
bomba de desplazamiento (Schlumberger DBR 500 cc, 20 ksi, automática) que
es llenada con un fluido de presurización (aceite mineral llamado conosol, para
el sistema de medición a51). La forma en que funciona la bomba de despla-
zamiento es análogo a la bomba manual del sistema de medición z6; pero en
este caso, la el aumento y reducción del volumen de dentro de la bomba de
desplazamiento se controla automáticamente mediante una computador.

Una vez que la bomba de desplazamiento está llena de fluido de presuri-
zación, ésta ejerce presión, controlada mediante un software, sobre un pistón
que se encuentra dentro de la celda de carga y éste a su vez ejerce una presión
en el sistema de medición a51.

Mediante la válvula V1 de la figura 4.4 se puede cargar el fluido al siste-
ma de medición a51. La presión se puede ir aumentando o disminuyendo con
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el software que controla a la bomba automática. El fluido debe llenar ambos
denśımetros hasta llegar a la válvula V4 (utilizada para desfogar y limpiar) y
el transductor de presión; por lo tanto, las válvulas V3 y V6 tienen que estar
abiertas, mientras que las válvulas V5 y V2 deben estar cerradas. La válvula
V7 y V5 sirven para limpieza y desfogue del sistema. La válvula V2 sirve pa-
ra hacer vaćıo en el sistema con la bomba de vaćıo. La temperatura de cada
denśımetro se controla con sus respectivos baños térmicos.

Figura 4.5: Ejemplo de adquisición de datos del sistema de medición a51.
Presiones contra peŕıodo de vibración y temperatura contra dato en cada DTV.

Al igual que el sistema de medición z6, los instrumentos de medición del
sistema a51 están conectados a una computadora que tiene una interfaz de
adquisición de datos que está diseñada con el mismo objetivo de trabajar en
conjunto con otro programa de depuración de datos y tratamiento estad́ıstico
de datos. Como se explicó antes, el sistema de medición a51 también es un
método estático, sintético e indirecto y sus variables son controladas mediante
la bomba automática y los baños térmicos. Si se desea un control más preciso
en presión (la bomba automática permite una regulación de la presión en el
intervalo de ±0.035 bar, aproximadamente) se pueden usar las válvulas. En
la figura 4.5 se muestra un ejemplo de la adquisición de datos del sistema de
medición a51.

Ambos sistemas de medición, z6 y a51, son métodos indirectos ya que se
determina el peŕıodo de vibración para poder calcular la densidad del fluido
mediante un modelo de calibración. Antes de proceder a tratar las mediciones,
calibrar el modelo matemático, calcular densidades y hacer pruebas de hipóte-
sis con estos sistemas de medición, es necesario establecer un método para
estimar la incertidumbre en las magnitudes de salida en modelos matemáticos
que son ajustados en regresiones por mı́nimos cuadrados. Con base en ésto, se
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diseñó un algoritmo de tratamiento estad́ıstico de datos acoplado a un algorit-
mo de depuración de datos, descrito en la sección 4.4; y a un algoritmo para
cálculo de densidades y estimación de incertidumbres, descrito en la sección
4.6.

4.3. Propuesta para la estimación de la in-

certidumbre en la regresión por mı́nimos

cuadrados

Para este trabajo de tesis es importante realizar una buena estimación de
la incertidumbre, ya que de ésto dependen las pruebas de hipótesis. En la
sección 2.5 se comentó sobre la necesidad de un método para estimar la incer-
tidumbre de la magnitud de salida calculada de un modelo matemático, donde
sus parámetros provienen de una regresión por mı́nimos cuadrados debido a
que actualmente no se cuenta con algún método riguroso. En consecuencia, el
objetivo de esta sección es proponer un método para poder estimar la incerti-
dumbre de la magnitud de salida.

μ−2σ μ+σ μ+2σμμ−σ

Figura 4.6: Gráfica de la función de densidad de probabilidad de una distribu-
ción normal con µ = 0 y σ = 1.

Una magnitud de salida, antes de ser calculada en un modelo matemático,
es evaluada de forma experimental mediante observaciones para ser utilizada
en la regresión por mı́nimos cuadrados. A un conjunto de observaciones de la
magnitud de salida {yj} se le asocia una distribución; por lo general normal,
una estimación de la media γ y una estimación de la desviación estándar1 sy.

1La distribución asignada, la media y su desviación estándar también pueden ser obteni-
das sólo a partir de las caracteŕısticas del equipo experimental o de modelos de referencia,
es decir, evaluaciones de tipo B.
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regresión por ḿınimos cuadrados

La estimación de la media γ es un valor estimado de la media poblacional µy.
La media poblacional µy, es más una idea abstracta que un valor que se pueda
medir, ya que para la mayoŕıa de las mediciones experimentales es imposible
de alcanzar. Para conocer la población se necesitan infinitas mediciones del
conjunto de datos {yj}; por lo tanto, µy es el valor real y único de la población
de las observaciones del conjunto {yj} y se diferencia de Y porque µy śı tiene
una varianza σ2

y (sy es una estimación de σy).

La densidad de la probabilidad (para una distribución normal) alrededor
de una media poblacional µ es la que se muestra en la figura 4.6. En la figura
4.6 se puede observar que µ es representado como un punto, a partir del cual
se distribuye la densidad de probabilidad a diferentes valores de σ. Entonces
para una correlación, en la que hay una dependencia de la magnitud de salida
con las magnitudes de entrada, la densidad de probabilidad de la magnitud
de salida se distribuye alrededor de la media poblacional de la correlación µr
(la cual ya no es un punto, sino una curva) a diferentes valores de σy y de las
magnitudes de entrada, como se muestra en la figura 4.7. La media poblacio-
nal de la correlación entre las magnitudes de entrada y salida también puede
contener densidades de probabilidad para sus distintas magnitudes de entrada
para diferentes valores de las magnitudes de entrada y σxi (donde el sub́ındice
xi representa que es la desviación estándar poblacional de la magnitud de en-
trada i-ésima), pero por el momento se consideran a las magnitudes de entrada
sin error, es decir, Xi. Posteriormente se tomarán en cuenta a las estimaciones
xi junto con su estimación de la varianza s2xi.

Para conocer a µr en un intervalo de las magnitudes de entrada se necesita
conocer la población en dicho intervalo. Además, sin importar si las observa-
ciones cumplen con homocedasticidad o heterocedasticidad en la magnitud de
salida, la curva µr pasa por todas las medias poblacionales µz de la magnitud
de salida correspondientes a un valor fijo de la magnitud de entrada Xiz (el
sub́ındice z se usa para indicar el valor fijo como se muestra en la abscisa de
la figura 4.7).

En la gráfica de la figura 4.7 se puede observar que sólo está representada
una sola magnitud de entrada Xi, esto no quiere decir que las demás magnitu-
des de entrada sean despreciadas, es sólo por motivos de poner una ilustración
más fácil de entender. La figura 4.7 se puede representar también en superficies
o en las dimensiones necesarias para describir la densidad de población de la
magnitud de salida sobre la curva µr en todas las magnitudes de entrada.

Cuando se hace una regresión por mı́nimos cuadrados sobre observaciones
experimentales utilizando un modelo matemático que busca representar a la
correlación que existe entre la magnitud de salida y las de entrada, se obtiene
el mejor estimado y (ĺınea discontinua de la figura 4.7) que intenta aproximar-
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μr

X i1 X i2 X i3 X i5X i4 X i6

y

Figura 4.7: Gráfica de la función de densidad de probabilidad para un modelo
matemático con homocedasticidad en la magnitud de salida.

se a µr (ĺınea continua de la figura 4.7). Por lo tanto, y es una estimación de
µr y debe tener una varianza asociada al cálculo de la magnitud de salida.
Posteriormente, en esta sección, se intentará demostrar matemáticamente que
S2
yx es la varianza de la magnitud de salida debido a la diferencia que existe

entre la estimación y y µr. Por lo tanto, el sub́ındice yx en Syx se utiliza, en
esta tesis, para indicar que es la varianza de la magnitud de salida calculada
de un modelo matemático que correlaciona a la magnitud de salida con las
magnitudes de entrada, ajustado por una regresión de mı́nimos cuadrados.

En este trabajo, se considera que en una estimación de µr, procedente de
una regresión por mı́nimos cuadrados, hay tres contribuciones a la estimación
de la incertidumbre para el cálculo de la magnitud de salida a partir de y:

1) Dispersión de las observaciones: el error que hay entre el modelo matemáti-
co ajustado y y las observaciones, ya sea debido a errores aleatorios, errores
sistemáticos, error debido a un modelo matemático inadecuado para repre-
sentar a µr o una combinación de estos.

2) Incertidumbre en los parámetros estimados: esta incertidumbre dependerá
del método de regresión como se vio en las secciones 2.4 y 2.5.

3) Incertidumbre en las magnitudes de entrada: las magnitudes de entrada
propagan su error al cálculo de la magnitud de salida a partir de un modelo
matemático con los parámetros ya estimados, como se vio en la sección 2.3
(el error de las magnitudes de entrada considerado al momento de hacer la
regresión está contenido en el punto anterior).
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Al momento de hacer la estimación de incertidumbre sobre un cálculo de la
magnitud de salida, el punto 2 puede ser incluido en el punto 3, convirtiendo los
parámetros en magnitudes de entrada y utilizando sus varianzas y covarianzas
para la estimación de incertidumbre mediante la ecuación 2.43. La cuestión es,
¿se debe incluir la dispersión de las observaciones (punto 1) en la estimación
de la incertidumbre de la magnitud de salida?. Antes de intentar contestar esta
pregunta, es necesario saber que es lo que calcula S2

yx. Retomando la ecuación
para S2

yx de las secciones 2.4 y 2.5 se tiene:

S2
yx =

1

n−m

n∑
j=1

(
yj − yj

)2
(4.1)

La variable y indicada sobre el eje vertical en la figura 4.7 se refiere a la
magnitud de salida Y proveniente de observaciones, del mismo modo como se
indicó en la ecuación 2.32 para las magnitudes de entrada Xi.

Como ya se mencionó en esta sección, las magnitudes de entrada no tendrán
error; es decir, se usará Xi y además, en cada valor de Xiz, habrá un conjunto
de valores yjz para representar las densidades de probabilidad, de tal forma,
que se pueda calcular la estimación de la varianza poblacional de la magnitud
de salida s2yz y la estimación de la media poblacional de la magnitud de salida
γz en dicho valor de Xiz. Entonces, la ecuación 4.1 puede ser descompuesta
para cada valor de Xiz como se muestra en la ecuación 4.2.

S2
yx =

1

(n−m)

ny1∑
j=1

(yj1 − y1)
2 +

1

(n−m)

ny2∑
j=1

(yj2 − y2)
2+

1

(n−m)

ny3∑
j=1

(yj3 − y3)
2 + ...+

1

(n−m)

nyo∑
j=1

(yjo − yo)
2

(4.2)

donde el sub́ındice o se refiere a la cantidad total de valores Xiz, nyz se re-
fiere al número de observaciones de la magnitud de salida que hay en Xiz,
yjz es la observación j-ésima de la magnitud de salida en un valor Xiz y n es
ny1 + ny2 + ny3 + ...+ nyo.

La ecuación 4.2 puede ser expresada en las q magnitudes de entrada. Por
cada magnitud de entrada que se añada en la ecuación 4.2, se debe aumentar un
sub́ındice más; es decir, z1z2...zq, donde el sub́ındice zi representa el valor fijo z
en la magnitud de entrada Xi. Sin embargo, para la demostración matemática
que se hará, sólo se usará una magnitud de entrada con el fin de hacer fácil
la compresión y además los resultados de dicha demostración son válidos para
cuando se tienen q magnitudes de entrada. Por lo tanto, la ecuación 4.2 se
puede reescribir de la siguiente manera:
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Caṕıtulo 4. DESARROLLO Y RESULTADOS

S2
yx =

(ny1 − 1)

(ny1 − 1)(n−m)

ny1∑
j=1

(yj1 − y1)
2 +

(ny2 − 1)

(ny2 − 1)(n−m)

ny2∑
j=1

(yj2 − y2)
2+

(ny3 − 1)

(ny3 − 1)(n−m)

ny3∑
j=1

(yj3 − y3)
2 + ...+

(nyo − 1)

(nyo − 1)(n−m)

nyo∑
j=1

(yjo − yo)
2

(4.3)

Sustituyendo las estimaciones de las varianzas poblacionales con la ecua-
ción 2.33 en cada valor Xiz, la ecuación 4.3 se expresa como se muestra a
continuación.

S2
yx =

(ny1 − 1)s21
(n−m)

+
(ny2 − 1)s22

(n−m)
+

(ny3 − 1)s23
(n−m)

+ ...+
(nyo − 1)s2o

(n−m)

(4.4)

Para tratar de entender que es s2z de la ecuación 4.4 se puede usar la figura
4.8, de donde se obtiene la expresión yjz−yz = (yjz−γz)+(γz−yz). Entonces
s2z puede expresarse como se muestra en la ecuación 4.5.

X iz

y

y z

γz

y1 z
y2 z

y3 z
y 4 z

y5 z
y6 z

Figura 4.8: Dispersión de las observaciones yjz en un valor Xiz.

s2z =
1

(nyz − 1)

nyz∑
j=1

(yjz − yz)
2

=
1

(nyz − 1)

nyz∑
j=1

[(yjz − γz) + (γz − yz)]
2

(4.5)
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Expandiendo la ecuación 4.5 se obtiene a la ecuación 4.6.

s2z =
1

(nyz − 1)

nyz∑
j=1

(yjz − γz)2 +
1

(nyz − 1)

nyz∑
j=1

(γz − yz)2+

1

(nyz − 1)

nyz∑
j=1

2(yjz − γz)(γz − yz)
(4.6)

La ecuación 4.6 muestra que s2z calcula la varianza de dos diferentes tipos
de errores y una covarianza entre estos. La primer varianza calcula el error
que hay entre las observaciones yjz y la estimación de la media poblacional de
estas observaciones γz; es decir, s2yz y se expresa como la ecuación 4.7.

s2yz =
1

(nyz − 1)

nyz∑
j=1

(yjz − γz)2 (4.7)

La otra varianza, definida en este trabajo como e2z, calcula el error que
hay entre la estimación de la media poblacional de la magnitud de salida γz
y la estimación yz, es decir, el error que existe entre el modelo matemático
ajustado con la regresión por mı́nimos cuadrados y la estimación de la media
poblacional µz de la magnitud de salida. La varianza e2z se expresa como la
ecuación 4.8.

e2z =
1

(nyz − 1)

nyz∑
j=1

(γz − yz)2 =
nyz

nyz − 1
(γz − yz)2 (4.8)

El último término de la ecuación 4.6, es la covarianza entre los errores
correspondientes de las varianzas s2yz y e2z y se expresa como la ecuación 4.9.

cov(sy, e)z =
(γz − yz)
(nyz − 1)

nyz∑
j=1

(yjz − γz) (4.9)

Sustituyendo las ecuaciones 4.6 - 4.9 en la ecuación 4.4 se obtiene la ecua-
ción 4.10.

S2
yx =

(ny1 − 1)[s2y1 + e21 + 2cov(sy, e)1]

(n−m)
+

(ny2 − 1)[s2y2 + e22 + 2cov(sy, e)2]

(n−m)
+

(ny3 − 1)[s2y3 + e23 + 2cov(sy, e)3]

(n−m)
+ ...+

(nyo − 1)[s2yo + e2o + 2cov(sy, e)o]

(n−m)
(4.10)
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El término (n−m) se puede desarrollar de la siguiente manera:

n−m = (ny1 − 1) + (ny2 − 1) + (ny3 − 1) + ...+ (nyo − 1) + (o−m) (4.11)

Sustituyendo la ecuación 4.11 en la ecuación 4.10 se tiene:

S2
yx =

(ny1 − 1)d21 + (ny2 − 1)d22 + (ny3 − 1)d23 + ...+ (nyo − 1)d2o
(ny1 − 1) + (ny2 − 1) + (ny3 − 1) + ...+ (nyo − 1) + (o−m)

(4.12)

donde d2z = s2yz + e2z + 2cov(sy, e)z.

La ecuación 4.12 se puede expandir como se muestra en la ecuación 4.13.

S2
yx =

(ny1 − 1)s2y1 + (ny2 − 1)s2y2 + (ny3 − 1)s2y3 + ...+ (nyo − 1)s2yo
(ny1 − 1) + (ny2 − 1) + (ny3 − 1) + ...+ (nyo − 1) + (o−m)

+

(ny1 − 1)e21 + (ny2 − 1)e22 + (ny3 − 1)e23 + ...+ (nyo − 1)e2o
(ny1 − 1) + (ny2 − 1) + (ny3 − 1) + ...+ (nyo − 1) + (o−m)

+

2
(ny1 − 1)cov(sy, e)1 + (ny2 − 1)cov(sy, e)2 + ...+ (nyo − 1)cov(sy, e)o

(ny1 − 1) + (ny2 − 1) + (ny3 − 1) + ...+ (nyo − 1) + (o−m)
(4.13)

Definiendo los términos Ssy, Se y Ssye dentro de la ecuación 4.13 se llega a
la ecución 4.14.

S2
yx = S2

sy + S2
e + 2S2

sye (4.14)

donde

S2
sy =

(ny1 − 1)s2y1 + (ny2 − 1)s2y2 + (ny3 − 1)s2y3 + ...+ (nyo − 1)s2yo
(ny1 − 1) + (ny2 − 1) + (ny3 − 1) + ...+ (nyo − 1) + (o−m)

S2
e =

(ny1 − 1)e21 + (ny2 − 1)e22 + (ny3 − 1)e23 + ...+ (nyo − 1)e2o
(ny1 − 1) + (ny2 − 1) + (ny3 − 1) + ...+ (nyo − 1) + (o−m)

S2
sye =

(ny1 − 1)cov(sy, e)1 + (ny2 − 1)cov(sy, e)2 + ...+ (nyo − 1)cov(sy, e)o
(ny1 − 1) + (ny2 − 1) + (ny3 − 1) + ...+ (nyo − 1) + (o−m)
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4.3. Propuesta para la estimación de la incertidumbre en la
regresión por ḿınimos cuadrados

Si se analiza cada término de la ecuación 4.14 sin el término (o −m) del
denominador se observa que los términos S2

sy, S
2
e y S2

sye seŕıan el promedio
ponderado de las varianzas s2yz, e

2
z, y la covarianza cov(sy, e)z, respectivamente,

donde las varianzas o las covarianzas mejor estimadas (con mayor número de
observaciones) tienen más importancia. Por lo tanto, S2

sy es el mejor estimado
de la varianza s2yz que toma en cuenta los grados de libertad (o − m), S2

e es
el mejor estimado de la varianza e2z que toma en cuenta los grados de libertad
(o −m) y S2

sye es el mejor estimado de la covarianza cov(sy, e)z que toma en
cuenta los grados de libertad (o−m). Entonces, Syx, es la propagación de error
de las mejores estimaciones de la varianzas s2yz, s

2
yz y la covarianza cov(sy, e)z

que toman en cuenta los grados de libertad (o−m). Dicha propagación de error
de las contribuciones S2

sy, S
2
e y S2

sye calcula la incertidumbre en la magnitud
de salida debido al error entre yz y la estimación γz tomando en cuenta su
varianza sy. Retomando la ecuación 2.43 se tiene:

u(y) =
√

(CT )(MC) (4.15)

La ecuación 4.15 aplicada en una regresión por mı́nimos cuadrados, se
refiere a la incertidumbre del cálculo de la magnitud de salida en un modelo
matemático ajustado por mı́nimos cuadrados y que se debe a la propagación
del error en las magnitudes de entrada y el error de los parámetros ajustados.
Pero una cosa es la incertidumbre que tenga el cálculo de la magnitud de
salida de un modelo matemático ajustado y otra es la incertidumbre de que
este cálculo de la magnitud de salida esté cerca del valor verdadero de la
magnitud de salida; es decir, la incertidumbre que es calculada por Syx como
se comprobó en la ecuación 4.14. Con base a lo expuesto se propone la ecuación
4.16 para estimar la incertidumbre total de la magnitud de salida en un modelo
matemático ajustado por mı́nimos cuadrados.

Regresión por
mínimos cuadrados 

Homocedasticidad Heterocedasticidad 

Error aleatorio
 y error del 

modelo matemático
Error aleatorio

Error aleatorio,
error sistemático

y error del modelo
matemático

Error aleatorio
Error aleatorio

y error 
sistemático 

Figura 4.9: Esquema para las pruebas sobre Syx a partir de datos aleatorios
generados con distribución normal.
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u(y) =

√
(CT )(MC) + (Syx)

2 =
√

(CT )(MC) + S2
sy + S2

e + 2S2
sye (4.16)

donde Syx se toma como una contribución a la incertidumbre de la magnitud
de salida y el término (CT )(MC) ya incluye las varianzas, covarianzas y los
coeficientes de sensibilidad de los parámetros ajustados, considerados como
magnitudes de entrada.

Para probar la veracidad de las ecuaciones 4.14 y 4.16, y estudiar más a
fondo la ecuación 4.14 se generaron datos aleatorios con distribución normal
sobre un modelo matemático que pretende ser µr, y estos datos se ajustaron
a otro modelo matemático para estimar y mediante la regresión por mı́nimos
cuadrados simples. Sólo es aplicable la regresión por mı́nimos cuadrados sim-
ples en estas pruebas porque ningún punto yjz tiene error, sino que el error se
intenta reproducir con los datos de yjz en cada valor de Xiz. En la figura 4.9
se muestran las pruebas que se harán sobre los datos generados aleatoriamente.

μr

X i1 X i2 X i3 X i5X i4 X i6

y

Figura 4.10: Gráfica de la función de densidad de probabilidad para un modelo
matemático con heterocedasticidad en la magnitud de salida.

En las gráficas de las figuras 4.11 y 4.12 se muestran las pruebas hechas
para la homocedasticidad según el esquema de la figura 4.9, mientras que en
las gráficas de las figuras 4.13, 4.14 y 4.15 se muestran las pruebas para la
heterocedasticidad (en la gráfica de la figura 4.10 se muestra cómo son las dis-
tribuciones de los datos generados aleatoriamente con heterocedasticidad en la
magnitud de salida).
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4.3. Propuesta para la estimación de la incertidumbre en la
regresión por ḿınimos cuadrados

En la tabla 4.1 se muestran los resultados de las pruebas en la estimación
de los parámetros de y a partir del modelo matemático µr que generó los datos
aleatorios2, aśı como también se muestran las desviaciones estándar sci y la
covarianza de dichos parámetros; las desviaciones estándar y la covarianza de
los parámetros fueron obtenidos mediante la ecuación 2.54.

Para las pruebas se usaron tres modelos matemáticos diferentes para re-
presentar a µr (recta, función parabólica, función cúbica y f(x) = x+ a+ bx

c

haciendo variar a, b y c) y tres modelos matemáticos para ajustar por mı́ni-
mos cuadrados (recta, función parabólica y función cúbica). Las desviaciones
estándar variaban desde 0.005 hasta 10 para generar los datos aleatorios para
las pruebas de homocedasticidad.

En las pruebas de heterocedasticidad, la desviación estándar base era desde
0.005 hasta 10 y luego mediante otro algoritmo esta desviación estándar era au-
mentada desde un 75 % a un 100 % (porcentaje obtenido aleatoriamente de una
distribución rectangular) con una probabilidad de evento de 1/3. Además, en
las pruebas de heterocedasticidad, para representar el error sistemático el valor
de la media µr era trasladado desde un 75 % a un 100 % (porcentaje obtenido
aleatoriamente de una distribución rectangular) del valor de µr y su desviación
estándar aumentada desde un 75 % a un 100 % (porcentaje obtenido aleatoria-
mente de una distribución rectangular) con una probabilidad de evento de 1/6.

Los resultados fueron constantes para cada tipo de prueba; por lo tanto,
sólo se presenta un resultado para cada tipo de prueba con el fin de ilustrar,
pero se debe tener en cuenta que las conclusiones obtenidas y las discusiones
que se hagan para cada tipo de prueba, hablan por la totalidad de las prue-
bas realizadas y no sólo por los ejemplos mostrados en este trabajo de tesis.
También se hace la observación de que el promedio de los datos generados
aleatoriamente en un valor de Xiz a partir de las funciones µr, mostradas en la
tabla 4.1, dan como resultado un valor cercano a la ĺınea µr, a ésto se refiere
con que las pruebas intentan representar a la ĺınea µr.

Las pruebas de homocedasticidad son las únicas pruebas en las que se pue-
de conocer a µr, en cierto modo, porque µr será una traslación de la función
propuesta de µr, debido a que la distribución de los datos generados aleatoria-
mente es la misma en cada valor de Xiz, y entonces el promedio γz, tiene una
traslación constante en todo el intervalo de Xiz de la función propuesta para
µr. En las pruebas con homocedasticidad que contienen sólo error aleatorio
se observó que siempre se cumpĺıa la desigualdad S2

yx < s2yz (Syx ĺınea verde
continua y syz puntos rojos de las gráficas b y d de la figura 4.11). Esta de-
sigualdad es un buen punto de partida para probar la veracidad de la ecuación

2Se vuelve a hacer la aclaración de que no se puede representar en su totalidad a µr junto
con sus varianzas... Se necesitaŕıan de infinitos puntos de Xiz.
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Caṕıtulo 4. DESARROLLO Y RESULTADOS

Figura 4.11: Gráficas de la regresión por mı́nimos cuadrados simples cuando
sólo hay error aleatorio y con datos aleatorios de distribución normal, con
homocedasticidad.

4.14.

Para el caso en que y represente exactamente a µr y, además, las observa-
ciones cumplen con homocedasticidad en la magnitud de salida; es decir, que
las varianzas cumplen con la igualdad s2y1 = s2y2 = s2y3 = ... = s2yo = s2y, los
términos S2

e y Ssye de la ecuación 4.14 son cero, ya que no existe error entre y
y µr y la ecuación 4.14 puede ser escrita como la ecuación 4.17.

S2
yx =

(ny1 − 1)s2y1 + (ny2 − 1)s2y2 + (ny3 − 1)s2y3 + ...+ (nyo − 1)s2yo
(ny1 − 1) + (ny2 − 1) + (ny3 − 1) + ...+ (nyo − 1) + (o−m)

= s2y

[
(ny1 − 1) + (ny2 − 1) + (ny3 − 1) + ...+ (nyo − 1)

(ny1 − 1) + (ny2 − 1) + (ny3 − 1) + ...+ (nyo − 1) + (o−m)

]
(4.17)

Ya que el término (o − m) es siempre positivo, se puede demostrar que
S2
yx < s2y y es consistente con los resultados de las pruebas de homocedastici-

dad que tienen sólo error aleatorio. Cuando se empieza a aumentar la cantidad
de puntos Xiz en esta prueba3 con el objetivo de poder observar si S2

yx dismi-
nuye aún más, se observó que el valor de Syx permanece casi constante (ĺınea
verde) que el que se muestra en la gráfica b) y d) de la figura 4.11. En las
diferentes pruebas, utilizando los diferentes modelos, las diferentes varianzas y

3Se realizó hasta la cantidad de millones de valores de Xiz y por estética visual no se
muestran estas pruebas en la tesis.
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regresión por ḿınimos cuadrados

Figura 4.12: Gráficas de la regresión por mı́nimos cuadrados simples cuando
hay error aleatorio y error sistemático debido al modelo matemático de y, con
datos aleatorios de distribución normal, con homocedasticidad.

diferentes cantidades de puntos Xiz se pudo observar que la diferencia que hay
entre los valores de S2

yx y s2y de la ecuación 4.17 es debido al término (o−m),
particularmente debido a la cantidad m de parámetros y no por la cantidad
o de puntos Xiz ya que conforme aumenta (o − m) debido al aumento de o,
el resto de los términos de la ecuación 4.17 también lo hace en la misma pro-
porción. Entonces, con base a lo expuesto en este párrafo, Syx, para este caso,
siempre va a ser menor que s2y debido al aumento de grados de libertad por
los parámetros ajustados lo que valida a la ecuación 4.14 y la ecuación 4.16
(ĺınea negra de las gráficas b y d de la figura 4.11) es una buena estimación de
la incertidumbre de la magnitud de salida.

En cuanto a los resultados de las pruebas de homocedasticidad con error
aleatorio y error sistemático debido a que el modelo matemático de y no des-
cribe correctamente al modelo matemático de µr; mostrados en la figura 4.12,
se puede observar que el valor de Syx aumenta conforme el error entre y y
µr (esto se ve reflejado en Syx porque γz es la estimación de µr en un punto
Xiz) aumenta; sin embargo, Syx es un valor constante y debido a esto, se tie-
ne el problema de subestimar la incertidumbre en intervalos donde el error es
mayor y sobreestimar la incertidumbre en intervalos donde el error es menor.
Además, la propagación de error de Syx con la incertidumbre de los paráme-
tros ajustados tampoco arregla este problema, ya que la funcionalidad de la
incertidumbre de los parámetros (cruz negra figura 4.12) depende de los coefi-
cientes de sensibilidad y no del error entre y y µr, en un intervalo de Xiz. Con
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Homocedasticidad

y = mXiz + b
m± scm b± scb cov(m, b)

Error aleatorio (figura 4.11)
µr = 0.5Xiz + 1, sz = 0.052

0.5±0.0037
0.9959±
0.0022

−6.9678×
10−6

Error aleatorio y error del
modelo matemático (figura
4.12) µr = Xiz + 1 + 10X

5
iz ,

si = 0.0548

5.7692±
0.1145

0.6512±
0.0669

−0.00655

Heterocedasticidad

y = mXiz + b
m± scm b± scb cov(m, b)

Error aleatorio (figura 4.13)
µr = Xiz + 1

1.0035±
0.0046

0.9968±
0.0027

−1.0802×
10−5

Error aleatorio y error
sistemático (figura 4.14)

µr = Xiz + 1

0.9677±
0.0061

1.0004±
0.0036

−1.8888×
10−5

Error aleatorio, error
sistemático y error del modelo

matemático (figura 4.15)
µr = Xiz + 1 + 10X

5
iz

6.1142±
0.1254

0.4703±
0.0733

−0.00786

Tabla 4.1: Resultados de las estimaciones de los parámetros de y de las pruebas
del esquema de la figura 4.9.

los resultados de esta prueba y junto con los de la prueba anterior, se concluye
que Syx, además de tener en cuenta al error (yjz−γz) (resultados de la prueba
anterior), también considera al error (γz−yz). Por lo tanto, esta prueba es otro
indicador de la veracidad de la ecuación 4.14, pero se debe tener cuidado al
usar la ecuación 4.16 cuando el modelo matemático para hacer la regresión por
mı́nimos cuadrados no sea el adecuado para representar los datos observados
experimentalmente por el problema de la sobreestimación y subestimación de
la incertidumbre antes mencionado.

En las pruebas con heterocedasticidad con error aleatorio, como se puede
observar en la figura 4.13, Syx y su combinación con la incertidumbre de los
parámetros (ĺınea verde y cruces negras en la figura 4.13 b, c y d) son un buen
estimador del promedio ponderado de las varianzas s2z, ya que no hay demasia-
do error entre γz y µr; por lo tanto, se tiene que S2

yx ≈ S2
sy. Se puede observar

en la tabla 4.1 que la heterocedasticidad de las varianzas s2yz casi no afecta a
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regresión por ḿınimos cuadrados

Figura 4.13: Gráficas de la regresión por mı́nimos cuadrados simples cuando
el modelo matemático representa adecuadamente el modelo f́ısico y con datos
aleatorios de distribución normal, con heterocedasticidad y sin error sistemáti-
co.

la desviación estándar de los parámetros ni su covarianza. También se observó
que el aumento en las varianzas s2yz casi no afecta a la desviación estándar de
los parámetros ni su covarianza (esta afirmación se refiere a la totalidad de
la pruebas realizadas en las que se aumentaba la desviación estándar de base
para generar los datos aleatorios).

Los resultados para la heterocedasticidad con error sistemático (figura 4.14)
y para heterocedasticidad cuando el modelo matemático de y no representa
bien al modelo matemático de µr (figura 4.15) son parecidos en cuanto a que
la mala representación del modelo matemático a ajustar es también un error
sistemático, pero no es un error sistemático que pueda ser eliminado mediante
una depuración de datos o que pueda ser reducido mediante las buenas prac-
ticas de medición; es un error sistemático que sólo será eliminado mediante el
buen modelo matemático.

De las figuras 4.14 y 4.15 se muestra que S2
yx toma en cuenta el error sis-

temático debido al error γz−yz y, además, a todo el error sistemático diferente
al error γz − yz que puede ser error debido al experimentador, error por al-
guna falla en el equipo de medición, etc. y que además, puede ser depurado
o eliminado. Por lo tanto, las varianzas S2

sy, S
2
e y S2

sye pueden contener este
último tipo de error sistemático y puede ser depurado o eliminado. De estas
dos pruebas se observa que se sigue teniendo el problema de la sobreestima-
ción de la incertidumbre en intervalos de Xiz donde γz − yz es menor y una
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Figura 4.14: Gráficas de la regresión por mı́nimos cuadrados simples con error
aleatorio y con datos aleatorios de distribución normal, con heterocedasticidad
y con error sistemático.

subestimación donde γz−yz es mayor. Este problema se puede solucionar para
todo error sistemático, diferente del error γz − yz, mediante su eliminación o
depuración, pero en el caso del error sistemático debido al error γz − yz, es
necesario cambiar de modelo para reducir dicho error.

Se puede observar de la tabla 4.1 que el error sistemático es el que más
efecto tiene sobre la desviación estándar de los parámetros y su covarianza.

Las ecuaciones 4.14 y 4.16 tienen validez para las pruebas presentadas pre-
viamente, pero la ecuación 4.16 aún no puede ser utilizada en mediciones reales
ya que las pruebas presentadas con anterioridad se diseñaron de modo tal que
la varianza de la magnitud de salida en cada punto Xiz se pudiera representar
matemáticamente y medir. Las distribuciones que se generaron aleatoriamente
de yj sobre cada Xiz, por lo general no se pueden medir en un experimento
real debido a que la magnitud de entrada Xiz se calcula con un error y se
estima mediante xiz a partir de mediciones xij. En las gráficas de la figura 4.16
se muestra lo que t́ıpicamente se obtiene cuando se realizan determinaciones
experimentales en las cuales se tienen valores de la estimación de la media γz,
obtenida mediante las observaciones yj (ya no son observaciones yjz porque el
valor ordenado xij no es constante) y que ahora corresponde un valor ordenado
xiz, es decir, ambos tipos de magnitudes, las de entrada y la de salida, tienen
un error que comúnmente se representa como barras de error en una gráfica.
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regresión por ḿınimos cuadrados

Figura 4.15: Gráficas de la regresión por mı́nimos cuadrados simples cuando el
modelo matemático de y no representa adecuadamente el modelo matemático
de µr y con datos aleatorios de distribución normal, con heterocedasticidad y
con error sistemático.

Normalmente se calculaŕıa Syx de la ecuación 4.1 en las mediciones reales,
pero con lo ya expuesto en esta sección se puede intuir que lo que realmente
se está calculando es algo parecido a S2

e porque sólo se está utilizando el error
γz − yz y no se consideran las varianzas s2yz(ahora valores ordenados de xiz)
al utilizar la ecuación 4.1 y ni mucho menos la covarianza que hay entre el
error correspondiente a la varianza s2yz y el error γz − yz. Las ecuaciones 4.14
y 4.16 se formularon a partir de un caso imaginario que con mucha dificultad
ocurriŕıa en la realidad; por lo tanto, es necesario aterrizar estas ecuaciones en
mediciones reales.

Para la varianza e2z se puede considerar que sus datos yjz (refiriéndose a
Xiz) siguen una distribución totalmente normal y que son la cantidad suficiente
de datos como para hacer la siguiente consideración.

nyz
nyz − 1

≈ 1 (4.18)

Para el promedio de la varianza e2z (mejor estimación de e2z) se puede con-
siderar que el número de observaciones nyz son iguales en cada valor Xiz. Por
lo tanto se tiene que:
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Caṕıtulo 4. DESARROLLO Y RESULTADOS

μr

x i1 x i2 x i3 x i5x i4 x i6x i2 x i3 x i4 x i5 x i6

y

μr
y

sxi3

s y2

s y6

sxi3

γ1

γ2

γ3
γ4

γ6
γ5

γ1
γ2

γ3
γ4

γ5

γ6

x i1

Figura 4.16: Gráficas de mediciones observadas en un experimento real. a)
Gráfica de datos observados que presentan homocedasticidad. b) Gráfica de
datos observados que presentan heterocedasticidad.

(ny1 − 1)e21 + (ny2 − 1)e22 + (ny3 − 1)e23 + ...+ (nyo − 1)e2o
(ny1 − 1) + (ny2 − 1) + (ny3 − 1) + ...+ (nyo − 1)

=

(ny − 1)

o(ny − 1)
(e21 + e22 + e23 + ...+ e2o) =

1

o

o∑
z=1

e2z =

1

o

o∑
z=1

nyz
nyz − 1

(γz − yz)2 =
1

o

o∑
z=1

(γz − yz)2

(4.19)

Se puede observar que la ecuación 4.19 es el promedio de (γz − yz)
2 y,

además, el sub́ındice z se puede aplicar sobre estimaciones de la magnitud de
entrada xiz en lugar de Xiz, ya que a la estimación xiz le corresponde una
estimación sobre γz − yz debido al error en la magnitud de entrada, es decir,
se estima γz a partir de datos yj que corresponden a valores xij. Entonces,
la ecuación 4.19 es el mejor estimado de (γz − yz)

2; por lo tanto, el mejor
estimado de (γz − yz)2 que toma en cuenta a los grados de libertad o−m de
los parámetros ajustados es:

S
2

e =
1

o−m

o∑
z=1

(γz − yz)2 (4.20)

donde S
2

e representa a S2
e en una medición real.

En una medición real, γz de la ecuación 4.20, es el valor de la observación
yj de la ecuación 4.1, o es n y el sub́ındice j remplaza al sub́ındice z. Por lo
tanto, la ecuación 4.20 es en realidad la ecuación 4.1; es decir, Syx = Se.
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Aún faltan calcular la varianza S2
sy y el término S2

sye, que representa las
covarianzas cov(sy, e), en mediciones reales. Siguiendo las mismas considera-
ciones de que los números de observaciones nyz son los mismos en cada valor
Xiz y que se sigue teniendo una cantidad suficiente de valores nyz se tiene:

cov(sy, e)z =
(γz − yz)
(nyz − 1)

nyz∑
j=1

(yjz − γz) =
(γz − yz)
(nyz − 1)

[
nyz
nyz

nyz∑
j=1

yjz −
nyz∑
j=1

γz

]

=
(γz − yz)
(nyz − 1)

[nyzγz − nyzγz] = (γz − yz)(γz − γz) = 0

(4.21)

A partir de la ecuación 4.21 se obtiene a S
2

sye (que representa S2
sye en una

medición real) como se muestra en la ecuación 4.22.

S
2

sye = 0 (4.22)

Para calcular S
2

sy (que representa S2
sy en una medición real) se tiene:

(ny1 − 1)s2y1 + (ny2 − 1)s2y2 + (ny3 − 1)s2y3 + ...+ (nyo − 1)s2yo
(ny1 − 1) + (ny2 − 1) + (ny3 − 1) + ...+ (nyo − 1)

=

(ny − 1)

o(ny − 1)
(s2y1 + s2y2 + s2y3 + ...+ s2yo) =

1

o

o∑
z=1

s2yz

(4.23)

Se puede observar que la ecuación 4.23 es el promedio de las varianzas syz
(el mejor estimado de syz) y además el sub́ındice z se puede aplicar sobre esti-
maciones de la magnitud de entrada xiz, por lo antes dicho. En una medición
real, śı se cuenta con los valores s2yz que son lo que normalmente se conoce
como barras de error y que se obtiene de la calibración del instrumento, de la
ecuación 2.33, etc. Entonces, el mejor estimado de syz que toma en cuenta los

grados de libertad de los parámetros ajustados es S
2

sy como se muestra en la
ecuación 4.24.

S
2

sy =
1

o−m

o∑
z=1

s2yz (4.24)

para una medición real o = n y el sub́ındice z se puede reemplazar por el
sub́ındice j.

En una medición real, la ecuación 4.16 se expresa como la ecuación 4.25.
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u(y) =

√
(CT )(MC) + S

2

sy + S
2

e =

√
(CT )(MC) + S

2

sy + S2
yx =

=

√√√√(CT )(MC) +
1

n−m

n∑
j=1

s2yj +
1

n−m

n∑
j=1

(yj − yj)2
(4.25)

Para validar la ecuación 4.25 se diseñaron pruebas para comparar el valor
de Syx, estimado mediante la dispersión de datos yjz en cada valor de Xiz por
medio de la regresión simple, con el valor de Syx obtenido de una regresión
con el método de varianza efectiva 4 sobre la estimación de la media γz (pro-
medio para distribución normal) de la dispersión de datos yjz en cada valor
de Xiz que representa una medición real. Las pruebas se diseñaron del mismo
modo que para los tres casos de heterocedasticidad del esquema de la figura
4.9 añadiendo la regresión MVE.

Figura 4.17: Gráficas de la regresión por mı́nimos cuadrados simples y por
el método de varianza efectiva para datos experimentales con error aleatorio
y con datos aleatorios de distribución normal, con heterocedasticidad y error
aleatorio.

En las gráficas de la figura 4.17 se muestran los resultados para la regresión
sobre datos heterocedasticos con sólo error aleatorio. En las gráficas de las fi-
guras 4.18 se muestran los resultados cuando hay error aleatorio y sistemático,

4Se escogió el método de varianza efectiva porque su propagación de error pod́ıa llegar a
ser muy diferente de la propagación de error de una regresión simple, la ecuación propuesta
en esta sección soluciona este problema.
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y en las gráficas de la figura 4.19 se muestran los resultados cuando hay error
aleatorio, error sistemático y cuando el modelo matemático de y no representa
el modelo matemático de µr. En la tabla 4.2 se muestran los resultados de las
estimaciones de los parámetros del modelo matemático, aśı como sus desvia-
ciones estándar y su covarianza, tanto para la regresión simple como para el
método de varianza efectiva.

En la figura 4.17a se puede observar que la regresión sobre los datos gene-
rados aleatoriamente (puntos rojos en 4.17a) da una curva estimada bastante
parecida a la obtenida por la regresión en los datos γz (puntos verdes en 4.17a)
por el método de varianza efectiva (también se puede corroborar en la tabla
4.2); sin embargo, la diferencia entre los valores de Syx estimados a partir de
los dos diferentes conjuntos de datos es grande (ĺınea verde y ĺınea negra de
la figura 4.17b). Por lo tanto, se comprueba que Syx pierde su capacidad para
incluir las varianzas s2yz dentro de su estimación en una medición real. Este

problema se ve resuelto con la combinación de las contribuciones S
2

e (ĺınea

negra de la figura 4.17b) y S
2

sy (ĺınea azul de la figura 4.17c), dando aśı como
resultado un valor (ĺınea magenta de la figura 4.17,c) que se acerca a Syx de
los datos generados aleatoriamente. Por lo tanto, se concluye que la ecuación
4.25 es una buena estimación de la incertidumbre de la magnitud de salida.

Para la prueba con error aleatorio y sistemático, y para la prueba con error
aleatorio, error sistemático y error en el modelo matemático (figuras 4.18 y
4.19, respectivamente), se puede observar que el valor de Syx estimado a partir
de los datos γz, aumenta e incluso sobrepasa el valor de Syx estimado a partir
de los datos aleatorios en la figura 4.19, y es debido a que la diferencia entre los
parámetros estimados por ambos métodos aumenta como se puede observar
en las figuras 4.18 y 4.19, y en la tabla 4.2. Sin embargo, aún con la diferencia

en los parámetros estimados, a medida que aumenta S
2

e y los demás errores

sistemáticos que son incluidos en S
2

e y S
2

sy (refiriéndose al error sistemático
que puede ser eliminado o depurado), el valor de s2yz se vuelve más despre-
ciable y la ecuación 4.25 continua dando buenas estimaciones sobre el valor
verdadero de Syx. Por lo tanto, la contribución Ssy se vuelva más importante
cuando el modelo matemático ajustado representa correctamente a los datos y
se ha eliminado el error sistemático. Además arregla el problema relacionado
con la observación de estimaciones de incertidumbres muy diferentes al usar
una regresión simple o una regresión MVE. Se recomienda, siempre que se
tengan datos con errores en las variables de salida y entrada de naturaleza he-
terocedasticos, utilizar los métodos de regresiones por mı́nimos cuadrado que
consideran este error.

También se hizo una prueba con datos heterocedasticos y error sistemático
realizando ambas regresiones por el método simple, para probar que efectiva-
mente la ecuación 4.25 es la ecuación análoga a la ecuación 4.16 para medi-
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Figura 4.18: Gráficas de la regresión por mı́nimos cuadrados simples y por
el método de varianza efectiva para datos experimentales con errores cuando
el modelo matemático de y representa adecuadamente el modelo matemático
de µr y con datos aleatorios de distribución normal, con heterocedasticidad y
error sistemático.

Figura 4.19: Gráficas de la regresión por mı́nimos cuadrados simples y por el
método de varianza efectiva para datos experimentales con errores cuando el
modelo matemático de y no representa adecuadamente el modelo matemático
de µr y con datos aleatorios de distribución normal, con heterocedasticidad y
error sistemático.
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Mediciones reales con heterocedasticidad

Regresión y = mXiz + b
simple m± scm b± scb cov(m, b)

Error aleatorio (figura 4.13)
µr = Xiz + 1

1.0000±
0.0044

0.9996±
0.0025

−9.4961×
10−6

Error aleatorio y error
sistemático (figura 4.14)

µr = Xiz + 1

1.0522±
0.0060

0.9562±
0.0035

−1.8171×
10−5

Error aleatorio, error
sistemático y error del modelo

matemático (figura 4.15)
µr = Xiz + 1 + 10X

5
iz

5.7738±
0.1171

0.5974±
0.0684

−6.8561×
10−3

Método de varianza y = mXiz + b
efectiva m± scm b± scb cov(m, b)

Error aleatorio (figura 4.13)
µr = Xiz + 1

1.0024±
0.0042

0.9976±
0.0024

−8.6219×
10−6

Error aleatorio y error
sistemático (figura 4.14)

µr = Xiz + 1

1.0314±
0.0211

0.9733±
0.0136

−2.5410×
10−4

Error aleatorio, error
sistemático y error del modelo

matemático (figura 4.15)
µr = Xiz + 1 + 10X

5
iz

4.3931±
0.8828

1.1306±
0.4844

−0.3584

Tabla 4.2: Resultados de las estimaciones de los parámetros de y de las pruebas
del esquema de la figura 4.9 para mediciones reales.

ciones reales. Se obtuvieron dos ĺıneas básicamente idénticas con b = 0.9984±
0.0036, m = 0.97629±0.0061 y cov(m, b) = −1.866×10−5 para los datos alea-
torios y b = 0.9984±0.0208, m = 0.97629±0.0355 y cov(m, b) = −6.3093×10−4

para los datos γz, pero se observa que si cambiaron las desviaciones estándar
de los parámetros y sus covarianzas. De la regresión simple de los datos γz se
obtuvieron Se = 0.04929 y Ssy = 0.06913, mientras que de la regresión simple
de los datos generados aleatoriamente se obtuvo Syx = 0.0847590. Los valores

obtenidos de
√
S
2

e + S
2

sy = 0.078301 y Syx = 0.073999 validan la ecuación 4.25.

Al usar la ecuación 4.25 se debe tener en cuenta que Syx, distribuye los
errores en todo el intervalo de xi en el cual fueron ajustados los parámetros.
Por lo tanto, la ecuación 4.25 puede no ser adecuada cuando se tienen erro-
res sistemáticos considerables o cuando el modelo matemático a ajustar está
considerablemente alejado de describir el modelo f́ısico de los datos experimen-
tales, por la cuestión de la que se habló anteriormente de la sobreestimación
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y subestimación en ciertos intervalos. La aplicación de la ecuación 4.25 sobre
mediciones reales se verá en las secciones siguientes.

4.4. Desarrollo de algoritmo de depuración y

tratamiento estad́ıstico de datos

En esta sección se presenta el diseño de un algoritmo para depurar datos
experimentales con el objetivo de reducir el error sistemático.

El algoritmo de depuración de datos está basado en el hecho de que si se
tiene un punto, fijado en el origen, dentro de una curva continua, cerrada y
suave en R2, y además el radio formado entre el punto y la superficie de la
curva está en función del ángulo, entonces el área de dicha curva cerrada se
calcula mediante la ecuación 4.26.

A =
1

2

∫ 2π

0

(r(θ))2dθ (4.26)

Entonces sin importar si se hacen traslaciones del punto con respecto al
origen, el área seguirá siendo la misma, siempre y cuando dicha traslación sea
dentro de la curva cerrada y se conozca como cambia la función r(θ) con dicha
traslación. Esta afirmación puede ser aplicada de forma discreta, con el cálcu-
lo del área mediante triángulos formados entre el punto y los vértices de un
poĺıgono que representaŕıa la curva que encierra a dicho punto.

Como se puede observar en la figura 4.20, la suma del área de los triángulos
formados por el punto p1 y los vértices del poĺıgono y la suma del área de los
triángulos formados por el punto p2 y los vértices del poĺıgono, es igual entre
dichas sumas de áreas de triángulos e igual al área del poĺıgono. Sin embargo,
la suma del área de los triángulos formados por el punto p3 y los vértices del
poĺıgono es mayor al área del poĺıgono. Para calcular el área de cada triángulo
se utiliza la fórmula de Herón (ecuación 4.27) que solamente requiere los lados
del triángulo, esto permite que no sea necesario conocer la altura ni la base
de un triángulo para el cálculo de su área; actividad que resulta compleja de
realizar en un programa.

A =
√
s (s− lp1) (s− lp2) (s− l12) (4.27)

donde lp1 y lp2 son los lados del triángulo formados por las ĺıneas que unen el
punto y los vértices del poĺıgono, l12 es el lado del triángulo formado por la
ĺınea que une los vértices continuos del poĺıgono y s es el semipeŕımetro del
triángulo.
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Figura 4.20: Triángulos formados por un punto dentro de un poĺıgono y los
vértices de éste.

Figura 4.21: Poĺıgonos cóncavos no permitidos en el algoritmo de depuración.

Para calcular el semipeŕımetro se utiliza la ecuación 4.28.

s =
lp1 + lp2 + l12

2
(4.28)

Para calcular cada uno de los lados del triángulo se utiliza la distancia
euclidiana entre el punto P (xp, yp) y los dos vértices V1(x1, y1) y V2(x2, y2), aśı
como la distancia euclidiana entre los vértices.

lp1 =

√
(yp − y1)2 + (xp − x1)2 (4.29)

lp2 =

√
(yp − y2)2 + (xp − x2)2 (4.30)

l12 =

√
(y1 − y2)2 + (x1 − x2)2 (4.31)

Utilizando las ecuaciones 4.27 - 4.31 se tiene que el área total As de los
triángulos formados por un punto y los vértices de un poĺıgono está dada por:

As =
nv∑
i=1

√
(s)(s− lp,i)(s− lp,i+1)(s− li,i+1) (4.32)
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s =
lp,i + lp,i+1 + li,i+1

2

lp,i =

√
(yp − yi)2 + (xp − xi)2

lp,i+1 =

√
(yp − yi+1)

2 + (xp − xi+1)
2

li,i+1 =

√
(yi − yi+1)

2 + (xi − xi+1)
2

donde i+ 1 = 1 cuando i = nv y nv es el número de vértices.

Para identificar los puntos que se encuentran dentro del poĺıgono se tiene
que conocer el área del poĺıgono. El método propuesto para calcular el área del
poĺıgono es tomar un punto promedio Pprom(xprom, yprom) de los vértices del
poĺıgono y calcular el área de los triángulos formados por este punto promedio
y los vértices del poĺıgono.

xprom =

nv∑
i=1

xi

nv
(4.33)

yprom =

nv∑
i=1

yi

nv
(4.34)

De las ecuaciones 4.33 y 4.34 se obtienen las coordenadas para encontrar el
punto Pprom(xprom, yprom) y el área del poĺıgono Ap se obtiene con la ecuación
4.32.

Los puntos que cumplan As > Ap se encuentran fuera del poĺıgono y los que
cumplan As = Ap están dentro del poĺıgono, pero por motivos de programación
Ap se multiplica por un factor de c mayor a uno, debido a la irracionalidad
de los valores de las coordenadas seleccionadas en el programa. Por lo tanto,
la igualdad de áreas se sustituye por la desigualdad As ≤ cAp para los puntos
que están dentro del poĺıgono. El valor de c utilizado es 1.001, ya que con
este valor se han obtenido buenos resultados; sin embargo, si se desean hacer
depuraciones muy finas, este valor debe disminuir pero se debe tener en cuenta
que si se disminuye demasiado, se corre el riesgo de que ciertos puntos dentro
del poĺıgono no sean seleccionados y será más sensible a poĺıgonos cóncavos;
tema del que se hablará a continuación.

El algoritmo de depuración presentado en esta sección tiene el inconvenien-
te de que sólo se pueden usar poĺıgonos convexos para depurar. En la figura
4.21 se ilustra por que no se deben usar poĺıgonos cóncavos. En ciertas zonas
dentro del poĺıgono cóncavo, la suma del área de los triángulos formados por el
punto y los vértices del poĺıgono dará un área extra (zona cuadriculada en la
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Figura 4.22: Dos poĺıgonos unidos por un mismo vértice.

Figura 4.23: Ejemplo de depuración en presión y peŕıodo de vibración.

figura 4.21). Por lo tanto, el uso de poĺıgonos cóncavos resulta en el desprecio
de puntos que debieron ser seleccionados en la depuración. De esto se concluye
que tampoco se puede usar dos o más poĺıgonos unidos por un mismo vértice
como se muestra en la figura 4.22.

En la depuración de los datos de una medición, se busca seleccionar los
datos que contengan sólo el error aleatorio (para evitar un sesgo) y reducir
el error sistemático al máximo. En la figura 4.23 se muestra un ejemplo de
la depuración en presión y peŕıodo de vibración. En este ejemplo el poĺıgono
formado es un rectángulo (ĺınea magenta) y todos los datos seleccionados den-
tro de este poĺıgono se muestran de color rojo, en la misma figura se puede
observar que se eliminan los puntos que podŕıan ser un error sistemático. A los
datos previamente depurados en presión y peŕıodo de vibración se les procede
a hacer otra depuración en temperatura y número de dato, como se muestra
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Figura 4.24: Ejemplo de depuración en temperatura y número de dato.

en la figura 4.24.

Al algoritmo de depuración se le acopla un algoritmo de tratamiento es-
tad́ıstico de datos que utiliza las ecuaciones vistas en la sección 2.3 para obtener
la estimación de la media (promedio para distribución normal), las varianzas
y las covarianzas. Cada dato depurado tiene una incertidumbre debido a los
instrumentos de medición (incertidumbre que se obtiene por la calibración de
estos) y al momento de hacer el tratamiento estad́ıstico sobre un conjunto de
datos depurados5 se obtienen los promedios de las diferentes magnitudes, sus
varianzas y covarianzas. La varianza correspondiente a los promedios de las
magnitudes se obtiene con la combinación de la varianza debida a los instru-
mentos de medición y la varianza de la dispersión de los datos depurados.

Los resultados obtenidos del programa de depuración y tratamiento es-
tad́ıstico de datos son utilizados en otro programa que contiene el algoritmo
de calibración del DTV, cálculo de densidades y estimación de incertidumbre
con diferentes modelos de calibración.

4.5. Calibración de instrumentos

En esta sección se presenta la calibración de los instrumentos de los sistemas
de medición a51 y z6. Primero se presentará la calibración de los transductores

5Por conjunto de datos depurados se entiende como el grupo de datos depurados que
puede estar conformado por diferentes magnitudes, como se muestra en las figuras 4.23 y
4.24, para representar un punto.
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de presión y luego los instrumentos para medir la temperatura. Para las cali-
braciones presentadas aqúı, se utilizó el programa de depuración y tratamiento
estad́ıstico presentado previamente.

La incertidumbre del transductor de presión Druck PMP 4000 (utilizado
para las determinaciones de densidad presentadas en las pruebas de hipótesis de
esta tesis) del sistema de medición z6, fue obtenida del certificado de calibración
y corresponde a un valor de u(y) = 0.1340. Al sistema de medición z6 también
se le conectó un transductor Druck PMP 4060 (MV10k), el cual fue usado en
las determinaciones del peŕıodo de vibración del etano en la tesis presetenda
por Carbajal [19]. Estos datos se utilizaran para probar un nuevo modelo de
calibración del DTV en la sección 4.9. El transductor de presión Druck PMP
4060 fue calibrado con la balanza de pesos muertos en el trabajo presentado por
Carbajal [19] y se obtuvo el polinomio de calibración mostrado en la ecuación
4.35 con una incertidumbre de u(P ) = 0.05 bar (incertidumbre expandida
U(P ) = 0.1 bar).

P = 0.22381V 2 + 1.38319× 102V − 5.83162 (4.35)

donde V es el voltaje.

El transductor usado en el sistema a51 (Stellar GT1650 de 22kpsi) se calibró
con un manómetro BetaGauge PIR-PRO de 10,000 psi (precisión de 0.01 % de
la escala total) mediante un comparador hidráulico de presión. El manómetro
BetaGauge se calibró a partir de su certificado, el cual inclúıa mediciones de
presión. A partir de estos datos se obtuvo la ecuación 4.36 de calibración por
medio de una regresión simple con una incertidumbre máxima de u(P ) =
0.01144 bar en toda la escala (la propagación de error fue realizada con la
ecuación 4.25).

P = −9.7296× 10−8P 2
obs + 1.0002Pobs − 1.9644× 10−2 (4.36)

donde Pobs es la presión indicada por el manómetro.

Se comparó el voltaje obtenido con el transductor Stellar GT1650 de 22kpsi
con la presión del manómetro BetaGauge hasta 700 bar (la calibración sólo fue
hecha hasta los 700 bar). En la tabla 4.3 se muestra la calibración del trans-
ductor Stellar GT1650 por diferentes tipos de regresión y utilizando diferentes
ecuaciones para la propagación de error.

Debido a la naturaleza de la medición, era dif́ıcil obtener conjuntos de datos
estables y en su lugar se obtuvieron conjuntos de datos en un intervalo, como
se muestra en la figura 4.25. Un inconveniente que se observó en la regresión
MVE es que el valor de incertidumbre variaba debido a la forma de depurar
los datos de la figura 4.25. En la gráfica de la figura 4.25 se muestra como
se deb́ıan hacer las depuraciones de los datos para las regresiones MVE. Para
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la regresión simple, se obtuvieron resultados parecidos si se usaba los datos
experimentales para la regresión MVE (delimitados por la ĺınea magenta en
la figura 4.25) o si se usaba el intervalo de datos experimentales (delimitados
por las ĺıneas negras en la figura 4.25). Por lo tanto, la ecuación de calibración
utilizada para el transductor Stellar GT1650 fue la obtenida de la regresión
simple junto con la incertidumbre de u(P ) = 0.1316 bar.

Figura 4.25: Datos experimentales de la calibración del transductor Stellar
GT1650 con el manómetro BetaGauge.

La calibración del transductor de Stellar GT1650 es un ejemplo t́ıpico de
cuando la incertidumbre estimada por la regresión MVE es muy diferente a
la estimada por la regresión simple cuando sólo se usa el término (CT )(MC),
problemática que fue mencionada en la sección 4.3. De la tabla 4.3 se puede
observar que la diferencia de incertidumbres obtenida (error relativo porcen-
tual respecto a la incertidumbre en la regresión MVE del 95 %) por la ecuación
de la GUM (sólo el término (CT )(MC)) es debido a la incertidumbre de los
parámetros estimados y se mejora con la ecuación propuesta en esta tesis (error
relativo porcentual respecto a la incertidumbre en la regresión MVE del 60 %).

Debe existir una diferencia de incertidumbre entre ambos tipos de regresio-
nes debido a los parámetros estimados y a la cantidad de puntos usados (grados
de libertad), pero es incoherente que exista tanta diferencia y que además, para
el caso de la regresión simple, la incertidumbre calculada esté tan cercana a la
incertidumbre de las observaciones de la magnitud de salida (0.01144 bar del
manómetro BetaGauge) cuando se utiliza la ecuación de la GUM; por lo que
es un buen ejemplo para mostrar que la ecuación que propone la GUM no es
suficiente para la estimación de incertidumbre en una regresión.
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Por otro lado la ecuación propuesta en este trabajo de tesis es para añadir la
incertidumbre de las observaciones de la magnitud de salida y la incertidumbre
debido a la diferencia entre la media de estas observaciones y la estimación y,
pero tal vez también sea necesario corregir la estimación de la incertidumbre
de los parámetros ya que para obtener dicho valor se multiplican por Syx.

Regresión simple
P [bar] = (0.08558± 5.1293× 10−7)µA− (340.48519± 0.00392)

Ecuación de propagación de error u(P ) [bar]√
(CT )(MC) + S

2

sy + S
2

e 0.1316√
(CT )(MC) + S

2

e 0.1316√
(CT )(MC) 0.0148

Regresión MVE
P [bar] = (0.08557± 2.5588× 10−6)µA− (340.43072± 0.05992)

Ecuación de propagación de error u(P ) [bar]√
(CT )(MC) + S

2

sy + S
2

e 0.3273√
(CT )(MC) + S

2

e 0.3264√
(CT )(MC) 0.3067

Tabla 4.3: Calibración del transductor Stellar GT1650 del sistema de medición
z6. µA es el amperaje por un factor de 10−6.

La calibración de las resistencias de platino de 100Ω/◦C de ambos siste-
mas de medición se realizó comparándose con otra resistencia de platino de
25Ω/◦C que tenia una incertidumbre de U(T ) = 0.006K. La comparación de
las resistencias se llevó a cabo en un termómetro Fluke Super-DAQ 1586A.
Las mediciones de temperatura se hicieron desde 0◦C hasta 150◦C.

Para calibrar las resistencias de platino se utilizó la ecuación de la ITS-90
(referencia [21]) de 0◦C a 156.5985◦C, correspondiente al punto de congelación
del Indio. La ecuación utilizada de la ITS-90 se presenta a continuación:

T90 − 273.15 = D0 +
9∑
i=1

Di

[
Wr(T90)− 2.64

1.64

]i
(4.37)

Wr(T90) = C0 +
9∑
i=1

Ci

[
T90 − 754.15

4.81

]i
(4.38)
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donde los T90 es la temperatura en unidades kelvin, las constantes C0 - C9 y
D0 - D9 se pueden encontrar en la referencia [21].

W (T90)−Wr(T90) = a[W (T90)− 1] + b[W (T90)− 1]2 (4.39)

donde W (T90) = R(T90)/R(273.16) y R es la resistencia en Ω (Ohms).

Los parámetros a calibrar son a y b, que son obtenidos de mediciones de
puntos termodinámicos como el de congelación o puntos triples, pero en este
trabajo a y b se obtuvieron utilizando la regresión de mı́nimos cuadrados en los
datos experimentales de la temperatura de la resistencia de platino de 25Ω/◦C
y la de las resistencias de platino a calibrar.

DTV a b máx(u(T )) [◦C] máx(u(T )) [◦C]
Super-DAQ 1586A F200

z6 −0.0223 −0.0016 0.02352 0.03088
a51-1 −0.0187 −1.7085× 10−4 0.02097 0.02898
a51-2 −0.0186 −1.3382× 10−4 0.02106 0.02904

Tabla 4.4: Calibración de resistencias de platino con la ITS-90.

Para llevar a cabo la calibración se diseñó un programa que primero convier-
te las temperaturas medidas en resistencias mediante la ecuación W (T90) =
R(T90)/R(273.16K), suponiendo que la resistencia a 273.16K era de 100Ω.
Luego se lleva a cabo un ajuste de un polinomio de segundo orden con los
valores de la resistencia de la resistencia de platino a calibrar y la temperatu-
ra de la resistencia de platino de referencia para encontrar el valor real de la
resistencia a 273.16K.

Ya que la ecuación 4.39 fue ajustada mediante la resitencia, en este punto
se hacia una propagación de error en la resistencia de la sonda de referencia y
de la sonda a calibrar, antes de hacer la regresión. Para obtener la incertidum-
bre de la resistencia de referencia se considerá su resolución (0.001/

√
12K),

incertidumbre del instrumento (0.0035K) y la repetibilidad, utilizando las in-
certidumbres obtenidas en diferentes valores de temperatura reportadas en
dos mediciones del certificado, para encontrar la incertidumbre máxima me-
diante interpolaciones con polinomios de Lagrange. La incertidumbre de las
contribuciones se combina (resolución, incertidumbre del instrumento y la re-
petibilidad) y se propagaba en la ecuación 4.38, para obtener la incertidumbre
en Wr(T90).

Ya que la incertidumbre en la magnitud de salida Wr(T90) es homocedas-
tica (por utilizar valores máximos) y la incertidumbre en la resistencia de la
magnitud de entrada W (T90) se considera como la resolución (por lo tanto,
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4.5. Calibración de instrumentos

también homocedastica), sólo es aplicable la regresión simple.

A partir de los datos Wr(T90) y W (T90) se ajustan los parámetros a y b.
La propagación de error del cálculo de Wr(T90) en la ecuación ajustada 4.39
se obtiene de las incertidumbres de Wr(T90), la resolución de W (T90) y las
incertidumbres de los coeficientes ajustados. Esta incertidumbre a su vez se
propagaba en la ecuación 4.37 para el cálculo de temperatura. A esta última
incertidumbre de temperatura se tiene que combinar como contribución con la
incertidumbre del termómetro utilizado, ya se el F200 (incertidumbre del is-
trumento 0.02◦C) o el Fluke Super-DAQ 1586A (incertidumbre del istrumento
0.0141◦C, obtenido de los datos del certificado de calibración).

La incertidumbre de temperatura obtenida se usa en el programa de depu-
ración y tratamiento de datos diseñado para el DTV. Este programa cuenta
con la opción de modificar la incertidumbre de los instrumentos que miden las
variables a depurar. Los resultados de esta calibración se muestran en la tabla
4.4.

DTV-DMA-HPM-1
Tcal = −(1.865353× 10−5)T.2 + 1.002578T + 0.075487

Ecuación de propagación de error Se max(u(T ))[◦C]√
(CT )(MC) + S

2

sy + S
2

e 0.02595 0.039429√
(CT )(MC) + S

2

e 0.02595 0.033390√
(CT )(MC) 0.02595 0.021016

DTV-DMA-HPM-2
Tcal = −(6.446340× 10−6)T.2 + 0.998628T + 0.144816

Ecuación de propagación de error Se max(u(T ))[◦C]√
(CT )(MC) + S

2

sy + S
2

e 0.01512 0.033383√
(CT )(MC) + S

2

e 0.01512 0.025902√
(CT )(MC) 0.01512 0.021026

Tabla 4.5: Calibración de las sondas internas de temperatura de los DTV-
DMA-HPM. Tcal es la temperatura corregida.

Para el sistema de medición a51 se calibró la sonda interna de ambos
denśımetros con las resistencias de platino calibradas con la ITS-90. Para esto
se realizaron mediciones de la temperatura de la sonda interna de los DTV y la
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temperatura indicada por sus respectivas resistencias de platino. Las medicio-
nes fueron hechas con el Super-DAQ. La calibración de la sonda interna de los
denśımetros fue hecha mediante una regresión simple debido a que no se teńıa
información sobre las caracteŕısticas de las sondas internas. Por este mismo
motivo se les asignó un valor de cero en incertidumbre a las sondas internas
de los DTV (se desconoćıa la resolución, la calibración y la incertidumbre del
instrumento).

Una vez que se calibraron las sondas internas de los DTVs, se hacia la
propagación de error en el cálculo de la temperatura en el intervalo que fueron
calibradas (desde 20◦C a 120◦C) para obtener el valor máximo de incertidum-
bre como se muestra en la tabla 4.4. En la tabla 4.5 se muestran los resultados
de estas calibraciones.

Se puede observar de las tablas 4.4 y 4.5, que para el DTV-DMA-HPM-
2 la ecuación de propagación de error de la GUM en una regresión da una
incertidumbre menor a la del instrumento de referencia. De la tabla 4.5, se

puede observar que para en este caso, la contribución más importante es S
2

sy,
es decir, la calibración del instrumento de referencia.

4.6. Primer sistematización del cálculo de den-

sidad y estimación de incertidumbre para

el DTV utilizando el modelo FPMC

En esta sección se presenta el algoritmo de sistematización que se siguió
para realizar los siete pasos del modelo del FPMC presentados en la sección
3.4. Este algoritmo usa los datos tratados por el programa de depuración y
tratamiento estad́ıstico de datos. Además, usa la propuesta de la sección 4.3
en los métodos vistos de las secciones 2.4 y 2.5, aśı como las ecuaciones de la
sección 2.3.

El algoritmo está compuesto por tres partes principales: la parte para ge-
nerar la correlación de las mediciones del peŕıodo de vibración a condiciones
de vaćıo, la calibración del modelo FPMC utilizando agua, y el cálculo de
densidades y estimación de incertidumbre del fluido de medición. En la figura
4.26 se muestra como están conformadas cada una de estas partes y cómo se
relacionan entre ellas.
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Vacío

Datos estadísticos
a condiciones

de vacío

Regresión simple Regresión MVE

Datos depurados
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Coeficientes de la regresión del 
polinomio de segundo orden,
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Figura 4.26: Algoritmo del cálculo de densidades e incertidumbres con el mo-
delo FPMC.

La parte para generar la correlación del peŕıodo de vibración a condiciones
de vaćıo con la temperatura se puede llevar a cabo, ya sea por una regresión
por mı́nimos cuadrados sin considerar los errores de las magnitudes de entrada
y salida (simple) o por el método de varianza efectiva. Si se utiliza el método de
varianza efectiva, sólo es necesario usar el tratamiento estad́ıstico de los datos
depurados para hacer la regresión; es decir, el promedio de la temperatura y
del peŕıodo de vibración, sus varianzas y covarianzas. También se puede usar
la regresión simple utilizando los datos depurados. En el caso de la regresión

por el método de varianza efectiva, para obtener el valor de S
2

sy, se usan las
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varianzas de la magnitud de salida (peŕıodo de vibración) del tratamiento es-
tad́ıstico; es decir, la varianza que combina la dispersión de los datos y la del

equipo experimental. En la regresión simple, S
2

sy sólo utiliza la varianza del
equipo experimental6.

Figura 4.27: Regresión simple del peŕıodo de vibración a condiciones de vaćıo
en función de la temperatura del sistema de medición z6.

Figura 4.28: Regresión MVE del peŕıodo de vibración a condiciones de vaćıo
en función de la temperatura del sistema de medición z6.

En las gráficas de las figuras 4.27 y 4.28 se muestran ejemplos de la regre-
sión simple y regresión por el método de varianza efectiva para el peŕıodo de

6Para el DTV, la dispersión de los datos en el peŕıodo de vibración es más grande que
la incertidumbre en su medición, por lo tanto, la incertidumbre del equipo experimental se
omite.
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vibración a condiciones de vaćıo en función de la temperatura. De la gráfica
de la figura 4.27 se puede observar que para una regresión simple se pueden
usar intervalos de datos depurados (que no necesariamente buscan representar
un punto) sin que afecte a la regresión, siempre y cuando la diferencia entre
la cantidad de puntos en dichos intervalos sea pequeña. En una regresión por
el método de varianza efectiva, es mejor utilizar datos depurados que busquen
representar un punto, ya que si se usan intervalos puede aumentar la varianza
como se puede observar en las barras de error de la gráfica 4.28; ésto puede
llevar a un aumento de la incertidumbre.

En la tabla 4.6 se muestra un ejemplo de la estimación de incertidumbre en
el peŕıodo de vibración a condiciones de vaćıo, utilizando diferentes ecuaciones
de propagación de error y diferentes tipos de regresiones. Una regresión por
el método de varianza efectiva utiliza el promedio y la varianza obtenida a
partir de todos los datos de la regresión simple, es decir, utilizando un inter-
valo de medición (gráficas 4.27 y 4.28) mientras que la otra regresión MVE
mostrada en la tabla 4.6 se realizó depurando el intervalo de la temperatura
en ±0.03◦C. Se puede observar que para el cálculo del peŕıodo a condiciones

de vaćıo, el aumento en la incertidumbre de la regresión MVE, al utilizar S
2

e y

S
2

e, es debido a los grados de libertad n−m que es más significativo al tener
menos valores de temperatura (cinco valores, figura 4.28) que en la regresión

simple (figura 4.27) y además estos valores S
2

e y S
2

e dependen en las varianzas
asociadas a cada dato experimental debido a la forma de depurar los datos
experimentales, en una regresión del tipo MVE es importante que se utilicen
datos experimentales que buscan representar un punto, no un intervalo como
puede ser el caso de la regresión simple. También cierta parte de la diferencia
de las incertidumbres es debido a que la desviación estándar de los parámetros
de la regresión MVE es más grande.

Los parámetros estimados de la regresión, las varianzas y covarianzas de

estos, S
2

sy y S
2

e de las condiciones a vaćıo, serán utilizados para generar da-
tos del periodo de vibración τ0(T ) correspondientes a las temperaturas de los
datos utilizados para calibrar el modelo FPMC o para calcular densidades y
estimar incertidumbres. La ecuación 4.25 es utilizada para la estimación de la
incertidumbre del peŕıodo de vibración a condiciones de vaćıo.

La calibración del DTV mediante la estimación de los parámetros del mo-
delo FPMC, se puede llevar a cabo mediante una regresión simple o por el
método de varianza efectiva, ya sea con el uso de los datos depurados o con el
uso de los datos estad́ısticos, según sea el método de regresión elegido. Antes de
realizar la regresión es necesario calcular las densidades del fluido de referencia;
en este caso para el agua, a las mismas condiciones de temperatura y presión
que el peŕıodo de vibración obtenido de manera experimental. Para calcular

95
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las densidades del agua se utiliza la ecuación multiparametrica IAPWS7, por
sus siglas en inglés (anexo E).

Regresión simple
τ0 = (6.686531× 10−8 ± 3.835496× 10−10)T 2+

(5.330393× 10−4 ± 4.442631× 10−8)T + (3.9029384± 1.064935× 10−6)

Ecuación de propagación de error T [◦C] τ0[ms] u(τ0)[ms]√
(CT )(MC) + S

2

sy + S
2

e 20.4258 3.9138540 2.7083× 10−5√
(CT )(MC) + S

2

e 20.4258 3.9138540 2.7083× 10−5√
(CT )(MC) 20.4258 3.9138540 1.5559× 10−5

Regresión MVE
(utilizando los mismos datos experimentales de la regresión simple)

τ0 = (5.865049× 10−8 ± 3.589850× 10−8)T 2+
(5.329399× 10−4 ± 3.692545× 10−6)T + (3.9029505± 9.009096× 10−5)

Ecuación de propagación de error T [◦C] τ0[ms] u(τ0)[ms]√
(CT )(MC) + S

2

sy + S
2

e 20.4258 3.9138607 7.5475× 10−5√
(CT )(MC) + S

2

e 20.4258 3.9138607 6.6462× 10−5√
(CT )(MC) 20.4258 3.9138607 3.7742× 10−5

Regresión MVE
(con depuración en los datos experimentales de la regresión simple)

τ0 = (7.852179× 10−8 ± 2.791034× 10−8)T 2+
(5.314422× 10−4 ± 3.137791× 10−6)T + (3.902973± 7.857299× 10−5)

Ecuación de propagación de error T [◦C] τ0[ms] u(τ0)[ms]√
(CT )(MC) + S

2

sy + S
2

e 20.4258 3.9138610 5.1270× 10−5√
(CT )(MC) + S

2

e 20.4258 3.9138610 4.7507× 10−5√
(CT )(MC) 20.4258 3.9138610 3.4901× 10−5

Tabla 4.6: Ejemplo de estimación de incertidumbres del cálculo del peŕıodo al
vaćıo.

Una vez que se tienen las densidades del fluido de referencia y el peŕıodo
de vibración a condiciones de vaćıo, se procede a hacer la regresión (según sea

7IAPWS: Asociación interna para las propiedades del agua y el vapor
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el método elegido) por isotermas o de manera global 8.

En las gráficas de las figuras 4.29 y 4.30 se muestran las calibraciones de una
isoterma a 20.67◦C y sus residuos (entre el modelo de referencia y el FPMC),
utilizando la regresión simple (con el polinomio para el peŕıodo de vibración
a condiciones de vaćıo obtenido de una regresión simple) y la regresión por el
método de varianza efectiva (con el polinomio para el peŕıodo de vibración a
condiciones de vaćıo obtenido de una regresión MVE), respectivamente.

Figura 4.29: Calibración del modelo FPMC con regresión simple en el sistema
de medición z6.

S
2

sy se obtiene de la incertidumbre que establece la ecuación de referencia
IAPWS (página 435 de la referencia [22]) para cada uno de los puntos cal-
culados, ya que no se puede aplicar la ecuación 4.25 para la estimación de
la incertidumbre en la densidad del agua por falta de datos. Entonces, el va-

lor S
2

sy se obtiene del mismo modo para la regresión simple y la regresión MVE.

De las gráficas de las figuras 4.29 y 4.30, en los residuos, se puede observar
que dan un valor diferente; los residuos por el método de varianza efectiva son
más pequeños debido, a que el promedio de la distribución del conjunto de
datos depurados se acerca mucho más al valor de la ecuación de la referencia.

Por lo tanto, S
2

e de la regresión MVE da un valor más pequeño que S
2

e de la

regresión simple, pero el valor de S
2

sy de la regresión MVE debeŕıa ser más

grande que el valor de S
2

sy de la regresión simple debido a los grados de liber-
tad n−m. Esto debeŕıa hacer que la estimación de incertidumbre entre ambos

8Por global se entiende que es la calibración de todas las isotermas con todas sus presiones
en una sola regresión.
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métodos no sea tan diferente.

Figura 4.30: Calibración del modelo FPMC con regresión MVE en el sistema
de medición z6.

En la tabla 4.7 se muestra la estimación de la incertidumbre en densi-
dad para el modelo FPMC, los datos presentados en dicha tabla utilizan los
peŕıodos de vibración a condiciones de vaćıo, respectivamente, a los de la tabla
4.6. De la tabla 4.7 se puede observar que la estimación de incertidumbre de
la regresión MVE se acerca a la estimación de la incertidumbre de la regresión
simple cuando se utilizan conjuntos de dato experimentales que representan
un punto y no intervalos en la regresión MVE, tal como se vio en la gráfica
4.25. Por lo tanto, la ecuación 4.25 propuesta logra estimar una incertidumbre
que es congruente entre ambos métodos de regresión. Aún utilizando datos
experimentales que representan puntos en la regresión se puede observar que
hay una diferencia de las incertidumbres de la densidad debido a la diferencia
de la varianza en los parámetros obtenidos de ambos tipos de regresiones, ésto
se debe a que los coeficientes de sensibilidad de los parámetros calibrados y del
peŕıodo de vibración del modelo FPMC son grandes, por lo que un aumento
en la varianza en alguna de estas variables tendrá como consecuencia un au-
mento de incertidumbre considerable. También se debe tomar en cuenta que
la incertidumbre de la regresión MVE debe ser mayor debido a que los grados
de libertad en dicha regresión son mucho menores que en la regresión simple.
De lo expuesto en este párrafo se puede concluir que utilizar la regresión MVE
en el cálculo de densidades puede resultar en un aumento de incertidumbre,
por lo que es recomendable utilizar la regresión simple sobre la regresión MVE.
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Regresión simple T = 20.4258◦C y P = 699.994bar

Ecuación de propagación de error ρ[Kg/m3] u(ρ)[kg/m3]√
(CT )(MC) + S

2

sy + S
2

e 901.492 0.1627√
(CT )(MC) + S

2

e 901.492 0.1610√
(CT )(MC) 901.492 0.1521

Regresión MVE T = 20.4258◦C y P = 699.994bar
(utilizando los mismos datos experimentales de la regresión simple)

Ecuación de propagación de error ρ[Kg/m3] u(ρ)[kg/m3]√
(CT )(MC) + S

2

sy + S
2

e 901.487 0.3924√
(CT )(MC) + S

2

e 901.487 0.3914√
(CT )(MC) 901.487 0.3913

Regresión MVE T = 20.4258◦C y P = 699.994bar
(con depuración en los datos experimentales de la regresión simple)

Ecuación de propagación de error ρ[Kg/m3] u(ρ)[Kg/m3]√
(CT )(MC) + S

2

sy + S
2

e 901.487 0.2714√
(CT )(MC) + S

2

e 901.487 0.2699√
(CT )(MC) 901.487 0.2698

Tabla 4.7: Ejemplo de estimación de incertidumbres del cálculo de densidades.

Una vez que es calibrado el DTV con el modelo FPMC, se usan todos los
resultados obtenidos de dicha, calibración como se muestra en la figura 4.26, pa-
ra calcular densidades y estimar sus incertidumbres. Para ésto, también serán
requeridos los resultados obtenidos de las condiciones de vaćıo para generar
peŕıodos de vibración a las mismas condiciones que los datos estad́ısticos de
las mediciones del fluido de interés. En la tabla 4.9 se muestran los resultados
de la determinación de un aceite de petróleo a una isoterma de 20◦C utilizando
solamente regresiones MVE y en la tabla 4.8 se muestran los resultados de la
misma determinación de densidades utilizando solamente regresiones simples.
Comparando los resultandos de ambas tablas se hace notar que el costo de
usar regresiones MVE es el aumento considerable de la incertidumbre; por lo
tanto, para la densimetŕıa de tubo vibrante se recomienda usar las regresiones
simples. No se está declarando que la incertidumbre estimada por la regresión
MVE esté mal; al contrario, está tomando en cuenta los grados de libertad que
se redujeron en gran medida al usar los datos estad́ısticos, como se muestra en
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las gráficas 4.29 y 4.30. Esto hace que su incertidumbre aumente. Tampoco se
está despreciando el uso de las regresiones MVE, ya que este tipo de regresión
puede ser útil cuando se deseé que el modelo a ajustar se apegue más a los
datos de mayor importancia.

Densidades de un aceite de petróleo por regresión simple

T U(T) P U(P) ρ U(ρ)
[◦C] [◦C] [bar] [bar] [kg/m3] [kg/m3]

20.426 0.0582 699.994 0.1137 901.49 0.3248
20.428 0.0581 600.001 0.1124 897.22 0.3237
20.425 0.0585 500.006 0.1126 892.69 0.3240
20.430 0.0583 400.011 0.1127 887.84 0.3257
20.429 0.0582 300.012 0.1129 882.72 0.3248
20.433 0.0585 199.990 0.1136 877.26 0.3248
20.426 0.0584 150.003 0.1131 874.42 0.3270
20.428 0.0589 100.013 0.6111 871.47 0.3254
20.430 0.0583 50.008 0.6228 868.41 0.3226
20.430 0.0582 20.009 0.6033 866.53 0.3226
20.426 0.0581 3.003 0.5940 865.41 0.3263

Tabla 4.8: Densidades calculadas y estimación de incertidumbre con el progra-
ma del FPMC de un aceite de petróleo utilizando regresiones simples.

Se debe tener en cuenta que las incertidumbres expandidas de las tablas 4.9
y 4.8 son obtenidas mediante la desviación estándar y no con el error estándar,
que es el que comúnmente se utiliza y es un valor mucho más pequeño. Por
ejemplo, las incertidumbres de la densidad seŕıan del orden de 0.03kg/m3 si
se usara el error estándar. Se utilizan las desviaciones estándar, ya que serán
usadas en las pruebas de hipótesis de la siguiente sección.

Para calcular los coeficientes de sensibilidad y para encontrar la matriz ja-
cobiana de la regresión no lineal Levenberg-Marquardt se utilizaron diferencias
finitas centrales de segundo orden con un error de truncamiento O(h4).
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Densidades de un aceite de petróleo por MVE

T U(T) P U(P) ρ U(ρ)
[◦C] [◦C] [bar] [bar] [kg/m3] [kg/m3]

20.426 0.0582 699.994 0.1137 901.49 0.5429
20.428 0.0581 600.001 0.1124 897.21 0.5421
20.425 0.0585 500.006 0.1126 892.69 0.5423
20.430 0.0583 400.011 0.1127 887.83 0.5433
20.429 0.0582 300.012 0.1129 882.72 0.5427
20.433 0.0585 199.990 0.1136 877.25 0.5425
20.426 0.0584 150.003 0.1131 874.42 0.5439
20.428 0.0589 100.013 0.6111 871.46 0.5428
20.430 0.0583 50.008 0.6228 868.41 0.5411
20.430 0.0582 20.009 0.6033 866.52 0.5411
20.426 0.0581 3.003 0.5940 865.41 0.5433

Tabla 4.9: Densidades calculadas y estimación de incertidumbre con el progra-
ma del FPMC de un aceite de petróleo utilizando regresiones por MVE.

4.7. Nuevo procedimiento de medición para el

DTV utilizando el modelo FPMC

El nuevo procedimiento del FPMC se establecerá acorde a la pruebas de
hipótesis que se presentarán en esta misma sección. El objetivo de este nuevo
procedimiento de medición es el de reducir el tiempo de calibración sin que
afecte estad́ısticamente a la determinación de las densidades.

Las pruebas de hipótesis se aplican de dos formas diferentes. Un tipo de
prueba de hipótesis va enfocada a la reducción de la medición de puntos9 de
peŕıodo de vibración en presión por isoterma y otro tipo de prueba de hipóte-
sis va enfocado a si es factible reducir las isotermas para calibrar el modelo
FPMC. Para realizar las pruebas de hipótesis se utilizó el programa presentado
en la sección anterior.

9En esta sección, se utilizará la palabra punto de medición para referirse al conjunto de
datos con el que se obtiene la estimación a una media.
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Sistema de
medición z6

Mediciones con
agua a 30C, 

50C, 70C y 90C

Mediciones con
agua a 20C, 

40C, 70C y 90C

Aceite x1
Determinación 

de densidades a
20C, 40C, 60C,

80C y 100C

Aceite x4
Determinación 

de densidades a
20C, 40C, 60C,

80C y 100C

Aceite x2
Determinación 

de densidades a
40C, 50C, 60C,
70C, 80C y 90C

Sistema de
medición a51

Mediciones con
agua a 20C, 

40C, 60C, 80C,
100C y 120C

Aceite x97
Determinación 

de densidades a
40C, 60C y

100C

Aceite x98
Determinación 

de densidades a
40C, 60C y

100C

Aceite x96
Determinación 

de densidades a
40C, 60C y

100C

DTV-DMA-HPM-1 DTV-DMA-HPM-2

Mediciones con
agua a 20C, 

40C, 60C, 80C,
100C y 120C

Aceite x97
Determinación 

de densidades a
20C, 80C y

120C

Aceite x98
Determinación 

de densidades a
20C,80C y

100C

Aceite x96
Determinación 

de densidades a
20C, 80C 

y 120C

Figura 4.31: Diagrama de las calibraciones y las determinaciones de densidad
de diferentes fluidos para cada sistema de medición.

En las pruebas de hipótesis se consideró las varianzas desconocidas (se uti-
lizó una estimación s2) y diferentes en cada media muestral. Además, debido
a la cantidad de datos que se teńıa por punto (de 200 a 300 datos), la dis-
tribución para las pruebas de hipótesis se consideró normal. Por lo tanto, se
utilizó la ecuación 2.91 pero en vez obtener un valor T ′ se obteńıa un valor
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Z. Para encontrar el nivel de confianza de un valor Z, no es necesario definir
los grados de libertad (debido a tamaño de la muestra); el nivel de confianza
utilizado fue de 95.45 % que corresponde a un valor Z = 2. Por lo tanto, todo
valor absoluto de Z calculado con la ecuación 2.91 mayor a dos representa que
hay una diferencia entre las estimaciones de la media que se están comparando.

Calibración del
FPMC

con agua

6 puntos 
de presión por

Isoterma

10 o 9 puntos 
de presión por

Isoterma

4 o 3 puntos 
de presión por

Isoterma
ρ1 ρ2 ρ2

Z=
ρ1−ρ2

√s12 /n1+s22/n2

Z=
ρ1−ρ2

√s12 /n1+s22/n2

Figura 4.32: Diagrama de pruebas de hipótesis para la reducción de puntos en
presión por isoterma.

Las pruebas de hipótesis fueron hechas para los dos sistemas de medición
utilizando diferentes calibraciones y diferentes fluidos (aceites de petróleo) para
determinar sus densidades. En la figura 4.31 se muestran las isotermas utiliza-
das en las diferentes calibraciones, aśı como las determinaciones de densidad
en los diferentes aceites. Todas las isotermas de la calibración hechas con agua
en el sistema de medición z6 conteńıan 10 puntos de presión desde 1 bar hasta
700 bar. Para el sistema de medición a51 las isotermas de calibración con agua
conteńıan 9 puntos en presión desde 1 bar hasta 700 bar.

En las pruebas de hipótesis para la reducción de puntos en presión de ambos
sistemas de medición, la determinación de densidades que utilizaba la calibra-
ción con la mayor cantidad de puntos en presión (10 y 9 puntos) se tomaba
como la referencia, como se muestra en la figura 4.32. Después a las isotermas
se les quitaban puntos en presión para obtener 6 puntos en presión por isoter-
ma de calibración y 3 puntos de presión por isoterma si se usaba la regresión
simple o 4 puntos de presión por isoterma si se usaba la regresión MVE. En
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la regresión MVE no se pueden usar 3 puntos en presión porque usa los datos
estad́ısticos; entonces, sólo se tendŕıan tres datos para hacer la regresión sobre
tres parámetros y los grados de libertad seŕıan cero. Las densidades obtenidas
utilizando las calibraciones con diferentes cantidades de puntos en presión se
compararon con la calibración de referencia como se muestra en la figura 4.32.
Las comparaciones mostradas en la figura 4.32 fueron hechas en la misma iso-
terma y además como aún no se está considerando el efecto de la temperatura
en esta prueba, sólo se usaron las densidades de los aceites de los petróleos en
las que su temperatura coincid́ıan con la temperatura de calibración.

Figura 4.33: Resultado de pruebas de hipótesis para la presión en el sistema
de medición z6.

En la figura 4.33 se muestran los resultados de las pruebas de hipótesis
para la presión del sistema de medición z6 tanto como para las comparaciones
de diez puntos de presión en la calibración con seis puntos de presión en la
calibración (10p/6p) y para las comparaciones de diez puntos de presión en
la calibración con tres o cuatro puntos de presión en la calibración (10p/3p o
10p/4p). Todas las densidades obtuvieron un valor de Z menor a dos, por lo
tanto se puede concluir que es factible reducir la cantidad de puntos de presión
hasta tres puntos en la regresión simple y hasta 4 en la regresión MVE. Tam-
bién se puede observar que las pruebas de hipótesis de la regresión MVE da
valores más pequeños porque tiene una mayor incertidumbre. De igual modo,
los resultados para las pruebas de hipótesis para la presión del DTV-DMA-
HPM-1 y DTV-DMA-HPM-2 del sistema de medición a51 se muestran en las
gráficas de las figuras 4.34 y 4.35 donde se puede observar que todos los valores
de Z son menores a dos y por lo tanto es posible reducir los puntos en presión
hasta tres para cada isoterma usando la regresión simple y hasta cuatro puntos
en presión en cada isoterma para la regresión MVE.
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Figura 4.34: Resultado de pruebas de hipótesis para la presión en el DTV-
DMA-HPM-1 del sistema de medición a51.

Figura 4.35: Resultado de pruebas de hipótesis para la presión en el DTV-
DMA-HPM-2 del sistema de medición a51.

Con el propósito de saber si el método de regresión por mı́nimos cuadrados
utilizado puede llegar a afectar los resultados del cálculo de las densidades
se compararon las densidades obtenidas con ambos métodos de regresión, es
decir, se comparó las densidades de obtenidas de cada isoterma mediante la
regresión simple utilizando diez o nueve puntos de presión (según el sistema de
medición utilizado) por isoterma en la calibración con respecto a las densidades
obtenidas en cada isoterma mediante la regresión MVE utilizando diez o nueve
puntos de presión (según el sistema de medición utilizado) por isoterma en la
calibración; este procedimiento se llevó del mismo modo para las densidades
obtenidas de las calibraciones que contaban con seis, cuatro y tres puntos en
presión por isoterma.
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Figura 4.36: Resultado de pruebas de hipótesis para la comparación de densi-
dades obtenidas de los métodos de regresión simple y MVE en el sistema de
medición z6.

Los resultados de las pruebas de hipótesis para comparar las densidades ob-
tenidas de los diferentes métodos de regresión (simple y MVE) para el sistema
de medición z6 se muestran en la gráfica de la figura 4.36 y en las gráficas de
las figuras 4.37 y 4.38 se muestran los resultados de estas pruebas de hipótesis
para el DTV-DMA-HPM-1 y el DTV-DMA-HPM-2 del sistema de medición
a51, respectivamente. De los resultados mostrados para los tres denśımetros se
puede observar que el método utilizado para realizar la regresión no afecta el
cálculo de densidades, pero se debe tener en cuenta que utilizar el la regresión
MVE conduce a un aumento en la incertidumbre como ya se ha mencionado
anteriormente, por lo que se recomienda la preferencia del uso la regresión
simple sobre la regresión MVE en las calibraciones de los denśımetros de tubo
vibrante.

En las pruebas de hipótesis para la reducción de puntos en temperatura,
de ambos sistemas de medición, se compararon las densidades de una isoterma
obtenidas con los parámetros de la calibración a una temperatura parecida
con respecto a las densidades obtenidas para la misma isoterma utilizando los
parámetros correspondientes a la calibración de otra temperatura; además to-
das las pruebas de hipótesis se hicieron utilizando la mayor cantidad de puntos
en presión por isoterma. En la figura 4.39 se muestra el diagrama para reali-
zar las pruebas de hipótesis en temperatura, para estas pruebas de hipótesis
solamente se utilizó un aceite de petróleo para cada calibración de cada siste-
ma de medición (figura 4.31). Los resultados de las pruebas de hipótesis para
la reducción de temperatura de los tres denśımetros se muestran en el anexo D.
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Las pruebas de hipótesis para la reducción de temperatura son un ejemplo
de su importancia ya que a simple vista se podŕıa concluir que las densidades
calculadas con los parámetros calibrados usando temperaturas diferentes a la
temperatura de la isoterma del fluido de interés no son muy diferentes, sin
embargo, las pruebas de hipótesis muestran que dichas densidades están muy
lejos de ser valores iguales.

Figura 4.37: Resultado de pruebas de hipótesis para la comparación de densi-
dades obtenidas de los métodos de regresión simple y MVE en el DTV-DMA-
HPM-1 del sistema de medición a51.

Figura 4.38: Resultado de pruebas de hipótesis para la comparación de densi-
dades obtenidas de los métodos de regresión simple y MVE en el DTV-DMA-
HPM-2 del sistema de medición a51.

De los resultados de las pruebas de hipótesis para la reducción de puntos
en temperatura se concluyó que no se pueden reducir puntos en temperatura,
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es decir, la calibración del denśımetro tiene que hacerse en cada isoterma a
la cual se medirá el fluido de interés. De hecho, el modelo FPMC es sensible
a la temperatura y los valores de densidad calculados pueden verse afectados
por la diferencia de su temperatura y la temperatura a la cual los parámetros
del modelo fueron calibrados, por lo que se recomienda que la temperatura de
calibración y la temperatura de la isoterma del fluido de interés sean lo más
cercanas posibles.

Las pruebas de hipótesis para la reducción de temperatura también mues-
tran que el parámetro que más impacto tiene en el cálculo de densidad es
M0/L00 ya que los valores de Z aumentan cuando aumenta la diferencia entre
los valores de M0/L00 a la temperatura T1 ≈ Tref y la temperatura T 6= Tref .

Densidades     de aceite
a una temperatura     

calculadas con los
parámetros calibrados a

  

ρ1

Z=
ρ1−ρ3

√s12 /n1+s32 /n3
Z=

ρ1−ρ2

√s12 /n1+s22/n2

T ref

T 1≈T ref

Densidades     de aceite
a una temperatura     

calculadas con los
parámetros calibrados a

  

ρ2

T ref

T 2≠T ref

Densidades     de aceite
a una temperatura     

calculadas con los
parámetros calibrados a

  

ρ3

T ref

T 3≠T ref

Densidades     de aceite
a una temperatura     

calculadas con los
parámetros calibrados a

  

ρ4

T ref

T 4≠T ref

Z=
ρ1−ρ4

√s12 /n1+s42 /n4

Figura 4.39: Diagrama de pruebas de hipótesis para la reducción de puntos en
temperatura.

Se debe recordar que M0/L00 es un parámetro que f́ısicamente debeŕıa ser
constante, sin embargo, tiene una fuerte correlación con la temperatura en los
tres denśımetros como se puede observar de las gráficas de las figuras 4.40,
4.41 y 4.42. El parámetro γ1 también muestra tener una dependencia con la
temperatura en los tres denśımetros mientras que el parámetro γ2 no muestra
una tendencia clara con la temperatura.

En una calibración global (calibrando todas las isotermas en una sóla re-
gresión) se puede observar que los residuos en densidad aumentan conside-
rablemente debido a que los parámetros de calibración del modelo FPMC se
mantienen constantes como se muestra en el ejemplo de la figura 4.43.
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Figura 4.40: Dependencia en la temperatura de los parámetros de calibración
del modelo FPMC para el denśımetro del sistema de medición z6.

Figura 4.41: Dependencia en la temperatura de los parámetros de calibración
del modelo FPMC para el denśımetro DTV-DMA-HPM-1 del sistema de me-
dición a51.

109



Caṕıtulo 4. DESARROLLO Y RESULTADOS

Figura 4.42: Dependencia en la temperatura de los parámetros de calibración
del modelo FPMC para el denśımetro DTV-DMA-HPM-2 del sistema de me-
dición a51.

Figura 4.43: Calibración global a las temperaturas 20, 40, 70 y 90◦C desde 1
bar hasta 700 bar para el DTV del sistema de medición z6.

Además la dependencia en temperatura de los parámetros de calibración
del modelo FPMC se intentó representar mediante polinomios de segundo or-
den, sin embargo, para el parámetro M0/L00 se observó que su funcionalidad
respecto a la temperatura no pod́ıa ser descrita mediante el polinomio de se-
gundo orden. Se aplicaron pruebas de hipótesis utilizando estos polinomios en
los parámetros de calibración y se pudo observar una disminución en los valo-
res Z de las pruebas de hipótesis pero no lo suficiente como para declarar que
el cálculo de densidades no se véıa afectado por la temperatura. Otro efecto
negativo de utilizar estos polinomios era el aumento de la incertidumbre en la
densidad.
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De los resultados de las pruebas de hipótesis para reducir los puntos en
presión y para reducir los puntos en temperatura se estableció un nuevo proce-
dimiento de medición para la calibración de denśımetros con el modelo FPMC:

1) Determinaciones experimentales del peŕıodo de vibración a condiciones de
vaćıo, que por lo menos incluyan cuatro o más temperaturas y que cubra
el intervalo de temperatura al cual se desea determinar las densidades del
fluido de interés para ajustar la ecuación 3.35, ya sea por regresión simple o
regresión MVE. Si se usa la regresión MVE se debe evitar obtener los datos
estad́ısticos (promedios y varianzas) de intervalos de datos de temperatura-
peŕıodo de vibración, es decir, la temperatura y el peŕıodo de vibración
deben mantenerse lo más constante posbile para representar un punto. En
la regresión simple se puede utilizar el procedimiento de la regresión MVE
o utilizar intervalos de datos de temperatura-peŕıodo de vibración.

2) Determinaciones experimentales de las densidades del fluido de referencia
por isotermas. Cada isoterma puede contener solamente cuatro puntos en
presión para la regresión MVE o tres puntos en presión para la regresión
simple (esta afirmación aplica desde 1bar hasta 700bar). Las determina-
ciones de las densidades del fluido de referencia debe contener el intervalo
de temperatura y presión a la cual se desea determinar las densidades del
fluido de interés.

3) Utilizar la ecuación 3.35 o 3.36 para calcular peŕıodos de vibración a con-
diciones de vaćıo a la misma temperatura que las mediciones del fluido de
referencia.

4) Calibrar el modelo FPMC de la ecuación 3.20 por isotermas con las de-
terminaciones experimentales de las densidades del fluido de referencia del
paso 2 y los peŕıodos de vibración al vaćıo del paso 3.

5) Determinaciones experimentales de las densidades del fluido de interés a di-
ferentes isotermas. Las temperaturas de las isotermas del fluido de interés
deben estar lo más cercano posible a las temperatura de las isotermas co-
rrespondientes con las que fue calibrado el DTV para asegurar que el valor
de las densidades calculado no se modifique con la diferencia entre ambas
temperaturas (resultado de las pruebas de hipótesis en temperatura).

6) Utilizar la ecuación 3.35 o 3.36 para calcular peŕıodos de vibración a con-
diciones de vaćıo a la misma temperatura que las determinaciones experi-
mentales de las densidades del fluido de interés.

7) Calcular las densidades y sus incertidumbres por isotermas de las medi-
ciones del paso 5 con la ecuación 3.20 utilizando los datos del peŕıodo de
vibración a condiciones de vaćıo del paso 6.
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4.8. Estudio de la temperatura y el vaćıo en

el FPMC

En la sección anterior, se concluyó que el modelo FPMC no tiene problemas
con la presión pero si presenta ciertas inconsistencias con la temperatura. A
partir de esto, se decidió estudiar el FPMC en las condiciones de vaćıo porque
el peŕıodo de vibración sólo es dependiente de la temperatura. A partir de la
ecuación 3.6 se puede obtener una expresión para el peŕıodo de vibración a
condiciones de vaćıo como se muestra a continuación:

τ 20 =

(
2kM0L

3
00

π

)exp
(

3
∫ T
25
αLdT

)
E(r4eo − r4io)

 (4.40)

La ecuación 4.40 se puede ajustar por regresión de mı́nimos cuadrados a
partir de datos experimentales del peŕıodo de vibración a condiciones de vaćıo.
El parámetro que se ajusta contiene la longitud del tubo a 25◦C, la masa vi-
brante y la constante de proporcionalidad.

En la figura 4.44 se muestra el ajuste de la ecuación 4.40 sobre datos expe-
rimentales. Se puede observar que la parte termomecánica usada en el modelo
FPMC está lejos de describir los datos experimentales. Para corregir la de-
pendencia de la temperatura en el FPMC ,se necesitaŕıa aumentar la longitud
del tubo con respecto a la temperatura; es decir, modificar los valores de los
coeficientes de αL, disminuir el módulo de Young aún más con respecto a la
temperatura o el segundo momento de inercia debeŕıa disminuir más con la
temperatura.

A partir del estudio del FPMC en las condiciones de vaćıo, se realizó el al-
goritmo presentado en la figura 4.1 de la metodoloǵıa. Este algoritmo se utilizó
con diferentes hipótesis. En esta sección se comentará brevemente las hipótesis
que fueron rechazadas; en la sección posterior se presentará la hipótesis que
cumplió con los objetivos espećıficos y el modelo que representa tal hipótesis.

Una hipótesis rechazada, era suponer que el segundo momento de inercia
estaba mal calculado por no considerar las bobinas del DTV y la curva del
tubo. Se realizaron correcciones en temperatura y presión para la relación de
la inercia I/I0, se obtuvieron resultados con mucha exactitud en el cálculo
de densidad y se pod́ıan hacer ajustes globales en temperatura y presión; es
decir se correǵıa el problema del FPMC con la temperatura. Sin embargo las
correcciones en el segundo momento de inercia indicaban que éste se tenia que
reducir y la hipótesis se basaba en que se teńıa la inercia teńıa que aumentar;
ya que esto representaba a las bobinas y una corrección por la curva del tubo
del denśımetro. La calibración del FPMC junto con estas correcciones se hacia
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de igual modo usando el vaćıo y un fluido de referencia (agua); sin embargo, las
correcciones sólo funcionaban en el intervalo que eran calibradas y no pod́ıan
representar el peŕıodo de vibración al vaćıo junto con el peŕıodo de vibración
con presión y, por lo tanto, no se pod́ıan hacer mediciones a bajas densidades.

Figura 4.44: Ajuste de la ecuación 4.40 sobre datos experimentales de peŕıodo
de vibración a condiciones de vaćıo.

Otra hipótesis se basaba en la dependencia de la temperatura del módulo
de Young de la ecuación 3.34. Sin embargo, el módulo de Young depende de
los compositos10. Si se quiere tener en cuenta el efecto de las demás piezas se
tienen que introducir a la viga como compositos y para esto se considera el
módulo de Young y el segundo momento de inercia de cada composito. Por lo
tanto añadir un composito más aumenta el denominador de la ecuación 4.40.
La ecuación 4.40 se ajustó junto con la ecuación 3.34 del módulo de Young;
sin embargo, no se obtuvieron buenos resultados.

La última hipótesis rechazada era suponer que los valores de los coeficientes
del polinomio de αL estaban mal, se debe tener en cuenta que los coeficientes
fueron obtenidos a partir de datos experimentales del acero Hastelloy-C276 en
[15]. La ecuación 4.40 se ajustó junto con los coeficientes de αL, dando buenos
resultados, pero con un resultado de que αL era cuatro veces más grande que
el del acero Hastelloy-C276 y no se pod́ıan hacer mediciones a baja densidad.
El peŕıodo de vibración a condiciones de vaćıo aún no se pod́ıa representar
junto con el peŕıodo de vibración cuando hay presión.

10Un composito se diferencia de un compuesto ya que el compuesto forma parte de un
material homogéneo y el composito está en contacto con otro composito en una zona definida
y ambos compositos forman un material heterogéneo.
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Caṕıtulo 4. DESARROLLO Y RESULTADOS

En la aplicación de las tres hipótesis y en el FPMC original, también se
intento ajustar los radios de referencia reoo y rioo, parámetros que poca influen-
cia teńıan sobre los resultados y pod́ıan llegar a variar hasta casi un 10 % en
el FPMC original, resultados que no coinciden con los radios verdaderos del
tubo. Conforme los radios eran modificados los demás parámetros ajustados
también se modificaban sin obtener mejoras significativas. Ésto fue el motivo
por el cual se decidió evitar la tarea de medir los radios internos y externos
de los DTV-DMA-HPM-1 y DTV-DMA-HPM-2 y usar los mismos radios de
referencia que el DTV-DMA-512P. Además, resulta una gran desventaja para
el modelo de calibración tener que proporcionarle dimensiones del tubo cuan-
do se quiere usar por primera vez y en el caso del modelo DTV-DMA-HPM,
resulta más dif́ıcil obtener este dato que el modelo DTV-DMA-512P, ya que el
DTV-DMA-HPM cuenta con una recubrimiento sobre el tubo.

4.9. Nuevo modelo de calibración: Reglas de

Sombra Vibrante (RSV)

La importancia de usar el modelo FPMC en las pruebas de la sección ante-
rior, es que el FPMC toma en cuenta la parte termomecánica del denśımetro y
gracias a ésto se pudo lograr los objetivos mediante el desarrollo de un nuevo
modelo. La última hipótesis usada parte de que las geometŕıas consideradas
para llegar a la ecuación 3.1 a partir de la ecuación 2.1 no son las correctas
para representar la deflexión del denśımetro de tubo vibrante. A partir de esta
hipótesis se desarrollaron reglas para generar modelos de calibración.

Si la ecuación 3.1 no representa bien al DTV se tiene que regresar a la
ecuación de Euler-Bernoulli 2.1. Retomando la ecuación:

∂2

∂x2

(
EI(x)

∂2w(x, t)

∂x2

)
+ ρmAt(x)

∂2w(x, t)

∂t2
=
−→
f (x, t) (4.41)

La ecuación 4.41 proporciona buenos resultados para la flexión en vigas,
resuelta de manera anaĺıtica o por simulación como se muestra en las referen-
cias [23, 24, 25, 26, 27]. El problema es que no es factible usar la ecuación 4.41
para calibrar el denśımetro de tubo vibrante debido a lo siguiente:

114



4.9. Nuevo modelo de calibración: Reglas de Sombra Vibrante (RSV)

A

B

Figura 4.45: Sombra propuesta en este trabajo de tesis.

Tener que conocer las funciones I(x), A(x) y
−→
f (x, t) es el mismo pro-

blema que tener que conocer reoo y rioo, eso en caso de que se puedan
conocer dichas funciones, además esto se contrapone con el objetivo de
la tesis, reducir el tiempo de calibración. Es conveniente que los paráme-
tros de un modelo de calibración se obtengan sólo a partir de los datos
experimentales.
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En caso de conocer las funciones I(x), A(x) y
−→
f (x, t) es muy probable

que la solución a la ecuación 4.41 sea compleja de obtener.

Al existir diferentes materiales en la masa vibrante del tubo ρm seŕıa
dif́ıcil de obtener al igual que su dependencia con la temperatura y la
presión.

Lo que se propone en esta sección es encontrar una figura homogénea sobre
su eje neutral que pueda ser representada por la ecuación 3.1 y que el peŕıodo
de vibración sea equivalente al de la solución de la ecuación 4.41 a las diferen-
tes condiciones de temperatura y presión. Para generar estas figuras se puede
tomar como ejemplo un objeto que proyecta su sobra sobre la pared, cuando
el objeto se desplaza una cierta cantidad, la sombra se desplaza una cantidad
mayor o menor según sea el ángulo de la luz que incide sobre el objeto y la
pared; conociendo el desplazamiento de la sombra y otras caracteŕısticas como
el ángulo de incidencia de la luz sobre el objeto se puede conocer el desplaza-
miento del objeto.

De manera análoga al ejemplo mencionado, en esta sección se proponen
reglas (reglas de sombra vibrante) que buscan generar una sombra del DTV
representada por la ecuación 3.1 que vibra a la misma frecuencia del DTV
representada por la ecuación 4.41. A continuación se presentan las reglas de
sombra vibrante.

REGLA 1: Definir una sombra (figura) que sea representativa del DTV
original, es decir, que busque tener la figura predominante del DTV y que
tome en cuenta no sólo al tubo U, si no también al resto de la masa vibran-
te. También se puede incluir en la sombra la forma en la que la fuerza es
aplicada en esta figura, con el objetivo de que la orientación del tuvo original
no afecte en la calibración. En ésta tesis se propone la sombra de la figura 4.45.

El segundo momento de inercia de la sombra de la figura 4.45 se calcula
mediante la ecuación 4.42, en el anexo A se muestra como calcular el segundo
momento de inercia para la sombra.

Iy =
π (r4e − r4i )

2
+ 2π(r2e − r2i )

(
A

2
+ re

)2

cos2(θ)+

AB
3
sin2(θ) + A

3
Bcos2(θ)

12

(4.42)

donde θ es el ángulo entre el vector de fuerza que se aplica sobre el sistema y
el eje neutral de la figura, B es la altura y A es el espesor del rectángulo que
representa a los magnetos y demás masa vibrante.
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REGLA 2: La sombra del DTV se dilata y se expande en diferente mag-
nitud que el DTV y las demás partes vibrantes del DTV pero no quiere decir
que sea otro material, por lo tanto, un coeficiente para la temperatura y un
coeficiente para la presión deben ser diferentes del material del DTV original,
el resto de los coeficientes para la sombra deben ser los mismos coeficientes que
los del DTV original. En este trabajo de tesis αL y γL serán los coeficientes
que establezcan las dimensiones de la sombra a las diferentes presiones y tem-
peraturas; el módulo de Young y el coeficiente de Poisson se mantienen igual
para el acero Hastelloy-C276.

REGLA 3: Se debe tener en cuenta los diferentes materiales en la figura
de la sombra vibrante que intentan representar las diferentes partes que con-
forman del DTV. Las distintas figuras de la sombra se pueden manejar como
compositos, en las referencias [28, 29, 30] se puede encontrar como manejar la
rigidez cuando se tienen diferentes materiales (compositos). Para este trabajo,
de tesis sólo se consideran dos compositos, un composito es el tubo y el otro
composito representará el resto de los materiales que existan como las bobinas,
el material los une al tubo, etc. El composito de las bobinas y demás materiales
está representado por el cuboide de la sombra de la figura 4.45. Por lo tanto,
la ecuación 3.1 se escribe como se muestra en la ecuación 4.43.

τ 2 =
k (M0 + ρVi)L

3

EhasIarosy + EbobIrecty

(4.43)

Iarosy =
π (r4e − r4i )

2
+ 2π(r2e − r2i )

(
A

2
+ re

)2

cos2(θ) (4.44)

Irecty =
AB

3
sin2(θ) + A

3
Bcos2(θ)

12
(4.45)

Despejando la ecuación 4.43 para ρ:

ρ =
M0

Vi

[
τ 2
(
EhasI

aros
y + EbobI

rect
y

)
M0kL3

− 1

]
(4.46)

REGLA 4: La masa ρVi que aparece en la ecuación 3.1 es la masa del
fluido que está dentro del tubo del DTV, y está relacionada con la densidad
real (mensurando); por lo tanto Vi es el volumen real del tubo. Esto quiere
decir que se debe hacer distinción entre el radio interno del tubo de la sombra
vibrante y el radio interno de la figura real del DTV. Calcular el volumen
interno real con el radio interno resulta dif́ıcil debido al doblez del tubo, la
rugosidad que se pudo ocasionar al doblar el tubo, etc. Por lo tanto, se puede
proponer otra figura para describir el cambio del volumen (esta figura no es
una sombra vibrante) debido a la presión y la temperatura. En este trabajo
de tesis se propone un cubo o expresar el volumen interno del tubo en los
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coeficientes αV y γV . La ecuación 4.46 se puede escribir como se muestra a
continuación:

ρ =
M0

Vi00δVi

[
τ 2
(
EhasI

aros
y + EbobI

rect
y

)
M0kL3

00(δL)3
− 1

]
(4.47)

donde δVi es el cambio del volumen interno por presión y temperatura y Vi00
es el volumen interno a una temperatura de referencia y presión de referencia.

Mediante las cuatro reglas presentadas se puede encontrar una sombra vi-
brante que represente el peŕıodo de vibración del DTV. Además de las reglas
de sombra vibrante, a continuación se presentan recomendaciones que tienen
el objetivo de reducir la cantidad de parámetros de calibración y facilitar la
convergencia del modelo cuando se ajusta a los datos experimentales.

RECOMENDACIÓN 1: Es posible reducir el número de parámetros a
calibrar mediante el uso de modelos matemáticos que se apeguen al modelo
f́ısico de la sombra vibrante y a su vez estén relacionados en cierta medida con
el modelo f́ısico del DTV. Por ejemplo, utilizar las ecuaciones de Lamé para
tubos de pared gruesa infinitamente largos como se muestra a continuación
(en el anexo C se muestra como obtener la ecuación para la deformación de
un tubo de pared gruesa).

rePa = rmoo exp

(∫ T

25

αrmdT

)
+
eoo exp

(∫ T
25
αedT

)
2

(4.48)

riPa = rmoo exp

(∫ T

25

αrmdT

)
−
eoo exp

(∫ T
25
αedT

)
2

(4.49)

rj =

rjPa +

√
r2jPa + 4

[
1− (1− ν)A

E
+
ν

E
σz

] [
B(1 + ν)

E

]
2

[
1− (1− ν)A

E
+
ν

E
σz

] (4.50)

A =
Pir

2
iPa
− Per2ePa

r2ePa − r
2
iPa

(4.51)

B =
(Pi − Pe)r2ePar

2
iPa

r2ePa − r
2
iPa

(4.52)

σz = g
Pir

2
iPa
− Per2ePa

r2ePa − r
2
iPa

(4.53)

donde el sub́ındice j = i, e se usa para indicar el radio interno o externo, res-
pectivamente, y g es un parámetro que intenta reproducir el esfuerzo debido
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al doblez del tubo y el empotre de dicho tubo.

RECOMENDACIÓN 2: Calibrar todos los parámetros de dimensiones
de referencia que se tengan, esto incluye los radios interno y externo de referen-
cia. Ajustar radios de referencia de las ecuaciones 4.48-4.53 resulta complicado,
motivo por el cual se propone usar la relación R = rioo/reoo y la suposición
αrm = αe = αL ya que hacen más fácil el ajuste por mı́nimos cuadrados no
lineales. La sombra vibrante puede corregir la última suposición en otras ca-
racteŕısticas como en la dependencia con la temperatura de la longitud, en
la dependencia con la temperatura de los lados del cuboide, etc. La ventaja
de usar las sombras es que no se tienen que apegarse totalmente al modelo
f́ısico real. Además si no se desea ajustar el coeficiente αL que está involucrado
en el cálculo de los radios, por los mismos motivos de la dificultad de ajuste,
se puede utilizar las constantes del polinomio para αL usadas en el FPMC
original. También se puede considerar el uso de la presión manómetrica. A
partir de esto, las ecuaciones 4.48-4.49 pueden expresarse como se muestra a
continuación:

Qe =

1 +

√
1 + 4

[
1 +

[ν(g + 1)− 1](P − Pa)R2

E(1−R2)

] [
(1 + ν)(P − Pa)R2

E(1−R2)

]
2

[
1 +

[ν(g + 1)− 1](P − Pa)R2

E(1−R2)

]
(4.54)

Qi =

1 +

√
1 + 4

[
1 +

[ν(g + 1)− 1](P − Pa)R2

E(1−R2)

] [
(1 + ν)(P − Pa)
E(1−R2)

]
2

[
1 +

[ν(g + 1)− 1](P − Pa)R2

E(1−R2)

] (4.55)

re = reoo

(∫ T

25

αLdT

)
Qe (4.56)

ri = Rreoo

(∫ T

25

αLdT

)
Qi (4.57)

La manera de usar R, variar sus valores entre cero y uno, y ajustar el mo-
delo en cada valor de R para encontrar el valor mı́nimo del error del ajuste Se
como se muestra en la figura 4.46.
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Figura 4.46: Gráfica del valor de R óptimo para minimizar Se.

Aunque los modelos generados con las RSV tienen la desventaja de la di-
ficultad de la convergencia en la regresión no lineal por el método Levenberg-
Maquardt, utilizando las recomendaciones se puede facilitar la convergencia y
además en la calibración inicial el modelo se puede ajustar solo en las condi-
ciones a vaćıo para hacer una estimación inicial sobre todos los parámetros de
temperatura y geometŕıa, esta estimación inicial se usa después en la calibra-
ción global.

En en el trabajo realizado se supusieron varias sombras vibrantes de las
cuales un tipo de sombras vibrantes supońıan al cuboide unido a los dos tubos
mientras que el otro tipo de sombras vibrante manejaba el cuboide sin estar
unido a los tubos. En las sombras vibrantes, en las cuales estaban unidos los
tubos al cuboide se subdividieron en las sombras vibrantes en las cuales el tubo
pod́ıa ser desplazado por la dilatación del cuboide y en las sombras vibrantes
en las cuales la dilatación y expansión del tubo deformaban A y B del cuboide
ya que se consideraba al material del cuboide menos ŕıgido.

A partir de los diferentes tipos de sombras vibrante se puede obtener la
expresión de A y B como se muestra a continuación:

A = A00

[
1 + αAL(T − 25)

] [
1 + γALP

]
(4.58)

B = B00

[
1 + αBL (T − 25)

] [
1 + γBLP

]
(4.59)

donde A00 y B00 son el ancho y la altura, respectivamente, del cuboide a
una temperatura y presión de referencia.
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Los coeficientes de expansión pueden de las dimensiones A y B del cuboide
se usan cuando se supone que la expansión de los tubos transmite su deforma-
ción hacia el cuboide, además la dilatación de A y B también esta relacionada
con la dilatación de los tubos porque la dilatación de los tubos puede ejercer
una fuerza sobre el cuboide.

En esta tesis sólo se presenta la sombra vibrante que considera que no esta
unido el cuboide a los tubos y además se hace la suposición de que A = B.
Al utilizar esta suposición se reduce un parámetro de calibración y la ecuación
4.45 se reduce como se muestra a continuación.

Irecty =
A

4

12
(4.60)

En las de calibraciones de diferentes sombras vibrantes, se observó que el
ángulo entre la fuerza aplicada al sistema y el plano neutral puede ser despre-
ciado ya que el efecto por el ángulo puede corregirse en la longitud de los tubos
o del cuboide; por lo tanto, para la sombra vibrante presentada se considerará
que θ = π/4. Entonces el segundo momento de inercia de los aros se calcula
mediante la ecuación 4.61.

Iarosy =
π (r4e − r4i )

2
(4.61)

En la sombra vibrante que se presenta en este trabajo tampoco se consideró
al parámetro g. El módulo de Young para las bobinas Ebob se considera cons-
tante y desconocido, mientras que para el módulo de Young de los tubos Ehas
se utilizó la ecuación 3.34. La longitud de la sombra vibrante se consideró sólo
dependiente de la temperatura y A se consideró dependiente de la temperatura
y la presión. Por lo tanto, la ecuación de la sombra vibrante presentada es:

ρ =
M0

Vi00

(
1

δVi

)
τ 2

(
πr4eoo

2M0kL3
00

δQ4 +
EbobA

4

00

12M0kL3
00

δA

)
[1 + αsL(T − 25)]3

− 1

 (4.62)

δA =
[
1 + αAL(T − 25)

]4 [
1 + γALP

]4
(4.63)

δVi = [1 + αrV (T − 25)] [(1 + γrV P )] (4.64)

δQ4 = Ehas
(
Q4
e −R4Q4

i

)
exp

(
4

∫ T

25

αLdT

)
(4.65)
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donde αL se calcula de la ecuación 3.17, el supeŕındice r se refiere a la figura
del DTV real, el supeŕındice s se refiere a la figura de la sombra vibrante, Qe

y Qi se calculan con las ecuaciones 4.54 y 4.55, respectivamente.

La sombra vibrante que se presenta tiene nueve parámetros a calibrar y
son αrV , γrV , αAL , γAL , αsL, M0/Vioo, (πr4eoo)/(2M0kL

3
oo), (EbobA

4
00)/(12M0kL

3
00) y

el parámetro R que se encuentra en un valor de entre cero y uno.

La sombre vibrante presentada, tiene cinco parámetros que están relacio-
nados con la tasa de cambio de las dimensiones de la sombra vibrante y de la
figura real DTV debido a la presión o la temperatura, y se espera que durante
las calibraciones en distintos tiempos se mantengan estad́ısticamente constan-
tes para cada DTV. Por lo que se recomienda que en trabajos futuros se realicen
pruebas de hipótesis con el fin de mantener estos parámetros constantes en las
calibraciones subsecuentes o para usarlos como un indicador para saber si el
tubo esta limpio o no. Si estos cinco parámetros prueban ser constantes, la
primer calibración utilizando las RSV seŕıa el equivalente a tener que medir
los radios de referencia al querer usar el FPMC por primera vez, la diferencia
es que esta primer calibración usando las RSV se hace mediante datos experi-
mentales de peŕıodo de vibración, no hay necesidad de abrir el DTV.

Figura 4.47: Calibración global de la sombra vibrante, incluyendo el peŕıodo
de vibración a condiciones de vaćıo. Sistema de medición z6.

Los modelos obtenidos con las RSV están diseñados para calibrarse de ma-
nera global, es decir, con todas las temperaturas y todas las presiones en una
única regresión, incluyendo las condiciones a vaćıo si se desea hacer determi-
naciones de bajas densidades.
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Las RSV también pueden ser calibradas sólo con agua y a partir de esa
calibración se puede incluso predecir el peŕıodo de vibración en condiciones de
vaćıo, por lo que las traslaciones del peŕıodo de vibración en condiciones de
vaćıo están relacionadas con la calibración a diferentes presiones. Por lo tanto,
el tubo no regresa a su forma original debido a las dilataciones y expansiones
que ocurren durante las mediciones experimentales del peŕıodo de vibración a
altas temperaturas y presiones.

Figura 4.48: Calibración global de la sombra vibrante con sólo los datos expe-
rimentales del fluido de referencia. Sistema de medición z6.

Se debe aclarar que no todas los modelos de calibración generados por las
RSV tienen la propiedad de predecir el peŕıodo de vibración a condiciones de
vaćıo. Pero en su mayoŕıa, si tienen la propiedad de ajustarse de manera global
desde 0 bar hasta 700 bar. Se observó que la mayoŕıa de las sombras vibrantes
que tienen una mejora significante cuando se hace el ajuste utilizando sólo los
datos obtenidos a partir del fluido de referencia (figura 4.48), son los que no
predicen el peŕıodo de vibración a condiciones de vaćıo. Sin embargo, estas
sombras vibrantes si pueden ser calibradas junto con el vaćıo, con buenos re-
sultados como se muestra en la gráfica de la figura 4.47.

En las figuras 4.49 y 4.50 se muestra una comparación entre el modelo
FPMC y la sombra vibrante, utilizando calibraciones en el sistema de medi-
ción z6. Se puede observar la mejora en la dependencia con la temperatura de
la sombra vibrante con respecto al modelo FPMC.
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Figura 4.49: Residuos de la calibración del modelo FPMC y RSV de manera
global con temperaturas de 20, 40, 70 y 90◦C desde 0 bar hasta 700 bar en el
sistema de medición z6.

Figura 4.50: Residuos de la calibración del modelo FPMC y RSV de manera
global con temperaturas de 20, 40, 60, 80, 100 y 120◦C desde 0 bar hasta 700
bar en el sistema de medición a51 y el DTV-DMA-HPM-2.

Las RSV, además de predecir el peŕıodo de vibración a partir de una cali-
bración con agua, también se pueden usar en determinaciones a bajas densi-
dades. En la tabla 4.10 se muestra el cálculo de las densidades para el etano a
condiciones cercanas a la región cŕıtica obtenidas del sistema de medición z6
(mediciones obtenidas de la referencia [19]).

En la tabla 4.10, se muestran los errores relativos entre la densidad del
etano obtenida con la sombra vibrante y la densidad reportada en el portal
web del Instituto Nacional de Estándares y Tecnoloǵıa [31], NIST, por sus si-
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4.9. Nuevo modelo de calibración: Reglas de Sombra Vibrante (RSV)

glas en inglés. De la tabla 4.10 se puede observar que la densidad a 1.021 bar
tiene un error relativo porcentual de 13.59 %, esto se atribuye a la resolución
del equipo el cual es aproximadamente 0.15Kg/m3. La resolución (del sistema
de medición z6) fue obtenida de diferentes sombras vibrantes generadas y en
diferentes calibraciones.

Densidades de etano utilizando las RSV

T P ρ τ ρ-NIST error relativo
[◦C] [bar] [kg/m3] [ms] [kg/m3] [ %]

32.184 274.996 433.55877 4.012298e-03 432.91000 -0.14986
32.187 249.991 427.62280 4.011037e-03 427.05000 -0.13413
32.184 224.997 421.10203 4.009649e-03 420.60000 -0.11936
32.184 199.993 413.80015 4.008099e-03 413.40000 -0.09679
32.184 175.001 405.50650 4.006341e-03 405.22000 -0.07070
32.185 150.003 395.81218 4.004289e-03 395.66000 -0.03846
32.183 124.998 384.04986 4.001801e-03 384.04000 -0.00257
32.188 100.068 368.78818 3.998579e-03 368.97000 0.04928
32.180 80.005 351.51286 3.994929e-03 351.85000 0.09582
32.186 70.002 339.33388 3.992363e-03 339.71000 0.11072
32.187 64.973 331.42372 3.990694e-03 331.80000 0.11341
32.181 60.317 322.19825 3.988744e-03 322.60000 0.12454
32.182 55.112 307.39486 3.985620e-03 307.98000 0.18999
32.184 51.992 292.81723 3.982544e-03 293.85000 0.35146
32.185 50.073 276.23373 3.979041e-03 278.40000 0.77811
32.183 49.001 252.03411 3.973923e-03 257.57000 2.14928
32.176 48.718 225.61552 3.968326e-03 225.79000 0.07728
32.182 47.997 135.49944 3.949190e-03 137.17000 1.21788
32.185 45.040 102.52124 3.942165e-03 102.57000 0.04754
32.181 39.921 76.36571 3.936581e-03 76.42900 0.08281
32.178 30.260 48.15121 3.930550e-03 48.21400 0.13023
32.180 19.730 27.58833 3.926152e-03 27.60900 0.07487
32.182 9.875 12.52959 3.922930e-03 12.60800 0.62191
32.183 5.000 6.02053 3.921536e-03 6.14120 1.96493
32.183 1.021 1.05252 3.920472e-03 1.21800 13.58621

Tabla 4.10: Densidades del etano a condiciones supercŕıticas calculadas con las
RSV utilizando el sistema de medición z6.

Las RSV tiene buena exactitud y pueden ser utilizadas desde las condicio-
nes a vaćıo hasta altas presiones y ofrecen una explicación f́ısica al fenómeno de
la traslación del peŕıodo de vibración en condiciones de vaćıo. En la siguiente
sección se presentará otra posible aplicación de las RSV.
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Se puede intuir de las gráficas de las figuras 4.49 y 4.50, que las sombras
vibrantes si pueden reducir sus puntos en temperatura y presión; es decir, el
tiempo de calibración se puede reducir aún más con las RSV. Sin embargo,
no es es el alcance de esta tesis, por lo que se recomienda que se haga un
estudio mediante pruebas de hipótesis, como el presentado en este trabajo,
con el objetivo de optimizar más el tiempo de calibración.

4.10. Sombra vibrante del fluido dentro del

DTV

Contemplar la contribución que tiene el fluido en la rigidez del tubo, y en
consecuencia, en la desidad, no era objetivo de la tesis. Sin embargo, las RSV
tienen la caracteŕıstica de tomar en cuenta los diferentes materiales que inter-
actúan durante las determinaciones de densidad. Por lo tanto, en está sección
se propone como utilizar las sombras vibrantes del DTV para tomar en cuenta
las caracteŕısticas del fluido para la determinación de su densidad, aunque sólo
se utiliza en el agua.

En las referencias [32, 33, 34], se comenta sobre las correcciones que se
deben hacer en las densidades obtenidas a partir del DTV, debido a la visco-
sidad del fluido.La diferencia δρ entre la densidad determinada con el DTV
y la corrección que se debe hacer, sigue una función del tipo −1/x y se con-
forma de tres partes. La primer parte es en la que la baja viscosidad (hasta
50 mPa·seg) no afecta en la determinación de densidades. La segunda etapa
es un crecimiento exponencial entre δρ y la viscosidad del fluido. Finalmen-
te la última etapa es un comportamiento asintomático entre δρ y la viscosidad.

El fluido no ha sido considerado en el modelo de calibración del DTV, pero
utilizando las RSV puede ser considerado; espećıficamente, utilizando la regla
3 de las RSV. Introduciendo el fluido como composito en la ecuación 4.47 se
llega a la ecuación 4.66.

ρ =
M0

Vi00δVi

[
τ 2
(
EhasI

aros
y + EbobI

rect
y + EF I

circs
y

)
M0kL3

00(δL)3
− 1

]
(4.66)

donde Icircsy es el segundo momento de inercia de la sombra vibrante repre-
sentativa del fluido, que son dos cilindros, cada uno dentro de un tubo de la
sombra vibrante (dos ćırculos para calcular su segundo momento de inercia) y
EF es el módulo de Young del Fluido dentro del tubo vibrante.

Ya que el módulo de Young no se puede medir para un fluido, se considera
al fluido como un sólido. Esto es valido, ya que dentro del tubo hay flujo, ya
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4.10. Sombra vibrante del fluido dentro del DTV

que la densimetŕıa de tubo vibrante busca ser un método estático. Por lo tanto,
el fluido aporta cierta rigidez al tubo, y no es que se este relacionando con su
viscosidad (la viscosidad se determina a partir de un flujo). Para los sólidos
(considerados isotrópicos) se puede encontrar un módulo del sólido a partir
de otros dos módulos. Aśı el módulo de Young se puede expresar como en la
ecuación 4.67.

EF = 3KT (1− 2νF ) (4.67)

donde KT es el módulo de compresibilidad y νF es el coeficiente de Poisson
para el fluido.

El segundo momento de inercia Icircsy puede ser calculado de la ecuación
4.68

Icircsy =
πr4i
2

+ 2πr2i

(
A

2
+ re

)2

cos2(θ) (4.68)

Sustituyendo la ecuación 4.67 en la ecuación 4.66 se obtiene:

ρ =
M0

Vi00δVi

[
τ 2
(
EhasI

aros
y + EbobI

rect
y + 3(1− 2νF )KT I

circs
y

)
M0kL3

00(δL)3
− 1

]
(4.69)

La idea es calibrar el DTV mediante la ecuación 4.69 con diversos fluidos
que tengan viscosidades diferentes. Para la calibración será necesario conocer
el módulo de compresibilidad KT . En el anexo E, se muestra como obtener el
módulo de compresibilidad KT para el agua a partir de la ecuación multipara-
metrica IAPWS. El coeficiente de Poisson para un fluido puede ser considerado
constante e igual a 0.5. Por lo tanto, considerar el fluido en la ecuación de vi-
bración añade un parámetro más a calibrar, como se muestra en la ecuación
4.69.

Una vez justados los parámetros de la ecuación 4.69, el cálculo de las den-
sidades utiliza la solución de la ecuación diferencial 4.70. Para encontrar la
constante de integración de la ecuación 4.70, se utilizan los valores en la fron-
tera P = 0 y ρ = 0.

ρ =
M0

Vi00δVi

τ
2

(
EhasI

aros
y + EbobI

rect
y + 3(1− 2νF )ρ

(
∂P

∂ρ

)
T

Icircsy

)
M0kL3

00(δL)3
− 1


(4.70)
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Caṕıtulo 4. DESARROLLO Y RESULTADOS

Se realizó el ajuste de la ecuación 4.70, considerando la misma sombra
vibrante de la sección anterior y utilizando solamente datos experimentales del
agua. No se encontró una mejora significativa en los residuos de la calibración,
sin embargo, el parámetros R disminuyó desde 0.31 hasta 0.02. Esto indica
que el radio interno es casi cero, es decir, la sombra vibrante trata de no tomar
en cuenta al agua. Por lo tanto, el agua no tiene un efecto significativo en el
peŕıodo de vibración, como para afectar el cálculo de la densidad.

4.11. Comparación del nuevo modelo con los

modelos MFSP, el FPMC y el propuesto

por el fabricante

En esta sección se comparan las RSV, el modelo f́ısico de siete paráme-
tros de May et al., el modelo propuesto por el fabricante Anton Paar y el
FPMC. Puesto que el objetivo de la tesis es reducir el tiempo de calibración,
las comparaciones serán hechas mediante ajustes globales; es decir, todas las
temperaturas y todas presiones a las cuales se hicieron determinaciones del
fluido de referencia junto con las determinaciones del peŕıodo de vibración a
condiciones de vaćıo, ajustadas en una sola regresión.

Las comparaciones en calibración se presentan mediante el error del ajuste
Se en la tabla 4.11 para el sistema de medición z6 y en la tabla 4.12 para el
sistema de medición a51.

De la tabla 4.11 se puede observar, que las desviaciones estándar de ajuste
Se más pequeñas, son para las RSV. El modelo de Anton Paar y el MFSP
obtienen resultados parecidos, mientras que el modelo FPMC es el que mayor
desviación estándar tiene.

En los resultado de calibración para el sistema de medición a51, mostrados
en la tabla 4.12, el valor de Se más bajo obtenido, es el de la ecuación pro-
puesta por Anton Paar; sin embargo, el modelo de la sombra vibrante obtiene
valores parecidos a la ecuación de Anton Paar. Además, la sombra vibrante
tiene dos parámetros menos que el modelo de Anton Paar y sus constantes no
son emṕıricas, tienen un significado f́ısico.

En la tabla 4.12, se puede observar el valor elevado de Se en el ajuste del
modelo MFSP. Este valor elevado se puede atribuir a la dificultad para encon-
trar la solución de la ecuación. El valor Se de la solución a la que se converge,
es muy sensible a la estimación inicial de los parámetros. Otra ventaja de las
RSV, son las recomendaciones, que aseguran la convergencia del ajuste de la
ecuación de la sombra vibrante.
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FPMC y el propuesto por el fabricante

DTV-DMA-512P

Calibración
RSV Se
[kg/m3]

MFSP Se
[kg/m3]

Anton
Paar Se
[kg/m3]

FPMC Se
[kg/m3]

20, 40, 70 y 90◦C
desde 0 a 700 bar

0.0676 0.1247 0.1222 0.4086

20, 40, 60, 80 y
100◦C desde 0 a 700

bar
0.0876 0.1368 0.1354 0.2742

20, 40, 50 y 100◦C
desde 0 a 700 bar

0.1079 0.1350 0.1276 0.3931

Tabla 4.11: Resultados de las calibraciones globales con diferentes modelos en
el DTV-DMA-512P.

DTV-DMA-HPM-1

Calibración
RSV Se
[kg/m3]

MFSP Se
[kg/m3]

Anton
Paar Se
[kg/m3]

FPMC Se
[kg/m3]

20, 40, 60, 80, 100 y
120◦C desde 0 a 700

bar
0.0894 14.6106 0.0806 0.1936

DTV-DMA-HPM-2

Calibración
RSV Se
[kg/m3]

MFSP Se
[kg/m3]

Anton
Paar Se
[kg/m3]

FPMC Se
[kg/m3]

20, 40, 60, 80, 100 y
120◦C desde 0 a 700

bar
0.1646 13.0575 0.1012 1.8002

Tabla 4.12: Resultados de las calibraciones globales con diferentes modelos en
el DTV-DMA-HPM-1 y DTV-DMA-HPM-2 del sistema de medición a51.

En la tabla 4.14, se muestra una comparación entre el modelo FPMC y la
sombra vibrante en cálculo de densidades y su estimación de incertidumbre. Se
puede observar que la principal caracteŕıstica es la reducción de incertidumbre
que se obtiene con la sombra vibrante. Esto se debe a que la sombra vibrante
ya no incluye al peŕıodo de vibración a condiciones de vaćıo, una de las fuentes
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de incertidumbre que más impacto teńıa sobre el valor final de la incertidum-
bre del FPMC.

Densidades del aceite de petróleo x1 (regresión simple)

RSV FPMC
T U(T) P U(P) ρ U(ρ) ρ U(ρ)

[◦C] [◦C] [bar] [bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3]
20.426 0.0582 699.994 0.1137 902.22 0.2551 901.49 0.3248
20.428 0.0581 600.001 0.1124 897.85 0.2526 897.22 0.3237
20.425 0.0585 500.006 0.1126 893.23 0.2520 892.69 0.3240
20.430 0.0583 400.011 0.1127 888.26 0.2532 887.84 0.3257
20.429 0.0582 300.012 0.1129 883.04 0.2512 882.72 0.3248
20.433 0.0585 199.990 0.1136 877.46 0.2508 877.26 0.3248
20.426 0.0584 150.003 0.1131 874.56 0.2532 874.42 0.3270
20.428 0.0589 100.013 0.6111 871.55 0.2511 871.47 0.3254
20.430 0.0583 50.008 0.6228 868.43 0.2474 868.41 0.3226
20.430 0.0582 20.009 0.6033 866.51 0.2475 866.53 0.3226
20.426 0.0581 3.003 0.5940 865.38 0.2523 865.41 0.3263

Tabla 4.13: Densidades calculadas y estimación de incertidumbre con las RSV
y el FPMC. Sistema de medición z6.

Para verificar la exactitud de las sombras vibrantes y del modelo FPMC, se
determinaron las densidades del dodecano, y se compararon con las densidades
reportadas en el portal web del NIST [31]. En la tabla 4.14, se muestran los
errores relativos entre la densidad del dodecano obtenida con la sombra vibran-
te y la densidad reportada en [31]. En la tabla 4.15, se muestran los errores
relativos entre la densidad del dodecano obtenida con el modelo FPMC y la
densidad reportada en [31]. De ambas tablas, se puede observar que los dos
modelos tienen buena exactitud; sin embargo, la diferencia de incertidumbres
entre la sombra vibrante y el modelo FPMC, varia en más del 50 %, siendo el
de la sombra vibrante la menor.
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Densidades del dodecano obtenidas con las RSV (regresión simple)

T P ρ U(ρ) ρ (NIST) Error
[◦C] [bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] relativo [ %]

100.095 700.527 745.561 0.3067 745.167 0.0529
100.103 599.894 739.438 0.2947 739.173 0.0359
100.101 500.263 732.961 0.2889 732.808 0.0209
100.097 399.656 725.916 0.2841 725.857 0.0081
100.089 299.600 718.264 0.2874 718.310 -0.0064
100.086 200.506 709.909 0.2825 710.047 -0.0195
100.099 100.211 700.492 0.2781 700.635 -0.0204
100.099 74.831 697.921 0.2791 698.049 -0.0184
100.100 50.357 695.321 0.2799 695.460 -0.0200
100.102 25.213 692.565 0.2778 692.69 -0.0180
100.104 1.125 689.791 0.2969 689.93 -0.0202

Tabla 4.14: Densidades del dodecano y su estimación de incertidumbre usan-
do las RSV, con una incertidumbre expandida máxima en la temperatura de
0.0440◦C y en la presión de 0.3694 bar. Sistema de medición a51, DTV-DMA-
HPM-1.

Densidades del dodecano obtenidas con el
modelo FPMC (regresión simple)

T P ρ U(ρ) ρ (NIST) Error
[◦C] [bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] relativo [ %]

100.095 700.527 744.83 0.6551 745.167 -0.0452
100.103 599.894 738.83 0.6514 739.173 -0.0464
100.101 500.263 732.47 0.6507 732.808 -0.0461
100.097 399.656 725.54 0.6503 725.857 -0.0437
100.089 299.600 718.00 0.6532 718.310 -0.0432
100.086 200.506 709.75 0.6520 710.047 -0.0418
100.099 100.211 700.45 0.6506 700.635 -0.0264
100.099 74.831 697.90 0.6511 698.049 -0.0213
100.100 50.357 695.33 0.6515 695.460 -0.0187
100.102 25.213 692.60 0.6506 692.69 -0.0130
100.104 1.125 689.85 0.6591 689.93 -0.0116

Tabla 4.15: Densidades del dodecano y su estimación de incertidumbre usando
el modelo FPMC, con una incertidumbre expandida máxima en la temperatura
de 0.0440◦C y en la presión de 0.3694 bar. Sistema de medición a51, DTV-
DMA-HPM-1.
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CAPÍTULO 5

CONCLUSIONES Y
RECOMENDACIONES

Una parte importante que se realizó en este trabajo de tesis fue la propuesta
para la estimación de la incertidumbre en una regresión por mı́nimos cuadra-
dos, esta propuesta introdujo dos nuevos términos Se y Ssy, con los cuales se
puede explicar porque las regresiones MVE dan menor incertidumbre en algu-
nos casos. Además también se observó que las regresiones MVE pueden llegar
a estimar una mayor incertidumbre cuando los coeficientes de sensibilidad son
elevados en un modelo matemático, tal como lo es en el FPMC, ya que por
lo general la regresión MVE tiene más incertidumbre en los parámetros de la
regresión.

En el desarrollo de la tesis, se mostró la diferencia en el uso de los dos tipos
de regresión, simple y MVE, mediante ejemplos reales. De estos ejemplos, se
concluye que la regresión MVE aumenta en gran medida la incertidumbre de la
densidad por tres motivos. El primero motivo es la reducción de los grados de
libertad, ya que de un conjunto de datos se saca el promedio, lo que reduce en
gran medida el número de datos utilizados en la regresión. El segundo motivo,
es el ya mencionado aumento de incertidumbre en los parámetros ajustados.
Estos dos motivos, son el aumento de incertidumbre debido a un tratamiento,
y no hay problema en considerarse este aumento de incertidumbre.

El último motivo por el aumenta la incertidumbre en la regresión MVE, y
por el que no se recomienda usar las regresiones MVE en la determinación de
densidades, es que el valor de los parámetros ajustados y su incertidumbre va-
ria según el tamaño del conjunto de datos depurados para obtener el promedio
y su desviación estándar, en la calibración. Se observó que la estimación de la
incertidumbre en la densidad, varia significativamente debido a este problema.
Para corregir este problema y poder usar la regresión MVE, se debeŕıan ha-
cer determinaciones experimentales en las cuales, todas las variables medidas,
se mantengan en una estabilidad lo más cercana posible a la sensibilidad que
tiene cada instrumento de medición. Esta condición no siempre se puede al-
canzar, como es el caso de la calibración del transductor de presión utilizando
un comparador de presión, en donde no se puede controlar la presión, y los
datos que se ajustan en la regresión son una banda o intervalo de datos y no
un conjunto de datos que intentan representar un punto estable.
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A partir de las estimaciones de incertidumbre con la propuesta de la tesis,
se diseñaron pruebas de hipótesis que fueron una herramienta útil para poder
reducir la cantidad de puntos de calibración en el FPMC. Para las pruebas de
hipótesis en la reducción de puntos de presión en la calibración, se obtuvo que
es factible reducir los puntos de presión en cada isoterma, hasta tres para la
regresión simple y hasta cuatro para la regresión MVE. Sin embargo, en las
pruebas de hipótesis para la reducción de la cantidad de isotermas, se obtuvo
que el modelo FPMC es sensible a la diferencia que existe entre la tempera-
tura de la isoterma de calibración y la temperatura de la isoterma del fluido
de interés. De estas últimas pruebas, se resalta la importancia de las pruebas
de hipótesis, ya que cuando se observan los datos (anexo D) a simple viste, el
experimentador podŕıa caer en conclusiones equivocadas.

A partir de los resultados de las pruebas de hipótesis se pudo crear un
nuevo procedimiento de medición para el DTV, utilizando el modelo FPMC.
Además, para llevar a cabo este nuevo procedimiento se crearon programas con
base a los diferentes algoritmos presentados en la tesis. Con estos programas
se puede depurar datos y obtener valores de densidad con su incertidumbre al
mismo tiempo que se están realizando los experimentos, es decir, se puede ob-
tener resultados en el mismo instante que se terminó de medir las variables que
representan a un punto de densidad, presión y temperatura. El procedimiento
de medición junto con los programas, cumplen con los objetivos principales,
reducir el tiempo de calibración y sistematizar la densimetŕıa del tubo vibrante
con el modelo FPMC.

Además, las pruebas de hipótesis y el estudio del modelo FPMC a condi-
ciones de vaćıo, sirvieron de base para crear un nuevo modelo. Aunque, origi-
nalmente no era el objetivo de esta tesis desarrollar un modelo, sino tal vez
implementar algunas correcciones sobre el FPMC, el estudio de las variables
con el uso de las herramientas estad́ısticas condujo a la creación de las RSV.

Las RSV mostraron tener ciertas caracteŕısticas como la predicción del
peŕıodo de vibración a partir de la calibración con sólo el fluido de referencia,
lo que indica que la calibración y la traslación del peŕıodo de vibración están
relacionadas, posiblemente debido a que las condiciones de la geometŕıa de to-
da la masa vibrante no regresa a su estado original después de ser expuesta a
dilataciones y expansiones. Debido a esta cualidad, los modelos creados con las
RSV, pueden hacer determinaciones de densidades de gases de hasta 1kg/m3.

Las sombras vibrantes pueden ser calibradas de manera global, lo que re-
duce en gran medida el tiempo de calibración. Sin embargo, es necesario rea-
lizar pruebas de hipótesis para determinar la cantidad mı́nima de puntos de
presión y de temperatura para cada sombre vibrante creada. Además, todas
las sombras vibrantes realizadas fueron hechas en base a un cuboide; pueden
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usarse diferentes figuras y consideraciones para generar sombras vibrantes que
representen mejor al peŕıodo de vibración del DTV y/o que ocupen menos
parámetros para ajustarse. Por lo tanto, se recomienda que se realice un estu-
dio sobre las diferentes sombras vibrantes que se pueden generar con las RSV,
sus caracteŕısticas y; mediante las pruebas de hipótesis, obtener la cantidad
mı́nima de puntos de presión y temperatura de cada sombra vibrante para
calibrar el DTV.

También se hace la recomendación de que se realicen estudios sobre la de-
terminación de densidades en fluidos viscosos, utilizando las RSV como medio
para generar modelos de calibración que tengan en cuenta la contribución del
fluido a la rigidez del tubo DTV.

Otra recomendación seŕıa diseñar pruebas de hipótesis para saber si los
parámetros de las RSV que están relacionados con la dilatación y expansión
se mantienen constantes en el tiempo, de ser aśı se puede saber si hubo errores
sistemáticos en las determinaciones experimentales del fluido de referencia o si
el tubo no esta completamente limpio (en condiciones de vaćıo), debido a un
cambio en el valor de estos parámetros de dilatación y expansión.
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medición. Informe técnico, CENAM (2004).

[6] B. N. Taylor & C. E. Kuyatt: Guidelines for evaluating and expressing
the uncertainty of NIST measurement results. Informe Técnico NIST
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ANEXO A
Segundo momento de inercia

de la sombra del DTV

En este anexo se muestra cómo obtener el segundo momento de inercia de
la sombra vibrante del DTV a partir de una figura base, como se muestra en
la figura A.1. Fx es el vector fuerza, que es la resultante de la fuerza aplicada
por la bobina, la gravedad y cualquier otra fuerza en el sistema. El rectángulo
que esta en medio de los dos cilindros representa a la bobina; por lo tanto, se
busca que el eje neutral de la figura y el vector Fx sean ortogonales. Puede
existir una variación del ángulo θ entre el eje neutral y Fx según sea la forma
con la que este acomodado el tubo, ya sea paralelo o perpendicular al vector
de la gravedad, por la interacción con otras fuerzas, un mal acomodo de las
bobinas, etc. La inercia Iy es la que se calcula sobre el eje normal a la fuerza
Fx aplicada y se obtiene mediante la ecuación A.1.

Figura A.1: Figura base para el cálculo del segundo momento de inercia.

Iy =

∫∫
R

x2dA (A.1)

Para obtener el segundo momento de inercia Iy de la figura A.1, ésta se
puede dividir en tres secciones; los dos aros y el rectángulo. Para calcular el

138



Anexo A: A. Segundo momento de inercia de la sombra del DTV

momento de inercia en los dos aros se tiene que usar el teorema de ejes paralelos
(ecuación A.2) para trasladar la inercia de los aros hasta el eje y que cruza por
el rectángulo.

Iy = Iy′ + Ad2 (A.2)

donde A es el área y d es la distancia perpendicular que existe entre los ejes
paralelos y′ - y.

El segundo momento de inercia será la combinación de las inercias de las
tres figuras como se muestra en la ecuación A.3.

Iy = I triany + 2Iaroy (A.3)

donde I triany es el segundo momento de inercia del triángulo y Iaroy′ es el segundo
momento de inercia del aro en el eje y trasladado.

Para calcular Iaroy′ se pude cambiar la ecuación A.1 a coordenadas polares
y encontrar el segundo momento de inercia como se muestra a continuación.

Iaroy′ =

∫ 2π

0

∫ re

0

r3cos2(θ)drdθ −
∫ 2π

0

∫ ri

0

r3cos2(θ)drdθ (A.4)

De la ecuación A.4 se llega a la expresión de la ecuación A.5

Iaroy′ =
π (r4e − r4i )

4
(A.5)

De la ecuación A.5 se puede notar que a un aro no le afecta donde se
aplique la fuerza Fx; el segundo momento de inercia será igual. Para encontrar
la distancia d se utiliza la ecuación A.6.

d =

(
A

2
+ re

)
cos(θ) (A.6)

El área de un aro se obtiene mediante la ecuación A.7.

Aaro = π(r2e − r2i ) (A.7)

Sustituyendo las ecuaciones A.5-A.7 en la ecuación A.2 para obtener Iaroy .

Iaroy =
π (r4e − r4i )

4
+ π(r2e − r2i )

(
A

2
+ re

)2

cos2(θ) (A.8)

Para obtener el segundo momento de inercia de un triángulo donde la
fuerza Fx no es paralela a ninguna cara, es un poco más complicado. Para esto
se propone el análisis que se muestra en la figura A.2.
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Anexo A: A. Segundo momento de inercia de la sombra del DTV

Figura A.2: Descomposición de un rectángulo para el cálculo del segundo mo-
mento de inercia.

De la figura A.2 se tiene que el segundo momento de inercia para un triángu-
lo es:

I triany = IF1
y + IF2

y + IF3
y + IF4

y + IF5
y

= IF1
y + 2IF3

y + 2IF5
y

(A.9)

Los segundos momentos de inercia de las cinco figuras F1 - F5 se calculan
desde su baricentro. Para la figura F1 no es necesario aplicar el teorema de
ejes paralelos pero para las figuras F2 - F5 si es necesario. A continuación se
muestran los segundos momentos de inercia de las figuras F1 - F5 obtenidos
con la ecuación A.1 y el teorema de ejes paralelos.

IF1
y =

[
Acos(θ)−Bsin(θ)

]3 [
Bcos(θ)− Asin(θ)

]
12

(A.10)

IF3
y =

B
4
cos(θ)sin3(θ)

36
+
B

2
sin(θ)cos(θ)

2

(
3Acos(θ)−Bsin(θ)

6

)2

(A.11)
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IF5
y =

A
4
sin(θ)cos3(θ)

36
+
A

2
sin(θ)cos(θ)

2

(
3Bsin(θ)− Acos(θ)

6

)2

(A.12)

Sustituyendo las ecuaciones A.10 - A.12 en la ecuación A.9:

I triany =
AB

3
sin4(θ) +

(
AB

3
+ A

3
B
)
cos2(θ) sin2(θ) + A

3
Bcos4(θ)

12
(A.13)

La ecuación A.13 se puede reducir hasta la ecuación A.14 con el uso de
identidades trigonométricas.

I triany =
AB

3
sin2(θ) + A

3
Bcos2(θ)

12
(A.14)

Para obtener el segundo momento de inercia de la figura A.1 se sustituyen
las ecuaciones A.8 y A.14 en la ecuación A.3.

Iy =
π (r4e − r4i )

2
+ 2π(r2e − r2i )

(
A

2
+ re

)2

cos2(θ)+

AB
3
sin2(θ) + A

3
Bcos2(θ)

12

(A.15)

La ecuación A.15 puede usarse para cualquier orientación del tubo del DTV;
es decir, se puede usar tanto para una orientación horizontal como vertical,
respecto al plano que contiene al vector de la gravedad.
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ANEXO B
Relación entre los diferentes

tipos de coeficientes de
dilatación para un cilindro

Se pueden tener diferentes tipos de coeficientes de dilatación para una figura
que pertenece a un espacio R3, para un cilindro se pueden tener los coeficientes
de dilatación volumétrico (expresado en la ecuación B.1), radial y longitudinal.

αV =
1

V

(
∂V

∂T

)
P

(B.1)

A partir de la ecuación B.1 se puede obtener obtener la relación con los
demás coeficientes de dilatación sustituyendo el volumen de un cilindro el cual
es V = π(r2e − r2i )L.

αV =
1

(r2e − r2i )L

(
∂(r2e − r2i )L

∂T

)
P

=
1

L

(
∂L

∂T

)
P

+
1

(r2e − r2i )

(
∂(r2e − r2i )

∂T

)
P

=
1

L

(
∂L

∂T

)
P

+
1

(re + ri)

(
∂(re + ri)

∂T

)
P

+
1

(re − ri)

(
∂(re − ri)

∂T

)
P

(B.2)
Para expresar la ecuación B.2 con coeficientes de dilatación se debe intro-

ducir el espesor e = re − ri y el radio medio rm = (re + ri)/2 como se muestra
en la ecuación B.3.

αV =
1

L

(
∂L

∂T

)
P

+
1

rm

(
∂rm
∂T

)
P

+
1

e

(
∂e

∂T

)
P

(B.3)

De la ecuación B.3 se obtiene la relación entre los coeficientes de dilatación
para un cilindro:

αV = αL + αrm + αe (B.4)

donde αrm es el coeficiente de dilatación del radio medio y αe es el coeficiente
de dilatación del espesor.
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ANEXO C
Deformaciones en tubos de

pared gruesa

En la figura C.1a se muestra un tubo de pared gruesa el cual es expuesto
a una presión interna Pi y una presión externa Pe.

En la figura C.1b se muestra un elemento diferencial del tubo, en el cual
se encuentran las tensiones que causan deformación en el tubo. En los planos
normales a las tensiones circunferenciales σt solo se consideran las tensiones
normales, despreciando las tensiones tangenciales debido a la simetŕıa axial.
En las secciones transversales del cilindro también se supone que las tensiones
tangenciales son cero debido a la suposición de que los desplazamientos1 ra-
diales u son independientes a lo largo de la longitud del tubo. Sin embargo, en
las secciones transversales aparecen tensiones normales σz como consecuencia
de cargas orientadas sobre el eje longitudinal, tal es el caso de un tapón en el
tubo, dichas cargas se suponen que no vaŕıan en la dirección axial ni radial del
tubo. Por último, la tensión radial σr es función del radio debido al efecto de
las presiones a las cuales el tubo esta expuesto.

Se puede encontrar el desplazamiento en los radios haciendo un balance de
fuerzas en la dirección radial. Debido a que σz y σr son normales, la compo-
nente en dirección radial del vector de fuerza correspondiente a σz es cero; sin
embargo, σt y σr no son normales. Por lo tanto, el vector de fuerza correspon-
diente a σt tiene una componente no nula en dirección radial. Para calcular la
componente del vector de fuerza correspondiente a σt en la dirección radial se
puede utilizar el análisis de ángulos presentados en la figura C.1c para concluir
que dicha componente es sin(dθ/2) por el vector de fuerza. En la ecuación C.1
se muestra el balance de fuerzas.

(σr + dσr)(r + dr)dzdθ − rσrdθdz + 2σtsin

(
dθ

2

)
drdz = 0 (C.1)

Para un elemento diferencial se puede comprobar que sin(θ/2) ≈ θ/2,
entonces la ecuación C.1 puede ser escrita como la ecuación C.2.

(σr + dσr)(r + dr)dθ − rσrdθ + σtdθdr = 0 (C.2)

Expandiendo la ecuación C.2 se puede llegar a la ecuación C.3.

σrdr + rdσr + dσrdr + σtdr = 0 (C.3)

1El desplazamiento es la distancia que hay desde una posición inicial de un punto hasta
su posición final después de una deformación.
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re

r i

σt

σt
σr

σr+dσr

σ z

σ z

rd θ

(r+dr )dθ

dr

dz

σt

dθ/2

σt
σr

σr+dσr

rd θ

(r+dr )dθ

dθ/2

90−dθ/2

dθ/2

90−dθ/2

dθ/2

Pi

Pe

a) b)

c)

Figura C.1: Tubo de pared gruesa bajo una presión interna Pi y una presión
externa Pe. a) representación de una sección del tubo de pared gruesa con
el elemento diferencial indicado, b) elemento diferencial del tubo de pared
gruesa con sus tensiones normales σ y longitudes de las secciones indicadas.
c) representación bidimensional sobre la sección transversal del tubo de pared
gruesa.

El término dσrdr de la ecuación C.3 se aproxima a cero; por lo tanto, el
balance de fuerzas puede expresarse como la ecuación C.4.

d (σrr)

dr
+ σt = r

dσr
dr

+ σr + σt = 0 (C.4)

Utilizando la ley de Hooke generalizada se tienen las siguientes expresiones:

εr =
du

dr
=

1

E
[−σr − ν(σt + σz)] (C.5)

εt =
u

r
=

1

E
[σt − ν(σz − σr)] (C.6)

donde ε es el desplazamiento unitario, E es el módulo de Young y ν el coefi-
ciente de Poisson. Nótese que el desplazamiento unitario εr es una diferencial
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porque viene de elementos finitos en el eje radial mientras que εt proviene de
la relación de los peŕımetros inicial y final.

Derivando el desplazamiento unitario εt se puede obtener una ecuación que
relaciona εt y εr como se muestra en la ecuación C.7.

r
dεt
dr

=
du

dr
− εt = εr − εt (C.7)

Sustituyendo las ecuaciones C.5 y C.6 en la ecuación C.7 se llega a la
ecuación C.8.

r

[
dσt
dr

+ ν
dσr
dr

]
= −(σr + σt)(1 + ν) (C.8)

Sustituyendo la suma σr+σt de la ecuación C.4 en la ecuación C.8 se tiene:

d(σt − σr)
dr

= 0 (C.9)

La ecuación C.9 indica que σt − σr es una constante. Dicha constante se
definirá como 2A, donde A es una de las constantes de las ecuaciones de Lamé.
Por lo tanto, la ecuación C.4 puede ser reescrita como la ecuación C.10

r
dσr
dr

= −2(σr + A) (C.10)

Integrando la ecuación C.10 se puede llegar a las ecuaciones C.11 y C.12
que son conocidas como las ecuaciones de Lamé, donde A y B son constantes
de integración.

σr =
B

r2
− A (C.11)

σt =
B

r2
+ A (C.12)

Las constantes de integración son obtenidas a partir de valores en la fron-
tera en la ecuación C.11; es decir, cuando r = ri, la tensión radial es σr = Pi
y cuando r = re, la tensión radial es σr = Pe.

Pi =
B

r2i
− A

Pe =
B

r2e
− A

 (C.13)

Al resolver el sistema de ecuaciones C.13 se obtienen las soluciones de los
parámetros A y B.
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A =
Pir

2
i − Per2e
r2e − r2i

(C.14)

B =
(Pi − Pe)r2er2i

r2e − r2i
(C.15)

Una vez que se cuenta con los valores de las constantes A y B se pueden
calcular el cambio de los radios a partir del desplazamiento u de la ecuación
C.6. [

1− (1− ν)A

E
+
ν

E
σz

]
r2 − rrefr −

B(1 + ν)

E
= 0 (C.16)

donde rref es un radio inicial, antes de deformar el tubo.

Bouchot Y Richon [3] comprobó que la solución a la ecuación C.16 es la
ráız positiva.

r =

rref +

√
r2ref + 4

[
1− (1− ν)A

E
+
ν

E
σz

] [
B(1 + ν)

E

]
2

[
1− (1− ν)A

E
+
ν

E
σz

] (C.17)

Si no se consideran cargas en el eje axial el valor de σz es cero, pero cuando
hay una tensión en dirección axial σz, no es nulo. Por ejemplo, para el caso de
un tapón σz se calcula mediante la ecuación C.18.

σz =
Pir

2
i − Per2e
r2e − r2i

(C.18)

La implicación de que los desplazamientos u son independientes a través de
cualquier longitud del tubo, es que el tubo es recto y no tiene imperfecciones,
es decir, se considera un tubo infinitamente largo y recto.
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ANEXO D
Resultados de las pruebas de
hipótesis para la reducción de

puntos en temperatura
usando el modelo FPMC

En las tablas presentadas a continuación se muestran los resultados de las
pruebas de hipótesis para la reducción de puntos en temperatura de los tres
denśımetros de ambos sistemas de medición. La temperatura presentada en el
t́ıtulo de cada tabla es un promedio de las temperaturas (que intentan reprodu-
cir una isoterma) obtenidas de las mediciones experimentales de los diferentes
aceites de petróleo; las temperaturas mostradas abajo de ρ o U(ρ) se refiere
al promedio de las temperaturas (que intentan reproducir una isoterma) de la
calibración de cada isoterma. Para el sistema de medición z6 se hicieron prue-
bas de hipótesis utilizando la regresión simple y la regresión MVE, mientras
que para los denśımetros del sistema de medición a51 se utilizó solamente la
regresión simple.

Regresión simple, aceite x1 con T=20.43◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 20.68◦C 20.68◦C 40.16◦C 40.16◦C 20.68◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 40.16◦C
3.0030 865.4161 0.3269 865.5490 0.3361 -9.2807
20.0090 866.5276 0.3233 866.6582 0.3326 -8.5030
50.0080 868.4124 0.3232 868.5390 0.3325 -9.9345
100.0130 871.4661 0.3260 871.5859 0.3352 -8.6050
150.0030 874.4200 0.3276 874.5331 0.3368 -7.5202
199.9900 877.2572 0.3254 877.3636 0.3347 -6.4469
300.0120 882.7201 0.3255 882.8132 0.3347 -5.5692
400.0110 887.8365 0.3246 887.9165 0.3356 -5.1152
500.0060 892.6947 0.3264 892.7617 0.3339 -4.9923
600.0010 897.2189 0.3243 897.2730 0.3336 -3.7427
699.9940 901.4920 0.3254 901.5332 0.3347 -3.2452

Tabla D.1: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
20.68◦C/40.16◦C para el aceite x1 a una temperatura promedio de la isoterma
de 20.43◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión simple.
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reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión MVE, aceite x1 con T=20.43◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 20.68◦C 20.68◦C 40.16◦C 40.16◦C 20.68◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 40.16◦C
3.0030 865.4091 0.5433 865.4655 0.5436 -2.4027
20.0090 866.5209 0.5411 866.5747 0.5414 -2.1226
50.0080 868.4059 0.5411 868.4555 0.5414 -2.3578
100.0130 871.4600 0.5428 871.5023 0.5432 -1.8500
150.0030 874.4142 0.5439 874.4495 0.5442 -1.4333
199.9900 877.2517 0.5425 877.2800 0.5428 -1.0430
300.0120 882.7150 0.5427 882.7295 0.5430 -0.5275
400.0110 887.8317 0.5433 887.8328 0.5436 -0.0428
500.0060 892.6898 0.5423 892.6780 0.5426 0.5337
600.0010 897.2139 0.5421 897.1893 0.5424 1.0325
699.9940 901.4866 0.5429 901.4497 0.5432 1.7667

Tabla D.2: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
20.68◦C/40.16◦C para el aceite x1 a una temperatura promedio de la isoterma
de 20.43◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión MVE.

Regresión simple, aceite x1 con T=20.43◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 20.68◦C 20.68◦C 70.30◦C 70.30◦C 20.68◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 70.30◦C
3.0030 865.4161 0.3269 866.4503 0.3407 -71.7146
20.0090 866.5276 0.3233 867.5556 0.3372 -66.4564
50.0080 868.4124 0.3232 869.4294 0.3371 -79.2396
100.0130 871.4661 0.3260 872.4648 0.3398 -71.2308
150.0030 874.4200 0.3276 875.4005 0.3414 -64.7395
199.9900 877.2572 0.3254 878.2196 0.3393 -57.9022
300.0120 882.7201 0.3255 883.6466 0.3393 -55.0330
400.0110 887.8365 0.3246 888.7276 0.3402 -56.5766
500.0060 892.6947 0.3264 893.5509 0.3385 -63.3474
600.0010 897.2189 0.3243 898.0407 0.3382 -56.4520
699.9940 901.4920 0.3254 902.2798 0.3393 -61.6167

Tabla D.3: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
20.68◦C/70.30◦C para el aceite x1 a una temperatura promedio de la isoterma
de 20.43◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión MVE, aceite x1 con T=20.43◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 20.68◦C 20.68◦C 70.30◦C 70.30◦C 20.68◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 70.30◦C
3.0030 865.4091 0.5433 866.3232 0.5442 -38.9203
20.0090 866.5209 0.5411 867.4286 0.5419 -35.7953
50.0080 868.4059 0.5411 869.3025 0.5419 -42.6019
100.0130 871.4600 0.5428 872.3380 0.5437 -38.3826
150.0030 874.4142 0.5439 875.2738 0.5447 -34.8873
199.9900 877.2517 0.5425 878.0930 0.5434 -30.9900
300.0120 882.7150 0.5427 883.5201 0.5435 -29.2754
400.0110 887.8317 0.5433 888.6010 0.5441 -29.9485
500.0060 892.6898 0.5423 893.4240 0.5431 -33.1935
600.0010 897.2139 0.5421 897.9135 0.5429 -29.3505
699.9940 901.4866 0.5429 902.1522 0.5437 -31.8527

Tabla D.4: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
20.68◦C/70.30◦C para el aceite x1 a una temperatura promedio de la isoterma
de 20.43◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión MVE.

Regresión simple, aceite x1 con T=20.43◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 20.68◦C 20.68◦C 90.10◦C 90.10◦C 20.68◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 90.10◦C
3.0030 865.4161 0.3269 866.6836 0.3393 -88.0807
20.0090 866.5276 0.3233 867.7866 0.3358 -81.5659
50.0080 868.4124 0.3232 869.6559 0.3357 -97.0973
100.0130 871.4661 0.3260 872.6833 0.3384 -87.0014
150.0030 874.4200 0.3276 875.6104 0.3400 -78.7665
199.9900 877.2572 0.3254 878.4202 0.3379 -70.1217
300.0120 882.7201 0.3255 883.8267 0.3379 -65.8721
400.0110 887.8365 0.3246 888.8846 0.3388 -66.6874
500.0060 892.6947 0.3264 893.6821 0.3371 -73.2121
600.0010 897.2189 0.3243 898.1434 0.3368 -63.6439
699.9940 901.4920 0.3254 902.3516 0.3378 -67.3875

Tabla D.5: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
20.68◦C/90.10◦C para el aceite x1 a una temperatura promedio de la isoterma
de 20.43◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión MVE, aceite x1 con T=20.43◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 20.68◦C 20.68◦C 90.10◦C 90.10◦C 20.68◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 90.10◦C
3.0030 865.4091 0.5433 866.5799 0.5445 -49.8363
20.0090 866.5209 0.5411 867.6828 0.5422 -45.8070
50.0080 868.4059 0.5411 869.5521 0.5422 -54.4466
100.0130 871.4600 0.5428 872.5794 0.5439 -48.9266
150.0030 874.4142 0.5439 875.5065 0.5450 -44.3194
199.9900 877.2517 0.5425 878.3165 0.5437 -39.2119
300.0120 882.7150 0.5427 883.7233 0.5438 -36.6541
400.0110 887.8317 0.5433 888.7818 0.5444 -36.9768
500.0060 892.6898 0.5423 893.5801 0.5434 -40.2397
600.0010 897.2139 0.5421 898.0427 0.5432 -34.7612
699.9940 901.4866 0.5429 902.2522 0.5441 -36.6248

Tabla D.6: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
20.68◦C/90.10◦C para el aceite x1 a una temperatura promedio de la isoterma
de 20.43◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión MVE.

Regresión simple, aceite x1 con T=39.99◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 40.16◦C 40.16◦C 20.68◦C 20.68◦C 40.16◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 20.68◦C
3.0130 851.0694 0.3338 850.9388 0.3245 10.2847
20.0120 852.2433 0.3338 852.1149 0.3245 8.9118
50.0090 854.2822 0.3332 854.1578 0.3239 9.1335
100.0060 857.5493 0.3292 857.4316 0.3198 7.8458
150.0070 860.6939 0.3317 860.5829 0.3224 7.3572
200.0080 863.7275 0.3315 863.6231 0.3222 7.4080
300.0020 869.4777 0.3333 869.3864 0.3240 5.7735
400.0000 874.8447 0.3318 874.7665 0.3225 5.9513
500.0020 879.9033 0.3340 879.8381 0.3247 5.3188
599.9910 884.7389 0.3335 884.6866 0.3242 3.6817
699.9780 889.3326 0.3319 889.2930 0.3225 2.8329

Tabla D.7: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
40.16◦C/20.68◦C para el aceite x1 a una temperatura promedio de la isoterma
de 39.99◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión MVE, aceite x1 con T=39.99◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 40.16◦C 40.16◦C 20.68◦C 20.68◦C 40.16◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 20.68◦C
3.0130 851.0758 0.4775 851.0204 0.4772 3.0086
20.0120 852.2496 0.4775 852.1967 0.4772 2.5319
50.0090 854.2885 0.4771 854.2399 0.4768 2.4582
100.0060 857.5555 0.4744 857.5140 0.4741 1.8931
150.0070 860.7002 0.4762 860.6657 0.4758 1.5713
200.0080 863.7337 0.4761 863.7062 0.4757 1.3403
300.0020 869.4838 0.4774 869.4700 0.4771 0.6010
400.0000 874.8508 0.4764 874.8504 0.4760 0.0209
500.0020 879.9095 0.4779 879.9220 0.4776 -0.7030
599.9910 884.7451 0.4776 884.7703 0.4773 -1.2220
699.9780 889.3388 0.4765 889.3763 0.4763 -1.8427

Tabla D.8: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
40.16◦C/20.68◦C para el aceite x1 a una temperatura promedio de la isoterma
de 39.99◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión MVE.

Regresión simple, aceite x1 con T=39.99◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 40.16◦C 40.16◦C 70.30◦C 70.30◦C 40.16◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 70.30◦C
3.0130 851.0694 0.3338 851.9556 0.3384 -68.3499
20.0120 852.2433 0.3338 853.1257 0.3384 -59.9822
50.0090 854.2822 0.3332 855.1578 0.3378 -62.9600
100.0060 857.5493 0.3292 858.4136 0.3339 -56.3933
150.0070 860.6939 0.3317 861.5470 0.3363 -55.3722
200.0080 863.7275 0.3315 864.5694 0.3361 -58.4999
300.0020 869.4777 0.3333 870.2973 0.3379 -50.7588
400.0000 874.8447 0.3318 875.6424 0.3364 -59.4496
500.0020 879.9033 0.3340 880.6794 0.3386 -62.0082
599.9910 884.7389 0.3335 885.4939 0.3381 -52.0521
699.9780 889.3326 0.3319 890.0669 0.3366 -51.4259

Tabla D.9: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
40.16◦C/70.30◦C para el aceite x1 a una temperatura promedio de la isoterma
de 39.99◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión MVE, aceite x1 con T=39.99◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 40.16◦C 40.16◦C 70.30◦C 70.30◦C 40.16◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 70.30◦C
3.0130 851.0758 0.4775 851.9192 0.4780 -45.7633
20.0120 852.2496 0.4775 853.0893 0.4780 -40.1568
50.0090 854.2885 0.4771 855.1216 0.4776 -42.1038
100.0060 857.5555 0.4744 858.3774 0.4749 -37.4601
150.0070 860.7002 0.4762 861.5110 0.4766 -36.8970
200.0080 863.7337 0.4761 864.5334 0.4765 -38.9437
300.0020 869.4838 0.4774 870.2614 0.4779 -33.8367
400.0000 874.8508 0.4764 875.6064 0.4768 -39.4761
500.0020 879.9095 0.4779 880.6432 0.4784 -41.2309
599.9910 884.7451 0.4776 885.4573 0.4781 -34.5058
699.9780 889.3388 0.4765 890.0297 0.4770 -33.9246

Tabla D.10: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
40.16◦C/70.30◦C para el aceite x1 a una temperatura promedio de la isoterma
de 39.99◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión MVE.

Regresión simple, aceite x1 con T=39.99◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 40.16◦C 40.16◦C 90.10◦C 90.10◦C 40.16◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 90.10◦C
3.0130 851.0694 0.3338 852.1851 0.3370 -86.2311
20.0120 852.2433 0.3338 853.3527 0.3370 -75.5710
50.0090 854.2822 0.3332 855.3805 0.3364 -79.1393
100.0060 857.5493 0.3292 858.6284 0.3325 -70.5583
150.0070 860.6939 0.3317 861.7533 0.3349 -68.9078
200.0080 863.7275 0.3315 864.7664 0.3347 -72.3411
300.0020 869.4777 0.3333 870.4740 0.3365 -61.8318
400.0000 874.8447 0.3318 875.7960 0.3350 -71.0465
500.0020 879.9033 0.3340 880.8074 0.3371 -72.3974
599.9910 884.7389 0.3335 885.5937 0.3367 -59.0565
699.9780 889.3326 0.3319 890.1358 0.3350 -56.3869

Tabla D.11: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
40.16◦C/90.10◦C para el aceite x1 a una temperatura promedio de la isoterma
de 39.99◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión MVE, aceite x1 con T=39.99◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 40.16◦C 40.16◦C 90.10◦C 90.10◦C 40.16◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 90.10◦C
3.0130 851.0758 0.4775 852.1716 0.4783 -59.4400
20.0120 852.2496 0.4775 853.3392 0.4783 -52.0913
50.0090 854.2885 0.4771 855.3669 0.4779 -54.4839
100.0060 857.5555 0.4744 858.6148 0.4751 -48.2699
150.0070 860.7002 0.4762 861.7397 0.4769 -47.2895
200.0080 863.7337 0.4761 864.7529 0.4768 -49.6173
300.0020 869.4838 0.4774 870.4608 0.4782 -42.5001
400.0000 874.8508 0.4764 875.7835 0.4771 -48.7132
500.0020 879.9095 0.4779 880.7957 0.4787 -49.7851
599.9910 884.7451 0.4776 885.5831 0.4784 -40.5881
699.9780 889.3388 0.4765 890.1265 0.4775 -38.6574

Tabla D.12: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
40.16◦C/90.10◦C para el aceite x1 a una temperatura promedio de la isoterma
de 39.99◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión MVE.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x2 con T=49.98◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 49.99◦C 49.99◦C 30.84◦C 30.84◦C 49.99◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 30.84◦C
3.4171 844.0810 0.2830 843.8745 0.2750 13.9243
10.0951 844.5910 0.2806 844.3850 0.2726 11.5365
20.0008 845.3061 0.2846 845.1007 0.2767 13.3340
50.0671 847.4600 0.2794 847.2569 0.2713 12.8169
100.0132 850.9049 0.2828 850.7061 0.2749 12.5916
150.0172 854.2122 0.2790 854.0184 0.2710 13.8083
200.0213 857.3780 0.2814 857.1898 0.2735 14.7354
250.0075 860.4369 0.2794 860.2549 0.2714 10.8980
300.0102 863.3730 0.2798 863.1979 0.2718 13.5559
350.0118 866.2268 0.2784 866.0592 0.2704 12.3662
400.0032 868.9909 0.2763 868.8314 0.2682 12.1473
450.0186 871.6643 0.2763 871.5137 0.2682 10.6966
499.9968 874.2498 0.2793 874.1085 0.2713 8.2433
549.9728 876.7956 0.2808 876.6643 0.2728 8.7457
599.9945 879.2536 0.2793 879.1330 0.2713 7.0629
649.9834 881.6668 0.2792 881.5575 0.2711 7.8238
699.9980 884.0155 0.2780 883.9181 0.2699 8.4427

Tabla D.13: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
49.99◦C/30.84◦C para el aceite x2 a una temperatura promedio de la isoterma
de 49.98◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión MVE, aceite x2 con T=49.98◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 49.99◦C 49.99◦C 30.84◦C 30.84◦C 49.99◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 30.84◦C
3.4171 844.0823 0.3443 843.8656 0.3444 11.8402
10.0951 844.5923 0.3424 844.3761 0.3424 9.7820
20.0008 845.3072 0.3457 845.0918 0.3457 11.3531
50.0671 847.4607 0.3414 847.2480 0.3415 10.8254
100.0132 850.9050 0.3443 850.6971 0.3443 10.6658
150.0172 854.2118 0.3411 854.0095 0.3412 11.6203
200.0213 857.3772 0.3432 857.1810 0.3432 12.4200
250.0075 860.4358 0.3415 860.2464 0.3416 9.1456
300.0102 863.3716 0.3419 863.1896 0.3419 11.3672
350.0118 866.2251 0.3408 866.0512 0.3409 10.3307
400.0032 868.9892 0.3391 868.8238 0.3392 10.1130
450.0186 871.6626 0.3391 871.5065 0.3391 8.9025
499.9968 874.2481 0.3416 874.1019 0.3416 6.8745
549.9728 876.7940 0.3428 876.6583 0.3429 7.2982
599.9945 879.2523 0.3416 879.1277 0.3416 5.8815
649.9834 881.6658 0.3415 881.5529 0.3416 6.5111
699.9980 884.0149 0.3407 883.9143 0.3408 7.0114

Tabla D.14: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
49.99◦C/30.84◦C para el aceite x2 a una temperatura promedio de la isoterma
de 49.98◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión MVE.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x2 con T=49.98◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 49.99◦C 49.99◦C 70.14◦C 70.14◦C 49.99◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 70.14◦C
3.4171 844.0810 0.2830 844.5181 0.2826 -29.0806
10.0951 844.5910 0.2806 845.0262 0.2802 -24.0445
20.0008 845.3061 0.2846 845.7384 0.2842 -27.6965
50.0671 847.4600 0.2794 847.8838 0.2790 -26.3784
100.0132 850.9049 0.2828 851.3151 0.2825 -25.6344
150.0172 854.2122 0.2790 854.6096 0.2786 -27.9319
200.0213 857.3780 0.2814 857.7632 0.2811 -29.7553
250.0075 860.4369 0.2794 860.8107 0.2790 -22.0805
300.0102 863.3730 0.2798 863.7361 0.2794 -27.7314
350.0118 866.2268 0.2784 866.5798 0.2780 -25.6927
400.0032 868.9909 0.2763 869.3347 0.2759 -25.8210
450.0186 871.6643 0.2763 871.9996 0.2759 -23.4857
499.9968 874.2498 0.2793 874.5773 0.2790 -18.8444
549.9728 876.7956 0.2808 877.1160 0.2804 -21.0545
599.9945 879.2536 0.2793 879.5678 0.2789 -18.1524
649.9834 881.6668 0.2792 881.9755 0.2788 -21.7946
699.9980 884.0155 0.2780 884.3194 0.2777 -25.9753

Tabla D.15: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
49.99◦C/70.14◦C para el aceite x2 a una temperatura promedio de la isoterma
de 49.98◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión MVE, aceite x2 con T=49.98◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 49.99◦C 49.99◦C 70.14◦C 70.14◦C 49.99◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 70.14◦C
3.4171 844.0823 0.3443 844.5336 0.3444 -24.6585
10.0951 844.5923 0.3424 845.0420 0.3424 -20.3467
20.0008 845.3072 0.3457 845.7547 0.3457 -23.5865
50.0671 847.4607 0.3414 847.9015 0.3414 -22.4379
100.0132 850.9050 0.3443 851.3346 0.3442 -22.0428
150.0172 854.2118 0.3411 854.6306 0.3411 -24.0597
200.0213 857.3772 0.3432 857.7854 0.3432 -25.8403
250.0075 860.4358 0.3415 860.8336 0.3416 -19.2086
300.0102 863.3716 0.3419 863.7594 0.3419 -24.2209
350.0118 866.2251 0.3408 866.6031 0.3408 -22.4587
400.0032 868.9892 0.3391 869.3576 0.3391 -22.5282
450.0186 871.6626 0.3391 872.0218 0.3391 -20.4854
499.9968 874.2481 0.3416 874.5984 0.3416 -16.4715
549.9728 876.7940 0.3428 877.1356 0.3428 -18.3745
599.9945 879.2523 0.3416 879.5855 0.3416 -15.7280
649.9834 881.6658 0.3415 881.9909 0.3416 -18.7490
699.9980 884.0149 0.3407 884.3322 0.3409 -22.1111

Tabla D.16: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
49.99◦C/70.14◦C para el aceite x2 a una temperatura promedio de la isoterma
de 49.98◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión MVE.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x2 con T=49.98◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 49.99◦C 49.99◦C 90.23◦C 90.23◦C 49.99◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 90.23◦C
3.4171 844.0810 0.2830 844.8338 0.2819 -50.1463
10.0951 844.5910 0.2806 845.3414 0.2795 -41.5109
20.0008 845.3061 0.2846 846.0528 0.2835 -47.8982
50.0671 847.4600 0.2794 848.1954 0.2783 -45.8306
100.0132 850.9049 0.2828 851.6209 0.2818 -44.8001
150.0172 854.2122 0.2790 854.9084 0.2779 -48.9950
200.0213 857.3780 0.2814 858.0537 0.2803 -52.2697
250.0075 860.4369 0.2794 861.0918 0.2783 -38.7336
300.0102 863.3730 0.2798 864.0064 0.2787 -48.4358
350.0118 866.2268 0.2784 866.8382 0.2773 -44.5560
400.0032 868.9909 0.2763 869.5799 0.2752 -44.2928
450.0186 871.6643 0.2763 872.2305 0.2751 -39.7162
499.9968 874.2498 0.2793 874.7925 0.2782 -31.2719
549.9728 876.7956 0.2808 877.3145 0.2797 -34.1410
599.9945 879.2536 0.2793 879.7482 0.2782 -28.6105
649.9834 881.6668 0.2792 882.1366 0.2780 -33.2160
699.9980 884.0155 0.2780 884.4601 0.2769 -38.0560

Tabla D.17: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
49.99◦C/90.23◦C para el aceite x2 a una temperatura promedio de la isoterma
de 49.98◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión MVE, aceite x2 con T=49.98◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 49.99◦C 49.99◦C 90.23◦C 90.23◦C 49.99◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 90.23◦C
3.4171 844.0823 0.3443 844.8262 0.3448 -40.6222
10.0951 844.5923 0.3424 845.3336 0.3429 -33.5157
20.0008 845.3072 0.3457 846.0447 0.3461 -38.8491
50.0671 847.4607 0.3414 848.1865 0.3418 -36.9235
100.0132 850.9050 0.3443 851.6109 0.3447 -36.1935
150.0172 854.2118 0.3411 854.8976 0.3416 -39.3698
200.0213 857.3772 0.3432 858.0424 0.3436 -42.0846
250.0075 860.4358 0.3415 861.0802 0.3420 -31.0979
300.0102 863.3716 0.3419 863.9949 0.3423 -38.9069
350.0118 866.2251 0.3408 866.8270 0.3413 -35.7354
400.0032 868.9892 0.3391 869.5692 0.3396 -35.4417
450.0186 871.6626 0.3391 872.2206 0.3395 -31.8043
499.9968 874.2481 0.3416 874.7838 0.3420 -25.1744
549.9728 876.7940 0.3428 877.3071 0.3432 -27.5834
599.9945 879.2523 0.3416 879.7425 0.3420 -23.1253
649.9834 881.6658 0.3415 882.1328 0.3420 -26.9168
699.9980 884.0149 0.3407 884.4585 0.3413 -30.8942

Tabla D.18: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
49.99◦C/90.23◦C para el aceite x2 a una temperatura promedio de la isoterma
de 49.98◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión MVE.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x2 con T=69.98◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 70.14◦C 70.14◦C 30.84◦C 30.84◦C 70.14◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 30.84◦C
3.0211 829.7736 0.2887 829.1411 0.2813 62.2143
10.0197 830.3408 0.2916 829.7108 0.2842 62.0428
20.0229 831.1492 0.2889 830.5226 0.2815 64.1997
50.0177 833.5315 0.2867 832.9155 0.2793 48.5704
100.0246 837.3068 0.2888 836.7084 0.2814 64.0028
150.0298 840.9251 0.2872 840.3442 0.2798 67.5190
199.9827 844.3806 0.2864 843.8172 0.2790 52.6480
250.0148 847.6923 0.2886 847.1463 0.2812 61.5607
300.0309 850.8847 0.2855 850.3561 0.2780 44.1550
350.0608 853.9649 0.2852 853.4536 0.2777 40.6182
399.9169 856.9283 0.2856 856.4341 0.2781 42.2241
449.9942 859.8064 0.2818 859.3294 0.2743 40.4477
500.0178 862.5947 0.2833 862.1347 0.2758 37.0844
550.0007 865.3060 0.2875 864.8629 0.2801 32.7475
600.0623 867.9448 0.2831 867.5184 0.2755 33.5143
649.9816 870.5059 0.2822 870.0962 0.2746 29.8679
699.9664 873.0036 0.2807 872.6104 0.2730 32.0710

Tabla D.19: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
70.14◦C/30.84◦C para el aceite x2 a una temperatura promedio de la isoterma
de 69.98◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión MVE, aceite x2 con T=69.98◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 70.14◦C 70.14◦C 30.84◦C 30.84◦C 70.14◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 30.84◦C
3.0211 829.7697 0.3514 829.1436 0.3514 49.9520
10.0197 830.3372 0.3537 829.7133 0.3538 50.0088
20.0229 831.1460 0.3515 830.5252 0.3516 51.6052
50.0177 833.5297 0.3497 832.9180 0.3498 39.0297
100.0246 837.3068 0.3514 836.7108 0.3515 51.7159
150.0298 840.9265 0.3502 840.3467 0.3503 54.5525
199.9827 844.3832 0.3496 843.8199 0.3497 42.5632
250.0148 847.6955 0.3514 847.1492 0.3515 49.9353
300.0309 850.8883 0.3490 850.3593 0.3490 35.6767
350.0608 853.9685 0.3487 853.4571 0.3488 32.7893
399.9169 856.9314 0.3491 856.4380 0.3491 34.0379
449.9942 859.8088 0.3460 859.3337 0.3460 32.3777
500.0178 862.5959 0.3472 862.1396 0.3473 29.6169
550.0007 865.3057 0.3506 864.8683 0.3507 26.1656
600.0623 867.9425 0.3471 867.5245 0.3471 26.4390
649.9816 870.5013 0.3465 870.1030 0.3464 23.3356
699.9664 872.9963 0.3455 872.6180 0.3453 24.7343

Tabla D.20: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
70.14◦C/30.84◦C para el aceite x2 a una temperatura promedio de la isoterma
de 69.98◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión MVE.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x2 con T=69.98◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 70.14◦C 70.14◦C 49.99◦C 49.99◦C 70.14◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 49.99◦C
3.0211 829.7736 0.2887 829.3440 0.2891 41.6896
10.0197 830.3408 0.2916 829.9133 0.2919 41.5483
20.0229 831.1492 0.2889 830.7244 0.2893 42.9403
50.0177 833.5315 0.2867 833.1151 0.2871 32.3888
100.0246 837.3068 0.2888 836.9037 0.2891 42.5433
150.0298 840.9251 0.2872 840.5347 0.2876 44.7649
199.9827 844.3806 0.2864 844.0022 0.2868 34.8821
250.0148 847.6923 0.2886 847.3251 0.2890 40.8456
300.0309 850.8847 0.2855 850.5282 0.2859 29.3700
350.0608 853.9649 0.2852 853.6182 0.2856 27.1634
399.9169 856.9283 0.2856 856.5907 0.2860 28.4482
449.9942 859.8064 0.2818 859.4772 0.2822 27.5263
500.0178 862.5947 0.2833 862.2732 0.2837 25.5599
550.0007 865.3060 0.2875 864.9914 0.2879 22.9374
600.0623 867.9448 0.2831 867.6363 0.2835 23.9074
649.9816 870.5059 0.2822 870.2029 0.2826 21.7784
699.9664 873.0036 0.2807 872.7053 0.2810 23.9863

Tabla D.21: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
70.14◦C/49.99◦C para el aceite x2 a una temperatura promedio de la isoterma
de 69.98◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión MVE, aceite x2 con T=69.98◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 70.14◦C 70.14◦C 49.99◦C 49.99◦C 70.14◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 49.99◦C
3.0211 829.7697 0.3514 829.3765 0.3514 31.3706
10.0197 830.3372 0.3537 829.9456 0.3537 31.3932
20.0229 831.1460 0.3515 830.7567 0.3515 32.3659
50.0177 833.5297 0.3497 833.1470 0.3497 24.4218
100.0246 837.3068 0.3514 836.9351 0.3514 32.2576
150.0298 840.9265 0.3502 840.5656 0.3502 33.9614
199.9827 844.3832 0.3496 844.0327 0.3496 26.4877
250.0148 847.6955 0.3514 847.3554 0.3514 31.0917
300.0309 850.8883 0.3490 850.5582 0.3489 22.2657
350.0608 853.9685 0.3487 853.6480 0.3487 20.5523
399.9169 856.9314 0.3491 856.6204 0.3491 21.4548
449.9942 859.8088 0.3460 859.5070 0.3460 20.5675
500.0178 862.5959 0.3472 862.3030 0.3472 19.0139
550.0007 865.3057 0.3506 865.0214 0.3507 17.0071
600.0623 867.9425 0.3471 867.6665 0.3471 17.4573
649.9816 870.5013 0.3465 870.2334 0.3464 15.6957
699.9664 872.9963 0.3455 872.7362 0.3452 17.0085

Tabla D.22: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
70.14◦C/49.99◦C para el aceite x2 a una temperatura promedio de la isoterma
de 69.98◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión MVE.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x2 con T=69.98◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 70.14◦C 70.14◦C 90.23◦C 90.23◦C 70.14◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 90.23◦C
3.0211 829.7736 0.2887 830.0877 0.3519 -30.1698
10.0197 830.3408 0.2916 830.6542 0.3542 -30.1608
20.0229 831.1492 0.2889 831.4614 0.3520 -31.2842
50.0177 833.5315 0.2867 833.8403 0.3502 -23.8629
100.0246 837.3068 0.2888 837.6088 0.3519 -31.7698
150.0298 840.9251 0.2872 841.2195 0.3507 -33.7356
199.9827 844.3806 0.2864 844.6664 0.3501 -26.3781
250.0148 847.6923 0.2886 847.9684 0.3519 -30.7818
300.0309 850.8847 0.2855 851.1503 0.3494 -21.9317
350.0608 853.9649 0.2852 854.2190 0.3492 -19.9311
399.9169 856.9283 0.2856 857.1699 0.3495 -20.3303
449.9942 859.8064 0.2818 860.0345 0.3464 -18.9760
500.0178 862.5947 0.2833 862.8084 0.3476 -16.8075
550.0007 865.3060 0.2875 865.5044 0.3511 -14.2008
600.0623 867.9448 0.2831 868.1268 0.3475 -13.6890
649.9816 870.5059 0.2822 870.6707 0.3469 -11.3230
699.9664 873.0036 0.2807 873.1502 0.3459 -11.0217

Tabla D.23: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
70.14◦C/90.23◦C para el aceite x2 a una temperatura promedio de la isoterma
de 69.98◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x2 con T=90.05◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 90.23◦C 90.23◦C 30.84◦C 30.84◦C 90.23◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 30.84◦C
3.0200 815.5153 0.2846 814.5891 0.2778 87.2622
9.9962 816.1514 0.2841 815.2280 0.2773 86.7801
19.9628 817.0485 0.2837 816.1294 0.2769 60.4571
49.9930 819.6891 0.2850 818.7829 0.2782 74.6364
100.0058 823.9024 0.2847 823.0189 0.2779 79.8218
150.0337 827.8817 0.2823 827.0221 0.2755 80.9543
199.9904 831.6562 0.2819 830.8218 0.2751 77.0807
249.9671 835.2533 0.2912 834.4452 0.2845 69.2184
300.0178 838.7150 0.2914 837.9345 0.2848 49.0612
349.9705 842.0284 0.2952 841.2766 0.2887 72.0063
399.9712 845.2135 0.2929 844.4916 0.2863 66.7902
500.0281 851.2856 0.2952 850.6270 0.2886 53.6745
550.0281 854.1636 0.2961 853.5383 0.2896 68.7221
600.0209 856.9661 0.2969 856.3752 0.2904 47.1029
650.0198 859.6947 0.2974 859.1394 0.2909 57.3189
700.0456 862.3332 0.2938 861.8146 0.2872 47.2963

Tabla D.24: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
90.23◦C/30.84◦C para el aceite x2 a una temperatura promedio de la isoterma
de 90.05◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión MVE, aceite x2 con T=90.05◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 90.23◦C 90.23◦C 30.84◦C 30.84◦C 90.23◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 30.84◦C
3.0200 815.5220 0.3518 814.6240 0.3514 67.6700
9.9962 816.1578 0.3514 815.2629 0.3510 67.2240
19.9628 817.0546 0.3510 816.1643 0.3506 46.7968
49.9930 819.6944 0.3520 818.8178 0.3517 57.7876
100.0058 823.9066 0.3518 823.0537 0.3515 61.6458
150.0337 827.8850 0.3500 827.0570 0.3496 62.1778
199.9904 831.6589 0.3497 830.8568 0.3494 59.0402
249.9671 835.2558 0.3573 834.4805 0.3569 53.5342
300.0178 838.7174 0.3575 837.9700 0.3571 37.8841
349.9705 842.0310 0.3607 841.3124 0.3602 55.7501
399.9712 845.2166 0.3588 844.5278 0.3584 51.4689
500.0281 851.2906 0.3606 850.6643 0.3603 41.3376
550.0281 854.1699 0.3614 853.5762 0.3610 52.9053
600.0209 856.9740 0.3621 856.4137 0.3617 36.2428
650.0198 859.7045 0.3627 859.1786 0.3622 44.0576
700.0456 862.3452 0.3599 861.8546 0.3594 36.1423

Tabla D.25: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
90.23◦C/30.84◦C para el aceite x2 a una temperatura promedio de la isoterma
de 90.05◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión MVE.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x2 con T=90.05◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 90.23◦C 90.23◦C 49.99◦C 49.99◦C 90.23◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 49.99◦C
3.0200 815.5153 0.2846 814.7885 0.2857 67.5320
9.9962 816.1514 0.2841 815.4270 0.2852 67.1384
19.9628 817.0485 0.2837 816.3277 0.2848 46.7577
49.9930 819.6891 0.2850 818.9791 0.2860 57.6823
100.0058 823.9024 0.2847 823.2109 0.2857 61.6252
150.0337 827.8817 0.2823 827.2094 0.2834 62.4354
199.9904 831.6562 0.2819 831.0036 0.2830 59.4475
249.9671 835.2533 0.2912 834.6210 0.2922 53.4488
300.0178 838.7150 0.2914 838.1036 0.2924 37.9339
349.9705 842.0284 0.2952 841.4383 0.2962 55.8055
399.9712 845.2135 0.2929 844.6453 0.2939 51.8923
500.0281 851.2856 0.2952 850.7628 0.2962 42.0622
550.0281 854.1636 0.2961 853.6642 0.2971 54.1947
600.0209 856.9661 0.2969 856.4906 0.2979 37.4282
650.0198 859.6947 0.2974 859.2436 0.2984 45.9798
700.0456 862.3332 0.2938 861.9071 0.2948 38.3609

Tabla D.26: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
90.23◦C/49.99◦C para el aceite x2 a una temperatura promedio de la isoterma
de 90.05◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión MVE, aceite x2 con T=90.05◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 90.23◦C 90.23◦C 49.99◦C 49.99◦C 90.23◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 49.99◦C
3.0200 815.5220 0.3518 814.8528 0.3513 50.4356
9.9962 816.1578 0.3514 815.4912 0.3509 50.0815
19.9628 817.0546 0.3510 816.3917 0.3506 34.8440
49.9930 819.6944 0.3520 819.0428 0.3516 42.9612
100.0058 823.9066 0.3518 823.2742 0.3514 45.7150
150.0337 827.8850 0.3500 827.2722 0.3496 46.0175
199.9904 831.6589 0.3497 831.0660 0.3493 43.6479
249.9671 835.2558 0.3573 834.6832 0.3568 39.5434
300.0178 838.7174 0.3575 838.1655 0.3570 27.9785
349.9705 842.0310 0.3607 841.5001 0.3602 41.1880
399.9712 845.2166 0.3588 844.7070 0.3583 38.0839
500.0281 851.2906 0.3606 850.8247 0.3602 30.7550
550.0281 854.1699 0.3614 853.7262 0.3610 39.5386
600.0209 856.9740 0.3621 856.5529 0.3617 27.2387
650.0198 859.7045 0.3627 859.3062 0.3621 33.3724
700.0456 862.3452 0.3599 861.9700 0.3593 27.6447

Tabla D.27: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
90.23◦C/49.99◦C para el aceite x2 a una temperatura promedio de la isoterma
de 90.05◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión MVE.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x2 con T=90.05◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 90.23◦C 90.23◦C 70.14◦C 70.14◦C 90.23◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 70.14◦C
3.0200 815.5153 0.2846 815.2105 0.2853 28.3410
9.9962 816.1514 0.2841 815.8470 0.2848 28.2321
19.9628 817.0485 0.2837 816.7450 0.2844 19.7017
49.9930 819.6891 0.2850 819.3882 0.2857 24.4588
100.0058 823.9024 0.2847 823.6070 0.2854 26.3394
150.0337 827.8817 0.2823 827.5929 0.2830 26.8394
199.9904 831.6562 0.2819 831.3754 0.2826 25.5972
249.9671 835.2533 0.2912 834.9817 0.2918 22.9743
300.0178 838.7150 0.2914 838.4539 0.2921 16.2081
349.9705 842.0284 0.2952 841.7789 0.2959 23.6071
399.9712 845.2135 0.2929 844.9769 0.2936 21.6192
500.0281 851.2856 0.2952 851.0787 0.2958 16.6575
550.0281 854.1636 0.2961 853.9732 0.2968 20.6726
600.0209 856.9661 0.2969 856.7936 0.2976 13.5849
650.0198 859.6947 0.2974 859.5412 0.2981 15.6539
700.0456 862.3332 0.2938 862.2001 0.2945 11.9888

Tabla D.28: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
90.23◦C/70.14◦C para el aceite x2 a una temperatura promedio de la isoterma
de 90.05◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión MVE, aceite x2 con T=90.05◦C
Sistema de medición z6

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 90.23◦C 90.23◦C 70.14◦C 70.14◦C 90.23◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 70.14◦C
3.0200 815.5220 0.3518 815.2690 0.3513 19.0679
9.9962 816.1578 0.3514 815.9058 0.3509 18.9327
19.9628 817.0546 0.3510 816.8043 0.3506 13.1565
49.9930 819.6944 0.3520 819.4488 0.3516 16.1929
100.0058 823.9066 0.3518 823.6695 0.3514 17.1395
150.0337 827.8850 0.3500 827.6570 0.3495 17.1239
199.9904 831.6589 0.3497 831.4406 0.3493 16.0707
249.9671 835.2558 0.3573 835.0478 0.3568 14.3644
300.0178 838.7174 0.3575 838.5203 0.3571 9.9906
349.9705 842.0310 0.3607 841.8454 0.3602 14.3991
399.9712 845.2166 0.3588 845.0431 0.3584 12.9644
500.0281 851.2906 0.3606 851.1430 0.3602 9.7434
550.0281 854.1699 0.3614 854.0360 0.3610 11.9320
600.0209 856.9740 0.3621 856.8545 0.3617 7.7298
650.0198 859.7045 0.3627 859.6000 0.3623 8.7533
700.0456 862.3452 0.3599 862.2562 0.3596 6.5548

Tabla D.29: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
90.23◦C/70.14◦C para el aceite x2 a una temperatura promedio de la isoterma
de 90.05◦C medido en el sistema de medición z6 utilizando la regresión MVE.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=40.80◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-1

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 39.23◦C 39.23◦C 20.40◦C 20.40◦C 39.23◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 20.40◦C
707.0876 966.9783 0.7182 967.0192 0.7190 -1.9352
601.5912 963.0917 0.7077 963.1616 0.7086 -3.0932
501.0047 959.1373 0.7076 959.2241 0.7085 -3.8883
401.5718 954.8974 0.7086 954.9904 0.7094 -3.6821
401.8090 954.8364 0.7064 954.9293 0.7072 -2.4093
300.3809 950.2658 0.7091 950.3542 0.7099 -3.1174
300.2823 950.3650 0.7074 950.4535 0.7082 -2.5928
202.0373 945.5035 0.7088 945.5773 0.7097 -3.1630
202.1924 945.4687 0.7055 945.5425 0.7064 -1.7430
101.1064 940.3561 0.7121 940.4041 0.7129 -2.1600
50.6573 937.7180 0.7073 937.7491 0.7081 -1.1459
25.7506 936.4164 0.7112 936.4382 0.7121 -0.7491
1.7352 935.1823 0.7119 935.1945 0.7128 -0.4251

Tabla D.30: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
39.23◦C/20.40◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la iso-
terma de 40.80◦C medido en el DTV-DMA-HPM-1 del sistema de medición
a51 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=40.80◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-1

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 39.23◦C 39.23◦C 60.49◦C 60.49◦C 39.23◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 60.49◦C
707.0876 966.9783 0.7182 966.6417 0.7181 15.9359
601.5912 963.0917 0.7077 962.7850 0.7076 13.5816
501.0047 959.1373 0.7076 958.8584 0.7075 12.5023
401.5718 954.8974 0.7086 954.6450 0.7085 9.9996
401.8090 954.8364 0.7064 954.5839 0.7063 6.5526
300.3809 950.2658 0.7091 950.0395 0.7090 7.9854
300.2823 950.3650 0.7074 950.1388 0.7073 6.6312
202.0373 945.5035 0.7088 945.3019 0.7088 8.6458
202.1924 945.4687 0.7055 945.2671 0.7054 4.7648
101.1064 940.3561 0.7121 940.1788 0.7120 7.9835
50.6573 937.7180 0.7073 937.5526 0.7072 6.0984
25.7506 936.4164 0.7112 936.2568 0.7111 5.4881
1.7352 935.1823 0.7119 935.0282 0.7119 5.3725

Tabla D.31: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
39.23◦C/60.49◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la iso-
terma de 40.80◦C medido en el DTV-DMA-HPM-1 del sistema de medición
a51 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=40.80◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-1

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 39.23◦C 39.23◦C 79.67◦C 79.67◦C 39.23◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 79.67◦C
707.0876 966.9783 0.7182 966.3721 0.7183 28.6959
601.5912 963.0917 0.7077 962.5588 0.7078 23.5951
501.0047 959.1373 0.7076 958.6674 0.7077 21.0613
401.5718 954.8974 0.7086 954.4830 0.7086 16.4165
401.8090 954.8364 0.7064 954.4219 0.7064 10.7558
300.3809 950.2658 0.7091 949.9009 0.7092 12.8743
300.2823 950.3650 0.7074 950.0001 0.7074 10.6965
202.0373 945.5035 0.7088 945.1800 0.7089 13.8725
202.1924 945.4687 0.7055 945.1452 0.7056 7.6448
101.1064 940.3561 0.7121 940.0682 0.7121 12.9628
50.6573 937.7180 0.7073 937.4453 0.7073 10.0539
25.7506 936.4164 0.7112 936.1506 0.7113 9.1387
1.7352 935.1823 0.7119 934.9227 0.7120 9.0499

Tabla D.32: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
39.23◦C/79.67◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la iso-
terma de 40.80◦C medido en el DTV-DMA-HPM-1 del sistema de medición
a51 utilizando la regresión simple.

173



Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=40.80◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-1

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 39.23◦C 39.23◦C 99.97◦C 99.97◦C 39.23◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 99.97◦C
707.0876 966.9783 0.7182 966.3162 0.7190 31.3267
601.5912 963.0917 0.7077 962.5151 0.7085 25.5174
501.0047 959.1373 0.7076 958.6369 0.7084 22.4173
401.5718 954.8974 0.7086 954.4673 0.7093 17.0301
401.8090 954.8364 0.7064 954.4061 0.7071 11.1603
300.3809 950.2658 0.7091 949.9019 0.7099 12.8327
300.2823 950.3650 0.7074 950.0012 0.7081 10.6590
202.0373 945.5035 0.7088 945.1989 0.7096 13.0556
202.1924 945.4687 0.7055 945.1641 0.7063 7.1946
101.1064 940.3561 0.7121 940.1072 0.7128 11.2013
50.6573 937.7180 0.7073 937.4950 0.7080 8.2175
25.7506 936.4164 0.7112 936.2057 0.7120 7.2407
1.7352 935.1823 0.7119 934.9831 0.7127 6.9409

Tabla D.33: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
39.23◦C/99.97◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la iso-
terma de 40.80◦C medido en el DTV-DMA-HPM-1 del sistema de medición
a51 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=40.80◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-1

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 39.23◦C 39.23◦C 120.89◦C 120.89◦C 39.23◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 120.89◦C
707.0876 966.9783 0.7182 965.8187 0.7183 54.8923
601.5912 963.0917 0.7077 962.0327 0.7078 46.8891
501.0047 959.1373 0.7076 958.1654 0.7077 43.5614
401.5718 954.8974 0.7086 954.0032 0.7087 35.4214
401.8090 954.8364 0.7064 953.9420 0.7065 23.2071
300.3809 950.2658 0.7091 949.4419 0.7092 29.0686
300.2823 950.3650 0.7074 949.5412 0.7075 24.1468
202.0373 945.5035 0.7088 944.7397 0.7090 32.7515
202.1924 945.4687 0.7055 944.7049 0.7056 18.0499
101.1064 940.3561 0.7121 939.6453 0.7122 32.0017
50.6573 937.7180 0.7073 937.0304 0.7074 25.3487
25.7506 936.4164 0.7112 935.7394 0.7113 23.2765
1.7352 935.1823 0.7119 934.5151 0.7120 23.2593

Tabla D.34: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
39.23◦C/120.89◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la isoter-
ma de 40.80◦C medido en el DTV-DMA-HPM-1 del sistema de medición a51
utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=60.08◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-1

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 60.49◦C 60.49◦C 20.40◦C 20.40◦C 60.49◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 20.40◦C
3.9375 929.0521 0.7167 929.2187 0.7176 -7.6697
24.8080 930.5437 0.7033 930.7235 0.7042 -7.5876
52.7517 932.2709 0.7050 932.4677 0.7059 -7.6195
100.1538 934.8901 0.7034 935.1139 0.7043 -6.3274
200.8040 939.8285 0.7253 940.1023 0.7262 -12.9044
297.4332 944.2833 0.7319 944.5958 0.7328 -14.0490
399.4716 948.6509 0.7326 948.9945 0.7335 -16.7303
399.8364 948.7311 0.7118 949.0748 0.7127 -13.2856
500.1677 952.0782 0.7178 952.4425 0.7187 -12.5680
500.4377 952.2718 0.7083 952.6361 0.7092 -11.5164
500.0683 952.4537 0.7080 952.8180 0.7090 -10.9317
600.6291 956.3123 0.8684 956.6875 0.8693 -8.9130

Tabla D.35: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
60.49◦C/20.40◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la iso-
terma de 60.08◦C medido en el DTV-DMA-HPM-1 del sistema de medición
a51 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=60.08◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-1

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 60.49◦C 60.49◦C 39.23◦C 39.23◦C 60.49◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 39.23◦C
3.9375 929.0521 0.7167 929.2057 0.7168 -7.0752
24.8080 930.5437 0.7033 930.7022 0.7033 -6.6930
52.7517 932.2709 0.7050 932.4359 0.7051 -6.3920
100.1538 934.8901 0.7034 935.0663 0.7035 -4.9845
200.8040 939.8285 0.7253 940.0289 0.7254 -9.4502
297.4332 944.2833 0.7319 944.5077 0.7320 -10.0938
399.4716 948.6509 0.7326 948.9017 0.7327 -12.2184
399.8364 948.7311 0.7118 948.9820 0.7119 -9.7039
500.1677 952.0782 0.7178 952.3557 0.7179 -9.5789
500.4377 952.2718 0.7083 952.5493 0.7084 -8.7774
500.0683 952.4537 0.7080 952.7312 0.7081 -8.3324
600.6291 956.3123 0.8684 956.6175 0.8686 -7.2530

Tabla D.36: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
60.49◦C/39.23◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la iso-
terma de 60.08◦C medido en el DTV-DMA-HPM-1 del sistema de medición
a51 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=60.08◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-1

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 60.49◦C 60.49◦C 79.67◦C 79.67◦C 60.49◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 79.67◦C
3.9375 929.0521 0.7167 928.9472 0.7168 4.8319
24.8080 930.5437 0.7033 930.4381 0.7034 4.4589
52.7517 932.2709 0.7050 932.1641 0.7051 4.1373
100.1538 934.8901 0.7034 934.7802 0.7035 3.1089
200.8040 939.8285 0.7253 939.7074 0.7254 5.7107
297.4332 944.2833 0.7319 944.1459 0.7321 6.1800
399.4716 948.6509 0.7326 948.4902 0.7327 7.8290
399.8364 948.7311 0.7118 948.5703 0.7119 6.2192
500.1677 952.0782 0.7178 951.8884 0.7179 6.5516
500.4377 952.2718 0.7083 952.0819 0.7084 6.0066
500.0683 952.4537 0.7080 952.2639 0.7082 5.6986
600.6291 956.3123 0.8684 956.0874 0.8685 5.3450

Tabla D.37: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
60.49◦C/79.67◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la iso-
terma de 60.08◦C medido en el DTV-DMA-HPM-1 del sistema de medición
a51 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=60.08◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-1

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 60.49◦C 60.49◦C 99.97◦C 99.97◦C 60.49◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 99.97◦C
3.9375 929.0521 0.7167 929.0068 0.7175 2.0856
24.8080 930.5437 0.7033 930.4931 0.7041 2.1355
52.7517 932.2709 0.7050 932.2130 0.7058 2.2419
100.1538 934.8901 0.7034 934.8191 0.7043 2.0074
200.8040 939.8285 0.7253 939.7263 0.7261 4.8171
297.4332 944.2833 0.7319 944.1471 0.7327 6.1235
399.4716 948.6509 0.7326 948.4745 0.7334 8.5897
399.8364 948.7311 0.7118 948.5545 0.7126 6.8269
500.1677 952.0782 0.7178 951.8577 0.7186 7.6076
500.4377 952.2718 0.7083 952.0511 0.7092 6.9769
500.0683 952.4537 0.7080 952.2332 0.7089 6.6171
600.6291 956.3123 0.8684 956.0434 0.8691 6.3885

Tabla D.38: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
60.49◦C/99.97◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la iso-
terma de 60.08◦C medido en el DTV-DMA-HPM-1 del sistema de medición
a51 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=60.08◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-1

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 60.49◦C 60.49◦C 120.89◦C 120.89◦C 60.49◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 120.89◦C
3.9375 929.0521 0.7167 928.5420 0.7169 23.4947
24.8080 930.5437 0.7033 930.0296 0.7035 21.7060
52.7517 932.2709 0.7050 931.7512 0.7052 20.1313
100.1538 934.8901 0.7034 934.3597 0.7036 15.0033
200.8040 939.8285 0.7253 939.2697 0.7254 26.3513
297.4332 944.2833 0.7319 943.6900 0.7321 26.6857
399.4716 948.6509 0.7326 948.0134 0.7328 31.0555
399.8364 948.7311 0.7118 948.0934 0.7120 24.6622
500.1677 952.0782 0.7178 951.3896 0.7180 23.7677
500.4377 952.2718 0.7083 951.5829 0.7085 21.7886
500.0683 952.4537 0.7080 951.7649 0.7082 20.6808
600.6291 956.3123 0.8684 955.5644 0.8684 17.7758

Tabla D.39: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
60.49◦C/120.89◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la isoter-
ma de 60.08◦C medido en el DTV-DMA-HPM-1 del sistema de medición a51
utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=101.71◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-1

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 99.97◦C 99.97◦C 20.40◦C 20.40◦C 99.97◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 20.40◦C
7.5391 909.4257 0.7057 909.6364 0.7058 -8.5699

137.6993 917.3620 0.7154 917.6831 0.7154 -15.4443
298.1893 926.7412 0.7416 927.1860 0.7417 -20.7584
400.1363 932.2950 0.7492 932.8110 0.7493 -33.7387
601.1518 947.3042 0.7488 947.9457 0.7489 -25.6422
301.0331 932.1461 0.7346 932.5941 0.7347 -18.8155

Tabla D.40: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
99.97◦C/20.40◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la iso-
terma de 101.71◦C medido en el DTV-DMA-HPM-1 del sistema de medición
a51 utilizando la regresión simple.

Regresión simple, aceite x98 con T=101.71◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-1

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 99.97◦C 99.97◦C 39.23◦C 39.23◦C 99.97◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 39.23◦C
7.5391 909.4257 0.7057 909.6222 0.7049 -7.9975

137.6993 917.3620 0.7154 917.6250 0.7146 -12.6568
298.1893 926.7412 0.7416 927.0983 0.7409 -16.6745
400.1363 932.2950 0.7492 932.7186 0.7485 -27.7119
601.1518 947.3042 0.7488 947.8760 0.7481 -22.8684
301.0331 932.1461 0.7346 932.5060 0.7338 -15.1247

Tabla D.41: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
99.97◦C/39.23◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la iso-
terma de 101.71◦C medido en el DTV-DMA-HPM-1 del sistema de medición
a51 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=101.71◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-1

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 99.97◦C 99.97◦C 60.49◦C 60.49◦C 99.97◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 60.49◦C
7.5391 909.4257 0.7057 909.4709 0.7049 -1.8396

137.6993 917.3620 0.7154 917.4432 0.7145 -3.9080
298.1893 926.7412 0.7416 926.8767 0.7408 -6.3275
400.1363 932.2950 0.7492 932.4706 0.7484 -11.4885
601.1518 947.3042 0.7488 947.5724 0.7480 -10.7270
301.0331 932.1461 0.7346 932.2828 0.7338 -5.7448

Tabla D.42: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
99.97◦C/60.49◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la iso-
terma de 101.71◦C medido en el DTV-DMA-HPM-1 del sistema de medición
a51 utilizando la regresión simple.

Regresión simple, aceite x98 con T=101.71◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-1

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 99.97◦C 99.97◦C 79.67◦C 79.67◦C 99.97◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 79.67◦C
7.5391 909.4257 0.7057 909.3682 0.7050 2.3401

137.6993 917.3620 0.7154 917.3320 0.7147 1.4436
298.1893 926.7412 0.7416 926.7411 0.7410 0.0047
400.1363 932.2950 0.7492 932.3117 0.7485 -1.0925
601.1518 947.3042 0.7488 947.3485 0.7482 -1.7716
301.0331 932.1461 0.7346 932.1461 0.7339 0

Tabla D.43: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
99.97◦C/79.67◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la iso-
terma de 101.71◦C medido en el DTV-DMA-HPM-1 del sistema de medición
a51 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=101.71◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-1

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 99.97◦C 99.97◦C 120.89◦C 120.89◦C 99.97◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 120.89◦C
7.5391 909.4257 0.7057 908.9711 0.7051 18.4994

137.6993 917.3620 0.7154 916.9137 0.7147 21.5729
298.1893 926.7412 0.7416 926.2928 0.7410 20.9363
400.1363 932.2950 0.7492 931.8420 0.7485 29.6353
601.1518 947.3042 0.7488 946.8294 0.7482 18.9877
301.0331 932.1461 0.7346 931.6949 0.7339 18.9602

Tabla D.44: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
99.97◦C/120.89◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la isoter-
ma de 101.71◦C medido en el DTV-DMA-HPM-1 del sistema de medición a51
utilizando la regresión simple.

Regresión simple, aceite x98 con T=20.09◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-2

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 20.05◦C 20.05◦C 39.74◦C 39.74◦C 20.05◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 39.74◦C
707.0716 976.1295 0.2775 975.9381 0.2773 21.9279
601.5882 971.7715 0.2771 971.6008 0.2769 19.0538
501.0228 967.3945 0.2796 967.2432 0.2794 20.3555
401.5725 962.8796 0.2754 962.7472 0.2752 13.5346
401.8015 962.8862 0.2745 962.7537 0.2743 8.5018
300.4147 958.0877 0.2759 957.9741 0.2757 11.4296
300.2813 958.0928 0.2761 957.9793 0.2759 8.5671
202.0501 953.2640 0.2804 953.1683 0.2801 11.4281
101.1064 948.0564 0.2817 947.9788 0.2815 8.8354
50.6648 945.3585 0.2800 945.2898 0.2798 6.5401
25.7455 943.9986 0.2786 943.9343 0.2784 5.4048
1.7274 942.6675 0.2807 942.6074 0.2805 5.7232

Tabla D.45: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
20.05◦C/39.74◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la iso-
terma de 20.09◦C medido en el DTV-DMA-HPM-2 del sistema de medición
a51 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=20.09◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-2

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 20.05◦C 20.05◦C 60.10◦C 60.10◦C 20.05◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 60.10◦C
707.0716 976.1295 0.2775 975.7131 0.2783 47.6192
601.5882 971.7715 0.2771 971.3981 0.2779 41.6045
501.0228 967.3945 0.2796 967.0616 0.2804 44.7075
401.5725 962.8796 0.2754 962.5861 0.2762 29.9486
401.8015 962.8862 0.2745 962.5926 0.2753 18.8045
300.4147 958.0877 0.2759 957.8337 0.2767 25.5093
300.2813 958.0928 0.2761 957.8388 0.2769 19.1374
202.0501 953.2640 0.2804 953.0477 0.2811 25.7837
101.1064 948.0564 0.2817 947.8784 0.2824 20.2344
50.6648 945.3585 0.2800 945.1993 0.2808 15.1284
25.7455 943.9986 0.2786 943.8487 0.2794 12.5773
1.7274 942.6675 0.2807 942.5265 0.2815 13.4032

Tabla D.46: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
20.05◦C/60.10◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la iso-
terma de 20.09◦C medido en el DTV-DMA-HPM-2 del sistema de medición
a51 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=20.09◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-2

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 20.05◦C 20.05◦C 80.10◦C 80.10◦C 20.05◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 80.10◦C
707.0716 976.1295 0.2775 975.6556 0.2786 54.1656
601.5882 971.7715 0.2771 971.3700 0.2782 44.7112
501.0228 967.3945 0.2796 967.0610 0.2807 44.7640
401.5725 962.8796 0.2754 962.6124 0.2765 27.2501
401.8015 962.8862 0.2745 962.6188 0.2756 17.1171
300.4147 958.0877 0.2759 957.8869 0.2770 20.1554
300.2813 958.0928 0.2761 957.8920 0.2772 15.1209
202.0501 953.2640 0.2804 953.1266 0.2814 16.3698
101.1064 948.0564 0.2817 947.9831 0.2827 8.3280
50.6648 945.3585 0.2800 945.3168 0.2811 3.9605
25.7455 943.9986 0.2786 943.9725 0.2797 2.1887
1.7274 942.6675 0.2807 942.6564 0.2818 1.0546

Tabla D.47: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
20.05◦C/80.10◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la iso-
terma de 20.09◦C medido en el DTV-DMA-HPM-2 del sistema de medición
a51 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=20.09◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-2

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 20.05◦C 20.05◦C 100.02◦C 100.02◦C 20.05◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 100.02◦C
707.0716 976.1295 0.2775 975.8309 0.2787 34.1231
601.5882 971.7715 0.2771 971.5635 0.2782 23.1629
501.0228 967.3945 0.2796 967.2687 0.2808 16.8825
401.5725 962.8796 0.2754 962.8310 0.2765 4.9564
401.8015 962.8862 0.2745 962.8374 0.2756 3.1238
300.4147 958.0877 0.2759 958.1136 0.2770 -2.5997
300.2813 958.0928 0.2761 958.1187 0.2772 -1.9504
202.0501 953.2640 0.2804 953.3582 0.2815 -11.2210
101.1064 948.0564 0.2817 948.2167 0.2828 -18.2094
50.6648 945.3585 0.2800 945.5501 0.2812 -18.1943
25.7455 943.9986 0.2786 944.2054 0.2798 -17.3390
1.7274 942.6675 0.2807 942.8887 0.2819 -21.0118

Tabla D.48: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
20.05◦C/100.02◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la isoter-
ma de 20.09◦C medido en el DTV-DMA-HPM-2 del sistema de medición a51
utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=20.09◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-2

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 20.05◦C 20.05◦C 119.96◦C 119.96◦C 20.05◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 119.96◦C
707.0716 976.1295 0.2775 975.8469 0.2756 32.4756
601.5882 971.7715 0.2771 971.5831 0.2751 21.0980
501.0228 967.3945 0.2796 967.2949 0.2777 13.4407
401.5725 962.8796 0.2754 962.8667 0.2734 1.3230
401.8015 962.8862 0.2745 962.8731 0.2725 0.8433
300.4147 958.0877 0.2759 958.1618 0.2739 -7.4797
300.2813 958.0928 0.2761 958.1670 0.2741 -5.6190
202.0501 953.2640 0.2804 953.4216 0.2784 -18.8771
101.1064 948.0564 0.2817 948.2987 0.2797 -27.6761
50.6648 945.3585 0.2800 945.6425 0.2781 -27.1183
25.7455 943.9986 0.2786 944.3032 0.2767 -25.6815
1.7274 942.6675 0.2807 942.9919 0.2788 -30.9854

Tabla D.49: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
20.05◦C/119.96◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la isoter-
ma de 20.09◦C medido en el DTV-DMA-HPM-2 del sistema de medición a51
utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=79.52◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-2

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 80.10◦C 80.10◦C 20.05◦C 20.05◦C 80.10◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 20.05◦C
3.9652 911.6864 0.3323 911.6986 0.3314 -1.6572
24.8073 913.3880 0.2915 913.4131 0.2905 -2.5674
52.7490 915.3686 0.2913 915.4111 0.2903 -4.0555
100.1519 918.4762 0.2827 918.5483 0.2816 -5.1362
200.8030 924.5686 0.2977 924.7044 0.2967 -15.6828
297.4103 929.9867 0.2983 930.1846 0.2973 -25.6860
399.4468 935.3298 0.3100 935.5943 0.3090 -38.2763
399.8357 935.4766 0.2844 935.7414 0.2834 -25.7472
500.2010 940.3184 0.3029 940.6497 0.3020 -45.1905
600.6224 945.0947 0.3062 945.4937 0.3053 -26.6166
700.2749 949.3635 0.2892 949.8306 0.2881 -32.1207
24.6265 924.9286 0.2927 924.9538 0.2917 -2.6943
205.8611 935.2222 0.2915 935.3614 0.2905 -11.2183
408.4753 944.1324 0.2837 944.4031 0.2827 -21.5015
409.4107 944.2696 0.2821 944.5409 0.2810 -18.1810
613.0885 952.0606 0.3004 952.4684 0.2994 -34.8275

Tabla D.50: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
80.10◦C/20.05◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la iso-
terma de 79.52◦C medido en el DTV-DMA-HPM-2 del sistema de medición
a51 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=79.52◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-2

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 80.10◦C 80.10◦C 39.74◦C 39.74◦C 80.10◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 39.74◦C
3.9652 911.6864 0.3323 911.6400 0.3312 6.3048
24.8073 913.3880 0.2915 913.3509 0.2903 3.7962
52.7490 915.3686 0.2913 915.3439 0.2901 2.3577
100.1519 918.4762 0.2827 918.4729 0.2814 0.2352
200.8030 924.5686 0.2977 924.6109 0.2965 -4.8866
297.4103 929.9867 0.2983 930.0735 0.2971 -11.2698
399.4468 935.3298 0.3100 935.4643 0.3089 -19.4669
399.8357 935.4766 0.2844 935.6113 0.2832 -13.1018
500.2010 940.3184 0.3029 940.5006 0.3018 -24.8609
600.6224 945.0947 0.3062 945.3252 0.3051 -15.3813
700.2749 949.3635 0.2892 949.6427 0.2879 -19.2062
24.6265 924.9286 0.2927 924.8909 0.2915 4.0321
205.8611 935.2222 0.2915 935.2663 0.2903 -3.5553
408.4753 944.1324 0.2837 944.2708 0.2825 -10.9969
409.4107 944.2696 0.2821 944.4084 0.2808 -9.3049
613.0885 952.0606 0.3004 952.2971 0.2992 -20.2046

Tabla D.51: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
80.10◦C/39.74◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la iso-
terma de 79.52◦C medido en el DTV-DMA-HPM-2 del sistema de medición
a51 utilizando la regresión simple.

189



Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=79.52◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-2

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 80.10◦C 80.10◦C 60.10◦C 60.10◦C 80.10◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 60.10◦C
3.9652 911.6864 0.3323 911.5614 0.3321 16.9618
24.8073 913.3880 0.2915 913.2681 0.2913 12.2475
52.7490 915.3686 0.2913 915.2556 0.2910 10.7698
100.1519 918.4762 0.2827 918.3752 0.2824 7.1848
200.8030 924.5686 0.2977 924.4932 0.2974 8.6973
297.4103 929.9867 0.2983 929.9362 0.2980 6.5468
399.4468 935.3298 0.3100 935.3063 0.3098 3.3963
399.8357 935.4766 0.2844 935.4531 0.2842 2.2818
500.2010 940.3184 0.3029 940.3218 0.3027 -0.4632
600.6224 945.0947 0.3062 945.1255 0.3060 -2.0523
700.2749 949.3635 0.2892 949.4219 0.2889 -4.0104
24.6265 924.9286 0.2927 924.8071 0.2924 12.9748
205.8611 935.2222 0.2915 935.1466 0.2912 6.0854
408.4753 944.1324 0.2837 944.1102 0.2834 1.7612
409.4107 944.2696 0.2821 944.2476 0.2818 1.4722
613.0885 952.0606 0.3004 952.0941 0.3001 -2.8577

Tabla D.52: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
80.10◦C/60.10◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la iso-
terma de 79.52◦C medido en el DTV-DMA-HPM-2 del sistema de medición
a51 utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=79.52◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-2

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 80.10◦C 80.10◦C 100.02◦C 100.02◦C 80.10◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 100.02◦C
3.9652 911.6864 0.3323 911.9111 0.3324 -30.4768
24.8073 913.3880 0.2915 913.6134 0.2916 -23.0122
52.7490 915.3686 0.2913 915.5945 0.2914 -21.5153
100.1519 918.4762 0.2827 918.7025 0.2828 -16.0869
200.8030 924.5686 0.2977 924.7933 0.2978 -25.9014
297.4103 929.9867 0.2983 930.2068 0.2983 -28.5195
399.4468 935.3298 0.3100 935.5420 0.3101 -30.6534
399.8357 935.4766 0.2844 935.6888 0.2845 -20.5929
500.2010 940.3184 0.3029 940.5196 0.3030 -27.3991
600.6224 945.0947 0.3062 945.2820 0.3063 -12.4741
700.2749 949.3635 0.2892 949.5339 0.2892 -11.6955
24.6265 924.9286 0.2927 925.1569 0.2928 -24.3632
205.8611 935.2222 0.2915 935.4492 0.2916 -18.2597
408.4753 944.1324 0.2837 944.3458 0.2838 -16.9174
409.4107 944.2696 0.2821 944.4829 0.2821 -14.2663
613.0885 952.0606 0.3004 952.2476 0.3005 -15.9412

Tabla D.53: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
80.10◦C/100.02◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la isoter-
ma de 79.52◦C medido en el DTV-DMA-HPM-2 del sistema de medición a51
utilizando la regresión simple.

191



Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=79.52◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-2

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 80.10◦C 80.10◦C 119.96◦C 119.96◦C 80.10◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 119.96◦C
3.9652 911.6864 0.3323 912.0104 0.3298 -44.1174
24.8073 913.3880 0.2915 913.7081 0.2887 -32.8435
52.7490 915.3686 0.2913 915.6832 0.2884 -30.1179
100.1519 918.4762 0.2827 918.7815 0.2797 -21.8221
200.8030 924.5686 0.2977 924.8540 0.2949 -33.0590
297.4103 929.9867 0.2983 930.2527 0.2955 -34.6292
399.4468 935.3298 0.3100 935.5752 0.3073 -35.6098
399.8357 935.4766 0.2844 935.7220 0.2815 -23.9407
500.2010 940.3184 0.3029 940.5433 0.3002 -30.7684
600.6224 945.0947 0.3062 945.2992 0.3035 -13.6820
700.2749 949.3635 0.2892 949.5475 0.2862 -12.6946
24.6265 924.9286 0.2927 925.2528 0.2898 -34.7750
205.8611 935.2222 0.2915 935.5101 0.2886 -23.2779
408.4753 944.1324 0.2837 944.3789 0.2807 -19.6485
409.4107 944.2696 0.2821 944.5159 0.2791 -16.5613
613.0885 952.0606 0.3004 952.2648 0.2976 -17.4917

Tabla D.54: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
80.10◦C/119.96◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la isoter-
ma de 79.52◦C medido en el DTV-DMA-HPM-2 del sistema de medición a51
utilizando la regresión simple.

Regresión simple, aceite x98 con T=99.50◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-2

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 100.02◦C 100.02◦C 20.05◦C 20.05◦C 100.02◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 20.05◦C
7.3956 916.1376 0.3049 915.9262 0.3039 12.6921

137.6996 924.6924 0.4873 924.5612 0.4865 9.2641
298.1907 933.8668 0.5666 933.8442 0.5659 1.3745
400.1345 939.8564 0.9745 939.9081 0.9740 -2.6148

Tabla D.55: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
100.02◦C/20.05◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la isoter-
ma de 99.50◦C medido en el DTV-DMA-HPM-2 del sistema de medición a51
utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=99.50◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-2

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 100.02◦C 100.02◦C 39.74◦C 39.74◦C 100.02◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 39.74◦C
7.3956 916.1376 0.3049 915.8668 0.3037 16.2637

137.6996 924.6924 0.4873 924.4788 0.4864 15.0839
298.1907 933.8668 0.5666 933.7327 0.5658 8.1564
400.1345 939.8564 0.9745 939.7778 0.9739 3.9756

Tabla D.56: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
100.02◦C/39.74◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la isoter-
ma de 99.50◦C medido en el DTV-DMA-HPM-2 del sistema de medición a51
utilizando la regresión simple.

Regresión simple, aceite x98 con T=99.50◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-2

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 100.02◦C 100.02◦C 60.10◦C 60.10◦C 100.02◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 60.10◦C
7.3956 916.1376 0.3049 915.7871 0.3046 21.0193

137.6996 924.6924 0.4873 924.3734 0.4869 22.5155
298.1907 933.8668 0.5666 933.5951 0.5662 16.5199
400.1345 939.8564 0.9745 939.6192 0.9741 11.9963

Tabla D.57: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
100.02◦C/60.10◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la isoter-
ma de 99.50◦C medido en el DTV-DMA-HPM-2 del sistema de medición a51
utilizando la regresión simple.
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Anexo D: D. Resultados de las pruebas de hipótesis para la
reducción de puntos en temperatura usando el modelo FPMC

Regresión simple, aceite x98 con T=99.50◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-2

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 100.02◦C 100.02◦C 80.10◦C 80.10◦C 100.02◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 80.10◦C
7.3956 916.1376 0.3049 915.9118 0.3048 13.5366

137.6996 924.6924 0.4873 924.4654 0.4871 16.0187
298.1907 933.8668 0.5666 933.6458 0.5664 13.4349
400.1345 939.8564 0.9745 939.6432 0.9743 10.7814

Tabla D.58: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
100.02◦C/80.10◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la isoter-
ma de 99.50◦C medido en el DTV-DMA-HPM-2 del sistema de medición a51
utilizando la regresión simple.

Regresión simple, aceite x98 con T=99.50◦C
Sistema de medición a51, DTV-DMA-HPM-2

ρ U(ρ) ρ U(ρ) Valor Z
Presión 100.02◦C 100.02◦C 119.96◦C 119.96◦C 100.02◦C/

[bar] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] 119.96◦C
7.3956 916.1376 0.3049 916.2366 0.3021 -5.9614

137.6996 924.6924 0.4873 924.7646 0.4855 -5.1033
298.1907 933.8668 0.5666 933.9130 0.5651 -2.8118
400.1345 939.8564 0.9745 939.8901 0.9737 -1.7047

Tabla D.59: Resultados de las pruebas de hipótesis en temperatura
100.02◦C/119.96◦C para el aceite x98 a una temperatura promedio de la iso-
terma de 99.50◦C medido en el DTV-DMA-HPM-2 del sistema de medición
a51 utilizando la regresión simple.
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ANEXO E
Cálculo de densidad y

compresibilidad utilizando la
ecuación multiparametrica

IAPWS

La formulación IAPWS (International Association for the Properties of
Water and Steam) de la referencia [22] está basada en la enerǵıa libre de
Helmholtz, y es utilizada para calcular diferentes propiedades del agua como
la densidad, entroṕıa, entalṕıa, equilibrio, entre otras, a diferentes condiciones
de presión y temperatura. Para este trabajo, las propiedades de interés a cal-
cular son la densidad y la compresibilidad del agua.

Los valores de las constantes de referencia (temperatura cŕıtica, densidad
cŕıtica y la constante de los gases ideales) para el agua son:

Tc = 647.096K

ρc = 322
kg

m3

R = 0.46151805
kJ

kgK

La formulación IAPWS es la siguiente:

f(ρ, T )

RT
= φo(δ, τ) + φr(δ, τ) (E.1)

donde δ = ρ/ρc y τ = Tc/T .

φo(δ, τ) = ln δ + no1 + no2τ + no3 ln τ +
8∑
i=4

noi ln [1− exp(−γoi τ)] (E.2)

φr(δ, τ) =
7∑
i=1

niδ
diτ ti +

51∑
i=8

niδ
diτ ti exp(−δci)

+
54∑
i=52

niδ
diτ ti exp

[
−αi(δ − εi)2 − βi(τ − γi)2

]
+

56∑
i=55

ni∆
biδψ (E.3)
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donde:

∆ = θ2 +Bi

[
(δ − 1)2

]ai

θ = (1− τ) + Ai
[
(δ − 1)2

]d 1
2βi

ψ = exp
[
−Ci(δ − 1)2 −Di(τ − 1)2

]
El valor de las constantes noi , γ

o
i , ai, bi, ci, di, ti, ni, αi, βi, γi, εi, Bi, Ci,

Di, Ai y βi de las ecuaciones E.1 a E.3, se encuentran en [22] en las páginas
429 y 430.

En la tabla 6.3 de la referencia [22], en la página 431, se muestran diferentes
relaciones para calcular propiedades termodinámicas del agua. Para calcular
la densidad se tiene la siguiente expresión matemática:

P = ρRT

[
1 + δ

(
∂φr(δ, τ)

∂δ

)
T

]
(E.4)

donde:

(
∂φr(δ, τ)

∂δ

)
T

=
7∑
i=7

nidiδ
di−1τ ti +

51∑
i=8

ni exp(−δci)
[
δdi−1τ ti(di − ciδci)

]
+

54∑
i=52

niδ
diτ ti exp

[
−αi(δ − εi)2 − βi(τ − γi)2

] [di
δ
− 2αi(δ − εi)

]
+

56∑
i=55

ni

[
∆bi

(
ψ + δ

∂ψ

∂δ

)
+
∂∆bi

∂δ
δψ

]
(E.5)

∂ψ

∂δ
= −2Ci(δ − 1)ψ (E.6)

∂∆bi

∂δ
= bi∆

bi−1∂∆

∂δ
(E.7)

∂∆

∂δ
= (δ − 1)

[
Aiθ

2

Bi

(
[δ − 1]2

) 1
2βi
−1

+ 2βiai
(
[δ − 1]2

)ai−1] (E.8)
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Para calcular la densidad ρ, se utiliza el método de Newton-Rhapson en la
ecuación E.4 como una función de ρ a P y T . Dicha función puede ser escrita
como:

f(ρ) = ρRT

[
1 + δ

(
∂φr(δ, τ)

∂δ

)
T

]
− P (E.9)

Aplicando el método iterativo de Newton-Rhapson a la ecuación E.9 se
tiene:

ρi+1 = ρi −
f(ρ)(
∂f(ρ)

∂ρ

)
T,P

(E.10)

donde (
∂f(ρ)

∂ρ

)
T,P

= RT

[
1 + 2δ

(
∂φr(δ, τ)

∂δ

)
T

+ δ2
(
∂2φr(δ, τ)

∂δ2

)
T

]
(
∂2φr(δ, τ)

∂δ2

)
T

=
7∑
i=1

nidi(di − 1)δdi−2τ ti+

51∑
i=8

ni exp(−δci)
[
δdi−2τ ti

(
[di − ciδci ][di − 1− ciδci ]− c2i δci

)]
+

54∑
i=52

niτ
ti exp

(
−αi(δ − εi)2 − βi(τ − γi)2

) [
−2αiδ

di+

4α2
i δ
di(δ − εi)2 − 4diαiδ

di−1(δ − εi) + di(di − 1)δdi−2
]

+
56∑
i=55

ni

[
∆bi

(
2
∂ψ

∂δ
+ δ

∂2ψ

∂δ2

)
+

2
∂∆bi

∂δ

(
ψ + δ

∂ψ

∂δ

)
+

(
∂2∆bi

∂δ2

)
δψ

]
∂2ψ

∂δ2
=
[
2Ci(δ − 1)2 − 1

]
2Ciψ

∂2∆bi

∂δ2
= bi

[
∆bi−1∂

2∆

∂δ2
+ (bi − 1)∆bi−2

(
∂∆

∂δ

)2
]

∂2∆

∂δ2
=

1

(δ − 1)

∂∆

∂δ
+ (δ − 1)2

[
4Biai(ai − 1)

[
(δ − 1)2

]ai−2 +

2A2
i

(
1

βi

)2 [(
[δ − 1]2

) 1
2βi
−1
]2

+ Aiθ
4

βi

(
1

2βi
− 1

)[
(δ − 1)2

] 1
2βi
−2
]
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Los términos ∂ψ
∂δ

, ∂∆bi
∂δ

y ∂∆
∂δ

están en las ecuaciones E.6, E.7 y E.8 respec-
tivamente.

En la referencia [22] no se reporta una relación para calcular el módulo de
compresibilidad KT , pero este se puede calcular a partir de la ecuación E.4
como se muestra a continuación:

KT = ρ

(
∂P

∂ρ

)
T

= ρRT

[
1 + 2δ

(
∂φr(δ, τ)

∂δ

)
T

+ δ2
(
∂2φr(δ, τ)

∂δ2

)
T

]
(E.11)
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