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RESUMEN

En teoria de control, uno de los problemas clasicos es el seguimiento de referencias,
el cual presenta un amplio campo de aplicaciones; es por eso que en la literatura se
distinguen varias aproximaciones a este problema. Una de las técnicas propuestas
es la teoria de regulacion, ya que presenta un marco bien definido para el

seguimiento asintotico de referencias, incluso cuando se presentan perturbaciones.

Por otra parte, los sistemas difusos tipo Tukagi-Sugeno T-S combinados con
la teoria de regulacion presentan una alternativa para resolver este problema, no
lineal, propuesto por Francis-Isidori. Asi, esta investigacion se centraré en disenar
un regulador total de salida para el sistema difuso T-S, considerando técnicas
lineales y no lineales. Para su estudio y la ubicacién en el ambito cientifico se
presenta una descripcion de como ha evolucionado la teoria de requlacion difusa,

asi como los principales trabajos que sustentan la presente investigacion.

En teoria de regulacion se pueden distinguir dos casos: el primero incluye al
estabilizador del sistema, el cual se encarga de llevar al sistema al estado estacio-
nario; el segundo, el regulador, identificado como la entrada en estado estacionario,
se encarga del seguimiento de la senal. Bien es cierto que el problema de regula-
cion es tratado mediante la proposicion de funciones de membresia que combinan
reguladores locales (lineales) para lograr el seguimiento exacto, para este fin se
considera una clase de sistemas tipo (T-S) debido a que el problema se encuentra

abierto.

El disenio del regulador, con nuevas funciones de membresia, estard dado
mediante la comparacion entre: a) el regulador disenado sobre el modelo difu-
so completo y b) la suma ponderada de los reguladores lineales disenados inde-
pendientemente. La ventaja presentada en este trabajo, simplifica el método de

regulacion difusa, haciéndolo més flexible y simple para su implementacion.



ABSTRACT

One of the most important problems in control theory is that of controlling a plant
in order to have its output tracking reference signals generated by an external
generator named exosystem, even in presence of disturbances. This problem has
been treated by several authors due to its wide applicability in mechanical systems,

aeronautics and telematics, just to name a few.

On the other hand, some techniques have been proven to be an alterna-
tive to solve this problem by combining the theory of output regulation and the
Takagi-Sugeno fuzzy modeling, So, this research will be focused on design a overall
simplified fuzzy output regulator by considering linear and nonlinear techniques.
For their study and the location in the scientific scope is presented a descrip-
tion of fuzzy output regulation evolution, as well as major works that support this

research.

The regulation theory can be summarized in two steps: first one the stabili-
zer, carrying the estates of plant in to the steady-state; and second the regulator,
as the steady-state input, achieves the exact tracking. Well, is true that the de-
sign of linear local regulators is suggested in this research, but now the adequate
membership functions ensure the right combination of the local regulators in the in-
terpolation regions, these membership functions, which are given as mathematical
expressions, solve the regulation problem in a simple way. The method presented
can be applied on a class of Takagi Sugeno fuzzy models describing a nonlinear
system. In the present work the simplicity of the fuzzy regulator obtained from

the weighted summation of linear local regulators is exploited

So, the contribution of the present research is to find a control law for a
class of Takagi-Sugeno fuzzy models, in order to achieve exact output regulation
by means of local regulators, even if different input matrices appear in the linear
local subsystems, avoiding in this way one of the restrictions given in others works.
This novel approach only requires the computation of the linear local controllers
and the computation of the new membership functions making a flexible method

and easy to implement.
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Excelente cosa es tener la fuerza de un gigante; pero usar

de ella como un gigante es propio de un enano.

- William Shakespeare
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Capitulo 1

Introducciéon

1.1. El problema de la regulacién como una apro-

ximacion difusa

Uno de los problemas més importantes en la teoria de control es como contro-
lar un sistema no lineal, de tal forma, que su salida converja asintéticamente a
través de una respuesta en estado estacionario prescrita. En términos generales,
el problema de regulaciéon consiste en hallar un control retroalimentado por los
estados y el error o solamente el error, tal que, en ausencia de influencias exter-
nas el punto de equilibro del sistema en lazo cerrado sea asintéticamente estable
y el error de seguimiento tienda a cero cuando la planta es influenciada por una
senal de referencia, incluso en presencia de perturbaciones; ambas generadas por

el exosistema.

Este problema ha sido tratado por muchos autores dada su amplia aplica-
cion en sistemas mecanicos, aerondutica, teleméatica, roboética, etc. Los trabajos de
Francis [1] y Wonham [2| demostraron que la solucién al problema de regulacion li-
neal consiste en resolver un sistema lineal de dos ecuaciones matriciales, llamadas:
Ecuaciones de Francis. También demostraron que, en caso de que solamente
se cuente con la senal de error, el regulador que resuelve este problema incluye
al exosistema; esta propiedad es conocida como el Principio del Modelo Interno
(Internal Model Principle).
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Mas tarde Isidori y Byrnes [3| mostraron que el resultado establecido por
Francis podia ser extendido al sector no lineal como caso general, y que las ecuacio-
nes establecidas por Francis son un caso particular del problema no lineal, ademas,
que la solucion para este caso requeria una retroalimentacion de error del regula-
dor, dando un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales no lineales llamadas
ecuaciones Francis-Isidori-Byrnes (FIB). Desafortunadamente estas ecuaciones,
en la mayoria de casos, implican una complejidad al momento de resolverse de

manera practica.

Basicamente, el proceso de regulacion puede ser introducido a través de las
figs. 1.1-1.2, [4]. En la teoria de regulacion, la variedad de estado estacionario de
error cero es central e invariante por efecto de la entrada en este estado. Entonces,

el proceso de regulacién puede ser entendido como:

= El estabilizador es responsable de llevar los estados de la planta a la variedad
de error cero en estado estacionario, reduciendo de esta manera el error de

seguimiento.

» La entrada en estado estacionario mantiene los estados de la planta en la
variedad de estado estacionario de error cero, obteniendo asi un seguimiento

exacto de las senales de referencia.

Por lo tanto, el problema de regulaciéon consiste en encontrar ambas: la va-

riedad de estado estacionario de error cero y la entrada en estado estacionario [5].

Por otra parte, técnicas como la modelacion de sistemas difusos tipo T-S han
demostrado ser una excelente herramienta para caracterizar sistemas no lineales
mediante la correcta “combinacion” de subsistemas lineales, los cuales corresponden
a diferentes puntos de operacion; basicamente, la “combinacion” se realiza mediante
la suma ponderada de subsistemas lineales locales. En consecuencia, controladores
locales pueden ser disenados para cada subsistema, obteniendo en su conjunto un

controlador para el sistema difuso global.

Ademas, la correcta combinacién de la teoria de regulacion y los sistemas

difusos tipo Takagi-Sugeno, permite resolver el problema de requlacion difusa, €l
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Estabilizador

u= K(x —w)
Condiciones Entrada en estado
iniciales estacionario
z(0)7 Ugs = L'w

Varieglad de estado estacionario
de error cero

Tes = Hw

~~~~~

w2

—>

Error en estado estacionario
€ss = X — Tss

FicurA 1.1: Diagrama de regulacion para sistemas lineales

Condiciones
iniciales Estabilizador

z(0) u=k(z—m(w))

Entrada en estado
estacionario

W2

w1

Y Error en estado estacionario
ref e =Tr—
S§s — SS

FiGURA 1.2: Diagrama de regulaciéon para sistemas no lineales
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cual consiste en forzar la salida de un sistema no lineal descrito por la estructura
difusa T-S, a seguir una senial de referencia prescrita: vease (6], [7], [8], [9], [10],
(1], [12], [13].

Mas adelante en [9], el regulador exacto de salida es directamente disenado
del modelo difuso T-S en su expresion completa. Las ecuaciones presentadas en
éste, son derivadas del error en estado estacionario y resuelven el problema de la
regulacion exacta (PRDES). Desafortunadamente, tal controlador podria resultar

muy complejo de obtener.

1.1.1. La regulacién difusa mediante la aproximaciéon lineal

En [8], la sincronizacion de sistemas cadticos se lleva a cabo mediante la combi-
nacion de la teoria de regulacion y el modelado difuso tipo T-S, en éste se asume
que los sistemas caoticos pueden ser representados por modelos difusos tipo T-S,
permitiendo disenar un controlador completo mediante el uso de técnicas linea-
les (suma ponderada de reguladores locales). Sin embargo, dos condiciones deben
cumplirse para asegurar la regulacion exacta de la salida: 1) la misma matriz de
entrada y 2) la misma variedad de error cero 7(w(t)) para todos los subsistemas

locales.

Dada la complejidad de obtener un controlador como en [9], el disenio de
un regulador difuso de salida, basado en reguladores locales, se propone en este
trabajo, pero considerando funciones de membresia en el regulador diferentes a las
definidas para la planta difusa. Un resultado preliminar se ha dado en [10], donde
las nuevas funciones de membresia son aproximadas mediante técnicas que mane-

jan informacion incompleta, con incertidumbre o inexacta (Soft Computing).

1.2. Justificacion

Dado que el problema de regulacion en uno de los temas centrales en la teoria

de control, se ha dirigido cierta investigacion a este problema, comenzando por la
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regulacion de salida para sistemas lineales, invariantes en el tiempo y de dimensio-
nes finitas; dentro de este contexto cabe destacar los trabajos de Davison, Francis
y Wonham. Estos muestran que el compensador, el cual resuelve el problema de
regulacion, puede ser siempre visto como la interconexiéon de dos componentes:
un regulador y un estabilizador, cuyos roles son la generacién de senales de con-
trol necesarias para imponer un comportamiento a la salida del sistema y para

estabilizar en lazo cerrado al sistema resultante.

El estudio de regulacion es extendido a los sistemas no lineales, invariantes en
el tiempo y de dimensiones finitas; iniciado por los trabajos de Francis, Wonham y
Hepbun, ademas, el trabajo con exosistemas neutralmente estables, propuesto por
Isidori y Byrnes, conducen a la formulacion del llamado requlador no lineal cuya
existencia esta basada en la teoria de la dinamica cero. Esto incluye un conjunto
de ecuaciones diferenciales parciales no lineales (FIB), las cuales implican una

complejidad considerable al momento de resolverse.

Por otra parte, la introduccion de los modelos difusos y la teoria de regu-
lacion, requlacion difusa, introducen una alternativa para resolver el problema no
lineal mediante el uso de técnicas lineales, esto debido al parecido entre los siste-
mas lineales y los modelos difusos T-S. Sin embargo, para garantizar la regulacion
exacta es necesario cumplir con las condiciones de tener la misma matriz de entrada

y la misma variedad de error cero en todos los subsistemas.

Una forma que garantiza la regulacion difusa, se basa en la construccion de
un regulador difuso completo, diseniado a partir del error en estado estacionario.
Desafortunadamente, tal controlador debera ser calculado para cada sistema en
especifico y no se asegura el cumplimiento para todo el rango no lineal predefinido
en el modelado difuso, es decir, puede ser complejo y necesitara validarse para

todo t > 0.

Dado que el problema se encuentra abierto, una forma simplificada y vélida
en toda la region no lineal para el regulador es necesaria, esto implica en primera
instancia, siguiendo con el postulado de utilizar reguladores locales y con el fin
de evitar resolver las ecuaciones FIB, un método sencillo y general aunque el

problema este limitado a una clase de sistemas difuso tipo T-S.
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1.3.

Objetivo general

El principal objetivo del presente trabajo es encontrar una ley de control para una

clase de modelos T-S, que asegure la regulacion exacta de la salida mediante el

uso de reguladores lineales locales combinados con nuevas funciones de membresia,

siendo éstas obtenidas de manera analitica.

1.3.1. Objetivos particulares

Los objetivos particulares de esta investigacion son:

Disenar funciones de membresia para el regulador de forma anali-
tica

Para resolver el problema de regulacion de forma sencilla sera necesario ob-
tener una metodologia que incluya expresiones matemaéticas, con la finalidad
de reducir el problema al calculo de: un estado estacionario, un estabilizador
(mediante alguna técnica como el PDC), reguladores locales y las funciones

de membresia.

Disenar un regulador simplificado para una clase de sistemas T-S

Para lograr que el controlador sea valido en la region predefinida para todo
t > 0, sera necesario que las funciones de membresia contengan en su diseno

esta restriccién.

Aplicar la metodologia a sistemas SISO y MIMO

Debido a que el problema de disenio del regulador con funciones de membresia
se encuentra abierto, una clase de sistemas difusos T-S seran tratados en esta

perspectiva, por lo que sera necesario incluir sistemas SISO y MIMO.

Implementar la metodologia a sistemas reales

Aplicar el método propuesto a sistemas no lineales, que incluyan la forma

propuesta en este trabajo.
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1.4. Esbozo de esta tesis

Este trabajo tiene la intencién de ser una guia de referencia para investigadores
e ingenieros en control. Es particularmente provechoso que usando los enfoques
presentados es este trabajo, estudiantes que estdn entrando al campo de control
puedan resolver una cantidad amplia de problemas que normalmente requieren

conocimiento de tépicos avanzados.

El presente trabajo esta organizado de la siguiente manera:

= Capitulo 1 Proporciona un estudio preliminar del problema de regulacion

en sistemas no lineales.

= Capitulo 2 Introduce al cambio entre sistemas no lineales y modelos difusos

T-S, con el objetivo de formular el problema de regulacion difusa.

= Capitulo 3 Muestra los avances obtenidos en regulacion difusa usando téc-

nicas lineales.

= Capitulo 4 Desarrolla un nuevo regulador basado en reguladores locales con

nuevas funciones de membresia.

= Capitulo 5 Desarrolla el problema de regulacion difusa para sistemas difusos

T-S en tiempo discreto.

= Capitulo 6 Muestra las conclusiones obtenidas en la presente investigacion,

asi como, los trabajos futuros.



Capitulo 2

Regulacion de sistemas no lineales

2.1. El problema de la regulacién de la salida

Uno de los problemas clasicos en teoria de control es el disenio de una ley de control
con el fin de imponer una respuesta, en estado estacionario prescrito, a cualquier
orden externa en una familia prescrita [5]. Esto puede incluir, por ejemplo, el
problema de tener la salida y(-) de una planta controlada siguiendo asintéticamente
cualquier referencia de salida prescrita y,.s(-), asi como, el problema de tener y(-)
rechazando asintoticamente cualquier perturbacién no deseada w(:). En ambos
casos el objetivo es imponer que el error de sequimiento, la diferencia entre la

salida de referencia y la salida actual, sea una funcion del tiempo

e(t) = yres(t) — y(1), (2.1)

la cual decae a cero a medida que el tiempo tiende a infinito para cualquier salida

de referencia y/o perturbacion no deseada.

Desde el punto de vista de tener un estado estacionario de error cero, no hay
necesidad de mantener separados los roles de la respuesta de salida requerida y las
perturbaciones no deseadas, dado que ambas pueden ser vistas como componentes

de un sistema exégeno “aumentado”. Dados estos argumentos podemos modelar,
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al sistema no lineal por las ecuaciones de la forma:

(2.2)

La primera ecuacion de (2.2), describe la dindmica de la planta, cuyo estado x esta
definido en una vecindad U del origen en R", con una entrada de control v € R™
y sujeta a un conjunto de variables de entradas exdgenas w € R?® la cual incluye
perturbaciones (a rechazar) y/o referencias (a seguir). La segunda ecuacion define
a la variable de error e € R™, la cual es expresada como una funcion del estado x

y la entrada exoégena w.

Por cuestiones de simplicidad matematica, y también porque de esta manera
un amplio namero de situaciones relevantes précticas pueden ser cubiertas, se
asume que la familia de entradas exogenas w(-), las cuales afectan a la planta y
para las cuales el error decae asintoticamente, es la familia de todas las funciones
del tiempo que son solucion (posiblemente no lineal) de una ecuacion diferencial
homogénea

w = s(w), (2.3)

con las condiciones iniciales w(0) que oscilan en una vecindad W del origen de R®.
Este sistema, el cual es visto como el modelo matemético de un “generador” de

todas las posibles funciones de entrada exégenas, es llamado ezosistema.

Como de costumbre, se asume que f(z,w,u), h(z,w), s(w) son funciones
suaves y que f(0,0,0) = 0, s(0) = 0y h(0,0) = 0. Entonces, para u = 0, el
sistema compuesto por (2.2)-(2.3) tiene un punto de equilibrio (x,w) = (0,0) que

conduce al error cero.

La accion de control u de (2.2) debe estar dada por un controlador en lazo
cerrado, el cual procesa la informaciéon recibida de la planta a fin de generar la
entrada de control apropiada. La estructura del controlador usualmente depende
de la informacion disponible para la retroalimentacién. El caso méas favorable,
desde el punto de vista del diseno retroalimentado, ocurre cuando el conjunto de
variables medibles incluye todas las componentes del estado x de la planta y la
entrada del exosistema w. En este caso, se puede decir que el controlador esta

provisto de la informacon completa y es un sistema sin memoria, cuya salida u es
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una funcion de los estados ( x y w ) de la planta y del exosistema:
u=a(zr,w). (2.4)

La interconexion de (2.2) y (2.4) conduce al sistema en lazo cerrado descrito por
las ecuaciones
= f(x,w,a(r,w)),

(2.5)
w = s(w).

En particular se asume que «(0,0) = 0, entonces, el sistema en lazo cerrado (2.5)

tiene un punto de equilibrio en (z,w) = (0,0).

Una situacion més realista y comin, es la que solamente los componentes
del error e estan disponibles para su mediciéon. En este caso, se puede decir que
el controlador estd dado por la retroalimentacion del error y por lo tanto es un

sistema dindmico no lineal, modelado por las ecuaciones

(2.6)

con un estado interno ¢ definido en una vecindad = en el origen en R”. La in-
terconexion entre (2.2) y (2.6) conduce, en este caso, al siguiente sistema en lazo

cerrado:

f(a, w,6(€)),
(&, h(z, w)), (2.7)
(w).

i
3
"

Il
V)

Nuevamente se asume que 7(0,0) = 0 y §(0) = 0; entonces (x,&,w) = (0,0,0) es

un punto de equilibrio del sistema en lazo cerrado (2.7).

El proposito del control es obtener un sistema en lazo cerrado, el cual, para
cualquier entrada exogena w(-) y para cualquier estado inicial (en alguna vecindad
del origen), la salida e(-) tienda a cero a medida que el tiempo tiende a infinito.
Cuando éste es el caso, se dice que el sistema en lazo cerrado tiene la propiedad
de requlacion de la salida. Ademas, hay que tener en cuenta el requerimiento de

que cada entrada exdgena w(-) induce, en lazo cerrado, a una respuesta en estado
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estacionario (-):

h(xss, w(t)) =0,

para todo t > 0.

2.1.1. Problema de regulacion de la salida (retroalimenta-

cion de estados)

Dado el sistema no lineal de la forma (2.2) y un exosistema neutral estable (2.3)

encontrar, si es posible, un mapeo «a(z,w) donde
(S)y el equilibrio = 0 de
= f(z,0,a(z,0)), (2.8)
es asintoticamente estable en la primera aproximacion;

(R)py entonces existe una vecindad V- C U x W de (0,0) tal que, para

cualquier condicién inicial (z(0),w(0)) € V, la soluciéon de (2.5) satisface

lim h(z(t), w(t)) = 0.

t—o00

2.1.2. Problema de regulacion de la salida (retroalimenta-

cion del error)

Dado un sistema no lineal de la forma (2.2) y un exosistema neutral estable (2.3)

encontrar, si es posible, un integrador v y dos mapeos 6(§) y n(§, e) donde
(S)gF el equilibrio (z,£) = (0,0) de

T = f<x7 0, 0(5))

§= 77(67 h(.%, 0))7

es asintoticamente estable en la primera aproximacion;
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(R)gF entonces existe una vecindad V' C UxZEx W de (0,0, 0) tal que, para

cualquier condicién inicial (2(0),£(0),w(0)) € V, la solucion de (2.7) satisface
tliglo h(z(t),w(t)) = 0.

Observacion 1. Note que los requerimientos (S)pr v (S)gp son bastante fuertes
dado que requiere estabilidad en la primera aproximacion para el sistema en lazo
cerrado. Una caracterizacion de este tipo garantiza —bajo la hipotesis de estabili-
dad neutral del exosistema— la existencia de una respuesta en estado estacionario
bien definida. Sin embargo, es bastante exigente el requerimiento de estabilidad
asintotica en la aproximacion lineal de la planta controlada. La posibilidad de cum-
plir (S)py v (S)gpF dependera enteramente de las propiedades de la aprozimacion
lineal de la planta en x = 0 y el diseno de una ley de realimentacion; siendo éste
un problema cuya solucién requiere solo resultados estandares a partir de la teoria
de sistemas lineales. Sin embargo, la solucién de cumplir simultaneamente (S)py

y (S)py (ast como:(S)pp v (R)gp ) requiere de un analisis no lineal especifico.

Dado que, las propiedades de aproximacion de la planta controlada juega
un rol determinante en la soluciéon del problema de regulacion, es conveniente
establecer una notacién apropiada en la cual los parametros de esta aproximacion
sean explicitamente mostrados: el sistema en lazo cerrado (2.5) puede ser escrito

en la forma

t=(A+ BK)rx+ (P+ BL)w + ¢(x,w),
W= Sw~+ P(w),

donde ¢(x,w) y 1 (w) desaparecen en el origen con sus derivadas de primer orden,
y A, B, P, K, L, S son matrices definidas por:

8] (2.
Ox (0,0,0) au-(o,o,o) ow (0,0,0)

S ERESCRS
ox 0.0) 3w_(0) ow 0.0)

(2.10)
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Por otra parte, el sistema en lazo cerrado (2.7) puede ser rescrito como

t = Ax+ BH¢H+ Pw+ ¢(x, & w),
{ = F¢+ GOz +GQu + x(z, &, 0),
w o= Sw+yY(w),

donde ¢(z,&,w), x(x, &, w) y ¥(w) desaparecen en el origen con sus derivadas de

primer orden, y C, @, F, H, G son matrices definidas por
[Oh] h
o2 -2 e[
| O | (0,0) ow (0,0) 23 (0,0)

o] [ae]
on =2
L9¢ ] 0.0) 9¢] (o)

Usando esta notacion, es inmediato darse cuenta que el requerimiento (S)py se

(2.11)
G —

cumplird cuando la matriz Jacobiana de (2.8) en z = 0,
J=A+ BK,

tenga todos sus valores propios con parte real negativa; mientras que (S)gp re-

querira que la matriz Jacobiana de (2.9) en (z,¢) = (0,0),

I A BH
Gc F )’
tenga todos los valores propios con parte real negativa.

De la teoria de sistemas lineales es facil concluir que (S)pr se puede llevar a
cabo solamente si el par de matrices (A, B) es estabilizable, es decir, existe K tal
que todos los valores propios de (A+ BK) tienen parte real negativa; (S)pp puede
ser alcanzado solamente si el par de matrices (A, B) es estabilizable y el par de
matrices (C, A) es detectable, es decir, existe G tal que todos los valores propios de
(A + GC) tienen parte real negativa. Estas propiedades de la aproximacion lineal
de la planta (2.2) en (z,w,u) = (0,0,0) son de hecho condiciones necesarias para

solucion del problema de regulacion de la salida.
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2.2. Regulacion exacta de la salida (informacion

completa)

En esta seccion, se mostrara como resolver el problema de la regulacion de la
salida via informacién completa. Para este fin, primero se presenta un resultado
preliminar, simple pero muy importante, el cual méas adelante proporcionara la

llave para la solucién del problema en cuestion.

Lema 1. Asumir que, para algin oz, w), la condicion (S)pr se satisface. En-
tonces, la condicion (R)pr también se satisface si y solamente si existe un mapeo
x = m(w), con w(0) = 0, definido en una vecindad W° C W del origen, satisfa-

ciendo las condiciones

or
o s(w) = f(r(w), w,a(m(w),w)),

0= h(r(w),w),

(2.12)
para todo w € W° o

Demostracion. Note que matriz Jacobiana del sistema en lazo cerrado (2.5) en el

equilibrio (z,w) = (0,0) tiene la siguiente forma

A+ BK %
0 s )

Por supuesto, los valores propios de la matriz (A+ BK) tienen parte real negativa,
y aquellos de la matriz S estan en el eje imaginario. Entonces, usando los resultados
de la teoria de variedad central se puede deducir la existencia de variedad central
local en (0,0) para el sistema (2.5). Esta variedad se puede expresar como una
grafica del mapeo

T = 71-(w)7

con m(w) que satisface a la ecuacion (A.7) (véase apéndice A). Con la presente
configuracion, la ecuaciéon en cuestion se reduce con precision a la primera de

(2.12).

Escoja un nimero real R > 0 y sea w® un punto de W°, con ||w°|| < R.

Ya que, por hipotesis de estabilidad neutral, el equilibrio w = 0 del exosistema
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es estable; se puede escoger R de modo que la solucion w(t) de (2.3) satisfaga
w(0) = w® y permanezca en W° para todo t > 0. Si z(0) = 2° = 7(w°), entonces,
la soluciéon correspondiente x(t) de (2.5) serd tal que z(t) = m(w(t)) para todo
t > 0, porque la variedad = = m(w) es por definicién invariante bajo el flujo de

(2.5). Note que el mapeo

pwewe — UxW°
w e (r(w),w)
(cuyo rango es igual a la dimension de r de W°), define un difeomorfismo en una
region de W° en su imagen. Entonces, la restriccion del flujo de (2.5) a su variedad
central es una copia difeomorfica del flujo del exositema y cualquier punto de esta

variedad, suficientemente cerca al origen, es poisson estable por hipotesis. Podemos

mostrar que éste y el requerimiento (R)py implican a la segunda ecuacion de (2.12).

Porque, supongamos que (2.12) no es cierta en algin (7(w®),w®) suficiente-

mente cerca de (0,0). Entonces
M = [[A(m(w®), w®)[| > 0
y existe una vecindad V de (w(w®),w®) tal que
[A(m(w), w)]| > M2

en cada (m(w),w) € V. Si (R)py se mantiene para una trayectoria empezando en

(m(w®),w®), entonces existe 1" tal que
[[A(m(w(t)), w(t))]| < M, (2.13)

para todo t > T'; pero si (m(w®), w®) es Poisson estable, entonces para algin t’ > T
(m(w(t'),w(t'))) € V contradiciendo la desigualdad anterior. En consecuencia la

segunda ecuacion de (2.12) debe ser verdadera.

Con el fin de demostrar la suficiencia, observe que, si la primera ecuacion de
(2.12) se satisface, la grafica del mapeo x = 7(w) es por construccion una variedad

central de (2.5). Por otra parte, de la segunda ecuacion de (2.12), el error satisface
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Obseve que (z,w) = (0,0) es un punto de equilibrio estable de (2.5). Entonces,
para un (x(0), w(0)) bastante pequeno, la solucion (x(t),w(t)) de (2.5) se mantiene
en cualquier vecindad arbitrariamente pequena de (0,0) para todo ¢ > 0. Usando
la propiedad de variedad central, véase Apéndice A, se deduce que existen niimeros

reales M > 0y a > 0 tal que
l2(t) — w(w(®)|| < Me™*||z(0) — m(w(0))],

para todo t > 0. Por continuidad de h(z,w), th e(t) = 0, es decir, la condicion
—00

(R)p1 se cumple. O

Usando este resultado, es sencillo establecer la condicion suficiente y nece-
saria para la soluciéon del problema de regulacién de la salida con informacion

completa.

Teorema 2.2.1. El problema de regulacion de la salida con informacion completa
se puede resolver si y solo si el par (A, B) es estabilizable y existen mapeos v =
m(w) y u = y(w), con 7(0) = 0 y v(0) = 0, ambos definidos en una vecindad

We C W del origen, satisfaciendo las condiciones

or
5o5(w) = f((w),w,y(w)), (2.14)

0= h(r(w),w),
para todo w € W°. o
Demostracion. La necesidad de que el par (A, B) sea estabilizable ya se ha discu-
tido en la secciéon anterior. Para deducir la necesidad de (2.14) s6lo basta observar
que, por el Lema 1, cualquier ley de retroalimentacion que resuelva el problema en

cuestion es necesariamente aquel que mantenga las identidades (2.12) para algin

7(w). Ahora, configurando
co(w) = a(r(w), w),
inmediatamente conduce a (2.14).

Con el objetivo de establecer la suficiencia, por hipotesis existe una matriz

K tal que (A + BK) tiene sus valores propios con parte real negativa. Ademas,
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suponga que las condiciones (2.14) se cumplen para algin m(w) y y(w): se puede

definir la senal de control de la siguiente forma
a(r,w) =y(w) + K(x — 7(w)).

Se puede notar que la ecuaciéon anterior es la solucion al problema de regulacion de
la salida con la informacion completa. De hecho, esta seleccion claramente satisface

los requerimientos de (S)pr, va que a(z,0) = Kz. Ademas, considerando

a(r(w), w) = y(w),

la primera ecuacion de (2.14) se convierte idénticamente en la primera ecuacion
de (2.12). Por otra parte, la segunda ecuacion de (2.14) es exactamente igual a
la segunda ecuacion de (2.12), por lo que, usando el lema 1 se concluye que el

requerimiento (R)py también se cumple. O

Observacion 2. La primera de las dos condiciones de (2.14) expresa el hecho de

que hay una subvariedad en el espacio estado para el sistema compuesto por:

w = s(w), (2.15)

repersentada por el mapeo x = w(w), el cual es localmente invariante por efecto de
una ley apropiada de retroalimentacion (u = ¢(w)). La segunda condicion expresa
el hecho que el error, la salida del sistema compuesto (2.15), es cero en cada punto
de esta variedad. En conjunto las condiciones en (2.14) tienen la propiedad que
el mapeo r = 7(w) es una subvariedad que conduce a la salida al error cero del
sistema (2.15).

Observacion 3. Recuerde que un campo vectorial C* tiene una variedad central
Ck=1. Si el problema se resuelve para alguna ley de control C* (y(z,w)), (2.14) se
mantiene para el par de mapeos C* (z = m(w) y u = y(w)). De manera inversa si
(2.14) se mantiene para el par de mapeos C* (v = w(w) y u = y(w)), el problema

de regulacion de la salida se resuelve para una ley de control C* (vy(z,w)).

Observacion 4. Si el sistema (2.15) es lineal, las condiciones (2.14) se reducen al

sistema de ecuaciones lineales matriciales. En este caso el sistema quedara descrito
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por

t = Ax + Bu + Puw,
w = Sw,

e=Czx— Qu,

y si los mapeos x = 7(w) y u = y(w) cambian a la forma

m(w) = Tw+7(w),
Y(w) = Tw+5(w),

R
ow | ..—o ow | ,_o

las ecuaciones de (2.14) tienen la solucion, si y solamente si, las ecuaciones matri-

con

ciales lineales

[IS = AIl+ Bl +P,
0 = CI-Q,

pueden resolverse para II y I'. Note que, si este es el caso, los mapeos m(w) y

v(w) que resuelven a (2.14) son de hecho mapeos lineales; es decir, m(w) = II(w)
y y(w) = T(w).

La demostracion de suficiencia, en el Teorema 2.2.1 muestra en particular que
una vez conocida la solucion 7(w),y(w) de (2.14), la ley de control que resuelve

el problema de regulacion de la salida estara determinada por
a(r, w) = Kz —m(w)) +v(w), (2.16)

donde K es cualquier matriz que ubica los valores propios de (A+ BK) en la parte

izquierda del plano complejo abierto.



Capitulo 3

Regulacion exacta de la salida para

sistemas no lineales descritos por
modelos T-S

3.1. El modelo difuso tipo Takagi-Sugeno

En anos recientes hemos sido testigos del rapido crecimiento y popularidad de los
sistemas de control difuso en ingenieria, donde numerosas aplicaciones exitosas de
estos sistemas han provocado un desarrollo de actividades en el anélisis y diseno

de los mismos.

Un controlador difuso contiene cuatro componentes principales:

1. Las reglas difusas contienen el conocimiento, en la forma de un conjunto de

reglas, para controlar al sistema de forma adecuada.

2. El mecanismo de inferencia que evalia las reglas de control relevantes en el

tiempo correspondiente y decide la senal de entrada a la planta.

3. La interfase de fusificacion simplemente modifica las entradas para ser in-

terpretadas y comparadas con las reglas base.

19
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4. La wnterfase de defusificacion convierte las conclusiones alcanzadas por el

mecanismo de inferencia en entradas de la planta.

El controlador difuso se puede resumir en el diagrama de control en lazo
cerrado mostrado en la figura 3.1. La salida de la planta esta dada por y(t), las

entrada por u(t) y la entrada de referencia por r(t). Las reglas difusas, son de-

Controlador difuso

Mecanismo
de
inferencia

!

Reglas
difusas

Entradas Salidas
u(t) y(t)

> Proceso >

Sefial de
referencia
r(t

o
-
d g
[ c
Q =h
Q Q
8 g
s 8
> O
=

FiGurA 3.1: Arquitectura del controlador difuso

claraciones lingiiisticas del tipo SI-ENTONCES e involucran conjuntos difusos,
logica difusa e inferencia difusa. Estas reglas juegan un papel muy importante en
la representacion o modelado del control experto. Dos principales tipos de reglas
difusas se pueden distinguir en este contexto: Mamdani y Takagi-Sugeno (T-S).
Las herramientas desarrolladas en este trabajo estdn basadas en estructura de los

sistemas difusos tipo T-S, para esto la idea de sector no lineal es necesaria.

3.2. Sector no lineal

El sector no lineal se basa en la siguiente idea: considere un sistema simple, no
lineal, #(t) = f(z(t)), donde f(0) = 0. El propdsito es encontrar un sector global
tal que &(t) = f(x(t)) € [a1 ag] z(t). La fig. 3.2 muestra la aproximacion de este
sector. Esta aproximacion garantiza la construccion de un modelo difuso de forma
exacta, sin embargo, es dificil encontrar sectores globales para sistemas no lineales
en general. En este caso, se puede considerar un sector local no lineal; esto es
razonable siempre y cuando las variables del sistema fisico se encuentren acotadas.

La fig. 3.3 muestra el sector local, donde dos lineas se convierten en sectores locales
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a17(t)

F1GURA 3.2: Sector global no lineal

bajo —d < z(t) < d. El modelo no lineal puede ser representado exactamente por

un modelo difuso en la region local, es decir, —d < z(t) < d.

FIGURA 3.3: Sector local no lineal



Capitulo 3. Construccion del modelo difuso 22

3.3. Construccion del modelo difuso

Para construir un controlador difuso, se necesita el modelo difuso de un sistema
no lineal. Entonces, la construccion de dicho modelo representa un procedimiento
importante y bésico en esta aproximacion. La fig. 3.4 muestra la base para el disenio

del control difuso. En general hay dos formas de construir el modelo difuso:

1. Identificacion (modelado difuso) usando datos de entrada-salida.

2. Derivacion de las ecuaciones del sistema no lineal dado.

Sistema no lineal

Identificacion usando datos
de entrada-salida

.

Modelo difuso
(Modelo difuso Takagi-Sugeno)

Modelo fisico

Compensador paralelo
distribuido (PDC)

\4

Controlador difuso

F1GURA 3.4: Base del modelo para el disefio del control difuso

El procedimiento para el caso 1 principalmente consiste de dos partes: pri-
mero la identificacion de la estructura y segundo la identificacién de parametros.
Esta aproximacion es adecuada para plantas que son incapaces o muy dificiles de
ser representadas por modelos analiticos y /o fisicos. Por otra parte, los modelos di-
namicos no lineales para sistemas mecénicos pueden ser facilmente obtenidos, por
ejemplo, usando el método de Lagrange o Newton-Euler. En tales casos la segunda
aproximacion, la cual deriva a un modelo difuso dado por modelos dinamicos no
lineales, es més apropiada, pues utiliza la idea de sector no lineal, aproximacion

local o una combinaciéon entre ellos para construir dicho modelo.
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3.4. Conceptos basicos para el modelado

Considere el sistema no lineal definido de la siguiente manera

$1:x27 (31>
iy = 27 + 25 + u.

El objetivo principal consiste en representar el sistema no lineal en un modelo
difuso (T-S) [15], mediante la aproximacion del sector no lineal en una region
predeterminada, exactamente igual al sistema original y con la misma senal de

entrada.

Los siguientes pasos, para derivar el modelo difuso T-S de (3.1), se deben
tomar en cuenta. Por simplicidad, se asume que x; € [0,5,3,5] y 22 € [—1,4], aqui
x1 y oo son términos no lineales en la segunda ecuacion de (3.1), por lo tanto, se
definen como variables difusas. Generalmente, éstas se denotan como z; y 23 y son
conocidas como las variables premisa que pueden ser funcién de las variables de

estado, variables de entrada y/o el tiempo. Entonces, 21 = x1 y 22 = .

La ecuacion (3.1) puede ser reescrita como

Ty T2

donde x(t) = [z1(t) z2(¢)]”. El primer paso para cualquier modelado difuso es
determinar las variables difusas y los conjuntos difusos, llamados comtunmente
funciones de membresia. Sin embargo, no hay un procedimiento general para este
paso y puede estar dado por varios métodos, predominando la prueba y error.
Ademas, por simplicidad se asume que las variables premisa sean sélo funciones
de las variables de estado. Esta asumsion es necesaria para evitar un proceso de

defusificacion complejo de los controladores difusos.

Para obtener las funciones de membresia, se deben calcular los valores mi-

nimos y maximos de z;(t) y 22(t), los cuales bajo x; € [0,5,3,5] y x5 € [—1,4]
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son

max z1(t) = 3,5, minz (t) =0,5,

méx zp(t) =4, minz(t) = —1.

Por lo tanto, x; y x2 pueden ser representadas por funciones de membresia M,

M, N1y Ny de la manera siguiente

Zl<t> = l’l(t) = M1(21<t)> . 375 + MQ(Zl(t)) . 0,57
z(t) = 2(t) = Ni(22(t)) - 4 + Na(22(t)) - (=1),

y debido a que My, Ms, Ny y Ny son conjuntos difusos se cumple que

M (21(t)) + Ma(21(t)) = 1,
Ni(22(t)) + No(22(t)) = 1.

Entonces, las funciones de membresia estan descritas de la siguiente manera

My (1) = 20202 My (1) = 2520,
Ni(aatt)) = 205D No(aalt)) = =20,

79 (L

Ahora bien, podemos definir las funciones de membresia como: “positivo”; “nega-

79

tivo”, “grande” y “pequeno”. La fig 3.5. muestra graficamente estas funciones.

of
0.5

FIGURA 3.5: Funciones de membresia Mi(z1(t)), Ma(z1(t)), Ni(z2(t)) y
Na(z(t))

De aqui se puede generalizar para la i-ésima regla del modelo difuso tipo

T-S, en tiempo continuo, como

Regla 1 del modelo:
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SI z(t) es My -+ y 2,(t) es My,

ENTONCES{ #) = Aw®)+Bult), o (3.2)
y(t) = Cix(t),

Donde M;; es un conjunto difuso; 7 es el ntimero de reglas del modelo; z(t) € R™
es el vector de estado; u(t) € R™ es el vector de entrada; y(t) € R? es el vector
de salida; A; € R™", B, € RV y C; € R”"™, y z(t),...,2,(t) son conocidas
como las variables premisa que pueden ser funciones de las variables de estado,
perturbaciones externas y/o tiempo. Usaremos z(t) para denotar al vector que
contiene los elementos z; (%), ..., z,(t), ademas, se asume que las variables premisa
no son funciones de las variables de entrada u(t), a fin de evitar un proceso complejo

de defusificaciéon de los controladores difusos.

Cada ecuacion lineal representada mediante @(t) = A;z(t)+ B;u(t) es llamada

un subsistema.
Entonces, el sistema no lineal (3.1) es modelado por las siguientes reglas
difusas.
Regla 1 del modelo:
ST 21 (t) es “positivo” y z5(t) es “grande”, ENTONCES { z(t) = Ax(t).
Regla 2 del modelo:
ST 21 (t) es “positivo” y z5(t) es “pequeno”, ENTONCES { ©(t) = Agx(t).
Regla 3 del modelo:
SI 21 (t) es “negativo” y z3(t) es “grande”, ENTONCES { T(t) = Asz(t).

Regla 4 del modelo:

SI 2 () es “negativo” y 25(t) es “pequenno”, ENTONCES { o(t) = Asx(t).
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Ademaés los subsistemas estaran determinados como

0 1 0 1
A= ) ) , A= ) ) :
max zp max Zo max 2z max 2o
z1 € Positivo 29 € grande z1 € Positivo 29 € pequeno
0 1 0 1
Az = ) ) , Ay = ) )
max Z1 max zo max 21 max 2o
z1 € Negativo 29 € grande z1 € Negativo z9 € pequeno

Substituyendo valores, los subsistemas quedaran definidos de la siguiente forma

0 1 0 1

Al - ) AQ = )
3,5 4 3,0 —1
0 1 0 1

A3 = ) A4 = .
05 4 05 —1

Ahora, ©(t) puede ser derivada mediante el siguiente proceso de defusificacion

#(t) = ha(2(0) Ave(t) + ha(=(0) Asr(t) + h(2()) Asar(t) + ha(=(8)) Asar(8),

donde
hi(2(t)) = Mi(21(t)) x Ni(za(t)),
ha(2(t)) = Mi(z1(t)) x Na(22(1)),
hs(2(t)) = May(21(t)) x Ni(22(t)),
ha(2(t)) = May(21(t)) X Na(22(t)).

Este modelo difuso puede representar al sistema no lineal en la region [0,5, 3,5] x
[—1,4] en el espacio z1 — x5. Para tener una idea clara del procedimiento de

modelado difuso, se calculan la salida de &(t) para valores especificos de x; y xs.
De acuerdo con las reglas del modelo descritas anteriormente tenemos:

Regla 1 del modelo:
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Ztlzl'g

ST 21 (t) es “positivo” y z5(t) es “grande”, ENTONCES
i’z = 3,51‘1 + 41‘2

Regla 2 del modelo:

SI z;(t) es “positivo” y 25(t) es “pequeno”’, ENTONCES o=
it'g = 3,5331 — T2
Regla 3 del modelo:
. Ty = T
SI 21 () es “negativo” y 2z5(t) es “grande”, ENTONCES ¢
To — 0,5I1 + 4I2
Regla 4 del modelo:
. ~ I.'l T2
SI 21 (t) es “negativo” y z3(t) es “pequenio”, ENTONCES
jfg == 0,5ZE1 — X9

De acuerdo con (3.3), si 21 = 21 = 2,75 y 2o = x5 = 0,25, véase fig. 3.6, la

implicacion de modelacion T-S estara definida por la tabla 3.1.

0.5 21 =275 35 -1 22=025 4

FIGURA 3.6: Funciones de membresia para los valores z; = 2,75 y 25 = 0,25

Ahora bien, los valores finales para 27 y 9, en el proceso de defusificacion,

son calculados mediante

2(t) = hy(2(t)) Arz(t) + ha(z(t)) Asx(t) + hs(2(t))Asz(t) + ha(z(t)) Agz(t),
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CUADRO 3.1: Modelacion Difusa

Regla Premisa Consecuencia Valor h;(z(t))
Ml(Zl) = 0,75, 5&1 == 0,25 o
Regla ) = 025 By = 35x275+4x025 OPN025=0,I875
My(z) = 0,75, i = 025 B
Regl2 70 — o gxams_025  OTBA0TE=0.5625
MQ(Zl) = 0,25, jil = 0,25 .
Regla 3 ) = 025 By = 05x275+4x025 02 N025=0,0625
MQ(Zl) = 0,25, 1'1 = 0,25 o
Reglad 270 — 00 o Oxams_025 | 025A075=0.1875
entonces
1 = 0,1875 x 0,25 40,5625 x 0,25 40,0625 x 0,25 + 0,1875 x 0,25 = 0,25,
To = 00,1875 x 10,625 4 0,5625 x 9,375 + 0,0625 x 2,375 + 0,1875 x 1,125 = 7,625.

Comparando, los valores de 27 = 0,25 y 5 = 7,6225 del sistema no lineal, se

nota que la aproximacion difusa T-S se comporta de forma exacta.

3.9.

Modelo Difuso Takagi-Sugeno

El modelo difuso propuesto por Takagi y Sugeno [14] esta descrito por reglas difu-

sas del tipo SI-ENTONCES, las cuales representan relaciones locales lineales de

entrada-salida de un sistema no lineal. La principal caracteristica de un sistema

difuso T-S es expresar la dinamica local de cada implicacion difusa (regla) me-

diante un sistema modelado linealmente. Ademas, el modelo difuso completo se

obtiene mediante “la mezcla difusa”’ de los sistemas lineales.
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Dado un par (z(t),u(t)), la salida final del sistema difuso se infiere como
> wilz1(t) {Ai(t) + Buu(t)}
i=1

Z w;(21(1))

i=1

= > hi(z(t) {Aiw(t) + Bu(t)}, (3.3)

i=1

i(t) =

Z wi(21(1))Ciz(t)
Z wi(z1(1))

_ z:mggﬂxmﬁ% (3.4)

donde

wi(2(t)) = HMij(Zj(t)),
hia(t) = W) (35)
Zwi(zl(t))

para todo t. El término M;;(z;(t)) es el grado de pertenencia de z;(t) en M;;. Dado

Z}Mm@n>a (36)
wi(z(t)) >0, i=1,2,...,r,
tenemos

1=

1
hi(2(1) >0, i=1,2,...,r

{ > () = 1. .

para todo t [15].



Capitulo 3. Modelo difuso T-S del problema de regulacion no lineal 30

3.5.1. Modelo difuso T-S del problema de regulacién no li-

neal

Considere el sistema no lineal formado por:

donde z(t) € R™ es el vector de estados de la planta; w(t) € W C R*® es el vector
de estados del exosistema, el cual genera la senal de referencia a seguir y/o las
perturbaciones, y u(t) € R™ es la senal de entrada. La ecuacion (3.12) se refiere a
la diferencia entre la salida de la planta (y(¢t) € R™) menos la sefial de referencia
(Yref(t) € R™), es decir, h(z(t),w(t)) = y(t) — Yres(t) = c(z(t)) — q(x(t)), ademas,
es importante distinguir que m < n. Por otra parte, como es costumbre se asume
que f(-,+,-), h(-,-) y w(-) son funciones C* (para una k grande) en sus argumentos
y también que f(0,0,0) =0, s(0) =0, y h(0,0) =0 [16].

Dado que el exosistema y la planta no tienen un relaciéon entre ellos, es
posible construir el modelo difuso con diferentes funciones de membresia, es decir,
se define el namero de reglas r; para la planta y ro para el exosistema: el modelo

difuso estard dado como
Planta:

SI 2171(t) €S Ml,i,l y---y Zl,pl (t) €S Ml,i,pu

c(t) = A;x(t B;u(t Pw(t
ENTONCES {x() () + Buult) + Polt), o
y(t) = Cix(t),

(3.13)

Exosistema:
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SI 2271(25) €S Mgﬂ"l y---Yy 22,p2 (t) €S MQ,i,pg;

gnTONCEs () Wl e (3.14)
Yref (t) = in(t>’
Los conjuntos difusos M, ;; y Ms;; estan definidos sobre el conocimiento previo

de la dindmica de ambos sistemas.

Las matrices A;, B;, P;, C;, S; y Q; se obtienen linearizando el sistema, no

lineal, en puntos de operacion adecuados (z,w,u) = (2%, w', u’):

A — 8f(x,w,u)} B = [8f(x,w,u)] P {af(x,w,u)} |
L O (zt,wtut) du (z*,wtut) ow (zt,whut)
C, = M} 7 S, = lw] 7 Q; = {%’w)} .
L 9T (@) W 1w W ] (@i wi)
Dado (z(t),u(t),w(t)) el modelo difuso completo estara dado por
B(t) = Y hia(z(t) {Aix(t) + Bu(t) + Paw(t)} (3.15)
i=1

w(t) = Zh2,i(z2(t))5iw(t) (3.16)
e(t) = Zhl,i(zl(t))cix(t)—Zh%(zz(t))@w(t), (3.17)

donde z(t) € R™ es el vector de estados de la planta, w(t) € R® el vector de estados
del exosistema, u(t) € R™ la senal de control, e(t) € R™ representa el error de
seguimiento y 2z, 1 = [21(t) 2. 2(t) . . . 24 ,(t)] es una funcion de z(t) y/o de w(t). De
la descripcién dada en la Secciéon 3.1, las funciones de membresia deben cumplir

con

onilanl®) = [T MaisCoest)
hoi(a(t)) = —SmE0) (3.18)

YOEREA0)



Capitulo 3. El problema de regulacion difusa de la salida 32

para todo t > 0, y el término M, ; ;.. .« es el valor de pertenencia de z,;(t) en

2,

el conjunto M, ; ;. Dado que

Z*:w*7i(z*(t)) >0,

wei(2e(t)) >0, i=1,2,...,74

(3.19)

se tiene lo siguiente

Tx

; hoi(z(t)) =1, 520

hi(z(t) >0, i=12. .. 1.,

para todo ¢t > 0 y teniendo en cuenta el término “x” (1 para la planta y 2 para el

exosistema) [8].

3.6. El problema de regulaciéon difusa de la salida

Como se describi¢ anteriormente el problema de regulacion consiste bésicamente
en encontrar, si es posible, un control en lazo cerrado que cumpla con dos objetivos:
a) el sistema debe ser estabilizable y b) debe encontrarse una entrada en estado
estacionario o un modelo interno de tal forma que la salida del sistema siga una
senal de referencia definida por el exosistema. Entonces, una vez obtenido el modelo
difuso T-S del sistema no lineal y de forma analoga al PRES el problema de
requlacion difusa exacta de la salida (PRDES) esta definido por un controlador
de la forma

u(t) = ax(t), w(t)), (3.21)

tal que

(FS)py el punto de equilibrio () = 0 para el sistema en lazo cerrado sin

ninguna senal externa

i(t) = Z hyi(z1 () {Aiz(t) + Bia(z(t),0)},

es asintoticamente estable y
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(FR) g la solucion del sistema difuso en lazo cerrado satisface

lim e(t) = 0,

t—o00

cuando la planta esta bajo el efecto del exosistema.

3.7. La regulaciéon difusa de la salida (reguladores

lineales)

Si consideramos que cada subsistema local tiene el mismo exosistema, incluso sien-
do éste no lineal, la propiedad del modelo T-S permite el diseno de un regulador
local o lineal para cada subsistema. Hasta ahora, la propiedad de regulacion se
ha tratado como el caso descrito en el Teorema 2.2.1, de manera homologa es
necesario encontrar un estado estacionario de error cero y una entrada en estado
estacionario (que hace esta variedad invariante) para el sistema no lineal descrito

por el modelo difuso T-S: se establece el siguiente postulado

Teorema 3.7.1. El problema de requlacion difusa de la salida con informacion
completa se puede resolver si y solo si el par (A;, B;) es estabilizable y existen
mapeos w55 = m(w(t)) y uss = y(w(t)), con 7(0) =0 y v(0) = 0, ambos definidos

en una vecindad W° C W del origen, satisfaciendo las condiciones

T s(w) = 3 haea ) {Am((0)) + Ber(aw(t)) + Paw(1)}
o v (3.22)
0= Z hi(21(8))Cim(w(t)) — Z ha,i(2(t))Qiw(t)

para todo w € W°; w(w(t)) es la variedad de error cero en estado estacionario, la

cual se hace invariante por efecto de la entrada y(w(t)). ¢

Demostracion. Refiérase a [8]. O

Observacion 5. Para lograr la regulacion exacta, es necesario que existan matrices

K; tal que

ATP + PA; <0,
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paratodot=1,...,7r,y
A+A T A—i-zzl
(7,12 ﬂ) P+P<%)§O7

para ¢ < j < ry, donde
Sin embargo. Existen métodos de relajacion para las condiciones de estabilidad de
sistemas T-S, no siendo unica la propuesta del PDC, véase [17], [18], [19], [20],

21] y [22].

El primer intento de desarrollar un método para resolver el problema de
regulacion difusa, basado en el diseno de controladores locales lineales, considera

que los mapeos 7(w(t)) y y(w(t)) estan aproximados mediante
w(w(t)) = Z hi(z1(8) T (t), (3.23)
(D) = 3 bl (D)), (321)

respectivamente. Note que las ecuaciones (3.23) y (3.24) no contienen las funciones
de membresia del exosistema, debido a que éste esta considerado como puramente

lineal.

La solucion del problema de regulacion local esta dada para r; subsistemas

por II; y I'; con

= CGlI; — Q;, (3.26)
para ¢ = 1,...,ry: el siguiente controlador se obtiene

1 T1 1
u(t) = (21K [2(t) =Y hua(z () Taw(t) |+ hai(zi(t)Taw(t).
i=1 i=1 i=1
(3.27)
Otro problema a considerar, el cual es mas comun, es cuando hay que disenar
un regulador difuso local para cada subsistema considerando un exosistema no

lineal. Entonces, el regulador completo estard dado por la “combinacién” de 7
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subsistemas locales. Ahora bien, las aproximaciones de m(w(t)) y v(w(t)) estan

dadas por
T1
= Z hl,i(le Z hz i 22 sz’w( ) (328)
i=1

) = Z hi(21(1)) Z hai(22(1))Tijw(t). (3.29)

Con II;; y I';; como soluciones de r; - 75 problemas locales del regulacion lineal

0 = CZH” — Qj, (331)
paratodot=1,...,71y j=1,...,r5. Como resultado se obtiene la siguiente ley

de control

Z hl i 21 Z hl K Zl Z h? K zQ Hl]w( ) (332)
-+ Zhu(zl Zth Z2 Fljw< )
=1

Para saber si las aproximaciones (3.23) y (3.24) son validas y satisfacen las con-
diciones de regulacion, serd necesario que cumplan con el Teorema 5.3.1; al ser

substituidas en (3.22) se obtiene lo siguiente:
1 1
aq (Z(t)) = Z hl,i(le (t)) Z hl?j(zl Z hg k 22 A ij (333)
T Zhu z(t Zhu zt Zm ot BFWZhU z1(1) P
=1

0 = Zhll Zl Zhl] Zl Zh2k 22 CHJk (334)

- Z hai(22(t))Qis
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con ai(z(t)) definido como

T1 T2 T1 T2
D haa(z() Y haw(z(0) Ty + Y hai(21(8) D har(2a(t))T;
aG) = | T L
+ > haa(z() Y ha(2(t) > ha(za(t); S,
i=1 j=1 k=1
(3.35)
Como se puede notar, la condiciéon que resuelve el problema de regulacion exacta

€S

D haa(z(t) Y hai(z2(t)T; = 0, (3.36)
k=1 J=1

dado que la derivada de la funcion de membresfa h; ;(2(t)) no esté considerada en

el proceso de diseno local. Ademés, la condicion
T1 r2 .
> hii(21(8) D hap(z(t)I; =0, (3.37)
h=1 j=1

también se debe cumplir para asegurar el seguimiento exacto de las referencias.

Sin embargo, este término desaparece cuando el exosistema es puramente lineal.

Por otra parte, si examinamos cuidadosamente las ecuaciones (3.33) y (3.34),
inclusive si las condiciones (3.36) y (3.37) se cumplen, la solucion de la regulacion
difusa no es valida para los problemas en general. Lo anterior se debe a los términos
cruzados, resultado de expandir (3.33) y (3.34); las técnicas propuestas por Tanaka
y Wang [15] ,[23] para estabilizar los modelos difusos T-S pueden ser insuficientes
para alcanzar el objetivo de control cuando es necesario un seguimiento exacto; no
obstante, es posible encontrar ciertos casos donde la soluciéon al problema puede

ser disenado usando reguladores locales.

Suponga que variedad en estado estacionario para el problema de la regula-
cion difusa es lineal, es decir, m(w(t)) = ITw(t). Entonces, las condiciones (3.36) y

(3.37) se satisfacen porque
> heiz(t) =1,
i=1

ademas,

Z* hoa(z (1)) = 0.
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Por lo tanto

Z hyi(z(t)) Z hoi (22(£))IT = Z has (21 ()T = 0,
Z hyi(z1(t)) Z ho k(22 (t)IT = Z ho i (z2(t)I1 = 0,

y las ecuaciones (3.33) y (3.34) se reducen a

71

ax(2(t)) = DD hai(z(t)hy (2 (t)har(2a(t) haa(2(t)  (3.38)

i,j=1k,l=1

X [AZH + le“]k + P1] y

0 = Y ha(a(t)ha(z1())han(za(t)has(2(t)  (3.39)

ij=1k,i=1

X [CZH - Qk] )

con

az(2(t)) = > > hualz () ha (20 (8) B g (2(t) ) o (22(8)TIS,

ij=1k,l=1

dado que 71, hyg(21(8) = 1y 72 oy (2a(1)) = L.

El conjunto de ecuaciones lineales matriciales definidas por (3.38) y (3.39)

incluyen las ecuaciones de dimension 7, - 7o definidas en (3.30) y (3.31) maés las

ecuaciones ~ ) ) )
LSy AL+ By + P
+ +
LSy A+ Bl + P,
+ | = + : (3.40)
ILS; AT+ BT, + P;
+ +
| 1LS; | | AT+ By + Py |
0 = Gl — Qy, (3.41)

parai =1,....,r, 7 =1,....r, k=1,....royl =1,...;rp tal que i # j y
k # 1. Como se puede observar, estas ecuaciones incluyen términos cruzados y las
soluciones de las ecuaciones (3.30) y (3.31) no se satisfacen en general. Ademaés,
hay que recordar que la solucion de (3.30), (3.31), (3.38) y (3.39) debe resolverse

de manera simultanea; la solucion para (3.30) y (3.31) (IL;; y [';;) debera ser tnica
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paratodoi=1,....,myj=1,... 1 [24].

Aunque el seguimiento de referencias no se puede garantizar, se pueden dis-
tinguir dos casos particulares, usando controladores locales, los cuales resuelven el
problema de regulaciéon difusa cuando el controlador difuso es aplicado al modelo
T-S propuesto en (3.15)-(3.17).

1. Cuando la matriz de entrada es idéntica en todos los subsistemas, es decir,

By = ... = B, = B. Bajo estas circunstancias las ecuaciones (3.40)-(3.41) se
transforman en _ ) ) )
1S, Al + BT + P,
+ +
1S, ATl + BT, + P,
+ | = + :
ILS; AT+ BTy, + P
+ +
1S, | | A+ B+ P
0 =Gl — Q,

y ningun término cruzado se incluye.

2. Cuando la entrada en estado estacionario es idéntica en todos los subsis-

temas, es decir, I'y = ... = I', = I'. En este caso (3.40)-(3.41) toman la
siguiente forma i i i i
1S AT+ BT+ P,
+ +
I1S All+ BI'+ P,
+ | = + :
115, AT+ B;I' + P
+ +
| I1S; | | AT+ BT + P |
0= Gl — Qx,

y nuevamente los términos cruzados son removidos del proceso de diseno.
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Cuando la variedad en estado estacionario cumple que 7(w(t)) = Hw(t) el

término
Z hyi(z(t)) Z hao.i( 2 (t)Tw(t) = Tw(t), (3.42)

en la ley de control definida en (3.32). Como resultado se obtiene la siguiente ley

de control

u(t) = Z hoi(21 () K [2(t) — TTw(t)] + Z hai(21(1)) Z hai(22(t))Tijw(t).
- - ! (3.43)

Lo anterior permite construir el siguiente teorema

Teorema 3.7.2. El problema de requlacion difusa de la salida con informacion
completa se puede resolver mediante requladores locales si el par (A;, B;) es esta-

bilizable; existen mapeos
T(w(t)) = Z hyi(21(t)) Z ha i(22(t))ILijw(t),
Y(w(t) = Z hai(21(t)) Z hai(22(8))Tijw(?),

tal que 11;; y I';; son calculadas por las ecuaciones

;S = Al + Bil'y; + B,
0 = GlL; — Qj
la variedad de error cero en estado estacionario es lineal, es decir, m(w(t)) =

Hw(t), ademds las condiciones By = ... = B, = B, y/o'y = ... =T, =T se

cumplen. ©

Ejemplo 3.7.1. Considere el problema de balancear y seguir una referencia (gene-
rada por el exosistema) de una barra invertida. La ecuaciones de movimiento para

este sistema son

3 (3.44)
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donde x1(t) representa el angulo (en radianes) del péndulo desde la vertical, xo(t)
es la velocidad angular, g = 9,8m/s? es la constante gravitacional, m es la masa del
péndulo, [ es la longitud del mismo y u es la fuerza aplicada (torque) en Newtons.
Se escogen los valores m =1 kg, Il = 1,0 m en las simulaciones.

El proposito es seguir la referencia definida por el exosistema con un rango de
x1 € (—40,40). Para este fin, el modelo difuso que representa la dinamica del

sistema no lineal esta representada por:

Regla: 1 SI z(t) esta alrededor -40,
ENTONCES :i(t) = Ajz(t) + Byu(t).
Regla: 2 SI z(t) esta alrededor -20 ,
ENTONCES i(t) = Ayx(t) + Bou(t).
Regla: 3 SI z(t) esta alrededor 0,
ENTONCES :i(t) = Asx(t) + Bsu(t).
Regla: 4 SI z4(t) esta alrededor 20,
ENTONCES i(t) = Ayz(t) + Byu(t).
Regla: 5 SI z4(t) esta alrededor 40,

ENTONCES i (t) = Asz(t) + Bsul(t).

Las matrices A;, B; y C; estan definidas como:

01,0000 | 0 1,0000 |
Al - ) AQ - )
| 112723 0 | 138276 0
01,0000 ] [ 01,0000 ]
Ay = . A= , (3.45)
| 14,7150 0| | 138276 0 |
[0 1.0000 |
A5 == ’ )
| 112723 0
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0
3 )

Q:@:@:@:@:[lﬂ.

By =DBy=DBs=DBy=DB;5=

(3.46)

Las funciones de membresia para las reglas 1 — 5 se muestran en la fig. 3.25. El

-40 -20 0 20 40

F1curA 3.7: Funciones de membresia para péndulo invertido

exosistema es puramente lineal y esté definido por las siguientes matrices

szzlflé], Q:[1 o}. (3.47)

Ademas, la solucion para I1;; y I';; esta dada por (3.30) y (3.31)

D= —40008 0], b= [-—4,9425 0 },
Iy=| —52383 0], Tu= [-—4H9425 0 }, (3.48)
s = | —4,0908 0.

De la solucion se cumple que la matriz I1;; = II:

10
01

I =
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Por otra parte, el estabilizador difuso esté construido mediante la aproximacion
del PDC desarrollado en [15].

Ky = | —4,1646 —0,2443 |, ng[—5,0063 —0,2110},
K3 =| —53072 —0,2276 |, K4=[—5,0063 —0,2110}, (3.49)
K5 = | —4,1646 —0,2443 | .

Los resultados obtenidos usando la sefial de control definida en (3.32) se muestran
en la figs. 3.8-3.10.

1 1
30

Amplitud

Tiempo

FiGuRrA 3.8: Salida de la planta vs referencia, con el control basado en regula-
dores locales con w(0) = [25 0] y x(0) = [15 0]

Como se puede ver, el controlador definido en (3.32) asegura el seguimiento

exacto de la salida cuando las condiciones 1 y 2 se cumplen.
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Error de seguimiento
T

Amplitud

Tiempo

F1curA 3.9: Error de seguimiento cuando el control estd basado en reguladores
locales con w(0) = [25 0]7 y z(0) = [15 0]

Control
T

Amplitud

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo

FIGURA 3.10: Senal de control, basado en reguladores locales con w(0) = [25 0]
y 2(0) = [15 0]

3.8. Sincronizacion cadtica de modelos difusos T-S

Un sistema deterministico descubierto por E.N. Lorenz con un comportamiento
aleatorio fue tan inusual que dltimamente se le ha nombrado sistema cadtico. Asi
como los niimeros irracionales e imaginarios, energia negativa, antimateria, etc.,
la l6gica difusa y caos fueron gradualmente aceptados por muchos, si no es que

todos, cientificos e ingenieros como conceptos fundamentales, teorias asi como

tecnologias.

En particular, la tecnologia de sistemas difusos ha alcanzado su madurez
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con una amplia gama de aplicaciones en muchas industrias, comercios y campos
técnicos, que van desde el control, automatizacion, inteligencia artificial para el
procesamiento de sefiales o reconocimiento de imagen de patrones y comercio elec-

trénico.

Caos por otra parte, fue considerado como uno de los tres descubrimientos
monumentales del siglo veinte junto con la teoria de la relatividad y mecénica
cuantica; considerado como un fenémeno dinamico no lineal muy especial a alcan-
zado un estatus actual sobresaliente. La interaccion entre los sistemas difusos y
caos se han desarrollado en los tltimos 20 anos conduciendo a temas de investi-
gacion tales como: modelado difuso de sistemas cadticos usando la aproximacion
dada por Takagi-Sugeno (T-S), descripciones lingiiisticas de éstos sistemas, control
difuso del caos, sincronizaciéon y la combinacién de caos-difuso para problemas de

ingenierfa [25].

Sincronizacion de sistemas cadticos es uno de los problemas mas desafiantes
en la teoria del control y puede ser referido al menos a las observaciones de Huy-
gen [26]; es entendido como una de las trayectorias, de dos sistemas caoticos con
condiciones iniciales cercanas, que converge a otra a medida que ¢ — oo, en [27]
esta reportado que algunos de éstos sistemas poseen una propiedad de auto sin-
cronizacion. Sin embargo, no todos los sistemas cadticos se pueden descomponer
en dos respuestas de subsistemas separadas y asegurar la sincronizacion. Las ideas
en estos trabajos han conducido a mejoras en muchos campos de estudio, tales co-
mo: comunicaciones 28], sistemas de encriptacion, procesamiento de informacion

compleja con el cerebro humano, reactores bioquimicos acoplados, etc.

El comportamiento cadtico de un sistema puede ser favorable o desfavorable
dependiendo de su aplicaciéon, puede ser benéfico en muchas circunstancias, por
ejemplo, el mejoramiento del mezclado en reactores quimicos; por otra parte, caos
puede generar movimientos y oscilaciones de amplitudes considerables que pueden
conducir a que el sistema falle. Los métodos de control caético han provocado un

gran nimero de esquemas de control en el ambito lineal y no lineal.

Sincronizaciéon puede clasificarse como: sincronizacién completa, cuando
dos osciladores cadticos estan mutuamente acoplados y uno conduce al otro; sin-

cronizacién generalizada, difiere en caso previo por el hecho que son diferentes
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osciladores y los estados de uno estan completamente definidos por del otro; sin-
cronizaciéon de fase, ocurre cuando los osciladores acoplados no son idénticos,
tienen diferentes amplitudes y permanecen no sincronizados, mientras que las fa-
ses de los osciladores evolucionan sincronizadas [29]. Vale la pena mencionar que
estudios en este campo, sobre sistemas no lineales, han sido reformulados con base

en resultados clasicos tales como: [15], [30], [31] y muchos otros.

En esta seccion exploraremos la interaccion entre los sistemas de control
difusos y caos. Primero, se mostrara que las técnicas de modelado difuso pueden ser
usadas para sistemas dinamicos cadticos, lo cual implica un sistema difuso cadtico;
no es de sorprenderse, dado el hecho de que los sistemas difusos son esencialmente
no lineales. Con el objeto de controlar éstos, la seccion presenta una aproximacion

al problema de sincronizaciéon con base en el problema de regulaciéon difusa.

3.8.1. Modelado difuso de sistemas cadticos

Para utilizar la técnica de regulacion difusa sera necesario la representacion de los
sistemas cadticos mediante modelos difusos del tipo T-S. Para esto, las técnicas
descritas anteriormente son usadas para construir dichos modelos. En consecuen-
cia, un nimero de sistemas caoticos, usados a lo largo de este trabajo con la entrada

de control adjunta, seran representados por modelos difusos tipo T-S.

3.8.1.1. Atractor de Lorenz con senal de entrada

#1(t) = —az1(t) + axs(t) + u(t),
Bo(t) = ca1(t) — 22(t) — w1 (t)z3(t), (3.50)
.Tg(t) = Il(t)l‘g(t) — bl’g(t),

donde a, b y ¢ son constantes y u(t) es el término de control.

Para construir el modelo difuso T-S del atractor de Lorenz, los términos

cuadréticos no lineales x1(t)z3(t) y x1(t)z2(t) deben estar expresados como la
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suma ponderada de algunas funciones lineales 32|, es decir, el término no lineal

fx(t)) = 21 (t)o (1)

puede ser representador por

f(t)) = [Z higi(x(t))] a(t),

donde
g () = M, gala(t) = M,
y
R (351)
pala(r)) = =T (3:52)

Dado que todos los términos de (3.50) son funciones de x;(t) podemos construir

un modelo difuso T-S exacto del sistema (3.50) dado por

Regla: 1 SI zy(t) es Mj,
ENTONCES i(t) = Ajz(t) + Bu(t).
Regla: 2 SI z(t) es M ,

ENTONCES i(t) = Ay (t) + Bu(t),

donde
—a a 0 —-a a 0
Al = C —1 —M1 y AQ == c —1 _M2 )
0 M, -b 0 My b

(3.53)
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con a = 10, b = 8/3, y ¢ = 28, ademés, podemos utilizar (3.51) y (3.52) como
funciones de membresia escogiendo a [M; Ms] como [—20 30|, debido a que x;(t)
esté aparentemente acotado dentro de la region [—20 30] como se muestra en la

fig. 3.11.

Atractor de Lorenz difuso

-20 40

FIGURA 3.11: Atractor de Lorenz difuso con z(0) = [1 1 1]

3.8.1.2. Atractor de Chen con senal de entrada

Ahora discutiremos el modelado difuso tipo T-S del atractor cadtico de Chen de

forma exacta [33]. La dinamica esta dada por las siguientes ecuaciones

() = afwa(t) — :1(1)),
To(t) = (¢ — a)xy(t) — x1()x3(t) + cxa(t) + u(t), (3.54)
Ig(t) =T (t)&?g(t) + b.flfg(t),

donde a, b y ¢ son constantes y u(t) es el término de control.

Usando el método del caso anterior, el modelo difuso T-S exacto del sistema

(3.54) esta dado por

Regla: 1 SI z1(t) es Xynin,
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ENTONCES :i(t) = Ajz(t) + Bul(t).
Regla: 2 SI z1(t) es Xpaz

ENTONCES :i(t) = Asx(t) + Bul(t),

donde
—a a 0 —a a 0
Ai=|c—a ¢ Xoin |, Ao=1c—a ¢ —Xpmas | >
0 Xomin —-b 0 Xomax )
(3.55)
0
B=1]1
0
Donde las funciones de membresia son
_xl(t) + Xmaa:
h t)) = 3.56
1(':(;( )) Xma:p - Xmm ’ ( )
h t)) = ————— 3.57
2(1‘( >) Xmax - Xmin ( )

El proceso de defusificacion para el sistema difuso, con las funciones de membresia
(3.56) y (3.57), se realiza mediante las técnicas vistas anteriormente, teniendo
como resultado la misma respuesta que el sistema no lineal definido en (3.54). El

atractor resultante con a = 35, b = 3, y ¢ = 28 puede observarse en la fig. 3.12.

3.8.1.3. Atractor de Rdssler con senal de entrada

La dindmica del atractor de Rossler esta dado por las siguientes ecuaciones [34]

a1 (1) = —x2(t) — 23(t),
Ea(t) = x1(t) + aza(t), (3.58)
(1) = b (1) — (c — 2 (6)3(0) + u(t),
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Atractor de Chen difuso

FIGURA 3.12: Atractor de Chen difuso con condiciones iniciales z1(0) = 1,
22(0) = 1 y 25(0) = 1

donde a, b y ¢ son constantes y u(t) el término de control. Asumimos que z(t) €
[c—d c+d] y d > 0. Entonces el modelo difuso que representa al sistema no lineal
(3.58) bajo x1(t) € [¢c — d ¢ + d] esta dado por

Regla: 1 SI z4(t) es M;,
ENTONCES :i(t) = Ajx(t) + Bul(t).
Regla: 2 SI z1(t) es My ,

ENTONCES :i(t) = Ayx(t) + Bul(t),

donde
0 -1 -1 0 -1 -1
A1 = 1 a 0 5 Az = a 0 5
b 0 —d b 0 d (3.59)
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cona = 0,34, b =04, y ¢ = 4,5. Donde las funciones de membresia estan dadas

por

ha(2(t)) = % (1 + #) , (3.60)

ho(2(2)) = % (1 - %fll(t)) | (3.61)

Como resultado, se obtiene la misma respuesta que el sistema no lineal definido

en (3.58). El atractor se muestra en la fig. 3.13.

Atractor de Rossler difuso

F1GURA 3.13: Atractor de Rossler difuso con condiciones iniciales z1(0) = 1,
22(0) = 1y 25(0) = 1

3.8.2. Sincronizacién Completa

Esta seccion estudia la sincronizacion de sistemas idénticos, donde los estados
de uno convergen asintoticamente a los estados del otro a medida que el tiempo
evoluciona, usando la teoria de regulacion difusa, reguladores locales y disenando

el controlador adecuado [8].

Considere w = f(w) como el sistema de referencia (exosistema) y & =

f(z,w,u) como el sistema de respuesta (planta).
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Las ecuaciones de estos sistemas caoticos tipo Rossler se describen a conti-

21 (t) = —(z2(t) + 23(1)), Wi (t) = —(wa(t) +ws(t)),

To(t) = z1(t) + axa(t), wo(t) = w(t) + aws(t),

t3(t) = bx1(t) — (¢ — 21 (f))x3(t) +u. w3(t) = bwi(t) — (¢ —wy(t))ws(t),
Planta Exosistema

con a = 0,34, b =04,y c=4,5. Note que estos sistemas son casi idénticos, donde

la diferencia esta dada por la senal de entrada en el sistema de respuesta.

Tomando en cuenta que estos sistemas se pueden representar de forma exacta
por los modelos difusos T-S cuando x; € [¢ — d, ¢+ d], el sistema difuso estara

definido por las siguientes ecuaciones
2
B(t) = Y hua(i(t) {A(t) + Byu(t)}
i=1
2
w(t) = > hyi(wi(t)Siw(t)
i=1

6(?5) = Z h1,i($1(t))ci$(t) - Z hz,i(TUl(t))in(t),

donde
(0 -1 -1 0 -1 -1
Alzslz 1 a 0 ,AQZSQZ 1 a 0 3
b 0 —d b 0 d

&:&::o1or, @:@:[100]

Podemos observar que la matriz de entrada B; es la misma para los dos subsis-

temas, cumpliendo asi, una de las dos condiciones establecidas para la regulacion

exacta.
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Las funciones de membresia (para la planta y el exosistema) estan definidas

de la siguiente forma

hy (21 (1)) = L (1 + ;?(t)) L hia(z () =1 (1 . #) ,

c—ws(t)

paatwn) =4 (14 50) hatunt) = (1- 0.

donde d = 10.

Ahora bien, la solucion para II;; y I';; esta dada por r; * rp problemas ma-

triciales locales, definidos por (3.30) y (3.31). Del resultado se puede observar que

1 00
M,=I=|01 0],
0 01
es decir, la variedad en estado estacionario 7(w(t)) = Hw(t) es la misma para los

cuatro subsistemas. Por lo tanto, se cumple la segunda de las condiciones definidas

en el Teorema 3.7.2 asegurando la propiedad de regulacion exacta.

También de la solucion de (3.30) y (3.31) los términos I';; se obtienen

Fl,lz[o 0 o], Fl,gz[o 0 20],
(3.62)
Toi=]00 ~20 ], Tea=|0 0 0]

Por otra parte, el diseio de un estabilizador difuso en necesario, aqui varios mé-
todos son posibles no haciendo tnica la aproximacion del PDC, refiérase a [35],
[36], [37], [38],[39] ¥ [40]. Las ganancias K; son

K, =[4,4736 — 0,5830 5,9600], K, = [4,4736 — 0,5830 — 14,04].
Los siguientes resultados, mostrados en la figs. 3.14-3.18 con condiciones iniciales

en z1(0) = 6, 22(0) = 3 y z3(0) = 5 y aplicando la ley de control definida en

(3.43), muestran un comportamiento satisfactorio del regulador difuso.
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Control
30 T
[—u]
e
=
=
€
<
_40 | | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tiempo

F1GURA 3.14: Senal de control para la sincronizacién completa de dos sistemas
caoticos T-S tipo Rossler

Error de seguimiento e=w, X,

Amplitud

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tiempo

F1cUrA 3.15: Senal de error para la sincronizaciéon completa de dos sistemas
caodticos T-S tipo Rossler

3.8.3. Sincronizacion Generalizada

Considere ahora la sincronizacion de dos sistemas caéticos diferentes, sincroniza-
cion generalizada, mediante el uso de regulacion difusa exacta. Aunque en general
no es posible encontrar una variedad de error cero en estado estacionario, se puede

asegurar que el error se mantenga acotado cuando se presente este caso.

Considere al atractor de Lorenz como el sistema de referencia w = f(w) y al

atractor de Chen como el sistema de respuesta & = f(z,w, u).
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Amplitud

30 35 40 45 50
Tiempo

FI1GURA 3.16: Senal de referencia wy contra senal de respuesta x1 de dos sistemas
caodticos T-S tipo Rossler

X, VS W,
67

Amplitud

25 30 35 40 45

50
Tiempo

FIGURA 3.17: Senal de referencia wy contra senal de respuesta xo de dos sistemas
caodticos T-S tipo Rossler

Las ecuaciones que desciben la dinamica de estos sistemas cadticos se des-
criben a continuacion:

i1(t) = a(za(t) — 2:1(1)),

To(t) = (¢ — a)xq(t) — x1(t)xs(t) + cxa(t) + u(t),
Planta

Wy (t) = —awy (t) + ayws(t),
wz (t) = CpyW1 (t) — W2 (t) — W1 (t)'ll)g (t),
wg(t) = U)l(t>w2(t) — bww3(t)

Fxosistema

con a =35, b=3, c=28, a, =10, b, =8/3 y ¢, = 28.

Tomando en cuenta que estos sistemas pueden ser representados de forma

exacta mediante el modelo difuso T-S cuando x1 € [Xnin, Xmae] ¥ w1 € [My, Ms).
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XS Vs W3

Amplitud

25 30 35

40 45 50
Tiempo

F1GURA 3.18: Senal de referencia ws contra senial de respuesta xg de dos sistemas
caodticos T-S tipo Rossler

Entonces, el sistema difuso estara definido por las siguientes ecuaciones
2
B(t) = Y hii(ai(t) {Aw(t) + Buu(t)}
i=1
2
w(t) = > hyi(wi(t)Siw(t)
i=1

Z hai(21(t))Ci(t) — Z ha i(w:(t))Qiw(2),

donde
—a a 0 —a a 0
A=l c—a ¢  —Xnpn |, A2=1|c—a c Xonaz | >
0 szn —b O Xmax _b
T
&:&:[010], Q:@:[100]
—Qy Ay 0 —Qy Ay 0
Sl - Cy -1 _Ml ) SQ - Cw -1 _M2 )
0 M1 —bw 0 M2 _bw
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Es importante notar que la matriz de entrada B; es la misma para los dos sub-
sistemas, cumpliendo asi, una de las dos condiciones, ademas, de la salida de la
planta y la salida del exosistema se puede deducir que el estado z(t) converge al

estado w (t).

Las funciones de membresia son las siguientes

—x1(t) + Xmaz x1(t) — Xmm
hl’l(xl(t)) - X;im)_ szn ’ th(xl(t)) B );Tr(mi Xmin’
N —wl(t) + M2 . wl(t) — M1
h’271(w1 (t)) - ]\4’2 . Ml ) h’272(w1 (t)) - ]\4’2 . Ml )
con [Xmin, Xmaz] = [—30, 30] y [M;, Ms] = [-30, 30].

La soluciéon para II;; y I';; estd dada por 71 %7, problemas matriciales locales,

definidos por (3.30) y (3.31). Del resultado se puede observar lo siguiente

[ 1,0000 0 0 [ 1,0000 0 0
M, =|07143 02857 0 |, ILo=] 07143 02857 0
3,0041 —0,0143 1,2861 3.0041 —0,0143 —1,2861
[ 10000 0 0 [ 1,0000 0 0
M, = | 07143 02857 0 , Tho=| 07143 02857 0 |,
30041 0,0143 —1,2861 —3.0041 0,0143 1,2861

es decir, la variedad en estado estacionario m(w(t)) # ITw(t) no es la misma para
todos los subsistemas. Por lo tanto, al no cumplirse la segunda de las condiciones
definidas en el Teorema 3.7.2, no se asegura la propiedad de regulacion exacta. Sin

embargo, al utilizar el controlador definido en (3.32) el error se mantiene acotado.
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De la soluciéon de r; * 75 problemas matriciales locales, los términos I'; ; son

Ty = _102,2648 —0,7142 —30,0121 ] ,
Ty = _102,2648 —0,7142 30,0121 ] ,
Ty = _102,2648 —0,7142 —30,0121 ] ,
Ty = _102,2648 —0,7142 30,0121 ] .

Ademas, El estabilizador difuso esté calculado a partir de la aproximacion del

PDC. Entonces, las ganancias K; ; para este ejemplo son

K1 = [—102,2648 —0,7142 —30,0121], K, = [—102,2648 — 0,7142 30,0121] ,
Koq = [—102,2648 —0,7142 — 30,0121], Ky, = [—102,2648 — 0,7142 30,0121] .

Los resultados mostrados en la figs. 3.19-3.23; con condiciones iniciales en x(0) =
1, 22(0) = 1 y 23(0) = 1 para la planta; w;(0) = 10, we(0) = —10 y w3(0) = —10
para el exosistema, y la ley de control definida en (3.32) muestran un comporta-
miento satisfactorio del regulador difuso, si bien no es exacto se mantiene con un

error acotado véase fig. 3.20.

x 10* Control
2 \
[—u]
1.5 —
e B
0.5 —
°
2
s oi
€
<
-0.5 |
-1k —
-1.5 -
2 | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Tiempo

F1GURA 3.19: Senial de control para la sincronizacion generalizada de dos siste-
mas cadticos T-S
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Amplitud

Error de seguimiento e=w, X,

-2

-4

Tiempo

Amplitud

F1GURA 3.20: Senial de error para la sincronizacion generalizada de dos sistemas

25

caodticos T-S

X, VS W

20

Tiempo

FIGURA 3.21: Senal de referencia wy contra senal de respuesta x1 de dos sistemas

caoticos T-S
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60

X, VS W,

2 2

40§

20

Amplitud
o

"“‘ll

Tiempo

40

FI1GURA 3.22: Senal de referencia wy contra senial de respuesta xo de dos sistemas
caoticos T-S

60

X, VS W

50

40

i
307 l
W

o fel Jed [N i
Vg d
20 AR,
oy !
"I Y
v

Amplitud

oL

\ s\ |

,\nr\‘l‘u':‘ iy
l\,\,\"r f Vi Wi
! U (B

Ve dyy U

v vy 1, AR | Y
! 1 L 4
1 AR

W N

by
| | | |
5 10 15 20

Tiempo

40

FIGURA 3.23: Senal de referencia w3 contra senal de respuesta xg de dos sistemas
cadticos T-S
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3.9. La regulaciéon difusa exacta de la salida en el

modelo difuso completo T-S

Hasta ahora se a considerado el diseno de un controlador final a partir un con-
junto de reguladores lineales dentro del sistema difuso. Sin embargo, como se ha
mostrado en la Seccion 3.8 el controlador desarrollado de esta forma, sélo asegura
la regulacion exacta en casos particulares. El diseno de esta aproximacion en ge-
neral no puede resolver el problema PRDES debido a dos aspectos importantes:
primero, los términos cruzados, y segundo, la derivada con respecto al tiempo de

la funciones de membresia.

En esta seccién la ventaja de considerar modelos difusos T-S, que describen
la dindmica de un sistema no lineal, asemeja ecuaciones lineales variantes en el
tiempo, tal semejanza sera utilizada en el proceso del diseno del regulador difu-
so final. Para esto, se considera que ambos: la variedad de error cero en estado
estacionario m(w(t)) y la entrada en estado estacionario y(w(t)) estan disenadas
directamente en el modelo difuso de manera general [9], esta consideracion evita
el problema de los términos cruzados que implica el problema de regulacion en la

Seccién 3.7.

Es claro que el diseno de un estabilizador es necesario. Sin embargo, dado que
el problema de estabilizacion difusa no es el objetivo en este trabajo, éste estara
dador por el concepto de una matriz comin de Lyapunov (PDC), otras técnicas
pueden ser aplicadas para los sistemas difusos sin pérdida de generalidad, el lector
puede referirse a [41],[42], [43], [44], [45], [46] y [47].

Considere nuevamente el modelo difuso definido por (3.15) - (3.17), donde

éste es posible reescribir como

i(t) = A@)z(t) + Btu(t) + P(H)w(t), (3.63)
), (3.64)
e(t) = C(z(t) — Q(yw(t), (3.65)
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donde:
it = Z hia )4, Bl = Z il () B,
B(r) = Z )P O = Z sl ())C
5(0) = Z hi(e)S. G = Z a2 @

Esta representacion es posible ya que las funciones de la planta y el exosistema
dependen intimamente del tiempo. Por otra parte, las aproximaciones de la varie-
dad de error cero en estado estacionario definida por z,, = w(w(t)) y la entrada
en estado estacionario uss = y(w(t)) no seran aproximadas por mapeos locales
lineales. Ahora bien, w(w(t)) y v(w(t)) seran obtenidos de la ecuacion de error en

estado estacionario definida por
ess = x(t) — x55(t) = x(t) — w(w(t)), (3.66)
donde e, € R” representa el error en estado estacionario sujeto a (3.65).

Hay que distinguir que ey (t) es el error entre los estados de la planta y
la variedad de error cero en estado estacionario 7(w(t)), mientras que e(t) es la
diferencia entre la salida de la planta y la senal de referencia del exosistema:
m(w(t)) debe ser calculada tal que la convergencia asintotica de z(t) hacia 7(w(t))

asegure la convergencia asintotica de y(t) hacia y,.r(t).

Dada la representacion mostrada en (3.63)-(3.65), es posible definir una va-

riedad de error cero en estado estacionario como

m(w(t)) = (t)w(t), (3.67)

Y(w(t)) = T(H)w(t), (3.68)

donde TI(¢) y I'(t) son matrices continuas variantes en el tiempo de dimensiones
[n x s] y [m x s], respectivamente. Ademas, 7(w(t)) = II(t)w(t) es una funcion

del tipo C¥~1.
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Si derivamos la ecuacion del error en estado estacionario (3.66) con respecto

al tiempo y consideramos (3.67)-(3.68) se obtiene el siguiente resultado

éss(t) = x(t) — T(t)w(t) — TI(t)w(t). (3.69)
Substituyendo @(t) y w(t) en (3.69) se obtiene

ess(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) + P(H)w(t) — I(Hw(t) — () S(Hw(t).  (3.70)
Se puede considerar el control del sistema difuso completo como [48]
u(t) =Y ha(21()) K [e(t) — m(w(t)] +7(w (D)), (3.71)
el cual puede estar dividido en dos términos:
u(t) = us(t) + uss(t), (3.72)
u(t) = Y hia(a()K, [I(t) = @) (w@))| , (3.73)
ugs(t) = T(H)w(t), (3.74)

siendo wu(t) la parte del estabilizador y wu(t) la entrada en estado estacionario.
Ademas, considerando la ecuacion (3.66) y despejando x(t) de la misma se tiene

que z(t) = egs(t) + I(H)w(t). Ahora, sustituyendo este término en (3.70) resulta

os(t) = A(t)ess(t) +.§(t)us(t) + AW w(t) + BT (t)w(t)
+ P)w(t) — I(t)w(t) — I)S(t)w(t). (3.75)

Considere el exosistema como Poisson estable, con el objetivo de asegurar que
la referencia no tienda a cero a medida que el tiempo aumenta e impide que el

problema de regulaciéon se convierta en un problema de estabilizacion.

En estado estacionario ez (t) = 0, es decir, la diferencia entre los estados
de la planta y la variedad m(w(t)) es igual a cero. Por lo tanto, el término wug(t)

en (3.72) es igual a cero (us(t) = 0), ya que uy(t) esta diseniado para estabilizar
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(A(t), B(t)). Entonces, la ecuacion (3.75) toma la siguiente forma

(Hw(t) = A w(t) + BT (#)w(t) + P(w(t) — ) S(Hw(t).  (3.76)

Dividiendo (3.76) entre w(t) ésta se reduce a la siguiente forma

() = AOII(t) + B)L(t) + P(t) — II(£)S(2), (3.77)
en estado estacionario.

Observese que las dimensiones de II(¢) ([n x s]) y I'(¢) ([m x s]) conducen a
que la ecuacion matricial diferencial (3.77) contenga [n x s|+[m x s] incognitas y
[n x s] ecuaciones. Entonces, es necesario incluir la ecuacion del error, la cual en

estado estacionario tiene la forma

0= COII(E) — Qt), (3.78)

con [n X s| incognitas y [m X s| ecuaciones, complementando asi una version di-

namica de las ecuaciones de Francis definidas por

(1) = A@®I() + BO)I(t) + P(t) — II(£)S(t), (3.79)
0 = COHI®E) — Q). (3.80)

Es claro que hay que disenar un controlador capaz de generar los elementos de
la matriz continua variante en el tiempo ﬁ(t) de acuerdo con valores iniciales
adecuados; sin embargo, si se adopta ﬁ(O) = 0, es decir ﬁ(t) =0ent =0,
entonces, la solucién al problema de regulacion recaera en encontrar I1(¢) y I'(t),
las cuales estan expresadas en funcion de los valores de las reglas de membresia,

ya sea de la planta o del exosistema.

Entonces la ecuaciones (3.79) y (3.80) toman la forma

()S(t) = A(DI(t) + B(t)L(t) + P(b), (3.81)
0 = COI(t) — Q(t). (3.82)

La logica de esto responde a que la variedad de error cero es una funciéon suave,
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por lo tanto no hay un cambio significativo del instante ¢ < 0 a ¢ = 0. Consecuen-

temente, la derivada en ¢t = 0 puede ser considerada como ﬁ(O) =0.

Observacion 6. Si las ecuaciones (3.81)-(3.82) no tienen solucién, entonces no exis-
te una variedad de error cero y/o una entrada en estado estacionario, es decir, el
problema de regulacion difusa no tiene solucion, pues equivale a la condicién de
existencia definida por Francis en el caso lineal o Francis-Isidori-Byrnes (FIB) en

el no lineal.

Observacion 7. En algunos casos la matriz I1(¢) puede resultar constante, entonces
la variedad de error cero en estado estacionario estética es suficiente para resolver

el problema de regulacion difusa.

Lo anterior conduce al siguiente teorema:

Teorema 3.9.1. El problema de requlacion difusa de la salida con informacion
completa se puede resolver si el par (A;, B;) es estabilizable; el exosistema es Pois-
son estable, y existen matrices continuas variantes en el tiempo 11(t) y T'(t), que
son funciones de h,;(z.(t)) > 0 para todo t > 0 con 1 para la planta y 2 para el

exosistema, calculadas por las ecuaciones

[(t)S(t) = AI(t)+ B)I'(t) + P(t),
0 = CHIE) - Q),

tal que I'(t) se obtiene directamente cuando 11(0) es calculada al sustituir z(0) y
w(0) en TI(t). o

Demostracion. Véase [9). O

Ejemplo 3.9.1. Considere el problema de controlar y seguir una referencia (gene-
rada por el exosistema) en las articulaciones de un robot de dos grados de libertad

representado en la fig. 3.24.

La ecuacion de movimiento (Lagrange - Euler) para este sistema es

7(t) = D(0)0(t) + h(6,0) + c(0),
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Y

FiGurA 3.24: Brazo roboético de dos grados de libertad

con

Do) - | 1/3myl% + 4/3myl? 4+ mg cos(62)1*  1/3msl? + 1/2mal? cos(6s)
1/3mal® + 1/2myl? cos(6s) 1/3myl? ’
. [ §
0(t) = él :
2
h(e 9) - [ 1/2m2 SiH(QQ)Fé% — May Sin(92)l29192
’ I 1/2my sin(6,)1262 7
[ 1/2myglcos(601) + 1/2magl cos(0y + 02) + magl cos(6,)

c(f) = 1/2magl cos(01 + 02) ] |

donde 0; = x1(t) y representa el angulo (en radianes) de la primera articulacion
respecto a la horizontal; s = x9(t) como la segunda articulacion, también sobre
la horizontal; g = 9,8m/s® es la constante gravitacional; (my,ms) son las masas
de los eslabones; [ = [; = [5 representan las longitudes de los eslabones de igual
tamarno, y (u1,us) son los torques de entrada en Newtons. Se escogen los valores
my = 0,4 kg, my = 0,3 kg, [ = 0,5 m en las simulaciones.

El proposito es seguir la referencia definida por el exosistema con un rango de
x1 € (—40,40). Para este fin, el modelo difuso que representa la dinamica del

sistema no lineal esta dado por:

Regla: 1 SI z;(t) esta alrededor -40,
ENTONCES i(t) = Ajz(t) + Biu(t).

Regla: 2 SI z(t) esta alrededor -20 ,
ENTONCES i(t) = Ay (t) + Bou(t).

Regla: 3 SI xz(t) esta alrededor 0,
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ENTONCES :i(t) = Asz(t) + Bau(t).
Regla: 4 SI z(t) esta alrededor 20,
Regla: 5 SI z(t) esta alrededor 40,
ENTONCES :i(t) = Asz(t) + Bsu(t).
Las matrices A;, B; y C; estan definidas como:
0 0 1,0000 0 0 0o ]
0 0 0 01,0000 0 0
Tl 98753 11,0533 0 0 ' 13,2759 —28,5308
—7,7601 —52,7371 0 0 | 28,5308 101,3146 |
0 0 1,0000 0 [0 0o |
0 0 01,0000 0 0
A2 = ) BQ =
20352 11,3634 0 0 17,0464 —41,0740
— 11,8447 —46,2978 0 0 | 41,0740 138,9695
0010 0 0o ]
0001 0 0
A3 - ) B3 - )
000 0 19,2000  —48,0000
000 0 | 48,0000 160,0000 _
0 0 1,0000 0 0 0o |
B 0 0 01,0000 0 0
29352 —11,3634 0 0 ! 17,0464 —41,0740 |’
11,8447 46,2978 0 0 —41,0740  138,9695 |
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0 0 1,0000 0 0 0
B 0 0 0 1,0000 B — 0 0
9,8753 —11,0533 0 0 P 13,2759  —28,5308
7,7601 52,7371 0 0 —28,5308 101,3146
1000
Cr=0,=03=0Cy=C5= :
01 00

Ademas, las funciones de membresia para las reglas 1 — 5 se muestran en la fig.
3.25.

hi  ha  hs P hs

-40 -20 0 20 40

FiGURA 3.25: Funciones de membresia para modelo difuso de un robot de 2
GDL

El exosistema es puramente lineal y esta definido por las siguientes matrices.

1000
,Q—[0100]. (3.83)

|

—_
o o O =
o O = O

Utilizando el método presentado en la Seccion 3.7, con la senal de control definida
en (3.32), se obtienen las figs. 3.26 - 3.31; éstas muestran claramente que el contro-
lador disenado con base en reguladores locales no asegura el seguimiento exacto;

sin embargo, el error permanece acotado.

Por otra parte, la aproximacion basada en el calculo de las ecuaciones diné-

micas del Francis se tomara en cuenta para resolver el mismo problema, por lo que
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Amplitud

F1GURA 3.26: z; vs w; cuando el controlador esta disenado a partir de regula-
dores locales con z(0) = [10 10 0 0] y w(0) = [0 0 25 35]T
40

2
I
30 |

7\\
1 1}
N \}
1
v
20~

Amplitud
o

4
A \
\
\
\
\ y
e
20—

\
N7

—40
0

| |
25
Tiempo

40

F1GURA 3.27: x5 vs wy cuando el controlador esté disenado a partir de regula-
dores locales con x(0) = [10 10 0 0]7 y w(0) = [0 0 25 35]7

seré necesario la representacion del sistema difuso completo mediante

b b, () | (3.84)
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Error de seguimiento e=W, X,
0.5

Amplitud

30 35 40
Tiempo

FicuraA 3.28: Error de seguimiento e; cuando el controlador esta disenado a
partir de reguladores locales con 2(0) = [10 10 0 0]” y w(0) = [0 0 25 35]"

Error de seguimiento 8,=W,X,
0.5

Amplitud

-0.2 ‘ .
0

35 40
Tiempo

FicuraA 3.29: Error de seguimiento es cuando el controlador esta disenado a
partir de reguladores locales con x(0) = [10 10 0 0] y w(0) = [0 0 25 35]7

o bien se puede reescribir como

(1) = e . (3.89)
a121(t) + aoza(t) + aszs(t) + agzy(t) + brug(t) + bous(t)
asx1(t) + agra(t) + ares(t) + agxa(t) + byuy (t) + byus(t)



Capitulo 3. La requlacion difusa exacta de la salida basada en el modelo difuso
completo T-S 70

Control u,
0.4 T

Amplitud

Tiempo

FicuraA 3.30: Senal de control u; cuando el controlador esta disenado a partir
de reguladores locales con z(0) = [10 10 0 0]7 y w(0) = [0 0 25 35]7

Control u,
0.15 T

Amplitud
)
o
o
T

Tiempo

F1GurA 3.31: Senal de control us cuando el controlador esta disenado a partir
de reguladores locales con z(0) = [10 10 0 0]7 y w(0) = [0 0 25 35]7

donde:
ar = hy(z1(t) A3, 1) + -+ + hs(21(2)) A5(3, 1),
ay = hi(z1())A1(3,2) + -+ + hs(21(1)) A5(3, 2),
ag = hi(@1(t)A1(3,3) + - + hs(21(t)) As5(3,3),
ay = hi(x1(t)A1(3,4) + -+ hs(x1(t))A5(3,4),
as = hy(z1(t))Ar(4, 1) + -+ + hs(21(2)) A5 (4, 1),
ag = hi(@1(t)A1(4,2) + - + hs(21(t)) A5 (4, 2),
a7 = hi(x1(t)A1(4,3) + - - + hs(z1(t)) A5 (4, 3),
ag = hi(z1(t))A1(4,4) + -+ + hs(21(2)) A5 (4, 4),
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b1 == hl(ZE1<t>>Bl(3, 1) + 4 h5($1(t))B5(3, 1),
b2 = hl(Il(t>>Bl(3, 2) + -+ h5<l’1(t>)B5(37 2),
by = hy(x1(t))B1(4,1) + - -+ + hs(21(2)) B5(4, 1),
b4 = hl(l‘l(t))Bl(4, 2) + 4 h5(l’1(t))B5(4, 2)
De las matrices C;, con ¢ = 1,...,5, se nota que la salida de la planta difu-
sa y(t) = [x1(f),z2(t)] debe converger con las salidas del exosistema y,..f(t) =

[wy(t), wa(t)], por lo que sera necesario encontrar una variedad de error cero en
estado estacionario m(w(t)) = II(¢)w(t), de dimension [n X s]; tenga en cuenta que
zss(t) = (H)w(t).

Para este ejemplo la variedad de error cero en estado estacionario sera

calculada mediante las condiciones

(3.86)
To(t) = wa(t)
Si derivamos con respecto al tiempo se tiene
21(t) = un(t),
() = () s

y podemos deducir del modelo difuso completo (3.85) que

[L’1(t) = l’g(t),
Jfg(t) = ZL’4(t),

ademés



Capitulo 3. La requlacion difusa exacta de la salida basada en el modelo difuso
completo T-S 72

En consecuencia, la variedad de error cero en estado estacionario II(¢)w(t) tendréa

la forma

(3.88)
x1(t) wi (t) 1 000 wi (t)

De este resultado se pueden distinguir dos cosas: la primera es que debido a la
forma de la planta, la variedad de error cero es igual para todos los subsistemas y

la segunda que es invariante en el tiempo, es decir, ﬁ(t) =0.

Por otra parte, para resolver la entrada en estado estacionario u(t) =
v(w(t)) = T(t)w(t) se derivan, con respecto al tiempo, los dos tltimos elementos
de (3.89) (z3 = w3 y x4 = wy). Ademés, Usando el sistema difuso definido en

(3.85) se tiene lo siguiente:

-1..3 = w37
(e 5¥Aa1 (t) + OQIQ(f) + Ofg[lfg(t) + 014£L‘4(t) + b1u1 (t) + b2u2(t) = —wW (390)
y
j/'4 = w47
Oé5$1(t) + OCGxQ(t) + Oé7[E3<t> + Oégl‘4(t) + bgul(t) + b4U2<t) = —Wa. (391)

Pero este resultado debe ser tomado en cuenta en estado estacionario. Entonces,
de acuerdo con la variedad en estado estacionario x(t) = 7w(w(t)) previamente

calculada en (3.89), las ecuaciones (3.90) y (3.91) toman la siguiente forma
QW (t) + Oégwg(t) + Oégw;g(t) + a4w4(t) + b1u1 (t) + bgUg(t) = —wq, (392)

aswy (t) + agwa(t) + arws(t) + agwy(t) + byuy (t) + byus(t) = —wo, (3.93)
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con
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4 hs(wi (1)) Bs(3,1),
-+ hs(wy (£))Bs (3, 2),
- hs(wi (1)) Bs(4,1),
4 hs(wi (1)) Bs(4, 2).

by = hi(wi(t)By(3,1) + -
by = hi(wi(t)Bi(3,2) + -
by = hi(wi(t)By(4,1) + -
by = hi(wi(t)By(4,2) + -

Resolviendo el sistema de ecuaciones generado por (3.92) y (3.93) para u(t) y

us(t) se obtiene

(3.94)

—by(dy) + ba(ds)
baobs — b1by

(75} (t) = —

(3.95)

ds + dy
bobs — biby’

(%) (t)

donde

dl = w (t) + aqwq (t) + Oégwg(t) + Oégwg(t) + Oé4U)4(t),

da

asW1 (t) + wg(t) + a6w2(t) + a7w3(t) + a8w4(t),

d3 = b3w1 (t) —+ bgozlwl(t) — b1a5w1(t) — b1U)2<t) + b3@2w2(t) — blOé(ng(t),

dy

byaisws(t) — byazws(t) + byagwy(t) — biagwy(t).
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Como () = I(t)w(t), entonces al organizar los términos u (f) y us(t) en forma

matricial se tiene que

g1 92 93 94
uss(t) — bzbg 9_5 b1b4 bzbg .9_6 blb4 b2b3 9_7 blb4 beg g—s blb4 ’LU(t), (396)

babs — biby  babs — b1by  bobs — b1by  bobs — biby

donde
g1 = (1+a1)by — asbe, g2 = anby — (1 — ag)ba,
g3 = aizby — arbo, s = agby — agbo,
g5 = —(1 4+ aq)bs + asby, gs = —asbs + (1 + ag)by,
g7 = —asbs + azby, gs = —ubz + agbs.

Por otra parte, el estabilizador difuso estd dado por la aproximacion del PDC

desarrollado en [15].

f | 20483 06659 04426 —0,1146 |
" | 06552 06910 —0,1232 —0,0583 |
o _ | 10427 04046 04720 —0.1306 |
© [ 03947 04403 —0,1385 —0,0576 |
Ko | 02747 00717 —04823 01361
P | —0,0813 —0,0323 —0,1438 —0,0573 |
ho | TLASOS —0.5413 —04720 —0.1306
| —05512 —0,5056 —0,1385 —0,0576 |
W | 25937 07832 —0.4426 01146
© | —0,7940 —0,7581 —0,1232 —0,0583 |

Las figs. 3.32-3.37 muestran los resultados obtenidos usando la senal de control
definida en (3.71).

Como se puede observar, el controlador definido en (3.71) con II(¢) y I'(t) que
resuelven las ecuaciones dindmicas de Francis, supera claramente a las disenadas

mediante reguladores locales, asegurando el seguimiento exacto.

Observacion 8. En caso de no haber una soluciéon para ﬁ(t) y f(t), se puede
concluir la no existencia de una variedad de error cero y/o una entrada en estado
estacionario. Esto significa que el sistema no tiene la propiedad de regulacion, dicho

de otra forma, equivale a la condiciéon de existencia definida por las ecuaciones FIB.
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30 ‘

Amplitud

FI1GURA 3.32: 27 vs wy cuando el controlador esta disenado a partir del regulador
completo con x(0) = [10 10 0 0]7 y w(0) = [0 0 25 35|

X, VS W,

2 2
40 T
30 [ ==X
l’ Y2
20 -
10 —
el
2
3 0 B
IS
<<
_10- il
_o0+ i
_30 _
_40 | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo

F1GURA 3.33: z2 vs wo cuando el controlador esta disenado a partir del regulador
completo con x(0) = [10 10 0 0]7 y w(0) = [0 0 25 35|

Note que debido a la forma de la planta, ﬁ(t) resulta constante, teniendo asi
una variedad en estado estacionario estatica; suficiente para resolver el problema

de regulacion exacta.

Es importante mencionar que el controlador resultante debe ser vélido para
todo t, por lo que sera necesario un estudio del comportamiento de éste dentro del

sistema difuso.
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Error de seguimiento e,=W,—X,
_91
0.15} |
- 01 |
E
2
£
< 005 |
07
—0.05 | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo
FiGURA 3.34: Error de seguimiento e; cuando el controlador estd disenado a
partir del regulador completo con x(0) = [10 10 0 07 y w(0) = [0 0 25 35]7
Error de seguimiento €,=W,-X,
0.25 T T T
—e,
02k |
015 :
T 01 :
£
< 005 :
0
-0.051 .
-0.1 | | | | | | |
5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo

Ficura 3.35: Error de seguimiento es cuando el controlador esta disenado a
partir del regulador completo con z(0) = [10 10 0 0]” y w(0) = [0 0 25 35]7
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Control u,

Amplitud

Tiempo

F1GURA 3.36: Sefial de control u; cuando el controlador esta disefiado a partir
del regulador completo con z(0) = [10 10 0 0] y w(0) = [0 0 25 35]T

Control u,
0.1 i

Amplitud
)
w
T
|

Tiempo

Ficura 3.37: Senal de control us cuando el controlador esta disenado a partir
del regulador completo con z(0) = [10 10 0 0]7 y w(0) = [0 0 25 35]7



Capitulo 4

El regulador de salida simplificado

4.1. La regulacion difusa exacta (reguladores loca-

les con diferentes funciones de membresia)

En esta secciéon, una clase particular de modelos T-S sera considerada con el
objetivo de resolver el problema de regulacion difusa exacta de la salida, con base
en la suma ponderada de reguladores locales lineales, este tipo de modelos puede,
comunmente, encontrarse en sistemas mecanicos, electromecanicos, roboticos, etc.
Por lo que, el objetivo principal seré disenar un regulador completo con diferentes
funciones de membresia, las cuales no son necesariamente las mismas a las definidas

en la planta difusa y/o exosistema, es decir, el problema consiste en encontrar
1
Yw(t) = pri(w(t))Taw(t), (4.1)
i=1

donde el término 4 ;(w(t)) representa las nuevas funciones de membresia.
El regulator de salida difuso dado en (4.1) deberé coincidir con el diseniado

a partir del modelo difuso completo, véase [49]; el método propuesto incluye la

solucion general, pero basada en reguladores lineales.

78
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Considere las matrices de la planta como

0
0 1 0
A’L = . . . y BZ = 5
o ) (4.2)
aj aj; aj al, b}
=l 0 0.
ademas, el exosistema es poisson estable y esta definido como
0O 1 0 ... 0
0
S1 S9 S3 ... Sp
donde a{ representa los elementos de la ultima fila de A; con j = 1,2,...,7q;
bi representa al dltimo elemento de la fila de B;, y 7 = 1,2,...,r representa al

subsistema local. Note que A;, con ¢ = 1,...7;, y S son matrices con la misma
dimension ([n x n]); las matrices S y @ pueden generar una gran cantidad de

senales.

De [8], [5] v (4.1) la senal de control esta definida como

) = D2 ekl (t) ~ T} + Y (@), (44

porque como ya se mencion6 z(t) es una funcion de z(t) y en estado estacionario

2(t) = w(w(t)).
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Por otra parte, de C; y @ resulta c;x1(t) = quw;(t) a medida que el tiempo

evoluciona. De (4.3) el siguiente exosistema puede ser facilmente deducido

wy = W,
wQ = ws,
Wy, = SjWi + SoWa + -+ + SpWy,

n
Wy = E S{Wi,
i=1
donde S es puramente lineal e igual para cada subsistema, por lo tanto r = r;.

Ademés, cada subsistema tiene

Ty = g,
T2 = g,
Ty, = azlxl + azngQ + -+ az;lxn + bzluss,i-

Si derivamos c;x7 = qqw; con respecto al tiempo resulta que

1T = QW;, (4.5)
donde 7 = 1,2,...,n. De este analisis, se pueden obtener dos resultados: primero,
la variedad en estado estacionario

[ st 0 Ce 0 |
0 T 0
I, = , (4.6)
0 0 st

con m = £y debido a la forma de (4.2) - (4.3) la variedad de error cero en estado

estacionario es la misma para todos los subsistemas, es decir, II; =1, = --- =1I,.

Y segundo, la entrada en estado estacionario definida por

Ussi =

TS1W, — Tiajwy n M SaWy — T1a5Wa n n T1Sp Wy, — T8, Wy

b} bi b}
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La ecuacion previa puede expresarse de manera compacta como

n .
Z Ut [sjwj — a}w]}
j=1

bj

uss,i -

Vi=1,...,r (4.7)

y de (4.1) la entrada en estado estacionario esta definida por

Uy = Z 11 (w(t) s s = Z piw®)Daw(t)  Vi=1,...,r (4.8)

Por lo que, del analisis anterior, cada I'; local puede ser calculada de la siguiente
forma
L

(4.9)

_ﬁ{sl—al S — as Sy — ay,

ol b b b

Ahora considerando la planta difusa (4.2) de forma completa, se puede observar

que la ultima ecuacion z,, estd dada por

oo = [l(@t)(ai + - +agan) + -+ b (o) (i@ + -+ anan))]
+ [ha(@(t)b] + -+ he(2(8))b]] s,

la cual en forma compacta se escribe

= Z hi(z(t)) (Z a;'-:cj> + (Z m@(t))bi) Uss(t). (4.10)

Considerando que en estado estacionario x(t) = w(t), la entrada total en estado

estacionario se obtiene directamente al sustituir &, y w,, en (4.5), resultando

n n

Z hi(w(t)) (Z a;‘.xj> + <Z hi(w(t))bi) ugs(t) =m Y sqw;.

j=1 i=1
Despejando la entrada en estado estacionario uss(t) de la ecuacion anterior se tiene

n

m Z S;w; — My Z hi(w(t)) (Z aé‘wj)

Uss () = . : (4.11)
Z hi(w(t))b)
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la cual representa la entrada en estado estacionario global del sistema difuso.

Ahora, el objetivo es obtener el mismo resultado de la entrada en estado
estacionario definido en (4.11), con la diferencia de estar formado por la suma
difusa de reguladores lineales y un conjunto nuevo de funciones de membresia.

Para esto, los reguladores locales y el regulador global estan definidos como

; . Z 1 [sjwj — aé-wj}
s = 0(t)) = D () Pan(t) = 3 u((t) =g,

n

T Z S;w; — T Z hi(w(t)) (Z a;“h‘)

i=1 Jj=1

uss(t) = y(w(t)) = v
Z hi<w(t>>bi

Entonces, al igualar las dos ecuaciones anteriores tenemos

1 Z S;w; — T Z hl(’IU(t)) (Z aé-ug) ., Z 1 [Sj’ll)j — aé-wj]
i=1 i=1 j j=1

; — = Yl .
> hi(w(t)bi

i=1

Despejando p;(w(t)) de la ecuacion anterior, las nuevas funciones de membresia

estan definidas como (4.12) (con i =1,2,...,7)

bih(w(t)
> hi(w(t))bi
i=1

pi(w(t)) = (112

Es importante remarcar que p;(w(t)) esta dada en términos de h;(w(t)) por sim-
plicidad. Sin embargo, h;(w(t)) puede ser removida de las nuevas funciones de
membresia (4.12), cuando h;(w(t)) sea remplazada por su correspondiente expre-

sion. Note que (4.12) cumple con las condiciones

Zﬂi(w(t)) = 1,
pi(w(t)) > 0,

para todo i = 1,2,...,r, ademads, se puede observar que (4.12) es siempre valida
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cuando b de la matriz de entrada tienen el mismo signo, si esta condicién no
se cumple los denominadores de la nuevas funciones de membresia presentaran

singularidades.

Sin embargo, estas singularidades pueden aparecer fuera de la region de ope-
racion, permitiendo maés flexibilidad; tales casos requeriran un estudio particular

del sistema.

El siguiente teorema proporciona las condiciones de existencia del regulador

difuso de salida exacta para una clase de modelos difusos tipo Takagi-Sugeno (T-

).

Teorema 4.1.1. La regulacion difusa de salida exacta con information completa
de sistemas definidos como (4.2) se puede resolver si: a) cada elemento de las
matrices de entrada b parai=1,2,...,r tienen el mismo signo; b) Eziste u(t) =
Yoiy hi(2(t)) Kz para el sistema difuso [17], y ¢) el exosistema w(t) = Sw(t) es
Poisson stable. Por lo tanto, el problema de regulaciéon exacta de la salida

se resuelve mediante el controlador
u(t) =3 hi(x(t)k{a(t) — Tw(t)} + Y w(w(t)Taw(t),
i=1 i=1

donde p;(w(t)) pueden ser obtenidas de (4.12).

Demostracion. Del analisis previo, la existencia de los mapeos mw(w(t)) = Hw(t)
y y(w(t)) = >, pi(w(t))Lw(t) se pueden garantizar siempre y cuando los sub-
sistemas locales estén definidos como (4.2), mientras que la condicion a) evita las

singularidades de las nuevas funciones de memoresia p;(w(t)).

Por otra parte, la incorporation de la condicion b) ha sido ya discutida en

[5], [6], [16], [50] y [51], e implica la existencia del estabilizador difuso.

Finalmente, la condicién c) se introduce para evitar que la sefial de referencia

converja a cero.

El resto de la demostracion esta dada directamente del analisis anterior. [
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Observacion 9. Aunque, la aproximacion del PDC [15] puede ser usado para cal-
cular el estabilizador difuso, otras técnicas pueden ser consideradas para verificar

la condicién b). El lector puede referiste a: [40].

Ejemplo 4.1.1. Considere el problema de estabilizar y oscilar un péndulo invertido

sobre el carro mostrado en la fig. 4.1. Las ecuaciones de movimiento para este

m

F1GURA 4.1: Sistema de péndulo invertido
sistema son [15]:

() = a2(1),
_ gsin (21(t)) — amlz?sin (2z1(t))/2 — a cos (z1(t))u(t) (4.13)
41/3 — aml cos? (x1(t)) ’

To(t)

donde z(t) denota el angulo (en radianes) del péndulo sobre la vertical; xo(t) es
la velocidad angular; g = 9,8m/s? es la constante gravitatoria; m es la masa del
péndulo; M es la masa del carro; 2l es la longitud del péndulo; u es la fuerza
aplicada al carro (en Newtons), y a = 1/(m + M). Escogemos los valores de

m = 2,0 kg, M =8,0 kg, 2l = 1,0 m para las simulaciones correspondientes.

El objetivo es seguir una senial de referencia previamente definida por el
exosistema dentro de un rango de x; € (—m/2,7/2). Para este fin, la representacion

del modelo difuso para el sistema no lineal es [15]:

Regla 1: Si z4(¢) is about 0,
Regla 2: ST x1(t) is about +7/2(| 1 |< 7/2),
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Las funciones de membresia para las reglas 1 y 2 se muestran en la fig. 4.2.

hy

ha

0 xl
-90 0 90(deq)

FIGURA 4.2: Funciones de membresia para el modelo de dos reglas

Siendo:
0 1 [ 0
Al = g 0 ) By = B a ’
| 41/3 — aml | 41/3 —aml
[ 0 1 [ 0 (4.14)
Ay = 2% | B=| s ,
L 7 (41/3 — amlfp?) L 41/3 —amlp?

Cr=Cr=]10],
y 8 = cos(88°).

El exosistema esta definido por las siguientes matrices:

S:[_Oltl)],c):[l 0}. (4.15)

Usando el método desarrollado previamente y aplicando (4.9) se tiene que T'; es:
ry=[ 1036667 0], =] 10786585 0 ]. (4.16)
Ademas, sabiendo que % = 1, la matriz IT (4.6) tendra la siguiente forma

10
1= .
01]
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Escogemos los valores propios en lazo cerrado como [—2 — 2] para A; + B1K; y

Ao + By K. Entonces, se tiene
Ky — [ 120,6667 22,6667 ] Ky = [ 2551,6279 763,9592 } . (4.17)

En consecuencia

0 1
A1+B1K1:A2+BQK2:G: .
4 4
Ademés,
G - {AL+ BIKy} + {As + Bo K} 0 1
= 2 —9212,1325 —67.4675 |

Note que G152 es Hurwitz. Usando el algoritmo de optimizacion para LMI se obtiene

que

(4.18)

3,6250 0,6250
0,6250 0,2812 |

Se puede mostrar facilmente que las siguientes condiciones de estabilidad se satis-

facen

{A|+ BIK\}'P+ P{A, + B} <0, i=1,2, (4.19)
G?QP + PGlg < 0. (420)

Las figs. 4.3-4.5, con z(0) = [10 0] y w(0) = [40 0], muestran la simulacién

después de aplicar
u(t) = S ) K ot) = ()] + 3 hi(wB) (),

definido en (4.4). Aunque, el error de seguimiento se mantiene acotado, el controla-
dor definido en (4.4) no asegura la regulacion exacta, esto se puede ver claramente
en la fig. 4.4

Por otra parte, aplicando el controlador definido en (4.4) como

T1

u(t) =Y hi(w()ki{x(t) — Tw(t)} + Z pi(w(t))Tiw(t),

i=1
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40 T

30—

20—

Amplitud
o
T

FI1GURA 4.3: x1 vs w; cuando el controlador esté disenado a partir de reguladores

locales

Error de seguimiento e,=w, X

1

1

30 ‘

20— -
10~
el
2
3 oF
1S
<
10+ _
-20 -
_30 | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo

FIGURA 4.4: Error de seguimiento e cuando el controlador esta disefiado a partir
del reguladores locales

donde las funciones de membresia del regulador (4.12) estan definidas de la si-

guiente forma

(ha(w(?)))(—=0,1765)
L (w())(—0,1765) + o (w(t))(—0,0052)"

i(w(t) = ;

(ha(w(t)))(=0,0052)
(w())(—0,1765) + ha(w(?))(—0,0052)°

pa(w(t) = ;

Las figs. 4.6-4.8 muestran la simulacion con el controlador definido en (4.4). Ob-

serve que el tinico cambio son las nuevas funciones de membresia las cuales son
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Control
40 I

Amplitud

Tiempo

F1GURA 4.5: Senal de control u cuando el controlador esté diseniado a partir de
reguladores locales

capaces de combinar correctamente los reguladores locales para alcanzar el segui-

miento asintoético.

X1 Vs W1
50 :
40
301
]
201
]
- 10f-
2
S oF
£
< 101
20—
-30— =
—401— _
50 L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo

F1GURA 4.6: x1 vs wy cuando el controlador esta disenado a partir de reguladores
locales y funciones de membresia adecuadas

Para verificar la efectividad del controlador propuesto es necesario evaluar
su comportamiento en el sistema no lineal definido en (4.13) con x(0) = [10 0]
y w(0) = [40 0]. Las simulaciones en las Figs. 4.9-4.11 muestran un correcto
desempeno del controlador difuso en el sistema no lineal. Es claro que el error de
seguimiento, que aparece en la fig. 4.10, es debido a la aproximaciéon dada por el
sistema difuso tipo T-S. Tal error, se puede reducir mediante la consideracion de

la representacion exacta del sistema no lineal dada en [15].
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Error de seguimiento e=w, X,
07
_51 _
3 -10 :
g
< 154 .
—20ft :
_o51 _
-30 | | | | | | |
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Tiempo
F1curaA 4.7: Error de seguimiento e cuando el controlador esta disenado a partir
del reguladores locales y funciones de membresia adecuadas
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FIGURA 4.8: Senal de control u cuando el controlador esté disenado a partir de
reguladores locales y funciones de membresia adecuadas
X1 Vs W1
40 | =
- -X1
30+ o
» W1
1
20f :
1
"
10 :
el
=
s oF B
£
<
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—20+
30 _
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F1GURA 4.9: 21 vs wy con el regulador difuso aplicado al sistema no lineal
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Error de seguimiento e=w, X,

5 \ \ \

Amplitud

Tiempo

FI1GURA 4.10: Error de seguimiento e con el regulador difuso aplicado al sistema

no lineal
Control
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F1GURA 4.11: Senial de control u con el regulador difuso aplicado al sistema no
lineal

4.2. El problema de regulacién difusa exacta de la

salida para una clase de sistemas difusos tipo
MIMO

Ahora el problema de regulacion difusa sera extendido a sistemas com mas entra-

das, teniendo asi una clase mas amplia de sistemas difusos (T-S). La forma que
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deberan adoptar esta clase de sistemas estéa dada por:
O |1 @]
Ai — ) Bz e e
D; F;
O |1 4.21
5—4‘;’ Ci:[Hc‘OC], ( )
G
Q= Hy|0g |
con: _ . _ -
0
I= , O=1 ,
0 0 1 0 0 0
alﬁk+1) 1 afkﬂ) 2 Qet1)3 aék—i—l) n bipr O 0
D; = asz‘rz) 1 al(ka) 2 aEkJ'r2),3 asz‘rz) "R = 0 b;c.+2
afz 1 a;g a3 a%,n 0 0 b;
S(k+1),1  S(k+1),2 S(k+1),3 -+ S(k+1)n
oo S(k+2),1 S(k+2)2 S(k+2),3 - - - S(k+.2),n  Oc=0g = 0 |
Sn1 Sp.2 Sn.3 oo Spm 00 ... 0
g 0 ... 0 ¢ 0
0 ¢ ... 0 0 0
He = . .2 . . , Ho = q.2 )
0 0 ... cm 0 0 ... gm

donde k = n —m, F; € R™™ O € Rv=mxm Op € R, [ ¢ Riv-m)x(nm)
D; e R™" He € R™™ Hg € R™™ y G € R™*". La forma adoptada de estos

sistemas reside en el hecho de que una gran variedad de sistemas mecanicos son

representados con esta estructura.
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De (4.21) el siguiente exosistema puede ser facilmente obtenido

wq Wm+1,
() Wm+2,
W1 S(k+1),1W1 F S(kt1),2W2 + ** + Sht1),nWn
n
E :S(kﬂ),jwja
j=1
(4.22)
W42 S(k+2),1W1 + S(k+2)2W2 + +** + S(k+2) nWn
n
E :3(k+2),jwja
=1
wn Sp,1W1 + Sn,2W2 +-+ SnnWn
n
E swwj.
Jj=1
Ademas, cada subsistema puede ser descrito de la siguiente manera:
T = Ty,
To = Tm42,
. i i i
Tp+1 = a(kJrl)’lxl + a(k+1)’2$2 +---+ a(k+1),n$n + bk+1u55
n
_ i i i
= E A1), 5 T bl Ui
j=1
. . o (4.23)
v _ (3 1 7 K3
Th2 = Op9) 101 T A p9) T2 T F Q2 nTn + bl o Uis
n
_ i i
= E A(py2),;W5 + bl 1olss)
Jj=1
Tp = SpaWi+ SpoWa + -+ SppWn + b U
n
_ § : i
- Sn,jW;j + bnuss'
Jj=1
Usando las expresiones (4.22) y (4.23), que consideran ¢z = qwi, CoZs

GoWa, -, C;Tm = ¢mW,, Yy mediante sustituciones sucesivas &, = mpwy, con h =
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1,...,m se obtienen los siguientes resultados:

1 0

0 9

I1= , (4.24)

0 0 T

donde IT € R™ ™ con ¢ = 1,2,...,r, ademas, m; = & m = g—z, T = g:,

. _ 92
7Tm+1 — a;ﬂ-m+2 - 57

s Tm+m =

Im etc. Note que los valores de m, se repiten
m

a sf mismos cada m entradas hasta n. En consecuencia, Il es comun e igual para

todos los subsistemas. La entrada en estado estacionario estd definida como

T18(k+1),1W1=T10(; 4 1) ;W1 T1S(h41),1W2—T20(; 4 1) 1 W2
T T
bt bt
K2 1
T28(k42),1W1—T10(p 4 oy 1 W1 T28(k41),2W27T20 (1 1 9y oW2
% bl bl
— k+2 k+2
uss + +
ﬂnsn’lwlfﬂlaklwl ﬂnsn’ngfﬂ'Qa;’QU& + 4
I o o

si reescribimos (4.25) en una forma compacta, se tiene

>

Jj=1

T18(k+1),jWj — TjQ(k+1),; W5

i
T1S(k4+1),nWn =Tl 4y ,Wn

1
bk+l

i
7r25(k:+2) nWn— Wna(k+2)’nw'n

1
bk+2

i
Tn Sn,nWn —Tndy, ,Wn

i
bk+l

T28(k+2),j

— T (k+2),; W5

k+2

Z TnSn,jW; — Tj0np, jW;
bt

’Il

y de (4.8) las matrices locales I'; tienen la forma

r i i
T1S(k+1),1 — Ty 1)1 T1S(k+1),2 = T20 (k11 2
i i
E+1 k+1
1 (3
T2S(k+2),1 — T1Q(ky0) 1  T25(k+2)2 — T20 (k190
_ i i
I = k+2 k+2
TnSn1 — 7T1an 1 TpSn,2 — 7r2a;’2
i i
- bn bn

o
(4.25)

, (4.26)

i -
7
k+1
)
7
k42
TpSp,1 — Wnaﬁm

7

bn

(4.27)
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Ahora, de la planta difusa (4.21) expresada en su forma global, se deduce que

Tpyr = (Z a (k+1),j > (Z hi( b2+1> Uss,

Ty = ( Af42),5 > (Z hi( b2+2) Uss) (4.28)

Ty = Z hi(x(t)) <Z ai%jxj> + (Z h,(x(t))b;) u

=1

Mediante sustituciones sucesivas con (4.22) y (4.23) y sabiendo que en estado

estacionario x; = m;w;, las siguientes ecuaciones se deducen

Z hi( <Z a (k+1) jﬂjw]> + (Z hi(w(t)) Z+1> Uss = T Z S(k+1),iWis
i=1 1=1

Z hi(w(t)) (Z Ajor2), ijj> (Z hi( b§€+2> Ugs = o Z S (kt-2), 105,
i=1

j=1 i=1

Z hi(w(t)) (Z ai’jﬂ'ij) + (Z h,-(w(t))b;> Ugs = Ty, Z S iW.
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Por lo tanto, la entrada en estado estacionario global puede ser construida mediante

T Z S(k+1),iWi — Z hi(w(t)) <Z alﬁkﬂ),ﬂjwj)

j=1

Zhi(w(t)) b1
i=1
o Z S(k+2),iW; — Z hi(w(t)) <Z aék+2),j7rjwj>
i=1 i Jj=1
Uss = i
z ()

(4.29)

Wnan]wz Zh (Z ijw]>

Z hi(w(t))b

Ademas, la entrada en estado estacionario estara definida como

uss(t) = y(w(t)) = Z pi(w(t))Ciw(t), (4.30)

y si igualamos (4.29) y (4.30) se obtiene la siguiente expresion

= Z pa(w(t))Caw(t).

Las funciones de membresia adecuadas p;(w(t)) se pueden obtener de la forma

siguiente ) -
i1 0 0
0 Hi22 .- 0
plo(y = | T (4.31)
0 0 oo Himm
donde b o
: t
fhi g = —— ) : (4.32)
2 Halwl)bh
para todot=1,...,7; j =1 =1,...,m; satisface que la suma de los elementos

correspondientes es igual a uno y g j; > 0.
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Estas nuevas funciones de membresia p;(x(t)), expresadas en términos de
x(t) cuando las expresiones h;(w(t)) son remplazadas en (4.32), estan organizadas
en forma matricial y por ésta razon Y., wi(z(t)) = I (donde I es la matriz
identidad). El arreglo de (4.31) resulta como consecuencia de asegurar (4.4) y
nuevamente la representacion es valida sélo cuando los valores de la matriz de
entrada B; tienen el mismo signo en la misma posiciéon dentro de las matices
B;. Claramente, esta condicion evita singularidades en (4.32); Sin embargo, esta
condicion puede estar fuera de la region de operacion, permitiendo mas flexibilidad,

pero requiere un estudio particular del sistema.

En este punto, se puede definir el siguiente teorema:

Teorema 4.2.1. La requlation exacta de la salida con information completa de
sistemas definidos como (4.21) se puede resolver si: a) cada entrada de las matrices
de entrada Bt tiene el mismo signo en la misma posicion dentro de las matrices
B; fori=1,2,...,r; b) existe u(t) = Y., hi(z(t))K;x para el sistema difuso, y

c) el exosistema w(t) = Sw(t) es Poisson stable.

Por otra parte, el Problema de Regulacion Difusa Exacta de la Salida

se puede resolver mediante el estabilizador
u(t) =Y hi(w(t)k{x(t) = Tw(t)} + Y p(w(t)Taw(t),
i=1 =1

donde p;(w(t)) se pueden obtener directamente de (4.31) y (4.32).

Demostracion. Proviene directamente del teorema anterior 4.1.1 ]

Observacion 10. Note que p;(w(t)) estd definida como una matriz que no co-
rresponde a la funcién de membresia tipica, sin embargo, p;(w(t)) contiene un
conjunto de funciones de membresia relacionadas con cada entrada de B;. Esta

forma permite el diseno de un controlador de la forma (4.4).
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Ejemplo 4.2.1. Considere el sistema difuso T-S con multiples entradas definido por

las siguientes matrices:

0010 0
0001 0
Al - ) Bl - )
6 4 2 4 -7 0
| 2 3 1 5 | 0 2 ]
(001 0] [ 0 0]
0001 0 (433)
AQ == 3 BQ - )
34 21 -3 0
| 2 4 6 2 | 0 5
1000
Ch =0y = :
0100
El exosistema tiene la siguiente forma:
0 10
01 100 0
S = , Q= . (4.34)
—4 0 0 01 00
0 —-16 0 0

Las funciones de membresia para las reglas 1 y 2 se muestran en la fig. 4.12.

1 M hy

0 T
-60 0 80

FIGURA 4.12: Funciones de membresia para el modelo de dos reglas
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Usando el método derivado en ésta seccion, las matrices I'; (4.27) son

P [ 14286 0,5714  0,2857  0,5714 | |

~1,0000 —9,5000 —0,5000 —2,5000

_ _ (4.35)
r - [ 23333 1,3333  0,6667 0,3333 | |

| —0,4000 —4,0000 —1,2000 —0,4000

Ademés, de la estructura de C; y @ se deduce que & =7 =1, 2 =7, =1, L =
) c1 ’ o P
@ _

o =m =1 Entonces, la matriz IT (4.24) queda definida como

7T3:1

o O O
o O = O
o = O O
= o O O

Por otra parte, el estabilizador difuso estéd dado mediante la aproximacion del PDC
desarrollado en [15]:

K [ 1,0286 05714  0,6000 0,5714 "
~1,0000 —2,2500 —0,5000 —3,7500
_ _ (4.36)
K, [ 14000  1,3333  1,4000  0,3333 '.
| —0,4000 —1,1000 —1,2000 —0,9000 |

Las figs. 4.13-4.18 muestran los resultados obtenidos después de aplicar reguladores
lineales definidos en (4.4).

Ahora bien, calculando las funciones de membresia (4.31) para el regulador

definido como

T

ult) =D hi(a(t) ki (t) — Tw(t)} + Z pi(w () Tiw(t),

=1
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FIGURA 4.13: z; vs w; cuando el controlador esté disenado a partir de regula-
dores locales
X2 VS W2
30 T T
o =" -XZ
20 \ Y f ) \ " ‘| 'I I| /! \ it ‘l ”‘ | i \ — Wyl
I| I' Il [\ ‘l L ! ‘ Y ! b " ! ! ‘l ‘I |
L R R 1 ' | | 1o
10 ‘| | 1 | 1 ) I [ . : i | -
1 | | | ! LI 1 y | [ P | ] 1
El | | o | 1] | ] i 1) 1] 1 1o
5 op 11 1 y y 1o y 1 y y -
£ y A 1 [ [ ! LI 1 ! |
R I B O I O O ! ] | | ] ! ] .
EREREEY : ! i ; : ] RER
f I| ‘l | o i I [ [ [ ! |'
! 1 | ! i i i [ i i 1 b | i
—20}- 1 | b 1 A F R 1\ y J Y f -
W U ) ) U
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F1GURA 4.14: x5 vs wy cuando el controlador esté disenado a partir de regula-
dores locales
tenemos: i
(ha (z()))(=7) 0
= h(z(t))(3)+ha(x(t))(3)
0 (h1(2(t)))(2) ’
L hi(@(t))(2)+ha(x(t))(5) -
(4.37)
[ (h2(2(t)))(=3) 0 i
Lo = h1(z(1))(3)+ha(z(t))(3)
0 (ha2(2(t)))(5)
L h1(2(t))(2)+ha(z(t))(5) .

Las figs. 4.19 - 4.24 muestran los resultados con el controlador definido en (4.4)

Note la diferencia de la forma de las nuevas funciones de membresia mostra-

das en las figs.4.25-4.26 cuando son comparadas contra las originales dadas en la

fig.4.12



Capitulo 4. El problema de requlacion difusa exacta de la salida para una clase
de sistemas difusos tipo MIMO 100

Amplitud
n
T

Error de seguimiento e,=W X,

_4 ! ] ! ! !

Tiempo

Amplitud

F1GURA 4.15: Error de seguimiento e; cuando el controlador esta disenado a
partir de reguladores locales

Error de seguimiento €,=W,—X,

10 T
—e,
5 _
o+
-5
-10N -
-15 | | | | |
0 5 10 15 20 25 30
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F1GURA 4.16: Error de seguimiento es cuando el controlador esta disenado a
partir de reguladores locales
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F1GURA 4.17: Sefnial de control u; cuando el controlador esta disefiado a partir
de reguladores locales
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F1GURA 4.18: Senal de control us cuando el controlador esta disenado a partir
de reguladores locales
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F1GURA 4.19: z1 vs wy cuando el controlador esta disenado a partir del regulador
completo
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F1GURA 4.20: x5 vs we cuando el controlador esti disefiado a partir del regulador

completo
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F1GURA 4.21: Error de seguimiento e; cuando el controlador estd disenado a
partir del regulador completo
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FIGURA 4.22: Error de

seguimiento eg cuando el controlador
partir del regulador completo

esta disenado a
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FIGURA 4.23: Senal de control u; cuando el controlador esta disenado a partir
del regulador completo
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F1GURA 4.24: Senal de control us cuando el controlador esta disenado a partir
del regulador completo
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F1GURA 4.25: Funciones de membresia 1(1,1), pa(1,1)
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Funciones de membresia

Amplitud

1,2.2) (x,0)
- = y(22) (x,(1)

FIGURA 4.26: Funciones de

membresia 1(2,2), u2(2,2)
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El problema de regulacion difusa en

tiempo discreto

5.1. El problema de regulacion difusa para siste-

mas discretos no lineales

Considere ahora el sistema no lineal en tiempo discreto definido por

Tpr1 = [(Tg, Wi, uk), (5.1)
ye = c(zp), (5.2)
w1 = S(wg), (5.3)
Yref = q(wr), (5.4)
e, = h(zg,wy), (5.5)

donde z;, € R" es el vector de estados de la planta; w, € W C R? es el vector de
estados del exosistema, el cual genera las senales de referencia y/o perturbaciones,
y ur € R™ es la senial de entrada. La ecuacion(5.5) se refiere a la diferencia entre
la salida de la planta (y, € R™) y la senal de referencia (y,err € R™), es decir,
h(xk, W) = Yk — Yrere = (k) — q(wy), teniendo en cuenta que m < n. Ademaés, se
asume que f(zy, ug, W), h(xg, wg) y s(wg) son funciones analiticas: f(0,0,0) = 0,
s(0) =0y h(0,0) =0 [16].

106
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Claramente, mediante la linearizacion de (5.1)-(5.5) alrededor del punto de

equilibrio x = 0 se tiene:

Trpr = Ay + Baug + Pywg, (5.6)
ye = Cazy, (5.7)
Wiy1 = Sqwy, (5.8)
Yrefe = Qawp, (5.9)
er. = Cyrp— Qquyg. (5.10)

Entonces, el problema de regulacion discreto, 5], [3] v [52], consiste en encontrar
una senal de control u, = a(zg, wy), tal que, el sistema en lazo cerrado x4y =
Agzr+Bga(xy, 0) tenga un punto de equilibrio asintoticamente estable y la solucion

del sistema (5.6)-(5.10) satisfaga que el limy_, e, = 0.

Ahora, mediante la definicion de 7(wy), como la variedad de error cero en
estado estacionario, y (wy), como la entrada en estado estacionario, el siguiente
teorema da las condiciones para la solucion del problema de regulacion discreta

del sistema no lineal.

Teorema 5.1.1. Suponga que wi1 = s(wy) es Poisson estable; existe una ganan-
cia K tal que la matriz A+ BK es estable, y existen los mapeos x4s(t) = m(wy) y

uss = y(wy) con w(0) =0 y v(0) = 0 que satisfacen a las siguientes ecuaciones

m(s(wr)) = f(r(wk), we, y(wi)), (5.11)

Entoces, la senal de control para la requlacion discreta no lineal estd dada por

up = K(xp — m(wg)) + v(wy). (5.13)

Demostracion. Véase [5], [16] v [53]. O

El conjunto de ecuaciones (5.11)-(5.12) son conocidas como las ecuaciones
discretas de Francis-Isidori-Byrnes (DTFIB), ademaés, su contraparte lineal se ob-

tiene cuando los mapeos Zss, = m(wk) ¥ Ussky = 7Y(wg) cambian a la forma
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Tsse = Hwy y ussp = I'wy, respectivamente. Entonces, el problema de regula-
cion se reduce a resolver un conjunto de ecuaciones lineales matriciales |1] dadas

por

IS = AJl+ B, + P, (5.14)
0 = Cyll — Qui. (5.15)

5.2. El modelo difuso discreto tipo Takagi-Sugeno

para el problema de regulacién

Takagi y Sugeno propusieron un modelo difuso compuesto por un conjunto de
subsistemas lineales con reglas del tipo SIFENTONCES capaces de relacionar
conocimiento fisico, caracteristicas linguisticas y propiedades de un sistema no
lineal. Tal modelo representa exitosamente a este sistema al menos en una region
en el espacio de estados [15]. El modelo discreto difuso tipo T-S para la planta y

el exosistema es descrito a continuacion [23]:
Modelo de la planta
Regla :
ST 211 es M{"l Yoo Y Zipyk €S Mf’pl,

ENTONCES { l‘k+1 = Ad,ixk + Bd,iuk —|— Pd,iwka Z — ]_, 2, e ,Tl, (516)

donde 77 es el numero de reglas en el modelo de la planta y los conjuntos difusos

M; ; estan definidos con base en el conocimiento previo de la dinamica del sistema.
Modelo del exosistema

Regla i:
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i i
SI 251 €s M2’1 YoV Z2pok €8 M2,p27

ENTONCES { 'LUk.+1 — deiwk, Z = 17 27 e 7r27 (517)

donde 7 es el ntimero de reglas en el modelo del exosistema y M ; son los conjuntos

difusos.

Las matrices Ag;, Bai, Pii, Cai, Sa; y Qa,i se obtienen linearizando el siste-

ma, no lineal, en puntos de operacion adecuados (z,w,u) = (2, w?, u?):

Ay = {8f(x7w,U)1 , By = M} :
Oz (29w u?) - Ou (@ ) u)
Py = M}  Caie M] ,
L ow (a:?,w?,u?) L Ox (xngio)
[ Os(w Oh(x,w
Sd,i = ( ) > Qd,i = g :
[ Ow (w?) ow (29 w?

Dado (z,wg,uy) el modelo difuso para el problema de regulation difusa para

sistemas discretos definido por las ecuaciones (5.1)-(5.5) es representado mediante:

Tpy1 = Z hyi(z1.6){Agicr + Baiug + Pajwy}, (5.18)
i1
Wiyl = Z ho,i(22,k)SaiWr, (5.19)
i1
ep = Z hyi(#1,6)Caizr — Z ha,i(22,k) Qa,iWr, (5.20)
i1 i1

donde zp € R" es el vector de estados de la planta; w, € R® es el vector de
estados del exosistema; ur € R™ es la senal de control; e, € R™, y h,;(2) es el

peso normalizado de cada regla, 1 para la planta, 2 para el exosistema, ademas,
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dependen de la variable premisa de la funcién de membresia z, j en M;j, es decir,
D '
Oui(2en) = H M (24 ) (5.21)
j=1
hui(Zek) = Duslenr) (5.22)

T )
> @nilzer)
i=1

> hei(za) = 1, (5.23)
=1

hei(zer) > 0 (5.24)

CON 2y = | Zu1k Zuok --- Zwp,k | cOmo funcionde zy y/owy, parai=1,...,7,

yi=1,...,p.

5.3. El problema de regulacién difusa discreta en

tiempo discreto

El problema de regulacion difusa de la salida en tiempo discreto consiste
en encontrar un controlador u, = a(xg, wy), tal que el sistema en lazo cerrado sin

senal externa

r1
Tpy1 = Z hyi(z1%) {Aqixr + Baio(xg,0)},

i=1

tenga un punto de equilibrio asintoticamente estable.

La solucion del sistema (5.18)-(5.20) satisface que

lim e = 0. (5.25)

k—o0

Teorema 5.3.1. El problema de requlacion difusa discreta de la salida con infor-
macion completa para el sistema (5.18)-(5.20) se puede resolver si y sdlo si los
pares (Aqi, Ba;) son estabilizables y existen mapeos w(wy) y y(wg), con w(0) =0

y v(0) = 0, ambos definidos en una vecindad W° C W del origen, satisfaciendo
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las condiciones

w(s(wr)) = Y hii(z1x) {Aqim(wi) + Bagy(wy) + Pogwy},  (5.26)

i=1

71 T2
0 = Z hy i(z1.)Caim(wy) — Z hai(z2,)Qa Wi, (5.27)
i1

i=1

para todo w € W°; w(wy) es la variedad de error cero en estado estacionario, la

cual se hace invariante por efecto de la entrada ~(wy). ©
Demostracion. Refiérase a [§]. O

Si asumimos la solucion de los mapeos 7(wg) y v(wy) como
T1 T2
T(wy) = Z hii(z1k) Z h2,i<22,k)Hi,jwka (5.28)
i=1 j=1
T1 T2
F(wy) = Z hii(z1k) Z hai(22,) i jwr, (5.29)
=1 j=1

respectivamente, con II; ; y I'; ; como solucién de 7, - ro problemas lineales locales,

definidos como

11555 = Aqillij + Bail'ij + Fa, (5.30)
0= Cyillij — Qu, (5.31)
para todoi =1,...,r1y j = 1,...,79, la siguiente ley de control se obtiene [§],

[16] y [5],

1 71 r2
U = Z hl,i(zl,k>Ki Tk — Z hl,i(zl,k> Z h2,j(22,k)Hijwk)
h=1 =1 = (5.32)
+ Z hui(z1k) Z ha.j (z2)Lijwp.-
i=1 j=1

Sin embargo, este controlador no siempre es vélido y seré necesario comprobar su
validez mediante la sustitucion de m(wy) v y(wg) en (5.26) y (5.27). Lo anterior

conduce a dos condiciones necesarias para asegurar la regulacion exacta:
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1. La variedad de error cero en estado estacionario es la misma para todos los

subsistemas m(wy,) = Iwy, es decir, I1;; = 11,

2. La matriz de entrada es la misma para todos los subsistemas B; = B y/o
Fij = F?

paratodoi=1,...,ryj=1,...,7ry. Entonces, silas condiciones 1 y 2 se cumplen

la siguiente senal de control u; emerge

U — Z hl,i(zl,k)Ki [.Tk — Hwk] + Z hlﬂ'(zl’k) Z h27j (zm)Fijwk. (533)
h=1

i=1 j=1

Por otra parte, la existencia de un estabilizador difuso de la forma uy = >/ | hy ;(216) K2k,
asegurando que el error de seguimiento converja asintoticamente a cero, puede ser
obtenido mediante el compensador paralelo distribuido (PDC) [54], [55] u otro

analisis de estabilidad difusa para modelos T-S discretos tal como [40].

El siguiente teorema proporciona las condiciones de existencia para la regu-

lacion difusa exacta de sistemas discretos difusos tipo T-S:

Teorema 5.3.2. La regulacion difusa exacta con informacion completa de siste-
mas definidos como (5.18)-(5.20) tiene solucion si a) existe la misma variedad de
error cero en estado estacionario m(wy) = I1 ; b) existe uy = > .1, hi (21 6) Kizk
para el sistema difuso discreto; c) el exosistema wyy1 = s(wy) es Poisson estable, y
las matriz de entrada es igual para todos los subsistemas B; = B. Ademds, el pro-
blema de la regulacién difusa exacta de sistemas discretos tiene solucion

aplicando

Up = Z hy i (21,6) K [z, — Twy] + Z hy (1) Z ha j(z2.)Ljwg.
h=1

i=1 j=1

Demostracion. Del andlisis previo, la existencia de los mapeos m(wy) = Huwy y
Y(wg) = >0k hai(z1k) 252:1 ha ;j(22,) ijwy, se garantizan cuando las matrices de
entrada B; son iguales para todos los subsistemas y la soluciéon de r; - 5 problemas

locales lineales con

I1;;S; = Aqillij + Bal'ij + P,
0 = Cdﬂ'Hi,j - Qd,ia
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conducen a que II;; = Il para todoi=1,...,r1yj=1,...,72.

Por otra parte, la inclusion de la condicion b) ha sido discutida ampliamente

en [16], [5], [50], [51], [40] y [6], e implica la existencia del estabilizador difuso.

Condicion c) asegura la no existencia de términos cruzados ensures en las
ecuaciones locales de Francis. Finalmente, la condicion d) para evitar bye senal
de referencia y,.; converja a cero, lo cual convertirfa el problema de regulacion a
un problema simple de estabilidad. El resto de la prueba viene directo del anélisis

previo. 0

5.4. Sincronizacion cadtica de sistemas T-S en tiem-

po discreto

Como se ha mencionado anteriormente la estabilizacién y sincronizacion de siste-
mas cadticos son problemas desafiantes y estimulantes, debido a sus capacidades
de describir una gran variedad de fenémenos interesantes. Esta seccion incluye éste
problema, mediante el uso de la teoria de regulaciéon en su version extendida a los

sistemas T-S en tiempo discreto.

5.4.1. Discretizaciéon de sistemas T-S en tiempo continuo

Existen pocos métodos para discretizar sistemas lineales invariantes en el tiempo
(LTT). Sin embargo, estos métodos no se pueden aplicar directamente a los mode-
los difusos en tiempo continuo, dado de que el proceso de defusificacién no es LTI
pero si variante en el tiempo. Una matriz de transicion de estados para su discre-
tizacion es muy compleja de obtener. El siguiente teorema provee un fundamento
matematico riguroso para la discretizacion de un modelo difuso T-S en tiempo
continuo [25], [56] y [57].

Teorema 5.4.1. El sistema difuso T-S en tiempo continuo

Regla i del modelo:
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ST z(t) es Mi y -+ y 2,(t) es M},
p(t) = Ax(t) + Bu(t), )
ENTONCES{ (1) w0+ Bult). gy (5.34)
y(t) = Cix(t),
es posible expresarlo a su forma discreta
Regla i del modelo:
STz es Mj y--- y zpi es M,
ENTONCES{ " e T 1 e (5.35)
u. = Caxy,
con
T2
Ts ‘
0
donde T es el tiempo de muestreo.
Demostracion. véase [25], [56] y [57]. O

5.4.2. Sincronizacién completa

Nuevamente, ambos el sistema de referencia y el sistema de respuesta estan

modelados por el mismo atractor (Réssler), sincronizacion completa [58], con la

diferencia del sistema de respuesta que esta influenciado por la de entrada u(t).

Considere dos osciladores caodticos Rossler como w = f(w) (sistema de refe-

rencia) y £ = f(x,w,u) (sistema de respuesta); el modelo difuso T-S en tiempo

discreto, de dos reglas para x;;, € [c — d, ¢+ d], que representa exactamente este

sistema esta representado por
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2
Tpe1 = Z hy (21 k) { Aizk + Biug + Pawy}, (5.38)
i=1
2
Wgp1 = Z ha i (w1 k) Siwg, (5.39)
i=1
r2 2
€ = Z hl,i(~771,k)0ixk - Z h2,i<w1,k)inka (5-40)
i=1 i=1

donde
1 -1, -1, ] [ _T. ~T.
A= | T, alu+1 0 C Sui=| T, auTi+1 0
I, 0 1—dT, b, T, 0 1—d,T.
I R A SR [ T, _T
Aga=| T, aTu+1 0 , Siz=| T, ayTi+1 0
b, 0 Tud+1 b, T, 0 d,T. + 1
T
Bd,1:Bd,2:[0 0 Tsi| ; Ci,k:Qi,k:[l 0 0}7

cona=0,34,b=04, c=4,5, a, =0,34, b, =04, ¢, = 4,5y T, = 0,0036.

Ademas, las funciones de membresia para este sistema son

C—X C—X
hl,l(xl,k‘) = % (1 + d Lk) ) h172(ﬂ717k) = % (1 - d 17k) )

c—w c—w
ha1(wie) = % (1 + P M) , hop(wiy) = % (1 i 1’k> )

El atractor resultante puede verse en la fig.5.1
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Atractor de Rdssler difuso en tiempo discreto

X3k

an o N A OO

10

X
-10 -5 Tk

FIGURA 5.1: Sistema difuso discreto T-S del atractor Rossler

Entonces, usando el método derivado de este trabajo y de (5.30)-(5.31), la

variedad de error cero en estado estacionario m(wy) = II, es decir, II;; =11

1 00
IL; =1II=1{0 1 0f,
0 0 1

ademas, I';; estan definidas como
Py=[000] Tia=]00 2]

Pai=[00 —20], Ta=[00 0]

Por otra parte, el estabilizador difuso para este sistema esté calculado a partir de

la formula de Ackermann y localizado los valores propios como:

1. Subsistema [0,9980 + 0,0062: 0,9980 — 0,00627 0,9982],

2. Subsistema [0,9980 + 0,0062i 0,9980 — 0,00627 0,9982],

las siguientes ganancias se obtienen

K = [ 3,1629 0,9257 8,0354 } ;

KQ:[3,1629 0,9257 —11,9646]
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Observacion 11. Es importante verificar que el estabilizador difuso sea valido para
el modelo difuso T-S completo, mediante la comprobaciéon de los valores propios

en las regiones de interpolacion dentro del circulo unitario [40].

Entonces, colocando las condiciones iniciales z(0) y w(0) como x(0) = [5 0 6]
y w(0) = [1 0 0]7; aplicando la ley de control descrita en (5.33), los siguientes

resultados, mostrados en las figs. 5.2 y 5.3, se obtienen.

Control u,
10 |
_uk
5 —
- O
E
2
£
<< _5 |
10 a
_15 | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo
F1GURA 5.2: Senal de control de la sincronizacién completa de dos sistemas
difusos T-S Rossler en tiempo discreto
Error de seguimiento €1 Xy Wy
4 \ \ \
_e1,k
3 —
2 —
3 1 .
g
<0

-2 —

_3 | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo

F1GcURA 5.3: Error de seguimiento de la sincronizaciéon completa de dos sistemas
difusos T-S Rossler en tiempo discreto

El seguimiento de los estados de respuesta contra los de seguimiento son

mostrados el las figs. 5.4-5.6.

Como se puede observar, el error tiende asintoticamente a cero, debido a que

el problema en cuestiéon cumple con los requerimientos de teorema 5.3.2.
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Amplitud

20 25 30 35
Tiempo

40

FIGURA 5.4: x1 vs wy de la sincronizaciéon completa de dos sistemas difusos T-S

Rossler en tiempo discreto

X2,k Vs W2,k

Amplitud

|
20 25 30 35

40
Tiempo

FIGURA 5.5: xo vs wo de la sincronizaciéon completa de dos sistemas difusos T-S

Rossler en tiempo discreto

Amplitud

| | | |
0 5 10 15

20 25 30 35 40
Tiempo

FIGURA 5.6: 9 vs wy de la sincronizaciéon completa de dos sistemas difusos T-S
Rossler en tiempo discreto
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Conclusiones

El diseno de un controlador difuso para sistemas continuos e invariantes en el
tiempo, con base en la combinacion de reguladores locales ajustados por funciones
de membresia, es tratado en este trabajo. La idea principal se basada en la cons-
truccion de un regulador global formado por un conjunto de reguladores lineales.
Sin embargo, éstos incluyen en su forma funciones de membresia diferentes a las
establecidas en la planta difusa. Estas nuevas funciones estan obtenidas de forma
analitica, mediante la igualacion del regulador difuso global y la suma ponderada

de reguladores locales.

El regulador presentado permite flexibilidad en la forma de las matrices de
entrada, restriccion que se presenta cuando el regulador esta basado en la suma
ponderada de reguladores locales y con funciones de membresia iguales a las defi-
nidas en la planta difusa, aplicAndose a un rango mas amplio de sistemas difusos
T-S. Debido a que el problema aiin se encuentra abierto, una clase de sistemas T-S
estan considerados con el objetivo de resolver el problema mediante la suma pon-
derada de reguladores locales; esta clase de sistemas difusos puede, comtunmente,
encontrarse en sistemas mecénicos, electromecanicos, electréonicos, roboéticos, etc.
Por lo tanto, el enfoque propuesto incluye el anéalisis para modelos tipo SISO y

MIMO, al menos para esta clase de sistemas T-S.

Por otra parte, las funciones de membresia propuestas permiten encontrar un

regulador difuso valido para todo ¢ > 0, evitando verificar la validez del controlador

119
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cuando se calcula a partir del modelo difuso global; éstas aseguran un controlador

valido para toda la region previamente definida (sector no lineal) del modelo difuso.

La principal ventaja que ofrecen estas expresiones analiticas, es que permiten
resolver el problema de regulacion difusa de la salida de manera exacta, ademas,
pueden ser implementadas de manera sencilla. Como consecuencia, dos aspectos
fundamentales del problema de regulacion son necesarios: la variedad de error cero
en estado estacionario, la cual por la forma de la planta, es invariante y la entrada
en estado estacionario que incluye nuevas funciones de membresia que combinan

los reguladores locales.

Notese, que el método propuestos incluye la expresion analitica del los re-
guladores locales; la variedad de error cero, comin para todos los subsistemas;
el estabilizador, y nuevas funciones de membresia en el regulador. Entonces, el
problema de regulacion difusa existe para una clase de sistemas difusos T-S si
se cumplen las condiciones de: variedad en estado estacionario estatica y que los
elementos de la matriz de entrada tengan el mismo signo, restriccion que puede
aparecer fuera del rango de operacion, pero esto, requerira de un estudio particular

del sistema.

Ademas, el método utilizado en este trabajo evita construir, de forma parti-
cular, un regulador difuso global, el cual en muchos casos es complejo. Contrario
a esto, la aproximacion propuesta ofrece una forma simple de diseno del regula-
dor completo, basado en reguladores locales, pero ahora con diferentes funciones
de membresia en el regulador. Claramente, estos resultados deben coincidir con
los establecidos por Francis en el caso lineal y Francis-Isidori-Byrnes para el no
lineal; la efectividad del método aplicado al modelo no lineal dependera en gran
medida de como fue modelado el sistema, ya que los resultados presentados estan

disenados sobre el modelo difuso T-S.

Adicionalmente, la regulacién de sistemas difusos en tiempo discreto para
sistemas Takagi-Sugeno con base en la combinaciéon de reguladores locales linea-
les se ha presentado, teniendo asi, una extension natural del trabajo. Ademas, las
condiciones suficientes para para la existencia del controlador, que asegura la regu-
lacion exacta, se han proporcionado, evitando de esta manera resolver un complejo

problema no lineal.
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Por otra parte, los mapeos m(wy) v v(wy) que garantizan la propiedad de
regulacion pueden ser facilmente obtenidos mediante un conjunto de ecuaciones
lineales simultaneas, expresiones que se pueden programar mediante programas de

célculo como Mathematica y/o Matlab.

Aplicaciones como el problema de sincronizacién cadtica se exhiben, permi-
tiendo resolver ésta mediante técnicas lineales de una manera practica y de facil
implementacion. Lo anterior conduce a que usando los enfoques presentados es
este trabajo, estudiantes que estan entrando al campo de control puedan resolver
una cantidad amplia de problemas que normalmente requieren conocimiento de

topicos avanzados.

Sincronizacion de atractores cadticos descritos por modelos difusos T-S en
tiempo continuo y discreto es ahora posible usando teoria de regulacion difusa,
ejemplos ilustrativos son considerados con el objetivo de mostrar la efectividad del

método propuesto.

6.1. Trabajos futuros

Este estudio estd centrado en una clase de sistemas que debido a la forma de
la planta (4.21) la variedad en estado estacionario es lineal, es decir, igual para
todos los subsistemas. Por lo tanto, el término de estabilizacion en el control global
esta bien definido. Sin embargo, el problema de regulaciéon difusa de la salida de
forma exacta, implica cierta complejidad al resolverse, cuando la variedad de error
cero es no lineal. En la mayorfa de los problemas la forma de planta implica no

linealidades en ésta, lo que implica los siguientes aspectos a considerar:

= Ampliar la clase de sistemas tipo Takagi-Sugeno

= Resolver el problema del estabilizador cuando la variedad en estado estacio-

nario es no lineal

= Encontrar las funciones de membresia de estabilizador y regulador que re-

suelven el problema de regulacion difusa
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» Considerar el problema de regulacion difusa cuando no se cuenta con la

retroalimentaciéon de los estados

= Implementar nuevas funciones de membresia, que involucren diversas técni-

cas computacionales (soft computing), para asegurar la regulacion exacta



Apéndice A
Teoria de Variedad Central

Considere el sistema no lineal definido por

i= f(z), (A1)

donde f es un campo vectorial C" con r > 2 definido en un subconjunto U de
R", vy sea x° € U un punto de equilibrio de f, es decir, un punto que cumple
con f(x°) = 0. Se sabe que para determinar la estabilidad asintélica de un punto

(local) es necesario el comportamiento en la aproximacion lineal de f en z = 0.

o
h= [%] :z::()7

denota la matriz jacobiana de f en z = 0. Entonces:

Tenemos que la ecuacion

1. si todos los valores propios de F' estan en el lado izquierdo de plano complejo,

entonces, z = 0 es un punto asintéticamente estable de (A.1),

2. si alguno o mas de los valores propios de F' estan en el lado derecho del plano

complejo, entonces, © = 0 es un punto inestable de (A.1).

Este importante resultado es comunmente conocido como el principio de
estabilidad en la primera aproximacion. Ademés, se sabe que este principio no
cumple completamente con el anélisis de la estabilidad local del equilibrio x = 0,

ya que nada se puede inferir acerca de las propiedades asintoticas de (A.1) cuando

123
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algin valor propio de F' tiene parte real cero. El caso donde el sistema F' contiene
algunos valores propios con parte real cero es cominmente conocido como caso

critico del andlisis asintotico.

Definicion A.0.1. Una subvariedad (C") S de U se dice que es localmente inva-
riante para (A.1), si para cada x° € E, existe t; < 0 < ty con la propiedad de que
la integral de la curva x(t) de (A.1), satisfaciendo x(0) = x°, es tal que x(t) € S
para todo t € (t1,t2).

Supongase que la matrix F' tiene n¢ valores propios con parte real cero, n® con
parte real negativa y n" con parte real positiva. Entonces, se sabe por algebra lineal
que el dominio del mapeo lineal F' puede ser descompuesto como las suma directa
de tres espacios invariantes, denotados como E¢ E*, E* (que tienen dimensiones

n¢,n® n"), con la propiedad que F|gc tiene todos sus valores propios con parte

real cero, F'|gs con parte real negativa y F|g« con parte real positiva. Si el mapeo
lineal de F es visto como una representacion de la diferencial (en = 0) del mapeo
no lineal f: x € U — f(z) € R™, su dominio es el espacio tangente T,U a U en
x =0, y los tres subespacios involucrados pueden verse como subespacios de T,U
satisfaciendo

T.U =FE“® E° & E".

Definicién A.0.2. Sea x = 0 un punto de equilibrio de (A.1). La variedad S,
pasando a través de x = 0, se dice ser una variedad central para (A.1) en z =0,

st es localmente invariante y el espacio tangente a S en 0 es exactamente E°.

Ahora bien, se considera solamente los casos donde la matriz F' tiene todos
los valores propios con parte real negativa o cero, ya que estos son los tnicos
casos en los cuales © = 0 puede ser de equilibrio estable. En cualquiera de estos
casos, uno siempre puede escoger coordenadas en U tal que el sistema (A.1) pueda

representarse CcOo1mo

Y= Ay +g(y, 2),

(A.2)
z = Bz+f(y,z),

donde las matrices A (n® x n®) y B (n° x n) tienen todos los valores propios con
parte real negativa y con parte real cero respectivamente, ademas, las funciones

gy [ son funciones C" que desaparecen en (y,z) = (0,0) junto con todas sus
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derivadas de primer orden. De hecho, basta con expandir el lado derecho de (A.1)

a la forma
f@) = Fz + f(x),

donde f (x) desaparece en x = 0 junto con todas sus derivadas de primer orden y

F' se reduce a una forma de bloque diagonal

reri— [ 40 :
0 B

mediante un cambio lineal de coordenadas

(g>:Tx

De ahora en adelante solo consideraremos sistemas en la forma (A.2). La existencia

de variedades centrales para (A.2) se ilustra a continuacion.

Teorema A.0.1. Eziste una vecindad V C R™ de z = 0 y un mapeo (C”) 7 :
V = R™ tal que
S={(y,2) eR" xV:y=n(z2),}

es una variedad central de (A.2). ©

Por definicion, una variedad central para el sistema (A.2) pasa a través de
(0,0) y es tangente al subconjunto de puntos cuya coordenada y es 0. Entonces,

los mapeos 7 satisfacen

on
7(0) =0, 5(0) = 0. (A.3)
Ademas, esta variedad es localmente invariante para (A.2), y esto impone en el
mapeo 7 una restriccion que puede ser facilmente deducida de la siguiente forma.
Sea (y(t), z(t)) una curva solucion de (A.2) y suponga que esta curva pertenece a
la variedad S, es decir, es tal que y(t) = m(2(t)). Diferenciando esto con respecto

al tiempo se obtiene la relacién

dy

- = An(2(D) + g(m(2(1)), 2(1))

_ordz_om

= a = g, BA) + fm(2(1), 2(1)).

Dado que una relacion de este tipo se debe satisfacer para cualquier curva solucién

de (A.2) contenida en S, podemos concluir que el mapeo 7 satisface la ecuacion
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diferencial parcial

%(Berf(W(Z(t),Z%Z)) = An(z) + g(7(2), 2). (A.4)

Observacion A.0.1. Considere, en vez del sistema (A.2), un sistema de la forma

y=Ay+ Pz+g(y,2),

(A.5)
Z=Bz+ f(y,2),

donde A es una matriz (n® X n®) que tiene todos sus valores propios con parte real
negativa, B es una matriz (n® x n¢) con todos los valores propios con parte real

cero. Suponga que 7 : V — R™ es un mapeo que satisface 7(0) = 0. La variedad
S={(y,2) eR" xV:y=m(2)}, (A.6)

es localmente invariante para (A.5) si el mapeo 7 satisface la ecuacion diferencial
parcial 5
5o (B4 f(n(2(1), 2), 2)) = An() + Pz + g(n(2), 2). (A7)

Comparando los términos de primer orden en ambos lados, se puede ver que la

matriz

_on
0z

SHIGRGE
((1)) -+

Entonces, en vista de la definicion dada anteriormente, se concluye que S es una

I (0)

satisface

de lo cual se deduce que

variedad central para (A.5) siy solo si (A.7) se mantiene. ¢

La oracion anterior describe la existencia, pero no la unicidad de una variedad

central para (A.5). De hecho un sistema puede tener muchas variedades centrales.

Lema A.0.1. Supdngase que y = m(z(t)) es una variedad central para (A.2) en
(0,0). Sea (y(t),z(t) una solucion de (A.2). Existird una region U° de (0,0) y
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nimeros reales M > 0, K > 0 tal que, si (y(0),2(0)) € U°, entonces
ly(t) = w(2(t)[| < Me™""[ly(0) — m(=(0))]
para todo t > 0, siempre que (y(t),2(t)) € U° ¢
Este lema muestra que cualquier trayectoria del sistema (A.2) empezando en
un punto lo suficiente cercano a (0, 0), es decir, cercano al punto donde la variedad

central ha sido definida, converge a la variedad central a medida que t tiende a

00, con decaimiento exponencial (ver fig. A.1). En particular, esto muestra que si

Ficura A.1: Condicién inicial que inicia cerca de la regiéon central converge a
la variedad central conforme t — oc.

(y°, 2°) es un punto de equilibrio de (A.2) suficientemente cerca de (0,0), entonces,
este punto debe pertenecer a cualquier variedad central de (A.2) pasando a través
de (0,0). De hecho, en este caso la curva solucion de (A.2) que pasa a través de

(0,0) y satisface (y(0),2(0)) = (y°, 2°) es tal que
y(t)=vy° z(t)=2° V>0

y esto concuerda con lo estimado en el Lema A.0.1, solamente si y° = 7(2°).
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Analysis of the fuzzy controllability property and stabilization for a
class of TS fuzzy models

Jesus Alberto Meda—Campaﬁal, Member, IEEE, Jorge Rodriguez-Valdez, Tonatiuh Hernandez-Cortés,
Ricardo Tapia-Herrera, and Valeriy Nosov

In this paper, the controllability property for a class of Takagi-Sugeno (TS) fuzzy models is analyzed, while a fully nonlinear
stabilizer is designed in a practical way. It is shown that global fuzzy stabilizers can be constructed in a non-conservative way by
means of a relatively simple approach. The existence of such controllers depends on the fuzzy controllability conditions which are
derived in a straightforward way. The main advantage of the proposed approach is that the convergence of the closed-loop system
can be imposed arbitrarily. Some examples are given in order to illustrate the validity of the method. Finally, the proposed controller
is applied on an underactuated system known as “the pendubot” and the results are compared with an stabilizer designed on the

basis of LMIs.

Index Terms—Fuzzy controllability, fuzzy stability, Takagi-Sugeno Fuzzy models, fuzzy Ackermann’s formula.

I. INTRODUCTION

N recent years, some techniques have been developed

in order to characterize nonlinear systems by means of
linear local subsystems [19], [20]. One of this approaches
is the well-known Takagi-Sugeno (TS) fuzzy modelling. This
technique allows describing the nonlinear dynamics by means
of a suitable “blending” of linear subsystems. Thus, local
controllers can be designed for each subsystems, obtaining the
aggregate controller by the same procedure used to compute
the TS overall fuzzy system.

In [21], a practical approach based on numerical techniques,
namely Linear Matrix Inequalities (LMIs), is derived to design
the overall fuzzy stabilizer, known as Parallel Distributed
Compensator (PDC). This approach depends on finding a
common positive definite matrix P, which has to fulfill local
and global Lyapunov conditions.

Unfortunately, the PDC has been proved to be a conservative
approach. The relaxation of the conditions to design the fuzzy
stabilizers for Takagi-Sugeno (TS) fuzzy models has been
thoroughly investigated by many authors [1], [4], [6], [8], [9],
(101, [131, [171, [18], [22], [23], [24], [27], [28], [29], [30],
[31].

For instance, while some works consider the inclusion of
basis-dependent Lyapunov function, which can be described

This work was partially supported by CONACYT (Consejo Nacional
de Ciencia y Tecnologia) through scholarship SNI (Sistema Nacional de
Investigadores) and by IPN (Instituto Politécnico Nacional) through research
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de Actividades Académicas) and PIFI (Programa Institucional de Formacién
de Investigadores).

J. A Meda-Campafia (jmeda@ipn.mx, jesus.meda@gmail.com), J.
Rodriguez-Valdez (jrvsalonica@hotmail.com), T.  Hernandez-Cortés
(tona_hernand@yahoo.com.mx) and V. Nosov (nosovval@hotmail.com)
are with the Department of Mechanical Engineering of Seccion de Estudios
de Posgrado e Investigacion de la Escuela Superior de Ingenieria Mecanica
y Eléctrica. Campus Zacatenco del Instituto Politécnico Nacional. Av. IPN
S/N. Colonia Lindavista. 07738. México, D.F. 1Corresponding author.

R. Tapia-Herrera (rtapiah@ipn.mx, odracyr_gni@hotmail.com) is with Es-
cuela Superior de Ingenieria Mecénica y Eléctrica. Campus Zacatenco del
Instituto Politécnico Nacional. Av. IPN S/N. Colonia Lindavista. 07738.
México, D.F.

as the fuzzy version of the well-known Lyapunov function
proposed in [22]; other authors suggest the addition of positive
definite matrices in order to relax the approach based on the
common positive definite matrix P, but knowledge of the
membership function overlap has to be taken into account [17].

As expected, in many of the references mentioned above,
the improvement achieved by the proposed approaches has
been notable, but the stability relaxation for TS fuzzy models
is not fully solved, in general. For that reason, the designing of
non-conservative fuzzy stabilizers is addressed in the present
paper.

In this work, the TS fuzzy model is considered as a
particular type of linear time-varying systems, such that, very
well-known linear techniques can be applied to design the
fuzzy stabilizer.

It is important mentioning, that although linear techniques
are used to design the stabilizer, a nonlinear controller is ob-
tained. Such a stabilizer is defined on the basis of the member-
ship functions included in the TS fuzzy model, guaranteeing
the efficacy of the stabilizer along the whole approximation
region of the TS fuzzy system.

On the other hand, a priori determination of controllability
property for TS fuzzy models is an open problem. There
exist very few works related with this issue, one of them is
[3], where the authors proposed an approach based on the
linearization of the TS fuzzy model. Unfortunately, when the
resulting linearized system is non controllable, the controlla-
bility property of the overall fuzzy model must be analyzed
through of a complex algorithm. And, as it is presented in
Section IV, in some cases this method may fail at the moment
of analyzing the overall fuzzy controllability property.

Therefore, the contributions of present work are: 1) To
propose a practical approach to achieve arbitrary stabilization
of a TS fuzzy model, and 2) To analyze the controllability
property for a class of TS fuzzy systems in a practical way
for all ¢ > 0, independently of the form of the membership
functions; but considering that, at most, two fuzzy rules are
activated at the same instant (Observe that this condition is
fulfilled by a great variety of TS fuzzy models).

1063-6706 (c) 2013 IEEE. Personal use is permitted, but republication/redistribution requires IEEE permission. See
http://www ieee.org/publications_standards/publications/rights/index.html for more information.
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This paper is organized as follows. A brief remainder of
the Takagi-Sugeno fuzzy models is given in Section II. The
overall fuzzy stabilizer is obtained in Section III. The analysis
of the overall fuzzy controllability property is carried out in
Section IV by using some simple examples. Then, in Section
V, the approach is applied on the underactuated system. And
finally, in Section VI some conclusions are drawn.

II. TAKAGI-SUGENO FUZZY MODELS

Consider the nonlinear system given by

f(t), u(t)), €]

where x(t) € R™ is the state vector of the plant and u(t) € R
is the input signal.

It is now well-known that a good approximation, or exact
representation, for nonlinear systems is provided by the so-
called TS fuzzy modelling [21]. In this way, the nonlinear
behavior can be approximated, or exactly represented, by the
suitable choice of a set of linear subsystems, according to rules
associated with some physical knowledge and some linguistic
characterization of the properties of the system. These linear
subsystems properly describe, at least locally, the behavior of
the nonlinear system for a predefined region of the state space.

So, nonlinear dynamics defined by equation (1) can be
approximated, or exactly described, by the following TS fuzzy
model [20], [21]:

Plant

Rule ¢

IF Zl(t) is Mi,l and ...

i(t) =

and z,(t) is M;, THEN

.%‘(t) = All’(t) + bm(t), 2)
where sets M; ; are fuzzy sets defined on the basis of a
previous knowledge of the dynamics of the system, and
premise variable z(t) = [21(t) 2z2(t) ... 2zp(¢)] is a function
of x(t).

Matrices 4; € R™", and b; € R™*! can be obtained
by linearizing the nonlinear system around some suitable
operation points (z,u) = (zf,u?), i.e

8f T, u af T, U
A= g |(m’,u”)7 b, = g |(“"'7“7/) '

Ox ou

Then, the membership functions need to be chosen, taking
into account that the overall fuzzy model has to approximate
the nonlinear dynamics (1), at least in the operation region.

On the other hand, one can apply the Sector Nonlinearity
approach presented in [21] (pages 10 to 23) which allows
to obtain a TS fuzzy model capable of exactly representing
the original nonlinear dynamics. This method produces both,
linear matrices and membership functions needed to conform
the TS fuzzy model.

In any case, the resulting composite system is defined by
[21]

it) = Zhvs(Z(t)){Aﬂ(t)+biU(t)}, 3)

where r is the number of rules for the fuzzy plant, z(t) € R"
is the state of the plant, and u(t) € R is the control signal.
Besides, membership functions for the fuzzy plant satisfy

wi(z(t) = HMi,j(zj(t)» “4)
h(() = -2 s)

PILAC0)

for all ¢ > 0, and the term M; ;(z;(t)) is the membership
value for M; ; at z;(t). Also, since

Zwi(z(t)) >0,

(6)
@;(z(t)) = 0, i=1,...,r,
one has
.
> hi(z(t) =1,
i=1 N
(1) 20, i=1...n
for all £ > 0.

The TS fuzzy models are nonlinear systems and the mem-
bership functions are responsible to reproduce such a non-
linear behavior. However, the TS fuzzy models can be also
viewed as the weighted summation of linear systems, where
the weights are instantaneously defined by the membership
functions which in turn depend on the states of the system.

At this point, system (3) can be rewritten as

i(t) = A@)z(t) + b(t)ul(t), (8)
with

Alt) = Zhi(z(t))An

b(t) = Zh,-(z(t))bi.

The rationale behind this representation is that the member-
ship functions depend on the states of the plant x(t) which
in turn depend on time. Therefore the membership functions
ultimately depend on time t. However, it must to be kept in
mind that equations (8) describe a nonlinear system.

Thus, the system (8) is actually the TS fuzzy model to
be analyzed and stabilized. Interested readers are referred to
[5], [14], and [16], where the stability of linear time-varying
systems is deeply studied.

In the following section, an approach based on Ackermann’s
formula is proposed to obtain a nonlinear gain K (t) by
considering the TS fuzzy model as a special case of linear
time-varying systems. As consequence a controller of the form
u(t) = —K(t)z(t) will be easily obtained. The interested
reader is referred to [11], [26] and references therein, where
the authors have shown how the Ackermann’s formula can be
used to stabilize linear time-varying systems.

1063-6706 (c) 2013 IEEE. Personal use is permitted, but republication/redistribution requires IEEE permission. See
http://www ieee.org/publications_standards/publications/rights/index.html for more information.
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The synchronization of chaotic systems, described by discrete-time T-S fuzzy models, is treated by means of fuzzy output regulation
theory. The conditions for designing a discrete-time output regulator are given in this paper. Besides, when the system does not
fulfill the conditions for exact tracking, a new regulator based on genetic algorithms is considered. The genetic algorithms are
used to approximate the adequate membership functions, which allow the adequate combination of local regulators. As a result,
the tracking error is significantly reduced. Both the Complete Synchronization and the Generalized Synchronization problem are

studied. Some numerical examples are used to illustrate the effectiveness of the proposed approach.

1. Introduction

A special nonlinear dynamical phenomenon, known as
chaos, emerged in mid-1960s and reached applicable tech-
nology in the late 1990s and was considered as one of
the three monumental discoveries of the twentieth century.
On the other hand, fuzzy logic, a set theory and then
an infinite-valued logic, gets a wide applicability in many
industrial, commercial, and technical fields, ranging from
control, automation, and artificial intelligence, just to name
a few. Fuzzy logic and chaos had been considered by many
researches and engineers as fundamental concepts and the-
ories and their broad applicability in technology as well. The
interaction between fuzzy logic and chaos has been developed
for the last 20 years leading to research topics as fuzzy
modeling of chaotic systems using Takagi-Sugeno models,
linguistic descriptions of chaotic systems, fuzzy control of
chaos, synchronization, and a combination of fuzzy chaos for
engineering applications [1, 2].

In the 1960s, Rechenberg [3] introduced “evolution
strategies,” a method to optimize real-valued parameters for

devices such as airfoils. This idea was further developed
by Schwefel in [4]. Genetic algorithms (GAs) were initially
developed by Bremermann [5] in 1958 but popularized and
developed by Holland in the 1960s. In contrast with evolution
strategies and evolutionary programming, Holland’s idea
was not to design algorithms to solve specific problems but
rather to formally study the phenomenon of adaptation, as it
occurs in nature, and develop ways in which the mechanisms
of natural adaptation might be transferred into computer
systems [6]. The genetic algorithm is presented as abstraction
of biological evolution and theoretical framework for adapta-
tion for moving from one population of “chromosomes” (e.g.,
strings of ones and zeros, or “bits”) to a new population by
using a kind of “natural selection” together with the genetics-
inspired operators of crossover, mutation, and inversion.
Each chromosome consists of “genes” (e.g., bits); each gene
is being an instance of a particular “allele” (e.g., 0 or 1).
The operator selection chooses those chromosomes in the
population that will be allowed to reproduce and those
adjusted chromosomes produce more offspring than the less
ones [7].



According to Fogel and Aderson [8], Bremermann was
the first to implement real-coded genetic algorithms as well
as providing a mathematic model of GA known as the one-
max function. In contrast to genetic algorithms, Evolutionary
Strategies were initially developed for the purpose of param-
eter optimization. The idea was to imitate the principles of
organic evolution in experimental parameter optimization
for applications such as pipe bending or PID control for a
nonlinear system [9].

Synchronization of chaotic systems is one of the more
exiting problems in control science and can be referred at
least to Huygen’s observations [10]; it is understood as one of
the trajectories of two autonomous chaotic systems, starting
from nearly initial conditions and converging to the other,
and remainsast — ©0;in [11] it was reported that some kind
of chaotic systems possesses a self-synchronization property.
However, not all chaotic systems can be decomposed in
two separate responses subsystems and be able to synchro-
nize the drive system. The ideas of these works have led
to improvement in many fields, such as communications
[12], encrypted systems, the complex information processing
within the human brain, coupled biochemical reactors, and
earthquake engineering [13].

Synchronization can be classified as follows: Complete
Synchronization: it is when two identical chaos oscillators are
mutually coupled and one drives to the other; Generalized
Synchronization: it differs from the previous case by the fact
that there are different chaos oscillators and the states of one
are completely defined by the other; Phase Synchronization: it
occurs when the coupled oscillators are not identical and have
different amplitude that is still unsynchronized, while the
phases of oscillators evolve to be synchronized [14]. It is worth
mentioning that studies in synchronization of nonlinear
systems have been reformulated based on the previous results
from classical control theory such as [15-18].

In this paper, the fuzzy output regulation theory and
Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy models are used to solve the
Complete and Generalized Synchronization by using linear
local regulators. Isidori and Byrnes [19] showed that the
output regulation established by Francis could be extended
for a nonlinear sector as a general case, resulting in a set of
nonlinear partial differential equations called Francis-Isidori-
Byrnes (FIB). Unfortunately these equations in many cases
are too difficult to solve in a practical manner. For this reason
in [20] the approach based on the weighted summation
of local linear regulators is presented and in [21] the new
membership functions in the regulator are approximated by
soft computing techniques.

So, the main contribution of the present work is to find
a control law for synchronizing of chaotic systems described
by discrete-time Takagi-Sugeno fuzzy models, first when the
system fulfills the following: (1) the input matrix for all
subsystems is the same and (2) the local regulators share
the same zero error manifold 7(wy). In this way, the results
given in [20] are extended to the discrete-time domain. On
the other hand, when the system master-slave does not fulfill
the aforementioned conditions, new membership functions
are computed in order to enhance the performance of the
fuzzy regulator. Such proposed membership functions are

Mathematical Problems in Engineering

different from those given in the plant or exosystem and are
tuned by using the GA. The tuning of the new membership
functions, which is as generalized bell-shaped function, is
given by optimization of the form parameter.

The rest of the paper is organized as follows. In Section 2
the discrete-time output regulation problem formulation
is given with a brief review of the Takagi-Sugeno models
and the discrete-time fuzzy regulation problem. In Section 3
the tuning of membership functions by means of GAs is
thoroughly discussed. In Section 4 Complete and General-
ized Synchronization with some examples are presented and
finally, in Section 5, some conclusions are drawn.

2. The Discrete-Time Fuzzy Output

Regulation Problem
Consider a nonlinear discrete-time system defined by
X = f (% 0o 1), ©)
i = e (%) ®)
W1 = S (@), (©)
Yretk = 4 (@) (4
ex = h(xp wi), 5)

where x; € R” is the state vector of the plant, w, € W ¢
R® is the state vector of the exosystem, which generates the
reference and/or the perturbation signals, and 1, € R™ is
the input signal. Equation (5) refers to difference between
output system of the plant (y, € R™) and the reference signal
Vet € R™); thatis, h(xp, ) = Y = Yeerse = €(x%) = qlwy)
and take into account that m < n. Besides, it is assumed that
f (% g, wy), h(xg, wy), and s(wy) are analytical functions
and also that £(0,0,0) = 0, s(0) = 0, and (0, 0) = 0 [22].
Clearly, by linearizing (1)-(5) around x; = 0, one gets

Xiey1 = Axk + Buk + Pwk,

Vi = Cxps
Wiy = Swy, (6)
Vet = QW

e = ka - ka.

Thus, the Nonlinear Regulator Problem [19, 23] consists of
finding a controller ;. = a(x, wy), such that the closed-loop
system x;,; = Ax; + Ba(xy, 0) has an asymptotically stable
equilibrium point, and the solution of system (6) satisfies
lim, _, e, = 0.

So, by defining m(w,) as the steady-state zero error
manifold and p(wy) as the steady-state input, the following
theorem gives the conditions for the solution of nonlinear
regulation problem.

Theorem 1. Suppose that wy,, = s(wy) is Poisson stable and
there exists a gain K such that the matrix A + BK is stable and
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This paper is devoted to solve the regulation problem on the basis of local regulators, which are combined using “new” membership
functions. As a result, the exact tracking of references is achieved. The design of linear local regulators is suggested in this paper,
but now adequate membership functions are computed in order to ensure the proper combination of the local regulators in
the interpolation regions. These membership functions, which are given as mathematical expressions, solve the fuzzy regulation
problem in a relative simple way. The form of the new membership functions is systematically derived for a class of Takagi-Sugeno

(T-S) fuzzy systems. Some numerical examples are used to illustrate the viability of the proposed approach.

1. Introduction

One of the most important problems in control theory
consists of finding a controller capable of taking the outputs of
a plant towards the reference signals generated by an external
system, named exosystem.

This problem has been studied by several authors due to
its wide applicability in mechanical systems, aeronautics, and
telematics, just to name a few.

The works of Francis [1] and Francis and Wonham [2]
have shown that the solvability of a multivariable linear
regulator problem corresponds to the solvability of a system
of two linear matrix equations, called Francis Equations. Also
they have shown that, in the case of error feedback, the
regulator which solves the problem includes the exosystem.
This property is commonly know as Internal Model Principle.

Later, Isidori, and Byrnes [3] showed that the result estab-
lished by Francis could be extended to the nonlinear field as
a general case and that the equations of Francis represent a
particular case of a set of nonlinear equations. They showed
that the solvability for the nonlinear case depends on the
solution of a set of nonlinear partial differential equations,
called Francis-Isidori-Byrnes (FIB) equations. Unfortunately,

such equations are too difficult to solve in a practical manner,
in general.

On the other hand, some techniques have been proven
to be an alternative to solve this problem by combining the
theory of output regulation and the Takagi-Sugeno fuzzy
modeling [4-9].

In [10], the authors propose an approach based on the
weighted summation of local linear regulators in order to
synchronize chaotic systems by means of regulation theory.
However, to ensure the exact output regulation, two condi-
tions need to be fulfilled: (1) the same input matrix for all
subsystems, thatis, B; = B, = --- = B,, where r is the number
of rules in the fuzzy model, and (2) same zero error manifold
n(w(t)) for every local subsystem.

Later in [11], the exact output regulator is directly
designed for the overall T-S fuzzy model. Although such
a controller achieves the exact output regulation where
the weighted summation of linear local regulators fails, its
expression may be very large.

For that reason, in the present paper the simplicity of
the fuzzy regulator obtained from the weighted summation
of linear local regulators is exploited; the effectiveness of the
controller given in this approach guarantees at least for a class



of T-S fuzzy models the exact output regulation. To this end,
new membership functions will be systematically computed
in order to adequately combine the linear local regulators,
guaranteeing in this way the proper performance of the fuzzy
regulator in the interpolation regions. A preliminary result
has been given in [6], where the new membership functions
are approximated by soft computing techniques.

The main idea comes from the fact that each local control-
ler is valid, at least, for its corresponding local system, while
the fuzzy interpolation regions require more attention at the
moment of evaluating the performance of the overall fuzzy
controller. For that reason, the proposed approach consists
of finding new membership functions capable of adequately
combine adjacent local controllers in order to achieve the
control goal.

So, the main contribution of the present work is to find
a control law for a class of Takagi-Sugeno fuzzy models, in
order to achieve exact output regulation on the basis of local
regulators and computing of new membership functions,
even if different input matrices appear in the linear local
subsystems. Consequently, one of the restrictions given in
[10] is avoided, and there is no need of verifying the existence
of the fuzzy regulator for all t+ > 0 [11]. Besides, the new
membership functions, allowing the proper combination the
local regulators, are given as a mathematical expressions.

The rest of the paper is organized as follows. In Section 2
the nonlinear regulation problem formulation is given with
a brief review of the Takagi-Sugeno models and the fuzzy
regulation problem. The main result is developed in Section 3.
In Section 4 some examples are presented and finally, in
Section 5, some conclusions are drawn.

2. The Output Regulation Problem

Consider a nonlinear system defined by

x() = f(x(),0®),u), @
y () =c(x(®), 2)

w(t) =s(w(®), (©)

Yeet (1) = q (@ (£)) 5 (4)
e(t)=h(x@®),w (), )

where x(t) € R" is the state vector of the plant, w(t) € W ¢
R® is the state vector of the exosystem, which generates the
reference and/or the perturbation signals, and u(t) € R™ is
the input signal. Equation (5) refers to difference between
output system of the plant (y(f) € R™) and the reference
signal (y,¢(f) € R™), that is, h(x(t), w(t)) = y(£) = Vet =
c(x(t)) — q(x(t)), taking into account that m < n. Besides, it
is assumed that f(x,u, w), h(x,w) and w(t) are C* functions
(for some large k) of their arguments and also that £(0,0,0) =
0, s(0) = 0, and h(0,0) = 0 [12].

Mathematical Problems in Engineering

Clearly, by linearizing (1)-(5) around x = 0 one gets
x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Pw(t),
y(t) =Cx(t),
w(t) =Sw(t), (6)
Yret (£) = Qu (£) 5
e(t)=Cx(t) - Qu(t).

Thus, the Nonlinear Regulator Problem [3, 13] consists of
finding a controller u(t) = a(x(t), w(t)), such that the closed-
loop system, x(t) = Ax(t) +Ba(x(t), 0), has an asymptotically
stable equilibrium point, and the solution of the system (6)
satisfies lim, _, e(t) = 0.

So, by defining m(w(t)) as the steady-state zero error
manifold and y(w(t)) as the steady-state input, the following
theorem gives the conditions for the solution of nonlinear
regulation problem.

Theorem 1. Suppose that w(t) = s(w(t)) is Poisson stable and
a gain K exists such that the matrix A + BK is stable and there
exist mappings x(t) = n(w(t)) and uy, = y(w(t)) with w(0) =
0 and y(0) = 0 satisfying

o (w (1)) B
0 sw®) = f(rw®),w®),yw®)), o)

0=h(m(w®),w).
Then the signal control for the nonlinear regulation is given by
u(t) =Kx @) -mw@)) +yw(). 8)
Proof. See [12,13]. O

Nonlinear partial differential equations (7) are known
as Francis-Isidori-Byrnes (FIB) equations and their linear
counterparts are obtained when the mappings x.(f) =
n(w(t)) and uy(t) = y(w(t)) become into x(t) = IMw(t)
and u(t) = Tw(t), respectively. Thus, the linear problem
is reduced to solve a set of linear matrix equations (Francis
equations) [1]:

IIS = AIl + BI' + P,

©)
0=CI-Q.

2.1. The Exact Output Fuzzy Regulation Problem. Takagi and
Sugeno proposed a fuzzy model composed by a set of linear
subsystem with IF-THEN rules capable of relating physical
knowledge, linguistic characteristics, and properties of the
system. Such a model successfully represents a nonlinear
system at least in a predefined region of phase space [14].
It is important to remark that in this work the exosystem is
purely “linear,” because the computation of new membership
functions for the general case is still an open problem.
The T-S model for system (1)-(5) is given by [15].

Model. Rule i:
IF z,(t) is M'1 and --- and z,(t) is pr,
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The exact output regulation problem for Takagi-Sugeno (TS) fuzzy models, designed from linear local subsystems, may have a
solution if input matrices are the same for every local linear subsystem. Unfortunately, such a condition is difficult to accomplish in
general. Therefore, in this work, an adaptive network-based fuzzy inference system (ANFIS) is integrated into the fuzzy controller
in order to obtain the optimal fuzzy membership functions yielding adequate combination of the local regulators such that the
output regulation error in steady-state is reduced, avoiding in this way the aforementioned condition. In comparison with the
steepest descent method employed for tuning fuzzy controllers, ANFIS approximates the mappings between local regulators with
membership functions which are not necessary known functions as Gaussian bell (gbell), sigmoidal, and triangular membership
functions. Due to the structure of the fuzzy controller, Levenberg-Marquardt method is employed during the training of ANFIS.

1. Introduction

A fundamental problem in dynamic systems is to control a
plant in order to have its outputs tracking some reference
signals produced by an exosystem (external generator), while
the stability property of the closed-loop system is guaranteed.
In this regard, the output regulation problem [1] consists of
finding the control law capable of

(a) stabilizing the closed-loop system when the plant is
not influenced by the exosystem,

(b) taking the tracking error asymptotically to zero when
the plant is under the action of the exosystem.

One of the first works on output regulation theory pre-
sented in the literature was developed by Francis and Won-
ham in 1975 [2]. This paper obtains structural criteria neces-
sary to synthesize multivariable linear regulators with struc-
tural stability to small perturbations. The main contribution
of this work is that structural stability requires feedback from
the regulate variable, and these structural features are called
“internal model principle” Later in 1977 [3], the linear reg-
ulation theory for tracking a reference is proposed by Francis,

by finding that the solution for the output regulation of an
autonomous linear system subject to perturbations and ref-
erence signals can be obtained from a system of linear matrix
equations.

Isidori and Byrnes [1] extend the results obtained by
Francis to the general case in which the plant and/or the exo-
system are nonlinear. They also show that Francis equations
are a particular case of nonlinear output regulation equations.
In addition, they also show, as in linear case, that if the
plant is exponentially stabilizable via output feedback, the
solution for the nonlinear case requires an error feedback
regulator. Unfortunately, the so-called Francis-Isidori-Byrnes
(FIB) equations used to solve the nonlinear output regulation
problem involve a set of nonlinear partial differential equa-
tions which in many cases are too difficult, or even impossible
to solve in a practical way (see Figure 1).

On the other hand, in the real world, there exists a wide
range of problems that involve the analysis of uncertain and
inaccurate information, and that is the main reason for the
“soft computing” The term soft computing, according to
Zadeh, is “A collection of methodologies that aim to exploit
the tolerance for imprecision and uncertainty to achieve
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FIGURE 1: Output regulation scheme for (a) linear systems and (b) nonlinear systems [4].

tractability, robustness, and low solution cost.” Its principal
constituents are fuzzy logic, neurocomputing, and proba-
bilistic reasoning [5]. Each of these approaches has features
that make them suitable to solve different problems. Fuzzy
systems are characterized by their ability to handle and use
inaccurate approximate reasoning, while neural networks
have the property of learning. Many of these tools have been
used with efficiency to solve complex real world problems as
diagnosis, estimation, control, and autonomy of systems.

In that sense, some techniques have been developed to
characterize nonlinear systems by means of linear local sub-
systems [5]. One of these approaches is the well-known
Takagi Sugeno (TS) fuzzy modeling. This technique allows
describing the nonlinear dynamics by means of a suitable
“blending” of linear subsystems, each of them corresponding
to different operation points. Basically, the “combination” is
performed by a weighted summation of linear local sub-
systems. Thus, local controllers can be designed for each
subsystem, obtaining the aggregate controller by using the
same membership functions of the TS fuzzy plant.

As mentioned previously, the set of differential equations
derived by Isidori and Byrnes in nonlinear regulation is dif-
ficult to solve, representing an interesting opportunity to ap-
ply soft computing: in particular neural networks and fuzzy
logic.

For instance, in [6], an iterative algorithm with the struc-
ture of a recurrent neural network is presented. The net-
work is introduced with the purpose of dealing with model
errors caused by the estimation of parameters of an off-line

training and the possible dynamic changes; an online learning
approach providing the necessary parameters for the network
is also used. In this sense, the network can capture the
uncertainties of the system, and the regulator adjusts the
control action in order to guarantee the regulation condition.
That is an attempt to combine the identification capability of
neural networks and the stability properties of the control
theory. As a result, the control structure learns the system
dynamics and ensures the asymptotic convergence of the
error. Subsequently, this method was applied at the control
scheme of a solar plant [7]. Zhang and Wang [8] propose
an approximation in power series form, wherein a neural
network carries out the synthesis and self-tuning of controller
in real time. This method ensures regulation properties,
namely, stability and asymptotic tracking.

Later in [9], the fuzzy output regulation is formulated,
in which a nonlinear system described by a Takagi-Sugeno
fuzzy model follows a reference signal generated by a fuzzy
exosystem. It was also shown that the fuzzy regulation pro-
blem can be solved by means of local linear regulator only if
the following conditions are satisfied.

(i) The zero error manifold 71(w) is equal for every local
linear subsystem (see Figure 1).

(ii) Input matrices B; are equal for every local linear
subsystem, that is, (B; = B, = --- = B;).
Unfortunately, the aforementioned conditions are not

satisfied in a great number of systems. A proposal to over-
come this problem is presented in [5, 10], wherein the fuzzy
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