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i 

OBJETIVO 

 

El objetivo principal de este trabajo es aplicar el efecto MPW “Pozo de 
Potencial Magnético”, el cual se presenta en la interacción magnética de anillos 
superconductores, a un modelo de medidor de alta precisión, es decir, en un 
acelerómetro superconductivo, basado en 2 anillos superconductores fijos y uno 
móvil. 

 
 

RESUMEN 

 

En esta tesis se presenta un tipo de modelo de acelerómetro 
superconductivo, con una masa de prueba levitada en un campo magnético de 
dos anillos superconductores. La masa inercial susceptible, puede ser un anillo 
superconductor libre auto estable suspendido debido al efecto MPW “Pozo de 
Potencial Magnético” entre los dos anillos superconductores fijos. 

 
El modelo que se propone en esta tesis, consiste de tres anillos 

superconductores idénticos alineados, donde uno de ellos es suspendido 
libremente. La información acerca del desplazamiento del anillo superconductor 
libre está incluida en la magnitud de la corriente de los anillos estacionarios, 
medido a través de un SQUIQ (Dispositivo de Interferencia Cuántica). 

 
El efecto MPW consiste en el hecho de que la interacción de energía 

potencial de dos contornos cerrados superconductivos, como una función de 
distancia entre los contornos puede tener un mínimo. Esto significa que la fuerza 
de interacción magnética de dos contornos cerrados superconductivos cambia de 
atracción a repulsión, cuando la distancia disminuye entre ellos. 

 
Este efecto aparece sólo en condiciones de superconductividad, debido a la 

conservación de flujos magnéticos cerrados en el anillo superconductivo, por lo 
cual, el comportamiento del sistema nos permite crear una suspensión estable del 
anillo superconductivo. 

 
El efecto del sistema es similar al comportamiento de un resorte mecánico 

normal, la cual permite una suspensión estable de un cuerpo libre sin contacto. 
 
Las condiciones necesarias y suficientes para la suspensión de la masa de 

prueba, en el equilibrio estable de un anillo superconductivo libre con seis grados 
de libertad en el campo magnético de otros anillos superconductivos son 
presentados. 

 
Se diseñó y construyó una tarjeta de adquisición de datos para determinar la 

zona de trabajo de los anillos superconductores YBCO (YBa2Cu3O7) y BSCCO 
(Bi2Sr2Ca2Cu3O9) de alta temperatura, para implementar el modelo que se 
presenta en esta tesis con estos tipos de superconductores. 
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ABSTRACT 
 
This thesis presents a new type of a superconducting accelerometer model, 

with a levitated proof mass in a magnetic field of two superconducting rings. As the 
sensitive inertial mass, can be a free superconductive ring auto stable suspended 
due to Magnetic Potential Well “MPW” effect between two stationary 
superconducting rings. 

 
The model that we propose in this thesis, consists of three identical aligned 

superconducting rings, one of them is suspended freely. The information about free 
superconducting ring displacement is included in the current magnitude of the 
stationaries rings, measured by a SQUID (Superconducting Quantum Interference 
Device). 

 
The MPW effect is based on the fact that the potential interaction energy of 

two superconducting loops, considered as a function of distance between loops 
may have a minimum. This means that the magnetic interaction force of two 
superconducting loops change from attraction to repulsion, when the distance 
between them diminish. 

 
This effect only appears under superconducting conditions, due to the 

conservation of magnetic fluxes closed in the superconducting rings. Thus, the 
behavior of the system allows to create a stable suspension of the superconducting 
ring. 

 
The effect of such system is similar to the behavior of a normal mechanical 

spring, which permits a stable suspension of a free body with no contact. 
 
The necessary and sufficient conditions for the suspension of the proof mass, 

in the stable equilibrium of a free superconducting ring with six degrees of freedom 
in the magnetic field of others rings are presented. 

 
A data acquisition board was designed and built in order to determine the 

work zone of the high temperature superconducting rings YBCO (YBa2Cu3O7) and 
BSCCO (Bi2Sr2Ca2Cu3O9), for implementing the model that is presented in this 
thesis with these types of superconducting materials. 
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CAPÍTULO ICAPÍTULO ICAPÍTULO ICAPÍTULO I    

 

SUPERCONDUCTIVIDAD 
 

En este capítulo se presenta la evolución histórica de la investigación  en 

superconductividad, en su búsqueda por lograr  temperaturas críticas más altas, así como 

su definición, principales características, clasificación  y efectos que se presentan. 

  

 
1.1 Bosquejo Histórico 
 

Desde que comenzaron a estudiarse los fenómenos eléctricos, algunos 
experimentos demostraron que la resistencia eléctrica de los materiales sufre 
variaciones si se exponen a cambios de temperatura. De hecho, al medirse estas 
variaciones, llegó a calcularse un parámetro conocido como “coeficiente de 
temperatura”, el cual indica qué tanto se modifica el valor de la resistencia de un 
material al aplicarle una variación de temperatura. También se descubrió que casi 
todos los materiales conductores (especialmente los metales), presentan un 
coeficiente de temperatura positivo, es decir, cuando aumenta su temperatura 
aumenta su resistencia y, al contrario, cuando la temperatura desciende, la 
resistencia eléctrica del material tiende a disminuir, este comportamiento es el 
común en la mayoría de los materiales. Por otra parte, los semiconductores llegan 
a tener un coeficiente de temperatura negativo, situación que se aprovecha para la 
fabricación de los termistores. 

 
A finales del siglo XIX y principios del XX la comunidad científica se 

encontraba verdaderamente fascinada con la investigación de los fenómenos 
“criogénicos”. La criogenia es la rama de la física que se ocupa de la aplicación de 
los fenómenos que se producen en la materia al ser sometida a bajas 
temperaturas. 

 
Los experimentos se orientaban principalmente a la licuefacción de los gases 

que componen la atmósfera terrestre, como son: oxígeno, nitrógeno, bióxido de 
carbono, hidrógeno, helio, etc., se pensó que si se enfriaban lo suficiente, pasarían 
de su estado gaseoso al líquido, lo que permitiría investigar nuevas propiedades 
de dichas sustancias. 

 
Durante toda la segunda mitad del siglo XIX, se logró licuar casi todos los 

gases conocidos a temperaturas bajas, cercanas a cero kelvin que es igual a         
-273.16 grados centígrados, temperatura conocida como “cero absoluto”. El único 
gas que no pudo ser licuado, sino hasta 1908, fué el helio a una temperatura de 
4.22 kelvin, lo cuál fué realizado por el físico Holandés Heike Karmelingh Onnes 
[1], [7], de la Universidad de Leyden. En 1911, el mismo logró bajar el mercurio a 
una temperatura del helio líquido. Cuando realizaba estudios sobre el 
comportamiento de la resistencia eléctrica en los metales a bajas temperaturas, 
observó que la resistencia eléctrica del mercurio caía bruscamente a cero a la 
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temperatura de 4.2 K, lo que indicaba que pasaba a un nuevo estado, 
desconocido hasta entonces, al que llamó estado superconductor por esta 
propiedad extraordinaria de resistencia cero, es decir, en que no hay disipación de 
energía. En la Fig. 1.1, se ilustra cómo se va reduciendo la resistencia a medida 
que baja la temperatura, hasta que cae bruscamente, justo a una temperatura de 
4.22 K [1], [9]. 

 

 
Fig. 1.1 Caída drástica de la resistencia al enfriar el mercurio con helio líquido [1], [9]. 

 
Muchos elementos metálicos ofrecen poca resistencia al paso de corriente 

eléctrica y aproximadamente la mitad de ellos se vuelven superconductores si 
disminuye su temperatura por debajo de 10 K. 

 
Años más tarde, en 1933 Water Meissner y Robert Ochsenfeld [9], [7], 

descubrieron que los materiales superconductores tienen la capacidad de expeler 
un campo magnético actuando como materiales diamagnéticos, cuando son 
enfriados por debajo de su temperatura crítica (Tc). Esto fué llamado más tarde 
efecto de Meissner. El experimento de Meissner demostró que el superconductor 
no cumplía con la formulación clásica de las ecuaciones de Maxwell para 
resistividad nula. 

 
En 1935 los hermanos Fritz y Heinz London desarrollaron una teoría 

fenomenológica de la superconductividad, estudiaron cómo ocurren las cosas en 
un superconductor, pero no el porqué. En ésta teoría, a las ecuaciones de Maxwell 
se agregaban dos ecuaciones complementarias para describir el efecto Meissner. 
Demostraron que el campo magnético decae en el interior del superconductor con 
una longitud característica, llamada longitud de penetración de London λ. Además, 
Fritz London sugirió que la superconductividad es una manifestación de la 
mecánica cuántica operando a escala microscópica. 

 
En la década de los 50 del siglo XX, se hacen enormes progresos en la 

búsqueda de materiales superconductores con temperaturas críticas mayores y 
campos críticos más intensos (en los laboratorios estadunidenses tales como los 
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de la General Electric, Bell Telephone, Westinghouse, etc.), dando lugar a la 
aparición de superconductores tipo II caracterizados por una expulsión parcial del 
flujo magnético conservándo la resistividad cero. Este tipo de materiales 
normalmente son aleaciones intermetálicas que poseen temperaturas críticas más 
altas y campos magnéticos críticos más intensos que los correspondientes a 
superconductores tipo I. Los superconductores más usados en la generación de 
campos magnéticos de varios teslas son compuestos de Nb-Ti y Nb-Sn. 

 
La teoría básica del comportamiento de un superconductor con respecto a un 

campo magnético externo fue descrita por el físico ruso Alexei A. Abrikosov en los 
años cincuenta del siglo XX, en base a los trabajos de Ginzburg y Landau [2], [5]. 

 
La primera teoría microscópica ampliamente aceptado sobre la 

superconductividad fué hecho en el año de 1957 por los físicos norteamericanos 
John Bardeen, Leon Cooper y John Schrieffer [2], la cuál fue llamada teoría BCS 
(iniciales de cada apellido) y que les hizo merecedores del premio Nóbel en Física 
en el año de 1972. Esta teoría puede explicar la superconductividad de elementos 
y aleaciones simples con temperaturas cercanas al cero absoluto (0 K), pero no es 
capaz de explicar totalmente el fenómeno con temperaturas más altas. 

 
En el año de 1960 se demostró que el titanato de estroncio (SrTiO) se hace 

superconductor, pero con una temperatura de transición muy baja (0.3 K), estudios 
posteriores analizados en Rüshlikon permitieron aumentar ésta temperatura crítica 
hasta 0.8 K mediante el dopado del compuesto con niobio. 

 
En 1962 científicos de Westinghouse desarrollaron el primer cable 

superconductor comercial, el cuál consistía de una aleación de Niobio y Titanio. 
 
Otro importante avance se realizó en el año de 1962 cuando Brian Josephson 

[5] predijo que una corriente superconductora podría fluir entre dos materiales 
superconductores, incluso si ellos están separados por un aislante. Este efecto 
túnel es conocido como el efecto Josephson y es aplicado en instrumentos 
capaces de detectar campos magnéticos muy débiles. B. Josephson fué ganador 
del premio Nóbel de Física de 1973 por dicha predicción. 

 
En 1973, la temperatura crítica alcanzó los 23.3 K, con una aleación de niobio 

y germanio (NbGe). Trece años mas tarde la situación era la misma y la mayoría 
de los físicos habían acabado por convencerse de que no podía llegarse mucho 
más lejos. 

 
En 1986 Alex Müller y George Bednorz [5], [7] (ganadores del Nóbel de Física 

en 1987) detectaron superconductividad en una nueva cerámica, un óxido de 
bario-lantano-cobre LaBaCuO4 a una temperatura crítica superior a 35 K, éste 
descubrimiento fué notable ya que generalmente las cerámicas son aislantes y no 
conducen la corriente eléctrica. 
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En 1987 Maw-Kuen Wu y Paul C. W. Chu descubrieron una cerámica de 
óxido de itrio, bario y cobre (YBaCuO) que era superconductora a 93 K. Esto 
significa que estos materiales podían refrigerarse con nitrógeno líquido. 

 
Actualmente, el récord mundial de temperatura para un superconductor es de 

138K y es un material compuesto de cobre, mercurio, bario, calcio y oxígeno. 
 
Los compuestos que han originado los sorprendentes adelantos en materia 

de superconductividad son todos cupratos de la familia de las perovskitas de 
cobre, los cuales están constituidos por el apilamiento, en todas las direcciones 
del espacio de octaedros que contienen en su centro un átomo metálico (cobre), 
con átomos de oxígeno en los vértices, los espacios entre los octaedros están 
ocupados por otro átomo metálico. 

 
Sin embargo, la carrera de la temperatura crítica aún no ha terminado, los 

científicos sueñan con superconductores a temperatura ambiente, que no 
necesiten refrigerarse. 

 
 

1.2 Definición de Superconductividad 
 

Es un material que por debajo de cierta temperatura crítica, conduce la 
electricidad sin resistencia y que excluye totalmente el campo magnético (efecto 
Meissner), en el caso del tipo I. Los superconductores de tipo II, excluyen solo 
parcialmente el campo magnético de su interior en estado mixto. En ellos, el 
campo magnético puede penetrar a través de vórtices que atrapan un cuanto de 
flujo magnético [9]. 

 
Hay tres factores que limitan el estado de la superconductividad que son: la 

temperatura crítica (Tc), el campo magnético crítico (Hc) y la densidad de corriente 
eléctrica crítica (Jc), estas tres magnitudes están interrelacionadas y hay una clara 
dependencia entre ellas, como se ilustra en la Fig. 1.2. Si se aplica una 
temperatura T<Tc, un campo magnético H<Hc y una densidad de corriente J<Jc el 
material se encuentra en el estado superconductor, los valores de Tc, Jc y Hc 
dependen de cada superconductor. 
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Fig. 1.2 Limitaciones de la zona de trabajo. 

 
 

1.3 Características de los Superconductores 
 

En los materiales superconductores  los electrones se acomodan en pares, 
este es un cambio cualitativo que en física se llama “transición de fase”, las 
partículas formadas por los electrones que se aparean a determinada temperatura  
se mueven de manera coherente, salvo que haya un campo magnético o que suba 
la temperatura, en cuyo caso las parejas de electrones se rompen y el material 
deja de ser superconductor. 

 
A continuación se muestran las características principales de los 

superconductores: 
 
• La resistencia es nula, y por consiguiente la posibilidad de ofrecer una 

virtualmente infinita velocidad de propagación de la energía eléctrica sin 
pérdida alguna por calor disipado. El hecho de que la resistividad (ρ) sea 
cero, trae como consecuencia que la conductividad deja tener sentido 

como parámetro ya que ∞→=

ρ

σ
1

 y la potencia disipada RIP *2
=   es 

igual a cero (Efecto Joule). 
 
• La impenetrabilidad del flujo magnético en el material superconductor 

por debajo de un campo magnético crítico. 
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Fig. 1.3 Esquema de la interacción entre un superconductor ideal y un campo 

magnético externo. a) En presencia de campo externo y b) Sin campo externo. 
 
 

1.4 Clasificación de los Superconductores 
 

Los superconductores metálicos e intermetálicos se clasifican, según su 
comportamiento frente al campo magnético aplicado, como superconductores de 
tipo I y tipo II. Al igual se clasifican de acuerdo a su temperatura crítica, en: 
Superconductores de baja temperatura crítica (Tc) y Superconductores de alta Tc. 

 
 

1.4.1 Superconductores tipo I 
 
Los superconductores de tipo I, también conocidos como superconductores 

blandos, presentan un valor de Tc y de Hc demasiado bajos, ésta es la razón por 
la que este tipo de superconductores es poco interesante para aplicaciones 
eléctricas o magnéticas. En estos superconductores nunca existe un campo 
magnético en su interior (efecto Meissner) por debajo de Hc, como ejemplo de 
este tipo de superconductores podemos mencionar algunos elementos metálicos 
como el plomo, estaño, mercurio y el aluminio pertenecen a este grupo. 

 
Si un cilindro largo hecho de un superconductor tipo I como Pb o Sn se 

coloca en un campo magnético a temperatura ambiente, el campo magnético 
penetra normalmente a través del metal. Sin embargo, si la temperatura del 
conductor del tipo I se reduce por debajo de su Tc (7.19 K para el Pb) y si el 
campo magnético está por debajo de Hc, el campo magnético es expulsado del 
material (efecto Meissner), es decir, se comportan como un diamagneto, con 
excepción de una capa de penetración superficial muy fina de unos de 10-4 mm de 
espesor [3], como se muestra en la Fig. 1.4. 
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Fig. 1.4 Superconductor tipo I. 

 
En estos superconductores, la densidad de corriente crítica es un límite. Si se 

supera su valor, el estado superconductor desaparece, en este tipo de 
superconductores Hc es muy pequeño y Jc es consecuentemente pequeño. 

 
Al igual estos tipos de superconductores tienen una temperatura crítica a 

partir de la cuál y por debajo de ésta el material se vuelve superconductor, como 
se observa en la Fig. 1.5. 

 

 
Fig. 1.5 Diagrama de fase de un superconductor de tipo I 

 
Si se tiene T>Tc, H>Hc y J>Jc, el material deja de ser un superconductor y 

pasa a ser un conductor normal. 
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1.4.2 Superconductores tipo II 
 

Los superconductores tipo II son generalmente aleaciones o metales de 
transición [5], [9]. En estos superconductores existen dos campos críticos Hc1 y 
Hc2 que marcan los límites de un cambio en el estado superconductor. Cuando el 
campo aplicado es inferior a Hc1 ocurre el efecto Meissner. Entre Hc1 y Hc2 hay 
una penetración del flujo magnético en el interior del material, como se muestra en 
la Fig. 1.6. 

 

 
Fig. 1.6 Superconductor tipo II. 

 
 
Y ahora hay una parte normal y otra superconductora, a esto se le conoce 

como estado mixto o estado Shubnikov o zona de vórtices. Cuando el campo 
externo alcanza Hc2 el flujo magnético penetra en todo el material y se destruye el 
estado superconductor. En la Fig. 1.7 se ilustra el diagrama de fase para éste tipo 
de superconductor. 

 

 
Fig. 1.7 Diagrama de fase de un superconductor tipo II. 

 
Debido que en la zona de vórtices penetran líneas de campo magnético (en 

las zonas no superconductoras), se inducirán alrededor de éstos vórtices 
corrientes superconductoras. 
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Las corrientes de vórtice interactúan entre sí de forma peculiar, es decir que 
desde el momento en que dos líneas atraviesen el material, las correspondientes 
zonas no superconductoras se van a repeler, debido a fuerzas de Lorentz FL (la 
fuerza de Lorentz queda contrarrestada por la fuerza de anclaje), hasta que en el 
caso ideal se agrupen en un esquema de red, configurándose en general en 
arreglos triangulares que son energéticamente más estables. 

 

 
Fig. 1.8 Formación de vórtices de corriente alrededor de las zonas normales. 

 
Estos vórtices a su vez pueden moverse y disipar energía, para evitar eso se 

introducen centros de anclaje que impiden la migración de los vórtices. Un centro 
de anclaje es un defecto en la red cristalina que crea un pozo de potencial en el 
que quedan atrapados los vórtices del flujo. 

 
Actualmente se usan dos técnicas para producir centros de anclaje [3]: 
 
• Precipitados normales: Se consiguen introduciendo en el material 

superconductor partículas de material normal.  
 
• Defectos en la red cristalina: Impurezas, huecos, dislocaciones de red, 

fallas de apilamiento, defectos locales, agregado de fases no 
superconductoras a la matriz superconductora, defectos producidos 
irradiando la muestra con iones de alta energía. 

 
Estos anclajes se pueden representar como fuerzas FA que se oponen en 

puntos particulares a las fuerzas de interacción FL, por lo que dificultan y hasta 
limitan el movimiento de los dominios magnéticos, configurando una distribución 
irregular de las líneas de campo. 

 

 
Fig. 1.9 Distribución de las líneas de campo debido al anclaje. 



                                
 

 

La corriente máxima a la cuál se pueden despreciar los efectos de anclaje se 
llama corriente crítica jc, que está dada por [8]: 

 

→

→

→

=

B

F

j
A

c .                 (1.1) 

 
Siendo una medida de la intensidad del anclaje en el material, si aplicamos 

sobre un superconductor un campo B, debemos superar la fuerza crítica [8]: 
 

BjF cA *= ,                 (1.2) 
 

para que los vórtices se distribuyan en forma homogénea. 
 
La gran diferencia entre ambos superconductores, además del 

comportamiento distinto, es la magnitud del campo crítico superior. En un 
superconductor tipo II el campo crítico superior Hc2 puede llegar a ser de 200T 
(YBCO) [9] y ésta es la razón de su uso preferencial respecto a los de tipo I. 

 
 

1.4.3 Superconductores de baja temperatura 
 

Son aquellos cuya temperatura crítica es inferior a 30 K (este límite debe ser 
revisado con la aparición de los compuestos basados en MgB2 que llegan a 
alcanzar los 40 K) y su principal característica es su diamagnetismo, es decir, la 
exclusión de campo magnético de su interior. Este comportamiento es 
completamente diferente al de un conductor perfecto, que mantiene constante el 
flujo en su interior. A este grupo pertenece aproximadamente la mitad de los 
elementos metálicos en estado puro y también algunas aleaciones. 

 
A continuación en tabla 1.1, se muestran algunos elementos que son 

superconductores de baja temperatura [5]. 
 

Elemento Temperatura de 
Transición K 

Zn 0.85 
Al 1.175 
In 3.41 
Sn 3.72 
Hg 4.15 
Pb 7.196 

Tabla 1.1 Superconductores de baja temperatura. 
 
 



                                
 

 

1.4.4 Superconductores de alta temperatura 
 

Un superconductor se considera de alta temperatura cuando su temperatura 
crítica sobrepasa los 30 K que es el límite teórico de los superconductores 
clásicos. Los superconductores de mayor interés son aquellos cuya temperatura 
crítica es superior a los 77 K, que es la temperatura de ebullición del nitrógeno, 
material fácilmente accesible en la naturaleza y licuable a bajo precio. 

 
Los nuevos superconductores cerámicos tienen dos dificultades: son muy 

frágiles y su granularidad no les permite conducir grandes cantidades de corriente 
en presencia de campos magnéticos. Todos los materiales cerámicos son frágiles 
y poco dúctiles, lo que dificulta de forma extraordinaria la fabricación de cables. 
Las características de estos nuevos materiales son diferentes al de los 
superconductores de baja temperatura. 

 
Como ya se mencionó, los superconductores de alta temperatura se 

descubrieron en 1986 por K. A. Muller y J. G. Bednorz. Ciertas cerámicas basadas 
en óxidos de cobre se convierten en superconductores sobre los 100 K, por 
ejemplo TlBa2Ca2Cu3O9+ es superconductor a los 123 K, se puede por lo tanto, 
mantener este compuesto en estado superconductor a la temperatura de ebullición 
del nitrógeno (77 K). Otros compuestos basados en el sistema Bismuto-Estroncio-
Calcio-Óxido de Cobre (BSCCO) o Mercurio-Bario-Calcio-Óxido de Cobre 
(HBCCO) tienen un comportamiento similar, una fase de este último es 
superconductora a 138 K. Este incremento de la temperatura crítica es 
fundamental en el desarrollo de los superconductores, puesto que el gas natural 
es líquido hacia los 120 K y el nitrógeno a 77 K y licuar el nitrógeno es 1000 veces 
más barato que licuar el helio. A esta temperatura, el ahorro de energía puede ser 
superior al costo de refrigerar el material superconductor y por lo tanto los diseños 
de dispositivos superconductores pueden ser competitivos a nivel industrial. 

 
A continuación en tabla 1.2, se muestra algunos elementos que son 

superconductores de alta temperatura [5]. 
 
 

Elemento Temperatura de 
Transición K 

Tl2Ba2Ca2Cu3O10 127-128 
TlBa2Ca2Cu3O9+ 123 

Sn2Ba2(Ca0.5Tm0.5)Cu3Ox 115-120 
Sn2Ba2(Sr0.5Y0.5)Cu3O8 86 

Bi1.6Pb0.6Sr2Ca2Sb0.1Cu3Oy 115 
Bi2Sr2(Ca0.8Y0.2)Cu2O8 95-96 

Tabla 1.2 Superconductores de alta temperatura. 
 
 
 



                                
 

 

1.5 Efecto Meissner 
 

En 1933 Meissner y Ochsenfeld midieron la distribución del flujo magnético 
en el exterior de materiales superconductores que habían sido enfriados por 
debajo de la temperatura crítica en presencia de campo magnético externo (no tan 
intenso como para perder el estado superconductor), lo que se esperaba es que el 
campo quedara atrapado como el caso de un conductor perfecto, pero no es esto 
lo que sucede, sino que por debajo de la temperatura crítica, se vuelven 

diamagnéticos, cancelando todo el flujo en su interior 0=

→

B  esto se aprecia en la 
Fig. 1.10  

 
Fig. 1.10 Efecto Meissner. 

 
e incluso después de haber sido enfriado en presencia de un campo magnético 
como se ilustra en la Fig. 1.11, este experimento fué el primero en demostrar que 
los superconductores son algo más que materiales con una conductividad perfecta 
[7], [9].  
 

 



                                
 

 

 
Fig. 1.11 Efecto Meissner sin campo magnético externo y con campo magnético externo 

aplicado. El estado final del superconductor es el mismo en ambos casos. 
 

En la Fig. 1.12 se muestra una pastilla cerámica superconductora levitando 
sobre un imán, el sistema se mantiene a 77 K. 

 

 
Fig. 1.12 Experimento del efecto Meissner. 

 
 
 
 
 
 
 
 



                                
 

 

1.6 Corriente de Apantallamiento 
 

Para expulsar el campo magnético del interior del material, el superconductor 
crea unas corrientes en la superficie denominadas corrientes de apantallamiento. 
Únicamente aparecen cuando hay un campo magnético externo en el material y su 
misión es crear otro campo opuesto al exterior, de forma que el resultado de estos 
dos campos sea un campo nulo en el interior. 

 
Como no puede existir campo en el interior y una corriente es una fuente de 

campo magnético (Ley de Biort-Savart), las corrientes de apantallamiento no 
pueden pasar a través del superconductor, porque se crearía campo, sino que 
fluyen por una capa muy fina de la superficie. Su distribución es muy complicada, 
y hasta el momento, desconocida para una configuración genérica. Sólo en 
algunas geometrías muy particulares y un campo aplicado uniforme, se han 
podido calcular estas corrientes de apantallamiento. 

 
 

1.7 Longitud de Penetración 
 

Las corrientes de apantallamiento no pueden fluir únicamente por la 
superficie. Si esto ocurriera, existiría una capa de corriente con espesor nulo, lo 
que implicaría que la densidad de corriente sería infinita, que es físicamente 
imposible. Habría un salto brusco de campo entre el exterior y el interior, cosa que 
tampoco puede suceder. Por lo tanto, las corrientes fluyen en realidad por una 
capa muy fina de la superficie, cuyo espesor es del orden de 10-7 m [3] (este valor 
varía según el superconductor), pero no nulo. 

 
Por consiguiente, la intensidad de campo magnético en el interior de un 

superconductor no puede caer a cero bruscamente en la frontera, sino que 
penetra parcialmente en el material, atenuándose exponencialmente en la región 
donde fluyen las corrientes de apantallamiento hasta anularse, como se aprecia en 
la Fig. 1.13. Esta penetración del campo magnético se caracteriza por un 
parámetro fundamental llamado longitud de penetración de London (λL). La 
ecuación (1.3) indica la penetración que tiene el campo magnético al interior de un 
superconductor semiinfinito [2]: 

 
( ) ( )LxBxB λ/exp0 −= .               (1.3) 

 



                                
 

 

 
Fig. 1.13 Penetración del campo magnético en el superconductor. 

 
La longitud de penetración de London varía con la temperatura de acuerdo 

con la siguiente ecuación [2]: 
 






















−

=
4

0

1
Tc

T
L

λ
λ ,                (1.4) 

 
donde Lλ  es la distancia que penetra al material a temperatura T, λ0 es la 
distancia que penetra al material a temperatura T=0K y que es del orden de 30-
130 nm, dependiendo del material. 

 
Y Tc es la temperatura crítica del material. Cuando la temperatura se acerca 

a su valor crítico, la longitud de penetración aumenta hasta hacerse infinita, como 
se ilustra en la Fig. 1.14, es decir, todo el material habría dejado de ser un 
superconductor. λL también varía según el tipo de material. 

 

 
Fig. 1.14 La distancia que penetra en un superconductor. 

 



                                
 

 

 
1.8 Magnetización 
 
 

Superconductor Tipo I.- 
 
En este tipo de superconductores el campo magnético en su interior ha de 

ser siempre nulo [2], en consecuencia: 
 









+=

→→→

MHB 0µ ,                (1.5) 









+=

→→

MH00 µ ,                (1.6) 

→→

−= HM .                 (1.7) 
 
Esto implica que la susceptibilidad es constante y de valor menos uno, de ahí 

que la permeabilidad magnética sea nula. 
 

 
Fig. 1.15 Magnetización de la muestra en función de un campo externo. 

 
La relación entre el campo magnético externo aplicado y la magnetización es 

una recta de pendiente -1, es decir, que un aumento del campo aplicado, implica 
un aumento negativo de la magnetización que compensa al anterior de forma que 
la densidad de flujo magnético en el interior del superconductor se anule. Una 
disminución de campo provocaría un efecto similar, cuando se produce esta 
situación decimos que estamos en el estado Meissner, ya que el flujo magnético 
no penetra en el interior del material. 

 
La magnetización no puede ir aumentando indefinidamente con el campo, ya 

que cuando éste excede el valor del campo crítico, el material deja de ser 
superconductor, esto se aprecia en la Fig. 1.15. 

 
 
 

 

 

 



                                
 

 

Superconductor Tipo II.- 
 
En este tipo de materiales la magnetización se comporta de la misma forma 

que en el caso de los superconductores tipo I. 
 
Un superconductor tipo II rechazan el campo magnético externo por completo 

sólo en el caso de campos relativamente débiles, hasta un valor Hc1. Por encima 
de este valor el campo es rechazado parcialmente (estado mixto) pero la muestra 
permanece eléctricamente superconductora. Para campos mayores de Hc2 
desaparece la superconductividad. En el estado mixto el campo magnético externo 
penetra uniformemente en regiones delgadas que se encuentran en estado normal 
[2]. Estas regiones están rodeadas por material en estado superconductor por 
donde circulan corrientes superconductoras en forma de remolinos (vórtices). 

 
En el estado mixto, el campo que penetra posee dos propiedades 

importantes: 
 
• El flujo penetra en forma de vórtices que contienen cuantos de flujo 

Wb
e

h 1510*2
2

−

==φ  [2] y se distribuye por todo el material. Se demuestra 

así que la superconductividad es un efecto cuántico. Los cuantos del flujo 
forman unos tubos llamados vórtices en los que el material está en estado 
normal, estos vórtices se hallan rodeados por corrientes superconductoras 
que los apantalla del resto del material superconductor. No puede haber 
una discontinuidad en el valor del campo, por lo tanto el valor del mismo 
debe decaer exponencialmente, penetrando así en la zona 
superconductora, como se observa en la Fig. 1.16. 

 
• Estos vórtices se distribuyen de forma que minimizan la energía total del 

sistema formando una red triangular llamada Red de Abrikosov [2] como 
se mostró en la Fig 1.9. 

 

 
Fig. 1.16 Magnetización de la muestra en función de un campo externo. 

 
 
 
 

1.9 Estado Superconductor 



                                
 

 

 
Como ya se ha comentado, el estado superconductor de un material, está 

limitado por: La temperatura crítica, la densidad de corriente crítica y el campo 
magnético crítico. Estos no son valores constantes, sino que cada parámetro 
depende del otro, dando lugar a una superficie que limita la zona de trabajo, como 
se observó en la Fig. 1.2. 

 
 

1.9.1 Corriente crítica 
 

Desde el punto de vista electrotécnico, una característica fundamental de los 
superconductores, es su ausencia de resistencia por debajo de una temperatura 
crítica y campo crítico. Esto significa que si circula una corriente por el material no 
produce ninguna disipación de energía. Esta corriente, como se ha visto en el 
apartado 1.6, debe circular por la superficie del superconductor, en 
superconductores tipo I, ya que si lo hiciera por su interior se crearía un campo 
magnético. En los superconductores tipo II, en cambio, permiten que se 
establezca un campo en su interior cuando se supera Hc1. Hay, por tanto, en 
presencia de campo externo, dos clases de corrientes en su superficie: de 
apantallamiento para excluir el flujo y de transporte. 

 
Experimentalmente, se ha comprobado que la corriente de transporte que 

puede circular por un superconductor está limitada mientras se mantiene el estado 
superconductor. La densidad de corriente crítica Jc, incluye ambas corrientes. Si 
se supera este valor, se destruye el estado superconductor, apareciendo 
resistencia y por lo tanto disipación térmica. En conductores normales la máxima 
corriente que puede circular por ellos viene dada precisamente por la máxima 
disipación que el material puede soportar. En el caso de los superconductores el 
límite lo da Jc, que puede llegar a ser del orden de 109 A/m2 a 77 K en el caso del 
tipo II [9]. 

 
Superconductor tipo I.- 

 

En estos superconductores si la densidad de corriente supera un valor crítico 
Jc se destruye el estado superconductor, apareciendo resistencia y por lo tanto 
disipación térmica. Como en este tipo de superconductores Hc es muy pequeño, 
Jc es consecuentemente pequeño. Ésta es la razón por la que este tipo de 
superconductores es poco interesante para aplicaciones eléctricas o magnéticas. 

 
Superconductor tipo II.- 

 

En estos superconductores los límites de los vórtices hay un decaimiento 
exponencial del flujo magnético, parte del mismo penetra en la zona por donde 
pasa corriente eléctrica, produciéndose fuerzas que tienden a mover los vórtices. 
Se produce entonces una variación de campo magnético que provoca un campo 



                                
 

 

eléctrico, el cual actúa sobre los electrones que están en la zona normal del 
material, o sea con resistencia no cero, produciendo disipación de energía. 

 
Para evitar éste contratiempo se introducen centros de anclaje, como se 

explicó en apartado 1.4.2, la corriente crítica de un material depende de la 
habilidad que tiene el fabricante de introducir defectos en la red que permiten un 
fuerte anclaje de los vórtices de flujo.  

 
La corriente crítica será aquella que produzca una fuerza sobre los vórtices 

igual a la de anclaje. En los superconductores tipo II, la corriente crítica es cero. 
 
 

1.9.2 Campo Crítico 
 

Si el campo magnético se incrementa por encima de un determinado valor, 
llamado campo magnético crítico, el material deja de ser superconductor y se 
convierte en normal. El valor del campo crítico para cada material depende de la 
temperatura. La ecuación (1.8) determina el campo magnético crítico, en función 
del incremento de la temperatura [3], [4], [9]: 

 

( )
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1
Tc

T
BcoTBc ,               (1.8) 

 
donde Bco es el campo magnético a T=0 K. 

 
Un campo magnético externo suficientemente grande puede destruir el 

estado superconductor del material, inclusive estando a una temperatura inferior 
de su temperatura crítica. 

 

 
Fig. 1.17 El campo crítico de un superconductor. 

 
 
 
 
 



                                
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
CONCLUSIONES 
 
En este capítulo se describieron las principales características de los 

superconductores, las cuales dependen de las propiedades físicas de cada 
material.  

 
La superconductividad es una de las áreas de investigación que se presenta 

como una promesa que revolucionará al mundo en sus diversas aplicaciones, en 
un futuro cada vez más cercano. 

 
La superconductividad tiene una gran variedad de aplicaciones, por ejemplo 

en el transporte de energía, en medicina, comunicaciones, motores, medidores de 
alta precisión (acelerómetros, gravímetros, etc.). 

 
El fenómeno de la superconductividad ya forma parte integral de nuestras 

vidas. La resonancia magnética nuclear no habría podido desarrollarse sin su 
ayuda y constituye un auxiliar indispensable en la investigación científica y 
tecnológica. El que consiga o no convertirse en un producto de gran consumo 
depende exclusivamente de los resultados de la investigación sobre 
superconductores a temperatura ambiente. En cualquier caso, la era de las 
tecnologías superconductoras parece encontrarse, en estos momentos, a la vuelta 
de la esquina. 
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CAPÍTULO IICAPÍTULO IICAPÍTULO IICAPÍTULO II    

 

INTERACCIÓN MAGNÉTICA DE ANILLOS 
SUPERCONDUCTORES 

 
En este capítulo se presenta un método para obtener una expresión analítica en el 

cálculo de inductancias mutuas entre anillos superconductores arbitrariamente colocados 

en el espacio, así como, el análisis de las propiedades eléctricas y magnéticas de anillos 

superconductores. 

 

Se hace un análisis matemático para encontrar una representación de la energía 

potencial, fuerza magnética y la dureza de interacción magnética adimensional, para dos 

anillos superconductores a través de un campo magnético permanente. Se describe un 

efecto físico nuevo, el cual consiste en la estabilidad de un sistema estático con interacción 

magnética. 

 
 

2.1 Introducción 
 

El descubrimiento de materiales superconductores cerámicos, con una 
elevada temperatura crítica (HTSC), se presenta como un nuevo impulso en la 
investigación de sistemas  superconductivos con miras hacia una extensa gama 
de aplicaciones en nuevos y diversos ámbitos tecnológicos. 

 
La inductancia mutua de los contornos con corriente eléctrica desempeña un 

papel fundamental en los cálculos de otras características físicas tanto de los 
circuitos eléctricos como de los sistemas de corrientes con interacción magnética. 
Científicos tales como J. Maxwell, Ch. Show, J. Jons, M. Garet, etc., investigaron 
los métodos físicos y matemáticos para calcular la inductancia de los contornos 
eléctricos [1]. Con el desarrollo de la electrónica y, las técnicas por computadora, 
se requieren de menos esfuerzos para buscar nuevos métodos que calculen las 
características más complicadas de circuitos eléctricos de cualquier tipo. 

 
Un anillo cerrado ideal fino, sin resistencia eléctrica con corriente eléctrica 

constante conserva el flujo magnético que pasa a través de la superficie limitada 
por este mismo anillo [2] y se puede considerar como un magneto permanente. 

 
Un superconductor es además de un conductor ideal, un diamagneto ideal. 

Desde el  punto de vista de la electrodinámica de superconductores [4], la 
inducción magnética dentro de un volumen del superconductor siempre es igual a 

cero 







=

→

0B . Esta propiedad no depende de las condiciones de transmisión del 

cuerpo en estado superconductivo. Como consecuencia de la ecuación de 

Maxwell 0=

→

Bdiv , en la frontera de dos cuerpos, la componente normal de 
inducción del campo magnético debe ser igual a cero. Debido a que dentro del 
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superconductor 0=

→

B , sobre la superficie de la componente normal del campo 
magnético externo también es igual a cero. Esto significa que el campo magnético 
en cualquier punto fuera del superconductor es siempre tangente a la superficie de 
él. Las líneas magnéticas son curveadas en relación al cuerpo superconductivo. 

 
Según la ecuación de Maxwell, el campo magnético permanente en un 

material, el 
→→

−= νµρBrot  con la condición de que 0=

→

B , se sigue que dentro de un 
superconductor la densidad de corriente media también es igual a cero. En otras 
palabras, en cualquier cuerpo superconductivo ninguna corriente volumétrica es 
imposible. 

 
Cualquier corriente eléctrica en un superconductor, es una corriente 

superficial. Tanto el campo magnético como la corriente eléctrica penetran a una 
profundidad de London λ del superconductor que está aproximadamente dentro 
del intervalo de  810− m [5], [6], por esta razón, podemos encontrar diferentes 
ecuaciones de inductancia propia en un superconductor. Por ejemplo, el campo 
magnético con variación de la profundidad se determina por la siguiente ecuación: 

 
( )xBB λ−= exp0 .                (2.1) 

 
Dentro del conductor la energía magnética es: 
 

∫= dvBW 2

02

1

µ
,                 (2.2) 

 
donde dv  es el elemento de volumen. 
 

Para un superconductor fino puede representarse como: 
 

0
2

2

1
LIW = ,                 (2.3) 

 
donde I  es la corriente eléctrica y 0L  es la inductancia interna. De estos datos, 
podemos encontrar una relación para la inductancia interna  en un superconductor 
de longitud unitaria, dado por: 
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π

µ ,                 (2.4) 

 
donde d  es el diámetro del superconductor. 
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Entonces, el anillo ideal y el anillo superconductivo tienen una diferencia en la 
inductancia interna 0L , que necesita sumarse a la inductancia propia del anillo 
ideal para tomar en cuenta el campo magnético externo.  

 
Si un superconductor se representa por un alambre entonces, en caso de 

ausencia de campo magnético externo, es imposible esperar una circulación de 
las corrientes superficiales estacionarias. En el caso de superconductores 
inalámbricos, las corrientes eléctricas superficiales pueden pasar 
estacionariamente sin fuerza electromotriz. 

 
El flujo magnético a través de la superficie limitada por un anillo 

superconductivo se determina por la siguiente relación: 
 

LI=Ψ ,                  (2.5) 
 

donde I  es la corriente eléctrica y L  es la inductancia del anillo. Si el anillo 
superconductivo está dentro de un campo magnético externo, entonces el flujo 
magnético total Ψ a través de dicha superficie consta del flujo propio del 
superconductor LI  y del flujo extΨ  del campo magnético externo, esto es: 

 
cteLI ext =Ψ+=Ψ .                (2.6) 

 
La propiedad más importante en cualquier anillo superconductivo es, que 

cualquier variación, tanto del campo magnético externo como de la corriente en el 
anillo,  el flujo magnético total a través de la superficie limitada por el anillo mismo 
siempre permanece constante. La propiedad de la ecuación (2.6) sigue 
directamente de la forma integral de Maxwell escrita para un área fuera del 
superconductor, como: 

 

∫ ∫ ⋅=⋅

∂

∂
ldEsdB

t

rrrr
.                (2.7) 

 
 
Debido a que la componente tangencial del campo eléctrico sobre la 

superficie del superconductor es igual a cero, entonces: 
 

∫ =⋅

∂

∂
0sdB

t

rr
,                  (2.8) 

 
de aquí se sigue, que: 

 
ctesdB∫ =⋅=Ψ

rr
.                (2.9) 
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Este resultado es muy importante, debido a que la permanencia del flujo 
magnético a través de cualquier anillo superconductivo se conserva no sólo en el 
caso de la variación del campo magnético externo, si no también en el caso de 
una variación en la forma del anillo, como por ejemplo, el desplazamiento del anillo 
en el espacio. 

 
Las propiedades eléctricas y magnéticas de los anillos superconductores 

tienen un interés desde el punto de vista de la levitación magnética o cualquier 
otra aplicación. 

 
 

2.3 Comportamiento del vector potencial del campo magnético 
 

Para el cálculo de la inductancia mutua de dos contornos [1], [7], es más 
cómodo expresar el campo electromagnético a través del vector potencial del 
campo magnético, para problemas aplicados. En el caso de una espira muy fina, 
el vector potencial del campo magnético [10], se calcula por la ecuación (2.10): 

 

∫=

R

dlI
A

π

µ

ϕ 4
0 ,               (2.10) 

 

donde: ϕaddl =  y ( )2

1
222 cos2 ϕarzraR −++= .  

 

 
Fig. 2.1 Espira muy fina, con radio fijo a. 

 
 El vector potencial del campo magnético, en el sistema cilíndrico y en 

integrales elípticas, para una espira muy fina como se ilustra en la Fig. 2.1, se 
calcula por la ecuación (2.11) [9]: 
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( ) ( )
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π
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ϕ
,           (2.11) 

 
donde K(k) y E(k) son las integrales elípticas del primero y segundo orden del 

modulo ( ) 2

1
222

−







++= zraark . Y están definidas como sigue: 

 ( )∫
−

−=

2

0

2
1

22 sin1

π

ϑϑ dkK ,             (2.12) 

( )∫ ΘΘ−=

2

0

2
1

22 sin1

π

dkE .             (2.13) 

La inducción del campo magnético se determina por la expresión ArotB
rr

= . 
Escribiendo la expresión para el rot A en el sistema cilíndrico, y al usar la 
expresión matemática en derivadas parciales con respecto al módulo para 
integrales elípticas, en la ecuación (2.14) y (2.15): 

 

k

K

kk

E

k

K
−

′

=

∂

∂

2
,              (2.14)   

k

KE

k

E −
=

∂

∂
.                    (2.15) 

 

donde ( )2

1
21' kk −= , es un módulo adicional de K(k) y E(k). 

 
Por medio de la (2.14) y (2.15), encontramos las ecuaciones para las 

componentes de la inducción del campo magnético para una espira fina de 
corriente [9]: 

 

( ) ( ) 











+−

−−
+

++

== E
zra

zra
K

zra

I
BB r 22

222

22

0 1

2
;0

π

µ

ϕ ,          (2.16) 

( ) 2
3

22

2
0

2 za

Ia
Bz

+

=

µ

;   0==
φ

BBr .             (2.17) 

 
Una vez expresado el vector potencial y la inducción del campo magnético, 

para una espira muy fina, en integrales elípticas, se simulará estas características, 
utilizando Matlab 6.5, en el apéndice A1 se muestra el código del programa.  

 
En la Fig. 2.2, se muestra la representación volumétrica del vector potencial 

del campo magnético, para el anillo fino de radio fijo a. 
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Y en la Fig. 2.3 se observa la representación volumétrica de la componente 
de la inducción del campo magnético B del anillo fino, en la dirección r del sistema 
cilíndrico. 

 

  
Fig. 2.2 Vector potencial del campo magnético para un anillo superconductor. 

 

 
Fig. 2.3 La inducción del campo magnético en Br. 
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De la misma manera, que en el caso de una espira muy fina, ahora se 
encontrará el vector potencial y la inducción del campo magnético, en integrales 
elípticas, para dos anillos superconductivos paralelos coaxiales, para los casos en 
los que las corrientes eléctricas tienen la misma dirección y dirección opuesta. Una 
vez encontrado estas, se simulará utilizando Matlab 6.5, en el apéndice A2 y A3 se 
muestra los códigos de los programas para cada caso. 

 
En el caso de dos anillos superconductores paralelos coaxiales, con la misma 

dirección de corriente eléctrica, como se ilustra en la Fig. 2.4. 
 

 
Fig. 2.4 Dos anillos superconductores paralelos coaxiales, con la misma dirección de 

corriente eléctrica. 
 
El vector potencial del campo magnético, para este caso se calcula por la 

ecuación [9]: 
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,               (2.18) 

 
donde: 

 

( ) ( )
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1
222

−







+++=
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zlraark , ( )
++

= kKK , ( )
++

= kEE         (2.19) 

( ) ( )
2

1
222

−







−++=
−

zlraark , ( )
−−

= kKK , ( )
−−

= kEE         (2.20) 

 
y l es la distancia  media entre centros de dos anillos. 



 INTERACCIÓN MAGNÉTICA                               
 

Capítulo II                                                                                                                             29 

 
En la Fig. 2.5, se observa la representación volumétrica del vector potencial 

del campo magnético.  
 

 
Fig. 2.5 Vector potencial de dos anillos superconductores, con la misma dirección de 

corriente eléctrica. 
 
Los componentes de la inducción del campo magnético, en el sistema 

cilíndrico para este caso, se pueden calcular por las siguientes expresiones: 
 
Para la inducción del campo magnético B, en la dirección r, se calcula por la 

ecuación [9]: 
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,   (2.21) 
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En la Fig. 2.6, se observa la representación volumétrica de la componente de 

la inducción del campo magnético B, en la dirección r del sistema cilíndrico. 
 

 
Fig. 2.6 La inducción del campo magnético en Br. 

 
Para la inducción del campo magnético B, en la dirección z, se calcula por la 

ecuación [9]: 
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En la Fig. 2.7, se observa la representación volumétrica de la componente de 
la inducción del campo magnético B, en la dirección r del sistema cilíndrico. 

 

 
Fig. 2.7 La inducción del campo magnético en Bz. 

 
En el caso cuando la dirección de corriente eléctrica son opuestas, como se 

ilustra en la Fig. 2.8. 
 

 
Fig. 2.8 Dos anillos superconductores paralelos coaxiales, con dirección de corriente 

eléctrica en sentido opuesto. 
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El vector potencial del campo magnético, para este caso se calcula por la 
ecuación [9]: 
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En la Fig. 2.9, se observa la representación volumétrica del vector potencial 

del campo magnético.  
 

 
Fig. 2.9 Vector potencial de dos anillos superconductores, con dirección de corriente 

eléctrica en sentido opuesto. 
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La ecuación para la componente de la inducción del campo magnético B, en 
la dirección r en el sistema cilíndrico, es [9]: 
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En la Fig. 2.10, se observa la representación volumétrica de la componente 

de la inducción del campo magnético B, en la dirección r del sistema cilíndrico. 
 

 
Fig. 2.10 La inducción del campo magnético en Br. 
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La ecuación para la componente de la inducción del campo magnético B, en 
la dirección z en el sistema cilíndrico, es [9]: 
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En la Fig. 2.11, se observa la representación volumétrica de la componente 

de la inducción del campo magnético B, en la dirección z del sistema cilíndrico. 
 

 
Fig. 2.11 La inducción del campo magnético en Bz. 

 
En las figuras anteriores se aprecia un comportamiento igual, al de repulsión 

y atracción de cargas eléctricas, cuando las corrientes eléctricas que circulan por 
los anillos están en la misma dirección y en dirección opuesta. 

 
La solución de la inducción del campo magnético de anillos 

superconductivos, por integrales elípticas es más fácil, que por métodos ordinarios 
[7]. Por lo cual, el método universal y efectivo, es usar las funciones 
hipergeométricas y elípticas, como se mostró en esta sección. 
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2.3 Propiedades eléctricas y magnéticas de dos anillos ideales  
      con interacción magnética 
 

Consideremos un sistema dinámico formado por dos contornos cerrados 
finos, en los que circulan las corrientes eléctricas 1I  e 2I , en cada uno de ellos y 
se tiene una interacción magnética. Colocados arbitrariamente en el espacio. 

 
El sistema está caracterizado por un número de variables 

generalizadas∑ 






 •

iiii Pfqq ,,, . Para el problema considerado, las variables de 

generalizadas son:  
 
Variables eléctricas: 
 

( ) { } ( ) ( ) { } [ ] { }iiiii fIIPqqqUUq ∈∈









∈∈

•

2121212 ,,~,~,,,,ψψ , 

 
Variables mecánicas: 
 

[ ] { } [ ] [ ] { } 2,1,,,, =∈∈









∈





∈

••

iPkxTqxqx iiii φ . 

 

Donde q  es la coordenada generalizada ( )ix , 
•

q  es la velocidad generalizada 








 •

ix , iii xkf =  es la fuerza generalizada que sólo depende de la posición y 

iii xMP =  es el impulso generalizado, donde mi ,1= . 
 
La energía potencial y cinética del sistema, están determinadas por:  
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Desde el punto de vista de la electrodinámica clásica, la fuerza de interacción 
magnética de dos anillos con corrientes eléctricas 1I  y 2I , se determina por la ley 
experimental de Ampere: 

 
[ ][ ]

∫ ∫=
3
12

1212
21

0

4 R

Rldld
IIP

rrr
r

π

µ

, ó 
x

L
IIPk

∂

∂
=

12
21 .          (2.25) 

 
Para este sistema, las corrientes eléctricas se determinan, como: 
 

1
1221

12221
1

LLL

LL
I

−

Ψ−Ψ

= , 

2
1221

12121
2

LLL

LL
I

−

Ψ+Ψ−

= .              (2.26) 

 
Sustituyendo la (2.26) en (2.25), se obtiene: 
 

[ ]
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−

Ψ−Ψ
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)( 12
1211222
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La fuerza magnética está expresada a través de los flujos magnéticos por la 

ecuación (2.27) y una coordenada en el caso lineal [6]. Como una primera 
definición podemos dar el siguiente lema: 

 
LEMA: Si las relaciones entre los parámetros del sistema están 

determinadas, como [6]: 
 
1)  )(12221 xLL Ψ=Ψ ,    
2)   )(12112 xLL Ψ=Ψ ,  
3)  

21 Ψ<Ψ , )(121 xLL > , 

4)   2
1221 LLL > , ( )0;0 21 >> LL ,            (2.28) 

 
entonces aseguramos las condiciones necesarias y suficientes para el cambio del 
signo de la fuerza magnética entre los dos anillos finos, duros e ideales en el 
punto { }∞<<<<∈ 120 0 xxxxx , donde 1x  es una distancia más grande que la 

distancia 2x  entre dos anillos. 
 

Vamos a considerar que ( )xL12  es una función monótona de x , continua 
diferenciable y siempre disminuye. 

 
Por lo tanto, la derivada parcial ( ) xxL ∂∂ /12  entre la distancia [ ]12 , xx  es 

negativa y nunca puede ser igual a cero. Entre tanto el producto 21LL siempre es 
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mayor que 2
12L  de la (2.28). Por esta causa, el denominador de la (2.27) nunca 

puede ser igual a cero. 
 
Así, de la (2.27)  podemos encontrar dos condiciones, estas son: 
 

)( 012221 xLL Ψ=Ψ ,                (2.29) 

)( 012112 xLL Ψ=Ψ ,              (2.30) 
 

cuando la fuerza magnética es igual a cero. Las ecuaciones (2.29) y (2.30) reflejan 
las condiciones necesarias de igualdad a cero de la fuerza magnética. Para 
asegurar las condiciones (2.29) y (2.30) los flujos 1ψ  y 2ψ  deben tener el mismo 
signo.  
 

Pero también se puede demostrar que cualquiera de las dos ecuaciones 
(2.29) o (2.30) no son sólo necesarias, si no también suficientes. 

 
Supongamos que 21 ψψ <  y se aplica la condición necesaria para la (2.29), 

utilizando las ecuaciones (2.27) y (2.29)  se determina la derivada de la fuerza 
magnética con respecto a x , en el punto 0xx = . Entonces: 
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en el caso de asegurar la condición de la (2.29) y cuando 21 Ψ<Ψ , )( 0121 xLL >  el 

numerador de la (2.31) es positivo, el flujo permanente 2ψ  y todos los otros 
miembros de la (2.31) son positivos. Esto significa que:  

 

0
0

<

∂

∂

=xxx

P
.               (2.32) 

 
Entonces, la derivada parcial de la fuerza magnética con respecto a la 

distancia x  en el punto donde está asegurada la condición necesaria para la 
(2.29), es negativa. Esto mismo se relaciona sobre la condición  de la (2.30). 

 
El signo negativo de la parte derecha de la (2.31) significa que la derivada 

parcial de segundo orden de energía magnética potencial con respecto a x  en el 
punto 0xx =  es positiva, donde se asegura la condición necesaria de un mínimo 
de energía potencial. Por lo tanto, como una segunda definición podemos dar el 
siguiente teorema [6]: 
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TEOREMA: La energía potencial de interacción magnética entre dos anillos 
ideales ( ){ }xLLLW 122121 ,,,,ψψ , que se representan por una función continua 
diferenciable sobre un intervalo de distancia [ ]21 , xx , tiene un mínimo en el punto 

{ }∞<<<<∈ 120 0/ xxxxx  con las condiciones determinadas por el lema. 
 
La energía potencial de interacción magnética de dos anillos ideales se 

determina a través de los flujos magnéticos permanentes { } iq∈21 ,ψψ  y las 

coordenadas mecánicas { } iqx ∈ como: 
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Es conocido que la energía de un campo magnético expresada a través de 

los flujos magnéticos y  las coordenadas, es la energía potencial [5]. Por esta 
causa, la fuerza magnética  P

r
 puede ser determinada como la derivada parcial de 

la energía potencial de la (2.33) con signo negativo, es decir: 
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En caso de que 1

21212
−

ΨΨ= LL  o  1
12212
−

ΨΨ= LL   según la (2.28), el 
numerador del primer miembro del producto de la (2.34) puede ser igual a cero. 

 
La derivada parcial de energía de la (2.33) de segundo orden, en el caso 

anterior es: 
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El segundo termino de la (2.35) es igual a cero en virtud de que la (2.28), 

0/ 12 =∂∂ LW . Por esta causa, el signo de 22 / xW ∂∂  se determina por el signo de la 
derivada parcial de segundo orden de W con respecto a 12L , es decir por  la 
expresión:  
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Por lo tanto, la derivada parcial de segundo orden con respecto a x  es 

positiva )0,( 2
2
1221 >> LLLL . Esto significa que, se está asegurando la condición de 

existencia del mínimo de U . Con la condición de que 0/12 ≠∂∂ xL . Entonces, como 
una tercera definición podemos dar la siguiente consecuencia [6]: 
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CONSECUENCIA: La energía magnética potencial entre dos anillos finos, 
duros e ideales axialmente colocados con las corrientes eléctricas { } ifII ∈21 ,  por 

una coordenada mecánica { } iqx ∈ , tiene un mínimo en el punto  [ ]210 , xxx ∈ , en el 
caso de asegurar la condición de flujos magnéticos permanentes de las superficies 
limitadas por los contornos de los mismos anillos, esto es,           

cteILIL =+=Ψ 212111 , cteILIL =+=Ψ 112222 . 
 
En el caso particular de dos anillos coaxiales  y paralelos con una distancia 

entre los planos es x , ia  es el radio y id  es el diámetro del anillo ( )2,1=i  
podemos hacer los siguientes cálculos: 

 
1.- La energía potencial adimensional 
 

1222
22 )1)(12(2 −−

−+−=Ψ= yyULu ηη             (2.37) 
 
2.- La fuerza magnética adimensional 
 

( )( )( ) ×′−−−=Ψ=
−

−
− 2222
222 114 kyyyLPap ηη  

                              ( )[ ] ( )[ ]EkKkk
222

1
22 2214 −−′+−× ξξ .          (2.38) 

 
3.- La dureza de interacción magnética  
 

( )( )( ) ×′−−−=Ψ=
−

−
− 43222
22

2
2 1116 kkyyyLCac ηη  

                            ( ) ( )[ ]{ ( )( )[ −++−−′−−+×
224222

112421 ξξξ kkKkk  

                            ( )] } ( )( ) ( )( )[ ]×−−++−−++− 1412114 222 nyyyyyEk ηηηξ  

                               ( ) ( )[ ] ( )[ ]
22242232 22141 EkKkkky −−′′+−−×

−
−

ξξ .              (2.39) 
 

La energía magnética, la fuerza y, la dureza con dimensiones son 
representadas por U, P y, C respectivamente, iΨ  es el flujo magnético permanente 
de i anillos; (i = 1, 2). Donde: 

 
2/11

12
1

21 )( −−

ΨΨ= LLη , 
2/1

2112 )( −

= LLLy , 
1

12
−

= aaξ . 
 

)(kKK =  y )(kEE = , son las integrales elípticas de primero y segundo 
orden de los módulos: 

 

[ ]
2/122

21
2/1

21 )()(2
−

++= xaaaak , 
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donde 2/12 )1( kk −=′  es módulo adicional. 
 
L1 , L2  y  L12 son las inductancias propias y mutuas, determinadas por las 

siguientes ecuaciones: 
 

( )
221

10 8ln −−

+= iii daL λτµ ,                                                                           (2.40) 

( ) 







−








−= E

k
Kk

k
aaL

22
2

1

21012 µ .            (2.41) 

 
El teorema de Earnshaw [8], establece que por su naturaleza, los sistemas 

estáticos con interacción magnética o eléctrica no pueden ser estables. La 
estabilidad de los sistemas de contornos eléctricos superconductivos nos da otro 
resultado. 

 

 
Fig. 2.12 Anillo superconductivo estable. 

 
Existen sistemas de contornos superconductores libres con interacción 

magnética, que son estables en posición estática, como se apreciara en el 
siguiente capítulo. Analizando el caso mostrado en la Fig. 2.12 (4 anillos fijos y 
uno móvil), se ha determinado un intervalo de parámetros geométricos y 
magnéticos cuando el anillo libre está en un estado estático estable [7]. Este 
resultado es nuevo y contradice el teorema de Earnshaw [8]. 

 
Los resultados teóricos obtenidos fueron probados experimentalmente por: V. 

Kozorez et. al., [6], para anillos superconductivos de baja temperatura NbSn 
( )KTc 18≈ .  
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CONCLUSIONES  
 
 
En este capítulo se presentaron las propiedades eléctricas y magnéticas de 

anillos superconductivos arbitrariamente colocados en el espacio (un anillo fijo y el 
otro móvil), así como el comportamiento del campo magnético de un anillo y dos 
anillos superconductivos con la misma dirección de corriente y con dirección 
opuesta. 

 
Se representaron la energía potencial, la fuerza magnética y la dureza de 

interacción magnética adimensional, para dos anillos superconductores finos a 
través de un campo magnético permanente. 

 
Existe un efecto nuevo, el cual nunca aparece en caso de interacción 

magnética de dos espiras no superconductoras o magnetos permanentes. Esto es, 
existe en el sistema de contornos superconductivos de interacción magnética un 
intervalo de parámetros determinados en estado estático siempre estable. Esto 
contradice el teorema de Earnshaw sobre la imposibilidad de estabilización 
estática en caso de interacción magnética y eléctrica. 

 
Las variaciones de corrientes eléctricas en cada anillo nos permite controlar 

el comportamiento de las características del sistema en forma directa.  
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CAPÍTULO IIICAPÍTULO IIICAPÍTULO IIICAPÍTULO III    

 

MODELADO DE UN ACELERÓMETRO SUPERCONDUCTIVO 
 

En este capítulo se describe el efecto MPW (Pozo de Interacción Magnética), que se 

presenta en la interacción magnética de anillos superconductores. Se proporcionan las 

condiciones necesarias y suficientes  de estabilidad en la suspensión de la masa de prueba, 

así como, un modelo superconductivo basado en el efecto MPW como un medidor de alta 

precisión, el sistema esta formado por dos anillos superconductores fijos y uno móvil, el 

sistema permite la suspensión magnética de la masa de prueba (anillo superconductor 

libre) cuyo movimiento se define a través de la medición de la corriente eléctrica en los 

anillos superconductores fijos.  

 

El análisis de las características de este modelo es hecho a través de la teoría 

electromagnética y ecuación de movimiento de Lagrange. Con base en esto se puede 

conocer la distribución espacial y temporal de las variables que definen el comportamiento 

del cuerpo móvil y calcular las principales características de éste, tales como: aceleración 

y variación de las corrientes en cada contorno. 

 

Se diseña y construye una tarjeta de adquisición de datos conectada a través del 

puerto paralelo de la computadora, la cual tiene como finalidad determinar la zona de 

trabajo de los superconductores de alta temperatura, para aplicar el modelo que se 

propone en este trabajo, en este tipo de  superconductores.  

 
 

3.1 Introducción 
 

La superconductividad, es un importante campo de investigación en la 
actualidad, se buscan  nuevas áreas de aplicación, y una de estas es la aplicación 
de elementos superconductivos en la construcción de medidores de alta precisión, 
como por ejemplo acelerómetros, gravímetro, etc., una de las partes mas 
importantes de estos dispositivos es la masa de prueba, la principal característica 
de estos dispositivos de medición es la habilidad de medir desplazamientos 
mínimos de la masa de prueba en consecuencia de perturbaciones externas o 
internas. 

 
En la búsqueda de nuevas formas de aumentar la sensibilidad del sensor, 

conduce a la necesidad de usar bajas temperaturas. Esto esencialmente no sólo 
permite la reducción del ruido térmico, pero además, utiliza un número de efectos 
útiles, la cual toma lugar a bajas temperaturas: Superconductividad, efecto 
Meissner y MPW (Pozo de Potencial Magnético). Pequeños desplazamientos y 
aceleraciones pueden ser detectados con la ayuda de una masa de prueba 
superconductiva, suspendida por levitación magnética, para un movimiento libre 
con respecto al anillo fijo. La corriente  que fluje a través del anillo, monitoreado 
por un SQUID (Dispositivo de Interferencia Cuántica), llega a ser una función 
sensible de la distancia de la masa de prueba. 
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Varios científicos hoy en día están trabajando, en una nueva generación de 
detectores, para medir la gravedad, utilizando superconductores, con una alta 
resolución. 

 
En este trabajo, se propone un nuevo instrumento superconductivo, basado 

en el efecto MPW. Este efecto proporciona un gran significado para el diseño de 
una masa de prueba suspendida estable y para medir su desplazamiento. El 
efecto fué teóricamente predecido y confirmado experimentalmente por: Kozorez 
V., Cheborin O., Rashkovan Vasyl, Karavaev G., Kolodeev I. y  Kryukov, en el 
Instituto Cibernético de Ucrania, en el año de 1980 [1]. 

 
Según el teorema de Earnshaw [10], establece que por su naturaleza, los 

sistemas estáticos con interacción magnética o eléctrica no pueden ser estables. 
Sin embargo existen dos excepciones del teorema de Earnshaw [3]. 

 
I. El efecto Braunbek, la cual consiste en el hecho que el equilibrio estable 

podría tomar lugar en el caso donde el sistema magnético contiene 
cuerpos con propiedad magnética ( )1<µ . Braunbek predijo la 
consolidación de este efecto en el caso de aplicación de cuerpos 
superconductivos. El efecto Meissner esta condicionado por la propiedad 

0=µ  y proporciona una levitación magnética estable basado en la fuerza 
de repulsión. 

 
II. El efecto MPW, en donde este efecto esta condicionado por la propiedad 

0=ρ  ( ρ  es la resistencia específica) y proporciona una levitación 
magnética estable basado en la fuerza de atracción. 
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3.2 Efecto MPW (Pozo de Potencial Magnético) 
 
La esencia del efecto MPW consiste en el hecho de que la interacción de 

energía potencial de dos contornos cerrados superconductivos, como una función 
de la distancia entre los contornos puede tener un mínimo. Esto significa que la 
fuerza de interacción entre los dos contornos cerrados superconductivos cambia 
de atracción a repulsión, cuando la distancia disminuye entre ellos. La acción del 
sistema es similar al comportamiento de un resorte mecánico normal, la cual 
permite la suspensión estable de un cuerpo libre sin contacto. 

 
El efecto MPW llega aparecer sólo en condiciones de superconductividad, 

debido a la conservación de flujos magnéticos cerrados en el anillo 
superconductivo. El comportamiento del sistema nos permite crear una 
suspensión estable del anillo. La suspensión por el efecto MPW produce una 
corriente, la cual depende de la posición de la masa de prueba. 

 
Ya que en el capítulo anterior, se encontró la representación de la energía 

potencial y la fuerza magnética adimensional, de interacción magnética de dos 
anillos superconductores. A continuación se simulará estas características 
utilizando Matlab 6.5, para comprobar el efecto MPW. En el apéndice A4 se 
muestra el código del programa. 

 

 
Fig. 3.1 Energía potencial adimensional. 
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Fig. 3.2 Fuerza magnética adimensional. 

 
En la Fig. 3.1 y 3.2, se observa que en el punto en que la fuerza magnética 

es cero, la energía magnética y potencial de dos anillos superconductivos tiene un 
mínimo. En otras palabras, la mínima energía potencial de interacción magnética 
de dos anillos superconductores, se presenta cuando la fuerza magnética tiene un 
valor de cero. La fuerza magnética que pasa a través del punto cero, cambia su 
signo de positivo a negativo (atracción a repulsión).  

 
A este efecto se le conoce como “Magnetic Potencial Well (MPW)”, este 

resultado es nuevo comparado con la interacción de dos imanes permanentes [8]. 
 
En un anillo superconductivo fino el carácter diamagnético es despreciable, al 

contrario de lo que ocurriría en un disco superconductivo donde la levitación, dado 
el diamagnetismo, se debe a las fuerzas repulsivas. Así entonces en el anillo, la 
conductividad ideal y la conservación del flujo magnético son las principales 
características. De modo que el efecto MPW lleva a la persistencia de flujos en el 
anillo superconductivo, lo cual nos permite crear una levitación estable de la masa 
de prueba debido a las fuerzas magnéticas atractivas, esto se aprecia en la Fig.3.3 
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Fig. 3.3 Flujo magnético en los anillos superconductores. 

 
 

3.3 Suspensión estable de la masa de prueba 
 
El equilibrio estable de un anillo superconductivo libre con seis grados de 

libertad en el campo magnético de otros HTSC-anillos. La información acerca del 
desplazamiento del anillo superconductivo libre, está incluida en la magnitud de la 
corriente del anillo estacionario, medido por un SQUID. Considere un sistema de 
dos espira ideales para resolver el problema de la suspensión estable de la masa 
de prueba [1], [4] ver Fig. 3.4 
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Fig. 3.4 Sistemas de coordenadas del sistema de dos espiras ideales. 

 
En la Fig. 3.4 se muestra los sistemas de coordenadas y parámetros que 

describe la interacción magnética entre las espiras superconductivas. Una de las 
espiras está fija y tiene radio 1a , la segunda tiene radio 2a  y se puede mover 
libremente en cualquier dirección.  

 
El sistema de coordenadas ξηζ0  tiene inicio en el centro 0  del anillo fijo. Los 

ejes 010 ξ , 010 η  y, 010 ζ  de otro sistema de referencia 00010 ζηξ , que esta en el centro 
de masa del anillo libre, consecuentemente estos ejes son paralelos  sobre otros 
ejes ξηζ0 ( 010 ξ // ξ0 , ηη 0//0 01 , )0//0 01 ζζ  guardando la misma dirección en todo 
tiempo. 

 
Una tercera referencia 11110 ζηξ  está situada en el punto 10  pero esta 

fuertemente relacionada con el cuerpo libre, de tal manera que el eje 110 ζ  tiene 
una dirección que coincide con el eje del anillo libre. 

 
Es evidente que la posición del cuerpo libre en relación con las coordenadas 

de ξηζ0  pueden ser exactamente determinadas si se dan tres coordenadas del 
punto 10  y tres determinados parámetros de la orientación relativa, de los sistemas 
de coordenadas 11110 ζηξ  y 00010 ζηξ . 

 



 MODELO DEL ACELERÓMETRO                               
 

Capítulo III                                                                                                                            49 

Las coordenadas del punto 10  podemos llamarlas como grados de libertad 
del movimiento traslacional  y a los parámetros de orientación relativa del sistema 
de referencia mencionados podemos llamarlos como grados de libertad de 
movimiento rotacional. 

 
Tomaremos como grados de libertad traslacionales a las coordenadas 

cilíndricas ρ , α , ζ  del punto 10  en el sistema de coordenadas 
ξηζ0 ))(( 2/122

ηξρ += , 1−
= ξα arctg ;ξ , η , ζ - son coordenadas cartesianas. 

 
Como grados de libertad rotacional vamos ha usar  los ángulos de Euler θ , 

ψ , ϕ , donde θ  es el ángulo de rotación entre los ejes 110 ζ  y 010 ξ ; ψ  es el ángulo 
de precisión, este ángulo es de revolución en dirección de 010 ζ ; ϕ  es el ángulo de 
rotación propia es decir un ángulo de revolución en relación a 110 ζ . 

 
Para el equilibrio estable en el caso de movimiento, las derivadas parciales 

en relación al tiempo son igual a cero. 
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0ϕψθζαρ

.               (3.1) 

 

OBSERVACIÓN: Si las espiras estuvieran dispuestas de tal manera que los 
planos que las contienen fueran paralelos (lo cual sucede para 

ψαϑρξξ −=== ,0,0,0 =cualquier valor), se tendrá lo siguiente: 

 

0
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,                 (3.2) 

 

lo que quiere decir que la fuerza gravitacional se equilibra con la fuerza de 
interacción magnética que hay entre las espiras. 

 

La observación anterior indica dos puntos de equilibrio muy evidentes y que 
son estables. Sin embargo, cuando las espiras no están en esta posición, 
podemos encontrar regiones en las cuales el sistema no es  estable. Entonces, 
debemos establecer el equilibrio estático. Se dice que un sistema tiene equilibrio 
estático cuando  la fuerza total que  actúa sobre él y el momento total son cero.  
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Para el sistema considerado esto sucede cuando: 

 

0=′=′=′=′=′=′ ψϕϑξαρ &&&&&&                 (3.3) 
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Por lo consiguiente, la condición necesaria de estabilidad de equilibrio, debe 

de cumplir con la siguiente igualdad: 
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Y la condición suficiente de estabilidad de equilibrio, debe de cumplir con la 
siguiente desigualdad: 
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El estado de equilibrio estable es sólo en el sistema de dos anillos de radios 

aproximadamente iguales, con fuerza magnética atractiva no repulsiva. Por lo cual 
toma gran relevancia el efecto MPW descrito en la sección anterior. 
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3.4 Modelo del acelerómetro con tres anillos superconductivos 
 
El sistema esta formado por tres anillos superconductivos, dos anillos fijos y 

uno móvil. El sistema permite la suspensión magnética del anillo libre auto estable, 
debido al efecto MPW, cuyo movimiento puede definirse a través de la medición 
de la corriente en los anillos estacionarios. En el esquema propuesto se plantea el 
anillo superconductivo móvil como masa de prueba, esto se aprecia en la Fig. 3.5, 
como se observo en la sección 3.2 una de las características de la interacción 
magnética entre anillos superconductores es que la energía potencial tiene un 
mínimo, lo cual significa que la fuerza de interacción entre los anillos cambia de 
atracción a repulsión durante el decremento de la distancia entre los anillos, este 
comportamiento permite crear suspensiones magnéticas estables en los anillos, la 
suspensión de la masa de prueba (anillo superconductor 2) produce una corriente 
en los anillos estacionarios que depende de la posición de la masa de prueba, 
esta corriente puede ser medida a través de un SQUID. 

 

 
Fig. 3.5 Modelo del acelerómetro con tres anillos superconductivos. 

 
En la Fig. 3.5 se muestra el esquema del acelerómetro vertical basado en el 

efecto MPW. El anillo fijo 1 contiene una inductancia distante 0L , en donde 

01 LL >> , el anillo libre 2 contiene una vara rígida delgada de longitud 0l  con masa 

0m  al final, el anillo libre 2 esta sobre el calentador 3, la cual esta atada a un 

soporte móvil 4 y el anillo fijo 5 contiene una inductancia distante 0L , en donde 

02 LL >> . El electromagneto cilíndrico 6 es utilizado para el movimiento de la 
suspensión de la masa de prueba en la coordenada r y θ, el translador de flujo 7 
contiene las inductancias PL  y TL , donde TL  es el inductor de la entrada del 
SQUID 8. K1 y K2 son los coeficientes de acoplamiento entre 0L  y PL , K3 es el 
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coeficiente de acoplamiento entre TL  y SQUID 8. La inductancia 9 es la 
retroalimentación del SQUID. Todos estos elementos son colocados dentro de un 
campo superconductivo 10. 

 
El anillo libre 2 esta suspendido por un soporte y confinado a un grado de 

libertad, responde a una señal de aceleración con un desplazamiento relativo a los 
anillos 1 y 5 que tienen inductancias L1 y L2, estas inductancias son moduladas por 
la interacción magnética de los anillos. La corriente I es modulada como resultado 
de la modulación de las inductancias de los anillos fijos. Un SQUID puede ser 
usado para poder registrar los resultados de la medición.  

 
En la Fig. 3.6 se muestra el circuito mecánico equivalente del acelerómetro 

propuesto. 
 

 
Fig. 3.6 Circuito mecánico equivalente. 

 
El análisis se basa en el circuito eléctrico mostrado en la Fig. 3.7, dado que 

se tiene un circuito mecánico equivalente, entonces el sistema eléctrico propuesto 
permite analizar el caso del sistema de movimiento dinámico. 

 

 
Fig. 3.7 Esquema eléctrico. 
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Fig. 3.8 Sistema mecánico equivalente del circuito eléctrico de la Fig. 3.7 

 
En la Fig. 3.8, esta caracterizado por dos contornos superconductivos fijos 1 

y 3, y un contorno superconductor móvil 2, que tiene inductancia propia L3 y flujo 
magnético Ψ3. Los contornos cerrados superconductivos 1 y 3 están atravesados 
por los flujos magnéticos Ψ1 y Ψ2. Además se tienen inductancias mutuas L12, L13 
y L23, que dependen de sus posiciones y las corrientes eléctricas de cada contorno 
i1(t), i2(t) y i3(t). 

 
Los flujos magnéticos en los anillos superconductores, son expresados como 

sigue: 
 

313212111 ILILIL ++=Ψ  

323112222 ILILIL ++=Ψ  

223113333 ILILIL ++=Ψ                (3.7) 
 
La energía potencial de interacción magnética estará dada por: 
 

( ) ( ){ } ( ) ( )( ){ }
12

23322
2
323323

2
2 2*2

−

−++Ψ+ΨΨ−Ψ= xLLLLLLxLLU .         (3.8) 
 
La aceleración puede ser observada de la función de Lagrange, considerando 

el circuito descargado 1 que se muestra en la Fig. 3.7 y la posición de las 
coordenadas iniciales: 

 

322331132112

2
33

2
22

2
11

2

2222
IILIILIIL

ILILILmx
L ++++++= .          (3.9) 

 
Donde: 
 

ijL - son los valores de la inductancia mutua de los anillos; iL - son los valores 

de la inductancia propia de los anillos. La carga en los anillos 321 ,, qqq  y la 
coordenada X puede ser designada como coordenadas generalizadas.  
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Considerando la función de Relay: 
 

;

1
•

→

=

Qd

Rd
Qi    11

2

1
QRR =

→

, 

 

y derivando la ecuación (3.9) con respecto a las coordenadas generalizadas y 
velocidades, se puede obtener un conjunto de ecuaciones, que describen el 
comportamiento del circuito equivalente mostrado en la Fig. 3.7 y el 
comportamiento del anillo acelerado: 
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( ) ( ) 0223113
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3 =++ IL
dt
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dI
L , 

dt

dU
CI 11 −= .               (3.10) 

 
El conjunto de ecuaciones (3.10) representa al sistema en movimiento, la 

primera ecuación es la ecuación de movimiento, las otras son las ecuaciones de 
Kirchoff, el conjunto de ecuaciones describe la variación de los parámetros 
eléctricos en los circuitos 1, 2 y 3.  

 
Lo cual permite introducir las siguientes designaciones: 
 

[ ] ( ) ( )111

1

22
kE

k
kKk

k
x −








−= ,             

[ ] ( ) ( )222

2

22
1 kE

k
kKk

k
x −








−=− ,             

[ ] ( ) ( )333

3

22
kE

k
kKk

k
l −








−= ,            (3.11) 
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Donde 1k , 2k  y 3k , se definen como sigue: 
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k
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Y −l es la distancia entre los anillos 1 y 3, x es la coordenada móvil del anillo 

2 de la Fig. 3.8. 
 
Para este caso las inductancias móviles son: 
 

[ ]xrrL 12012 ⋅= µ , 

[ ]xrrL −⋅= 132023 µ , 

[ ]lrrL 13013 ⋅= µ .              (3.12) 

 
Para denotar las derivadas de las inductancias mutuas, se introducen las 

siguientes designaciones: 
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Las inductancias de los anillos, son expresados por las dependencias [5]: 
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Donde −br es el ancho del anillo; −321 ,, rrr es el radio de los anillos 1, 2 y 3, 
por consiguiente: 
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∂
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µ .              (3.15)

  
Para los cálculos numéricos es conveniente convertir el sistema de 

ecuaciones (3.10) en un sistema adimensional, para esto se introducen las 
siguientes variables adimensionales:  
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Obteniéndose el siguiente sistema de ecuaciones adimensionales: 
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En la ecuación (3.17) el parámetro −⋅=

1

2
1

2
00

r

CU

m
q

µ

es análogo al parámetro de 

Artsimovitsh. Esto representa la relación electromagnética y calidad inercial del 

sistema. El valor −=

1

1
11

L

C
Rα es el parámetro de disipación del anillo inductor y 
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Los datos iniciales para el sistema (3.17) son los siguientes: 
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Para evitar pérdidas de la aceleración debe ser ajustado la posición relativa 

de las bobinas fijas o variar la distribución de los flujos magnéticos iniciales a lo 
largo de la longitud de “El senoidal”.  
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RESULTADOS TEÓRICOS Y EXPERIMENTALES 
 
 
Los resultados teóricos fueron comparados con resultados experimentales 

del esquema mostrado en la Fig. 3.9, en el experimento se utilizó 
superconductores de baja temperatura NbSn ( )KTc 18≈ . 

 
Fig. 3.9 Esquema del experimento. 

 
En la Fig. 3.10, está representada la dependencia de la fuerza magnética 

entre la bobina fija 2 y las dos bobinas móviles 1 y 3. 
 

 
Fig. 3.10 La relación de la fuerza magnética entre las bobinas. 

 
El modelo que se propone en este trabajo, puede presentar una alta 

sensibilidad potencial, la cual puede ser 12102 −

×≈
g

gδ , con respecto al modelo de 

acelerómetro presentado por kryuchkov [7], en donde se tiene una sensibilidad 

potencial de 12107.1 −

×≈
g

gδ . 
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Fig. 3.11 Modelo de Kryuchkov. 

 
1 Anillo fijo 
2 Anillo móvil 
3 Soporte móvil 
4 Calentador 
5 Switch de calor 
6 Inyección de corriente 
7 Traslador de flujo 
8 Switch de calor 
9 SQUID 
10 Retroalimentación del SQUID 
11 Electromagneto cilíndrico 
12 Campo superconductivo 

Tabla 3.1 Partes del modelo de Kryuchkov. 
 

En la Fig. 3.11, se ilustra el modelo de acelerómetro superconductivo 
presentado por Kryuchkov, la cual consiste de un anillo superconductivo fijo (1) y 
otro móvil (2), como masa de prueba. 

 
La diferencia que existe entre el modelo de Kryuchkov con respecto al 

modelo propuesto en este trabajo, es que Kryuchkov considera que se tiene la 
misma inductancia en los anillos superconductores, para facilidad del problema. 

 
La sensibilidad real de los dispositivos basados en el efecto MPW, queda 

determinado por el grado de eliminación de perturbaciones externas. 
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3.5 Diseño y construcción de la tarjeta de adquisición de datos 
 
En la implementación del modelo que se presenta en este trabajo en 

superconductores de alta temperatura, se diseñó y construyó una tarjeta de 
adquisición de datos (TAD) conectada al puerto paralelo de la computadora, así 
como el diseño de un programa que captura los datos de la TAD utilizando el 
software Visual Basic 6.0. Para determinar la zona de trabajo del superconductor 
de alta temperatura, ya que es importante encontrar estos parámetros: 
Temperatura crítica (Tc), Densidad de corriente crítica (Jc) y el campo magnético 
crítico (Hc), para su aplicación. 

 
Ya que el agente refrigerante (nitrógeno líquido) que se utiliza en los 

superconductores de alta temperatura, es más fácil de transportar en termos 
aislados, es muy barato, abundante y fácil de enfriar a diferencia del agente 
refrigerante (helio líquido) que se utiliza en los superconductores de baja 
temperatura que es muy costoso. Por lo contrario el helio líquido, es un elemento 
difícil de obtener y requiere de un proceso complicado para mantenerlo en su fase 
líquida. Por lo cual, la implementación o construcción del modelo que se propone 
en este trabajo utilizando superconductores de alta temperatura, es más sencilla. 

 
La tarjeta de adquisición de datos también se puede utilizar para estar 

revisando o sensando, la temperatura crítica o densidad de corriente crítica de dos 
superconductores al mismo tiempo. Además, se puede agregar más líneas de 
entrada al convertidor ADC0808 y modificar el programa, para estar sensando la 
zona de trabajo de otros dos superconductores, todo esto en tiempo real. 

 
En la Fig. 3.12 se ilustra el esquema eléctrico del interfaz del puerto paralelo. 

En el puerto paralelo sólo se envían datos a través del bus de datos (D) y de 
control (C), y se reciben del bus de estados (E). En la tabla 3.2 se muestra sus 
conexiones. 

 
Eléctricamente, el puerto paralelo entrega señales TTL y como tal, se le 

puede conectar cualquier dispositivo que cumpla con los niveles de voltaje 
específicos de la lógica TTL, sin embargo el hardware del puerto paralelo está 
muy limitado en cuanto a su capacidad de manejo de corriente, por está razón 
debe tenerse cuidado con el manejo de las señales del puerto paralelo, un corto 
circuito puede dañar permanentemente la tarjeta madre de la PC. 
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IN/OUT DB25 PIN BIT 
Out 1 C0* 
Out 2 D0 
Out 3 D1 
Out 4 D2 
Out 5 D3 
Out 6 D4 
Out 7 D5 
Out 8 D6 
Out 9 D7 
In 10 E6 
In 11 E7* 
In 12 E5 
In 13 E4 

Out 14 C1* 
In 15 E3 

Out 16 C2 
Out 17 C3* 
Out 18-25 GND 

Tabla 3.2 Conexiones del Bus de Datos, Estado y Control del Puerto Paralelo. 
 
NOTA: El asterisco en los bits indica que están invertidos. 
 
Para disminuir lo más posible el riesgo de daños al puerto paralelo, en la 

salida de datos entregada por el Bus de Datos, se utiliza un Buffer 74LS245 (en el 
apéndice C3 se muestra las hojas de especificaciones del circuito integrado) como 
etapa separadora y al mismo tiempo se mejora la capacidad de manejo de 
corriente. En el esquema se muestra como va conectado el Bus de Datos al 
74LS245, su alimentación y conexiones del circuito integrado 74LS245. 
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Fig. 3.12 Interfaz del puerto paralelo. 

 
Para las entradas de datos al puerto paralelo, se utilizó un multiplexor 

74LS157 (en el apéndice C2 se muestra las hojas de especificaciones del circuito 
integrado), en donde tiene 8 entradas y 4 salidas, con C1* del Bus de Control, se 
controla el paso de la parte baja y alta del multiplexor, es decir, con un cero pasa 
la parte baja (los primeros cuatro paquetes de datos, que se encuentran en la 
entrada del multiplexor) y 1 pasa la parte alta (los otros cuatro paquetes de datos, 
que se encuentran en la entrada del multiplexor). En el esquema se muestra como 
va conectado el Bus de Estado al 74LS157, su alimentación y conexiones del 
circuito integrado 74LS157. 
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En la Fig. 3.13 se ilustra el esquema eléctrico de la tarjeta de adquisición de 
datos. El ADC0808 (en el apéndice C5 se muestra las hojas de especificaciones 
del circuito integrado) está configurado en modo RUN, para esto los pines 6, 7 y 
22 se encuentran interconectados, el pin 12 es el voltaje de referencia positivo del 
convertidor, en donde el circuito integrado TL081 (en el apéndice C4 se muestra 
las hojas de especificaciones del circuito integrado) proporciona ese voltaje, esto 
se logra ajustando el potenciómetro de precisión hasta obtener un voltaje de 1 volt 
a la salida del TL081 (pin 6), el TL081 está configurado en emisor seguidor. El pin 
16 es el voltaje de referencia negativo del convertidor, la cual está referida a tierra. 

 
El pin 9 habilita la salida del convertidor ADC0808, para esto se conecta el 

pin 9 a 5v. 
 
El pin 10 es el reloj del convertidor, en donde la frecuencia de oscilación lo 

proporciona el circuito integrado 74LS14 (en el apéndice C1 se muestra las hojas 
de especificaciones del circuito integrado), en la cual la frecuencia de oscilación 
está determinada por la ecuación: 

 

( )( )
KHz

CR
f 100

1001.0101

1

*

1
63

=

××

==
−

. 

 
El convertidor ADC0808 tiene 8 líneas de entrada, es decir, lee 8 voltajes 

analógicos. Estas líneas de entrada se multiplexa a partir de las combinaciones 
que se tenga en los pines 25, 24 y 23, estas combinaciones son enviadas por la 
computadora a través del Bus de datos. 

 
Ya habiendo seleccionado el voltaje analógico que se desea convertir, se 

tiene 8 bits a la salida del convertidor correspondiente a la conversión, las cuales 
se envían al 74LS157 para después lo lea la computadora a través del Bus de 
Estado. 
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3.13 Tarjeta de adquisición de datos. 

 
La etapa de amplificación de las líneas de entrada del ADC0808 contiene tres 

etapas, la primera es un emisor seguidor, la  segunda es un amplificador inversor 
con una ganancia de 50 y la tercera es un amplificador inversor de ganancia 
unitaria.  

 
Es importante resaltar lo que se amplifica de la señal de entrada se atenúa en 

el programa. 
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En resumen, el superconductor se conecta a la entrada de la etapa de 
amplificación, se envía los datos a través del Bus de Datos para seleccionar que 
línea de entrada del ADC0808 se desea leer o convertir, después esos datos se 
envían al 74LS157, en donde se multiplexa con el C1* del Bus de Control para 
luego ser recibidos por la computadora a través del Bus de Estado y ser 
presentados al usuario, a través de la ventana generada por el programa. 

 
En la Fig. 3.14 se ilustra el sistema completo construido. 

 

 
Fig. 3.14 Construcción del sistema completo. 

 
En la tabla 3.3 se muestra la lectura de la TAD comparada con un multimetro 

de la marca Hewlett Packard modelo 34401A. 
 

TAD Multimetro 
0.005411765 5.39 mV 
0.005254902 5.23 mV 
0.00572549 5.70 mV 

0.005490196 5.47 mV 
0.00641905 6.42 mV 
0.0068840 6.88 mV 

Tabla 3.3 Comparación de medición entre la TAD y el multimetro 34401A. 
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En la Fig. 3.15 se muestra la ventana en Windows generada por el programa 

en Visual Basic 6.0 para introducir y recibir datos. 
 

 
Fig. 3.15 Ventana en Windows generada por Visual Basic 6.0 

 
En el frame de “ Selección del voltaje “, se elige la línea de entrada del 

convertidor que se desea convertir o leer, en el frame de “ Main Menu “ se tiene 
cuatro opciones: Start ejecuta el programa, Stop para el programa, Clear limpia 
las casillas del frame de “ Lectura de Voltaje_IN “ y Exit sale del programa. 

 
En el frame de “ Lectura de Voltaje_IN “ se observará los voltajes en tiempo 

real los cuales fueron seleccionados en el frame de “ Selección del voltaje “ y en el 
frame de “ Datos almacenados “ se puede apreciar los datos que almacenó la 
computadora temporalmente durante la ejecución del programa, con la barra de 
desplazamiento horizontal, seleccionando previamente que voltaje desea ver y 
almacenar esos datos con la opción Save.  
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CONCLUSIONES 
 
 
En este capítulo se presentó un modelo de acelerómetro superconductivo. 

Este modelo consiste de dos anillos superconductivos fijos y uno móvil, en donde 
la masa inercial susceptible es un anillo superconductor libre auto estable 
suspendido debido al efecto MPW entre los dos anillos superconductivos fijos. 

 
Se proporcionaron las condiciones necesarias y suficientes para que exista la 

estabilidad del equilibrio estático, mediante el efecto MPW del sistema de dos 
espiras superconductivas,  cuando una de ella está fija y la otra se mueve 
libremente (masa de prueba) con respecto a la espira fija.  

 
De acuerdo a los datos teóricos y experimental, se puede utilizar este modelo 

en la construcción de un medidor de alta precisión, es decir, en un acelerómetro 
superconductivo, con una alta sensibilidad potencial.   
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CAPÍTULO IVCAPÍTULO IVCAPÍTULO IVCAPÍTULO IV    

    

CONCLUSIONES FINALES 
 

CONCLUSIONES FINALES 
 
En la interacción magnética de anillos superconductores, aparecen dos 

efectos físicos nuevos, estos son: 
 
1. La mínima energía potencial, se presenta cuando la fuerza magnética 

tiene un valor de cero, por lo cual, la fuerza magnética cambia su signo de 
atracción a repulsión, a esto se le conoce como el efecto MPW. 

 
2. Existe un intervalo de parámetros bajo ciertas configuraciones eléctricas y 

magnéticas pueden ser auto estables determinados por el equilibrio de 
estado estático. Esto contradice el teorema de Earnshaw. 

 
En el caso de efecto Meissner o el estado de diamagnetismo perfecto, la 

levitación no es auto estable, la cual concuerda con el teorema de Earnshaw. 
 
Utilizando estos dos efectos, se modeló un medidor de alta precisión, es 

decir, un acelerómetro superconductivo, pero estos efectos puede ser utilizado en 
el modelo de otros medidores de alta precisión, como por ejemplo en un 
gravímetro. 
 

 
RECOMENDACIONES PARA TRABAJOS FUTUROS 

 

• Medir la Temperatura Crítica, la Densidad de Corriente Eléctrica Crítica y 
el Campo Magnético Crítico de los superconductores YBCO y BSCCO de 
alta temperatura, existentes en el laboratorio de superconductividad, ya 
que se cuenta con una tarjeta de adquisición de datos para poder realizar 
esto. 

 
• La medición de resistencia contra temperatura y temperatura crítica, la 

energía almacenada en los anillos superconductores, comprobar el efecto 
MPW, Meissner y Josephson. 

 
• Construir el modelo que se propone en este trabajo en superconductores 

de alta temperatura. 
 

• Utilizar los efectos que se presenta en  los anillos superconductores, en 
otras aplicaciones, como por ejemplo en elementos de control, cojinetes 
levitatorios, etc. 
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cH
→

  Intensidad del campo magnético crítico del superconductor 

cJ
→

   Densidad de corriente eléctrica crítica 
→

B    Inducción del campo magnético 
→

A    Vector potencial del campo magnético 
Ψ   Flujo magnético 
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→
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APÉNDICE A 
 
A1.- A continuación se muestra el código del programa en donde se observará 

el vector potencial y la inducción del campo magnético en Br, para un anillo 
superconductor. 

 
clear all; clc; clf; 
a=1;   %Radio del anillo 
M=10;  %Cte. de permeatividad 
I=1;   %Corriente 
ri=0.3:0.1:2; 
zi=-1:0.1:1; 
 
[R,Z]=meshgrid(ri,zi); 
 
ki=2 .* sqrt (a.*R) .* ( ( (a+R).^2 + Z.^2).^-0.5) ; 
 
[K,E]=ellipke(ki); %Integral Elpitica 
 
B1=( (M*I) /(2*pi) ); 
[B]=meshgrid(B1); 
 
%%%%%%%%Induccion del Campo Magnetico en Br%%%%%%%%% 
BR=  B .* (1 ./(sqrt( (a+R).^2 + Z.^2 ) ) ) .* ... 
         (  K +  (  (  (a^2 - R.^2- Z.^2)./ ( (1-R).^2 + Z.^2) ) .*E) ); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
%%%%%%%%%%%%%%%VectorPotencial%%%%%%%%%%%%% 
A= ( (M .*I) ./ (pi  .* ki) ) .* sqrt(a./R) .* (   ((1-(ki.^2./2)).*K)  -E); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
figure(1); 
mesh(Z,R,BR); 
title('Componente en Br','Fontangle','normal','fontsize',14); 
xlabel('z','color','r','fontsize',12); 
ylabel('r','color','r','fontsize',12); 
zlabel('Br','color','r'); 
grid on; 
 
figure(2); 
mesh(Z,R,A); 
title('Vector potencial','Fontangle','normal','fontsize',14) 
xlabel('z','color','r','fontsize',12) 
ylabel('r','color','r','fontsize',12) 
zlabel('A','color','r') 
grid on; 
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A2.- A continuación se muestra el código del programa en donde se observará 
el vector potencial y la inducción del campo magnético en Br y Bz, para dos 
anillos superconductores con la misma dirección corriente eléctrica 

 
clear all; clc; clf; 
a=1;   %Radio del anillo 
M=10;  %Cte. de permeatividad 
I=1;   %Corriente 
 
ri=0.5:0.1:2; 
zi=-4:0.1:4; 
 
[R,Z]=meshgrid(ri,zi); 
 
kmas=2 .* sqrt (a.*R) .* ( ( (a+R).^2 + (1+Z).^2).^-0.5) ; 
kneg=2 .* sqrt (a.*R) .* ( ( (a+R).^2 + (1-Z).^2).^-0.5) ; 
 
%%%%%%%%%%%%%%Integrales Elpiticas%%%%%%%%%%%%% 
[Kmas,Emas]=ellipke(kmas); 
[Kneg,Eneg]=ellipke(kneg); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
%%%%%%%%%%%%%%VectorPotencial%%%%%%%%%%%%%% 
 
Apimas=( (M*I) ./(pi) )  .* (sqrt(a./R)) .* (  ( ((1./kmas)-(kmas./2)).*Kmas) - ... 
              ((1./kmas).*Emas) + ( ( (1./kneg)-(kneg./2) ).*Kneg) - ((1./kneg).*Eneg) ); 
 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
%%%%%%%%Induccion del Campo Magnetico en Br%%%%%%%%% 
 
BRmas=( (M*I) ./(2*pi.*R) )  .* (  ( (1+Z) ./ sqrt( (a+R).^2 + (1+Z).^2))  .* ...  
              (-Kmas + ((a^2 + R.^2 + (1+Z).^2 ) ./ ( (a-R).^2 + (1+Z).^2) ).* Emas) + ... 
              ( (1-Z )./sqrt( (a+R).^2+(1-Z).^2 ) ).* ((-Kneg) + ( (a^2 + R.^2+(1-Z).^2) ./ ... 
              ( (a-R).^2 + (1-Z).^2)  ).*Eneg) );      
 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
%%%%%%%%Induccion del Campo Magnetico en Bz%%%%%%%%% 
 
BZmas=( (M*I) ./(2*pi) )  .* (  ( 1 ./ sqrt( (a+R).^2 + (1+Z).^2)) .* ... 
              (Kmas + ((a^2 - R.^2 - (1+Z).^2 ) ./ ( (a-R).^2 + (1+Z).^2) ).* Emas) + ... 
              1./sqrt( (a+R).^2+(1-Z).^2 ).* (Kneg + ( (a^2 - R.^2 - (1-Z).^2) ./ ... 
               ( (a-R).^2 + (1-Z).^2)  ).*Eneg)) ;   
 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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figure(1); 
mesh(Z,R,Apimas); 
title('Vector potencial','Fontangle','normal','fontsize',14); 
xlabel('z','color','r','fontsize',12) 
ylabel('r','color','r','fontsize',12) 
zlabel('A+(r,z)','color','r') 
grid on; 
 
figure(2); 
mesh(R,Z,BRmas); 
title('Componente Br+','Fontangle','normal','fontsize',14); 
xlabel('z','color','r','fontsize',12) 
ylabel('r','color','r','fontsize',12) 
zlabel('Br+','color','r') 
grid on; 
 
figure(3); 
mesh(R,Z,BZmas); 
title('Componente Bz+','Fontangle','normal','fontsize',14); 
xlabel('z','color','r','fontsize',12) 
ylabel('r','color','r','fontsize',12) 
zlabel('Bz+','color','r') 
grid on; 
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A3.- A continuación se muestra el código del programa en donde se observará 
el vector potencial y la inducción del campo magnético en Br y Bz, para dos 
anillos superconductores con la dirección de corriente eléctrica en sentido 
opuesto 

 
clear all; clc; clf; 
a=1;   %Radio del anillo 
M=10;  %Cte. de permeatividad 
I=1;   %Corriente 
 
ri=0.5:0.1:2; 
zi=-4:0.1:4; 
 
[R,Z]=meshgrid(ri,zi); 
 
kmas=2 .* sqrt (a.*R) .* ( ( (a+R).^2 + (1+Z).^2).^-0.5) ; 
kneg=2 .* sqrt (a.*R) .* ( ( (a+R).^2 + (1-Z).^2).^-0.5) ; 
 
%%%%%%%%%%%%%%Integrales Elpiticas%%%%%%%%%%%%% 
[Kmas,Emas]=ellipke(kmas); 
[Kneg,Eneg]=ellipke(kneg); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
%%%%%%%%%%%%%%VectorPotencial%%%%%%%%%%%%%% 
 
Apineg=( (M*I) ./(pi) )  .* (sqrt(a./R)) .* (  ((1./kmas)-(kmas./2)).*Kmas - ... 
              (1./kmas).*Emas - ( (1./kneg)-(kneg./2) ).*Kneg + (1./kneg).*Eneg ); 
 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
%%%%%%%%Induccion del Campo Magnetico en Br%%%%%%%%% 
 
BRneg=( (M*I) ./(2*pi.*R) )  .* (  ( (1+Z) ./ sqrt( (a+R).^2 + (1+Z).^2)) .* ... 
             (-Kmas + ((a^2 + R.^2 + (1+Z).^2 ) ./ ( (a-R).^2 + (1+Z).^2) ).* Emas) - ... 
             ( (1-Z )./sqrt( (a+R).^2+(1-Z).^2 ) ).* ((-Kneg) + ( (a^2 + R.^2+(1-Z).^2) ./ ... 
             ( (a-R).^2 + (1-Z).^2)  ).*Eneg) );   
 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
%%%%%%%%Induccion del Campo Magnetico en Bz%%%%%%%%% 
 
BZneg=( (M*I) ./(2*pi) )  .* (  ( 1 ./ sqrt( (a+R).^2 + (1+Z).^2)) .* ... 
             (Kmas + ((a^2 - R.^2 - (1+Z).^2 ) ./ ( (a-R).^2 + (1+Z).^2) ).* Emas) - ... 
              1./sqrt( (a+R).^2+(1-Z).^2 ).* (Kneg + ( (a^2 - R.^2 - (1-Z).^2) ./ ... 
             ( (a-R).^2 + (1-Z).^2)  ).*Eneg)) ;   
 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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figure(1); 
mesh(Z,R,Apineg); 
title('Vector potencial','Fontangle','normal','fontsize',14); 
xlabel('z','color','r','fontsize',12) 
ylabel('r','color','r','fontsize',12) 
zlabel('A-(r,z)','color','r') 
grid on; 
 
figure(2); 
mesh(R,Z,BRneg); 
title('Componente Br-','Fontangle','normal','fontsize',14); 
xlabel('z','color','r','fontsize',12) 
ylabel('r','color','r','fontsize',12) 
zlabel('Br-','color','r') 
grid on; 
 
figure(3); 
mesh(R,Z,BZneg); 
title('Componente Bz-','Fontangle','normal','fontsize',14); 
xlabel('z','color','r','fontsize',12) 
ylabel('r','color','r','fontsize',12) 
zlabel('Bz-','color','r') 
grid on; 
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A4.- A continuación se muestra el código del programa en donde se observará 
la energía potencial, la fuerza magnética y la dureza de interacción 
magnética adimensional, los cuales se presentan en la interacción 
magnética de dos anillos superconductores. 

 
clear all; clc; clf; 
d1=0.01;         %Diametro del anillo 1 
d2=0.01;         %Diametro del anillo 2 
a1=1.8;           %Radio del anillo 1  
a2=2;              %Radio del anillo 2 
M=0.000001257;   %Cte. de permeatividad  
xi=3;              %Distancia entre planos 
I1=1;              %Corriente 1 
I2=1;              %Corriente 2 
r1=100; 
r2=100; 
lda=0.0001; %landa 
i=1:1:100; 
ki=0.01*i; 
[Ki,Ei]=ellipke(ki);%Integral Elpitica 
kai= (1-ki.^2).^0.5;%Modulo Adicional 
Ep=a2*a1^-1;%Epsilon 
 
%%%%%%%%Inductancia magnetica%%%%%%%% 
L1=M*a1*( log(8*r1)^-1 + lda^2 * d1^-2 ); 
L2=M*a2*( log(8*r2)^-1 + lda^2 * d2^-2 ); 
L12i=( M*(a1*a2)^0.5) .* (  (( (2./ki)  -ki) .*Ki) - ((2./ki).*Ei)) ;%inductancia mutua 
 
%%%%%%%%Flujo Magnetico%%%%%%%% 
S1i=L1*I1 + L12i.*I2; %flujo 1 
S2i=L12i.*L2 + L2*I2; %flujo 2 
 
yi=(L1*L2)^-0.5.*L12i; 
ni=S1i.*S2i.^-1*(L2*L1^-1)^0.5; 
 
%%%%%%%%Energia Potencial adimencional%%%%%%%% 
Ui=(ni.^2 - (2.*ni.*yi) + 1).*(1 - yi.^2).^-1; 
figure(1); 
plot(ki,Ui); 
grid on; 
title('Energia potencial adimensional'); 
xlabel('k'); 
ylabel('u'); 
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%%%%%%%%Fuerza Magnetica adimencional%%%%%%%% 
xj=( 2.*kai.^2.*Ki-( (2-ki.^2).*Ei) ); 
Pi=(ni-yi).*((ni.*yi)-1).*(1-yi.^2).^-2.*kai.^-2.*( 4*Ep-(ki.^2.*(1+Ep)^2) ).^0.5.*xj; 
figure(2); 
plot(ki,Pi); 
grid on; 
title('Fuerza magnetica adimensional'); 
xlabel('k'); 
ylabel('p'); 
hold off  
 
%%%%%%%%Dureza de Interaccion Magnetica %%%%%%%% 
Di=(-2.*(ki.^4 - ki.^2 + 1) .* (1 + Ep)^2  - 4 * Ep.*(1 + ki.^2)  ).*Ei; 
Ci=(ni-yi).*((ni.*yi)-1).*(1-yi.^2 ).^-2.*ki.^3.*kai.^-4 ..... 
 .*((   (    ( (1+Ep)^2.*(2-ki.^2)  )-4*Ep ).*(kai.^2.*Ki) ) +(Di) )..... 
  +( (1-yi.^2).*(ni.^2-2.*(ni.*yi)+1)+4.*yi.*(ni-yi).*((ni.*yi)-1).*(1-yi.^2).^-3...... 
  .*(4*Ep-(ki.^2.*(1+Ep.^2)) ).*kai.^-4.*( (2*kai.^2.*Ki) - ((2-ki.^2).*Ei)  ).^2 ) ; 
figure(3); 
plot(ki,Ci); 
grid on; 
title('Dureza de Interaccion Magnetica  '); 
xlabel('k'); 
ylabel('c'); 
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APÉNDICE B 
 
B1.- A continuación se muestra el código que envía y recibe datos de la TAD. 
 
Option Explicit 
Dim array_dato() As Single, array_dato_1() As Single, array_dato_2() As Single 
Dim array_dato_3() As Single, array_dato_4() As Single 
Dim k As Integer, r As Integer, s As Integer, t As Integer, v As Integer 
Dim w As Integer, x As Integer, y As Integer, z As Integer, g As Integer 
 
Private Sub Command1_Click() 'Start 
w = Check1.Value: x = Check2.Value: y = Check3.Value: z = Check4.Value 
Timer1.Enabled = True 
End Sub 
 
Private Sub Command2_Click() 'Stop 
Timer1.Enabled = False: Timer2.Enabled = False: Timer3.Enabled = False 
Timer4.Enabled = False: Timer5.Enabled = False: Beep 
End Sub 
 
Private Sub Command3_Click() 'clear 
Text1.Text = " ": Text2.Text = " ": Text3.Text = " ": Text4.Text = " ": Beep 
End Sub 
 
Private Sub Command4_Click() 'End 
Beep 
End 
End Sub 
 
Private Sub Command5_Click() 'Save 
Dim e As Integer 
If w = 1 Then 
    Open "c:\programas de visual\muestras\test1.txt" For Output As #1 
        For e = 0 To r 
            Print #1, Val(array_dato_1(e)) 
        Next e 
    Close (1) 
End If 
If x = 1 Then 
    Open "c:\programas de visual\muestras\test2.txt" For Output As #2 
        For e = 0 To s 
            Print #2, Val(array_dato_2(e)) 
        Next e 
    Close (2) 
End If 
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If y = 1 Then 
    Open "c:\programas de visual\muestras\test3.txt" For Output As #3 
        For e = 0 To t 
            Print #3, Val(array_dato_3(e)) 
        Next e 
    Close (3) 
End If 
If z = 1 Then 
    Open "c:\programas de visual\muestras\test4.txt" For Output As #4 
        For e = 0 To v 
            Print #4, Val(array_dato_4(e)) 
        Next e 
    Close (4) 
End If 
Beep 
End Sub 
 
Private Sub Form_Load() 
Form1.Caption = " Voltmetro_SEPI ESIME CULHUACAN " 
Frame1.Caption = " Seleccion del voltaje_IN " 
Frame2.Caption = " Lectura del voltaje_IN " 
Frame3.Caption = " Main Menu " 
Frame4.Caption = " Datos almacenados " 
Check1.Caption = " Voltaje_1 " 
Check2.Caption = " Voltaje_2 " 
Check3.Caption = " Voltaje_3 " 
Check4.Caption = " Voltaje_4 " 
Label1.Caption = " Voltaje_1 " 
Label1.Caption = " Voltaje_1 " 
Label2.Caption = " Voltaje_2 " 
Label3.Caption = " Voltaje_3 " 
Label4.Caption = " Voltaje_4 " 
With Label5 
    .Alignment = 2 
    .Caption = " Dr. Vasyl Markovich Rashkovan " 
End With 
Label6.Caption = " Dato " 
Label7.Caption = " Dir. " 
With Option1 
    .Caption = " Voltaje_1 " 
    .Value = False 
End With 
With Option2 
    .Caption = " Voltaje_2 " 
    .Value = False 
End With 
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With Option3 
    .Caption = " Voltaje_3 " 
    .Value = False 
End With 
With Option4 
    .Caption = " Voltaje_4 " 
    .Value = False 
End With 
Command1.Caption = " Start " 
Command2.Caption = " Stop " 
Command3.Caption = " Clear " 
Command4.Caption = " Exit " 
Command5.Caption = " Save " 
With Text1 
    .Text = " " 
    .BackColor = vbBlack 
    .ForeColor = vbGreen 
    .Alignment = 2 
End With 
With Text2 
    .Text = " " 
    .BackColor = vbBlack 
    .ForeColor = vbGreen 
    .Alignment = 2 
End With 
With Text3 
    .Text = " " 
    .BackColor = vbBlack 
    .ForeColor = vbGreen 
    .Alignment = 2 
End With 
With Text4 
    .Text = " " 
    .BackColor = vbBlack 
    .ForeColor = vbGreen 
    .Alignment = 2 
End With 
With Text5 
    .Text = " " 
    .BackColor = &H800000 
    .ForeColor = vbWhite 
    .Alignment = 2 
End With 
With Text6 
    .Text = " " 
    .BackColor = &H800000 
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    .ForeColor = vbWhite 
    .Alignment = 2 
End With 
With Timer1 'Timer principal 
    .Enabled = False 
    .Interval = 100 
End With 
With Timer2 'Timer que controla el primer voltaje 
    .Enabled = False 
    .Interval = 500 
End With 
With Timer3 'Timer que controla el segundo voltaje 
    .Enabled = False 
    .Interval = 500 
End With 
With Timer4 'Timer que controla el tercer voltaje 
    .Enabled = False 
    .Interval = 500 
End With 
With Timer5 'Timer que controla el cuarto voltaje 
    .Enabled = False 
    .Interval = 500 
End With 
End Sub 
 
Private Sub HScroll1_Change() 
Dim j As Integer 
If g = 1 Then 
    With HScroll1 
        .Max = r 
        .Min = 0 
    End With 
    j = HScroll1.Value 
    Text6.Text = j 
    Text5.Text = Val(array_dato_1(j)) 
    If j = r Then 
        MsgBox "Son todos los valores almacenados", vbSystemModal, "Voltmetro" 
    End If 
ElseIf g = 2 Then 
    With HScroll1 
        .Max = s 
        .Min = 0 
    End With 
     j = HScroll1.Value 
    Text6.Text = j 
    Text5.Text = Val(array_dato_2(j)) 
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    If j = s Then 
        MsgBox "Son todos los valores almacenados", vbSystemModal, "Voltmetro" 
    End If 
ElseIf g = 3 Then 
    With HScroll1 
        .Max = t 
        .Min = 0 
    End With 
    j = HScroll1.Value 
    Text6.Text = j 
    Text5.Text = Val(array_dato_3(j)) 
    If j = t Then 
        MsgBox "Son todos los valores almacenados", vbSystemModal, "Voltmetro" 
    End If 
ElseIf g = 4 Then 
    With HScroll1 
        .Max = v 
        .Min = 0 
    End With 
    j = HScroll1.Value 
    Text6.Text = j 
    Text5.Text = Val(array_dato_4(j)) 
    If j = v Then 
        MsgBox "Son todos los valores almacenados", vbSystemModal, "Voltmetro" 
    End If 
End If 
End Sub 
 
Private Sub Option1_Click() 
If Option1.Value = True And w = 1 Then 
    g = 1 
Else 
    MsgBox "No existe valores almacenados", vbSystemModal, "Voltmetro" 
End If 
End Sub 
 
Private Sub Option2_Click() 
If Option2.Value = True And x = 1 Then 
    g = 2 
Else 
    MsgBox "No existe valores almacenados", vbSystemModal, "Voltmetro" 
End If 
End Sub 
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Private Sub Option3_Click() 
If Option3.Value = True And y = 1 Then 
    g = 3 
Else 
    MsgBox "No existe valores almacenados", vbSystemModal, "Voltmetro" 
End If 
End Sub 
 
Private Sub Option4_Click() 
If Option4.Value = True And z = 1 Then 
    g = 4 
Else 
    MsgBox "No existe valores almacenados", vbSystemModal, "Voltmetro" 
End If 
End Sub 
 
Private Sub Timer1_Timer() 
If w = 1 Then 
    IO1.Out &H378, 7 
    Timer1.Enabled = False 
    Timer2.Enabled = True 
Else 
    Text1.Text = w 
End If 
If x = 1 Then 
    IO1.Out &H378, 6 
    Timer1.Enabled = False 
    Timer3.Enabled = True 
Else 
    Text2.Text = x 
End If 
If y = 1 Then 
    IO1.Out &H378, 5 
    Timer1.Enabled = False 
    Timer4.Enabled = True 
Else 
    Text3.Text = y 
End If 
If z = 1 Then 
    IO1.Out &H378, 4 
    Timer1.Enabled = False 
    Timer5.Enabled = True 
Else 
    Text4.Text = z 
End If 
End Sub 
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Private Sub Timer2_Timer() 
Static m As Integer, n As Integer 
Dim e As Integer 
n = n + 1 
m = n 
Text1.Text = Entrada_total(2) 
r = k 
For e = 0 To r 
    ReDim Preserve array_dato_1(e) 
    array_dato_1(e) = Val(array_dato(e)) 
Next e 
If m = n Then 
    Timer2.Enabled = False 
    Timer1.Enabled = True 
End If 
End Sub 
 
Private Sub Timer3_Timer() 
Static m As Integer, n As Integer 
Dim e As Integer 
n = n + 1 
m = n 
Text2.Text = Entrada_total(2) 
s = k 
For e = 0 To s 
    ReDim Preserve array_dato_2(e) 
    array_dato_2(e) = Val(array_dato(e)) 
Next e 
If m = n Then 
    Timer3.Enabled = False 
    Timer1.Enabled = True 
End If 
End Sub 
 
Private Sub Timer4_Timer() 
Static m As Integer, n As Integer 
Dim e As Integer 
n = n + 1 
m = n 
Text3.Text = Entrada_total(2) 
t = k 
For e = 0 To t 
    ReDim Preserve array_dato_3(e) 
    array_dato_3(e) = Val(array_dato(e)) 
Next e 
If m = n Then 
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    Timer4.Enabled = False 
    Timer1.Enabled = True 
End If 
End Sub 
 
Private Sub Timer5_Timer() 
Static m As Integer, n As Integer 
Dim e As Integer 
n = n + 1 
m = n 
Text4.Text = Entrada_total(2) 
v = k 
For e = 0 To v 
    ReDim Preserve array_dato_4(e) 
    array_dato_4(e) = Val(array_dato(e)) 
Next e 
If m = n Then 
    Timer5.Enabled = False 
    Timer1.Enabled = True 
End If 
End Sub 
 
Public Function Entrada_baja(Q As Integer) As Integer 
Dim a As Integer 
Static b As Integer 
Dim c As Integer 
Dim d As Integer 
Dim e As Integer 
Dim f As Integer 
a = Q Xor &H80 
a = a And &HF0 
b = a / 16 
c = b And &H8 
c = c / 8 
d = b And &H4 
d = d / 2 
e = b And &H2 
e = e * 2 
f = b And &H1 
f = f * 8 
Entrada_baja = f Or e Or d Or c 
End Function 
 
Public Function Entrada_alta(Q As Integer) As Integer 
Dim a As Integer 
Static b As Integer 



 APÉNDICE B                               
 

                                                                                                                            89 

Dim c As Integer 
Dim d As Integer 
Dim e As Integer 
Dim f As Integer 
a = Q Xor &H80 
b = a And &HF0 
c = b And &H80 
c = c / 8 
d = b And &H40 
d = d / 2 
e = b And &H20 
e = e * 2 
f = b And &H10 
f = f * 8 
Entrada_alta = f Or e Or d Or c 
End Function 
 
Public Function Entrada_total(P As Integer) As Single 
Dim valor As Integer 
Static baja As Integer, alta As Integer, Entrada As Integer 
Static voltaje As Single, f As Integer, h As Integer, i As Integer 
IO1.Out &H37A, P Xor &HB 'Parte baja 
valor = IO1.In(&H379) 
baja = Entrada_baja(valor) 
IO1.Out &H37A, 0 Xor &HB 'Parte alta 
valor = IO1.In(&H379) 
alta = Entrada_alta(valor) 
Entrada = alta Or baja 
voltaje = (Entrada * 1) / 255 
voltaje = voltaje / 50 
If h = 0 Then 
    ReDim Preserve array_dato(h) 
    array_dato(h) = voltaje 
End If 
If f > 0 Then 
    If i <> Entrada Then 
        h = h + 1 
        ReDim Preserve array_dato(h) 
        array_dato(h) = voltaje 
    End If 
End If 
f = f + 1 
i = Entrada 
k = h 
Entrada_total = voltaje 
End Function 
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ABSTRACT 
 
In this work the analysis of the electrical superconductive 
ring properties appears, which has a specific interest from 
the point of view of the electromagnetic levitation.   
 
A mathematical analysis is made to find a representation 
of the non dimensional potential energy, the non 
dimensional magnetic force and the hardness of magnetic 
interaction for two ideal rings (superconductive) through 
a permanent magnetic field.  Finally, the results of the 
behavior of the magnetic force of a superconductive coil 
(NbSn) at liquid helium’s temperature appear.  This coil 
can be used as a magnetic levitation system.   
 
Keywords: superconductivity, magnetic levitation, ideal 
ring model, magnetic field, potential energy. 
 

I. INTRODUCTION 
 
The magnetic levitation is an application of the 
superconductivity. The vehicles of massive transport such 
as trains can "float" over very powerful superconducting 
magnets, eliminating tin the practice he friction between 
the train and the rails. 

 
An ideal thin closed ring, without electrical resistance, 
has the common property of conserving the magnetic flux 
in its interior, which passes through a surface limited by 
this same ring [1] and with a current cteI =  it can be 
considered as a permanent magneto, whose electrical 
resistance is not greater than 2310−  Dm-cm [2]. A 
superconductor is in addition, not only an ideal 
conductor, but an ideal diamagnetic, known as Maissner-
Oxenfeld effect. From the point of view of 
superconductor’s technological electrodynamics [3] 
magnetic induction within a superconductor’s volume is 
always equal to zero )0( =B

r
. This property does not 

depend on the conditions of transmission of the body in 
superconductive state.  As a result of Maxwell equation 

0=Bdiv
r

 in the border of two bodies, the normal 
induction component of  magnetic field must be equal to 
zero.  Owing to 0=B

r
 within the superconductor, over 

the surface of external magnetic field’s normal 
component it is also equal to zero.  This means that the 
magnetic field in any point outside the superconductor is 

always tangent to its surface.  The magnetic lines are bent 
in relation to the superconductive body. According to 
Maxwell equation, the permanent magnetic field in a 
material, the vBrot rr

µρ−=  with the condition that 0=B
r

, 
then within a superconductor the mean density current is 
also equal to zero.  In other words, no volumetric current 
is impossible in any superconductive body.   
Any electrical current in a superconductor, is a superficial 
one.  Magnetic field and electrical current, they both 
penetrate to a depth of London λ  of the superconductor 

which is approximately within the interval of [4,6]10 -8 

m,  therefore, we can find different equations of self-
inductance in a superconductor.  For example, the 
magnetic field with variation of the depth is determined 
by the formula xBB λ−= exp0 . Within the conductor the 
magnetic energy is ∫= dvBW 2

02
1
µ  ( dv is the volume 

element), that is represented for a thin superconductor 

as 0
2

2
1 LIW = , where I  it is the electrical current and 

0L   is the internal inductance. From these data, we can 
find a relation for the internal inductance in a 
superconductor of unitary length. 
 

2

2
0

0 





=
d

L λ
π

µ      (1) 

 
where d  is the diameter of the conductor. 
 
Then, the ideal ring and the superconductive ring have a 
difference in the internal inductance 0L , which must be  
add to the self-inductance of the ideal ring to take into 
account the external magnetic field.  In order to simplify 
the analysis we are going to use the concept of ideal 
current. 
If a superconductor is represented by a wire, in case of 
absence of external magnetic field, then it is impossible 
to expect the circulation of stationary superficial currents.   
But the electrical properties of superconductive rings in 
any case have a specific interest, from the point of view 
of magnetic levitation. 
In the case of non-wired superconductors, the superficial 
electrical currents can go stationarily without 
electromotive force. The magnetic flux through the 



surface limited by a superconductive ring is determined 
by the following relation  
 

LI=Ψ       (2) 
 
where I  is the electrical current and L  is the ring ‘s 
inductance.  If the super conductive ring is under an 
external magnetic field, then the total magnetic flux Ψ  
through this surface consists on the superconductor self-
flow LI  and the flow extΨ  of the external magnetic 
field.  
The most important property in any super conductive ring 
is, that any variation, as much of the external magnetic 
field as of the current in the ring, the total magnetic flux 
through the surface limited by the same ring always 
remains constant:   
 

cteLI ext =Ψ+=Ψ      (3) 
 
This property comes directly from the Maxwell’s integral 
form for an area outside the superconductor:   
 

∫ ∫ ⋅=⋅
∂
∂ ldEsdB
t

rrrr
    (4) 

 
Because the tangential component of the electric field on 
the surface of the superconductor is equal to zero, then 

∫ =⋅
∂
∂ 0sdB
t

rr
 standing that ctesdB∫ =⋅=Ψ rr

 . This 

result is very important; due to the permanence of the 
magnetic flux through any superconductive ring is not 
only conserved in the case of the variation of the external 
magnetic field, but also in the case of a variation in the 
form of the ring, like for example, the displacement of the 
ring in the space. 
The properties mentioned previously for superconductive 
bodies of any form and of any number of 
superconductive rings, can be used for the construction of 
a control system.   
 

II SPECIFIC PROPERTIES OF TWO IDEAL 
RINGS OF MAGNETIC INTERACTION. 

 
Let’s consider a dynamic system formed by two thin 
closed contours, in which, the electrical currents 1I , 2I    
circulate in each one and there is a magnetic interaction.  
In the general case, such a system is characterized by a 
number of generalized variables ( )∑ iiii Pfqq ,,, & . For the 
considered problem, the generalized variables are:   
Electrical variables  
 

( ) { } ( ) ( ) { } [ ] { }ifIIiPqqiqUUiq ∈∈










 ⋅

∈∈ 2,1,2
~,1

~,2,1,2,1 ψψ  

 
 

Mechanical variables  
 
[ ] { }[ ] { } [ ] [ ] { } 2,1,,,, =∈/∈Τ∈∈ iiPxoiiqxiqx κ&&  
 
Where q  is the generalized coordinate, q&  is the 
generalized speed, iii Xkf =  is the generalized force that 
only depends on the position, iii XMP =  is the 
generalized impulse, where mi ,1=   
Kinetic and potential energies of this system are 
determined by:  
 

)(2
1221

1
2
2)(122122

2
1

2
1

xLLL

LxLL
UW

−

Ψ+ΨΨ−Ψ
==   (5) 

 

[ ] 2
2

2,1

0,0
22

~
11

~ xM
UU

UdqUdqT &+∫ ′′+′′=′    (6) 

 
From the point of view of the classic electrodynamics, the 
force of magnetic interaction of two ring with the 
currents 1I and 2I  are obtained from the experimental 
law of Ampere.  
 

[ ][ ]
∫ ∫

⋅
= 3

12

1212
214

0
R

Rldld
IIP

rrr
r

π

µ , or 

x
L

IIkP ∂

∂
⋅= 12

21
       (7) 

 
For this system, the currents in each ring are: 
 

2
1221

12221
1 LLL

LL
I

−

Ψ−Ψ
=       

2
1221

12121
2 LLL

LL
I

−

Ψ+Ψ−
=

  (8) 

 
Then, we can rewrite the Eq.(7) as  
 

[ ]
x
xL

xLL
xLLL

xLL
kP ∂

∂
Ψ−Ψ





 −

Ψ−Ψ
=

)(12)(121122
)(2

1221

)(12221   (9) 

 
The magnetic force is expressed through the magnetic 
fluxes by the Eq.(9) and, a coordinate in  the linear case 
[5].  As a first definition we can give the following motto  
MOTTO.  If the relations between the parameters of the 
system are determined as 
 
1)    )(12221 xLL Ψ=Ψ  
2)  )(12112 xLL Ψ=Ψ  
3)  21 Ψ<Ψ   ,   )(121 xLL >  

4)  2
1221 LLL >   ,    ( )02;01 >> LL    (10) 

 
Then we assured the necessary and sufficient conditions 
for the sign change of the magnetic force between two 
thin, hard and ideal rings in the point 



{ }∞<<<<∈ 1200 xxxxx , where 1x  is a distance 

greater than the distance 2x  between two rings.   
Let’s now consider that ( )xL12  is a monotonous function 
of x , continuously differentiable and always 
diminishing.  
Therefore, the partial derived ( ) xxL ∂∂ /12  between the 
distance [ ]1,2 xx  is negative and it never can be equal to 

zero.  In the meantime the product 21LL  is always 

greater than 2
12L  from Eq.(10).  For this reason, the 

denominator on Eq.(9) cannot be equal to zero.   
Thus, on Eq.(9) we can find two conditions, which are:   
  

)0(12221 xLL Ψ=Ψ     (11) 

)0(12112 xLL Ψ=Ψ     (12) 
 
when the magnetic force is equal to zero.  The equations 
(11) and (12) reflect the necessary conditions of equality 
to zero of magnetic force. In order to get the conditions 
(11) and (12) the flows 1ψ  and  2ψ  must have the same 
sign.   
But it is also possible to demonstrate that any of the two 
Eqs. (11) or (12) is not only necessary, but also sufficient.   
Let‘s suppose that 21 ψψ ∠  and the necessary condition 
for Eq.(11) is applied, using the Eqs.(9) and (11) the 
derived from the magnetic force is determined with 
respect to x  in the point 0xx = . Then,  
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In the case of assuring the condition of Eq.(11) and 
when 21 Ψ<Ψ , )( 0121 xLL >   the numerator of Eq.(13) 
is positive, the permanent flow 2ψ  and all the other 
members on Eq.(13) are positive.  This means that 

0
0

<
∂
∂

=xxx
P . 

 
Then, the partial derived from the magnetic force with 
respect to the distance x  at the point where the necessary 
condition for the equation Eq.(11) is assured., is negative.  
This is also related to the condition of Eq.(12).   
The negative sign on the right part of Eq.(13) means that 
the second order partial derived from of potential 
magnetic energy with respect to x  at the point 0xx =  is 
positive, where it ensures the necessary condition of a 
minimum potential of energy. Therefore, as a second 
definition we can give the following Theorem:  
 

THEOREM.  The potential energy of magnetic 
interaction between two ideal rings 

( ){ }xLLLW 122121 ,,,,ψψ , which are represented by a 
continuously differentiable function on a distance interval 
[ ]21, xx , has a minimum at the point 

{ }∞<<<<∈ 120 0/ xxxxx  with the conditions 
determined by the motto.   
The potential energy of magnetic interaction of two ideal 
rings is determined through the permanent magnetic 
fluxes { } iq∈21,ψψ  and the mechanical coordinates 
{ } iqx ∈  as  
 

1
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12211
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2)(122122
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 Ψ+ΨΨ−Ψ= xLLLLxLLW  (14) 

 
Is known [4] that a magnetic field’s energy expressed 
through the magnetic fluxes and the coordinates, is the 
potential energy.  For this reason, the magnetic force P

r
 

can be determined as the partial derived of the potential 
energy of Eq.(14) with negative sign, which means,  
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In case that 1

21212
−ΨΨ= LL  or  1

12212
−ΨΨ= LL  

according to the Eq.(10), the first member’s numerator of 
the product of Eq.(15) can be equal to zero.   
 
The second order partial derived of energy of Eq.(14), in 
the last case is:   
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The second term in Eq(16) is equal to zero by means of 
Eq.(10), 0/ 12 =∂∂ LW  . Hence, the sign of 22 / xW ∂∂  is 
determined by the sign of the quadratic partial derived of 
W with respect to 12L ,  that is by the expression  
 

2
1221
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2
2

2
12
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LLL

L

L
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−

−Ψ
=

∂

∂      (17) 

 
As a result, the quadratic partial derived with respect to 
x  is positive )0,( 2

2
1221 >> LLLL . This means that it 

ensures the condition of existence of the minimum of U .  
With the condition that 0/12 ≠∂∂ xL . Then, as a third 
definition we can give the following consequence:   
 
CONSEQUENCE. Potential magnetic energy between 
two thin, hard and ideal rings axially placed with the 
electric currents { } ifII ∈21,  by a mechanical coordinate 



{ } iqx ∈ , has a minimum at the point [ ]210 , xxx ∈ , in 
case of assuring the condition of permanent magnetic 
fluxes on the surfaces limited by the ring contours, which 
means,    cteILIL =+=Ψ 212111 .  , cteILLL =+=Ψ 222122  
In the particular case of two coaxial and parallel ring with 
a distance between the planes x , ia  is the radius and id  
is the diameter of the ring ( )2,1=i  we can make the 
following calculations:   
 
1. - The non-dimensional potential energy  
 

1)21)(122(2
222 −−+−=−Ψ= yyULu ηη    (18) 

 
2. - The non dimensional magnetic force  
 

⋅−′⋅−−−−=−Ψ= 22)21)(1)((2
2224 kyyyLPap ηη  
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 +− EkKkxk )22(22

2/12)1(24 ξξ     (19) 

 
3. - The hardness of magnetic interaction  
 

2
22

2
216 −Ψ= LCac  

+






 +′





 −−+−′−−−−= DKkkkkyyy 24)22(2)1(432)21)(1)(( ξξηη  
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 +− EkKkkk ξξ   (20) 

 
where  
 

EkkkD ))21(42)1)(124(2( +−++−−= ξξ  
 
The dimensional magnetic energy, force and hardness are 
represented by U, P and, C respectively, iΨ  is the 
permanent magnetic flux of i rings; (i=1, 2); 

2/1)1
12(1

21
−−ΨΨ= LLη  ; 2/1)21(12

−= LLLy  ; 1
12
−= aaξ  ; 

)(kKK =  ; )(kEE = are the elliptical integrals of first 
and second order of the modules  

2/122)21(2/1)21(2
−




 ++= xaaaak  

2/1)21( kk −=′  is an additional module  
 
L1, L2 and L12  are the self and mutual inductances, 
determined by the following formulas:  
 

)2218(ln0
−+−= idiiaiL λτµ  , ,2,1=i  





 −−= E

k
Kk

k
aaL 2)2(2/1)21(012 µ   

From an application’s point of view of this simple model, 
it can be used like an element in a levitation system. 
 
 

III. ANALYSIS OF NUMERICAL AND NATURAL 
EXPERIENCES. 

 
It is very important to make the analysis of the behavior 
of the main characteristics of the investigated dynamic 
system.  Making the numerical calculations in a particular 
case, we can represent the graphs of potential magnetic 
energy )(kuu = , magnetic force  )(xpp =  and 
magnetic rigidity )(kcc =  as shown on Fig 1. As it can 
be seen, the potential energy function )(kuu =  is 
nonlinear, monotonous and has a minimum at the point 

)( η=y . 
In this same case, the magnetic force function )(xpp =  
is non monotonous, has a maximum at the point 

87.0=k  that crosses the point zero )( η=y , in 94.0=k  
changes its sign from positive to negative.  At this same 
point, 94.0=k  the magnetic and potential energies of 
two superconductive rings have a minimum.  It is very 
interesting to notice that in a narrow interval of variation 
of [ ]21, kkk ∈ , the function )(xp  can be described like a 
straight line. The function )(kcc =   is also nonlinear, has 
a minimum and crosses the point 0=c )87.0( =k , where 
the magnetic force has a maximum. Around the point 

0=c  the function )(kcc =  can be approximated as a 
linear function.   
Theoretical data match with the results of a physical 
experiment.  Experimentally it was modeled, the 
magnetic interaction between a permanent magneto (Sm-
Co) and a superconductive coil (NbSn) with a 
temperature of transformation in superconductive state 
equal to the temperature of liquid helium as seen on 
Fig.3.  
 

 
Fig 1.  Behavior of the magnetic potential energy (u ),magnetic force 

( p ), rigidity ( c ) in relation to k  modulate. 

 
The values of the component x  and the magnetic force 
were measured, in relation to several distances between a 
permanent magneto and a superconductive coil, with 
different positions of freezing and electrical current.  



The behavior 3-dimensional of the magnetic potential 
energy pE  in relationship of the parameter ξ and η  is 
presented on Fig. 2  
 

 
Fig.2. The magnetic potential energy pE dependence of parameters ξ  

and η . 

 
As we can see, the force of magnetic interaction has a 
maximum  and a minimum as well for each measurement 
and is a symmetrical function in relation to the point of 
passage of force through the point zero.  
 

 
Fig 3.  Dependency of the magnetic force ( xP ) of the distance between 

the magnetic parameter (1) and the superconductive coil (2) 
 
The difference between the experimental and the 
theoretical data results can be explained in the non 
ideality system we have used.  
 

IV. CONCLUSIONS 
 
The analysis of the behavior of the main characteristics of 
an ideal ring system, such as the potential energy, the 
magnetic force, gives as a result the following specific 
properties:   
 
1)  The magnetic force of interaction of two ideal, thin 

and hard rings, in a certain case changes its sign, 

transforming the repulsive force to the attractiveness 
one and,, the attractive force to the repulsive one, 
otherwise crossing through the point zero. This 
magnetic spring has an analogous action to the one 
of  a mechanical spring in relation to the equilibrium 
point.  

2)  The magnetic rapidity also changes its sign, crossing 
through the point zero and, around this same point 
the function )(kcc =  can be approximated as a 
linear one.   

3)  The potential energy of magnetic interaction of two 
ideal, thin and coaxial rings, has a minimum at the 
same point, in which the magnetic force is equal to 
zero.   

4)  The experience shows that such superconductive 
system can be stable in a certain narrow interval of 
variation of the electromagnetic characteristics as 
much as geometric.  The variations of electrical 
currents in each ring allow us to control the behavior 
of the characteristics of the system in a direct form.   

 
The above-mentioned allows us to conclude that the 
investigated model of electromagnetic interaction of ideal 
(superconductive) rings can practically be used as a 
system of magnetic levitation.   
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RESUMEN 
En este trabajo se presenta el estudio de las propiedades de 
diferentes sistemas de interacción magnética con anillos 
superconductores. El interés que ostentan tales sistemas 
desde el punto de vista tecnológico es de gran repercusión 
en diversos aspectos y aplicaciones. El punto de vista 
biológico, químico, eléctrico, y electrónico, son sólo 
algunos ejemplos de los ámbitos  tecnológicos en espera de 
aplicar tales sistemas en las primeras filas de sus diferentes 
mecanismos de operación; sin mencionar los sistemas de 
transporte de levitación magnética (MAGLEV), medicina, 
etc. 
Se representa la energía potencial adimensional, la fuerza 
magnética adimensional y la dureza de interacción 
magnética para dos anillos superconductores finos a través 
de un campo magnético permanente. Es presentado el 
vector potencial y la estabilidad de este sistema. 
 
INTRODUCCIÓN  
El descubrimiento de materiales superconductores 
cerámicos, con una elevada temperatura crítica (HTSC), 
cada día más alta, ofrece una nueva amplia gama de 
aplicaciones en muchos ámbitos. 
La inductancia mutua de los contornos o redes con 
corriente eléctrica desempeña un papel importante en caso 
de cálculos de otras características físicas tanto de los 
circuitos eléctricos como de los sistemas de corrientes con 
interacción magnética. Muchos científicos del mundo, tales 
como J. Maxwell, Ch. Show, J. Jons, M. Garet, etc. 
Investigaron los métodos físicos y matemáticos para 
calcular la inductancia de los contornos eléctricos [1]. Pero 
hoy en día, con el desarrollo de la electrónica, la 
electrotecnia y, las técnicas por computadora, se requieren 
de menos esfuerzos para buscar nuevos métodos que 
calculan las características más complicadas de circuitos 
eléctricos de cualquier tipo.  
Un anillo cerrado ideal fino, sin resistencia eléctrica, tiene 
una propiedad común de conservar el flujo magnético en 
su interior, que pasa a través de una superficie limitada por 
este mismo anillo [2] y con una corriente cteI =  se 
puede considerar como un magneto permanente, cuya 
resistencia eléctrica no es mayor a 2310−   Dm-cm [3].  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Un superconductor es, además de un conductor ideal, un 
diamagnético ideal, efecto conocido como de Maissner-
Oxenfeld, desde el punto de vista de la electrodinámica [4],  
la inducción magnética dentro de un volumen del 
superconductor siempre es igual a cero )0( =B

�

, esta 
propiedad no depende de las condiciones en estado 
superconductivo. Debido a que dentro del superconductor 

0=B
�

, sobre la superficie de  la componente normal del 
campo magnético externo también es igual a cero, esto 
significa que el campo magnético en cualquier punto fuera 
del superconductor es siempre tangente a la superficie de él. 
Cualquier corriente eléctrica en un superconductor, es una 
corriente superficial. Tanto el campo magnético como la 
corriente eléctrica penetran a una profundidad de London 
λ del superconductor que está aproximadamente dentro del 
intervalo de [4,6]10-8m, por esta razón, podemos encontrar 
diferentes ecuaciones de inductancia propia en un 
superconductor. Por ejemplo, el campo magnético con 
variación de la profundidad se determina por la fórmula:  
 

xBB λ−= exp0                                                                 (1) 
 
Dentro del conductor la energía magnética es:  
 

∫= dvBW 2

02
1
µ                                                                   (2) 

 
Donde dv  es el elemento de volumen. 
Para un superconductor fino puede representarse como:  
 

0
2

2
1 LIW =                                                                     (3) 

 

Donde I  es la corriente eléctrica y 0L  es la inductancia 
interna. De estos datos, podemos encontrar una relación 
para la inductancia interna  en un superconductor de 
longitud unitaria. 
 

2
0

0 2







=
d

L λ
π

µ                     (4) 

 
Donde  d  es el diámetro del conductor. 
Entonces, el anillo ideal y el anillo superconductivo tienen 
una diferencia en la inductancia interna 0L . El flujo 
magnético a través de la superficie limitada por un anillo 
superconductivo se determina por la siguiente relación 
 

LI=Ψ                                       (5) 
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ACAPULCO, GRO., DEL 23 AL 28 DE NOVIEMBRE DE 2004. 



Donde I  es la corriente eléctrica y L  es la inductancia 
del anillo. Si el anillo superconductivo está dentro de un 
campo magnético externo, entonces el flujo magnético 
total Ψ a través de dicha superficie consta del flujo propio 
del superconductor LI  y del flujo extΨ  del campo 
magnético externo. 
La propiedad más importante en cualquier anillo 
superconductivo es, que cualquier variación, tanto del 
campo magnético externo como de la corriente en el anillo,  
el flujo magnético total a través de la superficie limitada 
por el anillo mismo siempre permanece constante: 
 

cteLI ext =Ψ+=Ψ                       (6) 
 
Esta propiedad sigue directamente de la forma integral de 
Maxwell escrita para un área fuera del superconductor: 
 

∫ ∫ ⋅=⋅
∂
∂ ldEsdB
t

��

�

�

                     (7) 

 
Debido a que la componente tangencial del campo 
eléctrico sobre la superficie del superconductor es igual a 
cero, entonces: 
 

∫ =⋅
∂
∂ 0sdB
t

�

�

                                                              (8) 

 
De aquí se sigue, que 
 

ctesdB∫ =⋅=Ψ �

�

                                                         (9) 
 
Este resultado es muy importante, debido a que la 
permanencia del flujo magnético a través de cualquier 
anillo superconductivo se conserva no sólo en el caso de la 
variación del campo magnético externo, si no también en 
el caso de una variación en la forma del anillo, como por 
ejemplo, el desplazamiento del anillo en el espacio. 
Las propiedades eléctricas y magnéticas de los anillos 
superconductivos tienen un interés específico, desde el 
punto de vista de la levitación magnética o cualquier otra 
aplicación. 
 
DESARROLLO 
Para problemas aplicados es más cómodo expresar el 
campo electromagnético a través del vector-potencial. Para 
una espira muy fina, el vector-potencial es 
 

( ) ( )
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π

µ
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Donde K(k) y E(k) son las integrales elípticas de primero y 

segundo orden del modulo ( ) 2
1

222
−





 ++= zraark . 

La inducción del campo magnético se determina por la 
expresión ArotB

��

= . Escribiendo la expresión para el rot 

A en el sistema cilíndrico y al usar la expresión matemática 
en derivadas parciales con respecto al módulo para 
integrales elípticas 
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kk
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encontramos las formulas para las componentes de la 
inducción del campo magnético para una espira fina de 
corriente: 
 

( ) ( ) 
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En la figura (1) está representado el vector-potencial del 
campo magnético para el anillo fino de radio fijo a. 
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Figura 1. Vector-potencial para un anillo superconductor. 

 
El comportamiento de Br, componente en r de la inducción 
del campo magnético del anillo fino está representado en la 
figura 2. 
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Figura 2. La inducción del campo magnético en Br. 

 
El vector-potencial del campo magnético para dos anillos 
superconductivos paralelos, con corrientes eléctricas en la 
misma dirección, se calcula por la formula: 
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Donde 2l es la distancia entre centros de dos anillos. 
El vector-potencial del campo magnético, se ilustra en la 
figura 3.  
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Figura 3. Vector-potencial de dos anillos superconductores (dirección de 

corriente la misma). 
 

Las componentes de la inducción del campo magnético 
para este caso se pueden calcular por las expresiones 
siguientes: 
Para Br, componente en r es 
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La representación volumétrica de Br+, se ilustra en la 
figura 4. 
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Figura 4. La inducción del campo magnético en Br. 

 
Para Bz, componente en z es 
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En la figura 5, se ilustra la representación volumétrica de 
Bz+. 
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Figura 5. La inducción del campo magnético en Bz. 

 
El vector potencial del campo magnético para dos anillos 
superconductivos paralelos, con la dirección de corrientes 
opuestas, se calcula por la formula:
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El vector-potencial del campo magnético, se ilustra en la 
figura 6. 
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Figura 6. Vector-potencial de dos anillos superconductores (dirección de 

corriente opuesta). 
 

La formula para Br, componente en r de la inducción del 
campo magnético es: 
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La representación volumétrica de Br-, se ilustra en la figura 
7. 
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Figura 7. La inducción del campo magnético en Br. 

 
La formula para Bz, componente en z de la inducción del 
campo magnético es 
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En la figura 8, se ilustra la representación volumétrica de 
Bz-. 
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Figura 8. La inducción del campo magnético en Bz. 

 
Con ayuda del modelo matemático obtenido, se investigó 
un  sistema mínimo de dos anillos con corriente eléctrica, 
en el cual un anillo es superconductor, en este caso, se 
comprobó que para el calculo del vector potencial por 
integrales elípticas es mas fácil su solución, que por 
métodos ordinarios. Ahora consideremos un sistema 
dinámico formado por dos contornos cerrados finos 
arbitrariamente colocados en el espacio, en los que, circulan 
las corrientes I1, I2 en cada uno de ellos se tiene una 
interacción magnética. La energía magnética potencial entre 
dos anillos finos, duros e ideales axialmente colocados con 
las corrientes eléctricas { } ifII ∈21,  por una coordenada 

mecánica { } iqx ∈ , tiene un mínimo en el punto  

[ ]210 , xxx ∈ , en el caso de asegurar la condición de flujos 
magnéticos permanentes de las superficies limitadas por los 
contornos de los mismos anillos, esto es, 

cteILIL =+=Ψ 212111 . , cteILLL =+=Ψ 222122 . 
En el caso particular de dos anillos coaxiales  y paralelos 
con una distancia entre los planos es x , ia   es el radio y 

id  es el diámetro del anillo ( )2,1=i  podemos hacer los 
siguientes cálculos: 
1.- La energía potencial adimensional 
 

1222
22 )1)(12(2 −− −+−=Ψ= yyULu ηη                    (21) 

 
2.- La fuerza magnética adimensional 
 

⋅′⋅−−−=Ψ= −−− 2222
222 )1)(1)((4 kyyyLPap ηη  

                         [ ] [ ]EkKkxk )2(2)1(4 222/122 −−′+− ξξ                      (22) 
 
3.- La dureza de interacción magnética  
 

2
22

2
216 −Ψ= LCac  

[ ]{ }++′−−+′−−−= −− DKkkkkyyy 2224322 4)2()1()1)(1)(( ξξηη  
⋅−−−++−−+ −3222 )1)(1)((4)12)(1[( yyyyyy ηηηη  

( ) ( ) ])2(2)1(4 222422 EkKkkk −−′′+− −ξξ                     (23) 
 
Donde  
 

EkkkD ))1(4)1)(1(2( 2224 +−++−−= ξξ  
 
La energía magnética, la fuerza y, la dureza con 
dimensiones son representadas por U, P y, C 
respectivamente, iΨ  es el flujo magnético permanente de i 



anillos; (i=1,2); 2/11
12

1
21 )( −−ΨΨ= LLη ; 2/1

2112 )( −= LLLy ; 
1

12
−= aaξ ; )(kKK = ; )(kEE =  son las integrales elípticas 

de primero y segundo orden de los módulos 
 

[ ] 2/122
21

2/1
21 )()(2 −++= xaaaak  

2/12 )1( kk −=′  es módulo adicional 
 
L1 , L2  y  L12 son las inductancias propias y mutuas, 

determinadas por las siguientes fórmulas 
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a)                                                             b) 

Fig. 9. a) Fuerza magnética y b) Energía potencial. 
 

En la figura 9 se observa que en el punto en que la fuerza 
magnética es cero, la energía magnética y potencial de dos 
anillos superconductivos tiene un mínimo. La fuerza 
magnética que pasa a través del punto cero, cambia su 
signo de positivo a negativo (atracción a repulsión). Este 
resultado es nuevo comparado con la interacción de dos 
imanes permanentes [5]. 
Como se sabe el teorema de Ernshow, nos dice que por su 
naturaleza, los sistemas estáticos no pueden ser estables 
con interacción magnética o eléctrica. La estabilidad de los 
sistemas de contornos eléctricos superconductivos nos da 
otro resultado. 
 

 
Figura 10. Anillo superconductivo estable. 

 
Actualmente, podemos decir  que existen los sistemas de 
contornos superconductores libres con interacción 
magnética, que son estables en posición estática. Al 
investigar un sistema de cuatro anillos estáticos y un anillo 
en movimiento (ver figura 10), se ha determinado un 
intervalo de parámetros geométricos y magnéticos cuando 
el anillo libre está en un estado estático estable. Este 
resultado también es nuevo y contradice el teorema de 
Ernshow.  

Estos resultados teóricos fueron aprobados 
experimentalmente por V.Kozoriz, O.Cheborin, 
V.Rashkovan, G. Karavaev, I. Kolodeev, M.Kryukov [6] 
para anillos superconductivos de baja temperatura NbSn 
( KTc 18≈ ).  
 
CONCLUSIONES 
Se han investigado las propiedades eléctricas y magnéticas 
de anillos superconductivos arbitralmente colocados en el 
espacio. En especial el comportamiento del campo 
magnético de dos anillos superconductivos con la misma 
dirección de corriente y dirección de corriente opuesta. 
Se ha observado dos efectos nuevos, los cuales nunca 
aparecen en caso de interacción magnética de dos espiras 
no superconductoras o magnetos permanentes: 
1).- La mínima energía potencial de interacción magnética 
de dos anillos superconductivos, que se presenta cuando la 
fuerza magnética tiene un valor de cero. La fuerza 
magnética cambia su signo, transformando la fuerza 
repulsiva a la atractiva y, en caso contrario, la fuerza 
atractiva a la repulsiva, pasando a través del punto cero. 
2).- Existe en el sistema de contornos superconductivos de 
interacción magnética un intervalo de parámetros 
determinados en estado estático siempre estable. Esto 
contradice el teorema de Ernshow sobre la imposibilidad de 
estabilización estática en caso de interacción eléctrica y 
magnética.  
Las variaciones de corrientes eléctricas en cada anillo nos 
permite controlar el comportamiento de las características 
del sistema en forma directa. 
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Resumen – Un nuevo tipo de modelo acelerómetro 
superconductivo, con una masa de prueba levitada en un 
campo magnético de dos anillos superconductivos, es 
presentado. La masa inercial susceptible, puede ser un 
anillo superconductivo libre o un disco HTSC auto estable 
suspendido debido al efecto MPW (Pozo de Potencial 
Magnético) entre los dos anillos superconductivos 
estacionarios. El efecto MPW consiste en el hecho que la 
interacción de energía potencial de dos contornos 
cerrados superconductivos, considerado como una 
función de distancia entre los contornos cerrados podría 
tener un mínimo. El efecto de tal sistema es similar al 
comportamiento de un resorte mecánico que permite el 
diseño de una suspensión estable sin contacto de un 
cuerpo libre. El efecto MPW llega aparecer sólo en 
condiciones de superconductividad debido a la 
conservación de flujos magnéticos cerrados en el anillo 
superconductivo. El modelo del sistema es de tres anillos 
superconductivos idénticos alineados, uno de ellos es 
suspendido libremente, fue considerado. El equilibrio 
estable de un anillo superconductivo libre con seis grados 
de libertad en el campo magnético de otros HTSC-anillos 
fue investigado y demostrado. La información acerca del 
desplazamiento del anillo superconductivo libre, está 
incluida en la magnitud de la corriente del anillo 
estacionario, medido por un SQUID (Dispositivo de 
Interferencia Cuántica). La sensibilidad potencial de este 
tipo de acelerómetro superconductivo puede ser 

12102 −≈ x
g
gδ

. 

 
Palabras clave – Acelerómetro, equilibrio estable, efecto 
MPW (Pozo de Potencial Magnético), masa de prueba, 
sensibilidad potencial.  

 
Abstract — A new type of a superconducting 

accelerometer model, with a levitated proof mass in a 
magnetic field of two superconducting rings, is presented. 
As the sensitive inertial mass, can be a free 
superconductive ring or a HTSC-disc auto stable 
suspending due to MPW-effect between two stationary 
superconducting rings. The MPW (Magnetic Potential 
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Well) effect consists of the fact that the potential 
interaction energy of two superconducting loops, 
considered as a function of distance between loops may 
have a minimum. The action of such system is similar to 
the behavior of a normal mechanical spring that permits 
design of a stable no contact suspension of a free body. 
The MPW effect becomes apparent only in the 
superconductivity conditions due to conservation of 
magnetic fluxes in closed superconducting rings. Model of 
system of three identical aligned superconducting rings, 
one of them is suspended freely, was considered. The 
equilibrium stability of a free superconducting ring with 
six degrees of freedom in the magnetic field of others 
HTSC-rings was investigated and proved. The information 
about free ring displacement is included in the current 
magnitude of the stationary ring measured by a SQUID 
(Superconducting Quantum Interference Device). The 
potential sensibility of this superconducting 

accelerometer type can be
12102 −≈ xggδ . 

 
Key words — Accelerometer, equilibrium stability, 

Magnetic Potential Well (MPW) effect, proof mass, 
potential sensibility.  
 

I. INTRODUCCIÓN 

La superconductividad, es un importante campo de 
investigación en la actualidad, se buscan  nuevas áreas 
de aplicación, y una de estas es la aplicación de 
elementos superconductivos en la construcción de 
medidores de alta precisión, como por ejemplo 
acelerómetros, gravímetro, etc., una de las partes más 
importantes de estos dispositivos es la masa de prueba, 
la principal característica de estos dispositivos de 
medición es la habilidad de medir desplazamientos 
mínimos de la masa de prueba en consecuencia de 
perturbaciones externas o internas. 

La búsqueda de nuevas formas de aumentar la 
sensibilidad, conduce a la necesidad de usar bajas 
temperaturas. Esto esencialmente no sólo permite la 
reducción del ruido térmico, pero además, utiliza un 
número de efectos útiles, la cual toma lugar a bajas 
temperaturas: Superconductividad, efecto Meissner y 
MPW (Pozo de Potencial Magnético). Pequeños 
desplazamientos y aceleraciones pueden ser 
detectados con la ayuda de una masa de prueba 
superconductiva, suspendida por levitación magnética, 
para un movimiento libre con respecto al anillo fijo. La 
corriente  que fluje a través del anillo, monitoreado por 
un SQUID (Dispositivo de Interferencia Cuántica), llega 
a ser una función sensible de la distancia de la masa de 
prueba.  

Modelado de un Acelerómetro Superconductivo

Gallegos L., Rashkovan V., Alvarado J. 
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Varios científicos hoy en día están trabajando, en una 
nueva generación de detectores, para medir la 
gravedad, utilizando superconductores, con una alta 
resolución. 

En este trabajo, se propone un nuevo instrumento 
superconductivo, basado en el efecto MPW. Este efecto 
proporciona un gran significado para el diseño de una 
masa de prueba suspendida estable y para medir su 
desplazamiento. El efecto fue teóricamente predecido y 
confirmado experimentalmente por Dr. Kozorez junto 
con sus compañeros de trabajo en el Instituto 
Cibernético de Ucrania, en el año de 1980 [1]. 

II. EFECTO MPW Y SUSPENSIÓN ESTABLE DE LA MASA DE 

PRUEBA 

Según el teorema de Ernshow, establece que por su 
naturaleza, los sistemas estáticos con interacción 
magnética o eléctrica no pueden ser estables. Sin 
embargo existen almenos dos excepciones del teorema 
de Ernshow [3]. La primera, es el efecto Braunbek, la 
cual consiste en el hecho que el equilibrio estable podría 
tomar lugar en el caso donde el sistema magnético 

contiene cuerpos con propiedad magnética ( )1<µ .  

Braunbek predijo la consolidación de este efecto en el 
caso de aplicación de cuerpos superconductivos. El 
efecto Meissner esta condicionado por la propiedad 

0=µ  y proporciona una levitación magnética estable 

basado en la fuerza de repulsión. 
La segunda, es el efecto MPW. En donde este efecto 

esta condicionado por la propiedad 0=ρ  ( ρ  es la 

resistencia específica) y proporciona una levitación 
magnética estable basado en la fuerza de atracción. 

La esencia del efecto MPW consiste en el hecho de 
que la interacción de energía potencial de dos contornos 
cerrados superconductivos, como una función de la 
distancia entre los contornos puede tener un mínimo. 
Esto significa que la fuerza de interacción entre los dos 
contornos cerrados superconductivos cambia de 
atracción a repulsión, cuando la distancia disminuye 
entre ellos.  

El efecto MPW llega aparecer sólo en condiciones de 
superconductividad, debido a la conservación de flujos 
magnéticos cerrados en el anillo superconductivo. El 
comportamiento del sistema nos permite crear una 
suspensión estable del anillo. La suspensión producida 
por el efecto MPW produce una corriente, la cual 
depende de la posición de la masa de prueba. Esta 
corriente es fácil para mediciones posteriores; por lo 
cual la unidad de medición de desplazamientos 
separados no es necesaria. 

Consideremos un sistema formado por dos contornos 
cerrados finos arbitralmente colocados en el espacio [2], 
[6]. Para comprobar el efecto MPW (ver Fig. 1). 
Designamos por v1, v2, 1r , 2r  y 01r , 02r  las normales, 

los rayos vectores y los rayos del primero y segundo 
anillo. El vector 0R   une los centros de los anillos.  

 
Fig 1. Sistema de dos anillos finos arbitralmente colocados. 

 

A continuación se representa la energía potencial 
adimensional y la fuerza magnética adimensional: 

 

1.- La Energía Potencial adimensional 
1222

22 )1)(12(2 −− −+−=Ψ= yyULu ηη .                
(1) 

 

2.- La Fuerza Magnética adimensional 
⋅′⋅−−−=Ψ= −−− 2222

222 )1)(1)((4 kyyyLPap ηη             (2) 

                       [ ] [ ]EkKkxk )2(2)1(4 222/122 −−′+− ξξ . 
 

 
Fig. 2. Fuerza magnética adimensional. 

 

 
Fig. 3. Energía potencial adimensional. 

En la Fig. 2 y 3, se observa que en el punto en que la 
fuerza magnética es cero, la energía magnética y 
potencial de dos anillos superconductivos tiene un 
mínimo. La fuerza magnética que pasa a través del 
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punto cero, cambia su signo de positivo a negativo 
(atracción a repulsión). 

En un anillo superconductivo fino el carácter 
diamagnético es despreciable, al contrario de lo que 
ocurriría en un disco superconductivo donde la 
levitación, dado el diamagnetismo, se debe a las fuerzas 
repulsivas. Así entonces en el anillo, la conductividad 
ideal y la conservación del flujo magnético son las 
principales características. De modo que el efecto MPW 
lleva a la persistencia de flujos en el anillo 
superconductivo, lo cual nos permite crear una 
levitación estable de la masa de prueba debido a las 
fuerzas magnéticas atractivas. 

El equilibrio estable de un anillo superconductivo libre 
con seis grados de libertad en el campo magnético de 
otros HTSC-anillos. La información acerca del 
desplazamiento del anillo superconductivo libre, está 
incluida en la magnitud de la corriente del anillo 
estacionario, medido por un SQUID. Considere un 
sistema de dos espira ideales para resolver el problema 
de la suspensión estable de la masa de prueba [4] (ver 
Fig. 4). 

 

 
Fig. 4. Sistemas de coordenadas del sistema de dos espiras 

ideales. 
 

Una de las espiras está fija y tiene radio 1a ; la 

segunda tiene radio 2a  y se puede mover libremente en 

cualquier dirección.  
El sistema de coordenadas ξηζ0  tiene inicio en el 

centro 0  del anillo fijo. Los ejes 010 ξ , 010 η  y, 010 ζ  de 

otro sistema de referencia 00010 ζηξ , que esta en el 

centro de masa del anillo libre, consecuentemente estos 
ejes son paralelos  sobre otros ejes ξηζ0 ( 010 ξ // ξ0 , 

ηη 0//0 01 , )0//0 01 ζζ  guardando la misma dirección en 

todo tiempo. 
Una tercera referencia 11110 ζηξ  está situada en el 

punto 10  pero esta fuertemente relacionada con el 

cuerpo libre, de tal manera que el eje 110 ζ  tiene una 

dirección que coincide con el eje del anillo libre. 
Es evidente que la posición del cuerpo libre en 

relación con las coordenadas de ξηζ0  pueden ser 
exactamente determinadas si se dan tres coordenadas 
del punto 10  y tres determinados parámetros de la 

orientación relativa, de los sistemas de coordenadas 

11110 ζηξ  y 00010 ζηξ . 

Las coordenadas del punto 10  podemos llamarlas 

como grados de libertad del movimiento traslacional  y a 
los parámetros de orientación relativa del sistema de 
referencia mencionados podemos llamarlos como 
grados de libertad de movimiento rotacional. 

Tomaremos como grados de libertad traslacionales a 
las coordenadas cilíndricas ρ , α , ζ  del punto 10  en el 

sistema de coordenadas ξηζ0 ))(( 2/122 ηξρ += , 
1−= ξα arctg ;ξ , η , ζ - son coordenadas cartesianas. 

Como grados de libertad rotacional vamos ha usar  los 
ángulos de Euler θ , ψ , ϕ , donde θ  es el ángulo de 

rotación entre los ejes 110 ζ  y 010 ξ ; ψ  es el ángulo de 

precisión, este ángulo es de revolución en dirección de 

010 ζ ; ϕ  es el ángulo de rotación propia es decir un 

ángulo de revolución en relación a 110 ζ . 

Para el equilibrio estable en el caso de movimiento, 
las derivadas parciales en relación al tiempo son igual a 
cero. 

 

∂

∂
=′

=′=′=Θ′=′=′=′

t

q
q

0ϕψζαρ
.           (3) 

 

OBSERVACIÓN: Si las espiras estuvieran dispuestas 
de tal manera que los planos que las contienen fueran 
paralelos (lo cual sucede para 

ψαϑρξξ −=== ,0,0,0 = cualquier valor), se tendrá lo 

siguiente: 
 

0

0

=±
∂

∂
G

U

ξ
,                        (4) 

 

lo que quiere decir que la fuerza gravitacional se 
equilibra con la fuerza de interacción magnética que hay 
entre las espiras. 

La observación anterior indica dos puntos de equilibrio 
muy evidentes y que son estables. Sin embargo, cuando 
las espiras no están en esta posición, podemos 
encontrar regiones en las cuales el sistema no es  
estable. Entonces, debemos establecer el equilibrio 
estático. Se dice que un sistema tiene equilibrio estático 
cuando la fuerza total que actúa sobre él y el momento 
total son cero. Para el sistema considerado esto sucede 
cuando: 

 

0=′=′=′=′=′=′ ψϕϑξαρ ,                   (5) 
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G
U

±=
∂

∂
−

0
ξ

 .                                      (6) 

 

La condición necesaria de estabilidad de equilibrio, 
debe de cumplir con la siguiente igualdad: 

 

+
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
= α

α
ρ

ρ
ζ

ζ
d

U
d

U
d

U
dU

000

0
    

0

000

=
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+ ϕ

ϕ
ψ

ψ
ϑ

ϑ
d

U
d

U
d

U  .                                (7) 

 

La condición suficiente de estabilidad de equilibrio, 
debe de cumplir con la siguiente desigualdad: 

 

+
∂

∂
+

∂

∂
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∂

∂
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∂
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ϑ
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III. MODELO DEL ACELERÓMETRO CON TRES ANILLOS 

SUPERCONDUCTIVOS 

El sistema esta formado por tres anillos 
superconductivos, dos anillos fijos y uno móvil. El 
sistema permite la suspensión magnética del anillo libre 
cuyo movimiento puede definirse a través de la 
medición de la corriente en los anillos estacionarios. En 
el esquema propuesto se plantea el anillo 
superconductivo móvil como masa de prueba, esto se 
aprecia en la Fig. 5. Observamos en la sección II una de 
las características de la interacción magnética entre 
anillos superconductores, la cual indica que la energía 
potencial tiene un mínimo, lo que significa, que la fuerza 
de interacción entre los anillos cambia de atracción a 
repulsión durante el decremento de la distancia entre los 
anillos, este comportamiento permite crear 
suspensiones magnéticas estables de anillos, la 
suspensión de la masa de prueba (anillo) produce una 
corriente en los anillos estacionarios que depende de la 
posición de la masa de prueba, esta corriente puede ser 
medida a través de un SQUID. 

 
Fig. 5. Modelo del acelerómetro con tres anillos superconductivos.

 
 
En el esquema mostrado en la Fig. 5, se observa un 

anillo libre 2, el cual esta suspendido por un soporte y 

confinado a un grado de libertad, responde a una señal 
de aceleración con un desplazamiento relativo a los 
anillos 1 y 3 que tienen inductancias L1 y L2, estas 
inductancias son moduladas por la interacción 
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magnética de los anillos. La corriente I es modulada 
como resultado de la modulación de las inductancias de 
los anillos libres. Un SQUID puede ser usado para 
poder registrar los resultados de la medición. En la Fig. 
6 se muestra el circuito mecánico equivalente del 
acelerómetro propuesto. 

 

 
Fig. 6. Circuito mecánico equivalente. 

 

El análisis se basa en el circuito eléctrico mostrado en 
la Fig. 7, dado que se tiene un circuito mecánico 
equivalente, entonces el sistema eléctrico propuesto 
permite analizar el caso del sistema de movimiento 
dinámico. 

 
Fig. 7. Esquema eléctrico. 

 
Fig. 8. Sistema mecánico equivalente del circuito eléctrico de la Fig. 

7. 

 
En la Fig. 8, esta caracterizado por dos contornos 

superconductivos fijos 1 y 3, y un contorno 
superconductivo móvil 2, que tiene inductancia propia L3 
y flujo magnético 3. Los contornos cerrados 
superconductivos 1 y 3 están atravesados por los flujos 
magnéticos 1 y 2. Además se tienen inductancias 
mutuas L12, L13 y L23, que dependen de sus posiciones y 
las corrientes eléctricas de cada contorno i1(t), i2(t) y 
i3(t). 

La energía potencial de interacción magnética estará 
dada por: 

 

( ) ( )
( ) ( )[ ]xLLLL

LLxLL
U

2
2332

2
2
323323

2
2

2

2

−+

+Ψ+ΨΨ−Ψ
= .             (9) 

 

La aceleración puede ser observada de la función de 
Lagrange, considerando el circuito descargado y la 
posición de las coordenadas iniciales: 

 

++++=
2222

2

33

2

22

2

11

2 ILILILmx
L    

        322331132112 IILIILIIL +++  .                    (10) 
 

Donde: 

ijL - son los valores de la inductancia mutua de los 

anillos; iL - son los valores de la inductancia propia de 

los anillos. La carga en los anillos 321 ,, qqq  y la 

coordenada X puede ser designada como coordenadas 
generalizadas. Considerando la función de Relay: 

 

;
1Qd

Rd
Qi =   2

11
2

1
QRR =  

 

y derivando la ecuación (10) con respecto a las 
coordenadas generalizadas y velocidades, se puede 
obtener un conjunto de ecuaciones, que describen el 
comportamiento del circuito equivalente mostrado en la 
Fig. 7: 

;23
32

12
212

2

dx

dL
II

dx

dL
II

dt

xd
m +=  

( ) ( ) ;11313212
1

1 UIRIL
dt

d
IL

dt

d

dt

dI
L =+++  

( )
( ) ( ) ;0323112

2
2 =++ IL

dt

d
IL

dt

d

dt

dI
L  

( ) ( ) ;0223113
3

3 =++ IL
dt

d
IL

dt

d

dt

dI
L  

dt

dU
CI 11 −= .                                     (11) 

 

En el sistema de ecuaciones (11), la primera ecuación 
es la ecuación de movimiento, las otras son las 
ecuaciones de Kirhgoff, el conjunto de ecuaciones 
describe la variación de los parámetros eléctricos en los 
circuitos 1, 2 y 3.  

Lo cual permite introducir las siguientes 
designaciones: 
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Donde −l es la distancia entre centros de anillos 1 y 
2, x es la coordenada móvil del anillo 2 de la Fig. 8, en 
este caso las inductancias móviles son: 

 

[ ]xrrL 12012 ⋅= µ , [ ]xrrL −⋅= 132023 µ , 

[ ]lrrL 13013 ⋅= µ .                              (13) 
 

Para denotar las derivadas de las inductancias 
mutuas, se introducen las siguientes designaciones: 
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                                                                        (14) 
 

Las inductancias de los anillos, son expresados por 
las dependencias [5]: 
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Donde −br es el ancho del anillo; −321 ,, rrr es el 

radio de los anillos 1, 2 y 3, por consiguiente: 
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Para los cálculos numéricos es conveniente convertir 
el sistema de ecuaciones (11) en una forma 
adimensional, para esto se puede introducer las 
siguientes variables adimensionales:  
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Obteniéndose el siguiente sistema de ecuaciones 
adimensionales: 
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En la ecuación (18) el parámetro −⋅=
1

2
1

2
00

r

CU

m
q

µ
es 

análogo al parámetro de Artsimovitsh. Esto representa 
la relación electromagnética y calidad inercial del 

sistema. El valor −=
1

1
11
L

C
Rα es el parámetro de 

disipación del anillo inductor y −=
4

78
ln

1r

rbχ . 

Los datos iniciales para el sistema (18) son los 
siguientes: 
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  (19) 

 

Para evitar pérdidas de la aceleración debe ser 
ajustado la posición relativa de las bobinas fijas o variar 
la distribución de los flujos magnéticos iniciales a lo 
largo de la longitud de “El senoidal”.  

 
 
 
 
 
 
RESULTADOS TEÓRICOS Y EXPERIMENTALES 
Los resultados teóricos fueron comparados con 

resultados experimentales del esquema mostrado en la 
Fig. 9. 
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Fig. 9. Esquema del experimento. 

 
En la Fig. 10, está representada la dependencia de la 

fuerza magnética entre la bobina inmóvil 2 y las dos 
bobinas móviles 1 y 3. 

 

 
Fig. 10. La relación de la fuerza magnética entre las bobinas.  

 
Como se observa los datos experimentales coinciden 

con los datos teóricos. La sensibilidad potencial de este 

sistema puede ser 12102 −≈ xggδ . 

 

IV   CONCLUSIÓN 

Se obtuvieron las condiciones necesarias y suficientes 
para que exista la estabilidad del equilibrio estático, 
mediante el efecto MPW (Pozo de Potencial Magnético), 
del sistema de dos espiras, cuando una de ellas está fija 
y la otra se mueve libremente en el espacio (la masa de 
prueba).  

En el sistema de dos espiras ideales como el de la 
Fig. 4, el estado de equilibrio estable es sólo en el 
sistema de dos anillos de radios aproximadamente 
iguales, con fuerza magnética atractiva no repulsiva.  

De acuerdo a los datos experimentales observados en 
la sección III, este modelo es aplicable existosamente a 
la construcción de un acelerómetro, basado en el efecto 
MPW, con dos anillos superconductivos fijos y un anillo 
superconductivo móvil como masa de prueba. 

Este modelo presenta una alta sensibilidad potencial 
con respecto al modelo presentado por Kryuchkov [7], la 
cual consiste de un anillo superconductito fijo y otro 
móvil como masa de prueba. 

La sensibilidad real de los dispositivos basados en el 
efecto MPW, queda determinado por el grado de 
eliminación de perturbaciones externas. 
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