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RESUMEN

Para varios espaciotiempos bidimensionales es posible determinar analiticamente las
frecuencias de los modos cuasinormales de un campo de prueba, sin embargo, pueden
encontrarse algunos espaciotiempos bidimensionales para los cuales esto no es posible.
En este trabajo consideraremos un agujero negro bidimensional asintéticamente anti-de
Sitter para el cual usamos el método numérico de Horowitz-Hubeny para calcular las
frecuencias cuasinormales de oscilacion de los campos de prueba de Klein-Gordon y de
Dirac, puesto que no fuimos capaces de encontrar soluciones exactas a sus ecuaciones
de movimiento. Usando estas frecuencias discutimos la estabilidad clasica del agujero
negro, el factor de calidad de las frecuencias encontradas y comparamos las frecuencias
cuasinormales de los campos de Klein-Gordon y de Dirac.



ABSTRACT

For several two-dimensional spacetimes it is possible to determine analytically the
frequencies of the quasinormal modes for a test field, nevertheless, there are two-
dimensional backgrounds for which an analytical computation is not possible. In this
work we consider a two-dimensional black hole asymptotically anti-de Sitter for which
we use the numerical method by Horowitz and Hubeny to calculate the quasinormal
oscillation frequencies of the Klein-Gordon and Dirac test fields, since we have not been
able to find exact solutions to their equations of motion. Using these frequencies we
discuss the classical stability of the black hole, the quality factor for the quasinormal
frequencies and compare the quasinormal frequencies of the Klein-Gordon and Dirac
fields.
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Capitulo 1

Introduccion

Las perturbaciones de los agujeros negros han sido ampliamente estudiadas, y como
es bien conocido estas perturbaciones pueden ser debidas a campos fisicos en el exterior
de un agujero negro o a variaciones en la métrica y esto permite estudiar diferentes
escenarios fisicos en los que las perturbaciones ocurren.

Los estudios para saber como afectan las perturbaciones a los agujeros negros comen-
zaron en la década de 1950, cuando Regge y Wheeler [1] se propusieron responder a
la pregunta: ;Qué pasa cuando un agujero negro de Schwarzschild es perturbado? En
su trabajo ellos estudiaron una perturbacién de la métrica [1], es decir, se pregunta-
ban acerca de la evolucion de esta perturbacién, si es que lleva al agujero negro a un
objeto diferente o si es como un sistema fisico abierto comun en el que cuando sucede
una perturbacién el sistema tarda un tiempo en regresar a un estado de equilibrio.
Este estudio y trabajo posterior llevaron a la conclusiéon de que los agujeros negros
perturbados regresan al estado de equilibrio oscilando amortiguadamente con modos
de oscilacion que se conocen como modos cuasinormales, que ademads estan determi-
nados por los parametros que caracterizan al agujero negro como la carga, la masa, el
momento angular y los parametros de la perturbacion [2].

Después de los resultados iniciales estos modos han sido ampliamente estudiados para
diferentes agujeros negros y diferentes campos de prueba [1], [3]. Esto ha sido motivado
porque los modos cuasinormales han encontrado varias aplicaciones, como el estudio de
la estabilidad cléasica de los agujeros negros, y la determinacién del espectro de area del
horizonte de sucesos [3]. Como una consecuencia, para muchos casos se han calculado
las frecuencias de los modos normales de oscilacién de las perturbaciones, usualmente
conocidas como frecuencias cuasinormales [2]. Debido a la existencia del horizonte de
sucesos del agujero negro se espera que las frecuencias de oscilacion del campo sean
complejas, puesto que el sistema esta perdiendo energia y por lo tanto se espera que los
campos decaigan en el tiempo.

Recientemente estos estudios, que fueron precursores de la buiisqueda de ondas gravi-
tacionales, dieron uno de sus mas importantes resultados al ser detectada por LIGO la



senial de la perturbacion de la métrica generada por la coalescencia de sistemas bina-
rios. Una parte de la senal buscada por el interferémetro esta compuesta por los modos
cuasinormales de esta perturbacién [4], [5].

Es conveniente mencionar que la evolucion de una perturbacion alrededor de un agu-
jero negro tiene varias etapas. La primera etapa es cuando comienza la interaccién entre
la perturbacion y el agujero negro, después tenemos la etapa en que esta perturbacion se
dispersa con las llamadas frecuencias cuasinormales y la tercera etapa es el decaimiento
de la perturbacién para tiempos muy grandes [3], [6]. En este trabajo nuestro interés
es en la segunda etapa de la evolucién de las perturbaciones.

En nuestro caso, para estudiar las perturbaciones del agujero negro, consideramos
que el campo clasico que perturba al agujero negro es débil pues en lo que sigue
suponemos que no afecta a su métrica. Asi podemos analizar la ecuacion de movimiento
del campo en el espaciotiempo del agujero negro y se pueden obtener ecuaciones de tipo
Schrodinger en las que podemos imponer condiciones de frontera para sus soluciones
que nos indiquen como debe comportarse la perturbacion cerca del horizonte de sucesos
y en la regién asintotica.

Varios métodos para hallar estas soluciones han sido ampliamente estudiados. Se han
usado métodos analiticos y numéricos dependiendo del agujero negro, por ejemplo, si
este es asintéticamente anti-de Sitter se sugiere usar series para hallar las soluciones
a las ecuaciones de movimiento de las cuales pueden obtenerse las frecuencias cuasi-
normales [7], [8]. Usando estas frecuencias es posible analizar la estabilidad clésica del
agujero negro, puesto que si encontramos que la amplitud del campo aumenta entonces
el agujero negro podria sufrir inestabilidades.

En particular estamos interesados en las teorias gravitacionales en dos dimensiones
en las que existen también soluciones a las ecuaciones de campo, que se comportan
como agujeros negros, pues en ellas es mas sencillo estudiar efectos que pueden suceder
también en agujeros negros en dimensiones mayores [9]. Por ejemplo, el agujero negro
bidimensional que estudiamos en esta tesis, es un agujero negro que se obtiene a partir
de una teoria de tipo Brans Dicke [10]. Esta teorfa tiene dos campos, el gravitén y el
dilaton, ademas de dos parametros. Un caso limite de la teoria de Brans-Dicke converge
a la relatividad general, por lo que los resultados obtenidos para esta teoria pueden ser
utiles en esta ultima. Entre los efectos que se estudian en este tipo de teorias estan la
entropia y la pérdida de informacién de los agujeros negros, puesto que se espera que
estos aspectos no dependan de la dimension del espaciotiempo.

En esta tesis nos centramos en estudiar el comportamiento de los campos de Klein-
Gordon y Dirac para un agujero negro bidimensional que es asintéticamente anti-de
Sitter, puesto que las ecuaciones de movimiento de la teoria de la cual es solucién incluye
el andlogo de la constante cosmolégica bidimensional. Para estos dos campos podemos
hallar los modos cuasinormales imponiendo condiciones de frontera apropiadas, por
ejemplo, una condicion es que el campo debe ser puramente entrante en el horizonte,
debido a que nada puede escapar de un agujero negro. Puesto que el agujero negro es



asintéticamente anti de Sitter, como es comtn para esta clase de soluciones, imponemos
como condicién de frontera que el campo vaya a cero cuando nos alejamos del horizonte
de sucesos. Dadas las condiciones de frontera y puesto que no encontramos soluciones
analiticas a las ecuaciones de movimiento, se usa un método numérico para calcular los
modos cuasinormales, que en nuestro caso es el propuesto por Horowitz y Hubeny [7].
En lo que sigue presentamos las primeras frecuencias cuasinormales para determinar
si son estables y de que manera dependen de los pardmetros del agujero negro y del
campo.

Nuestro interés en el agujero negro bidimensional que estudiamos en el presente
trabajo se debe a que su métrica nos recuerda al sector (¢,7) de la métrica del agujero
negro de Schwarzschild anti-de Sitter en cuatro dimensiones y es idéntica a la métrica
del sector (t,r) del limite de horizonte plano del agujero negro de Schwarzschild anti-de
Sitter cuadridimensional [7].

Esta tesis estd organizada de la siguiente manera. En el capitulo 2 se explica de
manera breve como se obtuvo el agujero negro en el articulo de Lemos y S& y obte-
nemos el valor del radio del horizonte de sucesos del agujero negro [10]. Es en este
agujero negro bidimensional en el que estudiaremos el comportamiento de los campos
de Klein-Gordon y de Dirac. En el capitulo 2, también analizamos las ecuaciones de los
campos de Klein-Gordon y de Dirac en el agujero negro, obteniendo que las ecuaciones
de movimiento de ambos campos se simplifican a ecuaciones tipo Schrodinger. En el
capitulo 3, introducimos la definicion que usaremos para los modos cuasinormales y
describimos como los calculamos numéricamente con el método de Horowitz-Hubeny
en el agujero negro de Lemos y Sa. En el capitulo 4 presentamos los resultados y el
andlisis de las frecuencias cuasinormales obtenidas para los campos de Klein-Gordon y
de Dirac en el agujero negro, obteniendo que estas frecuencias estdan determinadas por
los pardmetros del agujero negro y de los campos. Para ambos campos se analiza el
comportamiento de las frecuencias cuando la masa del campo varia y cuando el radio
del horizonte del agujero negro cambia. En el capitulo 5 hacemos un resumen de los
principales resultados obtenidos en el capitulo 4.



Capitulo 2

Agujero negro bidimensional

La métrica del agujero negro utilizada para este trabajo se obtuvo en la Ref. [10], los
autores de este articulo proponen la accién:

S = % / d*z/—ge *?[R — 4p(0¢)* + 427, (2.1)

donde g es el determinante de la métrica, R es la curvatura escalar, ¢ el campo escalar
usualmente conocido como dilaton, A es una constante que puede asociarse con la cons-
tante cosmoldgica, p es un parametro variable que permite obtener distintas soluciones
al variar la accion para encontrar las ecuaciones de movimiento de las cuales podemos
obtener como soluciones a la métrica g,, y el campo ¢ [10].

Para este trabajo usamos la métrica que se obtiene tomando p = % En este caso
se obtiene que el dilatén y la métrica bidimensional en coordenadas de Schwarzschild
estan dadas por:

1 1
—2¢ _ 2.2 ds? = (a2 — = Va2 — 1 4,2 99
e a“re, s (ar ar) (a2r2—$)r’ (2.2)

donde a = \/g |A|. Es conveniente notar que esta solucién puede interpretarse como un
agujero negro cuyo horizonte de sucesos estd localizado en la raiz real de

a*r? — 1 0, (2.3)
ar

asi podemos obtener que el horizonte de sucesos para el agujero negro (2.2) es igual a
ry = 1/a [10], [11], [12].

Puesto que cuando r — oo el término dominante de a?r? — 1/ar es a
negro (2.2) es asintoticamente anti-de Sitter.

En este trabajo estamos interesados en estudiar los modos de oscilacién de los campos
de Klein-Gordon y de Dirac en el agujero negro (2.2), por lo tanto, a continuacién
simplificamos sus ecuaciones de movimiento en espaciotiempos bidimensionales.

2r2 el agujero



2.1. Ecuacion de Klein-Gordon

La métrica més general para un agujero negro bidimensional estético es [9]
1
ds? = fdt* — =dr?, (2.4)
g

con f y g funciones que dependen de r inicamente, donde r es la coordenada radial del
espaciotiempo.! La ecuacién de movimiento del campo de Klein-Gordon es

(O+m*)® =0, (2.5)

donde m es la masa del campo, ® es el campo de prueba y [J denota el operador de
D’Alambert que se define de la siguiente manera:

O¢ =V, V' (2.6)
que en la métrica (2.4) toma la forma
1 f ut ur
£

g

Realizando las sumatorias correspondientes para la métrica bidimensional (2.4), la
ecuacion anterior se transforma en

1
S

7 %ar (@&,) +m?| & =0. (2.8)

Vi

Para simplificar la ecuaciéon anterior usamos el método de separaciéon de variables
proponiendo que el campo de Klein-Gordon ® toma la forma

d = R(r)e ™", (2.9)

donde la funcién R depende tnicamente de la coordenada r. Haciendo esta sustitucién
nos queda la ecuacién radial

{\/E% (M%) +u?— fmz] R=0. (2.10)

Tomando en cuenta la forma de la Ec. (2.10) haremos un cambio de la coordenada
espacial y usamos una nueva a la que llamaremos 7, (la coordenada tortuga) que para

la métrica (2.4) se define por
dr

- | =

'Para el agujero negro (2.2) notamos que f = g.

T

(2.11)

8



Esta coordenada se usa porque es conveniente para escribir en forma simplificada las
ecuaciones de movimiento. Empleando la coordenada r, encontramos que la Ec. (2.10)
se reduce a una ecuacién radial tipo Schrodinger [13], [14]

@,
(drf +w ) R=VR, (2.12)
donde

V =m?f (2.13)

es el potencial efectivo. En particular para la métrica de Lemos y Sa tenemos que

1

= R — 2.14
f(r)y=g(r)=a"r = (2.14)

De acuerdo con la Ec. (2.13) el potencial efectivo para el campo de Klein-Gordon en
este agujero negro es igual a

V =m? (a2r2 - i) : (2.15)

ar

Puesto que en el horizonte del agujero negro (2.2) el potencial V' va a cero, hallamos
que cerca del horizonte las soluciones de la Ec. (2.12) toman la forma

R~ Kl e+z’wr* + K2 e—iwm) (216)

donde K; y K5 son constantes.

2.2. Ecuacion de Dirac

Para simplificar la ecuacién de Dirac en un espaciotiempo bidimensional conviene
definir dos nuevas funciones P y @, por las relaciones f = P? y g = 1/Q?, de forma
que la métrica (2.4) puede escribirse como:

ds* = P2dt* — Q*dr?. (2.17)

Como se muestra en la Ref. [14] en la representacién quiral de las matrices gama

(o) 7=(9): 215

WV =ma, (2.19)

la ecuacién de Dirac



en una métrica bidimensional como (2.17), puede simplificarse a un par de ecuaciones
diferenciales parciales acopladas

8,5\112 - GT* \112 = —ZTTLP\Dl (220)

8t\Ifl + 8r*\111 = —sz\If2 (221)

donde tomamos el espinor ) como

b= % @;) (2.22)

y 7. es la coordenada tortuga (2.11) de la métrica, que usando las funciones Py @
toma la forma

Ty :/%dr. (2.23)

Considerando una dependencia armonica en el tiempo, esto es, Vy(r,,t) = ﬁ:(r*)e_m
con s = 1,2, las Ecs. (2.20) y (2.21) se simplifican a un sistema de ecuaciones diferen-

ciales acopladas para las funciones Ry y R»

4R, - _
R | = imPR;, (2.24)
dr,

AR, = .

de — iwRy = —imPR,. (2.25)
T«

De estas podemos obtener ecuaciones tipo Schrodinger desacopladas para las fun-
ciones R; y Rs. Para nuestro propdsito no son muy ttiles estas ecuaciones debido a
que los potenciales efectivos involucran raices cuadradas de las funciones f, g [13] y el
método numérico no converge apropiadamente. Sin embargo, en el espacio bidimensional
(2.17) podemos usar una base de vectores diferente y por lo tanto una representacién
diferente de las matrices gama. Motivados por el formalismo de Newman-Penrose [3],
apropiado para espaciotiempos 4-dimensionales, para la métrica (2.17) escogemos la
base de vectores:

1 /1 1 1 /1 1
el=—=,=), el =—=,—=, 2.26
: \/E(PQ) i ﬁ(P Q) 220
que satisface las relaciones de ortogonalidad
é\l“a# = 52“/6\2u =0 Yy é\lué\gu = @2“51# = 1, (227)
é\a“/e\bu = Tab (228)

10



donde a,b=1,2y
sy (01
(nay) = (n™) = (1 0) : (2.29)

Esto es, €, y ) son vectores nulos.
Para los vectores (2.26) encontramos que los coeficientes de rotacién de Ricci [3]

:)\/abc - é\aﬂ<vué\b,u)/€\cy; (230)
que son diferentes de cero estan dados por

1 dP
V2PQ dr’

En lo que sigue usaremos la siguiente representacion de las matrices gama

50 sEY e

Note que las matrices gamma ~; y 7, satisfacen la relacion

(2.31)

Y122 = Y121 = —

YaYo + Vo Ya = 20an (2.33)

y utilizando la derivada covariante para espinores

~ 1. .
Va = €a + é%cahba Y ]7 (234)

la base de vectores (2.26) y la representacién de las matrices gama (2.32), obtenemos
que la ecuacion de Dirac se simplifica a las ecuaciones diferenciales parciales acopladas:

1 1 1 dP

Fat% - aar% - m@% = —imay, (2 35)
1 1 1 dP . '
Fat% + @&»@Dl + ma@bl = —1mis,

donde ;1 y 15 son las componentes del 2-espinor

Y = @;) . (2.36)

Si las componentes 11 v ¥y toman la forma

Y1 = Ry(r)e ™ Yy Yy = Ro(r)e ™", (2.37)

11



entonces las ecuaciones anteriores se simplifican a

1dRs iw 1 dP )

S+ SRyt o R R

Q dr 2t 9pg a2 T (238)
1dR, i 1 dP '
S Wp ot = %R = —imR,.

Qdr P 2PQ dr

De las Ecs. (2.38) es posible obtener ecuaciones desacopladas para las funciones ra-
diales R; y Ry cuando P y () son funciones arbitrarias. Sin embargo, para varios espa-
ciotiempos relevantes, por ejemplo, el agujero negro de nuestro interés, podemos escoger
coordenadas tales que las funciones P y () satisfagan:

(PQ)* = 1. (2.39)

Para un espaciotiempo tal que se cumpla la relacién (2.39) podemos obtener de las
Ecs.(2.38) que las funciones radiales R; y R son soluciones de las siguientes ecuaciones
diferenciales desacopladas:

d2 dPd dP  P34d%P PdP\?
prd +op3 Rl+< +sz—+——+< )—P2m2>R1:O,

dr2 dr dr dr 2 dr2 2 dr
d’R, dP dR, dP P3d%P PdP\?
P*——_= 2P — —iwP— 4+ ——— 4+ [ =— ) — P*m? =
T el Gl dr+2dr2+<2dr> m” ) f2 =0,
(2.40)

y también si se satisface (2.39), note que?

d®Ry o d dR;y s d®Ry o dP dR; /s
dr2/ - P25 <P2 d'r’/ ) =P dTQ/ +2P dr dr/ ’ (2.42)

Por lo que podemos transformar las Ecs. (2.40) a ecuaciones tipo Schrodinger de la
forma:

d*Ry o
dr?

donde los potenciales efectivos estan dados por

+ w2R1/2 = ‘/1/2R1/2, (243)

iwdP? P2d’P? 1 (dP?\’
Vipp=m?P*F ——— — — +— = 2.44
2= S 4 dr?2 16 \ dr (244)
2Realizando la sustitucién de P2 = f en la Ec. (2.42) tenemos
d21%1/2 2d2R1/2 d\del/Q 2d R1/2 df dR1/2
dr?2 Fga T2 \[ =g dr dr - (241)

12



y sustituyendo P? = f en la Ec. (2.44) los potenciales efectivos para el agujero negro
(2.2) nos quedan iguales a

1 w 1 1 1 2
v 2( 22 - 2 2,.2 2
2 =m (ar—a) 7(2@7“}—@)—1(@7“—5)(2&—%)
1

(2.45)

Es conveniente notar que cerca del horizonte del agujero (2.2) los potenciales V; /o
tienen un comportamiento de la forma
2
1 dP?
— | — 2.46
_ * 16 ( dr | _ > ’ ( )
r=rg r=rg

Esto tiene como consecuencia que cerca del horizonte de sucesos la ecuacién diferencial
(2.43) se simplifique a

iw dP?
Iim Vijg=F— —
T—Ig}q vz =7F 2 dr

d*Ry /o i df
+ - =
R 4 dr

2
d?”z r:r‘H)

Por lo cual, obtenemos que cerca del horizonte de un agujero negro las funciones radiales
para el campo de Dirac se comportan como

—ilwtd dL Tx +il wtl af Ts
R1/2 — K[l/Q e ( 4 dr T:TH> _|_ K[]1/2 e ( 4 dr r:TH) , (248)

donde K7pi/5 y Kpj1/2 son constantes.

Es conveniente recalcar que para el campo de Dirac es conocido que su ecuacion de
movimiento puede reducirse a otro par de ecuaciones tipo Schrodinger con potenciales
efectivos que incluyen raices cuadradas de la funcién f [13], [14]. En el presente trabajo
no usamos estas ecuaciones tipo Schrodinger puesto que el método numérico que em-
pleamos no converge lo suficientemente rapido para obtener resultados confiables para
las frecuencias cuasinormales.
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Capitulo 3

Modos cuasinormales

Es conocido que al perturbar un agujero negro con un campo, este oscila con modos
definidos por las caracteristicas del agujero negro y las propiedades del campo. A es-
tos modos de oscilacién se les denomina modos cuasinormales y para agujeros negros
asintoticamente planos se pueden hallar imponiendo condiciones de frontera radiativas
al campo cerca del horizonte de sucesos y en la region asintética. Segun el tipo de aguje-
ro negro se imponen diversas condiciones de frontera en la regién asintética. En cambio
para todos los agujeros negros, cerca del horizonte se impone al campo la condicion de
que sea puramente entrante al agujero negro, debido a que sabemos que clasicamente
un observador en el interior del agujero negro necesita velocidades mayores que la luz
para escapar de este. Para calcular sus frecuencias cuasinormales en la region lejana al
horizonte se imponen condiciones de frontera que vayan de acuerdo al comportamiento
asintotico del agujero negro.

Para el agujero negro bidimensional (2.2), en analogia a otros agujeros negros asinté-
ticamente anti-de Sitter, definimos sus modos cuasinormales como las oscilaciones que
satisfacen las siguientes condiciones de frontera [7], [15]

(a) El campo es puramente entrante cerca del horizonte.

(b) El campo es igual a cero en el infinito.

Es conveniente recalcar que la condicién de frontera que impone que el campo sea
puramente entrante cerca del horizonte es una manifestaciéon del hecho fisico de que
ningin objeto puede escapar del agujero negro y es la misma para todos los agujeros
negros [11], [12]. La condicién (b) que imponemos en la regién asintética estd motivada
en el hecho que el potencial efectivo para el campo de Klein-Gordon (2.15) es divergente
cuando r — oo y por lo tanto es razonable suponer que el campo va a cero cuando
r — 00.

Adicionalmente creemos que es relevante mencionar que en lo siguiente la masa del
campo es distinta de cero, puesto que en espaciotiempos bidimensionales los campos
sin masa no tienen frecuencias cuasinormales bien definidas [13], [14].
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3.1. Aproximaciéon numérica para el campo de Klein-
Gordon

Sustituyendo el potencial efectivo (2.15) en la Ec. (2.12), la ecuacién tipo Schrédinger
para el agujero negro bidimensional (2.2) toma la forma

d? 2 o 20 1 R— 1
[W—l—w —m (ar—a)} =0, (3.1)
la cual no hemos sido capaces de resolver de manera exacta en términos de funciones
especiales, por lo cual vamos a emplear el método de aproximacién numérica propuesto
en las Refs. [7], [16] que nos permitira calcular las frecuencias cuasinormales del agujero
negro bidimensional (2.2).

Para aplicar este método utilizamos que la funcién R(r) debe satisfacer la condicién de
frontera que el campo sea puramente entrante cerca del horizonte. Puesto que tenemos
una dependecia temporal exp(—iwt), suponemos que la funcién radial toma la siguiente
forma [7], [16]

R(r) = e ™™ Ry(r) (3.2)

para satisfacer automaticamente la condicion de frontera en el horizonte de sucesos. A
continuacion calculamos su segunda derivada

d . . - dR
G (7T Ry) = e Ry e (3.3)
d2 —iwr 2 _—iwr . —wr de —iwr d2R1 '
a2 (e Ry) = —w’e Ry — 2iwe O +e d—rf
Sustituyendo las Ecs. (3.2) y (3.3) en (2.12) tenemos:
*R, . dRy i
< a2 — 2iw . VR1> e =0, (3.4)
y realizando el cambio de la coordenada tortuga r, a la coordenada radial r tenemos:
d’R,  ,dfdR, dR,
2 ardf . di _o ‘
/ dr2 + fd?“ dr wf dr Vi =0 (3:5)

Dividiendo por f obtenemos que R;(r) debe ser solucién de la ecuacién diferencial

d*R, df . \dR, V
+ = -2 — — —Ry=0. 3.6
/ dr? (dr zw) dr f ! (3.6)

Siguiendo a Horowitz y Hubeny [7] hacemos el cambio de variable

x=1/r (3.7)
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para cambiar el punto donde imponemos la condicién de frontera en el infinito de
los modos cuasinormales, pues cuando r — o0, la variable x va a cero. Haciendo este
cambio de variable obtenemos que la funcion radial Ry debe ser solucion a una ecuacién
diferencial de la forma [7], [16]

. d’R, N t(r) dR; N u(z)

( ) dz2 z—xzy do (I‘ — :L‘_,_)QRI =0, (3'8)
donde 1
(L‘+ = E = Q (39)

es el inverso del radio del horizonte y las funciones s, ¢, u se determinan usando la Ec.
(3.6). La funcién radial R; puede expandirse en una serie de potencias alrededor de z .
como

Ry =(z—2)" ) ar(w)(z— )" (3.10)

donde la condicién de frontera en el horizonte determina el exponente v. También
podemos expandir la funcién u como

u= Zuk(w)(x — ) (3.11)

y de manera similar para las funciones s y t.

Para emplear el método de Horowitz-Hubeny, primeramente reescribimos la Ec. (3.6)
en la forma (3.8) usando la variable x definida en la Ec. (3.7). Notamos que en términos
de esta variable la funcién f del agujero negro (2.2) queda expresada como

ad— 2 1(a—1x)(a®+ ax + 2?)

f= S . (3.12)

a 2

Calculamos también la primera derivada de f respecto a x

df  —a'—2dz (1 2a2)

= -+ — 3.13
dz ax* a a3 ( )

Aplicando el cambio de variable (3.7) a la Ec. (3.6) tenemos

(P (A2 () () e

Sustituyendo las expresiones de f y V en (3.14) obtenemos

. 2 2 2 4
plezo@tarta) &R (3ad 0 NdR Le (3.15)
a d£E2




Dividiendo la Ec. (3.15) por (e — x) y simplificando para tener la forma de la Ec. (3.8)
encontramos

x4 .
2%(a® + azx + 2%) d° Ry (37 B 22%2) dR,  m’R,
a dz? (x —a) dz  (xr—a)

=0. (3.16)

Asi se obtiene que las funciones s, u, t para el campo de Klein-Gordon en el agujero
negro bidimensional (2.2) son iguales a

s(x) =x ) (3.17)

u(z) = m?(z — a), (3.18)

a

t(r) = (3—332 — 2iw> z2, (3.19)

Ahora determinaremos el coeficiente v que aparece en la expansién (3.10). Tenemos
que el primer término del sumando (3.10) nos queda en la forma

Ry = (x —a)", (3.20)
sustituyendo (3.20) en (3.8) tenemos
(v(v —1)sg + vty +up) (x — x4)" "2 = 0. (3.21)
Calculando sg = s(z), to = t(xy) y ug = u(xy) recordando que x4 = a, encontramos
sp = 3a, to = 3a® — 2iwa® v g = 0. (3.22)
Sustituyendo en (3.21) :
v(v —1)sp+ vty =v(so(v—1) +tg) = 0. (3.23)
Asi tenemos dos soluciones para v

So—to _2@&)

v=>0 y V= (3.24)

S0 N 3 ;
Tomando en cuenta que el campo tiene la forma (3.2), tomaremos v = (0 para mantener
que R sea puramente entrante cerca del horizonte de sucesos.

Al sustituir las expansiones de la funcién R; con v = 0 y de las funciones s, t y u en
la Ec. (3.8) se obtiene que la relacién de recurrencia para los coeficientes ay esta dada
por [7]

k-1
1

—_ (n(n = 1)sp_n + nte_p + Us_). 3.25

ag k<k_1)80+kt0;)a(n(n )Sk—n + Ntg—pn + Up_p) (3.25)
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Es conveniente mencionar que esta relacion de recurrencia es fundamental para lo que
sigue, puesto que a partir de los coeficientes a; construimos los polinomios de los cuales
determinaremos las frecuencias cuasinormales.

Usando la condicion de frontera que impone que el campo es igual a cero en la
regién asintética, es decir, R = 0 en infinito (x = 0) obtenemos que las frecuencias
cuasinormales deben ser las soluciones de la ecuacién [7], [16]

[e.9]

Zak(w)(—x+)k =0. (3.26)

k=0

Es claro que no podemos hacer la suma infinita que aparece en la férmula (3.26).
Por lo tanto, para resolver esta ecuaciéon hacemos la suma hasta un valor entero N
y encontramos las raices del polinomio resultante. A continuacién calculamos la suma
para otro entero N; con N; > N, y encontramos las raices del polinomio de grado /V;.
Si hallamos que un conjunto de las raices del polinomio de grado N y las del polinomio
grado N; coinciden entonces podemos tomar estas como las frecuencias cuasinormales
del agujero negro.

Para hacer estos célculos usamos el programa Mathematica [17]. Primeramente lo
empleamos para calcular los coeficientes a, que obtuvimos en (3.25) tomando ay =
1, para posteriormente construir el polinomio (3.26). Empleando procedimientos de
busqueda de raices de este programa determinamos las frecuencias cuasinormales y
hacemos las gréaficas correspondientes.

3.2. Aproximacion numérica para el campo de Dirac

De manera similar al caso del campo de Klein-Gordon, partiendo de las Ecs. (2.43)
para el campo de Dirac trataremos de llegar a la forma (3.8) para hallar sus funciones
s, tyu.

Tomando en cuenta el comportamiento dado en (2.48), encontramos que la funcién
que satisface la condicion de frontera de los modos cuasinormales cerca del horizonte
toma la forma

Ryijy = e E5) Ry o (), (3.27)
donde k se define como la gravedad de superficie y esta dada por
1df 3a
- - = = 2
T rery 2 (3.28)

Realizando operaciones similares a aquellas que conducen a la Ec. (3.16) encontramos
que las funciones Ry /o satisfacen

d*Rys /o d dRy/ /o 2 1
po 2 (—f — 2iw + /f) U2y (ﬁ— Fikw — V1/2) ?31'/2' = 0. (3.29)

dr? dr dr 4
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Haciendo el cambio de variable (3.7) tenemos que la ecuacién anterior se transforma

a
dR 1 /9! d dR 1/
x4f;/2 — <—x4—f — 223 f — 2iwa? £ H$2) Ll

dz? dz dz
(3.30)

(5 ik Vi) LRy —0

— IRW — — r/9r = U.

1 + 1/2 7 /2
Notando que el factor que multiplica a la derivada en el segundo término de la Ec.

(3.30) se simplifica como

d 3t

— 207 f — 2iwa? + ka? = T — 2iwa? + ko (3.31)

dx a

dicha ecuacién queda en la forma

2*(a — x)(2® + ax + a®) E° Ry o (3374 dRy

T

a dz?

— Qiwx? + /m2>
a

(3.32)

A i Vi) iR 0
— 1IRKW — — 1 /91 = U.
1 + 1/2 7 1/2

Tomando en cuenta los potenciales (2.44) del campo de Dirac y realizando el cambio
de variable (3.7) tenemos que estos toman la forma

Vip = mif 4 wrdf ] (21;3% + x4dz—f) L2 (ﬂ) S (333)

2 dx 4 dz dz? 16 \ dz

Notando que la primera derivada de f ya la obtuvimos en (3.13), calculamos su segunda
derivada ) )
d 6
;o (3.34)

dz? x4

Sustituyendo en (3.33) y dividiendo por f encontramos

Vip _ o iwe® (1 22\ 10 o g (1 2a%) oo\ at (1 2 ?
——=m -+ — )= |2z -+ — a — | -+ —
f + 2f \a a3 4 a a3 16f \a %)’

(3.35)
esto es
Vip 1 ) ) 3 +2a®\ (a® — 2® Fiwax (2% + 2a3)°
— =—(2m" -3 —_— 3.36
f 2 ( " @ a a’ — 3 * 16a(a® — z3) (8:36)
Regresando a la Ec. (3.32), dividimos todo por (a — x) para obtener
22(2% + ax + a?) ARy jy (32 — 2iwz? £ k2?) ARy jy
_I_
a da? (x —a) dz
(3.37)



De esta ecuacién diferencial obtenemos que las funciones §, ¢ /5 estdn dadas por!

() = x*(x —l—;:c +a )’ (3.38)

t —3—“34—2' 24 ka?
12(x) = - iwr® + kx®. (3.39)

Considerando (3.37) encontramos que las funciones 4, » son iguales a

2

(5 e v
U jo(x) = (f:F 7 f>< ). (3.40)

Note que en la Ec. (3.36) en dos términos aparece dividiendo el factor a® — 3. Para

simplificar este factor podemos multiplicar las funciones 3, #; /2y U1z por 16a(a® +ax +
2?) e identificar los resultados con s, t; /2 Y Uy/2. Sustituyendo f encontramos que (3.40)
se transforma en

K2 2 . 2
Eax %
Uy jo(x) = ( 4 ¥ rwar 1/2) (a — x)16a(a® + az + z°)

3_ .3 3_ .3
a’—23 @ -z f (3.41)

Vi
= 4k*a’2® F 16ikwa’s? — <%> (a® — 2°)16a.

Considerando el valor de x dado en (3.28) y sustituyendo la Ec. (3.36) en (3.41) tenemos

uyo(z) = 9a*a® F 24iwa’z® + 8a(2m* — 3a*)(z® — a®)

+8 (.733 + 2&3) (333 = z'wa:z:) — (;E3 + 2a3)2 . (3.42)
Adicionalmente hallamos que las funciones s y ;2 son iguales a
s(z) = 162%(2* + ax + a*)?, (3.43)
t12(z) = 16a(2® + ax + a®) (%ﬁl — 2iwz? + /439[:2> : (3.44)
Es conveniente notar que en el punto x = a las funciones u;/, toman el valor
uy2(a) = 9a° F 24iwa’® + 8 (3a”) (+iwa®) — (3@3)2 (3.45)

= 9a® F 24iwa® + 24iwa® — 9a° = 0,

esto es, ui/2(a) = 0, similar al campo de Klein-Gordon.

IPor el momento denotamos por 3, & /2, U1/2 a las funciones que en el caso del campo de Klein-
Gordon llamamos s, t,u. La razén es que en el caso del campo de Dirac, es necesario realizar algunas
operaciones adicionales antes de identificar a las funciones s,t; /2, u1 /2.
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Por lo que podemos determinar, de manera similar al caso del campo de Klein-
Gordon, que para el campo de Dirac el coeficiente v que aparece en (3.10) es igual a cero.
Por lo tanto, de las funciones uy/2(x), s(x) y t1/2(x) podemos calcular los coeficientes
ar usando la Ec. (3.25). Para nuestros célculos usaremos la funcién u(x) (y por lo
tanto t;(x)) para encontrar los coeficientes a; que aparecen en la Ec. (3.26). De esta
ecuacién determinaremos las frecuencias cuasinormales para el campo de Dirac en el
agujero negro (2.2). Esperamos que los resultados que se obtengan usando las funciones
ug() v ta(x) sean similares.
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Capitulo 4

Resultados numéricos

A continuacién presentamos las frecuencias cuasinormales de los campos de Klein-
Gordon y de Dirac propagandose en el agujero negro bidimensional (2.2). Estas fre-
cuencias cuasinormales fueron calculadas usando el método de Horowitz-Hubeny pre-
viamente descrito y programado en Mathematica [17], [18].

Recordando que la dependencia temporal del campo es exp(—iwt) y debido a que las
frecuencias obtenidas son complejas usaremos la notacion

w = Re(w) + ilm(w), (4.1)

donde Re(w) y I'm(w) representan la parte real y la parte imaginaria de la frecuencia
cuasinormal, respectivamente.

En lo que sigue, etiquetaremos los modos cuasinormales con el nimero de modo n
asignando el primer modo a la frecuencia con I'm(w) méas grande, o con el valor més
pequeno de |[Im(w)|, y asi sucesivamente de tal forma que Im(w,) > Im(w,) para ¢ > p.

De nuestros resultados también podemos obtener el tiempo de decaimiento 7, que

estd definido por
1

[Im(w)|
Tomaremos 7 como la cantidad que determina que tan rapido decae el campo. Por lo
que entre mas grande sea 7 mas lentamente decae el campo. En la Ec. (4.2) utilizare-
mos la primer frecuencia cuasinormal (n = 1), que es la que domina las frecuencias

cuasinormales al ser la que decae menos répido.
El factor de calidad definido por

T

(4.2)

Re(w)
Im(w)

Q= . (4.3

nos indica que tan bien oscila el campo en el agujero negro de interés [19]. Es con-
veniente mencionar que en la férmula (4.3) también usamos la frecuencia cuasinormal
fundamental, esto es, la correspondiente a n = 1.
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4.1. Campo de Klein-Gordon

En las Figuras 4.1, 4.2 y 4.3 presentamos la parte imaginaria contra la parte real
de las frecuencias cuasinormales de los primeros 20 modos con m = 1/10 y diferentes
valores de 7. En las tres figuras observamos una simetria de las frecuencias,! puesto
que si w es cuasinormal entonces —w* también lo es, dicho de otra forma, las frecuencias
cuasinormales son simétricas respecto al eje imaginario. Este comportamiento es tipico
de las frecuencias cuasinormales de agujeros negros [15]. También podemos observar
que las frecuencias presentadas en las figuras antes mencionadas tienen parte imaginaria
negativa.

Si notamos que

oWt _ efiRe(w)teIm(w)t, (4.4)

observamos que la parte imaginaria de las frecuencias cuasinormales determina si la
amplitud del campo disminuye o se incrementa con el tiempo. Podemos ver que si la
frecuencia tiene parte imaginaria negativa, entonces el campo decae con el tiempo, lo
que hace que los modos cuasinormales del campo de Klein-Gordon sean estables. Por
otro lado, de la expresién (4.4) también concluimos que la parte real de la frecuencia
cuasinormal nos indica la frecuencia de oscilacién del campo.

En las Figuras 4.1-4.3, podemos notar que conforme ry aumenta la parte imaginaria
del primer modo (n = 1) disminuye su valor absoluto, es decir, para la parte imaginaria
del primer modo en la Figura 4.1 es aproximadamente de 0.16, que es mas grande que
el valor absoluto de la parte imaginaria del primer modo de la Figura 4.3 con un valor
aproximado de 0.12, por lo que el valor de ry afecta el decaimiento del campo. Para un
modo dado entre més grande es ry mayor es el tiempo de decaimiento.

En cuanto a la parte real positiva de las frecuencias, relacionada con la frecuencia de
oscilacién, observando el primer modo cuasinormal (n = 1) en la Figura 4.1 vemos que
la parte real de este modo es mas grande que aquel de la Figura 4.3, ademas de que el
rango en el eje real en Figura 4.1 es (0.1, 0.45) y en la Figura 4.3 es (0.07, 0.15), por
lo que conforme ry aumenta el campo tiene un rango de frecuencias de oscilacién mas
pequeno.

TH 30 70 150
7 | 6.01652 | 7.33751 | 7.91358
Q@ | 0.26079 | 0.28567 | 0.28859

Tabla 4.1: Tiempo de decaimiento 7 y factor de calidad () de la primer frecuencia
cuasinormal del campo de Klein-Gordon de masa m = 1/10 para distintos ry.

En la Tabla 4.1 vemos los diferentes valores para el tiempo de decaimiento y para
el factor de calidad para la primer frecuencia cuasinormal del campo de Klein-Gordon.

'En lo que sigue, el complejo conjugado de z es denotado por z*.
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Observamos que el tiempo de decaimiento aumenta y el factor de calidad también
aumenta conforme el valor de ry se incrementa.

Tomando en cuenta la simetria de la parte real de las frecuencias cuasinormales w
— —w™* previamente descrita, cabe mencionar que en todos nuestros resultados siem-
pre obtuvimos 2 frecuencias cuasinormales con la misma parte imaginaria. En lo que
sigue, para simplificar la exposicion de los resultados sélo presentamos las frecuencias
cuasinormales con Re(w) > 0. A continuacién analizaremos como se comporta la parte
real y la parte imaginaria de las frecuencias cuasinormales del campo de Klein-Gordon
cuando variamos la masa m del campo o el radio del horizonte r.

4.1.1. Masa m variable

En las Figuras 4.4-4.9 presentamos las primeras 5 frecuencias cuasinormales para 3
valores fijos del horizonte ry cuando la masa del campo m varia. Para cada valor de rg
analizaremos como se comporta la parte real y la parte imaginaria de las frecuencias
cuasinormales respecto al pardametro variable m.

En estos resultados observamos que la parte real Re(w) y la parte imaginaria Im(w)
varian de forma aproximadamente lineal cuando cambiamos la masa del campo m.

Note que las Figuras 4.4, 4.5 y 4.6 encontramos que para los tres radios estudiados se
presenta comportamiento similar. Ademaés los puntos correspondientes al mismo modo
tienen un comportamiento lineal, pero para cada modo el valor absoluto de la pendiente
es mas grande y las ordenadas en el origen son mas grandes cuando ry es mas grande.

En particular analizaremos el caso cuando el radio del horizonte es rg = 150 (Figura
4.6). Recordemos que rg es el inverso del pardmetro a del agujero negro (2.2) (ver Ec.

(3.9)).

Modo | Ec. de Ajuste | Comparacién con a
n by, Cn —(2n —1)a
1 -0.0076 | -1.1871 -0.0066
2 -0.0222 | -1.1838 -0.0200
3 -0.0370 | -1.1793 -0.0333
4 -0.0521 | -1.1744 -0.0466
5 -0.0673 | -1.1693 -0.0600

Tabla 4.2: Ecuaciones de ajuste de la forma Im(w,) = b, + mc, (Figura 4.6) y com-
paracion con a para rg = 150. Campo de Klein-Gordon.

De las ecuaciones de ajuste en la Tabla 4.2, podemos notar que las lineas que pasan
por los puntos correspondientes a un modo dado tienen pendientes que son muy simi-
lares entre si, por lo que las lineas que pasan por los puntos correspondientes a la parte
imaginaria de cada uno de los modos cuasinormales no se cruzan cuando varia la masa.
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También notamos una similitud entre la ordenada en el origen con la relacién —(2n —
1)a, esta relacién es més precisa cuando ry més grande.

Fisicamente el comportamiento decreciente de la parte imaginaria cuando la masa
aumenta nos indica que el campo de Klein-Gordon decae més rapido cuando es mas
masivo. Esto es, cuando la masa aumenta, el campo tiende al equilibrio més rapida-
mente.

Para la parte real de las frecuencias cuasinormales también analizamos en detalle el
caso cuando ry = 150 de la Figura 4.9 notando que el comportamiento de las Figuras
4.7 v 4.8 es similar. Observamos que para los modos presentados las ordenadas en el
origen son mé&s cercanas a cero conforme ry aumenta. Adicionalmente notamos que
para la recta correspondiente a cada modo su pendiente disminuye con el radio del
agujero negro.

En la Tabla 4.3 se muestran las ecuaciones de ajuste de las lineas que pasan por los
puntos correspondientes a cada modo para ry = 150. De igual forma que para la parte
imaginaria de las frecuencias cuasinormales, vemos en las ecuaciones de ajuste de la
Tabla 4.3 que para las rectas que pasan por los puntos de un modo dado las pendientes
son muy similares entre si por lo que cuando la masa se incrementa las lineas que pasan
por los puntos correspondientes a cada modo no se cruzan con las lineas que pasan
por los puntos de los otros modos. Como vemos en la Tabla 4.3 la ordenada en el
origen b, se asemeja al valor de na, donde n indica el modo cuasinormal, por lo que
conforme aumenta el nimero de modo cuasinormal la ordenada en el origen aumenta
proporcionalmente.

Fisicamente el comportamiento creciente de la parte real de las frecuencias cuasinor-
males cuando la masa aumenta nos indica que la frecuencia de oscilaciéon del campo
aumenta cuando el campo es mas masivo. Esto es cuando la masa aumenta, al campo
le toma menos tiempo completar un ciclo de oscilacion.

Modo | Ec. de Ajuste | Comparacion con a
n b, Cn na
1 0.0043 | 0.6859 0.0066
2 0.0125 | 0.6852 0.0133
3 0.0207 | 0.6845 0.0200
4 0.0290 | 0.6839 0.0266
5 0.0373 | 0.6834 0.0333

Tabla 4.3: Ecuaciones de ajuste de la forma Re(w,) = b, + mc¢, y comparacién con a
para ry = 150. Campo de Klein-Gordon (Figura 4.9).

De estos resultados podemos concluir que los modos cuasinormales para el campo de
Klein-Gordon en el agujero negro (2.2) oscilan con una frecuencia més grande y decaen
mas rapido cuando la masa se incrementa.
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4.1.2. Radio del horizonte ry variable

En las Figuras 4.10-4.15 presentamos las primeras 5 frecuencias cuasinormales para
3 valores de la masa del campo de Klein-Gordon cuando variamos el radio del horizonte
rg. Esto es, a continuacién analizaremos como se comporta la parte real y la parte
imaginaria de la frecuencia cuasinormal respecto a la variacion de rg.

En las Figuras 4.10-4.12 podemos notar que los modos presentados decaen mas lenta-
mente cuanto mayor es 7y, puesto que I'm(w) crece (|Im(w)| disminuye) cuando au-
menta ry.

Observamos también que cuando ry varia, el crecimiento de I'm(w) es diferente para
cada modo cuasinormal, por ejemplo, el crecimiento de Im(w) es méas notorio para el
quinto modo cuasinormal conforme ry va aumentando comparado con el crecimiento
de Im(w) del primer modo. Esto es, notamos que el decaimiento del primer modo es
mas lento conforme ry aumenta y se observa un comportamiento similar en los otros
cuatro modos. También puede notarse que los valores de I'm(w) de las 5 frecuencias
cuasinormales comienzan a ser mas proximos cuando ry aumenta.

En contraste, para la parte real en las Figuras 4.13-4.15 observamos que Re(w)
disminuye conforme ry aumenta. Recordemos que Re(w) corresponde a la frecuencia
de oscilacion del campo, por lo que para un modo dado la frecuencia de oscilacién del
campo disminuye conforme el horizonte de sucesos crece. En estas figuras se observa
también que la disminucién de Re(w) es mayor en el quinto modo comparada con la del
primer modo cuasinormal. En forma similar al comportamiento de la parte imaginaria
notamos que los valores de Re(w) de los primeros 5 modos son mds préximos cuando
ry es mas grande.

Hay que notar que para el rango examinado en las graficas para Im(w) y Re(w) las
lineas imaginarias que unen a los puntos correspondientes a cada modo no se intersectan
cuando ry varia.

Combinando los resultados para I'm(w) y Re(w) de las Figs. 4.10-4.15 podemos decir
que cuando la masa es fija, el campo de Klein-Gordon disminuye su frecuencia de
oscilacion y decae mas lentamente conforme aumenta el radio del horizonte 7.
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4.2. Campo de Dirac

Para el campo de Dirac, en las Figuras 4.16—4.18 presentamos la parte imaginaria
contra la parte real de las frecuencias cuasinormales de los primeros 20 modos con
m = 1/10 y tres diferentes valores de ry.

En estas 3 figuras se observa la simetria de la parte real de las frecuencias cuasinor-
males, esto es, que w y —w™* son cuasinormales. Ademas observamos que las frecuencias
tienen parte imaginaria negativa, por lo que el campo de Dirac es estable cuando se
propaga en el agujero negro (2.2).

Note que las figuras presentan el mismo comportamiento que obtuvimos para el
campo de Klein-Gordon, pues el valor absoluto de la parte imaginaria del primer modo
es mas pequeno conforme ry aumenta, esto es, el tiempo de decaimiento aumenta con
ru, ademas el rango de valores de la parte real también disminuye conforme ry aumenta,
por lo que el campo tiene un rango de frecuencias de oscilacién mas pequeno.

En la Tabla 4.4 exponemos los valores para el tiempo de decaimiento y el factor de ca-
lidad del campo de Dirac. Notamos que estas cantidades presentan un comportamiento
creciente conforme ry aumenta, mismo comportamiento que encontramos antes para el
campo de Klein-Gordon.

TH 30 70 150
T | 6.26943 | 7.41119 | 7.92883
Q | 0.27417 | 0.28730 | 0.28864

Tabla 4.4: Tiempo de decaimiento 7 y factor de calidad ) de la primer frecuencia
cuasinormal del campo de Dirac con masa m = 1/10 y para distintos 7.

De nuevo, para el campo de Dirac estudiaremos la variacién de la parte imaginaria y
de la parte real de las frecuencias con respecto a m y rg. Es conveniente comentar que
para el campo de Dirac en todos los casos que analizamos obtuvimos que las frecuencias
presentan la simetria que nos dice que w y —w* son cuasinormales, por lo tanto, en lo que
sigue para simplificar la exposicion de los resultados sélo presentamos las frecuencias
cuasinormales con Re(w) > 0.

4.2.1. Masa m variable

En las Figuras 4.19-4.24 presentamos la parte imaginaria y la parte real de las
primeras 5 frecuencias cuasinormales para 3 valores del horizonte ry fijos cuando la
masa del campo m varfa. Tanto para Re(w) como para I'm(w) obtuvimos que varian de
forma lineal cuando variamos la masa del campo.

Note que para los tres radios estudiados el comportamiento de I'm(w) vs. m es pare-
cido. De manera similar al campo de Klein-Gordon, en las Figuras 4.19-4.21 para la
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parte imaginaria de las frecuencias, los puntos correspondientes a un modo dado tienen
un comportamiento lineal. Es conveniente observar que para ry més grandes y para
cada modo, el valor absoluto de la pendiente es mas grande y las ordenadas en el origen
son mas pequenas en valor absoluto.

Para este campo también analizaremos en detalle el caso cuando el radio del horizonte
es rg = 150. Escribimos las ecuaciones de ajuste para este caso en la Tabla 4.5.

Modo | Ec. de Ajuste | Comparacién con a
n by, Cn —(2n—1)a
1 -0.0072 | -1.1890 -0.0066
2 -0.0215 | -1.1866 -0.0200
3 -0.0362 | -1.1831 -0.0333
4 -0.0510 | -1.1791 -0.0466
5 -0.0661 | -1.1748 -0.0600

Tabla 4.5: Ecuaciones de ajuste de la forma I'm(w,) = b, + ¢,m (Figura 4.21) y com-
paraciéon con a para ry = 150. Campo de Dirac.

De las ecuaciones en la Tabla 4.5 podemos notar que las pendientes son muy similares
entre si, por lo que la linea imaginaria que pasa por los puntos que corresponden a un
modo cuasinormal no se cruza con las lineas de los demas modos. También podemos
ver que las ordenadas en el origen son reproducidas aproximadamente por la relacion
—(2n — 1)a y corroboramos que para ry més grandes esta relacién es més precisa.

Fisicamente el comportamiento decreciente de la parte imaginaria cuando la masa
aumenta nos indica que el campo de Dirac decae mas rapido cuando su masa se incre-
menta.

Para la parte real de las frecuencias cuasinormales notamos que el comportamiento
es similar para ry = 30,70,150 (Figuras 4.22, 4.23, 4.24, respectivamente). En estas
figuras es posible notar que para un modo dado las ordenadas en el origen son mas
cercanas a cero conforme ry aumenta. Ademéds la pendiente de las rectas disminuye
cuando el radio aumenta.

En la Tabla 4.6 se muestran las ecuaciones de ajuste de las lineas que pasan por los
puntos correspondientes a cada modo para ry = 150, y similar a la parte imaginaria,
vemos en las ecuaciones de ajuste que las pendientes son muy similares entre si y
debido a esto se observa que las lineas imaginarias que unen los puntos de cada modo
cuasinormal no se cruzan con las lineas de los otros modos.

En cuanto a las ordenadas en el origen de los ajustes de la Tabla 4.6 encontramos
que su valor se aproxima razonablemente por el valor de na donde n indica el modo
cuasinormal, por lo que conforme aumenta el niimero de modo cuasinormal la ordenada
en el origen aumenta de manera proporcional.

33



Modo | Ec. de Ajuste | Comparacién con a
n b, Cn na
1 0.0041 | 0.6867 0.0066
2 0.0123 | 0.6859 0.0133
3 0.0206 | 0.6848 0.0200
4 0.0289 | 0.6836 0.0266
5 0.0374 | 0.6824 0.0333

Tabla 4.6: Ecuaciones de ajuste de la forma Re(w,) = b, + ¢,m para rg = 150 (Figura
4.24) y comparacién con a para el campo de Dirac.

Fisicamente el comportamiento creciente de la parte real de las frecuencias cuasinor-
males cuando la masa aumenta nos indica que la frecuencia de oscilacion del campo de
Dirac aumenta cuando el campo es mas masivo.

De los resultados de las Figs. 4.19-4.24 podemos concluir que los modos cuasinormales
para el campo de Dirac en el agujero negro (2.2) oscilan con una frecuencia méas grande y
decaen mas rapidamente cuando la masa del campo se incrementa. Un comportamiento
similar al previamente encontrado para el campo de Klein-Gordon.

4.2.2. Radio del horizonte ry variable

En las Figuras 4.25-4.30 presentamos la parte imaginaria y la parte real de las
primeras 5 frecuencias cuasinormales para 3 valores de la masa del campo de Dirac
cuando variamos el radio del horizonte rg con el fin de analizar como se comporta la
parte real y la parte imaginaria de la frecuencia cuasinormal respecto a la variaciéon de
Tg.

Es posible notar que las Figuras 4.25-4.27 tienen un comportamiento similar, pues
puede verse en los modos presentados que |Im(w)| disminuye cuando aumenta 7g
(Im(w) aumenta cuando 7y se incrementa). Observamos también que el crecimiento de
Im(w) es diferente para cada modo cuasinormal, es decir, el crecimiento de Im(w) es
més notorio para el quinto modo cuasinormal comparado con el crecimiento de I'm(w)
del primer modo conforme ry va aumentando. De lo anterior concluimos que el de-
caimiento del primer modo es méas lento conforme ry aumenta y de forma similar para
los otros modos. También puede notarse que los valores de I'm(w) de los 5 modos cua-
sinormales comienzan a ser mas proximos cuando ry aumenta, en forma parecida al
campo de Klein-Gordon.

Para la parte real, en las Figuras 4.28-4.30 observamos que Re(w) disminuye conforme
ry aumenta, y recordando que la parte real de las frecuencias cuasinormales correspon-
de a la frecuencia de oscilacién del campo vemos que para un modo dado la frecuencia
de oscilacion del campo disminuye conforme el horizonte de sucesos crece.

De manera similar a la parte imaginaria se observa que la variacion del valor de Re(w)
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es mayor en el quinto modo en comparacién al primer modo conforme ry aumenta.
Similarmente al comportamiento de la parte imaginaria, notamos que los valores de
Re(w) de los primeros 5 modos son mds préximos cuando 7y es més grande.

De nuevo podemos notar que, en el rango de parametros examinado para la parte
imaginaria y la parte real de las frecuencias, las lineas imaginarias que unen a los puntos
correspondientes a cada modo cuando 7y varia no se intersectan.

Para masa fija, combinando los resultados para Im(w) y Re(w) de las Figs. 4.25-4.30,
podemos decir que el campo de Dirac disminuye su frecuencia de oscilacién y decae mas
lentamente conforme aumenta el radio del horizonte r.
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4.3. Comparacion de las frecuencias para los cam-
pos de Dirac y Klein-Gordon

Debido a que para los dos campos estudiados obtuvimos resultados muy similares
para el comportamiento de la parte imaginaria y de la parte real de las frecuencias
cuasinormales con respecto a la variacion de ry y m, a continuacién presentamos dos
graficas de comparacion de sus frecuencias cuasinormales para ry = 30 y ry = 150 con
la masa de los campos igual a m = 1/10 (Figuras 4.31 y 4.32).
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Figura 4.31: Im(w) vs. Re(w) de las primeras 10 fre-
cuencias de los campos de Dirac y Klein-Gordon para
ry =30y m=1/10.

Vemos que las frecuencias cuasinormales son muy parecidas y son casi idénticas para
rg = 150, esto a pesar de que los potenciales para el campo de Klein-Gordon (2.15) y
el campo de Dirac (2.45) tienen formas matematicas muy distintas. Note que para ry
mas pequeno esta cuasi-igualdad de los valores comienza a ser menos precisa.

Recordamos que para los campos de Klein-Gordon y de Dirac propagédndose en un
agujero negro con ry = 150, en las Tablas 4.2 y 4.5 obtuvimos una dependencia similar
entre la parte imaginaria de las frecuencias cuasinormales y la masa. Notemos que
en ambas tablas encontramos la misma relaciéon para la ordenada en el origen de los
distintos modos con el inverso del radio del horizonte (—2(n — 1)a). Ademads para los
dos campos en las Tablas 4.3 y 4.6 también obtuvimos una dependencia similar para
la parte real de las frecuencias cuasinormales con la masa. Adicionalmente para ambos
campos las ordenadas en el origen de los distintos modos casi corresponden a na.

Finalmente, comparando los valores de ¢, (las pendientes de las rectas) dados en las
Tablas 4.2 y 4.5 observamos que para el mismo modo estos son muy parecidos. También
obtenemos una conclusién parecida cuando comparamos los valores de ¢, dados en las
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Tablas 4.3 y 4.6. Por lo tanto, esperamos que la similitud de las frecuencias sea vélida
para otros valores de la masa de los campos.

Im(w)

-0.14Ff ®
-0.16
-0.18Ff
-0.20F o
—0.22; o » Dirac

~0.24f - o Klein—Gordon

- 0.26F )
I Il I I I Il I I I Il I I I Il I Re( (U)
0.08 0.10 0.12 0.14

Figura 4.32: Im(w) vs. Re(w) de las primeras 10 fre-
cuencias de los campos de Dirac y Klein-Gordon para
ry =150 y m = 1/10.
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Capitulo 5

Conclusiones

Nuestros principales resultados numéricos fueron presentados y discutidos en el capi-
tulo anterior, a continuacion exponemos una sintesis de los mismos.

Para los campos de Klein-Gordon y Dirac encontramos que sus frecuencias cuasi-
normales aparecen a pares con la misma parte imaginaria y son simétricas respecto al
eje imaginario. Ademas la parte imaginaria de las frecuencias es negativa, por lo que
podemos concluir que los modos cuasinormales de ambos campos decaen en el tiempo
y por lo tanto son estables en el agujero negro bidimensional (2.2).

Adicionalmente, para ambos campos encontramos que el tiempo de decaimiento y
el factor de calidad son mayores cuando el horizonte de sucesos del agujero negro se
incrementa, por lo que el campo decae mas lentamente y oscila mejor, en el sentido
de que el factor de calidad ) aumenta, cuando el radio del horizonte de sucesos se
incrementa.

Cuando variamos la masa, para las frecuencias de ambos campos encontramos com-
portamientos similares para su parte real y su parte imaginaria. Esto se observa también
en las Tablas 4.2, 4.3, 4.5 y 4.6, pues para ambos campos obtenemos valores parecidos
para las pendientes y ordenadas en el origen. Es conveniente mencionar que hallamos
una expresion algebraica que aproxima razonablemente la ordenada en el origen. Para
la parte imaginaria es —(2n — 1)a y para la parte real es na.

También para ambos campos obtuvimos que los modos cuasinormales oscilan con
una frecuencia mas grande y decaen méas rapido conforme la masa se incrementa.

Cuando cambiamos el radio del horizonte, para los modos cuasinormales de los cam-
pos de Klein-Gordon y de Dirac encontramos que disminuye la frecuencia de oscilacion
y decaen mas lentamente conforme aumenta el radio del horizonte del agujero negro.

Como encontramos resultados muy similares para las frecuencias de ambos campos,
sobre todo para cuando el radio del horizonte es grande, también comparamos las
frecuencias cuasinormales de ambos campos cuando rg = 150 y rg = 30 con la masa
de ambos igual a m = 1/10. Hallamos que para rg = 150 las frecuencias cuasinormales
de ambos campos son aproximadamente las mismas, pero para rg = 30 esto no pasa,
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aunque son parecidas. Esto ocurre a pesar de que los potenciales efectivos de ambos
campos son muy diferentes, por lo cual este resultado merece un anélisis mas amplio. Asi
que podemos esperar que para radios grandes las frecuencias cuasinormales de ambos
campos sean casi idénticas, mientras que para radios mas pequenos ellas sean menos
parecidas. Sin duda, la busqueda de una explicaciéon de este hecho es un problema
interesante.

Nuestros resultados también senalan que existe un numero infinito de frecuencias
cuasinormales. Adicionalmente indican que la parte real y la parte imaginaria de las
frecuencias no estan acotadas y sus valores absolutos crecen con el niimero de modo.

Finalmente, notamos que el presente trabajo puede extenderse al menos en las si-
guientes direcciones:

1) Ampliar el rango explorado de los pardmetros r, y m.

2) Debido a que en el presente trabajo, para ambos campos, solamente determinamos
sus primeras veinte frecuencias cuasinormales seria conveniente determinar algunas fre-
cuencias adicionales y correspondientes a niimeros de modo n mas grandes.
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