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Introduccion

Las distribuciones discretas univariadas son usadas frecuentemente en diversas aplicaciones tanto
tedricas como practicas en probabilidad y en otras areas de estudio. En cualquier texto introductorio de
probabilidad o estadistica es seguro encontrarse con las siguientes distribuciones: de Bernoulli, binomial,
de Poisson, hipergeométrica, geométrica y binomial negativa. La distribuciéon de Bernoulli modela expe-
rimentos aleatorios en los que sélo se observa uno de dos resultados posibles, identificados como “éxito”
o “fracaso”. Un ejemplo clésico es el experimento que consiste en lanzar una moneda, el resultado obser-
vable es “dguila” o “sol”. Las restantes distribuciones pueden ser obtenidas a partir de la distribucién de
Bernoulli bajo ciertas operaciones o procesos al limite sobre muestreos aleatorios (finitos o infinitos) en
los cuales cada observacién corresponde al resultado de un ensayo de Bernoulli.

En diversas situaciones se puede estar interesado, en cambio, en experimentos en los que el niimero
de resultados posibles de cada prueba sea mas de dos, en estos casos se usa, entre otras, la distribucién
multinomial para el andlisis de los problemas. Sin embargo, es mas natural y util trabajar con vectores
aleatorios, digamos k-dimensionales, en los que cada una de sus componentes sea una variable aleatoria con
distribucién de Bernoulli, aportando asi un total de 2* resultados posibles en cada prueba. En este trabajo,
por cierto, nos restringiremos al caso k = 2, es decir, experimentos en los que cada prueba arroja uno de
cuatro posibles resultados. Un vector aleatorio con estas caracteristicas se dird que tiene distribucion de
Bernoulli bivariada. Una extensién de las distribuciones discretas clasicas antes mencionadas a vectores
aleatorios bidimensional resultard conveniente, ya que asi serd posible analizar casos analogos pero con
mayor alcance o cobertura de atributos. Piense, por ejemplo, en extraer aleatoriamente una muestra de
una urna con una cantidad finita de bolas blancas y negras, en el caso bivariado podra extender este
experimento a uno en el que ademas cada una de las bolas estd numerada, de modo que en cada prueba
serd observada una bola blanca o negra y de nimero par o impar. En general, esta extension al caso
bivariado permitird clasificar a los elementos de una poblacién mediante cuatro atributos distinguibles en
lugar de solamente dos, como se acostumbra en la literatura y/o en cursos introductorios de probabilidad.
Desde luego que lo anterior podria ser ampliado atin mas al caso de vectores aleatorios k-dimensionales,
pero como la idea bésica desarrollada en el caso bivariado seria esencialmente la misma para el caso
general multivariado (aunque esto aumentaria substancialmente la complejidad y longitud de las férmulas
involucradas) este caso sera omitido.

En esta tesis se demuestra que es posible generar de manera natural una familia de distribuciones
bivariadas discretas a partir de experimentos de Bernoulli bivariados, procediendo de manera andloga al
caso univariado. Mas precisamente, de la teoria de probabilidad se sabe que, en el caso univariado, la
distribucién binomial surge de un muestreo aleatorio finito en el que cada observacion corresponde a un

experimento de Bernoulli; la hipergeométrica surge de forma similar a la binomial salvo que se trata de
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un muestreo aleatorio sin reemplazo extraido desde una poblacién finita; las distribuciones geométrica y
binomial negativa surgen de una sucesion infinita de experimentos de Bernoulli; la distribucién de Poisson
es obtenida de un experimento binomial en el que el muestreo es muy grande (tiende a infinito). Para el caso
bivariado, se muestra que las versiones analogas a las distribuciones binomial, de Poisson, hipergeométrica,
geométrica y binomial negativa son originadas de manera similar a partir de la distribuciéon de Bernoulli
bivariada. En el sentido de convergencia, como es bien sabido, la distribucién de Poisson es obtenida como
limite desde las distribuciones binomial y binomial negativa, asi mismo, la distribucién binomial es limite
de la distribucién hipergeométrica y, finalmente, la distribucién normal es limite de las distribuciones
binomial y de Poisson.

Los objetivos que se persiguen en esta tesis son los siguientes: obtener distribuciones bivariadas discre-
tas andlogas al caso univariado, que de hecho compartirdan el mismo nombre, partiendo de la distribucion
de Bernoulli bivariada; obtener algunas de las cantidades estadisticas de interés significativo, tales co-
mo el coeficiente de correlacion y los valores esperados condicionales; demostrar que los resultados de
convergencia entre ciertas distribuciones se cumplen también entre sus analogos en el caso bivariado; y
por tultimo, proporcionar ejemplos en diversas situaciones que ilustren y muestren el uso potencial de los
modelos presentados. Los resultados de esta tesis se basan esencialmente en el trabajo desarrollado por
Marshall y Olkin [9].

La tesis se divide en tres capitulos. El primero corresponde a una exposicion sobre todos los resultados
fundamentales de la teoria de probabilidad que son utilizados en el desarrollo de las demostraciones que
componen los capitulos restantes, la seccién titulada “Distribuciones discretas” es de interés especial
porque ahi se muestran todas las distribuciones discretas univariadas que seran extendidas, el desarrollo
es andlogo a la exposicion de la tesis e incluye las aproximaciones que serdn discutidas posteriormente.

En el segundo capitulo se muestra la derivacién correspondiente de las distribuciones bivariadas de
Bernoulli, binomial y de Poisson, para las dos primeras se discute un criterio de independencia entre las
variables aleatorias que caracterizan al vector aleatorio mediante el que se definen las distribuciones. En el
tercer capitulo, se muestran las distribuciones hipergeométrica, geométrica y binomial negativa bivariadas.
Para la mayoria de las distribuciones se determinan la funcién generadora de momentos, coeficiente de
correlacién y valores esperados condicionales. Dichas distribuciones bivariadas son ilustradas mediante
algunos ejemplos de aplicacién en situaciones comunes, por ejemplo, un estudio estadistico sobre accidentes
automovilisticos y sobre diagndésticos encontrados en un hospital, por mencionar algunos. Los resultados
de mayor relevancia en el trabajo son aquellos que corresponden a las aproximaciones, todos son discutidos
y demostrados en un apartado especial dentro de cada seccién.

Los célculos numéricos que se exponen fueron realizados con apoyo del siguiente software: “Wolfram
Mathematica”. Al final de la tesis se incluye un apartado que ilustra una forma en la que habra de escribirse
el codigo en Mathematica para realizar los calculos correspondientes a cada una de las distribuciones
bivariadas.

Fueron de gran utilidad los trabajos de Hamdan y Jensen [13] y de Wicksell en [11] y [12]. La obra
de Subrahmaniam y Kathleen Kocherlakota [8], a diferencia de esta tesis, es una coleccién de trabajos
que muestran las distribuciones que aqui se discuten en formas alternativas, el enfoque estd orientado a
la obtencién de cantidades y problemas estadisticos (por ejemplo, prueba de hipétesis) que aqui no son
tratados, se recomienda porque ahi es posible encontrar una fuente extensa de referencias que puede ser

de provecho para profundizar en diversos temas concernientes a las distribuciones bivariadas discretas.



Capitulo 1

Preliminares de probabilidad

En este capitulo se presentan los principales resultados de la teoria de probabilidad que son utilizados

en el desarrollo del capitulo 2.

1.1. Fundamentos

Asumiremos que para el lector son conocidos los fundamentos de la teoria de la probabilidad y que
posee conocimientos elementales de andlisis combinatorio. Las demostraciones de los resultados que seran
enunciados en toda esta seccién pueden ser consultadas en [1], salvo en algunos casos en los que se indicara
la cita especifica para consultar la demostracién correspondiente.

Un espacio de probabilidad es una tripleta (£2,F, P), donde €2 es un conjunto, al que llamaremos
espacio muestral y a cuyos elementos w € {2 se les llama eventos simples o puntos muestrales (los
cuales corresponden usualmente a todos los resultados posibles derivados de algin experimento aleatorio
que se esté analizando); § es una sigma-algebra de subconjuntos de €2, cuyos elementos A € § se llaman

eventos; y P es una medida de probabilidad sobre §.

Definicién 1.1 Se dice que un espacio de probabilidad (2, F, P) es discreto si Q contiene una cantidad

a lo sumo numerable de puntos muestrales y que es finito si, de hecho, ) es un conjunto finito.

En el caso de espacios de probabilidad discretos, se suele tomar a § como el conjunto potencia P(£2)
de Q.

Un espacio de probabilidad finito donde todos los puntos muestrales tienen una misma probabilidad
de ocurrir se dice que es equiprobable o uniforme. En este caso, la probabilidad de un evento se calcula
contando el nimero de puntos muestrales que conforman a dicho evento y dividiéndolo entre el total de
puntos muestrales del espacio. A esta forma de calcular la probabilidad de un evento se le conoce como
método del punto muestral.

En este trabajo apareceran frecuentemente espacios de probabilidad finitos equiprobables. Para el
calculo de la probabilidad de eventos en tales espacios se requieren pues de algunos resultados bésicos de

andlisis combinatorio. El siguiente teorema establece un principio béasico de conteo.

Teorema 1.2 (Regla del producto.) Dadosn; elementos ay,az,...,an,; yna elementos by, ba, ..., by,;

Y ...; yn, elementos ci,ca, ..., cp,, es posible formarny-ng---n, r-eadas (a;,,bi,, ..., ¢, ) ordenadas que
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contengan un elemento de cada tipo.

Un objeto de uso obligado en la teoria de probabilidad es el que corresponde a la siguiente definicion,

se utiliza para contar el nimero de combinaciones de n objetos tomados r a la vez.

Definicién 1.3 (Coeficiente binomial.) Sir,n € Z positivos, entonces se define el coeficiente binomial

()=

El siguiente resultado es utilizado para determinar el nimero de subconjuntos que se pueden formar

al dividir un conjunto de n objetos distintos en k& grupos que no se traslapen.

Teorema 1.4 (Coeficiente multinomial.) Sean ni,ng,...,n; € Z tales que ny +na+ -+ +np = n
(n; > 0). El nimero de formas en las que se puede dividir una poblacion de tamano n en k grupos distintos

que contienen ni,no, ..., ny objetos, respectivamente, donde cada objeto aparece en exactamente un grupo,

< n ) n!
ny,No, ..., Nk nilng! -+ ny!

A veces se cuenta con informacién parcial sobre cierto fenémeno y se requiere saber cémo esto afecta

es

la probabilidad de los eventos en los que se esté interesado. Es decir, la probabilidad de un evento en

ocasiones depende de si sabemos que han ocurrido otros eventos.

Definicién 1.5 (Probabilidad condicional.) Sean A, B C Q dos eventos y P[B] > 0. Se define la
probabilidad condicional de A dado que B ha ocurrido o simplemente la probabilidad de A dado

B, como
P[AN B]
PA|B]=——+-+-—.
Teorema 1.6 Si B es un evento tal que P[B] > 0, entonces la funcion P[ - | B] es una medida de

probabilidad sobre la sigma-dlgebra de los eventos.

Si la probabilidad de que ocurra un evento no es afectada porque ocurra o no otro evento se dira
entonces que estos son independientes. Formalmente se establece dicha propiedad mediante la siguiente

definicién.
Definicién 1.7 Se dice que dos eventos A y B son independientes si P[AN B] = P[A]P[B].

1.1.1. Variables aleatorias discretas y funciones de probabilidad

Una variable aleatoria es una funcién que asigna valores numéricos a los resultados de un experimento
aleatorio. Similarmente, un vector aleatorio es una funciéon que asigna valores vectoriales a los resultados
de un experimento aleatorio. Frecuentemente, sobre todo en las definiciones y resultados mostrados,
abreviaremos “variable aleatoria” y “vector aleatorio” como “v.a.” y “ve.a.”, respectivamente, y como

“v.as.” y “ve.as.” cuando se trate en plurales.
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Definicién 1.8 Una variable aleatoria (v.a.) X es una funcion medible del espacio de probabilidad
(Q,5,P) en (R,B(R)) (es decir, para todo w € Q, X (w) € R), donde B(R) es la sigma-dlgebra de Borel
de R. Un vector aleatorio bidimensional (X,Y) es una funcidon medible del espacio de probabilidad
(2,3, P) en (R% B(R?)) (es decir, para todo w € Q,(X,Y)(w) = (X(w),Y (w)) € R?), donde B(R?) es
la sigma-dlgebra de Borel de R?. En este caso se sabe que ambas funciones X y'Y deben ser variables
aleatorias sobre (Q,§, P).

Definicion 1.9 Se dice que una variable aleatoria X es discreta si puede tomar sélo una cantidad a lo
sumo numerable de valores distintos. Si X y Y son wvariables aleatorias discretas, se dice que el vector

aleatorio bidimensional (X,Y) es discreto.

Por ser una variable aleatoria X una funcién medible, los conjuntos siguientes deben ser eventos
{we| X(w)=c}, {weQ|X(w)<b}, {weQ|X(w)>a}, {weQ|a<X(w)<b}.

Definicién 1.10 Si X es una variable aleatoria, se define su funcién de distribucién (o funcién de

distribucién acumulativa) como

Fx(z) =P X <z]=P{lwe Q| X(w) <z}, VzeR.

Definicién 1.11 La funcién de probabilidad (o distribucién de probabilidad o funcién de den-

sidad) de una v.a. discreta X que asume los valores x1,x2,... es
p(x;) =P X =z =P{we Q| X(w) =2;}], i=12,....

Teorema 1.12 Una funcion p(z) es la funcion de probabilidad (o de densidad) de alguna v.a. discreta

X siy solo sip(x) >0, Ve,

ZP(%‘) =1, Y p(x) =0 si z&{x1,z9,...}.
i=1

Las definiciones que se mostraran a continuacion pueden ser encontradas en textos comunes de probabi-
lidad y estadistica, por ejemplo [2] o [3], mientras que las versiones multivariadas pueden ser consultadas
en [1]. Por simplicidad, en este trabajo se mencionard “vector aleatorio” en lugar de “vector aleatorio

bidimensional”.

Definicién 1.13 Si (X,Y) es un vector aleatorio, se define su funcién de distribucién conjunta

(bivariada) como

Fxy(z,y) =PX <2,Y <y|=P{w e | X(w) <z}N{weQ|Y(w) <y}, Vzuy.

Definicién 1.14 Si X y Y son v.as. discretas, se define la funcién de probabilidad conjunta (o
distribucién de probabilidad conjunta o funcién de densidad conjunta) para el vector aleatorio
(X,Y) como

plz,y) =P X =2,Y=y|=Plwe Q| X(w)=2}n{weQ|Y(w) =y}, Vi
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Definicién 1.15 Si X y Y son v.as. discretas con funcion de probabilidad conjunta p(x,y), se define
la funcién de probabilidad marginal (o distribucién de probabilidad marginal o funcién de

densidad marginal) de X y Y, respectivamente, como
p(z) = P[X =2] =) p(z,y), Yy,
y

p(y) =PIV =y] = S plzy), V.

Definicién 1.16 Si X yY son v.as. discretas con funcion de probabilidad conjunta p(z,y) y funciones de
probabilidad marginales p(x) y p(y), respectivamente, se define la funcién de probabilidad condicional

de X dadaY =1y como
PX =z,Y =y
PY =y]

PX=2z|Y=y]=

siempre que P[Y = y] > 0.

Asi mismo, la funcion de probabilidad condicional de Y dada X = x se define como

PlY =y, X = 1]

PIY =y | X =a]= =5,

siempre que P[X = x| > 0.

Definicién 1.17 Si X y Y son v.as. discretas con funcion de probabilidad conjunta p(x,y) y funciones
de probabilidad marginales p(x) y p(y), respectivamente. Se dice que X y Y son independientes si y

sdlo si para todo par (z,y)
Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y).

En la practica es mas “cémodo” utilizar el siguiente resultado para establecer independencia entre

variables aleatorias en términos de sus distribuciones de probabilidad.

Teorema 1.18 Si X y Y son v.as. discretas con funcion de probabilidad conjunta p(z,y) y funciones de
probabilidad marginales p(x) y p(y), respectivamente. Entonces X yY son independientes si y sdlo si para

todo par (x,y)
p(z,y) = p(x)p(y).

Es posible apreciar que el resultado anterior coincide con la caracterizacién de independencia entre
eventos dada por la Definicién 1.7, simplemente nétese que p(z,y) = p(x)p(y) es exactamente lo mismo
que P[AN B] = P[A]P[B] para los eventos A={w e Q| X(w) =2}y B={weQ|Y(w) =y}

1.1.2. Momentos

Las variables aleatorias pueden ser tratadas y caracterizadas con eficacia para diversos propodsitos me-
diante la consideracion de sus “momentos”. Los momentos que se mostraran en este apartado corresponden
a las cantidades mas relevantes en el desarrollo de las distribuciones mostradas en el Capitulo 2, a saber:
valor esperado, media, varianza, covarianza, coeficiente de correlacién parcial, valor esperado condicional

y por tltimo uno de los instrumentos mas importantes, las funciones generadoras de momentos.
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Observacién 1.19 En este apartado las demostraciones de los Teoremas 1.21 y 1.27 pueden ser consul-

tadas en [2]. <

Definicién 1.20 Sea X una v.a. discreta con funcion de probabilidad p(x). Se define el valor esperado

de X como

E[X] =) ap(x)

donde la suma considera todos los posibles valores que asume X . Se dice que E[X]| existe siempre que la

suma sea absolutamente convergente.

Teorema 1.21 Sea X wuna v.a. discreta con funcion de probabilidad p(x) y sea g : R — R una funcion.

Entonces g(X) es una variable aleatoria discreta tal que
Elg(X)] =) g(@)p().
xT

Definicién 1.22 Sea X una v.a. con funcion de probabilidad p(x). Se definen
i. El n-ésimo momento (no central) de X como u, = E[X"] en caso de existir.

ii. Fl n-ésimo momento central de X como u}, = F[(X — E[X])"] en caso de existir.

Definicién 1.23 Si X es una v.a. con valor esperado finito se define la varianza de X, Var[X], como

el segundo momento central de X. Esto es

Var[X] = E [(X — B[x))?].

Teorema 1.24 Sea X wuna v.a. discreta con funcion de probabilidad p(x) y sean gi,...,gx funciones
reales. Entonces g1(X), ..., gx(X) son v.as. discretas y
k k
E Zgi(X)] =Y Elgi(x)].
i=1 i=1

Proposicién 1.25 Se cumple Var[X] = E[X? - E[X]%.

Teorema 1.26 Sean (Xi,...,X,) un vector aleatorio discreto con funcion de probabilidad conjunta

p(z1,...,2n) ¥y g: R"™ = R una funcion. Se define el valor esperado de g(X1,...,X,) como

Elg(X1,.. .. Xn)] =Y > g(X1,.... Xp)p(a1, ..., 70)

donde las sumas consideran todos los posibles valores que asumen X1, ..., Xy. Se dice que E[g(X1, ..., Xy)]

existe siempre que la suma sea absolutamente convergente.

Teorema 1.27 Sean X y Y dos v.as. con valores esperados finitos. Entonces
i. El valor esperado de X +Y existe y E[X + Y] = E[X] + E[Y].

it. Siademds X yY son independientes, entonces el valor esperado de XY existe y E[XY] = E[X|E[Y].
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Teorema 1.28 Sean X yY dos v.as. independientes y sean h, g dos funciones reales. Entonces h(Y'), g(X)

son v.as. discretas y

siempre que las esperanzas de la derecha sean finitas.

Definicion 1.29 5i X y Y son v.as. con valores esperados finitos. Se definen

i. La covarianza de X y Y como
(1.1) Cov(X,Y) = FE[(X — E[X])(Y — E[Y])].

1. Pl coeficiente de correlacion de X y Y como

Cov(X,Y)

(1.2) Corr(X,Y) = VX Varv]

Proposicién 1.30 Se cumple Cov(X,Y) = E[XY]— E[X|E[Y].

Teorema 1.31 Se cumple

Var

Zn: Xi] = Zn: Var(Xi]+2)  Cov(X;, X;).
=1 =1

1<J
Teorema 1.32 Si X y Y son v.as. independientes, entonces Cov(X,Y) = 0.

Teorema 1.33 Si X y Y son v.as. con valores esperados finitos, entonces —1 < Corr(X,Y) <1

Definicion 1.34 Sean X yY dos v.as. discretas arbitrarias. El valor esperado condicional de X dado

que Y =y es, considerando todos los posibles valores x que asume X,
EIX|Y =y =) aP[X=x|Y =y].
X

Asi mismo el valor esperado condicional de' Y dado que X = x es, considerando todos los posibles valores

Yy que asume Y,

EY | X =a]=) yPlY =y|X =az].

A continuacién se enuncia una definicién alternativa y mas general del valor esperado condicional,

estd dada en términos de variables aleatorias y eventos en ().

Definicion 1.35 Sea X una v.a. y B C  un evento. Se define el valor esperado condicional de X

dado B, considerando todos los posibles valores x que asume X, como

E[X | B] = X IB Zm _xI]B_l],

siempre que P[B] > 0 y donde

1 siwe B,
IB(w)Z{

0 en otro caso.

es la funcion indicadora del evento B.
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Teorema 1.36 Sean X; y Xo dos v.as. y Y = (Y1,...,Yy), Z = (Z1,...,Z) dos vectores aleatorios

k-dimensionales. Se tienen
1. E[Xl + Xo | Y] = E[Xl | Y] + E[XQ | Y]

i. E[E[X1|Y,Z]|Y]=E[X1]Y].

Definicién 1.37 La funcién generadora de momentos (f.g.m.) de una v.a. X se define (en caso de

existir), para todo t € R tal que |t| < €, para algin € > 0, como Yx(t) = E [etX] .

Teorema 1.38 Si X1,..., X, son v.as. independientes y Z = > | X;, entonces

n
vz (t) = [[wx ().
i=1
Ademas, si dichas v.as. son idénticamente distribuidas, entonces

bz(t) = (¢x, (1)" -

Definicién 1.39 La f.g.m. conjunta de un vector aleatorio (X1, ..., X,) n-dimensional se define (en
caso de ezistir), para todo ti,...,t, € R tales que |t;| < €, para cadai=1,...,n y para algin € > 0, como
le,.‘.,Xn (tlu o 7tn) - E [6t1X1+--.+tan] .

Teorema 1.40 Suponga que la f.g.m. del vector aleatorio (X,Y) existe. Entonces X y Y son v.as.

independientes si y solo si Yx y(s,t) = x(s)y(t) para todo s,t € R tales que |s| < e y [t| < e (e >0).

Definicién 1.41 La funcién generadora de momentos factoriales (f.g.m.f.) de una v.a. X se

define (en caso de existir), para todo t € R tal que |t| < ¢, para algin e > 0, como mx(t) = E [t*].

Lema 1.42 (Relacién entre funciones generadoras de momentos) Si la f.g.m. y la f.g.m.f. de

una v.a. X existen, entonces se tiene que
¥x (In(t)) = mx (1)

Definicién 1.43 La f.g.m.f. conjunta de un vector aleatorio (X1,...,X,) n-dimensional se define (en

caso de ezistir), para todo ti, ..., t, € R tales que |t;| < €, para cadai=1,...,n y para algin € > 0, como

mxy... X, (t1, s tn) = E [t{ﬁ . .tfﬂ .

En lo que resta de este apartado se muestran algunas extensiones de interés significativo en el desarrollo
del Capitulo 2.

Una extensién natural de (i.) del Teorema 1.27 y del Teorema 1.31 es el siguiente resultado.

Teorema 1.44 Si X1,..., X, son v.as. independientes con valores esperados finitos. Entonces
[ n ] n
B} Xi| =) BIXi,
Li=1 1 =1
Y _ ;
n n
Var Z Xi| = Z Var[X;].
Li=1 J =1
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El siguiente resultado es una extensién de (i.) del Teorema 1.36.

Teorema 1.45 Sean X; y Xo dos v.as. y' Y = (Y1,...,Yx) un vector aleatorio k-dimensional. Se tiene

E

n
Y Xi|Y
=1

=Y E[X;|Y].
=1

Teorema 1.46 Sea (X,Y) un vector aleatorio. Denotamos (suponiendo que son finitas) a las medias y
varianzas de X y'Y por pi, 2 y 03,03, respectivamente, y sea Pay €l coeficiente de correlacion entre X
yY. Si E[X | Y] es lineal respecto de Y, entonces

o
EWWW=m+mg£W—m%

g

02
EIY [ X]= pa + pry (X — ).

Observacién 1.47 Las demostraciones de los Teoremas 1.44 y 1.45 pueden ser consultadas en [4], mien-

tras que la demostracién del Teorema 1.46 puede ser consultada en [5].<

El siguiente resultado corresponde a una extension natural del Lema 1.42; su uso implica inmediata-

mente los resultados equivalentes a los Teoremas 1.38 y 1.40 para el caso de las f.g.m.f.

Lema 1.48 (Relacién entre funciones generadoras de momentos conjuntas) Si(X,Y) es un vec-

tor aleatorio para el que la f.g.m. y la f.gm.f. conjuntas existen, entonces se tiene que
Yxy (In(s),In(t)) = mxy(s,t).

Teorema 1.49 Si X,..., X, son v.as. independientes y Z =y | X;, entonces

Ademas, si dichas v.as. son idénticamente distribuidas, entonces
mz(t) = (mx, ()" .

Teorema 1.50 Suponga que la f.g.m.f. del vector aleatorio (X,Y) existe. Entonces X y Y son v.as.
independientes si y solo si mx y(s,t) = mx(s)my(t) para todo s,t € R tales que |s| < € y |t| <€ (e > 0).

Teorema 1.51 Suponga que la f.g.m.f. del vector aleatorio (X,Y) existe. Entonces

32mX’y(s, t)

EXY]= —5"5

s=1,t=1
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1.1.3. La distribucién normal y el teorema de limite central

Definicién 1.52 Se dice que una v.a. X tiene la distribucién normal N (i, 0?) si para o > 0 y —oco <
@ < 00, la funcion de densidad de X es
1 2 /9,2
f(z) = ——=e @ /20 , —oo <z < 00.
(=) V2no?
Se escribe X ~ N(u,0?).

La distribucion N(0,1) es conocida como la distribucién normal estandar.

Teorema 1.53 Si una v.a. X ~ N(u,0?), entonces E[X] = p y Var[X] = 2.

Definicién 1.54 Se dice que un vector aleatorio X = (X1, ..., X,) n-dimensional tiene la distribucién

normal multivariada de orden n, abreviado Nn(ﬁ, Y), si su funcion de densidad conjunta es

1 e—%(})_ﬁ)/g—l (?—7)’ v (xh o 7«77n) e ]Rn’

flxy,...,xn) = W
donde
xr1 M1
X=| : y "=
Ln Hn
es un vector de tamano n donde p1,...,un € R y
o111 012 "' Oin
5 02,1 022 ' O2p
Onl Ona “** Opn

es cualquier matriz n X n simétrica y definida positiva donde o;; € R para todo i,j. Se escribe X ~

Nu(H, ). .
La distribucion Ny, ( 0 ,I) , donde I es la matriz identidad, es conocida como la distribuciéon normal

multivariada estandar de orden n.

Teorema 1.55 Si un vector aleatorio X ~ Ny (71,%), entonces E[X] = 1 y

CO'U(Xl,Xl) CO'U(Xl,XQ) COU(Xl,Xn)
> COU(XQ,Xl) COU(XQ,XQ) COU(XQ,XH)
Cov(X,,X1) Cov(X,,X2) -+ Cov(X,,X,)

es la matriz de covarianzas del vector aleatorio X.

Definicién 1.56 Sea {Z,,}°° | una sucesion de v.as. definidas sobre un espacio de probabilidad (2,5, P) y
sea Z otra v.a. definida en ese mismo espacio de probabilidad. Sean Fyz, y Fyz las funciones de distribucion
de Z, y Z, respectivamente. Se dice que Zyn converge a Z en distribucion, se escribe Zy 47 s

lim Fy (t) = Fz(t)

n—oo

en cada punto t donde Fy es continua.
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Teorema 1.57 Sea {Z,}72, una sucesion de v.as. con f.g.m. ¢z, (t) que existe para [t| < € (¢ > 0) y
para todo n. Sea Z una v.a. con f.gm. Yz(t) que existe para |t| < €1 < e. Silimy, 00 ¥z, (1) = Vz(1),
entonces Zy, i> Z.

Definicién 1.58 Sea {Z,,}5° ; una sucesion de vectores aleatorios con funcion de distribucion Fz,, y sea
Z otro vector aleatorio con funcion de distribucion Fz. Se dice que Zy, converge a Z en distribucion,

se escribe Zy i> Z st
lim Fyz (t) = Fz(t)
n—o0

en cada punto t donde Fgz es continua.

Teorema 1.59 Sea {Z,}°2, una sucesion de vectores aleatorios con f.g.m. conjunta ¢z, (t). Sea Z un

vector aleatorio con f.g.m. conjunta ¥z (t). Entonces Z, 4 7 si y solo si para algin € > 0

lim 9z, (t) = ¥z(t)

n—oo

para todo t tal que ||t|| < e.

Teorema 1.60 (Teorema de limite central) Sea {X;};2, una sucesidn de v.as. independientes e idénti-

camente distribuidas, cada una con valores esperados finitos E[X1] = p y varianzas Var[Xi] = 0% no
nulas, entonces
T Xi—n
iz Xi = nu d N(0,1) cuandon — oc.
no?

Teorema 1.61 (Teorema de limite central multivariado) Sea {X;}°; una sucesidn de vectores alea-
torios p-dimensionales independientes e idénticamente distribuidos, cada uno con E[X1] = 7 y matriz

de covarianzas X, entonces

Z?:l X — nﬁ d
Vn

N, <6>, E) cuando n — o0.

Teorema 1.62 Si un vector aleatorio (X,Y) tiene la distribucidn normal bivariada No(, %), entonces

su f.g.m. estd dada por

Yxy(s,t) =exp [Tﬁ + ;TZT’]

donde T = [s t] es una matriz 1 x 2.

Teorema 1.63 Si un vector aleatorio X ~ Nn(ﬁ,Z) y B es una matriz p x n (p < n) de rango p,
entonces el vector Z = BX tiene la distribucion normal multivariada de orden p con E[Z) = B y

matriz de covarianzas BXB'.

Observacién 1.64 Las demostraciones del Teorema 1.60, asi como su versiéon multivariada, el Teorema
1.61, pueden ser consultadas en [5], la demostracién del Teorema 1.62 puede ser consultada en [7] y la del

Teorema 1.63 se encuentra en [6]. <
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1.2. Distribuciones discretas

En esta seccion se presentan las distribuciones discretas cldsicas. El orden en que se exponen corres-
ponde al mismo en que se muestran las distribuciones andlogas del Capitulo 2, los teoremas enunciados
indican las cantidades tipicas de interés; a saber, valor esperado, varianza, f.g.m.y f.g.m.f. Se recomien-
da que consulte [7] para ver las demostraciones correspondientes, témese en cuenta que ahi no se exponen
las f.g.m.f., pero tales cantidades se siguen inmediatamente de las f.g.m. con una simple aplicacién del
Lema 1.42.

Los ensayos repetidos e independientes se llaman de Bernoulli cuando, en cada ensayo, s6lo hay dos
posibles resultados y sus probabilidades son las mismas en cada ensayo. A uno de tales resultados se le
llama “éxito” y se denota por p a la probabilidad de dicho resultado, el otro resultado por supuesto que

tendrd probabilidad (1 — p) y se le conoce como “fracaso”.

Definicion 1.65 Se dice que una v.a. X tiene la distribucién de Bernoulli si, para algin 0 <p <1,

llamado el parametro de la distribucion, se tiene que

pl‘(l_p)l—x 51 1'20,1,

0 en otro caso.

PX =zx]= {
Teorema 1.66 Si una v.a. X tiene la distribucion de Bernoulli, entonces
EX]=p, Var[X]=p(1-p), ¢x(t)=pe'+q y mx(t)=pt+gq,

donde g =1 — p.

En ocasiones nos interesa solamente el ntimero total de éxitos obtenidos en una sucesién de n ensayos
de Bernoulli, al margen del orden en que se presenten. El ntimero de éxitos puede ser 0,1,...,n. La

siguiente definicién trata con n ensayos que resultan en x éxitos y n — x fracasos.

Definicion 1.67 Se dice que una v.a. X tiene la distribucién binomial si, para algin entero positivo

n y para algin 0 < p <1, se tiene que

<n>pw(1 _p)n*l” si. x=0,1,...,n,

0 en otro caso.

Se escribe X ~ Binomial(n,p), donde n y p son llamados los parametros de la distribucion.
Teorema 1.68 Si X ~ Binomial(n,p), entonces

E[X]=np, Var[X]=np(l-p), ¥x(t)=@e+q" y mx(t)=(pt+q",
donde g =1 — p.
Observacién 1.69

i. Una variable aleatoria binomial puede ser considerada como una suma de n variables aleatorias

Bernoulli, es decir, como el niimero de éxitos en n ensayos Bernoulli.
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ii. Cuando un muestreo se realiza desde una poblacién finita, la distribucién binomial surge s6lo cuando

el muestreo se realiza con reemplazo. <

Definicion 1.70 Se dice que una v.a. X tiene la distribuciéon de Poisson si, para algin A > 0, llamado

el parametro de la distribucion, se tiene que

{ %e‘A st x=0,1,...,

0 en otro caso.

Se escribe X ~ Poisson(\).

Teorema 1.71 Si X ~ Poisson(\), entonces
E[X]=Var[X] =X, ¢x(t) = ™Dy my(t) = e

Suponga que una poblacién contiene un ntimero finito IV de elementos que poseen dos caracteristicas
distintivas digamos A y B; a son del tipo A y el resto N —a del tipo B. Una muestra aleatoria de tamano
n < N se selecciona de la poblacién sin reemplazo. Si X es la variable aleatoria que corresponde al ntimero

de elementos con la caracteristica A en la muestra, entonces X tiene la distribucion siguiente.

Definiciéon 1.72 Se dice que una v.a. X tiene la distribucién hipergeométrica si, para n,a, N € Z,

llamados los parametros de la distribucion, con 1 <n < N y0<a < N, se tiene que
a\ (N —a
r)\n—x

PX =z] = <J§>

0 en otro caso.

st r=0,1,...,n,

Las distribuciones que se muestran en la siguientes dos definiciones comparten caracteristicas similares
a las de un experimento binomial (nimero de “éxitos” observados en n pruebas). La primera corresponde
a un experimento en el que la variable aleatoria cuenta el nimero, digamos x, de “fracasos” observados
antes del primer “éxito” (de modo que el nimero de pruebas es x + 1). La segunda corresponde a un
experimento en el que la variable aleatoria cuenta el nimero de “fracasos” observados antes del r-ésimo

“éxito” (z + r pruebas).

Definicion 1.73 Se dice que una v.a. X tiene la distribucién geométrica si, para algin 0 < p < 1,

llamado el parametro de la distribucion, se tiene que

p(1—p)* si z=0,1,...,

0 en otro caso.

P[sz]:{

Teorema 1.74 Si una v.a. X tiene la distribucion geométrica, entonces

BlX] = =2 Var[X]zlp;p y Ux(t) =

_r
1—qget’

donde g =1 — p.
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Definicion 1.75 Se dice que una v.a. X tiene la distribuciéon binomial negativa si, para algin entero

r>1, y para algin 0 < p < 1, llamados los pardametros de la distribucion, se tiene que

r+r—1\ , .
1-p)* =0,1,...
(T s a0

0 en otro caso.

Observaciéon 1.76 La distribucién geométrica es un caso particular de la binomial negativa. Para com-

probarlo simplemente habrd que tomar » = 1 en la Definicién 1.75. <

Es posible proporcionar dos definiciones alternativas para estas dos tltimas distribuciones, todo de-
pende del punto de vista o el objeto de la investigaciéon. La geométrica puede ser dada en términos de
una variable aleatoria que cuenta el niimero de pruebas hasta observar el primer “éxito”, en cuyo caso se
tendria que
osio2=1,2,...,

PIX = o] = p(l—p
0 en otro caso.

Por otro lado, la binomial negativa puede ser dada en términos de una variable aleatoria que cuenta el

numero de pruebas hasta que se observa el r-ésimo “éxito”, en cuyo caso se tendria que

r—1
0 en otro caso.

—1
(x >pT(1—p)wr si r=r,r+1,r+2,...,

Una variable aleatoria con la distribucién binomial surge de un experimento caracterizado porque en
cada prueba hay dos posibles resultados, a los que llamamos “éxito” o “fracaso”. En diversas ocasiones
se encuentran situaciones similares pero en las que el niimero de posibles resultados por cada prueba son
més de dos. Una distribucién discreta multivariada bien conocida y tratada en la literatura clasica es
la multinomial. Un experimento multinomial consta de n pruebas, cada una con k posibles resultados,
caracterizado en términos de k variables aleatorias que cuentan el ntimero de ocasiones en las que se

observa el k-ésimo resultado respectivamente.

Definicién 1.77 Se dice que un vector aleatorio k-dimensional (X1, ..., Xy) tiene la distribucién mul-
tinomial si, para k,n € Z (k>2,n>1)y0<p;, <1 (i =1,...,k) tales que Zlepi =1, se tiene
que

n! T
x!-- -xk!pl

0 en otro caso.

€T . .
ppt st 2y =0,1,...,n,i=1,... K,

Tomando k = 2 es posible observar que la distribucién binomial es un caso particular de la distribucion
multinomial. En [5] se trata el caso k = 3, es decir, la distribucién trinomial.
1.2.1. Aproximaciones

Algunas distribuciones pueden ser aproximadas mediante otras bajo ciertas condiciones en los parame-

tros de sus funciones de probabilidad, en otros casos las aproximaciones son establecidas mediante una
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Bernoulli
-7 T~
—_ ~ ~
- - ~
—_ — =~ o
<= L
Hipergeométrica —— Binomial —— Poisson Geometrlca
Blnomlal Negativa FExponencial
- ! ~
- ! -
P - Y =z~
Normal< - - - - ——— - — — — — — — Gamma

Figura 1.1: Relacion entre distribuciones. Las distribuciones hipergeométrica, binomial y geométrica surgen
directamente de la distribucién de Bernoulli; la distribucién binomial puede ser obtenida de la hipergeométrica;
la distribucién binomial negativa es obtenida de la geométrica; la distribucién de Poisson se puede obtener
de las distribuciones binomial y binomial negativa; la distribucién exponencial puede ser obtenida de la
geométrica; la distribucién gamma es obtenida de la exponencial y puede ser obtenida de la binomial negativa;

la distribucién normal puede ser obtenida de las distribuciones binomial negativa, binomial y de Poisson.

convergencia en distribucién. La Figura 1.1 muestra la relacién que existe entre las distribuciones discre-
tas, ademas incluye su relacion con algunas distribuciones continuas bien conocidas; a saber, exponencial,
gamma y normal. Las aproximaciones que seran discutidas en este apartado estan indicadas mediante
una linea continua, los resultados andlogos para el caso bivariado se exponen en el Capitulo 2.

La aprozimacion normal a la distibucion binomial es un resultado de discusion obligada en los textos
de probabilidad y estadistica, se puede encontrar como un ejemplo de aplicacién del teorema de limite
central en cualquiera de las siguientes referencias: [1], [2], [5]; en [3] se dedica un apartado especial para
este tema que incluye ejemplos numéricos sumamente ilustrativos; en [7] se enuncia justamente como el
teorema de limite de DeMoivre-Laplace. Los resultados restantes de aproximacién pueden ser consultados
en [1].

Teorema 1.78 (Aproximaciéon normal a la distribucién binomial) Sea X ~ Binomial(n,p). Se

cumple, cuando n — 00,
X —np d

np(1l —p)

N(0,1).

Teorema 1.79 (Aproximacién de Poisson a la distribucién binomial) Sea {X;}°; una sucesién
de v.as. independientes tal que X; tiene la distribucion de Bernoulli con pardmetro p,. Suponga que para
algin A > 0 se tiene que

lim np, = A.
n—oo

Sea .
Zn=> X VneN
i=1
Si Z ~ Poisson(\), entonces para k =0,1,...,
lim P[Z, = k] = P[Z = k|

n—o0
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Teorema 1.80 (Aproximacién normal a la distribucién de Poisson) Sea {X;}°, una sucesidn de

v.as. independientes tal que X; ~ Poisson(\) y sea

i= m )

Y, =

Se tiene, cuando n — 00,

Y, —% & N(,1).

Teorema 1.81 (Aproximacién binomial a la distribucién hipergeométrica) Sea Z una v.a. con

distribucion hipergeométrica. Entonces, cuando N — oo, a — 0o y N —a — oo de modo que

se tiene que

donde Z* ~ Binomial(n,p).

Los dos resultados siguientes no se encuentran en alguna de las referencias que se otorgan en este

trabajo por lo que seran incluidas las demostraciones correspondientes.

Teorema 1.82 (Aproximacién exponencial a la distribucién geométrica) Sea p, = \/n para to-
don € Ny >0 arbitrario. Si Z es una v.a. con la distribucion geométrica de pardmetro p, y Z* es una

L ., . P d
v.a. con la distribucion exponencial de pardmetro X\ y n — oo, se cumple Z/n ——— Z*.

Demostracion. Considere la f.g.m. de Z/n, 1 z,(t), y sea t, =t/n para todo n € N, entonces

A A
Pn n n
(0 n(t) = wZ(tn) = = = >
/ 1—(1—pn)e 1—(1—%)6% 1—e%+%e%
donde ) \
: =1/t t t t
l—en=1-5 (=) =—[|=4+(= -
oS () = () () )
por lo que
A
¢Z(tn) = "
At t (). (L)
n —<n+<n>+<n>+ )
_ ()
o1\t 2 4
B A
et BB
Ae t— % 2
Puesto que
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se tiene )
lim 4y () = ——

n—o0 )\—t7

donde el tltimo cociente es la f.g.m. 1z« (t) de la distribucién exponencial de pardmetro A. |

Teorema 1.83 (Aproximacién de Poisson a la distribucién binomial negativa) Sea A > 0 arbi-

trario. Para r > 1, se define
r

A

St Z es una v.a. con distribucion binomial negativa de pardmetros r y p, entonces

p:

lim P[Z = k] = P[Z* = k],

T—00

donde Z* ~ Poisson(\).

Demostracion. Se tiene que

PlZ =k = (kji¥ 1>p"(1 -p)= pr(l -p)"
_ (k+r— 1)(7454‘;!(—7,2_)‘1')'!(7“4- Dr(r — 1)!p7"(1 )
k+r—1(k+r—2)---(r+1r r \" N
- K (T+A><1‘T+A)7

donde (k+r—1)(k+r—2)---(r+ 1)r es un producto de (k +r — 1) — (r — 1) = k factores, asi que

(k+r—1)(k+r—2)---(r+1r=r" <1+k;1> <1+k;2)~--<1+1).

.
Luego
k k-1 kE—2\. .. 1 r
PPN ERN L) ey oy
R (e ER2) () o Ve )
B k! Q+%)Tk&+?>

00 ) )

T
1 T
lim (A) = 6_)\
r—00
1+ 2

y que los factores restantes convergen a 1, se tiene que

y finalmente, dado que

P A Y
M PIZ=k]=37e
Por lo tanto
lim P[Z = k] = P|Z* = k],

7—00

donde Z* ~ Poisson()). |1
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1.3. Algunos resultados tutiles
La expansion multinomial. Sean z1,zs,...,z; € R arbitrarios, entonces para todo n € N, si

b1,bo,...,br € Z no negativos tales que Zle b; = n se cumple

k

n .

(x14+x24+ -+ ap)" = E E <b1 by bk>||l‘§J
o o y2, ... ol

El teorema del binomio. Sean a,b € R arbitrarios, entonces para todo n € N,

(a+b)" = Zn: (?) a" b

=0

La expansiéon en serie de Taylor de e*. Para todo x € R se tiene que

0 7
=7
e = - .

7!
=1

La serie geométrica. Sea r € R tal que |r| < 1, entonces

> 1
i _
;r 1=

cuya suma parcial esta dada por

S R

E r'=——— VmelZ.
; 1—r

=0

Aproximacién a la funcién exponencial. Sea a € R arbitrario, entonces

X
lim (1 + ﬁ) = e%.

T—00 x






Capitulo 2

Distribuciones de Bernoulli, binomial y

de Poisson bivariadas

2.1. La distribucion de Bernoulli bivariada

Definicién 2.1 Se dice que un vector aleatorio (X,Y) con valores en R? tiene distribucién de Ber-
noulli bivariada si (X,Y") toma solamente los cuatro valores (1,1), (1,0), (0,1), (0,0) con probabilidades

p(1,1), p(1,0), p(0,1), p(0,0) que serdn denotadas simplemente como p11, P10, Po1, Poo, Tespectivamente.
Observe que las distribuciones marginales de X y Y estan dadas por
(21) P[le] :P[le,Y:0]+P[X:1,Y:1] = p1o0 + P11 :p1+:1—p0+:1—P[X:0],

P[Yzl]:P[X:O,Yzl]—i-P[X:1,Y:1]:p01—|—p11:p+1:1—p+0:1—P[Y:0].

Proposicién 2.2 Si (X,Y) es un vector aleatorio con distribucion de Bernoulli bivariada, entonces su

covarianza estd dada por

(2.2) Cov(X,Y) = p11 — p14P+1 = P11Po0 — P1oPo1 = T

y su coeficiente de correlacion, por

-
p= .
/P14 Po+ P+1D+0

(2.3)

Demostracion. Sabemos, por definicién, que
Cov(X,Y) = E[XY] - E|X]E[Y].
Calculemos pues los valores esperados E[X], E[Y] y E[XY]. Se tiene,
EX]=) aP(X=2)=0-P(X=0)+1-P(X =1) =p14,

E[Y]=0-P(Y=0)+1-P(Y =1) = p1,
EXY]=Y Y ayp(x,y) =p(1,1) = pu,
z vy
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donde la tltima igualdad para F[X]y E[Y] queda justificada por (2.1). Asi, concluimos que
Cov(X,Y) = p11 — p14+P+1-

Ahora, en la igualdad anterior, sustituimos p14, py1 y utilizamos el hecho de que p11+po1+p1o+poo = 1

para obtener

P11 — P14p+1 = p11 — (P11 + p1o) (P11 + po1)
= P11 — P11P11 — P11Po1 — P11P10 — P1oPo1
= p11(1 — p11 — po1 — P10) — P10oPo1
= p11[1 — (p11 + po1 + p10)] — P1opor
= P11Poo — P1oPo1-

Esto muestra la igualdad (2.2).

Para demostrar (2.3) vamos a recurrir a la definicién de correlacion,
Cov(X,Y)

VVar[X|VarlY]

Puesto que Var[X] = E[X?] — E[X]? y X es una variable aleatoria de Bernoulli, se tiene

EIX?] = B[X] = p1s.
Bajo el mismo argumento se tiene que E[Y?] = E[Y] = p11. Por lo tanto,

Var[X] =piy —piy =pie(1—pit) =pispor v Var[Y] =pripto,
de donde
Var[X|Var[Y] = p1+ pot p+1P+o0,
probando asi (2.3). 1
Observacion 2.3 El coeficiente de correlaciéon p toma el valor —1 cuando pi11 = pgg = 0 y toma el valor

1 cuando p1g = po1 = 0.
En efecto, si p11 = poo = 0, entonces pip + po1 = 1. Recordando (2.1) y (2.2), se tendria que

T = —Pp1oPpo1, b1+ = P10 Yy P+1 = Po1,
luego
po+ =1—pit y  py1=1-—po,

llegando a que
po+ = 1 —p1o = po1 Yy  p+o=1—po1 = pio-

Por lo tanto,

V/P1+ Po+ P+1DP+0 = /P10 Po1 Po1 P10 = P10 P01,

lo cual implica que p = —1.
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De forma similar, si p1g = po1 = 0, entonces p11 + poo = 1, luego

T = P11 P00, b1+ = P11 y P+1 = Pp11-
Ya que
po+ =1—pit y  py1=1-—po,

se concluye que
po+ =1—puu=poo ¥y  p+o=1—pu = poo.

Por lo tanto,

\/P1+ Po+ P+1DP+0 = /P11 Poo P11 Poo = P11 Poo

lo cual implica que p=1. «

2.1.1. Independencia

Sea (X,Y) un vector aleatorio con distribucién de Bernoulli bivariada. Recuerde que se esta usando

la notacién p,y, = p(x,y) para la distribucién conjunta de (X,Y) y p.+ ¥ p4+y para las distribuciones

marginales de X y Y, respectivamente. Ya se sabe que si X y Y son independientes, entonces p = 0.

Se demostrara la reciproca, es decir que si p = 0, entonces X y Y son independientes, es decir, que

Pzy = Pz+P+y> vV, y.

Proposicién 2.4 Si (X,Y) es un vector aleatorio con distribucion de Bernoulli bivariada y p = 0 en-

tonces X y Y son independientes.

Demostracion. Supongamos que p = 0, luego 7 = 0. De acuerdo a (2.3), se debe tener p11 —pi+pi1 =

0y por lo tanto p11 = p14p41-

Ahora, utilizando p11 = p14+p+1, probaremos que pgy = po+p+o- En efecto, se tiene que

P11 + po1 + p1o + poo = 1
implica
p11 + po1 + P1o + Poo + p11 = 1 + p11,
despejando a pgg se obtiene
poo = 1 —p11 — p1o — P11 — Po1 + Pp11-

Asi pues,

poo = 1 — (p11 + p1o) — (P11 + po1) + p11
=1-—pi+ —py1+pn
=1-=piy —p1+pP14p11
= (1 = p1+)(1 = p41) = Po+P+o-

Se concluye que

Pboo = Po+P+0-
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Volvemos a utilizar la identidad p1; = p14+p+1 en lo siguiente. Por (2.1), tenemos que

P10 = P1+ — P11 y bo1r = P+1 — P11
implica

P10 = P14+ — P14P+1 = P1+(1 — py1) = p14P+o,
po1 = p+1 — p14P+1 = (I — p14)p41 = Po+ P11

Se ha probado pues que pzy = pg4P1y, Yz, y. Por lo tanto, X y Y son independientes.

2.1.2. Ejemplos

Ejemplo 2.5 Se realizé un estudio de accidentes automovilisticos en los que un nino, menor de cinco anos
de edad, estaba en el auto y hubo al menos una persona muerta. El estudio se concentré, especificamente,

en si el nifo sobrevivié y si utilizaba el cinturén de seguridad. Los resultados obtenidos son:
i. Sobrevivié y no usaba el cinturén en el 32 % de los casos.
ii. No sobrevivié y no usaba el cinturén, 17 % de los casos.
iii. Sobrevivié y usaba el cinturén, 44 % de los casos.
iv. No sobrevivié y usaba el cinturén, 7% de los casos.
Considere las siguientes variables aleatorias

X { 1 si el nifio sobrevivid, v 1 si el nifio usaba cinturén,
= y =

0 sino, 0 sino.

Entonces el vector aleatorio (X,Y) tiene distribucién de Bernoulli bivariada. De acuerdo con los
resultados del estudio es posible determinar los pardmetros de la distribucién (vea la Tabla 2.1, note que
P11+ p1o + po1 +poo = 1).

El grado de dependencia entre las v.as. X y Y es medido por medio del coeficiente de correlacion, en
este caso, dado por (2.3). Se obtuvo, sustituyendo las probabilidades dadas en la Tabla 2.1, p = 0.2454,

lo cual indica que existe poca dependencia positiva entre las v.as. <«

Un vector aleatorio con distribucién de Bernoulli bivariada esta caracterizado porque cada componente
es una v.a. con distribuciéon de Bernoulli, asi es posible tratar algunos otros ejemplos aplicados en diversas

dreas, como la industria, la economia o la medicina.

X=1 X=0
Y=1| pi1=044 po =007 | pr1 =051
Y=0]| po=0.32 pog=0.17 | pyo =0.49
p1+ = 0.76  poy = 0.24 | 1.00

Tabla 2.1: Accidentes automovilisticos. Pardmetros de la distribucién.
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X=1 X=0
Y=1]|p11 =07 pp1 =010 | py1 =0.85
Y =0 pio=0.07 poo=0.08 | pyo=0.15
Py = 0.82 poy = 0.18 | 1.00

Tabla 2.2: Casos clinicos. Pardmetros de la distribucién.

Ejemplo 2.6 Un producto industrial es sometido a dos pruebas para detectar fallas, las cuales se clasifican
en dos tipos, digamos del tipo I y II. Una prueba detecta las fallas tipo I y otra las del tipo II. Si X y
Y son v.as. con distribucién de Bernoulli tales que se observa un “éxito” cuando el producto presenta
fallas del tipo I y del tipo II, respectivamente, entonces (X,Y") es un vector aleatorio con distribucién de

Bernoulli bivariada. <«

Ejemplo 2.7 Se prevé que en el mediano plazo sea imposible que el gobierno cubra los montos en
pensiones para las personas que cuentan con este beneficio. Por ello es que se requiere un estudio de los
individuos pertenecientes a la poblacién econémicamente activa, particularmente sobre si estan afiliados al
sistema de pensiones y si se encuentran préximos al retiro. Como en el ejemplo anterior es posible definir
un par de variables aleatorias con distribucién de Bernoulli, para las que un “éxito” es alcanzable cuando
se observa que el individuo esta afiliado al sistema de pensiones y préximo al retiro, respectivamente. De

modo tal que dicha pareja de v.as. forma un vector aleatorio con distribuciéon de Bernoulli bivariada. «

Ejemplo 2.8 En medicina un paciente que acude a consulta en un hospital por dolor en la regién lumbar
y/o dificultad al orinar es diagnosticado con litasis renal o urolitiasis (enfermedad caracterizada por la
aparicién de célculos en el aparato urinario superior) por dos métodos, clinica o ultrasonido abdominal.
El hospital realizé un estudio en el que se registraron todos los casos de pacientes que acudieron con
los sintomas indicados para saber si fueron o no diagnosticados con litiasis renal en clinica y por un

ultrasonido abdominal. Los resultados son:
i. El paciente fue diagnosticado por clinica y por un ultrasonido en el 75 % de los casos.
ii. Fue diagnosticado por clinica y no presentd signos de litiasis en un ultrasonido, 7% de los casos.

iii. No manifesto los sintomas clinicos correspondientes y si presentd signos de litiasis en un ultrasonido,

10% de los casos.

iv. No manifesté los sintomas clinicos y tampoco presenté signos de litiasis en un ultrasonido, 8 % de

los casos.

Considerando las variables aleatorias

X = 1 sies diagnosticado por clinica,
0 si no presenta los sintomas clinicos correspondientes,

v — { 1 si es diagnosticado por un ultrasonido abdominal,

0 si no presenta signos de litiasis en el ultrasonido,
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se tendria que (X,Y) es un vector aleatorio con distribucién de Bernoulli bivariada cuyos pardmetros se
muestran en la Tabla 2.2. La correlacién entre X y Y, de acuerdo con (2.3), es p = 0.3863, por lo cual X

y Y son poco dependientes. «

2.2. La distribucion binomial bivariada

Una variable aleatoria univariada con distribucion binomial se define como el nimero de éxitos en cierto
nimero fijo de ensayos de Bernoulli. Siguiendo esta idea se define a continuacién una posible version de

la distribucién binomial en el caso bivariado.

2.2.1. Distribucién binomial bivariada

Definicién 2.9 Sean (X1,Y1),...,(X,,Y,) vectores aleatorios independientes con distribucion de Ber-
noulli bivariada. Se define el vector aleatorio

n

(U, V) = (X, Yy),

i=1

donde

(2.4) U=> X, y V=>Y.

A la distribucion conjunta de (U, V') dada, para u,v =0,1,...,n, por

min(u,v)

n —a v—a  n—u—v+
(2.5) PlU=uV=1]= Z (a u—a,v—a,n—u—v+a>p?1p?oap81apgouva’
a=0 ’

se le llama distribucién binomial bivariada.

Ejemplo 2.10 Una urna contiene M bolas. Se pueden encontrar bolas blancas o negras que han sido
marcadas con un numero que puede ser par o impar, a las bolas marcadas con un nimero par les lla-
maremos “bolas pares” y a aquellas marcadas con un nimero impar les llamaremos “bolas impares”. Kl
experimento consiste en seleccionar aleatoriamente de esta urna una bola y anotar sus atributos: blanca
0 negra, par o impar; la bola es devuelta en la urna para ser mezclada de nuevo junto con las demas. Tal
experimento es repetido n veces, y nos preguntamos por la probabilidad de hallar el atributo blanca en u

ocasiones y par en v ocasiones.

Definimos pues las variables aleatorias Xi,..., X, y Y1,...,Y, como sigue:
1 si la bola seleccionada es blanca
X, = . . ’ iE{l,...,n}
0 si la bola seleccionada es negra,
y
1 sila bola seleccionada es par
Y; = . _ bat, ie{l,...,n.
0 si la bola seleccionada es impar,
Los vectores aleatorios (X1,Y1),...,(Xn,Y,) modelan adecuadamente el experimento descrito si en la

i-ésima seleccion, X; indica el color de la bola y Y; indica si la bola es par o impar. Para todo i €
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{1,...,n}, (X1,Y1),...,(X,,Y,) son vectores aleatorios independientes con distribucién de Bernoulli
bivariada, donde X; y Y; son variables aleatorias de Bernoulli.

Para determinar la probabilidad por la que nos preguntamos tomamos la definicién (2.4) donde U
es el nimero de veces que se observé el atributo “blanca” y V es el nimero de veces que se observo el
atributo “par”. El niimero de bolas que muestran las distintas combinaciones de atributos en la urna es

conocido, supongamos que estos nimeros son:
Mpi4 bolas blancas 'y Mpg+ bolas negras;
Mpy1 bolas pares 'y Mpyg bolas impares;
Mp11 bolas blancas y pares;
Mpg1 bolas negras y pares;
Mp1p bolas blancas e impares;
Mpgg bolas negras e impares,

donde p11, po1, P10, Poo son las probabilidades de seleccionar una bola blanca y par, una bola negra y par,
una bola blanca e impar, una bola negra e impar, respectivamente.

Cada punto muestral de () estara caracterizado por un arreglo de n parejas, donde cada pareja aparece
con cierta probabilidad. Denotaremos por BP, BI, NP, NI a los atributos anotados en cada seleccién,
bola blanca y par, bola blanca e impar, bola negra y par, bola negra e impar, respectivamente. Un punto

muestral tipico sera de la siguiente forma

BI,BP,BP,NP,BP,NI,NI,NP,NI,BP,BI,..., BP,NI

T posiciones

Hacemos un reordenamiento apropiado de los resultados, considerando que cada punto muestral en el
experimento estard caracterizado porque la bola seleccionada tiene el atributo blanca en u ocasiones y

par en v ocasiones, asi

BP,BP,...,.BP BI,BI,....BI NP,NP,...,NP NI,NI,... NI

a U —a v—a n—u—v+a
este punto muestral representa la interseccién de n pruebas independientes agrupadas en cuatro grupos

distintos y por lo tanto la probabilidad de la ocurrencia de este punto muestral es

_a u—a , v—a , n—u—v+a
=P11P1o Po1 Poo

pPi1pi1---pP11 pioPio---Pio PoipPol---Pol Poo Poo - - - Poo
N N —

~\~

a términos w — a términos v — a términos n — u — v + a términos

donde pf, pY, “ significa que en a ocasiones se seleccioné una bola blanca y par y que en u — a ocasiones
se seleccioné una bola blanca e impar, es decir que en u ocasiones se obtuvo una bola blanca. Y p{; pg;
significa que en a ocasiones se selecciond una bola blanca y par y que en v — a ocasiones se seleccioné una
bola negra y par, es decir que en v ocasiones se obtuvo una bola par.

Cada uno de los puntos muestrales puede representarse por un reordenamiento como el mostrado

anteriormente y tendran la probabilidad indicada. Por otro lado, el nimero N de formas en que puede
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suceder el evento es el nimero de formas en que se pueden dividir las n pruebas en cuatro grupos de

tamanos a,u — a,v —ay n —u— v+ a, entonces

N n! n
S allu—a)l(v—a)l(n—u—v+a) a,u—a,v—an—u—uv+a
donde cada uno de los N puntos ocurre con probabilidad

Pty b
cumpliéndose asi (2.5). Asi pues, (U, V) tiene la distribucién binomial bivariada o también se dird sim-

plemente que tiene distribucién (2.5). <«

Ma3és generalmente, la distribucién binomial bivariada puede ser asociada a un experimento aleatorio
que consiste en tomar una muestra de n individuos con reemplazo provenientes de alguna poblacién cuyos
elementos son similares y en el que cada prueba indica la presencia o ausencia de dos atributos, digamos
Ay B. En la Tabla 2.3 se muestra la tabla de contingencia de tamafio 2 x 2 donde cada celda representa
una probabilidad conjunta; por ejemplo, pg1 representa la probabilidad de que el individuo seleccionado
de la muestra presente el atributo B y no el atributo A.

Consideramos también las siguientes cantidades:
U = numero de individuos con el atributo A.
V' = numero de individuos con el atributo B.

Se afirma que las celdas en la Tabla 2.3 tienen una distribucién multinomial y las sumas resultantes de
los elementos de la primer fila y la segunda columna tienen una distribucién binomial bivariada. Asi pues,
la distribucién binomial bivariada puede ser obtenida a partir de una distribucién multinomial.

Vamos a probar la primera afirmacion. Definimos las siguientes variables, Zyg, Zo1, Z10 ¥ Z11 como el
nimero de individuos cuyos atributos son AN B¢, AN B, AN B¢y AN B, con probabilidades pgg, po1,
P10 Y P11, respectivamente. Entonces, en efecto, (Zyo, Zo1, Z10, Z11) tienen una distribucién multinomial
de cuatro celdas, es decir,

n!
PlZoo =1,Z01 = 5, Z10 = t, Z11 = w| = m?&) Po1 Pio Pia-
Para probar la segunda afirmacion pensemos en el ejemplo de la urna con M bolas descrita en el Ejem-
plo 2.10, donde A representa el atributo “bola blanca” y B el atributo “bola par”, en otras palabras A
es el conjunto cuyos elementos son bolas blancas y B es el conjunto cuyos elementos son bolas pares. El

experimento es tal que se puede obtener alguno de los cuatro resultados siguientes, bola negra e impar;

A€ A
B | po1  pu | pt1
B¢ | poo  p1o | p+o
Po+ DPi+

Tabla 2.3: Tabla de contingencia 2 x 2
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bola negra y par; bola blanca e impar; bola blanca y par, es decir, AN B¢ A°N B; AN B¢ AN B, res-
pectivamente. Tomando la definicion del 1iltimo parrafo de las variables Zyy, Zo1, Z10 vy Z11, tenemos que
U = Z1p+ Z11 es el numero de bolas seleccionadas que presentaron el atributo “blanca” y V = Zp1 + Z11
es el nimero de bolas seleccionadas que presentaron el atributo “par”. Por el Ejemplo 2.10, (U, V) tiene
la distribucién (2.5). En esta forma la distribucién binomial bivariada puede ser obtenida a partir de una
distribucién multinomial.

Por otro lado, la distribucién multinomial es un caso muy especial de una distribucién binomial en
cuatro dimensiones en la que todos los pardmetros son cero excepto p10oo, 0100, Poo10 ¥ Pooo1- Esta conexion

intima entre la distribucién multinomial y binomial multivariada persiste en dimensiones superiores.

2.2.2. Una generalizacion de la distribucién binomial bivariada

Para que un vector aleatorio (U, V') tenga la distribucién binomial bivariada dada por (2.5) es necesario
que ambas variables aleatorias U y V' tomen valores sobre un mismo conjunto {0, 1,...,n}. Sin embargo,
existen situaciones préacticas donde se desearia disponer de alguna versiéon de esta distribuciéon donde
U tome valores en {0,1,...,n} y V tome valores en {0,1,...,m} con n y m posiblemente distintos. A

continuacién se propone una versién de la distribucién binomial bivariada con estas caracteristicas.

Teorema y Definicién 2.11 Suponga que (U*,V*) tiene la distribucion binomial bivariada (2.5) para
una muestra de tamano k, es decir, con k en lugar de n, que S tenga distribucion binomial(n — k,p14),
que T tenga distribucion binomial(m —k,py1) y que (U*,V*), S y T sean independientes. Defina el vector

aleatorio (U, V') como
(2.6) U=U"+S58 Yy V=V"+T.
Entonces (U, V) tiene distribucién conjunta dada por

(2.7) PlU=uV=vl=) PU"=u—i8=iV'=v-jT=j|
ihj

k
_ZZ<a,u—z’—a,v—j—a,k—u—v+i+j+a>
1,7 a

a ,u—i—a, v—j—a k—u—v+itjta
XP11Pio  Po1 Poo

n—=k ; . (m—k i —f—i
><< i >P11+Pg+kl( j )P]HPTO .

A esta distribucion de (U, V') se le llama distribucién binomial bivariada generalizada, abreviada
BBG.

Demostracion. Para demostrar (2.7) vamos a requerir de la funcién generadora de momentos fac-
toriales, abreviada f.g.m.f., para la distribucién binomial bivariada (2.5) correspondiente a una muestra
de tamano k.

Por definicién sabemos que la f.g.m.f. para alguna v.a. X es mx(t) = FE [tX] y la f.g.m.f. conjunta
para una pareja de v.as. (X,Y) es my,y (s,t) = FE [s*t" |. Entonces, si (X,Y) tiene distribucién Bernoulli
bivariada, su f.g.m.f. debe ser

mxy(s,t) = E[sXt ] = Z sttyp(a;, y) = p(0,0) + p(1,0)s + p(0, 1)t + p(1,1)st,
oy
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es decir,
(2.8) mx,y (8,t) = poo + p1os + port + prist.
Sean ahora (X1,Y1),..., (X, Yi) vectores aleatorios independientes de Bernoulli bivariados y sean
k k
CoYx oy veYw
i=1 i=1
Entonces

mU*y*(s,t) =F [SU*tV*} - FE {SZlexi tzi?:lyi]

=F [letylsXQtY2 e sttYk] =F [letyl ] E [SXZtYQ} ) [SthYk] ,

donde la tultima igualdad estd justificada por independencia de las parejas (X;,Y;). Finalmente, como

tales parejas son idénticamente distribuidas, se tiene que
E[s%t ] =B[99, Vi,j=12,...k,
o sea, todas las parejas tienen la misma f.g.m.f.. Asi es que,
B = m[svei !
donde E [intYi] estd dada por (2.8) para cualquier i = 1,..., k. Por lo tanto,

(2.9) my+ v (s,t) = (poo + p1os + port + prist)”

es la f.g.m.f. para una pareja (U*,V*) con distribucién Binomial bivariada (2.5) para una muestra de
tamano k.

Consideremos ahora el siguiente esquema de muestreo. Son realizados tres muestreos independientes
con reemplazo provenientes de una poblacién en la que cada individuo puede ser clasificado en uno de
dos atributos A y B. En el primer muestreo k individuos son clasificados acorde a ambos atributos, sean
U* el numero de veces que se observé el atributo A y V* el nimero de veces que ocurrio el atributo B.
En el segundo muestreo de tamano n — k sélo se estudia el atributo A, sea S el nimero de veces que
se observé A en la muestra. En el tercer muestreo de tamano m — k sélo B es estudiado y ocurre en T'
ocasiones. Entonces el niimero total de veces que ocurrié A es U = U* + S, mientras que el namero total
de veces que ocurri6 B es V. = V* + T. Nos preguntamos por la distribucién de (U, V). Supongamos,
como se ilustra en la Tabla 2.3, que las proporciones de A, B'y AN B en la poblacién son p1+, p+1 ¥ P11,

respectivamente. Entonces tenemos, efectivamente, que

S ~ Binomial(n — k,p1+),

T ~ Binomial(m — k,p+1),

mientras que (U*, V*) tiene la distribucién Binomial bivariada (2.5), con (U*,V*), S y T independientes

debido al esquema de muestreo descrito.
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Si X ~ Binomial(n,p), entonces la f.g.m.f. para X es, tomando g =1 — p,

mx(t)=E[tX] =) ( Z ) tpg" " =) ( Z ) (tp)*¢" ™" = (tp +q)".

Por lo que las f.g.m.f. para Sy T son

(2.10) ms(s) = (por + pr+s)" " y mr(t) = (pro +pirt)"

Buscamos entonces la f.g.m.f. para (U,V) con la cual obtendremos la distribucién buscada. Primero

vamos a dar de forma explicita las variables que estan involucradas en el esquema de muestreo descrito.

Definimos las variables aleatorias X1,..., Xy, Y1,..., Y, X{,..., X/ _, yY/,...,Y , como sigue:
1 si el individuo seleccionado presenta el atributoA
X; = 1O A _ P _ o vie{l,... k)
0 si el individuo seleccionado presenta el atributo A€,
1 si el individuo seleccionado presenta el atributoB
Y = o onacop DUtoB, L k),
0 si el individuo seleccionado presenta el atributoB¢,

, 1 si el individuo seleccionado presenta el atributoA, .
Xi: . . L. . . VZE{l,...,TL*k‘},
0 si el individuo seleccionado presenta el atributoA¢,
1 si el individuo seleccionado presenta el atributoB
Y/:{ P  Vie{l,...,m—k}.

0 si el individuo seleccionado presenta el atributoB¢,

Las variables aleatorias X; y Y; estén ligadas en el sentido de que corresponden a la observacién (X;,Y;)

del i-ésimo individuo, mientras que X/ y Y/ no estdn ligadas. Entonces, podemos decir que, de acuerdo

al esquema de muestreo, (X1,Y1),..., (X, Yi), X{,..., X ., Y{,..., Y/ , son independientes, (X;,Y;)
tiene la distribucién Bernoulli bivariada para ¢ = 1,...,k, X/ ~ Bernoulli(pi4) parat=1,...,n—ky

Y/ ~ Bernoulli(p41) parai =1,...,m — k. Por lo tanto

k n—k
U=U"+S=> Xi+> X/, V=V"4+T= ZY+Z i
i=1 i=1
luego

myy(s,t) =F [SU tv]
B [T XA T XL T Yk T *W}

_E [T X (i X T 0
=F : i Xi y i Yi (IS X] ’“Y’]
. :SU*tv* I DD (i i kY’}

—FE :sU*tV*} E [32?;1’“&} [tzm ’“Y'}

=my-,v+(s,t) ms(s) mp(t),

donde la peniltima igualdad est4 justificada por independencia. Requerimos de (2.9) y (2.10) para obtener

asi que

(2.11) muv(s,t) = (poo + p10s + port + p11st)* (por + p148)" " (pro + prat)™F
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es la f.g.m.f. para la distribucién BBG (2.7).
Podemos deducir de (2.11) la distribucién de (U,V') expandiendo los tres factores que aparecen y

determinando los coeficientes de tales desarrollos. Se tiene,
(po+ + p148)" Z a; ',

(p+o + p4at)™ Z bj t?,

(Poo + P10 + port + prist)* Z D cur e 84,

Pl
donde

(2.12) a; = <n ; k>pli+pg+k g

(2.13) b; = < >p’+1pm s

(2.14) Cu i = Za: <a’u* e a]fk ot a)pi”l T T A

Por otra parte, por definicién tenemos que
(2.15) my,v(s,t) ZZS t'PlU = u,V =).

Sustituyendo en (2.11) los desarrollos dados, se tiene

—k
myv(s,t) EZCU o Y i Zal ‘mijtj
=0
n—km—k ’

_ZZZZCU v @i by st AR

v* =0 j=0
n—km—~k

S35 b I

v* =0 5=0
Reemplazando v = u* + ¢ y v = v* + j llegamos a que

n—km—k

(2.16) myv(s,t) ZZZZCU iw—j @i by s“tY.

v =0 j=0

Recuerde que, en el caso univariado, si dos series de potencias centradas en ¢, > an(z—c)" v Y by(z—c)",
representan a una misma funcién f(z) entonces a,, = b, para cada n. El resultado es similar en el caso

bivariado, de modo que, comparando (2.15) y (2.16) obtenemos la distribucién buscada

n—km—k

(2.17) PU=uV=1=) > cuivjaibj

i=0 j=0
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donde, por (2.14),

B =2 (a, bmimamf ek vtibit a>p ko a6y
y entonces sustituyendo (2.12), (2.13) y (2.18) en (2.17) se concluye (2.7). 1

Claramente la distribucién binomial bivariada (2.5) es un caso particular de la distribucion BBG
(2.7), pues al suponer k = m = n, es decir, S =0y T = 0, se obtiene por (2.6) que U =U*y V = V*.
Por lo tanto (U, V') tiene distribucién (2.5).

Es posible obtener el coeficiente de correlacion de (U, V') a partir de la f.g.m.f. dada por (2.11) como

a continuacion se indica.

Proposicion 2.12 Se tiene

(2.19) Corr(U, V) = (%) ’

donde p es el coeficiente de correlacion de la distribucion de Bernoulli bivariada subyacente dado por

(2.3).

Demostracion. Vamos a recurrir a la definicién de correlacién donde se requiere de E[UV], E[U], E[V],
Var[U] y Var[V].
Para encontrar E[UV] vamos a usar (2.11), que denotaremos simplemente como m(s, t), de la siguiente

forma. Sabemos que (Teorema 1.51)

E[UV] = 9?m(s, t)
B ds Ot s=1,t=1 ‘

Derivamos (2.11) primero parcialmente con respecto de t para obtener

om(s,t)

k—1
ot (

m—k

= k (poo + p10s + poit + p115t) po1 + p11s) (po+ + lerS)THIC (P+0 + p41t)

k —k —k—
+ (m — k) (poo + p10s + port + p11st)” (po+ + p1+8)" " (P10 + p+1t)™ 1p+1-

Volvemos a derivar parcialmente ahora con respecto de s para obtener

9’m(s,t) o
T 9sot {k(k — 1) (poo + p10s + poit + p11st) (p10 + p11t) (po1 + p115)
+k (poo + pros + port + pust)* pu} X (pos +p148)" " (pyo+pat)™ "
+ (n = )k (poo + pros + port + prist)™ ! (por +p11s) (os +p145)" " (pro +paat)™ P pry
+ (m = k)k (poo + pros + port + pust) " (pio + puat) o+ + p14+9)" " (pro+pat)™ i

+ (m — k) (n — k) (poo + 10 + port + p115t)* po+ + p148)" " (pro + pe1t) T piypi

y finalmente evaluamos en (s = 1,¢ = 1) para obtener el E[UV]. Considerando que p11+po1 +p10+poo = 1
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y (2.1) obtenemos

0?m(s,t)
0s Ot s=14=1

=k(k—pryprr+kpu+(n—k)kpiypr1 + (m—k)kpryp+ (m—k)(n — k)pi pia
=kpi+k((n—Fk) + (k1) p1+ps1+ (m—k) (k+ (n—k)) p14+ p11

=kpu +k(n—1)p1y pr1+ (m —k)npiy pra

=kpu+knpiypyr — kpiy pry £ mnpiy pra — knpiy pa

=kpu + (nm — k)p14 pi1,

por lo tanto
(2.20) E[UV] = kpu + (nm — k)pi14ps1.

Ahora bien, recordando (2.6), las distribuciones de S, Ty de las variables X1, ..., Xy, Y1,..., Y}, llegamos

a que

k
(2.21) E[U)=E[U"+ S]=E[U* |+ E|[S] = ZE[XZ] +(n—Fk)piyr =kpir + (n—k)piy =npi+
i=1

k
(222)  E[V] = E[V* +T) = EV*] + E[T] = 3" E[Yi] + (m — K)ps1 = kpsr + (m— k)py1 = mpar.
=1

Sustituyendo (2.20), (2.21) y (2.22) en la definicién de covarianza Cov(U,V) = E[UV] — E[U|E[V],

obtenemos

(2.23) Cov(U,V) = k(p11 — p14+p+1)-

Finalmente, de manera similar a como se calcularon los valores esperados, obtenemos Var[U] y Var[V]

como sigue

(2.24) VarlU] = Var[U* + 5]
= Var[U*] + Var[S] + 2Cov(U*, S)

k
= Var[X] + (n — k)pi+ por
=1

= kp1y poy + (n — k)p1y pos

= N P14 Po+

(2.25) VarlV] =Var[V* +T]
=Var[V*] + Var[T] +2Cov(V*,T)

k
= Z Var[Yi] + (m — k)p41p1o
i=1

= kpy1pr0 + (m —k)py1pio

=mpr1P+0
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En las identidades (2.24) y (2.25) se tiene que Cov(U*,S) =0y Cov(V*,T) = 0, por independencia.
Utilizando (2.23), (2.24), (2.25) y recordando (2.3), llegamos a (2.19). En efecto,

Cov(U,V)  k(pu1 — p14p+1) :( k >< P11 — P1+P+1 )

Corr(U,V) = =
G-V VVar[U]Var[V]  /Mnpi4 Pot P+1P+0 vmn /) \ \/P1+ Po+ P+1DP+0

Por lo tanto,

Corr(U, V) = <\/%> )

completando la prueba. 1

Como ya se menciond anteriormente, la distribucién binomial bivariada (2.5) es un caso particular
de (2.7) cuando k = m = n. Al sustituir £k = m = n en (2.19) se recobra de inmediato la identidad
Corr(U,V) = p.

2.2.3. Independencia

Comprobaremos para la distribucién binomial bivariada que correlacién cero implica independencia de
manera andloga a la distribucién de Bernoulli bivariada. Esto se debe a que si Corr(U,V) = 0, entonces

k =0 o p11 = p1+ p+1 y de cualquiera de estas dos condiciones se implicaré la independencia de U y V.

Proposicién 2.13 Si (U, V) tiene la distribucion BBG dada por (2.7) y Corr(U,V) = 0 entonces U y

V' son independientes.

Demostracion. Supongamos que Corr(U, V) = 0. Entonces, por (2.19) y (2.2), tenemos alguno de los
dos casos siguientes.

Caso k = 0. Por (2.6), necesariamente U = S y V = T, pero como ya sabemos que S y T son
independientes se tiene el resultado deseado.

Caso pi1 = pi+ p+1. Sea (X,Y) un vector aleatorio con distribucién de Bernoulli bivariada con esos
parametros. Se sabe de la Proposicién 2.4 que entonces X y Y son independientes. Recordemos que,
para i = 1,...,k, las parejas (X;,Y;) son independientes e idénticamente distribuidas con distribucién
Bernoulli bivariada comin con esos mismos parametros. Por lo anterior, X; y Y; son independientes para
todo 4. Por un resultado conocido de independencia, la variable aleatoria Zle X, debe ser independiente
a Zle Y;, es decir, U* y V* son independientes. Ya que U*, V*, S y T son independientes, por ese mismo

resultado se concluye que las variables aleatorias
U=U*"+ S y V=V*+T

son también independientes. 1

2.2.4. Valor esperado condicional

En esta seccién vamos a calcular los valores esperados condicionales cuando el vector aleatorio (U, V')
tiene tanto la distribucién binomial bivariada dada por (2.5) como la distribucién binomial bivariada

generalizada dada por (2.7).
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Teorema 2.14

i. Si (U, V) es un vector aleatorio con distribucion binomial bivariada dada por (2.5), entonces

(2.26) E[U|V:v]:nplo+v< T >
P+o P+1P+o

(2.27) E[V\U:u]:nm—i—u( T )
Po+ P1+Po+

ii. Si (U, V) es un vector aleatorio con distribucién binomial bivariada generalizada (2.7), entonces

min(m—£k,v) m— k
D G E e

k =—max(0,v—
(2.28) EU|V =v]= (nlerTJr vT )( T >t ,a (0,v—k) 7
P+0  P+1P+0 Pt1pro ) min(m_kv)
Z ( ) t . m—k—t

t=max(0,v—k)

min(n—Fk,u) 2
n - —_—k—
R (N E
kT utT T s=méx(0,u—k) 5
(2.29) E[V|U:u]:(mp+l_Jr >_< > : |
Do+ P14 Po+ P14+ Po+ min(n—k,u) n—k .
O

s=méx(0,u—k)

Demostracion. (i) Suponga que (U, V) tiene la distribucién binomial bivariada (2.5). Se calculara pri-
mero la esperanza condicional de U dado que Y7 = y1,...,Y, = y, con y1,...,y, iguales a 0 o 1 y

>, yi = v. Se tiene

(2.30) EU|Yi=y,....Yn=y]| = E

Y1:y17-~7Yn:yn]

>
i=1

n
=Y EXi|Yi=y1,.... Yy =y

i=1
n
= ElX:|Yi=uyil,
i=1
donde la dltima igualdad est4 justificada por la independencia de los vectores aleatorios (X1, Y1), ..., (X,, Y,),

es decir, si tomamos, por ejemplo, ¢ = 1, entonces
EXi|Yi=y1,..., Yo =ya] = E[X1 | Y1 = y1]

porque (X7,Y7) es independiente a (X9, Y3),...,(X,,Y,) en particular X; es independiente a Y; siempre

que i # 1. Luego tenemos que

n
(2.31) ST EX | Y=y = (n—v)E[X) | Vi = 0] +vE[X; | ¥ =1],
i=1
ya que
EX; |Y; =yl =E[X; Y=y, ije{l,....n}
y para cualquier y;,y; € {0,1}, por ser los vectores aleatorios (X1,Y1),..., (Xy,Y,) idénticamente distri-

buidos.
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Vemos ahora, recordando las probabilidades marginales dadas en la Seccién 2.1, que

_PXi=1Y1=0] _po

P[X)=2,Y1=0
E[Xl‘ylz()]:Z.TlP[Xl:CEl |Y1:O Zﬂfl ! ik ]

- P[Y; = 0] P+o P+o

y
Xl—xl,Yl—l] P[Xlzl,lel] P11
EX1 Yizlz CCl.PXl:l‘l }/1:1 Tl = = —.
= | Z | | Z Ply; =1] P41 P41

1

Sustituyendo en (2.31) obtenemos

(2.32) S EX Y=yl = (n—v) P20 o P
i—1 D+1

+1 P40

11 P40 — P10 P+1 )
P+1P+0

P11 — P14+ P+1 )

P11 p10>

p
p

P+1P+o

P1o ( T )
=n— 4+ ,
P+o P+1P+0

donde en la dltima igualdad recurrimos a (2.2). Finalmente, sustituyendo (2.32) en (2.30) obtenemos

P+o

_ P1o+v<
P+o

:nm+v<
b+o

:n@—k (
P+o

P1o
E[U‘leyla---;yn:yn}— —+v < >
P+o P+1P+0
Se afirma ahora que como E[U | Y1 = y1,...,Y, = yy] es constante con respecto a y, .. ., Yn, entonces
EU|V=1v=n22 1y ( i )
P+o P+1P+0

En efecto, se considera el siguiente evento

i=1

J = {(yl,...,yn)

con el que es posible caracterizar por componentes a la variable aleatoria V. Recordando la definicién de

valor esperado condicional, se tiene

PlU =wu,1;(y1,...,yn) = 1]

EU|V=0v=EU|J]=> u P ,
u
donde
1 si (Y1,...,Yn) € J,
IJ(yla"'vyn):{ (yl y)
0 en otro caso

es la funcién indicadora del evento J. Dado que V' = >"" | Y, se debe tener P[J| = P[V = v]. También

se tiene que

PlU=u,1;(y1,-..,yn) =1 =PlU =u, Y1 =y1,.... Yo =yn] Li(y1,- .-, Yn)
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y asi es como
JUPU =uw,Yi=y1,.... Y0 =y Li(Y1,- .-, yn)
PV =]

Obsérvese que el numerador de esta tultima expresién sélo es significativo (no se anula) toda vez que

E[U\V:v]:z

(y1,-..,Yn) € J, es decir, cada vez que la funcién indicadora toma el valor 1, esto es posible describirlo

de la siguiente forma
ZuP[U:u,Yl =Yy, Yo =Y Li(y1, .., yn)
u
= Z ZuP[Uzu,Yl:yl,...,Yn:yn],
(ylvvy’ﬂ)ej u

por lo que se obtiene

D grregnyed 2o WPIU = u, Y1 = g1, Yo = ]

ElU|V =] = PV =0l

Por otro lado,

PlU=uYi =y1,...,Yn = yn]
P[Y1:y1,--.,Yn=2/n] 7

EU=u|Yi=y,...Ya=ya] = > u
U
de donde
SuPlU=wYi=yi,...Ya =y =EU =u|Yi = y1,..., Y0 =yl PV1 = 1., Yoo = ]
u

y asi es que

DXrges U =u|Yi=y1,.... Yo =yn]PY1 =y1,..., Y = ]
PV =] ’

ElU|V =v]=
donde

Y EU=ulYi=y,....Ya=vPY1=11,.... Y% = yp]
(Y1,-yn)E€J

=BEU=u|Yi=y,....Ya=wa] Y PMi=uw,....Y, =y
(y17"'7yn)€J

U=u|Yi=y,....Yon=pPYi=vy1,....Yn =yn] L1(y1, ..., Yn)
[U=u|Y1=uy1,....,Yn =yn|P[V =]

E
E

Por lo tanto,
E[U‘V:U]:E[U:ulylzyl,,Yn:yn]

lo cual demuestra la afirmacién y completa la prueba de (2.26).

Intercambiando los papeles de U y V' se concluye que también se cumple

E[V|U:u]:npO1+u<

Po+ P1+P0+> ’

que es (2.27).
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(ii) Suponga ahora que (U,V) tiene distribucion BBG dada por (2.7). Recuerde que, por (2.6),
U=U"4+SyV =V*"+T, donde (U*,V*) tiene distribucién binomial bivariada con parametro k, S
tiene distribucién binomial con parametros n — k y pi4+, T tiene distribuciéon binomial con pardmetros
m—kypy1yque (U5, V*), Sy T son independientes. Para calcular E[U | V' = v] utilizamos (2.26) de

la siguiente manera. Por una propiedad general de la esperanza condicional, se tiene
ElU|V]=E[E[U|V,T]|V].
Por otras propiedades generales, se tiene entonces
E[U|V:v]:E[E[U\V,THV:v] =E[EU|V=0T]|V=yv], v=0,...,m.

Recuerde que, por definicion, la variable aleatoria 1" toma los valores 0,...,m — k, V toma los valores
0,...,m, V* toma los valores 0,...,k y V = V* + T. Entonces, dado que V = v con v € {0,...,m}, la

variable aleatoria condicionada [T | V' = v] sélo puede tomar valores ¢ tales que
te{v—=Fk,...,v}n{0,...,m—k} = {méx(0,v — k), ..., min(v,m — k)}.

Asi pues,

min(m—k,v)
E[EU|V=uvT||V=0]= >  EU|V=vT=HP[T=t|V =0y
t=méx(0,v—k)
min(m—k,v)
= Y  EU|V'=v-t,T=tP[T=t|V =0

t=max(0,v—k)
Sustituyendo en la pentltima ecuacién se obtiene

min(m—k,v)
(233) E[U|V=u= Y  EU|V'=v-t,T=HP[T=t|V =y
t=max(0,v—k)
min(m—k,v)
= Y  EBU+S|V'=0-tT=HPT=t|V=0v], v=0,..m,

t=méx(0,v—k)
donde la ultima igualdad se cumple porque U = U* 4+ S.
Ahora bien, tenemos
EU*+ S|V =v—t,T=t|=E[U" |V =v—-t,T=t|+ E[S|V ' =v—t,T =t
donde
ElU |V =v—t,T=t|+ E[S|V*=v—t,T =t] = E[U*|V* =v —t]+ E[S]
porque U™ es independientes de T' y S es independiente de V* y T'. Ya sabemos que

E[S] = (n—k)p1+ y E[U*\V*:v—t]:k@+(v_t) T :
P+o P+1DP+0
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por (2.26), pues (U*,V*) tiene la distribucién Binomial bivariada (2.5). Asi que

ElU* |V =v—t]+E[S] =k 22 4 (v — +(n—k)piy
P+o p+1p+0
VT tT
=”P1++k(plo—p1+>+ -
P+o P+1DP+0  P+1DP+0
kT VT tT

=npiy - —+ - :
P+o P+1P+0  P+1P+40
Por lo tanto,

k t
[U*+S|V*—v—tT—t]—np1+——T+ v T
P+o P+1P+0  P+1DP40

que al sustituir en (2.33) se obtiene

min(m—£k,v)

k t
(234)  BUIV=e= 3 (np1+—7+ o7 >P[T:t|V:v]
t=mix(0,0—k) P+0  P+1P+0  P+1P+0

Tenemos ademds que

m—k m—k—t
PT=tV =0 P
PV =v N m—k m
| Z( " >p+1p+okt
t

PT=t|V =0 =

Sustituyendo esto ultimo en (2.34), resulta

m—k k—t
< " p+1 Py

m = k—
Z ( " >p+1pTo ¢
t

(2.35) E[U|V:u]zz<np1+—]”+ vt T )

7 P+o  P+1P+0  P+1P+0

Desarrollando la suma en (2.35) se obtiene

m—k m—k—t

kT VT < t p+1p+0
5 (s AT 2T

bP+o0  P+1P+0  P+1P+0 m—k k—
t ( >P+1PT0 !

m— k—t
< >p+1 Py

=5 (s - 2 )
7 P+0 P+1p+0 ( > m—k—t

Pir1Pyo

m—k: k—
< " >pilpT0 !

_;<p+j;+0> Z<m—k> tom—k—t

" Pir1Pyo
t

( k:T+ VT >
= \"Pi+ — —
b+o  P+1P+o0
t( >p+1pTokt
_< T >§t:
D+1P+0 ket
Z( )pﬂpTo '
t
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Por lo tanto

min(m—k,v) m— k
S ("

k t=max(0,v—k
E[U|v=v]=(np1+—7+ Al )—( d ) O ) ,
P+0  P+1DP+0 P+1pyo /) min(m_ke)
t m—k—t
( " >p+1p+0

t=méx(0,v—k)

que es (2.28).

Finalmente, intercambiando los papeles de U* y V* se concluye también que

min(n—k,u) n—k
> (" et

k =méx(0,u—k
E[V‘U:u]:<mp+l_7+ ur )_( T )Sm’ax(u ) 7
Do+  Pi+ Po+ D1+ Po+ min(n—k,u) n—k
s n—k—s
< s )p1+ poJr

s=méx(0,u—k)

que es (2.29). 1

2.2.5. Convergencia a la distribucién normal bivariada

El resultado siguiente establece que la distribucién BBG para el caso particular k = m = n, es decir,

la distribucién binomial bivariada, dada por (2.5), estandarizada, converge en distribucién a la normal

- 1
bivariada con media ﬁ = 0 y matriz de covarianzas T .
p
Teorema 2.15 (Convergencia a la distribucién normal bivariada.) Sean (X1,Y1),...,(X,,Y,) vec-

tores aleatorios independientes con distribucion comiun de Bernoulli bivariada. Si

Uzzn:Xi Yy szn:yi,
i=1 i=1

entonces, cuando n — oo, se tiene

(U—E[U] V—E[Y]) p N2<6> [1 pD
VVarlU] 7 /Var[V] 1

donde p estd dado en (2.3).

Demostracion. Para cada pareja (X;,Y;) se tiene que E[X;] = p14+ y E[Yi] = p41. Definimos el vector

7, = (X> vie{l,...,n}

Y;

aleatorio

v =E [7} es decir,
=)
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Asi que Z1, ..., Z, son vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos, con entradas cuyas

_ P1+DPo+ T
T P+1P+o0

donde Var[X;] y VarlY;] se determinaron en la Seccién 2.1 y 7 estd dado por (2.2).

medias son finitas y cada uno con matriz de covarianza

B Var(X;] Cov(X;,Y;)
| Cou(Yy, X;)  Var[Yi

Por el Teorema de limite central multivariado, con p = 2, se tiene que, cuando n — oo,

Definimos

por lo que
— 1 (U-E[U
W= _——
<V—E[V

Entonces, cuando n — oo, podemos afirmar que W ~ No ( 0 ,E). Por lo que si consideramos la matriz

1
R— | VP1+Po+

1
0 I
v/ P1+ Po+

tenemos, por el Teorema 1.63, que RTT/ ~ Ny <6> , RZR’). Donde, por (2.24) y (2.25),

U — E[U] U — E[U]
N e B B
| v=EV] | | V=EM

VN P1+ Do+ Var[V]

1 1
RYR — | VP1+Po+ (1) [ P1+Po+ T ] \/P1+ Po+ (1) - [ 1 p ] .
0 —_— 0 N S
VP1+ Po+ g P+1P+0 VP14 Po+

Por lo tanto, cuando n — oo,

L
ar S [1p
Var|V]

como afirmamos. [l
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2.2.6. Ejemplos

Ejemplo 2.16 De la poblacién total en la que se realizo el estudio del Ejemplo 2.5 se tomé una muestra
aleatoria con reemplazo de n = 20 casos, suponga que las observaciones son independientes y que corres-
ponden a los siguientes vectores aleatorios (X1,Y7),...,(X,,Y,) con distribucién de Bernoulli bivariada
cuyos parametros se muestran en la Tabla 2.1.

Sean U y V dos v.as. tales que U cuenta el nimero de nifios que sobrevivieron y V' el niimero de ninos
que utilizaban el cinturén, entonces el vector aleatorio (U, V') tiene distribucién binomial bivariada (2.5).

La probabilidad de que los veinte nifios hayan sobrevivido y utilizado el cinturén es casi nula, el
resultado correspondiente es P[U = 20,V = 20] = 7.3969 x 10~%, pero es mds improbable que ninguno
haya sobrevivido y utilizado el cinturén, pues P[U = 0,V = 0] = 4.0642 x 10716, En términos practicos
se concluye que los dos eventos son poco probables.

Una situaciéon mas razonable es preguntarse por la probabilidad de que 15 nifios hayan sobrevivido
y 10 utilizado el cinturén, esto es P[U = 15,V = 10] = 3.65718965 x 1072, Este caso especial se ha
mostrado con una cantidad de digitos mayor que en los anteriores porque méas adelante serd retomado
para ser comparado con la distribucién hipergeométrica bivariada.

Se tiene que P[U > 10,V > 5] = 0.9927, significa que muy probablemente al menos la mitad de los
ninos hayan sobrevivido y al menos la cuarta parte haya utilizado el cinturén. Por otro lado se obtuvo
el siguiente resultado P[U > 10,V > 10] = 0.6221, es decir, que en aproximadamente 12 de los 20 casos
(aproximadamente el 60 % de la muestra) al menos la mitad de los nifos sobrevivieron y utilizaban el
cinturén.

La forma en que se realizaron los calculos para el ultimo pérrafo fue utilizando la siguiente expresion

general
u—1 n n v—1
PUZuVZu=1-4> Y PU=4,V=4+> > PU=iV=4l,. =
i=0 j=0 1=u j=0

Ejemplo 2.17 Considere el Ejemplo 2.8, a los pacientes que llegan a una consulta se les diagnostica por
clinica y se les hace una orden de ultrasonido para confirmar el diagndstico o descartar otras posibilidades.
El encargado de realizar el estudio encontrd tres situaciones que distinguen a los pacientes, aquellos que
acuden al hospital y son tratados por ambos métodos, los que sélo fueron diagnosticados por clinica
(muchos pacientes prefieren realizar el ultrasonido en otro lugar), y los que llegaron directamente a
hacerse un ultrasonido (esto ocurre porque se les hizo una orden de ultrasonido en otro hospital).

De la poblacién total se tomé una muestra aleatoria con reemplazo de k = 50 casos para los pacientes
que fueron tratados por ambos métodos, otra muestra similar de n — k = 30 casos para los pacientes
que fueron tratados sélo por clinica, y una ultima muestra de m — k = 25 casos para los que fueron
tratados sélo con un ultrasonido. Suponga que las observaciones son independientes. Para la primer
muestra cada observacién corresponde a los vectores aleatorios (X1,Y1),. .., (X, Yx) con distribucién de
Bernoulli bivariada cuyos pardmetros se muestran en la Tabla 2.2, a la segunda muestra le corresponden
las v.as. X{,...,X] , y alatercera Y{,...,Y/ , Donde, para cadai € {1,...,k} yje{l,...,n—k},
las v.as. X; y XJ’- tienen la misma distribucién que X en el Ejemplo 2.8, asi como, para cada i € {1,...,k}

yle{l,...,m—k},las v.as. Y; y Y/ tienen la misma distribucién que Y en el mismo ejemplo.
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El estudio estd enfocado en el nimero de pacientes diagnosticados por clinica y en el nimero de
pacientes diagnosticados por un ultrasonido.

SiU,V,Sy T sonv.as. tales que (U, V) = YF_(X;, Vi), S = z;‘:—f XiyT= SRy entonces (U, V)
tiene distribucién binomial bivariada dada por (2.5), S ~ Binomial(n — k,p1+) y T ~ Binomial(m —
k,p4+1), donde p1y y p41 estdn dados en la Tabla 2.2.

Suponga que (U,V), S y T son independientes. Si U* y V* se definen como U* = U 4+ Sy V* =
V 4T, entonces (U*, V*) tiene distribucién BBG dada por (2.7), donde U* cuenta el nimero de pacientes
diagnosticados por clinica y V* el nimero de pacientes diagnosticados por un ultrasonido.

La probabilidad de que 20 pacientes hayan sido diagnosticados por clinica y 10 por un ultrasonido
es practicamente nula: P[U* = 20, V* = 10] = 2.7480 x 107°%. Es mucho més probable que 70 pacientes
hayan sido diagnosticados por clinica y 60 por un ultrasonido: P[U* = 70, V* = 60] = 1.9433 x 1073, que
era de esperarse por las probabilidades marginales dadas en la Tabla 2.2.

Observe que cuando k = m = n es indistinto utilizar (2.5) o (2.7), ya que en este caso la distribucién
binomial bivariada coincide con la distribucién BBG. Por ejemplo, si k = m = n = 50, utilizando
cualquiera de los dos modelos se obtiene P[U* = 42, V* = 44] = 2.2965 x 10~2.

El coeficiente de correlacion entre U y V' es determinado mediante (2.19). Se tiene que Corr(U,V) =

0.2494, por lo que U y V son poco dependientes. «

2.3. La distribucion de Poisson bivariada

Definicién 2.18 Se dice que un vector aleatorio (U, V') tiene distribucién de Poisson bivariada (PB)

con pardametros Ag1 > 0, Ao > 0 y A1 > 0 si, para todo u,v =0,1,..., se cumple

min(u,v) a \u—a yv—a ot 0 Am1)
2.36 PlU =u.V = — 10 01 —(Qo1+Ar0+A11)
(2.36) | o vl Z al (u—a)!(v—a)!e

a=0

Se sabe que existe una importante relacion entre las distribuciones binomial y de Poisson en el caso
univariado, conocida en la literatura como la aproximacion de Poisson a la distribucion Binomial, la cual
afirma, bajo ciertas condiciones, que la distribucién binomial converge a la de Poisson. En esta seccién se

pretende demostrar este resultado en el caso bivariado.

Teorema 2.19 Sea {(X,,Y,)}22, una sucesion de vectores aleatorios independientes tal que (X,,Yy)

tiene distribucion de Bernoulli bivariada con pardmetros piimn, Pio.n, Poin Y Poon en |0, 1[. Se supone que
im npi1, = A1,  Hm npio, = Ao,  m npo1, = Ao1
n—oo n—oo n—oo
Y Poo,n = Poo, Y € N, donde A\i1, Ao, Ao1 > 0. Defina (U, Vy,) como
n n
U= X y Vu=) Y VneN
k=1

k=1

Si (U, V) es un vector aleatorio con distribucion de Poisson bivariada dada por (2.36), entonces

lim P(U,=u,V, =v)=PU =u,V =v), u,v=01,...,

n—oo

es decir, que la distribucion binomial bivariada converge a la de Poisson bivariada o que la distribucion

de Poisson bivariada “aproxima” a la distribucion binomial bivariada.
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Demostracion. Por los resultados de la Seccién 2.2, la pareja (Uy, V;,) tiene la distribucién Binomial

bivariada dada por (2.5), la cual en este caso serfa

n
PU,=u,V,=v) =
( “ v) Za:<a,u—a,v—a,n—u—v+a>

% (npll,n>a (nplo,n)“*“ (npm,n)“*a (1 _ NPiin NPion np()l,n)”*“*“*a
n n n n n n '

Tomamos el limite cuando n — oo para obtener

lim P I n!
n00 (U"_U’V"_U)_nl—{go Ea:a!(u—a)!(v—a)!(n—u—v—l—a)!

X (np11,0)* (NP10.4)" " (PP01,0)" <1 _ np1in + nProa + nPo1n ) ”_“_”+“}

nlgn [(np11,0)* (nP10.0)" " (nP01,0)" 7] ) n!
> (@)l (v ) Vi [t o=a

nu+vfa n

al (u—a) v—a)! n—oo | (n— (u+v —a))! nutv-a

" [1 _ np1ip + nprogn + npm,n} n [1 NP1t npioa + npOl,n:| —(u+v—a)}

» [ 1 } [1 _ npiin +npron + npm,n} n_(u+v_a)}

n n

Observe que el limite anterior existe, primero porque es una suma finita, luego porque, para k = u+v —a,

n!

lm —— =1
R0 (n—Fk)nk 77
, npiin + NP1on + NP1 ~(utv=a)
lim |1 — =1
n—o00 n
y porque, para a, = —(np11,, + npio,n + 7Po1,n), Se cumple
lim a, = —(A1+ Ao+ Ao1) =a
n—oo
luego
, an\" a
lim (1 + —) = e”.
n— 00 n
Asi pues,
i n!
im
n—oo | (n — (u+ v — a))! nutv-a
y {1 _ np11,n +npron + npm,n} " [1 _ Np11p + npron + NPo1n ~lutva) — o~ (a1thio+Aon)
n n

Por el desarrollo anterior se concluye que

A'U,tll}(l

lim P(U, = u, V, = v) e~ Qorthotdn) — p(J = 4,V = v)

n—»00 :Za! (u—a)!(v—a)!
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que corresponde a la distribucién PB dada por (2.36). 1
El resultado siguiente es una definicion alternativa de la distribucién de Poisson bivariada propuesta
n [14]. Esta representacion de la distribucién de Poisson bivariada sera de gran utilidad en la derivacién
de la f.g.m.f., covarianza, coeficiente de correlacién y valores esperados condicionales asociados a esta

distribucion.

Teorema 2.20 Un vector aleatorio (U, V') tiene la distribucion de Poisson bivariada dada por (2.36) siy
solo st existen variables aleatorias independientes X, Y y Z con distribuciones de Poisson con pardmetros

A10, Ao1 Y A11, respectivamente, tales que
(2.37) U=X+Z7 Y V=Y+72

Demostracion. Supongamos entonces que U = X +Z y V =Y + Z con X ~ Poisson(Ap),
Y ~ Poisson(Aog1) y Z ~ Poisson(A11) independientes. Entonces

(2.38) U ~ Poisson(A1o + A1) y V' ~ Poisson(Ao1 + M1)-

Observe que P[U = u,V =v] = P X+Z =u,Y+Z =], entonces como X +Z =uy Y +Z = v, se tiene
X=u—ZyY =v—Z, de ahi que todos los posibles valores Z = z no pueden superar a u o v, es decir
z € {0,1,...,min(u,v)}, de otra forma, por ejemplo, si z = u + 1 entonces © = —1 lo cual es absurdo.
Una situacién andloga sirve para mostrar que z no puede ser mayor que v. Por lo que, considerando todos

los posibles valores para z, se tiene

min(u,v)

PX+Z=uY+Z=v]= Z PX+z=uY+z=v27=2]
:ZP[X:u—z,Y:U—z,Z:z]

:ZP[X:u—z]P[Y:v—z]P[Z:z]

v—z )\Z
Z (u—z) (v—2)! 2!

u z U z
_ Z A1 Ay o~ (i FATH201)
2l (u—2)! (v —2)! ’

donde la tercera desigualdad estd justificada por independencia y la iltima corresponde a la distribucién
PB dada por (2.36), es decir que, el vector aleatorio (U,V) = (X + Z,Y + Z) satisface la definicién de
distribucién de Poisson bivariada.

Note por cierto que si A\ = A9 + A1 ¥ A2 = Ag1 + A11, entonces

min(u,v) v—a v—a
PX+Z=wY+Z=0v]= Z (Ala‘ (>\11) (A2 — A11) e*(’\Q”\““‘l*’\H“H),
a=0

'Nu—a)!(v—a)!

por lo que (2.36) puede ser escrita en forma alternativa como

min(u,) g . u—a N v—a
(2.39) PlU=uV=0= Y =l ( : )" T Qe = A)" T ),
pored al(u—a)!l (v—a)!
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Reciprocamente, suponga que (U, V) tienen la distribucién (2.36), entonces

a \u—a \v—a
)‘11)‘10 )‘01

al(u—a)l (v—a)!

—(A1+A10+Ao1)

P[U:u,V:v]:Z

a

= Z ( Alfoa)' ef)‘lo ()\gla)' ef)‘Ol L(ll'l ef)‘ll.
u—a). v —a). a.
a

Note que si X, Y y Z son variables aleatorias independientes con distribuciones de Poisson con parametros

A10, A01 ¥ A11, se sigue de la ultima identidad que
PlU=u,V=1=)Y PX=u-aPlY =0v-aP[Z=ad
—iP[X—u—a,Y—v—a,Z—a]
:Pa[X—i—Z:u,Y—i-Z:U],

lo cual significa que los vectores aleatorios (U, V) y (X + Z,Y + Z) son idénticamente distribuidos, luego,

U, V aceptan la representacién (2.37). 1

Observacion 2.21 El teorema anterior aporta dos resultados importantes. El primero es que si un vector
aleatorio (U, V') tiene la distribucién PB dada por (2.36) entonces las distribuciones marginales para U
y V estan dadas por (2.38). El otro resultado es que la distribucién de Poisson bivariada estd dada
indistintamente por (2.36) o (2.39), de hecho esta ultima serd utilizada en la derivacién de los valores

esperados condicionales que seran discutidos mas adelante. <

Proposicién 2.22 Si (U, V) es un vector aleatorio con la distribucion PB dada por (2.36), entonces su

f-g.m.f. estd dada por
(2.40) muy (s, ) = M0G0 =D+ (st=1)
Demostracion. Por el Teorema 2.20 sabemos que U y V aceptan la representacion (2.37), asi es que
myy(s,t) =FE [SU tv} =F [5X+Z tY+Z] =F [SX sZ Y tZ]
=F [SX] E [ty] E [(st)z] =mx(s) my (t) mz(st)

y por lo tanto, dado que la f.g.m.f. para una variable aleatoria X ~ Poisson()\) es mx/(s) = e*s=1)
obtiene (2.40). 1

Otra cantidad de interés es el coeficiente de correlacién de (U, V) que serd obtenido de la f.g.m.f.

, se

(2.40) como se muestra a continuacion.

Proposicion 2.23 Se tiene

A1

(2.41) Corr(UV) = V(0 + A1) ot + M)
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Demostracion. Vamos a proceder de la misma forma que hicimos en la Seccién 2.2 recurriendo a la
f.gm.f. Se hard uso de la definicién de correlacién. Calculemos Cov(U, V') lo cual requiere de E[UV],
E[U] y E[V]. Se tiene que

2
E[UV] = 9m(s,t) ’

ds Ot s=1,t=1

donde om(s,)
m S7t _ )\10(5—1)+)\01(t—1)+>\11(st—1)
2 (o1 + A118)e
y
0’m(s,t)

e (Mot + A11s) (Ao + )\Ht)e,\m(s—l)Jr,\Ol(t—1)+A11(st—l) + )\116)\10(3—1)4-)\01(t—1)+)\11(st—1)
S
= [(Ao1 + M18) (Ao + Aiat) + Agg] eMolsmDFroE=DFan(st=1),

de modo que
E[UV] = (/\01 + )\11)()\10 + )\11) + A1.

Luego, por (2.38), se tiene que E[U] = Mg+ A11 y E[V] = o1 + A11. Entonces

E[UV] = E[UJE[V] = (Ao1 + A11)(A10 + A11) + A1 — (Aot + A1) (Ao + A1) = A
y finalmente
(2.42) Cov(U,V) = A1.

Para completar la prueba requerimos de Var[U] y Var[V] que se tienen inmediatamente por las distribu-

ciones de U y de V, mostradas en (2.38). Asi que
Var[U] = )\10 + /\11 y VCLT’[V] = )\01 + )\11

por lo tanto (2.41). i
Note que Corr(U,V) > 0 debido a que los pardmetros de la distribucién PB, dados en la Definicién

2.18, son todos positivos.

2.3.1. Valor esperado condicional

Vamos a calcular los valores esperados condicionales correspondientes a la distribucién PB dada por
(2.36).

Teorema 2.24 Sea (U,V) un vector aleatorio con distribucion de Poisson bivariada dada por (2.39).
Entonces las esperanzas condicionales de U dado que V = v y de V dado que U = u estan dadas,

respectivamente, por

A1l
2.43 E[U|V =v]=Ag+v— |
(2.43) U | v] = Ao s

A
(2.44) E[V|U =u] = Ay +u~—2

Ao+ M1
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Demostracion. Se tiene,
(2.45) ElU|V=v]=E[X+Z|Y +Z =]
EX|Y+Z=v|+E[Z|Y +Z =]
EX|+E[Z|Y + Z =],

donde la tltima igualdad en (2.45) se cumple por la independencia entre las variables aleatorias X, Y, Z

de la representacién (2.37). Por otro lado,

ElZ|Y+Z=v|=) 2P[Z=2z|Y +2Z =1

B PlZ=2Y+Z=1v] PlZ =2Y =v—Z]
Z PlY + Z = v] _Z PlY+Z=v]

donde

z ,—All V=2 ,—Ao1
PlZ=2Y =v—z=PlZ=2]P[Y =v—2] = (A”e' )(A?l ¢ ] )
zZ. v—2z).

por independencia, y
(o1 + A1)? e—(Ao1+A11)

PlY +7Z =v] = ;
v!
luego
PlZ=2Y+Z=v] VI A AL C
P[Y—FZ:’U] o2l (’U—Z)!()\Ol—i-/\u)v

(Do =0 Garn) o)
z/) (Ao1 + A11)? z) \ o1 + A1 Aot + A1 ’

donde la dltima igualdad se obtiene al multiplicar por

(Mo1 + A\11)*
(Ao1 + A11)*°

PlZ=2Y+Z=uv (v) ( A1 )Z< Aot )v_z
PY+Z=v]  \z) \ Ao +Au Ao1 + Al 7

v A11 ‘ Aot v
Pl Z=z|Y+Z=v|= .
[ 1Y+ g (Z) <)\01 + )\11> <>\01 + )\11>

Como esta distribuciéon condicional se identifica con una distribucién binomial (v, ﬁ), se debe

En esta forma,

es decir,

tener

A1
2.46 FIZ|lY+Z=v|=0v——"""—
(2.46) 1Z | ] it

Entonces, sustituyendo (2.46) en (2.45) y sabiendo que E[X] = A0, se concluye que

A1

EU|V =v] = Ao + v —1
o ) 10 U)\01+>\11

que es (2.43).

Intercambiando los papeles de U y V' se demuestra similarmente (2.44). 1
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2.3.2. Convergencia a la distribucién normal bivariada

En esta seccién demostraremos, utilizando (2.37), que cuando los pardmetros \1g, Ao1 y A11 se aproxi-
man al infinito de tal suerte que A1g/A, A\o1/A ¥ A11/A permanezcan constantes, donde A = A9+ Ao1 + A11,

entonces el vector aleatorio estandarizado

(U —E[U] V- E[V])
VVarlU] ' \/Var[V]

C . C Ny .. . =g . .
converge en distribuciéon a la distribucién normal bivariada con media 7 = 0 y matriz de covarianzas

1 1/2
/2 1 |

Sean = Ajg, ¥y = Ao1 ¥ 2 = A11. Si f(z,y,2) = %W’ se tiene que

0< lim  f(z,y,2) <1

(z,y,2)—00

siempre que el limite exista donde su valor dependera de la forma en que las componentes se aproximen
a infinito. Por ejemplo, si z = y = x entonces lim(, , .y, f(¥,¥y,2) = 1/3. Pero si > y (con lo que nos
referimos a que x es mucho mayor que y) y = > z, se tendra que dicho limite es igual a uno, También, si
y >z y 2>z, se tendrd que dicho limite es igual a cero. Algo similar ocurre para g(z,y, z) = %W
y h(z,y,2) = #y—i—z Por lo tanto, seleccionaremos un comportamiento de los pardmetros Aig, Ag1 ¥

A11 de (2.37) de tal suerte que éstos se aproximan al infinito de forma tal que

(2.47) ==k

para alguna constante k € R.

Proposicién 2.25 Sea (U,V) un vector aleatorio con distribucion PB dada por (2.36). Si Ajg — oo,

Aol = 00 Y A11 — oo de tal suerte que se cumpla (2.47), entonces
1
(2.48) Corr(U,V) = 5

Demostracion. Sabemos que, por (2.41)

A11
VvV (1o + A1) Aot + A1r)

Corr(U, V) =
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Haciendo tender Ajg — 00, Ag1 — 00 y A11 — oo de acuerdo a (2.47), se tiene que

A1l %

vV (A0 + A1) ot + Air) vV (Ao + A1) (Aot + Anr)
A
A
_ A
\/()\10 + A1) (Ao1 + A11)
AQ

DN

Por lo tanto se cumple (2.48). 1
En el caso de las distribuciones bivariadas anteriores se ha hecho uso sélo de la f.g.m.f. Para el caso de
la presente distribucién bivariada resultard mas conveniente utilizar la funcién generadora de momentos

f-g.m. La siguiente proposicién serd vital para la demostraciéon del Teorema 2.27.
Proposicién 2.26 Sea (U,V') un vector aleatorio con distribuciéon PB dada por (2.36). Entonces la
f.g.m. conjunta de (U, V') estd dada por
(249) wUV(Sat) — e)\l()(exp(s)—l)-‘r)\(n(eXp(t)—1)+>\11(exp(s+t)—1).

Demostracion. El resultado se sigue inmediatamente de la relacién entre funciones generadoras de
momentos conjuntas (Lema 1.48),

b (5,1) = muzy (exp(s), exp()).

En este caso, por (2.40), tenemos

_ e)\lo (exp(s)—1)+Ao1(exp(t)—1)+A11(exp(s+t)—1) )

wU v (8, t) _ e)\lo(exp(s)—l)+)\01 (exp(t)—1)+A11(exp(s) exp(t)—1)

Por lo tanto se cumple (2.49). §
El siguiente teorema establece la convergencia de la distribucién PB dada por (2.36) a la distribucién

normal bivariada.

Teorema 2.27 (Convergencia a la distribucién normal bivariada) Sea (U, V) un vector aleatorio
con distribucion PB dada por (2.36). De la representacion (2.37), si Ajg — 00, Ag1 — 00 Yy A11 — 00 de

tal suerte que se cumpla (2.47), entonces

U—EU] V-E[V] ol [ 1o
JVar[0] ' /Var[V] N7 2 1 '
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Demostracion. Sean Ay = A\jg + A1, A2 = Ao1 + A1,

U—-M\ V — Xy
YT UN Y /v

Vamos a calcular la f.g.m. conjunta para Wy y Ws. Se tiene,

e )

:E:exp( S\F+ tv \F)]
:E'exp<\ﬁ }>exp(_s@_tﬁz)]
e ) (2 1)

ZeXP(—S\F—t\F>¢UV<\ﬁ \/t—)

donde en la tltima igualdad aparece la f.g.m. dada por (2.49). Luego,
Yy wy (s,1) = exp (—s VAL -t \/E)

cexp (o {oxp (i) = 1o fow () =1 v an{ew (S o2 ) - 1))

Para simplificar la escritura introducimos las siguientes notaciones

onafon(i) ) oosefen(i)

Con esta notacion se tiene
(2.50) Ywywy (s,1) = el TSVATIVA J A+ BHC

Utilizamos ahora el desarrollo en series de la funcién exponencial, vea la Seccién 1.3, para obtener

S
——) = =14 + +
o <v/\1) = VAL 200 3332 Al

< ; )Z
0 2 3 4
_Z VA1 _q s . S s s

de modo que

S )\10 S )\10 S )\10 83 )\10 S
A —13 =
”{‘”‘p<m> } U ea gy

Similarmente,

. :)\01t+)\01t2 o1 t3 )\01t4+
Vi 2Xh g3 4102
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Asi mismo,
ep( s t) ep(s\/fg+t\/ﬂ>
X =ex —_—
VA1 A2 VAL A2
N 1<sx/E+t\/E>’
- £l VA1 A2
() (sfﬂf)
VAL VA2 VAL A2
+<s\/72+tm>3+1<s¢mtm>4
3! VA2 4! NI
t 2o + 25t VA1 da + 2\
14 s n +8 2+ 2s 1A2 + 1
VAL VA 2 12

g3 )\3/2 + 352t \/)\71)\2 4 3512 /\1\/T2+ /3 )\;;,/2
31 (A Ag)?/?
N SAZ 4 453 AN 1 65242 Ao + 43NV Rg 4 14 N2 X

41 (A A2)?
t s? st t?
MV, TRy rh v, iy
N s3 st st? t3
3!)51)’/2 2>\1\ﬁ PRVONPY 3!)\3/2
s s3t 65212 st3 t4

- + - + - +oee
4! )\% 3! )\?/2\/)\72 4! )\1)\2 3! \/E)\%/Z 4! )\%

Por lo tanto,

All {exp <S + ) _ 1} — 115 + 11 + 118 + 115 + 11

VAL VA VAL VA2 2N AMAz 2X
)\1183 A1182t )\118t2 /\11t3
BIN2 2002 2V 3132
)\1184 )\usgt 6)\1182t2 /\11$t3 )\11t4

4! )\% 3!)\:15/2 /o 4! A1 g 3 /)\1)\2/2 4!)\%
Sumamos los desarrollos encontrados, agrupamos términos y factorizamos, con lo que obtenemos
(A1o + A11) s+ (Aot + A1r) ; (A1o0 + A11) 2 (Aot + A11)
VA1 VA 2\ 2 Ao
Ap1st Ao+ A Aot + A Ap1s%t Ap1st?
L Aust (A10 ! 211) B4 (o1 ! 211) 3, Aust  Aus
\//\1)\2 31/\ / 3|)\ / 2/\1\//\2 2\//\1)\2

n (A0 + A1) § (Aot + A1) 4 A1183t 6115712 A11st?
4102 4103 SN2 A A g1 /a2
Recordando las definiciones de A; y As llegamos a que
s3 t3 s 4 A118t
A+B+C=sV X+t + +
i LTIV VATV, WAV TD VLIV TS WIS v s
/\118 )\118t2 )\118 6)\1182t2 )\113t3

HE R T N v TSN T DY) SRRy, vV
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Sustituyendo en (2.50) obtenemos un desarrollo para la f.g.m., a saber,

sz 2 s3 3 s t4 A11st A118%t
2.51 1) =
(2:51) dwy,mwa (s, ) eXp( LEIREETIV, LTIV, AN TS WRANTS WSS vo WD S WY v
)\11$t2 + )\118 t + 6)\1182t2 4 )\118t3 4.
2 VA )\2 3! )\51’*/2 /)\2 4! /\1)\2 31\ )\3/2

Ahora, tomamos el limite de la f.g.m. dada por (2.51) cuando Ajg — 00, Ag1 — 00 ¥ A1 — oo de tal
suerte que se cumpla (2.47), luego también A\ — 0o y Ag — co. Por (2.48) sabemos (vea la demostracién

de la Proposicién 2.25) que

A1l DY 1
= —---0=0
AV A2 % Ny 2
y, similarmente,
A1 1 A11 1 A1 1 A1 1
—5-0=0, ——--0=0, —=-0=0 —-.0=0.
VvV )\1)\2 2 /\1/\2 2 /\:15/2>\2 2 Y )\1)\3/2 2

Se concluye pues que casi todos los términos en (2.51) convergen a cero. Por lo tanto,

1
lim Yy W, (8, 1) = exp [2(32 + st + tQ)] ,

(A10,A01,A11)—00

donde esta tltima funciéon es la f.g.m. para la distribucién normal bivariada con media 7 = 0 y matriz
1 1/2

2 1 , es decir, cuando A9 — 00, Ag1 — 00 y A11 — oo de tal suerte que se cumpla

de covarianzas [

(2.47), se obtiene

(Wl, WQ) % N2 <6>, [1}2 1{2]) I

2.3.3. Ejemplos

Los siguientes ejemplos ilustran la forma en que se pueden construir situaciones que se ajusten con el
modelo de la distribucién PB dada por (2.36). Se trata de una aplicacién del Teorema 2.20 donde habrd
que considerar tres variables aleatorias independientes cuya distribucién sea de Poisson, digamos X, Y
y Z, entre las cuales debe haber algin atributo en comin de modo que la suma, por ejemplo X + Z,

describa aquel atributo.

Ejemplo 2.28 En un banco se distinguen a los clientes en dos “tipos”: los clientes con cuenta en el banco
y los clientes sin cuenta. El banco ofrece diversas operaciones que seran clasificadas en dos: depésito a
cuentas y “otras transacciones”. Los clientes sin cuenta solo pueden realizar depdsitos. Se dispone de la

siguiente informacién:
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1. Los clientes con cuenta y que realizan “otras transacciones” llegan de acuerdo a una distribucién de

Poisson con media Ajp = 20 clientes por hora.

2. Los clientes sin cuenta llegan de acuerdo a una distribuciéon de Poisson con media A\g; = 15 clientes

por hora.

3. Los clientes con cuenta y que realizan un depésito llegan de acuerdo a una distribucién de Poisson

con media A1; = 25 clientes por hora.

Sean X, Y y Z v.as. tales que: X es el nimero de llegadas de clientes con cuenta y que realizan “otras
transacciones”, Y el nimero de llegadas de clientes sin cuenta y Z el niimero de llegadas de clientes con

cuenta y que realizan un depédsito, todas medidas durante un periodo de una hora. Entonces
X ~ Poisson(\g), Y ~ Poisson(M\o1), y Z ~ Poisson(\i1).

Suponga que X, Y y Z son independientes. Si U y V son v.as. que miden el nimero de llegadas, en
un periodo de una hora, de clientes con cuenta y de clientes que realizan un depédsito, respectivamente,
entonces U =X +Z, V=Y +Zy (U,V) tiene la distribucién PB.

Con la informacién disponible es posible obtener el coeficiente de correlacién entre U y V' por medio
de (2.41), se tiene que Corr(U,V) = 0.5893, es decir, existe una dependencia considerable entre U y V,

ademads se cumple Corr(U, V) > 0 tal como se mencioné luego de la Proposicién 2.23. <«

Ejemplo 2.29 Suponga que las personas que salen de la ciudad durante el periodo vacacional de fin de
ano se clasifican de acuerdo a su sexo y que sus motivos se clasifican en dos tipos: por placer o compromiso.
Se esta particularmente interesado en el niimero de mujeres que salen de la ciudad y el nimero de personas
que salen por placer durante un periodo vacacional de fin de afio cualquiera, de manera que todas las
variables aleatorias que se indiquen seran medidas durante un periodo vacacional de fin de ano.

Sean X el nimero de mujeres que salen por compromiso, Y el nimero de hombres que salen por placer
y Z el niimero de mujeres que salen por placer. Suponga que X, Y y Z son independientes. SiU = X + 72
yV =Y + Z, es decir, U cuenta el nimero de mujeres que salen de la ciudad y V' el niimero de personas

que salen por placer, entonces (U, V') es un vector aleatorio con la distribucién PB dada por (2.36). <«






Capitulo 3

Distribuciones hipergeométrica,
geomeétrica y binomial negativa

bivariadas

3.1. Distribucién hipergeométrica bivariada

3.1.1. La distribucién hipergeométrica bivariada

Definicién 3.1 Se dice que un wvector aleatorio (U,V') tiene distribucion hipergeométrica bivaria-
da (HGB) si: para N, Ny, No1, Ni1, Noo,n,a € N, 1 < n < N, Nig+ No1 + Ni1 + Noo = N, a =

0,1,...,min(u,v) yu—a=0,1,...,min(n, Nip), v —a =0,1,...,min(n, No1), se tiene que
mig%v) Nio Noi \ (N1 Noo
= u—al)\v—a a n—u—v+a
(3.1) PlU =u,V =v] = —= .

N
()

En el caso univariado la distribucién hipergeométrica se describe mediante un experimento similar al
de la binomial, la diferencia es el tipo de muestreo aleatorio que se realiza, el cual es, en este caso (aqui
el contraste) sin reemplazo. El caso bivariado es similar, para obtener la distribuciéon HGB dada por
(3.1) vamos a considerar el siguiente esquema de muestreo.

Consideremos una poblacién de tamano N en la cual N;; elementos de la poblacién poseen una
caracteristica representada por la pareja (i,j), 4,7 € {0,1}, donde la primera componente de la pareja
indica la presencia o no de un atributo, digamos A, mientras que la segunda componente indica la presencia
o no de otro atributo B.

Podemos pensar en lo anterior como si se tratara de una urna con N bolas, numeradas 1,..., N, cada
una de las cuales tiene asociada una pareja (i,7), donde, por ejemplo, i = 1 representa la presencia del
atributo “blanca” y 7 = 1 representa la presencia del atributo “par”, asi una bola que tenga asociada la
pareja (1,1) serfa blanca y par.

Si se realiza un muestreo aleatorio sin reemplazo de tamarnion y, U y V son el nimero de elementos de

la muestra que poseen el atributo A en la primera componente y el atributo B en la segunda componente,
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respectivamente, se probara que entonces (U, V') tiene la distribucién (3.1). Note que si el muestreo se
realiza con reemplazo, entonces (U, V') debe tener distribucién binomial bivariada (vea la Seccién 2.2).

Para verificar lo anterior utilizamos el método del punto muestral. Un punto muestral en 2 corres-
pondera a una seleccién unica de n elementos de la poblacién, donde los elementos de la poblacion estan
numerados por 1,..., N de tal manera que se pueden distinguir unos de otros. Recuerde que cada punto
muestral tiene asociada una pareja (4,7), 7,7 € {0,1}. Asi pues al seleccionar la muestra se obtendria un
arreglo de tamano n de parejas (,7).

Se muestra a continuacién un punto muestral correspondiente a las observaciones registradas en la
segunda componente de un experimento en particular. Este punto tipicamente se puede ver de la siguiente

forma:
4,8,95,1,17,7,12,35,46,...,25,3.

1 posiciones

En donde se indica que la primera observacién corresponde a una bola (blanca o negra) par (la bola
marcada con el nimero 4), enseguida viene una bola par (la nimero 8), luego una bola impar (nimero
95), y asi sucesivamente hasta indicar las ultimas dos observaciones que corresponden a bolas impares

(ntmeros 25 y 3). El arreglo de tamano n de parejas (i, j) correspondiente a esta muestra seria

(4,1),(4,1), (¢,0), (4,0), (4,0), (¢,0), (4, 1), . .., (4,0), (¢,0) .

n posiciones

en donde ¢ = 1 si la bola seleccionada es blanca e ¢ = 0 si es negra.

Asi que el nimero total de elementos en €) es exactamente el nimero de formas en las que se puede
. . . - . (N
seleccionar un subconjunto de n elementos de la poblacion, cuyo tamaifio es N, es decir .
n

Vamos a describir la poblacién mediante la representacion de la Tabla 3.1 en la que se especifica
el nimero de elementos y sus atributos. Como ya se menciond, una muestra aleatoria es extraida sin
reemplazo de la poblacién y las observaciones son registradas en un arreglo de tamano n (el de la muestra)
las cuales pueden ser representadas como en la Tabla 3.2, donde a es el nimero de ocasiones en que se
observé la caracteristica (1, 1), asi mismo u—a corresponde a (1,0), v—a para (0,1) y el reston—u—v+a
para (0,0).

Nos preguntamos por la probabilidad de observar el atributo A en U = u ocasiones y Ben V = v

ocasiones tal como se indica en la Tabla 3.2.

Primera Componente
A A°
Segunda B | Ni; Nop Ny
Componente B¢ | Niyg Noo N4g
Niy No+ N

Tabla 3.1: N es el nimero de elementos en la poblacién, N4 es el nimero de elementos
que poseen el atributo B, Ni¢ el nimero de elementos que no poseen el atributo B,
Niyt el nimero de elementos que poseen el atributo A y Nyi los elementos que mo

poseen el atributo A.
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Primera Componente
A A°

Segunda B a v—a v

Componente B¢ |u—a n—u—v+4+a|n—v

u n—u n

Tabla 3.2: Observaciones registradas en un muestreo de tamafio n. Se observa el

atributo A en u ocasiones y B en v ocasiones.

Vamos a introducir las siguientes variables aleatorias que nos permitirdn describir mas precisamente

el esquema:

X11 : namero de elementos que poseen los atributos Ay B,
X10 : numero de elementos que poseen el atributo A, pero no el atributo B,
Xo1 : namero de elementos que poseen el atributo B, pero no el atributo A,

Xoo : numero de elementos que no poseen los atributos Ay B.

Con estas variables aleatorias el esquema de muestreo queda descrito como se muestra en la Tabla 3.3. Se
tiene entonces que X171 + X109 + Xo1 + Xoo = n y la probabilidad de que X171 = 211, X10 = 10, X01 = To1

v Xoo = xo, dado el esquema de muestreo descrito, debe ser

(Nn) (N1o> <N01> <Noo>
o X X X
(3.2) P[X11 = x11, X10 = 210, Xo1 = 201, Xoo = Zoo) = ~—= L o %

Gy

donde
Ir11 = 0, . ,min(n, Nll)
x10 =0, ..., min(n, Nig)
o1 = 0, ceey min(n, N()l)
200 = 0, ..., min(n, Nyg)

11 + X10 + To1 + Too = N.

Lo anterior se puede apreciar ya que en el correspondiente arreglo de tamano n, el nimero total de
puntos muestrales para la ocurrencia del evento (X131 X0, Xo1, X00) = (z11, Z10, Zo1, Zoo) €s obtenido de

la regla del producto al formar todas las combinaciones posibles. En este caso, el nimero de formas de

Primera Componente
A A°
Segunda B | Xy X Vv
Componente B¢ | X1 Xoo n—V
U n—U n

Tabla 3.3: Definicién de las variables aleatorias correspondientes al esquema de muestreo.
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11 .
, el mismo
11

significado tienen los factores restantes en el numerador de (3.2). Para formar todos los arreglos de tamaitio

seleccionar 17 elementos de un total de Ny, para ocupar x1; posiciones en el arreglo es <

n posibles, requerimos calcular el nimero de formas de combinar un conjunto de x1; elementos, con otro
de x19 elementos, con uno mas de xg; elementos y finalmente con un conjunto de xgy elementos, que
de acuerdo a la regla del producto es exactamente el numerador de (3.2). Asi queda justificada dicha
probabilidad.

El esquema de muestreo que nos condujo a la probabilidad (3.2) nos permite deducir la funcién de
distribucién conjunta de las variables aleatorias U y V' (vea la Tabla 3.2 y la definicién de las variables

aleatorias en la Tabla 3.3). Se debe tener
min(u,v)

(3.3) PlU =u,V =v] = Z PXi1=a,Xj0=u—a,Xp1=v—a,Xpo=n—u—v-+al

a=0

Asi, sustituyendo (3.2) en (3.3) obtenemos (3.1).

3.1.2. La distribucién multi-hipergeométrica

Otra distribucién a veces llamada distribucién hipergeométrica multivariada, que podria ser
llamada mé&s precisamente como distribucién multi-hipergeométrica, es obtenida de la siguiente
forma (una situacién similar como cuando hablamos de la distribucién multinomial).

Consideremos una poblacién de tamano N que contiene cuatro tipos de caracteristicas, digamos
I,I1,III y IV de tamanos Ny, No, N3 y N4, respectivamente. Realizamos un muestreo aleatorio sin

reemplazo de tamano n y, para ¢ = 1,11, 111,V definimos
X, = numero de individuos con la caracteristica ¢ en la muestra.

Entonces, como X7 + Xo + X3+ X4 = n, podemos obtener la probabilidad de que z; individuos tengan la
caracteristica I, xo la Il y x3 la 111, el resto de los individuos en la muestran presentan la caracteristica

IV como

05969 0 [ o
(3.4) P[X| = 21, Xy = 79, X3 = 23] = x1)\22) \23 ) \n— 21 — 22 — T3

() |

donde 0 <z1+z24+23<ny

x1 =0,...,min(n, Ny),
x9 =0, ..., min(n, Ny),
x3 =0, ..., min(n, N3).

A este modelo se le puede considerar como una generalizacién trivariada de la distribucién hiper-
geométrica. En el Capitulo 6 de [8] se trata un modelo correspondiente a una generalizacién bivariada
de la distribucién hipergeométrica. Aqui trabajamos con (3.4) porque la poblacién sobre la que estamos

trabajando es tal que puede ser dividida en cuatro grupos con caracteristicas particulares.
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Vamos a ver que la distribucién HGB dada por (3.1) se puede derivar de la distribucién multi-
hipergeométrica dada por (3.4). En efecto, pensemos que la poblacién estd formada por individuos cuyas
caracteristicas se distinguen por la pareja (i,7) con i,j € {0,1}, como antes, suponiendo que la primera
componente representa la presencia o no de un atributo A y que la segunda representa la presencia o no
de un atributo B. Para la derivaciéon que nos ocupa en este momento vamos a establecer las siguientes
definiciones. Sean X1, Xo, X3 yv X4 el nimero de individuos con los atributos AN B, AN B, AN B¢y
AN B¢, respectivamente. Entonces, si U y V son el nimero de elementos que poseen el atributo A en la

primera componente y el atributo B en la segunda componente, respectivamente, se obtiene que
(35) U=X14+ X3 y V =X+ Xo.

Nos preguntamos por la probabilidad de hallar el atributo A en u ocasiones y B en v ocasiones. Obtenemos,

bajo la condicién x1 + x3 =u y 1 + T2 = v, que
(3.6) PlU=uV=1]=)Y Y Y P[X| =1, X = 29, X3 = ]
r1 X2 I3

Lo que indica exactamente todas las formas posibles de que en la muestra se observen los atributos
ANB,A“NBy AN B¢ en x1,19 y 3 ocasiones, respectivamente, de forma tal que z1 + x3 = u y
r1+ 9 = 0.

La identidad en (3.6) podemos mostrarla més precisamente si hacemos las siguientes elecciones, sean
Ni1 = N1,Nig = N3, Ng1 = No y Ngg = N4 que coincide con el esquema de muestreo descrito en la

seccion anterior. Por otro lado, puesto que

n—=Tr —Tpy —T3=N—T] —Ty —T3— T+ T
:n—(x1+x2)—(x3+x1)+w1
:n—(:c1+x3)—(a:1+:z:2)+:c1

=n—u—v+2x,

vemos entonces que

(Nn)( No1 >< Nio )( Noo >
P[Xlle,ngv—xl,ngu—xl]: T v — T U — T n—u-—7ov+r '

(%)

PlU =u,V =] :ZP[Xl:xl,ngv—xl,ngu—xl]

Z1

Asi podemos reescribir (3.6) como

que es, ahora explicitamente, tomando a = x1, la distribuciéon HGB (3.1).

Ahora podemos hacer distinciones entre (3.1) y (3.4). Como se mencioné en la seccién anterior, para
obtener la distribucién HGB pensamos en el ejemplo de una urna cuyos elementos son bolas blancas y
negras marcadas con un ntmero par o impar, el modelo surge del estudio de una poblacién que podemos
separar en dos grupos distintivos de acuerdo a sus atributos (el de las bolas blancas y el de las negras) los

cuales a su vez pueden ser divididos en otros dos grupos (bola par o impar), por lo que se obtienen cuatro
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subgrupos, sin embargo nos ocupamos de investigar la ocurrencia de los atributos como si dividiéramos
la poblacién en cuatro grupos (bolas blancas, bolas negras, bolas pares, bolas impares) investigando
exactamente la ocurrencia de dos de esos atributos en un cierto nimero de ocasiones; en particular y
para ilustrar los hechos, investigamos la ocurrencia de observar bola blanca en u ocasiones y par en v
ocasiones. En cambio, para obtener (3.4), dividimos la poblacién en cuatro grupos distintivos (bola blanca
y par, bola blanca e impar, bola negra y par, bola negra e impar), que coinciden con los cuatro subgrupos
mencionados arriba, para investigar la ocurrencia de cada uno de los elementos de estos grupos en un
cierto nimero de ocasiones bajo un muestreo sin reemplazo.

Entonces, (3.1) es un modelo que interesa para poblaciones en las que se pueden observar exactamente
cuatro atributos y en donde estemos investigando la ocurrencia de dos de esos atributos en un cierto
numero de ocasiones. Por otro lado, (3.4) es un modelo de interés para poblaciones que se pueden dividir en
cuatro grupos distintivos y nos ocupamos en investigar la ocurrencia de cada una de esas caracteristicas
distintivas en un muestreo. Cuando esos cuatro grupos distintivos coinciden con los atributos en los
que estemos particularmente interesados, y nos ocupemos de investigar la ocurrencia de dos de aquellos

atributos, podemos utilizar cualquiera de estos modelos. Esto dltimo es exactamente la relacién entre
(3.1) y (3.6).

3.1.3. Valor esperado condicional

Sea (U, V') un vector aleatorio con distribucién HGB dada por (3.1). Vamos a derivar los valores espe-
rados condicionales E[U |V =] y E[V |U = u], para ello requeriremos de las distribuciones marginales
para U y V que son obtenidas directamente de las Tablas 3.1 y 3.2.

Pensemos pues en el mismo experimento descrito anteriormente y tratemos tinicamente con la variable
V' que representa el nimero de veces que se observa el atributo B (la segunda componente). Recordando

que el experimento fue sin reemplazo, tenemos que la distribuciéon marginal de V' estd dada por

(3.7) PV =v] = <N”H> ]gévji’) ,
()

donde v =0,...,min(n, N+1)y Ny; + N9 = N. Las Tablas 3.1 y 3.2 muestran el niimero de elementos

en la poblacién que poseen el atributo B y el nimero de observaciones, respectivamente. De manera

completamente similar obtenemos la siguiente distribucién marginal de U

(39 PIU =] - ) ]S”NE+“> ,
()

donde u = 0,...,min(n, Ni4) y N1y + No+ = N. Observe en particular que las distribuciones marginales

de U y V son ambas hipergeométricas (Definicién 1.72).

Proposicién 3.2 Si (U, V) es un vector aleatorio con distribucion HGB dada por (3.1), entonces las

distribuciones condicionales de V. = v dado que U = u y de U = u dado que V = v estdn dadas,
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respectivamente, por
(@) G =) G =) (0
a)\Ni1—a)\ N v—a))\v—a
PW:UW:U]:Z - 1+ 01N0+ ;
’ (N ><N01>
<U><N+l— ><N+0—n—v><n—v>
PU=ulV=0]=) " Nu—a)\Ni—(u—a)/\u—a)

- Ny ) <N+o>
N11 ) \ N1o

Demostracion. Vamos a obtener la distribucién condicional de V = v dado que U = u directamente de

(3.9)

(3.10)

(3.1) y (3.8) como sigue. Se tiene,

PV =v|U=u]=

donde

L)) O
G

Nig! Noi! Niq! Noo!
_ (u=a)! (N1o—(u—a))! (v—a)! (No1—(v—a))! a!(N11—a)! (n—u—v+a)! (Noo—(n—u—v+a))!
o Nig! No!
ul (Ni4—u)!  (n—u)! (Not—(n—u))!

u! (N14—u)! (Not —(n—u))! (n—u)!
_al(u—a)! (N11—a)! (Nio—(u—a))!  (Noi—(v—a))! (Noo—(n—u—v+a))! (v—a)! (n—u—v+a)!
o Nig! No!

N11!'Nio!  Noi! Noo!

u (N1 —uw)! (Not—(n—u))! (n—u)!
_al(u—a)! (N11—a)! (N1 —u—(N11—a))! (No1—(v—a))! (No+—(n—u)—(No1—(v—a)))! (v—a)!(n—u—(v—a))!
- N1+! No !

Ni1!(N14—N11)! Noi! (No+—No1)!
w\ (Niy —u\ [(Nox —(n—u)\ (n—u
(a) (Nn - a) <N01 —(v— a)) (U - a>
<N1+> (N0+> ’
Ni11 ) \ No1
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de manera que

(u) <N1+ - u) <N0+ —(n—u)\[(n-—u
a)\Ni1—a Noi — (v —a) v—a
PV =0v|U=u|= .
| | ] za: <N1+> <N0+>

Ni1 ) \ No1
Intercambiando los papeles de U y V' se demuestra similarmente (3.10). 1

Observacion 3.3 Puesto que (3.9) y (3.10) son distribuciones de probabilidad discretas, al variar v y u,

respectivamente, se cumplen las siguientes identidades
Y PV=0v|U=u=1, y Y PU=u|V=0=1,
v u

es decir,

de manera que

En esta forma se tienen las identidades
ZZ u N1+—’LL N0+—(n—u) n—u _ N:H_ N0+
— 4~ \a)\Ni1—a Noi—(v—a) ) \v—a Ni1 )\ No1 /)’

T o L M
” p a NH*CL NlO*(U*CL) u—a N11 N10
que seran usadas en la derivacién de los correspondientes valores esperados condicionales. <

Teorema 3.4 Sea (U,V') un vector aleatorio con distribucion hipergeométrica bivariada dada por (3.1).
Entonces las esperanzas condicionales de V' dado que U = u y de U dado que V = v estan dadas,

respectivamente, por

No1 N11 Noo — N1o Not
3.11 EV|IU=ul=n +u ,
(3.11) \4 ] Now Nyo Now

Nio N11 Noo — N1o Not
3.12 FlU|V =vl=n +wv .
(3.12) U | ] Noo N1 Moo
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Demostracion. La derivacién de los valores esperados que nos ocupan en esta parte se realizard utilizando

las distribuciones condicionales (3.9) y (3.10). Por definicién,

ElV|U=u]= ZUP =0 |U=u]
D06

() () |
Ni1 ) \ No
que podemos reescribir como

(v—a) Z Nl*:;‘ N0+:(::;t) Z:Z
(3.13) Za: ( > <N11 (ﬁ?;é\’{\%)( )> < )
" Gt Ga ) ()

() Gi) |
e () G e ()

“ea ()00 G ) (i)
_ (n—u>(z> (]X}::z) (ﬁ%ﬁ]ﬁ:;) ((v_a_(?fy_(:—_i)iwa)!)
() () (e Y (e

Pero por la Observacién 3.3 tenemos que

So-o() (a2 (202 2 Gt = () (R )

v,a

donde

y, por lo tanto, (3.13) es

S B 9]

— <N1+) (No+> <N1+> <N0+>
N11 N01 Nll NOI

( _(N§]+( 1)_! ) Noy — 1IN, N
NOl 1! N0+ N01 0+ 1! Noy 01
=(n—-u =n—-u = n—-u)—:.
( ) 2V0+ ( ) (N01 — 1)' NO ! ( )N0+

Noi! (No+ — Nop)!
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Procedemos similarmente con (3.14). Se tiene,
(o) G o) G Zo ) (22)
a)\Ni1—a Noi — (v —a) v—a

u! Niy —u\ (Noy —(n—w)\ (n—u

- a(a!(u - a)!> <N11 - a> <N01 —(v—a) (v — a>
(u—1)! Nit —u\ (Noyx —(n—u)\ (n—u

- ((a— 1)!(u—a)1) <N11 —a> (Nm - (U—G)) (v —a>

_u<u—1> <N1+—1—(u—1)> <N0+—(n—u>(n—u>

a—1)\Njyp—-1-(a—1))\ Naa—(v—a))\v—a)’
luego, por la Observacién 3.3, resulta

Sl (o) G i) Co) G ) G)

v,a

y, por lo tanto,
N ) ) O )
() (i) () )

(Npy — 1)!

Nyl YNa =DV Ny
Nit! (Niy — Np)!

Asi, la suma de (3.13) y (3.14), es

Nip  Nos

n—u +u =n +u ’
( )No+ Niy No+ No+ N1y Noy

No1 N1 No1 +u<N11 N01> :nNm N11 Noo — N1o Not

con lo que hemos obtenido (3.11).
Intercambiando los papeles de U y V' se demuestra de manera similar (3.12). |
La correlacién de U con V' es obtenida como la media geométrica de los coeficientes de u y v en (3.11)

y (3.12) como lo indica la siguiente proposicién.

Proposicién 3.5 Si (U, V) es un vector aleatorio con distribucion HGB dada por (3.1) entonces

N11 Nog — Niog No1
VN11 Nig N1t Not

Demostracion. Ya sabemos que U y V tienen distribuciéon marginal hipergeométrica, luego sus medias

(3.15) Corr(U,V) =

y varianzas son finitas. Denotamos tales cantidades para U y V como p1, 2 y 07, 0’%, respectivamente,
y sea Corr(U,V) = py. De (3.12) y (3.11) podemos decir que E[U | V] es lineal como funcién de V' y

E[V | U] es lineal como funcién de U. Entonces, por el Teorema 1.46, se tiene que
01 a1 01
EU |V =v] =+ pup — (0= p2) = pi1 — pup —H2 + pup — v

o9 o9 o9
EV U =u] = p2 + pup — (4 — p11) = pi2 — pup — 1 + Pup— U,
01 01 01
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de donde los coeficientes de u y v son py g—? Y Puw %, respectivamente. Note que la media geométrica
de estos coeficientes es la correlacion entre U y V.
Comparando las expresiones anteriores con (3.12) y (3.11) obtenemos
o1 _ N Noo — Nio Now pun 22 = Ni1 Noo — Nio Noy
o9 N+1 N+0 w 01 N]_+N0+

Pup

y, por lo tanto,

D = Ni1 Noo — Nio Nox
Y /N NyoNiy Not

que es el resultado indicado. I

3.1.4. Convergencia a la distribucién binomial bivariada

FEn el caso univariado es bien sabido que la distribucién binomial aproxima a la distribucién hiper-
geométrica para poblaciones grandes. En esta seccién se demostrara que esta aproximacién es también
valida para el caso bivariado, més precisamente, que la distribucion HGB dada por (3.1) converge a la

distribucién binomial bivariada dada por (2.5).

Teorema 3.6 Sea (U,V) un vector aleatorio con distribucion HGB dada por (3.1). Entonces, cuando

N — oo y N;j — oo de tal suerte que

N

— plja Z)j S {071}7

se tiene que

PlU=u,V=v] — PU =u", V=07,
donde el vector aleatorio (U*,V*) tiene distribucion binomial bivariada dada por (2.5).
Demostracion. Si N — oo y N;; — oo de tal forma que

N
N

— Dij, 7’7] € {071}5

claramente pgg + po1 + P1o + p11 = 1. La demostracion estara pues terminada después de demostrar que,

para (3.2), si N = oo y N;; — 0o como antes, entonces

<N11> <N10> <N01> <N00>
(3-16) xll xlo xOI xoo H < n ) 11 10 01 00

N P11 P10 Poi Poo
n

T11, 210, L01, 00
para cada (x11, %10, To1, Too) fijo y x11 + 10 + o1 + oo = n. En efecto, digamos que el primer miembro
de (3.16) es H, entonces

H— NH! Nl(]! NOl! NOO! n! (N—?’L)'
(N1 —z1)!zi! (Nio — z10)! w10! (No1 — @o1)!zo1!  (Noo — 200)! zoo! N!
n!

~ ailayg! xoﬂxoo!Nu(NH = 1) (N1 =211+ 1)N1o(No = 1) -+ (N1o — 210 + 1)
(N —n)!

X No1(Nor — 1) -+ (No1 — zo1 + 1)Noo(Noo — 1) - - - (Noo — zoo + 1) NI
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donde, para cualquier i, 7 € {0, 1}, se tiene que

o 1 ij — 1
Nij(Nig = 1) -+ (Nij = w5 + 1) = N;j¥ <1_ N~> <1_ %;V)
ij Y

(N —n)! 1 1

NI NN-1)--(N—n+1) Nn( _l).”<1_n—1>'

N N

Al escribir N™ = N*¥1t N*10 N¥01 N¥00 v haciendo tender N — oo y N;; — oo como antes, resulta que

n' 1 Xr11 — 1 1 10 — 1
H— N“l(l—)---(l— )N“O(l—)---(l—
z11! 710! T01! T0! ! N1 N1 10 Ny Ny
1 o1 — 1 1 oo — 1
me<1_>.-.(1_ >N1’°°<1—>---<1—
01 No1 No1 00 Noo Noo
1
X
NZ11 NZio NZo1 [N Zoo (1 — %) cee

Lo (3) () () () 08 (0 &)
T11, 10, 01, T00 N N N N N1 Nio
1 -1 -1 -1 -1
(R

Noo N1 Nio No1 Noo

debe tender a

n T11 710 701 ) T00 (1 _ 1) <1 _ 1> (1 _ 1) <1 _ 1)
(!En,fﬁlo,ﬂ?m,xoo) P11 Pro” Pot Poo N1 N No1 Noo

11 — 1 T10 — 1 To1 — 1 Too — 1 1
o (1= 1- 1- 1— ,
Ny Nig Noy Noo (1 _ l) (1 _ L—1>
N
pues basta observar que, para todo i, j € {0, 1},

o B
I 1-— =1 If 1—-=]=1
NJEOO( NZJ) Y Nf?)o( N)

conl<a<uz;—1y1l<pB<n-—1. Porlo tanto, se cumple (3.16).

Finalmente, tomando 11 = a, x10 =u—a, xo1 =v—ay xgo =n —u— v+ a en (3.16) y haciendo

tender N — oo y N;; — 0o como antes, se obtiene

(o) () ()
(%)

n

a nfuvara.
a,u—a,v—an—u—v-+a

> P11 P10 “ Po1 “ Poo



3.1. Distribucion hipergeométrica bivariada 69

Como esta convergencia es independiente de a = 0,..., min(u,v), al sumar con respecto a a y tomar

limite, obtenemos

) Ni1\ [ Nio No1 Noo
min(u,v)
Z a u—a/\v—a/\n—u—v+a
N
a=0
)
min(u,v)

n
- - —u—v+a
a u—a, v—a, n—u—uv

=0 (a,u—a,v—a,n—u—v+a> 11710 o1 00 ’

es decir,

PU=uV =1 — PU =u"V*"=0",

donde (U*, V*) tiene la distribucién binomial bivariada dada por (2.5). |

3.1.5. Ejemplos

Ejemplo 3.7 Considere el estudio de los accidentes automovilisticos del Ejemplo 2.5. Suponga que la
poblacion fue de N = 70 casos, donde en N1; = 31 casos el nino sobrevivié y usaba cinturén; en Nijg = 22
casos el nino sobrevivié y no usaba cinturén; en Ng; = 5 casos el nifio no sobrevivié y usaba cinturén; y
en Ngg = 12 casos el nifio no sobrevivié y no usaba cinturoén.

Se realizé un muestreo sin reemplazo de n = 20 casos. Si las variables aleatorias U y V cuentan el
numero de veces en que se observd que el nino sobrevivié y las veces en que se observd que utilizaba el
cinturén, respectivamente, entonces el vector aleatorio (U, V') tiene distribucién HGB dada por (3.1).

El coeficiente de correlaciéon entre U y V es determinado mediante (3.15). Con la informacién del
primer parrafo se obtuvo que Corr(U, V) = 0.2495, de modo que se tiene poca dependencia positiva entre
UyV. <

Ejemplo 3.8 Aproximacion binomial bivariada a la distribucién hipergeométrica bivariada.
En el Ejemplo 2.16 se obtuvo P[U* = 15, V* = 10] = 3.65718965 x 102 para una muestra de tamafio
n = 20, donde el vector aleatorio (U*, V™) tiene la distribucién binomial bivariada dada por (2.5). De
acuerdo al Teorema 3.6, la cantidad anterior puede ser considerada como una aproximacién de P[U =
15,V = 10] cuando (U, V) tiene la distribucién HGB para una poblacién muy grande y una muestra del
mismo tamaio.

En la Tabla 3.4 se muestran los resultados obtenidos para poblaciones muy grandes donde p(15,10) =
P[U = 15,V = 10]. Se puede apreciar que a mayor tamano N de la poblacién, menor es p(15,10). El
lector puede comprobar ademas que, en todos los casos, % & p;j (aproximadamente iguales) para cada
i,7 € {0,1}, vea la Tabla 2.1. Note que desde que el tamano de la poblacién es de 100,000 casos, se tiene
que p(15,10) coincide con P[U* = 15,V* = 10] en cuatro digitos. En dicha tabla se puede apreciar que
los valores de p(15,10) se van aproximando cada vez més al valor P[U* = 15,V* = 10] cuando N — oo y

N;; — oo para todo i, j € {0,1}, confirmando numéricamente el resultado del Teorema 3.6. <«
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N Ny Nig Noy Noo | p(15,10) |
70 31 22 5 12 5.0559 x 1072
80 35 26 6 13 4.7827 x 1072
90 40 29 6 15 4.6333 x 1072
100 44 32 7 17 4.5433 x 1072
200 88 64 14 34 4.0524 x 1072
300 132 96 21 51 3.9115 x 1072
1000 440 320 70 170 3.7299 x 1072
10,000 4,400 3,200 700 1,700 3.6643 x 1072
100,000 44,000 32,000 7,000 17,000 3.6579 x 1072
1,000,000 440,000 320,000 70,000 170,000 3.65726154 x 1072
10,000,000 4,400,000 3,200,000 700,000 1,700,000 3.65719732 x 1072
100,000,000 | 44,000,000 | 32,000,000 | 7,000,000 | 17,000,000 3.65719089 x 1072
1,000,000,000 | 440,000,000 | 320,000,000 | 70,000,000 | 170,000,000 | 3.65719026 x 10~
00 00 00 00 00 3.65718965 x 102

Tabla 3.4: P[U = 15,V = 10] para poblaciones muy grandes, (U, V) tiene distribucién HGB. Cuando
N — 0oy N;; — oo para todo 4, j € {0, 1} se tiene que p(15,10) — P[U* = 15, V* = 10] donde (U*, V*)

tiene distribucién binomial bivariada.

3.2. Distribucién geométrica bivariada

Consideremos una sucesion {(X;, Y;)}:2; de vectores aleatorios con distribucién de Bernoulli bivariada.
Recordemos, por definicién, que las variables aleatorias de Bernoulli pueden tomar alguno de los dos
valores cero o uno, donde podemos pensar que cuando se observa un uno en la variable aleatoria se trata
de un “éxito” en el experimento. La generalizacién més natural de la distribucién geométrica es que se
estudie el nimero de pruebas hasta observar el primer éxito en la primer componente del vector (X;,Y;)
y el primer éxito en la segunda componente. Definimos pues U y V' como el nimero de ceros (fracasos)
antes del primer uno (éxito) en la sucesién {X;}°, y en {Y;}°,, respectivamente. Claramente, por la
descripcién indicada, cada una de las variables U y V tienen la distribucién geométrica pero, en general,

estas variables no seran independientes.

3.2.1. La distribucién geométrica bivariada

Teorema y Definicién 3.9 Sea {(X;,Y;)};2, una sucesion de vectores aleatorios independientes tal que

(Xi,Y;) tiene distribucion de Bernoulli bivariada, sean U y V' el nimero de pruebas antes de observar el
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primer éxito en la sucesion {X;}5°, y en {Y;}32,, respectivamente. Entonces

—u—1 .
Poo P10 piou pr1 st 0<u <o,

(3.17) PIU=uw,V =0 ={ g por ol ' pry si 0<w<u,
Poo P11 si 0<u=u,
equivalentemente,
U plTl s 0<u<w
(318) P[U 2 U,V Z 7)] — Poo p—i—O = =0
Poo Poy’ st 0<wv <.

Cualquier vector aleatorio (U, V') con esta distribucion se dice que tiene distribucién geométrica bi-
variada (GB).

Demostracion. Se demostrard primeramente (3.17) considerando distintos posibles casos.

Caso 0 < u < v. Para desglosar ideas supongamos primero que u = (. Esto significa que en la primer
prueba se observé un éxito, es decir, X; = 1, otra forma de decirlo es que no se observé algtin cero antes
del primer éxito, el experimento concluye hasta que se observa Y,;1 = 1, como v > 0 entonces no se
puede observar Y7 = 1, de manera que la primer prueba corresponde exactamente al vector (1,0) cuya
probabilidad es p1o. Las siguientes pruebas pueden corresponder a cualquiera de los vectores (1,0) y (0,0)
hasta en v — 1 ocasiones (como ya se realizé una prueba antes, en este momento se han realizado v pruebas
en las que se observé cero en la segunda componente), es decir, justo antes de observar un éxito en la
segunda componente, lo que puede suceder observando (0,1) o (1,1). Lo que acaba de ser descrito puede

quedar expresado en la siguiente forma

PIU =0,V = o] = P[(X1,Y1) = (1,0),¥a = 0, , ¥, = 0, Y1 = 1
= P(X1,Y1) = (1,0)]P[Ys = 0] -+ P[Y, = 0]P[Yors = 1]

que por independencia esta justificada la segunda igualdad, luego entonces, recordando la distribucién

marginal de las variables aleatorias Ys,...,Y,y; dada en (2.1) se obtiene
PU =0,V =] = piopy' p+1.

Supongamos ahora que 0 < u < v, en la primera componente no se observa un 1 sino hasta después de
u pruebas y como u < v tampoco se observa 1 en la segunda componente hasta después de v pruebas, esto
significa que las primeras u pruebas corresponden exactamente al vector (0,0) y la (u+ 1)-ésima al vector
(1,0), la probabilidad hasta este momento es pfj, p1o; se llevan u+1 observaciones. El experimento contintia
observando ceros en la segunda componente hasta en v — (u+ 1) ocasiones que corresponden a cualquiera

u+1)

de los vectores (0,0) o (1,0), es decir, con probabilidad (pgo + p1g)?~ y finalmente se observa un éxito

en la segunda componente, que corresponde a (0,1) o (1,1), cuya probabilidad es (po1 + p11), asi que,

mediante la siguiente expresion
PlU =u,V =]

= P[(X1,Y1) = (0,0),...,(Xu,Ys) = (0,0, (Xus1, Yus1) = (1,0), Yayo = 0,..., Yy = 0, Yyiy = 1]
= P[(Xl,Yi) = (070)] o P[(Xuayu) = (030)]P[(Xu+1ayu+l) = (LO)]
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X P[Yyi2 = 0] P[Y, = 0]P[Yys1 = 1]

= Poo - -Poo P10 P40 P+0 P+,
—_—— —_————
u veces v — (u+ 1) veces

hemos obtenido el primer caso de (3.17), es decir,
PlU = u,V =v] = pg, pio piB“fl pr1 si 0<u<w.

Con argumentos similares a los anteriores se demuestra que en el caso 0 < v < u se cumple

PlU =u,V =v] = ply po1 ;""" pr-

Caso u = v. Aqui se observa uno en ambas componentes a la vez. Si u = v = 0 entonces la primer
prueba corresponde al vector (1,1). Por otro lado si u > 0 entonces v > 0, esto significa que en u
ocasiones se observa el vector (0,0) con probabilidad pfj, y justo después se observa (1, 1). Haciendo uso
de la independencia entre los vectores aleatorios con la distribuciéon de Bernoulli bivariada subyacente, la

probabilidad queda expresada de la siguiente forma
PlU =u,V =v] = P[(X1,Y1) =(0,0),...,(Xu,Ys) = (0,0), (Xust1, Yut1) = (1,1)]
= P[(le 1/1) = (07 0)] T P[(Xw Yu) = (07 0)]P[(Xu+1vyu+1) = (17 1)]
=Poo---Poo P11
—_——
u veces
por lo que
PlU =u,V =v]=pyppi1 si 0<u=nv.
Esto completa la prueba de (3.17).

Comprobaremos (3.18) considerando también distintos casos.

Caso 0 < u < v. Note que P[U > w,V > v] es la probabilidad de observar u ceros en ambas
componentes hasta la u-ésima prueba y observar v — u ceros en la segunda componente entre la (u + 1)-
ésima y la v-ésima pruebas, no siendo relevante lo que ocurra en la primer componente para estas iltimas.

De modo que, recordando (2.1), se obtiene

P[UEU,VZU] :P[(Xla}q) = (070)""7(Xu,yu): (070)7Yu+1 20,..-,Yv=0]
= P[(Xl,Yi) = (030)]"'P[(Xuayu) = (0’0)]P[Yu+l = 0] P[Yv = 0]

=DPoo" P00 DP+0 - P+0

U veces v — U veces
= Poo Pio"s
donde la segunda igualdad estd justificada por independencia entre los vectores aleatorios (Xj,Y;).

Con argumentos similares a los anteriores se demuestra que en el caso 0 < v < u se cumple
P[U > u,V >v] = P[(X1,Y1) =(0,0),...,(X,,Ys) =(0,0), Xpy1 =0,..., X, =0]
= P[(X1,Y1) = (0,0)] --- P[(Xy,Yy) = (0,0)] P[Xy 1 = 0] - - - P[Xy, = 0]
= Poo quiv‘

Esto completa la prueba de (3.18). |
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Proposicién 3.10 Si (U,V) es un vector aleatorio con la distribucion geométrica bivariada (3.17), en-

tonces su f.g.m.f. es

P11 — (s + )T — st(po1 P10 — PooT)
3.19 m s, t) =
(319 oV (8 = S e s) (1= prot)(1 — poost)

donde T es la covarianza de la distribucion de Bernoulli bivariada subyacente dada por (2.2).

Demostracion. De acuerdo con la definicion de f.g.m.f. tenemos que
myy(s,t) =FE [sUtV]

= iis“t”P[U =u,V =]

u=0 v=0
[e.e] [e.e] oo
= Z Z s“t’PlU =u,V =v] + Z s“t’PlU = u,V = 1]
u=0v=u+1 u=0,v=u
oo [e.9]
+ Z Z s“t"PlU = u,V =]
v=0u=v+1
o0 o o0
=3 sy pro P P+ Y st pl pin
u=0v=u+1 u=0

) )
UV, v u—v—1
+ E E 51" poo Po1 Poy D1+
v=0 u=v+1

donde los tres miembros de la suma en la tltima igualdad estan justificados porque u < v, v =uy v < u,

respectivamente. Asi es que

o0 (o) o0
muy(s,t) = props1 Y (spoo)* > tp5e" "+ p11 Y _(stpoo)"

u=0 v=u+1 u=0
o oo
+ po1 P14+ Z(tpoo)v Z s"pgy !
v=0 u=v+1
oo oo o
= P10 P41t Z(Stpoo)u Z (tp10)"~ " +p1y Z(Stpoo)u
u=0 v=u-+1 u=0
o0 o0
+por1piys y (stpoo)” D (spor )"~
v=0 u=v+1

Las sumas mostradas convergen siempre que se tome |s| < 1y |[t| < 1, con lo que se obtiene

1 1 1
1) = t _
my,v(s,t) = props1 (1 —poost) (1 —p+0t> + P11 <1 —p003t>

1 1
+ po1 P1+S (1 _p008t> (1 _p0+s)

P10 P+11 L Pbu D01 P1+$
(1 — pgost)(l — p+0t) 1-— poost (1 — poost)(l — p0+8)
_ prop+1(1 —pors)t + p11(1 — poys)(1 — piot) + por p1+(1 — pyot)s
a (1 = po+s)(1 — p+ot)(1 — poost) .
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Desarrollando los tres miembros del numerador de la tltima expresion se tiene

P10 P+1(1 — po48)t = prop+1t — pro P+1 Po+st
p11(1 — poss)(1 — pyot) = p11 — P11 P+ot — P11 Po+5 + P11 P10 Po+ St
Po1 P1+(1 — pyot)s = po1 P14+ — Po1 P1+ P+ost.

Sumando ahora tales miembros y agrupando términos, resulta

(3.20) prop+1(1 —pots)t + p11(1 — pots)(1 — piot) + por pi+(1 — pyot)s
= p11 + (P1op+1 — P11 v+0)t + (Po1 P14+ — P11 Po+)S
+ (P11 P+0Po+ — P10 P41 Po+ — Po1 P1+ P+o)St,

donde, recordando la definicién de 7 dada en (2.2), es posible simplificar de la siguiente forma

bPioP+1 — P11 P+0o = PlO(POl + Pn) - pn(poo + Plo)
= p1opo1 + P1oP11 — P11P0o0 — P11P10 = P10Po1 — P11Po0 = —T

Po1 P1+ — P11 Po+ = Po1 (P10 + p11) — p11(Poo + por)
= Po1P10 + Po1P11 — P11P00 — P11P01 = Po1P10 — P11Poo0 = —T,

por lo que se puede reescribir (3.20) como

(3.21) P10 P+1(1 — pot-8)t + p11(1 — po+s)(1 — prot) + po1 p1+(1 — pyot)s
= p11 — 17 — 8T + (P11 P+0 Po+ — P10 P+1 Po+ — Po1 P1+ P40)st
=p11 — (5 + )7 + (P11 P+0 Po+ — P10 P+1 Po+ — Po1 P1+ P+0)st.

Por otro lado, haciendo uso nuevamente de (2.2), se tiene

P11 P+0Po+ — P10 P+1 Po+ — P01 P1+ P+0
= po+ (P11 P+0 — P10 P+1) — P01 P1+ P+0
= po+(P11P00 + P11P10 — P10P01 — P10P11) — Po1 P1+ P40
= po+(P11P00 — P10Po1) — Po1(P1opoo + P1op1o + P11Poo + P11P10)
= Po+7 — Po1P1oPoo — Po1P10P10 — Po1P11P00 — P01P11P10
= po+T — po1p10(Poo + P1o + P11) — Po1P11P00
= po+7 — po1p1o(1 — po1) — Po1P11P00
= Po+T — Po1P10 + Po1P10Po1 — P0o1P11P00
= Po+T — Po1P10 — Po1(P11Poo — P1opPo1)
= PooT + Po1T — Po1P10 — Po1T

= PooT — Po1P10-
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Finalmente, sustituyendo en (3.21), se obtiene

(3.22) P10 P+1(L = po+8)t + pr1(1 — po+s)(1 — p+ot) + por pre (1 — pyot)s
=p11 — (s + )7 + (pooT — Po1p10)St
= p11 — (s + )7 — (Po1p10 — PooT)st.

Como (3.22) es el numerador de my v (s, t), queda demostrada la afirmacién. ll

Observe que las distribuciones marginales para U y V son geométricas de pardmetros pi+ y p+1,
respectivamente, como se menciond al principio de esta secciéon. En efecto, dado que U es el ntimero de
ceros antes del primer éxito en la primer componente cuya probabilidad es p;+, y dado que V es el nlimero
de ceros antes del primer éxito en la segunda componente con probabilidad de éxito p,1, se tienen las

siguientes expresiones para las respectivas distribuciones marginales

(3.23) PIU = u] = pi; P+,
(3.24) PV =v] =pYops1.

Proposicion 3.11 Se tiene

(3.25) Corr(U,V) = PvPiE Pl M,
1 = poo
donde p es el coeficiente de correlacion de la distribucion de Bernoulli bivariada subyacente dado por

(2.3). Ademds se cumplen:
i. Sipio =po1 =0, entonces Corr(U,V) =1,

it. Si poo = p11 = 0, entonces  Corr(U,V) = —./P10 Po1,

1. En general,

—% < Corr(U,V) < 1.

Demostracion. Se procedera como en las Secciones 2.2 y 2.3, se calculard la correlacién por definicién,
para ello se requiere de la covarianza entre U y V' que como sabemos esta dada por E[UV] — E[U]E[V],
donde E[UV] sera calculado recurriendo a (3.19), que denotaremos simplemente como m(s,t), sabiendo

que
9?m(s,t
E[UV] = # .
0s0t | 4,4
Habra que tener mucha paciencia para hacer a mano el cdlculo correspondiente de las derivadas parciales,
si el lector desea comprobar los calculos se le recomienda que haga uso de algin software especializado en
ese sentido, aqui se ha hecho uso de “Wolfram Mathematica”. Se muestra el resultado correspondiente a

la primer derivada parcial que si fue calculado a mano

om(s,t) —7 — (Po1 p1o — Poo T)s poo 8 (P11 — (s + 1)) — poo(po1 Pro — Poo T)s> ¢

ot (1 = po+s)(1 — pyot) (1 — poost) (1= po+s)(L — p+ot)(1 — poost)?
p+o(p11 — 7(s + 1)) — (po1 p1o — Poo 7)s

+
(1 = pots) (1 — pyot)? (1 — poost)
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con lo que es posible apreciar la magnitud del desarrollo que habria que realizar a mano para obtener la
segunda derivada parcial. Aqui solo se muestra el resultado obtenido para la segunda derivada parcial,

luego de hacer la evaluacién correspondiente,
0?m(s, t)
0s Ot s=1 =1

_ —Ppo1 p10(1 — P10 + Po+ (Poo P+o0 — 1)) + P11[Po+ P+o + PE Po+ P+o — Poo(Po+ + P+o + Pot P+o — 1)]
(1= po0)(1 = pos)? (1 — pio)?

Vamos a simplificar el numerador de la expresién anterior, desarrollando y recordando (2.2) obtenemos

— Po1 P10 + Po1 P10 P+0 — Po1 P10 Po+ Poo P+0 + Po1 P10 Po+ + P11 Po+ P+0
+p11 pgo PO+ P+0 — P11 P00 Po+ — P11 P00 P+0 — P11 P00 Po+ P+0 + P11 Poo
= (p11 oo — Po1 P10) — Po+ (P11 Poo — Po1 P10) — P+o(P11 Poo — Po1 P1o)
+ Poo Po+ P+0(P11 Poo — Po1 P10) + (1 — Poo)P11 Po+ P+o
=T —Po+ T — P+0 T + Poo Po+ P+0 T + (1 — Poo)P11 Po+ P+o
= 7(1 = po+ — p+o + Poo Po+ P+0) + (1 — poo)p11 Po+ P+o,

por lo que
7(1 — pot — P+0 + Poo Po+ P+0) + (1 — poo)P11 Po+ P+o

(1 — poo)(1 — pos )2 (1 — pyo)? :

E[UV] =

luego, de (3.23) y (3.24), se tiene

bo+ Do+ P+o b+o
Euj =P _Por o gy B0 __Pro
vl piv (1 —poy) vl pr1 (1 —pyo)
también
Var|U] = bov ___ Pot y Var[V] = Pro P40

pi. (1 —poy)? pry (L—pyo)?

Asi es que como
UV] — E[U]E[V]

Var[U|Var[V]

Corr(U,V) = El

donde
v/ P+0 Po+
VarlU|\Var|V] =
VVearlUlVerlV ) = 4 = pon)
implica
1 _ (A =pro)(d =poy)
Var[U]Var[V] v/P+0 Po+

y dado que (véase (2.2)) 7 = p11 — p1+ p+1, resulta

E[UV] - E[U)E]V]
7(1 — po+ — P+0 + Poo Po+ P+o) + (1 — poo)P11 Po+ P+o PO+ P+0
(1 = poo)(1 = poy)? (1 = pio)? (1 = po+)(1 —p+o)
_ 7(L = po+ — P+o+ PooPo+ P+o) + (1 = poo)pr1 po+ Pro — Po+ P+o(L — poo) (1 — po+) (1 — pro)
(1 =po0)(1 — po+)? (1 — pto)?
_ 7(1 = po+ = P+o+ poopo+ P+o) + (1 = poo)pot Pro(P11 — (1 — poy)(1 — po))
(1 =p00)(1 — po+)? (1 — p+o)?
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7(1 — poy — pro + Poo Po+ P+o) + (1 — poo)po+ Pro(P11 — P14 P11)
(1 =p00)(1 — pot)? (1 — p+o)?

7(1 — po+ — p+o + Poo Po+ P+0) + (1 — poo)Po+ p+o T

(1 =p00)(1 — pot)? (1 — p+o)?
_ 7(L = po+ — Pro + poo Po+ P+o + (1 — poo)pot Pro)
(1 =po0)(1 — po+)* (1 — p40)?
7(1 — poy — p+o + Po+ P+o)
(1 = poo)(L — pot)? (1 — pyo)?
7(1 = po+)(1 = p+o)
(1 = poo)(L — pos)? (1 — pyo)?
T
(1= poo)(1 = pos)(1 — pyo)’

entonces
1— 1—
(3.26) Corr(U,V) = < T > (( P+o)( p0+)> — T .
(1 = poo)(1 — po+)(1 — p+o) VP10 Po+ (1 = poo)\/P+oPo+
Multiplicando por /p1+ p+1 tanto en el numerador como en el denominador y recordando (2.3), se obtiene
Ty/P1+ P+1 _ PVP1+P+1
(1 = poo)y/P+0Pot P11 P41 1 — poo

que es exactamente (3.25).

Nos ocupamos ahora de demostrar (i), (ii) y (iii) utilizando la expresién (3.26) equivalente a la corre-

lacién que obtuvimos recientemente, es decir,

P11 Poo — P10 Po1
Corr(U,V) = )
( ) vV P0o+ P+0 (1 - Poo)

i. Si p1o = po1 = 0, entonces poy = po = Poo ¥ Poo + p11 = 1. Asi pues,

Corr(U,V) = Piipo _ P11 _Pu _ 4
poo (1 —poo) 1—poo  pu1

ii. Si poo = p11 = 0, entonces poy = po1, P+o = P10, luego po1 +pro =1y

Corr(U,V) = Pl _ —+/Po1 P1o-
v/ Po1 P10
iii. Es bien sabido de la teoria que la correlacion entre cualquier par de variables aleatorias toma como
valor minimo -1 y méximo 1, en el presente caso se afirma que el valor minimo corresponde a una cantidad
mayor a -1. En (ii) se obtuvo una expresién para la correlacién entre U y V' estrictamente menor que
cero, el resultado es consecuencia de dicha expresién; podremos obtener el valor minimo de la correlacién

resolviendo el problema de minimizar
flx) =—va(l—=)

sobre [0, 1] interpretando & = pp;. Este problema es equivalente a maximizar

9() = 2(1 - )
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sobre [0, 1]. Como ¢'(x) = —2x+1, se tiene que = 1/2 es un punto critico y como, ademds, ¢g” (1/2) = —2,
dicho punto critico es un punto maximo local el cual se ve de inmediato que, de hecho, en ese punto la

funcién alcanza su valor maximo absoluto sobre [0, 1]. Por lo tanto = 1/2 minimiza a f(z), es decir,

1
p01:§

minimiza la correlacién obtenida en (ii) y por lo tanto, en tal caso,

2
Corr(U,V) = — () =—=
es el minimo valor que puede adquirir la correlacién, esto demuestra la afirmacién. il

3.2.2. Valor esperado condicional

En esta seccidn, para un vector aleatorio (U, V') con la distribucién GB dada por (3.17), calcularemos
los valores esperados condicionales de U dado V' y de V' dado U, respectivamente, donde recuerde que las

distribuciones marginales de U y V estan dadas por (3.23) y (3.24), respectivamente.

Teorema 3.12 Si (U,V') es un vector aleatorio con distribucion geométrica bivariada dada por (3.17),

entonces

poo _ (poo\' (L=poo)T
(3.27) EU|V =v] =4 P10 <P+0) popirprr 5t Po#0
| ___ b _ , -0
Lv T o (= poo) st P10 =1,

poo _ (poo )" (L—poo)T
(3.28) EV|U=u =" <p0+> poipirper St P # 0,
| b0 _ : —0
T - poo) st por =T

Demostracion. Se probara (3.27). Supongamos primero que pig # 0. Se tiene
o
EU|V=v]=> uPlU=u|V=01]
u=0

Como el valor de v estd dado, podemos partir la sumatoria en tres partes, a saber, cuando u < v, u = v

vy u > v, de manera que

v—1
(3.29) EU|V=0v=Y uPlU=u|V=v]+vPlU=0v|V=0+)Y uPU=ul|V =1l
u=0

u>v

En los tres casos siguientes haremos uso de (3.24). Asi que, cuando u < v, obtenemos

v—1 v—u—1
PlU =u,V =] Poo P10 Py P+1
3.30 uPlU=u|V =v|= U = U
( >UZ_O U=ul|V =y Z PV~ popn

u

U u—1
—u— p1o Poo P10 Poo Poo
= Susomorss” = 2N u(p) BT ()
u

P+o = P+o Pio 7 Pb+o
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Tomando r = 2% v dado que a(lfl (r*) = ur*=! tenemos

P+o
B d . d .
EU:UTU 1_ Eu 7dr(r ):—dr (E r)

u

donde esta ultima suma es convergente puesto que, como p4o > pgo, necesariamente 0 < r < 1. Ya que

1
1—r’
u=0
i 1—7rY 71—1}(1—7’)7'”_1—7“”
dr\1—r) (1—r)2
y
1— :@7
P+o

llegamos a que

(3.31) Y u (p(m)u_l

m b+o

2 v—1 v
<p+0> | _ P10 (P(m) _ (P()O)
b10 P+0 \P+0 D+0
pio)’ poo \" [ pio (poo\ "
<+0> L <OO> , 1o <00> +1
P10 P+o P+0 \P+o0
P+’ poo\' ([ P
Gee) {-(2) (he =)
P1o b+o Poo
Sustituyendo (3.31) en (3.30) se tiene
v—1 2 v
(3.32) S uPlU=u|V =] =290 <p+0> {1 - (pOO> ( Py 1)}
w—0 Do P1o P+o Poo

v
- {i- (22 (2241))
P10 P+o Poo

v
_ boo _ <1900> < N POO)
P1o P+o P10
Ahora, cuando u = v, se tiene que

PlU =,V = v v
(3.33) WPlU = o |V = o) = =0V =0 Pho P =v(poo> <p“>.
P[V =] Plop+1 P+0 P+1

Finalmente, cuando u > v,

(3.34) Z uPlU=u|V =v] = Z uP[UPTVu’:VU]: J

u>v u>v

¥ ,Pbo Po1 [

v
b PioP+1

v
Z Poo Po1 P1+ _
pr P+o Po+ P+1
Poo Po1 P1+
= E p
<p+0 Po+ ) ( P+1 >

u>v
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Sea s = pg4.. Como %(s“) = us""!, se tiene que

d d
Zusu—l — Z%(Su) — % (Zsu> ,

u>v u>v

donde
1— sv—l—l SU+1

e e 1—s 1—s 1—s

u>v

cuya convergencia esta justificada porque s < 1 dado que pgy+ < 1. Luego,

d (s (1=s)(v+1)s"+ ")  sU[(v+1)(1—s)+ 5]
ds<1—3>_ (14 s)2 - (1+s)2

y, dado que 1 — s = p;14, obtenemos

(3 35) Zupgfl _ Zusu—l _ SU[(U + 1)(1 - 5) + 8] o p8+[(v + 1)p1+ +p0+] - p8+(1}p1+ + 1)
. 4+ = = .

u>v u>v (]' + 5)2 B (p1+)2 B (p1+)2
Sustituyendo (3.35) en (3.34) tenemos
(3.36) S WPl =u |V =] = ( Poo > <P01p1+> oy (vp1y + 1)
u>v P+0 Po+ P+1 (p1+4)?
_ (poo>pm<wl++1>
P+o P+1P1+

Sumando (3.32), (3.33) y (3.36) obtenemos exactamente el valor esperado condicional (3.29). En efecto,

se tiene

(3.37) E[U |V =]

v
_ boo _ <POO> <v+m0_vpn_1901(vpl++1>>
P1o b+o Pb1o P+1 P+1P1+

Desarrollando la ultima expresion es posible simplificar
v 1

poo _ Pu_pou(vpie 1) oo P Pt por
P10 P+1 P+1P1+ P10 P+1 P+1 P+1DP1+

_7)(1_7311_?01>+poo_ Poi

P+1 P+ Pio  P+1P1+
+ —
— <1 _ b p01> 4 Poo P+1P1+ — Po1 P1o

v+

P+1 P10 P+1 P1+
_ ( p+1> DPoo P+1 P1+ — Po1 P10
=v(l——7— |+
Pb+1 P10 P+1 P1+

_ Poo (po1 + p11) (P11 + P10) — Po1 P10
P10 P+1P1+ ’
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donde

(3.38)  poo (po1 + p11) (P11 + P10) — Po1 P10 = Poo Po1 P1o + Poo Po1 P11 + Poo P11 P10 + Poo P11 P11 — Po1 P1o
= Poo Po1 P10 + Poo P11 (Po1 + P1o + P11) — Po1 P1o
= Poo Po1 P10 + Poo P11 (Poo + Po1 + P10 + P11 — Poo) — Po1 P1o
= poo Po1 P10 + poo P11 (1 — poo) — po1 P1o
= poo p11 (1 = Poo) — Po1 P10 + Poo Po1 P1o
= poo p11 (1 — poo) — po1 10 (1 — poo)
= (1 = poo)(poo P11 — Po1 P10)
= (1 —poo) T
con 7 dada por (2.2). Entonces

poo  pu por(opre +1) (1= poo)7

v+ = ,
Pb1o P+1 P+1P1+ b1ioP+1P1+

por lo que, sustituyendo en (3.37), obtenemos

v
1—
ElU |V =0 =20 _ (f?oo) (A =poo) 7
P1o P+0/ P10P+1D1+

Para completar la prueba de (3.27) falta tratar el caso pjp = 0. Para ello comenzamos con (3.29)
donde, por (3.30),

v—1
ZUP[UZU|V:U]:O,
u=0

luego, por (3.33),
vP[U:v|V:U]:v&
P11
y de (3.36) obtenemos
| = bo (vp11 +1)

ZuP[U:u |V =uv
P+1P11

u>v

Por lo tanto, concluimos que si p1g = 0, entonces

1
E[U |V =4] — L Por WP D) (vpi1 +1)

P+1 P+1P11

P11 v@—I— Po1

DP+1 P+1 P+1P11
. <PH N POl) R )

D41 D41 (1 —pio0) P11
— <p11 +P01> n Po1
D+1 (1 —poo) p11
Pbo1
= v + P ——
(1 — poo) p11

quedando demostrado en esta forma (3.27).
Con argumentos completamente similares se demuestra (3.28), es decir, que si pp; # 0, entonces

Poo (POO)“ (1—poo) 7

Po1 Po+ bo1 P+1P1+
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y si pg1 = 0, entonces
P10

S —
(1 = poo) p11

Terminamos esta seccién mencionando que en el caso univariado es posible obtener la distribucién

EV|U=u]l=u+

exponencial como limite de la distribucién geométrica. El procedimiento que se utiliza para dicha deriva-
cién puede ser extendido a dos dimensiones con la distribucién geométrica bivariada dada por (3.18), de

hecho, se puede demostrar el resultado siguiente.

Proposicién 3.13 Sea {(X;,Y;)};2, una sucesion de vectores aleatorios independientes, tal que (X;,Y;)
tiene distribucion de Bernoulli bivariada, que son observados en los instantes {%}Zl,

sean U y V el nimero de ceros observados antes del primer uno en las sucesiones {X;}ioy y {Yi}ioq,

conn €N,y

respectivamente. Si nt1 y nta no son enteros, se sabe que

[ntl} [ntg]f[ntﬂ

B Poo p+0 S1 tl < t27
PlU >,V > to] = [nt2] [nti]—[nt2]
Poo "~ Po+ st >t

Si se hacen tender n — oo y p;j — 0 de tal suerte que np;; — \ij, entonces
P[U > 11, V> tQ] — exp[—)\lotl — /\01752 — )\11 méx(tl,tg)], t1,to > 0,

donde esta ultima distribucion es la distribucion exponencial bivariada propuesta en [10)].

3.2.3. Ejemplos

Se ilustran algunas situaciones comunes donde aparece de manera natural la distribucién geométrica

bivariada.

Ejemplo 3.14 Lanzamiento de moneda bivariado. Un juego en parejas, digamos “Jugador 1”7 y “Jugador
2” que abreviaremos, respectivamente, como J; y Jo, consiste en lanzar una moneda al mismo tiempo
indefinidamente. J; debe decir “dguila” y Jo “sol” en cuanto obtengan el resultado por vez primera, los
jugadores no dejan de lanzar su moneda hasta el momento en que ambos han observado su resultado.
Puede suceder que J; observe “aguila” antes de que Jo observe “sol”, quiza suceda al contrario, o incluso
que ambos obtengan el resultado en el mismo instante. Este juego puede ser analizado con la distribucién
G B dada en el Teorema y Definicién 3.9.

Considere una sucesién de vectores aleatorios {(X;,Y;)}:2; con distribucién de Bernoulli bivariada.

Donde, para todo i, se definen

X; =

0 sino.

{ 1 sila moneda de J; cae “aguila”, v { 1 sila moneda de Js cae “sol”,
0 sino,

Cada prueba, (Xj,Y;), puede considerarse independiente. Sean U el nimero de lanzamientos que realiza
J1 antes de observar por primera vez “aguila” y V el nimero de lanzamientos que realiza Jo antes de
obtener “sol”, entonces (U, V') es un vector aleatorio con distribucién GB.

El coeficiente de correlacién entre U y V esta dado por (3.25). Las probabilidades de los cuatro
valores que toma cada ve.a. (X;,Y;) son iguales: p;; = % Y Dit = Dyj = % para todo i,j € {0,1}, asi es
que Corr(U,V) =0 (pues p =0, vea (2.3)). <
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Ejemplo 3.15 El juego de la ruleta Americana de doble cero. Se trata de un juego muy popular en los
casinos, esta constituido por 38 casillas, 36 de las cuales estdn numeradas y son de color rojo o negro, el
par de casillas restantes son de color verde o azul y corresponden al 0 y 00. Las casillas de color rojo estdn
constituidas por 8 niimeros pares y 10 impares, las de color negro por 10 niimeros pares y 8 impares. La
ruleta se hace girar y el “arbitro” lanza una bola blanca en direcciéon contraria a la que se hizo girar la
ruleta, gana el jugador que haya apostado por la casilla en la que caiga la bola.

Suponga que un jugador estd particularmente interesado en apostar por casillas rojas y por ntimeros
pares, considere que U es el ntimero de jugadas antes de que la bola caiga en una casilla roja y que
V es el namero de jugadas antes de que la bola caiga en una casilla de nimero par, entonces el vector
aleatorio (U, V') tendra distribucién GB. Considere la sucesién de vectores aleatorios {(X;,Y;)}:2;, que se

supondran independientes, con distribucién de Bernoulli bivariada definidos, para todo ¢, como

X { 1 sila bola cae en una casilla roja, v { 1 sila bola cae en una casilla par,

0 en otro caso, 0 en otro caso.

Entonces cada uno de los ve.as. (X;,Y;) tiene pardmetros pj; = 14—9, Pl = %, po1 = 1%, Yy Poo = 1%,
donde p1; es la probabilidad de que la bola caiga en una casilla roja y de numero par (lo cual sucede en
8 de 38 resultados posibles); p1p es la probabilidad de que la bola caiga en una casilla roja y de nimero
impar (10 de 38 casos); po1 es la probabilidad de que la bola caiga en una casilla no roja (negra o verde)
y de nimero par (las casillas de nimero par no rojas corresponden a las negras, 10 de 38 casos); poo
es la probabilidad de que la bola caiga en una casilla no roja y de cualquier nimero no par (en este
caso es posible que caiga en cualquiera de las 8 casillas negras de nimero impar o en cualquiera de las
2 casillas verdes que corresponden al 0 y 00, lo cual sucede en 10 de 38 casos). Con esta informacién es
posible obtener el coeficiente de correlacién entre U y V' dado por (3.25), como en el ejemplo anterior,
Corr(U,V) = —0.0357, significa que hay muy poca dependencia, en sentido negativo, entre las v.as. U y
V. <

Ejemplo 3.16 Considere el Ejemplo 2.6. Suponga que de un lote de produccién se seleccionan en sucesion
y de manera aleatoria los productos, con el objeto de someterlos a prueba. Es posible, como en el ejemplo
anterior, describir las variables aleatorias U y V de manera que (U, V) tenga la distribucién GB; la
primera de ellas es el nimero de pruebas antes de encontrar el primer producto que presente fallas del
tipo I, mientras que la otra es el nimero de pruebas antes de encontrar el primer producto con fallas del
tipo 11. «

3.3. La distribucién binomial negativa bivariada

La distribucién binomial negativa bivariada generaliza a la distribuciéon geométrica bivariada de ma-
nera analoga al caso univariado. Para una sucesién {(X;,Y;)};2; de vectores aleatorios independientes
con distribucién de Bernoulli bivariada, y para r,s € Z, r > 0y s > 0, definimos U y V como el nimero
de ceros antes de observar el r-ésimo éxito en la sucesion {X;};°, y antes de observar el s-ésimo éxito
en la sucesién {Y;}°,, respectivamente. Es posible ver que las variables U y V tienen, por separado,
distribucién binomial negativa; sin embargo, en general, como para la distribucién G B, estas variables no

seran independientes.
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Teorema y Definicién 3.17 Sea {(X;,Y;)}:2, una sucesidn de vectores aleatorios independientes tal
que (X;,Y;) tiene distribucion de Bernoulli bivariada, sean U y V' el niimero de pruebas antes de observar
el r-ésimo éxito en la sucesion {X;}32, y el nimero de pruebas antes de observar el s-ésimo éxito en la

sucesion {Y;}32,, respectivamente. La distribucion conjunta del vector aleatorio (U,V') estd dada por

(3.39) P[U >u,V >

r+u—1 i a—i, r+u—1l—a—I+i
irdu—Tl—a—1+ )pnpm Do1 - Poo

S+v—1r—u e .
><< - >pT1p‘er6vrum st r+u<s+w,

r—1 s—1min(al)r—1-a
:ZZ Z Z S+U—1 p pa zpl Zps-l-’l)lal—H
= ia—il—i,s+v—1—a—1[+4)" 170 F01 700

r+u—8—v P .
><< >pﬂpgi“s”m si s+uv<r+u,

equivalentemente,

(3.41) P[U =u,V = 1]
min(s—2,r+u—1) min(r—1,a)

r+u—1
= Y (A e

,r—1—t,a—t,u—a-+1

a=méx(r+u—1—v,0) 1=0
stv—r—u—1 v—u—r+a+l, s—a—1
X
( s—a—2 )p+0 P
min(s—1,r+u—1) min(r—1,a) w1
+ . . . pa et
Z Z (z,r—l—z,a—z,u—a—i— >p11p1o P01 Poo

a=max(r+u—1-v,0) =0

stv—r—u-—1 .
><< . a1 )piou Tt si r+u<stov,

(3.42) P[U =u,V =]
min(r—2,s+v—1) min(s—1,a)

s+v—1
= Z Z < . ) )Plﬁrlpiol Zpgl ngo ot

5 i,ws—1—4,a—1,v—a+1
a=méx(s+v—1—u,0) 1=0 ’ ’ ’

r+u—s—v-1 u—v—s+a+1 -1
X
( r—a—2 >p0+ Piy”

min(r—1,s+v—1) min(s—1,a)

stv—1 omi o—ati
+ ) Z Z <i,8—1—i,a—i,v—a+ )pllplo Po1 Poo
a=max(s+v—1—u,0) =0

r+u—s—v-—1
><< +7“—a—1 >p6‘+” Hepi® st s+v<r+u,

(3.43) PIU =u,V =]

min(r—1,s—1)

r+u—1 i+1, r—1—i _ _s—1—i _u—s+1+1
B ; <i,r—1—i,5—1—i,u—8—|—1—|—z>p11 Pio- PorPoo

st s+v=r-+u,
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donde los coeficientes binomiales anteriores se anulan si alguna de sus entradas es un numero negativo.

Esta distribucion conjunta es conocida como la distribucién binomial negativa bivariada (BNB).

Demostracion. La derivacién de las identidades del enunciado se hard pensando en un experimento
similar al que se desarrollé en la seccién anterior. En este caso, el experimento concluye una vez que se
observan r éxitos en la primer componente y s en la segunda componente. Como siempre, pensaremos
que un éxito corresponde al evento en el que las variables aleatorias toman el valor uno, es decir, X =1
y/o Y =1, respectivamente.

Se trabajard con los siguientes cinco casos que corresponden a las cinco expresiones numeradas de la
(3.39) a la (3.43). Los dos primeros corresponden a la probabilidad de observar al menos u ceros en la
primer componente antes del r-ésimo éxito y al menos v ceros en la segunda componente antes del s-ésimo

éxito.

Caso 1: 7+ u < s + v. En este caso, P[U > u,V > v] es la probabilidad de que se observan a lo
mas 7 — 1 éxitos en la primer componente entre las primeras r + u — 1 pruebas y a lo mas s — 1 éxitos en
la segunda componente entre todas las s + v — 1 pruebas de las que consiste el experimento. Un evento
favorable corresponde exactamente a un total de s+ v —1 pruebas, por lo que un punto muestral completo
serd representado por un arreglo de tamano s + v — 1. Se hard uso de un indice auxiliar cuyo papel es

contar el nimero de unos que aparecen en la segunda componente entre las primeras r + u — 1 pruebas,

digamos a € {0,1,...,s — 1}. Podemos describir abreviadamente lo que acabamos de argumentar como
s—1
PlU >u,V >v] = ZP[a lo més r — 1 unos entre X1,..., X;yy_1,
a=0
exactamente a unos entre Y7,..., Y, 1y—1,
alomds s — 1 — a unos entre Yy, ..., Yory_1].

Sean los eventos

r+u—1 r+u—1
E= (wlv'"7$T+u—17y1>"-ayr+u—1) ' Z iL'jS?"—l y Z Yy =a
J=1 j=1
y
st+v—1
F= (yT+U7"'7yS+U—1) ‘ Z ngs—l—a
j=r+u

de modo tal que podemos reescribir la expresion anterior, por independencia entre vectores aleatorios y
variables aleatorias, de la siguiente forma
s—1

P[U > ’LL,V > U] = ZP[(XIV'WXTJHL*I’YI)'"7Y77“+u71) € E]
a=0

X P[(}/’r‘-i-uu '7YS+U—1) € F]

Para el primer factor del lado derecho (el que corresponde al evento E) de la ultima igualdad consideramos

le{0,1,....,m—1} ei € {0,1,...,min(a,l)} indices auxiliares cuyo trabajo es el de contar el nimero
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de unos observados en la primer componente y en ambas componentes, respectivamente. Un arreglo de

tamafio 7 +u — 1 es de la siguiente forma

PiopP1o-- P10 P11Pi1- P11 Po1pPol- - Pol Poo Poo - - - Poo
~~ d —
[ — i unos en iunosen a—iunosen r+u—1—(+a—1)
la primer ambas la segunda términos

componente componentes componente

—i _a—1i rtu— 1— (lJra*’L)
—-P11p1o Po1 Poo .

Notemos que p}, pllai significa que se han observado exactamente [ unos en la primer componente, donde
[ puede contar a lo mas 7 — 1 unos, y por otro lado, p%; o1 ¢ significa que se han observado exactamente
a unos en la segunda componente, siendo que a puede contar a lo mas s — 1 unos, pero entonces se deben
haber incluido por los menos r + u — 1 — a ceros, cantidad que no debe exceder a v, es decir, a debe ser
por lo menos r+u — 1 —v. Asi pues, el rango de valores verdaderos de a debe ser de max(r +u—1—wv,0)
amin(r +u — 1,s — 1). Esta probabilidad describe la primer parte correspondiente al evento E. Como el

nimero de formas en que puede ocurrir tal evento es
r+u—1
il—i,a—i,r+u—1—a—1+1i)’

r—1 min(a,l)

r+u—1
P((X1,.. s Xppu1, Y1, Yogu1) €E] =) < >
— = 1 -, r+u—1—a—-101+1

entonces

r+u—1—a— l+z
X P11P10 P01 poo

La segunda parte, correspondiente al evento F', consta de s + v — (r + u) observaciones. Consideramos
m € {0,1,...,s — 1 — a} como el nimero de unos que aparecen en la segunda componente entre las
s+ v — r — u observaciones restantes que comprenden al experimento. Se tiene que un arreglo, cuyo

tamano es el numero de observaciones indicadas, puede observarse en la siguiente forma

s+vrum
Sy

Stuv—r—u
m
ocasiones y por lo tanto

s—1—a
stv—r—u
PO o) € P = 30 (71T Yoperoeen

m=0

Este evento puede ocurrir en

Se sigue de todo lo anterior que

PlU > u,V > ]
s—1 r—1 min(a,l) s—1—qa
> ( rhud >p11p o P ppg e
1 . 10 Po1 Poo
== = 5 —irtu—1—a—101+1i

stv—r—u m , stv—r—u—m
X m P+1DP4o 5
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que es exactamente (3.39).

Caso 2: s+ v < r + u. En este caso, P[U > u,V > v] es la probabilidad de que se observan a lo més
s — 1 éxitos en la segunda componente entre las primeras s + v — 1 pruebas y a lo mas r — 1 éxitos en
la primer componente entre todas las r + u — 1 pruebas de las que consiste el experimento. Un evento
favorable corresponde exactamente a un total de r+wu — 1 pruebas, por lo que un punto muestral completo
se puede representar mediante a un arreglo de tamano r + u — 1. Este caso es completamente anélogo al
anterior, intercambiando los papeles de u con v y de r con s obtendremos la distribucion indicada, ademaés
de las elecciones para los indices auxiliares.

El indice auxiliar con el que comenzamos ahora contara el niimero de unos observados en la primer

componente entre las primeras s + v — 1 observaciones, ésta es tal que a € {0,1,...,r — 1} . Luego
r—1
PlU > u,V >v] = ZP[a lo mas s — 1 unos entre Y7,..., Ysiy_1,
a=0
exactamente a unos entre Xy, ..., Xgiy—1,
alomadsr — 1 — a unos entre Xsty,..., Xriu_1]-

Un punto muestral correspondiente a las primeras s + v — 1 pruebas puede tener la siguiente forma

po1Po1---Po1 Pi11P11- P11 PioP1o - P10 Poo Poo - Poo
N— ——

[ — 4 unos en 1 Unos en a—iunosen s+v—1—(l+a—1)
la segunda ambas la primer términos

componente componentes componente

4 a—i l—i stv—1—(l4+a—i)
= P11 P10 Por Poo )

donde!l € {0,1,...,s—1} es el nimero de unos observados en la segunda componente, i € {0,1,...,min(a,l)}

el nimero de unos observados en ambas componentes. Este punto muestral puede ocurrir en el siguiente

s+v—1
i,a—i,l—i,s+v—1—a—1+1i)

Las observaciones restantes corresponden a los r + u — (s + v) lugares del arreglo completo (un punto

numero de ocasiones

muestral) de tamano r +u — 1. En este momento se han observado a unos en la primer componente, de
modo que, entre las variables X 44,..., X;4y—1 se observan a lo més r —1 —a unos, teniendo asi, en total,
observados a lo mas r — 1 unos en la primer componente. No siendo relevante lo que ocurra, desde este
punto, en la segunda componente, un arreglo de tamano r + u — s — v tendra la siguiente forma

m r+u—s—v—m
P14 Po+

r+u—s—v
m Y

cuyo numero de posibilidades es
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donde m € {0,1,...,7 — 1 —a} y por lo tanto se obtiene que

P[U > u,V > )]
r—1 Sflmln(a,lr 1—a
Z ( s+v—1 >p11p p zps—f—v l—a—I1+1
10 Po1 Poo
gt — a—i,l—i,s+v—1—a—1+
y (r—i—un—ls—v)pﬁrpgiu s=v-m

que es exactamente (3.40).

En los siguientes tres casos se trabaja con un numero exacto de observaciones. Se trata de P[U =
u,V = v| que es la probabilidad de observar exactamente u ceros antes del r-ésimo uno en la primer
componente y exactamente v ceros antes del s-ésimo éxito en la segunda componente. Las expresiones

dependen de u,v,r y S.

Caso 3: 7+ u < s + v. En este caso el experimento consta de s + v observaciones, si pensamos en
las distribuciones marginales entones el experimento que trata las observaciones en la primer componente
termina antes que el experimento que trata con la segunda componente. La cantidad r + u es exactamente
el nimero de ceros y unos en la primer componente, r unos y u ceros, por supuesto que el r-ésimo uno
es observado en la prueba nimero r 4+ u; asi mismo s + v es el nimero de ceros y unos observados en
la segunda componente, en la prueba r + u-ésima es importante considerar que la segunda componente
puede ser éxito o fracaso y finalmente habra que considerar que la ultima observacion, la s + v-ésima,
corresponde al s-ésimo éxito. Se deberd tener cuidado, dado que r + u < s + v, de no contar s o mas
unos y de no contar v o més ceros en las primeras r 4+ u pruebas, esto serd controlado mediante un indice
auxiliar que llamaremos a.

Describimos la probabilidad buscada mediante la siguiente expresién

PlU =u,V =1]
(3.44) = Z Plexactamente r — 1 unos entre X1, ..., X;4u—1,
a
exactamente a unos entre Y1,..., Y y—1, (Xrtu, Yogu) = (1, 1),
exactamente s — (a + 1) — 1 unos entre Yy y41, ..., Yotp—1, Ystv = 1]
(3.45) + Z Plexactamente r — 1 unos entre X1, ..., X;4y_1,
a
exactamente a unos entre Y1, ..., Y, u—1, (Xpiu, Yrtu) = (1,0),
exactamente s —a — 1 unos entre Y, 441, .., Yoto—1, Ysto = 1].

En (3.44) se considera el caso donde Y4, = 1 por lo que, en las primeras r 4+ u pruebas se han
observado a + 1 unos en la segunda componente, de modo que en las restantes observaciones se tendran
exactamente s — (a + 1) — 1 unos para tal componente. Pero entonces se habrén observado r +u —1—a
ceros en las primeras r + u — 1 pruebas, luego r +u — 1 —a < v, es decir, r + u — 1 — v < a. Por ello es

que el indice auxiliar correspondiente satisface

a € {méx(r+u—1—v,0),...,min(s — 2,7 +u—1)}.
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La cantidad de éxitos hasta la r + u — 1-ésima prueba no puede ser mayor a s — 2. Piense, por ejemplo,
en el caso extremo, cuando a = s — 2. Recuerde que a cuenta el nimero de unos en las primeras r +u — 1
pruebas para la segunda componente, si Y,1, = 1 entonces se han observado a 4+ 1 unos, es decir, s — 1
éxitos en la segunda componente, por lo tanto es de esperarse que entre las variables Y, 4441, .., Ysru—1
no sea observado éxito alguno como estéd bien indicado por la expresién anterior, s — (a +1) — 1 = 0 para
a = s — 2, el siguiente éxito (el r-ésimo) debe ser el observado en la tltima prueba, es decir, Y4, = 1,
con lo que se tienen r éxitos observados.

Por otro lado (3.45) corresponde al caso en que Y,4, = 0, esto significa que en las primeras r + u
pruebas se han observado a unos en la segunda componente, quedando por ser observados justo s —a — 1

unos en la misma. En este caso el indice auxiliar cambia a
a € {méx(r+u—1—-v,0),...,min(s — 1,7 +u—1)}.

Hasta la r + u — 1-ésima prueba se tiene el mismo punto muestral tanto para el caso de (3.44) como

de (3.45), lo cual puede ser observado en la siguiente forma

P1o P10 P1o P11P11---P11 Po1Po1-Pol P00 P00 Poo

(r—1)—dunosen {unosen a—iunosen U—a-+i
la primer ambas la segunda términos
componente componentes componente

) r—1—i, _a—i, u—a+i
=P1u1Pio  Por Poo

dondei € {0,1,...,min(r—1,a)} lleva el control en el niimero de posibilidades para observar uno en ambas
componentes. Note que Plﬁ Plo 1= significa que se han observado exactamente r — 1 unos en la primer
componente y que pi; pi;"* significa que se han observado exactamente a unos en la segunda componente.

Este punto muestral puede suceder en el siguiente niimero de ocasiones

r+u—1
i,r—1—ia—i,u—a+i)

Por lo tanto se tiene hasta el momento una probabilidad igual a
r+u—1 , , . '
3.46 i r—l—igpa—i u—ati

La observacién que le sigue, la r +wu-ésima, es donde ocurre exactamente el r-ésimo éxito en la primer com-
ponente, es decir, X, , = 1. En este punto existen, como ya se indicé anteriormente, las dos posibilidades

siguientes para Y, i,,.

i) Caso: Y.+, = 1. El resultado observado corresponde a la variable (X, 4y, Yy4+4) = (1,1) con probabilidad

p11. De manera que la probabilidad contada hasta el momento, multiplicando por (3.46), es

r4u—1 1 i ai o
(3.47) (ir—l—z’a—iu—a—i—i)plﬂ PloPor Pho

El ntimero restante de pruebas para el experimento es s + v — 1 — (r + u) en el que se observan

exactamente s — (a + 1) — 1 = s — a — 2 unos entre las variables aleatorias Y, {441, .., Ysro—1. La
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probabilidad de cada uno de estos puntos muestrales es pues
P+1D+1 " P41 P+0P+0" Do = pi ¢ plertett
s—a—2unosen v—u—r+a+1
la segunda términos
componente
que ocurre el siguiente ntimero de ocasiones
s+v—1—-r—u
s—a—2 ’
por lo que la probabilidad correspondiente es
SHv—1—r—u\ 4 9 yyrtatl
< s—a—2 >p+1 P+o
a la cual multiplicamos por la probabilidad de la tdltima observacion que es py1, correspondiente a
Ys+0 = 1. Asi es que obtenemos
SHv—1—r—u\ ., 1 you_

(3.48) < D )pila Lpuoumrtatl

que, junto con (3.47) y considerando todos las posibilidades para a e i, llegamos a la expresién

correspondiente dados los argumentos en (3.44)

min(s—2,r+u—1) min(r—1,a) n 1
4 — . . , 4
3.49 i+1, r—1—i _a—t, u—a+i
(349) ) 2 Z <i,r—1—i,a—i,u—a+i>p11 Pro-Por Poo
a=méx(r+u—1-v,0) =0
stv—1—r—u\ ¢ o1 4 uriarl
X( s—a—2 )pila Pt

it) Caso: Y,y = 0. El resultado observado corresponde a la variable (X, 4, Y;+4) = (1,0) con probabilidad

P10, de manera que, multiplicando por (3.46), obtenemos

r4+u—1 . . . o
(3.50) <Z 1 iai u_aH)p’upiolpSl’pSO .

El nimero restante de pruebas para el experimento es s+v—1— (r+u) en el que ahora se observan
exactamente s — a — 1 unos entre las variables aleatorias Y;i4y+41, ..., Ystv—1, que de modo similar

al que se ha procedido en el punto anterior llegamos al siguiente resultado

s—a—1,  v—u—r+a
Pyi Pyo

que es posible en el siguiente niimero de ocasiones
s+v—1—r—u
s—a—1 '
Asi pues, la probabilidad correspondiente es

stv—1l—-r—u ps—a—l v—u—r-+a
s—a—1 +1 +0
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a la cual multiplicamos por la probabilidad de la iltima observacion, Y1, = 1; py1. Se obtiene en

esta forma

11—y
(3‘51) <S +v r u>pj-_1a pi—ou—r-i-a

s—a—1

que, junto con (3.50) y considerando todos las posibilidades para a e i, llegamos a la expresién

correspondiente dados los argumentos en (3.45), es decir,

min(s—1,r4+u—1) min(r—1,a)

3.52 i r—i_a—i_u—a+i
( ) / Z Z (i,r—1—i,a—i,u—a+i)p11p10 Po1 Poo
a=méx(r+u—1-v,0) i=
stv—1—r—u _ o
g < s—a—1 >pi1api°u o

Asi es como, finalmente, por (3.49) y (3.52), obtenemos (3.41).

Caso 4: s+ v < r+u. En este caso (3.42) se demuestra de manera anédloga al caso anterior intercam-

biando los papeles de las variables v por u y s por r.

Caso 5: r + u = s + v. Pensemos en que el experimento corresponde a r + u pruebas, en las que
son contabilizados r éxitos en la primer componente y s en la segunda, el experimento termina al mismo
tiempo para ambas componentes (pensando en las distribuciones marginales), esto significa que la tlti-
ma observacién corresponde al vector (1,1). Es posible describir la probabilidad mediante los siguientes

argumentos

P[U = u,V = v] = Plexactamente r — 1 unos entre X1, ..., Xyjy—1,
exactamente s — 1 unos entre Y1, ..., Y, u—1, (Xpju, Yoru) = (1, 1)].
Son observados r—1 unos en la primer componente y s—1 unos en la segunda componente hasta la r+u—1-
ésima prueba, seguido de la 1dltima observacién (X, 4y, Yr4y) = (1,1). Un punto muestral ordenado para

tal experimento, excluyendo la tultima observacién, corresponde a un arreglo de tamano r + v — 1 que

puede ser observado en la siguiente forma

D10 P10 Pig P11 P11 - P11 Po1 Po1 - - - Po1 Poo Poo - - Poo

(r —1) — i unos i unos (s—1)—diunos u—s+1+1

términos

0 r—1—i, s—1—1, _u—s+1+14
=DP11Pio  Por  Poo )

donde i € {0,1,...,min(r—1,s—1)} cuenta el nimero de éxitos observados en ambas componentes. Note
que pil Plo 1= significa que se han observado r — 1 unos en la primer componente y pi11 pgl_l_’ significa

que se tienen s — 1 unos en la segunda componente. Este punto muestral es posible en

r+u—1
t,r—1—4,s—1—t,u—s+1+4+:

ocasiones, luego entonces, agregando la probabilidad de la tltima observacién en el arreglo anterior, pi1,

obtenemos

r+u—1 i1 r—1—i s—1—i u—s+1+4i
(i,r—1—i,5—1—i,u—s—i—1—|—i>pll Pio~ Por- Poo ’
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por lo que considerando todas las posibilidades para ¢ llegamos a

min(r—1,s—1)
r+u—1 . ) ) .
PlU = V = — 41, r—1—i, s—1—1 _ u—s+1+1

U=uV =2 E_% (i,r—1—i,s—1—i,u—s+1—|—7j>p11 Pro-Por— Poo

con lo que se ha obtenido (3.43). 1

3.3.1. Convergencia a la distribucion de Poisson bivariada.

En esta seccién, asi como se ha venido haciendo en la mayoria de las secciones anteriores, discutiremos
un resultado de convergencia. En el caso univariado es posible obtener la distribucién de Poisson como

limite de la binomial negativa, vamos a ver aqui que el resultado se preserva en el caso bivariado.

Teorema 3.18 Sean A1, Mg, Ao1 > 0 y 0 < ¢ < 1 constantes y sean u,v € N arbitrarios. Se considera

s € N arbitrariamente grande pero de tal suerte que r = cs € N. Definimos

CS S CS

:)\1+CS’ p+1:>\2+5 ) pllz)\+csa

P1+

donde A\ = Ao+ A11, A2 = Ao1+A11, A = Aot + A0+ A1 Si (U, V) es un vector aleatorio con distribucion
binomial negativa bivariada BN B (con pardmetros pio, po1,p11) dada por (3.41), entonces

lim P[U =u,V =v]=P[U" =u,V* =]

S—00
donde (U*,V*) es un vector aleatorio con distribucion de Poisson bivariada PB (con pardmetros A11, A0, Ao1)

dada por (2.36).

Demostracion. Se calcularan primero las correspondientes pig, po1, po1 + P1o + P11, Po+ Y pP+o de
acuerdo a la eleccién tomada para pi4,py1 v pi1 (note, por cierto, que todas estas cantidades son en

realidad funciones de s). Se tiene que

b1io = P1+ — P11 y bo1 = P+1 — P11,

es decir,
_es es_es(Ates—Ai—cs)  es(A-N\)
P1o= AM+cs A+es (A 4es)A+es) (M +es)(N+es)
. CS()\ — )\1) . A — )\1
- A A\ A A
(e (1428) (1+8) es(1+28) (1+2)
Yy
_ s s s(Ates)—ces(hats) o s(A—chg)
por = M+s Ates (A+s)Ad+es) (Aa+s)(A+cs)
(A — cAa) B A —cAa

_s(l—i-%)(/\—i—cs)_cs(l—i-%) (1+%> .
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Vemos ahora que

s cs cs cs cs
Po1+ P+ = <)\2+s B )\+cs> * <)\1+cs a )\—i-cs) * A+cs
s cs cs
- Aoy + 8 + A1 +cs " Atecs
~ 8(Ar+cs) +es(Aa + s) cs
T (et s) M tes)  Ates
(sA1 + 2scs + csA2) (A + ¢s) — es(A2 + s) (A1 + ¢s)
(A2 +5) (A1 +es) (A +cs)
SMA + shies + 2scsh + 25(es)? + esha ) + (€5)2Ag — cshad; — (5)2 Ay — sAjcs — s(cs)?
(A2 + ) (A1 +es) (A +cs)
SAMA + 25cs\ + 5(cs)? 4 csha\ — csha);
(A2 + 8) (A1 + ¢s) (A + cs)

y como poo = 1 — (po1 + p1o + p11), se tiene

SAMA + 25cs\ + 5(cs)? 4 csha\ — csha)y
(A2 + s)(A1 + ¢s) (A + cs)
(A2 +8)(A1 +es)(A+cs)  sAA+ 2scsA\ + s(es)? + cshad — cshag

Poo =1 —

(A2 + 8) (A1 +¢s) (A +cs) (A2 + 5)(A1 + cs) (A + cs)
A2+ SAIA 4 esAi g 4 sesA1 + csAha + sesh 4 (es)?Ag + s(cs)?
B (A2 + 8)(A1 + cs) (A + cs)

SAMA + 255\ + 5(cs)? + esha\ — esAa)g

B (A2 + 8) (A1 + ¢s) (A + cs)
MM+ 2e8A1 A + sesAy + (€5)?Mg — scsA
N (A2 + ) (A1 +cs)(A+cs)
A1 Xe(2es 4+ A) + es(sA1 + csAg — sA)
N (A2 + 5)(A1 + ¢s) (A +cs)

cs (AlAQ(z +2) 4 (M + eshg — s/\))
es(a + )\ +es)(1+ 2)

M2+ A) s+ e — N

Mo+ ) (A1 +es)(1+ 2)

Por otro lado, también se tienen

Al A2

=1- = — =1- = —.
Po+ pP1+ A+ cs y P+o Pb+1 Ny + 5

Recordemos que, para r + u < s + v, se tiene que P[U = u,V = v], dada por (3.41), queda expresada

como la suma de dos sumatorias, digamos A y B, definidas como

min(r+u—1,s—2) min(r—1,a) n .

r u — . . . )

A= i+1, r—1—i _a—i, u—a+i
Z Z (i,r—l—i,a—i,u—a+i)p11 P10 Por Poo

a=méx(r+u—v—1,0) 1=

« stv—r—u—1 pv7u7r+a+1psfa71
s—a—2 +0 +1
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B= ) 2

min(r+u—1,s—1) min(r—1,a) <
a=méx(r+u—v—1,0) =0

r+u—1 p p pa zpu a+i
t,r—1—1,a—t,u—a+1 11710 Po1 Poo

st+tv—r—u-—1 n
X< s—a—1 )piou ' apila.

Siendo s arbitrariamente grande y r = ¢s, con 0 < ¢ < 1 fijo, y u y v fijos, eventualmente se tendrd que
méx(r+u—v—1,0) =cs+u—v—1, min(r+u—1,s—2)=cs+u—1ymin(r+u—1,s—1) =cs+u—1,

luego A y B pueden ser reescritas en este caso en la forma

-y Y

cstu—1  min(cs— 1a)<
a=cs+u—v—1

r+u—1 szrlprllpa 'Lpu a+i
t,r—1—4,a—1t,u—a+1 10 oL 700

% <S+U—T‘—u—1> v—u—r+a+l, s—a—1

s—a—2 P+o Pa1
y
cs+u—1 min(es—1,a) + 1
r+u—
B = r—i,.a—1t , u—a+t
Z Z <z’,7“—1—i,a—i,u—a—|—z>pupw Por Poo
a=cs+u—v—1
stv—r—u—1 n
X( s—a—1 )p’iou S
Trabajaremos primero con A. Definimos
b=a—cs—u+v+1 y j=t—cs+v+1,
donde
csHtu—v—1<a<ecs+u—1 y 0 <i<min(cs —1,a).

Al variar a de cs +u—v —1acs+u—1eide cero a min(cs — 1,a), las variaciones de 5 e j deben ser

O=csH+u—v—1—-cs—ut+v+1<p<ecs+u—1—cs—ut+v+1=w,
—cs+v+1<j<min(es—1,a) —cs+v+1.

Otra vez, por ser s arbitrariamente grande y u y v fijos, eventualmente se tendrd —cs+v+1 < 0 y puesto
que hemos convenido en que un coeficiente binomial se anula si alguna de sus entradas es negativa, se

puede suponer, de hecho, que las variaciones de 8 y j se reducen a
0<pB<w y 0<j<min(es—1,a) —cs+v+1.
Ahora bien, cuando a varfa de cs + u —v — 1 a ¢s + u — 1, la variacién de j es de cero a
min(es — lyes+u—1)—cs+v+1=w.

En conclusién, se tiene que
0<B8<w y 0<y<w.
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En términos de § y j, podemos reexpresar los indices que aparecen en A como

t=j4+cs—v—1
cs—1—i1=v—
a—i=03+u—j
u—a+i=j5—-p

y, por todo lo anterior, se tiene que

v v
cs+u—1 ites—v v—j Btu—j j—B
=35, Yot v

B=0 =0 S_U_L’U_ng—i_u_jaj_ﬁ
s+v—cs—u—1 e
O

Haciendo el cambio de variables & = j — fy j = j en la expresion anterior (donde 0 < f <vy 0 < j <),
las nuevas variables deben satisfacer 0 < o < vy a < j < wv. Con este cambio de variables A queda pues

reescrita en la forma
e cs+u—1 : .
A= Jtes—v v—j u—a, «
;)Z;<j+cs—v—1,v—j,u—oz7a>p11 P10~ Por Poo
= ‘7:
stv—cs—u—1 j—a s+v—cs—u—(j—a)
x ( j—a >p7+o P11 -

Ahora bien, aplicando la convencion de que un coeficiente binomial se anula si alguna de sus entradas es

negativa, esta suma se reduce a

min(u,v) v s tu—1 A ‘
A= Jtecs—v  v—j u—a,
= g(j—i-cs—v—l,v—j,u—a,a)pll P1o” Por ~ Poo
stv—cs—u—1 j—a stv—cs—u—(j—a)
x < ji—a >p]+0ap+1 :
Asi es que
cs+u—1
A=
; (j+cs—v—1,v—j,u—a,a>
. v—j
" < cs >J+csv P )\1
A+cs cs(l—i—%)(l—&-%)
u—o )\
A — Ao A1 A9 (24‘@) +S()\1+C/\2—)\)
X
cs <1+%) (1+C—))3) (A2 + ) (A1 + cs) (1""%)

s+v—cs—u—1 A} s \stvmestumU-e)
X X )
j—a« Ao+ s Ao+ s

B (ecs+u—1)---(ecs—v+j)les—v+j—1)!
A_Z (j+es—v—1)v—j)(u—a)a!
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) ) Jtes—v ()\ B )\1)1?—3' v—j
(1+4) @ (B )
(A — cAg)i—@ { 1 T T (2 A) a0
( )

N oI B I I

G- a)'((v—:_(fl—_c)cis—_uu__llz G —a)) <)\2)\j— S>j_a ()\2‘: S>_(]_a) ()\21 $>v+(1—c)s—u |

de modo que

(cs+u—1)---(cs —v+7)
A=
Z (v =) (u—a)lal

(cs)v=7 (cs)u=(cs)

()\ — Al)v_j()\ — C)\Q)u_a [ 1

jtes—v v—j
1
(e
(%))\1/\2< +%)+(A1+c/\2—)\) ¢
(1+2)(1+2) (1+ %) ]
(v+(1—c)s—u—1)-(~(v+)(1—c)s—u—(j—a))
j—a)!

. . . 1—c)s v—u
MY 1 Ve 1 U o\ 1
“\s Ao+ s Ao+ s A2 A2
i ? ? 1+ 5 1+

_Z cs—|—u—1 (s —v+j) (A=A (A = eAg)u@

(v—7)u—a)la! (cs)utv=i

>

1+
%) A1A2 <2+ @) + (A1 +cho )\)]a

1 U—o
[eweal oo
w+(l-¢s—u—1)--(v+(1—-c)s—u—(j—a)) Ao\ I
e G =2 (%)

1—c)s v—u
1422 1+22)

(cs+u—1)---(cs —v+7)

donde

cuenta con (c¢s +u—1) — (cs —v+j — 1) = u+ v — j factores, por lo que

(cs+u—1)---(cs —v+7) = (cs)*tv7 (1+“_1>---<1—”_j).

También
(v+(l—-c)s—u—-1)---(v+(1—-c)s—u—(j —a))
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es un productode (v+ (1 —¢)s—u—1)—(v+ (1 —¢c)s—u— (j —a) — 1) = j — « factores, luego

(v+(1—c)s—u—1) - - (v-+(1—c)s—u—(j—a)) = (1 — c)s)’® (1 + ”&_“;;) . (1 +1= a:(g); O‘)> .

Vemos asi que

A= (es) (1 + u(;S 1) - (1 B U(ZSJ> ) (A=A)" T (A=) @
- (W= — a)lal Pne=

a,j (v — )N u—a)lal — o)t
) . cs ) j—v 1 -
(+3)] [+3)] (%02
1 %) A1 A2 (2

a)!
1

X( )(C)S( 1 >vu
1+ 22 1+ 22

Ahora tomaremos el limite cuando s — oo. La mayoria de los factores se aproximan a uno, por ejemplo,

_1
lm <1+“ ):1
S—00 CS

0, también,

j—v
1
lim |>—— —1,

por lo que s6lo seran mostrados aquellos limites que no sea inmediato ver hacia donde convergen. Se tiene
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98
pues ]
E}m 2\ = ll;m A\ = €_>\7
=B
’ {(i) Mda (24 4) + n+exe = N)
fm
5500 A A A
L 0 )
Jj—B
limg o ((3) Mde (24 &) + (u+ 2o =) ,
A2 A1 A (M +edz =)
M, o (1 + ?) (1 n —S) (1 + g)
y
(1—c)s 1 1-c
lim = | lim = = ¢~ (170
s—>oo<1_’_):gz> §—00 (1_'_)!\92)
Asi que,
lim A = Z —A !
500 o (v =) (u—a)lal
v—j u—a e L—cy—® —a _—(1—c
X (A=A TN =) (AL 4 edg — V) - ((j_L)'AJQ e~ (1=
_ Z (e (A= A1)PT J A eh) Y (A e — AT (A —c))i—@
(v—j)! (u—a)! al (J —a)!
_ Ao mmi%v) (A=) (A +cho—A) zv: A =2)"7 (el =)y
(u—a)! a! , (v —j)! (j —a)!
a=0 j=«a
o ml%’”’ (A=) (A eda =N A=A+ gl =)' °
- (u—a)! al (v—a)! ’

a=0
donde la tltima igualdad esta justificada por el teorema del binomio aplicado con a = A— A1, b = Ay

vy n=uv— q«, es decir,
A=A+ Xo(1 =) :Z( >)\ A)UTOTR (A (1 = o)k
k=0

Reexpresando el binomio seleccionando con j = « + k resulta

v

A=A+ Xl - =Y C B z> A= A) T (Aa(1 =)y

] o

_ (U*O&)' v— —ec —«
=L Grau T
(r—a ~ (A=) (el -
RLD Dy o ey sy

—C)
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de modo que

~ (A=) Qe(l—0)) ™ A=A A(l -
2 (v—17)! (J—a) (v—a)! '

Jj=a
Tomando A1 = A1 +cha— A, Aig=A—chay Ao1 = A — A1 + A2(1 — ¢) se tiene que

min(u,v)

lim A = e*(/\11+>\10+/\01) E

S5§—00

A AT A
_ | | — 1’
o (u—a)l o (v—a)!

es decir, obtenemos (2.36) que es la distribucién de Poisson bivariada PB dada por

min(u,v) a yu—a yv—a
Z 11 7o 01 e~ (A11+A10+201)
al(u—a)l (v—a)!

a=0

Ahora trabajamos con la parte B. El desarrollo es andlogo al que se ha realizado en lo anterior salvo
algunos detalles que serdn mostrados en lo siguiente. Empezamos con la misma restricciéon sobre los
argumentos de las sumas, por lo que seleccionando 5y j como antes, los indices en B son como los que

se obtuvieron para A, asi que escribimos

v v
cs+u—1 ites—v—1 v—itl u—
B2 S (o AT
B:O]:O ) ) )

stv—cs—u—1\ i o stv—cs—u—(j—
X( . >pi_0apj_1v cs—u—(J a).

Es posible apreciar que, dada tal expresién, A y B difieren inicamente en los exponentes de p11 v pio-
Luego, haciendo el cambio de variables « = j— 3y j = j, como en la parte anterior, se obtiene la siguiente

expresion

v v
cs+u—1 itcs—v—1 v—jtl u—
BZZZ('—ch—v—lv—'u—aa)pﬂllcsv P’ Por " Poo
a=0 j=0 J 9 T )

stv—cs—u—1\ j_o stv—cs—u—(j—a)
X Pio P11 :
@
Por convencién un coeficiente binomial se anula si alguna de sus entradas es negativa, de modo que la

suma se reduce a

min(u,v) v " 1
cs +u — ites—v—1 v—jtl u—
B= Z Z('—}—cs—v—lv—'u—aa)pjﬂcsv p11)0] Po1  Poo
a=0 ]:0 j ) .]7 )

stv—cs—u—1 i—a  stv—cs—u—(j—a)
X ( o )p]wa Py :
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Asi que
B:Z < CS+U—1‘ )
o j+es—v—1Lv—j,u—ao«
. v—j+1
X( cs )j-l-cs—v—l )\_)\1
vl e )
\— C)\2 v )\1)\2 <2 + %) + S()\l + C>\2 — /\)
X ) ) )
cs (1+?2) (1+@) (2 + 8) (A1 + cs) (1+@)
o (* +v—cs—u—1 Ao /¢ S stv—es—u—(j-a)
j—« Ao+ s Ao+ s .

Entonces,

CS CS

cs+u—1
X
;(qucsvl,vj,ua,a)

B_<08>‘1 A= M
-\ A tos cs(l—l—fl)(l—ki)

X (“)j“s_v A-N\ "
) L
A — o T A (2 + %) + 5O+ cha — )
X cs <1+%> (14—%) (A2 + s)(A1 + cs) <1+%>

e +v—cs—u—1 Ao \0T@ s stv—cs—u—(j—a)
]« Ao+ s Ao+ s .

Notese que B puede ser escrito en términos de A recogiendo los factores que los distinguen, es decir,

cs -1 A=A
BZ(M) cs(l%—é‘;)(ll—kc);) .
_
(1+2)

) e eal

cs cs

Tomando el limite cuando s — oo y dado que
1
lim <> =0,
s—oo \ CS

lim B =0.

§—00

se tiene

Asi es que, como P[U =u,V =v] = A+ B,

lim P[U =u,V =v] = lim (A + B).

§—00 §—00
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Por todo el desarrollo anterior el limite anterior existe y es igual a la suma de los limites, es decir,

6% )\U*Q >\'U70(
lim P[U =u,V =v] = lim A+ lim B = 11710 701 e~ (Atdotio)
S§—00 $—00 $—00 = ol (u — a)! (v — a)!
Por lo tanto,
lim P[U =u,V =v]=P[U" =u,V* =]

S§—00

donde (U*,V*) es un vector aleatorio con la distribucién de Poisson bivariada PB dada por (2.36). 1

3.3.2. Ejemplos

Cualquiera de los ejemplos que se mostraron para la distribucion GB puede ser ampliado al modelo
de la distribucion BN B dada en el Teorema y Definiciéon 3.17. El Ejemplo 3.14 puede ser analizado de
modo tal que U y V sean el nimero posible de lanzamientos que realiza J; y Jo, respectivamente, para
observar r veces “aguila” y s veces “sol”; en el Ejemplo 3.15 del juego de la ruleta americana, se pueden
considerar a U y V como el niimero de jugadas antes de que la bola haya caido r veces en una casilla roja
y § veces en un numero par, respectivamente; finalmente, en el Ejemplo 3.16 suponga que se sospecha que
el lote de produccién es “malo” debido a fallas significativas en las maquinas que ensamblan los productos
y se pide que sean extraidas dos muestras, una de r productos que presenten fallas del tipo I y s que
presenten fallas del tipo II, para determinar las posibles causas de que el lote haya salido mal, en este
caso U y V son el niimero de pruebas que posiblemente deberan ser realizadas para obtener una muestra
de r productos con fallas del tipo I y otra muestra de s con fallas del tipo II.

A continuacién se muestran otro par de ejemplos que pueden ser modelados con la distribucién BN B.

Ejemplo 3.19 Suponga que se deben seleccionar a dos tipos de pacientes clasificados de acuerdo a su
tipo de sangre, digamos A o B, para ser incluidos en un ensayo clinico. Si U y V' son el nimero de pacientes
que deben ser examinados para obtener una muestra de r con el tipo A y otra muestra de s con el tipo
B, entonces (U, V) tiene la distribucién BN B con pgy = p11 = 0, pues no es posible que un paciente
presente los dos tipos de sangre o que no tenga alguno de los dos (p1; es la probabilidad de observar
ambos atributos en una misma componente, en este caso se trataria de la probabilidad de observar que

un paciente presenta los dos tipos de sangre). <«

Ejemplo 3.20 Suponga que una persona tiene como propdsito proponer un par de peticiones al gobierno
en beneficio de la sociedad. Para comprobar que las peticiones son de interés significativo para la sociedad
requiere obtener r firmas para la primera y s para la segunda. Suponga que cada persona consultada toma
su decision independientemente y que podria o no firmar una o ambas peticiones, en este caso, si U y V
son el nimero de personas que posiblemente deberdan ser consultadas para obtener la cantidad de firmas

mencionada, entonces (U, V) tiene la distribuciéon BN B. <«
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Cdédigos en Wolfram Mathematica

En este apartado solamente se mostrard una forma en la que se deberd escribir el codigo que calcula
P[U = u,V = v] en Mathematica para las distintas distribuciones bivariadas mostradas en esta tesis. Si
el lector no estéd familiarizado con el lenguaje se le recomienda, por ejemplo, consultar [15].

Para calcular P[U = u,V = v, lo primero que habré que hacer es asignar valores a las variables que
se repiten en los célculos, por ejemplo, el tamano de la muestra y los parametros de la distribuciéon; luego
hay que escribir la expresién general para P[U = u,V = v] como una funcién de dos variables (u,v) vy,

finalmente, asignar a otra variable la cantidad que se desea calcular p = P[u,v].

Distribucién binomial bivariada.

Para el Ejemplo 2.16 se calculé P[U = 15,V = 10] en la siguiente forma:

Infl):i= n =20
pll =0.44
pl0 =0.32
p01 = 0.07
p00 = 0.17

Out[1):= 20

Outf2):= 0.4

Out[3):= 0.32

Out[4]:= 0.07

Outf5]:= 0.17

Inf6]:= Plu_,v ] := Sum[Multinomial[a,u — a,v — a,n — u — v + a] * p11”(a) * p10™(u — a)
* p01™ (v — a) * p00™(n — u — v + a), {a, 0, Min[u, v]}]
Inf7:= p=P[15,10]
Out[7):= 0.0365719

donde la expresién dada para Plu_,v_] corresponde a (2.5). <«
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Distribucion binomial bivariada generalizada.
En el Ejemplo 2.17 fue requerida P[U* = 70, V* = 60], el c6digo es:

Inf1]:= k=50
n = 80
m =75
pll =0.75
pl0 = 0.07
p01 = 0.10
p00 = 0.08

ply = pl0 + pl1l
pOy = p00 + p01
prl = p0l + pll
px0 = p00 + pl10

Out[1):= 50
Out[2):= 80
Out[3):= 75
Outf}):= 0.75
Out[5]:= 0.07
Out[6]:= 0.10
Out[7):= 0.08
Out[8):= 0.82
Out[9):= 0.18

Out[10]:= 0.85
Outf11]:= 0.15

In[12]:=  Plu_,v_] := Sum[Multinomialla,u —i —a,v —j —a,k —u—v+i+j+q]

* p11™(a) * p10™(u — i — a) * p01™ (v — j — a) * p00" (k —u — v +i+j + a)
* Binomial[n — k, 4] * ply” () * pOy" (n — k — i)
* Binomial[m — k, j] * px1”(j) * pz0”(m — k — 7),
{i,0,n — k},{j,0,m — k},{a,0,Min[u — i,v — j]}]

Inf13]:= p = P[70,60]

Out{13]:= 0.0019433

donde la expresién dada para Plu_,v_] corresponde a (2.7) y se tienen ply = pi4, p0y = po4, prl = py1
y pz0 = p1o. <
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Distribucién de Poisson bivariada.
En el siguiente cédigo P[u-,v_] corresponde a (2.36), requiere como cantidades de entrada a A1, Ao

y A11. Utilizando la informacién del Ejemplo 2.28 puede escribir:

In[1]:= lambdall = 25
lambdal0 = 20
lambda01 = 15

Out[1]:= 25
Outf2]:= 20
Out[3]:= 15

Inf[4):= Plu_,v ] := Sum|[(lambdal1”(a) * lambdal0"(u — a) * lambda01" (v — a))
/((al) = ((u —a)1) * (v — a)1)), {a, 0, Min[u, v]}]
« Exp[—lambda01 — lambdal0 — lambdall]
Inf5j:= p= P[30,35]
Outf5):=  0.000269567 <

Distribucién hipergeométrica bivariada.

De acuerdo a la informacion del Ejemplo 3.7 puede escribir:

Infl):i= M =70

N11 =31
N10 =22
NO1 =5
N0O =12
n = 20
Outf1]:= 70
Out[2]:= 31
Out[3):= 22
Outf4]:= 5
Outf5]:= 12
Outf6]:= 20

In[7]:=  Plu_,v] := Sum|[Binomial[N10, v — a] * Binomial[N01, v — a] * Binomial[N11, a]
* Binomial[N00, n — u — v + a], {a, 0, Min[u, v]}] /Binomial[M, n]
Infs:= p= P[15,10]
Out[8]:=  0.0505595

donde Plu_,v_] corresponde a (3.1), M = N es el tamano de la poblacién, N11 = Nij, N10 = Ny,
NO1 = Np1 vy NOO = Nyp. «
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Distribucion geométrica bivariada

Asi como en las distribuciones anteriores habra que escribir primero los datos de entrada que se
requieren para hacer los célculos, en este caso, de acuerdo con (3.17) y (3.18) son necesarios p;j, Di+ ¥ P+i
para cada i,j € {0,1} (puede hacerlo como en el caso de la binomial bivarada generalizada). El cédigo

entonces para P[U = u,V = v] puede ser escrito en la siguiente forma:

Inf1]:= (x* %% Caso u < v*** %)

Pllu_,v] := p00”(u) * p10 * pz0™(v — u — 1) * pzl
Inf2]:= (xx*xxCaso v < u*** %)

P2[u_,v] := p00”(v) * p01 x pOy"(u — v — 1) * ply
Inf8]:= (%% %% Caso u = v * * % %)

P3[u_,v] := p00”™(u) * p11
mientras que para P[U > u,V > v] puede escribir

Inf{]:= (x**xxCaso u < v*** %)
PAu_,v] := p00™(u) * pz0™ (v — u)
Inf5]:=  (x %% % Caso v < u*** %)

P5[u_,v_] := p00™(v) * pOy”(u — v) <«

Distribucion binomial negativa bivariada.
En este caso debe ingresar las mismas cantidades que requiere la geométrica bivariada junto con r y s,

segun el Teorema y Definicién 3.17. Seran mostrados tres casos, los dos restantes son enteramente similares.

Para P[U = u,V = v

Inf1]:= (xx*x%xCaso 1+ u < s+ v***x*)
Pl[u_,v] := Sum[Multinomial[i,r — 1 —i,a — i,u — a + 4] * p117(i + 1)
* pl0™(r — 1 —4) * p01”(a — i) * p00™(u — a + 1)
* Binomial[s +v—r—u—1,s —a—2]*pz0"(v —u—r+a+1)*prl(s —a—1),
{a,Max[r + u — 1 —v,0], Min[s — 2,7 + u — 1]}, {¢,0, Min[r — 1,a]}]
+ Sum[Multinomial[i,r — 1 —i,a — i,u — a + i] * p117(4)
* pl0™(r —4) * p01”(a — i) * p00™(u — a + i)
* Binomial[s +v —r —u — 1,5 —a — 1] % p20™(v — u — r + a) * pr1”(s — a),
{a,Max[r + u—1—v,0],Min[s — 1,7 + u — 1]}, {4, 0, Min[r — 1, a|}]
Inf2]:= (x%%%Caso S+ v =1+ u*s%*x*x)
P2[u_,v] := Sum[Multinomial[i,” — 1i,s — 1 —i,u — s + 1 +i] * p117(i + 1) * p10"(r — 1 — )
* p01” (s — 1 — i) % p00™ (u — s + 1 + i), {i,0, Min[r — 1,5 — 1]}]
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Para P[U > u,V > v]:

Inf3]:= (xx*xxCaso r+u <8+ v***x)
P3[u_,v_] :== Sum[Multinomial[i, —i,a —i,7 +u—1—a—1+1i]
5 p117(7) * p10™(1 — i) % p01™(a — ) * p00™(r +u — 1 — a — 1 + 1)
* Binomial[s +v —r — u,m] * px0"(s + v — 7 — u — m) * pr1™(m),

{a,0,s —1},{,0,7 — 1},{4,0,Min[a, ]}, {m,0,s — 1 — a}] «

Nota. Los coeficientes de correlacion mostrados en los ejemplos fueron calculados en Mathematica

siguiendo de forma similar los cédigos mostrados en este apartado. <






Conclusiones

Se ha definido una familia de distribuciones bivariadas discretas, a partir de la distribuciéon de Bernoulli
bivariada, siguiendo un camino analogo al caso univariado para obtener las distribuciones binomial, de
Poisson, hipergeométrica, geométrica y binomial negativa, desde la distribucion de Bernoulli. También, se
ha demostrado que las siguientes aproximaciones se preservan en el caso bivariado: aproximacion normal
a las distribuciones binomial y de Poisson, aproximacion binomial a la distribucién hipergeométrica,
aproximacion de Poisson a las distribuciones binomial y binomial negativa. Las demostraciones, aqui
desarrolladas, de dichas aproximaciones se han hecho de forma similar y esencialmente con las mismas
ideas que funcionan para las del caso univariado, basta con hacer un ejercicio de comparacién entre ellas
para estar convencido de ello.

Cualquiera de los ejemplos clasicos o problemas que se proponen en la literatura para trabajar las
distribuciones en una variable pueden ser ampliados al caso bivariado con la finalidad de incluir més
atributos en el estudio de una situacién en la que se esté interesado. El trabajado desarrollado es una
muestra de la naturalidad con la que es posible extender las distribuciones y los resultados de aproximacion.

Los modelos que aqui se han mostrado son de amplia utilidad para todo aquel interesado en estu-
diar experimentos en los que cada observacién corresponde a un elemento clasificado por dos atributos
distinguibles, de manera tal que cada elemento puede o no presentar uno o ambos atributos. Estas ob-
servaciones pueden ser modeladas con la distribuciéon de Bernoulli bivariada y luego, entonces, trabajar
con cualquiera de las distribuciones expuestas y, por ejemplo, obtener el grado de dependencia entre las
variables aleatorias mediante los coeficientes de correlacién también proporcionados.

Todo lo anterior puede extenderse sin dificultades, siguiendo el mismo orden de ideas, al caso general

multivariado, esperamos se pueda hacer esto en detalle en un futuro trabajo.
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