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Introducción

Las distribuciones discretas univariadas son usadas frecuentemente en diversas aplicaciones tanto

teóricas como prácticas en probabilidad y en otras áreas de estudio. En cualquier texto introductorio de

probabilidad o estad́ıstica es seguro encontrarse con las siguientes distribuciones: de Bernoulli, binomial,

de Poisson, hipergeométrica, geométrica y binomial negativa. La distribución de Bernoulli modela expe-

rimentos aleatorios en los que sólo se observa uno de dos resultados posibles, identificados como “éxito”

o “fracaso”. Un ejemplo clásico es el experimento que consiste en lanzar una moneda, el resultado obser-

vable es “águila” o “sol”. Las restantes distribuciones pueden ser obtenidas a partir de la distribución de

Bernoulli bajo ciertas operaciones o procesos al ĺımite sobre muestreos aleatorios (finitos o infinitos) en

los cuales cada observación corresponde al resultado de un ensayo de Bernoulli.

En diversas situaciones se puede estar interesado, en cambio, en experimentos en los que el número

de resultados posibles de cada prueba sea más de dos, en estos casos se usa, entre otras, la distribución

multinomial para el análisis de los problemas. Sin embargo, es más natural y útil trabajar con vectores

aleatorios, digamos k-dimensionales, en los que cada una de sus componentes sea una variable aleatoria con

distribución de Bernoulli, aportando aśı un total de 2k resultados posibles en cada prueba. En este trabajo,

por cierto, nos restringiremos al caso k = 2, es decir, experimentos en los que cada prueba arroja uno de

cuatro posibles resultados. Un vector aleatorio con estas caracteŕısticas se dirá que tiene distribución de

Bernoulli bivariada. Una extensión de las distribuciones discretas clásicas antes mencionadas a vectores

aleatorios bidimensional resultará conveniente, ya que aśı será posible analizar casos análogos pero con

mayor alcance o cobertura de atributos. Piense, por ejemplo, en extraer aleatoriamente una muestra de

una urna con una cantidad finita de bolas blancas y negras, en el caso bivariado podrá extender este

experimento a uno en el que además cada una de las bolas está numerada, de modo que en cada prueba

será observada una bola blanca o negra y de número par o impar. En general, esta extensión al caso

bivariado permitirá clasificar a los elementos de una población mediante cuatro atributos distinguibles en

lugar de solamente dos, como se acostumbra en la literatura y/o en cursos introductorios de probabilidad.

Desde luego que lo anterior podŕıa ser ampliado aún más al caso de vectores aleatorios k-dimensionales,

pero como la idea básica desarrollada en el caso bivariado seŕıa esencialmente la misma para el caso

general multivariado (aunque esto aumentaŕıa substancialmente la complejidad y longitud de las fórmulas

involucradas) este caso será omitido.

En esta tesis se demuestra que es posible generar de manera natural una familia de distribuciones

bivariadas discretas a partir de experimentos de Bernoulli bivariados, procediendo de manera análoga al

caso univariado. Más precisamente, de la teoŕıa de probabilidad se sabe que, en el caso univariado, la

distribución binomial surge de un muestreo aleatorio finito en el que cada observación corresponde a un

experimento de Bernoulli; la hipergeométrica surge de forma similar a la binomial salvo que se trata de
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un muestreo aleatorio sin reemplazo extráıdo desde una población finita; las distribuciones geométrica y

binomial negativa surgen de una sucesión infinita de experimentos de Bernoulli; la distribución de Poisson

es obtenida de un experimento binomial en el que el muestreo es muy grande (tiende a infinito). Para el caso

bivariado, se muestra que las versiones análogas a las distribuciones binomial, de Poisson, hipergeométrica,

geométrica y binomial negativa son originadas de manera similar a partir de la distribución de Bernoulli

bivariada. En el sentido de convergencia, como es bien sabido, la distribución de Poisson es obtenida como

ĺımite desde las distribuciones binomial y binomial negativa, aśı mismo, la distribución binomial es ĺımite

de la distribución hipergeométrica y, finalmente, la distribución normal es ĺımite de las distribuciones

binomial y de Poisson.

Los objetivos que se persiguen en esta tesis son los siguientes: obtener distribuciones bivariadas discre-

tas análogas al caso univariado, que de hecho compartirán el mismo nombre, partiendo de la distribución

de Bernoulli bivariada; obtener algunas de las cantidades estad́ısticas de interés significativo, tales co-

mo el coeficiente de correlación y los valores esperados condicionales; demostrar que los resultados de

convergencia entre ciertas distribuciones se cumplen también entre sus análogos en el caso bivariado; y

por último, proporcionar ejemplos en diversas situaciones que ilustren y muestren el uso potencial de los

modelos presentados. Los resultados de esta tesis se basan esencialmente en el trabajo desarrollado por

Marshall y Olkin [9].

La tesis se divide en tres caṕıtulos. El primero corresponde a una exposición sobre todos los resultados

fundamentales de la teoŕıa de probabilidad que son utilizados en el desarrollo de las demostraciones que

componen los caṕıtulos restantes, la sección titulada “Distribuciones discretas” es de interés especial

porque ah́ı se muestran todas las distribuciones discretas univariadas que serán extendidas, el desarrollo

es análogo a la exposición de la tesis e incluye las aproximaciones que serán discutidas posteriormente.

En el segundo caṕıtulo se muestra la derivación correspondiente de las distribuciones bivariadas de

Bernoulli, binomial y de Poisson, para las dos primeras se discute un criterio de independencia entre las

variables aleatorias que caracterizan al vector aleatorio mediante el que se definen las distribuciones. En el

tercer caṕıtulo, se muestran las distribuciones hipergeométrica, geométrica y binomial negativa bivariadas.

Para la mayoŕıa de las distribuciones se determinan la función generadora de momentos, coeficiente de

correlación y valores esperados condicionales. Dichas distribuciones bivariadas son ilustradas mediante

algunos ejemplos de aplicación en situaciones comunes, por ejemplo, un estudio estad́ıstico sobre accidentes

automoviĺısticos y sobre diagnósticos encontrados en un hospital, por mencionar algunos. Los resultados

de mayor relevancia en el trabajo son aquellos que corresponden a las aproximaciones, todos son discutidos

y demostrados en un apartado especial dentro de cada sección.

Los cálculos numéricos que se exponen fueron realizados con apoyo del siguiente software: “Wolfram

Mathematica”. Al final de la tesis se incluye un apartado que ilustra una forma en la que habrá de escribirse

el código en Mathematica para realizar los cálculos correspondientes a cada una de las distribuciones

bivariadas.

Fueron de gran utilidad los trabajos de Hamdan y Jensen [13] y de Wicksell en [11] y [12]. La obra

de Subrahmaniam y Kathleen Kocherlakota [8], a diferencia de esta tesis, es una colección de trabajos

que muestran las distribuciones que aqúı se discuten en formas alternativas, el enfoque está orientado a

la obtención de cantidades y problemas estad́ısticos (por ejemplo, prueba de hipótesis) que aqúı no son

tratados, se recomienda porque ah́ı es posible encontrar una fuente extensa de referencias que puede ser

de provecho para profundizar en diversos temas concernientes a las distribuciones bivariadas discretas.



Caṕıtulo 1

Preliminares de probabilidad

En este caṕıtulo se presentan los principales resultados de la teoŕıa de probabilidad que son utilizados

en el desarrollo del caṕıtulo 2.

1.1. Fundamentos

Asumiremos que para el lector son conocidos los fundamentos de la teoŕıa de la probabilidad y que

posee conocimientos elementales de análisis combinatorio. Las demostraciones de los resultados que serán

enunciados en toda esta sección pueden ser consultadas en [1], salvo en algunos casos en los que se indicará

la cita espećıfica para consultar la demostración correspondiente.

Un espacio de probabilidad es una tripleta (Ω,F, P ), donde Ω es un conjunto, al que llamaremos

espacio muestral y a cuyos elementos ω ∈ Ω se les llama eventos simples o puntos muestrales (los

cuales corresponden usualmente a todos los resultados posibles derivados de algún experimento aleatorio

que se esté analizando); F es una sigma-álgebra de subconjuntos de Ω, cuyos elementos A ∈ F se llaman

eventos; y P es una medida de probabilidad sobre F.

Definición 1.1 Se dice que un espacio de probabilidad (Ω,F, P ) es discreto si Ω contiene una cantidad

a lo sumo numerable de puntos muestrales y que es finito si, de hecho, Ω es un conjunto finito.

En el caso de espacios de probabilidad discretos, se suele tomar a F como el conjunto potencia P(Ω)

de Ω.

Un espacio de probabilidad finito donde todos los puntos muestrales tienen una misma probabilidad

de ocurrir se dice que es equiprobable o uniforme. En este caso, la probabilidad de un evento se calcula

contando el número de puntos muestrales que conforman a dicho evento y dividiéndolo entre el total de

puntos muestrales del espacio. A esta forma de calcular la probabilidad de un evento se le conoce como

método del punto muestral.

En este trabajo aparecerán frecuentemente espacios de probabilidad finitos equiprobables. Para el

cálculo de la probabilidad de eventos en tales espacios se requieren pues de algunos resultados básicos de

análisis combinatorio. El siguiente teorema establece un principio básico de conteo.

Teorema 1.2 (Regla del producto.) Dados n1 elementos a1, a2, . . . , an1; y n2 elementos b1, b2, . . . , bn2;

y . . .; y nr elementos c1, c2, . . . , cnr , es posible formar n1 ·n2 · · ·nr r-eadas (ai1 , bi2 , . . . , cir) ordenadas que
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contengan un elemento de cada tipo.

Un objeto de uso obligado en la teoŕıa de probabilidad es el que corresponde a la siguiente definición,

se utiliza para contar el número de combinaciones de n objetos tomados r a la vez.

Definición 1.3 (Coeficiente binomial.) Si r, n ∈ Z positivos, entonces se define el coeficiente binomial(
n

r

)
=

n!

(n− r)! r!
.

El siguiente resultado es utilizado para determinar el número de subconjuntos que se pueden formar

al dividir un conjunto de n objetos distintos en k grupos que no se traslapen.

Teorema 1.4 (Coeficiente multinomial.) Sean n1, n2, . . . , nk ∈ Z tales que n1 + n2 + · · · + nk = n

(ni ≥ 0). El número de formas en las que se puede dividir una población de tamaño n en k grupos distintos

que contienen n1, n2, . . . , nk objetos, respectivamente, donde cada objeto aparece en exactamente un grupo,

es (
n

n1, n2, . . . , nk

)
=

n!

n1!n2! · · · nk!
.

A veces se cuenta con información parcial sobre cierto fenómeno y se requiere saber cómo esto afecta

la probabilidad de los eventos en los que se esté interesado. Es decir, la probabilidad de un evento en

ocasiones depende de si sabemos que han ocurrido otros eventos.

Definición 1.5 (Probabilidad condicional.) Sean A,B ⊂ Ω dos eventos y P [B] > 0. Se define la

probabilidad condicional de A dado que B ha ocurrido o simplemente la probabilidad de A dado

B, como

P [A | B] =
P [A ∩B]

P [B]
.

Teorema 1.6 Si B es un evento tal que P [B] > 0, entonces la función P [ · | B] es una medida de

probabilidad sobre la sigma-álgebra de los eventos.

Si la probabilidad de que ocurra un evento no es afectada porque ocurra o no otro evento se dirá

entonces que estos son independientes. Formalmente se establece dicha propiedad mediante la siguiente

definición.

Definición 1.7 Se dice que dos eventos A y B son independientes si P [A ∩B] = P [A]P [B].

1.1.1. Variables aleatorias discretas y funciones de probabilidad

Una variable aleatoria es una función que asigna valores numéricos a los resultados de un experimento

aleatorio. Similarmente, un vector aleatorio es una función que asigna valores vectoriales a los resultados

de un experimento aleatorio. Frecuentemente, sobre todo en las definiciones y resultados mostrados,

abreviaremos “variable aleatoria” y “vector aleatorio” como “v.a.” y “ve.a.”, respectivamente, y como

“v.as.” y “ve.as.” cuando se trate en plurales.
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Definición 1.8 Una variable aleatoria (v.a.) X es una función medible del espacio de probabilidad

(Ω,F, P ) en (R,B(R)) (es decir, para todo ω ∈ Ω, X(ω) ∈ R), donde B(R) es la sigma-álgebra de Borel

de R. Un vector aleatorio bidimensional (X,Y ) es una función medible del espacio de probabilidad

(Ω,F, P ) en (R2,B(R2)) (es decir, para todo ω ∈ Ω, (X,Y )(ω) = (X(ω), Y (ω)) ∈ R2), donde B(R2) es

la sigma-álgebra de Borel de R2. En este caso se sabe que ambas funciones X y Y deben ser variables

aleatorias sobre (Ω,F, P ).

Definición 1.9 Se dice que una variable aleatoria X es discreta si puede tomar sólo una cantidad a lo

sumo numerable de valores distintos. Si X y Y son variables aleatorias discretas, se dice que el vector

aleatorio bidimensional (X,Y ) es discreto.

Por ser una variable aleatoria X una función medible, los conjuntos siguientes deben ser eventos

{ω ∈ Ω | X(ω) = c}, {ω ∈ Ω | X(ω) ≤ b}, {ω ∈ Ω | X(ω) > a}, {ω ∈ Ω | a < X(ω) ≤ b}.

Definición 1.10 Si X es una variable aleatoria, se define su función de distribución (o función de

distribución acumulativa) como

FX(x) = P [X ≤ x] = P [{ω ∈ Ω | X(ω) ≤ x}], ∀x ∈ R.

Definición 1.11 La función de probabilidad (o distribución de probabilidad o función de den-

sidad) de una v.a. discreta X que asume los valores x1, x2, . . . es

p(xi) = P [X = xi] = P [{ω ∈ Ω | X(ω) = xi}], i = 1, 2, . . . .

Teorema 1.12 Una función p(x) es la función de probabilidad (o de densidad) de alguna v.a. discreta

X si y sólo si p(x) ≥ 0, ∀x,

∞∑
i=1

p(xi) = 1, y p(x) = 0 si x 6∈ {x1, x2, . . .}.

Las definiciones que se mostrarán a continuación pueden ser encontradas en textos comunes de probabi-

lidad y estad́ıstica, por ejemplo [2] o [3], mientras que las versiones multivariadas pueden ser consultadas

en [1]. Por simplicidad, en este trabajo se mencionará “vector aleatorio” en lugar de “vector aleatorio

bidimensional”.

Definición 1.13 Si (X,Y ) es un vector aleatorio, se define su función de distribución conjunta

(bivariada) como

FX,Y (x, y) = P [X ≤ x, Y ≤ y] = P [{ω ∈ Ω | X(ω) ≤ x} ∩ {ω ∈ Ω | Y (ω) ≤ y}], ∀x, y.

Definición 1.14 Si X y Y son v.as. discretas, se define la función de probabilidad conjunta (o

distribución de probabilidad conjunta o función de densidad conjunta) para el vector aleatorio

(X,Y ) como

p(x, y) = P [X = x, Y = y] = P [{ω ∈ Ω | X(ω) = x} ∩ {ω ∈ Ω | Y (ω) = y}], ∀x, y.
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Definición 1.15 Si X y Y son v.as. discretas con función de probabilidad conjunta p(x, y), se define

la función de probabilidad marginal (o distribución de probabilidad marginal o función de

densidad marginal) de X y Y , respectivamente, como

p(x) = P [X = x] =
∑
y

p(x, y), ∀y,

p(y) = P [Y = y] =
∑
x

p(x, y), ∀x.

Definición 1.16 Si X y Y son v.as. discretas con función de probabilidad conjunta p(x, y) y funciones de

probabilidad marginales p(x) y p(y), respectivamente, se define la función de probabilidad condicional

de X dada Y = y como

P [X = x | Y = y] =
P [X = x, Y = y]

P [Y = y]
,

siempre que P [Y = y] > 0.

Aśı mismo, la función de probabilidad condicional de Y dada X = x se define como

P [Y = y | X = x] =
P [Y = y,X = x]

P [X = x]
,

siempre que P [X = x] > 0.

Definición 1.17 Si X y Y son v.as. discretas con función de probabilidad conjunta p(x, y) y funciones

de probabilidad marginales p(x) y p(y), respectivamente. Se dice que X y Y son independientes si y

sólo si para todo par (x, y)

FX,Y (x, y) = FX(x)FY (y).

En la práctica es más “cómodo” utilizar el siguiente resultado para establecer independencia entre

variables aleatorias en términos de sus distribuciones de probabilidad.

Teorema 1.18 Si X y Y son v.as. discretas con función de probabilidad conjunta p(x, y) y funciones de

probabilidad marginales p(x) y p(y), respectivamente. Entonces X y Y son independientes si y sólo si para

todo par (x, y)

p(x, y) = p(x)p(y).

Es posible apreciar que el resultado anterior coincide con la caracterización de independencia entre

eventos dada por la Definición 1.7, simplemente nótese que p(x, y) = p(x)p(y) es exactamente lo mismo

que P [A ∩B] = P [A]P [B] para los eventos A = {ω ∈ Ω | X(ω) = x} y B = {ω ∈ Ω | Y (ω) = y}.

1.1.2. Momentos

Las variables aleatorias pueden ser tratadas y caracterizadas con eficacia para diversos propósitos me-

diante la consideración de sus “momentos”. Los momentos que se mostrarán en este apartado corresponden

a las cantidades más relevantes en el desarrollo de las distribuciones mostradas en el Caṕıtulo 2, a saber:

valor esperado, media, varianza, covarianza, coeficiente de correlación parcial, valor esperado condicional

y por último uno de los instrumentos más importantes, las funciones generadoras de momentos.
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Observación 1.19 En este apartado las demostraciones de los Teoremas 1.21 y 1.27 pueden ser consul-

tadas en [2]. /

Definición 1.20 Sea X una v.a. discreta con función de probabilidad p(x). Se define el valor esperado

de X como

E[X] =
∑
x

xp(x)

donde la suma considera todos los posibles valores que asume X. Se dice que E[X] existe siempre que la

suma sea absolutamente convergente.

Teorema 1.21 Sea X una v.a. discreta con función de probabilidad p(x) y sea g : R → R una función.

Entonces g(X) es una variable aleatoria discreta tal que

E[g(X)] =
∑
x

g(x)p(x).

Definición 1.22 Sea X una v.a. con función de probabilidad p(x). Se definen

i. El n-ésimo momento (no central) de X como µn = E[Xn] en caso de existir.

ii. El n-ésimo momento central de X como µ∗n = E [(X − E[X])n] en caso de existir.

Definición 1.23 Si X es una v.a. con valor esperado finito se define la varianza de X, V ar[X], como

el segundo momento central de X. Esto es

V ar[X] = E
[
(X − E[X])2

]
.

Teorema 1.24 Sea X una v.a. discreta con función de probabilidad p(x) y sean g1, . . . , gk funciones

reales. Entonces g1(X), . . . , gk(X) son v.as. discretas y

E

[
k∑
i=1

gi(X)

]
=

k∑
i=1

E[gi(x)].

Proposición 1.25 Se cumple V ar[X] = E[X2]− E[X]2.

Teorema 1.26 Sean (X1, . . . , Xn) un vector aleatorio discreto con función de probabilidad conjunta

p(x1, . . . , xn) y g : Rn → R una función. Se define el valor esperado de g(X1, . . . , Xn) como

E[g(X1, . . . , Xn)] =
∑
x1

· · ·
∑
xn

g(X1, . . . , Xn)p(x1, . . . , xn)

donde las sumas consideran todos los posibles valores que asumen X1, . . . , Xn. Se dice que E[g(X1, . . . , Xn)]

existe siempre que la suma sea absolutamente convergente.

Teorema 1.27 Sean X y Y dos v.as. con valores esperados finitos. Entonces

i. El valor esperado de X + Y existe y E[X + Y ] = E[X] + E[Y ].

ii. Si además X y Y son independientes, entonces el valor esperado de XY existe y E[XY ] = E[X]E[Y ].
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Teorema 1.28 Sean X y Y dos v.as. independientes y sean h, g dos funciones reales. Entonces h(Y ), g(X)

son v.as. discretas y

E[g(X)h(Y )] = E[g(X)]E[h(Y )]

siempre que las esperanzas de la derecha sean finitas.

Definición 1.29 Si X y Y son v.as. con valores esperados finitos. Se definen

i. La covarianza de X y Y como

(1.1) Cov(X,Y ) = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])].

ii. El coeficiente de correlación de X y Y como

(1.2) Corr(X,Y ) =
Cov(X,Y )√
V ar[X]V ar[Y ]

.

Proposición 1.30 Se cumple Cov(X,Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ].

Teorema 1.31 Se cumple

V ar

[
n∑
i=1

Xi

]
=

n∑
i=1

V ar[Xi] + 2
∑
i<j

Cov(Xi, Xj).

Teorema 1.32 Si X y Y son v.as. independientes, entonces Cov(X,Y ) = 0.

Teorema 1.33 Si X y Y son v.as. con valores esperados finitos, entonces −1 ≤ Corr(X,Y ) ≤ 1.

Definición 1.34 Sean X y Y dos v.as. discretas arbitrarias. El valor esperado condicional de X dado

que Y = y es, considerando todos los posibles valores x que asume X,

E[X | Y = y] =
∑
x

xP [X = x | Y = y].

Aśı mismo el valor esperado condicional de Y dado que X = x es, considerando todos los posibles valores

y que asume Y ,

E[Y | X = x] =
∑
y

yP [Y = y | X = x].

A continuación se enuncia una definición alternativa y más general del valor esperado condicional,

está dada en términos de variables aleatorias y eventos en Ω.

Definición 1.35 Sea X una v.a. y B ⊂ Ω un evento. Se define el valor esperado condicional de X

dado B, considerando todos los posibles valores x que asume X, como

E[X | B] =
E[X · IB]

P [B]
=
∑
x

x
P [X = x, IB = 1]

P [B]
,

siempre que P [B] > 0 y donde

IB(ω) =

{
1 si ω ∈ B,
0 en otro caso.

es la función indicadora del evento B.
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Teorema 1.36 Sean X1 y X2 dos v.as. y Y = (Y1, . . . , Yk), Z = (Z1, . . . , Zk) dos vectores aleatorios

k-dimensionales. Se tienen

i. E[X1 +X2 | Y] = E[X1 | Y] + E[X2 | Y].

ii. E
[
E[X1 | Y,Z]

∣∣Y] = E[X1 | Y].

Definición 1.37 La función generadora de momentos (f.g.m.) de una v.a. X se define (en caso de

existir), para todo t ∈ R tal que |t| < ε, para algún ε > 0, como ψX(t) = E
[
etX

]
.

Teorema 1.38 Si X1, . . . , Xn son v.as. independientes y Z =
∑n

i=1Xi, entonces

ψZ(t) =

n∏
i=1

ψXi(t).

Además, si dichas v.as. son idénticamente distribuidas, entonces

ψZ(t) = (ψX1(t))n .

Definición 1.39 La f.g.m. conjunta de un vector aleatorio (X1, . . . , Xn) n-dimensional se define (en

caso de existir), para todo t1, . . . , tn ∈ R tales que |ti| < ε, para cada i = 1, . . . , n y para algún ε > 0, como

ψX1,...,Xn(t1, . . . , tn) = E
[
et1X1+···+tnXn

]
.

Teorema 1.40 Suponga que la f.g.m. del vector aleatorio (X,Y ) existe. Entonces X y Y son v.as.

independientes si y sólo si ψX,Y (s, t) = ψX(s)ψY (t) para todo s, t ∈ R tales que |s| < ε y |t| < ε (ε > 0).

Definición 1.41 La función generadora de momentos factoriales (f.g.m.f.) de una v.a. X se

define (en caso de existir), para todo t ∈ R tal que |t| < ε, para algún ε > 0, como mX(t) = E
[
tX
]
.

Lema 1.42 (Relación entre funciones generadoras de momentos) Si la f.g.m. y la f.g.m.f. de

una v.a. X existen, entonces se tiene que

ψX (ln(t)) = mX(t).

Definición 1.43 La f.g.m.f. conjunta de un vector aleatorio (X1, . . . , Xn) n-dimensional se define (en

caso de existir), para todo t1, . . . , tn ∈ R tales que |ti| < ε, para cada i = 1, . . . , n y para algún ε > 0, como

mX1,...,Xn(t1, . . . , tn) = E
[
tX1
1 · · · t

Xn
n

]
.

En lo que resta de este apartado se muestran algunas extensiones de interés significativo en el desarrollo

del Caṕıtulo 2.

Una extensión natural de (i.) del Teorema 1.27 y del Teorema 1.31 es el siguiente resultado.

Teorema 1.44 Si X1, . . . , Xn son v.as. independientes con valores esperados finitos. Entonces

E

[
n∑
i=1

Xi

]
=

n∑
i=1

E[Xi],

y

V ar

[
n∑
i=1

Xi

]
=

n∑
i=1

V ar[Xi].
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El siguiente resultado es una extensión de (i.) del Teorema 1.36.

Teorema 1.45 Sean X1 y X2 dos v.as. y Y = (Y1, . . . , Yk) un vector aleatorio k-dimensional. Se tiene

E

[
n∑
i=1

Xi | Y

]
=

n∑
i=1

E[Xi | Y].

Teorema 1.46 Sea (X,Y ) un vector aleatorio. Denotamos (suponiendo que son finitas) a las medias y

varianzas de X y Y por µ1, µ2 y σ2
1, σ

2
2, respectivamente, y sea ρx,y el coeficiente de correlación entre X

y Y . Si E[X | Y ] es lineal respecto de Y , entonces

E[X | Y ] = µ1 + ρx,y
σ1

σ2
(Y − µ2),

y

E[Y | X] = µ2 + ρx,y
σ2

σ1
(X − µ1).

Observación 1.47 Las demostraciones de los Teoremas 1.44 y 1.45 pueden ser consultadas en [4], mien-

tras que la demostración del Teorema 1.46 puede ser consultada en [5]./

El siguiente resultado corresponde a una extensión natural del Lema 1.42, su uso implica inmediata-

mente los resultados equivalentes a los Teoremas 1.38 y 1.40 para el caso de las f.g.m.f.

Lema 1.48 (Relación entre funciones generadoras de momentos conjuntas) Si (X,Y ) es un vec-

tor aleatorio para el que la f.g.m. y la f.g.m.f. conjuntas existen, entonces se tiene que

ψX,Y (ln(s), ln(t)) = mX,Y (s, t).

Teorema 1.49 Si X1, . . . , Xn son v.as. independientes y Z =
∑n

i=1Xi, entonces

mZ(t) =
n∏
i=1

mXi(t).

Además, si dichas v.as. son idénticamente distribuidas, entonces

mZ(t) = (mX1(t))n .

Teorema 1.50 Suponga que la f.g.m.f. del vector aleatorio (X,Y ) existe. Entonces X y Y son v.as.

independientes si y sólo si mX,Y (s, t) = mX(s)mY (t) para todo s, t ∈ R tales que |s| < ε y |t| < ε (ε > 0).

Teorema 1.51 Suponga que la f.g.m.f. del vector aleatorio (X,Y ) existe. Entonces

E[XY ] =
∂2mX,Y (s, t)

∂s ∂t

∣∣∣∣
s=1,t=1

.
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1.1.3. La distribución normal y el teorema de ĺımite central

Definición 1.52 Se dice que una v.a. X tiene la distribución normal N(µ, σ2) si para σ > 0 y −∞ <

µ <∞, la función de densidad de X es

f(x) =
1√

2πσ2
e−(x−µ)2/2σ2

, −∞ < x <∞.

Se escribe X ∼ N(µ, σ2).

La distribución N(0, 1) es conocida como la distribución normal estándar.

Teorema 1.53 Si una v.a. X ∼ N(µ, σ2), entonces E[X] = µ y V ar[X] = σ2.

Definición 1.54 Se dice que un vector aleatorio X = (X1, . . . , Xn) n-dimensional tiene la distribución

normal multivariada de orden n , abreviado Nn(−→µ ,Σ), si su función de densidad conjunta es

f(x1, . . . , xn) =
1

(2π)n/2
√
|Σ|

e
− 1

2

(−→
X−−→µ

)′
Σ−1

(−→
X−−→µ

)
, ∀ (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

donde

−→
X =


x1

...

xn

 y −→µ =


µ1

...

µn


es un vector de tamaño n donde µ1, . . . , µn ∈ R y

Σ =


σ1,1 σ1,2 · · · σ1,n

σ2,1 σ2,2 · · · σ2,n

...
...

. . .
...

σn,1 σn,2 · · · σn,n


es cualquier matriz n × n simétrica y definida positiva donde σi,j ∈ R para todo i, j. Se escribe X ∼
Nn(−→µ ,Σ).

La distribución Nn

(−→
0 , I

)
, donde I es la matriz identidad, es conocida como la distribución normal

multivariada estándar de orden n .

Teorema 1.55 Si un vector aleatorio X ∼ Nn(−→µ ,Σ), entonces E [X] = −→µ y

Σ =


Cov(X1, X1) Cov(X1, X2) · · · Cov(X1, Xn)

Cov(X2, X1) Cov(X2, X2) · · · Cov(X2, Xn)
...

...
. . .

...

Cov(Xn, X1) Cov(Xn, X2) · · · Cov(Xn, Xn)


es la matriz de covarianzas del vector aleatorio X.

Definición 1.56 Sea {Zn}∞n=1 una sucesión de v.as. definidas sobre un espacio de probabilidad (Ω,F, P ) y

sea Z otra v.a. definida en ese mismo espacio de probabilidad. Sean FZn y FZ las funciones de distribución

de Zn y Z, respectivamente. Se dice que Zn converge a Z en distribución, se escribe Zn
d−→ Z si

ĺım
n→∞

FZn(t) = FZ(t)

en cada punto t donde FZ es continua.
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Teorema 1.57 Sea {Zn}∞n=1 una sucesión de v.as. con f.g.m. ψZn(t) que existe para |t| < ε (ε > 0) y

para todo n. Sea Z una v.a. con f.g.m. ψZ(t) que existe para |t| ≤ ε1 ≤ ε. Si ĺımn→∞ ψZn(t) = ψZ(t),

entonces Zn
d−→ Z.

Definición 1.58 Sea {Zn}∞n=1 una sucesión de vectores aleatorios con función de distribución FZn y sea

Z otro vector aleatorio con función de distribución FZ. Se dice que Zn converge a Z en distribución,

se escribe Zn
d−→ Z si

ĺım
n→∞

FZn(t) = FZ(t)

en cada punto t donde FZ es continua.

Teorema 1.59 Sea {Zn}∞n=1 una sucesión de vectores aleatorios con f.g.m. conjunta ψZn(t). Sea Z un

vector aleatorio con f.g.m. conjunta ψZ(t). Entonces Zn
d−→ Z si y sólo si para algún ε > 0

ĺım
n→∞

ψZn(t) = ψZ(t)

para todo t tal que ||t|| < ε.

Teorema 1.60 (Teorema de ĺımite central) Sea {Xi}∞i=1 una sucesión de v.as. independientes e idénti-

camente distribuidas, cada una con valores esperados finitos E[X1] = µ y varianzas V ar[X1] = σ2 no

nulas, entonces ∑n
i=1Xi − nµ√

nσ2

d−−−−−−−−→ N(0, 1) cuando n→∞.

Teorema 1.61 (Teorema de ĺımite central multivariado) Sea {Xi}∞i=1 una sucesión de vectores alea-

torios p-dimensionales independientes e idénticamente distribuidos, cada uno con E [X1] = −→µ y matriz

de covarianzas Σ, entonces∑n
i=1 Xi − n−→µ√

n

d−−−−−−−−→ Np

(−→
0 ,Σ

)
cuando n→∞.

Teorema 1.62 Si un vector aleatorio (X,Y ) tiene la distribución normal bivariada N2(−→µ ,Σ), entonces

su f.g.m. está dada por

ψX,Y (s, t) = exp

[
T−→µ +

1

2
TΣT′

]
donde T = [s t] es una matriz 1× 2.

Teorema 1.63 Si un vector aleatorio X ∼ Nn(−→µ ,Σ) y B es una matriz p × n (p ≤ n) de rango p,

entonces el vector Z = BX tiene la distribución normal multivariada de orden p con E[Z] = B−→µ y

matriz de covarianzas BΣB′.

Observación 1.64 Las demostraciones del Teorema 1.60, aśı como su versión multivariada, el Teorema

1.61, pueden ser consultadas en [5], la demostración del Teorema 1.62 puede ser consultada en [7] y la del

Teorema 1.63 se encuentra en [6]. /
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1.2. Distribuciones discretas

En esta sección se presentan las distribuciones discretas clásicas. El orden en que se exponen corres-

ponde al mismo en que se muestran las distribuciones análogas del Caṕıtulo 2, los teoremas enunciados

indican las cantidades t́ıpicas de interés; a saber, valor esperado, varianza, f.g.m. y f.g.m.f. Se recomien-

da que consulte [7] para ver las demostraciones correspondientes, tómese en cuenta que ah́ı no se exponen

las f.g.m.f., pero tales cantidades se siguen inmediatamente de las f.g.m. con una simple aplicación del

Lema 1.42.

Los ensayos repetidos e independientes se llaman de Bernoulli cuando, en cada ensayo, sólo hay dos

posibles resultados y sus probabilidades son las mismas en cada ensayo. A uno de tales resultados se le

llama “éxito” y se denota por p a la probabilidad de dicho resultado, el otro resultado por supuesto que

tendrá probabilidad (1− p) y se le conoce como “fracaso”.

Definición 1.65 Se dice que una v.a. X tiene la distribución de Bernoulli si, para algún 0 ≤ p ≤ 1,

llamado el parámetro de la distribución, se tiene que

P [X = x] =

{
px(1− p)1−x si x = 0, 1,

0 en otro caso.

Teorema 1.66 Si una v.a. X tiene la distribución de Bernoulli, entonces

E[X] = p, V ar[X] = p(1− p), ψX(t) = pet + q y mX(t) = pt+ q,

donde q = 1− p.

En ocasiones nos interesa solamente el número total de éxitos obtenidos en una sucesión de n ensayos

de Bernoulli, al margen del orden en que se presenten. El número de éxitos puede ser 0, 1, . . . , n. La

siguiente definición trata con n ensayos que resultan en x éxitos y n− x fracasos.

Definición 1.67 Se dice que una v.a. X tiene la distribución binomial si, para algún entero positivo

n y para algún 0 ≤ p ≤ 1, se tiene que

P [X = x] =


(
n

x

)
px(1− p)n−x si x = 0, 1, . . . , n,

0 en otro caso.

Se escribe X ∼ Binomial(n, p), donde n y p son llamados los parámetros de la distribución.

Teorema 1.68 Si X ∼ Binomial(n, p), entonces

E[X] = np, V ar[X] = np(1− p), ψX(t) = (pet + q)n y mX(t) = (pt+ q)n,

donde q = 1− p.

Observación 1.69

i. Una variable aleatoria binomial puede ser considerada como una suma de n variables aleatorias

Bernoulli, es decir, como el número de éxitos en n ensayos Bernoulli.
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ii. Cuando un muestreo se realiza desde una población finita, la distribución binomial surge sólo cuando

el muestreo se realiza con reemplazo. /

Definición 1.70 Se dice que una v.a. X tiene la distribución de Poisson si, para algún λ > 0, llamado

el parámetro de la distribución, se tiene que

P [X = x] =

{
λx

x!
e−λ si x = 0, 1, . . . ,

0 en otro caso.

Se escribe X ∼ Poisson(λ).

Teorema 1.71 Si X ∼ Poisson(λ), entonces

E[X] = V ar[X] = λ, ψX(t) = eexp(t)−1 y mX(t) = et−1.

Suponga que una población contiene un número finito N de elementos que poseen dos caracteŕısticas

distintivas digamos A y B; a son del tipo A y el resto N −a del tipo B. Una muestra aleatoria de tamaño

n ≤ N se selecciona de la población sin reemplazo. Si X es la variable aleatoria que corresponde al número

de elementos con la caracteŕıstica A en la muestra, entonces X tiene la distribución siguiente.

Definición 1.72 Se dice que una v.a. X tiene la distribución hipergeométrica si, para n, a,N ∈ Z,

llamados los parámetros de la distribución, con 1 ≤ n ≤ N y 0 ≤ a ≤ N , se tiene que

P [X = x] =



(
a

x

)(
N − a
n− x

)
(
N

n

) si x = 0, 1, . . . , n,

0 en otro caso.

Las distribuciones que se muestran en la siguientes dos definiciones comparten caracteŕısticas similares

a las de un experimento binomial (número de “éxitos” observados en n pruebas). La primera corresponde

a un experimento en el que la variable aleatoria cuenta el número, digamos x, de “fracasos” observados

antes del primer “éxito” (de modo que el número de pruebas es x + 1). La segunda corresponde a un

experimento en el que la variable aleatoria cuenta el número de “fracasos” observados antes del r-ésimo

“éxito” (x+ r pruebas).

Definición 1.73 Se dice que una v.a. X tiene la distribución geométrica si, para algún 0 ≤ p ≤ 1,

llamado el parámetro de la distribución, se tiene que

P [X = x] =

{
p(1− p)x si x = 0, 1, . . . ,

0 en otro caso.

Teorema 1.74 Si una v.a. X tiene la distribución geométrica, entonces

E[X] =
1− p
p

, V ar[X] =
1− p
p2

y ψX(t) =
p

1− qet
,

donde q = 1− p.



1.2. Distribuciones discretas 15

Definición 1.75 Se dice que una v.a. X tiene la distribución binomial negativa si, para algún entero

r ≥ 1, y para algún 0 ≤ p ≤ 1, llamados los parámetros de la distribución, se tiene que

P [X = x] =


(
x+ r − 1

r − 1

)
pr(1− p)x si x = 0, 1, . . . ,

0 en otro caso.

Observación 1.76 La distribución geométrica es un caso particular de la binomial negativa. Para com-

probarlo simplemente habrá que tomar r = 1 en la Definición 1.75. /

Es posible proporcionar dos definiciones alternativas para estas dos últimas distribuciones, todo de-

pende del punto de vista o el objeto de la investigación. La geométrica puede ser dada en términos de

una variable aleatoria que cuenta el número de pruebas hasta observar el primer “éxito”, en cuyo caso se

tendŕıa que

P [X = x] =

{
p(1− p)x−1 si x = 1, 2, . . . ,

0 en otro caso.

Por otro lado, la binomial negativa puede ser dada en términos de una variable aleatoria que cuenta el

número de pruebas hasta que se observa el r-ésimo “éxito”, en cuyo caso se tendŕıa que

P [X = x] =


(
x− 1

r − 1

)
pr(1− p)x−r si x = r, r + 1, r + 2, . . . ,

0 en otro caso.

Una variable aleatoria con la distribución binomial surge de un experimento caracterizado porque en

cada prueba hay dos posibles resultados, a los que llamamos “éxito” o “fracaso”. En diversas ocasiones

se encuentran situaciones similares pero en las que el número de posibles resultados por cada prueba son

más de dos. Una distribución discreta multivariada bien conocida y tratada en la literatura clásica es

la multinomial. Un experimento multinomial consta de n pruebas, cada una con k posibles resultados,

caracterizado en términos de k variables aleatorias que cuentan el número de ocasiones en las que se

observa el k-ésimo resultado respectivamente.

Definición 1.77 Se dice que un vector aleatorio k-dimensional (X1, . . . , Xk) tiene la distribución mul-

tinomial si, para k, n ∈ Z (k ≥ 2, n ≥ 1) y 0 ≤ pi ≤ 1 (i = 1, . . . , k) tales que
∑k

i=1 pi = 1, se tiene

que

P [X1 = x1, . . . , Xk = xk] =


n!

x1! · · ·xk!p
x1
1 · · · p

xk
k si xi = 0, 1, . . . , n, i = 1, . . . , k,

x1 + · · ·+ xk = n,

0 en otro caso.

Tomando k = 2 es posible observar que la distribución binomial es un caso particular de la distribución

multinomial. En [5] se trata el caso k = 3, es decir, la distribución trinomial.

1.2.1. Aproximaciones

Algunas distribuciones pueden ser aproximadas mediante otras bajo ciertas condiciones en los paráme-

tros de sus funciones de probabilidad, en otros casos las aproximaciones son establecidas mediante una
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Figura 1.1: Relación entre distribuciones. Las distribuciones hipergeométrica, binomial y geométrica surgen

directamente de la distribución de Bernoulli; la distribución binomial puede ser obtenida de la hipergeométrica;

la distribución binomial negativa es obtenida de la geométrica; la distribución de Poisson se puede obtener

de las distribuciones binomial y binomial negativa; la distribución exponencial puede ser obtenida de la

geométrica; la distribución gamma es obtenida de la exponencial y puede ser obtenida de la binomial negativa;

la distribución normal puede ser obtenida de las distribuciones binomial negativa, binomial y de Poisson.

convergencia en distribución. La Figura 1.1 muestra la relación que existe entre las distribuciones discre-

tas, además incluye su relación con algunas distribuciones continuas bien conocidas; a saber, exponencial,

gamma y normal. Las aproximaciones que serán discutidas en este apartado están indicadas mediante

una linea continua, los resultados análogos para el caso bivariado se exponen en el Caṕıtulo 2.

La aproximación normal a la distibución binomial es un resultado de discusión obligada en los textos

de probabilidad y estad́ıstica, se puede encontrar como un ejemplo de aplicación del teorema de ĺımite

central en cualquiera de las siguientes referencias: [1], [2], [5]; en [3] se dedica un apartado especial para

este tema que incluye ejemplos numéricos sumamente ilustrativos; en [7] se enuncia justamente como el

teorema de ĺımite de DeMoivre-Laplace. Los resultados restantes de aproximación pueden ser consultados

en [1].

Teorema 1.78 (Aproximación normal a la distribución binomial) Sea X ∼ Binomial(n, p). Se

cumple, cuando n→∞,
X − np√
np(1− p)

d−−−−−−−−→ N(0, 1).

Teorema 1.79 (Aproximación de Poisson a la distribución binomial) Sea {Xi}∞i=1 una sucesión

de v.as. independientes tal que Xi tiene la distribución de Bernoulli con parámetro pn. Suponga que para

algún λ > 0 se tiene que

ĺım
n→∞

npn = λ.

Sea

Zn =
n∑
i=1

Xi, ∀ n ∈ N.

Si Z ∼ Poisson(λ), entonces para k = 0, 1, . . . ,

ĺım
n→∞

P [Zn = k] = P [Z = k].
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Teorema 1.80 (Aproximación normal a la distribución de Poisson) Sea {Xi}∞i=1 una sucesión de

v.as. independientes tal que Xi ∼ Poisson(λ) y sea

Yn =

(
n∑
i=1

Xi − nλ

)
√
nλ

.

Se tiene, cuando n→∞,

Yn
d−−−−−−−−→ N(0, 1).

Teorema 1.81 (Aproximación binomial a la distribución hipergeométrica) Sea Z una v.a. con

distribución hipergeométrica. Entonces, cuando N →∞, a→∞ y N − a→∞ de modo que

ĺım
N→∞

a

N
= p,

se tiene que

ĺım
N→∞

P [Z = k] = P [Z∗ = k],

donde Z∗ ∼ Binomial(n, p).

Los dos resultados siguientes no se encuentran en alguna de las referencias que se otorgan en este

trabajo por lo que serán incluidas las demostraciones correspondientes.

Teorema 1.82 (Aproximación exponencial a la distribución geométrica) Sea pn = λ/n para to-

do n ∈ N y λ > 0 arbitrario. Si Z es una v.a. con la distribución geométrica de parámetro pn y Z∗ es una

v.a. con la distribución exponencial de parámetro λ y n→∞, se cumple Z/n
d−−−−→ Z∗.

Demostración. Considere la f.g.m. de Z/n, ψZ/n(t), y sea tn = t/n para todo n ∈ N, entonces

ψZ/n(t) = ψZ(tn) =
pn

1− (1− pn)etn
=

λ
n

1−
(

1− λ
n

)
e

t
n

=
λ
n

1− e
t
n + λ

ne
t
n

,

donde

1− e
t
n = 1−

∞∑
i=0

1

i!

(
t

n

)i
= −

(
t

n
+

(
t

n

)2

+

(
t

n

)3

+ · · ·

)
,

por lo que

ψZ(tn) =
λ
n

λ
ne

t
n −

(
t
n +

(
t
n

)2
+
(
t
n

)3
+ · · ·

)
=

1
n(λ)

1
n

(
λe

t
n − t− t2

n −
t3

n2 − · · ·
)

=
λ

λe
t
n − t− t2

n −
t3

n2 − · · ·
.

Puesto que

ĺım
n→∞

e
t
n = 1,
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se tiene

ĺım
n→∞

ψZ(tn) =
λ

λ− t
,

donde el último cociente es la f.g.m. ψZ∗(t) de la distribución exponencial de parámetro λ.

Teorema 1.83 (Aproximación de Poisson a la distribución binomial negativa) Sea λ > 0 arbi-

trario. Para r ≥ 1, se define

p =
r

r + λ
.

Si Z es una v.a. con distribución binomial negativa de parámetros r y p, entonces

ĺım
r→∞

P [Z = k] = P [Z∗ = k],

donde Z∗ ∼ Poisson(λ).

Demostración. Se tiene que

P [Z = k] =

(
k + r − 1

r − 1

)
pr(1− p)k =

(k + r − 1)!

k!(r − 1)!
pr(1− p)k

=
(k + r − 1)(k + r − 2) · · · (r + 1)r(r − 1)!

k!(r − 1)!
pr(1− p)k

=
(k + r − 1)(k + r − 2) · · · (r + 1)r

k!

(
r

r + λ

)r (
1− r

r + λ

)k
,

donde (k + r − 1)(k + r − 2) · · · (r + 1)r es un producto de (k + r − 1)− (r − 1) = k factores, aśı que

(k + r − 1)(k + r − 2) · · · (r + 1)r = rk
(

1 +
k − 1

r

)(
1 +

k − 2

r

)
· · ·
(

1 +
1

r

)
.

Luego

P [Z = k] =
rk
(

1 + k − 1
r

)(
1 + k − 2

r

)
· · ·
(

1 + 1
r

)
k!

(
r

r + λ

)r ( λ

r + λ

)k

=
rk
(

1 + k − 1
r

)(
1 + k − 2

r

)
· · ·
(

1 + 1
r

)
k!

(
1

1 + λ
r

)r
λk

rk

(
1

1 + λ
r

)k

=
λk

k!

(
1 +

k − 1

r

)(
1 +

k − 2

r

)
· · ·
(

1 +
1

r

)(
1

1 + λ
r

)r(
1

1 + λ
r

)k
y finalmente, dado que

ĺım
r→∞

(
1

1 + λ
r

)r
= e−λ

y que los factores restantes convergen a 1, se tiene que

ĺım
r→∞

P [Z = k] =
λk

k!
e−λ.

Por lo tanto

ĺım
r→∞

P [Z = k] = P [Z∗ = k],

donde Z∗ ∼ Poisson(λ).
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1.3. Algunos resultados útiles

La expansión multinomial. Sean x1, x2, . . . , xk ∈ R arbitrarios, entonces para todo n ∈ N, si

b1, b2, . . . , bk ∈ Z no negativos tales que
∑k

i=1 bi = n se cumple

(x1 + x2 + · · ·+ xk)
n =

∑
b1

· · ·
∑
bk

(
n

b1, b2, . . . , bk

) k∏
j=1

x
bj
j .

El teorema del binomio. Sean a, b ∈ R arbitrarios, entonces para todo n ∈ N,

(a+ b)n =

n∑
i=0

(
n

i

)
an−ibi.

La expansión en serie de Taylor de ex. Para todo x ∈ R se tiene que

ex =

∞∑
i=1

xi

i!
.

La serie geométrica. Sea r ∈ R tal que |r| < 1, entonces

∞∑
i=0

ri =
1

1− r
,

cuya suma parcial está dada por

m∑
i=0

ri =
1− rm+1

1− r
, ∀ m ∈ Z.

Aproximación a la función exponencial. Sea a ∈ R arbitrario, entonces

ĺım
x→∞

(
1 +

a

x

)x
= ea.





Caṕıtulo 2

Distribuciones de Bernoulli, binomial y

de Poisson bivariadas

2.1. La distribución de Bernoulli bivariada

Definición 2.1 Se dice que un vector aleatorio (X,Y ) con valores en R2 tiene distribución de Ber-

noulli bivariada si (X,Y ) toma solamente los cuatro valores (1, 1), (1, 0), (0, 1), (0, 0) con probabilidades

p(1, 1), p(1, 0), p(0, 1), p(0, 0) que serán denotadas simplemente como p11, p10, p01, p00, respectivamente.

Observe que las distribuciones marginales de X y Y están dadas por

(2.1) P [X = 1] = P [X = 1, Y = 0] + P [X = 1, Y = 1] = p10 + p11 = p1+ = 1− p0+ = 1− P [X = 0],

P [Y = 1] = P [X = 0, Y = 1] + P [X = 1, Y = 1] = p01 + p11 = p+1 = 1− p+0 = 1− P [Y = 0].

Proposición 2.2 Si (X,Y ) es un vector aleatorio con distribución de Bernoulli bivariada, entonces su

covarianza está dada por

(2.2) Cov(X,Y ) = p11 − p1+p+1 = p11p00 − p10p01 = τ

y su coeficiente de correlación, por

(2.3) ρ =
τ

√
p1+ p0+ p+1 p+0

.

Demostración. Sabemos, por definición, que

Cov(X,Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ].

Calculemos pues los valores esperados E[X], E[Y ] y E[XY ]. Se tiene,

E[X] =
∑
x

xP (X = x) = 0 · P (X = 0) + 1 · P (X = 1) = p1+,

E[Y ] = 0 · P (Y = 0) + 1 · P (Y = 1) = p+1,

E[XY ] =
∑
x

∑
y

xy p(x, y) = p(1, 1) = p11,
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donde la última igualdad para E[X] y E[Y ] queda justificada por (2.1). Aśı, concluimos que

Cov(X,Y ) = p11 − p1+p+1.

Ahora, en la igualdad anterior, sustituimos p1+, p+1 y utilizamos el hecho de que p11+p01+p10+p00 = 1

para obtener

p11 − p1+p+1 = p11 − (p11 + p10)(p11 + p01)

= p11 − p11p11 − p11p01 − p11p10 − p10p01

= p11(1− p11 − p01 − p10)− p10p01

= p11[1− (p11 + p01 + p10)]− p10p01

= p11p00 − p10p01.

Esto muestra la igualdad (2.2).

Para demostrar (2.3) vamos a recurrir a la definición de correlación,

ρ =
Cov(X,Y )√
V ar[X]V ar[Y ]

.

Puesto que V ar[X] = E[X2]− E[X]2 y X es una variable aleatoria de Bernoulli, se tiene

E[X2] = E[X] = p1+.

Bajo el mismo argumento se tiene que E[Y 2] = E[Y ] = p+1. Por lo tanto,

V ar[X] = p1+ − p2
1+ = p1+(1− p1+) = p1+ p0+ y V ar[Y ] = p+1 p+0,

de donde

V ar[X]V ar[Y ] = p1+ p0+ p+1 p+0,

probando aśı (2.3).

Observación 2.3 El coeficiente de correlación ρ toma el valor −1 cuando p11 = p00 = 0 y toma el valor

1 cuando p10 = p01 = 0.

En efecto, si p11 = p00 = 0, entonces p10 + p01 = 1. Recordando (2.1) y (2.2), se tendŕıa que

τ = −p10 p01, p1+ = p10 y p+1 = p01,

luego

p0+ = 1− p1+ y p+1 = 1− p+0,

llegando a que

p0+ = 1− p10 = p01 y p+0 = 1− p01 = p10.

Por lo tanto,
√
p1+ p0+ p+1 p+0 =

√
p10 p01 p01 p10 = p10 p01,

lo cual implica que ρ = −1.
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De forma similar, si p10 = p01 = 0, entonces p11 + p00 = 1, luego

τ = p11 p00, p1+ = p11 y p+1 = p11.

Ya que

p0+ = 1− p1+ y p+1 = 1− p+0,

se concluye que

p0+ = 1− p11 = p00 y p+0 = 1− p11 = p00.

Por lo tanto,
√
p1+ p0+ p+1 p+0 =

√
p11 p00 p11 p00 = p11 p00

lo cual implica que ρ = 1. /

2.1.1. Independencia

Sea (X,Y ) un vector aleatorio con distribución de Bernoulli bivariada. Recuerde que se está usando

la notación pxy = p(x, y) para la distribución conjunta de (X,Y ) y px+ y p+y para las distribuciones

marginales de X y Y , respectivamente. Ya se sabe que si X y Y son independientes, entonces ρ = 0.

Se demostrará la rećıproca, es decir que si ρ = 0, entonces X y Y son independientes, es decir, que

pxy = px+p+y, ∀x, y.

Proposición 2.4 Si (X,Y ) es un vector aleatorio con distribución de Bernoulli bivariada y ρ = 0 en-

tonces X y Y son independientes.

Demostración. Supongamos que ρ = 0, luego τ = 0. De acuerdo a (2.3), se debe tener p11−p1+p+1 =

0 y por lo tanto p11 = p1+p+1.

Ahora, utilizando p11 = p1+p+1, probaremos que p00 = p0+p+0. En efecto, se tiene que

p11 + p01 + p10 + p00 = 1

implica

p11 + p01 + p10 + p00 + p11 = 1 + p11,

despejando a p00 se obtiene

p00 = 1− p11 − p10 − p11 − p01 + p11.

Aśı pues,

p00 = 1− (p11 + p10)− (p11 + p01) + p11

= 1− p1+ − p+1 + p11

= 1− p1+ − p+1 + p1+p+1

= (1− p1+)(1− p+1) = p0+p+0.

Se concluye que

p00 = p0+p+0.
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Volvemos a utilizar la identidad p11 = p1+p+1 en lo siguiente. Por (2.1), tenemos que

p10 = p1+ − p11 y p01 = p+1 − p11

implica

p10 = p1+ − p1+p+1 = p1+(1− p+1) = p1+p+0,

p01 = p+1 − p1+p+1 = (1− p1+)p+1 = p0+p+1.

Se ha probado pues que pxy = px+p+y, ∀x, y. Por lo tanto, X y Y son independientes.

2.1.2. Ejemplos

Ejemplo 2.5 Se realizó un estudio de accidentes automoviĺısticos en los que un niño, menor de cinco años

de edad, estaba en el auto y hubo al menos una persona muerta. El estudio se concentró, espećıficamente,

en si el niño sobrevivió y si utilizaba el cinturón de seguridad. Los resultados obtenidos son:

i. Sobrevivió y no usaba el cinturón en el 32 % de los casos.

ii. No sobrevivió y no usaba el cinturón, 17 % de los casos.

iii. Sobrevivió y usaba el cinturón, 44 % de los casos.

iv. No sobrevivió y usaba el cinturón, 7 % de los casos.

Considere las siguientes variables aleatorias

X =

{
1 si el niño sobrevivió,

0 si no,
y Y =

{
1 si el niño usaba cinturón,

0 si no.

Entonces el vector aleatorio (X,Y ) tiene distribución de Bernoulli bivariada. De acuerdo con los

resultados del estudio es posible determinar los parámetros de la distribución (vea la Tabla 2.1, note que

p11 + p10 + p01 + p00 = 1).

El grado de dependencia entre las v.as. X y Y es medido por medio del coeficiente de correlación, en

este caso, dado por (2.3). Se obtuvo, sustituyendo las probabilidades dadas en la Tabla 2.1, ρ = 0.2454,

lo cual indica que existe poca dependencia positiva entre las v.as. J

Un vector aleatorio con distribución de Bernoulli bivariada está caracterizado porque cada componente

es una v.a. con distribución de Bernoulli, aśı es posible tratar algunos otros ejemplos aplicados en diversas

áreas, como la industria, la economı́a o la medicina.

X = 1 X = 0

Y = 1 p11 = 0.44 p01 = 0.07 p+1 = 0.51

Y = 0 p10 = 0.32 p00 = 0.17 p+0 = 0.49

p1+ = 0.76 p0+ = 0.24 1.00

Tabla 2.1: Accidentes automoviĺısticos. Parámetros de la distribución.
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X = 1 X = 0

Y = 1 p11 = 0.75 p01 = 0.10 p+1 = 0.85

Y = 0 p10 = 0.07 p00 = 0.08 p+0 = 0.15

p1+ = 0.82 p0+ = 0.18 1.00

Tabla 2.2: Casos cĺınicos. Parámetros de la distribución.

Ejemplo 2.6 Un producto industrial es sometido a dos pruebas para detectar fallas, las cuales se clasifican

en dos tipos, digamos del tipo I y II. Una prueba detecta las fallas tipo I y otra las del tipo II. Si X y

Y son v.as. con distribución de Bernoulli tales que se observa un “éxito” cuando el producto presenta

fallas del tipo I y del tipo II, respectivamente, entonces (X,Y ) es un vector aleatorio con distribución de

Bernoulli bivariada. J

Ejemplo 2.7 Se prevé que en el mediano plazo sea imposible que el gobierno cubra los montos en

pensiones para las personas que cuentan con este beneficio. Por ello es que se requiere un estudio de los

individuos pertenecientes a la población económicamente activa, particularmente sobre si están afiliados al

sistema de pensiones y si se encuentran próximos al retiro. Como en el ejemplo anterior es posible definir

un par de variables aleatorias con distribución de Bernoulli, para las que un “éxito” es alcanzable cuando

se observa que el individuo está afiliado al sistema de pensiones y próximo al retiro, respectivamente. De

modo tal que dicha pareja de v.as. forma un vector aleatorio con distribución de Bernoulli bivariada. J

Ejemplo 2.8 En medicina un paciente que acude a consulta en un hospital por dolor en la región lumbar

y/o dificultad al orinar es diagnosticado con litasis renal o urolitiasis (enfermedad caracterizada por la

aparición de cálculos en el aparato urinario superior) por dos métodos, cĺınica o ultrasonido abdominal.

El hospital realizó un estudio en el que se registraron todos los casos de pacientes que acudieron con

los śıntomas indicados para saber si fueron o no diagnosticados con litiasis renal en cĺınica y por un

ultrasonido abdominal. Los resultados son:

i. El paciente fue diagnosticado por cĺınica y por un ultrasonido en el 75 % de los casos.

ii. Fue diagnosticado por cĺınica y no presentó signos de litiasis en un ultrasonido, 7 % de los casos.

iii. No manifestó los śıntomas cĺınicos correspondientes y śı presentó signos de litiasis en un ultrasonido,

10 % de los casos.

iv. No manifestó los śıntomas cĺınicos y tampoco presentó signos de litiasis en un ultrasonido, 8 % de

los casos.

Considerando las variables aleatorias

X =

{
1 si es diagnosticado por cĺınica,

0 si no presenta los śıntomas cĺınicos correspondientes,

y

Y =

{
1 si es diagnosticado por un ultrasonido abdominal,

0 si no presenta signos de litiasis en el ultrasonido,
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se tendŕıa que (X,Y ) es un vector aleatorio con distribución de Bernoulli bivariada cuyos parámetros se

muestran en la Tabla 2.2. La correlación entre X y Y , de acuerdo con (2.3), es ρ = 0.3863, por lo cual X

y Y son poco dependientes. J

2.2. La distribución binomial bivariada

Una variable aleatoria univariada con distribución binomial se define como el número de éxitos en cierto

número fijo de ensayos de Bernoulli. Siguiendo esta idea se define a continuación una posible versión de

la distribución binomial en el caso bivariado.

2.2.1. Distribución binomial bivariada

Definición 2.9 Sean (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) vectores aleatorios independientes con distribución de Ber-

noulli bivariada. Se define el vector aleatorio

(U, V ) =
n∑
i=1

(Xi, Yi),

donde

(2.4) U =

n∑
i=1

Xi y V =

n∑
i=1

Yi.

A la distribución conjunta de (U, V ) dada, para u, v = 0, 1, . . . , n, por

(2.5) P [U = u, V = v] =

mı́n(u,v)∑
a=0

(
n

a, u− a, v − a, n− u− v + a

)
pa11 p

u−a
10 pv−a01 pn−u−v+a

00 ,

se le llama distribución binomial bivariada.

Ejemplo 2.10 Una urna contiene M bolas. Se pueden encontrar bolas blancas o negras que han sido

marcadas con un número que puede ser par o impar, a las bolas marcadas con un número par les lla-

maremos “bolas pares” y a aquellas marcadas con un número impar les llamaremos “bolas impares”. El

experimento consiste en seleccionar aleatoriamente de esta urna una bola y anotar sus atributos: blanca

o negra, par o impar; la bola es devuelta en la urna para ser mezclada de nuevo junto con las demás. Tal

experimento es repetido n veces, y nos preguntamos por la probabilidad de hallar el atributo blanca en u

ocasiones y par en v ocasiones.

Definimos pues las variables aleatorias X1, . . . , Xn y Y1, . . . , Yn como sigue:

Xi =

{
1 si la bola seleccionada es blanca,

0 si la bola seleccionada es negra,
i ∈ {1, . . . , n}

y

Yi =

{
1 si la bola seleccionada es par,

0 si la bola seleccionada es impar,
i ∈ {1, . . . , n}.

Los vectores aleatorios (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) modelan adecuadamente el experimento descrito si en la

i-ésima selección, Xi indica el color de la bola y Yi indica si la bola es par o impar. Para todo i ∈
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{1, . . . , n}, (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) son vectores aleatorios independientes con distribución de Bernoulli

bivariada, donde Xi y Yi son variables aleatorias de Bernoulli.

Para determinar la probabilidad por la que nos preguntamos tomamos la definición (2.4) donde U

es el número de veces que se observó el atributo “blanca” y V es el número de veces que se observó el

atributo “par”. El número de bolas que muestran las distintas combinaciones de atributos en la urna es

conocido, supongamos que estos números son:

Mp1+ bolas blancas y Mp0+ bolas negras;

Mp+1 bolas pares y Mp+0 bolas impares;

Mp11 bolas blancas y pares;

Mp01 bolas negras y pares;

Mp10 bolas blancas e impares;

Mp00 bolas negras e impares,

donde p11, p01, p10, p00 son las probabilidades de seleccionar una bola blanca y par, una bola negra y par,

una bola blanca e impar, una bola negra e impar, respectivamente.

Cada punto muestral de Ω estará caracterizado por un arreglo de n parejas, donde cada pareja aparece

con cierta probabilidad. Denotaremos por BP, BI, NP, NI a los atributos anotados en cada selección,

bola blanca y par, bola blanca e impar, bola negra y par, bola negra e impar, respectivamente. Un punto

muestral t́ıpico será de la siguiente forma

BI,BP,BP,NP,BP,NI,NI,NP,NI,BP,BI, . . . , BP,NI︸ ︷︷ ︸
n posiciones

Hacemos un reordenamiento apropiado de los resultados, considerando que cada punto muestral en el

experimento estará caracterizado porque la bola seleccionada tiene el atributo blanca en u ocasiones y

par en v ocasiones, aśı

BP,BP, . . . , BP︸ ︷︷ ︸
a

BI,BI, . . . , BI︸ ︷︷ ︸
u− a

NP,NP, . . . , NP︸ ︷︷ ︸
v − a

NI,NI, . . . , NI︸ ︷︷ ︸
n− u− v + a

este punto muestral representa la intersección de n pruebas independientes agrupadas en cuatro grupos

distintos y por lo tanto la probabilidad de la ocurrencia de este punto muestral es

p11 p11 · · · p11︸ ︷︷ ︸
a términos

p10 p10 · · · p10︸ ︷︷ ︸
u− a términos

p01 p01 · · · p01︸ ︷︷ ︸
v − a términos

p00 p00 · · · p00︸ ︷︷ ︸
n− u− v + a términos

= pa11 p
u−a
10 pv−a01 pn−u−v+a

00

donde pa11 p
u−a
10 significa que en a ocasiones se seleccionó una bola blanca y par y que en u− a ocasiones

se seleccionó una bola blanca e impar, es decir que en u ocasiones se obtuvo una bola blanca. Y pa11 p
v−a
01

significa que en a ocasiones se seleccionó una bola blanca y par y que en v− a ocasiones se seleccionó una

bola negra y par, es decir que en v ocasiones se obtuvo una bola par.

Cada uno de los puntos muestrales puede representarse por un reordenamiento como el mostrado

anteriormente y tendrán la probabilidad indicada. Por otro lado, el número N de formas en que puede
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suceder el evento es el número de formas en que se pueden dividir las n pruebas en cuatro grupos de

tamaños a, u− a, v − a y n− u− v + a, entonces

N =
n!

a!(u− a)!(v − a)!(n− u− v + a)!
=

(
n

a, u− a, v − a, n− u− v + a

)
donde cada uno de los N puntos ocurre con probabilidad

pa11 p
u−a
10 pv−a01 pn−u−v+a

00 ,

cumpliéndose aśı (2.5). Aśı pues, (U, V ) tiene la distribución binomial bivariada o también se dirá sim-

plemente que tiene distribución (2.5). J

Más generalmente, la distribución binomial bivariada puede ser asociada a un experimento aleatorio

que consiste en tomar una muestra de n individuos con reemplazo provenientes de alguna población cuyos

elementos son similares y en el que cada prueba indica la presencia o ausencia de dos atributos, digamos

A y B. En la Tabla 2.3 se muestra la tabla de contingencia de tamaño 2× 2 donde cada celda representa

una probabilidad conjunta; por ejemplo, p01 representa la probabilidad de que el individuo seleccionado

de la muestra presente el atributo B y no el atributo A.

Consideramos también las siguientes cantidades:

U = número de individuos con el atributo A.

V = número de individuos con el atributo B.

Se afirma que las celdas en la Tabla 2.3 tienen una distribución multinomial y las sumas resultantes de

los elementos de la primer fila y la segunda columna tienen una distribución binomial bivariada. Aśı pues,

la distribución binomial bivariada puede ser obtenida a partir de una distribución multinomial.

Vamos a probar la primera afirmación. Definimos las siguientes variables, Z00, Z01, Z10 y Z11 como el

número de individuos cuyos atributos son Ac ∩Bc, Ac ∩B, A ∩Bc y A ∩B, con probabilidades p00, p01,

p10 y p11, respectivamente. Entonces, en efecto, (Z00, Z01, Z10, Z11) tienen una distribución multinomial

de cuatro celdas, es decir,

P [Z00 = r, Z01 = s, Z10 = t, Z11 = w] =
n!

r! s! t!w!
pr00 p

s
01 p

t
10 p

w
11.

Para probar la segunda afirmación pensemos en el ejemplo de la urna con M bolas descrita en el Ejem-

plo 2.10, donde A representa el atributo “bola blanca” y B el atributo “bola par”, en otras palabras A

es el conjunto cuyos elementos son bolas blancas y B es el conjunto cuyos elementos son bolas pares. El

experimento es tal que se puede obtener alguno de los cuatro resultados siguientes, bola negra e impar;

Ac A

B p01 p11 p+1

Bc p00 p10 p+0

p0+ p1+

Tabla 2.3: Tabla de contingencia 2× 2



2.2. La distribución binomial bivariada 29

bola negra y par; bola blanca e impar; bola blanca y par, es decir, Ac ∩Bc; Ac ∩B; A ∩Bc; A ∩B, res-

pectivamente. Tomando la definición del último párrafo de las variables Z00, Z01, Z10 y Z11, tenemos que

U = Z10 +Z11 es el número de bolas seleccionadas que presentaron el atributo “blanca” y V = Z01 +Z11

es el número de bolas seleccionadas que presentaron el atributo “par”. Por el Ejemplo 2.10, (U, V ) tiene

la distribución (2.5). En esta forma la distribución binomial bivariada puede ser obtenida a partir de una

distribución multinomial.

Por otro lado, la distribución multinomial es un caso muy especial de una distribución binomial en

cuatro dimensiones en la que todos los parámetros son cero excepto p1000, p0100, p0010 y p0001. Esta conexión

ı́ntima entre la distribución multinomial y binomial multivariada persiste en dimensiones superiores.

2.2.2. Una generalización de la distribución binomial bivariada

Para que un vector aleatorio (U, V ) tenga la distribución binomial bivariada dada por (2.5) es necesario

que ambas variables aleatorias U y V tomen valores sobre un mismo conjunto {0, 1, . . . , n}. Sin embargo,

existen situaciones prácticas donde se deseaŕıa disponer de alguna versión de esta distribución donde

U tome valores en {0, 1, . . . , n} y V tome valores en {0, 1, . . . ,m} con n y m posiblemente distintos. A

continuación se propone una versión de la distribución binomial bivariada con estas caracteŕısticas.

Teorema y Definición 2.11 Suponga que (U∗, V ∗) tiene la distribución binomial bivariada (2.5) para

una muestra de tamaño k, es decir, con k en lugar de n, que S tenga distribución binomial(n − k, p1+),

que T tenga distribución binomial(m−k, p+1) y que (U∗, V ∗), S y T sean independientes. Defina el vector

aleatorio (U, V ) como

(2.6) U = U∗ + S y V = V ∗ + T.

Entonces (U, V ) tiene distribución conjunta dada por

P [U = u, V = v] =
∑
i,j

P [U∗ = u− i, S = i, V ∗ = v − j, T = j](2.7)

=
∑
i,j

∑
a

(
k

a, u− i− a, v − j − a, k − u− v + i+ j + a

)
× pa11 p

u−i−a
10 pv−j−a01 pk−u−v+i+j+a

00

×
(
n− k
i

)
pi1+p

n−k−i
0+

(
m− k
j

)
pj+1p

m−k−j
+0 .

A esta distribución de (U, V ) se le llama distribución binomial bivariada generalizada, abreviada

BBG.

Demostración. Para demostrar (2.7) vamos a requerir de la función generadora de momentos fac-

toriales, abreviada f.g.m.f., para la distribución binomial bivariada (2.5) correspondiente a una muestra

de tamaño k.

Por definición sabemos que la f.g.m.f. para alguna v.a. X es mX(t) = E
[
tX
]

y la f.g.m.f. conjunta

para una pareja de v.as. (X,Y ) es mX,Y (s, t) = E
[
sXtY

]
. Entonces, si (X,Y ) tiene distribución Bernoulli

bivariada, su f.g.m.f. debe ser

mX,Y (s, t) = E
[
sXtY

]
=
∑
x

∑
y

sxtyp(x, y) = p(0, 0) + p(1, 0)s+ p(0, 1)t+ p(1, 1)st,
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es decir,

(2.8) mX,Y (s, t) = p00 + p10s+ p01t+ p11st.

Sean ahora (X1, Y1), . . . , (Xk, Yk) vectores aleatorios independientes de Bernoulli bivariados y sean

U∗ =

k∑
i=1

Xi y V ∗ =

k∑
i=1

Yi.

Entonces

mU∗,V ∗(s, t) = E
[
sU
∗
tV
∗
]

= E
[
s
∑k

i=1Xi t
∑k

i=1 Yi
]

= E
[
sX1tY1sX2tY2 · · · sXktYk

]
= E

[
sX1tY1

]
E
[
sX2tY2

]
· · ·E

[
sXktYk

]
,

donde la última igualdad está justificada por independencia de las parejas (Xi, Yi). Finalmente, como

tales parejas son idénticamente distribuidas, se tiene que

E
[
sXitYi

]
= E

[
sXj tYj

]
, ∀i, j = 1, 2, . . . , k,

o sea, todas las parejas tienen la misma f.g.m.f.. Aśı es que,

E
[
sU
∗
tV
∗
]

= E
[
sXitYi

]k
donde E

[
sXitYi

]
está dada por (2.8) para cualquier i = 1, . . . , k. Por lo tanto,

(2.9) mU∗,V ∗(s, t) = (p00 + p10s+ p01t+ p11st)
k

es la f.g.m.f. para una pareja (U∗, V ∗) con distribución Binomial bivariada (2.5) para una muestra de

tamaño k.

Consideremos ahora el siguiente esquema de muestreo. Son realizados tres muestreos independientes

con reemplazo provenientes de una población en la que cada individuo puede ser clasificado en uno de

dos atributos A y B. En el primer muestreo k individuos son clasificados acorde a ambos atributos, sean

U∗ el número de veces que se observó el atributo A y V ∗ el número de veces que ocurrió el atributo B.

En el segundo muestreo de tamaño n − k sólo se estudia el atributo A, sea S el número de veces que

se observó A en la muestra. En el tercer muestreo de tamaño m − k sólo B es estudiado y ocurre en T

ocasiones. Entonces el número total de veces que ocurrió A es U = U∗ + S, mientras que el número total

de veces que ocurrió B es V = V ∗ + T . Nos preguntamos por la distribución de (U, V ). Supongamos,

como se ilustra en la Tabla 2.3, que las proporciones de A, B y A∩B en la población son p1+, p+1 y p11,

respectivamente. Entonces tenemos, efectivamente, que

S ∼ Binomial(n− k, p1+),

T ∼ Binomial(m− k, p+1),

mientras que (U∗, V ∗) tiene la distribución Binomial bivariada (2.5), con (U∗, V ∗), S y T independientes

debido al esquema de muestreo descrito.
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Si X ∼ Binomial(n, p), entonces la f.g.m.f. para X es, tomando q = 1− p,

mX(t) = E
[
tX
]

=
n∑
x=0

(
n

x

)
txpxqn−x =

n∑
x=0

(
n

x

)
(tp)xqn−x = (tp+ q)n.

Por lo que las f.g.m.f. para S y T son

(2.10) mS(s) = (p0+ + p1+s)
n−k y mT (t) = (p+0 + p+1t)

m−k.

Buscamos entonces la f.g.m.f. para (U, V ) con la cual obtendremos la distribución buscada. Primero

vamos a dar de forma expĺıcita las variables que están involucradas en el esquema de muestreo descrito.

Definimos las variables aleatorias X1, . . . , Xk, Y1, . . . , Yk, X
′
1, . . . , X

′
n−k y Y ′1 , . . . , Y

′
m−k como sigue:

Xi =

{
1 si el individuo seleccionado presenta el atributoA,

0 si el individuo seleccionado presenta el atributoAc,
∀ i ∈ {1, . . . , k},

Yi =

{
1 si el individuo seleccionado presenta el atributoB,

0 si el individuo seleccionado presenta el atributoBc,
∀ i ∈ {1, . . . , k},

X ′i =

{
1 si el individuo seleccionado presenta el atributoA,

0 si el individuo seleccionado presenta el atributoAc,
∀ i ∈ {1, . . . , n− k},

Y ′i =

{
1 si el individuo seleccionado presenta el atributoB,

0 si el individuo seleccionado presenta el atributoBc,
∀ i ∈ {1, . . . ,m− k}.

Las variables aleatorias Xi y Yi están ligadas en el sentido de que corresponden a la observación (Xi, Yi)

del i-ésimo individuo, mientras que X ′i y Y ′i no están ligadas. Entonces, podemos decir que, de acuerdo

al esquema de muestreo, (X1, Y1), . . . , (Xk, Yk), X
′
1, . . . , X

′
n−k, Y

′
1 , . . . , Y

′
m−k son independientes, (Xi, Yi)

tiene la distribución Bernoulli bivariada para i = 1, . . . , k, X ′i ∼ Bernoulli(p1+) para i = 1, . . . , n − k y

Y ′i ∼ Bernoulli(p+1) para i = 1, . . . ,m− k. Por lo tanto

U = U∗ + S =

k∑
i=1

Xi +

n−k∑
i=1

X ′i, V = V ∗ + T =

k∑
i=1

Yi +

m−k∑
i=1

Y ′i ,

luego

mU,V (s, t) =E
[
sU tV

]
=E

[
s
∑k

i=1Xi+
∑n−k

i=1 X′i t
∑k

i=1 Yi+
∑m−k

i=1 Y ′i
]

=E
[
s
∑k

i=1Xi s
∑n−k

i=1 X′i t
∑k

i=1 Yi t
∑m−k

i=1 Y ′i
]

=E
[
s
∑k

i=1Xi t
∑k

i=1 Yi s
∑n−k

i=1 X′i t
∑m−k

i=1 Y ′i
]

=E
[
sU
∗
tV
∗
s
∑n−k

i=1 X′i t
∑m−k

i=1 Y ′i
]

=E
[
sU
∗
tV
∗
]
E
[
s
∑n−k

i=1 X′i
]
E
[
t
∑m−k

i=1 Y ′i
]

=mU∗,V ∗(s, t)mS(s)mT (t),

donde la penúltima igualdad está justificada por independencia. Requerimos de (2.9) y (2.10) para obtener

aśı que

(2.11) mU,V (s, t) = (p00 + p10s+ p01t+ p11st)
k (p0+ + p1+s)

n−k (p+0 + p+1t)
m−k
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es la f.g.m.f. para la distribución BBG (2.7).

Podemos deducir de (2.11) la distribución de (U, V ) expandiendo los tres factores que aparecen y

determinando los coeficientes de tales desarrollos. Se tiene,

(p0+ + p1+s)
n−k =

n−k∑
i=0

ai s
i,

(p+0 + p+1t)
m−k =

m−k∑
j=0

bj t
j ,

(p00 + p10s+ p01t+ p11st)
k =

∑
u∗

∑
v∗

cu∗,v∗ s
u∗tv

∗
,

donde

ai =

(
n− k
i

)
pi1+ p

n−k−i
0+ ,(2.12)

bj =

(
m− k
j

)
pj+1 p

m−k−j
+0 ,(2.13)

cu∗,v∗ =
∑
a

(
k

a, u∗ − a, v∗ − a, k − u∗ − v∗ + a

)
pa11 p

u∗−a
10 pv

∗−a
01 pk−u

∗−v∗+a
00 .(2.14)

Por otra parte, por definición tenemos que

(2.15) mU,V (s, t) =
∑
u

∑
v

su tvP [U = u, V = v].

Sustituyendo en (2.11) los desarrollos dados, se tiene

mU,V (s, t) =
∑
u∗

∑
v∗

cu∗,v∗ s
u∗tv

∗
n−k∑
i=0

ai s
i
m−k∑
j=0

bj t
j

=
∑
u∗

∑
v∗

n−k∑
i=0

m−k∑
j=0

cu∗,v∗ ai bj s
u∗tv

∗
sitj

=
∑
u∗

∑
v∗

n−k∑
i=0

m−k∑
j=0

cu∗,v∗ ai bj s
u∗+i tv

∗+j .

Reemplazando u = u∗ + i y v = v∗ + j llegamos a que

(2.16) mU,V (s, t) =
∑
u

∑
v

n−k∑
i=0

m−k∑
j=0

cu−i,v−j ai bj s
u tv.

Recuerde que, en el caso univariado, si dos series de potencias centradas en c,
∑
an(x−c)n y

∑
bn(x−c)n,

representan a una misma función f(x) entonces an = bn para cada n. El resultado es similar en el caso

bivariado, de modo que, comparando (2.15) y (2.16) obtenemos la distribución buscada

(2.17) P [U = u, V = v] =

n−k∑
i=0

m−k∑
j=0

cu−i,v−j ai bj ,
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donde, por (2.14),

(2.18) cu−i,v−j =
∑
a

(
k

a, u− i− a, v − j − a, k − u− v + i+ j + a

)
pa11p

u−i−a
10 pv−j−a01 pk−u−v+i+j+a

00

y entonces sustituyendo (2.12), (2.13) y (2.18) en (2.17) se concluye (2.7).

Claramente la distribución binomial bivariada (2.5) es un caso particular de la distribución BBG

(2.7), pues al suponer k = m = n, es decir, S = 0 y T = 0, se obtiene por (2.6) que U = U∗ y V = V ∗.

Por lo tanto (U, V ) tiene distribución (2.5).

Es posible obtener el coeficiente de correlación de (U, V ) a partir de la f.g.m.f. dada por (2.11) como

a continuación se indica.

Proposición 2.12 Se tiene

(2.19) Corr(U, V ) =

(
k√
mn

)
ρ,

donde ρ es el coeficiente de correlación de la distribución de Bernoulli bivariada subyacente dado por

(2.3).

Demostración. Vamos a recurrir a la definición de correlación donde se requiere de E[UV ], E[U ], E[V ],

V ar[U ] y V ar[V ].

Para encontrar E[UV ] vamos a usar (2.11), que denotaremos simplemente como m(s, t), de la siguiente

forma. Sabemos que (Teorema 1.51)

E[UV ] =
∂2m(s, t)

∂s ∂t

∣∣∣∣
s=1,t=1

.

Derivamos (2.11) primero parcialmente con respecto de t para obtener

∂m(s, t)

∂t
= k (p00 + p10s+ p01t+ p11st)

k−1 (p01 + p11s) (p0+ + p1+s)
n−k (p+0 + p+1t)

m−k

+ (m− k) (p00 + p10s+ p01t+ p11st)
k (p0+ + p1+s)

n−k (p+0 + p+1t)
m−k−1 p+1.

Volvemos a derivar parcialmente ahora con respecto de s para obtener

∂2m(s, t)

∂s ∂t
=
{
k(k − 1) (p00 + p10s+ p01t+ p11st)

k−2 (p10 + p11t) (p01 + p11s)

+ k (p00 + p10s+ p01t+ p11st)
k−1 p11

}
× (p0+ + p1+s)

n−k (p+0 + p+1t)
m−k

+ (n− k)k (p00 + p10s+ p01t+ p11st)
k−1 (p01 + p11s) (p0+ + p1+s)

n−k−1 (p+0 + p+1t)
m−k p1+

+ (m− k)k (p00 + p10s+ p01t+ p11st)
k−1 (p10 + p11t) (p0+ + p1+s)

n−k (p+0 + p+1t)
m−k−1 p+1

+ (m− k)(n− k) (p00 + p10s+ p01t+ p11st)
k (p0+ + p1+s)

n−k−1 (p+0 + p+1t)
m−k−1 p1+ p+1

y finalmente evaluamos en (s = 1, t = 1) para obtener el E[UV ]. Considerando que p11+p01+p10+p00 = 1
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y (2.1) obtenemos

∂2m(s, t)

∂s ∂t

∣∣∣∣
s=1,t=1

= k(k − 1)p1+ p+1 + k p11 + (n− k)k p1+ p+1 + (m− k)k p1+ p+1 + (m− k)(n− k)p1+ p+1

= k p11 + k ((n− k) + (k − 1)) p1+ p+1 + (m− k) (k + (n− k)) p1+ p+1

= k p11 + k(n− 1)p1+ p+1 + (m− k)n p1+ p+1

= k p11 + kn p1+ p+1 − k p1+ p+1 +mnp1+ p+1 − kn p1+ p+1

= k p11 + (nm− k)p1+ p+1,

por lo tanto

(2.20) E[UV ] = k p11 + (nm− k)p1+ p+1.

Ahora bien, recordando (2.6), las distribuciones de S, T y de las variables X1, . . . , Xk, Y1, . . . , Yk, llegamos

a que

E[U ] = E[U∗ + S] = E[U∗] + E[S] =
k∑
i=1

E[Xi] + (n− k)p1+ = k p1+ + (n− k)p1+ = n p1+(2.21)

E[V ] = E[V ∗ + T ] = E[V ∗] + E[T ] =
k∑
i=1

E[Yi] + (m− k)p+1 = k p+1 + (m− k)p+1 = mp+1.(2.22)

Sustituyendo (2.20), (2.21) y (2.22) en la definición de covarianza Cov(U, V ) = E[UV ] − E[U ]E[V ],

obtenemos

(2.23) Cov(U, V ) = k(p11 − p1+p+1).

Finalmente, de manera similar a como se calcularon los valores esperados, obtenemos V ar[U ] y V ar[V ]

como sigue

V ar[U ] = V ar[U∗ + S](2.24)

= V ar[U∗] + V ar[S] + 2Cov(U∗, S)

=
k∑
i=1

V ar[Xi] + (n− k)p1+ p0+

= k p1+ p0+ + (n− k)p1+ p0+

= n p1+ p0+

y

V ar[V ] = V ar[V ∗ + T ](2.25)

= V ar[V ∗] + V ar[T ] + 2Cov(V ∗, T )

=

k∑
i=1

V ar[Yi] + (m− k)p+1 p+0

= k p+1 p+0 + (m− k)p+1 p+0

= mp+1 p+0
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En las identidades (2.24) y (2.25) se tiene que Cov(U∗, S) = 0 y Cov(V ∗, T ) = 0, por independencia.

Utilizando (2.23), (2.24), (2.25) y recordando (2.3), llegamos a (2.19). En efecto,

Corr(U, V ) =
Cov(U, V )√
V ar[U ]V ar[V ]

=
k(p11 − p1+p+1)

√
mnp1+ p0+ p+1 p+0

=

(
k√
mn

)(
p11 − p1+p+1√
p1+ p0+ p+1 p+0

)
.

Por lo tanto,

Corr(U, V ) =

(
k√
mn

)
ρ,

completando la prueba.

Como ya se mencionó anteriormente, la distribución binomial bivariada (2.5) es un caso particular

de (2.7) cuando k = m = n. Al sustituir k = m = n en (2.19) se recobra de inmediato la identidad

Corr(U, V ) = ρ.

2.2.3. Independencia

Comprobaremos para la distribución binomial bivariada que correlación cero implica independencia de

manera análoga a la distribución de Bernoulli bivariada. Esto se debe a que si Corr(U, V ) = 0, entonces

k = 0 o p11 = p1+ p+1 y de cualquiera de estas dos condiciones se implicará la independencia de U y V .

Proposición 2.13 Si (U, V ) tiene la distribución BBG dada por (2.7) y Corr(U, V ) = 0 entonces U y

V son independientes.

Demostración. Supongamos que Corr(U, V ) = 0. Entonces, por (2.19) y (2.2), tenemos alguno de los

dos casos siguientes.

Caso k = 0. Por (2.6), necesariamente U = S y V = T , pero como ya sabemos que S y T son

independientes se tiene el resultado deseado.

Caso p11 = p1+ p+1. Sea (X,Y ) un vector aleatorio con distribución de Bernoulli bivariada con esos

parámetros. Se sabe de la Proposición 2.4 que entonces X y Y son independientes. Recordemos que,

para i = 1, . . . , k, las parejas (Xi, Yi) son independientes e idénticamente distribuidas con distribución

Bernoulli bivariada común con esos mismos parámetros. Por lo anterior, Xi y Yi son independientes para

todo i. Por un resultado conocido de independencia, la variable aleatoria
∑k

i=1Xi debe ser independiente

a
∑k

i=1 Yi, es decir, U∗ y V ∗ son independientes. Ya que U∗, V ∗, S y T son independientes, por ese mismo

resultado se concluye que las variables aleatorias

U = U∗ + S y V = V ∗ + T

son también independientes.

2.2.4. Valor esperado condicional

En esta sección vamos a calcular los valores esperados condicionales cuando el vector aleatorio (U, V )

tiene tanto la distribución binomial bivariada dada por (2.5) como la distribución binomial bivariada

generalizada dada por (2.7).
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Teorema 2.14

i. Si (U, V ) es un vector aleatorio con distribución binomial bivariada dada por (2.5), entonces

E[U | V = v] = n
p10

p+0
+ v

(
τ

p+1p+0

)
,(2.26)

E[V | U = u] = n
p01

p0+
+ u

(
τ

p1+p0+

)
.(2.27)

ii. Si (U, V ) es un vector aleatorio con distribución binomial bivariada generalizada (2.7), entonces

E[U | V = v] =

(
np1+ −

kτ

p+0
+

vτ

p+1p+0

)
−
(

τ

p+1p+0

)
mı́n(m−k,v)∑
t=máx(0,v−k)

t

(
m− k
t

)
pt+1p

m−k−t
+0

mı́n(m−k,v)∑
t=máx(0,v−k)

(
m− k
t

)
pt+1p

m−k−t
+0

,(2.28)

E[V | U = u] =

(
mp+1 −

kτ

p0+
+

uτ

p1+ p0+

)
−
(

τ

p1+ p0+

)
mı́n(n−k,u)∑

s=máx(0,u−k)

s

(
n− k
s

)
ps1+ p

n−k−s
0+

mı́n(n−k,u)∑
s=máx(0,u−k)

(
n− k
s

)
ps1+p

n−k−s
0+

.(2.29)

Demostración. (i) Suponga que (U, V ) tiene la distribución binomial bivariada (2.5). Se calculará pri-

mero la esperanza condicional de U dado que Y1 = y1, . . . , Yn = yn con y1, . . . , yn iguales a 0 o 1 y∑n
i=1 yi = v. Se tiene

E[U | Y1 = y1, . . . , Yn = yn] = E

[
n∑
i=1

Xi

∣∣∣∣Y1 = y1, . . . , Yn = yn

]
(2.30)

=

n∑
i=1

E[Xi |Y1 = y1, . . . , Yn = yn]

=
n∑
i=1

E[Xi |Yi = yi],

donde la última igualdad está justificada por la independencia de los vectores aleatorios (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn),

es decir, si tomamos, por ejemplo, i = 1, entonces

E[X1 |Y1 = y1, . . . , Yn = yn] = E[X1 |Y1 = y1]

porque (X1, Y1) es independiente a (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn) en particular X1 es independiente a Yi siempre

que i 6= 1. Luego tenemos que

(2.31)

n∑
i=1

E[Xi | Yi = yi] = (n− v)E[X1 | Y1 = 0] + vE[X1 | Y1 = 1],

ya que

E[Xi | Yi = yi] = E[Xj | Yj = yj ], i, j ∈ {1, . . . , n}

y para cualquier yi, yj ∈ {0, 1}, por ser los vectores aleatorios (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) idénticamente distri-

buidos.



2.2. La distribución binomial bivariada 37

Vemos ahora, recordando las probabilidades marginales dadas en la Sección 2.1, que

E[X1 | Y1 = 0] =
∑
x1

x1P [X1 = x1 | Y1 = 0] =
∑
x1

x1
P [X1 = x1, Y1 = 0]

P [Y1 = 0]
=
P [X1 = 1, Y1 = 0]

p+0
=
p10

p+0

y

E[X1 | Y1 = 1] =
∑
x1

x1P [X1 = x1 | Y1 = 1] =
∑
x1

x1
P [X1 = x1, Y1 = 1]

P [Y1 = 1]
=
P [X1 = 1, Y1 = 1]

p+1
=
p11

p+1
.

Sustituyendo en (2.31) obtenemos

n∑
i=1

E[Xi | Yi = yi] = (n− v)
p10

p+0
+ v

p11

p+1
(2.32)

= n
p10

p+0
+ v

(
p11

p+1
− p10

p+0

)
= n

p10

p+0
+ v

(
p11 p+0 − p10 p+1

p+1 p+0

)
= n

p10

p+0
+ v

(
p11 − p1+ p+1

p+1 p+0

)
= n

p10

p+0
+ v

(
τ

p+1 p+0

)
,

donde en la última igualdad recurrimos a (2.2). Finalmente, sustituyendo (2.32) en (2.30) obtenemos

E[U | Y1 = y1, . . . , Yn = yn] = n
p10

p+0
+ v

(
τ

p+1p+0

)
Se afirma ahora que como E[U | Y1 = y1, . . . , Yn = yn] es constante con respecto a y1, . . . , yn, entonces

E[U | V = v] = n
p10

p+0
+ v

(
τ

p+1p+0

)
.

En efecto, se considera el siguiente evento

J =

{
(y1, . . . , yn)

∣∣∣∣ n∑
i=1

yi = v

}

con el que es posible caracterizar por componentes a la variable aleatoria V . Recordando la definición de

valor esperado condicional, se tiene

E[U | V = v] = E[U | J ] =
∑
u

u
P [U = u, IJ(y1, . . . , yn) = 1]

P [J ]
,

donde

IJ(y1, . . . , yn) =

{
1 si (y1, . . . , yn) ∈ J,
0 en otro caso

es la función indicadora del evento J . Dado que V =
∑n

i=1 Yi, se debe tener P [J ] = P [V = v]. También

se tiene que

P [U = u, IJ(y1, . . . , yn) = 1] = P [U = u, Y1 = y1, . . . , Yn = yn] IJ(y1, . . . , yn)
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y aśı es como

E[U | V = v] =

∑
u uP [U = u, Y1 = y1, . . . , Yn = yn] IJ(y1, . . . , yn)

P [V = v]
.

Obsérvese que el numerador de esta última expresión sólo es significativo (no se anula) toda vez que

(y1, . . . , yn) ∈ J , es decir, cada vez que la función indicadora toma el valor 1, esto es posible describirlo

de la siguiente forma∑
u

uP [U = u, Y1 = y1, . . . , Yn = yn] IJ(y1, . . . , yn)

=
∑

(y1,...,yn)∈J

∑
u

uP [U = u, Y1 = y1, . . . , Yn = yn],

por lo que se obtiene

E[U | V = v] =

∑
(y1,...,yn)∈J

∑
u uP [U = u, Y1 = y1, . . . , Yn = yn]

P [V = v]
.

Por otro lado,

E[U = u | Y1 = y1, . . . , Yn = yn] =
∑
u

u
P [U = u, Y1 = y1, . . . , Yn = yn]

P [Y1 = y1, . . . , Yn = yn]
,

de donde∑
u

uP [U = u, Y1 = y1, . . . , Yn = yn] = E[U = u | Y1 = y1, . . . , Yn = yn]P [Y1 = y1, . . . , Yn = yn]

y aśı es que

E[U | V = v] =

∑
(y1,...,yn)∈J E[U = u | Y1 = y1, . . . , Yn = yn]P [Y1 = y1, . . . , Yn = yn]

P [V = v]
,

donde ∑
(y1,...,yn)∈J

E[U = u | Y1 = y1, . . . , Yn = yn]P [Y1 = y1, . . . , Yn = yn]

= E[U = u | Y1 = y1, . . . , Yn = yn]
∑

(y1,...,yn)∈J

P [Y1 = y1, . . . , Yn = yn]

= E[U = u | Y1 = y1, . . . , Yn = yn]P [Y1 = y1, . . . , Yn = yn] IJ(y1, . . . , yn)

= E[U = u | Y1 = y1, . . . , Yn = yn]P [V = v].

Por lo tanto,

E[U | V = v] = E[U = u | Y1 = y1, . . . , Yn = yn]

lo cual demuestra la afirmación y completa la prueba de (2.26).

Intercambiando los papeles de U y V se concluye que también se cumple

E[V | U = u] = n
p01

p0+
+ u

(
τ

p1+p0+

)
,

que es (2.27).
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(ii) Suponga ahora que (U, V ) tiene distribución BBG dada por (2.7). Recuerde que, por (2.6),

U = U∗ + S y V = V ∗ + T , donde (U∗, V ∗) tiene distribución binomial bivariada con parámetro k, S

tiene distribución binomial con parámetros n − k y p1+, T tiene distribución binomial con parámetros

m − k y p+1 y que (U∗, V ∗), S y T son independientes. Para calcular E[U | V = v] utilizamos (2.26) de

la siguiente manera. Por una propiedad general de la esperanza condicional, se tiene

E[U | V ] = E
[
E[U | V, T ]

∣∣V ] .
Por otras propiedades generales, se tiene entonces

E[U | V = v] = E
[
E[U | V, T ]

∣∣V = v
]

= E
[
E[U | V = v, T ]

∣∣V = v
]
, v = 0, . . . ,m.

Recuerde que, por definición, la variable aleatoria T toma los valores 0, . . . ,m − k, V toma los valores

0, . . . ,m, V ∗ toma los valores 0, . . . , k y V = V ∗ + T . Entonces, dado que V = v con v ∈ {0, . . . ,m}, la

variable aleatoria condicionada [T | V = v] sólo puede tomar valores t tales que

t ∈ {v − k, . . . , v} ∩ {0, . . . ,m− k} = {máx(0, v − k), . . . ,mı́n(v,m− k)}.

Aśı pues,

E
[
E[U | V = v, T ]

∣∣V = v
]

=

mı́n(m−k,v)∑
t=máx(0,v−k)

E[U | V = v, T = t]P [T = t | V = v]

=

mı́n(m−k,v)∑
t=máx(0,v−k)

E[U | V ∗ = v − t, T = t]P [T = t | V = v].

Sustituyendo en la penúltima ecuación se obtiene

E[U | V = v] =

mı́n(m−k,v)∑
t=máx(0,v−k)

E[U | V ∗ = v − t, T = t]P [T = t | V = v](2.33)

=

mı́n(m−k,v)∑
t=máx(0,v−k)

E[U∗ + S | V ∗ = v − t, T = t]P [T = t | V = v], v = 0, . . . ,m,

donde la última igualdad se cumple porque U = U∗ + S.

Ahora bien, tenemos

E[U∗ + S |V ∗ = v − t, T = t] = E[U∗ |V ∗ = v − t, T = t] + E[S |V ∗ = v − t, T = t]

donde

E[U∗ |V ∗ = v − t, T = t] + E[S |V ∗ = v − t, T = t] = E[U∗ |V ∗ = v − t] + E[S]

porque U∗ es independientes de T y S es independiente de V ∗ y T . Ya sabemos que

E[S] = (n− k)p1+ y E[U∗ |V ∗ = v − t] = k
p10

p+0
+ (v − t) τ

p+1 p+0
,
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por (2.26), pues (U∗, V ∗) tiene la distribución Binomial bivariada (2.5). Aśı que

E[U∗ |V ∗ = v − t] + E[S] = k
p10

p+0
+ (v − t) τ

p+1 p+0
+ (n− k)p1+

= n p1+ + k

(
p10

p+0
− p1+

)
+

v τ

p+1 p+0
− t τ

p+1 p+0

= n p1+ −
k τ

p+0
+

v τ

p+1 p+0
− t τ

p+1 p+0
.

Por lo tanto,

E[U∗ + S |V ∗ = v − t, T = t] = n p1+ −
k τ

p+0
+

v τ

p+1 p+0
− t τ

p+1 p+0

que al sustituir en (2.33) se obtiene

(2.34) E[U |V = v] =

mı́n(m−k,v)∑
t=máx(0,v−k)

(
n p1+ −

k τ

p+0
+

v τ

p+1 p+0
− t τ

p+1 p+0

)
P [T = t |V = v]

Tenemos además que

P [T = t |V = v] =
P [T = t, V = v]

P [V = v]
=

(
m− k
t

)
pt+1 p

m−k−t
+0∑

t

(
m− k
t

)
pt+1 p

m−k−t
+0

.

Sustituyendo esto último en (2.34), resulta

(2.35) E[U |V = v] =
∑
t

(
n p1+ −

k τ

p+0
+

v τ

p+1 p+0
− t τ

p+1 p+0

) (
m− k
t

)
pt+1 p

m−k−t
+0∑

t

(
m− k
t

)
pt+1 p

m−k−t
+0

.

Desarrollando la suma en (2.35) se obtiene

∑
t

(
n p1+ −

k τ

p+0
+

v τ

p+1 p+0
− t τ

p+1 p+0

) (
m− k
t

)
pt+1 p

m−k−t
+0∑

t

(
m− k
t

)
pt+1 p

m−k−t
+0

=
∑
t

(
n p1+ −

k τ

p+0
+

v τ

p+1 p+0

) (
m− k
t

)
pt+1 p

m−k−t
+0∑

t

(
m− k
t

)
pt+1 p

m−k−t
+0

−
∑
t

(
t τ

p+1 p+0

) (
m− k
t

)
pt+1 p

m−k−t
+0∑

t

(
m− k
t

)
pt+1 p

m−k−t
+0

=

(
n p1+ −

k τ

p+0
+

v τ

p+1 p+0

)

−
(

τ

p+1 p+0

)∑
t

t

(
m− k
t

)
pt+1 p

m−k−t
+0∑

t

(
m− k
t

)
pt+1 p

m−k−t
+0

.
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Por lo tanto

E[U |V = v] =

(
n p1+ −

k τ

p+0
+

v τ

p+1 p+0

)
−
(

τ

p+1 p+0

)
mı́n(m−k,v)∑
t=máx(0,v−k)

t

(
m− k
t

)
pt+1p

m−k−t
+0

mı́n(m−k,v)∑
t=máx(0,v−k)

(
m− k
t

)
pt+1 p

m−k−t
+0

,

que es (2.28).

Finalmente, intercambiando los papeles de U∗ y V ∗ se concluye también que

E[V |U = u] =

(
mp+1 −

k τ

p0+
+

u τ

p1+ p0+

)
−
(

τ

p1+ p0+

)
mı́n(n−k,u)∑

s=máx(0,u−k)

s

(
n− k
s

)
ps1+ p

n−k−s
0+

mı́n(n−k,u)∑
s=máx(0,u−k)

(
n− k
s

)
ps1+ p

n−k−s
0+

,

que es (2.29).

2.2.5. Convergencia a la distribución normal bivariada

El resultado siguiente establece que la distribución BBG para el caso particular k = m = n, es decir,

la distribución binomial bivariada, dada por (2.5), estandarizada, converge en distribución a la normal

bivariada con media −→µ =
−→
0 y matriz de covarianzas

[
1 ρ

ρ 1

]
.

Teorema 2.15 (Convergencia a la distribución normal bivariada.) Sean (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) vec-

tores aleatorios independientes con distribución común de Bernoulli bivariada. Si

U =
n∑
i=1

Xi y V =
n∑
i=1

Yi,

entonces, cuando n→∞, se tiene(
U − E[U ]√
V ar[U ]

,
V − E[Y ]√
V ar[V ]

)
d−−−−−−−−→ N2

(
−→
0 ,

[
1 ρ

ρ 1

])

donde ρ está dado en (2.3).

Demostración. Para cada pareja (Xi, Yi) se tiene que E[Xi] = p1+ y E[Yi] = p+1. Definimos el vector

aleatorio
−→
Zi =

(
Xi

Yi

)
, ∀ i ∈ {1, . . . , n}

y −→µ = E
[−→
Zi

]
, es decir,

−→µ =

(
p1+

p+1

)
.
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Aśı que
−→
Z1, . . . ,

−→
Zn son vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos, con entradas cuyas

medias son finitas y cada uno con matriz de covarianza

Σ =

[
V ar[Xi] Cov(Xi, Yi)

Cov(Yi, Xi) V ar[Yi]

]
=

[
p1+p0+ τ

τ p+1p+0

]
donde V ar[Xi] y V ar[Yi] se determinaron en la Sección 2.1 y τ está dado por (2.2).

Por el Teorema de ĺımite central multivariado, con p = 2, se tiene que, cuando n→∞,

n∑
i=1

−→
Zi − n−→µ
√
n

d−−−−−−−−→ N2

(−→
0 , Σ

)
.

Definimos

−→
W =

n∑
i=1

−→
Zi − n−→µ
√
n

,

donde, de acuerdo a (2.4), (2.21) y (2.22),

n∑
i=1

−→
Zi =


n∑
i=1

Xi

n∑
i=1

Yi

 =

(
U

V

)
y n−→µ =

(
np1+

np+1

)
=

(
E[U ]

E[V ]

)
,

por lo que
−→
W =

1√
n

(
U − E[U ]

V − E[V ]

)
.

Entonces, cuando n→∞, podemos afirmar que
−→
W ∼ N2

(−→
0 ,Σ

)
. Por lo que si consideramos la matriz

R =

 1√
p1+ p0+

0

0 1√
p1+ p0+


tenemos, por el Teorema 1.63, que R

−→
W ∼ N2

(−→
0 , RΣR′

)
. Donde, por (2.24) y (2.25),

R
−→
W =


U − E[U ]√
n p1+ p0+

V − E[V ]√
n p1+ p0+

 =


U − E[U ]
V ar[U ]

V − E[V ]√
V ar[V ]


y

RΣR′ =

 1√
p1+ p0+

0

0 1√
p1+ p0+

[ p1+p0+ τ

τ p+1p+0

] 1√
p1+ p0+

0

0 1√
p1+ p0+

 =

[
1 ρ

ρ 1

]
.

Por lo tanto, cuando n→∞,
U − E[U ]
V ar[U ]

V − E[V ]√
V ar[V ]

 d−−−−−−−−→ N2

(
−→
0 ,

[
1 ρ

ρ 1

])
,

como afirmamos.
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2.2.6. Ejemplos

Ejemplo 2.16 De la población total en la que se realizó el estudio del Ejemplo 2.5 se tomó una muestra

aleatoria con reemplazo de n = 20 casos, suponga que las observaciones son independientes y que corres-

ponden a los siguientes vectores aleatorios (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) con distribución de Bernoulli bivariada

cuyos parámetros se muestran en la Tabla 2.1.

Sean U y V dos v.as. tales que U cuenta el número de niños que sobrevivieron y V el número de niños

que utilizaban el cinturón, entonces el vector aleatorio (U, V ) tiene distribución binomial bivariada (2.5).

La probabilidad de que los veinte niños hayan sobrevivido y utilizado el cinturón es casi nula, el

resultado correspondiente es P [U = 20, V = 20] = 7.3969 × 10−8, pero es más improbable que ninguno

haya sobrevivido y utilizado el cinturón, pues P [U = 0, V = 0] = 4.0642 × 10−16. En términos prácticos

se concluye que los dos eventos son poco probables.

Una situación más razonable es preguntarse por la probabilidad de que 15 niños hayan sobrevivido

y 10 utilizado el cinturón, esto es P [U = 15, V = 10] = 3.65718965 × 10−2. Este caso especial se ha

mostrado con una cantidad de d́ıgitos mayor que en los anteriores porque más adelante será retomado

para ser comparado con la distribución hipergeométrica bivariada.

Se tiene que P [U ≥ 10, V ≥ 5] = 0.9927, significa que muy probablemente al menos la mitad de los

niños hayan sobrevivido y al menos la cuarta parte haya utilizado el cinturón. Por otro lado se obtuvo

el siguiente resultado P [U ≥ 10, V ≥ 10] = 0.6221, es decir, que en aproximadamente 12 de los 20 casos

(aproximadamente el 60 % de la muestra) al menos la mitad de los niños sobrevivieron y utilizaban el

cinturón.

La forma en que se realizaron los cálculos para el último párrafo fue utilizando la siguiente expresión

general

P [U ≥ u, V ≥ v] = 1−


u−1∑
i=0

n∑
j=0

P [U = i, V = j] +
n∑
i=u

v−1∑
j=0

P [U = i, V = j]

 . J

Ejemplo 2.17 Considere el Ejemplo 2.8, a los pacientes que llegan a una consulta se les diagnostica por

cĺınica y se les hace una orden de ultrasonido para confirmar el diagnóstico o descartar otras posibilidades.

El encargado de realizar el estudio encontró tres situaciones que distinguen a los pacientes, aquellos que

acuden al hospital y son tratados por ambos métodos, los que sólo fueron diagnosticados por cĺınica

(muchos pacientes prefieren realizar el ultrasonido en otro lugar), y los que llegaron directamente a

hacerse un ultrasonido (esto ocurre porque se les hizo una orden de ultrasonido en otro hospital).

De la población total se tomó una muestra aleatoria con reemplazo de k = 50 casos para los pacientes

que fueron tratados por ambos métodos, otra muestra similar de n − k = 30 casos para los pacientes

que fueron tratados sólo por cĺınica, y una última muestra de m − k = 25 casos para los que fueron

tratados sólo con un ultrasonido. Suponga que las observaciones son independientes. Para la primer

muestra cada observación corresponde a los vectores aleatorios (X1, Y1), . . . , (Xk, Yk) con distribución de

Bernoulli bivariada cuyos parámetros se muestran en la Tabla 2.2, a la segunda muestra le corresponden

las v.as. X ′1, . . . , X
′
n−k y a la tercera Y ′1 , . . . , Y

′
m−k. Donde, para cada i ∈ {1, . . . , k} y j ∈ {1, . . . , n− k},

las v.as. Xi y X ′j tienen la misma distribución que X en el Ejemplo 2.8, aśı como, para cada i ∈ {1, . . . , k}
y l ∈ {1, . . . ,m− k}, las v.as. Yi y Y ′l tienen la misma distribución que Y en el mismo ejemplo.
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El estudio está enfocado en el número de pacientes diagnosticados por cĺınica y en el número de

pacientes diagnosticados por un ultrasonido.

Si U, V, S y T son v.as. tales que (U, V ) =
∑k

i=i(Xi, Yi), S =
∑n−k

j=i X
′
j y T =

∑m−k
l=i Y ′l , entonces (U, V )

tiene distribución binomial bivariada dada por (2.5), S ∼ Binomial(n − k, p1+) y T ∼ Binomial(m −
k, p+1), donde p1+ y p+1 están dados en la Tabla 2.2.

Suponga que (U, V ), S y T son independientes. Si U∗ y V ∗ se definen como U∗ = U + S y V ∗ =

V +T , entonces (U∗, V ∗) tiene distribución BBG dada por (2.7), donde U∗ cuenta el número de pacientes

diagnosticados por cĺınica y V ∗ el número de pacientes diagnosticados por un ultrasonido.

La probabilidad de que 20 pacientes hayan sido diagnosticados por cĺınica y 10 por un ultrasonido

es prácticamente nula: P [U∗ = 20, V ∗ = 10] = 2.7480 × 10−56. Es mucho más probable que 70 pacientes

hayan sido diagnosticados por cĺınica y 60 por un ultrasonido: P [U∗ = 70, V ∗ = 60] = 1.9433× 10−3, que

era de esperarse por las probabilidades marginales dadas en la Tabla 2.2.

Observe que cuando k = m = n es indistinto utilizar (2.5) o (2.7), ya que en este caso la distribución

binomial bivariada coincide con la distribución BBG. Por ejemplo, si k = m = n = 50, utilizando

cualquiera de los dos modelos se obtiene P [U∗ = 42, V ∗ = 44] = 2.2965× 10−2.

El coeficiente de correlación entre U y V es determinado mediante (2.19). Se tiene que Corr(U, V ) =

0.2494, por lo que U y V son poco dependientes. J

2.3. La distribución de Poisson bivariada

Definición 2.18 Se dice que un vector aleatorio (U, V ) tiene distribución de Poisson bivariada (PB)

con parámetros λ01 > 0, λ10 > 0 y λ11 > 0 si, para todo u, v = 0, 1, . . . , se cumple

(2.36) P [U = u, V = v] =

mı́n(u,v)∑
a=0

λa11 λ
u−a
10 λv−a01

a! (u− a)! (v − a)!
e−(λ01+λ10+λ11).

Se sabe que existe una importante relación entre las distribuciones binomial y de Poisson en el caso

univariado, conocida en la literatura como la aproximación de Poisson a la distribución Binomial, la cual

afirma, bajo ciertas condiciones, que la distribución binomial converge a la de Poisson. En esta sección se

pretende demostrar este resultado en el caso bivariado.

Teorema 2.19 Sea {(Xn, Yn)}∞n=1 una sucesión de vectores aleatorios independientes tal que (Xn, Yn)

tiene distribución de Bernoulli bivariada con parámetros p11,n, p10,n, p01,n y p00,n en ]0, 1[. Se supone que

ĺım
n→∞

np11,n = λ11, ĺım
n→∞

np10,n = λ10, ĺım
n→∞

np01,n = λ01

y p00,n = p00, ∀n ∈ N, donde λ11, λ10, λ01 > 0. Defina (Un, Vn) como

Un =
n∑
k=1

Xk y Vn =
n∑
k=1

Yk, ∀n ∈ N.

Si (U, V ) es un vector aleatorio con distribución de Poisson bivariada dada por (2.36), entonces

ĺım
n→∞

P (Un = u, Vn = v) = P (U = u, V = v), u, v = 0, 1, . . . ,

es decir, que la distribución binomial bivariada converge a la de Poisson bivariada o que la distribución

de Poisson bivariada “aproxima” a la distribución binomial bivariada.
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Demostración. Por los resultados de la Sección 2.2, la pareja (Un, Vn) tiene la distribución Binomial

bivariada dada por (2.5), la cual en este caso seŕıa

P (Un = u, Vn = v) =
∑
a

(
n

a, u− a, v − a, n− u− v + a

)
×
(np11,n

n

)a (np10,n

n

)u−a (np01,n

n

)v−a (
1− np11,n

n
− np10,n

n
− np01,n

n

)n−u−v+a
.

Tomamos el ĺımite cuando n→∞ para obtener

ĺım
n→∞

P (Un = u, Vn = v) = ĺım
n→∞

{∑
a

n!

a! (u− a)! (v − a)! (n− u− v + a)!

×(np11,n)a (np10,n)u−a (np01,n)v−a

na nu−a nv−a

(
1− np11,n + np10,n + np01,n

n

)n−u−v+a
}

=
∑
a

ĺım
n→∞

[
(np11,n)a (np10,n)u−a (np01,n)v−a

]
a! (u− a)! (v − a)!

{
ĺım
n→∞

[
n!

(n− (u+ v − a))!

]

×
[

1

nu+v−a

] [
1− np11,n + np10,n + np01,n

n

]n−(u+v−a)
}

=
∑
a

λa11 λ
u−a
10 λv−a01

a! (u− a)! (v − a)!

{
ĺım
n→∞

[
n!

(n− (u+ v − a))! nu+v−a

]

×
[
1− np11,n + np10,n + np01,n

n

]n [
1− np11,n + np10,n + np01,n

n

]−(u+v−a)
}
.

Observe que el ĺımite anterior existe, primero porque es una suma finita, luego porque, para k = u+v−a,

ĺım
n→∞

n!

(n− k)!nk
= 1,

ĺım
n→∞

[
1− np11,n + np10,n + np01,n

n

]−(u+v−a)

= 1

y porque, para an = −(np11,n + np10,n + np01,n), se cumple

ĺım
n→∞

an = −(λ11 + λ10 + λ01) = a,

luego

ĺım
n→∞

(
1 +

an
n

)n
= ea.

Aśı pues,

ĺım
n→∞

[
n!

(n− (u+ v − a))! nu+v−a

]
×
[
1− np11,n + np10,n + np01,n

n

]n [
1− np11,n + np10,n + np01,n

n

]−(u+v−a)

= e−(λ11+λ10+λ01).

Por el desarrollo anterior se concluye que

ĺım
n→∞

P (Un = u, Vn = v) =
∑
a

λa11 λ
u−a
10 λv−a01

a! (u− a)! (v − a)!
e−(λ01+λ10+λ11) = P (U = u, V = v)
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que corresponde a la distribución PB dada por (2.36).

El resultado siguiente es una definición alternativa de la distribución de Poisson bivariada propuesta

en [14]. Esta representación de la distribución de Poisson bivariada será de gran utilidad en la derivación

de la f.g.m.f., covarianza, coeficiente de correlación y valores esperados condicionales asociados a esta

distribución.

Teorema 2.20 Un vector aleatorio (U, V ) tiene la distribución de Poisson bivariada dada por (2.36) si y

sólo si existen variables aleatorias independientes X, Y y Z con distribuciones de Poisson con parámetros

λ10, λ01 y λ11, respectivamente, tales que

(2.37) U = X + Z y V = Y + Z.

Demostración. Supongamos entonces que U = X + Z y V = Y + Z con X ∼ Poisson(λ10),

Y ∼ Poisson(λ01) y Z ∼ Poisson(λ11) independientes. Entonces

(2.38) U ∼ Poisson(λ10 + λ11) y V ∼ Poisson(λ01 + λ11).

Observe que P [U = u, V = v] = P [X+Z = u, Y +Z = v], entonces como X+Z = u y Y +Z = v, se tiene

X = u− Z y Y = v − Z, de ah́ı que todos los posibles valores Z = z no pueden superar a u o v, es decir

z ∈ {0, 1, . . . ,mı́n(u, v)}, de otra forma, por ejemplo, si z = u + 1 entonces x = −1 lo cual es absurdo.

Una situación análoga sirve para mostrar que z no puede ser mayor que v. Por lo que, considerando todos

los posibles valores para z, se tiene

P [X + Z = u, Y + Z = v] =

mı́n(u,v)∑
z=0

P [X + z = u, Y + z = v, Z = z]

=
∑
z

P [X = u− z, Y = v − z, Z = z]

=
∑
z

P [X = u− z]P [Y = v − z]P [Z = z]

=
∑
z

λu−z10

(u− z)!
e−λ10

λv−z01

(v − z)!
e−λ01

λz11

z!
e−λ11

=
∑
z

λz11 λ
u−z
10 λv−z01

z! (u− z)! (v − z)!
e−(λ11+λ10+λ01),

donde la tercera desigualdad está justificada por independencia y la última corresponde a la distribución

PB dada por (2.36), es decir que, el vector aleatorio (U, V ) = (X + Z, Y + Z) satisface la definición de

distribución de Poisson bivariada.

Note por cierto que si λ1 = λ10 + λ11 y λ2 = λ01 + λ11, entonces

P [X + Z = u, Y + Z = v] =

mı́n(u,v)∑
a=0

λa11 (λ1 − λ11)u−a (λ2 − λ11)v−a

a! (u− a)! (v − a)!
e−(λ2−λ11+λ1−λ11+λ11),

por lo que (2.36) puede ser escrita en forma alternativa como

(2.39) P [U = u, V = v] =

mı́n(u,v)∑
a=0

λa11 (λ1 − λ11)u−a (λ2 − λ11)v−a

a! (u− a)! (v − a)!
e−(λ1+λ2−λ11).
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Rećıprocamente, suponga que (U, V ) tienen la distribución (2.36), entonces

P [U = u, V = v] =
∑
a

λa11 λ
u−a
10 λv−a01

a! (u− a)! (v − a)!
e−(λ11+λ10+λ01)

=
∑
a

λu−a10

(u− a)!
e−λ10

λv−a01

(v − a)!
e−λ01

λa11

a!
e−λ11 .

Note que si X, Y y Z son variables aleatorias independientes con distribuciones de Poisson con parámetros

λ10, λ01 y λ11, se sigue de la última identidad que

P [U = u, V = v] =
∑
a

P [X = u− a]P [Y = v − a]P [Z = a]

=
∑
a

P [X = u− a, Y = v − a, Z = a]

= P [X + Z = u, Y + Z = v],

lo cual significa que los vectores aleatorios (U, V ) y (X +Z, Y +Z) son idénticamente distribuidos, luego,

U , V aceptan la representación (2.37).

Observación 2.21 El teorema anterior aporta dos resultados importantes. El primero es que si un vector

aleatorio (U, V ) tiene la distribución PB dada por (2.36) entonces las distribuciones marginales para U

y V están dadas por (2.38). El otro resultado es que la distribución de Poisson bivariada está dada

indistintamente por (2.36) o (2.39), de hecho esta última será utilizada en la derivación de los valores

esperados condicionales que serán discutidos más adelante. /

Proposición 2.22 Si (U, V ) es un vector aleatorio con la distribución PB dada por (2.36), entonces su

f.g.m.f. está dada por

(2.40) mU,V (s, t) = eλ10(s−1)+λ01(t−1)+λ11(st−1).

Demostración. Por el Teorema 2.20 sabemos que U y V aceptan la representación (2.37), aśı es que

mU,V (s, t) = E
[
sU tV

]
= E

[
sX+Z tY+Z

]
= E

[
sX sZ tY tZ

]
= E

[
sX
]
E
[
tY
]
E
[
(st)Z

]
= mX(s)mY (t)mZ(st)

y por lo tanto, dado que la f.g.m.f. para una variable aleatoria X ∼ Poisson(λ) es mX(s) = eλ(s−1), se

obtiene (2.40).

Otra cantidad de interés es el coeficiente de correlación de (U, V ) que será obtenido de la f.g.m.f.

(2.40) como se muestra a continuación.

Proposición 2.23 Se tiene

(2.41) Corr(U, V ) =
λ11√

(λ10 + λ11)(λ01 + λ11)
.
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Demostración. Vamos a proceder de la misma forma que hicimos en la Sección 2.2 recurriendo a la

f.g.m.f . Se hará uso de la definición de correlación. Calculemos Cov(U, V ) lo cual requiere de E[UV ],

E[U ] y E[V ]. Se tiene que

E[UV ] =
∂2m(s, t)

∂s ∂t

∣∣∣∣
s=1,t=1

,

donde
∂m(s, t)

∂t
= (λ01 + λ11s)e

λ10(s−1)+λ01(t−1)+λ11(st−1)

y

∂2m(s, t)

∂s∂t
= (λ01 + λ11s)(λ10 + λ11t)e

λ10(s−1)+λ01(t−1)+λ11(st−1) + λ11e
λ10(s−1)+λ01(t−1)+λ11(st−1)

= [(λ01 + λ11s)(λ10 + λ11t) + λ11] eλ10(s−1)+λ01(t−1)+λ11(st−1),

de modo que

E[UV ] = (λ01 + λ11)(λ10 + λ11) + λ11.

Luego, por (2.38), se tiene que E[U ] = λ10 + λ11 y E[V ] = λ01 + λ11. Entonces

E[UV ]− E[U ]E[V ] = (λ01 + λ11)(λ10 + λ11) + λ11 − (λ01 + λ11)(λ10 + λ11) = λ11

y finalmente

(2.42) Cov(U, V ) = λ11.

Para completar la prueba requerimos de V ar[U ] y V ar[V ] que se tienen inmediatamente por las distribu-

ciones de U y de V , mostradas en (2.38). Aśı que

V ar[U ] = λ10 + λ11 y V ar[V ] = λ01 + λ11

por lo tanto (2.41).

Note que Corr(U, V ) > 0 debido a que los parámetros de la distribución PB, dados en la Definición

2.18, son todos positivos.

2.3.1. Valor esperado condicional

Vamos a calcular los valores esperados condicionales correspondientes a la distribución PB dada por

(2.36).

Teorema 2.24 Sea (U, V ) un vector aleatorio con distribución de Poisson bivariada dada por (2.39).

Entonces las esperanzas condicionales de U dado que V = v y de V dado que U = u están dadas,

respectivamente, por

E[U |V = v] = λ10 + v
λ11

λ01 + λ11
,(2.43)

E[V |U = u] = λ01 + u
λ11

λ10 + λ11
.(2.44)
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Demostración. Se tiene,

E[U |V = v] = E[X + Z |Y + Z = v](2.45)

= E[X |Y + Z = v] + E[Z |Y + Z = v]

= E[X] + E[Z |Y + Z = v],

donde la última igualdad en (2.45) se cumple por la independencia entre las variables aleatorias X, Y , Z

de la representación (2.37). Por otro lado,

E[Z |Y + Z = v] =
∑
z

zP [Z = z |Y + Z = v]

=
∑
z

z
P [Z = z, Y + Z = v]

P [Y + Z = v]
=
∑
z

z
P [Z = z, Y = v − z]

P [Y + Z = v]
,

donde

P [Z = z, Y = v − z] = P [Z = z]P [Y = v − z] =

(
λz11 e

−λ11

z!

)(
λv−z01 e−λ01

(v − z)!

)
,

por independencia, y

P [Y + Z = v] =
(λ01 + λ11)v e−(λ01+λ11)

v!
,

luego

P [Z = z, Y + Z = v]

P [Y + Z = v]
=

v!λz11 λ
v−z
01

z! (v − z)! (λ01 + λ11)v

=

(
v

z

)
λz11 λ

v−z
01

(λ01 + λ11)v
=

(
v

z

)(
λ11

λ01 + λ11

)z ( λ01

λ01 + λ11

)v−z
,

donde la última igualdad se obtiene al multiplicar por

(λ01 + λ11)z

(λ01 + λ11)z
.

En esta forma,
P [Z = z, Y + Z = v]

P [Y + Z = v]
=

(
v

z

)(
λ11

λ01 + λ11

)z ( λ01

λ01 + λ11

)v−z
,

es decir,

P [Z = z |Y + Z = v] =

(
v

z

)(
λ11

λ01 + λ11

)z ( λ01

λ01 + λ11

)v−z
.

Como esta distribución condicional se identifica con una distribución binomial
(
v, λ11
λ01 + λ11

)
, se debe

tener

(2.46) E[Z |Y + Z = v] = v
λ11

λ01 + λ11

Entonces, sustituyendo (2.46) en (2.45) y sabiendo que E[X] = λ10, se concluye que

E[U |V = v] = λ10 + v
λ11

λ01 + λ11
,

que es (2.43).

Intercambiando los papeles de U y V se demuestra similarmente (2.44).
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2.3.2. Convergencia a la distribución normal bivariada

En esta sección demostraremos, utilizando (2.37), que cuando los parámetros λ10, λ01 y λ11 se aproxi-

man al infinito de tal suerte que λ10/λ, λ01/λ y λ11/λ permanezcan constantes, donde λ = λ10 +λ01 +λ11,

entonces el vector aleatorio estandarizado

(
U − E[U ]√
V ar[U ]

,
V − E[V ]√
V ar[V ]

)

converge en distribución a la distribución normal bivariada con media −→µ =
−→
0 y matriz de covarianzas

[
1 1/2

1/2 1

]
.

Sean x = λ10, y = λ01 y z = λ11. Si f(x, y, z) = x
x+ y + z , se tiene que

0 ≤ ĺım
(x,y,z)→∞

f(x, y, z) ≤ 1

siempre que el ĺımite exista donde su valor dependerá de la forma en que las componentes se aproximen

a infinito. Por ejemplo, si z = y = x entonces ĺım(x,y,z)→∞ f(x, y, z) = 1/3. Pero si x� y (con lo que nos

referimos a que x es mucho mayor que y) y x� z, se tendrá que dicho ĺımite es igual a uno, También, si

y � x y z � x, se tendrá que dicho ĺımite es igual a cero. Algo similar ocurre para g(x, y, z) =
y

x+ y + z
y h(x, y, z) = z

x+ y + z . Por lo tanto, seleccionaremos un comportamiento de los parámetros λ10, λ01 y

λ11 de (2.37) de tal suerte que éstos se aproximan al infinito de forma tal que

(2.47)
λ10

λ
=
λ01

λ
=
λ11

λ
→ k

para alguna constante k ∈ R.

Proposición 2.25 Sea (U, V ) un vector aleatorio con distribución PB dada por (2.36). Si λ10 → ∞,

λ01 →∞ y λ11 →∞ de tal suerte que se cumpla (2.47), entonces

(2.48) Corr(U, V ) =
1

2
.

Demostración. Sabemos que, por (2.41)

Corr(U, V ) =
λ11√

(λ10 + λ11)(λ01 + λ11)
.
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Haciendo tender λ10 →∞, λ01 →∞ y λ11 →∞ de acuerdo a (2.47), se tiene que

λ11√
(λ10 + λ11)(λ01 + λ11)

=

λ11
λ√

(λ10 + λ11)(λ01 + λ11)
λ

=

λ11
λ√

(λ10 + λ11)(λ01 + λ11)
λ2

=

λ11
λ√(

λ10 + λ11
λ

)(
λ01 + λ11

λ

)
=

λ11
λ√(

λ10
λ

+ λ11
λ

)(
λ01
λ

+ λ11
λ

)
=

k√
(2k) (2k)

=
1

2
.

Por lo tanto se cumple (2.48).

En el caso de las distribuciones bivariadas anteriores se ha hecho uso sólo de la f.g.m.f. Para el caso de

la presente distribución bivariada resultará más conveniente utilizar la función generadora de momentos

f.g.m. La siguiente proposición será vital para la demostración del Teorema 2.27.

Proposición 2.26 Sea (U, V ) un vector aleatorio con distribución PB dada por (2.36). Entonces la

f.g.m. conjunta de (U, V ) está dada por

(2.49) ψU,V (s, t) = eλ10(exp(s)−1)+λ01(exp(t)−1)+λ11(exp(s+t)−1).

Demostración. El resultado se sigue inmediatamente de la relación entre funciones generadoras de

momentos conjuntas (Lema 1.48),

ψU,V (s, t) = mU,V (exp(s), exp(t)).

En este caso, por (2.40), tenemos

ψU,V (s, t) = eλ10(exp(s)−1)+λ01(exp(t)−1)+λ11(exp(s) exp(t)−1) = eλ10(exp(s)−1)+λ01(exp(t)−1)+λ11(exp(s+t)−1).

Por lo tanto se cumple (2.49).

El siguiente teorema establece la convergencia de la distribución PB dada por (2.36) a la distribución

normal bivariada.

Teorema 2.27 (Convergencia a la distribución normal bivariada) Sea (U, V ) un vector aleatorio

con distribución PB dada por (2.36). De la representación (2.37), si λ10 →∞, λ01 →∞ y λ11 →∞ de

tal suerte que se cumpla (2.47), entonces(
U − E[U ]√
V ar[U ]

,
V − E[V ]√
V ar[V ]

)
d−−−−−−−−→ N2

(
−→
0 ,

[
1 1/2

1/2 1

])
.
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Demostración. Sean λ1 = λ10 + λ11, λ2 = λ01 + λ11,

W1 =
U − λ1√

λ1
y W2 =

V − λ2√
λ2

.

Vamos a calcular la f.g.m. conjunta para W1 y W2. Se tiene,

ψW1,W2(s, t) = E

[
exp

(
s
U − λ1√

λ1
+ t

V − λ2√
λ2

)]
= E

[
exp

(
sU√
λ1
− s

√
λ1 +

tV√
λ2
− t

√
λ2

)]
= E

[
exp

(
sU√
λ1

+
tV√
λ2

)
exp

(
−s
√
λ1 − t

√
λ2

)]
= exp

(
−s
√
λ1 − t

√
λ2

)
E

[
exp

(
sU√
λ1

+
tV√
λ2

)]
= exp

(
−s
√
λ1 − t

√
λ2

)
ψU,V

(
s√
λ1
,

t√
λ2

)
,

donde en la última igualdad aparece la f.g.m. dada por (2.49). Luego,

ψW1,W2(s, t) = exp
(
−s
√
λ1 − t

√
λ2

)
× exp

(
λ10

{
exp

(
s√
λ1

)
− 1

}
+ λ01

{
exp

(
t√
λ2

)
− 1

}
+ λ11

{
exp

(
s√
λ1

+
t√
λ2

)
− 1

})
.

Para simplificar la escritura introducimos las siguientes notaciones

A = λ10

{
exp

(
s√
λ1

)
− 1

}
, B = λ01

{
exp

(
t√
λ2

)
− 1

}
y C = λ11

{
exp

(
s√
λ1

+
t√
λ2

)
− 1

}
.

Con esta notación se tiene

(2.50) ψW1,W2(s, t) = e(−s
√
λ1−t

√
λ2 )eA+B+C .

Utilizamos ahora el desarrollo en series de la función exponencial, vea la Sección 1.3, para obtener

exp

(
s√
λ1

)
=

∞∑
i=0

(
s√
λ1

)i
i!

= 1 +
s√
λ1

+
s2

2!λ1
+

s3

3!λ
3/2
1

+
s4

4!λ2
1

+ · · · ,

de modo que

λ10

{
exp

(
s√
λ1

)
− 1

}
=
λ10 s√
λ1

+
λ10 s

2

2λ1
+
λ10 s

3

3!λ
3/2
1

+
λ10 s

4

4!λ2
1

+ · · · .

Similarmente,

λ01

{
exp

(
t√
λ2

)
− 1

}
=
λ01 t√
λ2

+
λ01 t

2

2λ2
+
λ01 t

3

3!λ
3/2
2

+
λ01 t

4

4!λ2
2

+ · · · .
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Aśı mismo,

exp

(
s√
λ1

+
t√
λ2

)
= exp

(
s
√
λ2 + t

√
λ1√

λ1λ2

)
=

∞∑
i=0

1

i!

(
s
√
λ2 + t

√
λ1√

λ1λ2

)i
= 1 +

(
s√
λ1

+
t√
λ2

)
+

1

2!

(
s
√
λ2 + t

√
λ1√

λ1λ2

)2

+
1

3!

(
s
√
λ2 + t

√
λ1√

λ1λ2

)3

+
1

4!

(
s
√
λ2 + t

√
λ1√

λ1λ2

)4

+ · · ·

= 1 +
s√
λ1

+
t√
λ2

+
s2 λ2 + 2st

√
λ1λ2 + t2 λ1

2λ1λ2

+
s3 λ

3/2
2 + 3s2t

√
λ1λ2 + 3st2 λ1

√
λ2 + t3 λ

3/2
1

3! (λ1λ2)3/2

+
s4 λ2

2 + 4s3t
√
λ1λ

3/2
2 + 6s2t2 λ1λ2 + 4st3 λ

3/2
1

√
λ2 + t4 λ2

1

4! (λ1λ2)2 + · · ·

= 1 +
s√
λ1

+
t√
λ2

+
s2

2λ1
+

st√
λ1λ2

+
t2

2λ2

+
s3

3!λ
3/2
1

+
s2t

2λ1

√
λ2

+
st2

2
√
λ1λ2

+
t3

3!λ
3/2
2

+
s4

4!λ2
1

+
s3t

3!λ
3/2
1

√
λ2

+
6s2t2

4!λ1λ2
+

st3

3!
√
λ1λ

3/2
2

+
t4

4!λ2
2

+ · · · .

Por lo tanto,

λ11

{
exp

(
s√
λ1

+
t√
λ2

)
− 1

}
=
λ11s√
λ1

+
λ11t√
λ2

+
λ11s

2

2λ1
+

λ11st√
λ1λ2

+
λ11t

2

2λ2

+
λ11s

3

3!λ
3/2
1

+
λ11s

2t

2λ1

√
λ2

+
λ11st

2

2
√
λ1λ2

+
λ11t

3

3!λ
3/2
2

+
λ11s

4

4!λ2
1

+
λ11s

3t

3!λ
3/2
1

√
λ2

+
6λ11s

2t2

4!λ1λ2
+

λ11st
3

3!
√
λ1λ

3/2
2

+
λ11t

4

4!λ2
2

+ · · · .

Sumamos los desarrollos encontrados, agrupamos términos y factorizamos, con lo que obtenemos

A+B + C =
(λ10 + λ11)√

λ1
s+

(λ01 + λ11)√
λ2

t+
(λ10 + λ11)

2λ1
s2 +

(λ01 + λ11)

2λ2
t2

+
λ11st√
λ1λ2

+
(λ10 + λ11)

3!λ
3/2
1

s3 +
(λ01 + λ11)

3!λ
3/2
2

t3 +
λ11s

2t

2λ1

√
λ2

+
λ11st

2

2
√
λ1λ2

+
(λ10 + λ11)

4!λ2
1

s4 +
(λ01 + λ11)

4!λ2
2

t4 +
λ11s

3t

3!λ
3/2
1

√
λ2

+
6λ11s

2t2

4!λ1λ2
+

λ11st
3

3!
√
λ1λ

3/2
2

+ · · · .

Recordando las definiciones de λ1 y λ2 llegamos a que

A+B + C = s
√
λ1 + t

√
λ2 +

s2

2
+
t2

2
+

s3

3!
√
λ1

+
t3

3!
√
λ2

+
s4

4!λ1
+

t4

4!λ2
+

λ11st√
λ1λ2

+
λ11s

2t

2λ1

√
λ2

+
λ11st

2

2
√
λ1λ2

+
λ11s

3t

3!λ
3/2
1

√
λ2

+
6λ11s

2t2

4!λ1λ2
+

λ11st
3

3!
√
λ1λ

3/2
2

+ · · · .
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Sustituyendo en (2.50) obtenemos un desarrollo para la f.g.m., a saber,

(2.51) ψW1,W2(s, t) = exp

(
s2

2
+
t2

2
+

s3

3!
√
λ1

+
t3

3!
√
λ2

+
s4

4!λ1
+

t4

4!λ2
+

λ11st√
λ1λ2

+
λ11s

2t

2λ1

√
λ2

+
λ11st

2

2
√
λ1λ2

+
λ11s

3t

3!λ
3/2
1

√
λ2

+
6λ11s

2t2

4!λ1λ2
+

λ11st
3

3!
√
λ1λ

3/2
2

+ · · ·

)
.

Ahora, tomamos el ĺımite de la f.g.m. dada por (2.51) cuando λ10 → ∞, λ01 → ∞ y λ11 → ∞ de tal

suerte que se cumpla (2.47), luego también λ1 →∞ y λ2 →∞. Por (2.48) sabemos (vea la demostración

de la Proposición 2.25) que
λ11√
λ1λ2

→ 1

2
.

Por otro lado, utilizando (2.47), tenemos que

λ11

λ1

√
λ2

=

λ11
λ

λ1
λ

√
λ2

→ 1

2
· 0 = 0

y, similarmente,

λ11√
λ1λ2

→ 1

2
· 0 = 0,

λ11

λ1λ2
→ 1

2
· 0 = 0,

λ11

λ
3/2
1 λ2

→ 1

2
· 0 = 0 y

λ11

λ1λ
3/2
2

=
1

2
· 0 = 0.

Se concluye pues que casi todos los términos en (2.51) convergen a cero. Por lo tanto,

ĺım
(λ10,λ01,λ11)→∞

ψW1,W2(s, t) = exp

[
1

2
(s2 + st+ t2)

]
,

donde esta última función es la f.g.m. para la distribución normal bivariada con media −→µ =
−→
0 y matriz

de covarianzas

[
1 1/2

1/2 1

]
, es decir, cuando λ10 →∞, λ01 →∞ y λ11 →∞ de tal suerte que se cumpla

(2.47), se obtiene

(W1 , W2)
d−−−−−−−−→ N2

(
−→
0 ,

[
1 1/2

1/2 1

])
.

2.3.3. Ejemplos

Los siguientes ejemplos ilustran la forma en que se pueden construir situaciones que se ajusten con el

modelo de la distribución PB dada por (2.36). Se trata de una aplicación del Teorema 2.20 donde habrá

que considerar tres variables aleatorias independientes cuya distribución sea de Poisson, digamos X, Y

y Z, entre las cuales debe haber algún atributo en común de modo que la suma, por ejemplo X + Z,

describa aquel atributo.

Ejemplo 2.28 En un banco se distinguen a los clientes en dos “tipos”: los clientes con cuenta en el banco

y los clientes sin cuenta. El banco ofrece diversas operaciones que serán clasificadas en dos: depósito a

cuentas y “otras transacciones”. Los clientes sin cuenta sólo pueden realizar depósitos. Se dispone de la

siguiente información:



2.3. La distribución de Poisson bivariada 55

1. Los clientes con cuenta y que realizan “otras transacciones” llegan de acuerdo a una distribución de

Poisson con media λ10 = 20 clientes por hora.

2. Los clientes sin cuenta llegan de acuerdo a una distribución de Poisson con media λ01 = 15 clientes

por hora.

3. Los clientes con cuenta y que realizan un depósito llegan de acuerdo a una distribución de Poisson

con media λ11 = 25 clientes por hora.

Sean X, Y y Z v.as. tales que: X es el número de llegadas de clientes con cuenta y que realizan “otras

transacciones”, Y el número de llegadas de clientes sin cuenta y Z el número de llegadas de clientes con

cuenta y que realizan un depósito, todas medidas durante un periodo de una hora. Entonces

X ∼ Poisson(λ10), Y ∼ Poisson(λ01), y Z ∼ Poisson(λ11).

Suponga que X, Y y Z son independientes. Si U y V son v.as. que miden el número de llegadas, en

un periodo de una hora, de clientes con cuenta y de clientes que realizan un depósito, respectivamente,

entonces U = X + Z, V = Y + Z y (U, V ) tiene la distribución PB.

Con la información disponible es posible obtener el coeficiente de correlación entre U y V por medio

de (2.41), se tiene que Corr(U, V ) = 0.5893, es decir, existe una dependencia considerable entre U y V ,

además se cumple Corr(U, V ) > 0 tal como se mencionó luego de la Proposición 2.23. J

Ejemplo 2.29 Suponga que las personas que salen de la ciudad durante el periodo vacacional de fin de

año se clasifican de acuerdo a su sexo y que sus motivos se clasifican en dos tipos: por placer o compromiso.

Se está particularmente interesado en el número de mujeres que salen de la ciudad y el número de personas

que salen por placer durante un periodo vacacional de fin de año cualquiera, de manera que todas las

variables aleatorias que se indiquen serán medidas durante un periodo vacacional de fin de año.

Sean X el número de mujeres que salen por compromiso, Y el número de hombres que salen por placer

y Z el número de mujeres que salen por placer. Suponga que X, Y y Z son independientes. Si U = X+Z

y V = Y +Z, es decir, U cuenta el número de mujeres que salen de la ciudad y V el número de personas

que salen por placer, entonces (U, V ) es un vector aleatorio con la distribución PB dada por (2.36). J





Caṕıtulo 3

Distribuciones hipergeométrica,

geométrica y binomial negativa

bivariadas

3.1. Distribución hipergeométrica bivariada

3.1.1. La distribución hipergeométrica bivariada

Definición 3.1 Se dice que un vector aleatorio (U, V ) tiene distribución hipergeométrica bivaria-

da (HGB) si: para N,N10, N01, N11, N00, n, a ∈ N, 1 ≤ n ≤ N , N10 + N01 + N11 + N00 = N , a =

0, 1, . . . ,mı́n(u, v) y u− a = 0, 1, . . . ,mı́n(n,N10), v − a = 0, 1, . . . ,mı́n(n,N01), se tiene que

(3.1) P [U = u, V = v] =

mı́n(u,v)∑
a=0

(
N10

u− a

)(
N01

v − a

)(
N11

a

)(
N00

n− u− v + a

)
(
N

n

) .

En el caso univariado la distribución hipergeométrica se describe mediante un experimento similar al

de la binomial, la diferencia es el tipo de muestreo aleatorio que se realiza, el cual es, en este caso (aqúı

el contraste) sin reemplazo. El caso bivariado es similar, para obtener la distribución HGB dada por

(3.1) vamos a considerar el siguiente esquema de muestreo.

Consideremos una población de tamaño N en la cual Nij elementos de la población poseen una

caracteŕıstica representada por la pareja (i, j), i, j ∈ {0, 1}, donde la primera componente de la pareja

indica la presencia o no de un atributo, digamos A, mientras que la segunda componente indica la presencia

o no de otro atributo B.

Podemos pensar en lo anterior como si se tratara de una urna con N bolas, numeradas 1, . . . , N , cada

una de las cuales tiene asociada una pareja (i, j), donde, por ejemplo, i = 1 representa la presencia del

atributo “blanca” y j = 1 representa la presencia del atributo “par”, aśı una bola que tenga asociada la

pareja (1, 1) seŕıa blanca y par.

Si se realiza un muestreo aleatorio sin reemplazo de tamaño n y, U y V son el número de elementos de

la muestra que poseen el atributo A en la primera componente y el atributo B en la segunda componente,
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respectivamente, se probará que entonces (U, V ) tiene la distribución (3.1). Note que si el muestreo se

realiza con reemplazo, entonces (U, V ) debe tener distribución binomial bivariada (vea la Sección 2.2).

Para verificar lo anterior utilizamos el método del punto muestral. Un punto muestral en Ω corres-

ponderá a una selección única de n elementos de la población, donde los elementos de la población están

numerados por 1, . . . , N de tal manera que se pueden distinguir unos de otros. Recuerde que cada punto

muestral tiene asociada una pareja (i, j), i, j ∈ {0, 1}. Aśı pues al seleccionar la muestra se obtendŕıa un

arreglo de tamaño n de parejas (i, j).

Se muestra a continuación un punto muestral correspondiente a las observaciones registradas en la

segunda componente de un experimento en particular. Este punto t́ıpicamente se puede ver de la siguiente

forma:

4, 8, 95, 1, 17, 7, 12, 35, 46, . . . , 25, 3︸ ︷︷ ︸ .
n posiciones

En donde se indica que la primera observación corresponde a una bola (blanca o negra) par (la bola

marcada con el número 4), enseguida viene una bola par (la número 8), luego una bola impar (número

95), y aśı sucesivamente hasta indicar las últimas dos observaciones que corresponden a bolas impares

(números 25 y 3). El arreglo de tamaño n de parejas (i, j) correspondiente a esta muestra seŕıa

(i, 1), (i, 1), (i, 0), (i, 0), (i, 0), (i, 0), (i, 1), . . . , (i, 0), (i, 0)︸ ︷︷ ︸ .
n posiciones

en donde i = 1 si la bola seleccionada es blanca e i = 0 si es negra.

Aśı que el número total de elementos en Ω es exactamente el número de formas en las que se puede

seleccionar un subconjunto de n elementos de la población, cuyo tamaño es N , es decir

(
N

n

)
.

Vamos a describir la población mediante la representación de la Tabla 3.1 en la que se especifica

el número de elementos y sus atributos. Como ya se mencionó, una muestra aleatoria es extráıda sin

reemplazo de la población y las observaciones son registradas en un arreglo de tamaño n (el de la muestra)

las cuales pueden ser representadas como en la Tabla 3.2, donde a es el número de ocasiones en que se

observó la caracteŕıstica (1, 1), aśı mismo u−a corresponde a (1, 0), v−a para (0, 1) y el resto n−u−v+a

para (0, 0).

Nos preguntamos por la probabilidad de observar el atributo A en U = u ocasiones y B en V = v

ocasiones tal como se indica en la Tabla 3.2.

Primera Componente

A Ac

Segunda B N11 N01 N+1

Componente Bc N10 N00 N+0

N1+ N0+ N

Tabla 3.1: N es el número de elementos en la población, N+1 es el número de elementos

que poseen el atributo B, N+0 el número de elementos que no poseen el atributo B,

N1+ el número de elementos que poseen el atributo A y N0+ los elementos que no

poseen el atributo A.
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Primera Componente

A Ac

Segunda B a v − a v

Componente Bc u− a n− u− v + a n− v
u n− u n

Tabla 3.2: Observaciones registradas en un muestreo de tamaño n. Se observa el

atributo A en u ocasiones y B en v ocasiones.

Vamos a introducir las siguientes variables aleatorias que nos permitirán describir más precisamente

el esquema:

X11 : número de elementos que poseen los atributos A y B,

X10 : número de elementos que poseen el atributo A, pero no el atributo B,

X01 : número de elementos que poseen el atributo B, pero no el atributo A,

X00 : número de elementos que no poseen los atributos A y B.

Con estas variables aleatorias el esquema de muestreo queda descrito como se muestra en la Tabla 3.3. Se

tiene entonces que X11 +X10 +X01 +X00 = n y la probabilidad de que X11 = x11, X10 = x10, X01 = x01

y X00 = x00, dado el esquema de muestreo descrito, debe ser

(3.2) P [X11 = x11, X10 = x10, X01 = x01, X00 = x00] =

(
N11

x11

)(
N10

x10

)(
N01

x01

)(
N00

x00

)
(
N

n

) ,

donde

x11 = 0, . . . ,mı́n(n,N11)

x10 = 0, . . . ,mı́n(n,N10)

x01 = 0, . . . ,mı́n(n,N01)

x00 = 0, . . . ,mı́n(n,N00)

x11 + x10 + x01 + x00 = n.

Lo anterior se puede apreciar ya que en el correspondiente arreglo de tamaño n, el número total de

puntos muestrales para la ocurrencia del evento (X11X10, X01, X00) = (x11, x10, x01, x00) es obtenido de

la regla del producto al formar todas las combinaciones posibles. En este caso, el número de formas de

Primera Componente

A Ac

Segunda B X11 X01 V

Componente Bc X01 X00 n− V
U n− U n

Tabla 3.3: Definición de las variables aleatorias correspondientes al esquema de muestreo.
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seleccionar x11 elementos de un total de N11, para ocupar x11 posiciones en el arreglo es

(
N11

x11

)
, el mismo

significado tienen los factores restantes en el numerador de (3.2). Para formar todos los arreglos de tamaño

n posibles, requerimos calcular el número de formas de combinar un conjunto de x11 elementos, con otro

de x10 elementos, con uno más de x01 elementos y finalmente con un conjunto de x00 elementos, que

de acuerdo a la regla del producto es exactamente el numerador de (3.2). Aśı queda justificada dicha

probabilidad.

El esquema de muestreo que nos condujo a la probabilidad (3.2) nos permite deducir la función de

distribución conjunta de las variables aleatorias U y V (vea la Tabla 3.2 y la definición de las variables

aleatorias en la Tabla 3.3). Se debe tener

(3.3) P [U = u, V = v] =

mı́n(u,v)∑
a=0

P [X11 = a,X10 = u− a,X01 = v − a,X00 = n− u− v + a].

Aśı, sustituyendo (3.2) en (3.3) obtenemos (3.1).

3.1.2. La distribución multi-hipergeométrica

Otra distribución a veces llamada distribución hipergeométrica multivariada, que podŕıa ser

llamada más precisamente como distribución multi-hipergeométrica, es obtenida de la siguiente

forma (una situación similar como cuando hablamos de la distribución multinomial).

Consideremos una población de tamaño N que contiene cuatro tipos de caracteŕısticas, digamos

I, II, III y IV de tamaños N1, N2, N3 y N4, respectivamente. Realizamos un muestreo aleatorio sin

reemplazo de tamaño n y, para i = I, II, III, IV , definimos

Xi = número de individuos con la caracteŕıstica i en la muestra.

Entonces, como X1 +X2 +X3 +X4 = n, podemos obtener la probabilidad de que x1 individuos tengan la

caracteŕıstica I, x2 la II y x3 la III, el resto de los individuos en la muestran presentan la caracteŕıstica

IV , como

(3.4) P [X1 = x1, X2 = x2, X3 = x3] =

(
N1

x1

)(
N2

x2

)(
N3

x3

)(
N4

n− x1 − x2 − x3

)
(
N

n

) ,

donde 0 ≤ x1 + x2 + x3 ≤ n y

x1 =0, . . . ,mı́n(n,N1),

x2 =0, . . . ,mı́n(n,N2),

x3 =0, . . . ,mı́n(n,N3).

A este modelo se le puede considerar como una generalización trivariada de la distribución hiper-

geométrica. En el Caṕıtulo 6 de [8] se trata un modelo correspondiente a una generalización bivariada

de la distribución hipergeométrica. Aqúı trabajamos con (3.4) porque la población sobre la que estamos

trabajando es tal que puede ser dividida en cuatro grupos con caracteŕısticas particulares.
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Vamos a ver que la distribución HGB dada por (3.1) se puede derivar de la distribución multi-

hipergeométrica dada por (3.4). En efecto, pensemos que la población está formada por individuos cuyas

caracteŕısticas se distinguen por la pareja (i, j) con i, j ∈ {0, 1}, como antes, suponiendo que la primera

componente representa la presencia o no de un atributo A y que la segunda representa la presencia o no

de un atributo B. Para la derivación que nos ocupa en este momento vamos a establecer las siguientes

definiciones. Sean X1, X2, X3 y X4 el número de individuos con los atributos A ∩ B,Ac ∩ B,A ∩ Bc y

Ac ∩Bc, respectivamente. Entonces, si U y V son el número de elementos que poseen el atributo A en la

primera componente y el atributo B en la segunda componente, respectivamente, se obtiene que

(3.5) U = X1 +X3 y V = X1 +X2.

Nos preguntamos por la probabilidad de hallar el atributo A en u ocasiones y B en v ocasiones. Obtenemos,

bajo la condición x1 + x3 = u y x1 + x2 = v, que

(3.6) P [U = u, V = v] =
∑
x1

∑
x2

∑
x3

P [X1 = x1, X2 = x2, X3 = x3]

Lo que indica exactamente todas las formas posibles de que en la muestra se observen los atributos

A ∩ B,Ac ∩ B y A ∩ Bc, en x1, x2 y x3 ocasiones, respectivamente, de forma tal que x1 + x3 = u y

x1 + x2 = v.

La identidad en (3.6) podemos mostrarla más precisamente si hacemos las siguientes elecciones, sean

N11 = N1, N10 = N3, N01 = N2 y N00 = N4 que coincide con el esquema de muestreo descrito en la

sección anterior. Por otro lado, puesto que

n− x1 − x2 − x3 = n− x1 − x2 − x3 − x1 + x1

= n− (x1 + x2)− (x3 + x1) + x1

= n− (x1 + x3)− (x1 + x2) + x1

= n− u− v + x1,

vemos entonces que

P [X1 = x1, X2 = v − x1, X3 = u− x1] =

(
N11

x1

)(
N01

v − x1

)(
N10

u− x1

)(
N00

n− u− v + x1

)
(
N

n

) .

Aśı podemos reescribir (3.6) como

P [U = u, V = v] =
∑
x1

P [X1 = x1, X2 = v − x1, X3 = u− x1]

que es, ahora expĺıcitamente, tomando a = x1, la distribución HGB (3.1).

Ahora podemos hacer distinciones entre (3.1) y (3.4). Como se mencionó en la sección anterior, para

obtener la distribución HGB pensamos en el ejemplo de una urna cuyos elementos son bolas blancas y

negras marcadas con un número par o impar, el modelo surge del estudio de una población que podemos

separar en dos grupos distintivos de acuerdo a sus atributos (el de las bolas blancas y el de las negras) los

cuales a su vez pueden ser divididos en otros dos grupos (bola par o impar), por lo que se obtienen cuatro
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subgrupos, sin embargo nos ocupamos de investigar la ocurrencia de los atributos como si dividiéramos

la población en cuatro grupos (bolas blancas, bolas negras, bolas pares, bolas impares) investigando

exactamente la ocurrencia de dos de esos atributos en un cierto número de ocasiones; en particular y

para ilustrar los hechos, investigamos la ocurrencia de observar bola blanca en u ocasiones y par en v

ocasiones. En cambio, para obtener (3.4), dividimos la población en cuatro grupos distintivos (bola blanca

y par, bola blanca e impar, bola negra y par, bola negra e impar), que coinciden con los cuatro subgrupos

mencionados arriba, para investigar la ocurrencia de cada uno de los elementos de estos grupos en un

cierto número de ocasiones bajo un muestreo sin reemplazo.

Entonces, (3.1) es un modelo que interesa para poblaciones en las que se pueden observar exactamente

cuatro atributos y en donde estemos investigando la ocurrencia de dos de esos atributos en un cierto

número de ocasiones. Por otro lado, (3.4) es un modelo de interés para poblaciones que se pueden dividir en

cuatro grupos distintivos y nos ocupamos en investigar la ocurrencia de cada una de esas caracteŕısticas

distintivas en un muestreo. Cuando esos cuatro grupos distintivos coinciden con los atributos en los

que estemos particularmente interesados, y nos ocupemos de investigar la ocurrencia de dos de aquellos

atributos, podemos utilizar cualquiera de estos modelos. Esto último es exactamente la relación entre

(3.1) y (3.6).

3.1.3. Valor esperado condicional

Sea (U, V ) un vector aleatorio con distribución HGB dada por (3.1). Vamos a derivar los valores espe-

rados condicionales E[U |V = v] y E[V |U = u], para ello requeriremos de las distribuciones marginales

para U y V que son obtenidas directamente de las Tablas 3.1 y 3.2.

Pensemos pues en el mismo experimento descrito anteriormente y tratemos únicamente con la variable

V que representa el número de veces que se observa el atributo B (la segunda componente). Recordando

que el experimento fue sin reemplazo, tenemos que la distribución marginal de V está dada por

(3.7) P [V = v] =

(
N+1

v

)(
N+0

n− v

)
(
N

n

) ,

donde v = 0, . . . ,mı́n(n,N + 1) y N+1 +N+0 = N . Las Tablas 3.1 y 3.2 muestran el número de elementos

en la población que poseen el atributo B y el número de observaciones, respectivamente. De manera

completamente similar obtenemos la siguiente distribución marginal de U

(3.8) P [U = u] =

(
N1+

u

)(
N0+

n− u

)
(
N

n

) ,

donde u = 0, . . . ,mı́n(n,N1+) y N1+ +N0+ = N . Observe en particular que las distribuciones marginales

de U y V son ambas hipergeométricas (Definición 1.72).

Proposición 3.2 Si (U, V ) es un vector aleatorio con distribución HGB dada por (3.1), entonces las

distribuciones condicionales de V = v dado que U = u y de U = u dado que V = v están dadas,
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respectivamente, por

P [V = v |U = u] =
∑
a

(
u

a

)(
N1+ − u
N11 − a

)(
N0+ − (n− u)

N01 − (v − a)

)(
n− u
v − a

)
(
N1+

N11

)(
N0+

N01

) ,(3.9)

P [U = u |V = v] =
∑
a

(
v

a

)(
N+1 − v
N11 − a

)(
N+0 − (n− v)

N10 − (u− a)

)(
n− v
u− a

)
(
N+1

N11

)(
N+0

N10

) .(3.10)

Demostración. Vamos a obtener la distribución condicional de V = v dado que U = u directamente de

(3.1) y (3.8) como sigue. Se tiene,

P [V = v |U = u] =
P [V = v, U = u]

P [U = u]

=

∑
a

(
N10

u− a

)(
N01

v − a

)(
N11

a

)(
N00

n− u− v + a

)
(
N

n

)
(
N1+

u

)(
N0+

n− u

)
(
N

n

)

=
∑
a

(
N10

u− a

)(
N01

v − a

)(
N11

a

)(
N00

n− u− v + a

)
(
N1+

u

)(
N0+

n− u

) ,

donde(
N10

u− a

)(
N01

v − a

)(
N11

a

)(
N00

n− u− v + a

)
(
N1+

u

)(
N0+

n− u

)
=

N10!
(u−a)! (N10−(u−a))!

N01!
(v−a)! (N01−(v−a))!

N11!
a! (N11−a)!

N00!
(n−u−v+a)! (N00−(n−u−v+a))!

N1+!
u! (N1+−u)!

N0+!
(n−u)! (N0+−(n−u))!

=

u!
a! (u−a)!

(N1+−u)!
(N11−a)! (N10−(u−a))!

(N0+−(n−u))!
(N01−(v−a))! (N00−(n−u−v+a))!

(n−u)!
(v−a)! (n−u−v+a)!

N1+!
N11!N10!

N0+!
N01!N00!

=

u!
a! (u−a)!

(N1+−u)!
(N11−a)! (N1+−u−(N11−a))!

(N0+−(n−u))!
(N01−(v−a))! (N0+−(n−u)−(N01−(v−a)))!

(n−u)!
(v−a)! (n−u−(v−a))!

N1+!
N11! (N1+−N11)!

N0+!
N01! (N0+−N01)!

=

(
u

a

)(
N1+ − u
N11 − a

)(
N0+ − (n− u)

N01 − (v − a)

)(
n− u
v − a

)
(
N1+

N11

)(
N0+

N01

) ,



64 3. Distribuciones hipergeométrica, geométrica y binomial negativa bivariadas

de manera que

P [V = v |U = u] =
∑
a

(
u

a

)(
N1+ − u
N11 − a

)(
N0+ − (n− u)

N01 − (v − a)

)(
n− u
v − a

)
(
N1+

N11

)(
N0+

N01

) .

Intercambiando los papeles de U y V se demuestra similarmente (3.10).

Observación 3.3 Puesto que (3.9) y (3.10) son distribuciones de probabilidad discretas, al variar v y u,

respectivamente, se cumplen las siguientes identidades∑
v

P [V = v |U = u] = 1, y
∑
u

P [U = u |V = v] = 1,

es decir, ∑
v

P [U = u, V = v]

P [U = u]
= 1 y

∑
u

P [U = u, V = v]

P [V = v]
= 1,

de manera que

∑
v

∑
a

(
u

a

)(
N1+ − u
N11 − a

)(
N0+ − (n− u)

N01 − (v − a)

)(
n− u
v − a

)
(
N1+

N11

)(
N0+

N01

) = 1,

∑
u

∑
a

(
v

a

)(
N+1 − v
N11 − a

)(
N+0 − (n− v)

N10 − (u− a)

)(
n− v
u− a

)
(
N+1

N11

)(
N+0

N10

) = 1.

En esta forma se tienen las identidades∑
v

∑
a

(
u

a

)(
N1+ − u
N11 − a

)(
N0+ − (n− u)

N01 − (v − a)

)(
n− u
v − a

)
=

(
N1+

N11

)(
N0+

N01

)
,

∑
u

∑
a

(
v

a

)(
N+1 − v
N11 − a

)(
N+0 − (n− v)

N10 − (u− a)

)(
n− v
u− a

)
=

(
N+1

N11

)(
N+0

N10

)
,

que serán usadas en la derivación de los correspondientes valores esperados condicionales. /

Teorema 3.4 Sea (U, V ) un vector aleatorio con distribución hipergeométrica bivariada dada por (3.1).

Entonces las esperanzas condicionales de V dado que U = u y de U dado que V = v están dadas,

respectivamente, por

E[V | U = u] = n
N01

N0+
+ u

N11N00 −N10N01

N1+N0+
,(3.11)

E[U | V = v] = n
N10

N+0
+ v

N11N00 −N10N01

N+1N+0
.(3.12)
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Demostración. La derivación de los valores esperados que nos ocupan en esta parte se realizará utilizando

las distribuciones condicionales (3.9) y (3.10). Por definición,

E[V | U = u] =
∑
v

vP [V = v | U = u]

=
∑
v

∑
a

v

(
u

a

)(
N1+ − u
N11 − a

)(
N0+ − (n− u)

N01 − (v − a)

)(
n− u
v − a

)
(
N1+

N11

)(
N0+

N01

) ,

que podemos reescribir como

∑
v,a

(v − a)

(
u

a

)(
N1+ − u
N11 − a

)(
N0+ − (n− u)

N01 − (v − a)

)(
n− u
v − a

)
(
N1+

N11

)(
N0+

N01

)(3.13)

+
∑
v,a

a

(
u

a

)(
N1+ − u
N11 − a

)(
N0+ − (n− u)

N01 − (v − a)

)(
n− u
v − a

)
(
N1+

N11

)(
N0+

N01

) ,(3.14)

donde

(v − a)

(
u

a

)(
N1+ − u
N11 − a

)(
N0+ − (n− u)

N01 − (v − a)

)(
n− u
v − a

)
= (v − a)

(
u

a

)(
N1+ − u
N11 − a

)(
N0+ − (n− u)

N01 − (v − a)

)(
(n− u)!

(v − a)!(n− u− v + a)!

)
= (n− u)

(
u

a

)(
N1+ − u
N11 − a

)(
N0+ − (n− u)

N01 − (v − a)

)(
(n− u− 1)!

(v − a− 1)!(n− u− v + a)!

)
= (n− u)

(
u

a

)(
N1+ − u
N11 − a

)(
N0+ − 1− (n− u− 1)

N01 − 1− (v − a− 1)

)(
n− u− 1

v − a− 1

)
.

Pero por la Observación 3.3 tenemos que

∑
v,a

(n− u)

(
u

a

)(
N1+ − u
N11 − a

)(
N0+ − 1− (n− u− 1)

N01 − 1− (v − a− 1)

)(
n− u− 1

v − a− 1

)
= (n− u)

(
N1+

N11

)(
N0+ − 1

N01 − 1

)

y, por lo tanto, (3.13) es

∑
v,a

(v − a)

(
u

a

)(
N1+ − u
N11 − a

)(
N0+ − (n− u)

N01 − (v − a)

)(
n− u
v − a

)
(
N1+

N11

)(
N0+

N01

) =

(n− u)

(
N1+

N11

)(
N0+ − 1

N01 − 1

)
(
N1+

N11

)(
N0+

N01

)

= (n− u)

(N0+ − 1)!
(N01 − 1)!(N0+ −N01)

N0+!
N01! (N0+ −N01)!

= (n− u)
N0+ − 1)!N01!

(N01 − 1)!N0+!
= (n− u)

N01

N0+
.
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Procedemos similarmente con (3.14). Se tiene,

a

(
u

a

)(
N1+ − u
N11 − a

)(
N0+ − (n− u)

N01 − (v − a)

)(
n− u
v − a

)
= a

(
u!

a!(u− a)!

)(
N1+ − u
N11 − a

)(
N0+ − (n− u)

N01 − (v − a)

)(
n− u
v − a

)
= u

(
(u− 1)!

(a− 1)!(u− a)!

)(
N1+ − u
N11 − a

)(
N0+ − (n− u)

N01 − (v − a)

)(
n− u
v − a

)
= u

(
u− 1

a− 1

)(
N1+ − 1− (u− 1)

N11 − 1− (a− 1)

)(
N0+ − (n− u)

N01 − (v − a)

)(
n− u
v − a

)
,

luego, por la Observación 3.3, resulta∑
v,a

u

(
u− 1

a− 1

)(
N1+ − 1− (u− 1)

N11 − 1− (a− 1)

)(
N0+ − (n− u)

N01 − (v − a)

)(
n− u
v − a

)
= u

(
N1+ − 1

N11 − 1

)(
N0+

N01

)
y, por lo tanto,

∑
v,a

u

(
u− 1

a− 1

)(
N1+ − 1− (u− 1)

N11 − 1− (a− 1)

)(
N0+ − (n− u)

N01 − (v − a)

)(
n− u
v − a

)
(
N1+

N11

)(
N0+

N01

) =

u

(
N1+ − 1

N11 − 1

)(
N0+

N01

)
(
N1+

N11

)(
N0+

N01

)

= u

(N1+ − 1)!
(N11 − 1)!(N1+ −N11)!

N1+!
N11! (N1+ −N11)!

= u
(N1+ − 1)!N11!

(N11 − 1)!N1+!
= u

N11

N1+
.

Aśı, la suma de (3.13) y (3.14), es

(n− u)
N01

N0+
+ u

N11

N1+
= n

N01

N0+
+ u

(
N11

N1+
− N01

N0+

)
= n

N01

N0+
+ u

N11N00 −N10N01

N1+N0+
,

con lo que hemos obtenido (3.11).

Intercambiando los papeles de U y V se demuestra de manera similar (3.12).

La correlación de U con V es obtenida como la media geométrica de los coeficientes de u y v en (3.11)

y (3.12) como lo indica la siguiente proposición.

Proposición 3.5 Si (U, V ) es un vector aleatorio con distribución HGB dada por (3.1) entonces

(3.15) Corr(U, V ) =
N11N00 − N10N01√
N+1N+0N1+N0+

.

Demostración. Ya sabemos que U y V tienen distribución marginal hipergeométrica, luego sus medias

y varianzas son finitas. Denotamos tales cantidades para U y V como µ1, µ2 y σ2
1, σ2

2, respectivamente,

y sea Corr(U, V ) = ρu,v. De (3.12) y (3.11) podemos decir que E[U | V ] es lineal como función de V y

E[V | U ] es lineal como función de U . Entonces, por el Teorema 1.46, se tiene que

E[U | V = v] = µ1 + ρu,v
σ1

σ2
(v − µ2) = µ1 − ρu,v

σ1

σ2
µ2 + ρu,v

σ1

σ2
v

E[V | U = u] = µ2 + ρu,v
σ2

σ1
(u− µ1) = µ2 − ρu,v

σ2

σ1
µ1 + ρu,v

σ2

σ1
u,
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de donde los coeficientes de u y v son ρu,v
σ2
σ1

y ρu,v
σ1
σ2

, respectivamente. Note que la media geométrica

de estos coeficientes es la correlación entre U y V .

Comparando las expresiones anteriores con (3.12) y (3.11) obtenemos

ρu,v
σ1

σ2
=
N11N00 −N10N01

N+1N+0
y ρu,v

σ2

σ1
=
N11N00 −N10N01

N1+N0+

y, por lo tanto,

ρu,v =
N11N00 − N10N01√
N+1N+0N1+N0+

,

que es el resultado indicado.

3.1.4. Convergencia a la distribución binomial bivariada

En el caso univariado es bien sabido que la distribución binomial aproxima a la distribución hiper-

geométrica para poblaciones grandes. En esta sección se demostrará que esta aproximación es también

válida para el caso bivariado, más precisamente, que la distribución HGB dada por (3.1) converge a la

distribución binomial bivariada dada por (2.5).

Teorema 3.6 Sea (U, V ) un vector aleatorio con distribución HGB dada por (3.1). Entonces, cuando

N →∞ y Nij →∞ de tal suerte que

Nij

N
−→ pij , i, j ∈ {0, 1},

se tiene que

P [U = u, V = v] −→ P [U∗ = u∗, V ∗ = v∗],

donde el vector aleatorio (U∗, V ∗) tiene distribución binomial bivariada dada por (2.5).

Demostración. Si N →∞ y Nij →∞ de tal forma que

Nij

N
−→ pij , i, j ∈ {0, 1},

claramente p00 + p01 + p10 + p11 = 1. La demostración estará pues terminada después de demostrar que,

para (3.2), si N →∞ y Nij →∞ como antes, entonces

(3.16)

(
N11

x11

)(
N10

x10

)(
N01

x01

)(
N00

x00

)
(
N

n

) −→
(

n

x11, x10, x01, x00

)
px1111 px1010 px0101 px0000

para cada (x11, x10, x01, x00) fijo y x11 + x10 + x01 + x00 = n. En efecto, digamos que el primer miembro

de (3.16) es H, entonces

H =
N11!

(N11 − x11)!x11!

N10!

(N10 − x10)!x10!

N01!

(N01 − x01)!x01!

N00!

(N00 − x00)!x00!

n! (N − n)!

N !

=
n!

x11!x10!x01!x00!
N11(N11 − 1) · · · (N11 − x11 + 1)N10(N10 − 1) · · · (N10 − x10 + 1)

×N01(N01 − 1) · · · (N01 − x01 + 1)N00(N00 − 1) · · · (N00 − x00 + 1)
(N − n)!

N !
,
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donde, para cualquier i, j ∈ {0, 1}, se tiene que

Nij(Nij − 1) · · · (Nij − xij + 1) = N
xij
ij

(
1− 1

Nij

)
· · ·
(

1− xij − 1

Nij

)
y

(N − n)!

N !
=

1

N(N − 1) · · · (N − n+ 1)
=

1

Nn
(

1− 1
N

)
· · ·
(

1− n− 1
N

) .
Al escribir Nn = Nx11Nx10Nx01Nx00 y haciendo tender N →∞ y Nij →∞ como antes, resulta que

H =
n!

x11!x10!x01!x00!
Nx11

11

(
1− 1

N11

)
· · ·
(

1− x11 − 1

N11

)
Nx10

10

(
1− 1

N10

)
· · ·
(

1− x10 − 1

N10

)
×Nx01

01

(
1− 1

N01

)
· · ·
(

1− x01 − 1

N01

)
Nx00

00

(
1− 1

N00

)
· · ·
(

1− x00 − 1

N00

)
× 1

Nx11Nx10Nx01Nx00
(
1− 1

N

)
· · ·
(
1− n−1

N

)
=

(
n

x11, x10, x01, x00

)(
N11

N

)x11 (N10

N

)x10 (N01

N

)x01 (N00

N

)x00 (
1− 1

N11

)(
1− 1

N10

)(
1− 1

N01

)
×
(

1− 1

N00

)
· · ·
(

1− x11 − 1

N11

)(
1− x10 − 1

N10

)(
1− x01 − 1

N01

)(
1− x00 − 1

N00

)
× 1(

1− 1
N

)
· · ·
(

1− n− 1
N

)
debe tender a(

n

x11, x10, x01, x00

)
px1111 px1010 px0101 px0000

(
1− 1

N11

)(
1− 1

N10

)(
1− 1

N01

)(
1− 1

N00

)
× · · ·

(
1− x11 − 1

N11

)(
1− x10 − 1

N10

)(
1− x01 − 1

N01

)(
1− x00 − 1

N00

)
1(

1− 1
N

)
· · ·
(

1− n− 1
N

) ,
pues basta observar que, para todo i, j ∈ {0, 1},

ĺım
Nij→∞

(
1− α

Nij

)
= 1 y ĺım

N→∞

(
1− β

N

)
= 1

con 1 ≤ α ≤ xij − 1 y 1 ≤ β ≤ n− 1. Por lo tanto, se cumple (3.16).

Finalmente, tomando x11 = a, x10 = u − a, x01 = v − a y x00 = n − u − v + a en (3.16) y haciendo

tender N →∞ y Nij →∞ como antes, se obtiene

(
N11

a

)(
N10

u− a

)(
N01

v − a

)(
N00

n− u− v + a

)
(
N

n

)
−→

(
n

a, u− a, v − a, n− u− v + a

)
pa11 p

u−a
10 pv−a01 pn−u−v+a

00 .
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Como esta convergencia es independiente de a = 0, . . . ,mı́n(u, v), al sumar con respecto a a y tomar

ĺımite, obtenemos

mı́n(u,v)∑
a=0

(
N11

a

)(
N10

u− a

)(
N01

v − a

)(
N00

n− u− v + a

)
(
N

n

)

−→
mı́n(u,v)∑
a=0

(
n

a, u− a, v − a, n− u− v + a

)
pa11 p

u−a
10 pv−a01 pn−u−v+a

00 ,

es decir,

P [U = u, V = v] −→ P [U∗ = u∗, V ∗ = v∗],

donde (U∗, V ∗) tiene la distribución binomial bivariada dada por (2.5).

3.1.5. Ejemplos

Ejemplo 3.7 Considere el estudio de los accidentes automoviĺısticos del Ejemplo 2.5. Suponga que la

población fue de N = 70 casos, donde en N11 = 31 casos el niño sobrevivió y usaba cinturón; en N10 = 22

casos el niño sobrevivió y no usaba cinturón; en N01 = 5 casos el niño no sobrevivió y usaba cinturón; y

en N00 = 12 casos el niño no sobrevivió y no usaba cinturón.

Se realizó un muestreo sin reemplazo de n = 20 casos. Si las variables aleatorias U y V cuentan el

número de veces en que se observó que el niño sobrevivió y las veces en que se observó que utilizaba el

cinturón, respectivamente, entonces el vector aleatorio (U, V ) tiene distribución HGB dada por (3.1).

El coeficiente de correlación entre U y V es determinado mediante (3.15). Con la información del

primer párrafo se obtuvo que Corr(U, V ) = 0.2495, de modo que se tiene poca dependencia positiva entre

U y V . J

Ejemplo 3.8 Aproximación binomial bivariada a la distribución hipergeométrica bivariada.

En el Ejemplo 2.16 se obtuvo P [U∗ = 15, V ∗ = 10] = 3.65718965 × 10−2 para una muestra de tamaño

n = 20, donde el vector aleatorio (U∗, V ∗) tiene la distribución binomial bivariada dada por (2.5). De

acuerdo al Teorema 3.6, la cantidad anterior puede ser considerada como una aproximación de P [U =

15, V = 10] cuando (U, V ) tiene la distribución HGB para una población muy grande y una muestra del

mismo tamaño.

En la Tabla 3.4 se muestran los resultados obtenidos para poblaciones muy grandes donde p(15, 10) =

P [U = 15, V = 10]. Se puede apreciar que a mayor tamaño N de la población, menor es p(15, 10). El

lector puede comprobar además que, en todos los casos,
Nij

N u pij (aproximadamente iguales) para cada

i, j ∈ {0, 1}, vea la Tabla 2.1. Note que desde que el tamaño de la población es de 100,000 casos, se tiene

que p(15, 10) coincide con P [U∗ = 15, V ∗ = 10] en cuatro d́ıgitos. En dicha tabla se puede apreciar que

los valores de p(15, 10) se van aproximando cada vez más al valor P [U∗ = 15, V ∗ = 10] cuando N →∞ y

Nij →∞ para todo i, j ∈ {0, 1}, confirmando numéricamente el resultado del Teorema 3.6. J
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N N11 N10 N01 N00 p(15, 10)

70 31 22 5 12 5.0559× 10−2

80 35 26 6 13 4.7827× 10−2

90 40 29 6 15 4.6333× 10−2

100 44 32 7 17 4.5433× 10−2

200 88 64 14 34 4.0524× 10−2

300 132 96 21 51 3.9115× 10−2

1000 440 320 70 170 3.7299× 10−2

10,000 4,400 3,200 700 1,700 3.6643× 10−2

100,000 44,000 32,000 7,000 17,000 3.6579× 10−2

1,000,000 440,000 320,000 70,000 170,000 3.65726154× 10−2

10,000,000 4,400,000 3,200,000 700,000 1,700,000 3.65719732× 10−2

100,000,000 44,000,000 32,000,000 7,000,000 17,000,000 3.65719089× 10−2

1,000,000,000 440,000,000 320,000,000 70,000,000 170,000,000 3.65719026× 10−2

...
...

...
...

...
...

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 3.65718965× 10−2

Tabla 3.4: P [U = 15, V = 10] para poblaciones muy grandes, (U, V ) tiene distribución HGB. Cuando

N →∞ y Nij →∞ para todo i, j ∈ {0, 1} se tiene que p(15, 10)→ P [U∗ = 15, V ∗ = 10] donde (U∗, V ∗)

tiene distribución binomial bivariada.

3.2. Distribución geométrica bivariada

Consideremos una sucesión {(Xi, Yi)}∞i=1 de vectores aleatorios con distribución de Bernoulli bivariada.

Recordemos, por definición, que las variables aleatorias de Bernoulli pueden tomar alguno de los dos

valores cero o uno, donde podemos pensar que cuando se observa un uno en la variable aleatoria se trata

de un “éxito” en el experimento. La generalización más natural de la distribución geométrica es que se

estudie el número de pruebas hasta observar el primer éxito en la primer componente del vector (Xi, Yi)

y el primer éxito en la segunda componente. Definimos pues U y V como el número de ceros (fracasos)

antes del primer uno (éxito) en la sucesión {Xi}∞i=1 y en {Yi}∞i=1, respectivamente. Claramente, por la

descripción indicada, cada una de las variables U y V tienen la distribución geométrica pero, en general,

estas variables no serán independientes.

3.2.1. La distribución geométrica bivariada

Teorema y Definición 3.9 Sea {(Xi, Yi)}∞i=1 una sucesión de vectores aleatorios independientes tal que

(Xi, Yi) tiene distribución de Bernoulli bivariada, sean U y V el número de pruebas antes de observar el
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primer éxito en la sucesión {Xi}∞i=1 y en {Yi}∞i=1, respectivamente. Entonces

(3.17) P [U = u, V = v] =


pu00 p10 p

v−u−1
+0 p+1 si 0 ≤ u < v,

pv00 p01 p
u−v−1
0+ p1+ si 0 ≤ v < u,

pu00 p11 si 0 ≤ u = v,

equivalentemente,

(3.18) P [U ≥ u, V ≥ v] =

pu00 p
v−u
+0 si 0 ≤ u ≤ v,

pv00 p
u−v
0+ si 0 ≤ v ≤ u.

Cualquier vector aleatorio (U, V ) con esta distribución se dice que tiene distribución geométrica bi-

variada (GB).

Demostración. Se demostrará primeramente (3.17) considerando distintos posibles casos.

Caso 0 ≤ u < v. Para desglosar ideas supongamos primero que u = 0. Esto significa que en la primer

prueba se observó un éxito, es decir, X1 = 1, otra forma de decirlo es que no se observó algún cero antes

del primer éxito, el experimento concluye hasta que se observa Yv+1 = 1, como v > 0 entonces no se

puede observar Y1 = 1, de manera que la primer prueba corresponde exactamente al vector (1, 0) cuya

probabilidad es p10. Las siguientes pruebas pueden corresponder a cualquiera de los vectores (1, 0) y (0, 0)

hasta en v−1 ocasiones (como ya se realizó una prueba antes, en este momento se han realizado v pruebas

en las que se observó cero en la segunda componente), es decir, justo antes de observar un éxito en la

segunda componente, lo que puede suceder observando (0, 1) o (1, 1). Lo que acaba de ser descrito puede

quedar expresado en la siguiente forma

P [U = 0, V = v] = P [(X1, Y1) = (1, 0), Y2 = 0, · · · , Yv = 0, Yv+1 = 1]

= P [(X1, Y1) = (1, 0)]P [Y2 = 0] · · ·P [Yv = 0]P [Yv+1 = 1]

que por independencia está justificada la segunda igualdad, luego entonces, recordando la distribución

marginal de las variables aleatorias Y2, . . . , Yv+1 dada en (2.1) se obtiene

P [U = 0, V = v] = p10 p
v−1
+0 p+1.

Supongamos ahora que 0 < u < v, en la primera componente no se observa un 1 sino hasta después de

u pruebas y como u < v tampoco se observa 1 en la segunda componente hasta después de v pruebas, esto

significa que las primeras u pruebas corresponden exactamente al vector (0, 0) y la (u+ 1)-ésima al vector

(1, 0), la probabilidad hasta este momento es pu00 p10; se llevan u+1 observaciones. El experimento continúa

observando ceros en la segunda componente hasta en v− (u+ 1) ocasiones que corresponden a cualquiera

de los vectores (0, 0) o (1, 0), es decir, con probabilidad (p00 +p10)v−(u+1) y finalmente se observa un éxito

en la segunda componente, que corresponde a (0, 1) o (1, 1), cuya probabilidad es (p01 + p11), aśı que,

mediante la siguiente expresión

P [U = u, V = v]

= P [(X1, Y1) = (0, 0), . . . , (Xu, Yu) = (0, 0), (Xu+1, Yu+1) = (1, 0), Yu+2 = 0, . . . , Yv = 0, Yv+1 = 1]

= P [(X1, Y1) = (0, 0)] · · ·P [(Xu, Yu) = (0, 0)]P [(Xu+1, Yu+1) = (1, 0)]
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× P [Yu+2 = 0] · · ·P [Yv = 0]P [Yv+1 = 1]

= p00 · · · p00︸ ︷︷ ︸ p10

u veces

p+0 · · · p+0︸ ︷︷ ︸ p+1,

v − (u+ 1) veces

hemos obtenido el primer caso de (3.17), es decir,

P [U = u, V = v] = pu00 p10 p
v−u−1
+0 p+1 si 0 ≤ u < v.

Con argumentos similares a los anteriores se demuestra que en el caso 0 ≤ v < u se cumple

P [U = u, V = v] = pv00 p01 p
u−v−1
0+ p1+.

Caso u = v. Aqúı se observa uno en ambas componentes a la vez. Si u = v = 0 entonces la primer

prueba corresponde al vector (1, 1). Por otro lado si u > 0 entonces v > 0, esto significa que en u

ocasiones se observa el vector (0, 0) con probabilidad pu00 y justo después se observa (1, 1). Haciendo uso

de la independencia entre los vectores aleatorios con la distribución de Bernoulli bivariada subyacente, la

probabilidad queda expresada de la siguiente forma

P [U = u, V = v] = P [(X1, Y1) = (0, 0), . . . , (Xu, Yu) = (0, 0), (Xu+1, Yu+1) = (1, 1)]

= P [(X1, Y1) = (0, 0)] · · ·P [(Xu, Yu) = (0, 0)]P [(Xu+1, Yu+1) = (1, 1)]

= p00 · · · p00︸ ︷︷ ︸ p11

u veces

por lo que

P [U = u, V = v] = pu00 p11 si 0 ≤ u = v.

Esto completa la prueba de (3.17).

Comprobaremos (3.18) considerando también distintos casos.

Caso 0 ≤ u ≤ v. Note que P [U ≥ u, V ≥ v] es la probabilidad de observar u ceros en ambas

componentes hasta la u-ésima prueba y observar v − u ceros en la segunda componente entre la (u+ 1)-

ésima y la v-ésima pruebas, no siendo relevante lo que ocurra en la primer componente para estas últimas.

De modo que, recordando (2.1), se obtiene

P [U ≥ u, V ≥ v] = P [(X1, Y1) = (0, 0), . . . , (Xu, Yu) = (0, 0), Yu+1 = 0, . . . , Yv = 0]

= P [(X1, Y1) = (0, 0)] · · ·P [(Xu, Yu) = (0, 0)]P [Yu+1 = 0] · · ·P [Yv = 0]

= p00 · · · p00︸ ︷︷ ︸
u veces

p+0 · · · p+0︸ ︷︷ ︸
v − u veces

= pu00 p
v−u
+0 ,

donde la segunda igualdad está justificada por independencia entre los vectores aleatorios (Xi, Yi).

Con argumentos similares a los anteriores se demuestra que en el caso 0 ≤ v ≤ u se cumple

P [U ≥ u, V ≥ v] = P [(X1, Y1) = (0, 0), . . . , (Xv, Yv) = (0, 0), Xv+1 = 0, . . . , Xu = 0]

= P [(X1, Y1) = (0, 0)] · · ·P [(Xv, Yv) = (0, 0)]P [Xv+1 = 0] · · ·P [Xu = 0]

= pv00 p
u−v
0+ .

Esto completa la prueba de (3.18).
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Proposición 3.10 Si (U, V ) es un vector aleatorio con la distribución geométrica bivariada (3.17), en-

tonces su f.g.m.f. es

(3.19) mU,V (s, t) =
p11 − (s+ t)τ − st(p01 p10 − p00τ)

(1− p0+s)(1− p+0t)(1− p00st)
,

donde τ es la covarianza de la distribución de Bernoulli bivariada subyacente dada por (2.2).

Demostración. De acuerdo con la definición de f.g.m.f. tenemos que

mU,V (s, t) = E
[
sU tV

]
=

∞∑
u=0

∞∑
v=0

sutvP [U = u, V = v]

=
∞∑
u=0

∞∑
v=u+1

sutvP [U = u, V = v] +
∞∑

u=0,v=u

sutvP [U = u, V = v]

+
∞∑
v=0

∞∑
u=v+1

sutvP [U = u, V = v]

=
∞∑
u=0

∞∑
v=u+1

sutvpu00 p10 p
v−u−1
+0 p+1 +

∞∑
u=0

sutupu00 p11

+

∞∑
v=0

∞∑
u=v+1

sutvpv00 p01 p
u−v−1
0+ p1+,

donde los tres miembros de la suma en la última igualdad están justificados porque u < v, v = u y v < u,

respectivamente. Aśı es que

mU,V (s, t) = p10 p+1

∞∑
u=0

(sp00)u
∞∑

v=u+1

tvpv−u−1
+0 + p11

∞∑
u=0

(stp00)u

+ p01 p1+

∞∑
v=0

(tp00)v
∞∑

u=v+1

supu−v−1
0+

= p10 p+1t

∞∑
u=0

(stp00)u
∞∑

v=u+1

(tp+0)v−(u+1) + p11

∞∑
u=0

(stp00)u

+ p01 p1+s
∞∑
v=0

(stp00)v
∞∑

u=v+1

(sp0+)u−(v+1).

Las sumas mostradas convergen siempre que se tome |s| < 1 y |t| < 1, con lo que se obtiene

mU,V (s, t) = p10 p+1t

(
1

1− p00st

)(
1

1− p+0t

)
+ p11

(
1

1− p00st

)
+ p01 p1+s

(
1

1− p00st

)(
1

1− p0+s

)
=

p10 p+1t

(1− p00st)(1− p+0t)
+

p11

1− p00st
+

p01 p1+s

(1− p00st)(1− p0+s)

=
p10 p+1(1− p0+s)t+ p11(1− p0+s)(1− p+0t) + p01 p1+(1− p+0t)s

(1− p0+s)(1− p+0t)(1− p00st)
.
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Desarrollando los tres miembros del numerador de la última expresión se tiene

p10 p+1(1− p0+s)t = p10 p+1t− p10 p+1 p0+st

p11(1− p0+s)(1− p+0t) = p11 − p11 p+0t− p11 p0+s+ p11 p+0 p0+st

p01 p1+(1− p+0t)s = p01 p1+ − p01 p1+ p+0st.

Sumando ahora tales miembros y agrupando términos, resulta

(3.20) p10 p+1(1− p0+s)t+ p11(1− p0+s)(1− p+0t) + p01 p1+(1− p+0t)s

= p11 + (p10 p+1 − p11 p+0)t+ (p01 p1+ − p11 p0+)s

+ (p11 p+0 p0+ − p10 p+1 p0+ − p01 p1+ p+0)st,

donde, recordando la definición de τ dada en (2.2), es posible simplificar de la siguiente forma

p10 p+1 − p11 p+0 = p10(p01 + p11)− p11(p00 + p10)

= p10p01 + p10p11 − p11p00 − p11p10 = p10p01 − p11p00 = −τ

y

p01 p1+ − p11 p0+ = p01(p10 + p11)− p11(p00 + p01)

= p01p10 + p01p11 − p11p00 − p11p01 = p01p10 − p11p00 = −τ,

por lo que se puede reescribir (3.20) como

p10 p+1(1− p0+s)t+ p11(1− p0+s)(1− p+0t) + p01 p1+(1− p+0t)s(3.21)

= p11 − tτ − sτ + (p11 p+0 p0+ − p10 p+1 p0+ − p01 p1+ p+0)st

= p11 − (s+ t)τ + (p11 p+0 p0+ − p10 p+1 p0+ − p01 p1+ p+0)st.

Por otro lado, haciendo uso nuevamente de (2.2), se tiene

p11 p+0 p0+ − p10 p+1 p0+ − p01 p1+ p+0

= p0+(p11 p+0 − p10 p+1)− p01 p1+ p+0

= p0+(p11p00 + p11p10 − p10p01 − p10p11)− p01 p1+ p+0

= p0+(p11p00 − p10p01)− p01(p10p00 + p10p10 + p11p00 + p11p10)

= p0+τ − p01p10p00 − p01p10p10 − p01p11p00 − p01p11p10

= p0+τ − p01p10(p00 + p10 + p11)− p01p11p00

= p0+τ − p01p10(1− p01)− p01p11p00

= p0+τ − p01p10 + p01p10p01 − p01p11p00

= p0+τ − p01p10 − p01(p11p00 − p10p01)

= p00τ + p01τ − p01p10 − p01τ

= p00τ − p01p10.
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Finalmente, sustituyendo en (3.21), se obtiene

p10 p+1(1− p0+s)t+ p11(1− p0+s)(1− p+0t) + p01 p1+(1− p+0t)s(3.22)

= p11 − (s+ t)τ + (p00τ − p01p10)st

= p11 − (s+ t)τ − (p01p10 − p00τ)st.

Como (3.22) es el numerador de mU,V (s, t), queda demostrada la afirmación.

Observe que las distribuciones marginales para U y V son geométricas de parámetros p1+ y p+1,

respectivamente, como se mencionó al principio de esta sección. En efecto, dado que U es el número de

ceros antes del primer éxito en la primer componente cuya probabilidad es p1+, y dado que V es el número

de ceros antes del primer éxito en la segunda componente con probabilidad de éxito p+1, se tienen las

siguientes expresiones para las respectivas distribuciones marginales

P [U = u] = pu0+ p1+,(3.23)

P [V = v] = pv+0 p+1.(3.24)

Proposición 3.11 Se tiene

(3.25) Corr(U, V ) =
ρ
√
p1+ p+1

1− p00
,

donde ρ es el coeficiente de correlación de la distribución de Bernoulli bivariada subyacente dado por

(2.3). Además se cumplen:

i. Si p10 = p01 = 0, entonces Corr(U, V ) = 1,

ii. Si p00 = p11 = 0, entonces Corr(U, V ) = −√p10 p01,

iii. En general,

−1

2
≤ Corr(U, V ) ≤ 1.

Demostración. Se procederá como en las Secciones 2.2 y 2.3, se calculará la correlación por definición,

para ello se requiere de la covarianza entre U y V que como sabemos esta dada por E[UV ]− E[U ]E[V ],

donde E[UV ] será calculado recurriendo a (3.19), que denotaremos simplemente como m(s, t), sabiendo

que

E[UV ] =
∂2m(s, t)

∂s ∂t

∣∣∣∣
s=1,t=1

.

Habrá que tener mucha paciencia para hacer a mano el cálculo correspondiente de las derivadas parciales,

si el lector desea comprobar los cálculos se le recomienda que haga uso de algún software especializado en

ese sentido, aqúı se ha hecho uso de “Wolfram Mathematica”. Se muestra el resultado correspondiente a

la primer derivada parcial que śı fue calculado a mano

∂m(s, t)

∂t
=

−τ − (p01 p10 − p00 τ)s

(1− p0+s)(1− p+0t)(1− p00st)
+
p00 s (p11 − τ(s+ t))− p00(p01 p10 − p00 τ)s2 t

(1− p0+s)(1− p+0t)(1− p00st)2

+
p+0(p11 − τ(s+ t))− (p01 p10 − p00 τ)s t

(1− p0+s) (1− p+0t)2 (1− p00st)
,
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con lo que es posible apreciar la magnitud del desarrollo que habŕıa que realizar a mano para obtener la

segunda derivada parcial. Aqúı solo se muestra el resultado obtenido para la segunda derivada parcial,

luego de hacer la evaluación correspondiente,

∂2m(s, t)

∂s ∂t

∣∣∣∣
s=1,t=1

=
−p01 p10(1− p+0 + p0+(p00 p+0 − 1)) + p11[p0+ p+0 + p2

00 p0+ p+0 − p00(p0+ + p+0 + p0+ p+0 − 1)]

(1− p00)(1− p0+)2 (1− p+0)2
.

Vamos a simplificar el numerador de la expresión anterior, desarrollando y recordando (2.2) obtenemos

− p01 p10 + p01 p10 p+0 − p01 p10 p0+ p00 p+0 + p01 p10 p0+ + p11 p0+ p+0

+ p11 p
2
00 p0+ p+0 − p11 p00 p0+ − p11 p00 p+0 − p11 p00 p0+ p+0 + p11 p00

= (p11 p00 − p01 p10)− p0+(p11 p00 − p01 p10)− p+0(p11 p00 − p01 p10)

+ p00 p0+ p+0(p11 p00 − p01 p10) + (1− p00)p11 p0+ p+0

= τ − p0+ τ − p+0 τ + p00 p0+ p+0 τ + (1− p00)p11 p0+ p+0

= τ(1− p0+ − p+0 + p00 p0+ p+0) + (1− p00)p11 p0+ p+0,

por lo que

E[UV ] =
τ(1− p0+ − p+0 + p00 p0+ p+0) + (1− p00)p11 p0+ p+0

(1− p00)(1− p0+)2 (1− p+0)2
,

luego, de (3.23) y (3.24), se tiene

E[U ] =
p0+

p1+
=

p0+

(1− p0+)
y E[V ] =

p+0

p+1
=

p+0

(1− p+0)
,

también

V ar[U ] =
p0+

p2
1+

=
p0+

(1− p0+)2
y V ar[V ] =

p+0

p2
+1

=
p+0

(1− p+0)2
.

Aśı es que como

Corr(U, V ) =
E[UV ]− E[U ]E[V ]√

V ar[U ]V ar[V ]
,

donde √
V ar[U ]V ar[V ] =

√
p+0 p0+

(1− p+0)(1− p0+)

implica
1√

V ar[U ]V ar[V ]
=

(1− p+0)(1− p0+)
√
p+0 p0+

,

y dado que (véase (2.2)) τ = p11 − p1+ p+1, resulta

E[UV ]− E[U ]E[V ]

=
τ(1− p0+ − p+0 + p00 p0+ p+0) + (1− p00)p11 p0+ p+0

(1− p00)(1− p0+)2 (1− p+0)2
− p0+ p+0

(1− p0+)(1− p+0)

=
τ(1− p0+ − p+0 + p00 p0+ p+0) + (1− p00)p11 p0+ p+0 − p0+ p+0(1− p00)(1− p0+)(1− p+0)

(1− p00)(1− p0+)2 (1− p+0)2

=
τ(1− p0+ − p+0 + p00 p0+ p+0) + (1− p00)p0+ p+0(p11 − (1− p0+)(1− p+0))

(1− p00)(1− p0+)2 (1− p+0)2
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=
τ(1− p0+ − p+0 + p00 p0+ p+0) + (1− p00)p0+ p+0(p11 − p1+ p+1)

(1− p00)(1− p0+)2 (1− p+0)2

=
τ(1− p0+ − p+0 + p00 p0+ p+0) + (1− p00)p0+ p+0 τ

(1− p00)(1− p0+)2 (1− p+0)2

=
τ(1− p0+ − p+0 + p00 p0+ p+0 + (1− p00)p0+ p+0)

(1− p00)(1− p0+)2 (1− p+0)2

=
τ(1− p0+ − p+0 + p0+ p+0)

(1− p00)(1− p0+)2 (1− p+0)2

=
τ(1− p0+)(1− p+0)

(1− p00)(1− p0+)2 (1− p+0)2

=
τ

(1− p00)(1− p0+)(1− p+0)
,

entonces

(3.26) Corr(U, V ) =

(
τ

(1− p00)(1− p0+)(1− p+0)

)(
(1− p+0)(1− p0+)

√
p+0 p0+

)
=

τ

(1− p00)
√
p+0 p0+

.

Multiplicando por
√
p1+ p+1 tanto en el numerador como en el denominador y recordando (2.3), se obtiene

τ
√
p1+ p+1

(1− p00)
√
p+0 p0+ p1+ p+1

=
ρ
√
p1+ p+1

1− p00

que es exactamente (3.25).

Nos ocupamos ahora de demostrar (i), (ii) y (iii) utilizando la expresión (3.26) equivalente a la corre-

lación que obtuvimos recientemente, es decir,

Corr(U, V ) =
p11 p00 − p10 p01√
p0+ p+0 (1− p00)

.

i. Si p10 = p01 = 0, entonces p0+ = p+0 = p00 y p00 + p11 = 1. Aśı pues,

Corr(U, V ) =
p11 p00

p00 (1− p00)
=

p11

1− p00
=
p11

p11
= 1.

ii. Si p00 = p11 = 0, entonces p0+ = p01, p+0 = p10, luego p01 + p10 = 1 y

Corr(U, V ) =
−p10 p01√
p01 p10

= −√p01 p10.

iii. Es bien sabido de la teoŕıa que la correlación entre cualquier par de variables aleatorias toma como

valor mı́nimo -1 y máximo 1, en el presente caso se afirma que el valor mı́nimo corresponde a una cantidad

mayor a -1. En (ii) se obtuvo una expresión para la correlación entre U y V estrictamente menor que

cero, el resultado es consecuencia de dicha expresión; podremos obtener el valor mı́nimo de la correlación

resolviendo el problema de minimizar

f(x) = −
√
x(1− x)

sobre [0, 1] interpretando x = p01. Este problema es equivalente a maximizar

g(x) = x(1− x)
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sobre [0, 1]. Como g′(x) = −2x+1, se tiene que x = 1/2 es un punto cŕıtico y como, además, g′′ (1/2) = −2,

dicho punto cŕıtico es un punto máximo local el cual se ve de inmediato que, de hecho, en ese punto la

función alcanza su valor máximo absoluto sobre [0, 1]. Por lo tanto x = 1/2 minimiza a f(x), es decir,

p01 =
1

2

minimiza la correlación obtenida en (ii) y por lo tanto, en tal caso,

Corr(U, V ) = −

√(
1

2

)2

= −1

2

es el mı́nimo valor que puede adquirir la correlación, esto demuestra la afirmación.

3.2.2. Valor esperado condicional

En esta sección, para un vector aleatorio (U, V ) con la distribución GB dada por (3.17), calcularemos

los valores esperados condicionales de U dado V y de V dado U , respectivamente, donde recuerde que las

distribuciones marginales de U y V están dadas por (3.23) y (3.24), respectivamente.

Teorema 3.12 Si (U, V ) es un vector aleatorio con distribución geométrica bivariada dada por (3.17),

entonces

E[U | V = v] =


p00
p10
−
(
p00
p+0

)v (1− p00) τ
p10 p1+p+1

si p10 6= 0,

v +
p01

p11 (1− p00)
si p10 = 0,

(3.27)

E[V | U = u] =


p00
p01
−
(
p00
p0+

)u (1− p00) τ
p01 p1+p+1

si p01 6= 0,

u+
p10

p11 (1− p00)
si p01 = 0.

(3.28)

Demostración. Se probará (3.27). Supongamos primero que p10 6= 0. Se tiene

E[U | V = v] =
∞∑
u=0

uP [U = u | V = v].

Como el valor de v está dado, podemos partir la sumatoria en tres partes, a saber, cuando u < v, u = v

y u > v, de manera que

(3.29) E[U | V = v] =
v−1∑
u=0

uP [U = u | V = v] + vP [U = v | V = v] +
∑
u>v

uP [U = u | V = v].

En los tres casos siguientes haremos uso de (3.24). Aśı que, cuando u < v, obtenemos

(3.30)
v−1∑
u=0

uP [U = u | V = v] =
∑
u

u
P [U = u, V = v]

P [V = v]
=
∑
u

u
pu00 p10 p

v−u−1
+0 p+1

pv+0 p+1

=
∑
u

upu00 p10 p
−u−1
+0 =

p10

p+0

∑
u

u

(
p00

p+0

)u
=
p10 p00

p2
+0

∑
u

u

(
p00

p+0

)u−1

.
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Tomando r =
p00
p+0

y dado que d
dr

(ru) = uru−1 tenemos

∑
u

uru−1 =
∑
u

d

dr
(ru) =

d

dr

(∑
u

ru

)
donde esta última suma es convergente puesto que, como p+0 > p00, necesariamente 0 ≤ r < 1. Ya que

v−1∑
u=0

ru =
1− rv

1− r
,

d

dr

(
1− rv

1− r

)
=

1− v(1− r)rv−1 − rv

(1− r)2

y

1− r =
p10

p+0
,

llegamos a que

∑
u

u

(
p00

p+0

)u−1

=

(
p+0

p10

)2
{

1− v p10

p+0

(
p00

p+0

)v−1

−
(
p00

p+0

)v}
(3.31)

=

(
p+0

p10

)2
{

1−
(
p00

p+0

)v (
v
p10

p+0

(
p00

p+0

)−1

+ 1

)}

=

(
p+0

p10

)2{
1−

(
p00

p+0

)v (
v
p10

p00
+ 1

)}
Sustituyendo (3.31) en (3.30) se tiene

v−1∑
u=0

uP [U = u | V = v] =
p10 p00

p2
+0

(
p+0

p10

)2{
1−

(
p00

p+0

)v (
v
p10

p00
+ 1

)}
(3.32)

=
p00

p10

{
1−

(
p00

p+0

)v (
v
p10

p00
+ 1

)}
=
p00

p10
−
(
p00

p+0

)v (
v +

p00

p10

)
.

Ahora, cuando u = v, se tiene que

(3.33) vP [U = v | V = v] = v
P [U = v, V = v]

P [V = v]
= v

pv00 p11

pv+0 p+1
= v

(
p00

p+0

)v ( p11

p+1

)
.

Finalmente, cuando u > v,∑
u>v

uP [U = u | V = v] =
∑
u>v

u
P [U = u, V = v]

P [V = v]
(3.34)

=
∑
u>v

u
pv00 p01 p

u−v−1
0+ p1+

pv+0 p+1

=
∑
u>v

u

(
p00

p+0 p0+

)v (p01 p1+

p+1

)
pu−1

0+

=

(
p00

p+0 p0+

)v (p01 p1+

p+1

)∑
u>v

upu−1
0+ .
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Sea s = p0+. Como d
ds

(su) = usu−1, se tiene que

∑
u>v

usu−1 =
∑
u>v

d

ds
(su) =

d

ds

(∑
u>v

su

)
,

donde ∑
u>v

su =
∞∑
u=0

su −
v∑

u=0

su =
1

1− s
− 1− sv+1

1− s
=

sv+1

1− s

cuya convergencia está justificada porque s < 1 dado que p0+ < 1. Luego,

d

ds

(
sv+1

1− s

)
=

(1− s)(v + 1)sv + sv+1)

(1 + s)2
=
sv[(v + 1)(1− s) + s]

(1 + s)2

y, dado que 1− s = p1+, obtenemos

(3.35)
∑
u>v

upu−1
0+ =

∑
u>v

usu−1 =
sv[(v + 1)(1− s) + s]

(1 + s)2
=
pv0+[(v + 1)p1+ + p0+]

(p1+)2
=
pv0+(vp1+ + 1)

(p1+)2
.

Sustituyendo (3.35) en (3.34) tenemos

∑
u>v

uP [U = u | V = v] =

(
p00

p+0 p0+

)v (p01 p1+

p+1

)
pv0+(vp1+ + 1)

(p1+)2
(3.36)

=

(
p00

p+0

)v p01 (vp1+ + 1)

p+1 p1+
.

Sumando (3.32), (3.33) y (3.36) obtenemos exactamente el valor esperado condicional (3.29). En efecto,

se tiene

(3.37) E[U | V = v] =
p00

p10
−
(
p00

p+0

)v (
v +

p00

p10
− v p11

p+1
− p01 (vp1+ + 1)

p+1 p1+

)
.

Desarrollando la última expresión es posible simplificar

v +
p00

p10
− v p11

p+1
− p01 (vp1+ + 1)

p+1 p1+
= v +

p00

p10
− v p11

p+1
− v p01

p+1
− p01

p+1 p1+

= v

(
1− p11

p+1
− p01

p+1

)
+
p00

p10
− p01

p+1 p1+

= v

(
1− p11 + p01

p+1

)
+
p00 p+1 p1+ − p01 p10

p10 p+1 p1+

= v

(
1− p+1

p+1

)
+
p00 p+1 p1+ − p01 p10

p10 p+1 p1+

=
p00 (p01 + p11) (p11 + p10)− p01 p10

p10 p+1 p1+
,
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donde

p00 (p01 + p11) (p11 + p10)− p01 p10 = p00 p01 p10 + p00 p01 p11 + p00 p11 p10 + p00 p11 p11 − p01 p10(3.38)

= p00 p01 p10 + p00 p11 (p01 + p10 + p11)− p01 p10

= p00 p01 p10 + p00 p11 (p00 + p01 + p10 + p11 − p00)− p01 p10

= p00 p01 p10 + p00 p11 (1− p00)− p01 p10

= p00 p11 (1− p00)− p01 p10 + p00 p01 p10

= p00 p11 (1− p00)− p01 p10 (1− p00)

= (1− p00)(p00 p11 − p01 p10)

= (1− p00) τ

con τ dada por (2.2). Entonces

v +
p00

p10
− v p11

p+1
− p01 (vp1+ + 1)

p+1 p1+
=

(1− p00) τ

p10 p+1 p1+
,

por lo que, sustituyendo en (3.37), obtenemos

E[U | V = v] =
p00

p10
−
(
p00

p+0

)v (1− p00) τ

p10 p+1 p1+
.

Para completar la prueba de (3.27) falta tratar el caso p10 = 0. Para ello comenzamos con (3.29)

donde, por (3.30),
v−1∑
u=0

uP [U = u | V = v] = 0,

luego, por (3.33),

vP [U = v | V = v] = v
p11

p+1

y de (3.36) obtenemos ∑
u>v

uP [U = u | V = v] =
p01 (vp11 + 1)

p+1 p11
.

Por lo tanto, concluimos que si p10 = 0, entonces

E[U | V = v] = v
p11

p+1
+
p01 (vp11 + 1)

p+1 p11

= v
p11

p+1
+ v

p01

p+1
+

p01

p+1 p11

= v

(
p11

p+1
+
p01

p+1

)
+

p01

(1− p+0) p11

= v

(
p11 + p01

p+1

)
+

p01

(1− p00) p11

= v +
p01

(1− p00) p11
,

quedando demostrado en esta forma (3.27).

Con argumentos completamente similares se demuestra (3.28), es decir, que si p01 6= 0, entonces

E[V | U = u] =
p00

p01
−
(
p00

p0+

)u (1− p00) τ

p01 p+1 p1+
,
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y si p01 = 0, entonces

E[V | U = u] = u+
p10

(1− p00) p11
.

Terminamos esta sección mencionando que en el caso univariado es posible obtener la distribución

exponencial como ĺımite de la distribución geométrica. El procedimiento que se utiliza para dicha deriva-

ción puede ser extendido a dos dimensiones con la distribución geométrica bivariada dada por (3.18), de

hecho, se puede demostrar el resultado siguiente.

Proposición 3.13 Sea {(Xi, Yi)}∞i=1 una sucesión de vectores aleatorios independientes, tal que (Xi, Yi)

tiene distribución de Bernoulli bivariada, que son observados en los instantes
{
i
n

}∞
i=1

, con n ∈ N, y

sean U y V el número de ceros observados antes del primer uno en las sucesiones {Xi}∞i=1 y {Yi}∞i=1,

respectivamente. Si nt1 y nt2 no son enteros, se sabe que

P [U > t1, V > t2] =

p
[nt1]
00 p

[nt2]−[nt1]
+0 si t1 < t2,

p
[nt2]
00 p

[nt1]−[nt2]
0+ si t1 > t2.

Si se hacen tender n→∞ y pij → 0 de tal suerte que npij → λij, entonces

P [U > t1, V > t2] −→ exp[−λ10t1 − λ01t2 − λ11 máx(t1, t2)], t1, t2 ≥ 0,

donde esta última distribución es la distribución exponencial bivariada propuesta en [10].

3.2.3. Ejemplos

Se ilustran algunas situaciones comunes donde aparece de manera natural la distribución geométrica

bivariada.

Ejemplo 3.14 Lanzamiento de moneda bivariado. Un juego en parejas, digamos “Jugador 1” y “Jugador

2” que abreviaremos, respectivamente, como J1 y J2, consiste en lanzar una moneda al mismo tiempo

indefinidamente. J1 debe decir “águila” y J2 “sol” en cuanto obtengan el resultado por vez primera, los

jugadores no dejan de lanzar su moneda hasta el momento en que ambos han observado su resultado.

Puede suceder que J1 observe “águila” antes de que J2 observe “sol”, quizá suceda al contrario, o incluso

que ambos obtengan el resultado en el mismo instante. Este juego puede ser analizado con la distribución

GB dada en el Teorema y Definición 3.9.

Considere una sucesión de vectores aleatorios {(Xi, Yi)}∞i=1 con distribución de Bernoulli bivariada.

Donde, para todo i, se definen

Xi =

{
1 si la moneda de J1 cae “águila”,

0 si no,
y Yi =

{
1 si la moneda de J2 cae “sol”,

0 si no.

Cada prueba, (Xi, Yi), puede considerarse independiente. Sean U el número de lanzamientos que realiza

J1 antes de observar por primera vez “águila” y V el número de lanzamientos que realiza J2 antes de

obtener “sol”, entonces (U, V ) es un vector aleatorio con distribución GB.

El coeficiente de correlación entre U y V está dado por (3.25). Las probabilidades de los cuatro

valores que toma cada ve.a. (Xi, Yi) son iguales: pij = 1
4 y pi+ = p+j = 1

2 para todo i, j ∈ {0, 1}, aśı es

que Corr(U, V ) = 0 (pues ρ = 0, vea (2.3)). J
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Ejemplo 3.15 El juego de la ruleta Americana de doble cero. Se trata de un juego muy popular en los

casinos, está constituido por 38 casillas, 36 de las cuales están numeradas y son de color rojo o negro, el

par de casillas restantes son de color verde o azul y corresponden al 0 y 00. Las casillas de color rojo están

constituidas por 8 números pares y 10 impares, las de color negro por 10 números pares y 8 impares. La

ruleta se hace girar y el “arbitro” lanza una bola blanca en dirección contraria a la que se hizo girar la

ruleta, gana el jugador que haya apostado por la casilla en la que caiga la bola.

Suponga que un jugador está particularmente interesado en apostar por casillas rojas y por números

pares, considere que U es el número de jugadas antes de que la bola caiga en una casilla roja y que

V es el número de jugadas antes de que la bola caiga en una casilla de número par, entonces el vector

aleatorio (U, V ) tendrá distribución GB. Considere la sucesión de vectores aleatorios {(Xi, Yi)}∞i=1, que se

supondrán independientes, con distribución de Bernoulli bivariada definidos, para todo i, como

Xi =

{
1 si la bola cae en una casilla roja,

0 en otro caso,
y Yi =

{
1 si la bola cae en una casilla par,

0 en otro caso.

Entonces cada uno de los ve.as. (Xi, Yi) tiene parámetros p11 = 4
19 , p10 = 5

19 , p01 = 5
19 , y p00 = 5

19 ,

donde p11 es la probabilidad de que la bola caiga en una casilla roja y de numero par (lo cual sucede en

8 de 38 resultados posibles); p10 es la probabilidad de que la bola caiga en una casilla roja y de número

impar (10 de 38 casos); p01 es la probabilidad de que la bola caiga en una casilla no roja (negra o verde)

y de número par (las casillas de número par no rojas corresponden a las negras, 10 de 38 casos); p00

es la probabilidad de que la bola caiga en una casilla no roja y de cualquier número no par (en este

caso es posible que caiga en cualquiera de las 8 casillas negras de número impar o en cualquiera de las

2 casillas verdes que corresponden al 0 y 00, lo cual sucede en 10 de 38 casos). Con esta información es

posible obtener el coeficiente de correlación entre U y V dado por (3.25), como en el ejemplo anterior,

Corr(U, V ) = −0.0357, significa que hay muy poca dependencia, en sentido negativo, entre las v.as. U y

V . J

Ejemplo 3.16 Considere el Ejemplo 2.6. Suponga que de un lote de producción se seleccionan en sucesión

y de manera aleatoria los productos, con el objeto de someterlos a prueba. Es posible, como en el ejemplo

anterior, describir las variables aleatorias U y V de manera que (U, V ) tenga la distribución GB; la

primera de ellas es el número de pruebas antes de encontrar el primer producto que presente fallas del

tipo I, mientras que la otra es el número de pruebas antes de encontrar el primer producto con fallas del

tipo II. J

3.3. La distribución binomial negativa bivariada

La distribución binomial negativa bivariada generaliza a la distribución geométrica bivariada de ma-

nera análoga al caso univariado. Para una sucesión {(Xi, Yi)}∞i=1 de vectores aleatorios independientes

con distribución de Bernoulli bivariada, y para r, s ∈ Z, r ≥ 0 y s ≥ 0, definimos U y V como el número

de ceros antes de observar el r-ésimo éxito en la sucesión {Xi}∞i=1 y antes de observar el s-ésimo éxito

en la sucesión {Yi}∞i=1, respectivamente. Es posible ver que las variables U y V tienen, por separado,

distribución binomial negativa; sin embargo, en general, como para la distribución GB, estas variables no

serán independientes.
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Teorema y Definición 3.17 Sea {(Xi, Yi)}∞i=1 una sucesión de vectores aleatorios independientes tal

que (Xi, Yi) tiene distribución de Bernoulli bivariada, sean U y V el número de pruebas antes de observar

el r-ésimo éxito en la sucesión {Xi}∞i=1 y el número de pruebas antes de observar el s-ésimo éxito en la

sucesión {Yi}∞i=1, respectivamente. La distribución conjunta del vector aleatorio (U, V ) está dada por

P [U ≥ u, V ≥ v](3.39)

=

s−1∑
a=0

r−1∑
l=0

mı́n(a,l)∑
i=0

s−1−a∑
m=0

(
r + u− 1

i, l − i, a− i, r + u− 1− a− l + i

)
pi11 p

l−i
10 pa−i01 pr+u−1−a−l+i

00

×
(
s+ v − r − u

m

)
pm+1 p

s+v−r−u−m
+0 si r + u ≤ s+ v,

P [U ≥ u, V ≥ v](3.40)

=

r−1∑
a=0

s−1∑
l=0

mı́n(a,l)∑
i=0

r−1−a∑
m=0

(
s+ v − 1

i, a− i, l − i, s+ v − 1− a− l + i

)
pi11 p

a−i
10 pl−i01 ps+v−1−a−l+i

00

×
(
r + u− s− v

m

)
pm1+ p

r+u−s−v−m
0+ si s+ v ≤ r + u,

equivalentemente,

P [U = u, V = v](3.41)

=

mı́n(s−2,r+u−1)∑
a=máx(r+u−1−v,0)

mı́n(r−1,a)∑
i=0

(
r + u− 1

i, r − 1− i, a− i, u− a+ i

)
pi+1

11 pr−1−i
10 pa−i01 pu−a+i

00

×
(
s+ v − r − u− 1

s− a− 2

)
pv−u−r+a+1

+0 ps−a−1
+1

+

mı́n(s−1,r+u−1)∑
a=máx(r+u−1−v,0)

mı́n(r−1,a)∑
i=0

(
r + u− 1

i, r − 1− i, a− i, u− a+ i

)
pi11 p

r−i
10 pa−i01 pu−a+i

00

×
(
s+ v − r − u− 1

s− a− 1

)
pv−u−r+a+0 ps−a+1 si r + u < s+ v,

P [U = u, V = v](3.42)

=

mı́n(r−2,s+v−1)∑
a=máx(s+v−1−u,0)

mı́n(s−1,a)∑
i=0

(
s+ v − 1

i, s− 1− i, a− i, v − a+ i

)
pi+1

11 ps−1−i
10 pa−i01 pv−a+i

00

×
(
r + u− s− v − 1

r − a− 2

)
pu−v−s+a+1

0+ pr−a−1
1+

+

mı́n(r−1,s+v−1)∑
a=máx(s+v−1−u,0)

mı́n(s−1,a)∑
i=0

(
s+ v − 1

i, s− 1− i, a− i, v − a+ i

)
pi11 p

s−i
10 pa−i01 pv−a+i

00

×
(
r + u− s− v − 1

r − a− 1

)
pu−v−s+a0+ pr−a1+ si s+ v < r + u,

P [U = u, V = v](3.43)

=

mı́n(r−1,s−1)∑
i=0

(
r + u− 1

i, r − 1− i, s− 1− i, u− s+ 1 + i

)
pi+1

11 pr−1−i
10 ps−1−i

01 pu−s+1+i
00

si s+ v = r + u,
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donde los coeficientes binomiales anteriores se anulan si alguna de sus entradas es un número negativo.

Esta distribución conjunta es conocida como la distribución binomial negativa bivariada (BNB).

Demostración. La derivación de las identidades del enunciado se hará pensando en un experimento

similar al que se desarrolló en la sección anterior. En este caso, el experimento concluye una vez que se

observan r éxitos en la primer componente y s en la segunda componente. Como siempre, pensaremos

que un éxito corresponde al evento en el que las variables aleatorias toman el valor uno, es decir, X = 1

y/o Y = 1, respectivamente.

Se trabajará con los siguientes cinco casos que corresponden a las cinco expresiones numeradas de la

(3.39) a la (3.43). Los dos primeros corresponden a la probabilidad de observar al menos u ceros en la

primer componente antes del r-ésimo éxito y al menos v ceros en la segunda componente antes del s-ésimo

éxito.

Caso 1: r + u ≤ s + v. En este caso, P [U ≥ u, V ≥ v] es la probabilidad de que se observan a lo

más r− 1 éxitos en la primer componente entre las primeras r+ u− 1 pruebas y a lo más s− 1 éxitos en

la segunda componente entre todas las s + v − 1 pruebas de las que consiste el experimento. Un evento

favorable corresponde exactamente a un total de s+v−1 pruebas, por lo que un punto muestral completo

será representado por un arreglo de tamaño s + v − 1. Se hará uso de un ı́ndice auxiliar cuyo papel es

contar el número de unos que aparecen en la segunda componente entre las primeras r + u− 1 pruebas,

digamos a ∈ {0, 1, . . . , s− 1}. Podemos describir abreviadamente lo que acabamos de argumentar como

P [U ≥ u, V ≥ v] =
s−1∑
a=0

P [a lo más r − 1 unos entre X1, . . . , Xr+u−1,

exactamente a unos entre Y1, . . . , Yr+u−1,

a lo más s− 1− a unos entre Yr+u, . . . , Ys+v−1].

Sean los eventos

E =

(x1, . . . , xr+u−1, y1, . . . , yr+u−1)

∣∣∣∣∣
r+u−1∑
j=1

xj ≤ r − 1 y

r+u−1∑
j=1

yj = a


y

F =

(yr+u, . . . , ys+v−1)

∣∣∣∣∣
s+v−1∑
j=r+u

yj ≤ s− 1− a


de modo tal que podemos reescribir la expresión anterior, por independencia entre vectores aleatorios y

variables aleatorias, de la siguiente forma

P [U ≥ u, V ≥ v] =
s−1∑
a=0

P [(X1, . . . , Xr+u−1, Y1, . . . , Yr+u−1) ∈ E]

× P [(Yr+u, . . . , Ys+v−1) ∈ F ].

Para el primer factor del lado derecho (el que corresponde al evento E) de la última igualdad consideramos

l ∈ {0, 1, . . . , r − 1} e i ∈ {0, 1, . . . ,mı́n(a, l)} ı́ndices auxiliares cuyo trabajo es el de contar el número
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de unos observados en la primer componente y en ambas componentes, respectivamente. Un arreglo de

tamaño r + u− 1 es de la siguiente forma

p10 p10 · · · p10︸ ︷︷ ︸
l − i unos en

la primer

componente

p11 p11 · · · p11︸ ︷︷ ︸
i unos en

ambas

componentes

p01 p01 · · · p01︸ ︷︷ ︸
a− i unos en

la segunda

componente

p00 p00 · · · p00︸ ︷︷ ︸
r + u− 1− (l + a− i)

términos

= pi11 p
l−i
10 pa−i01 p

r+u−1−(l+a−i)
00 .

Notemos que pi11 p
l−i
10 significa que se han observado exactamente l unos en la primer componente, donde

l puede contar a lo más r − 1 unos, y por otro lado, pi11 p
a−i
01 significa que se han observado exactamente

a unos en la segunda componente, siendo que a puede contar a lo más s− 1 unos, pero entonces se deben

haber incluido por los menos r + u− 1− a ceros, cantidad que no debe exceder a v, es decir, a debe ser

por lo menos r+u− 1− v. Aśı pues, el rango de valores verdaderos de a debe ser de máx(r+u− 1− v, 0)

a mı́n(r + u− 1, s− 1). Esta probabilidad describe la primer parte correspondiente al evento E. Como el

número de formas en que puede ocurrir tal evento es(
r + u− 1

i, l − i, a− i, r + u− 1− a− l + i

)
,

entonces

P [(X1, . . . , Xr+u−1, Y1, . . . , Yr+u−1) ∈ E] =
r−1∑
l=0

mı́n(a,l)∑
i=0

(
r + u− 1

i, l − i, a− i, r + u− 1− a− l + i

)
× pi11 p

l−i
10 pa−i01 pr+u−1−a−l+i

00 .

La segunda parte, correspondiente al evento F , consta de s + v − (r + u) observaciones. Consideramos

m ∈ {0, 1, . . . , s − 1 − a} como el número de unos que aparecen en la segunda componente entre las

s + v − r − u observaciones restantes que comprenden al experimento. Se tiene que un arreglo, cuyo

tamaño es el número de observaciones indicadas, puede observarse en la siguiente forma

pm+1 p
s+v−r−u−m
+0 .

Este evento puede ocurrir en (
s+ v − r − u

m

)
ocasiones y por lo tanto

P [(Yr+u, . . . , Ys+v−1) ∈ F ] =

s−1−a∑
m=0

(
s+ v − r − u

m

)
pm+1 p

s+v−r−u−m
+0 .

Se sigue de todo lo anterior que

P [U ≥ u, V ≥ v]

=
s−1∑
a=0

r−1∑
l=0

mı́n(a,l)∑
i=0

s−1−a∑
m=0

(
r + u− 1

i, l − i, a− i, r + u− 1− a− l + i

)
pi11 p

l−i
10 pa−i01 pr+u−1−a−l+i

00

×
(
s+ v − r − u

m

)
pm+1 p

s+v−r−u−m
+0 ,
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que es exactamente (3.39).

Caso 2: s+ v ≤ r + u. En este caso, P [U ≥ u, V ≥ v] es la probabilidad de que se observan a lo más

s − 1 éxitos en la segunda componente entre las primeras s + v − 1 pruebas y a lo más r − 1 éxitos en

la primer componente entre todas las r + u − 1 pruebas de las que consiste el experimento. Un evento

favorable corresponde exactamente a un total de r+u−1 pruebas, por lo que un punto muestral completo

se puede representar mediante a un arreglo de tamaño r + u− 1. Este caso es completamente análogo al

anterior, intercambiando los papeles de u con v y de r con s obtendremos la distribución indicada, además

de las elecciones para los ı́ndices auxiliares.

El ı́ndice auxiliar con el que comenzamos ahora contará el número de unos observados en la primer

componente entre las primeras s+ v − 1 observaciones, ésta es tal que a ∈ {0, 1, . . . , r − 1} . Luego

P [U ≥ u, V ≥ v] =
r−1∑
a=0

P [a lo más s− 1 unos entre Y1, . . . , Ys+v−1,

exactamente a unos entre X1, . . . , Xs+v−1,

a lo más r − 1− a unos entre Xs+v, . . . , Xr+u−1].

Un punto muestral correspondiente a las primeras s+ v − 1 pruebas puede tener la siguiente forma

p01 p01 · · · p01︸ ︷︷ ︸
l − i unos en

la segunda

componente

p11 p11 · · · p11︸ ︷︷ ︸
i unos en

ambas

componentes

p10 p10 · · · p10︸ ︷︷ ︸
a− i unos en

la primer

componente

p00 p00 · · · p00︸ ︷︷ ︸
s+ v − 1− (l + a− i)

términos

= pi11 p
a−i
10 pl−i01 p

s+v−1−(l+a−i)
00 ,

donde l ∈ {0, 1, . . . , s−1} es el número de unos observados en la segunda componente, i ∈ {0, 1, . . . ,mı́n(a, l)}
el número de unos observados en ambas componentes. Este punto muestral puede ocurrir en el siguiente

número de ocasiones (
s+ v − 1

i, a− i, l − i, s+ v − 1− a− l + i

)
.

Las observaciones restantes corresponden a los r + u − (s + v) lugares del arreglo completo (un punto

muestral) de tamaño r + u− 1. En este momento se han observado a unos en la primer componente, de

modo que, entre las variables Xs+v, . . . , Xr+u−1 se observan a lo más r−1−a unos, teniendo aśı, en total,

observados a lo más r − 1 unos en la primer componente. No siendo relevante lo que ocurra, desde este

punto, en la segunda componente, un arreglo de tamaño r + u− s− v tendrá la siguiente forma

pm1+ p
r+u−s−v−m
0+

cuyo número de posibilidades es (
r + u− s− v

m

)
,



88 3. Distribuciones hipergeométrica, geométrica y binomial negativa bivariadas

donde m ∈ {0, 1, . . . , r − 1− a} y por lo tanto se obtiene que

P [U ≥ u, V ≥ v]

=
r−1∑
a=0

s−1∑
l=0

mı́n(a,l)∑
i=0

r−1−a∑
m=0

(
s+ v − 1

i, a− i, l − i, s+ v − 1− a− l + i

)
pi11 p

a−i
10 pl−i01 ps+v−1−a−l+i

00

×
(
r + u− s− v

m

)
pm1+ p

r+u−s−v−m
0+ ,

que es exactamente (3.40).

En los siguientes tres casos se trabaja con un número exacto de observaciones. Se trata de P [U =

u, V = v] que es la probabilidad de observar exactamente u ceros antes del r-ésimo uno en la primer

componente y exactamente v ceros antes del s-ésimo éxito en la segunda componente. Las expresiones

dependen de u, v, r y s.

Caso 3: r + u < s + v. En este caso el experimento consta de s + v observaciones, si pensamos en

las distribuciones marginales entones el experimento que trata las observaciones en la primer componente

termina antes que el experimento que trata con la segunda componente. La cantidad r+u es exactamente

el número de ceros y unos en la primer componente, r unos y u ceros, por supuesto que el r-ésimo uno

es observado en la prueba número r + u; aśı mismo s + v es el número de ceros y unos observados en

la segunda componente, en la prueba r + u-ésima es importante considerar que la segunda componente

puede ser éxito o fracaso y finalmente habrá que considerar que la última observación, la s + v-ésima,

corresponde al s-ésimo éxito. Se deberá tener cuidado, dado que r + u < s + v, de no contar s o más

unos y de no contar v o más ceros en las primeras r+ u pruebas, esto será controlado mediante un ı́ndice

auxiliar que llamaremos a.

Describimos la probabilidad buscada mediante la siguiente expresión

P [U = u, V = v]

=
∑
a

P [exactamente r − 1 unos entre X1, . . . , Xr+u−1,(3.44)

exactamente a unos entre Y1, . . . , Yr+u−1, (Xr+u, Yr+u) = (1, 1),

exactamente s− (a+ 1)− 1 unos entre Yr+u+1, . . . , Ys+v−1, Ys+v = 1]

+
∑
a

P [exactamente r − 1 unos entre X1, . . . , Xr+u−1,(3.45)

exactamente a unos entre Y1, . . . , Yr+u−1, (Xr+u, Yr+u) = (1, 0),

exactamente s− a− 1 unos entre Yr+u+1, . . . , Ys+v−1, Ys+v = 1].

En (3.44) se considera el caso donde Yr+u = 1 por lo que, en las primeras r + u pruebas se han

observado a + 1 unos en la segunda componente, de modo que en las restantes observaciones se tendrán

exactamente s− (a+ 1)− 1 unos para tal componente. Pero entonces se habrán observado r + u− 1− a
ceros en las primeras r + u− 1 pruebas, luego r + u− 1− a ≤ v, es decir, r + u− 1− v ≤ a. Por ello es

que el ı́ndice auxiliar correspondiente satisface

a ∈ {máx(r + u− 1− v, 0), . . . ,mı́n(s− 2, r + u− 1)}.
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La cantidad de éxitos hasta la r + u − 1-ésima prueba no puede ser mayor a s − 2. Piense, por ejemplo,

en el caso extremo, cuando a = s− 2. Recuerde que a cuenta el número de unos en las primeras r+ u− 1

pruebas para la segunda componente, si Yr+u = 1 entonces se han observado a + 1 unos, es decir, s − 1

éxitos en la segunda componente, por lo tanto es de esperarse que entre las variables Yr+u+1, . . . , Ys+v−1

no sea observado éxito alguno como está bien indicado por la expresión anterior, s− (a+ 1)− 1 = 0 para

a = s − 2, el siguiente éxito (el r-ésimo) debe ser el observado en la última prueba, es decir, Yr+v = 1,

con lo que se tienen r éxitos observados.

Por otro lado (3.45) corresponde al caso en que Yr+u = 0, esto significa que en las primeras r + u

pruebas se han observado a unos en la segunda componente, quedando por ser observados justo s− a− 1

unos en la misma. En este caso el ı́ndice auxiliar cambia a

a ∈ {máx(r + u− 1− v, 0), . . . ,mı́n(s− 1, r + u− 1)}.

Hasta la r + u− 1-ésima prueba se tiene el mismo punto muestral tanto para el caso de (3.44) como

de (3.45), lo cual puede ser observado en la siguiente forma

p10 p10 · · · p10︸ ︷︷ ︸
(r − 1)− i unos en

la primer

componente

p11 p11 · · · p11︸ ︷︷ ︸
i unos en

ambas

componentes

p01 p01 · · · p01︸ ︷︷ ︸
a− i unos en

la segunda

componente

p00 p00 · · · p00︸ ︷︷ ︸
u− a+ i

términos

= pi11 p
r−1−i
10 pa−i01 pu−a+i

00 ,

donde i ∈ {0, 1, . . . ,mı́n(r−1, a)} lleva el control en el número de posibilidades para observar uno en ambas

componentes. Note que pi11 p
r−1−i
10 significa que se han observado exactamente r − 1 unos en la primer

componente y que pi11 p
a−i
01 significa que se han observado exactamente a unos en la segunda componente.

Este punto muestral puede suceder en el siguiente número de ocasiones(
r + u− 1

i, r − 1− i, a− i, u− a+ i

)
.

Por lo tanto se tiene hasta el momento una probabilidad igual a

(3.46)

(
r + u− 1

i, r − 1− i, a− i, u− a+ i

)
pi11 p

r−1−i
10 pa−i01 pu−a+i

00 .

La observación que le sigue, la r+u-ésima, es donde ocurre exactamente el r-ésimo éxito en la primer com-

ponente, es decir, Xr+u = 1. En este punto existen, como ya se indicó anteriormente, las dos posibilidades

siguientes para Yr+u.

i) Caso: Yr+u = 1. El resultado observado corresponde a la variable (Xr+u, Yr+u) = (1, 1) con probabilidad

p11. De manera que la probabilidad contada hasta el momento, multiplicando por (3.46), es

(3.47)

(
r + u− 1

i, r − 1− i, a− i, u− a+ i

)
pi+1

11 pr−1−i
10 pa−i01 pu−a+i

00 .

El número restante de pruebas para el experimento es s + v − 1 − (r + u) en el que se observan

exactamente s − (a + 1) − 1 = s − a − 2 unos entre las variables aleatorias Yr+u+1, . . . , Ys+v−1. La
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probabilidad de cada uno de estos puntos muestrales es pues

p+1 p+1 · · · p+1︸ ︷︷ ︸
s− a− 2 unos en

la segunda

componente

p+0 p+0 · · · p+0︸ ︷︷ ︸
v − u− r + a+ 1

términos

= ps−a−2
+1 pv−u−r+a+1

+0 ,

que ocurre el siguiente número de ocasiones(
s+ v − 1− r − u

s− a− 2

)
,

por lo que la probabilidad correspondiente es(
s+ v − 1− r − u

s− a− 2

)
ps−a−2

+1 pv−u−r+a+1
+0

a la cual multiplicamos por la probabilidad de la última observación que es p+1, correspondiente a

Ys+v = 1. Aśı es que obtenemos

(3.48)

(
s+ v − 1− r − u

s− a− 2

)
ps−a−1

+1 pv−u−r+a+1
+0 ,

que, junto con (3.47) y considerando todos las posibilidades para a e i, llegamos a la expresión

correspondiente dados los argumentos en (3.44)

mı́n(s−2,r+u−1)∑
a=máx(r+u−1−v,0)

mı́n(r−1,a)∑
i=0

(
r + u− 1

i, r − 1− i, a− i, u− a+ i

)
pi+1

11 pr−1−i
10 pa−i01 pu−a+i

00(3.49)

×
(
s+ v − 1− r − u

s− a− 2

)
ps−a−1

+1 pv−u−r+a+1
+0 .

ii) Caso: Yr+u = 0. El resultado observado corresponde a la variable (Xr+u, Yr+u) = (1, 0) con probabilidad

p10, de manera que, multiplicando por (3.46), obtenemos

(3.50)

(
r + u− 1

i, r − 1− i, a− i, u− a+ i

)
pi11 p

r−i
10 pa−i01 pu−a+i

00 .

El número restante de pruebas para el experimento es s+v−1− (r+u) en el que ahora se observan

exactamente s − a − 1 unos entre las variables aleatorias Yr+u+1, . . . , Ys+v−1, que de modo similar

al que se ha procedido en el punto anterior llegamos al siguiente resultado

ps−a−1
+1 pv−u−r+a+0

que es posible en el siguiente número de ocasiones(
s+ v − 1− r − u

s− a− 1

)
.

Aśı pues, la probabilidad correspondiente es(
s+ v − 1− r − u

s− a− 1

)
ps−a−1

+1 pv−u−r+a+0
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a la cual multiplicamos por la probabilidad de la última observación, Ys+v = 1; p+1. Se obtiene en

esta forma

(3.51)

(
s+ v − 1− r − u

s− a− 1

)
ps−a+1 pv−u−r+a+0

que, junto con (3.50) y considerando todos las posibilidades para a e i, llegamos a la expresión

correspondiente dados los argumentos en (3.45), es decir,

mı́n(s−1,r+u−1)∑
a=máx(r+u−1−v,0)

mı́n(r−1,a)∑
i=0

(
r + u− 1

i, r − 1− i, a− i, u− a+ i

)
pi11 p

r−i
10 pa−i01 pu−a+i

00(3.52)

×
(
s+ v − 1− r − u

s− a− 1

)
ps−a+1 pv−u−r+a+0 .

Aśı es como, finalmente, por (3.49) y (3.52), obtenemos (3.41).

Caso 4: s+ v < r+u. En este caso (3.42) se demuestra de manera análoga al caso anterior intercam-

biando los papeles de las variables v por u y s por r.

Caso 5: r + u = s + v. Pensemos en que el experimento corresponde a r + u pruebas, en las que

son contabilizados r éxitos en la primer componente y s en la segunda, el experimento termina al mismo

tiempo para ambas componentes (pensando en las distribuciones marginales), esto significa que la últi-

ma observación corresponde al vector (1, 1). Es posible describir la probabilidad mediante los siguientes

argumentos

P [U = u, V = v] = P [exactamente r − 1 unos entre X1, . . . , Xr+u−1,

exactamente s− 1 unos entre Y1, . . . , Yr+u−1, (Xr+u, Yr+u) = (1, 1)].

Son observados r−1 unos en la primer componente y s−1 unos en la segunda componente hasta la r+u−1-

ésima prueba, seguido de la última observación (Xr+u, Yr+u) = (1, 1). Un punto muestral ordenado para

tal experimento, excluyendo la última observación, corresponde a un arreglo de tamaño r + u − 1 que

puede ser observado en la siguiente forma

p10 p10 · · · p10︸ ︷︷ ︸
(r − 1)− i unos

p11 p11 · · · p11︸ ︷︷ ︸
i unos

p01 p01 · · · p01︸ ︷︷ ︸
(s− 1)− i unos

p00 p00 · · · p00︸ ︷︷ ︸
u− s+ 1 + i

términos

= pi11 p
r−1−i
10 ps−1−i

01 pu−s+1+i
00 ,

donde i ∈ {0, 1, . . . ,mı́n(r−1, s−1)} cuenta el número de éxitos observados en ambas componentes. Note

que pi11 p
r−1−i
10 significa que se han observado r − 1 unos en la primer componente y pi11 p

s−1−i
01 significa

que se tienen s− 1 unos en la segunda componente. Este punto muestral es posible en(
r + u− 1

i, r − 1− i, s− 1− i, u− s+ 1 + i

)
ocasiones, luego entonces, agregando la probabilidad de la última observación en el arreglo anterior, p11,

obtenemos (
r + u− 1

i, r − 1− i, s− 1− i, u− s+ 1 + i

)
pi+1

11 pr−1−i
10 ps−1−i

01 pu−s+1+i
00 ,
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por lo que considerando todas las posibilidades para i llegamos a

P [U = u, V = v] =

mı́n(r−1,s−1)∑
i=0

(
r + u− 1

i, r − 1− i, s− 1− i, u− s+ 1 + i

)
pi+1

11 pr−1−i
10 ps−1−i

01 pu−s+1+i
00

con lo que se ha obtenido (3.43).

3.3.1. Convergencia a la distribución de Poisson bivariada.

En esta sección, aśı como se ha venido haciendo en la mayoŕıa de las secciones anteriores, discutiremos

un resultado de convergencia. En el caso univariado es posible obtener la distribución de Poisson como

ĺımite de la binomial negativa, vamos a ver aqúı que el resultado se preserva en el caso bivariado.

Teorema 3.18 Sean λ11, λ10, λ01 > 0 y 0 < c < 1 constantes y sean u, v ∈ N arbitrarios. Se considera

s ∈ N arbitrariamente grande pero de tal suerte que r = cs ∈ N. Definimos

p1+ =
cs

λ1 + cs
, p+1 =

s

λ2 + s
y p11 =

cs

λ+ cs
,

donde λ1 = λ10 +λ11, λ2 = λ01 +λ11, λ = λ01 +λ10 +λ11. Si (U, V ) es un vector aleatorio con distribución

binomial negativa bivariada BNB (con parámetros p10, p01, p11) dada por (3.41), entonces

ĺım
s→∞

P [U = u, V = v] = P [U∗ = u, V ∗ = v]

donde (U∗, V ∗) es un vector aleatorio con distribución de Poisson bivariada PB (con parámetros λ11, λ10, λ01)

dada por (2.36).

Demostración. Se calcularán primero las correspondientes p10, p01, p01 + p10 + p11, p0+ y p+0 de

acuerdo a la elección tomada para p1+, p+1 y p11 (note, por cierto, que todas estas cantidades son en

realidad funciones de s). Se tiene que

p10 = p1+ − p11 y p01 = p+1 − p11,

es decir,

p10 =
cs

λ1 + cs
− cs

λ+ cs
=
cs(λ+ cs− λ1 − cs)

(λ1 + cs)(λ+ cs)
=

cs(λ− λ1)

(λ1 + cs)(λ+ cs)

=
cs(λ− λ1)

(cs)2
(

1 + λ1
cs

)(
1 + λ

cs

) =
λ− λ1

cs
(

1 + λ1
cs

)(
1 + λ

cs

)
y

p01 =
s

λ2 + s
− cs

λ+ cs
=
s(λ+ cs)− cs(λ2 + s)

(λ2 + s)(λ+ cs)
=

s(λ− cλ2)

(λ2 + s)(λ+ cs)

=
s(λ− cλ2)

s
(

1 + λ2
s

)
(λ+ cs)

=
λ− cλ2

cs
(

1 + λ2
s

)(
1 + λ

cs

) .
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Vemos ahora que

p01 + p10 + p11 =

(
s

λ2 + s
− cs

λ+ cs

)
+

(
cs

λ1 + cs
− cs

λ+ cs

)
+

cs

λ+ cs

=
s

λ2 + s
+

cs

λ1 + cs
− cs

λ+ cs

=
s(λ1 + cs) + cs(λ2 + s)

(λ2 + s)(λ1 + cs)
− cs

λ+ cs

=
(sλ1 + 2scs+ csλ2)(λ+ cs)− cs(λ2 + s)(λ1 + cs)

(λ2 + s)(λ1 + cs)(λ+ cs)

=
sλ1λ+ sλ1cs+ 2scsλ+ 2s(cs)2 + csλ2λ+ (cs)2λ2 − csλ2λ1 − (cs)2λ2 − sλ1cs− s(cs)2

(λ2 + s)(λ1 + cs)(λ+ cs)

=
sλ1λ+ 2scsλ+ s(cs)2 + csλ2λ− csλ2λ1

(λ2 + s)(λ1 + cs)(λ+ cs)

y como p00 = 1− (p01 + p10 + p11), se tiene

p00 = 1− sλ1λ+ 2scsλ+ s(cs)2 + csλ2λ− csλ2λ1

(λ2 + s)(λ1 + cs)(λ+ cs)

=
(λ2 + s)(λ1 + cs)(λ+ cs)

(λ2 + s)(λ1 + cs)(λ+ cs)
− sλ1λ+ 2scsλ+ s(cs)2 + csλ2λ− csλ2λ1

(λ2 + s)(λ1 + cs)(λ+ cs)

=
λ1λλ2 + sλ1λ+ csλ1λ2 + scsλ1 + csλλ2 + scsλ+ (cs)2λ2 + s(cs)2

(λ2 + s)(λ1 + cs)(λ+ cs)

− sλ1λ+ 2scsλ+ s(cs)2 + csλ2λ− csλ2λ1

(λ2 + s)(λ1 + cs)(λ+ cs)

=
λ1λλ2 + 2csλ1λ2 + scsλ1 + (cs)2λ2 − scsλ

(λ2 + s)(λ1 + cs)(λ+ cs)

=
λ1λ2(2cs+ λ) + cs(sλ1 + csλ2 − sλ)

(λ2 + s)(λ1 + cs)(λ+ cs)

=
cs
(
λ1λ2(2 + λ

cs) + (sλ1 + csλ2 − sλ)
)

cs(λ2 + s)(λ1 + cs)(1 + λ
cs)

=
λ1λ2(2 + λ

cs) + s(λ1 + cλ2 − λ)

(λ2 + s)(λ1 + cs)(1 + λ
cs)

.

Por otro lado, también se tienen

p0+ = 1− p1+ =
λ1

λ1 + cs
y p+0 = 1− p+1 =

λ2

λ2 + s
.

Recordemos que, para r + u < s+ v, se tiene que P [U = u, V = v], dada por (3.41), queda expresada

como la suma de dos sumatorias, digamos A y B, definidas como

A =

mı́n(r+u−1,s−2)∑
a=máx(r+u−v−1,0)

mı́n(r−1,a)∑
i=0

(
r + u− 1

i, r − 1− i, a− i, u− a+ i

)
pi+1

11 pr−1−i
10 pa−i01 pu−a+i

00

×
(
s+ v − r − u− 1

s− a− 2

)
pv−u−r+a+1

+0 ps−a−1
+1
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y

B =

mı́n(r+u−1,s−1)∑
a=máx(r+u−v−1,0)

mı́n(r−1,a)∑
i=0

(
r + u− 1

i, r − 1− i, a− i, u− a+ i

)
pi11 p

r−i
10 pa−i01 pu−a+i

00

×
(
s+ v − r − u− 1

s− a− 1

)
pv−u−r+a+0 ps−a+1 .

Siendo s arbitrariamente grande y r = cs, con 0 < c < 1 fijo, y u y v fijos, eventualmente se tendrá que

máx(r+u−v−1, 0) = cs+u−v−1, mı́n(r+u−1, s−2) = cs+u−1 y mı́n(r+u−1, s−1) = cs+u−1,

luego A y B pueden ser reescritas en este caso en la forma

A =

cs+u−1∑
a=cs+u−v−1

mı́n(cs−1,a)∑
i=0

(
r + u− 1

i, r − 1− i, a− i, u− a+ i

)
pi+1

11 pr−1−i
10 pa−i01 pu−a+i

00

×
(
s+ v − r − u− 1

s− a− 2

)
pv−u−r+a+1

+0 ps−a−1
+1

y

B =
cs+u−1∑

a=cs+u−v−1

mı́n(cs−1,a)∑
i=0

(
r + u− 1

i, r − 1− i, a− i, u− a+ i

)
pi11 p

r−i
10 pa−i01 pu−a+i

00

×
(
s+ v − r − u− 1

s− a− 1

)
pv−u−r+a+0 ps−a+1 .

Trabajaremos primero con A. Definimos

β = a− cs− u+ v + 1 y j = i− cs+ v + 1,

donde

cs+ u− v − 1 ≤ a ≤ cs+ u− 1 y 0 ≤ i ≤ mı́n(cs− 1, a).

Al variar a de cs+ u− v − 1 a cs+ u− 1 e i de cero a mı́n(cs− 1, a), las variaciones de β e j deben ser

0 = cs+ u− v − 1− cs− u+ v + 1 ≤ β ≤ cs+ u− 1− cs− u+ v + 1 = v,

− cs+ v + 1 ≤ j ≤ mı́n(cs− 1, a)− cs+ v + 1.

Otra vez, por ser s arbitrariamente grande y u y v fijos, eventualmente se tendrá −cs+v+1 < 0 y puesto

que hemos convenido en que un coeficiente binomial se anula si alguna de sus entradas es negativa, se

puede suponer, de hecho, que las variaciones de β y j se reducen a

0 ≤ β ≤ v y 0 ≤ j ≤ mı́n(cs− 1, a)− cs+ v + 1.

Ahora bien, cuando a vaŕıa de cs+ u− v − 1 a cs+ u− 1, la variación de j es de cero a

mı́n(cs− 1, cs+ u− 1)− cs+ v + 1 = v.

En conclusión, se tiene que

0 ≤ β ≤ v y 0 ≤ j ≤ v.
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En términos de β y j, podemos reexpresar los ı́ndices que aparecen en A como

i = j + cs− v − 1

cs− 1− i = v − j

a− i = β + u− j

u− a+ i = j − β

y, por todo lo anterior, se tiene que

A =
v∑

β=0

v∑
j=0

(
cs+ u− 1

j + cs− v − 1, v − j, β + u− j, j − β

)
pj+cs−v11 pv−j10 pβ+u−j

01 pj−β00

×
(
s+ v − cs− u− 1

β

)
pβ+0 p

s+v−cs−u−β
+1 .

Haciendo el cambio de variables α = j−β y j = j en la expresión anterior (donde 0 ≤ β ≤ v y 0 ≤ j ≤ v),

las nuevas variables deben satisfacer 0 ≤ α ≤ v y α ≤ j ≤ v. Con este cambio de variables A queda pues

reescrita en la forma

A =
v∑

α=0

v∑
j=α

(
cs+ u− 1

j + cs− v − 1, v − j, u− α, α

)
pj+cs−v11 pv−j10 pu−α01 pα00

×
(
s+ v − cs− u− 1

j − α

)
pj−α+0 p

s+v−cs−u−(j−α)
+1 .

Ahora bien, aplicando la convención de que un coeficiente binomial se anula si alguna de sus entradas es

negativa, esta suma se reduce a

A =

mı́n(u,v)∑
α=0

v∑
j=α

(
cs+ u− 1

j + cs− v − 1, v − j, u− α, α

)
pj+cs−v11 pv−j10 pu−α01 pα00

×
(
s+ v − cs− u− 1

j − α

)
pj−α+0 p

s+v−cs−u−(j−α)
+1 .

Aśı es que

A =
∑
α,j

(
cs+ u− 1

j + cs− v − 1, v − j, u− α, α

)

×
(

cs

λ+ cs

)j+cs−v λ− λ1

cs
(

1 + λ1
cs

)(
1 + λ

cs

)
v−j

×

 λ− cλ2

cs
(

1 + λ2
s

)(
1 + λ

cs

)
u−αλ1λ2

(
2 + λ

cs

)
+ s(λ1 + cλ2 − λ)

(λ2 + s)(λ1 + cs)
(

1 + λ
cs

)
α

×
(
s+ v − cs− u− 1

j − α

)(
λ2

λ2 + s

)j−α( s

λ2 + s

)s+v−cs−u−(j−α)

,

luego

A =
∑
α,j

(cs+ u− 1) · · · (cs− v + j)(cs− v + j − 1)!

(j + cs− v − 1)!(v − j)!(u− α)!α!
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×

 1(
1 + λ

cs

)
j+cs−v (λ− λ1)v−j

(cs)v−j

 1(
1 + λ1

cs

)(
1 + λ

cs

)
v−j

× (λ− cλ2)u−α

(cs)u−α

 1(
1 + λ2

s

)(
1 + λ

cs

)
u−α 1

(cs)α


(

1
s

)
λ1λ2

(
2 + λ

cs

)
+ (λ1 + cλ2 − λ)(

1 + λ2
s

)(
1 + λ1

cs

)(
1 + λ

cs

)
α

× (v + (1− c)s− u− 1)!

(j − α)!(v + (1− c)s− u− 1− (j − α))!

(
λ2

λ2 + s

)j−α( s

λ2 + s

)−(j−α)( s

λ2 + s

)v+(1−c)s−u
,

de modo que

A =
∑
α,j

(cs+ u− 1) · · · (cs− v + j)

(v − j)!(u− α)!α!

× (λ− λ1)v−j(λ− cλ2)u−α

(cs)v−j(cs)u−α(cs)α

 1(
1 + λ

cs

)
j+cs−v  1(

1 + λ1
cs

)(
1 + λ

cs

)
v−j

×

 1(
1 + λ2

s

)(
1 + λ

cs

)
u−α 

(
1
s

)
λ1λ2

(
2 + λ

cs

)
+ (λ1 + cλ2 − λ)(

1 + λ2
s

)(
1 + λ1

cs

)(
1 + λ

cs

)
α

× (v + (1− c)s− u− 1) · · · (v + (1− c)s− u− (j − α))

(j − α)!

×
(
λ2

s

)j−α( 1

λ2 + s

)j−α( 1

λ2 + s

)−(j−α)
(

1

1 + λ2
s

)(1−c)s(
1

1 + λ2
s

)v−u

=
∑
α,j

(cs+ u− 1) · · · (cs− v + j)

(v − j)!(u− α)!α!
· (λ− λ1)v−j(λ− cλ2)u−α

(cs)u+v−j

×

 1(
1 + λ

cs

)
cs  1(

1 + λ
cs

)
j−v  1(

1 + λ1
cs

) (
1 + λ

cs

)
v−j

×

 1(
1 + λ2

s

)(
1 + λ

cs

)
u−α 

(
1
s

)
λ1λ2

(
2 + λ

cs

)
+ (λ1 + cλ2 − λ)(

1 + λ2
s

)(
1 + λ1

cs

)(
1 + λ

cs

)
α

× (v + (1− c)s− u− 1) · · · (v + (1− c)s− u− (j − α))

(j − α)!
·
(
λ2

s

)j−α
×

(
1

1 + λ2
s

)(1−c)s(
1

1 + λ2
s

)v−u
,

donde

(cs+ u− 1) · · · (cs− v + j)

cuenta con (cs+ u− 1)− (cs− v + j − 1) = u+ v − j factores, por lo que

(cs+ u− 1) · · · (cs− v + j) = (cs)u+v−j
(

1 +
u− 1

cs

)
· · ·
(

1− v − j
cs

)
.

También

(v + (1− c)s− u− 1) · · · (v + (1− c)s− u− (j − α))
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es un producto de (v + (1− c)s− u− 1)− (v + (1− c)s− u− (j − α)− 1) = j − α factores, luego

(v+(1−c)s−u−1) · · · (v+(1−c)s−u−(j−α)) = ((1− c)s)j−α
(

1 +
v − u− 1

(1− c)s

)
· · ·
(

1 +
v − u− (j − α)

(1− c)s

)
.

Vemos aśı que

A =
∑
α,j

(cs)u+v−j
(

1 + u− 1
cs

)
· · ·
(

1− v − j
cs

)
(v − j)!(u− α)!α!

· (λ− λ1)v−j(λ− cλ2)u−α

(cs)u+v−j

×

 1(
1 + λ

cs

)
cs  1(

1 + λ
cs

)
j−v  1(

1 + λ1
cs

)(
1 + λ

cs

)
v−j

×

 1(
1 + λ2

s

)(
1 + λ

cs

)
u−α 

(
1
s

)
λ1λ2

(
2 + λ

cs

)
+ (λ1 + cλ2 − λ)(

1 + λ2
s

)(
1 + λ1

cs

)(
1 + λ

cs

)
α

×
((1− c)s)j−α

(
1 + v − u− 1

(1− c)s

)
· · ·
(

1 +
v − u− (j − α)

(1− c)s

)
(j − α)!

·
(
λ2

s

)j−α
×

(
1

1 + λ2
s

)(1−c)s(
1

1 + λ2
s

)v−u

=
∑
α,j

(
1 + u− 1

cs

)
· · ·
(

1− v − j
cs

)
(v − j)!(u− α)!α!

· (λ− λ1)v−j(λ− cλ2)u−α

×

 1(
1 + λ

cs

)
cs  1(

1 + λ
cs

)
j−v  1(

1 + λ1
cs

)(
1 + λ

cs

)
v−j

×

 1(
1 + λ2

s

)(
1 + λ

cs

)
u−α 

(
1
s

)
λ1λ2

(
2 + λ

cs

)
+ (λ1 + cλ2 − λ)(

1 + λ2
s

)(
1 + λ1

cs

)(
1 + λ

cs

)
α

×
(1− c)j−α

(
1 + v − u− 1

(1− c)s

)
· · ·
(

1 +
v − u− (j − α)

(1− c)s

)
(j − α)!

· λj−α2

×

(
1

1 + λ2
s

)(1−c)s(
1

1 + λ2
s

)v−u
.

Ahora tomaremos el ĺımite cuando s→∞. La mayoŕıa de los factores se aproximan a uno, por ejemplo,

ĺım
s→∞

(
1 +

u− 1

cs

)
= 1

o, también,

ĺım
s→∞

 1(
1 + λ

cs

)
j−v = 1,

por lo que sólo serán mostrados aquellos ĺımites que no sea inmediato ver hacia donde convergen. Se tiene
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pues

ĺım
s→∞

 1(
1 + λ

cs

)
cs = ĺım

s→∞

1(
1 + λ

cs

)cs = e−λ,

ĺım
s→∞


(

1
s

)
λ1λ2

(
2 + λ

cs

)
+ (λ1 + cλ2 − λ)(

1 + λ2
s

)(
1 + λ1

cs

)(
1 + λ

cs

)
j−β

=

 ĺıms→∞

((
1
s

)
λ1λ2

(
2 + λ

cs

)
+ (λ1 + cλ2 − λ)

)
ĺıms→∞

(
1 + λ2

s

)(
1 + λ1

cs

)(
1 + λ

cs

)
j−β = (λ1 + cλ2 − λ)j−β

y

ĺım
s→∞

(
1

1 + λ2
s

)(1−c)s

=

 ĺım
s→∞

1(
1 + λ2

s

)s
1−c

= e−(1−c)λ2 .

Aśı que,

ĺım
s→∞

A =
∑
α,j

e−λ
1

(v − j)!(u− α)!α!

× (λ− λ1)v−j(λ− cλ2)u−α(λ1 + cλ2 − λ)α · (1− c)j−α

(j − α)!
λj−α2 e−(1−c)λ2

=
∑
α,j

e−λ−(1−c)λ2 (λ− λ1)v−j

(v − j)!
· (λ− cλ2)u−α

(u− α)!
· (λ1 + cλ2 − λ)α

α!
· (λ2(1− c))j−α

(j − α)!

= e−λ−(1−c)λ2
mı́n(u,v)∑
α=0

(λ− cλ2)u−α

(u− α)!
· (λ1 + cλ2 − λ)α

α!

v∑
j=α

(λ− λ1)v−j

(v − j)!
· (λ2(1− c))j−α

(j − α)!

= e−λ−(1−c)λ2
mı́n(u,v)∑
α=0

(λ− cλ2)u−α

(u− α)!
· (λ1 + cλ2 − λ)α

α!
· [λ− λ1 + λ2(1− c)]v−α

(v − α)!
,

donde la última igualdad está justificada por el teorema del binomio aplicado con a = λ−λ1, b = λ2(1−c)
y n = v − α, es decir,

[λ− λ1 + λ2(1− c)]v−α =
v−α∑
k=0

(
v − α
k

)
(λ− λ1)v−α−k(λ2(1− c))k.

Reexpresando el binomio seleccionando con j = α+ k resulta

[λ− λ1 + λ2(1− c)]v−α =
v∑

j=α

(
v − α
j − α

)
(λ− λ1)v−j(λ2(1− c))j−α

=
v∑

j=α

(v − α)!

(j − α)!(v − j)!
(λ− λ1)v−j(λ2(1− c))j−α

= (v − α)!
v∑

j=α

(λ− λ1)v−j

(v − j)!
· (λ2(1− c))j−α

(j − α)!
,
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de modo que

v∑
j=α

(λ− λ1)v−j

(v − j)!
· (λ2(1− c))j−α

(j − α)!
=

[λ− λ1 + λ2(1− c)]v−α

(v − α)!
.

Tomando λ11 = λ1 + cλ2 − λ , λ10 = λ− cλ2 y λ01 = λ− λ1 + λ2(1− c) se tiene que

ĺım
s→∞

A = e−(λ11+λ10+λ01)

mı́n(u,v)∑
α=0

λu−α10

(u− α)!
· λ

α
11

α!
· λv−α01

(v − α)!
,

es decir, obtenemos (2.36) que es la distribución de Poisson bivariada PB dada por

mı́n(u,v)∑
α=0

λα11 λ
u−α
10 λv−α01

α! (u− α)! (v − α)!
e−(λ11+λ10+λ01).

Ahora trabajamos con la parte B. El desarrollo es análogo al que se ha realizado en lo anterior salvo

algunos detalles que serán mostrados en lo siguiente. Empezamos con la misma restricción sobre los

argumentos de las sumas, por lo que seleccionando β y j como antes, los ı́ndices en B son como los que

se obtuvieron para A, aśı que escribimos

B =
v∑

β=0

v∑
j=0

(
cs+ u− 1

j + cs− v − 1, v − j, u− α, α

)
pj+cs−v−1

11 pv−j+1
10 pu−α01 pα00

×
(
s+ v − cs− u− 1

α

)
pj−α+0 p

s+v−cs−u−(j−α)
+1 .

Es posible apreciar que, dada tal expresión, A y B difieren únicamente en los exponentes de p11 y p10.

Luego, haciendo el cambio de variables α = j−β y j = j, como en la parte anterior, se obtiene la siguiente

expresión

B =
v∑

α=0

v∑
j=0

(
cs+ u− 1

j + cs− v − 1, v − j, u− α, α

)
pj+cs−v−1

11 pv−j+1
10 pu−α01 pα00

×
(
s+ v − cs− u− 1

α

)
pj−α+0 p

s+v−cs−u−(j−α)
+1 .

Por convención un coeficiente binomial se anula si alguna de sus entradas es negativa, de modo que la

suma se reduce a

B =

mı́n(u,v)∑
α=0

v∑
j=0

(
cs+ u− 1

j + cs− v − 1, v − j, u− α, α

)
pj+cs−v−1

11 pv−j+1
10 pu−α01 pα00

×
(
s+ v − cs− u− 1

α

)
pj−α+0 p

s+v−cs−u−(j−α)
+1 .
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Aśı que

B =
∑
α,j

(
cs+ u− 1

j + cs− v − 1, v − j, u− α, α

)

×
(

cs

λ+ cs

)j+cs−v−1
 λ− λ1

cs
(

1 + λ1
cs

)(
1 + λ

cs

)
v−j+1

×

 λ− cλ2

cs
(

1 + λ2
s

)(
1 + λ

cs

)
u−αλ1λ2

(
2 + λ

cs

)
+ s(λ1 + cλ2 − λ)

(λ2 + s)(λ1 + cs)
(

1 + λ
cs

)
α

×
(
s+ v − cs− u− 1

j − α

)(
λ2

λ2 + s

)j−α( s

λ2 + s

)s+v−cs−u−(j−α)

.

Entonces,

B =

(
cs

λ+ cs

)−1
 λ− λ1

cs
(

1 + λ1
cs

)(
1 + λ

cs

)


×
∑
α,j

(
cs+ u− 1

j + cs− v − 1, v − j, u− α, α

)

×
(

cs

λ+ cs

)j+cs−v λ− λ1

cs
(

1 + λ1
cs

)(
1 + λ

cs

)
v−j

×

 λ− cλ2

cs
(

1 + λ2
s

)(
1 + λ

cs

)
u−αλ1λ2

(
2 + λ

cs

)
+ s(λ1 + cλ2 − λ)

(λ2 + s)(λ1 + cs)
(

1 + λ
cs

)
α

×
(
s+ v − cs− u− 1

j − α

)(
λ2

λ2 + s

)j−α( s

λ2 + s

)s+v−cs−u−(j−α)

.

Nótese que B puede ser escrito en términos de A recogiendo los factores que los distinguen, es decir,

B =

(
cs

λ+ cs

)−1
 λ− λ1

cs
(

1 + λ1
cs

)(
1 + λ

cs

)
A

=

[
1

(1 + λ
cs)

]−1(
λ− λ1

cs

) 1(
1 + λ1

cs

)(
1 + λ

cs

)
A.

Tomando el ĺımite cuando s→∞ y dado que

ĺım
s→∞

(
1

cs

)
= 0 ,

se tiene

ĺım
s→∞

B = 0.

Aśı es que, como P [U = u, V = v] = A+B,

ĺım
s→∞

P [U = u, V = v] = ĺım
s→∞

(A+B).
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Por todo el desarrollo anterior el ĺımite anterior existe y es igual a la suma de los ĺımites, es decir,

ĺım
s→∞

P [U = u, V = v] = ĺım
s→∞

A+ ĺım
s→∞

B =
∑
α

λα11 λ
u−α
10 λv−α01

α! (u− α)! (v − α)!
e−(λ11+λ10+λ01) .

Por lo tanto,

ĺım
s→∞

P [U = u, V = v] = P [U∗ = u, V ∗ = v]

donde (U∗, V ∗) es un vector aleatorio con la distribución de Poisson bivariada PB dada por (2.36).

3.3.2. Ejemplos

Cualquiera de los ejemplos que se mostraron para la distribución GB puede ser ampliado al modelo

de la distribución BNB dada en el Teorema y Definición 3.17. El Ejemplo 3.14 puede ser analizado de

modo tal que U y V sean el número posible de lanzamientos que realiza J1 y J2, respectivamente, para

observar r veces “águila” y s veces “sol”; en el Ejemplo 3.15 del juego de la ruleta americana, se pueden

considerar a U y V como el número de jugadas antes de que la bola haya cáıdo r veces en una casilla roja

y s veces en un número par, respectivamente; finalmente, en el Ejemplo 3.16 suponga que se sospecha que

el lote de producción es “malo” debido a fallas significativas en las máquinas que ensamblan los productos

y se pide que sean extráıdas dos muestras, una de r productos que presenten fallas del tipo I y s que

presenten fallas del tipo II, para determinar las posibles causas de que el lote haya salido mal, en este

caso U y V son el número de pruebas que posiblemente deberán ser realizadas para obtener una muestra

de r productos con fallas del tipo I y otra muestra de s con fallas del tipo II.

A continuación se muestran otro par de ejemplos que pueden ser modelados con la distribución BNB.

Ejemplo 3.19 Suponga que se deben seleccionar a dos tipos de pacientes clasificados de acuerdo a su

tipo de sangre, digamos A o B, para ser incluidos en un ensayo cĺınico. Si U y V son el número de pacientes

que deben ser examinados para obtener una muestra de r con el tipo A y otra muestra de s con el tipo

B, entonces (U, V ) tiene la distribución BNB con p00 = p11 = 0, pues no es posible que un paciente

presente los dos tipos de sangre o que no tenga alguno de los dos (p11 es la probabilidad de observar

ambos atributos en una misma componente, en este caso se trataŕıa de la probabilidad de observar que

un paciente presenta los dos tipos de sangre). J

Ejemplo 3.20 Suponga que una persona tiene como propósito proponer un par de peticiones al gobierno

en beneficio de la sociedad. Para comprobar que las peticiones son de interés significativo para la sociedad

requiere obtener r firmas para la primera y s para la segunda. Suponga que cada persona consultada toma

su decisión independientemente y que podŕıa o no firmar una o ambas peticiones, en este caso, si U y V

son el número de personas que posiblemente deberán ser consultadas para obtener la cantidad de firmas

mencionada, entonces (U, V ) tiene la distribución BNB. J





Apéndice

Códigos en Wolfram Mathematica

En este apartado solamente se mostrará una forma en la que se deberá escribir el código que calcula

P [U = u, V = v] en Mathematica para las distintas distribuciones bivariadas mostradas en esta tesis. Si

el lector no está familiarizado con el lenguaje se le recomienda, por ejemplo, consultar [15].

Para calcular P [U = u, V = v], lo primero que habrá que hacer es asignar valores a las variables que

se repiten en los cálculos, por ejemplo, el tamaño de la muestra y los parámetros de la distribución; luego

hay que escribir la expresión general para P [U = u, V = v] como una función de dos variables (u, v) y,

finalmente, asignar a otra variable la cantidad que se desea calcular p = P [u, v].

Distribución binomial bivariada.

Para el Ejemplo 2.16 se calculó P [U = 15, V = 10] en la siguiente forma:

In[1]:= n = 20

p11 = 0.44

p10 = 0.32

p01 = 0.07

p00 = 0.17

Out[1]:= 20

Out[2]:= 0.44

Out[3]:= 0.32

Out[4]:= 0.07

Out[5]:= 0.17

In[6]:= P [u , v ] := Sum[Multinomial[a, u− a, v − a, n− u− v + a] ∗ p11∧(a) ∗ p10∧(u− a)

∗ p01∧(v − a) ∗ p00∧(n− u− v + a), {a, 0,Min[u, v]}]

In[7]:= p = P [15, 10]

Out[7]:= 0.0365719

donde la expresión dada para P [u , v ] corresponde a (2.5). J
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Distribución binomial bivariada generalizada.

En el Ejemplo 2.17 fue requerida P [U∗ = 70, V ∗ = 60], el código es:

In[1]:= k = 50

n = 80

m = 75

p11 = 0.75

p10 = 0.07

p01 = 0.10

p00 = 0.08

p1y = p10 + p11

p0y = p00 + p01

px1 = p01 + p11

px0 = p00 + p10

Out[1]:= 50

Out[2]:= 80

Out[3]:= 75

Out[4]:= 0.75

Out[5]:= 0.07

Out[6]:= 0.10

Out[7]:= 0.08

Out[8]:= 0.82

Out[9]:= 0.18

Out[10]:= 0.85

Out[11]:= 0.15

In[12]:= P [u , v ] := Sum[Multinomial[a, u− i− a, v − j − a, k − u− v + i+ j + a]

∗ p11∧(a) ∗ p10∧(u− i− a) ∗ p01∧(v − j − a) ∗ p00∧(k − u− v + i+ j + a)

∗ Binomial[n− k, i] ∗ p1y∧(i) ∗ p0y∧(n− k − i)

∗ Binomial[m− k, j] ∗ px1∧(j) ∗ px0∧(m− k − j),

{i, 0, n− k}, {j, 0,m− k}, {a, 0,Min[u− i, v − j]}]

In[13]:= p = P [70, 60]

Out[13]:= 0.0019433

donde la expresión dada para P [u , v ] corresponde a (2.7) y se tienen p1y = p1+, p0y = p0+, px1 = p+1

y px0 = p+0. J
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Distribución de Poisson bivariada.

En el siguiente código P [u , v ] corresponde a (2.36), requiere como cantidades de entrada a λ01, λ10

y λ11. Utilizando la información del Ejemplo 2.28 puede escribir:

In[1]:= lambda11 = 25

lambda10 = 20

lambda01 = 15

Out[1]:= 25

Out[2]:= 20

Out[3]:= 15

In[4]:= P [u , v ] := Sum[(lambda11∧(a) ∗ lambda10∧(u− a) ∗ lambda01∧(v − a))/
((a!) ∗ ((u− a)!) ∗ ((v − a)!)), {a, 0,Min[u, v]}]

∗ Exp[−lambda01− lambda10− lambda11]

In[5]:= p = P [30, 35]

Out[5]:= 0.000269567 J

Distribución hipergeométrica bivariada.

De acuerdo a la información del Ejemplo 3.7 puede escribir:

In[1]:= M = 70

N11 = 31

N10 = 22

N01 = 5

N00 = 12

n = 20

Out[1]:= 70

Out[2]:= 31

Out[3]:= 22

Out[4]:= 5

Out[5]:= 12

Out[6]:= 20

In[7]:= P [u , v ] := Sum[Binomial[N10, u− a] ∗ Binomial[N01, v − a] ∗ Binomial[N11, a]

∗ Binomial[N00, n− u− v + a], {a, 0,Min[u, v]}]
/

Binomial[M,n]

In[8]:= p = P [15, 10]

Out[8]:= 0.0505595

donde P [u , v ] corresponde a (3.1), M = N es el tamaño de la población, N11 = N11, N10 = N10,

N01 = N01 y N00 = N00. J
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Distribución geométrica bivariada

Aśı como en las distribuciones anteriores habrá que escribir primero los datos de entrada que se

requieren para hacer los cálculos, en este caso, de acuerdo con (3.17) y (3.18) son necesarios pij , pi+ y p+i

para cada i, j ∈ {0, 1} (puede hacerlo como en el caso de la binomial bivarada generalizada). El código

entonces para P [U = u, V = v] puede ser escrito en la siguiente forma:

In[1]:= (∗ ∗ ∗ ∗ Caso u < v ∗ ∗ ∗ ∗)

P1[u , v ] := p00∧(u) ∗ p10 ∗ px0∧(v − u− 1) ∗ px1

In[2]:= (∗ ∗ ∗ ∗ Caso v < u ∗ ∗ ∗ ∗)

P2[u , v ] := p00∧(v) ∗ p01 ∗ p0y∧(u− v − 1) ∗ p1y

In[3]:= (∗ ∗ ∗ ∗ Caso u = v ∗ ∗ ∗ ∗)

P3[u , v ] := p00∧(u) ∗ p11

mientras que para P [U ≥ u, V ≥ v] puede escribir

In[4]:= (∗ ∗ ∗ ∗ Caso u < v ∗ ∗ ∗ ∗)

P4[u , v ] := p00∧(u) ∗ px0∧(v − u)

In[5]:= (∗ ∗ ∗ ∗ Caso v < u ∗ ∗ ∗ ∗)

P5[u , v ] := p00∧(v) ∗ p0y∧(u− v) J

Distribución binomial negativa bivariada.

En este caso debe ingresar las mismas cantidades que requiere la geométrica bivariada junto con r y s,

según el Teorema y Definición 3.17. Serán mostrados tres casos, los dos restantes son enteramente similares.

Para P [U = u, V = v]:

In[1]:= (∗ ∗ ∗ ∗ Caso r + u < s+ v ∗ ∗ ∗ ∗)

P1[u , v ] := Sum[Multinomial[i, r − 1− i, a− i, u− a+ i] ∗ p11∧(i+ 1)

∗ p10∧(r − 1− i) ∗ p01∧(a− i) ∗ p00∧(u− a+ i)

∗ Binomial[s+ v − r − u− 1, s− a− 2] ∗ px0∧(v − u− r + a+ 1) ∗ px1∧(s− a− 1),

{a,Max[r + u− 1− v, 0],Min[s− 2, r + u− 1]}, {i, 0,Min[r − 1, a]}]

+ Sum[Multinomial[i, r − 1− i, a− i, u− a+ i] ∗ p11∧(i)

∗ p10∧(r − i) ∗ p01∧(a− i) ∗ p00∧(u− a+ i)

∗ Binomial[s+ v − r − u− 1, s− a− 1] ∗ px0∧(v − u− r + a) ∗ px1∧(s− a),

{a,Max[r + u− 1− v, 0],Min[s− 1, r + u− 1]}, {i, 0,Min[r − 1, a]}]

In[2]:= (∗ ∗ ∗ ∗ Caso s+ v = r + u ∗ ∗ ∗ ∗)

P2[u , v ] := Sum[Multinomial[i, r − 1i, s− 1− i, u− s+ 1 + i] ∗ p11∧(i+ 1) ∗ p10∧(r − 1− i)

∗ p01∧(s− 1− i) ∗ p00∧(u− s+ 1 + i), {i, 0,Min[r − 1, s− 1]}]



Apéndice 107

Para P [U ≥ u, V ≥ v]:

In[3]:= (∗ ∗ ∗ ∗ Caso r + u ≤ s+ v ∗ ∗ ∗ ∗)

P3[u , v ] := Sum[Multinomial[i, l − i, a− i, r + u− 1− a− l + i]

∗ p11∧(i) ∗ p10∧(l − i) ∗ p01∧(a− i) ∗ p00∧(r + u− 1− a− l + i)

∗Binomial[s+ v − r − u,m] ∗ px0∧(s+ v − r − u−m) ∗ px1∧(m),

{a, 0, s− 1}, {l, 0, r − 1}, {i, 0,Min[a, l]}, {m, 0, s− 1− a}] J

Nota. Los coeficientes de correlación mostrados en los ejemplos fueron calculados en Mathematica

siguiendo de forma similar los códigos mostrados en este apartado. /





Conclusiones

Se ha definido una familia de distribuciones bivariadas discretas, a partir de la distribución de Bernoulli

bivariada, siguiendo un camino análogo al caso univariado para obtener las distribuciones binomial, de

Poisson, hipergeométrica, geométrica y binomial negativa, desde la distribución de Bernoulli. También, se

ha demostrado que las siguientes aproximaciones se preservan en el caso bivariado: aproximación normal

a las distribuciones binomial y de Poisson, aproximación binomial a la distribución hipergeométrica,

aproximación de Poisson a las distribuciones binomial y binomial negativa. Las demostraciones, aqúı

desarrolladas, de dichas aproximaciones se han hecho de forma similar y esencialmente con las mismas

ideas que funcionan para las del caso univariado, basta con hacer un ejercicio de comparación entre ellas

para estar convencido de ello.

Cualquiera de los ejemplos clásicos o problemas que se proponen en la literatura para trabajar las

distribuciones en una variable pueden ser ampliados al caso bivariado con la finalidad de incluir más

atributos en el estudio de una situación en la que se esté interesado. El trabajado desarrollado es una

muestra de la naturalidad con la que es posible extender las distribuciones y los resultados de aproximación.

Los modelos que aqúı se han mostrado son de amplia utilidad para todo aquel interesado en estu-

diar experimentos en los que cada observación corresponde a un elemento clasificado por dos atributos

distinguibles, de manera tal que cada elemento puede o no presentar uno o ambos atributos. Estas ob-

servaciones pueden ser modeladas con la distribución de Bernoulli bivariada y luego, entonces, trabajar

con cualquiera de las distribuciones expuestas y, por ejemplo, obtener el grado de dependencia entre las

variables aleatorias mediante los coeficientes de correlación también proporcionados.

Todo lo anterior puede extenderse sin dificultades, siguiendo el mismo orden de ideas, al caso general

multivariado, esperamos se pueda hacer esto en detalle en un futuro trabajo.
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