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Resumen

En este trabajo se presenta un estudio ex — post — facto, de caracter cualitativo en el cual se
toma como estrategia de interpretacion de datos la categorizacion cualitativay como herramienta
de andlisis la construccion de redes sistémicas, con las que se hace un examen de las dificultades
que manifiestan las y los estudiantes de la Licenciatura en Fisica y Matematicas de la Escuela
Superior de Fisica y Matemaéticas del Instituto Politécnico Nacional ante el uso y conceptualizacion
del objeto matematico “funcion” dentro de cinco asignaturas de los primeros cuatro semestres de
la carrera: Calculo I, Analisis Vectorial, Ecuaciones diferenciales, Calculo 111y Algebra IV, en las
cuales el concepto de funcidn se conceptualiza y significa a través de su uso.

Como marco teorico se tomaron; la teoria de las Representaciones semioticas de Duval y
la teoria de los Campos Conceptuales de Vergnaud; aspectos epistemolégicos del concepto de
funcion; estudios didacticos acerca de la ensefianza y el aprendizaje de funciones; y algunas
consideraciones teoricas de las asignaturas de los grupos de estudio.

Finalmente se presentan las dificultades identificadas de acuerdo a determinados procesos,
como la conceptualizacién, el tratamiento y la conversion de registros semioticos relativos al

concepto de funcién.
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INTRODUCCION

El lenguaje de la matematica se caracteriza por poseer variables sintacticas y semanticas,
que al ser articuladas a través de relaciones légicas y formales transforman un conjunto de
simbolos y conceptos en una de las herramientas mas maravillosas del desarrollo cientifico. Sin
embargo, el uso y el significado de este lenguaje en el contexto educativo presentan importantes
dificultades y por ello es importante construir instrumentos que faciliten y optimicen el proceso de

ensefianza y aprendizaje.

En la Escuela Superior de Fisica y Matematicas, existen nociones del conocimiento
matematico que son indispensables tanto en la formacion académica de un matematico como de
un fisico, ya que, mientras que en la primera se conceptualizan los objetos, en la segunda se
significan a través de su uso. Un ejemplo de ellas es la nocion de funcion, la cual tiene un papel
muy importante en los primeros cuatro semestres de la Licenciatura en Fisica y Matematicas,
dentro de las asignaturas de Calculo, Analisis Vectorial, Ecuaciones Diferenciales y Algebra V.
En este estudio el lector encontrara, ademas del analisis de algunas de las dificultades que
presentan los estudiantes ante el uso y conceptualizacion del objeto matematico funcion, una
postura tedrica de caracter didactico con la que se pretende vislumbrar el camino que se ha de

seguir para mejorar los métodos de ensefianza del concepto de funcién.

Al principio de este escrito se explica como esta investigacion se encuentra dentro del
marco de la creatividad, asi mismo se plantean las preguntas de investigacion que guian este

estudio cualitativo transversal.
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En el capitulo dos, se hace un desarrollo tedrico de la teoria didactica: Teoria de las
representaciones semidticas de Duval y Teoria de los Campos Conceptuales de Vergnaud; y
aspectos tedricos de la matematica de los las asignaturas de los grupos de estudio, en los cuales se
fundamenta el analisis y la interpretacion de los datos. Posteriormente en el tercer capitulo se hace
una caracterizacion de la metodologia que se utiliz6 para la realizacion de la investigacion, esta
seccion incluye una descripcion de la investigacion ex — post — facto y el analisis de datos
cualitativos. En el capitulo 4 se presenta el analisis de las respuestas que dieron los estudiantes de
las cinco materias en las cuales se realizo el estudio: Célculo I, Célculo I, Andlisis Vectorial,
Ecuaciones Diferenciales y Algebra IV a los examenes de cada una de ellas.

Dentro del capitulo cinco se hace una discusion final en la cual se revisan las dificultades
méas comunes a las que se enfrentaron los estudiantes de los diferentes cursos respecto al uso y
conceptualizacion de la nocion de funcion.

Finalmente se hace un apartado de recomendaciones en donde se plantean las futuras
oportunidades de investigacion respecto al analisis del lenguaje de la Matematica en situaciones

dentro y fuera del contexto académico.



CAPITULO 1

Planteamiento del problema

Las matematicas no son un recorrido prudente por
una autopista despejada, sino un viaje a un terreno salvaje
y extrafio, en el cual los exploradores se pierden a menudo.

- W. S. Anglin (1992)

1.1 Estado del arte

En didactica existen maltiples investigaciones que evidencian las dificultades que
presentan los estudiantes en el manejo de determinadas nociones matematicas, en
diferentes niveles educativos. A continuacion se presenta un breve resumen de algunas de
las investigaciones mas recientes respecto al lenguaje de la Matematica:

Montecino y Cantoral (2013), sefialan que la relacién entre los simbolos f y f(x) asi
Como su uso, permiten que se signifiquen de manera contextualizada. Esta investigacion
tuvo su origen en una experiencia de aula en la que se identifico la confusion entre una
nocion de funcion con un procedimiento, en una situacion de calculo de sélidos de
revolucién se confundio la imagen f(x), con la funcién f. Asi pues, ellos afirman que “el
hecho de que f sélo se ve presente al momento de establecer el concepto de funcidn,
refuerza el uso indiferente de f(x) en los diferentes contextos, lo que propicia un
predominio en el uso de este ultimo para referirse a todos los aspectos vinculados a la

funcion (p. 1173).



Por otro lado, en un estudio realizado por Aguilar, Maturano y Nufiez (2007) con
estudiantes universitarios sobre contenidos de Fisica (movimiento), se involucraron
diferentes representaciones del lenguaje matematico en distintos niveles de abstraccion; a
través de este estudio no solo se identificaron dificultades en la comprension de conceptos
de Fisica, sino que ademas “‘se detectaron otras concepciones diferentes a las investigadas
sobre el movimiento, correspondientes a dificultades en el uso e interpretacion de los

lenguajes verbal, grafica y formal', que requeririan intervencion didactica.” (p. 1775)

Dado que la situacion planteada en este estudio no era la de una clase convencional
(catedra frente al pizarron), sino que proponia el uso de imagenes para reconocer las
preconcepciones que los estudiantes poseian respecto a nociones de movimiento en Fisica,
los autores consideran que las respuestas obtenidas son mucho méas aproximadas a las ideas
reales de los estudiantes, ya que las imagenes los ayudan a vincular directamente los
fendmenos con su representacion semidtica. Ademas afirman que “a mayor grado de
iconicidad, mayor posibilidad de captar el conocimiento cotidiano del alumno y a menor
grado de iconicidad (0o mayor grado de simbologia) mayor tendencia a captar el
conocimiento académico”. (p. 699)

Algunas de las dificultades més interesantes que se encontraron en este estudio,
fueron las relacionadas con habilidades de lectura e interpretacion de las consignas, asi
como dificultades para establecer relaciones entre el contenido de las imagenes, ademas

“Los cadigos y formatos sintacticos en los que hemos detectados falta de consenso en el

! Entendemos como lenguaje formal, aquél que involucra el uso de la axiomatica de la matematica
avanzada asi como de las leyes de la Idgica simbdlica.
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aula abarcan tanto el lenguaje verbal (como en el caso del concepto de lanzamiento y
caida libre), el gréfico (como en el caso de la cuadricula) y el formal (como la

interpretacion de los simbolos) ”. (Aguilar, Maturano y Nufiez, 2007, p. 700)

Otra investigacion es la que realizé6 Romero (2000), en la cual menciona algunas de
las ventajas del uso del cambio de registro semidtico, entre ellas se encuentra; la traduccion
entre sistemas de representacion, que es de gran utilidad ya que hay objetos que no pueden
ser manipulados en su representacion original (como en el caso de la Fisica) y traducirlas
a otro lenguaje facilita su estudio; la economia de tratamiento, es decir, el uso de las
representaciones para optimizar los procedimientos; la complementariedad de los sistemas
que esté vinculada con visualizar a los objetos a través de sus sistemas de representacion y
asi poder estudiar otros objetos cuya visualizacidon requiere de otros objetos, fisicos o
matematicos; finalmente se encuentra la conceptualizacién en la que las representaciones

funcionan como puentes para la comprensién de los objetos.

El trabajo de Romero (2000) abord6 el tema de sucesiones de nUmeros naturales,
lineales y cuadraticos que requiere el uso de diferentes sistemas de representacion, asi pues
se reconocio que:

Muy pocos identificaron el término general con la estructura operatoria comdn que

comparten los términos de una secuencia, cuya notacién mas adecuada viene dada

por el desarrollo aritmético. La comprension de los escolares de 12-14 afios sobre
la nocion de término general fue practicamente inexistente dado que no se aprecio
estructuracion entre las representaciones mentales correspondientes a los diferentes

sistemas de representacion utilizados. S6lo unos pocos estudiantes, que integraron
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total o parcialmente los tres sistemas, dieron muestras de un cierto dominio de la
nocion de término general de una sucesion. (p. 42)

Este es un ejemplo de como la problematica del cambio de sistemas de
representacion en matematicas no es exclusiva de un solo nivel educativo, el dominio de
diferentes representaciones semioéticas se presenta desde el nivel basico.

Por otra parte en 2011 Camacho-Rios reporta los resultados de la implementacion
de una situacion didactica en diferentes etapas; con un grupo de arquitectura (2004), un
grupo de ingenieria industrial y de sistemas computacionales (2007) y en 2010 tres grupos
de las especialidades anteriores. Las dificultades que mencionaremos a continuacién fueron
presentadas por los estudiantes de la etapa mas reciente (2010), con quienes se trabajé una
situacion didactica referente a las funciones trigonométricas con tecnologia de lapiz y papel
(empleando sélo regla y compas) usando diferentes tipos de representacion y un
acercamiento historico a la construccion de la funcién seno, que consistié de la lectura de
una resefia histérica de la cual se debia hacer una sintesis. En términos generales, se
observo que:

Las dos experiencias desarrolladas muestran como el conocimiento matematico

involucrado fue disociado de su origen y sus coyunturas adecuadas a la ensefianza

con cierto éxito. No obstante, la propuesta rompe con la forma tradicional del
discurso matematico e irrumpe en éste con un redisefio mas dindmico que pone en

el centro de la ensefianza a la actividad desarrollada por los estudiantes. (p. 170)
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Este trabajo muestra como el uso del cambio de registro y la significacion de un
objeto matematico a través de su uso en diferentes situaciones es de gran utilidad para

facilitar el aprendizaje de los estudiantes.

Otro de los estudios referentes al lenguaje de la matematica y las dificultades de su
comprension, es el que presentan Crespo, Homilka y Leston (2011), en €l se describen
algunos aspectos del lenguaje que utilizan los estudiantes y profesores en el aula de
Matematicas y como el uso del lenguaje formal de la matematica es aceptado aungue éste
genere un obstaculo en algunas ocasiones. Una de las caracteristicas del estudio, que deben
resaltarse es el uso de varios registros de representacion de manera simultanea incluyendo
las definiciones formales del objeto trabajado, que fue limites de funciones.

En las respuestas, uno de los aspectos relevantes es el que a pesar de que algunos
estudiantes no supieran resolver adecuadamente los planteamientos, si mantuvieron el uso
del lenguaje formal. En términos de las autoras:

La formalizacion es comprendida por los alumnos como parte de la normativa que

impone el contrato didactico. Esto llevé a que se fijara la atencion en esta

investigacion en el lenguaje que se utiliza tanto en los libros de texto de matematica,
como por parte del profesor de matematica como actor con un papel importante en
el escenario del aula, iniciador del dialogo y quien toma decisiones didacticas, que
por lo tanto influye en la construccion de representaciones sociales en este
escenario. (Crespo, Homilka y Leston, 2011, p. 754)
En este caso, los estudiantes enfatizan su aprendizaje en el lenguaje y no en el

significado de la idea de limite, es decir, aceptan el uso del lenguaje matematico formal



como un requisito indispensable en sus respuestas aun si no comprenden completamente

el concepto.

En general, el aprendizaje de la matematica es un proceso complejo y lleno de
obstaculos, imaz y Moreno (2009) en un estudio sobre el Célculo y su ensefianza, dan
cuenta de que ésta “padece de diversas patologias™ a las cuales caracteriza en tres categorias
y las describe como persistentes y densas, por ejemplo: el uso excesivo del rigor
matematico propio del andlisis en el &ambito educativo, que genera confusiones y aversion

por parte de los estudiantes.

Finalmente, el caso del pensamiento funcional no es exclusivo de la asignatura de
Caélculo ya que los conceptos que se definen y construyen en esta asignatura, son de gran
importancia en otras disciplinas de la Matematica como “Probabilidad, Ecuaciones
Diferenciales, Ordinarias, Ecuaciones Diferenciales Parciales, Programacion,
Programacion Lineal y no Lineal, Investigacion de Operaciones, Métodos Numeéricos,
Analisis Funcional, Teoria de Operadores, Sistemas Dindmicos”. (Cribeiro, Madrid y

Fraga, 2013, p. 53)

Respecto a la asignatura de Ecuaciones Diferenciales, Morales y Hernandez (2010)
en un estudio con estudiantes de nivel superior, muestran que la graficacién de la curva
solucion a partir del campo de pendientes usando tecnologia de lapiz y papel (como en el
caso de nuestra muestra) presentd dificultad en la visualizacion de la misma, debido a que
dibujar el campo de pendientes suele ser tedioso para los estudiantes, ademas de que el

proceso de visualizacion de la curva suele ser problematico para los estudiantes.



Por otra parte, en una investigacion que Diaz (2009) realizé referente a estudiantes
de ciencias Quimico Bioldgicas en los cursos de Calculo Diferencial, Célculo Integral y
Ecuaciones Diferenciales, en los cuales recolectd las calificaciones finales e hizo un
andlisis cuantitativo de ellas, encontrando que el 50% de los estudiantes de Calculo
Diferencial no aprobd el curso; de los 111 estudiantes que se inscribieron en el curso de
Célculo Integral s6lo 77 lo aprobaron y; de los 51 estudiantes que se registraron en el curso
de Ecuaciones Diferenciales solo 41 acreditaron el curso. Si consideramos que las tres
asignaturas, estan ligadas de tal modo que no se puede cursar Ecuaciones Diferenciales sin
haber aprobado Célculo Integral y a su vez, no se puede tomar Célculo Integral sin haber
acreditado Calculo Diferencial, de los 201 estudiantes que ingresaron en los cursos de
Célculo Diferencial sélo 41 aprobaron los cursos de manera consecutiva, pero ¢qué paso
con el resto? De acuerdo al estudio de Diaz (2009) el resto de los estudiantes se encontraban

cursando por segunda o tercera vez alguna de las asignaturas antes mencionadas.

La evidencia de dificultades en los cursos donde se pone en practica el pensamiento
funcional también estd presente en la Escuela Superior de Fisica y Matematicas del
Instituto Politécnico Nacional pues, Aguilar y Simoén (2009) realizaron un estudio respecto
a la nocion de Funcion y sus Derivadas sucesivas y encontraron que los estudiantes no
pueden establecer un manejo simultaneo de estas dos nociones. Ademas muestran el uso
que hacen de los recursos memoristicos, de la falta de comprension del lenguaje
matematico y la falta de comprension del carécter variacional implicito en la definicion

analitica de Derivada, pero sobre todo “Carecen de herramientas que les permitan pasar



8
del lenguaje gréafico al lenguaje algebraico, indispensables para establecer el manejo

simultdaneo entre las derivadas sucesivas”’(p. 651)



1.2 Justificacién

La interpretacion y el uso de los distintos tipos de lenguaje estan rodeados de
dificultades no solo en el contexto de la Matematica, sino en otras disciplinas como el de
la Fisica, en las cuales para algunos autores, la iconicidad y la simbologia juegan un papel
importante en la interpretacion de las concepciones del alumno (Aguilar, Maturano y
Nufiez, 2007). Sin embargo, este estudio no considera que los conceptos se significan no
sOlo a traves de sus representaciones, sino también a partir de las situaciones en las cuales

se ven inmersos es decir, de sus campos conceptuales.

Ademas, en la investigacion de Romero (2000) se observé que los estudiantes de
secundaria no presentan estructuracion entre las representaciones mentales
correspondientes a los sistemas de representacion, en este caso el autor no considera las

variables semanticas del lenguaje matematico, al igual que en el caso anterior.

Por otro lado, esta el uso y la relacion entre los simbolos f y f(x) en un contexto
matematico en el que se define a la funcién de manera analitica dentro de los libros de texto
y como esto obstaculiza el tratamiento adecuado de la simbologia relacionada al concepto
de funcion, aunado a esto los estudiantes y profesores asumen como necesario e importante
el uso de la simbologia y el lenguaje formal por encima de la comprension de los conceptos
como es el caso de la nocion de limite anteriormente mencionada; asi pues, queda
manifiesto que el uso excesivo del rigor matematico obstaculiza en muchas ocasiones el

aprendizaje en los primeros acercamientos a la matematica avanzada; es en estos casos que
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cobra importancia el hecho de que los objetos matematicos no se construyen de manera
aislada ni solo a través de su simbologia o sus definiciones formales y por eso es necesario
estudiar ambas, las variables semanticas y las sintacticas de manera constante y conjunta,
ya que el aprendizaje de la Matemética no es el aprendizaje del lenguaje por el lenguaje

sino del lenguaje por su uso y su significado.

Asimismo, existe evidencia de que plantear un objeto en términos de su
epistemologia y de sus representaciones puede ser una buena opcién para la mejora de los
métodos de ensefianza, el caso de la funcion Seno es un ejemplo de esto, pero para ello se
requiere de un método de ensefianza no tradicional para optimizar el proceso. En el caso
de esta investigacion el autor hace énfasis en las variables seménticas dejando de lado las
variables sintacticas, que también son importantes. Uno de los estudios mencionados en la
seccion anterior (Romero, 2000), muestra la pertinencia de considerar los cambios de
representacion dentro del método de ensefianza debido a que aproximan al concepto, a la
economia de tratamiento, y a la conceptualizacién, sin embargo, el s6lo cambio de
representacion no basta para la conceptualizacién ni para un Optimo aprendizaje, es

necesario involucrar las situaciones en las cuales se significan.

Una de las problematicas mas importantes en el sector educativo es el fendmeno de
reprobacioén y la desercion escolar. Como hemos visto, estos problemas se dan en diferentes
niveles y especialidades como la especialidad de Quimico Bidlogo en asignaturas como
Caélculo Diferencial, Calculo Integral y Ecuaciones Diferenciales. Respecto a esto, el
estudio realizado en la Escuela Superior de Fisica y Matematicas por Aguilar y Simén

(2009), es evidencia empirica de la necesidad de enfocar nuestra atencion en las
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dificultades relativas al pensamiento funcional, el cual abarca diversas disciplinas de la
matematica, y en particular una de las nociones que se mantienen constantes a través de los

cursos de los primeros semestres es el de funcion.

La importancia del estudio que se plantea en esta investigacion radica en que, en
los estudios anteriormente mencionados sélo se toma en cuenta una de las variables del
lenguaje matematico ya sea la sintactica o la semantica en una sola asignatura. Sin
embargo, el concepto de funcién es transversal a la formacion académica basica en la
Licenciatura en Fisica y Matematicas y ademas, su aprendizaje requiere de la incorporacion
de ambas variables de manera simultanea y continua. De este modo se podra iniciar un
proceso de revalorizacion de los métodos de ensefianza actual en la ESFM, en el cual se

tome en cuenta la forma en que los estudiantes perciben los objetos matematicos.
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1.3 Objetivo del estudio

El objetivo general de este estudio, se encuentra dentro del marco de las
investigaciones en curso que se realizan respecto a la ensefianza y aprendizaje de la
Creatividad en las Ciencias. Partiendo de la idea de que la percepcién es una de las vias
para formacion y el desarrollo de la creatividad y de que ésta puede ser estudiada a partir
de la interpretacion que se manifiesta en el lenguaje, buscamos identificar las dificultades
de caracter conceptual y procedimental que manifiesten los alumnos de la Escuela Superior
de Fisica y Matematicas respecto al uso y conceptualizacion del objeto matematico
conocido como funcion, a través de un estudio cualitativo ex — post — facto en las
asignaturas de Calculo I, Calculo IlI, Analisis Vectorial, Ecuaciones Diferenciales y
Algebra 1V, con el fin de conocer de manera general cuéles son los aspectos que se deben

reforzar en la ensefianza de este concepto.

1.4 Objetivos especificos

e ldentificar la forma en que los estudiantes interpretan el objeto matematico
funcion.

e Reconocer las dificultades conceptuales y procedimentales respecto al
concepto de funcién.

e Establecer una via pertinente para la ensefianza y resignificacion del objeto

matematico funcion.
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1.5. Preguntas de investigacion

Asi pues, proponemos como preguntas de investigacion:

e Cdomo interpretan los estudiantes el objeto matematico funcion?

e ;Cuales son las dificultades conceptuales mas comunes en torno al objeto
matematico funcion?

e ;Cudles son las dificultades de carécter procedimental, mas comunes en el
uso del objeto matematico funcion?

e ;Qué papel representan los diferentes registros de representacion semiotica
del concepto funcion?

e Cual seria una via pertinente para la ensefianza y resignificacion del

concepto de funcion?
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CAPITULO 2

Marco Tedrico

- ¢ Tratan las mateméticas de signos escritos?
Tan poco como el ajedrez trata de figuras de madera.-

- Wittgenstein, Gramatica filosofica (1931-1934)

El pensamiento matematico ha vivido inmerso en la actividad humana desde los
primeros signos escritos. Puig (1994 p. 3) en un analisis sobre semidtica y matematicas
muestra que, las primeras manifestaciones del lenguaje escrito por un pueblo sumerio en
el sur de Mesopotamia y uno elamita en Susa, alrededor del 3500 antes de nuestra era,
fueron signos aritméticos. Con el paso del tiempo hubo una evolucion progresiva en las
expresiones, ya que el conteo evidenciado en la escritura cuneiforme se transformoé en la
abreviacion de las expresiones a través de la construccion de signos elementales dotados
de reglas de significacion y concatenacién que con el paso del tiempo fueron

institucionalizadas y que hoy en dia son ensefiadas en las escuelas.

Fue asi como la aritmética desde los simbolos y sus operaciones constituyeron el
primer paso hacia el desarrollo del pensamiento matematico hasta llegar a estructuras mas
abstractas como el Algebra y el Andlisis, las cuales segiin Puig deben ser concebidas
semidticamente como un sistema matematico de signos y no como un sistema de signos

matematicos, pues la matematica no es so6lo un conjunto de signos articulados que forman
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proposiciones linguisticas ya que esto implicaria ignorar el carécter sistémico y funcional

de la matemaética (Puig, 1994, p. 16).

Ahora bien, el lenguaje de la matematica que se ensefia en el nivel superior es mas
complejo que el de la Aritmética, por ello el estudio de éste cobra mayor importancia ya
que es el puente que comunica los objetos matematicos con los procedimientos

relacionados con su aprendizaje.

Desde esta perspectiva, el lenguaje tiene una funcion comunicativa en el aula y

dentro de este encuadre se consideran cuatro perspectivas de investigacion:

(1) elementos curriculares o superestructurales,

(2) influencias interestructurales, en donde se incluye la comunicacion,

(3) de desarrollo e implementacion, llamadas también investigaciones funcionales,
que incluyen el uso de variables sintacticas, inferencias y elementos semanticos
diversos,

(4) analisis subestructurales, en donde se habla de contexto, epistemologia y politica
y

(5) reflexiones tedricas. (Giménez, 1994, p. 54)

El estudio que se plantea en esta investigacion, de acuerdo al planteamiento de

Giménez (1994) se encuentra en el marco de las investigaciones funcionales.
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2.1 Sobre las investigaciones funcionales

El analisis de la pareja Lenguaje-Matematica, conlleva a un andlisis desde el punto
de vista de la funcion comunicativa del lenguaje y con ello considerar que el sistema
matematico de signos es producto de la socializacion de la mateméatica y de su
institucionalizacion®. Es por eso que adquiere importancia para la investigacion en
Matematica Educativa situar al lenguaje como medio de interaccion entre conceptos y
procedimientos matematicos.

Este tipo de estudios considera tres tipos de variables: sintacticas, inferenciales y
semanticas. Las variables sintacticas estdn asociadas a las reglas, procedimientos,
algoritmos y obstaculos del lenguaje matematico; las inferenciales se relacionan con
dificultades del lenguaje propias de los estudiantes como la sordera y otras discapacidades;
por ultimo estéan las variables semanticas entre las que se encuentran la funcionalidad y el

significado de las expresiones matematicas (Giménez, 1994, p. 58).

En este trabajo de tesis se abordaran las variables sintacticas y semanticas del
lenguaje matematico. A continuacion se hara una explicacion detallada de ellas y los

elementos tedricos de Didactica de la Matematica que seran de utilidad en el analisis.

2.1.1 Acerca de las variables sintacticas del lenguaje matematico
De acuerdo a lo revisado en la seccion anterior, las variables sintacticas del lenguaje

matematico estan relacionadas con el tipo de lenguaje, el cual puede ser verbal, escrito,

2 El saber cientifico llevado a las instituciones educativas.
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algebraico, grafico, de computacion u otro. Asi pues, para cada tipo de lenguaje existen
variables como las palabras, expresiones, relaciones, secuencias, e incluso los problemas

de desarrollo conceptual.

Ahora bien, para el estudio de estas variables se considerara al lenguaje matematico
como un sistema simbolico y asi, se interpretaran las variantes de las representaciones de

los registros semidticos matematicos.

El enfoque de la Teoria de las representaciones semioticas

El pensamiento mateméatico y en particular los objetos matematicos son
interpretados y manipulados a traves de las representaciones semiéticas de manera
cotidiana como un proceso de socializacion del conocimiento matematico, sin embargo,
“muchos estudiantes de todos los niveles del curriculo, perciben el distanciamiento entre
las formas del pensamiento matematico y las formas de pensar fuera de la matematica,

aunque el conocimiento matematico se pueda usar en la vida real” (Duval 2006 p. 144).

En general, debido a la naturaleza intangible de los objetos matematicos, toda
actividad matematica se realiza necesariamente en un contexto de representacion, de ahi la
importancia de identificar las propiedades de transformacion y procesamiento de las

representaciones en los diferentes contextos en los que se desarrolle la matematica.

Duval (2006) menciona que las transformaciones dependen del sistema semiotico

de representacion dentro de las representaciones que se producen. Asi, en adelante
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distinguiremos dos clases de transformaciones de representaciones semioticas: la

conversion y el tratamiento.

Mientras que la conversion es una transformacion vinculada con un cambio de
registro semiotico, por ejemplo del registro de representacion numérico (tablas de datos)
al registro de representacion grafico o figural (graficas), el tratamiento esta relacionado
con las transformaciones que se hacen dentro de un mismo registro de representacion como
es el caso de la factorizacion dentro del registro algebraico. llustraremos estas dos
operaciones cognitivas a través del siguiente esquema, en el que se plantea un enunciado
en el lenguaje natural y posteriormente se interpretan las transformaciones con las cuales

se significa el contexto del objeto matematico relacion lineal:

TRANSFORMACION
de una representacion semidtica en otra
Juan es 3 anos mayor que Pedro. Juntos tienen 23 anos de edad
¢ Qué edad tienen?

CONVERSION TRATAMIENTO
Cambiando el sistema semiotico (gl Manteniendo el mismo
registro) usado sin cambiar los objetos sistema semiotico
indicados :l:+l[J( +3) =23
X +3=23
+(x+3)=23 l
X =23-3

!

Cuadro 1. Transformaciones de registros semioticos®

8 Extraido de la obra traducida de Duval, 2006.
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Ademas, hay situaciones que requieren el uso continuo de ambas transformaciones
de manera implicita, cuando se tienen que movilizar conjunta y paralelamente dos 0 méas

registros de representacion.

...en geometria a menudo son necesarios dos tipos de tratamiento: uno se produce
de forma discursiva, por deduccion valida de propiedades de los datos y de teoremas
que implica el uso del lenguaje; el otro se produce de una manera visual a través de

las diversas reorganizaciones de las formas. (Ibidem, p. 147)

La apropiacion de estas transformaciones es de gran utilidad en la optimizacion del
aprendizaje pues “se pueden desarrollar dos funciones: bien como economia de memoria
para tener en cuenta todos los elementos que se relacionan, bien como heuristica para
encontrar el teorema” lo cual es crucial en los cursos de matematica avanzada de nivel
superior, pues la conversion y el tratamiento lo son todo en la resolucion de problemas y

en la demostracion de enunciados matematicos (Duval, 2006, p. 149). Por otra parte:

Cambiar la representacion de objetos o relaciones matematicas de un sistema
semiotico a otro es siempre un salto cognitivo. A diferencia del tratamiento, no hay
reglas ni asociaciones béasicas, como entre palabras e imagenes en el lenguaje
cotidiano, para este tipo de transformacion de representacion. La conversion no se

reduce pues a una codificacion. (Ibidem, p. 150)

En el funcionamiento semidtico existe un principio basico; “nada puede funcionar
como una representacion fuera del sistema semidtico en el cual su significado toma valor”,

es por esto que, comprender un concepto no significa saltar de una representacion al
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concepto puramente matematico representado sino relacionar diversas representaciones del
mismo concepto (Ibidem, p. 158). De este modo, la conversion es el resultado de una
comprension conceptual y la existencia de dificultades en ella es indicio de la adquisicion

de conceptos erréneos.

Por otra parte, existen otras operaciones cognitivas asociadas a la semidtica de las
Ciencias; vision y visualizacion. La vision se significa en el contexto de las Ciencias
Naturales, ya que proporciona el acceso directo a algun objeto fisico, aqui la percepcion
juega un papel muy importante pues, “no hay nada mas convincente que aquello que puede
ser visto” asi que la vision parece brindar una inmediata aprehension de los objetos o las
situaciones. En el caso de la matematica, es la visualizacion la que proporciona el puente
entre los objetos matematicos y sus representaciones debido a la naturaleza abstracta de

dichos objetos (Duval, 1999, p. 12), mas explicitamente:

...en matematicas no son posibles reenvios ostensibles - todo concepto matematico
se ve obligado a servirse de representaciones, dado que no se dispone de “objetos”
para exhibir en su lugar; por lo que la conceptualizacion debe necesariamente pasar
a través de registros representativos que, por varios motivos, sobre todo si son de

caracter lingliistico, no pueden ser univocos. (D’Amore, 2004, p. 5)

Duval (1993) menciona que “por una parte, el aprendizaje de los objetos
matematicos no puede ser mas que un aprendizaje conceptual y, por otra, es solo por medio
de representaciones semioticas que es posible un actividad sobre los objetos matematicos™.
Este caracter paradojico del conocimiento matematico, tiende a excluir como recurso a las

representaciones mentales como un medio de aprehension de los objetos matematicos, al
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menos en el contexto didactico a pesar de que es a través de las representaciones que los

objetos matematicos pueden ser visualizados.

Otrade las actividades cognitivas mas importantes en la matematica y en el lenguaje
es la argumentacion, que a diferencia de la nocion de demostracion exclusiva de la

matematica, menciona que:

Un razonamiento para que sea considerado como una demostracion debe ser un
razonamiento valido, y la argumentacion no necesita estar vinculada con la validez,
sino con la pertinencia. La demostracion busca la verdad y la argumentacion lo
creible y por ello depende mas de la coherencia que de las leyes de la Logica.

(Duval, 2000, p. 150)

Es por eso que la visualizacién al igual que la conversion, el tratamiento y la

argumentacion conforman la base del aprendizaje de la Matematica.

Ahora bien, en matemaética avanzada el proceso de aprendizaje se torna mas

complejo en el aspecto de la significacion de los objetos matematicos ya que:

...distinguir el “concepto” de su construccion no es facil y, quizés, no es ni posible
ni deseable: un concepto se halla, por asi decirlo, continuamente en fase de
construccidn y en esta misma construccion se halla la parte mas problematica y por

lo tanto mas rica de su significado. (D’Amore, 2004, p. 3)

En téerminos de Duval (1993) el proceso de adquisicion conceptual de un objeto

matematico se basa en dos de sus caracteristicas “fuertes”: el uso de mas registros de
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representacion semidtica y; la creacion y el desarrollo de sistemas semidticos nuevos lo

cual es simbolo (historico) de progreso del conocimiento.

En la ensefianza de los formalismos matematicos, el lenguaje de la Matematica no
se debe considerar s6lo como una sintaxis de signos matematicos desprovista de
significado referencial, asi como tampoco se le debe tratar como un conjunto de
expresiones notacionales del significado de conceptos matematicos acabados (Gomez-

Granell, 1989, p. 7)

Por este motivo es importante tomar en cuenta:

...la importancia que en la construccion de los simbolismos matematicos tienen la
vinculacion con los referentes conceptuales y situacionales a través de la utilizacion
de cddigos no-formales. El pensamiento y el lenguaje matematico no se pueden

producir al margen de la significacion. (Gémez-Granell, 1989, p. 13)

Esto nos lleva a la segunda caracteristica de las investigaciones funcionales, que

hace referencia a la semantica inmersa en el lenguaje de la Matematica.

2.1.2 Acerca de las variables semanticas del lenguaje matematico

El significado de las palabras asi como su funcionalidad en matematicas conforman
el contenido semantico del lenguaje matematico, entre las variables semanticas se
encuentran “las palabras asociadas a significados o acciones asociadas a operaciones o

relaciones funcionales que se usan en la resolucion de problemas” (Giménez, 1994, p. 58).
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Para analizar este tipo de variables no basta el estudio de las representaciones
semioticas, es importante profundizar el aspecto cognitivo estructural de los conceptos

matematicos y para ello hemos de recurrir a los campos conceptuales.

El enfoque de la Teoria de los campos conceptuales

Un objeto matematico no se significa a través de su definicion sino a través de las
situaciones en las cuales se ve inmerso, en esta teoria el aprendizaje de las situaciones y las
conceptualizaciones es en torno a los conceptos. Para comprender la teoria de los campos

conceptuales, se deben aclarar los terminos que en ella se utilizan.

La nocidén méas importante que se debe aclarar es la de concepto, para Vergnaud

(1990):
...un concepto es una tripleta de tres conjuntos: C (S, I, G)
S: conjunto de situaciones que dan sentido al concepto (la referencia)

I: conjunto de invariantes sobre los cuales reposa la operacionalidad de los

esquemas (el significado)

G: conjunto de las formas linguisticas y no linguisticas que permiten representar
simbolicamente el concepto, sus propiedades, las situaciones y los procedimientos

de tratamiento (el significante). (p. 7)

Para esclarecer la definicion conjuntista que propone Vergnaud intentaremos

proporcionar algunos ejemplos; en el conjunto S se encuentran las tareas escolares como
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los exdmenes, y no escolares como la aplicacién de la Matemaética a la vida cotidiana las
cuales adquieren significado a partir de la diversidad y la constancia en la préctica, que a
su vez estan intimamente relacionadas con los esquemas que son evocados por el sujeto
(en adelante, la nocidn de esquema sera vinculada con la nocién de tratamiento en el sentido
de la teoria de representaciones semioticas de Duval) ; el conjunto | contiene dos nociones
que son fundamentales en la matemética de nivel superior, el concepto-en-acto y el
teorema-en-acto también llamados como invariantes operatorios, un teorema-en-accion es
una proposicion que se considera como verdadera sobre lo real por ejemplo la logica
proposicional en matematicas, y para el concepto-en-accion la argumentacion matematica
en el sentido de Duval pues esta basado en la pertinencia; por Gltimo el conjunto G que se
vincula con la nocién de registro semi6tico de la teoria de las representaciones, en él se
encuentran los tipos del lenguaje de la Matematica como el algebraico, numérico, gréafico

y natural.

Por otro lado, Moreira (2000) afirma que en esta teoria un campo conceptual se
debe entender como “un conjunto informal y heterogéneo de problemas, situaciones,
conceptos, relaciones, estructuras, contenidos y operaciones del pensamiento, conectados
unos a otros y, probablemente, entrelazados durante el proceso de adquisicion”

entendiendo adquisicion como aprendizaje en el sentido didactico.

Existen tres ideas principales asociadas a la nocién de campo conceptual: la
primera de ellas indica que un concepto no se forma dentro de un solo tipo de situaciones;

la segunda, una situacién no puede ser analizada bajo un solo concepto y por Gltimo, la
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construccion y la interiorizacion de las propiedades de un concepto o situacion es un

proceso de desarrollo constante. Como se ha visto:

La teoria de los campos conceptuales reposa sobre un principio de elaboracién
pragmatica de los conocimientos. No se puede teorizar sobre el aprendizaje de las
matematicas ni a partir sélo del simbolismo, ni a partir sélo de las situaciones. Es
necesario considerar el sentido de las situaciones y de los simbolos. La clave esta
en considerar la accion del sujeto en situacion, y la organizacion de su conducta.

(Vergnaud, 1990, p. 20)

Asi pues, se hace necesario “dirigir la atencién al desarrollo cognitivo, a sus
continuidades, a sus rupturas, a los pasos obligados, a la complejidad relativa de las clases
de problemas, procedimientos, representaciones simbolicas, al andlisis de los principales

errores y de los principales descubrimientos” (Vergnaud, 1990, p. 21).

Al trabajar conjuntamente, la teoria de las representaciones semidticas y la teoria
de los campos conceptuales es posible percibir el proceso de aprendizaje desde una
perspectiva mas amplia, unificadora y sistémica, pues en palabras de Vergnaud “el lenguaje
y los simbolos matematicos juegan por tanto un papel en la conceptualizacion y la accion.

Sin los esquemas Yy las situaciones, quedarian vacios de sentido”.

Ahora que se tiene una vision mas especifica del papel que juega el lenguaje como
sistema matematico de signos en la didactica de la Matemética y en el proceso de
conceptualizacion de los objetos matematicos, haremos un acercamiento al objeto

matematico que se trabajara en esta investigacion: la funcion.
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Sureda y Otero (2011), afirman que “las funciones han estado trabajando como
conceptos en accion desde la Antigiedad, ya que no se puede abordar sin ellos ni la
aritmética ordinaria, ni la geometria” (p. 9), por esta razon el anélisis de la nocién de

funcidn es de gran importancia. En matematicas:

Vergnaud describe al conocimiento como formado por dos partes: la forma
operatoria y la forma predicativa. La forma operatoria del conocimiento, es la que
permite actuar en situacion (y eventualmente tener éxito), mientras que la forma
predicativa del conocimiento, es la que enuncia los objetos de pensamiento, sus

propiedades, sus relaciones y sus transformaciones. (Ibidem, p. 12)

Pero existen dificultades cognitivas en la interaccion de ambas partes, lo cual genera
obstaculos para los alumnos, en particular en torno al concepto de funcién. Para dar
claridad a esta afirmacion se hara un breve anélisis tedrico de la nocion de funcion desde

diferentes estudios didacticos, tedricos y epistemoldgicos.

2.2 Aspectos epistemologicos del concepto de funcion
El pensamiento matematico, como se ha mencionado al principio de este capitulo,
tuvo sus primeras manifestaciones hace mas de 3000 afios antes de nuestra era. Aunque el
concepto formalizado de funcion como se maneja hoy en dia surgio hace apenas unos dos
siglos, su construccion se origind en el pensamiento funcional, y fue el uso en las ciencias
experimentales a lo largo de la historia lo que lo evoluciono hasta llegar a las definiciones

que ahora encontramos en los libros de Célculo.
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La transformacion de este concepto se dio a partir de lo que en adelante llamaremos
paradigmas del pensamiento funcional en matematicas los cuales hacen referencia a

determinadas problemaéticas de la Fisica y la vida cotidiana.

2.2.1 La nocion de conteo y proporcionalidad

El pensamiento funcional en la cultura babil6nica se manifesto a través del Algebra;
“los problemas algebraicos se enuncian y solucionan sin utilizar de manera sistematica
notaciones algebraicas o simbdlicas (como hoy)” (Colette, 1985, p. 26). Hay evidencia de
que en la cultura babildnica se daba solucidén a problemas con ecuaciones cuadraticas,
determinadas ecuaciones cubicas y algunas bicuadradas, el método que utilizaban se
basaba en la complecién de cuadrados, incluso en 1945 se logré descifrar por primera vez
el contenido de la tablilla de Plimpton 322 (el nimero corresponde al catalogo de la
coleccién Plimpton de la Universidad de Columbia), una tablilla en escritura cuneiforme
que data del periodo 1900-1600 A. C. y que mostraba cierta relacion de correspondencia
entre los valores de las columnas. Después de un largo periodo de analisis se llegé a la
conclusion de que dicha tablilla presentaba los valores correspondientes a la hipotenusa y

los cuadrados de los lados de determinados triangulos rectangulos (Colette, 1985, p. 31).

Siglos después surgio la Aritmética griega y con ella la evolucion del pensamiento
matematico funcional y geométrico, un ejemplo de ello es la Teoria pitagérica de las
proporciones; en el VII libro de los Elementos de Euclides se encuentra la siguiente

definicion: “Los numeros son proporcionales si el primero es el mismo mdltiplo, o la
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misma parte, o las mismas partes del segundo que el tercero del cuarto” lo cual ya es

evidencia de un progreso en el pensamiento funcional.

Asi mismo, los trabajos que se desarrollaron sobre proporciones después del siglo
X111, fueron esenciales en el desarrollo de las ciencias cuantitativas hasta la época de Isaac
Newton (1643-1727). El Céalculo desarrollado por Newton y Leibniz no era un célculo de
funciones, sino que fue méas bien una ingeniosa coleccion de métodos para resolver

problemas de curvas. (Kleiner, 1989, p. 2)

Hasta este punto la nocion de funcionalidad se mantuvo inmersa en la actividad
humana, pero fue hasta cinco siglos después que el concepto de funcion tendria sus

primeras manifestaciones.

2.2.2 El problema de la cuerda vibrante
A principios del siglo XVIII se consideraba que “si dos expresiones analiticas
coincidian en un intervalo, entonces ellas coincidian dondequiera”, la modelacion

matema@tica en el contexto de la Fisica era un tema sumamente importante.

De acuerdo a Cuevas y Diaz (2013), “la palabra “funcion’ aparecio por primera
vez en los manuscritos de G. Leibniz (1646- 1716), en agosto de 1673, y en particular en
su manuscrito intitulado, Methodus tangentium inversa, seu de functionibus”(p. 167). Asi
pues, Leibniz uso la palabra funcion para denotar un objeto matematico relacionado con
una curva, lo cual significa que no se hacia alusion a la relacion formal entre la ordenada

de un punto sobre una curva y su abscisa en el sentido matematico actual.
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Ahora bien, el problema de la cuerda vibrante representd un reto para los
matematicos de la época, éste consiste de “una cuerda eléstica atada a dos extremos fijos
(como la cuerda de una guitarra), ésta se estira hasta que adquiere una forma determinada,
y en ese momento se suelta para vibrar libremente” (Ibidem, 2013, p. 168), el reto estriba
en hallar una expresién analitica que modelase la posicion de la cuerda en un determinado

instante t.

Ante esta problematica, matematicos geniales como D’Alambert, Daniel Bernoulli,
Euler y otros matematicos contemporaneos dedicaron toda una generacion de trabajos
enfocados a su solucion. En el afio de 1749, D’ Alambert publico la primera respuesta a este

problema como la solucion de la siguiente ecuacion en derivadas parciales:

a2 9?
2y _ 204,

12 - ¥ =y 1) yaconstante.

Tiempo después, en 1755 el matematico Daniel Bernoulli propuso otra solucién a
este problema usando argumentos fisicos y expresiones analiticas relativas a las

vibraciones musicales:

y(x, t) = Yooy bpsen (#) cos (mmt).

Al ser sometidas ambas propuestas al juicio de otros matematicos ejemplares como
Euler, se gener6 una gran controversia ya que la existencia de estas soluciones implicaba

que una funcion f(x) definida en el intervalo (0,1) podria ser expresada como la serie:

f(x) =vy(x,0) =Y, by,sen (#)
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Sin embargo, “tanto Euler como D’ Alambert indicaban que eso era absurdo, puesto
que implicaria que cualquier funcion arbitraria tendria que ser impar y periddica” (Cuevas
y Delgado, 2015, p. 113), esta controversia implicaba que el debate entre los mateméticos
de la época se enfocara en detallar el concepto de funcién y la relacién entre dependencia

funcional y la necesidad de interpretarla por medio de una férmula o expresion analitica.

En esta época la definicion valida de funcidn, era la propuesta por Johan Bernoulli,
la cual fue publicada por Euler en 1718: “Por funcién de una cantidad variable denotamos
aqui una expresion analitica construida de un modo u otro con esta cantidad variable y
nlmeros o constantes ”, en esta etapa la funcion se concibe como una ecuacion o formula

(Euler, 1748, citado por Cuevas y Diaz, 2013, p.168).

A finales del siglo XVII surgieron como producto del debate generado por el
problema de la cuerda vibrante, otras definiciones como la de Lagrange en su obra de
Teoria de las funciones analiticas en la que se interpreta a la funcion como toda expresion

de céalculo:

Llamamos funcion de una o varias cantidades a toda expresion de calculo en la
cual estas cantidades entran de cualquier manera, mezcladas o no, con otras
cantidades que consideramos como valores dados e invariables, mientras que las
cantidades de la funcion pueden recibir todos los valores posibles. Asi, en las
funciones no consideramos mas que las cantidades que suponemos variables, sin
ninguna consideracion a las constantes que pueden estar mezcladas (Lagrange,

Theorie des fonctions analytique, citado por Cuevas y Delgado, 2015, p. 112)
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2.2.3 Los trabajos de Fourier sobre conduccion del calor
En 1822 el trabajo de Fourier sobre la conduccion del calor, Analytic Theory of
Heat, dio pauta al desarrollo de la definicion formal de funcion pues dentro de su escrito

mostro que:

En general, la funcion f(x) representa una sucesion de valores u ordenadas cada una
de las cuales es arbitraria. Para una infinidad de valores dados a la abscisa x, hay
un namero igual de ordenadas f(x). Todas tienen verdaderos valores numeéricos, ya
sean positivos o negativos o nulos. No suponemos gue estas ordenadas estén sujetas
a una ley comdn; se siguen una a la otra, de cualquier manera, como sea, y cada una
de ellas esta dada como si fuera una cantidad Unica. (Ruting, 1984, citado por Diaz,

2013, p.17)

En esta definicion, Euler dejé entrever la propiedad mas importante de la definicion
actual, que es la correspondencia univoca ya que hace notar que lo principal era la
asignacion de valores para la funcion y que ésta asignacion “de cualquier manera, como

sea,...” estaria dada “como si fuera una cantidad tinica”.

Sin embargo, la existencia de ambigtiedades en torno a las definiciones de funcién
y de continuidad fue motivo para que la comunidad cientifica del siglo XIX continuara el

trabajo de desarrollo del concepto.

En esta etapa el paradigma del pensamiento funcional radica en la
conceptualizacion del objeto matematico funcion, pues si bien se comenzo desde

determinadas problematicas experimentales, un siglo después fue la necesidad de
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conceptualizar el objeto lo que generd un nuevo debate entre los matematicos de la época.
El matematico aleméan G. L. Dirichlet propone por primera vez en 1829 el concepto
moderno de una funcién y = f (x) como: “y es una funcién de una variable X, definida en el
intervalo a < x < b, si atodo valor de la variable x en este intervalo le corresponde un valor
definido de la variable y. Ademas, es irrelevante en qué forma se establezca esta
correspondencia” (Kleiner, 1989, p.9), y afios después en 1851 Bernhard Riemann sostuvo
que, “si z es cantidad variable la cual puede asumir, gradualmente, todos los posibles
valores reales entonces, si a cada uno de estos valores le corresponde un Unico valor de
la cantidad indeterminada w, w es llamada funcién de z” (Riemann, 1851 citado por

Cuevas y Diaz, 2013, p. 170).

Durante el siglo XX hubo un proceso de consolidacion del concepto de funcion y
en esta etapa el grupo de matematicos franceses Nicolas Bourbaki* tuvo un papel
sumamente importante. En 1939 presentaron la funcidbn como ‘“una regla de
correspondencia entre el dominio y el rango, donde ambos conjuntos son arbitrarios”, en

general su definicion fue la siguiente:

Se dice que un grafico F es un gréafico funcional si, para toda x, existe como maximo
un objeto que corresponde a x en F. Se dice que una correspondencia f = (F, A, B)
es una funcion si el grafico de F es un grafico funcional, y si su conjunto de partida

es igual al conjunto de definicion de F. Dicho de otro modo, una correspondencia

4 Grupo de matematicos, en su mayoria franceses de los afios 1930’s que “pretendian poner en orden en las
matemdticas...” a través del andlisis de las obras matematicas y la modernizacion de los conceptos
matematicos.

S Latriada (F, A, B) hace referencia al grafico F de la funcion, A el conjunto dominio y B el codominio.
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f = (F, A, B) es una funcion si, para todo x que pertenece al conjunto de partida A
de f, la relacion (x,y) € Fes funcional en y; el Unico objeto que corresponde a x
por f se llama valor de f para el elemento x de A, y se designa por f(x) o £, (0 F(x),

0 F,) (Bourbaki N., 1968, p. E 11.13)

Bourbaki también dio la definicion de una funcién como un cierto subconjunto del
Producto Cartesiano E X F, donde E y F son subconjuntos de los nimeros reales. Esta es,
por supuesto la definicién de funcion como un conjunto de pares ordenados” (Kleiner,

1989. p. 299).

Actualmente la teoria de categorias representa un paradigma en el proceso de
conceptualizacién y axiomatizacion de la Matematica Moderna, en ella se intenta

reemplazar la teoria conjuntista. Esta teoria establece que:

[La Teoria de Categorias] describe una funcion como una "asociacion™ de un
"objeto" A con otro "objeto” B. Los "objetos” Ay B no necesitan tener elementos
(es decir, no necesitan ser conjuntos en el sentido usual). De hecho, los objetos A'y
B pueden ser eximidos de ello totalmente. Una "categoria" puede, entonces
definirse como consistente de funciones (0 "mapeo™), que son tomados como
conceptos indefinidos (primitivos) que satisfacen ciertas relaciones o axiomas

(Kleiner, 1989, p. 299).

La teoria de categorias, es una teoria en desarrollo y el hecho de que el concepto de
funcion forme parte de su construccion y evolucion es un indicativo del caracter dinamico

e inacabado del concepto de funcion.
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La conceptualizacion de los objetos matematicos, requiere de la integracién de las

variables semanticas y sintacticas que la conforman; es por ello que los registros de

representacion semidtica son tan importantes. A continuacion se muestra una clasificacion

de registros de representacion semidtica para el objeto matematico funcion tomando como
ejemplo el concepto de funcion lineal (FL). La notacion utilizada seré la siguiente:

r™ = Registro semiotico n — ésimo, conn=1, 2, 3,...

R{'(A) = Representacion semiotica i — ésima (i =1, 2, 3,...) de un objeto A en el
registro semiotico r™

Es importante aclarar al lector que, cuando se hace un cambio de registro semiotico
(conversion) simultaneamente se produce un cambio en la representacion, no obstante el
cambio de representacion semidtica (tratamiento) no necesariamente genera un cambio en

el registro de representacion.

Ri:{(x,y):y=-6x+1,x ER}(Escritura R}:  y=f(x): x — -6x +1 (Escritura
conjuntista). funcional).
R?:

R3: Una recta de pendiente -6 y R3:Alavariabley se le asigna el valor
ordenada al origen 1. de la variable x multiplicada por -6 y
sumado 1.

Cuadro 2. Registros de representacion de una funcion lineal®

® Adaptacion de la autora, de la obra de Oviedo, Kanashiro, Bnzaquen y Gorrochategui (2012)
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Diaz (2009) propone una clasificacion para el lenguaje de la matematica: “Lenguaje
verbal (instrucciones generales escritas), Lenguaje algebraico (elaborar la férmula),
Lenguaje aritmético (calculo de tabla de valores), Lenguaje geométrico (la grafica)”, esta
clasificacion serd utilizada posteriormente como apoyo en la interpretacion de las

representaciones semidticas del concepto de funcion.

Hasta este punto hemos intentado conducir al lector por un breve recorrido
epistemoldgico del concepto de funcidn a través de su historia y sus representaciones.
Ahora abordaremos los resultados de algunos estudios de corte didactico que muestran
algunas de las dificultades a las que se enfrentan los estudiantes de nivel superior en la

interpretacion y uso de funciones.

2.3 Dificultades en el aprendizaje de funciones
De acuerdo al diccionario de la Real Academia Espafiola de la Lengua, en Fisica'y
Matematicas la palabra error es la “diferencia entre el valor medido o calculado y el valor
real”. Sin embargo en diversas investigaciones en educacioén la palabra error es utilizada
usualmente para hacer referencia a los conceptos o procedimientos que llevan al estudiante

a una respuesta incorrecta.

Por otro lado, Bachelard (1938) sefiala que las dificultades y confusiones, que
generan estancamientos y retrocesos en el proceso de aprendizaje de las ciencias (inercia),
se deben a factores de caracter epistemoldgico de los conceptos y asi introduce la nocién

de obstaculo epistemoldgico. En 1983 Brousseau innovo la nocion de obstaculo en el area
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del aprendizaje de la Matematica, proponiendo una clasificacion con base en su naturaleza
de origen: los obstaculos psicogenéticos, que esta vinculados con el estadio de desarrollo
del aprendiz (en el sentido de Piaget?), es decir, con las capacidades cognitivas de los
estudiantes; los de origen didactico, relacionados con el discurso que caracteriza la
ensefianza; y los de origen epistemoldgico, asociados con la dificultad intrinseca del
concepto que se aprende y que pueden ser rastreados a lo largo de la historia de la
matematica, en la génesis misma de los conceptos como la resistencia de un saber mal
adaptado y en donde se encuentran las conversiones de registro y representaciones

semidticas (Prada, Hernandez y Ramirez, 2014, p. 32).

Diaz (2009) menciona que “en la actualidad el error es considerado parte
inseparable del proceso de aprendizaje”. En adelante, trataremos de evitar el uso de la
palabra error y en su lugar usaremos la palabra obstaculo o dificultad, para no generar
confusion en el lector y con el fin de hacer hincapié en el caracter evolutivo de la palabra
obstaculo, pues todo obstaculo debe ser confrontado y superado. El concepto de funcion
es uno de los objetos matematicos mas importantes en el aprendizaje del Calculo en la
Educacion Superior. Pero como se ha visto el origen epistemoldgico de funcion esta
vinculado con el surgimiento del pensamiento funcional y por ello identificar los
obstaculos en el aprendizaje de funciones implica tomar en cuenta algunas dificultades en

la Aritmética y el Algebra:

Ibarra y Eccius (2012) en su estudio sobre “errores algebraicos” encontraron que

algunos de las dificultades pueden ser clasificados como:
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eCuando una parte de la informacion recibida se
Errores de perseverancia sigue utilizando, por ejemplo: 3 x 0 = 3, en donde se
mantiene el uso del nimero tres y se deja de lado la
operacion a la que alude el signo "x".

eCuando se tiene la idea de que el cero "no es hada y
se puede omitir" o "el cero no cambia nada", por

ejemplo:%=a y0x5=5

Manejo del cero como
elemento neutro

. . x+y
eExpresiones algebraicas como —— suelen ser
x+yc

Estructuras de los términos simplificados con esquemas de tachado como
xy _1
x+ye ¢
Ecuaciones y expresiones *No comprender la diferencia entre ecuaciones y
algebraicas una expresion algebraica

Cuadro 3. Errores algebraicos comunes en estudiantes universitarios de
nuevo ingreso’

Una de las dificultades mas comunes relativas a las funciones, es la confusion que
existe entre éste y algunos conceptos importantes como relacion y ecuacion. En ocasiones
suele tratarse estos tres conceptos como sinénimos, sin embargo cada uno de ellos tiene
caracteristicas conceptuales que los hacen distintos entre si. Respecto a esto, Cribeiro,

Madrid y Fraga (2013) mencionan que en términos generales:

Relacion: Basta con poder relacionar algunos elementos de un primer conjunto con
algunos de un segundo conjunto, para tener una relacion entre los conjuntos. No
importa si se relacionan todos los elementos o solamente algunos de los elementos

del primer conjunto, con uno o varios elementos del segundo conjunto.

" Adaptacion de la autora de la obra de Ibarra y Eccius (2012)
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Funcion: Para tener una funcion se necesita ademas que se cumplan dos
propiedades adicionales; la primera propiedad pide que todos los elementos del
conjunto A de partida estén relacionados con algin elemento del segundo conjunto
de llegada, la segunda propiedad establece que a cada elemento del conjunto de

partida le corresponde un Unico elemento del conjunto de llegada.

Ecuacion: La ecuacién expresa la relacion (ley 6 vinculo) existente entre elementos
del dominio de la relacién o funcién, con un Unico elemento del codominio (puede
considerarse el 0 como ese elemento de B). El objetivo de una ecuacion es hallar el
conjunto solucidn, el cual es el subconjunto del dominio de la funcién o relacion,
relacionado con el valor dado del codominio. La ecuacion y el conjunto solucién

son dos objetos matematicos diferentes. (p. 45)

En el caso de las funciones, el incumplimiento de la segunda propiedad la desliga
conceptualmente convirtiéndola en relacion, en términos conjuntistas podriamos decir que

las funciones son un subconjunto de las relaciones.

Ahora bien, en el lenguaje algebraico estas nociones difieren un poco en su
escritura, una relacion es la terna (A, B, R) , R = {(x,») € AXB: y=R(x)} ;una funcion se
establece entre la terna (A, B, R) y dos propiedades P1 y P2 (A, B, R, P1, P2) R =
{(x,y)€EAxB: y =R(x) ,se cumple P1 y P2}, y una ecuacion: R: A—B; 0 eEBR(x) =0 a

traves de su conjunto solucion: S = {x€A: A(x) = 0;0 eB}. (Ibidem, p. 47)
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Por otro lado, en la seccion Aspectos epistemoldgicos del concepto de funcion se
ha visto como la definicion ha atravesado multiples cambios; en los cursos de Matematicas

las definiciones que se ensefian no son Unicas.

Prada, Hernandez y Ramirez (2014) indican que los estudiantes ‘“necesitan un
apoyo visual o grafico mas que analitico para comprender si una expresion dada es una
funcion, debido a la carencia de competencias algebraicas”, asi mismo asocian sus
dificultades con la relacion del término funcion a una regla de correspondencia entre cada
valor del dominio con un Unico valor en el contradominio, excluyendo con esto el caso de

las funciones constantes. (p. 42)

Por otra parte, LOpez y Sosa (2008) senalan que “las literales empleadas tanto en
las ecuaciones como en las funciones suelen ser las mismas”, lo cual no hace evidente la

diferencia entre las literales como variables y como incognitas.

Guzman (1998) al hacer un analisis de las respuestas que un grupo de estudiantes
de primer afio de ingenieria dan a situaciones de funciones en diferentes registros
semioticos, sefiala que éstas se encuentran en su mayoria, dentro de un mismo registro, “las
respuestas se quedan en el registro en el cual esta planteada la pregunta, o recurren al
registro algebraico, con frecuencia privilegiado en las clases” (p. 16). Aunque esto no sea
evidencia de que los estudiantes no tienen claro el concepto de funcion, si lo es de una
dificultad de su uso e interpretacion, pero ;coOmo puede tenerse claro un concepto, sin

precisar su uso e interpretacion?
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Asi pues, la diversidad de representaciones semidticas del objeto matematico
“funcion” puestas en practica sin enfatizar en la conexion y las diferencias conceptuales

entre ellas no son de utilidad en la construccién correcta del concepto.

2.4 Consideraciones tedricas de las asignaturas de los grupos de estudio

En las asignaturas de los grupos de estudio (Célculo I, Analisis Vectorial,
Ecuaciones Diferenciales, Calculo 111 y Algebra 1V), el uso del concepto de funcion y de
sus multiples representaciones no es explicito salvo por la asignatura de Célculo 1, por ello
es crucial introducir algunas de las nociones matematicas mas importantes que se emplean

en las situaciones planteadas a los estudiantes en cada una de las asignaturas.

2.4.1 Nociones de Célculo
Para identificar la nocién de funcion dentro de las asignaturas, como primer
acercamiento se hizo una revision de los planes de estudio, asi para Calculo | se construy6

la siguiente tabla de contenidos:
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Calculo |

Unidad V. Funciones Unidad VI. Continuidad
5.1 Definicidn de funcién y dominio de una 6.1 Definicién de continuidad de
funcion fiunciones
5.2 Operaciones con funciones. Funciones | g 2 Continuidad de funciones polinomiales
polinomiales, racionales y trascendentales racionales
5.3 Definicion de limites de funciones, 6.3Teoremas de continuidad de sumas,
empleando sucesiones. Teoremas acerca productos, cocientes y composicién de
de limites de funciones funciones continuas. Continuidad de la
5.4 Ejemplos. Equivalencia de definiciones funcion inversa
de limites de funciones 6.4 Teoremas de funcioens continuas en
intervalos cerrados

Cuadro 4. Tabla de contenido de Célculo 12
Para este estudio, las definiciones que tomaremos en cuenta, seran las de funcién,

Inyectividad, suprayectividad, funcion inversa, composicion de funciones, gréfica e

imagen de una funcion.
Definicion de funcion

Una funcidn es una coleccion de pares de numeros con la siguiente propiedad: Si
(a,b) y (a,c) pertenecen ambos a la coleccidn, entonces b = c; en otras palabras, la
coleccién no debe contener dos pares distintos con el mismo primer elemento.
(Spivak, 1988, p. 59)

Una funcion es un conjunto de pares ordenados de elementos tales que ningunos
dos pares distintos tienen el mismo primer elemento. El conjunto de los primeros
elementos de los pares ordenados se Ilama dominio de la funcién, y el conjunto de
los segundos elementos rango de la funcion. (Haaser, La Salle y Sullivan, 1993, p.
124)

Ejemplos importantes

Consideremos los siguientes dos conjuntos de pares ordenados de nimeros reales -
rectas no verticales {(x,mx + b)} y la circunferencia {(x,y)|x? + y? = 1}. El
primero de éstos es una funcion, el segundo no. Si denotamos la funcion definida

8 Adaptacion de la autora, del plan de estudios del programa académico de la ESFM, 1994
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por la recta como f = {x, mx + b|x € R}, entonces la regla de correspondencia es
f(x)=mx+b. Para ver que la anterior circunferencia no es una funcion, notese que
{(x,y)|x* + y? = 1} contiene tanto a (0,1) como (0,-1). (Haaser, La Salle y
Sullivan, 1993, p. 126)

f:A — B es inyectiva si siempre que a # a’en A, se tiene que f(a) # f(a’) en
B, es decir, puntos distintos en A tienen imagenes distintas en B.

Si llamamos q a la proposicién l6gica: a = a’ y llamamos p a la proposicion logica:
f(a) = f(a"), ladefinicion de que f sea inyectiva es la implicacion: -q = —p. Si
ahora recordamos que (—q = —p) = (p = q), entonces la definicién de que f sea
inyectiva es equivalente a decir que f(a) = f(a") implicaque a = a'.

f:A — B essuprayectiva si todo elemento b € B esimagen de algin elemento a €
A,i.e., f(a) = b.Enotras palabras, f: A = B es suprayectiva si y solo si laimagen
de festodo B, i.e., f(4) = B.

f:A = B es biyectiva si es inyectiva y suprayectiva.

Si f:A — B es una funcion biyectiva, entonces se puede definir una funcion
g: B = A que “deshace” lo que f “hace”, es decir, si f(a) = b entonces g(b) = a.
En efecto, como f: A — B es suprayectiva entonces todo b € B proviene de algin
a € A, ie., existealgin a € A tal que b = f(a). Y como f es inyectiva entonces el
a € A tal que f(a) = b es Unico. Se puede entonces definir g: B - A mediante
g(b) = asiysolosi f(a) = b. Alafuncion g asi definida se le Ilama una inversa
de f. (Zaldivar, F., 2005, pp. 40, 44)

Si f y g son dos funciones cualesquiera, definimos una nueva funcion f o g, la
composicion de fy g por (fog)(x) = f(g(x)); el dominio de fog es
{x: x esta en el dominio de gy g(x)esta en el dominio de f} EIl simbolo f o g se
lee a menudo f circulo g. (Spivak, 1988, p. 57)

La composicion de g con f, denotada por g o f y que se lee “g circulo f” o “g
composicion f”, es la funcion cuyo dominio consiste en los elementos x € Dytales
que f(x) € Dy y cuya regla de correspondencia es (g o f)(x) = g(f(x)). Notese
que para que esté definido g o f no es necesario que f y g sean funciones reales de
variable real. Si f tiene dominio en el conjunto A y rango en B y g tiene dominio en
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B y rango en C, entonces g o f tiene dominio en A yrango en C. La siguiente figura
da un diagrama esquematico de g o f. (Haaser, La Salle y Sullivan, 1993, p. 141)

gof

Esquema. Diagramade go f.

Si f es una funcion real de variable real, entonces la gréafica de f es el conjunto de
pares ordenados de f considerados como un conjunto de puntos de R2. (Haaser, La
Salle y Sullivan, 1993, p. 128)

Definicién. Sea f una funcién con dominio D (f)en Ayrango R (f) en B. SiE esun
subconjunto de A, entonces la imagen directa de E bajo f es el subconjunto de R
(f) dado por {f (x):x € E n D(f)}. (Bartle, 1976, p. 19)

Definicién. Si H es un subconjunto de B, entonces la imagen inversa de H bajo f
es el subconjunto de D (f) dada por {x: f(x) € H}. Usualmente denotamos la
imagen inversa de un conjunto H bajo f por el simbolo f~1(H).

Para la asignatura de Calculo 11, se construyo la siguiente tabla:
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Calculo 1l
Unidad Il
2.1 Limite de una Unidad 11l
. transformacion . . .
Unidad | 3.1 Derivada direccional

1.1 R™ como espacio 2.2 Continuidad de una »
: P transformacion 3.3 Teoremas de la funcién

euclideano o i inversa y de la funcion
2.4 Continuidad de la inversa implicita. Teorema del rango

de una transformacion
continua

Cuadro 5. Tabla de contenido de Calculo I11 °

Para interpretar la situacion que se plante6 a los estudiantes, se debe tener una idea

clara de las nociones de Calculo | y el método de curvas de nivel:
Curvas de nivel

Antes de definir la nocidn de curva de nivel, es pertinente definir formalmente la

gréafica de una funcién:

Definicion. Sea f: U ¢ R™ — R. Definimos la grafica de f como el subconjunto de
R™que consta de todos los puntos (xy,...,%,, f(xq,...,x,)) en R™1 para

(%1, ey X)) en uU. En simbolos: gréfica f =
{(xy, oo 20, F (g, e %)) € R (x4, .0, %) € U} (Marsden y Tromba, 1991,
p. 78)

La idea de conjunto de nivel, surge a partir de la necesidad de visualizar curvas que
no estan a nuestro alcance, tal es el caso de las gréaficas en R*. Por ejemplo, si suponemos
que f(x,v,z) = x% + y% + z2. Un conjunto de nivel es un subconjunto de R3 en donde f

es constante, digamos f = 1, en este caso x? + y2 + z2 = 1 es un conjunto de nivel para la

° Adaptacion de la autora, del plan de estudios del programa académico de la ESFM, 1994.
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gréafica de f, notemos que este conjunto si puede ser visualizado a través de una esfera de

radio 1. Formalmente:

Definicion. Sea f:U € R™ - R y sea ¢ € R. Entonces el conjunto de nivel del
valor c se define como aquellos puntos x € U para los cuales f(x) = c. Sin=2,
hablamos de una curva de nivel (de valor c); y si n = 3, hablamos de una superficie
de nivel. En simbolos, el conjunto de nivel de valor c se escribe como:

{xeU|f(x) =c}c R".
Notese que el conjunto de nivel siempre esta en el espacio dominio. (Ibidem, p. 79)

La idea de conjunto de nivel es analoga a la que se usa en topografia para la
construccién de mapas de contornos, en donde se corta la superficie de un terreno mediante
un conjunto de planos paralelos entre si, cada plano forma una figura plana a la que se le
Ilama isohipsa, finalmente la proyeccion de las curvas de nivel sobre un plano proporciona

el mapa de las altitudes del terreno como se muestra en la siguiente figura:

\

20,00 m
N S5

\
% 10,00 m

e

i \
\

. Y

Esquema. Curvas de nivel en un mapa topografico
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2.4.2 Nociones de Ecuaciones Diferenciales de primer orden
En la asignatura de Ecuaciones Diferenciales, el concepto de funcion no es
especifico de una unidad, sino que se mantiene presente de forma implicita a través del
caracter operativo que adquiere el concepto de funcién. A continuacion la tabla de

contenidos:

Ecuaciones Diferenciales

Unidad Ill. Ecuaciones ) )
Unidad Il. Ecuaciones dif iales d q Unidad IV. Solucidén de
diferencialesde primer grado Iferenciales de orden n con ecuaciones diferenciales en series
coeficientes constanstes de potencias
2.1 Ecuaciones diferenciales

exactas 3.1 Ecuaciones diferenciales de

orden n con coeficiente ) )
2.2 Factor integrante constante 4.2 Método de series de
potencias para la solucion de

4.1 Conceptos elementales

2.3 Ecuaciones diferenciales i i i . . .
« - 3.2 Ecuacnc_Jnes dlfere_n(_:lales de ecuaciones diferenciales
Incompletas orden n afin con coeficiente

constante

3.3 Método de variacion de
parametros

Cuadro 6. Tabla de contenido de Ecuaciones Diferenciales'®

En este caso, el tratamiento geométrico que se debe ilustrar es el de campo

direccional, de pendientes o de isoclinas

Método de campos direccionales (Isoclinas)

Una derivada Z—i’ de una funcion derivable y = y(x) da las pendientes de las rectas

tangentes en puntos de su grafica.

10 Adaptacion de la autora, del plan de estudios del programa académico de la ESFM, 1994.
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Si evaluamos sisteméaticamente a f en una cuadricula rectangular de puntos en el
plano xy y se dibuja un elemento lineal en cada punto (x, y) de la cuadricula con
pendiente f (x, y), entonces al conjunto de todos estos elementos lineales se le Ilama

campo direccional o campo de pendientes de la ecuacion diferencial £

f(x,y). Visualmente, la direccion del campo indica el aspecto o forma de una
familia de curvas solucion de la ecuacion diferencial dada y, en consecuencia, se
pueden ver a simple vista aspectos cualitativos de la soluciéon. Una sola curva
solucién que pasa por un campo direccional debe seguir el patron de flujo del
campo: el elemento lineal es tangente a la curva cuando intercepta un punto de la
cuadricula. La siguiente figura muestra un campo direccional generado por

., . . d -z
computadora de la ecuacion diferencial a_i = sen(x + y) en una region del plano

xy. Observe como las tres curvas solucion que se muestran a color siguen el flujo
del campo. (Zill y Wright, 2013, p. 35-36)
o

B A

Esquema. Las curvas solucion siguen el flujo de un campo direccional

Morales y Hernandez (2010) sefialan que “el s6lo uso del contexto algebraico deja
en la mente del estudiante una restringida e insatisfecha imagen de las ecuaciones

diferenciales”.
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2.4.3 Nociones de Analisis Vectorial
En Analisis Vectorial al igual que en Calculo I, las funciones estdn asociadas a
varias variables y a operaciones especificas, en este caso la diferenciacion de funciones de

varias variables, como podemos ver la siguiente seccion del programa:

Analisis Vectorial

Unidad Il Diferenciacién vectorial

2.1 Funciones de varias variables: limites y
conitnuidad

2.2 Diferenciacién vectorial: regla de la cadena
2.3 Jacobiano
2.4 Gradiente, divergencia y rotacional

2.5 Aplicaciones geométricas

Cuadro 7. Tabla de contenido de Analisis Vectorial!

Campos vectoriales

Si en cada punto (X, y, z) de una region R del espacio se le puede asociar un vector
V(X, Y, z), hemos definido un campo vectorial V en R. La funcién V depende, pues,
del punto y, por ello, se llama funcidn vectorial de posicion, o bien funcion de punto
vectorial. Si un campo vectorial es independiente del tiempo se llama permanente
0 estacionario.

Operaciones diferenciales
El operador diferencial vectorial nabla se representa por V y se define por:

v—a'+a'+ak—'a+'a+ka
_6xl 6y] 0z _lax lay 0z

11 Adaptacion de la autora, del plan de estudios del programa académico de la ESFM, 1994.
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Sea la funcion ¢(x, y, z) definida y derivable en cada uno de los puntos (X, y, z) de
una cierta region del espacio (¢ define un campo vectorial derivable). El gradiente
de ¢, representado por V¢ o grad ¢, viene dado por

Vo = (it L4 Lhyp=29;,99;,92,
L o A P10l PLEE Y AP

Obsérvese que V¢ define un campo vectorial.

Se dice que un campo vectorial es solenoidal, incompresible o de divergencia
nula si la operacion V - ¢ = 0. Por otra parte, un campo vectorial es irrotacional si

la operacion V x ¢ = 0. (Spiegel, 1970, p. 58)

2.4.4 Nociones de Algebra de conjuntos

La asignatura de Algebra IV es el primer acercamiento de los estudiantes de la
especialidad en Mateméticas a la Teoria de conjuntos y al Algebra abstracta que en ella se
trabaja, aqui al abordar la nocién de funcion, se deja de lado el caracter puntual que se

habia tratado en las asignaturas anteriores:

Algebra IV

Unidad I. Introduccién a a teoria de conjuntos
1.1 Conjuntos. Igualdad de conjuntos y subconjuntos
1.2 Algebra de conjuntos
1.3 Producto cartesiano
1.4 Relaciones
1.5 Relacién de equivalencia
1.6 Relaciones de orden
1.7 Funciones

Cuadro 8. Tabla de contenido de Algebra IV

12 Adaptacion de la autora, del plan de estudios del programa académico de la ESFM, 1994.
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Definicion. Sea A un conjunto, P #= @ y P< Sub(A). Decimos que P es una
particion de A si cumplen las siguientes condiciones:

1.¢¢P.
2.YX,YEPX£Y >XNY=0).
3.UP=A.

Denotamos por Part(A) el conjunto de las particiones de A, y, si P € Part(A),
entonces al par ordenado (A, P) lo denominamos espacio estratificado. Ademas, si
(A, P)y (B, Q) son dos espacios estratificados, un morfismo de (A, P) en (B, Q) es
un triplo ordenado ((A, ), f, (B, Q)), denotado por f: (A, P) — (B, Q), en el que f
es una aplicacion de A en B tal que:

VPeP3IQEQ (f[P] € Q).

Observemos que si A es vacio, entonces Sub(A) = {@}. Luego el Unico subconjunto
P de {@} que es una particion del conjunto vacio es @, i.e., Part (@) = {@}. (Climent,
s.f.,p.72)
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CAPITULO 3
Marco Metodoldgico
Los disefios de investigacion no experimentales son aquellos en los que el
investigador no puede controlar las variables que intervienen en el fendmeno que se
analiza; el Proceso de Aprendizaje es uno de ellos ya que existen multiples variables de
origen cultural, didactico o cognitivo que resulta imposible manipular. Hernandez,

Fernandez y Baptista (2010) mencionan que una investigacion de este corte se centra en:

“analizar cual es el nivel o modalidad de una o diversas variables en un momento
dado; evaluar una situacion, comunidad, evento, fendbmeno o contexto en un punto
del tiempo y/o; determinar o ubicar cual es la relacién entre un conjunto de variables

en un momento”. (p. 151)

El disefio de investigacion mas apropiado en estos casos es el transversal o
transeccional, ya que es de gran utilidad para describir variables y analizar su incidencia
e interrelacion en un momento dado, este tipo de disefios se caracteriza por recolectar datos

que sucedieron en un tiempo Unico para después ser analizados.

3.1 Investigaciones ex-post-facto
La investigacion ex - post-facto se entiende como “una busqueda sistematica y
empirica en la cual el cientifico no tiene control directo sobre las variables independientes

porque ya acontecieron sus manifestaciones o por ser intrinsecamente manipulables’

(Cancela, Cea, Galindo y Valilla, 2010, p. 3). Asi mismo, estos autores proponen que dado
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que las investigaciones ex post facto no pertenecen a la investigacion experimental, se debe

hacer referencia a ellas como estudios y no como disefos.

Existe una clasificacion establecida para las investigaciones ex post facto; Estudios
descriptivos, Estudios de desarrollo, Estudios comparativo-causales y Estudios

correlacionales.

La clasificacion a la cual pertenece esta investigacion es la de Estudios
descriptivos, ya que este tipo de estudios, “centran su atencion en determinar el “qué es”
de un fenébmeno educativo e intentan responder a cuestiones sobre el estado presente de

cualquier situacion educativa” (Ibidem, p. 4-5)

3.2 Respecto a la toma de datos
Las asignaturas de los grupos de estudio forman parte del tronco comin del plan de
estudios de la licenciatura en Fisica y Matematicas de la Escuela Superior de Fisica y
Matematicas del Instituto Politécnico Nacional; de primer semestre se tomd como muestra
un grupo de 26 estudiantes de Calculo I; de segundo semestre se consideraron dos muestras,
29 estudiantes del curso de Analisis Vectorial y 15 estudiantes del curso de Ecuaciones
Diferenciales; de tercer semestre un grupo de 19 alumnos de Calculo 111 y finalmente del

cuarto semestre se tomaron 4 estudiantes del curso de Algebra IV.

En investigacion educativa existe una amplia gama de instrumentos de recoleccion
de datos, como las pruebas estandarizadas de desempefio académico, la observacion en

clase, escalas de actitud, cuestionarios, entrevistas, analisis de contenido, entre otras.
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Los instrumentos para la recogida de datos fueron de dos tipos; en el caso de los
estudiantes de Calculo I se elaboré un cuestionario, en la siguiente tabla se hace una

descripcion de las preguntas realizadas y el objetivo de cada una de ellas:

De acuerdo a tus

o ¢Es una circunferencia la
conocimientos sobre

grafica de una funcion?
Argumenta tu respuesta.

Demuestra que si f(x) = f (y),
entonces g(x) = g (y)

matematicas, ¢qué entiendes
por funcién?

*Objetivo: Identificar las *Objetivo 1: Reconocer si el *Objetivo : Identificar el
concepciones e ideas con las estudiante es capaz de tratamiento y la
cuales los estudiantes aplicar directamente la fundamentacion légico-
relacionan el concepto de definicion de funcién en un simbdlica que proporcionan
funcién. caso concreto. los estudiantes en sus
*Objetivo 2: Distinguir si el respuestas

estudiante visualiza
graficamente la definicién
de funcioén.

Cuadro 9. Cuestionario de Calculo I

Para la toma de datos del resto de los grupos, se tomaron como muestras los
examenes de evaluacion que presentaron al finalizar el semestre, los cuales fueron
elaborados por parte de los profesores expertos de las asignaturas. En el caso de los
estudiantes de Calculo 1, las preguntas del cuestionario fueron cuidadosamente

seleccionadas de la bibliografia que se sugiere en el curso.

Con la finalidad de facilitar la lectura del trabajo, se optd por establecer una
nomenclatura especifica para cada grupo de estudiantes. Asi pues, la respuesta de un
estudiante (hombre) del curso de Célculo | fue designada por la expresion CI-H5 en donde
ClI corresponde a las siglas del curso al que pertenece, la letra H fue designada para

identificar a los hombres (M en el caso de las mujeres) y el nimero corresponde al caso

13 Adaptacion de la autora, del plan de estudios del programa académico de la ESFM, 1994.
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analizado. Durante la recoleccién de los datos con el objetivo de mantener la
confidencialidad de la identidad de los y las estudiantes se les sugirid proporcionar un
seuddénimo para identificar sus resultados, sin embargo hubo casos en los cuales no fue
posible distinguir el género y por ello a esos casos se les asigno la letra I, aunque este
estudio no esta enfocado en la linea de investigacion de género, el reconocimiento de éste

es de gran utilidad para la comunidad cientifica en Matematica Educativa.

3.3 Del analisis de los datos
El andlisis de los datos se llevo a cabo en dos niveles, en el primero se identificaron
las unidades de significado, que en nuestro caso estdn asociadas a los procesos de
tratamiento, conversion y conceptualizacion que se mencionaron detalladamente en el
capitulo anterior y para ello se utiliz6 como estrategia de interpretacion de datos, las

unidades de analisis y codificacion:

En la codificacion cualitativa los cédigos surgen de los datos (méas precisamente,
de los segmentos de datos): los datos van mostrandose y los “capturamos” en
categorias. Usamos la codificacion para comenzar a revelar significados potenciales
y desarrollar ideas, conceptos e hipotesis; vamos comprendiendo lo que sucede con
los datos (empezamos a generar un sentido de entendimiento respecto al
planteamiento del problema). Los cédigos son etiquetas para identificar categorias,
es decir, describen un segmento de texto, imagen, artefacto u otro material. Cuando
consideramos que un segmento es relevante (en términos del planteamiento, de

representatividad de lo que expresaron los participantes, de importancia a juicio del
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investigador) podemos extraerlo como un potencial ejemplo de la categoria o de los

datos. (Hernandez, Fernandez y Baptista, 2010, p. 449)

En términos generales en la codificacion cualitativa se consideran extractos del
contenido, se analizan y comparan con base en el significado o aspectos especificos
(unidades de analisis) y asi, a partir de las similitudes y diferencias se generan categorias

para clasificar e interpretar los datos.

El segundo nivel de esta etapa se caracterizO por la construccién de redes
sistémicas, que son un método de andlisis de datos cualitativos propuesto por Bliss y
Ogborn (1979) el cual toma como base la linglistica funcional sistémica desarrollada por

el linguista inglés M. A. K. Halliday en 1982.

Este tipo de instrumentos tienen como proposito el analisis sistémico de los datos
cualitativos. A continuacion se hara una descripcion detallada de sus caracteristicas de
forma y fondo. Sanmarti (1993) senala que “la red sistémica ha de dar el méximo de

informacion que permita estudiar las expresiones desde los muy diferentes puntos de vista”
(p.2).

En esta etapa del andlisis ambos niveles, la categorizacion y la construccion de
redes sistémicas se hacen uno, ya que cada categoria generada en el primer nivel se
convierte en una entrada de la red sistémica, y a su vez las variaciones de cada categoria se
hacen presentes en la red sistémica. El simbolo de reclusion (flecha circular) es usado para
identificar cudndo una expresion sea reconocida repetidas veces dentro de una categoria y

por ultimo, es usual colocar entre paréntesis la frecuencia con la que se presentaron las
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categorias y los aspectos de las mismas. El esquema general de una red sistémica es como

sigue:

Unidad de analisis 4

\

'(far)
A" (Fanr)

B'(fe,)
B" (fzn)
X' (f,)

K”(fx”)

(fer)
Y" (fynr)

Clase A (fy)
Categoria P (fp)
Clase B (fg)

ol
)

" Clase X(ij
Categoria Q (fg)

!
s

Clase Y(fy)

Esquema 1. Estructura de una red sistémica

Asi pues, es importante recalcar que las categorias que se presentan en el analisis

de los datos fueron elegidas en la mayor parte de los casos a partir de las caracteristicas

visuales de sus desarrollos, los procedimientos, los conceptos utilizados y de las respuestas

textuales de las y los estudiantes.
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CAPITULO 4
Analisis de resultados
4.1 Célculo |

4.1.1 ¢ Qué entiendes por funcion?

La primera pregunta que se planted a los estudiantes de primer semestre fue ¢qué
entiendes por funcion?, ya que hubo una gran diversidad de respuestas se decidid construir
una red sistémica como herramienta para el analisis. Advertimos al lector que en adelante,
por practicidad s6lo se mostrara una ilustracion para ejemplificar cada una de las categorias
de la red sistémica y en el titulo de cada ilustracion se identificara la categoria a la cual
pertenece la respuesta evidenciada. Dentro de las respuestas a esta pregunta se
distinguieron cuatro categorias generales: Regla de correspondencia, Conjunto, Valor y

Representacion.

Numérica (2)

Regla de correspondencia v

univoca :
(14) De conjuntos (12) Cualesquiera (5)

Dominio y codominio (8)

Subconjuntos del plano (2)
o Elementos (5)

Numeros (3)

Conjunto Conjunto (3)
(4) Parejas ordenadas (2)
éQué entiefwdes por Subconjunto (1)
funcién?
Valor [ Dependiente (1)
(2) 1
| Dato (1)
[ Grafica (2)
) Analitica (1)
Representacidn
(6) Ecuacién (1)
— L Algebraica (3) Operacién (2) Numeérica (1)
Vectorial (1)

Figura 4.1.1. Red sistémica - ¢Qué entiendes por funcion?
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De los 14 estudiantes que consideran la funciébn como una regla de
correspondencia la mayor parte (12 de 26), entienden que dicha relacion es entre
conjuntos y algunos de ellos identifican la correspondencia entre dominio y codominio, tal

es el caso de C1-H3:

j.— Es WA Subcoq)unlo gue  mapea @|emef\l'05 cJe un COnJuw}o (cbrvhmo) 8 o‘!\'o

(Co&gmm\b\ 4y a CACL\ E’lt-‘mev\ 40 Od.'/ Cbmmao ,é cones{f)ﬂc/e un so/o é/?mano
dfl COCJOM\mo.
llustracion 1. C1-H3 categoria regla de correspondencia: elementos

En cuyo caso, no sélo se hace referencia a la regla de correspondencia a través de
la frase “...le corresponde...”, sino que dicha correspondencia es univoca lo cual es
realmente propio del objeto matematico al que llamamos funcién. Ademas, para el caso de
C1-H9 se hace alusion de manera gréfica a la idea de subconjunto del plano cartesiano a
través de las parejas ordenadas, sin embargo en ésta respuesta se logra entrever que la idea
de correspondencia univoca es convertida de un registro de representacién verbal (Ilenguaje

natural) a uno puramente algebraico:

(funtiones de nomeros reciles )

M ULn COWJQ(\‘]’O de  parejas ordenadasy dc

Tecles , donde ol Primera componcnie se le
’ un Solo nOwe ro veal , e decir

nowmeras

astgnc
) (a,¢) so6n clementos de ovna
ot Tes bzc VYaelk
(UV\Q(OV\ QY\\'OV\ ces fut
Iustracion 2. C1-H9 categoria regla de correspondencia: conjuntos

De este modo resulta importante hacer la aclaracion de que las respuestas
proporcionadas por los estudiantes y la red sistémica asociada a ellas a través de cada una

de las categorias, no son Unicas. Por ejemplo, en la categoria de conjuntos se encuentran
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los estudiantes como C1-H9 que entienden a la funcién como “Un conjunto de parejas
ordenadas...”, pero este estudiante también se encuentra en la categoria de regla de
correspondencia pues como ya hemos visto, hace referencia a la idea de correspondencia
univoca. Es asi como podemos evidenciar que la interseccion entre diferentes categorias

no necesariamente es vacia. Por otro lado, hubo estudiantes como C1-13:

r o o’
& o dua onouwantosn wdon wmule wbhws 1Qud endiendes oo ESARGNT
DTS ‘n e ol mowvesle de danes \g Wy de eady @ el
Eso aquello taneh Qv & al lo d\ oy v, Lo
Qe @\letune, codttes nodgy ANe Al alaman Vol
.
w sblo dmrnds detyr

Qo\\bﬁm“@* /;\
-y £ '\&j

-

No Vened
s
?Y

. - « N P
llustracion 3. C1-13 categoria representacion: algebraica

Este estudiante mencion6 entender el objeto funcién como una ecuacion, es decir,
como la representacién algebraica del objeto, tal como lo menciona Duval (1999), al
mostrar cdmo en diversas ocasiones el objeto matematico suele confundirse con alguna de
sus representaciones. Sin embargo, C1-13 utiliza un argumento geométrico (las gréaficas)
para ilustrar la idea que ha adquirido respecto a este objeto matematico. Ademas se puede
observar que a pesar de que asocia a la funcién con una ecuacién y su grafica, no considera
a la circunferencia como una funcion. Este resultado nos permite observar la confusion que

existe entre los conceptos funcion, ecuacion y regla de correspondencia univoca.

Otra de las definiciones que fueron propuestas fue la del estudiante C1-H7 la cual

esta dentro de la categoria de valor pues, mientras que para C1-H7 una funcién es:
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D Es un veler el cal eda on livaines de wvin exgveson, la cal
ede 0 vo olar e tewines do oba yavialde, Lo condicios
€S qw, pov 2 wda vdov que ¢ A de a la Vaﬂ\qL‘c 2 la
ngvcs\'e'w \e comseov\olwé w ols  valor

llustracion 4. C1-H7 categoria valor: dependiente

Para este estudiante, la funcion puede ser definida como el resultado de la
evaluacion en un punto; aqui lo mas interesante es identificar que la representacion
numeérica (tabular) es importante en la estructura que tiene respecto al concepto. En el caso
de C1-H8, la confusion entre el objeto y su representacion se hace méas evidente pues para

él:

1--0?\5 [ome on €5 una vcpcwh‘:‘"‘ gy‘,'-r.‘m ,p’ond(f. o code cliwamte o x {c

A &+
N -——1

llustracion 5. C1- H8 categoria representacion: gréafica

Esto parece demostrar que para este estudiante, la representacion gréafica de una
funcion puede ser la funcién en si, respecto a esto Duval (2000) menciona que una
representacion geomeétrica no tiene validez como argumento, por lo tanto no podria ser de

utilidad para definir un objeto matematico.

En la categoria de valor, se encuentran los casos como el de C1-16 quien toma como

funcidn su representacion numeérica y posteriormente la representacion grafica:

1.- (J . Q000
Lo fs defs Oblenths  Cor tos  Cumier So oot
r(’fdfﬁaf Jc Una, m“(“ .’f&ﬂC( a fy'

Vet fiee. ur Ssss
Clericate,

llustracion 6. C1-16 categoria representacion y valor
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Una de las respuestas mas interesantes fue la del estudiante C1-114:

_ K10 MY Ngm
1. De aeerido o tos conocimiehkes, soble molemabieos,

¢Gue ephend® par Funpient
un e1odweie cloz qur enwia un vlemenlo de wn conforlo o un sde elemento
& odo wrrlo

llustracion 7. C1-114 categoria representacion: algebraica

La respuesta de este estudiante fue ubicada en la categoria de representacion
algebraica operacional, pues en ella el estudiante manifiesta el caracter operativo de la
funcion, aunque esto en si evidencia que para el estudiante una operacion puede ser una
representacion del objeto funcion, basta con que la regla de correspondencia se haga
presente. En este caso lo méas interesante es que dicha regla de correspondencia no se hace
entre elementos cualesquiera, ya que sugiere el uso de vectores a partir de la operacion
producto cruz. Por otra parte, ésta respuesta podria estar relacionada con la idea de
subconjunto del plano cartesiano en cuyo caso la respuesta no estaria en esta categoria, sin
embargo no hay evidencia de tal afirmacion y por ello la consideraremos como una

observacion en este analisis.

En las respuestas a la pregunta ¢qué entiendes por funcién? se mencionaron todas
las representaciones verbal, algebraica, grafica y numérica que aluden al objeto matematico
funcidn, y en algunos casos la definicion formal de funcion tal como se ensefia en los libros
de texto de los primeros semestres de la Licenciatura en Fisica y Matematicas. Sin
embargo, es importante recordar que los objetos matematicos no estdn a nuestro alcance

en la realidad externa, son las representaciones semidticas con las cuales trabajamos y por
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ello es importante no concebirlas como el objeto en si, sino como lo que son, conversiones

de cada una de sus representaciones y tratamientos de las mismas D > Amore (2004).

4.1.2 ¢Es una circunferencia, la gréafica de una funcion?
El segundo planteamiento en el cuestionario fue referente a la comprension de la
propiedad de correspondencia univoca de la funcidn, obteniendo como resultado la

siguiente red:

- r "y
Si(2) Argumenta (1) J Tratamiento algebraico (1)
- llustracion (1)
No argumenta (1) )
Dibuja (6)
B Argumenta (19) - Argumento Pcrl cn.::rjfradecir la
¢Es una circunferencia, la | matematico _ definicién (7)
grafica de una funcién? (10) Tratamiento algebraico
No (23) o Ty L (3)
_ No dibuja — [ Tratamiento geométrico
(13) v 1@
Argumento no | Laimagen corresponde a
matematico (7) | dos puntos (11)
v [
“—No argumenta (4) - Dibuja (2)
._No dibuja (2)

~No contesta (1)

Figura 4.1.2. Red sistémica - ¢ Es una circunferencia, la grafica de una funcion?

Entre las respuestas se identificaron tres categorias basicas, siendo el proceso de
argumentacion lo que las diferenciaba. Dos de los estudiantes afirmaron que una
circunferencia si corresponde a la grafica de una funcion y sélo uno de ellos argumento de

forma algebraica. Quien fundamento su respuesta fue el estudiante C1-H10:
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llustracion 8. C1-H10 categoria si: argumenta: tratamiento algebraico

Este estudiante argumenta su respuesta a través de un tratamiento algebraico,
manipula la ecuacién de la circunferencia para obtener una expresion de la forma y = f(x)
sin darse cuenta de la importancia que adquieren en este caso el dominio y el codominio
de la funcion. Mas aun, basta que la expresion quede de la forma antes mencionada para
poder llamarla funcidn, sin darse cuenta que al hacer un tratamiento algebraico la gréfica
de dicha funcidn difiere de la circunferencia, es decir, la conversion como la concibe D’
Amore (2004) no s6lo cambia la representacion del objeto matemaético (circunferencia)

sino que también modifica la representacion grafica y con ella el registro semiotico.

Por otro lado, para el estudiante quien no argumenta su respuesta C1-H6 basta con
saber que al hacer la conversion del registro de representacion verbal al registro grafico
existe una regla de correspondencia entre los valores que toma la ecuacion y los valores
que se obtienen de evaluarla, la representacion grafica o geométrica de la ecuacion de la

circunferencia.

le pz,Vanct: G U e .
773 qfdhcp de una
“a ey

W4y - o donde @
qu;ahcamoa $|:A\ dva

- _ . | . [._~ PR S —en Y
lustracion 9. C1-H6 categoria si: no argumenta
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Sin embargo, la mayoria de los estudiantes (23 de los 26 que participaron)
mencionaron que una circunferencia no es la grafica de una funcion, los argumentos fueron
diversos y algunos de ellos optaron por dibujar para ilustrar su argumento y otros usaron
la geometria como argumento, tal es el caso de C1-17 en cuya explicacion utiliza un
argumento de tipo geométrico para hacer referencia a la relacion de correspondencia

univoca entre elementos del dominio y elementos del contradominio:
lo 'blo{ @ gy W ) Wwon]
Sp ;omu'\ 4,[

A Sude .

5,7'55 P TRy eRs
) ‘\}f) \D . pw Pum it

,ﬁ tn v Crn§amad

‘}\asui TN lnf\uu \Jml\tol sodo olibe luw

Un pw.lo

‘. . -~ - —r o~ L i i AN n[‘u"\
llustracion 10. C1-17 categoria no: argumenta: dibuja

En esta respuesta podemaos verificar cémo la propiedad de correspondencia univoca
es sustituida por la idea de recta secante en un solo punto de la gréfica; en la pregunta se
solicitaba una argumentacion a la respuesta que se diera, el estudiante acompafia su
argumento verbal de una representacion grafica, lo cual podria implicar que para el

estudiante, una representacion grafica puede fungir como un argumento.

Algunos estudiantes como C1-H2, propusieron otro tipo de argumentaciones:
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llustracion 11. C1-H2 categoria no: argumenta: tratamiento algebraico

Estos casos se encuentran en la categoria de aquellos que para hacer referencia a
que la circunferencia no cumple con la propiedad de correspondencia univoca propia de la
funcidn, utilizaron argumentos de caracter matematico, buscando alguna contradiccién en

la interpretacion del tratamiento algebraico que le dieron a la ecuacion de la circunferencia.

Dentro de esta categoria cabe mencionar el caso de C1-15, cuyas argumentaciones
se encuentran en dos registros semio6ticos, el del lenguaje verbal y el del lenguaje
algebraico, en el cual hizo un tratamiento para llegar a una representacion algebraica
distinta que le dejo ver la naturaleza numérica de la circunferencia y asi poder contrastarla

con la propiedad de correspondencia univoca de las funciones.
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lustracion 12. C1-15 categoria no: argumenta: contradiccion

En esta respuesta no sélo se pueden apreciar los diferentes argumentos matematicos
que puede dar el estudiante, sino que también se puede ver que el lenguaje verbal juega un

papel importante en su argumentacion.

Por ultimo, para ejemplificar y analizar la categoria de quienes no asumen que una
circunferencia es la grafica de una funcion pero tampoco dan un argumento matematico o
geomeétrico al respecto, mostraremos el caso de C1-19 ya que su Unico argumento es “...los
valores de x se repite”, lo cual aunque podria hacer alusion a la propiedad de

correspondencia univoca carece de argumentos “s6lidos” para sustentarse.
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llustracion 13. C1-19 categoria no: argumento no matematico

Para analizar las respuestas a esta pregunta es importante cuestionarnos, ¢es un
argumento verbal o geométrico, valido para fundamentar una afirmacién en matematicas?,
de no ser asi ¢qué argumentos si serian validos y por qué? De acuerdo a Duval (2000) y
Bachellard! (1948) las representaciones geométricas o figurales no pueden ser parte de la
argumentacién matematica, debido a que carecen de formalidad y abstraccion; respecto a
esto es importante mencionar que solo 5 de los estudiantes de Calculo | que participaron
en la investigacion, mencionaron explicitamente que el caso de la circunferencia

contradecia la definicién formal de funcién.

Las dificultades que se presentan en las argumentaciones de las respuestas a la
pregunta ¢es una circunferencia la gréafica de una funcion? se encuentran dentro del marco
de los obstaculos de origen epistemoldgico propuestos por Brousseau quien es citado por
Prada, Hernandez y Ramirez (2014), ya que estan relacionados con una adaptacion

inadecuada de la representacion matematica que alude a determinado saber matematico.

4.1.3 Demostracion sobre composicion de funciones

Para la interpretacion de éstas respuestas, se reconocio principalmente la forma en
que los estudiantes identificaron la expresion h o f; como composicién de funciones,
como producto de funciones o incluso quienes no manipularon la expresion, por lo cual

se sugirio una tercera categoria llamada: no identifico el significadode h o f.



Supdn que g=h ° f. Demuestra
que si f(x) = f(y),
entonces g(x) =g (y)

—

(11

No identificé el
significadode h o f
(6)

| No contesto el inciso
(9)

Identific6 h o f v

[ con composicion de
funciones (5)

Con producto de
funciones
9

No reconoce o que debe

demostrar (3)

Usa argumentos no
necesarios (3)

Método directo

(5)

Por casos (2)

Contraposicion

(2

¥

Método directo

©)

Definicion de
limite (2)

fx) e N(1)
f(x) e R(1)

[ Usa la hipétesis (3)

Calcula limites (2)

Hace célculos
| innecesarios (2)

Toma f constante (2)
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Argumenta adecuadamente (2)

No compone adecuadamente (1)

{

1
1

No argumenta adecuadamente (1)
Definicidn de limites (1)

Define el conjunto de la imagen (1)

Propone a h como una relacién (1)

Usa la I6gica adecuadamente (1)
No usa la légica adecuadamente (1)

[ Usa la hipétesis (1)

Parte de lo que quiere demostrar (2)

| Calcula flx) =

e
h(x)
(3)

Figura 4.1.3. Red sistémica — Composicion de funciones

{No considera el caso h(x) =0

Asi, al interpretar detenidamente los procedimientos que sigui6 cada estudiante, se

continud la categorizacién de acuerdo los diferentes intentos de demostracion, entre ellos

el método directo, contraposicién y por casos, una de las caracteristicas que ayudé en la

organizacion de dichas categorias fue el uso de la hipétesis y las argumentaciones

matematicas.

Comenzaremos con la categoria de quienes si identificaron ho f como una

operacion entre dos funciones. Esta es la categoria con respuestas mas variadas y

numerosas, la dividiremos en dos secciones: composicion y multiplicacion.
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En esta categoria el procedimiento utilizado por todos los estudiantes fue directo,
es decir, partieron de la hipdtesis para llegar directamente a lo que se buscaba demostrar.

En el caso de C1-H4, el estudiante hizo un tratamiento analitico y posteriormente renombré

la expresion f(x) para obtener el resultado deseado:

@ Surx:,r-q,u Qw9 = e . OcmuCF',\fc: AL sy th\ = FL&\ | e Gmers

, a2 aly)
Demas)ﬂox:\a e

Pay Achniciot de esta Funcien comvposicion . G5 :h{\@(x\) y comma  FORFLY enlonces
a¥

WFeizg n Y Lﬂﬂ an ko ces Nevrmermas o cse V=9 =% | asy dnemos =%

g () = 5{*9}

llustracion 14. C1-H4 categoria identificé h °f: argumenta

Por otro lado estd el caso de C1-H8, quien a diferencia de C1-H4 hizo un
tratamiento puramente algebraico, compuso las funciones en el orden incorrecto y dejo

de lado la argumentacion verbal, proporcionando asi una demostracion ciertamente

ambigua en una representacion estrictamente l6gico-algebraica.

¢ hof Jemos + qut L(;\‘,:f(g)-” g(/i)=g(0'¢)
- g9z ho os bear

S¢a 3(""- £(h) f(x\z[(J' —p J[A;mJ{yl

(7* Lef Sca £h) —,3(7\} y sgrgares p—a

f(k}tﬁfx\ff‘j_} = {l4) - £ ¢ 9" hf!-
= (kY- f()) < - hy

g =90

lustracion 15. C1-H8 categoria identificd h °f: no compone adecuadamente

Otro caso sobresaliente es el de C1-H2, quien a pesar de conocer la operacion

composicién, utilizé nociones matematicas innecesarias como la de limite de funciones,
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para la demostracion del enunciado, el cual demostrd satisfactoriamente a pesar del abuso
de argumentacion. En ocasiones, este tipo de dificultades se deben a la ausencia de una

idea clara de los objetos matematicos, en este caso el de composicion de funciones.

T Supenga g=hof | Cempaskee que st Sea-lyy) edfence 9(xX1=9(y)
Dercostro acn
Como feyr -fen=0 y temenda a gy e\ fmite dle 3(;,5\:\\[&,\‘_ pero!
luego tenemos que 9o =N(feyy | A 1gualded 26lo oo po 9!‘:!-:,9!
WeeaThify)  por b lonks
JN=9N ey €0g)

llustracion 16. C1-H2 categoria identificé h °f: limites

En el caso de C1-H7, el procedimiento logico que decidid utilizar fue la
contraposicion, parti6 de contradecir la implicacion de la hipotesis para hallar la

contradiccion, cabe mencionar que en este paso el estudiante hizo un uso adecuado de la

I6gica proposicional:

J’\ Susomﬁq q»c %O“)* 3(\]) Ye l—i‘l-ﬂc gvc
ax) = e §(X)
7
)= he §O)

?C"' \»o \""I’ o

Ve $GN) #F e §FON .
ya qu $C) y SON s esta n ""““1\';91‘“""1" gov \u wioma

CancSan oatonced

50 £ SO *C
! m\n\fva\ d et a ["ﬂ "\ ?E‘; %(3 S,

lank o 300 '—'*f}(\f)-n

llustracion 17. C1-H7 categoria identificé h °f: contraposicién
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El tratamiento algebraico del estudiante pudo ser adecuado, si se hubiese tratado

del producto de funciones, y siempre que h # 0. Dado que ¢l enunciado fue presentado en
lenguaje algebraico era de suponerse que el tratamiento también lo fuera; Cuevas y
Delgado (2015) mencionan que si el contexto es algebraico, el tratamiento funcional se ve
obstaculizado por la inercia que genera el contexto en el que esta planteado el ejercicio, sin
embargo, ¢como se podria resolver este ejercicio si no fuera con tratamientos en el mismo
registro de representacion?, de nuevo nos encontrariamos cuestionando la naturaleza de los

argumentos validos en Matematicas.

En uno de los pocos casos de la ltima categoria, C1-18 manifiesta que no identifica

el significado de la expresion h o f :

k_\o ° le
P\-_'_, Lo e Ve Sigecf iCo gz F ,(. .

lustracion 18. C1-18 categoria no identifico h °f

Con esta respuesta, el estudiante evita hacer falsas o verdaderas aproximaciones al
significado de dicha expresion, y con ello a cometer errores de representacion, conversion

y tratamiento del objeto matematico.

Cuando se trabaja con este tipo de representaciones, cobran importancia las
estructuras conceptuales que se tienen respecto a los objetos matematicos pues desde esta
postura teorica, la de los campos conceptuales de Gerard Vergnaud las representaciones
semidticas, son solo la proyeccion de lo que en realidad es el objeto para el estudiante.

Conviene entonces, para estos casos hacer estudios exhaustivos con miras a encontrar
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cudles son esas estructuras conceptuales que tienen los estudiantes respecto a determinados
objetos matemaéticos, cuyo tratamiento a este nivel (Nivel Superior) se reduce a ser
algebraico o analitico, entendiendo como analitico aquél en el cual se usan argumentos
matematicos como los teoremas, las definiciones, axiomas y otros, y como algebraico aquél

que es simbdlico.

Vergnaud (1990) menciona que la comprension de un concepto carece de sentido
sin los esquemas Yy las situaciones que estan asociadas a él, es por esto que al clasificar las
dificultades encontradas en el estudio la primera categoria de andlisis es la
conceptualizacion; la primera dificultad esta relacionada con la confusion del objeto con
su representacion, como se puede ver en la Figura 1. Respecto a esto Lopez y Sosa (2008)
proponen un cuadro en donde se identifican los factores cognitivo, epistemoldgico y

didactico que influyen en la generacién de ciertas dificultades (véase Cuadro 1).

Dificultad Cognitivo Epistemoldgico Didactico
Obtener una
expresion . L
analitica o Esguemas que La ensefianza el concepto Los ejercicios planteados suelen
iti . . . L
rfica de una responden a ha tomado una direccidn ser rutinarios o algoritmicos,
| V] . . . . .
E ncidn que situaciones muy contraria a la génesis del excluyendo aquellos problemas o
u 1 U .. . . . . e
g similares mismo situaciones de variacion
modele un
fendmeno
Confusién entre | Similitud de L Operar y manejar funciones
.. £fi Funcién como puente entre . ..
funcion y grancas ) . como cualquier expresidn
.. la geometria y el dlgebra . . .
ecuacion algebraica. Sintaxis utilizada

Cuadro 10. Factores que influyen en las dificultades en el uso de funciones'*

14 Citado del trabajo original, Lopez y Sosa, 2008.
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4.2 Andlisis Vectorial

4.2.1 Campos vectoriales

Ahora nos corresponde analizar las respuestas de los estudiantes de segundo
semestre en la asignatura de Analisis Vectorial, en la cual el objeto matematico funcién
juega un papel importante al trabajar con la nocion de Diferenciacion vectorial, ya que se

trabaja con funciones de varias variables.

El enunciado del ejercicio planteado a los estudiantes fue el siguiente:

“Sean los campos vectoriales F(x,y) = —xi —yj y V(x,y) = —yi + x] :

a) Dibuja un diagrama de los campos vectoriales

b) Verifica cual de los campos es solenoidal y cual es irrotacional. ¢ Corresponden

tus resultados con tus diagramas?”

Para el analisis de las respuestas se decidio elaborar una red sistémica que incluyera
las interpretaciones de ambos incisos. Esto se decidié por una parte debido a que los
estudiantes en muchos casos respondieron a ambos incisos de manera simultanea y por

otra, para analizar de manera mas completa los procesos de conversion y tratamiento de

los objetos matematicos que se ponen en juego en la resolucién del problema.

Las dos categorias generales, corresponden a los registros semioticos utilizados en
el problema, comenzaremos el analisis con los diagramas, en particular con el caso de

aquellos en los que se encontraron cuadrantes vacios.



) Graduados (15)
Ejes (29){ Sin escala (14)
1{d)
Plano cartesiane (29) 3
Cuadrantes (20} vacms(a){w(q.)

Sin rotular (12)

"y

Direccion (29)

v

Diagramas (29)

v

Vectares del campa (29)

Campos vectoriales Magnitud (29) {c‘?:;t:h‘:f(i :J 9))

Flry) = - —yi(ES]{

i"(x,}') = =yi + x] (24)
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Al centro (15)
Hacia afuera (4)
Variable (4)
Giro positive (17)
Ascendente (1)
Al centra (1)
Giro negativo (3)
Descendente (1)
Hacia el gje ¥ (1)

El vector resultante

del campo es graficado
a partir del origeny
no del vector inicial

v

Calcula el determinante (28)

N

Calcula el producto escalar (28)

Graficades incorrectamente (&) (&)

Argumenta a traves de las operaciones (1)
Dificultad con derivacion parcial (2)

No distincién entre 0y 0 (27)

~

—

0(28)

{
{

,f'\' [rrotacional VX B =
No calcula (2)

Dificultad con derivacion parcial (2)
No distincién entre 0y 0 (27)

[ las definici 28

Operaciones (29) onoce las definiciones (28)
Solencidal 7- B =0 (23]{
Mo calcula (2)

Confunde las definiciones (1)

No resuelve (1)

Figura 4.2.1. Red sistémica — Campos vectoriales

La respuesta del estudiante AV-H7 se encuentra en esta categoria:

W s e o3 Cimpoy Lec o rides
For, ) = 56 -9 y
A p ,/\
A
R
o U .

o7 g
7 :
&./-/ .

N\
AN

llustracion 19. AV-H7 categoria diagramas: cuadrantes vacios
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Otra caracteristica de este tipo de graficos, es que en la mayoria de los casos los

ejes no estan graduados. Sin embargo, en el caso de las graficas de las estudiantes todos
los ejes fueron graduados, mostraremos el caso de AV-M4, quien ademas de graduar cada

uno de los ejes, dibujo vectores de los campos en cada cuadrante:

-k x
. R x

llustracion 20. AV-M4 diagramas: ejes

La distincion de estas caracteristicas nos ayuda a mostrar las estructuras
conceptuales internas y externas que manejaron hombres y mujeres al resolver este
problema. Por otro lado, la direccién con la que fueron dibujados los vectores respecto a

cada campo sugiere que, mientras algunos estudiantes dibujaron vectores hacia el centro

para el campo F , otros dibujaron vectores hacia afuera para el mismo campo. Para

ejemplificar esto, tomaremos el caso de AV-H1 y de AV-H4:
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1

lHustracion 21. AV-H1y AV-H4 diagfamas: vectores: direccion F

Respecto al campo V, hubo una variacion similar en las respuestas pues en este caso
los vectores fueron dibujados de tal forma que al observarlos en conjunto, daban el efecto
visual de giro. La variante aqui la proporciono la direccién hacia la cual dicho giro se

efectud y para ejemplificarlo tomaremos en cuenta dos casos, el de H7 y el de H20:

n
/l,? gl - "'";" Fs |
A . <A s r . )
P / g HIP <
AN | Pt ' d
o Sy i e 8
/ '\ H ank 14
——p } ] y A :
P B S
(4R N < r
. / ~ 7
) :
Pl A
Z <y)

lustracion 22. AV-H7 y AV-H20 categoria diagramas: vectores: direccién V

Estas variaciones en las respuestas se deben a una inadecuada evaluacién de la
funcion que representa el campo, pues en algunos casos el vector resultante no se dibujo a

partir del vector inicial (punto correspondiente en el plano), sino a partir del origen

coordenado, para ilustrar esta idea veamos el caso de AV-H18:
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lustracion 23. AV-H18 graficacion incorrecta

De este modo es facil comprobar que en el caso de los diagramas del campo F,
cuyos vectores fueron dibujados hacia afuera, eran incorrectos, lo cual nos lleva a
cuestionar ¢que significa para los estudiantes, evaluar la funcion de un campo vectorial?,
en muchos casos los estudiantes escribieron la conversion de la representacion algebraica
a la representacion numérica y el tratamiento numeérico que le siguid, pero dadas las
observaciones anteriores podria ser que dichos procesos se hayan reducido a
procedimientos de caracter puramente operativos perdiendo asi el significado tedrico e

interpretativo de los objetos.

Algo muy similar sucede en el caso del campo v, pues al graficar los vectores del

campo el giro es positivo, pero si se graficara -V entonces el giro seria negativo, esto quiere
decir que un grupo considerable de estudiantes evalud incorrectamente antes de graficar

los vectores.

Ahora analizaremos las respuestas que conciernen a la categoria de operaciones.

Para ésta categoria hubo dos operaciones en préactica, el rotacional y la divergencia. Todos
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los estudiantes identificaron estas dos operaciones para la solucién del segundo inciso del
problema. Sin embargo, hubo dos dificultades que se hicieron presentes; la primera de ellas
corresponde a la notacion entre 0 como escalar y 0 como vector, mostraremos el caso de

AV-H2 y AV-H5:

llustracion 24. AV-H2 categoria operaciones: no distincién 0 y6: T7 XB=0
Mientras que AV-H2 representa con 0 ambas operaciones, AV-H5 hace la
distincion en la notacion con 0 para el resultado del rotacional evidenciando que el
resultado del producto cruz entre el operador nabla y el campo vectorial es desde luego, un
vector. Este rasgo, puede ser simplemente producto de la notacion pero es de suma

importancia sobre todo cuando se trata de dar interpretaciones en la Fisica.

N »
V;F\:—:' 1 & k
2 2 =2
ox 24 @ R 2 = 2 % 2 2 \.
. ‘j o ;,}.5 22 i_‘aﬁt 3_* D% EX W
.j [+] -k o - A "’j
—
- D

llustracion 25. AV-H5 categoria operaciones: no distincion 0y 0: VB = 0
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La otra dificultad que se observé fue en el tratamiento del operador diferencial pues,
se observaron dificultades en el proceso de derivacidn parcial tanto en el rotacional como

en la divergencia. Mostraremos un ejemplo para cada caso:

—

Ilustracion 26. AV-H3 categoria operaciones: derivacion parcial: ¥ x B = 0

El estudiante AV-H3 deriva incorrectamente la tercera componente del vector

rotacional de F ya que no considera que al derivar parcialmente, se deriva respecto a una

sola variable y el resto se consideran constantes, y por otro lado AV-M2:

llustracion 27. AV-M2 operaciones: derivacién parcial: V- B = 0

Esta estudiante, al derivar parcialmente omite que la operacién con V-V es un
L, AV, . . e
producto escalar y por lo tanto la expresion S, b no tiene sentido, salvo que se especifique

V como la componente de V en x. Ademas no tomé en consideracion el hecho de que al
calcular la divergencia de un campo, el resultado es un escalar ya que obtiene como

resultado los vectores unitarios i y j.
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4.2.2 Ley de conduccion del calor de Fourier

En Andlisis Vectorial el uso de la matematica estd orientado, en gran parte a la
interpretacion de fendmenos fisicos, en este caso la Ley de conduccion del calor de Fourier

se utilizé en el problema siguiente:

“La ley de conduccidn del calor de Fourier se expresa como ¢ = —kVT
donde k es la conductividad térmica y T es la temperatura. Si el campo de
temperatura en una superficie plana esta dada por la funcion T(x,y) = x? + y?,

calcula T en los puntos (1,0), (%,%), 0,1), (2,0), (\/Z—E, \/Z—E), (0,2) e indica la direccién

de g en esos puntos. ;Qué interpretacion fisica le puedes dar a esta situacion?”’

La red sistémica se construy6 a partir de dos categorias principales, las cuales

aluden a estructuras cognitivas distintas; la representacion y la interpretacion.
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Dasde ol contra (5]
Direceien (7). Hacia el [ cnadrante (1)
Hacia el centro (1)

o

Constante (5}
Magnitud (207 { Variable (10)
Mo se percibe (5}

Representacian (29)
Desde el centro (&)

(15 Direceion (15) 4 | cuadrante (3)
1l cuadrante (&)
Ambos (2]
Mo dibuja (3]

Mumdrica: Tabulacion (27)
\

Velocidad de cambio de T

'y
VT (1) E Cantidad cinematica

Ley de conducecion de Fourier Mayor magnitud ded (2)

AT (8) I(-}{ T mas baja (2)

Mayaor distancia respecto al origen (31 VT en zentido opuesto al origen

(2)

r;' Propiedad del material (1}
k{26) Constante numérica (25]
Intarpratacion (29)

Proporciona direccion de maxima conduccién de calor (2}

A donde hay menos calor (2]
a Se transporta EH[En direccion opuesta a ¥T (3}

4 (10) § Decrece con direccién al origen (3)

C 1
Ejemplos (1) Efif:'? 51;

| . Noda interpretacion (9}
Figura 4.2.2. Red sistémica — Ley de conduccién del calor de Fourier

En la categoria de representacion se caracterizaron los dibujos que los estudiantes
construyeron para el vector VT y ¢. Comenzaremos con el caso de AV-H6 quien dibujo
los vectores de VT sin considerar la constante “k” de conductividad para el campo ¢, y €s
por eso que los vectores apuntaban hacia el centro, pues el signo “negativo” no fue tomado
en cuenta al momento de hacer la conversion del registro algebraico al registro numerico

y posteriormente al registro gréafico.
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)
g -k¥WT
Thoa) c 4t
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VT (vo) = yf
VTR %) 410
VT (ge) - Dl,?

llustracion 28. AV-H6 categoria representacion: VT: hacia el centro

Sin embargo, al comparar con la respuesta de AV-H12 se pudo observar que la
direccion de los vectores es contraria a los de la respuesta de AV-H6 a pesar de que los

tratamientos fueron muy similares en ambos casos. Veamos el caso del estudiante AV-

H12:

| £
3 [ dod 3 P aer

llustracion 29. AV-H12 categoria representacion: VT: desde el centro
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Por otro lado, para AV-H2 el diagrama muestra los vectores con direccion opuesta
al origen y acompafia la representacion gréafica de una descripcion verbal a través de la

cual se hace referencia implicita a la relacion negativa que aparece en la representacion

algebraica de la Ley de conduccidn del calor:

<
lHustracién 30. AV-H2 categoria representacion: g: 111 cuadrante

Ademas de la representacion gréafica, también se distinguié la representacion

numeérica a través de la evaluacion de los campos, como lo hizo el estudiante AV-H8:

(| D)_—Lﬂl
qh' (—LEJ"IJ‘{J”“F—A_ﬁ
zi:":ﬂﬂj ;JZ;
ji"("",r‘:"')h'51t
l’i: f—;Jé); “%1\ ’ﬁj\
q = (0, )= -4

IIustraC|on 31. AV-H8 categona representamon numeérica

Ahora analizaremos las interpretaciones que se encontraron respecto al ejercicio.
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Esta segunda categoria se dividio en cuatro subcategorias con base en el criterio de

“qué se esta interpretando”; en el ejercicio la pregunta fue abierta al referirse a la
interpretacion fisica de la situacion en general no a un sélo objeto. La primer subcategoria

encontrada fue VT

llustracion 32. AV-H3 categoria interpretacion: VT y k

En esta respuesta el estudiante asocié la nocion de velocidad a la operacion VT;
recordemos que el operador nabla es en realidad un operador para diferenciar funciones de
varias variables y que en Fisica la diferenciacion suele relacionarse con la rapidez de
cambio de una variable respecto de otra y en el caso de la mecéanica clasica con la velocidad
(pues ésta es vista como la derivada de la posicion respecto del tiempo), esto podria ser en
Fisica un caso simil al caso de la algebrizacion en Matematicas ya que a pesar de que se
cambie el contexto del objeto, el tratamiento algebraico sigue arraigado a las estructuras
conceptuales internas del estudiante. Ademas, en esta respuesta la temperatura T fue
definida como una cantidad cinematica lo cual es congruente con la asociacion de VT con

la velocidad.

La segunda subcategoria fue la de AT “incremento de T”, en ella se encuentran
respuestas como la de AV-H2 llustracion 30 en la que a traves de un enunciado verbal, el

estudiante relaciona el aumento de la temperatura con el aumento de la magnitud del vector
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de transmision del calor; pero éste no es un argumento Unico, mas adelante en la categoria

cuatro referente al vector g se mostrara un ejemplo de un argumento similar.

La constante de conductividad térmica k constituye la tercer subcategoria de objetos
interpretados y para ilustrarla usaremos el caso de AV-H3 llustracion 31. En ella, el
estudiante la define como una propiedad del material lo cual coincide con las
interpretaciones fisicas de otras cantidades constantes en expresiones matematicas
utilizadas en la Fisica como k “la constante de elasticidad” en la Ley de elasticidad de

Hooke.

Por Gltimo analizaremos la subcategoria del vector ¢ y comenzaremos con la

respuesta de AV-H19:

#

STy ’:’ i (u/(:,’(rlf-"’r d{ P ;"-"'-'a..‘- g'é':’ .‘/,.-n‘:j&-_‘sa-ﬁ

{or " WL Y A
g O dfe M mrapnia -rc..-;f;{.--rn Ry

. e " .
Septi pe

lustracion 33. AV-H19 categoria interpretacion: g: direccién de maxima conduccién

Aqui el estudiante interpretd al vector de conduccion del calor aquél que “da la
direccion de maxima conduccién de calor y que depende de la funcion de trayectoria que
tiene la superficie”, ésta definicion coincide con la definicion del vector ¢ que
comunmente se trabaja en el curso de Anélisis Vectorial, sin embargo, “la funcion de
trayectoria que tiene la superficie” carece de sentido pues estd confundiendo el campo de
temperatura con una trayectoria. Otro de los casos especiales es el de AV-H20 ya que el

tratamiento que le da a su argumento esta en la representacion del lenguaje natural:
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9&p) . 6 o\ ¢

lHustracion 34. AV-H20 categoria interpretacion: q: decrece con direccion al origen

La caracteristica mas valiosa de este caso es que para que el estudiante pudiera
argumentar en el lenguaje natural, debidé hacer primero una conversion del registro

algebraico al registro grafico, luego al lenguaje natural y por altimo al lenguaje coloquial.

Finalmente tenemos el caso de la estudiante AV-M4, quien propone a la cargay al

calor (nociones fisicas distintas) como ejemplos de la situacion planteada en el ejercicio:

|
lHustracién 35. AV-M4 categoria interpretacion: g: ejemplos

En las respuestas a este segundo ejercicio, hemos podido reconocer la diversidad
de interpretaciones que proporcionan los estudiantes de segundo semestre a la aplicacién
de la representacion de un objeto matematico en el area de la Fisica, y asi mismo las

dificultades a las que se enfrentan al hacerlo.
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4.3 Ecuaciones Diferenciales
La asignatura de Ecuaciones Diferenciales forma parte del tronco comdn de la
licenciatura en Fisica y Matematicas de la ESFM, en ella el concepto de funcion es
abordado de manera implicita ya que el contenido del curso no gira en torno a este objeto
matematico pero si se hace uso constante de él. Por ello para analizar las dificultades
respecto al objeto matematico “funcion”, hemos elegido dos ejercicios con diferente tipo

de tratamiento.

4.3.1 Sobre tratamientos geométricos

El planteamiento del primer ejercicio fue:

“Dibuja una curva solucion aproximada de la ecuacion diferencial dada
que pase por el punto indicado. (xy —1)dx +dy =0, y(0)=1"

Para analizar esta respuesta se tomd como criterios de categorizacién el tipo de
tratamiento que se le dio a la ecuacién diferencial, la categoria método algebraico y
grafico (geométrico) corresponde a aquellas respuestas en las cuales los estudiantes
decidieron resolver a través de un tratamiento algebraico y al no encontrar una solucién

optaron por el tratamiento geométrico.
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Factor

v

Método algebraico v grafico (4) 4

Dibujar la curva solucidn 4

y

Método geométrica: [soclinas (11) -

lzoclinas (3)

'
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Recursivo (2)
Error de integracidn (1)
Flanteamiento incorrecto del métoda (1))

dy L vve

Algebraico {1){& =m=—
= A

Numeérico (1){Evaluacién incorrecta (1)
Dibuja una recta (1)

Dibuja incorrectamente el
campo de direcciones (2)

integrante {4){

Geomeétrico (3) {

dy
Lo l-w=-y (D)

l=xy=k=Lx=0=v=1 (1)
. dy
Evalia en —

Numérico (KJ{N - LT
o explicito: solo dibuja (2)

No dibuja campoe de direcciones (1)
No corresponde a las tabulaciones (3)
Nao dibuja suficientes pendientes (1)
La curva no corresponde al campo (3)

Algebraice {2}{

Geomeétrico(9)

No dibuja la eurva (1)

LY

Figura 4.3.1. Red sistémica — Dibujar la curva solucion

Para ilustrar esta categoria y en particular

el tratamiento algebraico que los

estudiantes dieron a la ecuacion diferencial, mostraremos el caso de ED-H1 quien usé el

método de factor integrante y al hacer el tratamiento algebraico se percat6 de que éste se

volveria recursivo y asumio que el tratamiento desarrollado no le seria de utilidad:

1) (y- i dys 0

dy = - (xy-dx AL
. b x5 Nemes
/'I(HT e = 'E‘ .H\, _ M) .

e%z (xy-\d + ey ©

Wiy de Tk ye 0

LR =
F-e y+xely— xe

|

S\ ose Olrde heces Arecte

R

=
-Hjn’y

< 2
%E: C,xzxy—f N "3 . B , 7
*. /;(" o1 Gy T e*+ x¢€ +q~"”:64'
F=Xt xy-€7 \ Ceshe o
.l / R \\{N\DS %t r\é; e> pojbﬁc

lustracion 36. ED-H1 categoria método algebraico y gréafico: factor integrante: recursivo
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Por otro lado tenemos la respuesta de ED-H2, él comenz6 por un tratamiento
algebraico, pero cometié un error al integrar y eso lo llevé finalmente a una respuesta

incorrecta:

ANg

7

llustracion 37. ED-H2 categoria factor integrante: error de integracion

Es importante observar que la causa de que este estudiante no pudiera llegar a la
misma conclusion que el caso anterior, no fue un obstaculo en el manejo del concepto sino

en el desarrollo de la integral.

Sin embargo, hubo un estudiante que manifestd dificultad desde el planteamiento
del método al no elegir adecuadamente el argumento del factor integrante. Veamos que
aqui el obstaculo si fue conceptual ya que tomé como funcion de x a la expresion xy — 1,

la cual no depende sélo de la variable x:

‘ ‘ r

Fea (xy-2)da+ dg =0 Yfo) =1

J 4‘;1‘ (ny-1)dx =0 yar
/ -X

- e Sd : boy-1)dx =
= @i PR C
oF o g

&yl (g "

I3
[P

lustracion 38. ED-H3 categoria factor integrante: no plantea correctamente el método
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Este estudiante, al darse cuenta de la dificultad que le presentaba hacer el desarrollo
algebraico a partir de un factor integrante con esas caracteristicas decidio utilizar el método

de isoclinas para dibujar la curva aproximada a la solucién:

Posrax o, 2}

du; .
“ﬁ,fz 2 —(c)1})
da

el @ .
o = 1

9 go X - )

[ JF QUSSR |

lustracion 39. ED-H3 categoria tratamiento algebraico: isoclinas

Como se puede observar, después de hacer el tratamiento algebraico evalla
directamente las condiciones iniciales y en seguida interpreta el resultado como la

pendiente de una recta motivo por el cual dibuja como curva aproximada, una recta:

llustracion 40. ED-H3 categoria tratamiento algebraico y geométrico: isoclinas: dibuja una
recta



91

Claramente, el campo de pendientes o de direcciones no fue dibujado. Morales y
Hernandez (2010) mencionan que cuando se trabaja con campos de direcciones las
respuestas de los estudiantes suelen verse obstaculizadas por los tratamientos algebraicos
y analiticos como lo vemos en el caso de ED-H3 ya que para él la idea de derivada esta

estrictamente relacionada con la pendiente, en particular la de una recta y por ello la

Y—Yo

X—Xo

relaciona con la expresion analiticam =

Otra de las dificultades que manifestaron los estudiantes de segundo semestre, fue
la evaluacion de la expresion 1 — xy ya que al escribirla de la forma f(x,y) =1—xyy

evaluar directamente, se esta creando una funcion cuyo dominio seria el plano cartesiano.

Leroy = 1-2y

EIEY 4 .
— i""\“-K\;J V= |

/i— } -0 /)

AN
llustracion 41. ED-H2 categoria tratamiento algebraico y geométrico: isoclinas: no evalla
correctamente

En este caso el error comenzo probablemente con el uso incorrecto de la notacion
y una vez situado en el registro algebraico (aungue éste no fuera el correcto) y al estar bajo
el contexto de las funciones en el plano, la interpretacion de la imagen de f se convirtio en

un obstaculo para la visualizacion de la grafica correspondiente. Por otra parte tenemos a
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los estudiantes que dibujaron incorrectamente el campo de direcciones en ésta categoria

esta la respuesta del estudiante ED-H1.:

’&y,t)ék: é)‘
Ay o (wy-
ax
-f(/(y.-\]:(.
—4-5:( = =(ky-\)
dv ¢ -y = XY
- v 4o C
Sy T~ 40
D¢
Yo oTx

llustracion 42. ED-H1 categoria tratamiento algebraico y geométrico: dibuja incorrectamente el
campo de direcciones

. , oy . 1-
Este estudiante encontré una familia de funciones de la forma y = Tc pero al

comparar con el campo de direcciones se observo que éstas no coinciden con la expresion
matematica encontrada.

Ahora analizaremos la segunda categoria, que corresponde a las respuestas de los
estudiantes que sélo resolvieron aplicando el método geométrico: isoclinas. Dentro de
esta categoria se distinguieron tres subcategorias que corresponden al tipo de tratamiento

que se desarroll6 a lo largo de sus respuestas: algebraico, numérico y geométrico.

Comenzaremos el analisis ilustrando las dos dificultades presentadas durante el

tratamiento algebraico; la primera de ellas atafie a la interpretacion incorrecta de la

derivada pues la estudiante ED-M4 iguala la derivada con una funcién cuya procedencia

es desconocida, a continuacion su caso:
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llustracion 43. ED-M4 categoria isoclina: tratamiento algebraico

En este caso es evidente que la estudiante tiene dificultad en general con el método,
ya que propone una funcion que no tiene nada que ver con el ejercicio planteado. Por otro
lado el estudiante ED-H7 al hacer el tratamiento algebraico para su respuesta solo
considerd pertinente uno de los valores de k (la pendiente k=1) y us6 las condiciones

iniciales y(0)=1 como argumento para sustentar su solucion:

¢ —

k= ( >
, y .-t . >
“kgti= T X con K1
| !(4 ((/(J S )(:c)/ LrtonCes tg@ H?/ €n
- - }
K G, 3 : Pury Gy Wy . por o {@cfl (¢
- X 3“ - -1 X !g oy 59“/(,’0/\ & el €5€ Y

lustracién 44. ED-H7 categoria isoclinas: tratamiento algebraico

Sin embargo, la curva solucioén que propone no coincide con la pendiente para la

cual esta definida, en otras palabras el eje Y no tiene pendiente k=1.

Este es un ejemplo de cémo los estudiantes al hacer tratamientos algebraicos

frecuentemente dejan de lado las nociones funcionales (D’ Amore, 2004).

Ahora analizaremos la categoria del tratamiento numeérico, presentaremos la

respuesta del estudiante ED-H4 y veremos como él decidio evaluar directamente la
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-, d . P . . . .
ecuacion de ﬁ obteniendo asi solo un conjunto de pendientes iguales a 1 sobre el eje Y,

sin darse cuenta del caracter variacional de la constante C y que éste le permitiria dibujar

el resto de las pendientes del campo:

]%vqlandvoi;) e U CMS-LO\A-(-Q ‘Lenmos

A-xXYy=
Sostitovendo \os Veloes 1aicidles
A -(0f) =¢
C=1

Frbes, 284 Cundo Secvalieren ¥=0

Ilustrauon 45. ED-H4 categoria isoclinas: tratamiento numérico
Dentro de la misma categoria se encuentra la respuesta de la estudiante ED-M1

Y—Yo

quien al igual que ED-H3 considero la derivada como la pendlente solo gue en este

caso no se considerd en el sentido de la pendiente de una recta y se desarrolld un
tratamiento algebraico. Conviene subrayar que la estudiante ED-M1 no explicito el
tratamiento numeérico que desarroll6 para llegar a la curva.

~ A

Ay -0y 1) dx

E"ti - 1= )!3

En A=(o)

3 1 vt )‘-(j‘\x’_o\' ,‘ )
3:_5@5 P x4 | ;

llustracion 46. ED-M1 categoria isoclinas: tratamiento numérico

=y
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Por ultimo, abordaremos la subcategoria del tratamiento geométrico que se le dio
al método de isoclinas; en ella se dieron cinco respuestas distintas: no dibuja campo de
direcciones (por practicidad se omitira ilustrar este caso), no corresponde a las

tabulaciones, no dibuja suficientes pendientes, la curva no corresponde al campo y no
dibuja la curva (s6lo el campo de direcciones).
La primera respuesta que ilustraremos es aquella en la que el campo de direcciones

no corresponde a la tabulacion de x e y pues dado que se tomo ¢ = 2 podemos notar que

visualmente las pendientes no son las mismas en todos los puntos del campo. Ademas, para
. . -2 P . -, .- .01

la primera fila de la tabulacién no tomé en consideracion el dominio de la funcion - al

suponer que si X =0 y podria tomar el valor 1, lo cual es imposible ya que en tal caso la

funcién quedaria indefinida.

~ /
. = C-= oy C=2 !
Ly
gy 1 L'jj*‘“‘“"“j"""‘,’;"x'j"'T?] % U
I o o + t t L
—-X — 1 | =3 7| f P S VRS
B S . A I
T A A
EERSE TR A AN

LooocMe 2 )
TR T Tz l SR

llustracion 47. ED-H6 categoria isoclinas: tratamiento geométrico: no corresponde

Por otra parte, tenemos la respuesta de ED-H9 quien no dibujé suficientes

pendientes, sobre todo en el IV cuadrante, lo cual no le permitio hacer una correcta

aproximacion a la curva solucion:
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AL/ /4,,{0 ?&-

J Kg ey ’(-l/ 2% ) ‘* .; e ke

3 \ ¢

llustracion 48. ED-H9 categoria isoclinas: tratamiento geométrico

El segundo ejercicio que se trato, tiene que ver con la aplicacion a la Fisica y el

cambio de registro del lenguaje natural al registro algebraico.

4.3.2 Una aplicacion en la Fisica

En este ejercicio el planteamiento fue el siguiente:

“Un proyectil se introduce en una tabla de 10 cm de espesor con una
velocidad v, = 200 m/s traspasandola con velocidad v, = 80 m/s.
Suponiendo que la resistencia de la tabla al movimiento del proyectil es
proporcional al cuadrado de la velocidad. Halla el tiempo del movimiento
del proyectil por la tabla.”

La existencia de una respuesta cuyo procedimiento no incluyo el uso de ecuaciones
diferenciales dio origen a las categorias principales; las subcategorias fueron construidas a
partir de la argumentacién fisica que se dio al plantear el enunciado algebraicamente, el
tratamiento algebraico para las constantes fisicas y los errores produjo otra subcategoria,
el tratamiento numérico desarrollado durante la evaluacion de las ecuaciones generd una
subcategoria mas y por ultimo el acto de ilustrar fue motivo de la ultima subcategoria, ya

que hubo un estudiante que a pesar de no haber ilustrado no mostrd dificultades en el
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tratamiento algebraico de su respuesta. A continuacién la red sistémica que se generd a

partir de las categorias mencionadas:

aplicacién en la fisica Usa ecuaciones diferenciales (14)

@ Algebraieo (11)

Explicita (3)
No explicita (9)

2a Ley de Newton (13)
Nola considera (1)

Argumentos fisicos (14)
Lev de Hooke (1)
Eliminadas por tratamiento algebraico(8)

Q Constantes fisicas (11) < Eliminadas incorrectamente (1)

No eliminadas (2)

Error algebraico (1) {L = E +1fe

kt + em

Integra inadecuadamente (2)
Evaliia correctamente (&)

Mo convierte unidades (1)

Aritmética ncorrecta (4)

No desarrella algebraicamente (1)
Desarrolla algebraicamente (8)

Mo evalia correctamente (5){

Numérica {11}{

lustra {9}{
No flustra (5)

Nustracidn (14) {

L

. Nousaecuaciones diferenciales (1)

Figura 4.3.2. Red sistémica — Aplicacion en la Fisica

El principal argumento fisico que se utilizo fue la 22 Ley de Newton, pero no todos

los estudiantes la usaron explicitamente.

De los 12 estudiantes que la utilizaron s6lo 3 de ellos lo hicieron explicitamente

como lo hizo ED-H4:

VNG e
- %o:“oc:g%kﬁd« \t:r

o’e Ncwlm
rm.%% = kvr

Y b
AW CJ'[I: = Kcl/l?
[¥;

°

lustracion 49. ED-H4 categoria argumentos fisicos: 22 Ley de Newton
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El resto de los estudiantes, no explicitaron el argumento que utilizaban aunque si
enunciaban la expresion algebraica que representa la 22 Ley de Newton, en donde la fuerza

es la resistencia de la tabla al movimiento del proyectil, como en el caso de ED-H10:

B

-~ KVT = m
K oLk %{—. f

llustracion 50. ED-H10 céiegbrfa argun%gr‘fto fisico: 22 Ley de Newton

Al mismo tiempo ilustraremos el caso de la estudiante ED-M3, quien utilizé como
argumento fisico la Ley de Hooke, en este caso la notacion que uso la estudiante en
contraste con el enunciado del problema deja entrever que relaciona la nocion de resistencia
(fuerza de resistencia) con la resistencia de un resorte a ser deformado (constante de

elasticidad) lo cual es completamente falso:

! -

Aotk de Heoke sabenics que ;F -

_ 2
ko ;// oMo Kav? eﬂlnncm 2 tMyTlomaq .

dv | ey e

- ¥
W

llustracion 51. ED-M3 categoria argumento fisico: Ley de Hooke

Ahora ilustraremos las categorias referentes a los tratamientos que se desarrollaron
en las respuestas. Comenzaremos con la respuesta de ED-M1, quien al igual que 7

estudiantes mas elimind las constantes fisicas a través del tratamiento algebraico:
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L1 %\_\i :'K\]2 \
o ‘ju v ™ XA= b (1 424
E ol Al \v = (\*‘E;Hﬂ . (‘\ X0 n [‘1\;0
L -k (
v m++C Q_)\(_ Vo Can)\-i o e Y
Pam t:o . ERED T T '}\;\n({f)
L.-¢ LV -
Ve, Sd‘ il Jm Ox¢ '~ wx‘ :\'n(y\?'j
b VVo;t,
J\'\ Onces, X = -\i\“k\ 1‘).‘\'\,0) ‘uq {VO‘U\M
v . T
R T WL e
Ve U b e Wo-vix
£y % A= “*“\78"*“’“ b VVg (%)

llustracion 52. ED-M1 categoria tratamiento algebraico: constantes fisicas

Dentro de la categoria del tratamiento algebraico se encuentran dos errores, el
primero de ellos tiene que ver con un inadecuado tratamiento algebraico, Ibarra y Eccius
(2012) identifican este tipo de dificultades como errores con la interpretacion y

comprension de la estructura de los términos:

lustracion 53. ED-H6 categoria tratamiento algebraico

Un error algebraico que se repitid dos veces en las respuestas, fue el integrar

. . 1 .
incorrectamente funciones como -y e*, como fue el caso del estudiante ED-H5:
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{ po (0 \lw l"’

.lu en QMlQ“f § Ay,

e

U
\r‘\x = ‘V\ p-wr-u) +C

llustracion 54. ED-H5 categoria tratamiento algebraico: integra incorrectamente
En cuanto al tratamiento numérico se trata del proceso de evaluaciéon de las
ecuaciones obtenidas después del tratamiento algebraico, en ella hubo 6 estudiantes que
hicieron la sustitucion correctamente, sin embargo hubo 5 casos en los cuales el inadecuado
uso de la aritmética o simplemente la distraccion propiciaron que el resultado no fuese el

correcto. El siguiente caso es el de ED-H7 quien no convirtio las unidades del grosor de la

(@ rz'o )
0{15) F 100

llustracion 55. ED-H7 categoria tratamiento numérico: no convierte unidades

tabla y us6 cm en lugar de m:

Sin embargo, debe hacerse la observacion de que en Matematicas la nocion de
“unidades” en el sentido de la Fisica, no es una propiedad intrinseca de la o las variables
de una funcion; esto quiere decir que el contexto (matematico) en el cual se sitla el ejercicio
planteado puede representar un obstaculo en el tratamiento de las unidades, ya que estas
no son inherentes a él. También ED-M2 cometid un error en el tratamiento numérico, pero
en este caso la conversion de unidades no fue la causante sino las operaciones aritméticas,

ya que la ecuacion final era correcta:

Sohbegmndo (2) en (1) | \) ( )
x 1
R S 50 10
t- In (M) ( —— \/ SO Ly ) °
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llustracion 56. ED-M2 categoria tratamiento numeérico: aritmética incorrecta

Finalmente tenemos el caso del estudiante ED-H4 quien intentd resolver el
problema usando Unicamente ecuaciones de Fisica, pero al darse cuenta de que no utilizaba
gran parte de los datos del problema, como la resistencia de la tabla y la relacion con la

velocidad del proyectil, decidié intentar resolverlo con ecuaciones diferenciales.

('3) Tenemeos Qe nﬁ{:-: 'C/j—#,(,o{(y')
e donde Ol — M-~

‘ 2 X

| = Bkt (lgoce Dy
! 2(0.1) S

|

Por \o lcﬂ\x—o = %;IU‘,JG *%_CJ\JGZ'

| D= 200t — 5’4000-{;1——
Raol\f-‘e,ho]o {ulccuuc\c;ﬂ -{tnemds

\
= Yhoo > — TAA o s/ \\

IIustrauon 57. ED-H4 categoria no usa ecuaciones diferenciales

4.4 Calculo 111
4.4.1 Dibujo de curvas
En el tercer semestre de licenciatura a través de la asignatura de Calculo 111 los
estudiantes tienen un acercamiento directo al cambio de representacién de manera

explicita. En esta seccion abordaremos el analisis a las respuestas que se proporcionaron al

siguiente ejercicio:

“Obtenga las graficas de las funciones:

a) f(x,y) = x? —2x+y +4y+6
b) fxy)=——"

9—x2—y2
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Para elaborar la red sistémica correspondiente a ésta pregunta se tomaron en cuenta

si en las respuestas se llegaba a un dibujo o no.

' '

¥

Dibuja (14) +

Obtencidn de grificas 4

L

qr

Figura 4.4.1. Red si

\ ﬁt‘gumenm(lﬂg}

Elipse (2}
Circunferencia (8)

Curvas de nivel (9
urvas de nive ( ] Parabola (3]

Esfera (1)
Superficies (14) iParabo]uide (12)
Cilindro (1)
Ir‘* Factorizacion (13)
Tratamiento algebraico (14 Por secciones {g}{ ; : E
z = cte

F'-} Transforma a ecuacién F{x v) = 0 (1)

No dibuja (2) lHace calculos (13) Flxy) ==z(11)

Evaltaa directamente (2)

?-’erhalmente (7]
No argumenta verbalmente (10)

stémica — Obtencion de gréaficas

Un caso es el de quienes llegaron a un dibujo, en él se identificaron tres fases:

curvas de nivel, funcién evaluada y la superficie dibujada, otro fue el de quienes no

dibujaron y por ultimo el de quienes argumentaron el tratamiento desarrollado en su

respuesta.

De acuerdo a Lopez y Sosa (2008), el cambio de representacion de funciones

representa en si mismo una dificul

tad para los estudiantes; la conversiéon entre la

representacion algebraica y la representacion grafica no requiere sélo de un proceso

algoritmico sino que incluye también la capacidad de visualizacion lo cual, en Matematicas

de acuerdo a Duval (1999) requiere de un salto cognitivo. Veamos el caso de CllI-M2,

quien a través de la combinacion del

tratamiento algebraico y el tratamiento numérico
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obtiene como curvas de nivel elipses y parabolas, las cuales lo ayudaron a convertir el

registro algebraico en un registro grafico de dimensién 3, el paraboloide.

ﬂ.} {{K\‘jj‘ = J‘:"".ZX ‘Il.izvl"‘h;l“lp = {_1111}11'('3*4):*-1
+ = [_K-’ 1\]2 +_l:1+1ja = O thlf;‘-{“;
=5 ‘\"l'ﬂr‘ *L"-'.'H*"Fl = 4

2= (x 1) +l\]’r:ll+*\:

2 -:TL-jq:l'lzl- 4

8= -2
T = (x-1) e N\

?L,l,hﬂ\:l" ‘1"1

lustracion 58. CI11-M2 categoria dibuja: curvas de nivel, superficie, tratamiento algebraico

Es por eso que esta respuesta es representativa de la categoria dibuja interseccion
Argumenta: No verbalmente. No obstante, nos interesa identificar las dificultades que

los estudiantes presentaron al resolver el ejercicio planteado.

Una de las dificultades, dentro de la categoria dibuja es la que presenta el estudiante
CIlI-I111, ya que al aplicar un tratamiento algebraico mediante un proceso de
factorizacion, obtiene una expresion algebraica muy similar a la ecuacién de la esfera
(x% + y? + z2 = r?), pero que en realidad no lo es. Podriamos pensar que la semejanza
entre los términos logré convencerlo de que la expresion que hall6 fue la de una esfera con
centro en el punto (1,-2), lo cual es incorrecto pues el vector que representa el centro

deberia ser de la forma (a, b, c).



) Oblego fos gragitcus de Jdas poacionec

: > SO «-"Z 4 ¢
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llustracion 59. Cl11-111 categoria dibuja: esfera
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Por otra parte, se tiene el caso de CIlI-12 quien a pesar de haber representado

exitosamente el paraboloide del inciso a), no logré graficar el segundo inciso:

2

b) fex,¥) 2 ————
9- x*-y?
5o deut SR oaykgtiy o £
Cons; doemes & fex,v) = 2 , en tfontes e qox?-y? 2
2 2-9¢
_xl s YZ = e e e it
S

Glademe [y corves de hivel

Si &=) +6G
~yb_yt = -3
Si 272+ G2
-xt-ytz -3
Si 221, G
~yl-y? :—;3',":-%21_--3-5

llustracion 60. CI11-12 categoria no dibuja: evalta directamente
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De hecho la segunda funcién (racional) s6lo pudo ser representada por solo 2 de los

19 estudiantes a los que se les aplicd el ejercicio.

La habilidad de visualizar objetos matematicos es de suma importancia en el
aprendizaje de la Matematica; es facil desarrollar esta habilidad en nociones del campo de
la Fisica o la biologia ya que las representaciones pueden ser obtenidas de la realidad
exterior, sin embargo, Duval (1999) sostiene que en el caso de la Matematica, las

representaciones no tienen un referente en nuestra realidad externa.

Para finalizar, el caso de CIl1-19:

(

lustracion 61. CI11-19 categoria no dibuja: transforma f en ecuacion



106

Como ya se ha mencionado en secciones anteriores, uno de los obstaculos méas
comunes en la Matematica es confundir un objeto con su representacion; la ecuacion es
una de las diferentes representaciones que tiene la funcion. D’ Amore (2004) menciona que
los estudiantes suelen dar tratamientos algebraicos en lugar de tratamientos funcionales; la
respuesta de CII1-19 es un ejemplo de ello ya que al igualar la funcién con cero, convirtié
la funcidn en ecuacion y le dio un tratamiento algebraico, razén por la cual su resultado fue

funcionalmente dificil de interpretar.

4.5 Algebra IV
La asignatura de Algebra IV es una de las que presenta mayor grado de abstraccion
en los primeros semestres de la Licenciatura en Fisica y Matematicas en ella abunda el uso
formal de la Matematica a través de las representaciones algebraicas y analiticas. Para el

analisis de los datos se construyeron dos redes sistémicas, una para cada ejercicio:

4.5.1 Particiones:

“Sean X, Y dos conjuntos no vacios y f:X — Y una funcién suprayectiva.
Demuestre que S := {f "*({yD|y € Y} es una particién de X"’
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Definicion de funcion inversa (1)
Argumentos matematicos (1)< Definicién de funcidn (1)
Sikier + O (L) Hace argumentos innecesarios (1)
Légica utilizada {F =aqh
. Definicidn d tividad (3
Argumento matemdtico {3){ eHinicion de supr:rlg,r?c ividad (3)
WiEl§cSyS =0 (3) . Mo argumenta analiticamente (1)
Logica utilizada (3) {F 1
Definicidn de funcién (3)
No argumenta analiticamente (1)
p—+q(2)
Logica utilizada (3)§ =g — (r A —=r), Contradiceidn (1)

a Argumento matematico (1)

. |ldentifica la definicion
Particidn 4 WiEig5ng=0(3)

Definicion de imagen inversa (2)
a Wo toma encuenta la definicion de imagen inversa (1}
Correspondencia univoea (1)
Definicidn de suprayectividad (2)
Funcidn(2)
Suprayectividad (2)

F’} Argumento matematico (3)
Uier Si = 5(3)
Confunde definiciones (2.}{

Légica utilizada {DOHE contencion {3

)

L
\ No identifica la definicidn de particidn (1)

Figura 4.5.1. Red sistémica - Particiones

En este ejercicio se requiere la demostracién de una nocion algebraica (la de
particion) a partir del uso de propiedades del objeto matematico funcion como la
suprayectividad, inversa de una funcion, definicion analitica de funcion y otras propiedades
de la logica formal de la matematica. Debido a que la nocion de particion exige el
cumplimiento de cuatro caracteristicas las cuales sirvieron como categorias de analisis ya

que para demostrar cada una de ellas se necesita usar propiedades especificas de la funcion.

En la primera categoria se encuentran las respuestas de los estudiantes AIV-H1 y

AIV-H3.
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L) €y £% Ne dad o
=1
Qe amss au exisie A menes un L4 cS
Coms XY s8n RAIVELOS oxidhe al wemas, un

-l
e om X fegey gl Lligpy e
3y A S e ha Joetn
llustracion 62. AIV-H1 categoria {S;};c; # @: funcién inversa

El tratamiento que fue utilizado en esta parte de la respuesta hace referencia a la
definicion de funcidn inversa aungue el estudiante no lo mencione explicitamente, aqui el
tratamiento fue analitico pero no fue argumentado. El caso de AlV-H3 muestra evidencia
de una dificultad en el proceso de argumentacion ya que para el estudiante la expresion f(x)
=y garantiza la existencia de la funcion inversa en dicho punto lo cual no puede asegurarse
debido a que x fue considerado de manera arbitraria.

' No puudi e T
que Yeo novado 4 a0

3 nex (1\ 00 ua/o}

unur\(.o

" 5 es no vado Y no tie 506

Teaemos «(} QLJ(\ Ul‘lf;) flj€\/l
1) Pes b poles.s. S es no uuco
5 suprateciiva dodo 4
o megos dichy [CY=AK )
Mola: Al se M " Coqdurﬁo un‘.E.urﬁuaL lo. tmagen avesa . )
de )fodo (1["-&15 e, ‘.rq .:n\agen NWRESa de HQ_ O . x’é‘g-(’;ﬁ)

lustracion 63. AIV-H3 categoria hace argumentos innecesarios

- A

Esta respuesta muestra el uso de argumentos innecesarios para la demostracion

(nota al pie de del procedimiento).

Ahora continuaremos con el andlisis de la segunda categoria principal, que el
conjunto S esté formado por subconjuntos no vacios. La ldgica utilizada en todos los casos
fue de la forma p — g y aqui mostraremos dos casos representativos el de AIV-H2 y el de

AIV-H3.
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llustracion 64. AIV-H2 categoria segunda propiedad: suprayectividad

El estudiante AIV-H2 procede utilizando la suprayectividad de la funcion de
manera explicita para garantizar la existencia de elementos en cada subconjunto de S,
mientras que el estudiante AIV-H3 sigue esta propiedad de la primera, véase llustracion

63.

Con respecto a la tercera categoria Todos los subconjuntos de S son disjuntos a
pares analizaremos dos casos de acuerdo a la I6gica utilizada en la demostracion. El primer

caso (AlV-H1) es el de la demostracion directa, es decir, de la forma p — g:

B A \eanos i pufﬂ Jug €Y o #) sremele [ (ﬁﬂhj\(}f “H]#CD

Sea (U5 o (1) el = gy ed
pew fomo Loy g
A€

WL endor el g e5e A Ly ey Galen
DHE oy endones (s, Yo
po lague ()4 = 14-(' S) _
]
oo las elemendos de 5 s, “fﬁwﬂhgueg [j

llustracion 65. AlV-HL1 tercera propiedad: p — q y definicién de funcion
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En esta respuesta se hizo presente el uso de la definicion analitica de funcion en
donde la propiedad de correspondencia univoca fue crucial para argumentar el tratamiento

algebraico.

El segundo caso es el de AIV-H2, quien utilizo la contradiccion como instrumento

I6gico para demostrar la propiedad requerida:

oo v
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llustracion 66. AIVV-H2 tercera propiedad: contradiccion

Mr‘svl“ va

El procedimiento comenzé suponiendo que la interseccion de dos subconjuntos
cualesquiera es distinta del vacio y a través del tratamiento de la representacion algebraica
del conjunto se llegd a una contradiccion a la propiedad de correspondencia univoca de la

funcioén.

Existe un tercer caso, el de AIV-H3 quien confundié la definicion analitica de
funcion con la propiedad de suprayectividad. Vergnaud (1990) hace referencia a la inercia

que suele tenerse respecto a las estructuras conceptuales, no sélo se trata de saber hacer
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conversiones entre representaciones sino de que las estructuras relacionadas con ellas sean

claras y precisas.
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llustracion 67. AIV-H3 tercera Brobiedad: argumento matematico

Finalmente, en la cuarta categoria todos los casos analizados optaron por demostrar
por doble contencion que “la union de todos los subconjuntos de S es igual a S”. Para

ilustrar esta categoria y la dificultad que se presentd en ella, usaremos el caso de AlV-H2:

D0 Sl ) s
: f; c13:3) 2 et
coms Ave #roitrere, Fe T
7 c/ X ¢ Vs
-4

llustracion 68. AIV-H2 cuarta propiedad: confunde definiciones
La dificultad de diferenciar las definiciones funcion y suprayectividad de una
funcidn se hizo evidente en esta respuesta pues permanecié el uso indistinto de ellas. De

acuerdo con las definiciones de funcion y suprayectividad:
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“Una funcion F es un conjunto de pares ordenados (x, y) ninguno de los
cuales tienen el mismo primer elemento. Esto es, si (X, y) pertenece a F y (x,
z) pertenece a F, entonces y =z”. (Apostol, 1979)

“Una funcion f entre los conjuntos A y B se dice que es suprayectiva,
sobreyectiva o exhaustiva, cuando cada elemento de B es imagen de, al
menos, un elemento de A. Es decir, f: A — B es suprayectiva <= Vb €B,

Fa € A tal que f(a) = b En otras palabras, f es sobreyectiva si la imagen de
f es todo el conjunto B, es decir si Img (f) = B.” (Gonzdlez, 2004)

Las cuales se encuentran bajo el registro semidtico del algebra y el analisis
matematico, las representaciones pueden ser muy similares de ahi que los estudiantes al

intentar memorizarlas muestren dificultades para diferenciarlas.

4.5.2 Imégenes de funciones:

“Sea f:X = Y una funcion inyectiva y A,B C X, demuestre que

f(AnB) =f(ANnf(B)"

Debido a la naturaleza de las respuestas, se consider6 conveniente usar como
categorias de analisis para la red sistémica tres nociones: la Idgica utilizada para demostrar
el enunciado (que fue la misma en todos los casos), el tipo de argumentacién dada y la

notacion con la cual el estudiante construyo el registro semidtico.
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y € fANB) =y € f(4) N f(B)

Q Légico - prupusiciunal(%]{ v € f(A)NB) = y € (AN B) (4
Tratamiento (4)

Q Uso de la hipotesis (4)
{ finyectiva (4)

(Uso defi4.5 = fANE) (1)

Usode c=£ (2)

€
3 (%)

L c
existe
ademas

Verbal (4) < lo cual implica que

veamos
por lo tanto

Figura 4.5.2. Red sistémica — Operaciones: Imagenes de funciones

Comenzaremos ilustrando la categoria de la argumentacién utilizada a través de la

respuesta del estudiante AlIV-Ha3:
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llustracion 69. AIVV-H3 categoria tratamiento: l6gico-proposicional

El tratamiento que desarrolla el estudiante en esta respuesta es algebraico, y la
notacion es estrictamente simbolica salvo por el argumento matematico en el cual utiliza

la hipotesis de que la funcion es inyectiva.

Otro caso que debe mostrarse es el de AlV-H4, ya que en su respuesta hace uso de

una notacion distinta a la que plantea el ejercicio sin aclarar previamente como debia ser

interpretada por el lector:
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Ilustré-c‘iémiiviH4 categoria notacion: simbéliéa

La simbologia con la cual representa la imagen de los conjuntos A y B bajo f no
coincide con la notacion propuesta en el planteamiento del ejercicio. Ademas al hacer la
demostracién maneja los simbolos < y € como equivalentes; aungue < excluye la
posibilidad del caso en que los conjuntos sean iguales, cuando el estudiante utiliza la
expresion fiungy € fiay N f(s) indica que esta considerando como verdadero lo que en
realidad desea demostrar. Es posible que el estudiante no se haya percatado de este detalle,
sin embargo, esto nos da evidencia de la importancia que tiene el esclarecer el significado
de los simbolos usados en la Matematica para asi operarlos con la misma naturalidad con

la que nos expresamos de manera escrita.

Para analizar la diversidad que ofrecen las respuestas, retomemos a Giménez (1994)

guien menciona que en matematica, especialmente en la Matematica Abstracta (como es
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el caso de algebra IV) el lenguaje depende de variables sintacticas como las palabras:
implica que, note, veamos entre otras, las expresiones, relaciones, secuencias y los

problemas de desarrollo conceptual, como es el caso de la notacion.
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CAPITULO5

5.1 Discusién
En el capitulo anterior hemos abordado las respuestas de los estudiantes a partir de
redes sistémicas las cuales han sido de utilidad en la interpretacion de los tratamientos que
dan los estudiantes a los planteamientos propuestos en cada curso. A lo largo del anélisis
de resultados se pudieron identificar diversas dificultades, sin embargo no todas ellas tienen
relacion directa con el objeto matematico que ha sido de interés en esta investigacion, es
por ello que dedicaremos esta seccion a discutir las dificultades que tienen relacién con la
nocion de funcién. Las categorias principales que se utilizaron en esta seccion fueron
construidas con base en nociones de didactica de las ciencias, en particular la teoria de
cambio de representacién de Duval y de los campos conceptuales de Vergnaud. En
cada subcategoria se identifica el nimero de casos que presentaron dicha dificultad y el

subindice hace referencia al curso al cual pertenece:

Confundir el objeto con su representacién (8)q

Basta con que una expresién sea de la forma y = f(x) para que sea funcién (1)g
Confundir la definicion de funcion con la de suprayectividad (2) 4y

Entender h o f como producto de funciones (9)¢;

Conceptualizacién (15)

Operar como ecuacién la funcidn,  f(x,y) = 0 (e
X
Usar f(x) = %sin considerar el caso h(x) = 0 (3)¢
(x

Dificultades: uso de funciones Tratamiento (8)

1
No tomar en cuenta la naturaleza del dominio de la funcién— (2)gp
X

Escribir f en funcién de x e y, pero grafica en el plano cartesiano (1)gp
Uso indistinto de los simbolos €y € (2)4

El campo de direcciones no coincide con las tablas (3)gp
Conversién (8){ La curva solucién no coincide con el campo de pendientes (3)gp
No visuaizar geométricamente una expresion algebraica (2)¢py

1. Sepiensa que el error tiene que ver cont la notacion pero no se encontrd evidencia de ello. (Importancia de explicar el
significado de los simbolos en matematicas)

Figura 5. Red sistémica — Dificultades: uso de funciones
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Por otra parte tenemos el caso del estudiante CI-H10 de Célculo | quien para
responder a la pregunta ¢es una circunferencia, la grafica de una funcién? hizo un
tratamiento algebraico de la ecuacion de la circunferencia hasta obtener una expresion de
laformay = f(x) , lo cual bast6 para que considerara a la circunferencia como una funcién,
respecto a esto Cuevas y Delgado (2015) mencionan que “...la disposicion de unas reglas
algebraicas conocidas hace invisible el concepto de operacion de funciones” 10 cual nos
indica que el &lgebra representa un obstaculo en la comprension de los objetos matematicos
de carécter operativo y funcional como lo es el concepto de funcién, una de posible causa
de esto es el hecho de que comunmente en los cursos de célculo predomina el uso de la
representacion algebraica de los objetos matematicos, esto se ve reflejado por ejemplo, en
las respuestas que los estudiantes del curso de Ecuaciones Diferenciales proporcionan
respecto a la solucion de una situacion a través del campo de pendientes pues aunque en el
planteamiento del problema se pida explicitamente dibujar la curva, 4 de los 15
estudiantes cuyos exadmenes fueron revisados decidieron comenzar por un tratamiento

algebraico, factor integrante.

En el curso de Algebra IV la dificultad en la conceptualizacion se manifiesta en la
confusion de las definiciones formales de funcion y suprayectividad; como ya se comento
en el capitulo anterior la sintaxis en cada definicion es muy similar, de ahi que si el
estudiante se enfoca en memorizarlas al utilizarlas sea mas susceptible de cometer un error.
Por ultimo 9 de los 26 estudiantes de Calculo | entendieron la expresion h o f como el
producto de funciones, lo cual evidencié la ausencia de significado a la operacion

composicion.
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Las dos categorias de analisis restantes; tratamiento y conversion, estan
relacionadas con los registros semidticos de representacion de los objetos matematicos en
el sentido de Duval (1999). Un ejemplo de tratamiento es la factorizacion la cual se
enmarca en el registro semi6tico del algebra; en esta categoria se reconocié una dificultad
vinculada con la categoria de conceptualizacion y fue la de operar como ecuacion la
funcion; en el curso de Célculo Il para la obtencion de gréficas el estudiante CllI-111
iguald la funcién a 0 convirtiéndola en una ecuacion, por lo cual la conversion al registro
grafico fue dificil de interpretar. En el caso de los estudiantes de Célculo | que entendieron
la composicion de funciones como producto, al hacer el tratamiento algebraico olvidaron

considerar si el divisor sea 0, en cuyo caso la division quedaria indefinida.

Asimismo tenemos el caso de los estudiantes de Ecuaciones Diferenciales que no
- .01 . g P
tomaron en cuenta la naturaleza del dominio de la funcion — dificultad que no sélo

esta relacionada con el tratamiento algebraico del objeto sino también con las nociones de
dominio y contradominio de una funcion, esto quiere decir que el estudiante no asocia

oportunamente el caracter variacional de la variable x.

Las dos Ultimas dificultades clasificadas en la categoria de tratamiento fueron
marcadas con un subindice ya que, al observar los procedimientos de los estudiantes éstos
resultaron ser correctos en cuanto a resultados, por ello este obstaculo se vincula con el uso
inadecuado de la notacion, pues al escribir inadecuadamente alguna de las
representaciones del objeto, la interpretacion de éste se torna dificil ya que no existe un

registro en la memoria al cual asociar dicha notacion.
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Por ultimo, la categoria de conversion dentro de la teoria de Duval hace referencia

al cambio en el registro semiotico, por ejemplo pasar del &lgebra a la gréafica. EI cambio de
representacion constituye en si mismo un salto cognitivo (Duval, 1990), ya que requiere
del desarrollo del tratamiento en un registro semidtico, del conocimiento de los
invariantes operatorios (en el sentido de Vergnaud) y por consiguiente del cambio de

registro.

En el curso de Ecuaciones Diferenciales se presentaron dos dificultades, la primera
corresponde a las respuestas en las que el campo de direcciones no coincide con las
tablas, es decir, el cambio de representacion del registro numérico (tablas) al registro
grafico (campo de pendientes). El uso del método de isoclinas es un ejemplo de como la
conversion de registros semidticos requiere mas que un conocimiento algoritmico, esto nos
lleva a abordar la segunda dificultad que presentaron los estudiantes del curso de
Ecuaciones Diferenciales en la que la curva solucion no coincide con el campo de
pendientes, Cordero (2000) citado por Morales y Hernandez (2010) menciona que el
método de aproximacion por isoclinas o campo de direcciones requiere de una nocién mas
compleja en el pensamiento matematico; la visualizacion. Duval (1999) sugiere que la
visualizacion es una funcidn cognitiva que requiere de un conocimiento claro de los objetos
matematicos, ésta se construye con la practica y estd estrechamente conectada con el
modelo de la nocidn epistemologica de intuicion en matematicas. Esto nos lleva a la tltima
dificultad, la que presentaron dos de los estudiantes de Calculo Il que no visualizaron

geometricamente una expresion algebraica.
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A través de esta discusion, se han podido identificar algunas de las funciones
cognitivas que deben ser reforzadas a la luz de la didactica de la ciencia en diferentes cursos
de la licenciatura en Fisica y Matematicas, dejando asi al descubierto un largo camino de

trabajo para investigaciones posteriores.
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5.2 Conclusiones
A lo largo de esta investigacion hemos podido identificar cdmo los estudiantes de
los cursos de Calculo 1, Anélisis Vectorial, Ecuaciones Diferenciales, Calculo I11y Algebra
IV interpretan el objeto matematico funcion como: una ecuacion, una gréfica, valores
numeéricos, regla de correspondencia y operacion, en otras palabras, confunden el objeto

con sus representaciones semidticas

Ademas las dificultades que presentaron los estudiantes al usar el concepto en las
soluciones a sus examenes de evaluacion se enfrentaron a dificultades conceptuales como:
la confusion del objeto matematico funcidn con sus representaciones grafica, numérica y
algebraica; la ausencia de significado del dominio de una funcion al usarla de manera
operativa en una situacion distinta a la del concepto en si mismo; asi como dificultades
procedimentales como: la priorizacion del &lgebra al operar la funcién como ecuacion; la
conversion del registro algebraico al registro gréafico y la visualizacion de la representacion

grafica de una funcion ante una situacion de campo de pendientes.

En general se han podido identificar algunos de los inconvenientes a los que se
enfrentan las y los estudiantes de la licenciatura en Fisica y Matematicas ante la resolucién
de problemas en los cuales participa explicita o implicitamente el concepto de funcién, en
los cuales los diferentes registros de representacion semiotica funcionan como
herramientas cognitivas y operativas para interpretar en el caso de la Fisica fendmenos
como: la conduccién de calor usando de la Ley de Fourier y el del movimiento de un
proyectil al atravesar una tabla usando leyes de Newton; y en el caso de la Matematica,

nociones como: curvas de nivel en el Célculo, campos de direcciones en las Ecuaciones
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Diferenciales, campos vectoriales en Anélisis Vectorial, particiones e imégenes de

funciones en Algebra IV.

Sin embargo, después de identificar estos obstaculos se pudo reconocer que no
todos ellos tienen su origen en la compresion del concepto formal de funcién, sino en los
diferentes entornos en los que ella se significa dentro de la matematica, en términos de la
teoria utilizada podriamos decir que son las variables sintacticas (lenguaje y
representaciones de la matematica) y semanticas (estructuras conceptuales de la

matematica) las que conflicttan el quehacer matematico de los estudiantes.

Asi pues, se propone no dar por acabados los conceptos y los algoritmos de la
matematica, pues estos se resignifican y aprenden de forma continua a través de su uso. En
particular el concepto de funcién, como hemos visto, se hace presente de manera
transversal en la formacion de los estudiantes de Fisica y Matematicas y por ello su
aprendizaje tiende a ser constante, resignificarse a través de las situaciones escolares y no
escolares, pues si bien la Matematica que se trabaja en la licenciatura es avanzada y
sumamente abstracta, su significacion cobra sentido en los escenarios en los cuales se

aplica.
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Recomendaciones

Los resultados de esta investigacion nos ayudan a visualizar futuras oportunidades
en las que los objetos matematicos se signifiquen a través del lenguaje de la Matematica y
de su uso en otras disciplinas como la Fisica.

Asi pues, investigar y generar situaciones didacticas que involucren objetos
matematicos en el plano conceptual y operativo es crucial en la generacion de conocimiento
cientifico innovador dentro y fuera de la Matematica. Por otra parte, un factor que es crucial
para lo anterior lo conforman las investigaciones en curso respecto a la formacion de la
creatividad en la ciencia, en particular la Fisica y la Matematica, ya que la percepcidn (una
de las vias de la formacion de la creatividad) es un medio de utilidad para analizar la
informacion relacionando el mundo exterior con el universo interno, lo cual esta
intimamente relacionado con la formacion de campos conceptuales relativos a los objetos

matematicos.
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