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Resumen

Las soluciones tipo solitón de ecuaciones diferenciales parciales no lineales se encuen-

tran en muchas ramas de la f́ısica y las matemáticas.

En este trabajo se hace una revisión de la ecuación diferencial de Korteweg-de Vries que es

considerada como el primer modelo para el estudio de los solitones, presentado de forma

detallada un procedimiento para construir esta ecuación diferencial mediante las ecuacio-

nes de la mecánica de fluidos. Después se expone un método directo para encontrar su

solución, empleando una onda de choque.

Finalmente se presenta de manera detallada el método de la transformada de dispersión

inversa para obtener la solución n−solitón, en particular las soluciones uno-solitón y 2-

solitón son encontradas por medio de este procedimiento.
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Abstract

Soliton type solutions of nonlinear partial differential equations are found in many

areas of physics and mathematics.

In this work a review of the Korteweg-de Vries differential equation is presented. This

equation is considered as the first model for the study of solitons and a detailed procedure

of its construction is given by means of the fluid mechanics equations.

Later a direct method to obtain its solution is presented using a shockwave. Finally, the

inverse scattering transform method is described in a detailed way to obtain the n-soliton

solution, in particular the one-soliton and 2-soliton solutions are found by this procedure.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Una gran variedad de sistemas dinámicos posee un comportamiento tal que su des-

cripción se lleva a cabo mediante ecuaciones de evolución no lineales y a pesar de que

numerosos fenómenos de esta naturaleza ya han sido identificados, el lenguaje matemáti-

co necesario para su descripción no se ha desarrollado del todo, de hecho, no existe una

teoŕıa general para resolver ecuaciones diferenciales no lineales. Esto ha generado en las

últimas décadas un trabajo exhaustivo en el estudio de sistemas no lineales, su modelación

mediante ecuaciones diferenciales y el desarrollo de técnicas matemáticas para resolverlas.

Los sistemas no lineales existen en muchas áreas de la f́ısica, por ejemplo, a nivel mi-

croscópico se tienen los modelos no lineales de part́ıculas elementales, Skyrmions, núcleos

superpesados, radioactividad exótica, fisión aneutrónica, clústeres atómicos, óptica no li-

neal, vórtices de plasma, sistemas moleculares complejos, condensados de Bose-Einstein,

etc. A escala del laboratorio, se tienen ejemplos que provienen de la dinámica de fluidos,

modelos para dislocación de cristales y biof́ısica. A escala macroscópica los ejemplos son

las estrellas de neutrones y el choque de objetos estelares, entre otros. Ejemplos más abs-

tractos son el monopolo magnético, solitones topológicos e instantones.

Existe un cierto conjunto de ecuaciones diferenciales parciales no lineales, usualmente de

primer orden en el tiempo para las cuales su correspondiente problema con valores iniciales

puede ser resuelto mediante la trasformada de dispersión inversa. Tales ecuaciones diferen-

ciales parciales no lineales son clasificadas como integrables. Algunas soluciones exactas

de estas ecuaciones pueden ser escritas en términos de funciones elementales y dichas so-

luciones son importantes a favor de entender la no linealidad de una mejor manera.

Ejemplos clásicos de sistemas integrables son la ecuación de Korteweg-de Vries, la ecua-

ción modificada de Korteweg-de Vries, la ecuación de sine-Gordon, la ecuación no lineal

de Schrödinger y la ecuación de Kadomtsev-Petviashvili. Estos sistemas tienen un número

infinito de leyes de conservación y poseen un tipo de solución muy particular que exhibe

un comportamiento tipo part́ıcula llamada solitón. Un solitón es una onda viajera que es

solución de un sistema que evoluciona de forma no lineal el cual preserva asintóticamente

su forma a pesar de interaccionar con alguna otra solución (lineal o no lineal) del mis-

mo sistema u otro tipo de perturbación localizada. Es decir, un solitón o un uno-solitón
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está caracterizado por preservar su forma, estar localizado en una región del espacio, no

obedece el principio de superposición y no es dispersivo. Una solución multi-solitón con-

siste de varios solitones que interaccionan de forma no lineal cuando se encuentran cerca

uno de otro y sin embargo emergen de la interacción sin cambiar su forma presentando

solo un cambio en su fase.

Los solitones o como fueron llamados en principio ondas solitarias fueron descubiertas

en 1834 por el ingeniero John Scott Russell en el canal de la unión entre Edimburgo y

Glasgow. J. S. Russell reportó sus observaciones en la British Association of the Advan-

cement of Science en septiembre de 1844 y una de sus principales observaciones fue la

espectacular estabilidad de la onda, sin embargo, no pareció tener éxito en convencer a

la comunidad cient́ıfica de su importancia. John Scott Russell realizó muchos experimen-

tos para encontrar las propiedades de esta onda y las teoŕıas basadas en aproximaciones

lineales concluyen que estas ondas no existen. De hecho, su contemporáneo George Airy,

el influyente matemático de la época, no créıa en la existencia de estas ondas solitarias.

Esta controversia fue aclarada por J. Boussinesq y por Lord Rayleigh quienes mostraron

que, si la disipación es despreciada, el aumento en la velocidad de la onda asociada con

una amplitud finita es balanceada por una disminución asociada con la dispersión, dando

lugar entonces a una onda de forma permanente. Una ecuación que modela la propagación

de esta onda solitaria descubierta por Russell fue obtenida por el matemático holandés

Diederik Korteweg y su estudiante de doctorado Gustav de Vries, y publicada en el año

de 1895 en su famoso art́ıculo titulado “On the change of form of long waves advancing

in a rectangular canal, and on a new type of long stationary waves” [1]. Hoy en d́ıa, esta

ecuación es conocida como la ecuación de Korteweg-de Vries o ecuación KdV. A la solución

especial de tipo onda solitaria de la ecuación KdV se le llama Solitón. El término solitón

fue introducido por Zabusky y Kruskal en 1965 y fue elegido para denotar a una onda

solitaria localizada que es solución de la ecuación KdV la cual se propaga preservado su

forma y velocidad tal como una part́ıcula se propagaŕıa. En la actualidad, el concepto de

solitón está firmemente establecido y es ampliamente aceptado como una base estructural

para comprender el comportamiento dinámico de los sistemas complejos no lineales.

La ecuación KdV aparece extensamente en f́ısica cada vez que una onda se propaga en

un medio débilmente no lineal y débilmente dispersivo. En este contexto las soluciones

tipo solitón de la ecuación KdV resultan del balance de la no linealidad y la dispersión.

Este balance es generalmente muy estable, lo cual explica las numerosas aplicaciones de la

teoŕıa de solitones. Por ejemplo, la ecuación KdV es empleada para describir ondas super-

ficiales de agua en canales largos, estrechos y poco profundos. La ecuación KdV también

surge en la descripción de ondas hidromagnéticas en un plasma fŕıo y ondas acústicas de

iones en cristales anarmónicos.

La ecuación KdV dio inicio y motivo las bases matemáticas de la descripción y análisis de

solitones, aunque en su momento estos resultados no fueron considerados importantes ni

comprendidos sino hasta el año de 1965. En el verano del año 1953 durante una visita de

Enrico Fermi al laboratorio Los Alamos National Laboratory, junto con J. Pasta y S. Ulam
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usaron la computadora llamada Maniac I para analizar computacionalmente un sistema

dinámico uno-dimensional de 64 part́ıculas en las cuales las part́ıculas adyacentes se uńıan

por resortes y además se inclúıan algunos términos no lineales.

Su objetivo principal fue determinar la razón de aproximación a la equipartición de enerǵıa

entre diferentes modelos del sistema. Contrariamente a sus expectativas, hab́ıa poca ten-

dencia hacia la equipartición de enerǵıa, pero en lugar de ello se observó una casi recurren-

cia al estado inicial, lo cual fue desafiante y definió el acertijo de Fermi-Pasta-Ulam. En

1965 Zabusky y Kruskal explicaron dicho acertijo en términos de soluciones de onda soli-

taria de la ecuación KdV. En su análisis numérico ellos observaron solitones con todas sus

caracteŕısticas. Tales interacciones inusuales entre solitones generaron un poco de furor,

sin embargo, en ese momento nadie sab́ıa cómo resolver el problema con valores iniciales

de la ecuación KdV, excepto de forma numérica.

En 1967 Gardner, Greene, Kruskal y Miura presentaron el método de la transformada

de dispersión inversa el cual fue descubierto resolviendo el problema con valores iniciales

de la ecuación KdV. Actualmente este método es considerado como uno de los desarro-

llos más importantes de las matemáticas en las últimas décadas en el área de ecuaciones

diferenciales parciales no lineales. En sentido figurado el método es un análogo al de la

transformada de Fourier aplicada a ecuaciones diferenciales parciales lineales.

La idea detrás del método de la transformada de dispersión inversa es la siguiente, cada

ecuación diferencial parcial no lineal integrable está asociada con una ecuación diferencial

ordinaria lineal (o un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales) que contiene

un parámetro que es usualmente conocido como el parámetro espectral y la solución a la

ecuación diferencial parcial no lineal aparece como un coeficiente (usualmente conocido co-

mo el potencial) en la correspondiente ecuación diferencial ordinaria lineal. Asumiendo que

el potencial tiende rápidamente a cero en los ĺımites asintóticos de modo que un escenario

de dispersión puede ser creado para la ecuación diferencial ordinaria lineal relacionada,

en la que el potencial puede ser uńıvocamente asociado con algunos datos de dispersión.

El problema de determinar los datos de dispersión para un potencial dado es conocido

como el problema de dispersión directa para la ecuación diferencial ordinaria lineal. Por

otro lado, el problema de dispersión inversa para la ecuación diferencial ordinaria lineal

determina el potencial que corresponde con un conjunto dado de datos de dispersión. El

procedimiento para obtener el potencial consiste de manera resumida en

Resolver el problema de dispersión directa correspondiente a la ecuación diferencial

ordinaria lineal asociada en el tiempo inicial, es decir obtener los datos de dispersión

en el tiempo inicial.

Realizar la evolución temporal de los datos de dispersión de su valor en el tiempo

inicial a un tiempo arbitrario.

Resolver el problema de dispersión inversa para la ecuación diferencial ordinaria

lineal asociada en un tiempo arbitrario, es decir determinar el potencial de los datos
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de dispersión. Es sorprendente que el potencial resultante resuelve el problema con

valor inicial de la ecuación diferencial parcial no lineal [2, 3, 4, 5].

En el caso de la ecuación KdV esta ecuación ordinaria asociada es la ecuación de Schrödin-

ger donde el potencial es una función de una coordenada espacial y una temporal. Dicho

potencial es justo la función dependiente en la ecuación KdV y su valor inicial corresponde

con el valor inicial del problema de Cauchy de la ecuación KdV. El problema de dispersión

directa consiste en determinar los datos de dispersión correspondientes a un potencial da-

do en una ecuación diferencial, mientras que el problema de dispersión inversa determina

el potencial que corresponde un conjunto dado de datos de dispersión los cuales consisten

de coeficientes de reflexión y de transmisión.

El objetivo de este trabajo es presentar de forma detallada la construcción de la solución

multi-solitón de la ecuación KdV mediante el método de la transformada de dispersión in-

versa. Este trabajo de tesis está organizado de la siguiente manera; en el segundo caṕıtulo

se introducen algunos conceptos fundamentales relacionados con la teoŕıa de ecuaciones

diferenciales parciales lineales y no lineales. Se hace énfasis en la no linealidad empleando

conceptos de ecuaciones diferenciales parciales no lineales de primer orden. En particular

se hace una revisión del problema de Cauchy para ecuaciones cuasi-lineales de primer or-

den y se presenta una solución para la ecuación de choque más simple.

Posteriormente, en el caṕıtulo tres se presenta de forma minuciosa la construcción de la

ecuación KdV empleando las ecuaciones básicas de la mecánica de fluidos y especificando

las principales aproximaciones utilizadas en la deducción. Para simplificar la ecuación KdV

a una ecuación diferencial ordinaria no lineal se hace uso de una onda de choque u onda

viajera, donde se obtiene la llamada solución uno-solitón de la ecuación KdV.

En el caṕıtulo cuatro se presenta el método de la transformada de dispersión inversa y se

obtiene de manera minuciosa la solución multi-solitón de la ecuación KdV. En particular

se estudian los ejemplos de las soluciones uno-solitón y 2-solitón.

Por último, en el capitulo cinco se presentan las conclusiones de este trabajo.
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Caṕıtulo 2

Ecuaciones diferenciales parciales

La gran mayoŕıa de los fenómenos f́ısicos se pueden ser modelados mediante ecuacio-

nes diferenciales o sistemas de ecuaciones diferenciales, por ejemplo, la dinámica de una

part́ıcula, la dinámica de fluidos, los flujos de calor, fenómenos ondulatorios, la mecánica

cuántica, fenómenos electromagnéticos, la f́ısica del plasma, la relatividad general, etc.

Por lo cual definir y estudiar ecuaciones diferenciales es de gran importancia. En este

trabajo de tesis es de particular interés estudiar las ecuaciones diferenciales parciales no

lineales y algunos de su métodos de solución. Debido a esto, en este caṕıtulo se hace una

revisión de los fundamentos de las ecuaciones diferenciales parciales y que son empleado

extensamente en el estudio de los solitones.

2.1. Ecuaciones diferenciales parciales lineales

Una ecuación diferencial parcial (EDP), se puede definir como una ecuación que rela-

ciona a la función u(x1, x2, ..., xn), las variables independientes x1, x2, ..., xn, sus derivadas

parciales, ∂u
∂xi

con i = 1, ..., n y xi ∈ U un subconjunto de R. La diferencia entre una

EDP y una ecuación diferencial ordinaria (EDO), es que la EDO solo tiene una variable

independiente [6, 7, 8, 9].

Una EDP de primer orden con n-variables independientes se escribe de la siguiente forma

F (x1, x2, ..., xn, u,
∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn
) = 0 (2.1)

Una caracteŕıstica importante en una EDP es el orden de la ecuación y que se define a

partir de la derivada parcial de mayor orden que aparece en ella. En el caso de la ecuación

(2.1) esta expresión corresponde a la forma general de una EDP de primer orden.

Siguiendo esta idea se puede escribir una ecuación diferencial de segundo orden como

F (x1, x2, ..., xn, u,
∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn
,
∂2u

∂x21
, ...,

∂2u

∂x2n
) = 0. (2.2)

En forma más general, para la variable xi con p ≥ 1, se define la EDP de p-ésimo orden

por

F (
∂pu

∂xpi
,
∂pu

∂xpi
, . . . ,

∂pu

∂xp1
,
∂u

∂x1
, u, xi) = 0, (2.3)
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donde F es una función que cumple F : Rn
k × R

nk−1 × · · · × R
n × R× U → R.

Se dice que una EDP es lineal si cumple con las siguientes propiedades:

i) La potencia de la función u y cada una de sus parciales ∂u
∂x1

, debe ser igual a uno.

ii) Los coeficientes de la función u y de las parciales ∂u
∂x1

, pueden ser constantes o las

variables independientes x1, ..., xn.

Es decir, para que una ecuación sea lineal debe cumplirse la siguiente condición:

Lu = F (x1, x2, ..., xn, u, ux1 , ..., uxn , ux1x1 , ..., ux1xn , ...), (2.4)

donde L, es un operador lineal que satisface la siguiente propiedad:

L(u1c1 + u2c2) = c1Lu1 + c2Lu2. (2.5)

Por otro lado una ecuación EDP que no satisface la condición (2.5) se dice que es no lineal

[8].

Las EDP se pueden clasificar además en homogéneas y no homogéneas, donde una EPD

lineal es homogénea si Lu = 0 y solo depende de la función u y de sus derivadas parciales
∂u
∂xi

. Pero si Lu = a, donde no solo depende de la función u y sus derivadas parciales ∂u
∂xi

,

si no que también a 6= 0 es función de las variables x1, ..., xn, entonces se dice que la EDP

lineal es no homogénea.

2.1.1. Curvas integrales y superficies de campos vectoriales

Una forma fácil de interpretar las soluciones de las EDP es a partir de los conceptos

de curvas integrales y superficies de campos vectoriales.

Se denota por X(Ω) el conjunto de campos vectoriales de clase C1 sobre Ω.

Sea V (x, y, z) =
(
P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)

)
un campo vectorial definido sobre un

dominio Ω ⊂ R
3.

i) V no es cero en ningún punto de Ω, es decir, las funciones componentes P,Q,R de

V no toman el valor de cero simultáneamente para todo (x, y, z) ∈ Ω.

ii) P , Q, R son funciones que tienen primer derivada y se denota como P , Q, R ∈ C1(Ω)

Un concepto de gran importancia en el estudio de las ecuaciones diferenciales es el de

curva integral y que se define como sigue.

Definición 2.1.

Se dice que C : R→ R
3 es una curva integral del campo vectorial V si es tangente a cada

punto de C.
Un ejemplo de las curvas integrales se encuentra en f́ısica, donde V es el campo de velo-

cidades de un fluido, entonces las curvas integrales son llamadas ĺıneas de flujo.

De esta forma asociamos al campo vectorial V = (P,Q,R) el sistema de ecuaciones dife-

renciales ordinarias

dx

dt
= P (x, y, z);

dy

dt
= Q(x, y, z);

dz

dt
= R(x, y, z), (2.6)

6
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donde la curva C tiene una representación parametrizada dada por α(t) =
(
x(t), y(t), z(t)

)
,

aśı α′(t) = V (x(t), y(t), z(t)).

Supongamos que P 6= 0, Q 6= 0 y R 6= 0, entonces el sistema de ecuaciones diferenciales

(2.6) es equivalente a
dx

P
=
dy

Q
=
dz

R
. (2.7)

Si una de las funciones P , Q o R es igual a cero, por ejemplo P = 0 entonces

dx

dt
= 0, (2.8)

lo que implica que x es una constante.

Una propiedad importante de las funciones en Ω se define a continuación.

Definición 2.2

Dos funciones u1(x, y, z) = c1 y u2(x, y, z) = c2 en C1(Ω), con c1 y c2 dos curvas en Ω y

donde si u1 yu2 satisfacen la condición:

∇u1(x, y, z)×∇u2(x, y, z) 6= 0, (x, y, z) ∈ Ω, (2.9)

son llamadas funcionales independientes en Ω.

Para cada punto en una curva C que representa a las funciones ui, el vector ∇ui es tangente
a la curva C, de esta forma se se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

P
∂u1
∂x

+Q
∂u1
∂y

+R
∂u1
∂z

= 0, (2.10)

P
∂u2
∂x

+Q
∂u2
∂y

+R
∂u2
∂z

= 0. (2.11)

De esta forma se puede introducir el siguiente concepto

Definición 2.3

La función u ∈ C1(Ω), es llamada primera integral del campo vectorial V en Ω, si para

cada vector en V es ortogonal a al vector ∇u, es decir, cumple la siguiente condición:

P
∂u

∂x
+Q

∂u

∂y
+R

∂u

∂z
= 0. (2.12)

2.1.2. Solución general de Pux +Quy +Ruz = 0

Para encontrar una solución general a la ecuación (2.12) en Ω se supone que las funcio-

nes P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) ∈ C1(Ω) no se hacen cero simultáneamente en ningún

punto de Ω.

Entonces se define la función u(x, y, z) ∈ C1(Ω) como una solución a la EDP (2.12), a

la cual se le asocia el sistema de EDO asociado a las curvas integrales (2.7) y de manera

general se tiene el siguiente teorema, ver [7].

Teorema 2.1

Sean u1 y u2 dos soluciones fundamentalmente independientes de las ecuaciones (2.7) en

Ω y sea F (u1, u2) una función de dos variables en C1. Entonces

u(x, y, z) = F
(
u1(x, y, z), u2(x, y, z)

)
(2.13)

es la solución general de la ecuación (2.12) en Ω.
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2.1.3. Construcción de una superficie integral

La superficie integral de un campo vectorial V = (P,Q,R) es una superficie S tal que

V es tangente a todo punto de S. De manera formal esta idea se describe de la siguiente

forma.

Definición 2.4

Una superficie S ⊂ Ω es una superficie integral del campo vectorial V si S es una superficie

de nivel de la primera integral de V , es decir, S es descrito por la ecuación

u(x, y, z) = c, (2.14)

donde u es solución de la ecuación (2.12) en Ω tal que ∇u 6= 0 y ∇u · V = 0 para todo

(x, y, z) ∈ Ω.

De esta manera se define a S como una superficie solución de la ecuación (2.14).

Este resultado se puede generalizar para el caso en que si V es tangente a las curvas

integrales y las superficies integrales, entonces las superficies integrales de V son generadas

por el sistema de ecuaciones asociado a las curvas integrales (2.7). De manera general se

tiene entonces el siguiente teorema.

Teorema 2.2

Si S es una superficie solución de la ecuación (2.12) en Ω, entonces para todo punto de S

las curvas solución que genera el sistema (2.7), pasan a través de un punto que se encuentra

en S.

Inversamente, si U es una función C1 en Ω y para cada punto (x0, y0, z0) ∈ Ω, la curva

solución (2.12) pasa a través de este punto dentro de la superficie de nivel u que está en

el punto (x0, y0, z0), entonces u es una solución de la ecuación (2.12)

2.2. Ecuaciones diferenciales parciales no lineales

Las EDP se pueden clasificar de acuerdo a su linealidad, en el caso de las ecuaciones

no lineales se tiene la siguiente clasificación [8, 7, 6].

La EDP (2.1) es llamada semi-lineal con respecto a las variables independientes xi y p ≥ 1,

si tiene la forma: ∑
am(xi)D

mu+ a0(D
n−1u, ..., Du, u, xi) = 0 (2.15)

La EDP (2.1) se le conoce como quasi-lineal con respecto a las variables independientes

xi, si es de la forma:

∑
am(D

n−1u, ..., Du, u, xiD
mu+ a0(D

n−1u, ..., Du, u, xi) = 0. (2.16)

A una EDP se le llama totalmente no lineal si esta depende no linealmente hasta las

derivadas de orden superior.

A continuación se tiene una lista de las EDP no lineales más conocidas

Ecuación de Burgers

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
=
∂2u

∂x2
, (2.17)

8
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Ecuación de Korteweg de-Vries

∂u

∂t
+ δu

∂u

∂x
+ α

∂3u

∂x3
= 0, (2.18)

Ecuación de Bussinesq

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
+ 3

∂2

∂x2
(u2)− ∂4u

∂x4
= 0, (2.19)

Ecuación de sine-Gordon

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= α sin(u), (2.20)

Ecuación de Liuville

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= e±u, (2.21)

Ecuación no lineal de Schrodinger

i
∂u

∂t
+
∂2u

∂x2
+ γ|u|2u = 0. (2.22)

2.2.1. EDP quasi-lineales de primer orden

Una ecuación diferencial parcial quasi-lineal de primer orden tiene la forma

F (x, y, z, zx, zy) = P (x, y, z)zx +Q(x, y, z)zy = R(x, y, z), (2.23)

donde la función F es lineal respecto a las derivadas parciales zx, zy, con los coeficientes

P , Q, R, dependientes de las variables independientes x, y y de la variable dependiente z

[7, 8, 6].

2.2.2. La integral general de Pzx +Qzy = R

Para encontrar las soluciones de la ecuación (2.23) se asume que las funciones P ,

Q, R son definidas en algún dominio Ω̃ ⊂ R
3 y cumplen la condición de no anularse

simultáneamente en ningún punto de este dominio.

Una solución a la ecuación (2.23) es una función z = f(x, y) tal que satisface las siguientes

condiciones:

i) Para cualquier (x, y) ∈ Ω ⊂ R
2, el punto (x, y, f(x, y)) pertenece al dominio Ω̃ de

las funciones P , Q, R.

ii) Cuando se sustituye z = f(x, y) en la ecuación (2.23), esta solo va a depender de las

variables x, y.

Otra forma de ver este resultado es usando una superficie solución de la ecuación (2.23),

como una superficie integral del campo vectorial V = (P,Q,R) que es descrito por z =

f(x, y).

9
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Para encontrar las superficies solución de la ecuación (2.23), se debe observar la superficie

solución de la ecuación (2.12), que puede ser descrita por la función z = f(x, y) entonces

la superficie de nivel es descrita por u(x, y, z) = 0 [7].

Con estas condiciones se puede asumir lo siguiente.

Lema 2.1

Sea u ∈ C1(Ω̃) una superficie solución de la ecuación (2.23) descrita por u(x, y, z) = 0,

entonces se satisfacen las siguientes condiciones [7]:

i) Pux +Quy +Ruz = 0.

ii) uz 6= 0.

Demostración

Usando el teorema de la función impĺıcita

zx = −ux
uz

zy = −
uy
uz

(2.24)

se tiene la siguiente relación

Pzx +Qzy = −
Pux +Quy

uz
= R

Pux +Quy = −Ruz
Pux +Quy +Ruz = 0 (2.25)

Este lema indica como obtener la solución a la ecuación (2.23) a partir de la solución de

la ecuación (2.12), de esta forma se puede generalizar aún más este resultado a partir del

siguiente teorema.

Teorema 2.3

Sean u1 y u2 dos funciones soluciones de la ecuación (2.12) en el dominio Ω̃ de R
3. Sea

F (u1, u2) una función arbitraria de dos variables en C1, y considerando la superficie de

nivel

F (u1(x, y, z), u2(x, y, z)) = 0. (2.26)

Entonces, en cada parte de esta superficie que es normal a una componente z 6= 0, la

ecuación (2.24) define a z como una solución de la ecuación (2.23).

De esta manera se concluye que la ecuación (2.26) es llamada la integral general de la

ecuación (2.23), pero la ecuación (2.26) no es la solución general de la ecuación (2.23) y

en la práctica la solución se encuentra de forma más sencilla resolviendo el sistema (2.7).

2.2.3. Ecuaciones quasi-lineales de primer orden y su problema de Cauchy

El problema de valor inicial o problema de Cauchy consiste en encontrar una solución

a la ecuación (2.23) para una curva dada, es decir, sea C ∈ R
2 una curva descrita por las

siguientes ecuaciones paramétricas,

x = x0(t), y = y0(t), t ∈ I, (2.27)

10
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donde x0(t), y0(t) son funciones de clase C1 en R.

Sea z0(t) una función dada en C1, que puede ser definida mediante la curva C.R → R
2,

tal que la solución a al ecuación (2.23) es una función z = z(x, y) ∈ Ω ⊂ R
2 cumple las

siguientes condiciones

i) z = z(x, y) es una solución de la ecuación (2.23) en Ω.

ii) En la curva C, la función z0(t) = z(x0(t), y0(t)).

De esta forma, a la curva C se le conoce como curva inicial mientras que a z0(t) se le

conoce como condición inicial y tal que

z(x0(t), y0(t)) = z0(t). (2.28)

Otra forma de ver el problema de Cauchy, es encontrar la superficie solución de la ecuación

(2.23) que contenga una curva C̃ ∈ R que este descrita por el sistema de ecuaciones

parametrizadas

x = x0(t), y = y0(t), z = z0(t), t ∈ I. (2.29)

La solución que se encuentra es única en cualquier punto de una vecindad en la curva C
cuando se satisfacen las condiciones iniciales.

Para resolver la ecuación (2.23) se construye una superficie integral V = (P,Q,R) que

contenga a la curva C.
Teorema 2.4

Suponga que P , Q, R son funciones clase C1 en el dominio Ω̃ ⊂ R
3, que contiene un punto

(x0, y0, z0) y cumple la condición [7]

P (x0, y0, z0)
dy0(t0)

dt
−Q(x0, y0, z0)

dx0(t0)

dt
6= 0. (2.30)

Entonces en una vecindad Ω0 de (x0, y0), existe una solución única para la ecuación (2.23)

que cumple la condición inicial (2.28) para cualquier punto de C contenido en Ω0.

En la siguiente sección se realiza un breve análisis al problema de ondas de choques, el

cual es la base para la solución de la ecucaión Korteweg de-Vries.

2.3. Ondas de choque

Las ondas de choque son un fenómeno que se produce en explosiones, fluidos, cuando

un avión rompe la barrera del sonido, etc. Estos fenómenos son descritos por ecuaciones

diferenciales parciales hiperbólicas [9].

El modelo mas sencillo que describe estos fenómenos es la siguiente ecuación de primer

orden no lineal
∂u

∂t
+ a(u)

∂u

∂x
= 0. (2.31)

Si en particular se considera el caso

∂u

∂t
+ a(x, t)

∂u

∂x
= 0, (2.32)

11
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donde las curvas caracteŕısticas están definidas a partir de la ecuación diferencial ordinaria

dx

dt
= a(x, t), (2.33)

aśı, para cada punto (x0, t0) en el plano XT pasa una curva caracteŕıstica única a través

de este punto.

Ahora, a lo largo de la curva parametrizada t se encuentra que

∂u

∂t
+
dx

dt

∂u

∂x
=
du

dt
= 0, (2.34)

por lo cual la función u(x, t) es constante sobre estas curvas caracteŕısticas y de esta manera

toda solución a la ecuación (2.32) es una función constante sobre la curva caracteŕıstica

que pasa por el punto (x0, t0).

Un caso importante por tratar es la ecuación

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0, (2.35)

que es una ecuación básica en fluidos con la peculiaridad de ser una ecuación no lineal.

Las curvas caracteŕısticas de esta ecuación se encuentran dadas por la ecuación

dx

dt
= u(x, t). (2.36)

Debido a la no linealidad de la ecuación (2.35) la ecuación caracteŕıstica depende de la

misma función u que se desea encontrar.

Por la existencia y unicidad de las EDO, la curva que pasa por el punto(x0, t0) es única

y la solución que se propone para u es una familia de curvas que cubren todo el plano xy

sin que se intersecten entre ellas.

Como resultado de lo anterior u es constante sobre una recta arbitraria en t. Por lo cual la

solución se puede escribir como u(x(t), t) con la condición de ser constante sobre la curva.

De esta manera se pueden hacer las siguientes afirmaciones [9]

i) Las curvas caracteŕısticas de la ecuación (2.35) son familias de ĺıneas rectas, donde

cada una de ellas tiene diferente pendiente.

ii) La solución u(x, t) es constante sobre cada una de estas rectas.

iii) La pendiente de estas rectas es igual a la función u(x, t) evaluada sobre cada recta.
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Caṕıtulo 3

La ecuación de Korteweg de Vries

y su solución tipo Solitón

Los solitones son ondas solitarias que se mantienen localizadas mientras se propagan

a velocidad constante sin deformarse en un medio no lineal y dispersivo. Este comporta-

miento se debe a que los efectos no lineales y los dispersivos se anulan entre si mientras

se propaga la onda [2, 1].

Este fenómeno fue analizado por primera vez por J. Russell en 1845, y a continuación se

presenta una traducción de sus observaciones [10]:

Mientras me encontraba observando el movimiento de un bote que era tirado rápidamente

por un par de caballos a lo largo de un canal estrecho, cuando el movimiento del bote fue

detenido repentinamente, note que la masa de agua siguió su movimiento; este se acumulo

al rededor de la proa del bote con una agitación violenta y repentinamente lo dejo atrás

avanzando hacia delante a una gran velocidad mientras asumı́a la forma de una larga

elevación de agua, lisa y bien definida, continuo su movimiento a lo largo del canal sin

un cambio aparente en su forma, y sin disminuir su velocidad. La segúı a caballo y al

alcanzarla se mov́ıa a unos 8 o 9 millas por hora preservando su figura original de unos 3

pies de largo y aproximadamente un pie o pie y medio de espesor. Este espesor fue dismi-

nuyendo paulatinamente después de seguirlo una o dos millas hasta perderle de vista entre

el movimiento del agua en el canal. En Agosto de 1834 fue la primera vez que intervine

con un fenómeno tan singular y bello al cual llame ”Traslación de ondas”.

Años más tarde J. V. Boussinesq introdujo el primer modelo matemático para su tra-

tamiento. Estos trabajos fueron retomados y ampliados por D. Korteweg y G. de Vries

en 1895 quienes encontraron la primera ecuación diferencial parcial no lineal exactamente

soluble que describe este fenómeno. A esta ecuación se le conoce actualmente como la

ecuación KdV [1, 2, 6, 5, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18].

En este caṕıtulo se presenta una revisión de la ecuación de Korteweg de-Vries. Primero

se reproduce un método para su construcción basados el la referencia [19] y después se

13
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obtiene directamente su solución empleando una onda de choque, a dicha solución se le

conoce como uno-Solitón.

3.1. Construcción de la ecuación KdV

En esta sección se presenta un procedimiento detallado para la construcción de la

ecuación KdV [19] a partir de un análisis de las ecuaciones básicas de la mecánica de fluidos

en dos dimensiones. Para un minucioso más detallado revisar las referencias [1, 11, 20, 21].

Considerando la ecuación de conservación de la masa para un fluido

∂ρ

∂t
+∇ · (ρ−→v ) = 0, (3.1)

donde ρ denota la densidad del fluido, −→v su campo de velocidades. La ecuación de la

conservación del momento en ausencia de fuerza de viscosidad

ρ
∂−→v
∂t

+ ρ(−→v · ∇)−→v = −∇P +
−→
f , (3.2)

donde P a la presión interna y
−→
f a las fuerzas externas por unidad de superficie que

actúan sobre el fluido, que en este caso solo se supone que es la fuerza de gravedad

−→
f = −ρgŷ, (3.3)

donde ŷ es un vector unitario.

Si se considera ahora que el fluido es incompresible e irrotacional en las ecuaciones (3.1)

y (3.2) se tienen además las siguientes condiciones

∇ρ = 0,
∂ρ

∂t
= 0, (3.4)

∇×−→v = 0. (3.5)

A partir de (3.5) se puede considerar a la función −→v como una función potencial −→v = ∇φ
que satisface la ecuación de Laplace,

∇2φ = 0. (3.6)

Con estas condiciones se puede simplificar la ecuación (3.2) usando la siguiente identidad

vectorial
−→v × (∇×−→v ) + (−→v · ∇)−→v =

1

2
∇(−→v 2), (3.7)

de donde se encuentra

ρ
∂−→v
∂t

+
ρ

2
∇(−→v 2) = −∇P − ρgŷ,

ρ
∂

∂t
∇φ+

ρ

2
∇[(∇φ)2] +∇P +∇(ρgy) = 0,

∇∂φ
∂t

+
1

2
∇[(∇φ)2] + ∇P

ρ
+∇(gy) = 0,

∇
(
∂φ

∂t
+

1

2
(∇φ)2 + P

ρ
+ (gy)

)
= 0, (3.8)
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aśı se tiene que
∂φ

∂t
+

1

2
(∇φ)2 + P

ρ
+ (gy) = K, (3.9)

donde K es una constante arbitraria. El valor más sencillo para tratar es cuando K = 0 y

es el caso que se desarrollará a continuación.

La ecuación diferencial por resolver es entonces la siguiente

∂φ

∂t
+

1

2
(∇φ)2 + P

ρ
+ (gy) = 0. (3.10)

El problema consiste en describir el movimiento de un fluido a través de un canal, para

simplificarlo se considera el problema en dos dimensiones, donde la longitud del canal es el

eje horizontal (eje x) y la profundidad del canal como el eje vertical (eje y). La superficie

del liquido en reposo se considera y = 0 mientras que la profundidad del canal es y = −h
(ver figura (3.1)), la longitud caracteŕıstica de este canal es l, la velocidad lineal de la

onda se define como c0 =
√
gh y la amplitud caracteŕıstica de la onda es a. Todos estos

factores son constantes y caracteŕısticos del medio de propagación [22], mientras que para

simplificar el problema se hace la suposición de que la presión del fluido en la ecuación

(3.2) disminuye conforme se acerca a la superficie del fluido.

Figura 3.1: Diagrama del transversal del canal donde se propaga la onda.

Las condiciones iniciales que se establecen son las siguientes

−→v |y=−h =
∂φ

∂y

∣∣∣∣
y=−h

= 0, (3.11)

es decir, en el fondo del canal no hay velocidad vertical.

En la superficie del fluido se define la amplitud de onda viajera (condición de frontera de

viscosidad en una superficie)

y(x, t)|superficie = h+ η(x, t), (3.12)

conocida como la configuración de equilibrio del medio continuo.

de esta manera la velocidad en la superficie es

−→v |y=sup =
[
∂y

∂t
+
∂y

∂x

dx

dt

]

y=sup

=
∂η

∂t
+
∂η

∂x

dx

dt
. (3.13)
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Aśı, para la función φ(x, y, t) se tiene que

∂φ

∂y

∣∣∣∣
y=sup

=
∂η

∂t
+
∂φ

∂x

∂η

∂x
, (3.14)

a esta última ecuación se le conoce como la ecuación de la cinemática de la superficie

(kinematic free surface).

La ecuación (3.10) para la superficie se reescribe entonces como
[
∂φ

∂t
+

1

2
(v2x + v2y) +

P

ρ
+ gy

]

y=sup

= 0,

[
∂φ

∂t

]

y=sup

+
1

2

[
(v2x + v2y)

]
y=sup

+ g(h+ η) = 0. (3.15)

A esta última expresión se le conoce como dinámica de superficie libre (dynamic free

surface), donde se hace el cambio de variable vx = u y vy = v para simplificar la expresión

(3.15).

Un resultado importante para describir la función φ se encuentra a partir de las ecuaciones

(3.15), (3.6), (3.11) al considerar que los términos cuadráticos o de multiplicación entre

términos u y v son aproximadamente cero.

La ecuación (3.15) se reescribe como

∂φ

∂t

∣∣∣∣
y=sup

+ gη = 0. (3.16)

De la misma forma se aproxima la ecuación (3.14) a

∂φ

∂y

∣∣∣∣
y=sup

=
∂η

∂t

∂η

∂t
− ∂φ

∂y

∣∣∣∣
y=sup

= 0. (3.17)

Se resuelve el sistema de ecuaciones dado por (3.16) y (3.17). Primero se calcula la derivada

parcial respecto a t de la ecuación (3.16)

∂

∂t

(
∂φ

∂t

∣∣∣∣
y=sup

+ gη

)
= 0,

∂2φ

∂t2

∣∣∣∣
y=sup

+ g
∂η

∂t
= 0, (3.18)

o bien

g
∂η

∂t
= −∂

2φ

∂t2

∣∣∣∣
y=sup

, (3.19)

despejando ∂η
∂t

∂η

∂t
= −1

g

∂2φ

∂t2

∣∣∣∣
y=sup

, (3.20)

sustituyendo el resultado anterior en la ecuación (3.17) se tiene que

∂η

∂t
− ∂φ

∂y

∣∣∣∣
y=sup

= 0, (3.21)
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se obtiene

− 1

g

∂2φ

∂t2

∣∣∣∣
y=sup

− ∂φ

∂y

∣∣∣∣
y=sup

= 0, (3.22)

eliminando el signo
1

g

∂2φ

∂t2

∣∣∣∣
y=sup

+
∂φ

∂y

∣∣∣∣
y=sup

= 0. (3.23)

La ecuación anterior es una ecuación diferencial parcial de segundo orden que solo depende

de la función φ, por lo cual se propone que su solución tiene la siguiente forma

φ = Y (y) sin(κx− ωt). (3.24)

Para encontrar la forma explicita de la función Y (y) se sustituye (3.24) en la ecuación

(3.6) obteniendo

∇2[Y (y) sin(κx− ωt)] = 0, (3.25)

en términos de las derivadas parciales

∂2Y (y) sin(κx− ωt)
∂x2

+
∂2Y (y) sin(κx− ωt)

∂y2
= 0, (3.26)

calculando las respectivas derivadas parciales se encuentra

Y (y)
∂2 sin(κx− ωt)

∂x2
+ sin(κx− ωt)∂

2Y (y)

∂y2
= 0, (3.27)

simplificando

− Y (y)κ2 sin(κx− ωt) + sin(κx− ωt)Y ′′(y) = 0, (3.28)

finalmente se obtine

−Y (y)κ2 + Y ′′(y) = 0, (3.29)

de esta forma el problema se ha podido reducir de la ecuación diferencial parcial (3.23) a

una ordinaria cuya solución es de la forma

Y (y) = Aeκy +Be−κy. (3.30)

Reescribiendo la ecuación (3.24) como

φ = (Aeκy +Be−κy) sin(κx− ωt), (3.31)

y sustituyendo (3.31) en la condición inicial (3.11)

∂φ

∂y

∣∣∣∣
y=−h

= 0, (3.32)

se obtiene la siguiente relación entre las constantes A y B

(κAeκy − κBe−κy) sin(κx− ωt)|y=−h = 0, (3.33)
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una solución a la ecuación anterior es

κAe−hκ − κBehκ = 0,

simplificando

Ae−hκ = Behκ.

de esta manera se obtiene

A = Be2hκ (3.34)

Aśı la función φ se puede escribir como

φ = (Be2hκeκy +Be−κy) sin(κx− ωt),
= Behκ[eκ(y+h) + e−κ(y+h)] sin(κx− ωt), (3.35)

en términos del coseno hiperbólico

φ = 2Behκ cosh(κ[y + h]) sin(κx− ωt), (3.36)

A partir de la ecuación (3.36) se puede obtener una forma detallada para la amplitud η y

la frecuencia ω de la onda usando las condiciones iniciales (3.16) y (3.23). La frecuencia

esta determinada por la expresión

1

g

∂2φ

∂t2

∣∣∣∣
y=sup

+
∂φ

∂y

∣∣∣∣
y=sup

= 0,

−2Bω2ehκ

g
cosh(κ[y + h]) sin(κx− ωt)

∣∣∣∣∣
y=sup

+ 2κBehκ sinh(κ[y + h]) sin(κx− ωt)
∣∣∣
y=sup

= 0, (3.37)

simplificando

2Bω2ehκ

g
cosh(κ[y + h]) sin(κx− ωt)

∣∣∣∣∣
y=sup

= 2κBehκ sinh(κ[y + h]) sin(κx− ωt)
∣∣∣
y=sup

,

ω2

g
cosh(κh) = κ sinh(κh), (3.38)

lo que conduce a

ω2 = gκ tanh(κh). (3.39)

Por otro lado para la amplitud de onda que se expresa en (3.12), se encuentra al sustituir

(3.36) en (3.16)

−2Bωehκ cosh(κ[y + h]) cos(κx− ωt)
∣∣∣∣
y=sup

+ gη = 0,

gη = 2B
√
gκ tanh(κh)ehκ cosh(κh) cos(κx− ωt), (3.40)
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despejando a la función η

η =
2B

g

√
gκ tanh(κh)ehκ cosh(κh) cos(κx− ωt),

= 2B

√
κ sinh(κh)

g cosh(κh)
cosh(κh)ehκ cos(κx− ωt),

= 2B

√
κ sinh(κh) cosh(κh)

g
ehκ cos(κx− ωt),

= 2B

√
κ sinh(2κh)

2g
ehκ cos(κx− ωt),

= B

√
2κ sinh(2κh)

g
ehκ cos(κx− ωt). (3.41)

Las expresiones (3.39) y (3.41) muestran una relación para la amplitud y la frecuencia con

respecto a κ con relación a las expresiones (3.16) y (3.17) donde se hizo una aproximación

a primer orden.

Para generalizar un poco este problema se procede a suponer una solución en términos de

potencias de la variable y.

Calculando la derivada respecto a x en la ecuación (3.9)

∂

∂x

∂φ

∂t

∣∣∣∣
y=sup

+
∂

∂x

1

2
(∇φ)2

∣∣∣∣
y=0

+
∂

∂x

(
P

ρ

)∣∣∣∣
y=sup

+
∂gy

∂x

∣∣∣∣
y=sup

= 0, (3.42)

simplificando y cambiando el orden de derivación en el primer término

∂

∂t

∂φ

∂x

∣∣∣∣
y=sup

+
1

2

∂

∂x
(u2 + v2)

∣∣∣∣
y=sup

+
∂

∂x

(
P

ρ

)∣∣∣∣
y=sup

+ g
∂y

∂x

∣∣∣∣
y=sup

= 0, (3.43)

evaluando en la superficie, donde P = 0, se obtiene

∂u

∂t
+

1

2

∂

∂x
(u2 + v2) + g

∂η

∂x
= 0,

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂v

∂x
+ g

∂η

∂x
= 0. (3.44)

Para resolver la ecuación (3.44) se propone la siguiente expansión en serie de potencias en

y

φ(x, y, t) =
∞∑

n=0

ynφn(x, t). (3.45)

Sustituyendo la expresión anterior en la condición inicial (3.11)

∂φ(x, y, t)

∂y

∣∣∣∣
y=−h

=
∂

∂y

[ ∞∑

n=0

ynφn(x, t)|y=−h

]
=

∞∑

n=0

∂

∂y

[
ynφn(x, t)|y=−h

]
,

=

∞∑

n=1

nyn−1φn(x, t)|y=−h = φ1 + 2yφ2 + 3y2φ3 + ... = 0,

(3.46)
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de lo cual se concluye que φ1 = 0 [19], por lo que solo contribuyen los términos pares de

n.

La expresión (3.45) debe satisfacer la ecuación de Laplace, aśı se obtiene la siguiente

ecuación

∇2

[ ∞∑

n=0

ynφn(x, t)

]
= 0, (3.47)

sustituyendo

∞∑

n=0

yn
∂2φn
∂x2

+
∞∑

n=2

n(n− 1)yn−2φn = 0,

∞∑

n=0

yn
∂2φn
∂x2

+
∞∑

n=0

(n+ 2)(n+ 2− 1)yn+2−2φn+2 = 0,

∞∑

n=0

[
yn
∂2φn
∂x2

+ (n+ 2)(n+ 1)ynφn+2

]
= 0, (3.48)

de esta manera se obtiene la identidad
∞∑

n=0

yn
[
∂2φn
∂x2

+ (n+ 2)(n+ 1)φn+2

]
= 0. (3.49)

De la ecuación anterior se encuentra una relación de recurrencia que depende de la segunda

derivada respecto a x de la función φn.

∂φn
∂x

+ (n+ 2)(n+ 1)φn+2 = 0,

φn+2 =
−1

(n+ 2)(n+ 1)

∂φn
∂x

, (3.50)

y sustituyendo esta expresión en la ecuación (3.45) se encuentra que es de la forma φ

φ(x, y, t) =
∞∑

n=0

(−1)ny2n
(2m)!

∂2nφ0
∂x2n

=
∞∑

n=0

(−1)ny2n
(2m)!

∂2nf

∂x2n
, (3.51)

donde se ha definido la función f(x, t) = φ0(x, t).

De esta forma la derivada parcial respeto a x tiene la siguiente forma

∂φ(x, y, t)

∂x
=

∂

∂x

∞∑

n=0

(−1)ny2n
(2m)!

∂2nf

∂x2n
,

u(x, y, t) =
∂

∂x
(f − 1

2
y2
∂2f

∂x2
+

1

24
y4
∂4f

∂x4
+ ...)

=
∂f

∂x
− 1

2
y2
∂3f

∂x3
+

1

24
y4
∂5f

∂x5
+ ..., (3.52)

y la derivada parcial respecto a y es

∂φ(x, y, t)

∂y
=

∂

∂y

∞∑

n=0

(−1)ny2n
(2m)!

∂2nf

∂x2n
,

v(x, y, t) =
∂

∂y
(f − 1

2
y2
∂2f

∂x2
+

1

24
y4
∂4f

∂x4
+ ...),

= −y∂
2f

∂x2
+

4

24
y3
∂4f

∂x4
+ .... (3.53)
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Estas funciones son de suma importancia ya que son la base para encontrar la ecuación

KdV.

A partir de este punto es conveniente por razones de simplicidad renombrar todas las

funciones y variables empleadas en cantidades adimensionales. Esto simplifica los cálculos

en el sentido que permite separar términos que no están relacionados f́ısicamente.

x ≡ x

l
, y ≡ y

h
, t ≡ c0

l
t, η ≡ η

a
, f(x, t) ≡ hf(x, t)

ac0l
. (3.54)

Estas cantidades caracteŕısticas representan condiciones iniciales de la geometŕıa del pro-

blema [19], de tal forma que la profundidad h del canal y su longitud caracteŕıstica l

cumplen con la condición l >> h mientras que la amplitud caracteŕıstica de la onda a se

relaciona con la profundidad h del canal por la relación h >> a.

Definiendo ahora las pequeñas cantidades

ǫ ≡ a

h
, δ ≡

(
h

l

)2

. (3.55)

La condición (3.12) se reescribe como

y|y=sup = h+ η(x, t) = h+ aη = h

(
1 +

a

h
η

)
, (3.56)

o bien

y|y=sup
h

= 1 + ǫη,

y|y=sup = 1 + ǫη, (3.57)

mientras que la ecuación (3.51) se puede reescribir en la superficie de la forma

φ(x, y, t) =
∞∑

n=0

(−1)ny2n
(2n)!

∂2nf

∂x2n
= f(x, t)− 1

2
y2
∂2f

∂x2
+

1

4!
y4
∂4f

∂x4
− ..., (3.58)

redefiniendo la función φ y sus variabes

φ(x, y, t) = f(x, t)ǫlc0 −
1

2
(yh)2

∂2x

∂x2
∂2f(x, t)ǫlc0

∂x2
+

1

4!
(yh)4

∂4x

∂x4
∂4f(x, t)ǫlc0

∂x4
− ...,

= ǫlc0

[
f(x, t)− h2 1

2
(1 + ǫη)2

1

l2
∂2f

∂x2
+ h4

1

4!
(1 + ǫη)4

1

l4
∂4f

∂x4
− ...

]
, (3.59)

acomodando los términos

φ(x, y, t)

ǫlc0
= f(x, t)− h2

l2
1

2
(1 + ǫη)2

∂2f(x, t)

∂x2
+
h4

l4
1

4!
(1 + ǫη)4

∂4f(x, t)

∂x4
− ...,

(3.60)

re-definiendo la función φ

φ(x, y, t) = f(x, t)− δ1
2
(1 + ǫη)2

∂2f(x, t)

∂x2
+ δ2

1

4!
(1 + ǫη)4

∂4f(x, t)

∂x4
− ...,

= f(x, t)− δ1
2
(1 + 2ǫη + ǫ2η2)

∂2f(x, t)

∂x2
+O2,

= f(x, t)− 1

2
(δ + 2δǫη + δǫ2η2)

∂2f(x, t)

∂x2
+O2,

= f(x, t)− 1

2
δ
∂2f(x, t)

∂x2
+O2, (3.61)
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donde el termino O2 denota a todos los sumandos con términos como ǫ2, δ2 y ǫδ que tienen

potencia dos o superiores.

Con esta notación se reescriben la ecuación (3.52) como

∂φ(x, y, t)

∂x
=

∂

∂x

[
f(x, t)− 1

2
δ
∂2f(x, t)

∂x2
+O2

]
,

∂x

∂x

∂φ(x, y, t)

∂x
=
∂x

∂x

∂

∂x

[
f(x, t)− 1

2
δ
∂2f(x, t)

∂x2
+O2

]
,

1

l

∂φ(x, y, t)

∂x
=

1

l

[
∂f(x, t)

∂x
− 1

2
δ
∂

∂x

∂3f(x, t)

∂x3
+O2

]
, (3.62)

luego de realizar un paso de álgebra se logra obtener la función u

u(x, y, t) =
∂f(x, t)

∂x
− 1

2
δ
∂3f

∂x3
+O2, (3.63)

análogamente para encontrar la función v (3.53) se tiene

∂φ(x, y, t)

∂y
=

∂

∂y

[
f − y2

2!

∂2f

dx2
+
y4

4!

∂4f

dx4
+ ...

]
, (3.64)

simplificando

∂y

∂y

∂

∂y

(
ǫlc0φ(x, y, t)

)
=
∂y

∂y

∂

∂y

[
ǫlc0f −

(hy)2

2!l2
∂2ǫlc0f

∂x2
+

(hy)4

4!l4
∂4ǫlc0f

∂x4
+ ...

]
,

ǫlc0
h

∂φ(x, y, t)

∂y
=
ǫlc0
h

∂

∂y

[
f − (hy)2

2!l2
∂2f

∂x2
+

(hy)4

4!l4
∂4f

∂x4
+ ...

]
,

∂φ(x, y, t)

∂y
= −2h2y

2!l2
∂2f

∂x2
+

4h4y3

4!l4
∂4f

∂x4
+ ..., (3.65)

aśı se obtine la función v

v(x, y, t) = −yδ∂
2f

∂x2
+

1

6
δ2y3

∂4f

∂x4
+ ...,

= −δ
[
(1 + ǫη)

∂2f

∂x2
− 1

6
δ(1 + ǫη)3

∂4f

∂x4
+ ...

]
,

= −δ
[
(1 + ǫη)

∂2f

∂x2
− 1

6
δ
∂4f

∂x4
+O2

]
. (3.66)

Otra expresión que es importante reescribir en términos de estas variables adimensionales

es la expresión (3.14) la cual es posible obtener mediante la siguiente álgebra

∂φ(x, y, t)

∂y

∣∣∣∣
y=sup

=
∂η(x, t)

∂t
+
∂φ(x, y, t)

∂x

∣∣∣∣
y=sup

∂η(x, t)

∂x
,

∂y

∂y

∂

∂y

(
ǫlc0φ

)∣∣∣∣
y=sup

=
∂t

∂t

∂aη

∂t
+
∂x

∂x

∂

∂x

(
ǫlc0φ

)∣∣∣∣
y=sup

∂x

∂x

∂aη

∂x
,

ǫlc0
h

∂φ

∂y

∣∣∣∣
y=sup

=
ac0
l

∂η

∂t
+
aǫlc0
l2

∂φ

∂x

∣∣∣∣
y=sup

∂η

∂x
,

ǫl

h

∂φ

∂y

∣∣∣∣
y=sup

=
a

l

[
∂η

∂t
+ ǫ

∂φ

∂x

∣∣∣∣
y=sup

∂η

∂x

]
,

∂φ

∂y

∣∣∣∣
y=sup

=
ah

l2ǫ

[
∂η

∂t
+ ǫ

∂φ

∂x

∣∣∣∣
y=sup

∂η

∂x

]
=
h2

l2

[
∂η

∂t
+ ǫ

∂φ

∂x

∣∣∣∣
y=sup

∂η

∂x

]
. (3.67)
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O bien

v = δ

[
∂η

∂t
+ ǫ

∂φ

∂x

∣∣∣∣
y=sup

∂η

∂x

]
= δ

[
∂η

∂t
+ ǫ

∂

∂x

[
f − 1

2
(1 + ǫη)2δ

∂2f

∂x2
+O2

]
∂η

∂x

]
,

= δ

[
∂η

∂t
+ ǫ

∂f

∂x

∂η

∂x
− 1

2
(1 + ǫη)2δǫ

∂3f

∂x3
∂η

∂x
+ (1 + ǫη)δǫ

∂2f

∂x2
∂η

∂x

∂η

∂x
+O2

]
,

= δ

[
∂η

∂t
+ ǫ

∂f

∂x

∂η

∂x
+O2

]
. (3.68)

De las ecuaciones (3.66) y (3.68) se obtiene la siguiente igualdad

−δ
[
(1 + ǫη)

d2f

dx2
− 1

6
δ
d4f

dx4
+O2

]
= δ

[
∂η

∂t
+ ǫ

∂f

∂x

∂η

∂x
+O2

]

(1 + ǫη)
d2f

dx2
− 1

6
δ
d4f

dx4
+
∂η

∂t
+ ǫ

∂f

∂x

∂η

∂x
+O2 = 0. (3.69)

Por último, en forma similar la ecuación (3.15) se reescribe de la siguiente manera

∂φ

∂t

∣∣∣∣
y=sup

+
1

2

(
∂φ

∂x

)2∣∣∣∣
y=sup

+
1

2

(
∂φ

∂y

)2∣∣∣∣
y=sup

+ gη = 0,

∂t

∂t

∂(ǫlc0φ)

∂t

∣∣∣∣
y=sup

+
1

2

(
∂x

∂x

∂(ǫlc0φ)

∂x

)2∣∣∣∣
y=sup

+
1

2

(
∂y

∂y

∂(ǫlc0φ)

∂y

)2∣∣∣∣
y=sup

+ gaη = 0,

c0ǫlc0
l

∂φ

∂t

∣∣∣∣
y=sup

+
1

2

(
ǫlc0
l

∂φ

∂x

)2∣∣∣∣
y=sup

+
1

2

(
ǫlc0
h

∂φ

∂y

)2∣∣∣∣
y=sup

+ gaη = 0,

c20ǫ

ga

∂φ

∂t

∣∣∣∣
y=sup

+
(ǫc0)

2

2ga

(
∂φ

∂x

)2∣∣∣∣
y=sup

+
(ǫlc0)

2

2gah2

(
∂φ

∂y

)2∣∣∣∣
y=sup

+ η = 0,

gha

hga

∂φ

∂t

∣∣∣∣
y=sup

+
a2gh

2h2ga

(
∂φ

∂x

)2∣∣∣∣
y=sup

+
(al)2gh

2gah4

(
∂φ

∂y

)2∣∣∣∣
y=sup

+ η = 0,

∂φ

∂t

∣∣∣∣
y=sup

+
a

2h

(
∂φ

∂x

)2∣∣∣∣
y=sup

+
al2

2h3

(
∂φ

∂y

)2∣∣∣∣
y=sup

+ η = 0,

∂φ

∂t

∣∣∣∣
y=sup

+
ǫ

2

(
∂φ

∂x

)2∣∣∣∣
y=sup

+
ǫ

2δ

(
∂φ

∂y

)2∣∣∣∣
y=sup

+ η = 0,

∂φ

∂t
+
ǫ

2
(u)2 +

ǫ

2δ
(v)2 + η = 0,

∂

∂t

(
f − δ

2

∂2f

∂x2

)
+
ǫ

2

(
∂f

∂x
− δ

2

∂3f

∂x3

)2

+
ǫ

2δ

(
δ

[
∂η

∂t
+ ǫ

∂f

∂x

∂η

∂x

])2

+O2 + η = 0,

∂f

∂t
− δ

2

∂3f

∂t∂x2
+
ǫ

2

[(
∂f

∂x

)2

− δ ∂f
∂x

∂3f

∂x3
+

(
δ

2

∂3f

∂x3

)2]
+
ǫδ2

2δ

(
∂η

∂t
+ ǫ

∂f

∂x

∂η

∂x

)2

+O2 + η = 0,

∂f

∂t
− δ

2

∂3f

∂t∂x2
+
ǫ

2

(
∂f

∂x

)2

+ η +O2 = 0, (3.70)

Para simplificar el problema se propone el cambio de variable

β =
∂f

∂x
. (3.71)
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De aqúı en adelante las cantidades que serán empleadas son las definidas en (3.54), por lo

que ya no será necesario denotarlas como x y solamente denotarlas como x respectivamente.

Calculando la derivada parcial respecto a x en (3.70) se encuentra

∂2f

∂x∂t
− δ

2

∂4f

∂t∂x3
+
ǫ

2

∂

∂x

(
∂f

∂x

)2

+
∂η

∂x
+O2 = 0, (3.72)

sustituyendo entonces la ecuación (3.71) en la ecuación anterior se obtiene

∂β

∂t
− δ

2

∂3β

∂t∂x2
+
ǫ

2

∂

∂x
(β2) +

∂η

∂x
+O2 = 0,

∂β

∂t
− δ

2

∂3β

∂t∂x2
+ ǫβ

∂β

∂x
+
∂η

∂x
+O2 = 0. (3.73)

Ahora, escribiendo la ecuación (3.69) en términos de la ecuación (3.71) se obtiene

(1 + ǫη)
∂β

∂x
− δ

6

∂3β

∂x3
+
∂η

∂t
+ ǫβ

∂η

∂x
+O2 = 0. (3.74)

Las ecuaciones (3.73) y (3.74) relacionan a β y η cuando δ = ǫ = 0 de la siguiente forma

∂β

∂t
+
∂η

∂x
= 0,

∂β

∂t
= −∂η

∂x
, (3.75)

y

∂β

∂x
+
∂η

∂t
= 0,

∂β

∂x
= −∂η

∂t
. (3.76)

Al calcular las derivadas parciales con respecto a x y t en las ecuaciones (3.75) y (3.76)

respectivamente se obtienen las ecuaciones de onda

∂2β

∂t2
=
∂2β

∂x2
, (3.77)

∂2η

∂t2
=
∂2η

∂x2
. (3.78)

Por lo tanto se propone que la función β sea de la forma

β = η + ǫF (x, t) + δG(x, t) +O2. (3.79)

Es importante observar que las constantes δ, ǫ representan cantidades f́ısicas diferentes a

partir de su definición en (3.55).

Bajo estas condiciones se considera que la expresión ∂η
∂t +

∂η
∂x es de primer orden en ǫ y δ.

Estas condiciones son de suma importancia ya que establece la siguiente condición

δ

(
∂η

∂x
− ∂η

∂t

)
= 2δ

∂η

∂x
,

∂η

∂x
− ∂η

∂t
= 2

∂η

∂x
,

∂η

∂t
= −∂η

∂x
. (3.80)
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A partir de la ecuación (3.79) se tiene que los términos F y G están multiplicados por ǫ

y δ respectivamente, y de manera análoga a la ecuación (3.80) se establecen las siguientes

condiciones
∂F

∂x
+
∂F

∂t
= O1, (3.81)

∂G

∂x
+
∂G

∂t
= O1, (3.82)

lo cual implica que estas ecuaciones son de primero orden en δ y ǫ.

Sustituyendo la ecuación (3.79) en la ecuación (3.73) y considerando todos los términos

de ǫ y δ de orden dos y los términos de orden superior son despreciables y se obtiene la

siguiente ecuación

∂

∂t

(
η + ǫF (x, t) + δG(x, t)

)
− δ

2

∂3

∂t∂x2

(
η + ǫF (x, t) + δG(x, t)

)

+ǫ

(
η + ǫF (x, t) + δG(x, t)

)
∂

∂x

(
η + ǫF (x, t) + δG(x, t)

)
+
∂η

∂x
= 0,

∂η

∂t
+ ǫ

∂F

∂t
+ δ

∂G

∂t
− δ

2

∂3η

∂t∂x2
+ ǫη

∂η

∂x
+
∂η

∂x
= 0,

∂η

∂t
+
∂η

∂x
+ ǫ

(
∂F

∂t
+ η

∂η

∂x

)
+ δ

(
∂G

∂t
− 1

2

∂3η

∂t∂x2

)
= 0. (3.83)

De la misma manera, al sustituir la ecuación (3.79) en la ecuación (3.74) se encuentra la

siguiente expresión

(1 + ǫη)
∂

∂x

(
η + ǫF (x, t) + δG(x, t)

)
− δ

6

∂3

∂x3

(
η + ǫF (x, t) + δG(x, t)

)

+
∂η

∂t
+ ǫ

(
η + ǫF (x, t) + δG(x, t)

)
∂η

∂x
= 0,

∂η

∂x
+
∂η

∂t
+ ǫ

∂F

∂x
+ δ

∂G

∂x
+ ǫη

∂η

∂x
− δ

6

∂3η

∂x3
+ ǫη

∂η

∂x
= 0,

∂η

∂x
+
∂η

∂t
+ ǫ

(
∂F

∂x
+ 2η

∂η

∂x

)
+ δ

(
∂G

∂x
− 1

6

∂3η

∂x3

)
= 0. (3.84)

Restando las ecuaciones (3.83) y (3.84) se encuentra

∂η

∂t
+
∂η

∂x
+ ǫ

(
∂F

∂t
+ η

∂η

∂x

)
+ δ

(
∂G

∂t
− 1

2

∂3η

∂t∂x2

)

−
[
∂η

∂x
+
∂η

∂t
+ ǫ

(
∂F

∂x
+ 2η

∂η

∂x

)
+ δ

(
∂G

∂x
− 1

6

∂3η

∂x3

)]
= 0,

ǫ

(
∂F

∂t
− ∂F

∂x
− 2η

∂η

∂x
+ η

∂η

∂x

)
+ δ

(
∂G

∂t
− ∂G

∂x
− 1

2

∂3η

∂t∂x2
+

1

6

∂3η

∂x3

)
= 0,

ǫ

(
∂F

∂t
− ∂F

∂x
− η ∂η

∂x

)
+ δ

(
∂G

∂t
− ∂G

∂x
− 1

2

∂3η

∂t∂x2
+

1

6

∂3η

∂x3

)
= 0. (3.85)

Ya que las constantes ǫ y δ representan cantidades f́ısicas diferentes, entonces los sumandos

de la ecuación anterior deben ser linealmente independientes entre śı, por lo tanto cada
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término es igual a cero.

De esta manera se tienen las siguientes EDP para F y para G

∂F

∂t
− ∂F

∂x
− η ∂η

∂x
= 0, (3.86)

∂G

∂t
− ∂G

∂x
− 1

2

∂3η

∂t∂x2
+

1

6

∂3η

∂x3
= 0, (3.87)

respectivamente y que pueden ser resueltas de manera independiente.

Para resolver la ecuación (3.86) se usa la condición (3.81), pero dado que la ecuación (3.86)

es un sumando que esta multiplicado por ǫ entonces (3.81) es igual a cero y de esta forma

se obtiene ∂F
∂x = −∂F

∂t .

Por lo tanto la ecuación (3.86) se resuelve como sigue

∂F

∂t
− ∂F

∂x
− η ∂η

∂x
= 0,

−∂F
∂x
− ∂F

∂x
− η ∂η

∂x
= 0,

−2∂F
∂x
− η ∂η

∂x
= 0,

2
∂F

∂x
= −η ∂η

∂x
,

2
∂F

∂x
= −1

2

∂η2

∂x
, (3.88)

La solución de esta EDP se obtiene simplemente integrando

F (x, t) = −1

4
η2. (3.89)

Para la ecuación (3.87) se sigue un procedimiento análogo.

La condición (3.82) establece la relación ∂G
∂x = −∂G

∂t , de tal forma que junto con la condición

(3.80), la ecuación (3.87) se puede reescribir como

∂G

∂t
− ∂G

∂x
− 1

2

∂3η

∂t∂x2
+

1

6

∂3η

∂x3
= 0,

−∂G
∂x
− ∂G

∂x
+

∂2

∂x2

(
− 1

2

∂η

∂t
+

1

6

∂η

∂x

)
= 0,

−2∂G
∂x

+
∂2

∂x2

(
1

2

∂η

∂x
+

1

6

∂η

∂x

)
= 0,

2
∂G

∂x
=

2

3

∂2

∂x2

(
∂η

∂x

)
,

∂G

∂x
=

1

3

∂3η

∂x3
, (3.90)

aśı integrando se obtiene

G(x, t) =
1

3

∂2η

∂x2
. (3.91)

Empleando los resultados (3.89) y (3.91) en la solución (3.79) se obtiene que

β = η − ǫ

4
η2 +

δ

3

∂2η

∂x2
. (3.92)
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Reemplazando ahora la expresión anterior para la frecuencia en la ecuación (3.74) se

encuentra

(1 + ǫη)
∂

∂x

(
η − ǫ

4
η2 +

δ

3

∂2η

∂x2

)
− δ

6

∂3

∂x3

(
η − ǫ

4
η2 +

δ

3

∂2η

∂x2

)

+
∂η

∂t
+ ǫ

(
η − ǫ

4
η2 +

δ

3

∂2η

∂x2

)
∂η

∂x
= 0, (3.93)

simplificando

∂η

∂x
− ǫ

4

∂(η2)

∂x
+
δ

3

∂3η

∂x3
+ ǫη

∂η

∂x
− δ

6

∂3η

∂x3
+
∂η

∂t
+ ǫη

∂η

∂x
= 0,

∂η

∂x
+
∂η

∂t
− ǫ

2
η
∂η

∂x
+ 2ǫη

∂η

∂x
+
δ

6

∂3η

∂x3
= 0, (3.94)

o bien

∂η

∂x
+
∂η

∂t
+

3ǫ

2
η
∂η

∂x
+
δ

6

∂3η

∂x3
= 0, (3.95)

que esencialmente es la ecuación KdV [1].

Para que la ecuación anterior se pueda manipular más fácilmente, es necesario eliminar el

término lineal de la derivada parcial respecto a la variable x de la siguiente forma

∂η

∂x
+
∂η

∂t
+

3ǫ

2
η
∂η

∂x
+
δ

6

∂3η

∂x3
= 0,

∂η

∂t
+
∂η

∂x

(
1 +

3ǫ

2
η

)
+
δ

6

∂3η

∂x3
= 0,

∂

∂t

(
2

3ǫ
+ η

)
+

2

3ǫ

[
∂

∂x

(
2

3ǫ
+ η

)](
3ǫ

2
+ η

)
+
δ

6

∂3

∂x3

(
2

3ǫ
+ η

)
= 0,

∂σ

∂t
+

3ǫσ

2

∂σ

∂x
+
δ

6

∂3σ

∂x3
= 0, (3.96)

donde σ(x, t) = 2
3ǫ + η.

La ecuación (3.96) es una de las variantes de la ecuación KdV más usada en la literatura

[6], en donde las constantes ǫ y δ están relacionadas con las variables caracteŕısticas del

problema f́ısico. Es conveniente escoger valores para dichas constantes que simplifiquen la

ecuación.

Para otras deducciones diferentes ver [11, 20, 21].

3.2. Solución a la ecuación KdV

En la sección anterior se realizo un procedimiento general para derivar un modelo que

describe el comportamiento de fenómenos que se propagan en la superficie de un fluido de

un canal por medio de una ecuación diferencial, la ecuación KdV.

En esta sección y en las posteriores se considera que la ecuación KdV tiene la siguiente

forma
∂u

∂t
+ δu

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0, (3.97)
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y que es una de las versiones más usadas para esta ecuación en la literatura [2, 12, 4, 5, 6].

Una manera de resolver la ecuación (3.97) es proponer que la función u sea una onda de

choque de la forma

u(x, t) = f(x− vt), (3.98)

de donde la función f esta por determinar y se supone que satisface las siguientes condi-

ciones asintóticas empleando el cambio de variable, ξ = x− vt

ĺım
ξ→±∞

f(ξ) = ĺım
ξ→±∞

f ′(ξ) = ĺım
ξ→±∞

f ′′(ξ) = 0, (3.99)

se transforma la EDP se transforma en una EDO

− vf ′ + f ′′′ + δff ′ = 0, (3.100)

donde f ′ denota la derivada df
dξ .

Uno de los métodos para resolver la ecuación (3.100) es el siguiente.

Primero se integra la ecuación (3.100) para reducir su orden

− vf + f ′′ +
δ

2
f2 = a, (3.101)

donde a una constante de integración.

Se multiplica ambos lados de (3.101) por 2f ′ y se integra nuevamente

−2vff ′ + 2f ′f ′′ + δf ′f2 = 2af ′

−vf2 + (f ′)2 +
δ

3
f3 = 2af + b, (3.102)

donde b es otra constante de integración.

A partir de las condiciones asintóticas (3.99) se tiene que a = b = 0

− vf2 + (f ′)2 + ηf3 = 0, (3.103)

con η = δ/3.

La ecuación (3.103) se puede resolver por el método de variables separables, el cual consiste

en despejar a f ′ e integrar

(f ′)2 = vf2 − ηf3 = f2(v − ηf)
df

dξ
= ±f

√
v − ηf

df

f
√
v − ηf = ±dξ. (3.104)

La ecuación (3.104) se resuelve a detalle en el apéndice A, encontrando que

1√
v
ln

∣∣∣∣
√
v − ηf −√v√
v − ηf +

√
v

∣∣∣∣ = ±(ξ − ξ0). (3.105)

La última parte del método radica en despejar a la función f .

Haciendo el cambio de variable, y = ±√v(ξ − ξ0), en (3.105) se reduce a

ln

∣∣∣∣∣

√
v − ηf −√v√
v − ηf +

√
v

∣∣∣∣∣ = y, (3.106)
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simplificando

±
√
v − ηf −√v√
v − ηf +

√
v

= ey,

±
√
v − ηf ∓

√
v = (

√
v +

√
v − ηf)ey,

±
√
v − ηf ∓

√
v = ey

√
v + ey

√
v − ηf,

±
√
v − ηf − ey

√
v − ηf = ey

√
v ±
√
v,

√
v − ηf(±1− ey) =

√
v(ey ± 1). (3.107)

Elevando al cuadrado ambos términos de (3.107) se obtiene

(
√
v − ηf(±1− ey))2 = (

√
v(ey ± 1))2, (3.108)

se realiza un poco de álgebra para despejar a f , aśı

(v − ηf)(±1− ey)2 = v(ey ± 1)2,

v − ηf =
v(ey ± 1)2

(±1− ey)2 ,

ηf = v − v(ey ± 1)2

(±1− ey)2 = v

(
1− (ey ± 1)2

(±1− ey)2
)

= v

(
(±1− ey)2 − (ey ± 1)2

(±1− ey)2
)

= v

(
1∓ 2ey + e2y − (e2y ± 2ey + 1)

(±1− ey)2
)

= v

(
1∓ 2ey + e2y − e2y ∓ 2ey − 1

(±1− ey)2
)
,

= v

( ∓4ey
(±1− ey)2

)
, (3.109)

de esta manera se puede expresar la función f como

f =
v

η

( ∓4
e−y(±1− ey)2

)
=
v

η

( ∓4
(e−y/2(±1− ey))2

)
=
v

η

( ∓4
(±e−y/2 − ey/2)2

)
,

=
3v

δ

( ∓4
(±e−y/2 − ey/2)2

)
. (3.110)

De la ecuación anterior se tiene que la solución se puede dividir en dos casos, el primero

es considerando el signo + en el numerador y el signo − en el denominador, y usando la

identidad 2 cosh(y/2) = ey/2 + e−y/2 entonces

f =
3v

δ

(
+4

(−e−y/2 − ey/2)2
)

=
3v

δ

(
4

(−2 cosh(y/2))2
)
,

=
3v

δ

(
4

4 cosh2(y/2)

)
=

3v

δ
sech

2(y/2),

=
3v

δ
sech

2

(√
v

2
(x− vt− ξ0)

)
, (3.111)

que es una función bien definida en cero y corresponde a una onda viajera que se propaga a

la derecha. Si en su lugar se considera una onda que está viajando a la izquierda, entonces

se debe reemplazar –v por +v. La constante ξ0 por otro lado determina la posición inicial

de la onda.
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A la expresión (3.111) se le conoce como una solución tipo solitón y fue analizada numéri-

camente en 1965 por R. M. Miura, M. D. Kruskal, C. S. Gardner y J. M. Greene [13, 14,

15, 16, 17, 18]. Los resultados de la simulación revelaron que cuando dos ondas se apro-

ximan sus formas se van distorsionando hasta que eventualmente se sobreponen. Cuando

ambas ondas reemergen estas conservan su forma y tamaño originales. El único resultado

que se presenta de esta interacción es un cambio de fase relativo debido a la interacción

no lineal [2, 12, 4, 6].

A causa de este comportamiento N. J. Zabruski y M. D. Kruskal llamaron a este tipo de

ondas solitones ya que se asemejan más a part́ıculas y no a ondas.

Se puede decir entonces que las propiedades principales que cumplen los solitones son las

siguientes:

Preservan su forma.

Son localizados en una región.

Cuando dos solitones interaccionan solo se ven afectados por un cambio de fase.

F́ısicamente los solitones son ondas solitarias que se autosoportan mientras se propagan a

velocidad constante y sin deformarse en un medio no lineal y dispersivo. Los solitones se

producen a través de una cancelación entre la no linealidad y los efectos dispersivos del

medio en el que se propagan. Actualmente en la solución (3.111) de la ecuación KdV se le

conoce como uno-solitón.

La segunda solución se obtiene al considerar el signo − en el numerador y el signo + en

el denominador, usando la identidad 2 sinh(y/2) = ey/2 − e−y/2

f =
3v

δ

( −4
(+e−y/2 − ey/2)2

)
=

3v

δ

( −4
(−2 sinh(y/2))2

)
=

3v

δ

( −4
4 sinh2(y/2)

)
,

=
3v

δ
csch

2

(√
v

2
(x− vt− ξ0)

)
, (3.112)

pero esta expresión no satisface las condiciones anteriores debido a que no está localizada

en una región y por lo tanto no es un solitón.

La tercera solución de la ecuación (3.97) se encuentra al considerar la onda de que de la

forma

u(x, t) = f(x+ vt), (3.113)

lo que conlleva a reescribir la ecuación (3.104) como

(f ′)2 = −vf2 − ηf3 = f2(−v − ηf),
df

dξ
= ±f

√
−v − ηf,

df

if
√
v + ηf

= ±dξ, (3.114)

donde i =
√
−1. La solución a la integral anterior es la misma que se encuentra en el A,

con la única diferencia que en la ecuación (3.114) tiene un factor de i. Se puede reescribir
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la ecuación (3.110) como

f = v

( ∓4eiy
(±1− eiy)2

)
, (3.115)

y por lo tanto la solución puede ser expresada como

f =
3v

δ
sec

2

(√
v

2
(x− vt− ξ0)

)
, (3.116)

Donde la función sec es una función que no se encuentra definida en los múltiplos impares

de π/2, por lo tanto no es una solución tipo solitón.

En la gráfica (3.2) se muestra como es el comportamiento de las soluciones de la ecuación

(3.98).

-10 -5 5 10

1

2

3

4

5

Figura 3.2: Comportamiento de u.

La linea roja representa a la solución (3.111) y se observa que es uniforme en todo el

intervalo. La linea azul fina representa la la solución (3.116) donde se observan las dis-

continuidades de la función, mientras que la linea azul gruesa representa a la solución

(3.112) donde se observa que no se encuentra definida en el punto x = 0. Concluyendo

gráficamente que las soluciones (3.112) y (3.116) no son soluciones tipo solitón.

Para un estudio más detallado de esta sección pueden ser consultadas las siguientes refe-

rencias [2, 6, 5, 4, 13, 14, 15, 16, 17, 18].
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Caṕıtulo 4

La transformada de dispersión

inversa

El método de la transformada de dispersión inversa es una técnica propuesta por V.

Marchenko en 1950 para recuperar el potencial de la ecuación de Schrödinger en problemas

de dispersión y el principal elemento empleado es la ecuación integral de Gelfand y Levitan

en un intervalo semi infinito [3, 5, 4]. Posteriormente R. M. Miura, M. D. Kruskal, C. S.

Gardner y J. M. Greene encontraron que este potencial es una solución a la ecuación KdV

de tipo solitón [2, 4, 3, 12, 23, 5]

El método de la transformada de dispersión inversa consiste brevemente en los siguientes

pasos:

Resolver el problema de la dispersión directa esto es, encontrar los correspondientes

coeficientes de dispersión en t = 0 que están dados por los coeficientes de reflexión,

transmisión y los niveles de enerǵıa del sistema para el potencial u(x, t) que satisface

la condición inicial de la ecuación KdV u(x, 0) = u(x).

Usando la formulación de Lax se calcula la evolución temporal de los coeficientes de

dispersión, al resolver un sistema de ecuaciones diferenciales.

Resolver la ecuación integral Gelfand, Levitan y Marchenko (GLM), en la cual se

hace uso de los coeficientes de dispersión dependientes del tiempo y de esta forma

recuperar el potencial u(x, t) mediante dispersión inversa.

El siguiente diagrama resume el método

Ecuación KdV
Ecuación de Schrödinger−−−−−−−−−−−−−−−→ Dispersión a t = 0

y
yFormulación de Lax

u(x, t)
Ecuación GLM←−−−−−−−−− Dispersión a t > 0

La idea detrás del procedimiento está basada en la teoŕıa de dispersión de la mecánica

cuántica en la que se consideran haces de part́ıculas libres provenientes desde ±∞ y que
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se encuentran con un potencial dispersivo inicial u(x, 0).

En la mecánica cuántica los estados del sistema están dados por funciones cuadrado inte-

grables L2(R) y que tienen norma 1.

Este espacio de estados tienen un producto interno definido de la siguiente forma

Sean ψ, φ ∈ L2(R), entonces

< ψ, φ >=

∫

R

ψ(x)φ(x)dx, (4.1)

define un producto interno tal que ψ ∈ L2(R) entonces < ψ,ψ ><∞.

Una forma de caracterizar estas funciones de onda es la siguiente.

Las funciones ψ son llamadas estado base si tienen la forma

ψ(x) = e−x
2
, (4.2)

mientras que, las funciones ψ que son de la forma

ψ(x) = e−ix, (4.3)

se les conoce como estados dispersivos [2].

La ecuación de Schrödinger describe la evolución temporal de un sistema f́ısico en cierto

estado cuántico

i~
∂ψ

∂t
= − ~

2

2m

∂2ψ

∂x2
+ uψ (4.4)

donde la función u(x) es una función real llamada potencial, ~ = h/2π, h es la constante

de Plank y m la masa de la part́ıcula.

Los niveles de enerǵıa se caracterizan en discretos para los estados base ó continuos para

los estados dispersivos [2, 3, 23].

La ecuación de Schrödinger puede ser interpretada como un problema de eigenvalores λ y

las eigenfunciones ψ para el problema estacionario, el cual es el caso particular en el que

la ecuación (4.4) no depende del tiempo y tiene la forma

− ~
2

2m

∂2ψ

∂x2
+ u(x)ψ = λψ, (4.5)

donde λ también es interpretada como la enerǵıa del sistema cuántico. A partir de la

interpretación de Copenhagen de la mecánica cuántica, la densidad de probabilidad para

la posición de una part́ıcula cuántica se encuentra dada por |ψ|2, en base a esto la ecuación

(4.5) implica que está probabilidad se conserva, es decir

d

dt

∫

R

|ψ|2dx = 0. (4.6)

El número de onda κ, esta relacionado con la enerǵıa de la forma

λ :=

√
2mκ

~
. (4.7)

Anaĺıticamente si se conoce el potencial u(x), se puede encontrar la función de onda ψ

de la ecuación de Schrödinger. Experimentalmente uno tiene lo contrario, es decir, en los

33



ESFM IPN

laboratorios uno busca recuperar el potencial u(x), a través de la información de dispersión

medida [2, 3, 23].

Asociado al problema estacionario, la ecuación de Schrödinger es una ecuación diferencial

ordinaria de segundo orden que define el siguiente operador lineal

L̂ψ = −∂
2ψ

∂x2
+ uψ = λψ. (4.8)

Está última expresión se simplifica al considerar las unidades de tal forma que ~
2/2m = 1

en la ecuación (4.5).

Se exige que la función u(x) sea una función de Faddeev [24], es decir, una función real

valuada finita, que cumple con la condición
∫

R

|u(x)|(1 + |x|)dx <∞, (4.9)

esto garantiza que existe un número finito de niveles de enerǵıa discretos, por lo cual se

excluyen los casos del oscilador armónico y el átomo de hidrógeno esto reduce el problema

al de una part́ıcula libre donde λ 6= 0 [2].

4.1. El problema de la dispersión directa

El problema de la dispersión directa consiste en encontrar los coeficientes dispersión

en t = 0 cuando el potencial es interpretado como la condición inicial u(x, 0) = u(x).

Se analiza primero el caso λ = κ2 > 0, con κ ∈ R\{0}, es decir, valores reales distintos de
cero.

Cuando u(x) tiene soporte compacto [12], entonces en el ĺımite asintótico x → ±∞,

u(x)→ 0 y la ecuación (4.8) es de la forma

− ∂2Ψ

∂x2
− κ2Ψ = 0. (4.10)

Una forma de resolver la ecuación anterior es utilizando el método del polinomio carac-

teŕıstico [25, 26, 27], de tal manera que la solución de la ecuación (4.10) es

Ψ(x, κ) = aeiκx + be−iκx, (4.11)

donde a y b son constantes, en general complejas.

La función de onda Ψ se puede escribir en términos de la base e±iκx ya que las exponenciales

son linealmente independientes

φ(x, κ) ∼ e−iκx, φ(x, κ) ∼ eiκx, cuando x→ −∞, (4.12)

ψ(x, κ) ∼ eiκx, ψ(x, κ) ∼ e−iκx, cuando x→∞, (4.13)

donde la operación complejo conjugado se denota como φ(x, κ) y ψ(x, κ) para las funciones

φ y ψ respectivamente.

De está manera se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

φ(x, κ) = a+(κ)ψ(x, κ) + b+(κ)ψ(x, κ), (4.14)
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ψ(x, κ) = a−(κ)φ(x, κ) + b−(κ)φ(x, κ), (4.15)

a estas funciones se les conoce como soluciones de dispersión, donde la función φ corres-

ponde al ĺımite asintótico cuando x → −∞ y la función ψ al ĺımite asintótico cuando

x→∞.

Las constantes a± y b± se pueden establecer en términos del Wronskiano de φ y ψ de la

siguiente forma.

El Wronskiano de φ y φ es

W (φ, φ) = φ
∂φ

∂x
− φ∂φ

∂x
= e−iκx

∂eiκx

∂x
− eiκx∂e

−iκx

∂x
,

= iκe−iκxeiκx − (−iκ)eiκxe−iκx = iκ+ iκ = 2iκ. (4.16)

De forma análoga para ψ y ψ

W (ψ, ψ) = ψ
∂ψ

∂x
− ψ∂ψ

∂x
= eiκx

∂e−iκx

∂x
− e−iκx∂e

iκx

∂x
,

= −iκeiκxe−iκx − (iκ)e−iκxeiκx = −iκ− iκ = −2iκ. (4.17)

Ambos Wronskianos son constantes respecto a x, para probar este hecho se emplea en el

fondo el teorema de Abel, y se calcula la derivada respecto a x

∂

∂x
W (φ, φ) =

∂

∂x

(
φ
∂φ

∂x
− φ∂φ

∂x

)
= φ

∂2φ

∂x2
+
∂φ

∂x

∂φ

∂x
− φ∂

2φ

∂x2
− ∂φ

∂x

∂φ

∂x
,

= φ
∂2φ

∂x2
− φ∂

2φ

∂x2
, (4.18)

sustituyendo el valor de la derivada ∂2φ
∂x2

a partir de la ecuación (4.8) en la ecuación anterior

para obtener
∂

∂x
W (φ, φ) = φ(u− κ2)φ− φ(u− κ2)φ = 0. (4.19)

El mismo procedimiento se realiza ahora para la función ψ, de tal forma que

∂

∂x
W (ψ, ψ) =

∂

∂x

(
ψ
∂ψ

∂x
− ψ∂ψ

∂x

)
= ψ

∂2ψ

∂x2
+
∂ψ

∂x

∂ψ

∂x
− ψ∂

2ψ

∂x2
− ∂ψ

∂x

∂ψ

∂x
,

= ψ
∂2ψ

∂x2
− ψ∂

2ψ

∂x2
= ψ(u− κ2)ψ − ψ(u− κ2)ψ = 0 (4.20)

Los valores de las constantes a+ y b+ se pueden encontrar en términos de los Wronskianos

de las funciones definidas en las ecuaciones (4.12) y (4.13) haciendo uso de las propiedades

del Wronskiano W (f, f) = 0 y W (f, g) = −W (g, f).

Para W (φ, ψ) se sustituye el valor de φ a partir de la ecuación (4.14)

W (φ, ψ) = W (a+ψ + b+ψ, ψ) = a+W (ψ, ψ) + b+W (ψ, ψ) = b+(−W (ψ, ψ)),

= −b+(−2iκ) = b+2iκ, (4.21)

de donde se obtiene

b+(κ) =
W (φ, ψ)

2iκ
. (4.22)
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Mientras que para W (φ, ψ) se sustituye de nuevo el valor de φ a partir de la ecuación

(4.14), aśı

W (φ, ψ) = W (a+ψ + b+ψ, ψ) = a+W (ψ, ψ) + b+W (ψ, ψ) = a+W (ψ, ψ),

= a+(−2iκ) = −a+2iκ, (4.23)

por lo que

a+(κ) = −W (φ, ψ)

2iκ
. (4.24)

Análogamente, al sustituir ψ a partir de la ecuación (4.15) en W (ψ, φ) se encuentra

W (ψ, φ) = W (a−φ+ b−φ, φ) =W (a−φ, φ) +W (b−φ, φ)

= a−W (φ, φ) + b−W (φ, φ) = −b−W (φ, φ),

= −b−2iκ, (4.25)

aśı,

b−(κ) = −W (ψ, φ)

2iκ
= −−(W (φ, ψ))

2iκ
=
W (φ, ψ)

2iκ
= b+(κ). (4.26)

De esta manera se concluye que b+(κ) = b−(κ) = b(κ) para ambas funciones φ y ψ.

Para el caso de la constante a− se calcula W (ψ, φ), sustituyendo nuevamente el valor de

ψ a partir de la ecuación (4.15)

W (ψ, φ) = W (a−φ+ b−φ, φ) =W (a−φ, φ) +W (b−φ, φ)

= a−W (φ, φ) + b−W (φ, φ) = a−W (φ, φ),

= a−2iκ, (4.27)

y por lo tanto

a−(κ) =
W (ψ, φ)

2iκ
. (4.28)

Al sustituir la ecuación (4.14) en el Wornskiano W (φ, φ) se encuentra la siguiente propie-

dad

W (φ, φ) = W (a+ψ + bψ, a+ψ + bψ) =W (a+ψ + bψ, a+ψ + bψ),

= W (a+ψ, a+ψ) +W (a+ψ, bψ) +W (bψ, a+ψ) +W (bψ, bψ),

= a+a+W (ψ, ψ) + bbW (ψ, ψ) + a+bW (ψ, ψ) + a+bW (ψ, ψ),

= |a+|2W (ψ, ψ) + |b|2W (ψ, ψ) = |a+|2(−2iκ) + |b|2(2iκ),
= 2iκ(|b|2 − |a+|2), (4.29)
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y al comparar este resultado con de la ecuación (4.16) se concluye que |b|2 − |a+|2 = 1.

De manera análoga para el Wronskiano de la función ψ y ψ se tiene

W (ψ, ψ) = W (a−φ+ bφ, a−φ+ bφ) =W (a−φ+ bφ, a−φ+ bφ),

= W (a−φ, a−φ) +W (a−φ, bφ) +W (bφ, a−φ) +W (bφ, bφ),

= a−a−W (φ, φ) + bbW (φ, φ) + a−bW (φ, φ) + a−bW (φ, φ),

= |a−|2W (φ, φ) + |b|2W (φ, φ) = |a−|2(2iκ) + |b|2(−2iκ),
= −2iκ(|b|2 − |a−|2), (4.30)

comparando comparando ahora este resultado con el de la ecuación (4.17) se observa que

|b|2 − |a−|2 = 1.

De esta manera se introducen los siguientes coeficientes

T (κ) =
1

b(κ)
, (4.31)

R±(κ) =
a±(κ)
b(κ)

, (4.32)

llamados coeficientes de dispersión.

A R±(κ) se le llama el coeficiente de reflexión, donde el signo + se relaciona con las ondas

que viajan de izquierda a derecha, mientras que el signo − esta relacionado con las ondas

que viajan de derecha a izquierda.

Por otro lado al coeficiente T (κ) se le conoce como el coeficiente de transmisión y el cual no

cambia con respecto a la dirección de propagación de la onda. De está forma se reescriben

las ecuaciones (4.14) y (4.15) como

φ(x, κ) =
R+(κ)

T (κ)
eiκx +

1

T (κ)
e−iκx cuando x→∞, (4.33)

ψ(x, κ) =
R−(κ)
T (κ)

e−iκx +
1

T (κ)
eiκx cuando x→ −∞. (4.34)

Los pares de ecuaciones (4.12), (4.33) y (4.13), (4.34) se conocen como la solución de Jost

para las funciones de onda φ y ψ respectivamente.

Los coeficientes de dispersión se pueden escribir como una matriz 2× 2

S(κ) =

(
T (κ) R−(κ)

R+(κ) T (κ)

)
, (4.35)

la matriz S debe pertenecer a U(2) para garantizar que los coeficientes (4.31) y (4.32)

satisfacen las siguientes condiciones

|T |2 + |R±|2 = 1, TR− +R+T = 0, T 2 −R−R+ = 1. (4.36)

La ecuación (4.36) puede ser interpretada como la conservación de enerǵıa en términos

de los coeficientes de transmisión y reflexión. Estas relaciones también establecen que las

columnas son vectores ortogonales y cada columna tiene magnitud 1. Los coeficientes de
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dispersión también pueden ser expresados en una forma integral, pero dicha forma solo es

válida si el potencial u(x) es una función real valuada integrable, con κ ∈ R\{0} [3, 23].
Para encontrar está forma integral se consideran las funciones f(x) y g(x) soluciones a las

ecuaciones −f ′′ = κ2f y −g′′ + ug = κ2 respectivamente.

Al calcular la derivada respecto a x del Wronskiano de f y g se obtiene

d

dx
W (f, g) =

d

dx

(
fg′ − gf ′

)
= fg′′ + f ′g′ − gf ′′ − g′f ′ = fg′′ − gf ′′,

= f(ug − κ2g)− g(−κ2f) = ufg − κ2fg + κ2fg = ufg, (4.37)

de manera que, por el teorema fundamental de cálculo se encuentra

W (f, g)(b)−W (f, g)(a) =

∫ b

a
u(x)f(x)g(x)dx. (4.38)

La forma integral de (4.32) se encuentra al proponer en la ecuación anterior a como

f(x) = e−iκx mientras que g(x) es la solución de Jost (4.33) en el ĺımite asintótico a→ −∞
y b→∞ obteniendo

∫ ∞

−∞
u(x)e−iκxφ(x)dx = ĺım

b→∞
W (e−iκx, φ)(b)− ĺım

a→−∞
W (e−iκx, φ)(a),

= W

(
e−iκx,

R+(κ)

T (κ)
eiκx +

1

T (κ)
e−iκx

)
−W (e−iκx, e−iκx),

= W

(
e−iκx,

R+(κ)

T (κ)
eiκx

)
+W

(
e−iκx,

1

T (κ)
e−iκx

)
,

=
R+(κ)

T (κ)
W (e−iκx, eiκx) +

1

T (κ)
W (e−iκx, e−iκx)

=
R+(κ)

T (κ)
(2iκ), (4.39)

despejando R+ se obtiene

R+(κ) =
T (κ)

2iκ

∫ ∞

−∞
u(x)e−iκxφ(x)dx. (4.40)

Análogamente si g(x) = ψ definida a partir de la solución de Jost (4.34), con f(x) = eiκx

∫ ∞

−∞
u(x)eiκxψ(x)dx = ĺım

b→∞
W (eiκx, ψ)(b)− ĺım

a→−∞
W (eiκx, ψ)(a),

= W

(
eiκx, eiκx

)
−W

(
eiκx,

R−(κ)
T (κ)

e−iκx +
1

T (κ)
eiκx

)
,

= −W
(
eiκx,

R−(κ)
T (κ)

e−iκx
)
−W

(
eiκx,

1

T (κ)
eiκx

)
,

= −R
−(κ)
T (κ)

W (eiκx, e−iκx)− 1

T (κ)
W (eiκx, eiκx)

= −R
−(κ)
T (κ)

(2iκ), (4.41)
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de esta manera R− tiene la forma

R−(κ) = −T (κ)
2iκ

∫ ∞

−∞
u(x)eiκxψ(x)dx. (4.42)

La forma integral del coeficiente de transmisión (4.31) se encuentra al proponer en la

ecuación (4.38) a la función f(x) = eiκx mientras que g(x) es la solución de Jost (4.33) en

el ĺımite asintótico a→ −∞ y b→∞
∫ ∞

−∞
u(x)eiκxφ(x)dx = ĺım

b→∞
W (eiκx, φ)(b)− ĺım

a→−∞
W (eiκx, φ)(a),

= W

(
eiκx,

R+(κ)

T (κ)
eiκx +

1

T (κ)
e−iκx

)
−W (eiκx, e−iκx),

= W

(
eiκx,

R+(κ)

T (κ)
eiκx

)
+W

(
eiκx,

1

T (κ)
e−iκx

)
−W (eiκx, e−iκx),

=
R+(κ)

T (κ)
W (eiκx, eiκx) +

1

T (κ)
W (eiκx, e−iκx)− (−2iκ),

=
1

T (κ)
(−2iκ) + 2iκ = 2iκ

(
− 1

T (κ)
+ 1

)
, (4.43)

despejando 1
T se encuentra

− 1

T (κ)
+ 1 =

1

2iκ

∫ ∞

−∞
u(x)eiκxφ(x)dx,

1

T (κ)
= 1− 1

2iκ

∫ ∞

−∞
u(x)eiκxφ(x)dx. (4.44)

La relación que hay entre R±(κ) y T (κ) con el potencial u(x) se establece a continuación

(ver [5]).

Partiendo de la ecuación de onda

∂2φ

∂x2
− ∂2φ

∂z2
= 0, (4.45)

se tiene que una forma de resolver esta ecuación es usando la transformada de Fourier

φ(x, z) =
1

2π

∫ ∞

−∞
ψ(x, κ)e−iκzdκ, (4.46)

donde ψ(x, κ) se escribe de la forma

ψ(x, z) =

∫ ∞

−∞
φ(x, z)eiκzdz. (4.47)

Sustituyendo (4.46) en (4.45) se encuentra

∂2φ

∂x2
− ∂2φ

∂z2
= 0,

∂2

∂x2

(
1

2π

∫ ∞

−∞
ψ(x, κ)e−iκzdκ

)
− ∂2

∂z2

(
1

2π

∫ ∞

−∞
ψ(x, κ)e−iκzdκ

)
= 0,

1

2π

∫ ∞

−∞

{
∂2

∂x2
ψ(x, κ)e−iκz − ∂2

∂z2

(
ψ(x, κ)e−iκz

)}
dκ = 0,

1

2π

∫ ∞

−∞

{
∂2ψ(x, κ)

∂x2
e−iκz − (−iκ)2ψ(x, κ)e−iκz

}
dκ = 0,

1

2π

∫ ∞

−∞

{
∂2ψ(x, κ)

∂x2
+ κ2ψ(x, κ)

}
e−iκzdκ = 0, (4.48)
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de tal manera que ψ(x, κ) debe satisfacer la ecuación

∂2ψ(x, κ)

∂x2
+ κ2ψ(x, κ) = 0. (4.49)

La ecuación (4.49) tiene la forma de una ecuación de eigenfunciones pero además es la

transformada de Fourier de la ecuación (4.45). En el problema que se está resolviendo, se

conoce el ĺımite asintótico por lo cual es necesario encontrar la solución a (4.49) en el caso

cuando x→∞ y donde ψ(x, κ) ∼ eiκx.
Usando esta condición se propone a φ de la siguiente forma

φ(x, z) = δ(x− z) +G(x, z), (4.50)

donde G(x, z) es una función real que cumple las siguientes condiciones: G(x, z) = 0 si

z < x y G(x, z) = ∂G(x,z)
∂z = 0 si z →∞.

Con estas condiciones se escribe ψ como

ψ(x, z) =

∫ ∞

−∞
{δ(x− z) +G(x, z)}eiκzdz = eiκx +

∫ ∞

x
G(x, z)eiκzdz, (4.51)

que puede ser reescrita como [5]

ψ(x, κ) = eiκx
(
1 +

1

κ
G(x, x)− 1

κ2

[
∂G(x, z)

∂z

]

z=x

)
− 1

κ2

∫ ∞

x

∂2G(x, z)

∂z2
eiκzdz. (4.52)

El problema que se desea resolver utilizando el método de dispersión inversa es el de la

ecuación (4.8) donde λ = κ2, en este caso particular para x→∞. Sustituyendo entonces

(4.51) en (4.8) se encuentra que

∂2ψ(x, κ)

∂x2
+ (κ2 − u)ψ = 0,

∂2ψ(x, κ)

∂x2
+ κ2ψ − uψ = 0,

eiκx
(
− κ2 − dG(x, x)

dx
− iκG(x, x)− ∂G(x, z)

∂x

∣∣∣∣
z=x

)
+

∫ ∞

x

∂2G(x, z)

∂x2
eiκzdz +

κ2
{
eiκx

(
1 +

1

κ
G(x, x)− 1

κ2

[
∂G(x, z)

∂z

]

z=x

)
− 1

κ2

∫ ∞

x

∂2G(x, z)

∂z2
eiκzdz

}
−

u

{
eiκx +

∫ ∞

x
G(x, z)eiκzdz

}
= 0, (4.53)

que simplifica a la siguiente ecuación

eiκx
{
− dG(x, x)

dx
− u−

(
∂G(x, z)

∂x
+
∂G(x, z)

∂z

)

z=x

}
+

∫ ∞

x

{
∂2G(x, z)

∂x2
− ∂2G(x, z)

∂z2
− uG(x, z)

}
eiκzdz = 0,

eiκx
{
− 2

dG(x, x)

dx
− u
}
+

∫ ∞

x

{
∂2G(x, z)

∂x2
− ∂2G(x, z)

∂z2
− uG(x, z)

}
eiκzdz = 0.

(4.54)
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De la expresión anterior se obtienen las siguientes condiciones

∂2G(x, z)

∂x2
− ∂2G(x, z)

∂z2
− uG(x, z) = 0, (4.55)

y la relación

−2dG(x, x)
dx

− u = 0, (4.56)

o bien

−2dG(x, x)
dx

= u. (4.57)

Esta última ecuación indica la relación entre el potencial u(x) y la función G(x, x) [5, 23].

El problema se reduce entonces a que dada la función de onda ψ(x, t) se debe encontrar

a G(x, z) y por medio de ella recuperar a u(x). Sustituyendo de esta forma (4.51) en la

ecuación (4.14) se obtiene

φ(x, κ) = a(κ)ψ(x, κ) + b(κ)ψ(x, κ),

= a(κ)

[
eiκx +

∫ ∞

x
G(x, z)eiκzdz

]
+ b(κ)

[
eiκx +

∫ ∞

x
G(x, z)eiκzdz

]
,

= a(κ)eiκx + b(κ)e−iκx +
∫ ∞

x

{
a(κ)G(x, z)eiκz + b(κ)G(x, z)e−iκz

}
dz,

(4.58)

recordando que la función G(x, z) = 0 cuando z < x se puede cambiar los ĺımites de

integración en la ecuación (4.58) de −∞ a ∞ y se pueda usar la transformada inversa de

Fourier y obtener una ecuación integral que involucre a G como sigue

φ(x, κ) = a(κ)eiκx + b(κ)e−iκx +
∫ ∞

−∞

{
a(κ)G(x, z)eiκz + b(κ)G(x, z)e−iκz

}
dz,

b(κ)

∫ ∞

−∞
G(x, z)e−iκzdz = φ(x, κ)− a(κ)eiκx − b(κ)e−iκx − a(κ)

∫ ∞

−∞
G(x, z)eiκzdz,

∫ ∞

−∞
G(x, z)e−iκzdz =

φ(x, κ)

b(κ)
− a(κ)

b(κ)
eiκx − e−iκx − a(κ)

b(κ)

∫ ∞

−∞
G(x, z)eiκzdz,

∫ ∞

−∞
G(x, z)e−iκzdz =

φ(x, κ)

b(κ)
−R(κ)eiκx − e−iκx −R(κ)

∫ ∞

−∞
G(x, z)eiκzdz,

G(x, z) =
1

2π

∫ ∞

−∞

{
φ(x, κ)

b(κ)
−R(κ)eiκx − e−iκx −R(κ)

∫ ∞

−∞
G(x, y)eiκydy

}
eiκzdκ,

=
1

2π

∫ ∞

−∞

{
φ(x, κ)

b(κ)
− e−iκx

}
eiκzdκ− 1

2π

∫ ∞

−∞
R(κ)eiκ(x+z)dκ

− 1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
R(κ)G(x, y)eiκ(y+z)dydκ. (4.59)

Es posible simplificar de manera conveniente la expresión anterior definiendo

B(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
R(κ)eiκxdκ (4.60)
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aśı

G(x, z) =
1

2π

∫ ∞

−∞

{
φ(x, κ)

b(κ)
− e−iκx

}
eiκzdκ−B(x+ z)−

∫ ∞

−∞
B(y + z)G(x, y)dy. (4.61)

La expresión (4.59) se analizará ahora por dos métodos diferentes [5, 23]. El primero es

introducir el contorno C semi circular de radio R, donde el diámetro del ćırculo es un

segmento de la ĺınea real [−R,R] en la parte superior del plano κ complejo (ver figura

(4.1)).

Figura 4.1: Contorno C en el plano complejo.

Se considera que la eigenfunción φ(x, κ)/b(κ) no tienen polos en la parte superior del

plano y que |φeiκx| → 1 cuando |κ| → ∞. Escribiendo entonces la integral del lado derecho

como
∫ ∞

−∞

{
φ(x, κ)

b(κ)
− e−iκx

}
eiκzdκ =

∫ ∞

−∞

{
φ(x, κ)

b(κ)
eiκx − 1

}
eiκ(z−x)dκ, (4.62)

y se observa que su valor decae exponencialmente cuando R→∞.

Utilizando el teorema integral de Cauchy se puede resolver (4.62), usando el hecho de que

para una función f(z) es anaĺıtica en un dominio simplemente conexo U y su derivada es

continua en U , entonces la integral sobre un contorno cerrado simple contenido en U es

cero [25, 26, 27] ∮

C
f(z)dz = 0 (4.63)

por lo cual para la integral (4.62) f(z) = φ(x, κ) no contribuye en (4.61), aśı se obtiene

que

G(x, z) = −B(x+ z)−
∫ ∞

−∞
B(y + z)G(x, y)dy,

G(x, z) +B(x+ z) +

∫ ∞

−∞
B(y + z)G(x, y)dy = 0, (4.64)

llamada la ecuación de Gelfand-Levitan-Marchenko para G(x, κ).

El segundo método es considerar κ = iχn con i2 = −1, es decir, considerar a κ puramente

complejo, en este caso la integral (4.62) se resuelve usando el teorema integral del residuo

[25, 26, 27], ya que la función φ(x, κ)/b(κ) tiene polos en la parte superior del plano

complejo.
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De esta manera el valor de la integral será

∫ ∞

−∞

{
φ(x, iχn)

b(iχn)
e−χnx − 1

}
e−χn(z−x)d(iχn) = 2πi

N∑

n=1

Rn (4.65)

donde Rn es el residuo de φ(x, iχn)/b(iχn)e
−χnx en iχn.

Para el cálculo de este residuo se emplea la otra solución de Jost (4.12) de la forma

φ(x, κ) = e−iκx +
∫ x

−∞
E(x, z)e−iκzdz, (4.66)

donde la función E(x, z) cumple condiciones similares a la función G(x, z).

Las soluciones de Jost (4.12) y (4.13) para eigenfunciones discretas iχn se escriben como

φ(x, iχn) ∼ eχnx cuando → −∞, (4.67)

ψ(x, iχn) ∼ e−χnx cuando →∞. (4.68)

Se establece aśı una relación entre las soluciones de Jost (4.67) y (4.68) dada por

Ψn(x, iχn) = cnψ(x, iχn) = dnφ(x, iχn), (4.69)

donde dn es una constante real y cn son las constantes de normalización de la n-ésima

eigenfunción [5, 3, 4, 23].

Al principio de la sección se demostró que las ecuaciones (4.16), (4.17) son constantes

respecto a la variable x y que los parametros κ = iχn son los polos de la ecuación (4.44)

[5, 3, 2, 4].

Derivando (4.22) con respecto a κ se obtiene la relación

∂W (φ, ψ)

∂κ
=

∂

∂κ

(
2iκ

T (κ)

)
,

∂

∂κ

(
φ
dψ

dx
− ψdφ

dx

)
=

∂

∂κ

(
2iκ

T (κ)

)
,

φ
∂

∂κ

dψ

dx
+
dψ

dx

∂φ

∂κ
− ψ ∂

∂κ

dφ

dx
− dφ

dx

∂ψ

∂κ
=

2i

T (κ)
− 2iκ

T (κ)2
∂T (κ)

∂κ
,

W

(
φ,
∂ψ

∂κ

)
+W

(
∂φ

∂κ
, ψ

)
=

2i

T (κ)
− 2iκ

T (κ)2
dT (κ)

dκ
. (4.70)

De manera análoga para la ecuación (4.8)

−∂
2ψ

∂x2
+ uψ = κ2ψ,

∂2ψ

∂x2
+ (κ2 − u)ψ = 0, (4.71)

se deriva respecto a κ y se multiplica por ψ

∂3ψ(x, κ)

∂x2∂κ
+ 2κψ + (κ2 − u)∂ψ

∂κ
= 0,

ψ
∂3ψ(x, κ)

∂x2∂κ
+ 2κψ2 + (κ2 − u)ψ∂ψ

∂κ
= 0. (4.72)
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Multiplicando ahora (4.71) por el factor ∂ψ
∂κ se obtiene

∂2ψ

∂x2
∂ψ

∂κ
+ (κ2 − u)ψ∂ψ

∂κ
= 0. (4.73)

Restando la ecuación (4.72) de la ecuación (4.73) se encuentra la siguiente relación

−ψ∂
3ψ(x, κ)

∂x2∂κ
− 2κψ2 − (κ2 − u)ψ∂ψ

∂κ
+
∂2ψ

∂x2
∂ψ

∂κ
+ (κ2 − u)ψ∂ψ

∂κ
= 0, (4.74)

y que cancelando términos se reduce a

−ψ∂
3ψ(x, κ)

∂x2∂κ
− 2κψ2 +

∂2ψ

∂x2
∂ψ

∂κ
= 0,

∂2ψ

∂x2
∂ψ

∂κ
− ψ∂

3ψ(x, κ)

∂x2∂κ
= 2κψ2,

∂

∂x

[
∂ψ

∂x

]
∂ψ

∂κ
− ∂

∂x

[
∂2ψ(x, κ)

∂x∂κ

]
ψ = 2κψ2. (4.75)

La ecuación anterior puede ser reescrita en términos de la derivada del Wronskiano con

respecto a x de manera análoga a la ecuación (4.18)

d

dx
W

(
∂ψ

∂κ
, ψ

)
= 2κψ2,

∫ ∞

−∞
dW

(
∂ψ

∂κ
, ψ

)
= 2κ

∫ ∞

−∞
ψ2dx, (4.76)

pero la condición (4.69) establece una relación entre ψ y Ψn que está normalizada para

κ = iχn, por lo cual la ecuación (4.76) tendrá la forma

W

(
∂ψ

∂κ
, ψ

)∣∣∣∣
x=∞

−W
(
∂ψ

∂κ
, ψ

)∣∣∣∣
x=−∞

= 2κ

∫ ∞

−∞

(
Ψn

cn

)2

dx,

W

(
∂ψ

∂κ
, ψ

)∣∣∣∣
x=∞

−W
(
∂ψ

∂κ
, ψ

)∣∣∣∣
x=−∞

=
2iχn
c2n

∫ ∞

−∞
Ψ2
ndx, (4.77)

y que en términos de χn se escribe como

W

(
∂ψ

∂κ
, ψ

)∣∣∣∣
x=∞

−W
(
∂ψ

∂κ
, ψ

)∣∣∣∣
x=−∞

=
2iχn
c2n

. (4.78)

Para evaluar los Wronskianos primero se sustituye la ecuación (4.69) en la ecuación (4.70)

cuando κ = iχn, de esta forma se obtiene

W

(
φ,
∂ψ

∂κ

)
+W

(
∂φ

∂κ
, ψ

)
=

2i

T (iχn)
+

2χn
T (κ)2

dT (κ)

dκ

W

(
cn
dn
ψ,
∂ψ

∂κ

)
+W

(
∂φ

∂κ
,
dn
cn
φ

)
=

2i

T (κ)
+

2χn
T (κ)2

dT (κ)

dκ
(4.79)

o bien

cn
dn
W

(
ψ,
∂ψ

∂κ

)
+
dn
cn
W

(
∂φ

∂κ
, φ

)
=

2i

T (κ)
+

2χn
T (κ)2

dT (κ)

dκ
(4.80)
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considerando el ĺımite asintótico x→ −∞ en la ecuación anterior y multiplicando por dn
cn

se encuentra

2idn
cnT (κ)

∣∣∣∣
x=−∞

+
2dnχn
cnT (κ)2

dT (κ)

dκ

∣∣∣∣
x=−∞

= W

(
ψ,
∂ψ

∂κ

)∣∣∣∣
x=−∞

+
d2n
c2n
W

(
∂φ

∂κ
, φ

)∣∣∣∣
x=−∞

,

= −W
(
∂ψ

∂κ
, ψ

)∣∣∣∣
x=−∞

+
d2n
c2n
W

(
∂φ

∂κ
, φ

)∣∣∣∣
x=−∞

,(4.81)

restando la ecuación (4.81) a la ecuación (4.78) se tiene que

2iχn
c2n
− 2idn
cnT (κ)

∣∣∣∣
x=−∞

− 2dnχn
cnT (κ)2

dT (κ)

dκ

∣∣∣∣
x−∞

=W

(
∂ψ

∂κ
, ψ

)∣∣∣∣
x=∞

−W
(
∂ψ

∂κ
, ψ

)∣∣∣∣
x=−∞

+W

(
∂ψ

∂κ
, ψ

)∣∣∣∣
x=−∞

− d2n
c2n
W

(
∂φ

∂κ
, φ

)∣∣∣∣
x=−∞

=W

(
∂ψ

∂κ
, ψ

)∣∣∣∣
x=∞

− d2n
c2n
W

(
∂φ

∂κ
, φ

)∣∣∣∣
x=−∞

, (4.82)

donde los términos de los Wronskianos son cero por la definición de ψ y φ en las ecuaciones

(4.51) y (4.66) respectivamente.

Al considerar el ĺımite asintótico x→ −∞ entonces el término T−1(κ) será cero ya que κ

es un polo simple de T [3, 23]. De esta manera de la ecuación (4.82) se obtiene

0 =
2iχn
c2n
− 2dnχn
cnT (κ)2

dT (κ)

dκ
,

i

c2n
=

dn
cnT (κ)2

dT (κ)

dκ
,

i

cndn
=

1

T (κ)2
dT (κ)

dκ
, (4.83)

esta última ecuación reduce el cálculo del residuo de la siguiente forma.

Para calcular el residuo de la ecuación (4.65), se reescribe la ecuación (4.69) usando el

resultado de la ecuación (4.83)

Ψn(x, iχn) =
T (iχn)cn

dn
ψ(x, iχn) = T (iχn)φ(x, iχn), (4.84)

multiplicando ahora (4.84) por e−χnz se obtiene

Ψn(x, iχn)e
−χnz =

T (iχn)cn
dn

ψ(x, iχn)e
−χnz = T (iχn)φ(x, iχn)e

−χnz, (4.85)

donde solo T (iχn) tiene polos simples. De esta forma el residuo en κ = iχn es

Rn =
cn
dn
ψ(x, iχn)e

−χnz(Residuo de T (iχn)), (4.86)

como T (iχn) tiene polos simples, el residuo de T (iχn) es

residuo de T (κ)|κ=iχn = −T (iχn)2
[
dT (κ)

dκ

]

κ=iχn

, (4.87)
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aśı la ecuación (4.86) se reescribe como

Rn = − cn
dn
ψ(x, iχn)e

−χnzT (iχn)
2

[
dT (κ)

dκ

]−1

κ=iχn

= − cn
dn
ψ(x, iχn)e

−χnz(−icndn),

= ic2nψ(x, iχn)e
−χnz. (4.88)

La ecuación (4.65) tiene entonces como resultado la siguiente expresión

∫ ∞

−∞

{
φ(x, iχn)

b(iχn)
e−χnx − 1

}
e−χn(z−x)d(iχn) = 2πi

N∑

n=1

ic2nψ(x, iχn)e
−χnz,

∫ ∞

−∞

{
φ(x, iχn)

b(iχn)
e−χnx − 1

}
e−χn(z−x)d(iχn) = −2π

N∑

n=1

c2nψ(x, iχn)e
−χnz. (4.89)

Sustituyendo entonces las ecuaciones (4.89) y (4.51) en la ecuación (4.59) se encuentra

G(x, z) =
1

2π
(−2π

N∑

n=1

c2nψ(x, iχn)e
−χnz)− 1

2π

∫ ∞

−∞
R(iχn)e

−χn(x+z)d(iχn)

− 1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
R(iχn)G(x, y)e

−χn(y+z)dyd(iχn),

= −
N∑

n=1

c2ne
−χnz

{
e−χnx +

∫ ∞

x
G(x, y)e−χnydy

}
− 1

2π

∫ ∞

−∞
R(iχn)e

−χn(x+z)d(iχn)

− 1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
R(iχn)G(x, y)e

−χn(y+z)dyd(iχn), (4.90)

o bien que

0 = G(x, z) +
N∑

n=1

c2ne
−χn(z+x) +

1

2π

∫ ∞

−∞
R(iχn)e

−χn(x+z)d(iχn)

+
N∑

n=1

c2ne
−χnz

∫ ∞

x
G(x, y)e−χnydy +

1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
R(iχn)G(x, y)e

−χn(y+z)dyd(iχn).

(4.91)

Utilizando la propiedad de la función G es igual a cero cuando z < x se reescribe la integral

anterior de −∞ a ∞

G(x, z) +
N∑

n=1

c2ne
−χn(z+x) +

1

2π

∫ ∞

−∞
R(iχn)e

−χn(x+z)d(iχn)

+

N∑

n=1

c2ne
−χnz

∫ ∞

−∞
G(x, y)e−χnydy +

1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
R(iχn)G(x, y)e

−χn(y+z)dyd(iχn) = 0,

(4.92)
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y factorizando la integral en la variable y en las dos últimas integrales se encuentra que

G(x, z) +
N∑

n=1

c2ne
−χn(z+x) +

1

2π

∫ ∞

−∞
R(iχn)e

−χn(x+z)d(iχn)

+

∫ ∞

−∞
G(x, y)

{ N∑

n=1

c2ne
−χn(z+y) +

1

2π

∫ ∞

−∞
R(iχn)e

−χn(y+z)d(iχn)

}
dy = 0.

(4.93)

Definiendo ahora el kernel de la ecuación GLM como

F (x+ z) =
N∑

n=1

c2ne
−χn(z+x) +

1

2π

∫ ∞

−∞
R(iχn)e

−χn(x+z)d(iχn), (4.94)

la ecuación (4.93) se simplifica a la siguiente expresión

G(x, z) + F (x+ z) +

∫ ∞

−∞
G(x, y)F (z + y)dy = 0. (4.95)

La ecuación anterior es la base de la transformada de la dispersión inversa y será analizada

en las secciones posteriores.

4.2. Formulación de Lax

Si se hace depender el potencial u(x) en la ecuación de Schrödinger (4.8) del parámetro

t, entonces, en general los eigenvalores λ dependen de t. La trasformada de dispersión

inversa es un ejemplo del problema isoespectral cuando esto no sucede [12, 2, 4].

La formulación de Lax está relacionada con el principio isoespectral que será usado para

la ecuación KdV. Este procedimiento se considera la introducción un par de operadores

denotados como L̂(t) y Â(t), que son autoadjuntos y antiadjuntos y que satisfacen la

condición
˙̂
L =

∂L̂

∂t
= −[L̂, Â], (4.96)

también conocida como representación de Lax.

El operador L̂ cumple el problema de eigenvalores L̂ψ = λψ y su espectro no depende del

parámetro t, mientras que el operador Â se define de tal manera que satisface las siguientes

condiciones (ver [12, 2, 4])

i. El parámetro λ es constante en el tiempo, es decir, ∂λ∂t = 0.

ii. Una solución a la ecuación lineal L̂ψ = λψ es ∂ψ
∂t − Âψ.

iii. El operador ∂L̂∂t +L̂Â−ÂL̂ es un operador de multiplicación no un operador diferencial

[2, 4, 12].

Para probar estos puntos se realiza el siguiente procedimiento.

Se calcula la derivada parcial respecto a t en ambos lados de la ecuación L̂ψ = λψ para

obtener

L̂
∂ψ

∂t
+ ψ

∂L̂

∂t
= λ

∂ψ

∂t
+ ψ

∂λ

∂t
. (4.97)
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Sustituyendo la ecuación (4.96) en la ecuación (4.97), donde ÂL̂ψ = Âλψ = λÂψ se

encuentra

L̂
∂ψ

∂t
− (L̂Â− ÂL̂)ψ = λ

∂ψ

∂t
+ ψ

∂λ

∂t

L̂
∂ψ

∂t
− L̂Âψ + λÂψ = λ

∂ψ

∂t
+ ψ

∂λ

∂t

L̂
∂ψ

∂t
− L̂Âψ + λÂψ − λ∂ψ

∂t
= ψ

∂λ

∂t

(L̂− λ)
(
∂ψ

∂t
− Âψ

)
= ψ

∂λ

∂t
. (4.98)

Calculando el producto interno de la ecuación anterior y la función ψ definida por la

ecuación (4.1) junto con la propiedad L̂ = L̂† se encuentra

||ψ||2∂λ
∂t

=

〈
ψ, (L̂− λ)

(
∂ψ

∂t
− Âψ

)〉
=

〈
(L̂− λ)ψ, ∂ψ

∂t
− Âψ

〉
= 0, (4.99)

de donde se concluye que ∂λ
∂t = 0.

Esté resultado implica que si ψ(x, t) es una eigenfunción de L̂ con eigenvalor λ = κ2,

entonces también ∂ψ
∂t − Âψ es una eigenfuncion de L̂.

Para probar el punto III se sustituye la solución ∂ψ
∂t − Âψ en la ecuación lineal L̂ψ = λψ

obteniendo

L̂

(
∂ψ

∂t
− Âψ

)
= λ

(
∂ψ

∂t
− Âψ

)
,

L̂
∂ψ

∂t
− L̂Âψ = λ

∂ψ

∂t
− Âλψ, (4.100)

como λ es constante respecto a t, se realiza el siguiente desarrollo en los términos de la

derecha

λ
∂ψ

∂t
− Âλψ = λ

∂ψ

∂t
− ÂL̂ψ =

∂

∂t

(
λψ

)
− ÂL̂ψ = L̂ψ − ÂL̂ψ,

= ψ
∂L̂

∂t
+ L̂

∂ψ

∂t
− ÂL̂ψ. (4.101)

De está forma la ecuación (4.100) se transforma en

L̂
∂ψ

∂t
− L̂Âψ =

(
∂L̂

∂t

)
ψ + L̂

∂ψ

∂t
− ÂL̂ψ,

−L̂Âψ =

(
∂L̂

∂t

)
ψ − ÂL̂ψ,

(
∂L̂

∂t

)
ψ − ÂL̂ψ + L̂Âψ = 0,

(
∂L̂

∂t
+ L̂Â− ÂL̂

)
ψ = 0, (4.102)

ya que la función ψ es arbitraria la ecuación anterior es equivalente a

∂L̂

∂t
+ L̂Â− ÂL̂ = 0, (4.103)
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y que en términos del conmutador se escribe como

∂L̂

∂t
+ [L̂, Â] = 0. (4.104)

A este resultado se le conoce como condición de compatibilidad [12] y corresponde a una

ecuación de evolución con una derivada parcial de primer orden respecto al tiempo.

La ecuación KdV se deriva a partir del operador de Schrödinger (4.8) y el operador Â.

El problema consiste en determinar al operador Â en forma explicita. Para ello se propone

que tenga la siguiente forma

Â = α3
∂3

∂x3
+ α2

∂2

∂x2
+ α1

∂

∂x
+ α0 (4.105)

donde los coeficientes αi con i = 0, 1, 2, 3 pueden depender de x y t pero no pueden

depender del parámetro λ. Además se debe cumplir la condición ∂L
∂t = ∂u

∂t .

Entonces al sustituir las ecuaciones (4.8) y (4.105) en la tercera condición de Lax se

encuentra

(∂L̂
∂t

+ L̂Â− ÂL̂
)
ψ = 0,

(4.106)

usando la condición ∂L
∂t = ∂u

∂t se reescribe la ecuación anterior

(
∂u

∂t

)
ψ +

(
− ∂2

∂x2
+ u
)(
α3

∂3

∂x3
+ α2

∂2

∂x2
+ α1

∂

∂x
+ α0

)
ψ

−
(
α3

∂3

∂x3
+ α2

∂2

∂x2
+ α1

∂

∂x
+ α0

)(
− ∂2

∂x2
+ u
)
ψ = 0,

ψ
∂u

∂t
+

(
− ∂2

∂x2
+ u
)(
α3
∂3ψ

∂x3
+ α2

∂2ψ

∂x2
+ α1

∂ψ

∂x
+ α0ψ

)

−
(
α3

∂3

∂x3
+ α2

∂2

∂x2
+ α1

∂

∂x
+ α0

)(
− ∂2ψ

∂x2
+ uψ

)
= 0,

ψ
∂u

∂t
− ∂2

∂x2

(
α3
∂3ψ

∂x3

)
− ∂2

∂x2

(
α2
∂2ψ

∂x2

)
− ∂2

∂x2

(
α1
∂ψ

∂x

)
− ∂2

∂x2
(α0ψ)

+ uα3
∂3ψ

∂x3
+ uα2

∂2ψ

∂x2
+ uα1

∂ψ

∂x
+ uα0ψ

−
[
− α3

∂5ψ

∂x5
− α2

∂4ψ

∂x4
− α1

∂3ψ

∂x3
− α0

∂2ψ

∂x2

+ α3
∂3uψ

∂x3
+ α2

∂2uψ

∂x2
+ α1

∂uψ

∂x
+ uα0ψ

]
= 0,

(4.107)
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desarrollando todos los términos y factorizando las constantes αi se tiene

ψ
∂u

∂t
− α3

∂5ψ

∂x5
− 2

∂α3

∂x

∂4ψ

∂x4
− ∂2α3

∂x2
∂3ψ

∂x3
− α2

∂4ψ

∂x4
− 2

∂α2

∂x

∂3ψ

∂x3
− ∂2α2

∂x2
∂2ψ

∂x2

− α1
∂3ψ

∂x3
− 2

∂α1

∂x

∂2

∂2ψ
∂x2 − ∂2α1

∂x2
∂ψ

∂x
− α0

∂2ψ

∂x2
− 2α′

0

∂ψ

∂x
− α′′

0ψ

+ uα3
∂3ψ

∂x3
+ uα2

∂2ψ

∂x2
+ uα1

∂ψ

∂x
+ uα0ψ

+ α3
∂5ψ

∂x5
+ α2

∂4ψ

∂x4
+ α1

∂3ψ

∂x3
+ α0

∂2ψ

∂x2

− α3

(
u
∂3ψ

∂x3
+ 3

∂u

∂x

∂2ψ

∂x2
+ 3

∂2u

∂x2
∂ψ

∂x
+
∂3u

∂x3
ψ
)
− α2

(
u
∂2ψ

∂x2
+ 2

∂u

∂x

∂ψ

∂x
+
∂2u

∂x2
ψ
)

− α1

(
u
∂ψ

∂x
+ ψ

∂u

∂x

)
− α0uψ = 0

(4.108)

que se puede simplificar a la siguiente expresión

ψ
∂u

∂t
− 2

∂α3

∂x

∂4ψ

∂x4
− ∂2α3

∂x2
∂3ψ

∂x3
− 2

∂α2

∂x

∂3ψ

∂x3
− ∂2α2

∂x2
∂2ψ

∂x2

− 2
∂α1

∂x

∂2ψ

∂x2
− ∂2α1

∂x2
∂ψ

∂x
− 2

∂α0

∂x

∂ψ

∂x
− ψ∂

2α0

∂x2

− α3

(
3
∂u

∂x

∂2ψ

∂x2
+ 3

∂2u

∂x2
∂ψ

∂x
+ ψ

∂3u

∂x3

)
− α2

(
2
∂u

∂x

∂ψ

∂x
+ ψ

∂2u

∂x2

)
− α1

(
ψ
∂u

∂x

)
= 0,

(4.109)

finalmente factorizando la función ψ y sus derivadas parciales respecto a x se encuentra

−2∂α3

∂x

∂4ψ

∂x4
+
∂3ψ

∂x3

(
− ∂2α3

∂x2
− 2

∂α2

∂x2

)
+
∂2ψ

∂x2

(
− ∂2α2

∂x2
− 2

∂α1

∂x
− 3α3

∂u

∂x

)

+
∂ψ

∂x

(
− ∂2α1

∂x2
− 2

∂α0

∂x
− 3α3

∂2u

∂x2
− 2α2

∂u

∂x

)

+ψ
(
− ∂2α0

∂x2
− α3

∂3u

∂x3
− α2

∂2u

∂x2
− α1

∂u

∂x
+
∂u

∂t

)
= 0. (4.110)

De la ecuación anterior se obtiene un sistema de 5 ecuaciones el cual debera cumplir las

siguientes condiciones

−2∂α3

∂x
= 0,

−∂
2α3

∂x2
− 2

∂α2

∂x
= 0,

−∂
2α2

∂x2
− 2

∂α1

∂x
− 3α3

∂u

∂x
= 0,

−∂
2α1

∂x2
− 2

∂α0

∂x
− 3α3

∂2u

∂x2
− 2α2

∂u

∂x
= 0,

−∂
2α0

∂x2
− α3

∂3u

∂x3
− α2

∂2u

∂x2
− α1

∂u

∂x
+
∂u

∂t
=
∂u

∂t
+ δu

∂

∂x
u+

∂3

∂x3
u = 0

. (4.111)
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Al resolver este sistema se obtiene que los coeficientes αi son de la forma

α0 = 3
∂u

∂x
− α2u+ c0,

α1 = 6u+ c1,

α2 = constante,

α3 = −4, (4.112)

donde c1, c0 son constantes de integración y la constante α2 es arbitraria, para simplificar

la expresión (4.105) se proponen estas constantes iguales a cero. Por lo tanto el operador

Â se reescribe como

Â = − ∂3

∂x3
+ 6u

∂

∂x
+ 3

∂u

∂x
. (4.113)

Al resultado anterior se le conoce como la representación de Lax para la ecuación KdV

[2, 4, 12, 28].

4.3. Evolución de la información de dispersión

Anteriormente se encontraron los datos de dispersión para el potencial u(x, 0) = u(x)

pero los coeficientes de dispersión evolucionan con el tiempo. Para encontrar dicha evolu-

ción se hace uso de los operadores L̂ y Â que fueron construidos en la sección anterior.

Sustituyendo las soluciones de Jost(4.12), (4.33), (4.13) y (4.34) en la segunda condición

de la formulación de Lax para el operador Â se encuentra la siguiente ecuación

∂φ

∂t
− Âφ =

∂φ

∂t
+ 4

∂3φ

∂x3
− 6u

∂φ

∂x
+ 3φ

∂u

∂t
= p(x, κ)ψ + q(x, κ)φ, (4.114)

donde los coeficientes p(x, κ) y q(x, κ) son los coeficientes que ayudan a determinar la

evolución temporal.

Considerando el ĺımite asintótico x→ −∞ se reescribe la ecuación anterior de la forma

∂e−iκx

∂t
+ 4iκ3e−iκx = p1(x, κ)

[ eiκx
T (κ)

+
R−(κ)e−iκx

T (κ)

]
+ q1(x, κ)e

−iκx, (4.115)

comparando los coeficientes de eiκx y e−iκx en la ecuación (4.115) en ambos lados de la

igualdad, se concluye que p1(x, κ) = 0 y q1(x, κ) = 4iκ3.

Por lo tanto la ecuación (4.114) para φ tiene la forma

∂φ

∂t
−Aφ = 4iκ3φ. (4.116)

Análogamente para la función ψ, se considera el ĺımite asintótico x→∞ para obtener la

siguiente relación

∂ψ

∂t
− Âψ =

∂ψ

∂t
+ 4

∂3ψ

∂x3
− 6u

∂ψ

∂x
+ 3ψ

∂u

∂x
= p2(x, κ)φ+ q2(x, κ)ψ, (4.117)

entonces la ecuación anterior se simplifica como

∂eiκx

∂t
− 4iκ3eiκx = p2(x, κ)

[e−iκx
t(κ)

+
R+(κ)eiκx

T (κ)

]
+ q2(x, κ)e

iκx, (4.118)
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al comparar los coeficientes de eiκx y e−iκx en ambos lados de la igualdad de (4.118) se

encuentra que p2(x, κ) = 0 y q2(x, κ) = −4iκ3.
Aśı la ecuación (4.114) para ψ es

∂ψ

∂t
−Aψ = −4iκ3ψ. (4.119)

Las ecuaciones (4.116) y (4.119) forman un sistema de ecuaciones diferenciales que rela-

cionan las soluciones de Jost con el parámetro t.

Para resolver este sistema se sustituye la ecuación (4.14) en la ecuación (4.116) y se despeja
∂φ
∂t ,

∂φ

∂t
=

∂

∂t
(a+eiκx) +

∂

∂t
(be−iκx) = (4iκ3 − 4

∂3

∂x3
)(a+eiκx + be−iκx),

= 4iκ3a+eiκx + 4iκ3be−iκx − 4
∂3

∂x3
(a+eiκx)− 4

∂3

∂t3
(be−iκx),

= 4iκ3a+eiκx + 4iκ3be−iκx − 4(iκ)3a+eiκx − 4(−iκ)3be−iκx,
= 4iκ3a+eiκx + 4iκ3be−iκx + 4iκ3a+eiκx − 4iκ3be−iκx,

= 8iκ3a+eiκx, (4.120)

al comparar los coeficientes de eiκx y e−iκx en la ecuación (4.120) se concluye

∂b

∂t
= 0,

b(κ, t) = b(κ, 0), (4.121)

por lo tanto b(κ) es constante en el tiempo.

De forma análoga para la función ψ, se sustituye la ecuación (4.15) en la ecuación (4.119)

de donde se encuentra

∂ψ

∂t
=

∂

∂t
(a−e−iκx) +

∂

∂t
(beiκx) = (−4iκ3 − 4

∂3

∂x3
)(a−e−iκx + beiκx),

= −4iκ3a−e−iκx − 4iκ3beiκx − 4
∂3

∂x3
(a−e−iκx)− 4

∂3

∂x3
(beiκx),

= −4iκ3a−e−iκx − 4iκ3beiκx − 4(−iκ)3a−e−iκx − 4(iκ)3beiκx,

= −4iκ3a−e−iκx − 4iκ3beiκx − 4iκ3a−e−iκx + 4iκ3beiκx

= −8iκ3a−eiκx, (4.122)

de tal manera que se obtiene un resultado equivalente en las ecuaciones (4.120) y (4.122).

Para encontrar como vaŕıan los coeficientes a± con respecto a t se resuelve la ecuación

diferencial que se encuentra al comparar los coeficientes en (4.120) y (4.122)

da±

dt
= ±8iκ3a±, (4.123)

y cuya solución es de la forma

a± = ±a(κ, 0)e±8iκ3t. (4.124)
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Sustituyendo los resultados de las ecuaciones (4.121) y (4.124) en la ecuación (4.31) y

(4.32), se encuentran las siguientes expresiones para los coeficientes de reflexión y trans-

misión dependientes del tiempo

T (κ, t) =
1

b(κ, t)
=

1

b(κ, 0)
= T (κ, 0), (4.125)

R±(κ, t) =
a±(κ, t)
b(κ)

= ±a
±(κ, 0)
b(κ, 0)

e±8iκ3t = ±R±(κ, 0)e±8iκ3t. (4.126)

La evolución temporal de las constantes de normalización cn se encuentra a partir de la

ecuación (4.69) al definir la siguiente constante

γn :=
cn
dn

=
φ(x, iχn)

ψ(x, iχn)
, (4.127)

donde n = 1, 2, 3, . . . , N .

Despejando φ en (4.127) y sustituyendo en la ecuación (4.116) se encuentra

∂φ

∂t
− Âφ = 4χ3

nφ,

∂(γnψ)

∂t
− Âγnψ = 4χ3

nγnψ,

ψ
∂γn
∂t

+ γn
∂ψ

∂t
− Âγnψ = 4χ3

nγnψ. (4.128)

Con la finalidad de encontrar ∂γn
∂t se multiplica la ecuación (4.119) por −γn se obtiene

− γn
∂ψ

∂t
+ Âγnψ = 4χ3

nγnψ, (4.129)

aśı sumando (4.128) con (4.129) se encuentra la siguiente ecuación diferencial para γn con

respecto al parámetro t

ψ
∂γn
∂t

+ γn
∂ψ

∂t
− Âγnψ − γn

∂ψ

∂t
+ Âγnψ = 4χ3

nγnψ + 4χ3
nγnψ,

ψ
∂γn
∂t

= 8γnχ
3
nψ, (4.130)

de donde se obtiene la derivada parcial temporal de γn

∂γn
∂t

= 8γnχ
3
n. (4.131)

La ecuación diferencial (4.131) puede ser resuelta directamente por el método de separación

de variables, donde se propone que γn depende unicamente del parámetro t para convertir

la EDP en la siguiente EDO

dγn
dt

= 8γnχ
3
n, (4.132)

la cual tiene por solución a

γn(t) = γn(0)e
8χ3

nt. (4.133)
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La dependencia temporal de las constantes cn se encuentra al sustituir la ecuación (4.127)

en (4.133) de tal modo que

cn(iχn, t)

dn
= γn(t) = γn(0)e

8χ3
nt. (4.134)

De la ecuación anterior se propone que las funciones cn y dn sean de la forma [4]

cn(iχn, t) = cn(0)e
4χ3

nt, (4.135)

y

dn(iχn, t) = dn(0)e
−4χ3

nt, (4.136)

Los coeficientes definidos en (4.125), (4.126) y (4.135) junto con la condición de que χn no

depende del tiempo se conocen como la información de dispersión. Estos son los coeficientes

empleados para recuperar el potencial u(x, t) a partir del problema de la dispersión inversa

que será analizado en la siguiente sección.

4.4. El problema de dispersión inversa

El problema anteriormente planteado en forma f́ısica consiste en encontrar la distribu-

ción de masa de un objeto que vibra mecánicamente conociendo su enerǵıa o su amplitud

y frecuencia [5].

En esta sección se presenta un método para resolver el problema de dispersión inversa.

Esta formulación permite recuperar el potencial u(x, t) a partir de la función G(x, z) de-

finida en la ecuación (4.95) al conocer la información de dispersión cuando R±
j (κ, t) = 0,

es decir un potencial sin reflexión. Esto se debe a que cuando los coeficientes de reflexión

son cero el kernel de la ecuación integral se vuelve separable, de esta manera una ecuación

integral con kernel separable puede ser resuelta expĺıcitamente al transformar la ecuación

en un sistema de ecuaciones lineales algebraicas [2, 4, 3, 23, 5].

4.4.1. Solución uno-Solitón

La solución uno-Solitón se encuentra al resolver la ecuación integral GLM (4.95) cuando

N = 1.

Para ese caso el kernel definido a partir de la ecuación (4.94) se reduce a

F (x+ z) = c2e−χ(z+x), (4.137)

por lo que la correspondiente ecuación GLM (4.95) será entonces

G(x, z) + c2e−χ(z+x) + c2
∫ ∞

−∞
G(x, y)e−χ(z+y)dy = 0. (4.138)

Para resolver la ecuación anterior se propone que la función G(x, z) sea de la forma

G(x, z) = G(x)e−χz, (4.139)
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donde la dependencia en t entra como un parámetro que se encuentra definido a partir de

la información de dispersión [3]. Los ĺımites en la integral de la ecuación (4.138) pueden ser

cambiados al usar el hecho de que la función G(x, z) es cero cuando z < x y sustituyendo

(4.139) en la ecuación (4.138) para despejar la integral se encuentra

c2
∫ ∞

x
G(x, t)e−χye−χ(y+z)dy = −G(x, t)e−χz − c2e−χ(x+z),

(4.140)

simplificando

c2e−χzG(x, t)
∫ ∞

x
e−2χydy = −G(x, t)e−χz − c2e−χxe−χz,

− c
2

2χ
G(x, t)[−e−2χx]e−χz = −G(x, t)e−χz − c2e−χxe−χz,

(4.141)

donde se puede despejar a G(x, t)

G(x, t)e−χz
[
1 +

c2

2χ
e−2χx

]
= −c2e−χxe−χz,

G(x, t)e−χz = − c
2e−χxe−χz

1 + c2

2χe
−2χx

,

G(x, z, t) = − c2e−χ(x+z)

1 + c2

2χe
−2χx

. (4.142)

La expresión anterior se puede escribir de una forma más conveniente empleando el cambio

de variable ξ =
√

c2

2χ .

Es importante recordar que la ecuación (4.57) relaciona a u(x, t) respecto a G(x, x, t),

de esta manera al sustituir (4.142) en (4.57) se obtiene después de hacer el desarrollo

algebraico que

u(x, t) = −2∂G(x, x, t)
∂x

= −2 ∂
∂x

(
− 2χξ2e−2χx

1 + ξ2e−2χx

)
= 4χξ2

∂

∂x

(
e−2χx

1 + ξ2e−2χx

)
,

= 4χξ2
(

1

1 + ξ2e−2χx

)
(−2χe−2χx) + 4χξ2(e−2χx)

(
−
[
1 + ξ2e−2χx

]−2
)(
−2χξ2e−2χx

)
,

= − 8χ2ξ2e−2χx

1 + ξ2e−2χx
+

8χ2ξ4e−4χx

[
1 + ξ2e−2χx

]2 = 8χ2ξ2


ξ

2e−4χx − e−2χx
[
1 + ξ2e−2χx

]
[
1 + ξ2e−2χx

]2


 ,

= 8χ2ξ2


ξ

2e−4χx − e−2χx − ξ2e−4χx

[
1 + ξ2e−2χx

]2


 = − 8χ2ξ2e−2χx

[
1 + ξ2e−2χx

]2 ,

= −2χ2

[
2ξe−χx

1 + ξ2e−2χx

]2
= −2χ2

[
1

1
2(ξ

−1eχx + (ξ−1eχx)ξ2e−2χx)

]2

= −2χ2

[
1

1
2(ξ

−1eχx + ξe−χx)

]2

. (4.143)
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Por otro lado, aplicando la identidad eln |ξ| = |ξ| se encuentra

ln |ξ| = ln

∣∣∣∣∣∣

√
c2

2χ

∣∣∣∣∣∣
=

1

2
ln

∣∣∣∣∣
c(0)2e8χ

3t

2χ

∣∣∣∣∣ =
1

2

(
ln |e8χ3t|+ ln

∣∣∣∣∣
c(0)2

2χ

∣∣∣∣∣

)
=

1

2

(
8χ3t+ ξ′0

)
,

= 4χ3t+
ξ′0
2

= 4χ3t+ ξ0, (4.144)

donde ξ′0 = ln

∣∣∣∣
c2(0)
2χ

∣∣∣∣ y ξ = ξ0/2, aśı (4.143) se reduce a la siguiente expresión

u(x, t) = −2χ2

[
1

1
2(e

ln|ξ−1|eχx + eln|ξ|e−χx)

]2

= −2χ2

[
1

1
2(e

−(4χ3t+ξ0)+χx + e−(χx−(4χ3t+ξ0)))

]2
,

= −2χ2

[
1

1
2(e

χx−4χ3t−ξ0 + e−(χx−4χ3t−ξ0))

]2
, (4.145)

la ecuación anterior se simplifica usando la definición de las funciones hiperbólicas, cosh(x) =
ex+e−x

2 , obteniendo entonces

u(x, t) = − 2χ2

[
1
2e
χx−4χ3t−ξ0 + e−(χx−4χ3t−ξ0)

]2 = − 2χ2

[
cosh(χx− 4χ3t− ξ0)

]2 ,

= −2χ2
sech

2(χx− 4χ3t− ξ0) = −2χ2
sech

2(χ[x− 4χ2t− ξ′0]). (4.146)

La ecuación (4.146) es llamada la solución uno-Solitón para la ecuación KdV y al hacer la

comparación con la ecuación (3.111) cuando δ = −6 se tiene que

u(x, t) = −v
2
sech

2

(√
v

2
(x− vt− ξ0)

)
. (4.147)

La ecuación (4.147) se encuentra al resolver la ecuación KdV empleando una onda de cho-

que, mientras que la ecuación (4.146) se encuentra al emplear la transforma de dispersión

inversa. Comparando los argumentos de ambas ecuaciones se encuentra una relación entre

la enerǵıa y la velocidad de la siguiente forma, v = 4χ2 mostrando que ambas ecuaciones

son equivalentes.

4.4.2. Solución 2-Solitón

La transformada de dispersión inversa permite analizar como interaccionan varios so-

litones. En esta sección se estudia el caso para N = 2 en la ecuación (4.94) esto permite

ver la interacción entre dos solitones.

Para N = 2 el kernel definido por la ecuación (4.94) es de la forma

F (x, t) =
2∑

n=1

c2ne
−χnx = c21e

−χ1x + c22e
−χ2x, (4.148)
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sustituyendo este kernel en la ecuación se encuentra

G(x, z) + c21e
−χ1(x+z) + c22e

−χ2(x+z)

+

∫ ∞

−∞
G(x, y)

(
c21e

−χ1(z+y) + c22e
−χ2(z+y)

)
dy = 0,

G(x, z) + c21e
−χ1xe−χ1z + c22e

−χ2xe−χ2z

+c21

∫ ∞

−∞
G(x, y)e−χ1(z+y)dy + c22

∫ ∞

−∞
G(x, y)e−χ2(z+y)dy = 0.

(4.149)

Para resolver las integrales que aparecen en la expresión anterior se propone que la función

G(x, z) sea de la siguiente forma

G(x, z) =

2∑

1

Gm(x)e
−χmz = G1(x)e

−χ1z +G2(x)e
−χ2z, (4.150)

aśı sustituyendo (4.150) en (4.149) y tomando en consideración la condición de que la

función G(x, z) es cero cuando z < x se obtiene

G1(x, t)e
−χ1z +G2(x, t)e

−χ2z + c21e
−χ1xe−χ1z + c22e

−χ2xe−χ2z

+ c21

∫ ∞

x

(
G1(x, t)e

−χ1y +G2(x, t)e
−χ2y

)
e−χ1(z+y)dy

+ c22

∫ ∞

x

(
G1(x, t)e

−χ1y +G2(x, t)e
−χ2y

)
e−χ2(z+y)dy = 0, (4.151)

y separando entonces las partes que dependen de la variable y en las integrales, se encuentra

que
(
G1(x, t) + c21e

−χ1x

)
e−χ1z +

(
G2(x, t) + c22e

−χ2x

)
e−χ2z

+c21G1(x, t)e
−χ1z

∫ ∞

x
e−2χ1ydy + c22G2(x, t)e

−χ2z

∫ ∞

x
e−2χ2ydy

+

(
c21G2(x, t)e

−χ1z + c22G1(x, t)e
−χ2z

)∫ ∞

x
e−(χ2+χ1)ydy = 0.

(4.152)

Las integrales que se encuentran en la expresión anterior se pueden realizar directamente,

aśı (
G1(x, t) + c21e

−χ1x

)
e−χ1z +

(
G2(x, t) + c22e

−χ2x

)
e−χ2z + c21G1(x, t)e

−χ1z
e−2χ1y

−2χ1

∣∣∣∣
∞

x

+ c22G2(x, t)e
−χ2z e

−2χ2y

−2χ2

∣∣∣∣
∞

x

+

(
c21G2(x, t)e

−χ1z + c22G1(x, t)e
−χ2z

)
e−(χ2+χ1)y

−χ1 − χ2

∣∣∣∣
∞

x

= 0,

(4.153)

y al evaluar en los ĺımites de integración se tiene
(
G1(x, t) + c21e

−χ1x

)
e−χ1z +

(
G2(x, t) + c22e

−χ2x

)
e−χ2z + c21G1(x, t)e

−χ1z
e−2χ1x

2χ1

+ c22G2(x, t)e
−χ2z e

−2χ2x

2χ2
+

(
c21G2(x, t)e

−χ1z + c22G1(x, t)e
−χ2z

)
e−(χ2+χ1)x

χ1 + χ2
= 0.

(4.154)
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Desarrollando ahora todos los términos en la ecuación (4.154) se llega a la siguiente ex-

presión

G1(x, t)e
−χ1z + c21e

−χ1(z+x) +G2(x, t)e
−χ2z + c22e

−χ2(z+x) +
c21G1(x, t)

2χ1
e−χ1(z+x)e−χ1x

+
c22G2(x, t)

2χ2
e−χ2(z+x)e−χ2x +

c21G2(x, t)

χ1 + χ2
e−χ1(z+x)e−χ2x +

c22G1(x, t)

χ1 + χ2
e−χ2(z+x)e−χ1x = 0,

(4.155)

la cual al agrupar sumandos similares se puede escribir como

[
G1(x, t) + c21e

−χ1x + c21e
−χ1x

(
G1(x, t)

2χ1
e−χ1x +

G2(x, t)

χ1 + χ2
e−χ2x

)]
e−χ1z

+

[
G2(x, t) + c22e

−χ1x + c22e
−χ2x

(
G2(x, t)

2χ2
e−χ2x +

G1(x, t)

χ1 + χ2
e−χ1x

)]
e−χ2z = 0.

(4.156)

Como cada sumando en la ecuación anterior es linealmente independiente, se encuentra el

siguiente sistema de ecuaciones

G1(x, t) + c21e
−χ1x + c21e

−χ1x

(
G1(x, t)

2χ1
e−χ1x +

G2(x, t)

χ1 + χ2
e−χ2x

)
= 0, (4.157)

G2(x, t) + c22e
−χ1x + c22e

−χ2x

(
G2(x, t)

2χ2
e−χ2x +

G1(x, t)

χ1 + χ2
e−χ1x

)
= 0. (4.158)

Para resolver este sistema de ecuaciones se define la siguiente matriz A

A =


 1 +

c21
2χ1

e−2χ1x c21
χ1+χ2

e−(χ1+χ2)x

c22
χ1+χ2

e−(χ1+χ2)x 1 +
c22
2χ2

e−2χ1x


 , (4.159)

donde sus entradas son de la forma

Am,j = δm,j +
c2me

−(χj+χm)x

χj + χm
, (4.160)

con m, j = 1, 2. El sistema de ecuaciones (4.157) y (4.158) se reduce entonces al siguiente

producto de la matriz (4.160) por un vector G de la forma


 1 +

c21
2χ1

e−2χ1x c21
χ1+χ2

e−(χ1+χ2)x

c22
χ1+χ2

e−(χ1+χ2)x 1 +
c22
2χ2

e−2χ1x



(
G1(x)

G2(x)

)
=

(−c21e−χ1x

−c22e−χ2x

)
, (4.161)

es decir a la ecuación AG = F , la cual tiene como solución a G = A−1F donde A−1 es la

matriz inversa de (4.159).

Para encontrar la forma explicita de este vector G, se emplea el siguiente procedimiento.

Derivando la ecuación (4.160) respecto a x se obtiene

dAj,m
dx

= −c2me−(χm+χj)x, (4.162)
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que anterior puede ser expresada en términos del kernel (4.148) como

dAj,m
dx

= −Fm(x, t)e−χjx, (4.163)

y de esta manera reescribir a (4.149) en el punto z = x como

G(x, x) =
2∑

j=1

Gj(x)e
−χmz =

2∑

m=1

2∑

j=1

A−1
m,jFm(x)e

−χmz = −
2∑

m=1

2∑

j=1

A−1
m,j

d

dx
Aj,m. (4.164)

Utilizando el resultado de álgebra lineal (ver [29]) que relaciona la traza del producto de

la matriz inversa de A con la derivada de la matriz A respecto a x es igual al reciproco

del determinante de A por LA derivada del determinante de A, se encuentra que

G(x, x) = Tr

(
A−1dAj,m

dx

)
= − 1

det|A|
d

dx

(
det|A|

)
=

d

dx

(
ln |det|A||

)
. (4.165)

Aśı al sustituir la ecuación anterior en (4.57)

u(x, t) = −2dG(x, x, t)
dx

(4.166)

se obtiene la solución 2-Solitón

u(x, t) = −2 d
2

dx2

(
ln |det|A||

)
,

= −2 d
2

dx2

[
ln

∣∣∣∣
(
1 +

c21
2χ1

e−2χ1x

)(
1 +

c22
2χ2

e−2χ2x

)
−
(
c21e

−(χ1+χ2)x

χ1 + χ2

)(
c22e

−(χ1+χ2)x

χ1 + χ2

)∣∣∣∣
]

(4.167)

La ecuación anterior describe el comportamiento de dos solitones que colisionan (ver figura

4.2).

La figura (4.2) describe la interacción entre dos solitones con diferentes amplitudes, se

observa que en t = 0 los solitones colisionan sumando sus amplitudes y después de la

colisión los solitones emergen con la misma amplitud.

La forma más sencilla de analizar la interacción anaĺıtica de dos solitones es por medio de

las siguientes aproximaciones.
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Figura 4.2: Solución 2-Solitón

El determinante de (4.160) tiene la siguiente forma

det|A| =

(
1 +

c21
2χ1

e−2χ1x

)(
1 +

c22
2χ2

e−2χ2x

)
−
(

c21
χ1 + χ2

e−(χ1+χ2)x

)(
c22

χ1 + χ2
e−(χ1+χ2)x

)
,

= 1 +
c21
2χ1

e−2χ1x +
c22
2χ2

e−2χ2x +
c21c

2
2

4χ1χ2
e−2(χ1+χ2)x − c21c

2
2

(χ1 + χ2)2
e−2(χ1+χ2)x,

= 1 +
c21
2χ1

e−2χ1x +
c22
2χ2

e−2χ2x + c21c
2
2e

−2(χ1+χ2)x

[
1

4χ1χ2
− 1

(χ1 + χ2)2

]
,

= 1 +
c21
2χ1

e−2χ1x +
c22
2χ2

e−2χ2x + c21c
2
2e

−2(χ1+χ2)x (χ1 + χ2)
2 − 4χ1χ2

4χ1χ2(χ1 + χ2)2
,

= 1 +
c21
2χ1

e−2χ1x +
c22
2χ2

e−2χ2x + c21c
2
2e

−2(χ1+χ2)xχ
2
1 + 2χ1χ2 + χ2

2 − 4χ1χ2

4χ1χ2(χ1 + χ2)2
,

= 1 +
c21
2χ1

e−2χ1x +
c22
2χ2

e−2χ2x + c21c
2
2e

−2(χ1+χ2)x
χ2
1 − 2χ1χ2 + χ2

2

4χ1χ2(χ1 + χ2)2
,

= 1 +
c21
2χ1

e−2χ1x +
c22
2χ2

e−2χ2x + c21c
2
2e

−2(χ1+χ2)x
(χ1 − χ2)

2

4χ1χ2(χ1 + χ2)2
,

= 1 +
c21
2χ1

e−2χ1x +
c22
2χ2

e−2χ2x +
c21c

2
2

4χ1χ2

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2(χ1+χ2)x, (4.168)
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y sustituyendo la expresión para las constantes ci dada por (4.135)

det|A| = 1 +
c1(0)

2e8χ
3
1t

2χ1
e−2χ1x +

c2(0)
2e8χ

3
2t

2χ2
e−2χ2x

+
c1(0)

2e8χ
3
1tc2(0)

2e8χ
3
2t

4χ1χ2

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2(χ1+χ2)x,

= 1 +
c1(0)

2

2χ1
e−2χ1x+8χ3

1t +
c2(0)

2

2χ2
e−2χ2x+8χ3

2t

+
c1(0)

2c2(0)
2

4χ1χ2

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2(χ1+χ2)x+8χ3
1t+8χ3

2t,

= 1 +
c1(0)

2

2χ1
e−2(χ1x−4χ3

1t) +
c2(0)

2

2χ2
e−2(χ2x−4χ3

2t)

+
c1(0)

2c2(0)
2

4χ1χ2

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2(χ1x−4χ3
1t+χ2x−4χ3

2t).

(4.169)

Para simplificar la expresión anterior se propone el cambio de variable τk = χkx − 4χ3
kt,

de esta manera

det|A| = 1 +
c1(0)

2

2χ1
e−2τ1 +

c2(0)
2

2χ2
e−2τ2 +

c1(0)
2c2(0)

2

4χ1χ2

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2(τ1+τ2). (4.170)

Tomando en cuenta que los niveles de enerǵıa χ1 > χ2 se considera primero el ĺımite

asintótico cuando t→ −∞ y x→ −∞.

Para el caso cuando τ1 = 0

χ1x− 4χ3
1t = 0,

χ1x = 4χ3
1t,

x = 4χ2
1t, (4.171)

Sustituyendo este resultado en τ2 se encuentra que

τ2 = χ2x− 4χ3
2t = χ24χ

2
1t− 4χ3

2t = 4χ2t(χ
2
1 − χ2

2) > 0, (4.172)

Cuando se considera que t→ −∞ se tiene que τ2 << 0 por lo tanto e−2τ2 >> 0 aśı (4.170)

se puede aproximar a

det|A| ∼ c2(0)
2

2χ2
e−2τ2 +

c1(0)
2c2(0)

2

4χ1χ2

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2(τ1+τ2),

∼ c2(0)
2

2χ2
e−2τ2

[
1 +

c1(0)
2

2χ1

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2τ1

]
.

(4.173)
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El logaritmo de la expresión anterior se aproxima de la siguiente forma

ln |det|A|| ∼ ln

∣∣∣∣
c2(0)

2

2χ2
e−2τ2

[
1 +

c1(0)
2

2χ1

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2τ1

]∣∣∣∣,

∼ ln

∣∣∣∣
c2(0)

2

2χ2
e−2τ2

∣∣∣∣+ ln

∣∣∣∣1 +
c1(0)

2

2χ1

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2τ1

∣∣∣∣,

∼ ln

∣∣∣∣
c2(0)

2

2χ2

∣∣∣∣+ ln

∣∣∣∣e
−2τ2

∣∣∣∣+ ln

∣∣∣∣1 +
c1(0)

2

2χ1

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2τ1

∣∣∣∣,

∼ ln

∣∣∣∣
c2(0)

2

2χ2

∣∣∣∣− 2τ2 + ln

∣∣∣∣1 +
c1(0)

2

2χ1

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2τ1

∣∣∣∣,

∼ ln

∣∣∣∣
c2(0)

2

2χ2

∣∣∣∣− 2(χ2x− 4χ3
2t) + ln

∣∣∣∣1 +
c1(0)

2

2χ1

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2τ1

∣∣∣∣.

(4.174)

Empleando (4.174) se puede aproximar (4.57) de la siguiente manera

u(x, t) = −2 ∂
2

∂x2

(
ln |det|A||

)
,

∼ −2 ∂
2

∂x2

[
ln

∣∣∣∣
c2(0)

2

2χ2

∣∣∣∣− 2(χ2x− 4χ3
2t) + ln

∣∣∣∣1 +
c1(0)

2

2χ1

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2τ1

∣∣∣∣
]
,

∼ −2 ∂
2

∂x2

[
ln

∣∣∣∣1 +
c1(0)

2

2χ1

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2τ1

∣∣∣∣
]
,

(4.175)

y de la identidad

c1(0)
2

2χ1

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

= e
ln

∣∣∣∣
c1(0)

2

2χ1

(
χ1−χ2
χ1+χ2

)2∣∣∣∣
, (4.176)

se encuentra que la solución 2-solitón se aproxima de la siguiente forma

u(x, t) ∼ −2 ∂
2

∂x2

[
ln

∣∣∣∣1 + e
ln

∣∣∣∣
c1(0)

2

2χ1

(
χ1−χ2
χ1+χ2

)2∣∣∣∣
e−2(χ1x−4χ3

1t)

∣∣∣∣
]
,

∼ −2 ∂
2

∂x2

[
ln

∣∣∣∣1 + e
−2(χ1x−4χ3

1t)+ln

∣∣∣∣
c1(0)

2

2χ1

(
χ1−χ2
χ1+χ2

)2∣∣∣∣∣∣∣∣
]
,

∼ −2 ∂
2

∂x2

[
ln

∣∣∣∣1 + e−2χ1(x−4χ2
1t−(φ1)−)

∣∣∣∣
]
,

(4.177)

por lo tanto la fase del primer solitón en t→ −∞ es

(φ1)− =
1

2χ1
ln

∣∣∣∣
c1(0)

2

2χ1

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2∣∣∣∣. (4.178)

Para el segundo solitón se considera τ2 = 0 de donde se encuentra

χ2x− 4χ3
2t = 0,

χ2x = 4χ3
2t,

x = 4χ2
2t, (4.179)
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sustituyendo en τ1 obteniendo entonces que

τ1 = χ1x− 4χ3
1t = χ14χ

2
2t− 4χ3

1t = 4χ1t(χ
2
2 − χ2

1) < 0. (4.180)

Al considerar el ĺımite asintótico en t → −∞ se tiene que τ1 >> 0 entonces e−2τ2 → 0,

aśı el determinante de (4.159) se aproxima a

det|A| ∼ 1 +
c2(0)

2

2χ2
e−2τ2 . (4.181)

Sustituyendo (4.181) en la ecuación (4.57)

u(x, t) = −2 ∂
2

∂x2
ln |det|A|| = −2 ∂

2

∂x2
ln

∣∣∣∣1 +
c2(0)

2

2χ2
e−2τ2

∣∣∣∣,

= −2 ∂
2

∂x2
ln

∣∣∣∣1 + e
ln

∣∣∣∣
c2(0)

2

2χ2

∣∣∣∣
e−2τ2

∣∣∣∣ = −2
∂2

∂x2
ln

∣∣∣∣1 + e
−2(χ2x−4χ3

2t)+ln

∣∣∣∣
c2(0)

2

2χ2

∣∣∣∣∣∣∣∣,

= −2 ∂
2

∂x2
ln

∣∣∣∣1 + e−2χ2[x−4χ2
2t−(φ2)−]

∣∣∣∣,

(4.182)

donde la fase del segundo solitón es de la forma

(φ2)− =
1

2χ2
ln

∣∣∣∣
c2(0)

2

2χ2

∣∣∣∣. (4.183)

El análisis anterior muestra el comportamiento de las fases antes de la colisión, para

analizar las fases de los solitones después de la colisión se considera el ĺımite asintótico

t→∞ y se realiza un procedimiento análogo.

De esta manera cuando τ1 = 0

χ1x− 4χ3
1t = 0,

χ1x = 4χ3
1t,

x = 4χ2
1t, (4.184)

y sustituyendo este resultado en τ2 se encuentra que

τ2 = χ2x− 4χ3
2t = χ24χ

2
1t− 4χ3

2t = 4χ2t(χ
2
1 − χ2

2) > 0. (4.185)

Cuando se considera que t→∞ se tiene que τ2 >> 0 por lo tanto e−2τ2 → 0 y (4.170) se

puede aproximar a

det|A| ∼ 1 +
c1(0)

2

2χ1
e−2τ1 (4.186)

De la expresión anterior se puede aproximar entonces a(4.57) de la siguiente manera

u(x, t) = −2 ∂
2

∂x2

(
ln |det|A||

)
∼ −2 ∂

2

∂x2

[
ln

∣∣∣∣1 +
c1(0)

2

2χ1
e−2τ1

∣∣∣∣
]
,

∼ −2 ∂
2

∂x2

[
ln

∣∣∣∣1 + e
ln

∣∣∣∣
c1(0)

2

2χ1

∣∣∣∣
e−2(χ1x−4χ3

1t)

∣∣∣∣
]
∼ −2 ∂

2

∂x2

[
ln

∣∣∣∣1 + e
−2(χ1x−4χ3

1t)+ln

∣∣∣∣
c1(0)

2

2χ1

∣∣∣∣∣∣∣∣
]
,

∼ −2 ∂
2

∂x2

[
ln

∣∣∣∣1 + e−2χ1[x−4χ2
1t−(φ1)+

∣∣∣∣
]
,

(4.187)
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por lo tanto la fase del primer solitón después de la colisión es

(φ1)+ =
1

2χ1
ln

∣∣∣∣
c1(0)

2

2χ1

∣∣∣∣. (4.188)

Para el segundo solitón se considera τ2 = 0

χ2x− 4χ3
2t = 0,

χ2x = 4χ3
2t,

x = 4χ2
2t, (4.189)

Sustituyendo este resultado en τ1 se encuentra que

τ1 = χ1x− 4χ3
1t = χ14χ

2
2t− 4χ3

1t = 4χ1t(χ
2
2 − χ2

1) < 0, (4.190)

Cuando se considera que t → ∞ se tiene que τ2 >> 0 por lo tanto e−2τ2 >> 0 donde

(4.170) se puede aproximar a

det|A| ∼ c1(0)
2

2χ1
e−2τ1 +

c1(0)
2c2(0)

2

4χ1χ2

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2(τ1+τ2),

∼ c1(0)
2

2χ1
e−2τ1

[
1 +

c2(0)
2

2χ2

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2τ2

]
.

(4.191)

Aśı el logaritmo de (4.191) se puede aproximar de la siguiente forma

ln |det|A|| ∼ ln

∣∣∣∣
c1(0)

2

2χ1
e−2τ1

[
1 +

c2(0)
2

2χ2

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2τ2

]∣∣∣∣,

∼ ln

∣∣∣∣
c1(0)

2

2χ1
e−2τ1

∣∣∣∣+ ln

∣∣∣∣1 +
c2(0)

2

2χ2

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2τ2

∣∣∣∣,

∼ ln

∣∣∣∣
c1(0)

2

2χ1

∣∣∣∣+ ln

∣∣∣∣e
−2τ1

∣∣∣∣+ ln

∣∣∣∣1 +
c2(0)

2

2χ2

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2τ2

∣∣∣∣,

∼ ln

∣∣∣∣
c1(0)

2

2χ1

∣∣∣∣− 2τ1 + ln

∣∣∣∣1 +
c2(0)

2

2χ2

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2τ2

∣∣∣∣,

∼ ln

∣∣∣∣
c1(0)

2

2χ1

∣∣∣∣− 2(χ1x− 4χ3
1t) + ln

∣∣∣∣1 +
c2(0)

2

2χ2

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2τ2

∣∣∣∣.

(4.192)

Del resultado anterior se puede aproximar (4.57) de la siguiente manera

u(x, t) = −2 ∂
2

∂x2

(
ln |det|A||

)
,

∼ −2 ∂
2

∂x2

[
ln

∣∣∣∣
c1(0)

2

2χ1

∣∣∣∣− 2(χ1x− 4χ3
1t) + ln

∣∣∣∣1 +
c2(0)

2

2χ2

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2τ2

∣∣∣∣
]
,

∼ −2 ∂
2

∂x2

[
ln

∣∣∣∣1 +
c2(0)

2

2χ2

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

e−2τ2

∣∣∣∣
]
,

(4.193)
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y usando la identidad

c2(0)
2

2χ2

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2

= e
ln

∣∣∣∣
c2(0)

2

2χ2

(
χ1−χ2
χ1+χ2

)2∣∣∣∣
, (4.194)

se aproxima la solución 2-solitón de la siguiente forma

u(x, t) ∼ −2 ∂
2

∂x2

[
ln

∣∣∣∣1 + e
ln

∣∣∣∣
c2(0)

2

2χ2

(
χ1−χ2
χ1+χ2

)2∣∣∣∣
e−2(χ1x−4χ3

1t)

∣∣∣∣
]
,

∼ −2 ∂
2

∂x2

[
ln

∣∣∣∣1 + e
−2(χ1x−4χ3

1t)+ln

∣∣∣∣
c2(0)

2

2χ2

(
χ1−χ2
χ1+χ2

)2∣∣∣∣∣∣∣∣
]
,

∼ −2 ∂
2

∂x2

[
ln

∣∣∣∣1 + e−2χ1(x−4χ2
1t−(φ2)+)

∣∣∣∣
]
,

(4.195)

por lo tanto la fase del segundo solitón en t→∞ es

(φ2)+ =
1

2χ2
ln

∣∣∣∣
c2(0)

2

2χ2

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2∣∣∣∣. (4.196)

De las expresiones (4.178) y (4.188) se obtiene el cambio de fase del primer solitón

∆φ1 = (φ1)+ − (φ1)−,

=
1

2χ1
ln

∣∣∣∣
c1(0)

2

2χ1

∣∣∣∣−
1

2χ1
ln

∣∣∣∣
c1(0)

2

2χ1

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2∣∣∣∣,

=
1

2χ1
ln

∣∣∣∣
c1(0)

2

2χ1

∣∣∣∣−
1

2χ1
ln

∣∣∣∣
c1(0)

2

2χ1

∣∣∣∣−
1

2χ1
ln

∣∣∣∣
(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2∣∣∣∣,

= − 1

χ1
ln

∣∣∣∣
χ1 − χ2

χ1 + χ2

∣∣∣∣,

(4.197)

mientras que de las expresiones (4.183) y (4.196) se encuentra el cambio de fase del segundo

solitón

∆φ2 = (φ2)+ − (φ2)−,

=
1

2χ2
ln

∣∣∣∣
c2(0)

2

2χ2

(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2∣∣∣∣−
1

2χ2
ln

∣∣∣∣
c2(0)

2

2χ2

∣∣∣∣,

=
1

2χ2
ln

∣∣∣∣
c2(0)

2

2χ2

∣∣∣∣+
1

2χ2
ln

∣∣∣∣
(
χ1 − χ2

χ1 + χ2

)2∣∣∣∣−
1

2χ2
ln

∣∣∣∣
c2(0)

2

2χ2

∣∣∣∣,

=
1

χ2
ln

∣∣∣∣
χ1 − χ2

χ1 + χ2

∣∣∣∣,

(4.198)

Por lo tanto las ecuaciones (4.197) y (4.198) muestran de manera explicita que el cambio de

fase después de la colisión de los dos solitones es proporcional a la razón entre la diferencia

de sus enerǵıas y la suma de las mismas [2].
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4.4.3. Solución n-Solitón

La transformada de dispersión inversa es un método que permite mostrar la interacción

de solitones con diferentes niveles de enerǵıa. En la sección anterior se mostró la solución

2-solitón que muestra como interaccionan dos solitones, en esta sección se analizara el caso

para N solitones también conocida como la solución N -Solitón y se encuentra al resolver

la ecuación (4.95) para un N arbitrario. El Kernel (4.94) es de la forma

F (x, t) =
N∑

n=1

(cn)
2e−χnx. (4.199)

Se tienen entonces N niveles de enerǵıa ordenados, χ1 > . . . > χN > 0.

Al sustituir el Kernel (4.199) en la ecuación GLM (4.95) se encuentra

G(x, z) +

N∑

n=1

[
(cn)

2e−χn(x+z) +

∫ ∞

x
(cn)

2G(x, y, t)e−χn(z+y)dy
]
= 0,

(4.200)

y para resolverla se propone que G(x, z) sea de la forma

G(x, z) =
N∑

n=1

Gn(x)e
−χnz. (4.201)

substituyendo la ecuación anterior en (4.200) se tiene

N∑

n=1

Gn(x)e
−χnz +

N∑

n=1

[
(cn)

2e−χn(x+z)

+

∫ ∞

x
(cn)

2
( N∑

m=1

Gm(x)e
−χmy

)
e−χnze−χnydy

]
= 0,

(4.202)

agrupando las sumatorias con respecto a n y simplificando la integral con respecto a y se

tiene

N∑

n=1

[
Gn(x)e

−χnz + (cn)
2e−χnxe−χnz + (cn)

2e−χnz
N∑

m=1

Gm(x)

∫ ∞

x
e−(χm+χn)ydy

]
= 0,

(4.203)

factorizando e−χnz y resolviendo la integral se encuentra la siguiente ecuación

N∑

n=1

[
Gn(x) + (cn)

2e−χnx + (cn)
2

N∑

m=1

Gm(x)e
−(χm+χn)x

χm + χn

]
e−χnz = 0.

(4.204)

Como los niveles de enerǵıa χj son distintos entre ellos entonces cada sumando será lineal-

mente independiente, por lo tanto la ecuación anterior se puede expresar como

Gn(x) + (cn)
2e−χnx + (cn)

2
n∑

m=1

Gm(x)e
−(χm+χn)x

χm + χn
= 0. (4.205)
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Para despejar a G se define la siguiente matriz A a partir de sus entradas

Amn(x, t) = δmn +
(cn)

2e−(χn+χm)x

χm + χn
, (4.206)

con m,n = 1, 2, ..., N . De esta manera la ecuación (4.204) se simplifica a

Gn(x) + (cn)
2e−χnx +

N∑

m=1

(
Amn − δmn

)
Gm(x) = 0,

Gn(x) + (cn)
2e−χnx +

N∑

m=1

(
AmnGm(x)− δmnGm(x)

)
= 0,

Gn(x) + (cn)
2e−χnx −Gn(x) +

N∑

m=1

AmnGm(x) = 0,

(cn)
2e−χnx +

N∑

m=1

AmnGm(x) = 0. (4.207)

La ecuación anterior tiene la forma AK +B = 0 con B el vector columna definido como




(c1)
2e−χ1x

(c2)
2e−χ2x

...

(cn)
2e−χnx



, (4.208)

aśı la solución al sistema es K = −A−1B.

Al derivar la ecuación (4.206) respecto a x se obtiene la relación

dAmn(x)

dx
= −(cn)2e−(χn+χm)x = −(cn)2e−χnxe−χmx,

= −Bne−χmx. (4.209)

A partir de las propiedades de las matrices junto con la ecuación anterior se puede reescribir

la ecuación (4.201) en el punto z = x como

G(x, x, t) =
N∑

n=1

Gn(x, t)e
−χnx =

N∑

n=1

N∑

m=1

(A−1)mn(x, t)Bme
−χnx,

=
N∑

n=1

N∑

m=1

(A−1)mn(x, t)
dAmn
dx

= Tr

(
(A−1)

dA

dx

)
,

=

(
1

detA

)
ddet|A|
dx

=
d

dx

(
ln |detA(x, t)|

)
. (4.210)

Finalmente el potencial u(x, t) puede ser encontrado expĺıcitamente la sustituir la ecuación

(4.210) en la ecuación (4.57)

u(x, t) = −2 d
2

dx2
ln |detA(x, t)|. (4.211)
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a la ecuación anterior se le conoce como la solución ”N -Solitón”de la ecuación KdV

estándar. Como puede apreciarse, la transformada de dispersión inversa resulta dar un

resultado más general que el resultado obtenido en el caṕıtulo 3, en el cual se empleo una

onda de choque para resolver la ecuación KdV. En el caṕıtulo 3 se encontró que al resolver

la ecuación diferencial con la onda de choque solo se obteńıa una solución tipo solitón,

mientras que el método planteado en este caṕıtulo, la transformada de dispersión inversa,

resuelve de manera más general el problema al encontrar la interacción entre N solitones

con diferentes niveles de enerǵıa [30, 2, 4, 5].
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Muchas de las leyes fundamentales de la f́ısica, por ejemplo, las del electromagnetis-

mo y la mecánica cuántica están formuladas en el lenguaje matemático de las ecuaciones

diferenciales parciales lineales. Sin embargo, otros sistemas tienen una naturaleza inheren-

temente no lineal. La descripción de un sistema no lineal se realiza usualmente mediante

ecuaciones diferenciales no lineales. En la actualidad no existe una teoŕıa matemática que

permita resolver en general ecuaciones o sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias o

parciales no lineales por lo que esto resulta un problema muy dif́ıcil de resolver. En vez

de esto, para cada problema no lineal por resolver se realiza una construcción matemática

particular que resulta a menudo solo aplicable a un conjunto de problemas similares o

equivalentes. Uno de los ejemplos más representativos en el contexto de f́ısica no lineal

es la ecuación KdV que dentro de su espacio de soluciones se encuentran un tipo muy

especial de funciones, las soluciones tipo solitón.

En este trabajo de tesis se presentó una revisión de los aspectos de la ecuación KdV la

cual es una ecuación diferencial parcial no lineal, haciendo énfasis solo en los detalles

caracteŕısticos de este problema que mantiene relación con problemas no lineales de pri-

mer orden solubles. En general, estos problemas solubles de primer orden son algunas

ecuaciones diferenciales parciales no lineales tales como las cuasi-lineales y algunas pocas

ecuaciones totalmente no lineales como por ejemplo la ecuación de la eikonal. Lejos de

estos ejemplos didácticos el resolver una ecuación diferencial parcial no lineal de tercer

orden, como lo es la ecuación KdV, resulta todo un reto para la f́ısica y las matemáticas.

Primero se presentó una construcción detallada más no rigurosa de la ecuación KdV em-

pleando elementos de la mecánica de fluidos, es decir se hizo uso de las ecuaciones de un

fluido no viscoso, incompresible e irrotacional. La ecuación KdV surge de modelar la pro-

pagación de una perturbación viajera solitaria en la superficie de un fluido donde existen

efectos de no linealidad y dispersión simultáneamente. Estos se pueden presentar en un

canal de agua poco profundo donde pueden propagarse ondas de longitud de onda larga

en un medio dispersivo. Después se presentó un método para resolver la ecuación KdV

empleando una onda de choque como ansatz, lo que permite simplificar la ecuación KdV

en una ecuación diferencial ordinaria que es posible resolver. Una de las soluciones obte-
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nidas por este método es el llamado uno-solitón.

Uno de los aspectos más importantes de la ecuación KdV como ya se mencionó es su

naturaleza no lineal. Sin embargo, también posee un gran valor histórico ya que represen-

ta el primer sistema dinámico completamente integrable que contiene un número infinito

de cantidades conservadas. Las matemáticas que fueron desarrolladas para demostrar es-

te hecho y que proporcionan un método mucho más eficaz de resolución de la ecuación

KdV se concretan en lo que actualmente es conocido como la transformada de dispersión

inversa. Los principales elementos del método de la transformada de dispersión inversa

son, el problema de dispersión directa, la formulación de Lax, la evolución de los datos de

dispersión y el problema de dispersión inversa.

En el caso de la ecuación KdV el método de la transformada inversa no solo reproduce la

solución uno-solitón, si no que permite encontrar las soluciones N -solitón. En particular

se obtuvo la solución 2-solitón que puede ser interpretada como la interacción de dos soli-

tones. Dicha interacción es no trivial ya que la suma de dos soluciones tipo solitón no es

solución debido a que el principio de superposición no es válido para sistemas no lineales

observándose aśı que los solitones preservan su forma antes y después de la interacción

con solo un cambio de fase que depende de las enerǵıas de cada solitón.

Es importante mencionar que muchos de los métodos e ideas empleados para resolver

ecuaciones diferenciales no lineales están motivados por diferentes áreas del conocimiento.

En el caso de la ecuación KdV fue posible encontrar diferentes soluciones exactas haciendo

uso de algunas ideas de la mecánica cuántica.

Por lo tanto el estudio de los solitones es un tema de gran interés ya que permite el análisis

de fenómenos no lineales que se presentan en la naturaleza y son dif́ıciles de modelar, razón

por la cual es importante estudiar la ecuación KdV y sus aplicaciones. Algunos ejemplos

de ellas son la resolución del acertijo de Fermi-Pasta-Ulam, solitones internos en el océano,

acústica no lineal de ĺıquidos burbujeantes, flujos de magma y ondas de conducto, f́ısica

de plasmas, ĺıneas de transmisión eléctrica, entre otras.
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Apéndice A

Solución a la integral (3.104)

En el capitulo 3 se planteo la ecuación diferencial ordinaria

− vf ′ + f ′′′ + δff ′ = 0 (A.1)

la cual se pudo reducir a la ecuación

df

f
√
v − ηf = ±dξ (A.2)

Para resolver la ecuación anterior, se propone el cambio de variable u =
√
v − ηf , para

transformar a la ecuación (A.2) en

−2du
v − u2 =

2du

u2 − v = ±dξ (A.3)

y puede ser resuelta al hacer una integral con sustitución trigonométrica con,

sen(θ) =

√
v

u
,

cos(θ) =

√
v − u2
u

tan(θ) =

√
v√

v − u2
(A.4)

De esta manera la ecuación (A.3) tiene la forma

2

∫
du

u2 − v = 2

∫
tan2(θ)

v

(
−
√
v
cos(θ)

sen2(θ)

)
dθ =

−2
√
v

v

∫
sen2(θ)

cos2(θ)

(
cos(θ)

sen2(θ)

)
dθ = − 2√

v

∫
dθ

cos(θ)
= − 2√

v

∫
sec(θ)dθ, (A.5)

multiplicando y dividiendo por el término de sec(θ) + tan(θ) se puede resolver la integral

anterior usando identidades trigonométricas

− 2√
v

∫
sec(θ)

(
sec(θ) + tan(θ)

sec(θ) + tan(θ)

)
dθ =

− 2√
v

∫
sec2(θ) + sec(θ)tan(θ)

sec(θ) + tan(θ)
dθ, (A.6)
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ya que la derivada de tan(θ) es sec2(θ) y la derivada de la sec(θ) es sec(θ)tan(θ) entonces

la derivada de la suma es

d

dθ
(sec(θ) + tan(θ)) = sec(θ)tan(θ) + sec2(θ) (A.7)

por lo tanto la integral (A.6) se resuelve sabiendo que

− 2√
v

∫
d(sec(θ) + tan(θ))

sec(θ) + tan(θ)
dθ

= − 2√
v
ln|sec(θ) + tan(θ)|

(A.8)

Regresando a las variables originales se encuentra que

− 2√
v
ln|sec(θ) + tan(θ)|

= − 2√
v
ln

∣∣∣∣
1

cos(θ)
+ tan(θ)

∣∣∣∣

= − 2√
v
ln

∣∣∣∣
1

√
u2−v
u

+

√
v√

u2 − v

∣∣∣∣

= − 2√
v
ln

∣∣∣∣
u√

u2 − v
+

√
v√

u2 − v

∣∣∣∣

= − 2√
v
ln

∣∣∣∣
u+
√
v√

u2 − v

∣∣∣∣, (A.9)

Utilizando las propiedades de los logaritmos se reduce la expresión anterior como

= − 2√
v
ln

∣∣∣∣
u+
√
v√

u2 − v

∣∣∣∣ = −
1√
v
ln

∣∣∣∣
(
u+
√
v√

u2 − v

)2∣∣∣∣

= − 1√
v
ln

∣∣∣∣
(u+

√
v)2

(
√
u2 − v)2

∣∣∣∣ = −
1√
v
ln

∣∣∣∣
(u+

√
v)2

u2 − v

∣∣∣∣

= − 1√
v
ln

∣∣∣∣
(u+

√
v)2

(u−√v)(u+
√
v)

∣∣∣∣ = −
1√
v
ln

∣∣∣∣
u+
√
v

u−√v

∣∣∣∣

=
1√
v
ln

∣∣∣∣
u−√v
u+
√
v

∣∣∣∣, (A.10)

y sustituyendo el valor de u =
√
v − ηf se obtiene el resultado

1√
v
ln

∣∣∣∣
√
v − ηf −√v√
v − ηf +

√
v

∣∣∣∣ = ±ξ − ξ0 (A.11)
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